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2 Mengenlehre #291

Mengenlehre: Weiteres iiber = x y.

Ersterstellung: 05/03/14 Letzte Anderung: 05/03/14

291-1. In ldngst filliger Aufarbeitung der Grundlagen der Analysis wird nun
mit der Uberarbeitung “meiner” Standardliteratur begonnen. Dabei stellt sich
nicht nur heraus, dass erstaunlich viele der dort zu findenden Resultate bereits
Eingang in das LebensWerk gefunden haben. Daneben gibt es Etliches, das noch
der Einarbeitung bedarf. Die folgenden beiden Resultate gehoren dazu.

291-1(Satz) Aus “x =y” folgt “zxy=yxz”.

Beweis 291-1 VS gleich r=1y.

1: Aus VS gleich “x =y”
folgt: Yy = .

2: Aus VS gleich “z =y” und
aus 1“y=2x”
folgt via 91-1: rTXYy=y Xz
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291-2. Klarer Weise folgt aus X y = y X x nur in nicht-trivialen Féllen z = y.

291-2(Satz) Es gelte:

=) TXY=y X I.

0#2xxy.
oder

0#yxuw.
oder

—)

0#x,y.
oder

0#y,x.

Dann folgt:
a) r=uy.

b) 0#z,y.

Beweis 291-2

1.1: Nach “—=)oder” gilt: O#z Xy
V 0#yxzx
V 0+#x,y
\% 0#y,x.
’Fallunterscheidung‘
0z xy.

1.1.1.Fall

2: Aus D4z xy=yxz” und
aus 1.1.1.Fall“0#x x y”
folgt via ISBCP:

(z=y) N0 #z,y).
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Beweis 291-2 ...

’Fallunterscheidung‘

1.1.2.Fall 04y xa.

2: Aus D “zxy=yxa” und
aus 1.1.2.Fall“0#y x a”

folgt via ISBCP: (x=y) A0 #zx,y).
1.1.3.Fall 0+#x,y.

2: Aus ) “zxy=yxx” und
aus 1.1.3.Fall“0 # x,y”

folgt via ISBCP: (x=y) N (0 #z,y).
1.1.4.Fall 04y, 1.

2: Aus D “zxy=yxa” und
aus 1.1.4.Fall“0#y,z”
folgt via ISBCP: (x=y) N (0 #z,y).

’Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

2.a): Aus A1l folgt: T =19.
2.b): Aus A1 folgt: 0+#uz,y.
O

Literatur.

R.Mlitz, Analysis 1.2.3, Vorlesungsskriptum, TU Wien, 1984.
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Mengenlehre: transitiv, antiSymmetrisch, symmetrisch.

Ersterstellung: 15/03/14 Letzte Anderung: 15/03/14

292-1. Ergéinzend zu den Ausfithrungen vergangener Essays - etwa #30 - werden
hier dquivalente Bedingungen nachgereicht, die (Anti-)Symmetrie und Transiti-
vitéit garantieren. Die Innovation gegeniiber den entsprechenden Definitionen be-
steht darin, dass auf Voraussetzungen wie “«a € U” - oder “«a Menge” - verzichtet
werden kann.

292-1(Satz)

a) “M transitiv” genau dann, wenn
“Va, B, v ((aM_B) AN(B-M 7)) = (a-M ).

b) “M antiSymmetrisch” genau dann, wenn

Va, B ((a-M_B) N (B-M_a)) = (= ).

c) “M symmetrisch” genau dann, wenn
“Ya, B (a-M_B) = (B-M_«)”.

Beweis 229-1 a) VS gleich M transitiv.

(M _B) A (B-M 7).

Aus VS gleich “ M transitiv”,

aus Themal“a M _§...” und

aus Themal“...5_M ~”

folgt via 30-38: a M .

Ergo Themal: Va, 8,7 ((a-M_B) N (B-M_y)) = (a_M 7).
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Beweis 292-1 a) VS gleich Vo, 8,7 : (a-M_B) A (B-My)) = (a-M _y).

(0,¢,¢ € U) A (5-M_€) A (e-M_¢)
Aus VS gleich “Va, 8,7 : ((a-M_B) A (5-M 7))

= (a-M_y)” und
aus Themal“...(d_M _€) A (e.M _¢)”

folgt: 0_M _¢.
Ergo Themal: Vo, e,0: ((0,e,0 €eU) N (6-M_€) N (e-M_¢)) = (e-M _¢).
Konsequenz via 30-30(Def): M transitiv in U.
Konsequenz via 30-30(Def): M transitiv.
b) VS gleich M antiSymmetrisch.

(a-M_B) A (B-M ).

Aus VS gleich “M antiSymmetrisch” und

aus Themal“a_M_S...” und

aus Themal®“...S_M_«a”

folgt via 30-47: a=f.
Ergo Themal: Va, B : ((a-M_B) N (B-M_a)) = (o = f).
b) VS gleich Vo, B : ((a-M_B) A (B-M _a)) = (a = B).

(v,6 €U) A (-M_5) A (5-M =)

Aus VS gleich “Vo, 8 : ((a-M_5) A (B-M_«a)) = (= )” und

aus Themal®“...(y-M_0) A (6_-M _~)”

folgt: v =9.
Ergo Themal: V7,0 (7,0 €eU) A (v-M_0) AN (0-M 7)) = (v =9).
Konsequenz via 30-45(Def): M antiSymmetrisch in U.

Konsequenz via 30-45(Def): M antiSymmetrisch.
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Beweis 292-1 c¢) VS gleich

M symmetrisch.

a-M.g.
Aus VS gleich “ M symmetrisch” und
aus Themal“a_ M _(37
folgt via 30-57: B_M _«
Ergo Themal: Va, [ : (a-M_B) = (5-M )

c) VS gleich Va,

(7,0 € U) A (7-M_5)

Aus VS gleich “Vo, 8 : (a_M_) = (f-M_«)” und
aus Themal“...v. M 0"
folgt:

0_M .

Ergo Themal: Vy,0: (7,0 eU) N (y-M b)) = (6-M ).

Konsequenz via 30-49(Def):
Konsequenz via 30-49(Def):

M symmetrisch in U.
M symmetrisch.
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292-2. Vorbereitend fiir “ Aquivalenzrelationen in 2” werden Klassen betrachtet,
die reflexiv oder transitiv oder symmetrisch - oder mehreres hiervon gleichzeitig
- in z sind.

292-2(Satz)

Es gelte:
—) M reflexiv in z.
—) pE 2.

Dann folgt:
a) peznNnM[{p}]
b) 0# zN M[{p}].

Beweis 292-2

1: Aus =) “M reflexiv in 2”7 und
aus —) “p € 27

folgt via 30-17(Def): p_M _p.
2: Aus 1
folgt: (p,p) € M.

3: Aus 2“(p,p) € M”
folgt via 9-15: p € M[{p}].

4.a): Aus =) “p € z” und
aus 3“p € M[{p}]”
folgt via 2-2: p e zNM[H{p}.

5.b): Aus4.a)“peznNM[{p}]”
folgt via 0-20: 0# 2N M[{p}]

]
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292-3. Ein erster Hilfssatz zielt auf den Nachweis ab, dass zwei Aquivalenzklassen
entweder gleich sind oder leeren bindren Durchschnitt haben.

292-3(Satz)

Es gelte:
—) M transitiv in z.
—) M symmetrisch in z.
—) p,q € 2.

=) 07 (20 (M[{p}]) 0 (=N M[{g}]).
Dann folgt “zn0 M[{p}] C 2N M[{q}]”.

Beweis 292-3

o € 20 M[{p}].

2.1: Aus 0“0 # (zNM[{p}])) N (zN M[{q}])”
folgt via 0-20: A0 : Qe (znM[{p}]) N (=N M[{q})).

2.2: Aus Themal“a € 2N M[{p}]”

folgt via 2-2: (€ 2) A (ae M[{p}])-
3.1: Aus2.1¢...Q € zNnM[{p}) N (zNnM[{q}])”

folgt via 2-2: (QeznNnM[{p}) N(QeznM[H{q}).
3.2: Aus2.2“. ..a € M[{p}]”

folgt via 9-15: (p,a) € M.
4.1: Aus 3.1“Q e zNM[{p}]...”

folgt via 2-2: (Qez)N(Q2e M[{p}]).
4.2: Aus3.1“...Q e 2nM[{q}]”

folgt via 2-2: (Qez)N (e M[{q}]).
4.3: Aus 3.2

folgt: p-M .
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Beweis 292-3
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5.

1:

Aus 4.1%...Q e M[{p}]”
folgt via 9-15:

: Aus 4.2¢...Q € M[{q}]”

folgt via 9-15:

: Aus —) “ M symmetrisch in 27,

aus =) “p... € z”,
aus 2.2“a € z...”
aus 4.3“p_M _«”

folgt via 30-49(Def):

und

: Aus 5.1

folgt:

: Aus 5.2

folgt:

: Aus —) “ M transitiv in z7 |

)

aus 2.2“a € z...”7,
aus =) “p... €z,
aus 4.1“Q e z...7,
aus 5.3“a_M _p” und
aus 6.1“p_M_ Q7
folgt via 30-30(Def):

: Aus —) “M symmetrisch in 27,

aus =) “...q €z,

aus 4.1“Q € z...” und
aus 6.2%“q_ M Q7

folgt via 30-49(Def):

a € znN M[{p}].

(p, Q) € M.

(q,Q) € M.

a_M p.

p_M .

q-M ().

a_M .

Q_M q.
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Beweis 292-3

11

8: Aus —) “ M transitiv in z7,
aus 2.2“a € z...”7,
aus 4.1“Q e z...7,
aus =) “...q € z”,
aus 7.1“a_M_Q7” und
aus 7.2“0Q_M q”
folgt via 30-30(Def):

9: Aus 8
folgt:

10: Aus 9“(a,q) € M”
folgt via 9-15:

11: Aus 2.2a € z...”7 und
aus 10“a € M[{q}]”
folgt via 2-2:

a € znN M[{p}.

a € znNM[{q}].

a_M q.

(ov,q) € M.

a € M[{q}]-

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (e € 2N M[{p}]) = (e € znN M[{q}]).

zNM{p} CzN M[{q}é
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292-4. Interessanter Weise muss hier M keine Aquivalenzrelation, sondern nur
transitiv und symmetrisch sein.

292-4(Satz)

Es gelte:
—) M transitiv in z.
—) M symmetrisch in z.
—) p,q € 2.

=) 07 (20 M[{p}]) 0 (=0 M[{g}]).
Dann folgt “z0 M[{p}] = 2N M[{q}]”.

Beweis 292-4

1.1: Aus —) “M transitivin z”,
aus —) “ M symmetrisch in 27,
aus —) “p,q € 2”7 und
aus =) “0 # (2N M[{p}]) N (=N M[{q}])”
folgt via 292-3: 2N M[{p}] C zn M[{q}].

1.2: Aus =) “p,ge z”
folgt: q,p € .

1.3: Via KGN gilt:
(zn M[{p}]) N (z " M[{q}]) = (=0 M[{q}]) N (z 0 M[{p}]).

2: Aus ) “0# (2N M[{p})N(zNM[{q}])” und

aus 1.3 (=N M[{p}]) N (= 1 M[{g}]) = (= N M[{q})) N (= " M[{p}))”
folgt: 0 (=N M[{g}]) N (= N M[{p}))-

3: Aus =) “ M transitiv in 27,
aus —) “ M symmetrisch in 27,
aus 1.2“¢q,p € 2”7 und

aus 240 # (2N M[{q}]) N (= 0 M[{p}])”
folgt via 292-3: 2N M[{q}] € zn M[{p}].

4: Aus 1.1“2NM[{p}] C 2N M[{q}]” und
aus 3%z N M[{q}] € 20 M[{p}]”
folgt via GleichheitsAxiom: 2N M[{p} =2znM[{q}]

]
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292-5. Merkwiirdiger Weise muss hier M nicht reflexiv in z sein.

292-5(Satz)

Es gelte:
—) M transitiv in z.
—) M symmetrisch in z.
—) p,q € z.

Dann folgt

2 M[{p}] = =0 M[{g}] oder (=0 M[{p}}) N (=" M[{g}]) = 0.

Beweis 292-5

1: Es gilt:
((zn M[{p}]) N (=N M[{q}]) = 0) v (0 # (=0 M[{p}]) N (2 " M[{q}]).

’Fallunterscheidung‘

(= M[{p})) N (= N M[{g}]) = 0.
0 (=0 MI{p}]) N (= N M[{g}))-

Aus —) “ M transitivin 27,

aus —) “ M symmetrisch in 27,

aus —) “p,q € 2”7 und

aus 1.2.Fall“0 # (z N (M[{p}]) N (N M[{q}])”

folgt via 292-4: 2 M[{p}] = =1 M[{q)].

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(zn M[{p}] = zn M[{q}]) v ((z 0" M[{p}]) N (= " M[{g}]) = 0).

]

Literatur.

R.Mlitz, Analysis 1.2.3, Vorlesungsskriptum, TU Wien, 1984.
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Mengenlehre: | Zspgitn = . {0: X € z}.
{e Ny[{A} A ez} {z[{A}] : A ey}
Ersterstellung: 17/03/14 Letzte Anderung: 20/03/14

293-1. Zu Beginn dieses Essays steht der Beweis zweier Ergdnzungen zur Men-
genlehre.

293-1(Satz)
a) Aus “p € x”folgt “p € {p} " und “0 # {p}”.

b) U Tsngltn = T -

Beweis 293-1 a) VS gleich pE .

1: Aus VS gleich “p € x”
folgt via Element Axiom: p Menge.

2: Aus 1“p Menge”
folgt via 1-3: (p € {p}) A (0 # {p}).
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Beweis 293-1 b)

Themal.1 ac U Tsngltn -

2:

Aus Themal.1“a € | Tengltn

folgt via 1-12: 30 o € Q € Tgngitn-

0 Aus 29...Q € Tgngitn
folgt via 27-3: AV (Q={V}H)A(Veux).

s Aus 2¢...aeQ...” und

aus 3“...Q={¥}...”

folgt: ae{V}.

: Aus 4“a e {0}
folgt via 1-6: a="V.

: Aus 5%a=U" und

aus 3“... v egx”

folgt: o€ x.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

15

Va: (o € | ZTengitn) = (a0 € ).

A1] ¢ U Tsngltn g x”
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Beweis 293-1 b)

Themal.2 o Ex.

2.1: Aus Themal.2“a € x”
folgt via des bereits bewiesenen a): a € {a}.

2.2: Aus Themal.2“a € z”
folgt via 27-3: {a} € Tengltn-

3: Aus 2.1“a € {a}” und
aus 2.2“{a} € Tongitn

folgt via 1-12: a € U Tsngitn-
Ergo Themal.?2: Va: (o € x) = (o € | Tongltn)-
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “o C | Zomgitn”

1.3: Aus A1 gleich “|Jzggitn € 7 und
aus A2 gleich “z C |J Zngitn
folgt via GleichheitsAxiom: U Zsngitn = -

]
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293-2. Mit der nun definierten, etwas exotisch wirkenden Klasse verkiirzen sich
spatere Beweise.

293-2(Definition)

293.0(z) ={0: A€z} ={w: (IQ: (Q € x)A(w=0))}.
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293-3. Das “Element-Sein”in {0 : A € z} nimmt eine interessante Form an.
Hieraus folgen weitere Aussagen iiber {0: \ € x}.

293-3(Satz)
a) “pe{0:X\e€x}”genau dann, wenn “p=0"und “0#x”.
b) {0: X eax} C{0}.
c) “{0:\e€a}=0"genau dann, wenn “x =0".

d) “{0: ez} ={0}"genau dann, wenn “0 # z”.

{0: ) € 2} 293-2(Def)

Beweis 293-3 a) VS gleich pe{0: ez}
1: Aus VS gleich “pe {0: X €x}”
folgt via 293-2(Def): 0 (Qex)A(p=0).
2.1: Aus 1
folgt: p=20

2.2: Aus1“...Q¢€x...”

folgt via 0-20: 0#zx
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Beweis 293-3 a) VS gleich

1.

1.

1: Aus VS gleich “p=0..."
folgt via 94-1:

2: Aus VS gleich “...0# 2"
folgt via 0-20:

2: Aus 1.2°dQ:Q € 2” und
aus VS gleich “p=0..."
folgt:

3: Aus 1.1“p Menge” und
aus 2“dQ: (Qex)A(p=0)"
folgt:

peE{w:(AN: (Qex)A(w=0))}

4: Aus 3
folgt via 293-2(Def): pe{0: ez}
b)
aec{0: ez}
Aus Themal“a € {0: X €x}”
folgt via des bereits bewiesenen a): a=0.

Ergo Themal:
Konsequenz via 1-10:

Va:(ae{0:Ae€z})= (a=0).
{0: X ez} C{0}.
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Beweis 293-3 c) VS gleich {0: xex}=0.
1: Es gilt: (0#x)V (z=0).
’ wiFallunterscheidung ‘
0.

2: Aus “0=0"und
aus 1.1.Fall®0 # 2”

folgt: (0=0)A (0 # z).
3: Aus2“(0=0)A(0#£x)”

folgt via des bereits bewiesenen a): 0€{0: ez}
4: Aus3“0e€{0: Aea}”

folgt via 0-20: 0#{0: €z}

5: Esgilt 4“0#{0: Aex}”.
Es gilt VS gleich “{0: A ez} =0.”

Ex falso quodlibet folgt: x = 0.
’Ende waallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x=0.
c) VS gleich x=0.
ae{0:\ex}.

2: Aus Themal“a € {0:\€x}”
folgt via des bereits bewiesenen a): (o =0)) A (0 # ).

3: Esgilt 2“...0# 2.7
Es gilt VS gleich “z =0.”
Ex falso quodlibet folgt: a¢{0: ez}

Ergo Themal: Va:(ae{0:Xex}) = (ag {0:Xex}).
Konsequenz via 0-19: {0: xex}=0.
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Beweis 293-3 d) VS gleich {0: X €z} = {0}

1: Aus 1-5“0 € {0}” und
aus VS gleich “{0: X € x} ={0}”

folgt: 0e€{0: ez}
2: Aus1“0e€{0: A ex}”
folgt via des bereits bewiesenen a): (0=0)A (0 # z).
3: Aus 2
folgt: 0 # x.
d) VS gleich 0 # x.

1: Aus “0=0"und
aus VS gleich “0 # z”

folgt via des bereits bewiesenen a): 0e€{0: €z}
2: Aus1“0e€{0: A ex}”

folgt via 1-8: {0} C{0: X €x}.
3: Via des bereits bewiesenen b) gilt: {0: X ez} C{0}.

4: Aus 3“{0: A€z} C{0}” und
aus 2{0} C{0: A € a}”
folgt via GleichheitsAxiom: {0: X e x} ={0}.

]
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293-4. Mit der nun definierten Klasse werden spétere Untersuchungen iiber
“ Aquivalenzrelationen” vorbereitet.

293-4(Definition)

293.1(z,z,y) = {xNy[{A}]: X € 2z}
={w: (AN (Qe )N (w=any[{Q}]))}.
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293-5. Hier wird das “Element-Sein” in {z Ny[{A}] : A € z} untersucht.

293-5(Satz)

a) Aus “pe {xnNy[{r}]: X € 2} folgt
“p Menge”und “3Q: (€ 2) A (p=azny[{Q}])”.

b) Aus “p € z”und “xzNy[{p}] Menge”
folgt “zny[{p}] e {zny[{A}]: A ez}

c) Aus “p € z”und “x Menge”
folgt “x " yl{p}] € {x Nyl{AN A € 2}

d) Aus “p € z”und “y[{p}] Menge”
folgt “xny[{p}] € {x Ny[{A}]: A e 2}7.

{x Ny[{A}] : A € 2} 293-4(Def)

Beweis 293-5 a) VS gleich pe{znNy[{A}: ez}

1.1: Aus VS gleich “p e {zNy[{\}]: A € z}”

folgt via Element Axiom: p Menge

1.2: Aus VS gleich “p e {zNy[{A}] : A € 2}”

folgt via 293-4(Def): 30 (Qez)A(p=2ny[{Q}])
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Beweis 293-5 b) VS gleich (p € 2) A (x Ny[{p}] Menge).
1: Aus VS gleich “p € 27
folgt: 0 (Qez)A(p=Q).
2: Aus 1“...p=Q”
folgt: zNy[{p}] =z Ny[{Q}].
3: Aus 1“302: Qe z...”7 und
aus 2z Ny[{p}] = = Ny[{Q}]”
folgt: I (2 e ) A (xny[{p} =zny[{Q}]).
4: Aus VS gleich “...zNy[{p}] Menge” und
aus 3“30: (Q € 2) A(zny[{p} =xny[{Q}])”
folgt: zNy[{p} e{w: (FN: (e )N (w=xny[{Q}])}.
5: Aus4“zNy[{p} €{w: (FA: (Qe2) A (w=xzny[{Q})}”
folgt via 293-4(Def):
rOy{p} €{w: (32: (e 2)A(w=2ny{2}])}
c) VS gleich (p € z) A (x Menge).
1: Aus VS gleich “...x Menge”
folgt via 2-24: z Ny[{p}] Menge.
2: Aus VS gleich “p € z...” und
aus 1“z Ny[{p}] Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): zNy[{p} € {xNy[{\}]: X € z}.
d) VS gleich (p € 2) A (y[{p}] Menge).
1: Aus VS gleich “...y[{p}] Menge”
folgt via 2-24: z Ny[{p}] Menge.
2: Aus VS gleich “p € z...” und

aus 1“z Ny[{p}] Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): rzNy[{p} € {zNy[{\}]: X € z}.

]
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293-6. Hier wird {z Ny[{A}] : A € z} in jenen Féllen vorgestellt, in denen
wenigstens eine der drei Klassen z,y, z gleich 0 ist.

293-6(Satz)
) {wny[{A}]: e} =0.
B) {zNO[{A}]: A€z} ={0: A€z}
) {zNO[{A}]: A€z} C {0}
) “LzNO[{A]: A€ 2} =07 genau dann, wenn “z =07
&) “{eNO[{A}: A€z} = {0} genau dann, wenn “0 # 27
£) {0ny[{A]:rez}={0: )€z}
g) {0Nny[{At: A ez} C {0}
) “{0Ny[{A}]: \ € 2} = 07 genau dann, wenn “z =07

1) “{0Nny[{A}] : A€z} ={0}"genau dann, wenn “0 # z”.

{0: X €z} 293-2(Def)
{xNny[{A}] : A € 2z} 293-4(Def)

Beweis 293-6 a)

ae{zny{A}: A€o0}
2: Aus Themal“a € {xNy[{A\}]: A€ 0}”
folgt via 293-5: 30 (2 € 0) A (a=zny[{2}]).

3: Esgilt 2¢...2€0...7.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: aé¢ {xny[{A}: A e0}.

Ergo Themal: Va: (ae{xny[{A}: A€ 0}) = (a ¢ {zny[{\}]: A € 0}).
Konsequenz via 0-19: {zny[{A}]: A €0} =0.
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Beweis 293-6 b)

a€{zNO[{A}]: A€z}
2: Aus Themal.1“a € {x NO[{A}]: A € z}”
folgt via 293-5: 30 (Qez2) A (a=z2n0[{Q}]).
3.1: Aus2“...Qe€z...”
folgt via 0-20: 0# z.
3.2: Aus 2
folgt: a=zN0[{Q}].
4: aZno{Q})*=2*2zn0*="0.
5: Aus4“a=...=0" und
aus 3.140 # 27
folgt via 293-3: aec{0: ez}
Ergo Themal. 1: Va:(ae{xznNO[{A}:Ae€z})= (ac{0: )€ z}).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “{danO0{A}]: Aez} C{0: e z}”
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Beweis 293-6 b) ...
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folgt via 293-3:

3: Aus 2“...0# 27
folgt via 0-20:

folgt via 94-1:

folgt via 293-5:

folgt:

folgt:

2: Aus Themal.2“a € {0: A\ € z}”

5: Aus 4“zNO[{Q}] =

6: Aus 3“...Q2€ 2”7 und
aus 5“x N 0[{Q}] Menge”

7: Aus 2“a=0..." u
aus 4“z NO[{Q}] =

8: Aus 7“a =2z N0[{NQ}]” und
aus 6“2 NO[{Q}] € {zNO[{A}]: Aez}”

aef{0:\ez}

(= 0) A (0 % 2).

40 :Q € z.

2-17

z N0} *=22n0*="0.

...=07
x N O0[{Q2}] Menge.

zNOHQ} € {xNO[{A}] : X € z}.

nd
.=07
a=zN0[{Q}].

a€{xNO[{I}]: A€z}

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(ae{0:Aez})= (e {xnNO[{A}]: )€ z}).
A2 “f0: A ez} C{zNO[{A} : Aez}”

1.3: Aus A1 gleich “{xNO[{A\}]: A€z} C{0: A€ z}” und
aus A2 gleich “{0: A€z} C{zNO[{A}: A€z}
folgt via GleichheitsAxiom: {zNO{A}]: Aez}={0:Xez}.

c)

1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: {zNO{A}]: A€z} ={0: €z}

1.2: Via 293-3 gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

{0: ez} C {0}

{zNO[{A}: X ez} C{0}.
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Beweis 293-6 d)

1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: {zNO{A}]: Aez}={0:Xez}.
1.2: Via 293-3 gilt: {0:Nez}=0) < (2=0).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: {xzNO[{A}: A€z} =0) < (2=0).
e)
1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: {zNO{A}]: Aez}={0:Xez}.
1.2: Via 293-3 gilt: ({0: X ez} ={0}) & (0 #2).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: {xNO[{A} : A€z} ={0}) & (0 # z).
£)
o€ {0Ny[{A]: A€z}
2: Aus Themal.1“a € {0Ny[{A}] : A€ 2}”
folgt via 293-13: I (e )N (a=0ny[{Q2}]).
3.1: Aus2“...Qez...”
folgt via 0-20: 0 # 2.
3.2: Aus 2
folgt: a=0Ny[{Q}].
4: a2 ony[{a}] *=2o.
5: Aus4“a=...=0" und
aus 3.140 # 27
folgt via 293-3: ae{0: ez}
Ergo Themal. 1: Va:(ae{0ny[{r}]:xez}) = (ae{0: e z}).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “{ONy[{A}]:Aez} C{0: A e z}”
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Beweis 293-6 ) ...
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folgt via 293-3:

3: Aus 2“...0# 2”7
folgt via 0-20:

4: Via 2-17 gilt:

folgt via 94-1:

folgt via 293-5:

folgt:

folgt:

2: Aus Themal.2“a € {0: € z}”

5: Aus 4“0Ny[{Q}] =

6: Aus3“...Q € 2” und
aus 5“0 Ny[{Q}] Menge”

7: Aus 2“a=0...”7 und
aus 4“0 Ny[{Q} =07

8: Aus 7“a=0Ny[{Q}]” und
aus 6“0 Ny[{Q}] € {0Ny[{A}: A€ z}”

aef{0: )€z}

(a=0)A(0# 2).

d02:Q € z.
0Ny[{Q}] =o0.

077
0N y[{Q}] Menge.

0Ny[{Q}] € {0Ny[{A}: A€z}

a=0ny[{Q}].

ae{0Ny[{A}: ez}

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(ae{0:Xez})= (ae {0Ny[{A}]: A€ z}).
A2 “{O0: ez} C{OoNny[{r}]: e z}”

1.3: Aus A1 gleich “{0Ny[{A}]: A€z} C{0: A€ 2}” und
aus A2 gleich “{0: A€z} C{0Ny[{r}]: A€ z}”
folgt via GleichheitsAxiom: {0Ny[{A}:Aez}={0: €z}

g)

1.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: {0Ny[{A}:Aez}={0: ez}

1.2: Via 293-3 gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

{0: e 2} C {0}

{0nyl[{Ar] - A e 2z} {0}
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Beweis 293-6 h)

1.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt:

1.2: Via 293-3 gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

i)

1.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt:

1.2: Via 293-3 gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

Mengenlehre #293

{0Ny[{rA}: A ez} ={0: € z}.
{0:Xez}=0) < (2=0).

{0Ny[{A A€z} =0) & (2 =0).

{0Ny[{A}: A ez} ={0: )€ z}.
({0: Xez} ={0}) (0 # 2).

{0Nnyl{A} - A ez} ={0}) & (0 # 2).

[]
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293-7. In den hier vorgestellten Spezialfillen zeigt sich unter anderem, dass {zN
y[{A\}] : A € z} auch dann= 0 sein kann, wenn 0 # z,y, z gilt.

293-7(Satz)
a) {UNU[{N]: A€z} =0.
b) {UNO[{A}: NeU} ={0}.
&) {0NUENY X eu) = {0}

{x Ny[{A}] : A € 2} 293-4(Def)
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Beweis 293-7 a)

ac {UNU[AY A€z}

2: Aus Themal“a € {UNU[{A}] : X € z}”

folgt via 293-5: 3 (e )N (a=UNU[{NY]).
3: Aus2“..Qez...”

folgt via 293-1: 0# {Q}.
4: Aus 3“0 # {Q}”

folgt via 8-12: UH{QY =U.
5: a ZUnU{} =" Uy £u.

6: Aus Themal“a € {UNU[{A}]: A€ 2z}” und
aus 5a=U"
folgt: Ue{UNU[{I}]: ez}

7: Esgilt 6“U e {UNU{I}]: Ae =}
Via 94-1 gilt “U ¢ {UNU{I}] : X e =}
Ex falso quodlibet folgt: a g {UNU{N}]:Xe =z}

Ergo Themal:  Va:(ae{UNU{N}:Aez}) = (ag {UNU[{I}: X e z}).
Konsequenz via 0-19: {UNU[{N}] A€z} =0.

b)

Aus 0-18“0 # U”

folgt via 293-6: {UNO[{A} : X eU} ={0}.
c)

Aus 0-18“0 # U”

folgt via 293-6: {0NU[{N}] : X eU} ={0}.
[
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293-8. Es folgen weitere Aussagen iiber {z Ny[{\}] : A € 2z} und iiber J{z N
y[{A\}] : A € z}. Insbesondere gilt nicht ohne Weiteres “(J{z Ny[{\}] : A € 2} =
xNylz]”.

293-8(Satz)
a) {xNy[{A}]: A ez} CP@nylz]).
b) {zNy[{A}]: A€z} CP(xzNrany).
o) Ufznyl{A}]: Aez} Canylz].
d) U{zny[{A}]: A€z} Caenrany.
&) Aus “0%# 27 folgt “U{UNU[NY] A€z} £UNU[Z]" .

£) Aus “Va: (a € 2) = (zNy[{a}] Menge)”
folgt “U{zny[{r}]: A€z} =anylz]”.

g) Aus “Va: (a € z) = (y[{a}] Menge)”
folgt “\J{xny[{\} : A€z} =xnylz]”.

h) Aus “x Menge” folgt “| J{lz Ny[{\}] : A € z} = xnNylz]”.
1) Aus “y Menge” folgt “(J{z Ny[{\}] : A€z} =xnylz]”.

{xny[{A}] : X € 2z} 293-4(Def)
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Beweis 293-8 a)

ac{zny[{A]: A€z}

2: Aus1“ae{znNy[{A} : A ez}”
folgt via 293-5:
(a Menge) A (32 : (Q € 2) A (a =2 Ny[{Q}])).

3.1: Aus 2“a Menge...” und
aus 2“...a =z Ny[{Q}]”
folgt: z Ny[{2}] Menge.

3.2: Aus2“..Q€exz...”
folgt via 1-8: {Q} C =

4: Aus 3.24{Q} C 27
folgt via 8-9: y[{Q}] C y[z].

5: Aus 4%y[{Q}] C ylz]”
folgt via 158-4: zNy[{Q}] C znylz].

6: Aus 5z Ny[{Q} CxNylz]” und
aus 3.1“z Ny[{2}] Menge”
folgt via 0-26: rNy[{N}] € P(zNylz]).

7: Aus 2“. . a=2Ny[{Q}]” und
aus 6“x Ny[{Q}] € P(xNylz])”
folgt: a e PlxNylz]).

Ergo Themal: Va: (ae{zny{A}: A€ z}) = (a e P(xNylz])).
Konsequenz via 0-2(Def): {zNy[{A}] : A€z} CP(xnNylz]).
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Beweis 293-8 b)

1.1: Via 8-10 gilt: ylz] C rany.
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: {zNy[{A}] : A€z} CP(xnNylz]).

2: Aus 1.1“y[z] Crany”
folgt via 158-4: rNy[z] CxNranz.

3: Aus2“zNylz] CzNrany”
folgt via 0-28: Pz Nylz]) CPxNrany).

4: Aus 1.2“{znNy[{A}: A€z} CPxNylz])” und
aus 3“P(xNylz]) CP(zNrany)”
folgt via 0-6: {zNy[{A}]: A€z} CP(xNrany).
c)
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: {zNy[{A}] : A€z} CP(xnNylz]).

2: Aus 1{znNy[{A\}: A ez} CPxnylz])”
folgt via 1-19: U{zny[{A} : A€z} Canylz].

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:  {x Ny[{\}]: A € 2z} CP(zNrany).

2: Aus 1“{xny[{A}]: A€z} CP(xNrany)”

folgt via 1-19: U{zny[{A}]: A€z} Canrany.
e) VS gleich 0 # z.
1.1: Aus VS gleich “0 # z”

folgt via 8-12: U] =U.
1.2: UUnU[N :ae 2} 22T o 240,
2.1: Unulz] 2" ulz 2 u.
2.2: Aus1.2J{UNU{I}]: Aez}b=...=0" und

aus 0-18“0 # U”

folgt: U{UNU[{NY X ez} #AU.

3: Aus 2.24{UNU[{N}]: A€z} #UT und
aus 2. 1“UNU[z] =...=U"

folgt: {UNU{A} X ez} AUNUZ
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Beweis 293-8 f) VS gleich Va: (a € z) = (zNy[{a}] Menge).
B exnyll
2: Aus Themal.1“f € zNylz]”
folgt via 2-2: (Bex)N (B eylz]).

3: Aus 2¢...5 € y[z]”
folgt via 8-T7: A0 (e )N (L) €y).

4.1: Aus VS gleich “Va : (« € 2) = (z Ny[{Q2}] Menge)” und
aus 3“... Qe z...”
folgt: x Ny[{2}] Menge.

4.2: Aus 3“...(Q,B8) ey”
folgt via 9-15: B e y[{Q}].

5.1: Aus3“...Q € z...” und
aus 4.1“2 Ny[{Q}] Menge”

folgt via 293-5: zNy[{Q}] € {xny[{r}]: X € z}.
5.2: Aus2“fe€x...” und

aus 4.2%5 € y[{Q}]”

folgt via 2-2: g exnyl{Q}].

6: Aus 5.2“8 € xNy[{N}]” und
aus 5.1“c Ny[{Q} e {zny[{\}] : A € z}”

folgt via 1-12: gelU{zny[{r}]: ez}
Ergo Themal. 1: VB :(Bexnylz]) = (B e U{zny[{r}]: e z}).
Konsequenz via 0-2(Def): At] “aznylz] CSU{z[{A} A ey}
1.2: Via des bereits bewiesenen c¢) gilt: U{zny[{r}]: A ez} Caxnylz].

2: Aus 1.2 {eny[{ }: A€z} Cxnylz]” und
aus Al gleich “azNylz] CU{zny[{I\}] : A e z}”
folgt via GleichheitsAxiom: U{zny[{r}] : A €z} =xnylz].
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Beweis 293-8 g) VS gleich
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Va: (a € z) = (y[{a}] Menge).

2: Aus Themal.1“f € 2”7 und

aus VS gleich “Va : (a € z) = (y[{a}] Menge)”

folgt:

3: Aus 2“y[{5}] Menge”
folgt via 2-24:

g e z.

y[{5}] Menge.

z N y[{5}] Menge.

Ergo Themal:

Konsequenz via des bereits bewiesenen f):

h) VS gleich

VG (8 € 2) = (¢ Ny[{F}] Menge).

Ulz nyl{Atl - A ez} =z nylz].
x Menge.

Aus VS gleich “x Menge”
folgt via 2-24:

o€ z.

x Nyl[{a}] Menge.

Ergo Themal:

Konsequenz via des bereits bewiesenen f):

i) VS gleich

Va: (a € z) = (zNy[{a}] Menge).

UlznyliA s A ez =20 y[Zé

y Menge.

1: Aus VS gleich “y Menge”
folgt via 8-11:

2: Aus 1“y[{a} Menge”
folgt via 2-24:

a € y.

y[{a}] Menge.

z Ny[{a}] Menge.

Ergo Themal:

Konsequenz via des bereits bewiesenen f):

Va: (o € z) = (zNy[{a}] Menge).

UlznylfAll s dezp =20 y[%
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293-9. Es gilt {U Nz[{\}] : A € y} = {z[{\}] : A € y}.

293-9(Satz)

{unz[{M]:Aeyr = {z[{A}]: A ey}

{z[{\}] : \ € y} 21-15(Def)
{zNz[{\}]: \ € y} 293-4(Def)

Beweis 293-9

folgt:

folgt:

folgt:

2: Aus Themal.1“a e {UNz[{\}]: N ey}
folgt via 293-5:
(a Menge) A (IQ2: (Q € y) A (a =U N x[{Q}])).

3: Via 2-17 gilt:

4: Aus 2“...a=UNz[{Q}]” und
aus 3“U Nz[{Q}] = z[{Q}]”

5: Aus 2“a Menge...” und
aus 4“a = x[{Q}]”

6: Aus2“...Q€y...” und
aus 5“z[{Q}] Menge”
folgt via 21-22: z[{Q}] € {z[{\}] : A € y}.

7: Aus 4“a = z[{Q}]” und
aus 6“z[{Q}] € {z[{A}] : A € y}”

ac{Unz[{A\}]: A ey}

Unz{Q}] = ={2}].

a = z[{Q}].

x[{Q2}] Menge.

a € {z[{\}: X ey}

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def): A2 “AUNz[{A} ey} C{z[{ }]: A ey}

Va: (ae{UNnz[{A} :Aey}) = (o€ {z[{\}]: A ey}).
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Beweis 293-9 ...

o € {a[{A}]: A € ).

2: Aus Themal.1“«a € {z[{\}]: A € y}”
folgt via 21-21:
(o Menge) A (32 : (2 € y) A (a = z[{Q2}] Menge)).

3: Via 2-17 gilt: UnNz[{Q} = z[{Q}].
4.1: Aus2“...a=z[{Q}]...” und
aus 3“U Nz[{Q}] = z[{Q}]”
folgt: a=UnNx[{Q}].

4.2: Aus 3“UNz[{Q}] = z[{Q}]” und
aus 2“...z[{Q}] Menge”
folgt: U N z[{Q}] Menge.

5: Aus2“...Q€y...” und
aus 4.2“U N z[{2}] Menge”
folgt via 293-5: UNz[{Q}] e {UNz[{A}]: X ey}

6: Aus4.1“a=UNz[{Q}]” und
aus 5°UNz[{Q} e {UNz[{A}]: A€y}

folgt: ac{Unz[{A\}]: A ey}
Ergo Themal.2: Va: (o€ {z[{A}]: A ey}) = (a e {UNz[{\}]: X €y}).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “Ax[{A}] s ey C{UNz[{A} : A ey}”

1.3: Aus A1 gleich “{UNz[{\}] : A€y} C{z[{ \}]: A €y}” und
aus A2 gleich “{z[{\}]: A ey} C{UNz[{\}]: A ey}
folgt via GleichheitsAxiom: {UNz[{A} A ey} ={z[{ \}]: X € y}.

]
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293-10. In den hier vorgestellten Spezialfillen zeigt sich, dass {z[{\}] : A € y}
auch dann= 0 sein kann, wenn 0 # = und 0 # y gilt.

293-10(Satz)

a) {z[{\}]:\e0}=0.

b) {0[{A}: A€y} ={0:Aey}.

o) {O[{A} A ey} C {0}

d) “{0[{\}] : \ € y} = 07 genau dann, wenn “y=0".
) “{0[{\}]: A € y} = {0}” genau dann, wenn “0 #y”.
£) {0[{A}]: A €0} =0.

g) {0{A} : A e} = {0}

) {U[{A}]: A€y} =0.

{z[{\}] : A € y} 21-15(Def)

Beweis 293-10

{UNz[{\}]: ) € y} 293-4(Def)

abcde)

1.1: Via 293-6 gilt:
1.2: Via 293-6 gilt:
1.3: Via 293-6 gilt:
1.4: Via 293-6 gilt:
1.5: Via 293-6 gilt:
1.6: Via 293-9 gilt:

1.7: Via 293-9 gilt:

{UNz[{I}]: A€ 0} =0.
{UNO[{A} : A ey}t ={0: A ey}
{UNO{A} : A ey} C{0}.
UNO{A A eyt =0)« (y=0).
UNOKA] - Aeyt ={0}) < (0#y).
{Unzl{A}]: deyr ={z{M]: A ey}
{UNO[{A}] A eyt ={0[{A}] : A ey}
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Beweis 293-10 abcde) ...

2.a): Aus 1.1 und
aus 1.6
folgt:

2.b): Aus 1.2 und
aus 1.7
folgt:

2.c): Aus 1.3 und
aus 1.7
folgt:

2.d): Aus 1.4 und
aus 1.7
folgt:

2.e): Aus 1.5 und
aus 1.7
folgt:

f)

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

g)
Aus 0-18“0 # U”

folgt via des bereits bewiesenen e):

h)
1.1: Via 293-7 gilt:
1.2: Via 293-10 gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

41

{z[{ \}]: A€ 0} =0.

(O[N] s A€y} = {0: A ey,

{O{A} - A ey} € {0}

{Ol{AH A ey} =0) & (y =0).

{O{A] = A ey} ={0}) & (0 #v).

{0[{\}] : A € 0} = 0.

{0[{\}] : A e U} = {0}.

UNUN A ey} =0.

{UNUAY A eyt ={U{AH A ey}

{Ul{rtl - Aeyp=0.
O
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293-11. Es folgen weitere Aussagen iiber {z[{\}] : A € y} und iiber (J{z[{\}] :
A € y}. Insbesondere gilt nicht ohne Weiteres “|J{z[{\}] : A € y} = z[y]” .

293-11(Satz)
a) U{z[{\}]: A €y} Calyl.
b) U{z[{A}]: A€y} Cranz.
c) Aus “0#y” folgt “\{U{N A€yt #U[Y]".

d) Aus Va: (a€y) = (z[{a}] Menge)”
Jolgt “U{z[{A}]: A ey} =aly]”.

e) Aus “x Menge” folgt “UJ{z[{\}] : A € y} = z[y]”.

{z[{\}] : A € y} 21-15(Def)

Beweis 293-11

1.1: Via 293-8 gilt: U{U nz[{A}] - A ey} CUN[y].
1.2: Via 293-8 gilt: U{Unz[{A\}]: Aey} CUNranz.
1.3: Via 293-8 gilt: 0#y) = {UNU{I} :Xey} #UNUY)).

1.4: Via 293-8 gilt:
(Vo : (« € y) = ([{a}] Menge)) = (({U Nz[{A}] : A € y} =UNxly]).

1.5: Via 293-8 gilt:
(x Menge) = (U{U Nz[{\}] : A ey} =UNz]y)).

1.6: Via 293-9 gilt: {UNz[{A} A ey} ={z[{ \}]: X € y}.
1.7: Via 293-9 gilt: {UNU{N} X ey} ={U{I}]: X ey}
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Beweis 293-11 ...

2.1: Aus 1.1 und
aus 1.6

folgt: U{z[{A} - A ey} CUN[y]

2.2: Aus 1.2 und
aus 1.6
folgt: U{z[{ \}] : A ey} CUNranz.

2.3: Aus 1.3 und
aus 1.7

folgt: (0#y) = (U] A eyt FUNUY]).

2.4: Aus 1.4 und
aus 1.6
folgt:
(Va: (a € y) = (z[{a}] Menge)) = ((UH{z[{A\}] : A € y} =UNz[y]).

2.5: Aus 1.5 und

aus 1.6
folgt:
(z Menge) = (U{z[{A}] - A e y} =U Nzy]).
2.6: Via 2-17 gilt: UNzly| = zly|.
2.7: Via 2-17 gilt: UNranz =ranz.

2.8: Via 2-17 gilt: UNUlyl =Uly.
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Beweis 293-11 ...

3.a): Aus 2.1 und
aus 2.6

Mengenlehre #293

folgt: U{z[{A} : A ey} € aly].

3.b): Aus 2.2 und
aus 2.7

folgt: U{z[{\}] : A € y} Cranuz.

3.c): Aus 2.3 und
aus 2.8

folgt: (07#y) = (U - A ey} # Uly)).

3.d): Aus 2.4 und
aus 2.6

folgt: (Vo : (a € y) = (2[{a}] Menge)) = ({z[{A}] - A € y} = z[y]).

3.e): Aus 2.5 und
aus 2.6

folgt: (x Menge) = (U{z[{\}] : A € y} = z[y]).

Literatur.

R.Mlitz, Analysis 1.2.3, Vorlesungsskriptum, TU Wien, 1984.

O
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M reflexiv in z ...
M transitiv und symmetrisch in z ...
AquivalenzRelation. AquivalenzRelation auf z.

Ersterstellung: 02/04/14 Letzte Anderung: 03/04/14

294-1. Kein Grundstudium der Mathematik kommt ohne “AquivalenzRelatio-
nen” aus. Dies ist Grund genug, derartige Struktruren in die Essays einzubringen.

294-1(Definition)

1) “R AquivalenzRelation auf z” genau dann, wenn gilt:

R Relation.
A

R reflexiv in z.
A

R transitiv in z.
A

R symmetrisch in z.

2) “R AquivalenzRelation” genau dann, wenn gilt:

R AquivalenzRelation auf .
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294-2. Ist R eine AquivalenzRelation auf z und gilt  C z, so ist R auch eine
AquivalenzRelation auf x. Im Speziellen ist jede AquivalenzRelation eine Aqui-
valenzRelation auf z:

294-2(Satz)

a) Aus “R AquivalenzRelation auf z” und “x C z”
folgt “R AquivalenzRelation auf x”.

b) Aus “R AquivalenzRelation” folgt “R AquivalenzRelation auf z” .

Beweis 294-2 a) VS gleich (R AquivalenzRelation auf 2) A (z C 2).

1: Aus VS gleich “ R AquivalenzRelation auf z...”
folgt via 294-1(Def): (R Relation) A (R reflexiv in 2)
A(R transitiv in z) A (R symmetrisch in z).

2.1: Aus 1“... Rreflexivin z...” und

aus VS gleich “...x C 27

folgt via 30-20: R reflexiv in .
2.2: Aus 1“... R transitivin z...” und

aus VS gleich “...x C 27

folgt via 30-31: R transitiv in x.
2.3: Aus 1“... R symmetrisch in 2”7 und

aus VS gleich “...x C 27

folgt via 30-50: R symmetrisch in .

3: Aus 1“ R Relation...” |
aus 2.1“R reflexiv in 27,
aus 2.2 R transitiv in z” und
aus 2.3“ R symmetrisch in x”

folgt via 294-1(Def): R AquivalenzRelation auf z.
b) VS gleich R AquivalenzRelation.
1: Aus VS gleich “ R AquivalenzRelation” )
folgt via 294-1(Def): R AquivalenzRelation auf .
2: Via 0-18 gilt: zCU.
3: Aus 1“R AquivalenzRelation auf &/” und
aus 2“z CUY” )
folgt via des bereits bewiesenen a): R AquivalenzRelation auf z.

]
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294-3. Nun wird ein Kriterium fiir AquivalenzRelationen gegeben.

294-3(Satz)
Die Aussagen 1), ii) sind dquivalent:

i) R AquivalenzRelation.

ii) “R Relation” und “R reflexiv’ und “R transitiv”

und “R symmetrisch”.

Beweis 294-3 VS gleich

1: Aus VS gleich “ R AquivalenzRelation”

folgt via 294-1(Def):

2: Aus 1“R AquivalenzRelation auf I/ ”

folgt via 294-1(Def):

R AquivalenzRelation.

R AquivalenzRelation auf I.

(R Relation) A (R reflexiv in U)

A(R transitiv in U) A (R symmetrisch in U).

3.1: Aus 2

folgt:

3.2: Aus2“...RreflexivinU...”

folgt via 30-17(Def):

3.3: Aus 2“... R transitivin U ...”

folgt via 30-30(Def):

3.4: Aus 2“... R symmetrisch in U”

folgt via 30-49(Def):

R Relation

R reflexiv

R transitiv

R symmetrisch
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Beweis 294-3
VS gleich

1.1:
1.2:

1.3:

Aus VS gleich “... R reflexiv...”
folgt via 30-17(Def):

Aus VS gleich “... R transitiv...”
folgt via 30-30(Def):

Aus VS gleich “... R symmetrisch”
folgt via 30-49(Def):

: Aus VS gleich “R Relation...”,

aus 1.2“ R reflexivin U7,

aus 1.3“ R transitiv in &/ ” und
aus 1.3“ R symmetrisch in U ”
folgt via 294-1(Def):

. Aus 2“ R AquivalenzRelation in U ”

folgt via 294-1(Def):

Mengenlehre #294

(R Relation) A (R reflexiv) A (R transitiv) A (R symmetrisch).

R reflexivin U.

R transitiv in U.

R symmetrisch in .

R AquivalenzRelation in U.

R AquivalenzRelation.
m
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294-4. Nun wird Hiinreichendes fiir AquivalenzRelationen auf z bewiesen.

294-4(Satz) Es gelte:
—) R Relation.
—) R reflexiv in z.
—) R transitiv.
—) R symmetrisch.

Dann folgt “R AquivalenzRelation auf z” .

Beweis 294-4

1.1: Aus =) “ R transitiv”
folgt via 30-38: R transitiv in z.

1.2: Aus =) “ R symmetrisch”
folgt via 30-57: R symmetrisch in z.

2: Aus =) “ R Relation” ,
aus —) “ R reflexiv in 27,
aus 1.1“ R transitiv in z” und

aus 1.2“ R symmetrisch in 2”
folgt via 294-1(Def): R AquivalenzRelation in z.

]
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294-5. Die zIdentitét ist eine AquivalenzRelation auf z. Allgemeiner gilt: Falls
x C 2z, so ist id, eine AquivalenzRelation in x.

294-5(Satz)
a) id, Relation.
b) id, reflexiv in z.
c) id, transitiv.

d) id, symmetrisch.

e) id, AquivalenzRelation auf =.

£) Aus “x C 2”7 folgt “id, AquivalenzRelation auf x”.

Beweis 294-5 a)
1: Via 20-11 gilt:

2: Aus 1“id, Funktion”
folgt via 18-18(Def):

b)

id, Funktion.

id, Relation.

2: Aus Themal“a € 2”7
folgt via 20-9:

3: Aus 2
folgt:

o€ z.

(a, @) €id,.

o_id,_o.

Ergo Themal:

Konsequenz via 30-17(Def):

Va: (o € 2) = (add,_a).

id, reflexiv in z.
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Beweis 294-5 c)

o1

(av-id.-B) A (B-id.).
2.1: Aus Themal“w.id, 3...”
folgt: (a, ) € id,.
2.2: Aus Themal®...[.id,y”
folgt: (B,7) €id,.
: Aus 2.1%(a, ) €id,”
folgt via 20-10: (€ z)N(a=p).
: Aus 2.24(f,7v) €id,”
folgt via 20-10: B =n7.
: Aus 3.1%a € z...”
folgt via 20-9: (a, ) € id,.
: Aus 3.1“...a =" und
aus 3.2“08 =~"
folgt: a=r.
: Aus4.2“a=7"
folgt via Paar Axiom I: (o, ) = (a, 7).
: Aus 5¢(a, ) = (a,y)” und
aus 4.1 (o, ) €1id,”
folgt: (cr,7y) € id..
7: Aus 6“(a,y) €id,”
folgt: a_id, .

Ergo Themal:

Konsequenz via 292-1:

Yo, B, ¢ ((a-id.-f) A (Bid. 7)) = (a-id.y).

id, transitiv.
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Beweis 294-5 d)
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2: Aus Themal“a.id, 87
folgt:

3: Aus 2“(a, B) €id,”
folgt via 20-10:

4.1: Aus3“aez...”
folgt via 20-9:

4.2: Aus3“...a=p"
folgt via PaarAxiom I:

5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt:

6: Aus 5
folgt:

(B,a) € id,.

B_id, _a.

Ergo Themal:

Konsequenz via 292-1:
e)

Aus a) “id, Relation” ,
aus b) “id, reflexiv in 2”7,
aus c¢) “id, transitiv”’ und

aus d) “id, symmetrisch”
folgt via 294-4:

f) VS gleich

Aus e) “id, AquivalenzRelation auf z” und
aus VS gleich “x C 27
folgt via 294-2:

Va, B : (a-id,_B)) = (B-id,_«).

id, symmetrisch.

id. AquivalenzRelation auf z.

z C z.

id, AquivalenzRelation auf z.
[
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294-6. Ohne viel Miihe 148t sich Vorliegendes aus 294-5 folgern:

53

294-6(Satz)
a) id Relation.
b) id reflexiv.
c) id transitiv.
d) id symmetrisch.
e) id AquivalenzRelation.

£) id AquivalenzRelation auf z.
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Beweis 294-6

1.1:
1.2:
1.3:
1.4:
1.5:

2.a):

2.1:

2.2:

3.b):

3.¢c):

3.d):

3.e):

4.f):

Via 294-5 gilt:
Via 294-5 gilt:
Via 294-5 gilt:
Via 294-5 gilt:
Via 294-5 gilt:

Aus 1.1%idy; Relation” und
aus 20-7(Def) “id = idy,”
folgt:

Aus 1.2%idy reflexiv in 44”7 und
aus 20-7(Def) “id = idy,”
folgt:

Mengenlehre #294

id;; Relation.
idy, reflexiv in U.
id;, transitiv.
id;; symmetrisch.

id,, AquivalenzRelation auf U.

id Relation.

id reflexiv in U.

Aus 1.5%idy, AquivalenzRelation auf & ” und

aus 20-7(Def) “id = idy,”
folgt:

Aus 2.1%id reflexiv in U ”
folgt via 30-17(Def):

Aus 1.3%idy transitiv” und
aus 20-7(Def) “id = idy”
folgt:

Aus 1.4%idy; symmetrisch” und
aus 20-7(Def) “id = idy”
folgt:

Aus 2.2“id AquivalenzRelation auf ¢ ”
folgt via 294-1(Def):

Aus 3.e) “id AquivalenzRelation”
folgt via 294-2:

id AquivalenzRelation auf U.

id reflexiv.

id transitiv.

id symmetrisch.

id AquivalenzRelation.

id AquivalenzRelation auf z.

]
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294-7. Neben id, ist z X z eine geradezu kanonische AquivalenzRelation auf z.

294-7(Satz)
a) z X z Relation.
b) z X z reflexiv in z.
c) z X z transitiv.
d) z X z symmetrisch.
e) z x z AquivalenzRelation auf z.

£) Aus “x C 2”7 folgt “z x z AquivalenzRelation auf z”.

Beweis 294-7 a)

Via 10-13 gilt: z X z Relation.
b)

o€z

2: Aus Themal“a € 2”7 und
aus Themal“«a € 2”7

folgt via 6-6: (o, ) € 2 X 2.
3: Aus 2
folgt: a(z X z) a.
Ergo Themal: Va: (a € z) = (a(z X 2)-a).

Konsequenz via 30-17(Def): z X z reflexiv in z.
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Beweis 294-7 c)
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2.1: Aus Themal“a_(z x 2)_3...7

folgt:

2.2: Aus Themal®“..

folgt:

3.1: Aus2.1%(e, B) € 2 x 27

folgt via 6-6:

3.2: Aus 2.24(B,y) € 2 x 27

folgt via 6-6:

4: Aus3.1“a € z”7 und
aus 3.2y € 2’

folgt via 6-6:

5: Aus 4
folgt:

Bz x z)7

(a(z x 2)-8) A (B-(= x 2)7).

(o, B) € 2 X 2.

(8,7) € 2 x 2.

acz.

Y E 2.

(a,7) € 2 X 2.

a(zx z)7.

Ergo Themal:

Konsequenz via 292-1:

Va, B ((a-(z x 2)-8) A (B-(z x 2)9)) = (a-(z x 2)9).

2z X z transitiv.
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Beweis 294-7 d)

a-(z x 2)p.

2: Aus Themal“a_(z x z)_ 37
folgt: (o, B) € 2 X 2.

3: Aus 2“(a, ) € z x 27
folgt via 6-6: a, B € z.

4: Aus 3“...05 € z” und
aus 3“a... € 2”7

folgt via 6-6: (B,a) € 2 x 2.
5: Aus 4
folgt: (2 X z)_a.
Ergo Themal: Va, B : (a-(z x 2)-8) = (B(z X 2)-a).
Konsequenz via 292-1: z X z symmetrisch.

e)

Aus a) “z x z Relation” |

aus b) “z x z reflexiv in 27,

aus c) “z X z transitiv’ und

aus d) “z X z symmetrisch”

folgt via 294-4: z X z AquivalenzRelation auf z.

f) VS gleich z C z.

Aus e) “z x z AquivalenzRelation auf z” und

aus VS gleich “x C 27

folgt via 294-2: z X z AquivalenzRelation auf x.
O
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294-8. Im Fall z = U steht mit U x U via 294-7 die “groBte” AquivalenzRelation
zur Verfiigung.

294-8(Satz)
a) U x U Relation.
b) U x U reflexiv.
c) U XU transitiv.
d) U x U symmetrisch.
e) U x U AquivalenzRelation.
£) U x U AquivalenzRelation auf z.
g) Aus “R AquivalenzRelation” folgt “R CU x U”.

h) Aus “R AquivalenzRelation auf z” folgt “R CU x U”.
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Beweis 294-8 abcdef)
1.a): Via 294-7 gilt:

1.1: Via 294-7 gilt:

29

U x U Relation.
U x U reflexiv in U.

1.2: Via 294-7 gilt: U x U AquivalenzRelation auf /.

2.b): Aus1.1“U x U reflexivin U”
folgt via 30-17(Def):

2.c): Via 294-7 gilt:
2.d): Via 294-7 gilt:

2.e): Aus 1.2“U x U AquivalenzRelation auf U ”
folgt via 294-1(Def):

3.f): Aus 2.e) “U x U AquivalenzRelation”

U x U reflexiv.
U x U transitiv.

U x U symmetrisch.

U x U AquivalenzRelation.

folgt via 294-2: U x U AquivalenzRelation auf z.

g) VS gleich

1: Aus VS gleich “ R AquivalenzRelation”
folgt via 294-1(Def):

2: Aus 1“ R Relation”
folgt via 10-1(Def):

h) VS gleich

1: Aus VS gleich “ R AquivalenzRelation”
folgt via 294-1(Def):

2: Aus 1“R Relation”
folgt via 10-1(Def):

R AquivalenzRelation.
R Relation.

RCUXxU.

R AquivalenzRelation auf z.
R Relation.

RCUxU.
O
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294-9. Vorbereitend fiir Weiteres wird nun unter anderem fiir in z reflexive M
die Aussage z C M|z] bewiesen.

294-9(Satz)
a) Aus “M reflexiv in z” folgt “z C M[z]”und “zN M[z] = z".

b) Aus “M reflexiv” folgt “M[U| =U"".
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Beweis 294-9 a) VS gleich M reflexiv in z.
Themal.1l o€ z.

2: Aus VS gleich “ M reflexiv in 2”7 und
aus Themal.l“«a € 27

folgt via 30-17(Def): a_M .
3: Aus 2
folgt: (a,a) € M.

4: Aus 3“(o,a) € M7 und
aus Themal.1“a € 27

folgt via 8-8: a € Mlz].
Ergo Themal: Va:(a € z) = (o€ Mz)).
Konsequenz via 0-2(Def): Al| “2 C M|[z]”
1.2: Aus Al
folgt: 2z C M|z

2: Aus 1.2“2 C M|[z]”

folgt via 2-10: 2N M[z] ==

b) VS gleich M reflexiv..

1: Aus VS gleich “ M reflexiv”
folgt via 30-17(Def): M reflexiv in U.

2: Aus 1“M reflexivin U”
folgt via des bereits bewiesenen a): U C Muj.

3: Aus 2“U C M[U]”
folgt via 0-18: MU =U.
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294-10. Gleichsam am Wegesrand der Diskussion von AquivalenzRelationen liegt
nunmehriges Resultat.

294-10(Satz)

a) Aus “M reflexiv in z” und “dom M C 27 folgt “dom M = z”.

b) Aus “M reflexiv in z” und “ran M C z” folgt “ran M = 27,

Beweis 294-10 a) VS gleich (M reflexiv in z) A (dom M C z).

1: Aus VS gleich “M reflexivin z...”
folgt via 30-18: 2z C dom M.

2: Aus 1“2z Cdom M7 und
aus VS gleich “...dom M C 27

folgt via GleichheitsAxiom: 2z =dom M.

3: Aus 2
folgt: dom M = z.
b) VS gleich (M reflexiv in z) A (ran M C z).

1: Aus VS gleich “ M reflexivin z...”
folgt via 30-18: z Cran M.

2: Aus 1“2z CranM”7 und
aus VS gleich “...ran M C 27

folgt via Gleichheits Axiom: z=ran M.
3: Aus 2
folgt: ran M = z.
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294-11. Mit der nunmehrigen Bemerkung werden Resultate aus #293 erhellt.

294-11.Bemerkung

Die Aussage

U ny{A s A ez =2 nylz]”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

{x Ny[{A}] : X € 2} 293-4(Def)
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294-12. Die Darlegungen von #293 in Bezug auf die nicht allgemeine Verfiigbhar-
keit der Formel “|J{zNy[{\}] : A € 2z} = zNy[z]” nehmen hier konkretere Formen
an.

294-12(Satz)

a) {UNUN:AeU} =0.

b) U{UNU{N}H: AeU} =0.

o) UlU] =U.

) UNUU =U.

o) U{UNUN] : XeUd} AUNnUU|.

{x Ny[{A}] : A € 2} 293-4(Def)
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Beweis 294-12 a) Via 293-7 gilt:

b)

c)

1:

2: Aus 1
folgt:

Aus 0-18“0 #U”

folgt via 8-12:

d)

e)
1.
1

1.

2: Aus 1
folgt:

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

.2: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

3: Via 0-18 gilt:

2: Aus 1.1,
aus 1.2 und
aus 1.3
folgt:

65

{UNUNY X el =0.

U nulin :xeuy 2o 240.

U N UM : A eU) =0,

ULUNUNY - X e U) =o.
Unu) =Uu.
0£U.

UU NU{AY - A e Uy #UNUU.
O
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294-13. Auch an den Voraussetzungen von 293-5b) kann nicht beliebig mani-
puliert werden.

294-13.Bemerkung

Die Aussage

“(pez)= (@ny{p}] e {zny[{A}: A € z})”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

{x Ny[{A}] : A € 2z} 293-4(Def)
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294-14. Passend zu 294-13(Bem) erscheint nunmehriger Satz.

294-14(Satz)

a) Aus “p € U folgt “U[{p}] =U".
b) Aus “p € U7 folgt “UNU[{p}| =U"".

&) Aus “p € U folgt “UNUIPY ¢ {UNUIN : A eU)”.
d) U{0}] =U.

&) UNU{0Y =U.

) UNU{O0} ¢ {UNU[{N}]: AeU}.

{xny[{A}] : A € z} 293-4(Def)
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Beweis 294-14 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “peU”
folgt via 293-1:

: Aus 140 # {p}”

folgt via 8-12:

b) VS gleich

1:

2:

3:

Aus VS gleich “peUd”

folgt via des bereits bewiesenen a):

Aus 2
folgt:

c) VS gleich

1.1:

1.2:

def)

1.4):

l.e):

1.f):

Aus VS gleich “peUd”

folgt via des bereits bewiesenen b):

Via 94-1 gilt:

: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt:

Aus 0-18“0 e 1”7

folgt via des bereits bewiesenen a):

Aus 0-18“0 e UU”

folgt via des bereits bewiesenen b):

Aus 0-184“0 e U7

folgt via des bereits bewiesenen c):
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peU.

Uiptl =U.

unul{py] *="ul{p} = u.

Unul{pt =Uu.
peU.
Unu{p}]=u.

Ue {UNUN] A e Ul

UNURp}] ¢ {UNU[AY : A e U}

U{o} =u.

UNU{0Y] =U.

UNU{0Y ¢ {UNUNY - A e Ul
]
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294-15. Im Vorliegenden ist, wie gleich zu sehen sein wird, die Voraussetzung
“VYa: (a € z) = (zNM[{a}] Menge)” von nicht zu unterschitzender Bedeutung.

294-15(Satz) Es gelte:

—) M reflexiv in z.
=) Va: (a € z) = (2N M[{a}] Menge).
Dann folgt “U{zN M[{\}]: A€z} =2".

{zNy[{A}] : X € 2z} 293-4(Def)

Beweis 294-15

1.1: Aus =) “M reflexiv in 27

folgt via 294-9: 2N Mz] = 2.
1.2: Aus =) “Va: (a € z) = (2N M[{a}] Menge)”
folgt via 293-8: U{znM[{A}] A€z} =2nM[z].
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: U{zn M[{A}: A ez} =z

]
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294-16. Auf die “mengenbezogene Voraussetzung ” darf in 294-15 nicht ohne
Weiteres verzichtet werden.

294-16.Bemerkung

Die Aussage
“(M reflexiv in 2) = (U{zN M[{A}]: A€z} = 2)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

{x Ny[{A}] : A € 2} 293-4(Def)
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294-17. Passend zu 294-16(Bem) erscheint Vorliegendes.

294-17(Satz)

a) Aus “0+# E” folgt “(U x U)[E] =U".
b) Aus “peU” folgt “(U x U)[{p}] =
) Aus “p €U’ folgt “UN U x U)[{p} =U".

d) Aus “p € U” folgt “UNUxU)[{p}] ¢ {UNUXU)[{N}]: X eU}”.

&) (U x U0} =U.
£) UN U U0} =U.

&) UNU U0V & {UN U XU A eld.

h) {UNUXU[A:AeU} =0.
D UUNU XU e} =0.

) ‘U x U reflexiv in U7 und “U{UN U XU){A}] el #U.

u’.

{xNny[{A}] : X € 2z} 293-4(Def)

Beweis 294-17 a) VS gleich

1:

2:

Via 2-17 gilt:

Aus VS gleich “0 # E” und
aus 1“UNE =FE"
folgt:

s Aus 2“0 #UNE7

folgt via 9-23:

b) VS gleich

1:

Aus VS gleich “peU”
folgt via 293-1:

: Aus 140 # {p}”~

folgt via des bereits bewiesenen a):

0+4E.

UNE=FL.

0£UNE.

UXU)E]=U.

peU.

0 # {p}.

U xU){pi] =U.
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Beweis 294-17 c¢) VS gleich peEU.
1: Aus VS gleich “pelUd”
folgt via des bereits bewiesenen b): U xU)[{p}] =U.
- b
2: UN U W)} 2T U< u)ip)) 2 u.
3: Aus 2
folgt: UnUxU){p}t =Uu.
d) VS gleich pEU.
1.1: Aus VS gleich “peU”
folgt via des bereits bewiesenen c): UnNnUxU){p}t =U.
1.2: Via 94-1 gilt: Ug{UNU XU :XelU}.
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: UNUUPY & {UN U XU : A e U

efg)

1.e): Aus 0-18“0 € U”
folgt via des bereits bewiesenen b): U xU){o}] =Uu.

1.£): Aus 0-18“0 € U7
folgt via des bereits bewiesenen c): UnUxU){o} =U.

1.g): Aus 0-18“0 e U”
folgt via des bereits bewiesen d):

UNUXU{O ¢ {UNU<U){I}] :XelU}.
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Beweis 294-17 h)

ac{UNUXU){N\}]:XeUu}.
2: Aus Themal“a e {UNU xU){I}]: AelU}”

folgt via 293-5:
( Menge) A (FQ: (QelU)AN(a=UN U xU){Q}])).

c Aus 2¢...QeU...”

folgt via des bereits bewiesenen c):
UnNnUxUH} =U.

D Aus 2 ca=UNUXU){N}]” und

aus 3“UN U XU){Q}H =U"
folgt: a=U.

: Aus 2“«a Menge...” und

aus 4“a=U"
folgt: U Menge.

: Es gilt 5“U Menge” .

Via 0/ Axiom gilt “U Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:
ag{UNUX<U){I} X elU}.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

i)

73

Va:(@e {UNUxUN]AeU)) = (ad {UN U< U N eUd).
UNUXUWN] N eu) =o.

UUn U <[] euy 2o 2.

2: Aus 1
folgt:

VU N (U x UM - A et} =0,
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Beweis 294-17 j)

1.1: Via 294-7 gilt: U x U reflexiv in U

1.2: Via des bereits bewiesenen h) gilt: U{UN U XU){N} :AeU} =0.

2: Aus1.2“U{UnNU xU){A}] A eld} =07 und
aus 0-18“0 # U”

folgt: UUN U< UM ey U
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294-18. Die Voraussetzungen vorliegender Aussage sind moglicherweise anwen-
derfreundlicher als die zweite Voraussetzung von 294-15.

294-18(Satz) Es gelte:

=) M reflexiv in z.

M Menge.

oder

—) ran M Menge.

oder

z Menge.

Dann folgt “U{zNM[{\}]: A€z} =2".

{xNny[{A}] : A € 2z} 293-4(Def)

Beweis 294-18

1.1: Nach —) gilt: (M Menge) V (ran M Menge) V (z Menge).
Fallunterscheidung‘
1.1.1.Fall M Menge.
3: Aus1.1.1.Fall“M Menge”
folgt via 8-11: M{a}] Menge.
4: Aus 3“M[{a}] Menge”
folgt via 2-24: z N M[{a}] Menge.
Ergo Thema2: Va: (o € z) = (2N M[{a}] Menge).
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Beweis 294-18. ..

’Fallunterscheidung‘
1.1.2.Fall ran M Menge.
3: 1.1.2.Fall“ran M Menge”
folgt via 8-11: M[{«a}] Menge.
4: Aus 3“M[{a}] Menge”
folgt via 2-24: z N M[{a}] Menge.
Ergo Thema2: Va: (o € z) = (2N M[{a}] Menge).
1.1.3.Fall z Menge.
Aus 1.1.3.Fall“z Menge”
folgt via 2-24: z N M[{a}] Menge.
Ergo Thema2: Va: (a € 2) = (zN M[{a}] Menge).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

A1’ “Ya: (a € 2) = (2N M[{a}] Menge)”

1.2: Aus =) “ M reflexiv in 2”7 und
aus Al gleich “Vo: (a € z) = (2N M[{a}] Menge)”
folgt via 294-15: U{zn M[{A}: A€z} ==z

]
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294-19. Nun wird ein geradezu offensichtliches Kriterium fiir die Aussage “p €
x Nyl{q}]” bewiesen.

294-19(Satz) Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) peznyl{q}].

ll) up c 7 und “qufp”-

Beweis 294-19 VS gleich p € xnNyl{q}]
1: Aus VS gleich “p € x Ny[{q}]”
folgt via 2-2: p € z,y[{q}].
2.1: Aus 1
folgt: pex

2.2: Aus 1“p e ...y[{q}]”

folgt via 9-15: (q,p) € v.
3: Aus 2.2
folgt: q-y-p.
US gleich (0 €x) A (gyp).
1: Aus VS gleich “...qyp”
folgt; (¢,p) €y

2: Aus 1%(q,p) €y’
folgt via 9-15: p € y[{a}l.

3: Aus VS gleich “pe z...” und

aus 2“p € y[{q}]”
folgt via 2-2: p€xnyl{q}
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294-20. Falls M transitiv und symmetrisch in z ist, so haben die Aussagen “p, q €

Z7und “p_M _q” iiberraschend weitreichende Konsequenzen.

294-20(Satz) Es gelte:

—)
—)
—)

—)

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)

3

M transitiv in z.

M symmetrisch in z.

p,q € z.
p-M q.

Dann folgt:

q-M p.
p_M _p.
q-M q.
p,q € 2N M[{p}].

p,q € 2N M[{q}].

p,q € (2N M[{p}]) N (2N M[{g}]).

p,q € (2N M[{g}]) 0 (20 M[{p}]).

0# (2N M[{p}]) N (2" M[{q}])-
0# (2N M[{g}]) N (2N M[{p}]).
zNM[{p}] =20 M[{q}].

Beweis 294-20 abcdefghi)

1.a): Aus —)“M symmetrisch in z7 |
aus —) “p,q € z”7 und
aus —) “p_M_q”
folgt via 30-49(Def):

q-M p.
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Beweis 294-20 abcdefghi) ...

2.b): Aus —) “M transitiv in z 7,
aus =) “p...€z”7,
aus —) “...q € 27,
aus =) “p...€z7,
aus —) “p_M _q” und
aus 1.a) “q_M _p”
folgt via 30-30(Def): p-M p.

2.c): Aus —) “M transitiv in z 7,
aus ) “...q€e z”,
aus =) “p...€z”,
aus —) “...q € 27,
aus 1.a) “q_M _p” und
aus —) “p_M_q”
folgt via 30-30(Def): q-M q.

3.1: Aus =) “p... € 2”7 und
aus 2.b) “p_M p”
folgt via 294-19: p € zNM[{p}.

3.2: Aus =) “p... €27 und
aus 1.a) “q_M p”
folgt via 294-19: p € znNM[{q}]

3.3: Aus =) “...q € 2” und
aus —) “p_M _q”
folgt via 294-19: q € zN M[{p}].

3.4: Aus =) “...q € z” und
aus 2.c) “q_M _q”

folgt via 294-19: q € 2N M[{q}].
4.d): Aus 3.1 und

aus 3.3

folgt: p,q € zN M[{p}].

4.e): Aus 3.2 und
aus 3.4
folgt: p.q € 2N M[{q}].
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Beweis 294-20 abcdefghi) ...

5.£): Aus4.d)“p,q € 2N M[{p}]” und
aus 4.e)“p,qg € zNM[{q}]”
folgt via 2-2: p,q € (zN M[{p}]) N (zN M[{q}]).

5.1: Via KGN gilt:
(zn M[{p}]) N (=N M[{q}]) = (=0 M[{q}]) N (=" M[{p}]).

6.g): Aus 5.f) und
aus 5.1

folgt: p.q € (N M[{q}]) N (=N M[{p}]).

6.h): Aus5.f)“p... € (zNM[{p})Nn(zNnM[{q}])”
folgt via 0-20: 0# (zNnM[{p}]) N (zN M[{q}]).

7.1): Aus 6.g)“p... € (2N M[{q}])) N (zn M[{p}])”
folgt via 0-20: 0# (zNM[{q}]) N (zn M[{p}]).
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Beweis 294-20 j)

81

2.1: Aus Themal.1“«a € 2N M[{p}]”
folgt via 294-19:

2.2: Aus —) “ M transitivin 27,
aus —) “ M symmetrisch in 27,
aus —) “p,q € z”7 und
aus —) “p_-M_q”

3: Aus —) “ M transitiv in 2”7,
aus —» “...q€e z”,
aus —) “p...€z”,
aus 2.1a € z...7,
aus 2.2“q_M _p” und
aus 2.1“...p_-M_a”
folgt via 30-30(Def):

4: Aus2.1“a € z...”7 und
aus 3“q_.M _a”
folgt via 294-19:

folgt via des bereits bewiesenen a):

a € zN M[{p}].

(€ 2) A (p-M_a).

q-M _p.

a€znN M[{q}]

Ergo Themal. 1: Va: (a e znNM[{p}]) = (c € 2N M[{q})).

Konsequenz via 0-2(Def):

At “znN M[{p}] € 2N M[{¢}]”
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Beweis 294-20 j) ...

o € 2N M[{q}].
2: Aus Themal.2“a € zN M[{q}]”
folgt via 294-19: (€ 2) A (¢-M_a).

3: Aus =) “ M transitiv in 27,
aus =) “p... € z7,
aus —) “...q €z,
aus 2.1“a € z...”7,
aus =) “p_M_q” und

aus 2“...q-M_«a”

folgt via 30-30(Def): p-M _cv.
4: Aus2“a€z...” und
aus 3“p.M_«a”
folgt via 294-19: a € znN M[{p}.
Ergo Themal. 2: Va: (o€ 2N M[{q}]) = (a € 2N M[{p}]).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “2N M[{q}] C zn M[{p}]”

2: Aus A1 gleich “zN M[{p}] C 2N M[{q}]” und
aus A2 gleich “zN M[{q}] C 2N M[{p}]”
folgt via GleichheitsAxiom: 2N M[{p} =2nM[{q}]

]
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294-21. Auf Grund von 294-20 ist vorliegendes Kriterium verfiigbar.

294-21(Satz) Unter den Voraussetzungen . ..

—) M transitiv in z.
—) M symmetrisch in z.
—) p,q € z.
... sind die Aussagen 1), i1), 1ii) dquivalent:
i) p-M q.
i1) 0+ (=N M{p}]) N (2N M[{q}]).
iii) 0# (2N M[{q}]) N (2N M[{p}]).

Beweis 294-21 VS gleich p-M _q.

Aus —) “ M transitiv in 27 |
aus —) “ M symmetrisch in 2”7,
aus —) “p,q € 2”7 und

aus VS gleich “p_M q”

folgt via 294-20: 0# (zNnM[{p}]) N (zN M[{q}]).
VS gleich 0 # (2N M[{p}]) N (=N M[{g})).

1: Via KGN gilt:
(2N M[{p}]) N (z 0" M[{q}]) = (=0 M[{q}]) N (z 0 M[{p}]).

2: Aus ) “0# (2N M[{p})Nn(zNn M[{q}])” und
aus 1(2 N M{p}]) N (2N M{q}]) = (=0 M[{q}]) N (=0 M[{p}])”
folgt: 0 # (2N M[{q}]) N (z N M[{p}]).
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Beweis 294-21 VS gleich 0# (2N M[{q}]) N (zn M[{p}]).

1:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “0 # (2N M[{q}]) N (zNn M[{p}])”
folgt via 0-20: A0 : Qe (znM[{q}]) N (zn M[{p}]).

D Aus 1. Qe N M[{q)n(znM[{p}])”

folgt via 2-2: (QeznM[{q}]) N (Q e zn M[{p}]).

Aus 2“Q e zN M[{q}]...”
folgt via 294-19: (Q € z)N(¢-MQ).

Aus 2¢...Q e 2N M[{p}]”
folgt via 294-19: p-M €.

: Aus —) “M symmetrisch in 27|

aus =) “...q € z”,

aus 3.1“Q € z...” und

aus 3.1“...q-M Q7"

folgt via 30-49(Def): QM q.

: Aus —) “ M transitiv in z7 |

aus —) “p...€z”,

aus 3.1“Q e z...”7,

aus = “...q € z”,

aus 3.2“p_M_Q” und

aus 4“Q_M q”

folgt via 30-30(Def): p-M _q.
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294-22. Auch die “Negations-Version” von 294-21 ist mitunger von Interesse.

294-22(Satz) Unter den Voraussetzungen . ..

—) M transitiv in z.
—) M symmetrisch in z.
—) p,q € z.
...sind die Aussagen i), 1i), 1ii) dquivalent:
i) —(p-M_q).
1) (=0 M[{p}) N (= 0 M[{g}]) = 0.
ii1) (=N M[{q}]) N (zn M[{p}]) = 0.

Beweis 294-22

1: Aus —) “M transitiv in 2”7,
aus —) “ M symmetrisch in 2”7 und
aus =) “p,q € 2”7
folgt via 294-21: (p-M_q) < (0 # (zn M[{p}]) N (z N M[{q}]))
& (0# (N M[{q}]) N (z N M[{p})))-

2: Aus 1
folgt: (m(p-M_q)) < (=(0 # (= " M[{p}]) N (= N M[{q}])))
& (20 # (2N M[{q}]) N (=N M[{p}))).
3: Aus 2
folgt: (—=(p-M-q)) & ((z " M[{p}]) N (N M[{q}]) = 0)
< ((zn M[{g}]) N (=N M[{p}]) =0)

).
]
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294-23. Mit dem vorliegenden Resultat vereinfacht sich der Beweis nachfolgenden
Satzes iiber AquivalenzRelationen.

294-23(Satz) Es gelte:

=) M reflexiv in z.
—) pE 2.
—) 2N M[{p}] = znM[{q}].

Dann folgt “q-M p”.

Beweis 294-23

1: Aus =) “M reflexiv in z”7 und
aus —) “p € 2”7
folgt via 292-2: p € zNM[H{p}.

2: Aus 1“p e znN M[{p}]” und
aus VS gleich “zN M[{p}] = 20N M[{q}]”
folgt: p e znNM[{q}.

3: Aus 2“p e 2N M[{q}]”
folgt via 294-19: q-M _p.
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294-24. Eine etwas subtilere Re-Formulierung von 294-21 gelingt fiir Aquiva-

lenzRelationen:

—) R AquivalenzRelation auf z.

—) p,q € 2.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:
i) p.Ryg.

i1) 2N R[{p}] = 2N R{q}].

294-24(Satz) Unter den Voraussetzungen . ..

Beweis 294-24 VS gleich p-M q.
1: Aus —) “ R AquivalenzRelation auf z”
folgt via 294-1(Def): (R transitiv in z) A (R symmetrisch in z).

2: Aus 1“R transitivin z...” |
aus 1“... R symmetrisch in 27,
aus —) “p,q € z”7 und
aus VS gleich “p_R_q”
folgt via 294-20:

VS gleich

1.1: Aus VS
folgt:

1.2: Aus =) “R AquivalenzRelation auf z”
folgt via 294-1(Def):

2: Aus 1“R reflexiv in 27,
aus —) “...q € 2”7 und
aus 1.1“zN R[{q}] = 2N R[{p}]”
folgt via 294-23:

2N R[{p}] = 2N R[{q}].

zN R[{p}] = 2N R[{q}].

2N R[{q}] = 2N R[{p}].

R reflexiv in z.

p-R_gq.
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294-25. Nun wird 294-15 fiir AquivalenzRelationen adaptiert.

294-25(Satz) Es gelte:

—) R AquivalenzRelation auf z.
—) Va: (o€ z) = (2N R[{a}| Menge).
Dann folgt “U{z N R[{A\} : A€z} =2".

{zNy[{A}] : X € 2z} 293-4(Def)

Beweis 294-25

1: Aus =) “ R AquivalenzRelation auf z”
folgt via 294-1(Def): R reflexiv in z.

2: Aus 1“R reflexiv in 2”7 und
aus =) “Va: (a € z) = (2N R[{a}] Menge)”
folgt via 294-15: U{znR{A}: A€z} ==z

[]
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294-26. Auf die “mengenbezogene Voraussetzung ” darf auch in 294-25 nicht
ohne Weiteres verzichtet werden.

294-26.Bemerkung

Die Aussage
“(R AquivalenzRelation auf z) = (| J{zN R{A} : A € z} = 2)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

{x Ny[{A}] : A € 2} 293-4(Def)
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294-27. Passend zu 294-26(Bem) erscheint Vorliegendes.

294-27(Satz)

a) U x U AquivalenzRelation auf U.

b) WU N (U x U] el £U.

{x Ny[{A}] : A € 2} 293-4(Def)

Beweis 294-27 a) Via 294-7 gilt: U x U AquivalenzRelation auf I.

b) Via 204-17 gilt: U N U < WA A e U} U
O
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294-28. Die Voraussetzungen vorliegender Aussage sind moglicherweise anwen-
derfreundlicher als die zweite Voraussetzung von 294-25.

294-28(Satz) Es gelte:

—) R AquivalenzRelation auf z.

R Menge.

oder

—) ran R Menge.

oder

2z Menge.

Dann folgt “U{z N R[{A\} : A€z} =2".

{xny[{A}] : A € 2z} 293-4(Def)

Beweis 294-28

1: Aus =) “R AquivalenzRelation auf z”
folgt via 294-1(Def): R reflexiv in z.

2: Aus 1“R reflexiv in z” und
aus —) “ (R Menge) V (ran R Menge) V (z Menge)”
folgt via 294-18: U{zNR[{A\}: A€z} ==z

]

Literatur.

R.Mlitz, Analysis 1.2.3, Vorlesungsskriptum, TU Wien, 1984.
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EK: Kombinatorik.
Ersterstellung: 02/05/14 Letzte Anderung: 04/05/14
Fiihren “elementare Uberlequngen” zum Ziel, so handelt es sich um Fragestellun-
gen des Grundniveaus.

Fiihren Uberlegungen unter Verwendung Resulteten von Niveau< m, m € N, zum
Ziel, so handelt es sich um Fragestellungen von Niveau 1 + m.

Grundniveau 0

Modell 0.1

Frage 0.1 Mit n unterscheidbaren Objekten sollen geordnete k-Tupel gebildet
werden. Jedes der n Objekte darf héchstens einmal vorkommen. Wieviele geord-
nete k-Tupel sind moglich? (1 < k,n € N.)

Antwort 0.1 Erste Position: n Moglichkmiten. Verbleiben —1 + n unterscheid-
bare Objekte. Zwmite Position: —1 + n Moglichkmiten. Verbleiben —2 + n un-
terscheidbare Objekte. Dritte Position: —2 4+ n Moglichkmiten. ... k-te Position
(wenn k < n): 1 — k 4+ n Moglichkmiten. Insgesamt fiir & < n also

#0-1<k7n>:n‘(_1+n)‘(—2+n)~...'(1—k+n)

Méglichkmiten. Die Formel liefert auch im Fall £ > n die richtige Aussage,
namlich #¢1(k,n) = 0, so dass die Darstellung fiir kontext-beliebige k,n giiltig
ist. Es ist offenbar die Darstellung

#o1(k,n)=nl:(n—k), k<n,

verfiigbar.



EK #295 93

Modell 0.1a

Frage 0.1a Wieviele geordnete n-Tupel kénnen mit n unterscheidbaren Objekten
gebildet werden, wenn jedes der n Objekte genau einmal vorkommen soll? (1 <
n e N.,)

Antwort 0.1a Aus Modell 0.1 ergibt sich im Spezialfall k£ = n,

#o1a(n) = #o1(n,n) = nl.

Modell 0.2

Frage 0.2 Mit n unterscheidbaren Objekten sollen geordnete k-Tupel gebildet
werden. Jedes der n Objekte kann beliebig oft vorkommen. Wieviele geordnete
k-Tupel sind moglich? (1 < k,n € N.)

Antwort 0.2 Erste Position: n Moglichkmiten. Zwmite Position: n Méglichkmi-
ten. ... k-te Position: n Moglichkmiten. Insgesamt also

Hoo(k,n)=n-n-....-n=n"

Moglichkmiten.
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Modell 0.3

Frage 0.3 Sei ®(n,e)=Menge aller geordneten (n + e)-Tupel von Oen

EK #295

und len,

in denen 0 genau n-fach und 1 genau e-fach vorkommen. Von jedem z € ®(n,e)
wird fiir jede auftretende 1 die Anzahl der Oen gezihlt, die auf diese 1 folgen und
dann werden diese Anzahlen zu ¢, .(z) addiert. Wieviele z € ®(n, e) gibt es mit

Pne(x) =U? (nee N, U €eZ.)
Antwort 0.3 Offenbar gilt #3(n,e,U) = 0 fiir U < 0. Ausserdem gilt

#0.3(“7 07 O) = 17
#0.3(”7 07 U) = 07 0 7é U?
#0.3(07 €, O) = 17

#0.3(07 €, U) = 07 O 7£ U7
wobei im Speziellen
#0.3(07 07 0) =1

Auch gilt offenbar
#o3(n,e,U) =0, n-e<Ue€N.

Es gelte nun 1 <n,e € Nund 0 < U < n-e. Vorab kann sehr einfach

#0.3(71,1,[]):1, OSUSH,

und
#0.3<]—a67 U) = 17 0 S U S €,
sowie
#0.3(”7 €, O) = #0.3(”7 e,n:- 6) = 17
und

#Hos(n,e, 1) =#os(n,e,—1+n-e) =1,

tiberlegt werden. Seien I'(n, e,0) = {x € ®(n,e) : e =0t und I'(n,e,1) = {z €
®(n,e) : zpye = 1}. Offenbar sind I'(n, €,0) und I'(n, e, 1) paarweise disjunkt und

es gilt
#0_3(77,, €, U)
= Anzahl der Elemente x von I'(n, e, 0) mit ¢y, .(x) = U

+ Anzahl der Elemente x von I'(n, e, 1) mit ¢, .(x) = U.
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Die Abbildung
Uyeo: I'(n,e,0) = &(—1+n,e),

\Ijme’o(ml, ooy X 1dntes 0) = (LCl, PN 7x71+n+e)7

ist offenbar bijektiv. Durch das “Wegstreichen der Null an der Position n +
e” ist einsehbar, dass fiir x € I'(n,e,0) genau dann ¢, .(z) = U gilt, wenn
O—14ne(VUneo(r)) = U — e. Hieraus folgt

Anzahl der Elemente x von I'(n, e,0) mit ¢, (z) = U ist gleich
#0‘3(—1 +n,e, U — 6).

Die Abbildung
Uyer:D(n,e, 1) = &(—1+mn,e),
\Ijn,e,l(xly vy Tol4ndes ]—) = (xh s ax—1+n+e)7

ist offenbar bijektiv. Da das “Wegstreichen der Eins an der Position n + €” keine
Auswirkung auf ¢, .(z) hat gilt fir € I'(n, e, 1) genau dann ¢, .(z) = U, wenn
On—1+e(Vne1(z)) = U. Hieraus folgt

Anzahl der Elemente x von I'(n, e, 1) mit ¢, .(z) = U ist gleich
#0,3(n, -1 + €, U)

Somit ergibt sich fiir 1 < n,e € Nund 0 < U < n - e die rekursive Darstellung
#0.3(”7 €, U) = #0.3(_1 + n,e, U-— 6) + #0.3(”7 -1 + €, U)

Diese Rekursion wird fiir 1 < n,e < 5 tabellarisch angefiihrt:

#0s(1,1,U) = 1 0<U<1
#03(1,2,U) = 1 0<U<
#03(1,3,U) = 1 <
#03(1,4,U) = 1 0<
#03(1,5,U) = 1 0<U<
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#0.3(27 17 U)

2
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#0.3(5a570) =1

#03(5,5,1) = 1

#03(5,5,2) = #03(4,5,=3) + #03(5,4,2) =0+2=2
#03(5,5,3) = #03(4,5, —2) +#03(5,4,3) =0+3=3
#03(5,5,4) = #03(4,5,—1) + #03(5,4,4) =0+5=5
#03(5,5,5) = #03(4,5,0) + #03(5,4,5) =1+6=7
#03(5,5,6) = H#03(4,5,1) + #03(5,4,6) =1+8=9
#0.3(57577> = #03(47572>+#03( ) 5y )_2+9_11
#03(5,5,8) = F#03(4,5,3) + #03(5,4,8) =3+ 11 =14
#03(5,5,9) = #03(4,5,4) + #03(5,4,9) =5+ 11 =16
#03(5,5,10) = #03(4,5,5) + #03(5,4,10) =6+ 12 =18
#03(5,5,11) = #03(4,5,6) + #03(5,4,11) =8 + 11 =19
#03(5,5,12) = H#03(4,5,7) + #03(5,4,12) =9+ 11 = 20
#03(5,5,13) = #03(4,5,8) + #03(5,4,13) =114+ 9 =20
#03(5,5,14) = #03(4,5,9) + #03(5,4,14) =11 +8 =19
#05(5,5,15) = #03(4,5,10) + #03(5,4,15) =12+ 6 = 18
#03(5,5,16) = H#03(4,5,11) 4+ #03(5,4,16) = 11 +5 = 16
H#03(5,5,17) = #03(4,5,12) 4+ #03(5,4,17) =11 +3 = 14
#03(5,5,18) = H#03(4,5,13) + #03(5,4,18) =9+ 2 =11
#03(5,5,19) = #03(4,5,14) + #03(5,4,19) =8+1=9
#03(5,5,20) = H#03(4,5,15) + #03(5,4,20) =6+1=7
#03(5,5,21) = #03(4,5,16) + #03(5,4,21) =5+0=5
#03(5,5,22) = H#03(4,5,17) + #03(5,4,22) =3+0=3
#03(5,5,23) = H#03(4,5,18) + #03(5,4,23) =2+ 0 =2
#0.3<575a24) = 1

#05(5,5,25) = 1

Ohne Beweis zur Verfiigung zu haben scheint #3(n,e,U) = #o3(e,n,U), 0 <
U < n-e, und #p3(n,e,v) = #os(n,e,—y + n-e : 2) falls ne gerade und
0<~v<n-e:2und #93(n,e,(1+n-e):24+7) =#o3(n,e,(—1+n-e):2—7)
falls n - e ungerade und 0 <y < (—=1+4n-e): 2.
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Niveau 1

Modell 1.1

Frage 1.1 Mit n unterscheidbaren Objekten sollen ungeordnete k-Tupel gebil-
det werden. Jedes der n Objekte darf hochstens einmal vorkommen. Wieviele
ungeordnete k-Tupel sind moglich? (1 < k,n € N.)

Antwort 1.1 Zunéchst werden geordnete k-Tupel gebildet. Entsprechend Modell
0.1 ist dies auf #¢.1(k, n) verschiedene Arten moglich. Dann wird eine Abbildung
f Qg — U betrachtet, € ,=Menge aller geordneten k-Tupel, die mit den n
Objekten gebildet werden konnen, wobei jedes der n Objekte hochstens einmal
vorkommen darf und f(xq,...,2) = {1,..., 2} gilt. Offenbar besteht das Ur-
bild von {z1,...,z} € ran f genau aus den geordneten k-Tupeln, die sich durch
Vertauschung der Reihenfolge der Eintrdge von (zy,...,xx) ergeben. Da alle Ob-
jekte x1,...,xy verschieden sind, sind dies entsprechend Modell 0.1a genau k!
Objekte. Also wird €2 ,, durch diese Bildung von Urbildern in Teilmengen zer-
teilt, so dass jede Teilmenge genau k! Elemente hat. Jede dieser Teilmengen wird
auf das entsprechende ungeordnete k-Tupel abgebildet. Also gibt es genau so viele
ungeordnete k-Tupel wie es paarweise disjunkte Urbilder der Elemente von ran f
gibt. Dies sind genau #¢1(k,n) : k! viele und es folgt

#1_1(](?,71) = #Oll(k:,n) . k?',
oder fiir £ < n,
#i1(k,n) =l :(n=kK)):kl=nl:((n—k) k),

woraus sich die fiir kontext-beliebige k, n die Gleichung

#1_1(l€,n):(2):(n-(—l—i—n)-...(l—k—i-n)):k;!,

ergibt.
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Modell 1.1a

Frage 1.1a Wieviele k-elementige Teilmengen hat eine n-elementige Menge? (1 <
k,n € N.)

Antwort 1.1a Frage 1.1a ist offenbar dquivalent zu Frage 1.1. Also gibt es

Hria(k,n) = #11(k,n) = ( i ) ,

k-elementige Teilmengen der n-elementigen Menge.
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Niveau 2

Modell 2.1

Frage 2.1 Gegeben seien [ voneinander unterscheidbare Merkmale und zu je-
dem dieser | Merkmale mogen k; voneinander ununterscheidbare Objekte vor-
handen sein. Insgesamt liegen also n = k; + ... + k; Objekte vor. Aus diesen n
Objekten sollen geordnete n-Tupel gebildet werden, so dass jedes der n Objek-
te genau einmal vorkommt. Wieviele derartige geordnete n-Tupel sind mdoglich?
(1<l,ky,....keN)

Antwort 2.1 Es wird 7o = {1,...,n} gesetzt. Im ersten Schritt wird eine
ki-elementige Teilmenge T} von T ausgewahlt. Dies ist auf #;1,(k1,n) Arten
moglich. Dann werden die Positionen im n-Tupel mit den Indices, die durch T;
gegeben sind, mit den Objekten mit Merkmal 1 besetzt. Es verbleiben n — k;
unbesetzte Positionen des n-Tupels. Im zweiten Schritt wird eine ks-elementige
Teilmenge T, der n — k; elementigen Menge Ty \ T) ausgewéihlt. Dies ist auf
#114(ko,n — k1) Arten moglich. Dann werden die Positionen im n-Tupel mit den
Indices, die durch T3 gegeben sind, mit den Objekten mit Mermal 2 besetzt. Es
verbleiben n — (ki + ko) unbesetzte Positionen des n-Tupels. ...Im (—1 4+ [)ten
Schritt wird eine k_;,;-elementige Teilmenge T"1,; der n — (k1 + ...+ k_o4y) ele-
mentigen Menge T"_3,;\ T_o; ausgewihlt. Dies ist auf #1 1,(k_14,n— (k1 +...+
k_9.1;)) Arten moglich. Dann werden die Positionen im n-Tupel mit den Indices,
die durch T";,; gegeben sind, mit den Objekten mit Mermal —1 + [ besetzt. Es
verbleiben n — (k1 + ... + k_14;) = k; unbesetzte Positionen des n-Tupels. Diese
werden mit den Objekten mit Merkmal [ besetzt. Es folgt unter Einbeziehung

von #i1a(ki,n — (k1 + ...+ ko)) = #11a(k, ki) = 1,
#2.1(’%”)
= #1.1a<k7n1> : #1.1a(k27 n— kl) e #1.1a(k71+l7n - (/ﬁ +...+ k72+1))

Fraak,n— (ki + ..o+ ko)

(o) ()T

‘ n—(k;1+...—|—k_1+l)
ky ’

woraus sich ohne allzu viel Miihe nach Teleskop-artigem Kiirzen die Gleichung

H#Hor(k,n) =nl: (k! .. Kl),
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ergibt.
Modell 2.2
Frage 2.2 Wieviele Teilmengen von {1,...,n} mit & Elementen und Maximum
[ gibt es? (1 < k,n,l € N.)
Antwort 2.2 Ist T eine Teilmenge von {1,...,n} mit k& Elementen, so ist das

Maximum dieser Menge> k und < n. Also gilt
Hoo(k,n, 1) =0, (I<k)V(n<l).

Auch gibt es keine Teilmengen von {1,...,n}, die mehr als n Elemente haben.
Also
Hoo(k,nl) =0, n<k.

In den verbleibenden Fiéllen gilt 1 < k < [ < n. Hier ist das Maximum einer

Teilmenge T von {1,...,n} genau dann= [, wenn [ € T und wenn 7"\ {l} eine
Teilmenge von {1, ..., —1+(} ist. Alsoist 7"\ {l} eine —1+k-clementige Teilmenge
von {1,...,—1+1} und die Anzahl derartiger Teilmengen ist geméss Modell 1.1a

gleich #11,(—1+ k,—1+1). Es folgt

—1+1
k.nl) =
#2.2( y 1y ) (—1+k

und diese Formel ist offenbar auch fiir [ < k giiltig, so dass

), l1<k<i<n,

—1+1
k,n,l) = 1<k, 1<
#2.2( 7n7) (_1+k>7 SR,
folgt.
Modell 2.3
Frage 2.3 Wieviele streng wachsende Funktionen f: {1,... k} —{0,...,—1+

n} gibt es? (1 < k,n € N.)

Antwort 2.3 Eine streng wachsende Funktion f mit dom f = {1,... k} ist
injektiv, also hat ran f genau k Elemente. Wegen ran f C {0,...,—1 4+ n} ist
demnach ran f eine k-elementige Teilmenge von {0, ..., —1+4n}. Umgekehrt gibt
es zu jeder k-elementigen Teilmenge 7' von {0,...,—1 + n} genau eine streng
wachsende Funktion f : {1,...,k} — {0,...,—1 4+ n}. Also gibt es genau so
viele streng wachsenden Funktionen von {1,...,k} in {0,...,—1 4+ n} wie es k-
elementige Teilmengen von {0, ..., —1+n} gibt. Mit Hilfe von Modell 1.1a ergibt
sich hieraus die bemerkenswerter Weise auch im Fall n < k richtige Formel

o 5(k,n) = #1.10(k,n) = ( Z ) ,
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Niveau 3

Formel 3.1

Arbeitsauftrag 3.1 Eine “kombinatorische Begriindung” der Formel
(1 1+n
= , k,neN,
> () -(2%)

zu finden.

Bearbeitung 3.1 Im Fall n < £ steht links die leere Summe= 0 und rechts steht
ebenfalls 0. Es bleibt der Fall £ < n zu untersuchen. Hier werden alls (1 + k)-
elementigen Teilmengen von der Menge {1, ..., 14+n} betrachtet. Deren Anzahl x

1+
ist entsprechend Modell 1.1a gleich < ] +Z ) Fiir [ € N sei x; die Anzahl aller
(1 + k)-elementigen Teilmengen von {1,...,1 + n} mit Maximum= [. Gemi8
—1+1
Modell 2.2 gilt fiir 1+ k <1 < 1+n die Gleichung z; = < i ) und tiberdies

gilt offenbar
T =214k + ... + Tign,

()=o) () -2 ()

so dass

Modell 3.2

Frage 3.2 Wieviele streng wachsende Funktionen f : D — B mit D, B C R und
k=Anzahl Elemente von D und n=Anzahl Elemente von B gibt es? (k,n € N.)

Antowort 3.2 Im Fall n =0 und 1 < k € N gilt #32(k,n) = #32(k,0) = 0 und
im Fall 1 <n € Nund k = 0 gilt #32(k,n) = #32(0,n) = 0. Die Funktion 0
kommt bei der Betrachtung von n = k = 0 zum Einsatz und fithrt zu #5(0,0) =
1. Im Fall 1 < k,n € N ergibt sich unter Einbeziehung von Modell 2.3,

n
#s2(k,n) = ( I ), 1<k neN.
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Niveau 4

Formel 4.1

Arbeitsauftrag 4.1 Den Nachweis zu fithren, dass fiir alle k,n mit k,n € N

n+k _Z”: —1+1+k
1+k ) 4 k ’

gilt.
Bearbeitung 4.1

i —1+1+k V_1_+1+k‘1+z’“+” v\ a1 1+ (-1+k+n)
k B k) 1+ k

=1 v==k
B n+k
S\ 14k /)
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Satz 4.2

Arbeitsauftrag 4.2 Einen Beweis nachfolgender Aussagen zu finden:

Sei f: N* x N* — R. Dann gilt

n
f(k:,n):(k), 1<kmneN,

genau dann, wenn

—14n

fA+kn)=>" f(kl), 1<kneN,

=k

und
f,n)=n, 1<neN.

Bearbeitung 4.2 Sei f(k,n) = ( Z ) Dann gilt

—14n

n 3.1 [ &
f(l+k,n) = ( 1+k) = > (k):lz_:f(k:,l), 1<kmneN,

=k

und

f(1,n):<T):n, neN.

Es gelte f(1+ k,n) = S50 f(k,1), 1 < k,n € N, und f(1,n) = n,
n € N. Vollstdndige Induktion beziiglich k£ in N*. Fiir £ = 1 gilt

f(k,n):f(l,n):n:(T):(Z), 1 <neN.

Fiir 1+ k, k € N*, gilt

f(1+/<;,n):_inﬂk;,l):_in(;i>3il ( &)

=k =k
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Niveau 5

Satz 5.1

Arbeitsauftrag 5.1 Einen Beweis nachfolgender Aussagen zu finden:

Sei f: N* x N* — R. Dann gilt
-1 k
f(k,n>=( o ) 1<kneN,

genau dann, wenn

n

fA+kmn)=>Y f(kl), 1<kneN,

1=1
und
f,n)=n, 1<neN.

1+n+k

Bearbeitung 5.ISei f(k,n):(_ f ).Dann gilt
—1+n+(1+k’) n+k\ 41 u —1+1l+k
1 k — = =
f(+’”)( 1+ k ) (1+k> Z( k )

=> f(k1), 1<kneN,
=1

o= (Y= () e

Es gelte f(14+k,n) =S, f(k, 1), 1 <kneN, und f(1,n) =n, n € N.
Vollsténdige Induktion beziiglich £ in N*. Fiir £ =1 gilt

n —14+n+1 —1+n+k
flm=n (1> ( ! ) ( k > ="e
Fir 1+ k, k € N*, gilt

und

n

R SR Ll ()

=1

(—1+n+(1+k:) )

1+k
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Niveau 6

Modell 6.1

Frage 6.1 Wieviele wachsende Funktionen f: {1,...,k} — {0,...,—1+n} gibt
es? (1 <k,neN,)

Antwort 6.1 Fiir m € N sei ®,, ,, gleich der Menge aller wachsenden Funktionen

von {1,...,m} in {0,...,—1 4+ n} und #¢1(m,n) sei gleich der Anzahl der Ele-
mente von ®,, ,. Offenbar gilt ¢, =1 und #¢:(1,n) =n. Firl =0,...,—1+n
sel ¢y gleich der Menge aller wachsenden Funktionen f von {1,...,m} in
{0,..., =1+ n} mit f(0) = [. Offenbar sind die Mengen ¢, 0, - Pmn—14n

paarweise disjunkt und wenn x(m, n, ) gleich der Anzahl der Elemente von ¢y,
ist, so gilt
#e1(m,n) = x(m,n,0) + ...+ x(m,n,—1+n).

Fiir{ =0,...,—1+nund f € ¢y, wird
Uit (f) ={(=1+ A f(A) =) : 2< A <m},
betrachtet. Offenbar ist W,, ,,;(f) eine wachsende Funktion mit
dom (W, i(f)) ={1,....=14+m}, ran (W, ,i(f)) €{0,...,(=1+n)—1)}.
Also gilt fir Il =0,...,—14+n wegen (—1+4+n) -l =—-1+ (n—1),
Winnd © Pt = Potpmmn—i-

Klarer Weise ist W,,, ,,; bijektiv und somit folgt

x(m,n,l) =H#e1(—1+mn—10), 0<I<—-1+mn,

und demnach mit 1 + k an Stelle von m,

—14n —14n

#or(l+kn) =Y z(l+kmnl) = 2#61 =1 =Y #ei(k1).
=1

=0

Hieraus und mit #41(1,n) = n folgt mit Satz 5.1,

-1 k
#6.1(7€,n)=( +kn+ ), 1 <k, n.
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Niveau 7

Modell 7.1

Frage 7.1 Gegeben seien n unterscheidbare Merkmale und Objekte, die jeweils
genau eines dieser n Merkmale aufweisen und die nur durch diese n Merkmale
voneinander unterschieden werden sollen. Ohne Beachtung der Reihenfolge sollen
k dieser Objekte gewédhlt werden, wobei jedes Merkmal mehrfach vorkommen
kann. Wieviele derartige Auswahlen sind moglich? (1 < k,n € N.)

Antwort 7.1 Die Merkmale werden mit den Zahlen 0,...,—1 + n durchnum-
meriert. Einer Auswahl mit Beachtung der Reihenfolge entspricht in bijektiver
Weise eine Abbildung f : {1,...,k} — {0,...,—1 + n}. Ohne Beachtung der
Reihenfolge geniigt es, von diesen Funktionen nur die wachsenden zu betrachten,
die in offenbar bijektiver Weise den kontext-bezogenen Auswahlen entsprechen.
Mit dieser Uberlegung ist die Anzahl der im Kontext moglichen Auswahlen gleich
der Anzahl der wachsenden Funktionen von {1,...,k} in {0,...,—1+ n}. Mit
Modell 6.1 ergibt sich

—14+n+k

#7.1(/€,n)=< I ), 1<k,neN.

Literatur.

C.Bandelow, Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie,
B.I. Mannheim/Wien/Ziirhich, 1981.

H.B.Mann & D.R.Whitney, On a test wheter one of two random variables
is stochastically larger than the other, Annals of mathematical statistics 18:50-
60(1947)
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Mengenlehre: ¢4_; = 0. Einiges iiber © € Uy, \ U,, n € N.

Ersterstellung: 06/06/14 Letzte Anderung: 10/06/14

296-1. Die Klasse 296.0(x) besteht aus all jenen Klassen w, fiir die es ein Q € N
gibt, so dass w = x + 2 gilt.

296-1(Definition)

296.0(z) ={z+A:AeN}={w:3F2: (QeN)A(w=2+Q))}.
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296-2. Aus p € {z + X : A € N} folgt  Zahl und es gibt Q € N mit p = = + Q.
Aus z Zahl und n € N folgt 2 +n € {x + X : A € N}

296-2(Satz)

a) Aus “‘pe{r+ A : A eN}”
folgt “x Zahl”und “3IQ: (QeN)A(p=2x+Q)".

b) Aus “x Zahl”und “n € N” folgt “x+ne{r+A: A& N}”.
c) Aus “x Zahl” folgt “x € {x + X : A € N}7.
d) “x Zahl” genau dann, wenn “0 # {x + X: X € N}”.

e) “ax ¢ A”genau dann, wenn “0={x+ X: X € N}”.

{x + X : X € N} 296-1(Def)

Beweis 296-2 a) VS gleich pef{r+A: e N}

1.1: Aus VS gleich “pe {z+A: A e N}”
folgt via Element Axiom: p Menge.

1.2: Aus VS gleich “pe {z+A: A e N}”

folgt via 296-1(Def): 10: (QeN)A(p=2+Q)

2: Aus 1.1 und
aus 1.2, ..p=ax+ Q7
folgt: x + Q Menge.

3: Aus 2“2 4+ Q Menge”

folgt via 96-13: x Zahl
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Beweis 296-2 b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...n € N”
folgt:

1.2: Aus VS gleich “...n € N”
folgt via 159-11:

2.1: Aus1.1“...Q=n" und
aus VS gleich “...n € N”
folgt:

2.2: Aus1.1“...Q=n"
folgt:

2.3: Aus VS gleich “x Zahl...” und
aus 1.2%n Zahl”
folgt via 96-13:

3: Aus 2.2
folgt:

4: Aus 1.143Q...7
aus 2.1“Q e N7 |
aus 3“r+n=x+ Q" und
aus 2.3“z +n Menge”
folgt via 296-1(Def):

c) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x Zahl”
folgt via FSAO:

1.2: Aus VS gleich “x Zahl” und
aus €schola“0 ¢ N”

folgt via des bereits bewiesenen b):

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

Mengenlehre #296

(x Zahl) A (n € N).

40 Q =n.

n Zahl.

QeN.

T+ Q=x+n.

x +n Menge.

z+n=uzx+0.

r+nef{r+A: e N}

x Zahl.

z+0=nux.

r+0e{r+ A :XeN}L

re{r+A: e N}
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Beweis 296-2 d) VS gleich

1: Aus VS gleich “x Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen c):

2: Aust“ze{z+A: AeN}”
folgt via 0-20:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “0 # {x+ X : A e N}”
folgt via 0-20:

2: Aus1“Qe{z+A: A eN}”

folgt via des bereits bewiesenen a):

e)

[

: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

N

: Via 95-4(Def) gilt:

3: Aus 1 und
aus 2
folgt:

4: Aus 3
folgt:
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x Zahl.

re{r+A: e N}

0#{x+X:\e N}

0#{x+A: e N}

30: Qe {z+ A : XeN}L

x Zahl.

(x Zahl) < (0 #£ {z + X : \ € N}).

(x Zahl) & (z € A).

(reA) s (0#{z+A: XNeN}).

(x¢A)e ({z+A:AeN}=0).
[
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296-3. Falls | € Z, so ist {l,...} =296.0(1) . Wegen N C Z gilt dies auch fiir alle
leN.

296-3(Satz)
a) Aus “l € Z” folgt “{l,..} ={l+X\:\eN}".
b) Aus “n € N”folgt “{n,...} ={n+A: XeN}”.

{z+ \: X € N} 296-1(Def)

Beweis 296-3 a) VS gleich leZ.
ae{l,.. .}
2.1: Aus VS gleich “l € Z”
folgt via 164-5: [ Zahl.

2.2: Aus Themal.1“a € {l,...}”
folgt via 169-2: [ <aelZ.

3: Aus VS gleich “l € Z” ,
aus 2.2“...a € Z”7 und
aus 2“1 < a...”
folgt via 166-4:
A (QeN)A(I+Q=aq).

4: Aus 2.1%[] Zahl” und
aus 3“...QeN...”

folgt via 296-2: I+Qe{l+X:2eN}L
5: Aus 3“...1+Q=a" und
aus 4
folgt: ae{l+X: e N}
Ergo Themal.1: Va:(ae{l,...}) = (ae{l+X: XeN}).

Konsequenz via 0-2(Def): At “fl,.. } C{l+A: AeN}”
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Beweis 296-3 a) VS gleich
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leZ.

2.1: Aus VS gleich “l € Z”
folgt via 164-5:

2.2: Aus Themal.2“a € {l+ A: X eN}”

3.1: Aus2“...QeN...”
folgt via 164-6:

3.2: Aus2.141€S” und
aus 2.2“...QeN...”
folgt via 166-2:

4: Aus VS gleich “1l € Z”7 und
aus 3.1“Q e Z”
folgt via 164-9:

5: Aus 3.2l <[+ Q7 und
aus 4“1+ Qe Z”

6: Aus2.2“...a=101+Q7 und
aus 5
folgt:

a€e{l+X: €N}

folgt via 296-2: A (QeN)A(a=1+Q).

folgt via 169-2: I+Qedl,...}.

[ €S.

QeZ.

[ <1+

[+ Qe Z.

aedl,...}.

Ergo Themal.2: Va:(ae{l+X:AeN}) = (ae{l,...}).

Konsequenz via 0-2(Def): A2 “{l+A:NeN}PCH{l,...}”

1.3: Aus A1 gleich “{l,...} C{l+AX: A€ N}” und
aus A2 gleich “{l+AX: A e N} C{l,...}”
folgt via Gleichheits Axiom:

{I...}={l+X:XeN}.
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Beweis 296-3 b) VS gleich n € N.

1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 164-6: n e 2.

2: Aus1“neZ”
folgt via des bereits bewiesenen a): {n,...} ={n+A: X e N}

]
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296-4. Dass hier die Terme “U,” und “U,,.” auftreten und diese Terme nur
fiir x,x + w € N definiert sind ist fiir mich nach wie vor gewthnungsbediirftig.
Kontext-bezogen sind im Folgenden x = n und n + w natiirliche Zahlen. Ohne
Kontext ist etwa “Uj.o” gar nicht definiert.

296-4(Definition)

296.1(z) ={w: (w e N)A (U, CUp1u)}-
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296-5. Offenbar kann in der Mathematik auch iiber Terme gesprochen werden,
die gar nicht definiert sind.

296-5(Satz)

‘pe{w:(weN)A U, CUpw)}”
genau dann, wenn “p € N”und “U, C Uy, " .

{w: (weN)A Uy CUyty)} 296-4(Def)

Beweis 296-5 VS gleich pe{w: (weN)A U, CUyiw)}-
Aus VS gleich “p e {w: (w e N)A (U, CUpi)}”
folgt: (p e N)A (U CUptp).
VS gleich (p e N)A (U, CUptp).
1: Aus VS gleich “pe N...”
folgt via Element Axiom: p Menge.

2: Aus VS gleich “(p € N) A (U, C Uyyp)” und
aus 1“p Menge”
folgt: pe{w: (weN)A U, CUyiw)}-
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296-6. Fiir n € N gilt {w : (2 € N) A (U, € Up+,)} = N. Konsequenter Weise
gilt U,, C U,, fiir alle n,m € N mit n < m. Im Fall n < m gilt sogar U,, C U,),.

296-6(Satz)
a) Aus “n € N”folgt 0 € {w : (w € N) A (U, C Uptw)}-

b) Aus “n e N"und “‘me {w: (weN)A U, CUptw)}”
folgt “14+m e{w: (weN)A U, CUpiw)}”.

c) Aus “n e N”folgt “dw: (weN)A U, CUpiw)} =N".
d) Aus “n,m € N”und “n <m” folgt “U, CU,,” .

e) Aus “n,m € N”und “n <m?” folgt “U, CU,,”.

{w: (weN)A Uy CUptw)} 296-4(Def)

Beweis 296-6 a) VS gleich n € N.

1: Aus VS gleich “n € N”

folgt via 159-11: n Zahl.
2: Aus 1“n Zahl”

folgt via FSAO: n+0=n.
3: Via 0-6 gilt: U, CU,.
4: Aus 3 und

aus 2

folgt: U, CUy,10.

5: Aus &€schola“0 ¢ N” und
aus 4“U, CTUp1o”
folgt via 296-5: Oe{w: (weN)A U, CUpiw)}
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Beweis 296-6 b) VS gleich meN)A(me{w: (weN)A U, CUpiw)})-
1: Aus VS gleich “...me{w: (weN)A (U, CUpiw)}”

folgt: (m e N)A (U, CUpim).
2.1: Aus VS gleich “n € N” und

aus 1“m e N...”

folgt via 159-14: n+m € N.
2.2: Aus1“meN...7

folgt via 159-10: 1+meNlN.
3.1: Aus2.1“n+m e N”

fOlgt via 240-7: Un+m g u1+(n+m)-
3.2: n+(1+m)FiA(n—l—l)+mF§A(1+n)+mF§A1+(n+m).

4: Aus 2.1“...U, CU,1,n " und
aus 3.1 Upm € Ui (ngm)”

folgt via 0-6: Un, € Uiy intm)-
5: Aus3.2“n+(1+m)=...=14+(n+m)” und

aus 4

folgt: Un € Ui (14m)-

6: Aus 2.2“1+m € N” und
aus 5“Uy, € Upy(14m)”
folgt via 296-5: l+me{w: (weN)A U, CUpiw)}-
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Beweis 296-6 c) VS gleich n € N.
a€{w: (weN)A Uy CUntw)}-
Aus Themal.1“a € {w: (w e N)A (U, CUpiw)}”
folgt: a € N.
Ergo Themal. 1: Va:(a€e{w: (weN)A U, CUptiw)}) = (e €N).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “Aw: (weN)A (U, CUp4w)} CN7
a€{w: (weN)A Uy CUntw)}-

Aus VS gleich “n € N” und
aus Themal.2“a € {w: (w e N)A (U, CUp10)}”
folgt via des bereits bewiesenen b):
l+ae{w: (weN)A U, CUpiw)}-

Ergo Themal.2:

A2| “Va:(ae{w: (weN)A U, CUyiw)})
= (14+ae{w: (weN)A U, SUpiw)})”

1.3: Aus VS gleich “n € N”
folgt via des bereits bewiesenen a): Oe{w: (weN)AU, CUpiw)}-

2: Aus1.3“0€{w: (weN)A U, CUpiw)}”,
aus Al gleich “{w: (w € N) A (U, CUp+w)} CN” und
aus A2 gleich “Va : (a € {w: (w e N)A (U, CUptw)})
= (1+ac{w: (weN)A U, CUpiw)})”
folgt via 236-5: {w: (weN)A U, CUpiw)} =N
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Beweis 296-6 d) VS gleich (n,m € N) A (n <m).

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “n... e N”
folgt via des bereits bewiesenen c): {w:(weN)A U, CUpiw)} =N

Aus VS gleich “n,m € N...”
folgt via 164-6: n,m € 2.

: Aus VS gleich “...n <m” und

aus 1.2“n,m € Z.”
folgt via 166-4: A (QeN)A(m=n+Q).

: Aus 2¢...02eN...”7 und

aus 1.1{w: (w e N)A (U, CUp10w)} =N
folgt: Qef{w: (weN)A U, SUpiw)}

: Aus 3

folgt: Un C Unra.

: Aus 4 und

aus 2“..m=n-+Q"
folgt: Un C Upp.

e) VS gleich (n,m € N) A (n <m).

1:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “(n,m € N) A (n <m)”
folgt via LSN: 14+n<m.

Aus VS gleich “n... e N...”
folgt via 240-17: U, CUi1p.

Aus VS gleich “n... e N...”
folgt via 159-10: 1+neN.

: Aus 2.2“1+neN” |

aus VS gleich “...m &€ N...” und
aus 1“1 +n<m?”
folgt via des bereits bewiesenen d): Ui in CUp.

: Aus 2.1“U, C Uyy,” und

aus 3“Uy, CU,”
folgt via 57-15: u, C U,,.
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296-7. Auf dem Weg zum Z&hlmafl begegnet uns nun 296.2(x,y) .

296-7(Definition)

296.2(z,y) ={w: (weN)A (Va: (a el,) = (rUa € Uyry))}
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296-8. Ungeachtet ob U, nun definiert ist oder nicht gilt Vorliegendes.

296-8(Satz)

a) Aus ‘nef{w:(weN)ANVa: (ael,) = (rUa €Uy,))}t”
und “p eU,”
folgt “xUp € Uy, ”.

b) Aus “n e N"und “Va:(ael,) = (xUa € Uyy,)”
folgt “ne{w:(weN)ANVa: (ael,) = (xUa €Uyty,))}”.

{w:(weN)AVa: (ael,) = (zUa € Uyy,))} 296-7(Def)

Beweis 296-8 a) VS gleich
mef{w: (weN)ANa: (ael,) = (xUa €Uyw))}) A (p eU).

1: Aus VS gleich “ne{w: (weN)A (Va: (v €U, = (xUa € Uyy))}”

folgt: Va: (o elU,) = (rUa € Uyty).
2: Aus VS gleich “...peU,” und
aus 1
folgt: TUDE Uyyp.
b) VS gleich (neN)A Va.(a ely,) = (U € Uyin)).

1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via Element Axiom: n Menge.

2: Aus VS gleich “(ne N)A Va: (e € U,) = (x U € Uyyy))” und
aus 1“n Menge”
folgt: ne{w: (weN)AVa: (ael,) = (xUa €lUy,))}

]
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296-9. Falls z € U, mit n € N, so gilt {w: (weN)AVa: (e« el,) = (xUa €
Uniw))} =N Aus x € U, und y € U, mit n,m € N folgt x Uy € Uy

296-9(Satz)

a) Aus “ne N”und “x € U,”
folgt “0e{w:(weN)AVa: (ael,) = (rUa €Untw))}”.

b) Aus “n € N”und “x € U,”
und ‘me{w: (weN)AVa: (ael,) = (rUa €Upiw))}”
folgt “1+mef{w: (weN)ANVa: (ael,) = (zUa €Upiw))}”.

c) Aus “‘ne N”und “x € U,”
folgt “dw:(weN)ANMa: (ael,) = (xUa €Upiy))} =N,

d) Aus “n,m € N7und “x € U,” und “y € Uy,,” folgt “x Uy € Uprp,”.

{w:(weN)A(Va: (ael,) = (xUa € Upiy,))} 296-7(Def)
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Beweis 296-9 a) VS gleich (n e N)A (z el,).
o € Up.
2.1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via 159-11: n Zahl.

2.2: Aus Themal.1“a € Uy” und
aus 240-2(RekParDef) “U, = {0}”

folgt: a € {0}.
3.1: Aus 2.1“n Zahl”

folgt via FSAO: n+0=n.
3.2: Aus 2.2“a € {0}”

folgt via 1-6: a=0.
4.1: Aus 3.1

folgt: Unig =U,.
4.2: Via 2-17 gilt: U0 =ux.

5: Aus 4.2 und
aus VS gleich “...x € U,”

folgt: xU0eU,.

6: Aus 5 und
aus 4.1
folgt: U0 € Upto.

7: Aus 6 und
aus 3.2
folgt: rUa € Upyo.

Ergo Themal.1: Al] “Va: (aely) = (rUa € Upyo)”

1.2: Aus eschola“0 € N” und
aus Al gleich “Va: (o € Up) = (x U € Upyo)”
folgt via 296-8: Oc{w:(weN)AMVa:(ael,) = (xUa € Upiy))}-
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Beweis 296-9 b) VS gleich

meN)AN(zelU,)N(me{w: (weN)A(Va: (€U, rUa € Upiw))}).

A = (
1: AusVSgleich “..me{w: (weNANVa: (ael,) = (rUa € Upt,))}”
folgt: (meN)AVa: (aeUy) = (xUa € Upim)).

2: Aus1.1“meN...”
folgt via 159-10: 1+meN.

B € Unim.

4: Es gilt: (6=0)V(0#p).
’Fallunterscheidung‘
4.1.Fall B8 =0.

5.1: Aus VS gleich “n e N...”

folgt via 164-6: n € 7.
5.2: xuﬁ“'liﬂlxuoz‘:”x.
5.3: Aus VS gleich “n € N...” und

aus 2“1+ m e N”

folgt via 159-14: n+(1+m)eN.

6: Aus5.1“n € Z” und

aus 2“14+m e N”

folgt via 166-2: n<n+ (1+m).
7: Aus VS gleich “n e N...”,

aus 5.3“n+ (14+m) € N” und

aus 6“n <n—+(1+m)”

folgt via 296-6: Un CSUnt(14m)-
8: Aus VS gleich “...z €U, ...” und

aus 7“?/{'” g Un+(1+m) 7

folgt via 0-4: T € Upy(14m)-
9: Ausb5.2“zUpB=...=2” und

aus 8

folgt: U B € Upy14m)-
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Beweis 296-9 b) VS gleich
meN)ANzeUp)N(me{w: (wWeN)ANVa: (ael,) = (rUa €Upiw))}).

B € Ui

’Fallunterscheidung‘

4.2.Fall 0 +# .
5: Aus 4.2.Fall“0# 3~
folgt via 0-20: IN:Qep.

6: Aus1“meN...7 |
aus Thema3.1“5 € Ui1,, "7 und
aus 5“...QepB”

folgt via 240-14: B\A{Q} € Uy,.
7: Aus 1“.. . Va: (@ €Uy) = (xUa € Uptm)” und

aus 6

folgt: U (B\{Q}) € Untm.
8: Aus VS gleich “n € N...” und

aus 1“m e N...”7

folgt via 159-14: n+meN.

9: Aus 8“n+m € N” und
aus 74z U (B\ {Q}) € Up+m”
folgt via 240-12: {Q} U (2 U (B\{Q2})) € Usy(ntm)-

10.1: 1+(n+m)FiA(l—!—n)—FmFiA(n—l—l)—i-m
FEA  + (1 +m).
10.2: Aus5“...Qep”
folgt via 5-19: B={Qtu(B\{2}).
11: {Q}U U (B\{2}) S {atu((B\ {a}) u)
S aru @B\ U pus S s U B
12: Aus 11“{Q} U (z U (B\{Q})) =...=2US” und
aus 9
folgt: rU B € Uiy (ntm)-
13: Aus 10.1“1+(n+m)=...=n+ (1+m)” und
aus 12
folgt: rU B € Uny(14m)-

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:
U B € Uniitm)-




Mengenlehre #296 133

Beweis 296-9 b) VS gleich
meN)ANzeUp)N(me{w: (wWeN)ANVa: (ael,) = (xUa €Upiw))}).

Ergo Thema3.1: A1’ “VB: (B €lUiym) = (xUS € Unttm)”

3.2: Aus 2“1+ m e N” und
aus Al gleich “Vf3: (8 € Ur1m) = (U B € Upra4m))”
folgt via 296-8:
l+me{w: (wWeN)ANVa: (ael,) = (zUa €Upiy))}-

c) VS gleich (n e N)A(z elU,).
Bt (weN) Ao (a il

= (zUa €Upiw))}-
Aus Themal.1“f e {w: (weN)A Va: (o € U,)

= (zUa €Upiw))}”
folgt: g e N.

Ergo Themal.1: VB:(fe{w:(weN)ANVa:(ael,) = (zUa €Uyiw))})
= (B e N).

Konsequenz via 0-2(Def):
A1) “Yw:(WeN)AVa: (@ ely) = (zUa € Uypsw)} N7

fe{w: (weN)A (Va: (ael,)
= (rUa €Upiw))}-
Aus VS gleich “(n e N) A (z € U,,)” und
aus Themal.2“f € {w: (w e N)A (Va: (a € U,)
= (zUa €Upiw))}”
folgt via des bereits bewiesenen b):
l+fe{w:(weN)ANMa: (0 el,) = (xUa € Upiy))}-

Ergo Themal.2:

A2 “VB:(fe{w: (weN)ANVa: (ael,) = (xUa €Uyiw))})
=>1+0ef{w: (weN)ANa: (ael,) = (zUa €Upiw))})”
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Beweis 296-9 c) VS gleich (n e N)A (z el,).

1.3: Aus VS gleich “(n e N) A (z € U,,)”
folgt via des bereits bewiesenen a):
De{w:(weN)ANMa: (aely,) = (xUa € Upiyw))}-

2: Aus1.3“0e{w: (weN)ANVa: (ael,) = (zUa €Upw))}”,
aus Al gleich “{w: (weN)A Va: (e €U, = (rUa €Upiw))}
C N” und
aus A2 gleich “Vf3: (f € {w: (w e N)A (Va: (o € U,)
= (rUa €Upiw))})
= 1+pe{w: (weN)ANMa: (ael,) = (zUa € Upiw))})”
folgt via 236-5: {w:(weN)AVa:(ael,) = (zUa €U,))} =N

d) VS gleich (n,m e N)A (x e Up) N (y € Uyp).

1: Aus VS gleich “n... € N” und
aus VS gleich “...x €U, ...”
folgt via des bereits bewiesenen c):

{w:(weN)AVa: (ael,) = (rUa €Uptw))} =N

2: Aus VS gleich “...m e N...” und

aus 1

folgt: me{w: (weN)ANMa: (0 el,) = (xUa € Upty))}-
3: Aus2“mef{w: (weN)ANMa: (e« el,) = (xUa €Upiy))}”

folgt: Va: (o €Up) = (zUa € Upim).
4: Aus VS gleich “...y € U,,” und

aus 3

folgt: rUy € Upim.

[]
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296-10. Gelegentlich ist es von Vorteil, von der Konvention “U_; = 0” Gebrauch

zu machen.

296-10(Definition)

U_, =0.
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296-11. Via 238-3 gilt ({p}Uz)\{p} = =\ {p}. Via 5-17 gilt =\ {p} = = genau
dann, wenn p ¢ z.

296-11(Satz)

a) “({pyUz)\ {p} = 2 genau dann, wenn “p ¢ z”.
b) zN(y\2) = (zNy))\ 2.

c) Aus “zNz=0"folgt “(xUy)\z=aU(y\z)".
A Aus “ynz=0"folgt “(xUy)\ 2= (z\2)Uy”.
e) Aus “p ¢ x”folgt “(xUy)\{p}=zU(y\{p})".
£) Aus “p ¢y folgt “(xUy)\{p} = (z\{p})Uy”.

Beweis 296-11 a)

1.1: Via 238-3 gilt: {ptuz)\{p} ==\ {p}.
1.2: Via 5-17 gilt: (x\{p} =2) < (p ¢ x).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: ({ptuz)\{p} =2) & (p ¢ 2).
b)
1: $ﬂ(y\z)Sgoxﬂ(yﬂzc)Agm(xﬂy)ﬂzcs_:m(zﬂy)\z.
2: Aus 1
folgt: zN(y\z)=(zNy)\ =z
c) VS gleich xNz=0.
1: Aus VS gleich “zNz=0"
folgt via 213-14: r\z=uz.
2: Uy \ 2 22 (@\2)U(y\2) =2 U(y)\ 2).

3: Aus 2
folgt: (xUy)\z=zU(y\ 2).
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Beweis 296-11 d) VS gleich yNz=0.
1: Aus VS gleich “ynz=20"
folgt via 213-14: y\z=uy.
2: (U \ 2557 @\ 2) U\ 2) = 2\ 2) Uy
3: Aus 2
folgt: (xUy)\z=(z\2)Uy.
e) VS gleich péx.
1: Aus VS gleich “p ¢ x”
folgt via 2-30: {p} Nz =0.
2: Via KGN gilt: zN{p}={p}Nuz.
3: Aus 2 und
aus 1
folgt: zN{p}=0.
4: Aus 3“xnN{p}=0"
folgt via des bereits bewiesenen c): (xUy)\{p}=2U(y\{p})-
f) VS gleich péuy.
1: Aus VS gleich “p ¢ y”
folgt via 2-30: {p} Ny =0.
2: Via KGN gilt: yN{p} ={p}ny.
3: Aus 2 und
aus 1
folgt: yN{p} =0.
4: Aus 3“yn{p} =07
folgt via des bereits bewiesenen d): (xUy)\{p} = (= \{p})Uy.

]
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296-12. Wegen U,, C Uy, n € N, sind die Klassen U,,, U1, nicht disjunkt. Die
Elemente, die zu U,, hinzugegeben werden um U, zu erhalten konstituieren die
Klasse Uy 1y \ Uy,.

296-12(Satz)

a) ul \Z/{O = Z/{sngltn-
b) Aus “n € N”und “x € Uy, \U,” folgt “0 £ x”.

c) Aus “n € N”und “p Menge” und “p ¢ v € Uy, \U,”
folgt “{p} Uz € Upip \Ur1rn”.

d) Aus “n e N"und “p € x € Uy, \Uy,” folgt “x\ {p} € U \U_142".

Beweis 296-12 a)

1: Via 27-7 gllt 0 ¢ usngltn'

2: Aus 190 ¢ Usngitn”
folgt via 296-11: ({0} U Usngien) \ {0} = Usngitn-

40-3

3: U1\U0 e ({O}Uusngltn)\uo

240—2(RekParDef)

({0} Uusngltn) \ {0} é usngltn-

4: Aus 3
fOlgtI ul \ Z/{O = usngltn'
b) VS gleich (n e N)A (2 € Uryn \Uy).

1: Aus VS gleich “...x € Uy, \U,”
folgt via 5-3: x & U,.

2: Aus VS gleich “n € N...”
folgt via 240-5: 0el,.

3: Aus 2“0 € U,,” und
aus 1“x ¢ U,”
folgt via 0-1: 0 # z.
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Beweis 296-12 c) VS gleich (n € N) A (p Menge)(p & € Uy, \ U,).
1.1: Aus VS gleich “n € N...”

folgt via 159-10: 1+neN
1.2: Aus VS gleich “...x € Uy, \U,”

folgt via 5-3: (x € Urin) N (x & Uy,).
1.3: 1+ (1+n) 21+ 1)+nP2P249

2: Aus1.1“14+n &€ N” und
aus 1.2“c € Uy, ...7

folgt via 240-12: {pYUz € Uri(14n)-
3.1: Es gilt: {pt Uz eliin) VvV {ptUx & Upin).
’ wiFallunterscheidung ‘
{p} Uz €Uy sn.
4: Aus VS gleich “...p Menge..."”
folgt via 2-28: p€{ptUz.

5: Aus VS gleich “n e N...” |
aus 4“p € {p}Uz” und
aus 3.1.1.Fall“{p}lUx € Uiy,

folgt via 240-14: ({p} Uz) \ {p} € Un.
6: Aus VS gleich “...p&x...”

folgt via 296-11: {ptua)\{p} ==
7: Aus 5 und

aus 6

folgt: x €U,.

8: Esgilt 7“x e lU,”.
Esgilt 1.2 ..o ¢ U,” .
Ex falso quodlibet folgt: {p}Ux & Uitn.

Ende wfF a11unterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

M| “{p} U ¢ Ui,

3.2: Aus 2 und
aus 1.3“1+(1+n)=...=24+n"
folgt: {p} Uz € Upyy.

4: Aus 3.2“{p} Uz € Usy,” und
aus Al gleich “{p}Ux ¢ Uy ,”
folgt via 5-3: {p} Uz € Upy, \ Uy 1n-
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Beweis 296-12 d) VS gleich

1: Aus VS gleich “...z € Uy \U,”
folgt via 5-3:

2: Aus VS gleich “n e N...” |
aus VS gleich “...p€x...” und

aus 1“z e Uyp . ..7
folgt via 240-14:

Mengenlehre #296

(meN)A(p€x ey, \Uy,).

(ZL‘ < Z/{H_n) A\ (CL’ ¢ Z/ln)

z\ {p} €U,.

3.1: B gilt (2 \ {p} €U 1) V (2 \ {p} ¢ U11n).
’WfFallunterscheidung‘
2\ {p} € Ui

4: Aus VS gleich “neN...”
folgt via 162-2:
’Fallunterscheidung‘

(n=0)V(-14+neN).

neo

5: ~1+4n —1 40 teel g,
6: Aus 3.1.1.Fall“z\ {p} € U_14," und

aus5“—14+n=...=-1"

folgt: z\{p} eU_1.
7: Via 296-10(Def) gilt: U1 =0.
8: Aus 6 und

aus 7

folgt: z\ {p} €0.
9: Esgilt 8“z\ {p} €0”.

Via 0-19 gilt “x\ {p} ¢ 0.

Ex falso quodlibet folgt: 2\ {p} ¢U_11n.
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Beweis 296-12 d) VS gleich (meN)A(p€x el \U).

’ wfFallunterscheidung ‘

3.1.1.Fall x\ {p} €eU_14n.

’Fallunterscheidung‘

~1+neN.

5.1: Aus4.2.Fall“—1+n e N’ und
aus 3.1.1.Fall“z\ {p} € U_14,"

folgt via 240-12: {PrU @\ {p}) € Uri(—14n)-
5.2: Aus VS gleich “ne N...”
folgt via 159-11: n Zahl.
5.3: Aus VS gleich “...pex...”
folgt via 5-19: {p}U(z\ {p}) ==
6.1: Aus 5.2“n Zahl”
folgt via FSAO: 0+n=n.
6.2: Aus 5.1 und
aus 5.3
folgt: T €Uip(—14n)-
7: 1+ (-1+4+n) 16&77(1—1)+n752°130+n2n/.
8: Aus 6.2 und
aus 7“1+ (—=1+n)=...=n"
folgt: x €U,.
9: Esgilt 8“x e l,”.
Esgilt 1“...x ¢ U,” .
Ex falso quodlibet folgt: x\ {p} ¢ U_14n.

’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Fillen gilt: 2\ {p} ¢ U_14n.

’Ende waallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: ALl “az\{p} ¢ U 11"

3.2: Aus 2“z\ {p} €U,” und
aus Al gleich “z\ {p} ¢ U_14,”
folgt via 5-3: z\ {p} € Uy, \U_14.

]
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296-13. Eine noch ldngere Liste definierender Eigenschaften findet man im vor-
liegenden LW bislang vergebens.

296-13(Definition)

296.3(z,y) ={w: (weN)A (Va: (o €Uz \U,) A (zNa=0))
= (rUa & Uniyrw))}
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296-14. Mit Hilfe von 296.3(z, y) wird nun die im Folgenden wichtige Erkenntnis,
wonach aus x € Uy, \ U, und y € Uy, \ Uy, mit n,m € N die Aussage x Uy €
Uo g (ntm) \ Ui (nm) folgt, bewiesen.

296-14(Satz)

a)

b)

c)

d)

e)

Aus “m € N”7und “VYB: ((f € Urpm \Un) A (xN ) =0)
= (2 U B ¢ Unyem)) ©
folgt “m € {w: (w e N)A (Va: (o €Uy, \U,) A (N =0))
= (zUa ¢ Uiryrw))}

Aus “n € N"und “z € Uyin \U,”
folgt “0 € {w:(weN)AVa: (a €Uip, \U,) AN(zNa=0))
= (zUa ¢ u1+(n+w)>>}-

Aus “n € N"und “x € Uy, \U,”
und “m € {w: (weN)A Va: ((a € Ui, \U,) AN (zNa=0))
= (zUa ¢ Uitntw))}
folgt “1+me{w: (weN)A(Va: (o € Uiy \U,) A (zNa=0))
= (zUa ¢ Uiimiw))}-

Aus “n € N”und “x € Uy, \U,”
folgt {w : (w e N) A (Vo : (o € Uy \Uy) Nz Nax=0))
= (zUa ¢ Uii(ntw))} =N
Aus “n,m € N”und “x € Uy, \ U, " und “y € Uy \ Un”
und “xNy=0"
folgt “x Uy € Ust(nim) \ Urt(ntm)” -

{w:(weN)AVa: (o €Uitw \U,) A (zNa=0))
= (rUa & Uiyytw)))} 296-13(Def)

Beweis 296-14 a) VS gleich (m € N) A (V8 : ((8 € Urom \Un) A (N =0))

= (.’L’ U 5 ¢ ul+(y+m)))~

1: Aus VS gleich “m e N...”

folgt via Element Axiom:

2: Aus VS gleich “m e N...” |
aus VS gleich “... VG : ((8 € Ursm \Um) A (x N3 =0))
= (U B ¢ Ursym) und

aus 1“m Menge”
folgt: l+me{w: (weN)A(Va: (o €Uipw \U) N(zNa =
= (zUa & Uryyrw))}-

m Menge.

0))
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Beweis 296-14 b) VS gleich (n e N)A (z € Uypn \ Uy).
1.1: Via eschola gilt: 0eN.
(B € Urro \Uo) A (N B = 0).

2.1: Via +schola

gilt: 1+0=1.
2.2: Aus VS gleich “n e N...”

folgt via 159-11: n Zahl.

3.1: Aus 2.1 und
aus Themal.2“8 € U o \Uy...”

folgt: B €U\ Up.
3.2: Aus 2.2“n Zahl”
folgt via FSAO: n+0=n.

4: Aus 3.1“pB el \Uy” und
aus 296-12“1/[1 \U() = Llsnglm”

fOlgtI B € usngltn-
5: Aus 4“3 € Usngitn ™
folgt via 27-6: 30 : (2 Menge) A (5 = {Q}).

6: Aus Themal.2“...xNF=0" und
aus 5¢... 0 ={Q}”

folgt: rN{N} =0.
7: Via KGN gilt: {Q}nz=2n{0Q}.
8: Aus 6 und

aus 7

folgt: {Q}nz=0.
9: Aus 8“{Q} Nz =0"

folgt via 2-30: Q¢ .

10: Aus VS gleich “n e N...” |
aus 5“...Q Menge... ",
aus 9“Q ¢ 2”7 und
aus VS gleich “...z € Uy, \U,”
folgt via 296-12: {QY Uz € Upyn \Urin.

11: Aus 10 und
aus 5“... 05 ={Q}”
folgt: Uz € Uy \ Uryn.
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Beweis 296-14 b) VS gleich (n e N)A (z € Uypn \ Uy).
(B € Unro \Up) Az 3= 0).

12: Aus 11“BUz € Upyp \Ursn”

folgt via 5-3: Uz ¢ Uiy
13: Aus 12 und

aus 3.2

fOlgt: /8 Ux ¢ Z/{1+(n+0).
14: Via KGU gilt: rUf=p0Uux.
15: Aus 14 und

aus 13

fOlgt: x U B ¢ Z/{1+(n+()).

Ergo Themal.2:

Al “Vj: ((6 € Ui \Z/[o) A (.73 Nng= 0)) = (l’ up ¢ U1+(n+0)>”

2: Aus1.1“0 € N” und
aus Al gleich “V3: ((8 € Urpo \Up) N(zN B =0)) = (xUB & Ui1mnt0))”
folgt via des bereits bewiesenen a):
De{w:(weN)AVa: (o €Uy \U,) A (zNa=0))
= (rUa & Uimiw))}-
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Beweis 296-14 c) VS gleich (neN)A(x €Uypsn \U,)
Ame{w: (weN)AVa: ((« €Uy \U,) N (zNa=0))
= ($ Ua«a §é u1+(n+w)))}).

1: Aus VS gleich “m € {w: (w e N)A Va: ((a € Uy \Uy) A (z N =0))
= (33 Ua ¢ u1+(n+w)))}”

folgt:
(meN)A (Va: (@ €Upm \Un) AN(zNa=0)) = (zUa ¢ Uimim))-

2.1: Aus1“meN...”7

folgt via 159-10: 1+meN.
2.2: Aus1“meN...”
folgt via €schola: m Zahl.
(B € Ursarm) \Urym)) A (z N5 =0).

4.1: Aus2.1“1+m e N” und
aus Thema3.1% 3 € Uiy (14m) \ Urem”

folgt via 296-12: 0 # 5.
4.2: Aus 2.2“m Zahl”
folgt via FSAO: 04+m=m.
4.3: Aus VS
folgt: xNpB=0.
5: Aus4.1“0# 3”7
folgt via 0-20: J0:Q e p.

6.1: Aus2“1+meN”
aus Thema3.1% 5 € Uiy (1+m) \ Ur4m” und
aus 5“...Q e B’
folgt via 296-12: BANAQY € Unpm \U_ 14 (11m)-

6.2: zN (B\{Q}) PET @np)\ {Q} o\ {Q} "= 0

7: —1+ (1+m) = (-1 4 1) +m e

8: Aus7“—1+(1+m)=...=m” und
aus 6.1
folgt: BANAQ} € Urim \ U,

0+m = m.
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Beweis 296-14 c) VS gleich (neN)A(x €Uyin \U,)
Ame{w: (weN)AVa: ((a €Uipw \U,) N (zNa=0))
= ($ U« §é u1+(n+w)))}).

(B € Uirrm) \Uirm)) A (z N B =0).

9: Aus 8B\ {Q} eUrim \Un",
aus 6.2“c N (F\{Q2})=...=0" und
aus 1“Va : ((o € Urpm \Up) A (N =0))
= (U0 ¢ Ussuim)’
folgt: zU(B\{Q}) ¢ Ui (n+m)-

10: Esgilt: (2 UB € Uiriga4my) V (@ U B & Ui (nr(14m)))-
’ wiFallunterscheidung ‘

10.1.Fall U B €Uy (ni1im)-

11.1: Aus VS gleich “n € N...” und
aus 2.1“1+m e N”

folgt via 159-14: n+(1+m)eN.
11.2: Aus5“...Qep”
folgt via 2-2: QexUp.

12: Aus11.1%n+ (1+m)eN”,
aus 10.1.Fall“x U B € Uiy (n4(14m))~ und
aus 11.2“Q ez Up”
folgt via 296-12:
(U B) \{Q} € Uns(10m) \U—14(nt(14m))-

13.1: Aus 12“(zUB)\ {Q} € Un+(1+m) \U,1+(n+(1+m)) 7

folgt via 5-3: (xUB)\ AL} € Uni(14m)-
13.2: n+(14+m) 2 m+1)+m = 1+n) +m
FEA 4 (n+m).

13.3: Aus5“...Q € 3”7 und
aus Thema3.1“...2NF=0"
folgt via 161-1: Q¢ x.




148 Mengenlehre #296

Beweis 296-14 c) VS gleich (neN)A(x €Uypsn \U,)
Ame{w: (weN)AVa: ((« €Uy \U,) N (zNa=0))
= (l’ Ua«a §§ u1+(n+w)))}).

(B € Uirrm) \Uirm)) A (z N B =0).

’ wiFallunterscheidung ‘

10.1.Fall x U B S ul+(n+(1+m))-
14.1: Aus13.2n+(14+m)=...=1+(n+m)” und
aus 13.1
folgt: (U B) \ {2} € Uy (ntm)-
14.2: Aus 13.3“Q & z”
folgt via 296-11: (2UB)\{Q} =2zU(B\{2}).
15: Aus 14.2 und
aus 14.1
folgt: U (B\A{R}) € Unt(14m)-
16: Esgilt 15“2 U (B\{Q}) € Upnra4+m)” -
Es gilt 9“2 U (B\{Q}) ¢ Ur+(ntm)”
Es falso quodlibet folgt: rUB ¢ Uy (nt(14m))-

Ende wifF allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
v U B & Ui (nt(14+m))-

Ergo Thema3. 1:
AL “VB (B € Unyrem) \Uigm) AN B =0)) = (2 U B & Uiy (n(14m)))”

3.2: Aus2.1“1+m € N” und
aus Al gleich “V3 : ((8 € Urra+m) \Uitm) A (x NG =0))
= (2 U B & Ury(ns14m))”
folgt via des bereits bewiesenen a):
Il+4mef{w: (weN)AVa: (o €Uy, \U,) A (zNa=0))
= (zUa ¢ u1+(n+w)))}'
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Beweis 296-14 d) VS gleich (n e N)A (z € Uypn \ Uy).

[Thema1.1]8 € {w: (w € N)A(Va : ((a € Uy, \U,)A(zNa = 0))
5 (U0 & Uh i)}

Aus Themal.1“B € {w: (w e N)A (Va: ((a € Uy \ U,,)
ANzNa=0)) = (zUadUimw))}
folgt: g eN.

Ergo Themal.1: Vg:(fe{w:(weN)AVa: (o € Upsw \U,) AN (zNa=0))
= (rUa ¢ Uitniw))}) = (B €N).

Konsequenz via 0-2(Def):

Al( “Aw: (wEN)A Vo : (o € Upsw \Us) A (z N = 0))

= (x Ua ¢ u1+(n+w)))} C N) 7

[Themal.2|3 € {w: (w € N)A(Va : ((a € Uy \U,)A(zNa = 0))

= (rUa & Uimiw))}-
Aus VS gleich “(n € N) A (z € Uy, \U,)” und

aus Themal.2“f € {w: (w e N)A Va: ((a € Uryw \ Uy)
Az na=0)= (wUa ¢ Ui}’
folgt via des bereits bewiesenen c):
l+pe{w: (weN)AVa: (o €Uppw \Uy) A (zNa=0))
= (zUa ¢ Uit niw)) }-

Ergo Themal.2:

A2 “VB: (Be{w: (weN)A Va: ((a € Uiy \U,) A (xzNa=0))

= (zUa ¢ Uimiw))})
= (1+p0e{w: (weN)ANMa: (e €lyi, \U,) N (zNa=0))

= (@Ua & Uimiw))})”
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Beweis 296-14 d) VS gleich (n e N)A (z € Uypn \ Uy).
1.3: Aus VS gleich “(n e N) A (x € Uy \U,)”
folgt via des bereits bewiesenen b)
folgt: De{w:(weN)AVa: (o € Uryw \Us) A (zNa=0))
= (zUa & Uryniw))}-
2: Aus 1.3“0e{w: (weN)AVa: (e €Uy \U,) N (xNa=0))"
= (2Ua & Uymniw))}
aus Al gleich “{w: (w e N)A Vo : (@ € Uy \U,) AN (x N =0))
= (.17 Ua ¢ u1+(n+w)))} C N, und
aus A2 gleich “Vf : (6 € {w : (w € N)A(Va : (o € Uy, \Us) AN(zNae = 0))”
= (U ¢ Uiniw))})
= (1+pe{w:(weN)ANMa: ((a €Uyrw \U,) A (zNa=0))
= (zUa & Urymniw))})
folgt via 236-5: {w:(weN)AVa: (0 €Uy \U,) AN(xzNa=0))
= (zUa ¢ ulJr(nﬂu)))} =N.
e) VS gleich (n,m € N)A (x € Uy \Un) A (y € Uy \Um) A (z Ny =0).
1.1: Aus VS gleich “n... € N...” und
aus VS gleich “...x € Uy p \U,...”
folgt via des bereits bewiesenen d):
{w: (weN)A (Va: (o € Ui \U,) AN(zNa=0))
= (rUa ¢ Uinw))} =N
1.2: Aus VS gleich “n...e N...”
folgt via 159-10: 1+neN.
1.3: Aus VS gleich “...meN...”
folgt via 159-10: 1+meN.
1.4: Aus VS gleich “...z e Uy \ U, ...7
folgt via 5-3: x € Upin.
1.5: Aus VS gleich “...y e Uy \Up...”

folgt via 5-3: Yy € Uiim.
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Beweis 296-14 e)
VS gleich (n,m € N)A (x € Urn \Un) N (y € Urpm \Um) A (z Ny =0).

2.1: Aus VS gleich “...m € N...” und
aus 1.1
folgt: me{w: (weN)AVa: (o €Uppw \Uy) A (zNa=0))
= (zUa ¢ u1+(n+w)))}'

2.2: Aus1.2“14+neN",
aus 1.3“1+m e N”" |
aus 1.4z € Uy, 7 und
aus 1.5y e Uy, ”
folgt via 296-9: Uy € Unqn)+(14m)-

3.1: Aus 2.1
folgt: Vo : ((o0 € Urpm \Up) ANz Na=0)) = (xUa & Uiymim))-

3.2t (14n)+10+m) 214+ m+1+m) 2214+ ((n+1)+m)
m) "= (14 (1+n) +m "= (1+1)+n) +m

tschola (24n)+m FS8A 9 4 (n+m).

4.1: Aus VS gleich “...(y € Ursm \Uyn) A(xzNy=10)" und

aus 3.1

folgt: Uy ¢ Uiy (nim)-
4.2: Aus3.2¢(14+n)+(1+m)=...=2+ (n+m)” und

aus 2.2

folgt: Uy € Usp (ngm)-

5: Aus 4.2 Uy € Usy(nim)” und
aus 4.1“c Uy & Urytngm)
folgt via 5-3: T UY € Uny(nrm) \ Uit (ngm)-

]
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Mengenlehre: Das Zahlmaf3 #.

Ersterstellung: 11/06/14 Letzte Anderung: 16/06/14

297-1. Eine Klasse x kann, muss aber nicht zu einer der Klassen U,,, n € N,
gehoren.

297-1(Definition)

297.0(x) ={w: (weN)A (z €elU,)}.
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297-2. Unter anderem ist eine Klasse x genau dann endlich, wenn {w : (w €
N) A (x € U,)} nicht leer ist.

297-2(Satz)
a) {w:(weN)A(xel,)} CN.
b) “0#{w:(weN)A(xel,)}”genau dann, wenn “x endlich”.
c) Yw:(weN)A(zel,)} =0"genau dann, wenn “x unendlich”.

d) Aus “x Unmenge” folgt “{w: (w e N)A(x €U,)} =0".

{w: (weN)A(zeld,)} 297-1(Def)

Beweis 297-2 a)

ac{w: (weN)A(xel,)}.

Aus Themal“a € {w: (weN)A(z elU,)}”

folgt: a e N.
Ergo Themal: Va:(ae{w:(weN)A(xel,)}) = (aeN).
Konsequenz via 0-2(Def): {w:(weN)A(zel,)} CN.

b) VS gleich “0 #{w: (weN)A (z €U,)}”

1: Aus VS gleich “0 # {w: (weN)A(z el,)}”
folgt via 0-20: A:Qec{w: (weN)A(xel,)}.

2: Aus 1“..Qe{w: (weN)A(xel,)}”
folgt: (QeN)A (z € Uy).

3: Aus 2“(Q e N)A (z € Ug)”
folgt via 240-19: x endlich.
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Beweis 297-2 b) VS gleich “x endlich”

1: Aus VS gleich “x endlich”
folgt via 240-21: 30 (QeN)A(z € Uy).
2: Aus 1“...Q€eN...”
folgt via Element Axiom: 2 Menge.
3: Aus 1“...(QeN)A (x € Ug)” und
aus 2“ Menge”
folgt: Qe{w: (weN)A(zeld,)}.
4: Aus3“Qe{w: (weN)A(x el,)}”
folgt via 0-20: 0#{w: (weN)A(zel,)}.
c)
1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:
(0#{w: (weN)A(z el,)}) < (v endlich).
2: Aus 1
folgt: {w:(weN)A(xel,)} =0) < (=(x endlich)).
3: Aus 2
folgt via 29-1(Def): {w:(weN)A(xel,)} =0) < (x unendlich).
d) VS gleich x Unmenge.
1: Aus VS gleich “x Unmenge”
folgt via 29-2: 2 unendlich.
2: Aus 1“2z unendlich”

folgt via des bereits bewiesenen c): {w:(weN)A(zel,)} =0.

]
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297-3. Der Umgang mit unteren und oberen Schranken wird bereichert.
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297-3(Satz)

a)

b)

Aus
und

und

Aus
und

und

“M antiSymmetrisch”
“u untere M _Schranke von E”

114 w ”»
p-M u

“M antiSymmetrisch”
“o obere M _Schranke von E”

114 r ”»
o-M p

folgt “p ¢ E”.

folgt “p ¢ E”.
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Beweis 297-3 a)
VS gleich (M antiSymmetrisch) A (u untere M _Schranke von E) A (p- M _u).

1: Aus VS gleich “M antiSymmetrisch...” und
aus VS gleich “...p_ ]i;[ u’”

folgt via 46-1: —(u_-M _p).
2: Es gilt: (peE)V(p¢E).
’ wiFallunterscheidung
2.1.Fall peE.
3: Aus VS gleich “...u untere M _Schranke von F...” und
aus 2.1.Fall“p e E”
folgt via 35-1(Def): u-M_p.

4: Esgilt 3“u_M p”.
Es gilt 1“—(u-M_p)” .
Ex falso quodlibet folgt: pé¢ E.

’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: pé¢E.

b) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (o obere M _Schranke von E) A (o- M ).

1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
aus VS gleich “...o_ ]@ p”

folgt via 46-1: —(p_M _0).
2: Es gilt: (peE)V(p¢gE).
’ wifFallunterscheidung
peE.

3: Aus VS gleich “...0 obere M _Schranke von E...” und

aus 2.1.Fall“pe E”

folgt via 35-1(Def): p_M o.
4: Esgilt 3“p_M 0”7 .

Es gilt 1“~(p_-M_0)” .

Ex falso quodlibet folgt: pé¢E.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: pé¢ E.
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297-4. Aus p < u und u untere < _Schranke von E folgt p ¢ E. Ahnliches gilt
fiir obere < _Schranken.

297-4(Satz)

a)
b)
c)
d)

e)

)

g)

Aus “n € N7 folgt “n=0"0oder “IQ: (QeN)A(n=14+Q)".
Aus “n € N7 folgt “—1+ (1+n)=n".

-1+ 2+4+2)=1+u=.

Aus “x <n e N”folgt “x+# +o0”und “x#U".

Aus “ne N’und “n <z’

folgt “0 < x”und “x # —co”und “x#U".

Aus “p <u”und “u untere < _Schranke von E” folgt “p ¢ E”.

Aus “o < p”und “o obere < _Schranke von E” folgt “p ¢ E”.

<-Notation.
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Beweis 297-4 a) VS gleich n € N.
1: Aus VS gleich “n e N”
folgt via 162-2: (n=0)V(-14+neN).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall n = 0.
1.2.Fall —-l1+nelN
2.1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 159-11: n Zahl.
2.2: Aus1.2.Fall“—-1+neN’
folgt: 30 :Q=—-1+n.
3.1: Aus 2.1%“n Zahl”
folgt via FSAO: 04+n=n.
3.2: Aus2.24...Q=—-1+n" und
aus 1.2.Fall
folgt: QeN.
3.3: Aus 2.2
folgt: Q=—-1+n.
4: nE04+n PR A1) 40T (1) Err 0
5: Aus4
folgt: n=1+Q.
6: Aus2.2“3Q...7
aus 3.2“0 € N” und
aus 5“n=14+Q7
folgt: IN:(QeN)A(nR=1+Q).

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:
(m=0)V(EN:(Qen)A(n=1+Q)).

b) VS gleich n € N.
1: Aus VS gleich “n e N”
folgt via 159-11: n Zahl.
2: Aus 1“n Zahl”
folgt via FSAO: 0+n=n.
3: —1+(1—|—n)FiA(—1+1)+n+sc£°1aO+nén.
4: Aus 3

folgt: —14+(1+n)=n.
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Beweis 297-4 ¢)

1: -1+ (2+2)

2: Aus 1
folgt:

d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x <n...”
folgt via 30-2:

1.2: Aus VS gleich “...n € N”
folgt via 159-11:

2.1: Aus 1.1“x Menge”
folgt via 0-17:
2.2: Aus VS gleich “z <n...” und

aus 1.2n < +o0”
folgt via 107-8:

3: Aus 2.2%x < +o0”

folgt via 41-3:

159

FS

:A (_1 + 2) +x +sc§ola

1+

—14+242)=1+=.

r<neN.
r Menge.

n < 4o00.

x#U

r < +00.

x # 400
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Beweis 297-4 e) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “n € N...”

1.2:

2.1:

2.2:

folgt via 159-11:

Aus VS gleich “...n <z”
folgt via 30-2:

Aus1.1“0<n” und
aus VS gleich “...n <a”

folgt via 107-8:

Aus 1.2“z Menge”

folgt via 0-17:

: Via 107-6 gilt:

: Aus 3“—00 < 0”7 und

aus 2.1“0< z”
folgt via 107-8:

: Aus4“—oco < x”

folgt via 41-3:

f) VS gleich

1:

Via AAVII gilt:

Mengenlehre #297

(neN)A(n <x).

—00 < 0.

—00 < .

T # —00.

(p < u) A (u untere < _Schranke von E).

< antiSymmetrische Halbordnung in S.

2: Aus 1“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13:

: Aus 2 < antiSymmetrisch” |

< antiSymmetrisch.

aus VS gleich “...u untere < _Schranke von £'” und

aus VS gleich “p<w...”
folgt via 297-3:

p¢E
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Beweis 297-4 g) VS gleich (0o < p) A (o obere < _Schranke von E).
1: Via AAVII gilt: < antiSymmetrische Halbordnung in S.
2: Aus 1“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
3: Aus 2“ < antiSymmetrisch” |

aus VS gleich “...0 obere < _Schranke von E” und

aus VS gleich “o<p...”

folgt via 297-3: pé¢ E.
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297-5. Die < _Infima von TeilMengen von N sind entweder in N oder gleich +o0.
Fiir < _Suprema ist mehr moglich. Die Beweis-Reihenfolge ist b) - a) - e) - d) -
c):

297-5(Satz)

a) Aus “inf ist < _Infimum von E”und “E C N”
folgt “inf € N”oder “inf = +o00”.

b) Aus “inf ist < _Infimum von E” und “0 # E C N” folgt “inf € N”.

c) Aus “sup ist < _Supremum von E”und “E C N”
folgt “sup € N” oder “sup = —o0” oder “sup = +o00”.

d) Aus “sup ist < _Supremum von E”und “0 # E CN”
folgt “sup € N” oder “sup = +o0”.

e) Aus “sup ist < _Supremum von E”
und “0# E CN”
und “o obere < _Schranke von E”
und “o # 400”
folgt “sup € N”.

Beweis 297-5 b) VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (0 # E C N).

1: Aus VS gleich “...0# F CN”
folgt via MMSN: 30 : (Q ist < _Minimum von E) A (2 € N).

2: Aus 1¢...Qist < Minimum von E...”
folgt via 38-3: Q ist < Infimum von E.

3: Aus 2“Q ist < _Infimum von £”7 und
aus VS gleich “inf ist < Infimum von E...”
folgt via 171-1: Q=inf.

4: Aus 3 und
aus 1“...Q e N”
folgt: inf e N.
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Beweis 297-5 a) VS gleich (inf ist < Infimum von E) A (E C N).

1: Es gilt: (E=0)V(0+#E).

’Fallunterscheidung‘

B0

2: Via 157-5 gilt: 400 ist < Infimum von 0.

3: Aus 2 und
aus 1.1.Fall
folgt: 400 ist < Infimum von E.

4: Aus VS gleich “inf ist < Infimum von F...” und
aus 3“+oo ist < _Infimum von E”
folgt via 171-1: inf = +oo.

0+ E.

Aus VS gleich “inf ist < Infimum von F...”,
aus 1.2.Fall“0 # E” und
aus VS gleich “... EF C N”

folgt via des bereits bewiesenen b): inf eN.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(inf € N)V (inf = +00).

e) VS gleich (sup ist < _Supremum von E) A (0 # E CN)
A(o obere < _Schranke von E) A (0 # +00).

1: Aus VS gleich “...(0# E CN)
A(o obere < _Schranke von E) A (0 # +00)”

folgt via MMSN: Q0 : (Q ist < Maximum von E) A (2 € N).
2: Aus 1¢...Qist < Maximum von £...”7

folgt via 38-4: Q ist < _Supremum von E.
3: Aus VS gleich “sup ist < Supremum von E...” und

aus 2“0 ist < Supremum von F”

folgt via 171-1: sup = €.
4: Aus 3 und

aus 1“...Q e N”
folgt: sup € N.
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Beweis 297-5 d) VS gleich (sup ist < _Supremum von E) A (0 # E C N).

1: Es gilt: (32 : (Q obere < _Schranke von E) A (2 # +00))
V(Va : (a obere < _Schranke von E) = (a = 4+00)).
’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall 3Q : (2 obere < _Schranke von E) A (© # +00).

Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E...” |
aus VS gleich “...0# E CN” und
aus 1.1.Fall“...(Q obere < _Schranke von E) A (Q # +00)”

folgt via des bereits bewiesenen e): sup € N.

1.2.Fall Va : (o obere < _Schranke von E) = (o = +00).

2: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von F...”

folgt via 36-1(Def): sup obere < _Schranke von E.
3: Aus 2 und

aus 1.2.Fall

folgt: sup = +o0.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(sup € N) V (sup = 400).
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Beweis 297-5 c¢) VS gleich (sup ist < _Supremum von E) A (E C N).
1: Es gilt: (E=0)V(0+#E).

’Fallunterscheidung‘

B0

2: Via 157-5 gilt: —o0 ist < _Supremum von 0.

3: Aus 2 und
aus 1.1.Fall
folgt: —o0 ist < _Supremum von FE.

4: Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E...” und
aus 3*“—o0 ist < _Supremum von E”
folgt via 171-1: sup = —o0.

0+ E.

Aus VS gleich “sup ist < _Supremum von E...” |

aus 1.2.Fall“0 # E” und

aus VS gleich “...EF C N”

folgt via des bereits bewiesenen d): (sup € N) V (sup = +00).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(sup € N) V (sup = —00) V (sup = +00).

[]
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297-6. Ist x eine Menge, so kann 158-2 verschérft werden. Ist x oder y unendlich,
so ist « Uy unendlich.

297-6(Satz)
a) Aus “y ¢ P(x)”und “xz Menge” folgt “y L x”.
b) Aus “x unendlich” und “x Cy” folgt “y unendlich” .

c) Aus “x unendlich” folgt “x Uy, y Uz unendlich”.

Beweis 297-6 a) VS gleich (y & P(x)) A (x Menge).
1: Es gilt: (yCx)V(y Zx).
’ wiFallunterscheidung
yCu.

2: Aus 1.1.Fall“y C 2” und

aus VS gleich “...z Menge”

folgt via 0-26: y € P(z).
3: Esgilt 2“y € P(x)”.

Es gilt VS gleich “y ¢ P(z)...”.

Ex falso quodlibet folgt: y L x.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: y L x.
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Beweis 297-6 b) VS gleich
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(x unendlich) A (z C y).

1: Es gilt: (y endlich) V (y unendlich).

’ wiFallunterscheidung

2: Aus VS gleich “...z Cy” und
aus 1.1.Fall“y endlich”
folgt via 213-5:

3: Esgilt 2“x endlich” .
Es gilt VS gleich “z unendlich...”.
Ex falso quodlibet folgt:

y endlich.

x endlich.

y unendlich.

’Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

c) VS gleich
1.1: Via 2-7 gilt:
1.2: Via 2-7 gilt:

2.1: Aus VS gleich “z unendlich” und
aus 1.1z CaxUy”

folgt via des bereits bewiesenen b):

2.2: Aus VS gleich “z unendlich” und
aus 1.2z CyUux”

folgt via des bereits bewiesenen b):

y unendlich.

z unendlich.
zCzxzUy.

zCyUz.

x Uy unendlich

y U 2 unendlich
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297-7. Auch die Aussage “x # {p}” ist nicht nur an sich interessant.

297-7(Satz)
a) Aus “x # {p}” folgt “x =0"0oder “IQ: (Qecx)AN(Q#Dp)”.
b) Aus “p#q € x” folgt “x # {p}”.
c) (zny)n(z\y)=0.
d) Aus “pey’und “x Cy” folgt “{p}Ux Cy”.

Beweis 297-7 a) VS gleich x # {p}.
1: Aus VS gleich “z # {p}”
folgt via 174-2: ((x =0) A (p Menge)) V (3Q: (2 € x) A (2 #Dp)).
2: Aus 1
folgt: (x=0)V(IQU: (Qex)AN(Q#Dp)).
b) VS gleich p#q€Euwx.
1: Es gilt: (z ={p}) vV (z # {p}).
’ wiFallunterscheidung
= {p}.
2: Aus VS gleich “...q € 7 und
aus 1.1.Fall
folgt: q € {p}.
3: Aus 2“q e {p}”
folgt via 1-6: q=0p.
4: Esgilt 3“g=p".
Es gilt VS gleich “p#¢q...7.
Ex falso quodlibet folgt: x # {p}.
Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x # {p}.
c)
1: (:vﬂy)ﬂ(:p\y)Agmxﬁ(yﬂ(x\y))5_:10xﬂ02_:170.

2: Aus 1
folgt: (xny)N(xz\y) =0.
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Beweis 297-7 d) VS gleich (pey) A(zCy).
o€ {ptUz.
2: Aus Themal“a € {p}Ux”
folgt via 94-8: (a=p)V (x € ).
’Fallunterscheidung‘
a=p.

Aus 2.1.Fall“a = p” und
aus VS gleich “pey...”

folgt: aEy.
ac

Aus 2.2.Fall“a € 2”7 und
aus VS gleich “...z Cy”
folgt via 0-4: a€y.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: « € y.

Ergo Themal: Va: (ae{p}Uz)= (acy).
Konsequenz via 0-2(Def): {p}Uz Cuy.
[l
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<
297-8. Es wird der Umgang mit inf, sEp vertieft.

297-8(Satz)

< <
a) “inf E=U"oder “inf E €8S”.
< <
b) “sup E=U"oder “sup £ € S”.
<
c) “inf E=U"genau dann, wenn “E L S”.
d) “s&p E =U" genau dann, wenn “E L S”.
<
e) “inf £ € S”genau dann, wenn “E CS”.

f) “s&p E € S” genau dann, wenn “E CS”.
<
g) “inf E = 400" genau dann, wenn “(E =0)V (E = {+o00})”.

h) “s&p E = +o00” genau dann, wenn
“(ECS)A (Va: (a obere < _Schranke von E) = (o = +00))”.

<
i) “inf E = —o0” genau dann, wenn

“(ECS)A (Va: (o untere < _Schranke von E) = (o = —00))”.
i) “s&p E = —o0” genau dann, wenn “(E =0)V (E = {—o00})”.
<
k) Aus “inf E € R”
folgt “0# E7und “{—o0} # E # {+o00}”und “E CS”.

1) Aus “u untere < _Schranke von E”
und “u € R”

<
und “0 # E # {+oo}” folgt “inf E€R”.

m) Aus “sEp EeR”
folgt “0 # E”und “{—oc0} # E # {4+00}"und “E CS”.

n) Aus “o obere < _Schranke von E”
und “o € R”
<
und “0 # E # {—o0}” folgt “sup E € R”.
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Beweis 297-8

<-Notation.
a)
< <
1: Es gilt: (E € dom (inf)) vV (E ¢ dom (inf)).
Fallunterscheidung‘
E € dom (inf).

2: Aus1.1.Fall und
<

aus 190-1“dom (inf) = P(S)”
folgt: E € P(S).

3: Aus2“E € P(S)” und
<
aus 190-1¢inf: P(S) — §”

<
folgt via 21-4: inf £ € S.
<
1.2.Fall E ¢ dom (inf).

<
Aus 1.2.Fall“FE ¢ dom (inf)”
<
folgt via 17-4: inf E=U.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

< <
(inf E=U) V (inf E €8).
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Beweis 297-8 b)

1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘
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(E € dom (sip)) V (E ¢ dom (siip)).

[1.1.Fall]

2: Aus1.1.Fall ung
aus 190-1“dom (sip) = P(S)”
folgt:

3: Aus2“E € P(S)” und
aus 190-1“s§p: PES) —» 8
folgt via 21-4:

E € dom (sgp).

E € P(S).

<
sup E € S.

[1.2.Fall]

Aus 1.2.Fall“FE ¢ dom (s&p)”
folgt via 17-4:

E ¢ dom (sﬁp).

<
sup £ =U.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

c) VS gleich

<
1: Aus VS gleich “inf E=U"
folgt via 17-4:

2: Aus 1 und

<
aus 190-1“dom (inf) = P(S)”
folgt:

3: Aus 2“E ¢ P(S)” und
aus 95-9“S Menge”
folgt via 297-6:

(sip E=U)V (sip E € S).

inf B = U,
E ¢ dom (inf).
E¢P(S).

E¢S.
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Beweis 297-8 c) VS gleich

1: Aus VS gleich “E € S”
folgt via 0-30:

2: Aus 1“E ¢ P(S)” und
<
aus 190-1“dom (inf) = P(S)”
folgt:

<
3: Aus 2“FE ¢ dom (inf)”
folgt via 17-4:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich sép E=U"
folgt via 17-4:
2: Aus 1 und

aus 190-1dom (sip) = P(S)”
folgt:

3: Aus 2“E ¢ P(S)” und
aus 95-9“S Menge”
folgt via 297-6:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “F ¢ S”
folgt via 0-30:

2: Aus 1“E ¢ P(S)” und
aus 190-1dom (sup) = P(S)”
folgt:

3: Aus 2“FE ¢ dom (sﬁp) K
folgt via 17-4:

173

EZS.

E¢P(S).

E ¢ dom (ir?f).

<
inf B =U.

sip E = U.
E ¢ dom (s&p).
E ¢ P(S).

E¢S.

EZS.

E¢P(S).

E ¢ dom (sﬁp).

<
sup E =U.
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1:

2:

Beweis 297-8 e) VS gleich

<
Aus VS gleich “inf E € S”
folgt via 94-1:

Via des bereits bewiesenen c) gilt:

3: Aus 1 und

aus 2
folgt:

4: Aus 3

folgt:

e) VS gleich

Via des bereits bewiesenen c) gilt:

Aus 1 und
aus VS

folgt:

: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

: Aus 2 und

aus 3
folgt:

) VS gleich

1:

Aus VS gleich “ sEp EeS”
folgt via 94-1:

: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

: Aus 1 und

aus 2
folgt:

: Aus 3

folgt:
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<
inf £ € S.

<
inf £ #£U.

(inf E=U) = (EZS).

~(EZS).

<
inf £ #£U.

< <
(inf E=U)V (inf E €8).

<
inf £ € S.

sEpEGS.

sip E 4 U.

sip E=U) = (EZS).

~(EZS).

E CS.
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Beweis 297-8 f) VS gleich

1:

2:

Via des bereits bewiesenen d) gilt:

Aus 1 und
aus VS
folgt:

: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

: Aus 2 und

aus 3
folgt:

g) VS gleich

<
: Aus VS gleich “inf F = 400” und

aus 95-11“+o00 € §”
folgt:

<
: Aus 1“inf E € S”

folgt via des bereits bewiesenen e):

: Aus 2“E CS”

folgt via 190-3:

: Aus 3 und

aus VS
folgt:

: Aus 4“ 400 ist < _Infimum von E”

folgt via 157-9:
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ECS.

sip E=U) = (EZS).

sip E 4 U.

(sip E=U) V (sip E € S).

sEpEGS.

<
inf £ = +o0.

<
inf £ €S.
E CS.
<
inf £ ist < _Infimum von E.

400 ist < _Infimum von F.

(E=0)V (E = {+o0}).
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Beweis 297-8 g) VS gleich

1: Nach VS gilt:

’Fallunterscheidung‘
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(E=0)V (E = {+00}).

(E=0)V(E = {+00}).

1.1.Fall E=0

2: Aus 1.1.Fall und

aus 157-5“4o00 ist < Infimum von 0”

folgt: 400 ist < _Infimum von F.
3: Aus 2“+4+o0 ist < Infimum von E”

<
folgt via 190-2: inf £ = 4o0.
1.2.Fall E = {+o0}.

2: Aus 95-11“+00 € &7

folgt via 157-6: +o0 ist < Minimum von {+oo}.
3: Aus 2“+400 ist < Minimum von {+o00}”

folgt via 38-3: +00 ist < Infimum von {4o00}.
4: Aus 3 und

aus 1.2.Fall“E = {+o0}”

folgt: 400 ist < _Infimum von FE.
5: Aus 4“+o0 ist < _Infimum von E”

<
folgt via 190-2: inf £ = +4o00.
<
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: inf £ = +o00.
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Aus VS und

aus 95-11“4+00 € §

folgt:

: Aus 1“s§p EeS”
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Beweis 297-8 h) VS gleich sEp E = +o0.
1:

sEpEES.

folgt via des bereits bewiesenen f): ECS

: Aus 2“E C S

folgt via 190-3:

: Aus 3 und

aus VS
folgt:

folgt via 157-9:

=

VS gleich

<
sup F ist < _Supremum von F.

+o00 ist < _Supremum von F.

: Aus 4“+00 ist < _Supremum von E”

Vo : (o obere < _Schranke von E) = (o = 400)

(E CS)A (Va: (a obere < _Schranke von E) = (a = 4+00)).

1: Aus VS gleich “F CS...”

folgt via 190-3:

: Aus 2 und

<
sup F ist < _Supremum von F.

: Aus 1“s§p E ist < _Supremum von E”
folgt via 36-1(Def):

sEp FE obere < _Schranke von F.

aus VS gleich “...Va : (o obere < Schranke von F) = (o = +00)”

folgt:

sEp E = +4o0.
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: Aus 2“E C S

folgt via 190-3:

: Aus 3 und

aus VS
folgt:

folgt via 157-9:

b[=]

VS gleich

Mengenlehre #297

<

Beweis 297-8 i) VS gleich inf £ = —o0.

1: Aus VS und

aus 95-11“—oc0 € §”

<
folgt: inf £ € S.
<

2: Aus 1“inf E € 8S”

folgt via des bereits bewiesenen e): ECS

<
inf £ ist < _Infimum von E.

—o00 ist < _Infimum von FE.

: Aus 4% —o00 ist < _Infimum von E7”

Va : (o untere < _Schranke von E) = (a = —o0)

(E CS) A (Va: (o untere < _Schranke von F) = (o = —00)).

1: Aus VS gleich “ECS...”

folgt via 190-3:

: Aus 2 und
aus VS gleich “...Va : (a untere < _Schranke von F) = (o = —0)

folgt:

<
inf £ ist < _Infimum von E.

<
: Aus 1“inf E ist < _Infimum von E”
folgt via 36-1(Def):

<
inf £ untere < _Schranke von FE.

2

<
inf £ = —oo0.
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Beweis 297-8 j) VS gleich

1:

Aus VS gleich “ sép E =—00” und
aus 95-11“—o0 € §”
folgt:

<
. Aus 1“sip E € S”

folgt via des bereits bewiesenen f):

: Aus 2“E C S

folgt via 190-3:

: Aus 3 und

aus VS
folgt:

: Aus 4% —oc0 ist < _Supremum von E”

folgt via 157-9:

<
sup F ist < _Supremum von FE.

—o0 ist < _Supremum von F.

(B =0)V(E={-oc}).
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Beweis 297-8 j) VS gleich

1:

Nach VS gilt:
’Fallunterscheidung‘

Mengenlehre #297

(E=0)V(E = {—o0}).

(E=0)V (E={—o0}).

1.1.Fall E=0

2: Aus 1.1.Fall und

aus 157-5“ —o0 ist < _Supremum von 0”

folgt: —o0 ist < _Supremum von E.
3: Aus 2“—c0 ist < _Supremum von E”

<
folgt via 190-2: sup £ = —o0
1.2 .Fall E={-o0}

2: Aus 95-11“—-0c0 € S

folgt via 157-6: —o0 ist < Maximum von {—oo}.
3: Aus 2“—00 ist < Maximum von {—oo}”

folgt via 38-4: —o0 ist < _Supremum von {—oo}.
4: Aus 3 und

aus 1.2.Fall“E = {—oco}”

folgt: —o0 ist < _Supremum von FE.
5: Aus 4“—c0 ist < _Supremum von E”

<
folgt via 190-2: sup E = —o0.
. .. . <
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: sup £ = —o0.
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<
Beweis 297-8 k) VS gleich inf £ € R.

<
1: Aus VS gleich “inf E € R”
<
folgt via Element Axiom: inf £ Menge.

<
2: Aus 1“inf E Menge”
<
folgt via 190-3: inf E ist < _Infimum von F.

<
3: Aus 2¢“inf F ist < _Infimum von £” und
<
aus VS gleich “inf £ € R”

folgt via 175-2: (04 E # {+oo}) A (E CS)
4: Es gilt: (E={—00})V (E # {—o0}).
’ wiFallunterscheidung
4.1.Fall E = {—o0}.
5: Aus 95-11“—-00 € §
folgt via 157-6: —o00 ist < Minimum von {—oco}.
6: Aus 5“—o0 ist < Minimum von {—oco}”
folgt via 38-3: —o0 ist < Infimum von {—oo}.
7: Aus 6 und
aus 4.1.Fall
folgt: —o0 ist < Infimum von E.
8: Aus 6“—o0 ist < _Infimum von E”
<
folgt via 190-2: —oco =inf E.
9: Aus 8 und
aus VS
folgt: -0 € R.

10: Es gilt 9“—co € R”.
Via AAT gilt “—oo ¢ R” .
Ex falso quodlibet folgt: E # {—o0}.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: E # {—}
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Beweis 297-8 1)

VS gleich
1.1: Aus VS gleich “u untere < _Schranke von F ...

folgt via 157-3:

: Aus VS gleich “...u e R...”

folgt via AAVII:

: Aus VS gleich “...0# E # {+o00}”

folgt via 174-3:

: Aus1.1“E CS”

folgt via 190-3:

: Aus 1.3“.. Q€ E...” und

aus 1.1“E CS”
folgt via 0-4:

<
: Aus 2.1%inf F ist < _Infimum von E7 und
aus VS gleich “wu untere < Schranke von F ...

folgt via 36-1(Def):

: Aus 1.3%...Q # +00” und

aus 2.2“0 €87
folgt via 107-11:

<
: Aus 2.1%Inf F ist < _Infimum von £7 und

aus 1.3“... Qe E...”7
folgt via 36-3:

: Aus 1.2“—oc0o < u” und

<
aus 3.1%u <inf £
folgt via 107-8:

<
: Aus 3.3%Inf £ < Q7 und

aus 3.2“0Q < +o0”
folgt via 107-8:

<
i Aus4.1“—oco < inf E” und

<
aus 4.2%Inf £ < +00”
folgt via 107-4:

Mengenlehre #297

(u untere < _Schranke von E) A (u € R) A (0 # E # {+00}).

R

E CS.
—00 < U.

30 (Q € E)A(Q# +00).

<
inf £ ist < _Infimum von E.

Qes.

<
u < inf E.

) < +00.

inf £ < Q.

<
—oo < inf E.

<
inf £ < +o00.

<
inf £ € R.
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Beweis 297-8 m) VS gleich sép E eR.

1: Aus VS gleich sEp EeR”

folgt via Element Axiom: sEp E Menge.

<
2: Aus 1“sup E Menge”
folgt via 190-3: sEp E ist < Supremum von FE.

<
3: Aus 2“sup F ist < Supremum von E” und
<
aus VS gleich “sup £ € R”

folgt via 175-3: (0£E#{-x})AN(ECS)

4: Es gilt: (E ={+400}) V (E # {+00}).

wfFallunterscheidung

E = {+o0}.

5: Aus 95-11“+4+00 € §”

folgt via 157-6: +o00 ist < Maximum von {+oc0}.
6: Aus 5“+4o00 ist < Maximum von {+oo}”

folgt via 38-4: +00 ist < _Supremum von {+oo}.
7: Aus 6 und

aus 4.1.Fall

folgt: 400 ist < _Supremum von E.
8: Aus 6“+oc0 ist < _Supremum von E”

<

folgt via 190-2: 400 =sup E.
9: Aus 8 und

aus VS

folgt: +o0 € R.

10: Es gilt 9“+0c0 € R”.
Via AAT gilt “+o00 ¢ R”.
Ex falso quodlibet folgt: E # {4o0}.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: E # {4+oc0}
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Beweis 297-8 n)

Mengenlehre #297

VS gleich (0 obere < _Schranke von E) A (0 € R) A (0 # E # {—o0}).

1.1: Aus VS gleich “o0 obere < _Schranke von F...”
folgt via 157-3:

1.2: Aus VS gleich “...0 e R...”
folgt via AAVII:

1.3: Aus VS gleich “...0# E # {—o0}”
folgt via 174-3:

2.1: Aus1.1“F CS”

ECS.

0 < 400.

I (e E)AN(Q# —0).

folgt via 190-3: sEp E ist < Supremum von F.

2.2: Aus1.3“...Q€ E...” und
aus 1.1“EF CS”
folgt via 0-4:

<
3.1: Aus 2.1%sup E ist < Supremum von E” und
aus VS gleich “o obere < _Schranke von F...”

folgt via 36-1(Def):
3.2: Aus1.3“...Q# —o0” und

aus 2.2“Q e S”
folgt via 107-10:

3.3: Aus 2. 1“s§p E ist < Supremum von E7 und
aus 1.3“... Qe E...”
folgt via 36-4:

<
4.1: Aus3.1%sup £ <0” und
aus 1.2“0 < +00”

folgt via 107-8:

4.2: Aus 3.2“—00 < Q7 und
<
aus 3.3“Q <sup E”
folgt via 107-8:

5: Aus4.2“—00 < sEp E” und
aus 4.1“s§p F <+’
folgt via 107-4:

Qes.

sup £ < o.

—o0 < €.

0 < sEp E.

<
sup F < +o0.

<
—o0 < sup E.

SEpEER.
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<
297-9. Es gilt unter anderem inf 0 = 400 und s&p 0= —o0.

185

297-9(Satz)

<
a) inf 0 = 4+o0.

b) sup 0 = —o0.

&) inf ({+-00}) = +oc.

d) sip ({+o0}) = +00.
e) ir?f ({—o0}) = —00.

£) siip ({—00}) = —o0.
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Beweis 297-9 a)

Aus “0=0" §
folgt via 297-8: inf 0 = 4o00.
b)
Aus “0=0" g
folgt via 297-8: sup 0 = —o0.
c)
Aus “{+o0} = {+o0}”
<
folgt via 297-8: inf ({+00}) = +o0.
d)
1: Aus 95-11“+00 € §7
folgt via 157-6: +00 ist < Maximum von {+o0}.
2: Aus 1“+o0 ist < _Maximum von {+o00}”
folgt via 38-4: +00 ist < _Supremum von {+0o0}.
3: Aus 2“+400 ist < Supremum von {400} ”
folgt via 190-2: sép ({+00}) = +00.
e)
1: Aus 95-11“—0c0 € §”
folgt via 157-6: —o0 ist < Minimum von {—oc}.
2: Aus 1“—o0 ist < _Minimum von {—oco}”
folgt via 38-3: —o0 ist < Infimum von {—o0}.
3: Aus 2“—00 ist < Infimum von {—oo}”
<
folgt via 190-2: inf ({—o0}) = —o0.
£)
Aus “{—o0} = {—0}”
folgt via 297-8: sEp ({—o0}) = —0.



Mengenlehre #297 187

297-10. Fiir Teilmengen von N gestalten sich einige Resultate von 297-8 freund-
licher.

297-10(Satz)

<

a) Aus “inf E = +o00”und “E C N” folgt “E=0".
<

b) Aus “inf B = —oco” folgt “FE L N”.

c) Aus “s&p E=—-00"und “E CN”folgt “EE=0".

<
Beweis 297-10 a) VS gleich (inf £ = +00) A (E CN).

<
1: Aus VS gleich “inf E = +00...”

folgt via 297-8: (E=0)V(E={+00}).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall E=0.
1.2.Fall E = {+00}.
2: Aus 95-3“ 400 Menge”
folgt via 1-3: +00 € {+00}.
3: Aus 2 und
aus 1.2.Fall
folgt: 400 € E.

4: Aus 3“+o0o € E” und
aus VS gleich “... F C N”
folgt via 0-4: 400 € N.

5: Esgilt 4“+c0 e N”.
Via 166-1 gilt “4o00 ¢ N” .
Ex falso quodlibet folgt: E=0.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: E=0.
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<

Beweis 297-10 b) VS gleich inf ' = —o0.

1: Es gilt: (ECN)V(EZN).

’ wiFallunterscheidung

ECN.

<
2: Aus VS gleich “inf E = —0c0” und
aus 95-3“ —oo Menge”

<
folgt: inf £ Menge.

<
3: Aus 2“inf E Menge”
<
folgt via 190-3: inf E ist < _Infimum von FE.

<
4: Aus 3%inf E ist < _Infimum von E” und
aus 1.1.Fall“E CN”

< <
folgt via 297-5: (inf E € N) V (inf E = +00).
<
5: Aus VS gleich “inf F = —oc0” und
aus 107-6“ —oo # +o0”
<
folgt: inf £ # 400.
6: Aus 4 und
aus 5
<
folgt: inf £ € N.

7: Aus VS und
aus 6
folgt: —oo € N.

8: Esgilt 7“—coe N”.
Via 166-1 gilt “—oco ¢ N”.
Ex falso quodlibet folgt: E ¢ N.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: E ¢ N.
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Beweis 297-10 c) VS gleich

<
1: Aus VS gleich “sup £ = —oc0...”
folgt via 297-8:
Fallunterscheidung‘

2: Aus 95-3“—o00 Menge”
folgt via 1-3:

3: Aus 2 und
aus 1.2.Fall
folgt:

4: Aus 3“—o0 € E” und
aus VS gleich “... F C N”
folgt via 0-4:

5: Esgilt 4“—coe N”.
Via 166-1 gilt “—o0o ¢ N” .
Ex falso quodlibet folgt:

E ={—00}.

—o0 € {—o0}.

—o0 € F.

—oo € N.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
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297-11. Ob eine Klasse x endlich oder unendlich ist kann mit dem < _Infimums
von {w: (w € N) A (z € U,)} bestimmt werden.

297-11(Satz)

a) “x endlich”

<
genau dann, wenn “inf ({w: (w e N)A (z €U,)}) e N”.

b) “a unendlich”

<
genau dann, wenn “inf ({w: (w € N)A (z €U,)}) = +o0”.

<
c) Aus “x Unmenge” folgt “inf ({w: (weN)A(x eU,)}) =+0”.

{w: (weN)A(zel,)} 297-1(Def)

Beweis 297-11 a) VS gleich x endlich.

1: Aus VS gleich “x endlich”

folgt via 297-2: 0#{w: (weN)A(xel,)}.
2: Via 297-2 gilt: {w:(weN)A(zelU,)} CN.
3: Via 159-10 gilt: N CS.
4: Aus2“{w:(weN)A(x el,)} CN” und

aus 3“N C §”

folgt via 0-6: {w:(weN)A(xel,)} CS.

5: Aus4“{w: (weN)A(xel,)} CS”

<
folgt via 190-3: inf {w: (weN)A(xel,)})
ist < Infimum von {w: (w € N)A (x € U,)}.

<
6: Aus 5“inf ({w: (wEeN)A (z €U,)})
ist < Infimum von {w: (w € N) A (x € U,)}”,
aus 1“0 # {w: (weN)A (z €U,)}” und
aus 2“{w: (weN)A(z el,)} CN”

<
folgt via 297-5: inf {w: (weN)A(zel,)}) e N.
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<
Beweis 297-11 a) VS gleich inf {w: (weN)A(xel,)}) e N.

<
1: Aus VS gleich “inf ({w: (w e N)A(z €lU,)}) € N” und
aus 159-10“N C R”

<
folgt via 0-4: inf ({w: (weN)A(xel,)}) eR.

2: Aus 14inf ({w: (w € N) A (z € U)}) € R

folgt via 297-8: 0#{w: (weN)A(xel,)}.
3: Aus 2“0 # {w: (weN)A(z elU,)}”
folgt via 297-2: x endlich.
b) VS gleich x unendlich.
1: Aus VS gleich “x unendlich”
folgt via 297-2: {w:(weN)A(zel,)} =0.
<
2: Via 297-9 gilt: inf 0 = +o0.
3: Aus 1 und
aus 2 _
folgt: inf ({w: (weN)A(zelU,)}) = +oo.
<
b) VS gleich inf {w: (weN)A(xel,)}) = +oo.
1: Via 297-2 gilt: {w:(weN)A(zxel,)} CN.

<
2: Aus VS gleich “inf ({w: (w eN)A(x €U,)}) = +o0” und
aus 1“qw: (weN)A(x el,)} CN”

folgt via 297-10: {w:(weN)A(zel,)} =0.

3: Aus 2w (weN)A(z el,)} =07
folgt via 297-2: 2 unendlich.
c) VS gleich x Unmenge.

1: Aus VS gleich “z Unmenge”
folgt via 29-2: x unendlich.

2: Aus 2“z unendlich”

folgt via des bereits bewiesenen b):
<

inf ({w: (weN)A(zelU,)}) = +oo.
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297-12. Nun wird # in die Essays eingefiihrt.

297-12(Definition)

1) #=297.1() = {(A,irguf {w:(weN)AAXNel,)})): Xel}

={w: (3N, P: (P = ir%f {w:(weN)A(QelU,)}))
ANw = (€2,9)))}.

2) “€ Zahlmaf3” genau dann, wenn

¢ = 4.

{w: (weN)A(x el,)} 297-1(Def)
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297-13. # ist das Zahlmaf.

193

297-13(Satz)

a) # Zaihlmaf.

b) Aus “€, 0 Zihlmaf” folgt “€ =

D7

Beweis 297-13 a)
Aus CC# — #77
folgt via 297-12(Def):

b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “€... Z&hlmaf3”

folgt via 297-12(Def):

1.2: Aus VS gleich “...® Ziahlmaf3”

folgt via 297-12(Def):

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

# Zahlmaf3.
¢, ® Ziahlmal.
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<
14. Bemerkenswerter Weise gilt unter anderem (p,inf ({w : (w € N) A (p €

U,)})) fir jede Menge p.

297-14(Satz)

a) Aus “(p,q) € # 7 folgt “q = iﬁf {w:weN)A(pell)})”.

<
b) Aus “p Menge” folgt “(p,inf ({w: (w eN)A(peEU,)})) € #.

{w: (weN)A(zel,)} 297-1(Def)

Beweis 297-14 a) VS gleich (p,q) € #.
1.1: Aus VS gleich “(p,q) € #”7
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.
1.2: Aus VS gleich “(p,q) € #”
folgt via 297-12(Def):
<
30,9 : (P =inf ({w: (wWweN)A(Qel,)})) A ((p,q) = (Q2,P)).
2: Aus 1.2“...(p,q) = (2,P)” und
aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP: p=QA(¢g=2).
3: Aus2“...¢q=®” und
<
aus 1.2 ..o =inf {w: (weN)A(Qel,)})...”
<
folgt: g=inf {w: (weN)A(Qel,)}).
4: Aus 3 und
aus 2“p=0Q...7
<
folgt: g=inf {w: (weN)A(pel,)}).
b) VS gleich p Menge.
1.1: Aus VS gleich “p Menge”
folgt: 30 :Q =p.
1.2: Aus VS gleich “p Menge”
<
folgt: 30 :d =inf {w: (weN)A(pel,)}).
1.3: Via 297-2 gilt: {fw:weN)A(pel,)} TN
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Beweis 297-14 b) VS gleich p Menge.
2.1: Aus1.1“...Q=p” und
<
aus 1.2 ..o =inf {w: (weN)A(pel,)})”
<
folgt: O =inf {w: (weN)A(R2el,)}).
2.2: Aus1.1“...Q=p” und
<
aus 1.2 ..o =inf {w: (weN)A(peU,)})”
<
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (p,inf {w: (weN)A(pel,)})).
2.3: Aus 1.3{w: (weN)A(pel,)} CN” und
aus 159-10“N C §”
folgt via 0-6: {w:(weN)A(pelU,)} CS.
3.1: Aus 2.2 §
folgt: (p,inf {w: (weN)A(peU,)})) =(Q,P).
3.2: Aus2.3“{w: (weN)A(pel,)} CS”
folgt via 190-3:
<
inf {w: (weN)A(pel,)})
ist < Infimum von {w: (w € N)A (p € U,)}.
<
4: Aus 3.2%Inf {w: (weN)A(pel,)})
ist < Infimum von {w: (w € N)A (p € U,)}”
<
folgt via 36-3: inf {w: (weN)A(pel,)}) Menge.
5: Aus VS gleich “p Menge” und
<
aus 4“inf ({w: (weN)A(pe€U,)}) Menge”
<
folgt via PaarAxiom I: (p,inf {w: (weN)A(pel,)})) Menge.
6: Aus 1.1“dQ...7,
aus 1.2“340...7
<
aus 2.1“P =inf {w: (weN)A(Qel,)})”,

<

aus 3.1¢ (p<, inf {w: (weN)A(pelU,)})) =(Q,®)” und

aus 5“(p,inf fw: (weN)A(pe Llw)})l Menge”

folgt via 297-12(Def): (p,inf fw: (weN)A(pel,)})) € #.
[
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297-15. Unter anderem gilt # : U — {400} UN.

297-15(Satz)

a) # Relation.
b) # Funktion.
) dom# =U.
d) ran# C {+oo} UN.
e) #:U — {+oo} UN.

f) # Unmenge.

<
g) Aus “p Menge” folgt “#(p) =inf {w: (weN)A(peU,)})”.
h) “#(p) Menge” genau dann, wenn “p Menge” .

i) “p Menge” genau dann, wenn
“H(p) ist < _Infimum von {w: (w e N)A (peU,)}”.

i) “p Menge” genau dann, wenn “(#(p) = +o0) V (#(p) € N)”.
k) “p endlich” genau dann, wenn “#(p) € N”.

1) “(p Menge) A (p unendlich)” genau dann, wenn “#(p) = +o0”.
m) “p Unmenge” genau dann, wenn “#(p) =U".

n) “#(p) =U"oder “#(p) = +oo” oder “#(p) € N”.
0) “#(p) =U"oder “#(p) Zahl”.

{w:(weN)A(z €U,)} 297-1(Def)
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Beweis 297-15 a)

a € #.
Aus Themal“«a € #7
folgt via 297-12(Def): A0, P a = (Q,P).
Ergo Themal: Va:(a€#)= (3D :a=(Q,P)).
Konsequenz via 10-3: # Relation.
b)
(@, 8), (@,7) € #-
2.1: Aus Themal.1“(a,f3)... € #”
folgt via 297-14: f=Aw:(weN)A(axel,)}.
2.2: Aus Themal.1“... (a,7y) € #”
folgt via 297-14: y={w:(weN)A(ael,)}.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: B=n.
Ergo Themal. 1: AL| Yo, 8,7 : (o ), (a,7) € #) = (B=17)"
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: # Relation.

2: Aus 1.2“4# Relation” und

aus Al gleich “Vo, 8,7 : ((o, 8), (a,7) € #) = (B=7)"
folgt via 18-18(Def): # Funktion.
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Beweis 297-15 ¢)

a€elU.
2: Aus Themal“a elU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

3: Aus 2“a Menge”
<
folgt via 297-14: («,inf ({w: (w e N)A (e € U,)})) € #.

<
4: Aus 3“(a,inf {w: (weN)A(aelU,)})) e #”
folgt via 7-5: a € dom #.

Ergo Themal: Va: (aeU) = (o € dom#).

Konsequenz via 0-19: dom# =U.
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Beweis 297-15 d)

2: Aus VS gleich “a € ran#”
folgt via 7-7:

3: Aus 2¢...(Q,a) e #£7

o € ran #.

30 (Q, ) € #.

<
folgt via 297-14: a=inf {w: (weN)A(Qel,)}).

4: Es gilt: (Q endlich) Vv (2 unendlich).
’Fallunterscheidung‘
Q endlich.

6: Aus 3 und
aus 5
folgt:

7: Aus 6
folgt via 2-2:

5: Aus4.1.Fall“Q er<1dlich”
folgt via 297-11: inf ({w: (weN)A(Q € U,)}) €N.

a €N,

a € {+oo} UN.

folgt via 297-11:

6: Aus 3 und
aus 5
folgt:

7: Aus 95-3“ 400 Menge”
folgt via 2-28:

8: Aus 6 und
aus 7
folgt:

5: Aus 4.2.Fall“() unendlich”

iﬁf {w:(weN)ARel,)}) = +o0.

) unendlich.

o = +00.

+00 € {+o0} UN.

a € {+o0} UN.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

a € {+oo} UN.
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Beweis 297-154d) ...

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

e)

1.1:

1.2:

1.3:

)

Via des bereits bewiesenen b) gilt:
Via des bereits bewiesenen c) gilt:

Via des bereits bewiesenen d) gilt:

: Aus 1.1“# Funktion” |

aus 1.2“dom# =U" und
aus 1.3“ran# C {+o0} UN”
folgt via 21-1(Def):

: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

: Aus 1“dom# =U"

folgt via 7-9:

g) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p Menge”
folgt via 297-14:

: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

: Aus 2“# Funktion” und

Mengenlehre #297
Va: (o €ran#) = (a € {+o0} UN).
ran# C {400} UN.

# Funktion.
dom# =U.

ran# C {400} UN.

#:U — {+o00} UN.

dom# =U.

# Unmenge.

p Menge.

(p.inf ({w: (w € N)A (p €U € 4.
# Funktion.

aus 1“(p, ir?f {w:(weN)A(pelU,)})) € #”

folgt via 18-20:

#(p) = inf ({w: (w EN) A (p € Uy)}).
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Beweis 297-15 h) VS gleich #(p) Menge.
Aus VS gleich “#(p) Menge”
folgt via 17-3: p Menge.

h) [[&]| VS gleich p Menge.

1:

Aus VS gleich “p Menge”

folgt via 0-19: peEU.
: Via des bereits bewiesenen c) gilt: dom# =U.
: Aus 1 und

aus 2

folgt: p € dom #.

: Aus 3“p € dom#”

folgt via 17-5: #(p) Menge.

i) [[=]| VS gleich p Menge.

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “p Menge”
folgt via des bereits bewiesenen g):

Aus VS gleich “p Menge”

folgt via des bereits bewiesenen h): #(p) Menge.
: Aus 1.1 und

aus 1.2 B

folgt: inf ({w: (weN)A(pel,)}) Menge.

<
: Aus 2“inf ({w: (weN)A(pel,)}) Menge”

folgt via 190-3:

inf ({w: (w € N) A (p € U)})
ist < Infimum von {w: (w e N)A (p € U,)}.

: Aus 1.1 und

aus 3
folgt: #(p) ist < Infimum von {w: (w € N) A (p € U,)}.
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Beweis 297-15 i)

VS gleich #(p) ist < _Infium von {w: (weN)A (p € Uy,)}.
1: Aus VS gleich “#(p) ist < Infimum von {w: (w e N)A (p e U,)}”
folgt via 36-3: #(p) Menge.
2: Aus 1“#(p) Menge”
folgt via 17-3: p Menge.
j) VS gleich p Menge.
1: Aus VS gleich “p Menge”
folgt via 0-22: peEU.
2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: #:U — {+o00} UN.

3: Aus 1“peld” und
aus 2“# : U — {+o0} UN”

folgt via 21-4: #(p) € {+o0} UN.
4: Aus 3°#(p) € {+o0} UN”
folgt via 94-8: (#(p) = +0) V (#(p) € N).
i) VS gleich (#(p) = +00) V (#(p) €N).
1: Nach VS gilt: (#(p) = +00) V (#(p) € N).
’Fallunterscheidung‘
#(p) = +oc.
2: Aus 1.1.Fall“#(p) = +00” und
aus 95-3“+oo Menge”
folgt: #(p) Menge.
3: Aus 2“#(p) Menge”
folgt via 17-3: p Menge.
#(p) € N.
2: Aus 1.2.Fall“#(p) e N”
folgt via Element Axiom: #(p) Menge.
3: Aus 2“#(p) Menge”
folgt via 17-3: p Menge.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: p Menge.
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Beweis 297-15 k) VS gleich p endlich.
1: Aus VS gleich “p endlich”
folgt via 28-6: p Menge.
2: Aus 1“p Menge”
folgt via des bereits bewiesenen g):
<
#(p)=inf {w: (weN)A(pel,)}).
3: Aus VS gleich “p endlich”
<
folgt via 297-11: inf ({w: (weN)A(pell,)}) e N.
4: Aus 2 und
aus 3
folgt: #(p) e N.
k) VS gleich #(p) € N.
1: Aus VS gleich “#(p) € N”
folgt via ElementAxiom: #(p) Menge.
2: Aus 1“#(p) Menge”

w

o

folgt via 17-3: p Menge.

Aus 2“p Menge”
folgt via des bereits bewiesenen g):

#(p) = inf ({w: (w EN) A (p € Uy)}).

Aus 3 und
aus VS

folgt: inf ({w: (w € N) A (p €U} € N.

<
Aus 4“inf {w: (weN)A(pel,)}) e N”
folgt via 297-11: p endlich.
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Beweis 297-15 1) VS gleich (p Menge) A (p unendlich).

1: Aus VS gleich “p Menge...”
folgt via des bereits bewiesenen g):

<
#(p)=inf {w: (weN)A(pel,)}).
2: Aus VS gleich “...p unendlich”

<
folgt via 297-11: inf ({w: (weN)A(pel,)}) =+oo.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: #(p) = +00.
1) VS gleich #(p) = +o0.

1: Aus VS gleich “#(p) = +00” und
aus 95-3“+o0o Menge”

folgt: #(p) Menge.
2: Aus 1“#(p) Menge”

folgt via 17-3: p Menge
3: Aus 2“p Menge”
folgt via des bereits bewiesenen g):
<
#(p) =inf {w: (weN)A(pelhy)}).
4: Aus 3 und
aus VS _
folgt: inf {w: (weN)A(pelU,)}) = +oo.
<
5: Aus4“inf {w: (weN)A(pel,)}) =+x”
folgt via 297-11: p unendlich
m) VS gleich p Unmenge.

Aus VS gleich “p Unmenge”
folgt via 17-3: #(p) =U.
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Beweis 297-15 m) VS gleich

1: Aus VS gleich “#(p) =U"
folgt via 17-4:

2: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

3: Aus 1 und
aus 2
folgt:

4: Aus3“p¢U”
folgt via 0-23:

p ¢ dom #.
dom # = U.

pEU.

p Unmenge.

n)
1: Es gilt: (p Menge) V (p Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall p Menge.
2: Es gilt: (p endlich) V (p unendlich).
’Fallunterscheidung‘
2.1.Fall p endlich.
Aus 2.1.Fall*“p endlich”
folgt via des bereits bewiesenen k): #(p) € N.

Aus 1.1.Fall“p Menge” und
aus 2.2.Fall“p unendlich”

folgt via des bereits bewiesenen 1):

p unendlich.

Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Féllen gilt:

(#(p) = +00) V (#(p) € N).

Aus 1.2.Fall“p Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen m):

p Unmenge.

#(p) =U.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(#(p)

U)V (#(p) = +o0) V (#(p) € N).
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Beweis 297-15 o)

1: Via des bereits bewiesenen n) gilt:

’Fallunterscheidung‘

#(p) =U.
#(p) = +oo.

Aus 1.2.Fall“#(p) = +00” und
aus 95-5“+o00 Zahl”

folgt: #(p) Zahl.
1.3.Fall #(p) € N.
Aus 1.3.Fall“#(p) € N

folgt via 159-11: #(p) Zahl.

|Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
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297-16. Der Fall #(p) € N zeichnet sich durch interessante, korresponiderende
Eigenschaften aus.

297-16(Satz) Die Aussagen i), ii), iii), iv), v) sind dquivalent:

i) #(p) € N.
ii) #(p) ist < _Minimum von {w: (w € N) A (p € U,)}.
)

iii) #(p) e {w: (weN)A(pell,)}.
iv) “4(p) € N und “p € Uy ”.

v) p endlich.

{w: (weN)A(zel,)} 297-1(Def)
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Beweis 297-16 VS gleich #(p) € N.
1.1: Aus VS gleich “#(p) € N7
folgt via 297-15: p endlich.
1.2: Via 297-2 gilt: {fw:weN)A(pel,)} CN.
2.1: Aus 1.1“p endlich”
folgt via 28-6: p Menge.
2.2: Aus 1.1“p endlich”
folgt via 297-2: O#{w:(weN)A(pell,)}.
3.1: Aus 2.1“p Menge”
<
folgt via 297-15: #(p)=inf {w: (weN)A(pelU,)}).
3.2: Aus2.2“0 #{w: (weN)A(peU,)}” und
aus 1.2{w: (weN)A(pel,)} CN”
folgt via MMSN:  3Q : Q ist < Minimum von {w : (w € N) A (p € U,,)}.
4: Aus 3.2%...Qist < Minimum von {w: (w e N)A (p €U,)}”
folgt via 38-6: Qist < Infimum von {w: (w € N) A (p € U,)}.
5: Aus 4“Q ist < Infimum von {w: (weN)A (pelU,)}”
<
folgt via 190-3: Q=inf {w: (weN)A(pel,)}).
6: Aus 5 und
aus 3.1
folgt: Q = #(p).
7: Aus 6 und

aus 3.2%...Q ist < Minimum von {w: (w € N)A (p € U,)}”
folgt: #(p) ist < Minimum von {w : (w € N) A (p € U,,)}.

VS gleich  #(p) ist < Minimum von {w: (w € N) A (p € U,)}.

Aus VS gleich “#(p) ist < Minimum von {w: (w € N)A (p € U,)}”

folgt via 38-1(Def): #(p) e{w: (weN)A(pel,)}.
VS gleich #(p) e {w: (wWeN)A(peld,)}.

Aus VS gleich “#(p) e {w: (weN)A(pelU,)}”

folgt: (#(p) € N) A (p € Uy(y))-
US gleich (#(p) € N) A (p € Uyy)-

Aus VS gleich “#(p) e N...”
folgt via 297-15: p endlich.
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Beweis 297-16 VS gleich p endlich.
Aus VS gleich “p endlich”
folgt via 297-15: #(p) € N.

]
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297-17. Fiir endliches p kann Einiges iiber jene U,,, n € N, ausgesagt werden, in
denen p (nicht) enthalten ist.

297-17(Satz)

a) Aus “n € N7und “n < #(p)” folgt “p ¢ U,,”.
b) Aus “n € N”und “p Menge” und “p & U, ” folgt “n < #(p)”.
c) Aus “#(p) <n e N”folgt “pel,”.

d) Aus “n € N"und “p € U,” folgt “#(p) < n”und “#(p) € N”.

<-Notation.

Beweis 297-17

{w: (weN)A(zel,)} 297-1(Def)
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Beweis 297-17 a) VS gleich (ne N)A(n < #(p)).

1: Es gllt (p € un) \4 (p ¢ Z/{n)

’ wiFallunterscheidung

belh.

2.1: Aus 1.1.Fall“peld,”

folgt via Element Axiom: p Menge.
2.2: Aus VS gleich “n e N...”

folgt via ElementAxiom: n Menge.
2.3: Aus VS gleich “...n < #(p)”

folgt via 107-13: —(#(p) < n).

3.1: Aus 2.1“p Menge”
folgt via 297-15: #(p) ist < Infimum von {w: (w € N) A (p € U,)}.

3.2: Aus VS gleich “neN...” |
aus 1.1.Fall“p e U,,” und
aus 2.2“n Menge”
folgt: nef{w:(weN)A(pelU,)}.

4: Aus 3.1%#(p) ist < Infimum von {w: (w € N) A (p € U,)})” und
aus 3.2“n € {w: (wWeN)A(peU,)}”
folgt via 36-3: #(p) <n.

5: Esgilt 4“#(p) <n”
Es gilt 2.3%=(#(p) <n)”.

Ex falso quodlibet folgt: p & U,.
Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: p&U,.
b) VS gleich (n € N) A (p Menge) A (p & Uy,).
1: Aus VS gleich “...p Menge...”
folgt via 297-15: (#(p) = +00) V (#(p) € N).
’Fallunterscheidung‘
#(p) = +oc.
2: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via 159-11: n < 4o00.
3: Aus 2 und
aus 1.1.Fall
folgt: n < #(p).
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Beweis 297-17 b) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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(n € N) A (p Menge) A (p &€ Uy,).

2.1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via 159-11:

2.2:

Aus 1.2.Fall#(p) e N

folgt via 159-11:

: Aus2.1“n € S” und

aus 2.2“#(p) € S”

folgt via 122-2:

’ wiFallunterscheidung ‘

7.2:

3.1.Fall #(p) <n
4: Aus 3.1.Fall“#(p) < n”und
aus VS gleich “n e N...”
folgt via 297-4: (#(p) # +0) A (#(p) #U).

: Via 297-15 gilt:
(#(p) =U) V (#(p) = +o0) V (#(p) €N).
: Aus 4 und

aus 5

folgt: #(p) e N.
: Aus 6“#(p) e N”

folgt via 297-16:

Aus VS gleich “ne N...” |
aus 6“#(p) € N” und

aus 3.1.Fall“#(p) <n”
folgt via 296-6:

: Aus 7.1%p € Uy (p)” und

aus 7.2“Uy ) S Uy ?

folgt via 0-4: pEUpy.
: Esgilt 8“peld,”.

Es gilt VS gleich “...p ¢ U,” .
Ex falso quodlibet folgt:

u#(p) C Up.

n < #(p).

Ende wfFallunterscheidung ‘ In beiden Fillen gilt: n < #(p).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

n < #(p).
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Beweis 297-17 c¢) VS gleich

1: Aus VS gleich “#(p) <n e N”

4.2:

folgt via 297-4:

: Via 297-15 gilt:

: Aus 1 und

aus 2
folgt:

: Aus 3“#(p) e N7

folgt via 297-16:

Aus 3“#(p) e N7,

aus VS gleich “...n € N” und
aus VS gleich “#(p) <n...”

folgt via 296-6:

: Aus 4.1%p € Uyp)” und

aus 4. 2“1/{#(1)) cu,”
folgt via 0-4:

213

#(p) <neN.

(#(p) # +00) A (#(p) #U).
(#(p) =U) V (#(p) = +00) V (#(p) € N).

#(p) € N.

p € Uy(p)-

u#(p) C Un.

pEU,.
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Beweis 297-17 d) VS gleich

1:

5.1:

5.2:

Aus VS gleich “n e N...”
folgt via Element Axiom:

: Aus VS gleich “(n € N) A (p € U,)” und

aus 1“n Menge”
folgt:

s Aus2“ne{w: (weN)A(pel,)}”

folgt via 0-20:

cAus 3“0 #{w: (weN)A(pel,)}”

folgt via 297-2:

Aus 4“p endlich”

folgt via 297-16:

Aus 4“p endlich”

Mengenlehre #297

(neN)A (peld).

n Menge.

nef{w:(weN)A(pel,)}.

O#{w:(weN)A(pel,)}.

p endlich.

#(p) €N

folgt via 297-16: #(p) ist < Minimum von {w: (w € N) A (p € U,)}.

aus 2“n € {w: (weN)A(pel,)}”

folgt via 38-3:

: Aus 5.2%#(p) ist < Minimum von {w: (w € N)A (p € U,)}” und

#(p) <n
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297-18. Es gilt unter anderem #(0) = 0 und fir jede Menge p ist #({p}) = 1.

297-18(Satz)
a) #(0) =0.
b) “#(x) =0"genau dann, wenn “x =0".

c) Aus “p Menge” folgt “#({p}) =1".

)

d) “#(x) =1"genau dann, wenn “z € Usgitn -

e) Aus “#(x)=1"folgt “3IQ: (Q Menge) A (x = {Q})”.

Beweis 297-18

<-Notation.

a)
1.1: Aus EndlichkeitsAxiom“0 endlich”

folgt via 297-16: #(0) e N.
1.2: Aus 1-5“0 € {0}” und

aus 240-2(RekParDef) “U = {0}”

folgt: 0eU.
2.1: Aus 1.1“#(0) e N”

folgt via 164-6: 0 < #(p).
2.2: Aus €schola“0 € N” und

aus 1.2“0 e Uy”

folgt via 297-17: #(0) <0.

3: Aus 2.2“#(0) < 0” und
aus 2.1“0 < #(p)”
folgt via 107-13: #(0) = 0.
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Beweis 297-18 b) VS gleich #(x) = 0.

1: Aus VS gleich “#(z) =0” und
aus €schola“0 € N”

folgt: #(z) € N.
2: Aus 1“#(x) e N7

folgt ia 297-16: T € Up(y).
3: Aus 2 und

aus VS

folgt: x € Up.

4: Aus 3“x € Uy” und
aus 240-2(RekParDef) “U, = {0}”

folgt: z € {0}.
5: Aus 4“z € {0}”
folgt via 1-6: x=0.
b) VS gleich x =0.
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: #(0) =0.
2: Aus 1 und
aus VS

folgt: #(x) =0.
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Beweis 297-18 c¢) VS gleich

1.1:

1.2:

4.2:

Via SingeltonAxiom gilt:

Aus VS gleich “p Menge”
folgt via 27-6:

: Aus 1.2°{p} € Uspngitn 7 und

aus 296-12“U; \ Uy = Usngitn”
folgt:

c Aus 2“{p} e Uy \Up”

folgt via 5-3:

: Aus €schola“1 € N” und

aus 3“{p} el ...”
folgt via 297-17:

Aus €schola“0 € N7 |
aus 1.1“{p} Menge” und

aus 3“...{p} ¢ Uy”
folgt via 297-17:

: Aus 4.2°0 < #({p}) 7,

aus #schola“0 € N” und

aus 4.1“. .. #({p}) e N”
folgt via LSN:

: Aus 5“1+ 0 < #({p})” und

aus +schola“1 +0=1"
folgt:

: Aus 4.1“#({p}) <17 und

aus 6“1 < #({p})”
folgt via 107-13:
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p Menge.

{p} Menge.

{p} € usngltn .

{p} € Lﬁ \UO

({p} € Uh) N({p} & Uo).

(#({p}) <D A (#({p}) €N).

0 < #({p}).

140 < #({p}).

1< #({p}).

#({p}) = 1.
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Beweis 297-18 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “#(z) = 1”7 und
aus €schola“1 € N”
folgt:

1.2: Aus <schola“0 < 1”7 und
aus VS gleich “#(z) =1"
folgt:

2.1: Aus 1.14#(x) e N7
folgt via 297-16:

2.2: Aus €schola“0 € N” und
aus 1.240 < #(x)”
folgt via 297-17:

3: Aus 2.1 und
aus VS
folgt:

4: Aus 3“x € U;” und
aus 2.2“c ¢ Uy”
folgt via 5-3:

5: Aus4“z e Uy \Uy” und
aus 296-12“U; \ Uy = Usngitn”
folgt:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “o € Uspgitn "
folgt via 27-6:

2: Aus 1“...Q Menge...”

folgt via des bereits bewiesenen c):

3: Aus 2 und
aus 1“...z = {Q}”
folgt:

e) VS gleich
1: Aus VS gleich “#(z) =1"

folgt via des bereits bewiesenen d):

2: Aus 12 € Uspgitn ”
folgt via 27-6:

Mengenlehre #297

0 < #(x).

x € Z/{#(I).

$¢U0

xel/ﬁ.

l‘eul\uO.

VS usngltn-

YIS usngltn-

3Q : (2 Menge) A (z = {Q}).

#({2}) = L.
() =1
#(x) =1

S Z/{sngltn-

30 - (2 Menge) A (z = {Q2}).
[l
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297-19. Interessanter Weise korreliert die Aussage #(p) =n € N mit p € U, \
Z/{_l_;’_n.

297-19(Satz) Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

1) “neN’und “x € Uy \U_14,".

ii) #(x)=neN.

Beweis 297-19 VS gleich (neN)A (z € Uy \U_14n).
1.1: Aus VS
folgt: neN

1.2: Aus VS gleich “...2 e U, \U 11,7
folgt via 5-3: (x €Up) N (x E U_144).

2: Aus VS gleich “n € N...” und
aus 1.2z e U, ...”

folgt via 297-17: (#(x) <n) A (#(x) € N).
3: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via 162-2: (n=0)V(-1+neN).
’Fallunterscheidung‘
n=0.

4: Aus 3.1.Fall“n = 0" und
aus 1.2z e l,...”
folgt: x € Up.

5: Aus4“x € lUy” und
aus 240-2(RekParDef) “Uy = {0}”

folgt: x € {0}.
6: Aus5“z € {0}”

folgt via 1-6: z =0.
7: Aus6“z=0"

folgt via 297-18: #(x) =0.
8: Aus 7 und

aus 3.1.Fall“n =0"
folgt: #(x) =n.
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Beweis 297-19 VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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(mneN)A(x €Uy \U_114).

4: Aus1.2“xzel,...”
folgt via ElementAxiom:

5: Aus 3.2.Fall“—-1+neN",
aus 4“2 Menge” und
aus 1.2 ..o ¢ U_144,"
folgt via 297-17:

6: Aus5“—1+4+n<#(x)”,
aus VS gleich “n e N...” und
aus 2“...#(z) e N”
folgt via 162-6:

7: Aus 2“#(z) <n...” und
aus 6“n < #(x)”
folgt via 107-13:

—1+neN.

x Menge.

—1+4+n < #(x).

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

S gleich

1.1:

1.2:
1.3:

2.1:

2.2:

Aus VS folgt:

Aus VS folgt:

Aus VS gleich “...n € N”
folgt via 159-11:

Aus 1.2“#(x) e N7
folgt via 297-16:

Aus 1.3“n e S”
folgt via 160-12:

: Aus VS gleich “...n € N”

folgt via 162-2:
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Beweis 297-19 VS gleich #(x)=neN.

’Fallunterscheidung‘

n=0.

4.1: Aus 3.1.Fall und

aus VS gleich “#(z) =n...”

folgt: #(x) =0.
4.2: Aus 296-10(Def)“U_; = 0” und

aus +schola“—-1+4+0=-1"

folgt: U_140=0.
5: Aus 4.1%#(z)=0"
folgt via 297-18: x = 0.

6.1: Aus5“x=0" und

aus 1-5“0 € {0}”

folgt: x € {0}.
6.2: Via 0-19 gilt: x ¢ 0.

7.1: Aus 6.1z € {0}” und
aus 240-2(RekParDef) “U, = {0}”

folgt: T € Up.
7.2: Aus 6.2 und

aus 4.2

folgt: x ¢ U_140.

8: Aus7.1“x € Uy” und
aus 7.2“x ¢ L{_1+0 ”
folgt via 5-3: x € Uy \ U—-1+0.

9: Aus 8 und
aus 3.1.Fall
folgt: T €U \U_14n.
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Beweis 297-19 VS gleich #(x)=neN.
’Fallunterscheidung‘
3.2.Fall —14+neN.
4: Aus2.2“-14+n<n” und
aus VS gleich “#(z)=n...”
folgt: —1+n < #(2).
5: Aus 3.2.Fall“—1+n € N’ und
aus 4“—1+n < #(x)”
folgt via 297-17: T EU14n.

6: Aus 2.1z € Uy(,)” und
aus 5“c ¢ U_14,"7
folgt via 5-3:

T € Z/{#(w) \u—1+n-

7: Aus 6 und
aus VS gleich “#(z)=n...”
folgt: T €U \U_14n.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: €Uy \U 110

]



Mengenlehre #297 223

297-20. Falls « oder y unendlich ist gilt #(x) + #(y) = #(z U y).

297-20(Satz)
a) #()+0=0+#(z) = #(x).
b) #(z) + #(0) = #(0) + #(z) = #(z).
c) Aus “y=07folgt “#(x)+ #(y) = #(y) + #(z) = #(z)”.
d) Aus “x unendlich” folgt “#(x) + #(y) = #(x Uy)”.
e) Aus “y unendlich” folgt “#(x) + #(y) = #(x Uy)”.
£) Aus “x,y endlich” und “zNy = 07 folgt “#(zx)+#(y) = #(zUy)”.

Beweis 297-27 ab)

1: Via 297-15 gilt: (#(x) =U) V (#(x) Zahl).
2.a): Aus 1“(#(z) =U) V (#(x) Zahl)”
folgt via FSAO: #(z) +0 =0+ #(z) = #(x).
3: Via 297-18 gilt: #(0) = 0.
4.p): Aus 2.a) und
aus 3
folgt: #(x) + #(0) = #(0) + #(x) = #(x).
c) VS gleich y=0.
1: Aus VS gleich “y=0"
folgt via 297-18: #(y) =0.
2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: #(x)+0=0+ #(z) = #(x).
3: Aus 1 und
aus 2

folgt: #(x) +#(y) = #(y) + #(x) = #(2).
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Beweis 297-20 d) VS gleich

1: Aus VS gleich “z unendlich”
folgt via 297-6:
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x unendlich.

x Uy unendlich.

2: Es gilt: (x Uy Menge) V (x Uy Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
2.1.Fall z Uy Menge.

3.1: Aus 2.1.Fall“xz Uy Menge” und

aus 1“z Uy unendlich”

folgt via 297-15: #(zUy) = +o0.
3.2: Aus 2.1.Fall“z Uy Menge”

folgt via 213-3: x,y Menge.
4.1: Aus 3.2“z... Menge” und

aus VS gleich “x unendlich”

folgt via 297-15: #(x) = 00
4.2: Aus 3.2¢“...y Menge”

folgt via 297-15: (#(y) = +o0) V (#(y) € N)
’Fallunterscheidung‘
#(y) = +oo.
5: #(x) + #(y) = (+00) + #(y)
4.2 :.Fall (+OO) + (+OO) AéVI +00 3:1 #(l’ U y)
6: Ausb
folgt: #(z) + #(y) = #(z Uy).
#(y) €N
5: Aus4.2.2.Fall“#(y) e N’
folgt via 159-11: #(y) € R.
6: Aus 5“#(y) e R”
folgt via AAVI: #(y) + (+00) = +o0.
7: (@) + #(y) = # ) + #@) E #y) + (+o0) £ 400
= #(xUy).
8: Aus7
folgt: #(x) + #(y) = #(@ U y)

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

#(z) + #(y) = #(xz Uy).
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Beweis 297-20 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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x unendlich.

2.2.Fall]

3.1: Aus 2.2.Fall“z Uy Unmenge”

x Uy Unmenge.

folgt via 297-15: #xUy) =U.
3.2: Aus 2.2.Fall“z Uy Unmenge”
folgt via 2-8: (xz Unmenge) V (y Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
3.2.1.Fall z Unmenge.
4: Aus 3.2.1.Fall“z Unmenge”
folgt via 297-15: #(x)=U.
96-19 , , 3.
5: #(x) +# ) = U+ #(y) =" UE Ha U y).
6: Aus b
folgt: #(@) + #(y) = #(z Vy).
3.2.2.Fall y Unmenge.
4: Aus 3.2.2.Fall“y Unmenge”
folgt via 297-15: #(y) =U.
5: #(o) + #(y) = #(@) +U =" UE g uy).
6: Ausb
folgt: #(x) +#(y) = #(x Uy).

’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Féllen gilt:
#(x) +#(y) = #(z Uy).

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
e) VS gleich

1: Aus VS gleich “y unendlich”
folgt via des bereits bewiesenen d):

#(x) + #(y) = #(z Uy).
y unendlich.

#(y) + #(z) = #(yUz).

2: #(x) + #(y) "2 #y) + #(@) = #yUx) Bz Uy).

3: Aus 2
folgt:

#(z) +#(y) = #(x Uy).
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Beweis 297-20 f) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z ... endlich. ..

folgt via 297-16:

1.2: Aus VS gleich “...y endlich...

folgt via 297-16:

2.1: Aus 1.14#(z) € N7
folgt via 297-4:

2.2: Aus 1.2“#(y) e N”
folgt via 297-4:

3: Aus 2.1 und
aus 2.1
folgt:

V(EQ, P : (2,0 € N) A (#(2)

’Fallunterscheidung‘

7
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(x,y endlich) A (x Ny = 0).

(#(z) = 0) vV (3Q: (Q € N) A (#(z) = 1 + Q).

(#(y) =0)V (30 : (2 eN) A (#(y) = 1+ ).

5: #(z) + #(y)

6: Ausb
folgt:

3.2.Fall

#(z) =0
4: Aus 3.1.Fall“#(z) = 0"
folgt via 297-18: z =0.
51 #(0)+#w) I 0+ () 2 () 2T #O0UY) L #(UY).
6: Ausb5
folgt: #(z) + #(y) = #(x Uy).
#(y) =0
4: Aus 3.2.Fall“#(y) =0
folgt via 297-18: y=0.

#(x)+0

2-17

#(z) + #(y) = #(x Uy).

#(zU0) = #(zUy).
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Beweis 297-20 f) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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(x,y endlich) A (x Ny = 0).

4.1:

Aus 3.3.Fall®

30,81 (2,0 € N)A (#(x) =1+ Q) A (#(y) = 1+ D).

.. eNLLT

folgt via 159-10:

: Aus 3.3.Fall*®

P eN.LT

folgt via 159-10:

: Aus 3.3.Fall“.

folgt via 297-4:

: Aus 3.3.Fall*®

folgt via 297-4:

: Aus 3.3.Fall

folgt:

: Aus 3.3

folgt:

: Aus 3.3.Fall“...

Q... eNLT

...®oeN.

aus 4.1“1+Q e N”
folgt via 297-19:

: Aus 3.3.Fall“..

aus 4.2“1 + P € N”
folgt via 297-19:

: Aus 5.1 und

aus 4.3
folgt:

: Aus 5.2 und

aus 4.4
folgt:

: Aus 3.3.Fall..

Q,®eN...,

aus 6.1 € Uy \Ua ",
aus 6.2y € Uyro \Us 7 und

aus VS gleich “..

folgt via 296-14

xNy=07

#(x)=14+Q...” und

Hy) =14+ 9" und

rUy € Usy(ara) \ Uit (+ra)-

1+QeN.
1+®eN.
-1+(1+9Q) =0
~1+(1+®) €N,
#(x) =1+ Q.

#y)=1+2.

r€Uhro \U_111+19)-

yEeUiye \U_141+3)-

T € U1+Q \UQ.

y € Uryo \ Us.
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Beweis 297-20 £) VS gleich (x,y endlich) A (x Ny = 0).

’Fallunterscheidung‘

30,0 (2,0 € N) A (#(x) = 1+ Q) A (#(y) = 1+ ®).

8.1: Aus 3.3.Fall“...Q, o & N...”
folgt via 159-14: Q+deN.

8.2: Via 297-4 gilt: 1+ 24+ (Q+®) =1+ (Q+ D).

9.1: Aus €schola“2 € N” und
aus 8.1“0 +® c N”

folgt via 159-14: 24+ (24 ®)eN.
9.2: Aus 7 und

aus 8.2

folgt: rUy € u2+(sz+<1>) \u—1+(2+(sz+q>))-

10: Aus 9.1“2+ (2 +®) e N” und
aus 9.2z Uy € Usy(ata) \U_140+@ta)”
folgt via 297-19: #@xUy) =24+ Q2+ D).
11 #(@) +#) 2+ +#@) 21+ +(1+0)
036 14 )+ (Q+ @) 224 (Q+ ) B #(zUy).

12: Aus 11
folgt: #(x) +#(y) = #(z Uy).
Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: #(x)+ #(y) = #(x Uy).

]
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297-21. Auf jeden Fall folgt aus z Ny die Gleichung #(z) +#(y) = #(zUvy). In
weiterer Folge gilt fiir alle z, y die bemerkenswerte Identitét #(xUy)+#(zNy) =

#(x) + #(y).

297-21(Satz)
a) Aus “zNy=07folgt “#(x)+ #(y) =#(xUy)”.
b) #(x\y) +#(y) = #(xUy).
c) #(z\y) +#(@Ny) = #().
) #aUy)+#@ny) = #() + #).

Beweis 297-21 a) VS gleich xNy=0.
1: Es gilt: ( unendlich) V (y unendlich) V (z,y endlich).
’Fallunterscheidung‘
x unendlich.
Aus 1.1.Fall“x unendlich”
folgt via 297-20: #(x) + #(y) = #(xUy).
1.2.Fall y unendlich.
Aus 1.2.Fall“y unendlich”
folgt via 297-20: #(z) + #(y) = #(z Uy).
1.3.Fall x,y endlich.
Aus 1.3.Fall“z,y endlich” und
aus VS gleich “zNy=0"
folgt via 297-20: #(z) + #(y) = #(z Uy).

Ende Fallunterscheidung|In allen Féllen gilt: #(x) + #(y) = #(z Uy).




230 Mengenlehre #297

Beweis 297-21 b)

1: Via 5-10 gilt: yN(xz\y) =0.
2: Aus 1“ynN(z\y)=0"

folgt via des bereits bewiesenen a): #y)+#@x\y) =#@WU(x\y)).
32 #a\y)+#) ) #\0) 2 #E U\ y) Z #@Uy).
4: Aus 3

folgt: #(x\y) + #(y) = #(x Uy).

c)

1: Via 297-7 gilt: (xNy)N(xz\y) =0.

2: Aus 1“(zny)N(z\y) =07
folgt via des bereits bewiesenen a):

#(xNy)+#(@\y) = #(@Ny) U(e\y)).
3: #(x\y)+#(xNy) FSA S(20y) + @\ y) é#((xﬂy) U \y))5 22 #(2).

4: Aus 3

folgt: #(z \y) + #(x Ny) = #(z).
d)
10 #@Uy) +#@ny) 2 (#z\y) +#() + #w0y)

FEA (#(y) + #(z \ y) + #(@n >F #(y) + F(x\y) + #@ny))
#(y) + #(@) = (@) + # ().

2: Aus 1
folgt: #(rUy) +#(xNy) = #(z) + #(y).

]
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297-22. Dass aus * C y und y Menge die erwartete Ungleichung #(z) < #(y)
folgt ist einerseits eine Folgerung aus 297-21, andererseits eine Konsequenz aus
ran# C [0] 4+ oo].

297-22(Satz)

a) Aus “0<zx,y < +o0”folgt “x,y<x+y”.
b) Aus “x,y € [0] + o] " folgt “x,y <x+y”.

c) Aus “f : D — B”und “B C [0| + c0] "und “p,q € D”
folgt “f(p), f(q) < f(p) + fla)”

d) Aus “f : D — [0| +oc] "und “p,q € D”
folgt “f(p), f(a) < f(p) + fla)”.

e) “+oo € [0+ oco]"und “N C [0] + cc]”
und “{+oo} UN C [0] + oc]”.

£) #:U — [0]+ 0].
§) Aus “z,y Menge” folgt “#(x), #(y) < #(z) + #(y)"
h) Aus “ox Cy Menge” folgt “#(x) < #(y)”.

1) Aus “x Menge” folgt “#(xNy) < #(x)"und “#yNz) < #(z)”
und “#(z\ y) < #(z)”.

J) Aus “z,y Menge” folgt “#(x), #(y) < #(xUy)”.

<-Notation.
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Beweis 297-22 a) VS gleich

1.1:

Aus VS gleich “0<x...”
folgt via 107-17:

: Aus VS gleich “0<x...”

folgt via 107-18:

: Aus VS gleich “0< ... y...”

folgt via 107-17:

: Aus VS gleich “0<...y...”

folgt via 107-18:

tAus1.1%2 # —o0”,

aus 1.2z € S” und
aus VS gleich “0 < ...y...”7

folgt via 165-2:

: Aus 1.3y # —o0 7,

aus 1.4“y € S” und
aus VS gleich “0 < x...”
folgt via 165-2:

: Via FSA gilt:

: Aus 2.2 und

aus 3

folgt:

b) VS gleich

1:

Aus VS gleich “x,y € [0] 4+ oc]”
folgt via 142-3:

D Aus 140 < 2,y < 400”7
folgt via des bereits bewiesenen a):
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0<z,y<+o0.

T # —00.

x € S.

y # —00.

y €S.

r<x+y

y<y-+umx

y+txr=z+y.

y<zr+y

z,y € [0] + oo].

0<z,y< +oo.

z,y <x+y.
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Beweis 297-22 c) VS gleich (f:D—= B)AN(BC [0]+0o0])A (p,q € D).

1.1: Aus VS gleich “f: D — B...” und
aus VS gleich “...p...€ D”
folgt via 21-4: f(p) € B.

1.2: Aus VS gleich “f: D — B...” und
aus VS gleich “...q e D”
folgt via 21-4: f(q) € B.

2.1: Aus1.1“f(p) € B” und
aus VS gleich “...B C [0,+00]...”
folgt via 0-4: f(p) € [0, +oc].

2.2: Aus 1.2“f(¢) € B” und
aus VS gleich “... B C [0,4+o0]...”
folgt via 0-4: f(q) €0, +o0].

3: Aus 2.1¢ f(p) € [0,400]” und
aus 2.2 f(q) € [0, 4+00]”

folgt via des bereits bewiesenen b): f(p), flq) < f(p) + f(q).
d) VS gleich (f : D — [0] +00])A(p,q € D).
1: Via 0-6 gilt: [0] 4+ co] C [0] + <]

2: Aus VS gleich “f : D — [0] 4+ 00] ...7,
aus 1“[0] +o00] C [0] +0c]” und
aus VS gleich “...p,qe D”
folgt via des bereits bewiesenen c): fp), fla) < f(p) + f(q)-
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Beweis 297-22 e)

1.1: Via 165-3 gilt:
1.2: Via 107-6 gilt:
1.3: Via 159-5 gilt:

2.1: Aus1.1“0 < 4+o0” und
aus 1.2“+o00 < +00”

folgt via 142-3:

2.2: Aus 1.3%[0] + oo] induktiv”

folgt via 159-10:

3: Aus 2.1“+00 € [0] +00]” und
aus 2.2“N C [0 4+ o0] 7

folgt via 297-7:

)

1: Via 297-15 gilt:

2: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

3: Aus 1“# : U — {+0o0} UN” und
aus 2“{+o00} UN C [0| + o0]”
folgt via 21-5:

g) VS gleich

1: Aus VS gleich “x,y Menge”
folgt via 0-22:

2: Via des bereits bewiesenen f) gilt:

3: Aus 2“# : U — [0] + c0] 7 und
aus 1“z,y e U”

folgt via des bereits bewiesenen d):
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0 < +o0.
+oo < H400.

[0] + oo] induktiv.

+o00 € [0] 4 0]

N C [0] + oo]

{+o0} UN C [0] + 0]

#:U — {+o0} UN.

{400} UN C [0] + oc].

#:U — [0] + o0].

x,y Menge.

x,y eU.
#:U — [0] + o<].

#(x), #(y) < #(z) + #(v).
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Beweis 297-22 h) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...y Menge”
folgt via 94-6:

1.2: Aus VS gleich “...y Menge”
folgt via 2-24:

1.3: Via 297-21 gilt:

2.1: Aus1.1“y\ x Menge” und
aus 1.2y Nx Menge”

folgt via des bereits bewiesenen g):

2.2: Aus VS gleich “oz Cy”
folgt via 2-10:

3: Aus 2.1 und
aus 1.3
folgt:

4: Aus 3 und
aus 2.2
folgt:
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r C y Menge.

y \ © Menge.

y Nz Menge.
#(y\ @) +#yNa) =#(y).

#yNz) <H#y\z)+#@yNz).

yNx=ux.

#yNz) < #(y).

#(x) < #(y).
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Beweis 297-22 i) VS gleich

1.1:

1.2:

1.3:

2.1:

2.2:

2.3:

Via 2-7 gilt:
Via 2-7 gilt:
Via 5-5 gilt:

Aus 1.1“zNy C2” und
aus VS gleich “x Menge”

folgt via des bereits bewiesenen h):

Aus 1.2“yNxz Cx” und
aus VS gleich “x Menge”

folgt via des bereits bewiesenen h):

Aus 1.3“z\y Cz” und
aus VS gleich “x Menge”

folgt via des bereits bewiesenen h):

j) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “xz,y Menge”
folgt via UAxiom:

Via 2-7 gilt:

Aus 1.2“z...CzUy” und
aus 1.1z Uy Menge”

folgt via des bereits bewiesenen h):

Aus 1.2¢. ..y CxUy” und
aus 1.1z Uy Menge”

folgt via des bereits bewiesenen h):

Mengenlehre #297

r Menge.
zNy C .
yNax C .

x\yCx.

#(x Ny) < #(x)

#(yNr) < #(x)

#(x\y) < #(x)

x,y Menge.

x Uy Menge.

z,y CzUy.

#(x) < #(xUy)
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Algebra: cup, cap, stm, DIt.

Ersterstellung: 19/06/14 Letzte Anderung: 20/06/14

298-1. Basierend auf U, N, \, A werden korrespondierende Algebren in die Essays
eingebracht.

298-1(Definition)

1) cup = 298.0() = {((\, ), AU ) : A\, € U}

={w: (32, (w= (€, @), QU D)))}.
2) cap=298.1() ={((\,u),A\Np): \peld}

= {w: (30 (w=((2),2NP)))}.
3) stm =298.2() = {((\, ), A\ 1) : \,p € U}

={w: (32, ®: (w=((2,9),2\2)))}
4) DIt =298.3() = {((A\, ), \Ap) : \,peU}

={w: (I P : (w = ((2,2),QAD)))}.
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298-2. Wie in 6-8 gesagt gilt (p,q) € U x U genau dann, wenn p, ¢ Mengen sind.
Der Einsatz dieses Kriterium setzt mitunter holprige Vorarbeiten voraus, die sich

in der vorliegenden Formulierung umgehen lassen.

298-2(Satz)

“(p,q) €U xU” genau dann, wenn “(p,q) Menge” .

Beweis 298-2 VS gleich (p,q) €U X U.

Aus VS gleich “(p,q) €U xU”

folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.
VS gleich (p, q) Menge.
1: Aus VS gleich “(p,q) Menge”
folgt via PaarAxiom I: p,q Menge.
2: Aus 1“p,q Menge”
folgt via 6-8: (p,q) €U X U.

[]
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298-3. Sind p, g Mengen, so ist ((p,q),p U q) € cup.

298-3(Satz)

a) Aus “p € cup”folgt “3IQ, P : (Q, & Menge) A (p = ((,P),QUD))”.

b) Aus “(p,q) € cup”
folgt “3Q, @ : (Q, & Menge) A (p=(Q,P)) A (¢g=0QUP)".

c) Aus “((p,q),r) € cup” folgt “p,q,r Menge” und “r =pUq”.

d) Aus “p,q Menge” folgt “((p,q),pUq) € cup”.

Beweis 298-3 a) VS gleich p € cup.
1.1: Aus VS gleich “p € cup”
folgt via Element Axiom: p Menge.
1.2: Aus VS gleich “p € cup”
folgt via 298-1(Def): A, ¢ :p=((Q,9),QU D).
2: Aus1.2...p=((2,2),QU ®)” und
aus 1.1
folgt: (22, @), 22U @) Menge.
3: Aus 2¢((92, @), QU @) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ®) Menge.
4: Aus 3“(Q2,P) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2, ® Menge.
5: Aus 1.2“dQ,®...7,

aus 4“0, ® Menge” und
aus 1.2“...p=((,9),QU d)”
folgt:
30, @ : (Q, P Menge) A (p = ((2,P), QU D)).
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Beweis 298-3 b) VS gleich (p,q) € cup.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € cup”
folgt via ElementAxiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € cup”
folgt via des bereits bewiesenen a):
30, @+ (2, @ Menge) A ((p, q) = ((2,2),QU D)).

2: Aus 1.2, ..(p,q) = ((2,9),QUP)” und
aus 1.1“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=(2,P))A(g=QU D).

3: Aus 1.24d0,® : Q, & Menge...” und
aus 2“(p=(Q,P)) A (¢g=QUD)”
folgt:
3Q, P : (Q,P Menge) A (p=(2,P)) A (¢ =QU D).
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Beweis 298-3 c) VS gleich ((p,q),r) € cup.

1.1: Aus VS gleich “((p,q),r) € cup”
folgt via Element Axiom: ((p,q),r) Menge.

1.2: Aus VS gleich “((p,q),r) € cup”
folgt via des bereits bewiesenen b):
30,01 ((p.g) = (P A (r=QU?).

2: Aus 1.1“((p,q),r) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p,q),r Menge.

3.1: Aus1.2“...(p,q) = (©,P)...” und
aus 2“(p,q) ... Menge”

folgt via IGP: (p=Q)A(¢=9?).
3.2: Aus 2“(p,q) ... Menge”

folgt via PaarAxiom I: P, q Menge
3.3: Aus 2

folgt: r Menge

4: Aus 3.1“p=0Q...7
folgt: pUqg=QUg.

5: Aus 4 und
aus 3.1“...¢q =9”
folgt: pUqg=QU®o.

6: Aus 5 und
aus 1.2“...r=QU®”
folgt: pUqg=r.

7: Aus 6

folgt: r=pUgq
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Beweis 298-3 d) VS gleich P, q Menge.

1.1: Aus VS gleich “p, ¢ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “p, ¢ Menge”
folgt via UAxiom: p U q Menge.

1.3: Aus VS gleich “p,q Menge”
folgt: Q0,0 : (Q=p) A (P =q).

2.1: Aus 1.1“(p,q) Menge” und
aus 1.2“pUq Menge”
folgt via PaarAxiom I: ((p,q),p U q) Menge.

2.2: Aus1.3“...Q=p...” und
aus 1.3“... & =g¢q"
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (p,q).

2.3: Aus1.3“..Q=p...7
folgt: QU =pU .

3: Aus 2.3“QUP =pUP” und
aus 1.3“...¢ =¢q"
folgt: QU =pUg.

4: Aus 2.2“(Q,®) = (p,q)” und
aus 3“QUP =pUq”

folgt via PaarAxiom I: (Q,9),QUP) = ((p,q),pUq).
5: Aus 4
folgt: (), pUq) = (2, @), QU ).

6: Aus 1.3“30,d...7,
Aus 5“((p,q),pUq) = ((2,9),QU P)” und
aus 2.1“((p,q),pU q) Menge”
folgt via 298-1(Def): ((p,q),pUq) € cup.

]
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298-4. cup ist eine Algebra in U.
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298-4(Satz)
a) cup Relation.
b) cup Funktion.
c) domcup=U xXU.
d) rancup=U.
e) cup:U XU —U.

£) cup Algebra in U.

Beweis 298-4 a)

o € cup.

2: Aus Themal“« € cup”
folgt via 298-3:

3Q,® : (2, P Menge) A (a = ((2,P), QU D).

3.1: Aus 2“...Q,P Menge...”

folgt via Paar Axiom I: (Q, ®) Menge.

3.2: Aus 2“...Q,P Menge...”

folgt via UAxiom: QU P Menge.

4: Aus 3.14(,®) Menge” und
aus 3.2“Q U P Menge”

folgt via 6-8: (Q,9),QUP) el xU.
5: Aus2“...a=((2,9),QU®)” und
aus 4
folgt: aeldxU.
Ergo Themal: Va: (o €cup) = (o €U x U).
Konsequenz via 0-2(Def): cup CU X U.

Konsequenz via 10-1(Def):

cup Relation.
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(a, B), (@) € cup.

2.1:

2.2:

: Aus 2.1%...

Aus Themal.1“(a, ) ... € cup”
folgt via 298-3:

3Q, 0 : (2, P Menge) A (= (2,P)) A (B=QU D).

Aus Themal.1“...(a,7) € cup”
folgt via 298-3:

AU, T : (@, T Menge) A(a= (¥, T))A(y=TUT).

a=(Q,d)...” und
aus 2.2, ..a=(¥,1)...”

folgt: (Q,Q) = (P, 71).
: Aus 3¢(2,®) = (U, T)” und

aus 2.1“...Q, ® Menge...”

folgt via IGP: (Q=T)A(D=T).

: Aus 4¢“Q=Ww...7
folgt: QU =T U

: Aus 5 und

aus 4“... =717

folgt: QUP=TUT.

c Aus 2.1¢...0=QUd” und

aus 6

folgt: B=VUT.

: Aus 7 und

aus 2.2, ..y =0 uyUY”

folgt: B =n7.

Ergo Themai.1: Vo, 8,7 : (o, B), (o, y) € cup)

1.

= (8=")

2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2: Aus 1.2“cup Relation” und

aus A1 gleich “Va, §,7: (o, ), (@, 7) € cup) = (8 =7)7
folgt via 18-18(Def):

cup Relation.

cup Funktion.
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Beweis 298-4 c¢)

a € dom cup.
2.1: Aus Themal.1“«a € domcup”
folgt via Element Axiom: a Menge.
2.2: Aus Themal.1“«a € domcup”
folgt via 7-7: Q0 (o, Q) € cup.
3: Aus 2.2“. .. (a,Q) € cup”
folgt via 298-3:
3, W : (&, U Menge) A (a = (P, ¥)).
4: Aus 3“...®, U Menge...”
folgt via 6-8: (P, V) el x U.
5: Aus3“...a=(P,¥)” und
aus 4
folgt: acelUxU.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € domeup) = (. € U x U).

Al| “domcup CU xU”
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Beweis 298-4 ¢) ...

Themal.2 aclUUxU.
2.1: Aus Themal.2“ac U xU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.2“ac U xU”
folgt via 6-8: 3Q, & : (2, P Menge) A (a = (2, D)).

3.1: Aus2.2“ ..a=(0,9)”
folgt via PaarAxiom I: (a, QU D) = ((, D), QU D).

3.2: Aus 2.2¢...Q,® Menge...”

folgt via 298-3: ((Q2,9),QU ®) € cup.
4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: (o, QU ®) € cup.
5: Aus 4“(a, QU P) € cup”
folgt via 7-5: « € dom cup.
Ergo Themal.2: Va: (a el xU) = (a € dom cup).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “U xU C domcup”

1.3: Aus Al gleich “domcup CU x U” und
aus A2 gleich “U x U C domcup”
folgt via Gleichheits Axiom: domcup=U X U.
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Beweis 298-4 d)
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1.2:

3.1:

3.2:

1.1:

Aus Themal“a e U”
folgt via Element Axiom:

Via 0/ Axiom gilt:

: Aus 1.1“a Menge” und

aus 1.2“0 Menge”
folgt via 298-3:

Aus 2“((,0),aU0) € cup”
folgt via 7-5:

Via 2-17 gilt:

: Aus 3.1 und

aus 3.2
folgt:

((r,0), U 0) € cup.

acelU.

a Menge.

0 Menge.

a U0 € rancup.

aUl=a.

Qv € rancup.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

ef)

1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

1.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

1.3: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

2.e): Aus 1.1%cup Funktion” ,
aus 1.2“domcup =U xU” und
aus 1.3“rancup=U"
folgt via 21-2:

3.f): Aus2.e)“cup:U XU —-U"
folgt via 93-5(Def):

Va: (a € U) = (« € rancup).

rancup =U.

cup Funktion.
domcup=U X U.

rancup =U.

cup:U XU —U.

cup Algebra in U.
O
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298-5. Sind p, ¢ Mengen so gilt p_cup_¢ = pUq. Diese Gleichung ist auch fiir p, ¢
mit p U q = U richtig.

298-5(Satz)
a) Aus “p,q Menge” folgt “p.cup.q=pUq”.
b) Aus “(p Unmenge)V (¢ Unmenge)” folgt “p_cup.gq=U"".

c) “pcupg =pUq”genau dann, wenn “(p,q Menge)V (pUq=U)".

ALG-Notation.

Beweis 298-5 a) VS gleich p,q Menge.

1: Aus VS gleich “p, g Menge”
folgt via 6-8: (p,q) €U x U.

2: Aus 1“(p,q) €U xU” und
aus 298-4“domcup =U x U”
folgt: (p,q) € dom cup.

3: Aus 298-4“cup Funktion” und
aus 2“(p,q) € domcup”

folgt via 18-22: ((p, q), p-cup_q) € cup.

4: Aus 3"((p,q),p-cup_q) € cup”
folgt via 298-3: pcup.q =pUq.
b) VS gleich (p Unmenge) V (¢ Unmenge).

1: Aus VS gleich “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”
folgt via 0-19: pgU)V(¢geU).

2: Aus 298-3“cup Algebra in U” und

aus 1“(p ¢ U) V(¢ ¢ U)”
folgt via 93-13: pcupqg=U.
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Beweis 298-5 ¢) VS gleich p-cup_q =pUq.
1: Es gilt: (pUg=U)V (pUqg#U).
’Fallunterscheidung‘
pUg=U.
pUq#U.
2: Aus 1.2.Fall und
aus VS
folgt: pcup_qg #U.

3: Aus 298-4“cup Algebra in U” und
aus 2“p_cup_g #U”

folgt via 93-12: p,qEU.
4: Aus 3“p,qeU”
folgt via ElementAxiom: p, q Menge.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(p, ¢ Menge) vV (pU g =U).
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Beweis 298-5 c¢) VS gleich (p,g Menge) V (pUgq =U).
1: Nach VS gilt: (p,g Menge) V (pUgq =U).
’Fallunterscheidung‘
p,q Menge.
Aus 1.1.Fall“p,q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen a): p_cup_g =pUq.
pUq=U.

2: Aus 1.2.Fall“pUqg=U"und
aus 0/ Axiom“U Unmenge”

folgt: p U¢q Unmenge.

3: Aus 2“pUq Unmenge”
folgt via 2-8: (p Unmenge) V (¢ Unmenge).

4: Aus 3“(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”
folgt via des bereits bewiesenen b): pcup_g =U.

5: Aus 4 und
aus 1.2.Fall
folgt: pcup_qg =pUgq.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: pcup.q =pUq.

]
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298-6. Sind p, ¢ Mengen, so ist ((p,q),pNq) € cap.

298-6(Satz)

a) Aus “p € cap”folgt “IQ, P : (2, P Menge) A (p = ((2,P), 2N D))”.

b) Aus “(p,q) € cap”
folgt “3Q, P : (Q, & Menge) A (p=(Q,P))A(¢g=02NP)".

c) Aus “((p,q),r) € cap” folgt “p,q,r Menge” und “r=pnq”.

d) Aus “p,q Menge” folgt “((p,q),pNq) € cap”.

Beweis 298-6 a) VS gleich p € cap.
1.1: Aus VS gleich “p € cap”
folgt via Element Axiom: p Menge.
1.2: Aus VS gleich “p € cap”
folgt via 298-1(Def): A, P :p=((Q,9),Q2N D).
2: Aus1.2...p=((2,9),2N®)” und
aus 1.1
folgt: (22, @), 2N ) Menge.
3: Aus 24((92,@), 2N @) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ®) Menge.
4: Aus 3“(02,P) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2, ® Menge.
5: Aus 1.2“dQ,®...7,

aus 4“0, ® Menge” und
aus 1.2“...p=((Q,9),QNd)”
folgt:
30, @ : (Q, P Menge) A (p = ((2,P), 2N D)).
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Beweis 298-6 b) VS gleich (p,q) € cap.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € cap”
folgt via ElementAxiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € cap”
folgt via des bereits bewiesenen a):
30, @+ (2, @ Menge) A ((p, q) = ((2,2), 2N P)).

2: Aus 1.2, ..(p,q) = ((2,9),Q2NP)” und
aus 1.1“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=(2,P)A(g=QN D).

3: Aus 1.24d0,® : Q, & Menge...” und
aus 2“(p= () A(g=QNP)”
folgt:
3Q, P : (Q,P Menge) A (p=(2,P)) A (¢ =N D).
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Beweis 298-6 c¢) VS gleich ((p,q),r) € cap.

1.1: Aus VS gleich “((p,q),r) € cap”
folgt via Element Axiom: ((p,q),r) Menge.

1.2: Aus VS gleich “((p,q),r) € cap”
folgt via des bereits bewiesenen b):
30,01 ((p.g) = () A (r=02N7).

2: Aus 1.1“((p,q),r) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p,q),r Menge.

3.1: Aus1.2“...(p,q) = (,P)...” und
aus 2“(p,q) ... Menge”

folgt via IGP: (p=Q)A(¢=9).
3.2: Aus 2“(p,q) ... Menge”

folgt via PaarAxiom I: P, q Menge
3.3: Aus 2

folgt: r Menge

4: Aus 3.1“p=0Q...7
folgt: pNg=0Ng.

5: Aus 4 und
aus 3.1“...¢q =9”
folgt: pNg=QNae.

6: Aus 5 und
aus 1.2“...r=0QnN®&”
folgt: pNg=r.

7: Aus 6

folgt: r=phgq
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Beweis 298-6 d) VS gleich P, q Menge.

1.1: Aus VS gleich “p, ¢ Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “p... Menge”
folgt via 2-24: p M q Menge.

1.3: Aus VS gleich “p,q¢ Menge”
folgt: Q0,0 : (Q=p) A (P =gq).

2.1: Aus 1.1“(p,q) Menge” und
aus 1.2“pMNq Menge”
folgt via PaarAxiom I: ((p,q),p N q) Menge.

2.2: Aus 1.3“...Q=p...” und
aus 1.3“... & =¢q"
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (p,q).

2.3: Aus1.3“..Q=p...7
folgt: QNdé=pnNne.

3: Aus2.3“QNP=pNP” und
aus 1.3“...¢ =q"
folgt: QNd=pny.

4: Aus 2.24(Q,®) = (p,q)” und
aus 3“QNP=pngq”

folgt via Paar Axiom I: (2,9), 2N P) = ((p,q),pNq).
5: Aus 4
folgt: (), pNg) = (2, ®),2N ).

6: Aus 1.3“3Q0,d...7,
Aus 5“((p,q),pNq) = ((2,?),2NP)” und
aus 2.1“((p,q),pNq) Menge”
folgt via 298-1(Def): ((p,q),pNq) € cap.

]
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298-7. cap ist eine Algebra in U.
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298-7(Satz)
a) cap Relation.
b) cap Funktion.
c) domcap=U X U.
d) rancap =U.
e) cap:U XU —U.

£) cap Algebra in U.

Beweis 298-7 a)

o € cap.

2: Aus Themal“«a € cap”
folgt via 298-6:

3Q,® : (2, P Menge) A (a = ((2,P), 2N D).

3.1: Aus 2“...Q,P Menge...”

folgt via Paar Axiom I: (©, ®) Menge.

3.2: Aus 2“...® Menge...”

folgt via 2-24: QNP Menge.

4: Aus 3.14(,®) Menge” und
aus 3.2“0Q N d Menge”

folgt via 6-8: (Q,9),QNP)eU xU.
5: Aus2“...a=((2,9),2N®)” und
aus 4
folgt: aelUdxU.
Ergo Themal: Va: (o €cap) = (€U xU).
Konsequenz via 0-2(Def): cap CU X U.

Konsequenz via 10-1(Def):

cap Relation.
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Beweis 298-7 b)
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(v, B), (@) € cap.

2.1:

2.2:

: Aus 2.1%...

Aus Themal.1“(a,f3)... € cap”
folgt via 298-6:

3Q, 0 : (2, P Menge) A (= (2,P)) A (B=0ND).

Aus Themal.1“...(«,7) € cap”
folgt via 298-6:

AU, T : (@, T Menge) A(a= (¥, T)A(y=UNT).

a=(Q,9)...” und
aus 2.2, ..a=(¥,1)...”

folgt: (Q,Q) = (P, 7T).
: Aus 3¢(2,®) = (U, Y)” und

aus 2.1“...Q, ® Menge...”

folgt via IGP: (Q=T)A(D=T).

: Aus 4¢“Q=v...7
folgt: QNd=TvnNao.

: Aus 5 und

aus 4“... =77

folgt: QNeé=vNT.
D Aus 2.1¢...6=0QNd” und

aus 6

folgt: B=¥NT.

: Aus 7 und

aus 2.2, ..y =¥ NY”

folgt: B =n7.

Ergo Themai.1: Vo, 8,7 : (e, B), (o, y) € cap)

1.

= (8=")

2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2: Aus 1.2“cap Relation” und

aus Al gleich “Va, 5,7 : ((a, f), (,7y) € cap) = (B=7)"
folgt via 18-18(Def):

cap Relation.

cap Funktion.
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Beweis 298-7 c)

Themal.1 a € dom cap.
2.1: Aus Themal.1“«a € domcap”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.1“«a € domcap”
folgt via 7-T7: 3Q : (o, ) € cap.

3: Aus 2.2 .. (a,Q) € cap”
folgt via 298-6:
3, W : (&, U Menge) A (a = (P, ¥)).

4: Aus 3“...®, U Menge...”

folgt via 6-8: (P, V) el xU.
5: Aus3“...a=(P,¥)” und
aus 4
folgt: acelUxU.
Ergo Themal.1: Va: (o € domcap) = (o €U X U).

Konsequenz via 0-2(Def): Al| “domcap CU x U”
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Beweis 298-7 ¢) ...

Themal.2 aclUUxU.
2.1: Aus Themal.2“ac U xU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.2“ac U xU”
folgt via 6-8: 3Q, & : (2, P Menge) A (a = (2, D)).

3.1: Aus2.2“ ..a=(0,9)”
folgt via PaarAxiom I: (a, QN D) = ((, D), 2N D).

3.2: Aus 2.2¢...Q,® Menge...”

folgt via 298-6: ((2,9),Q2N P) € cap.
4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: (a, QN D) € cap.
5: Aus 4“(a, QN P) € cap”
folgt via 7-5: « € dom cap.
Ergo Themal.2: Va: (a el xU) = (a € dom cap).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “U x U C domcap”

1.3: Aus Al gleich “domcap CU xU” und
aus A2 gleich “U x U C domcap”
folgt via Gleichheits Axiom: domcap =U x U.
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Beweis 298-7 d)
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3.

1: Aus Themal“a cU”
folgt via Element Axiom:

2: Aus 1“a Menge” und

aus 1“a Menge”
folgt via 298-6:

1: Aus 2“((ov, ), aNa) € cap”
folgt via 7-5:

3.2: Via 2-14 gilt:

4: Aus 3.1 und

aus 3.2
folgt:

acelU.

a Menge.

(o, ), N @) € cap.

a N« € rancap.

aNoa=ca.

« € ran cap.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

ef)

1.1:
1.2:
1.3:

2.e):

3.f):

Via des bereits bewiesenen b) gilt:
Via des bereits bewiesenen c) gilt:

Via des bereits bewiesenen d) gilt:

Aus 1.1%“cap Funktion” ,

aus 1.2“domcap=U xU” und
aus 1.3%“rancap=U"

folgt via 21-2:

Aus 2.e)“cap: U XU — U
folgt via 93-5(Def):

Va: (o € U) = (a € rancap).

rancap = U.

cap Funktion.
domcap=U x U.

rancap = U.

cap: U XU — U.

cap Algebra in U.
O
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298-8. Sind p,q Mengen so gilt p_.cap_¢ = p N q. Diese Gleichung ist auch fiir
p = q = U richtig.

298-8(Satz)
a) Aus “p,q Menge” folgt “pcap.g=pNq”.
b) Aus “(p Unmenge)V (¢ Unmenge)” folgt “p_cap_g=U"".

c) “pcapg=pnq”genau dann, wenn “(p,q Menge)V (p=q=U)".

ALG-Notation.

Beweis 298-8 a) VS gleich p,q Menge.

1: Aus VS gleich “p, g Menge”
folgt via 6-8: (p,q) €U x U.

2: Aus 1“(p,q) €U xU” und
aus 298-7T“domcap =U x U”
folgt: (p,q) € dom cap.

3: Aus 298-7“cap Funktion” und
aus 2“(p,q) € domcap”

folgt via 18-22: ((p,q), pcap_q) € cap.

4: Aus 3"((p, q),p-cap-q) € cap”
folgt via 298-6: p-cap.q =pNgq.
b) VS gleich (p Unmenge) V (¢ Unmenge).

1: Aus VS gleich “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”
folgt via 0-19: pgU)V(¢geU).

2: Aus 298-6“cap Algebra in &/” und

aus 1“(p ¢ U)V (¢ ¢ U)”
folgt via 93-13: pcapq=U.
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Beweis 298-8 ¢) VS gleich p-cap_qg =pNgq.
1: Es gilt: (pNg=U)V (pNg#U).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall pNg=U.
2.1: Aus1.1.Fall“png=U"
folgt via 2-18: p=U.
2.2: Aus1.1.Fall“png=U"

folgt via 2-18: g=U.

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: p=q=U.

1.2.Fall pNqg#U.

2: Aus 1.2.Fall und
aus VS
folgt: pcap-q #U.

3: Aus 298-T“cap Algebra in U” und
aus 2“p_capg #U”
folgt via 93-12: p,q EU.

4: Aus 3“p,qeU”
folgt via Element Axiom: P, q Menge.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(P, ¢ Menge) V (p = ¢ = U).
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Beweis 298-8 c¢) VS gleich (p,q Menge) V (p=q=U).

1: Nach VS gilt: (p,q Menge) V (p=q=U).
’Fallunterscheidung‘

p,q Menge.

Aus 1.1.Fall“p,q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen a): p_cap_g =pnNgq.

2.1: Aus1.2.Fall“p=...=U"und
aus 0/ Axiom“U Unmenge”
folgt: p Unmenge.

2.2: Aus1.2.Fall“p=...=U"
folgt: pNg=UNgq.

hS!
I

L)
|
Ny

3.1: Aus 2.1“p Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen b): pcapqg=U.

3.2: Aus2.2“pNg=UNg” und
aus 1.2.Fall“...q =U" folgt: pNg=UNU.

4: Via 2-17 gilt: unu=1uUu.

5: Aus 3.2 und

aus 4

folgt: pNg=U.
6: Aus 3.1 und

aus 5

folgt: p-cap-g =png.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: p_cap.g =pnNyq.

O
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298-9. Sind p, ¢ Mengen, so ist ((p,q),p \ q) € stm.
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298-9(Satz)

a) Aus “p € stm” folgt “3IQ, @ : (Q, D Menge) A (p = ((2,P),Q2\ P))”.

b) Aus “(p,q) € stm”

folgt “3Q,® : (Q, & Menge) A

d) Aus “p,q Menge” folgt “((p,q),p\ q) € stm”.

(p=(2,®)A(g=0Q\®)".

c) Aus “((p,q),r) € stm” folgt “p,q,r Menge” und “r =p\ q”.

Beweis 298-9 a) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “p € stm”
folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “p € stm”
folgt via 298-1(Def):

Aus 1.24. . .p=((Q2,20),Q\ ®)” und

aus 1.1
folgt:

: Aus 24((Q,2),Q\ ©) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3“(02,®) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.2¢3Q,9...7

aus 4“0, ® Menge” und
aus 1.2, ..p=((,9),Q\ ®)”
folgt:

p € stm.

p Menge.

30,0 p=((Q,),0\ d).

((Q,®),Q\ @) Menge.

(Q, @) Menge.

2, ® Menge.

30, @ : (Q,® Menge) A (p = ((2,P), 2\ P)).
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Beweis 298-9 b) VS gleich (p,q) € stm.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € stm”

1.

2:

folgt via ElementAxiom: (p, q) Menge.

Aus VS gleich “(p,q) € stm”
folgt via des bereits bewiesenen a):
30, @+ (€2, @ Menge) A ((p, q) = (2, ), 2\ ©)).

: Aus 1.2 .. (p,q) = ((2,9),Q\ ®)” und

aus 1.1“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=(2,P)A(g=Q\ D).

: Aus 1.249Q, P : Q2. & Menge...” und

aus 2“(p=(2,2)) A (g =Q\ )"
folgt:
° 3Q,® : (2,P Menge) A (p = (2,P)) A (g =02\ D).



Algebra #298 265

Beweis 298-9 c) VS gleich ((p,q),r) € stm.
1.1: Aus VS gleich “((p,q),r) € stm”
folgt via Element Axiom: ((p,q),r) Menge.
1.2: Aus VS gleich “((p,q),r) € stm”
folgt via des bereits bewiesenen b):
300 ((pg) = (0, Q) A (r=Q\ D).
2: Aus 1.1“((p,q),r) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p,q),r Menge.
3.1: Aus1.2“...(p,q) = (,P)...” und
aus 2“(p,q) ... Menge”
folgt via IGP: (p=Q)A(¢=9?).
3.2: Aus 2“(p,q) ... Menge”
folgt via PaarAxiom I: P, q Menge
3.3: Aus 2
folgt: r Menge
4: Aus 3.1“p=0Q...7
folgt: p\qg=02\q.
5: Aus 4 und
aus 3.1“...q=9”
folgt: p\qg=Q\ .
6: Aus 5 und
aus 1.2“...r=Q\ ®”
folgt: p\qg=r.
7: Aus 6

folgt: r=p\q
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Beweis 298-9 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p, ¢ Menge”
folgt via PaarAxiom I:

1.2: Aus VS gleich “p... Menge”
folgt via 94-6:

1.3: Aus VS gleich “p, ¢ Menge”
folgt:

2.1: Aus 1.1“(p,q) Menge” und
aus 1.2p \ ¢ Menge”
folgt via PaarAxiom I:

2.2: Aus 1.3“...Q=p...”7 und
aus 1.3“... & =g¢q"
folgt via PaarAxiom I:

2.3: Aus1.3“..Q=p...7
folgt:

3: Aus 2.3“Q\ @ =p\ " und
aus 1.3“...¢ =¢q"
folgt:

4: Aus 2.2“(Q,®) = (p,q)” und
aus 3“Q\ ¢ =p\ ¢”
folgt via PaarAxiom I:

5: Aus 4
folgt:

6: Aus 1.3“3Q0,d...7,

Aus 5“((p,q),p\ q) = ((,®),Q\ ®)” und
aus 2.1%((p, q),p \ q) Menge”
folgt via 298-1(Def):

Algebra #298

p,q Menge.

(p, q) Menge.

p \ ¢ Menge.

3,0 : (Q=p) A (P =9q).

((p;9),p\ q) Menge.

(€2, @) = (p, ).
Q\d=p\ .
Q\®=p\q

((2,2),Q\ @) = ((p,9),p\ @)

(P @)p\q) = ((Q2,2),Q2\ D).

((p,a),p\ q) € stm.
0
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298-10. stm ist eine Algebra in U.

298-10(Satz)

a) stm Relation.

b) stm Funktion.

c) domstm=U xU.
d) ranstm =U.

e) stm:U XU —U.

f) stm Algebra in U.

Beweis 298-10 a)

a € stm.

2: Aus Themal“« € stm”
folgt via 298-9:
3Q, P : (2, P Menge) A (a = ((2,P),Q\ D).

3.1: Aus 2“...Q,P Menge...”
folgt via Paar Axiom I: (©, ®) Menge.

3.2: Aus 2“...Q... Menge...”
folgt via 94-6: Q\ & Menge.

4: Aus 3.14(2,®) Menge” und
aus 3.2“Q \ & Menge”

folgt via 6-8: ((Q,9),Q\ Q) e xU.
5: Aus2“...a=((Q,9),Q\ ®)” und
aus 4
folgt: aeldxU.
Ergo Themal: Vo : (o €stm) = (€U xU).
Konsequenz via 0-2(Def): stm CU x U.

Konsequenz via 10-1(Def): stm Relation.
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Beweis 298-10 b)

Algebra #298

(a, ), (@,7) € stm.

2.1:

2.2:

Aus Themal.1“(a,f3)... € stm”
folgt via 298-9:

30, ® : (Q, P Menge) A (a = (Q,Q)) A (B=Q\ D).

Aus Themal.1“...(a,7) € stm”
folgt via 298-9:

U, T (P, T Menge) A= (¥, T))A(y=T\T).
cAus 2,14 .a=(2,P)...”7 und

aus 2.2, ..a=(¥,1)...”

folgt: (Q,Q) = (P, 7T).
: Aus 3¢(2,®) = (U, T)” und

aus 2.1“...Q, ® Menge...”

folgt via IGP: (Q=T)A(D=T).

: Aus 44“Q =v...7
folgt: Q\ P =V\ .

: Aus 5 und

aus 4“... o =7T"

folgt: Q\P=Uv\T.
Aus 2.14... =0\ ®” und

aus 6

folgt: f=U\T.

: Aus 7 und

aus 2.2, ..y =w\ 1"

folgt: B =n7.

Ergo Themal. 1: Va, 5,7 : ((a, B), (a,y) € stm)

1.

= (8=")

2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2: Aus 1.2%stm Relation” und
aus A1 gleich “Va, 8,7 : ((a, B), (a,y) € stm) = (8 =7)”
folgt via 18-18(Def):

stm Relation.

stm Funktion.
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Beweis 298-10 c¢)
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a € domstm.
2.1: Aus Themal.1“a € domstm”
folgt via Element Axiom: a Menge.
2.2: Aus Themal.1“a € domstm”
folgt via 7-T7: 30 : (a, ) € stm.
3: Aus 2.2 .. (a,Q) € stm”
folgt via 298-9:
3, W : (&, U Menge) A (a = (P, ¥)).
4: Aus 3“...®, U Menge...”
folgt via 6-8: (P, V) el xU.
5: Aus3“...a=(P,¥)” und
aus 4
folgt: acelUxU.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € domstm) = (o e U X U).

Al| “domstm CU x U”
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Beweis 298-10 c¢) ...

Themal.2 aclUUxU.
2.1: Aus Themal.2“ac U xU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.2“ac U xU”
folgt via 6-8: 3Q, & : (2, P Menge) A (a = (2, D)).

3.1: Aus2.2“ ..a=(0,9)”
folgt via PaarAxiom I: (a, 2\ @) = ((2,9),Q\ ).

3.2: Aus 2.2¢...Q,® Menge...”

folgt via 298-9: ((Q,9),Q2\ @) € stm.
4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: (a, 2\ @) € stm.
5: Aus 4“(a,Q\ @) € stm”
folgt via 7-5: « € domstm.
Ergo Themal.2: Va: (a el xU) = (o € domstm).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “U x U C domstm”

1.3: Aus Al gleich “domstm CU xU” und
aus A2 gleich “U x U C domstm”
folgt via Gleichheits Axiom: domstm =U x U.
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Beweis 298-10 d)
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1.2:

3.1:

3.2:

1.1:

Aus Themal“a e U”
folgt via Element Axiom:

Via 0/ Axiom gilt:

: Aus 1.1“a Menge” und

aus 1.2“0 Menge”
folgt via 298-9:

Aus 2“((a,0),a\ 0) € stm”
folgt via 7-5:

Via 5-11 gilt:

: Aus 3.1 und

aus 3.2
folgt:

((a,0), \ 0) € stm.

acelU.

a Menge.

0 Menge.

a\ 0 € ranstm.

a\0=a.

« € ranstm.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

ef)

1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

1.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

1.3: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

2.e): Aus 1.1%stm Funktion”,
aus 1.2“domstm =U x U” und
aus 1.3“ranstm =U"
folgt via 21-2:

3.f): Aus2.e)“stm: U xU —U"
folgt via 93-5(Def):

Va: (e € U) = (o € ranstm).

ranstm = U.

stm Funktion.
domstm=U x U.

ranstm = U.

stm: U XU — U.

stm Algebra in U.
O
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298-11. Sind p,q Mengen so gilt p_stm_g = p\ ¢. Diese Gleichung ist auch fiir
p = U und g = 0 richtig. Die Gleichung p \ ¢ = U ist genau dann richtig, wenn
p=U und ¢ = 0.

298-11(Satz)

a) Aus “p,q Menge” folgt “pstm_qg=p\ q”.

b) Aus “(p Unmenge)V (¢ Unmenge)” folgt “p_stm_qg=U"".
c) “a% =U"genau dann, wenn “x =07,

d) “a2¢ =07 genau dann, wenn “x =U".

e) “p\q=U"genau dann, wenn “(p=U) A (¢ =0)

) “pstmg=p\q”
genau dann, wenn “(p,q Menge) V (p =U) N (¢ =0))”.

ALG-Notation.

Beweis 298-11 a) VS gleich p,q Menge.

1: Aus VS gleich “p,q Menge”
folgt via 6-8: (p,q) €U X U.

2: Aus 1“(p,q) €U xU” und
aus 298-10“domstm =U x U”
folgt: (p,q) € domstm.

3: Aus 298-10“stm Funktion” und
aus 2“(p,q) € domstm”

folgt via 18-22: ((p,q), p-stm_q) € stm.

4: Aus 3“((p,q),p-stm_gq) € stm”
folgt via 298-9: pstmg=np\q.
b) VS gleich (p Unmenge) V (¢ Unmenge).

1: Aus VS gleich “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”
folgt via 0-19: pgU)V(¢geU).

2: Aus 298-9“stm Algebra in U” und

aus 1“(p ¢ U) V (¢ ¢ U)”
folgt via 93-13: pstm_g=1U.
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Beweis 298-11 c¢)

1: Via 3-10 gilt:

2: Aus 1
folgt:

d)
1: Via 3-11 gilt:

2: Aus 1
folgt:

e) VS gleich

1: Via 5-10 gilt:

2: Aus 1 und
aus VS folgt:

3: Aus 2“png¢® =U"

folgt via 2-18:
4.1: Aus 3

folgt:

4.2: Aus3“...¢“=U"

folgt via des bereits bewiesenen c):

e) VS gleich

1: Aus VS gleich “...q=0"

folgt:
2: Via 5-11 gilt:

3: Aus 1 und
aus 2
folgt:

4: Aus 3 und

aus VS gleich “p=U..."

folgt:
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(p=U)N(q=0).

p\qg=p\0.
p\0=p.
p\q=p.

p\qg=U.
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Beweis 298-11 f) VS gleich pstmg=np\q.
1: Es gilt: (P\a=U)V(p\q#U).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall p\qg=U.
Aus 1.1.Fall“p\q=U"
folgt via des bereits bewiesenen e): (p=U)A(¢g=0).
1.2.Fall p\qg#U.
2: Aus 1.2.Fall und
aus VS
folgt: pstm_qg #U.
3: Aus 298-10“stm Algebra in U” und
aus 2“pstm_g #U”
folgt via 93-12: p,qEU.
4: Aus 3“p,qel”
folgt via Element Axiom: P, q Menge.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(P, ¢ Menge) V ((p = U) A (¢ = 0)).
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Beweis 298-11 f) VS gleich (p,q Menge) V ((p=U) A (g =0)).
1: Nach VS gilt: (p,g Menge) V ((p=U) A (¢ = 0)).
’Fallunterscheidung‘
p,q Menge.
Aus 1.1.Fall“p,q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen a): pstm_g=p\q.
(p=U)A(a=0).

2.1: Aus 1.2.Fall“p=U..." und
aus 0/ Axiom“U Unmenge”

folgt: p Unmenge.
2.2: Aus1.2.Fall“(p=U)A (¢ =0)"

folgt via des bereits bewiesenen e): p\qg=U.

3: Aus 2.1“p Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen b): pstm_g=U.

4: Aus 3 und
aus 2.2
folgt: pstm_g=p\q.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: pstm_qg=p\q.

]
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298-12. Sind p, g Mengen, so ist ((p, q), pAq) € Dlt.

298-12(Satz)

a) Aus “p € DIt” folgt “3Q, ® : (2, & Menge) A (p = ((2, D), QAD))”.

b) Aus “(p,q) € DIt”
folgt “3Q,® : (Q, & Menge) A (p = (2, D)) A (¢ = QAD)”.

c) Aus “((p,q),r) € DIt” folgt “p,q,r Menge” und “r = pAq”.

d) Aus “p,q Menge” folgt “((p,q),pAq) € DIt”.

Beweis 298-12 a) VS gleich p € DIt.
1.1: Aus VS gleich “p € DIt”

folgt via Element Axiom: p Menge.
1.2: Aus VS gleich “p € DIt”

folgt via 298-1(Def): A, P :p = ((Q, D), QAD).

2: Aus1.2“...p=((22,2),Q2A®)” und
aus 1.1
folgt: ((Q, D), QAP) Menge.

3: Aus 2“((92, @), QAP) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ®) Menge.

4: Aus 3“(02,P) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2, ® Menge.

5: Aus 1.2“dQ,®...7,
aus 4“0, ® Menge” und
aus 1.2“...p = ((Q, ), QAD)”
folgt:
30, & : (Q, & Menge) A (p = ((2, D), QAD)).
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Beweis 298-12 b) VS gleich (p,q) € Dlt.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € DIt”

1.

2:

folgt via ElementAxiom: (p, q) Menge.

Aus VS gleich “(p,q) € DIt”
folgt via des bereits bewiesenen a):
3, @2 (2, Menge) A ((p, q) = (2, ), QAD)).

: Aus 1.2 .. (p,q) = ((2,9),QAP)” und

aus 1.1“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=(,P)) A (¢g=QAD).

: Aus 1.249Q, P : Q2. & Menge...” und

aus 2“(p = (2, ®)) A (g = QAD)”
folgt:
3Q,® : (2,P Menge) A (p = (2, D)) A (¢ = QAD).
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Beweis 298-12 c) VS gleich ((p,q),r) € Dlt.

1.1: Aus VS gleich “((p,q),r) € DIt”
folgt via Element Axiom: ((p,q),r) Menge.

1.2: Aus VS gleich “((p,q),r) € DIt”
folgt via des bereits bewiesenen b):
90,0 (p,g) = (2, @) A (r = QAD).

2: Aus 1.1“((p,q),r) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p,q),r Menge.

3.1: Aus1.2“...(p,q) = (,P)...” und
aus 2“(p,q) ... Menge”

folgt via IGP: (p=Q)A(¢=9).
3.2: Aus 2“(p,q) ... Menge”

folgt via PaarAxiom I: p,q Menge
3.3: Aus 2

folgt: r Menge

4: Aus 3.1“p=0Q...7
folgt: pAqg = QAq.

5: Aus 4 und
aus 3.1“...q=9”
folgt: pAg = QAD.

6: Aus 5 und
aus 1.2%...r = QAdD”
folgt: pAg =rT.

7: Aus 6

folgt: r = pAq
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Beweis 298-12 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p, ¢ Menge”
folgt via PaarAxiom I:

1.2: Aus VS gleich “p,q Menge”
folgt via 213-10:

1.3: Aus VS gleich “p,q Menge”
folgt:

2.1: Aus 1.1“(p,q) Menge” und
aus 1.2“pAqg Menge”
folgt via PaarAxiom I:

2.2: Aus 1.3“...Q=p...”7 und
aus 1.3“... & =¢q"
folgt via PaarAxiom I:

2.3: Aus1.3“..Q=p...7
folgt:

3: Aus 2.3“OQAP = pAd®” und
aus 1.3“...¢ =¢q"
folgt:

4: Aus 2.2“(Q,®) = (p,q)” und
aus 3“QAP = pAg”
folgt via PaarAxiom I:

5: Aus 4
folgt:

6: Aus 1.3“3Q0,d...7,

Aus 5“((p, q),pAq) = ((Q, @), QAP)” und

aus 2.1%((p, q), pAq) Menge”
folgt via 298-1(Def):
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p,q Menge.

(p, q) Menge.

pAq Menge.

3,0 : (Q=p) A (P =9q).

((p,q), pPAq) Menge.

(2,®) = (p,q)
OAD = pAD.
QAP = pAg.

((2, @), QA®) = ((p, q), pPAq).

((p,q),PAq) = (2, ®), QAD).

((p,q9),pAq) € Dlt.
0
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298-13. DIt ist eine Algebra in U.

298-13(Satz)

a) DIt Relation.

b) DIt Funktion.

c) domDlt =U x U.
d) ranDlt =U.

e) Dlt:UxU —U.
f) DIt Algebra in U.

Beweis 298-13 a)

« € Dlt.

2: Aus Themal“«a € DIt”
folgt via 298-12:
3Q, ® : (2, Menge) A (a = ((2, P), QAD).

3.1: Aus 2“...Q,P Menge...”
folgt via Paar Axiom I: (©, ®) Menge.

3.2: Aus 2“...Q,P Menge...”
folgt via 213-10: QAP Menge.

4: Aus 3.14(,®) Menge” und
aus 3.2“QAP Menge”

folgt via 6-8: ((Q,9),QA®) e U x U.
5: Aus 2“...a=((Q,9),QAd)” und
aus 4
folgt: aelUdxU.
Ergo Themal: Va: (o € Dlt) = (e €U xU).
Konsequenz via 0-2(Def): Dt CU xU.

Konsequenz via 10-1(Def): DIt Relation.
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Beweis 298-13 b)
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Themat.1]

2.1:

2.2:

Aus Themal.1“(a,f3)... € DIt”

folgt via 298-12:

3Q, & : (Q,® Menge) A (a = (2, D)) A (8 = QAD).

Aus Themal.1“...(a,7) € DIt”

folgt via 298-12:

U, T : (@, T Menge) A (= (¥, 1)) A (y = VAT).

Aus 2,14 .a=(Q,D)..
aus 2.2, ..a= (¥, T)...

folgt:

: Aus 3¢(2,0) = (U, 1)” u
aus 2.1“...€Q, ® Menge. .

folgt via IGP:

D Aus 44Q =w...7

folgt:

: Aus 5 und

aus 4“... o =7T"
folgt:

: Aus 2.1¢... 6 =0QA®” und

aus 6
folgt:

: Aus 7 und

aus 2.2%. ..y =VAY”
folgt:

.7 und

nd

2

(e, B), (o, y) € Dlt.

(Q,®) = (T, 7).

(Q=T)A(D=T).

QAP = VAD.

QAP = TAT.

Ergo Themal.1:

1.

Va, 8,7 : ((a, 8), (@, 7) € DIt) = (8 =7)

2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: DIt Relation.

2: Aus 1.2“Dlt Relation” und

aus Al gleich “Va, 5,7 : ((o, 8), (a,y) € Dlt) = (f=7)”
folgt via 18-18(Def):

DIt Funktion.
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o € dom DIt.
2.1: Aus Themal.1“a € domDIt”
folgt via Element Axiom: a Menge.
2.2: Aus Themal.1“a € domDIt”
folgt via 7-T7: 30 : (a,2) € DIt.
3: Aus 2.2“...(a,Q) € DIt”
folgt via 298-12:
3, W : (&, U Menge) A (a = (P, ¥)).
4: Aus 3“...®, U Menge...”
folgt via 6-8: (P, V) el xU.
5: Aus3“...a=(P,¥)” und
aus 4
folgt: acelUxU.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € domDlt) = (. e U x U).

Al| “domDt CU x U”
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3.2: Aus 2.2¢...Q,® Menge...”
folgt via 298-12:

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:

5: Aus 4“(a, QAD) € DIt”
folgt via 7-5:

a €U XU.
2.1: Aus Themal.2“ac U xU”

folgt via Element Axiom: a Menge.
2.2: Aus Themal.2aclUU xU”

folgt via 6-8: 3Q, & : (2, P Menge) A (a = (2, D)).
3.1: Aus2.2“ ..a=(0,9)”

folgt via PaarAxiom I: (o, QAD) = ((2, D), QAD).

(Q,®),QAP) € Dlt.

(a, QAD) € Dlt.

o € dom Dlt.

Ergo Themal.2:
Konsequenz via 0-2(Def):
1.3: Aus Al gleich “domDIit CU xU” und

aus A2 gleich “U x U C domDIt”
folgt via Gleichheits Axiom:

Va: (aeUU xU) = (o € domDlt).

A2] “U xU C domDIt”

domDlt =U x U.
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1.2:

3.1:

3.2:

1.1:

Aus Themal“a e U”
folgt via Element Axiom:

Via 0L/ Axiom gilt:

: Aus 1.2“0 Menge” und

aus 1.1“a Menge”
folgt via 298-12:

Aus 2“((0, ), 0Ac) € DIt”
folgt via 7-5:

Via 5-35 gilt:

: Aus 3.1 und

aus 3.2
folgt:

acelU.

a Menge.

0 Menge.

((0,),0A«) € Dlt.

0Aa« € ran Dlt.

0Aa = a.

« € ran DIt.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

ef)

1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:
1.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

1.3: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

2.e): Aus 1.1“DIt Funktion” ,
aus 1.2“domDlt =U x U7 und
aus 1.3“ranDlt =U"
folgt via 21-2:

3.f): Aus2.e)“Dlt: U xU —U"
folgt via 93-5(Def):

Va: (o € U) = (a € ranDlt).

ran DIt = U.

DIt Funktion.
domDlt=U x U.
ranDIt = U.

Dit:U xU —U.

DIt Algebra in U.
O
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298-14. Sind p,q Mengen so gilt p_Dlt.¢ = pAgq. Diese Gleichung ist auch fiir
p = ¢“ richtig.

298-14(Satz)

a) Aus “p,q Menge” folgt “pDlt_q = pAq”.
b) Aus “(p Unmenge)V (¢ Unmenge)” folgt “p_Dlt_g=U"".
c) “xAy=U"genau dann, wenn “((zrUy=U)A(zNy=0))".

) “((zUy=U)A(zNy=0))"
genau dann, wenn “x¢ =1y’ genau dann, wenn “y¢ =x”.

e) xzAz¢ =U.
) 2CAx =U.

c _ 7

g) “axAy=U"genau dann, wenn “x y”.

”

h) “zAy=U"genau dann, wenn “y¢ = x

i) “pDlt.g =pAq”
genau dann, wenn “(p,q Menge)V (pUqg=U)N(pNg=0))”.

j) “pDlt_q = pAq” genau dann, wenn “(p,q Menge) V (p© =q)”.
k) “p_Dlt_g = pAq” genau dann, wenn “(p,q Menge) V (¢© =p)”.
1) “pDit_p® = pAp® =U".

m) “p® Dlitp=p°Ap=U".

ALG-Notation.
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Beweis 298-14 a) VS gleich P, q Menge.

1: Aus VS gleich “p, g Menge”
folgt via 6-8: (p,q) €U X U.

2: Aus 1“(p,q) €U xU” und
aus 298-13“dom DIt =U x U”
folgt: (p,q) € domDlt.

3: Aus 298-13“DIt Funktion” und
aus 2“(p,q) € domDIt”

folgt via 18-22: ((p,q),p-Dlt_q) € Dlt.

4: Aus 3“((p,q),p-Dlt_q) € DIt”
folgt via 298-12: p_Dlt_g = pAgq.
b) VS gleich (p Unmenge) V (¢ Unmenge).

1: Aus VS gleich “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”
folgt via 0-19: (pgU)V (ggU).

2: Aus 298-12“DlIt Algebra in U” und
aus 1“(p g U) V (¢ ¢ U)”

folgt via 93-13: pDltg=U.
c)
1: Via 5-27 gilt: Ay = (xUy)\ (zNy).
2: Aus 1
folgt: (zAy =U) < ((zUy)\ (zNy) =U).

3: Via 298-11 gilt:  ((zUy)\(zNy)=U) e (zUy=U)A(zNy=0)).

4: Aus 2 und
aus 3
folgt: (xAy=U) < (xUy=0)A(zNy=0)).
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Beweis 298-14 d) VS gleich (xUy=U)A(zNy=0).
1.1: Aus VS folgt: xUy=U.
1.2: Aus VS gleich “...zNy =07
folgt via 213-14: Ny =y.
2: 2022720 Nu 1i1ﬂlzcﬂ(ycuy) DG (z¢ Nz)U (2 Ny) =y (2% Ny)
2-17 1.2
= "Ny =uy.
3: Aus 2
folgt: ¢ =y.

d) VS gleich ¢ =y.

1: Aus VS gleich “2¢ =y”

folgt: (29)¢ = y©.
2: Via 3-4 gilt: (29)° = .
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: r =y°.
4: Aus 3
folgt: y© = .
d) VS gleich y© = x.
1.1: zUy ZyCuy " EYyuyt = u.
1.2: xﬂygycﬂym:;myﬂycg’;ﬁ().
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (xUy=U)N(xNy=0).
ef)
1: 2AzC P2 (U9 \ (2N 2C) 22U\ (2na2€) U\ 02 U,
2.e): Aus 1
folgt: rAz® =U.
3: Via FSA gilt: 29 Azr = 2AzC.

4.f): Aus 3 und
aus 2.e)
folgt: “Ar=U.
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1.1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:
(zAy=U) < (xUy=U) AN (zNy=0)).
1.2: Via des bereits bewiesenen d) gilt:
(zUy=U)A(zNy=0)) & (2 =y).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (zAy =U) & (¢ = y).
h)
1.1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:
(zAy=U) < (xUy=U) AN (zNy=0)).
1.2: Via des bereits bewiesenen d) gilt:
(zUy=U)A(zNy=0)) < (y° = ).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (zAy =U) & (y° = x).
i) VS gleich p_Dlt_g = pAg.
1: Es gilt: (pAq=U)V (pAg #U).
’Fallunterscheidung‘
pAg=U.
Aus 1.1.Fall“pAq=U"
folgt via des bereits bewiesenen c): (pUg=U)N(pNgq=0)).
PAG £ U.
2: Aus 1.2.Fall und
aus VS
folgt: p-Dlt.g #U.
3: Aus 298-13“DlIt Algebra in Y4” und
aus 2“p Dlt_g A#U”
folgt via 93-12: p,q EU.
4: Aus 3“p,qelU”
folgt via Element Axiom: p,q Menge.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(p,q Menge) V ((pUq =U) A (png=0)).
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Beweis 298-14 i) VS gleich  (p,q Menge) V (pUqg=U) A (pNq=0)).

1: Nach VS gilt: (p,q Menge) V ((pUg=U) A (pNqg=0)).
’Fallunterscheidung‘
p,q Menge.
Aus 1.1.Fall“p,q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen a): p_Dlt_g = pAg.
(pUg=U) A(pNq=0).

2.1: Aus1.2.Fall“pUg=U..." und
aus 0/ Axiom“U Unmenge”

folgt: p U ¢ Unmenge.
2.2: Aus 1.2.Fall“(pUg=U)A(pNg=0)

folgt via des bereits bewiesenen c): pAg=U.
3: Aus 2.1“pUq Unmenge”

folgt via 2-8: (p Unmenge) V (¢ Unmenge).
4: Aus 3“(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”

folgt via des bereits bewiesenen b): pDlt.g=U.
5: Aus 4 und

aus 2.2

folgt: p-Dlt_g = pAg.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: p-Dlt_qg = pAgq.

3
1.1: Via des bereits bewiesenen i) gilt:
(p-Dlt_g = pAq) < ((p,q Menge) V (pUg=U) A (pN g =0))).
1.2: Via des bereits bewiesenen d) gilt:
(pUg=U)A(pNg=0) « (b =q).

2: Aus 1.1 und
aus 1.2

folgt: (p-Dlt_g = pAq) < ((p, ¢ Menge) V (p© = q)).
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Beweis 298-14 k)

1.1: Via des bereits bewiesenen i) gilt:
(p-Dlt_g = pAq) < ((p,q Menge) V ((pUgq=U) A (pNgq=0))).

1.2: Via des bereits bewiesenen d) gilt:
(pUg=U)A(pNg=0)) & (¢° =p).

2: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt: (p-Dlt_g = pAq) < ((p, g Menge) V (¢ = p)).
1)
1: Aus “pY = p®”
folgt via des bereits bewiesenen j): p_Dlt_p® = pAp©
2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: pAp® =U

m)

1: Aus “p© = p@”

folgt via des bereits bewiesenen k): p® Dlt_p = p“Ap

2: Via des bereits bewiesenen f) gilt: p“Ap =U
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Mengenlehre: x injektiv auf E.
Ersterstellung: 23/06/14 Letzte Anderung: 23/06/14
299-1. Klassen konnen, miissen aber nicht injektiv sein. Es kommt vor, dass

Klassen nur “lokal injektiv” sind. Préziser gesagt kann es vorkommen, dass eine
Klasse injektiv “auf E” ist.

299-1(Definition)

“z injektiv auf E” genau dann, wenn

“Va, 8,7 (o, 8),(7,8) €z) Ao,y € B)) = (a=7)".
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299-2. Ist x injektiv auf £ und gilt e C E, so ist x inektiv auf e. Ist x injektiv, so
ist x injektiv auf E. dom x kommt bei der Untersuchung der Injektivitit besondere
Bedeutung zu.

299-2(Satz)
a) Aus “x injektiv auf E” und “e C E7 folgt “x injektiv auf e” .
b) Aus “x ingektiv” folgt “x injektiv auf E7.
c) Aus “x injektiv auf E” und “domx C E” folgt “x injektiv” .

d) “x injektiv” genau dann, wenn “x injektiv auf domax”.

Beweis 299-2 a) VS gleich (x injektiv auf E) A (e C E).
(0, 8), (7, B) € x) A e,y € e).

2: Aus VS gleich “...a,vy € e” und
aus VS gleich “...e C E”
folgt via 0-4: o,y € L.

3: Aus Themal“(a,f),(v,8) €x...”,
aus 2“a,y € E7 und
aus VS gleich “z injektiv auf E'...”

folgt via 299-1(Def): a=-.
Ergo Themai: Va, 8,7 (. 8), (7, B) € e) AMa,y € ¢)) = (a= 7).
Konsequenz via 299-1(Def): x injektiv auf e.
b) VS gleich x injektiv.
(. ), (7, 8) € 2) A (a7 € E).

Aus Themal“(a, f), (7,5) € z...” und
aus VS gleich “x injektiv”
folgt via 8-1(Def): a=-.

Ergo Themal: va, B,7: (((a, ), (v, ) € 2) A,y € E)) = (v =1).
Konsequenz via 299-1(Def): x injektiv auf E.
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Beweis 299-2 c¢) VS gleich
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(« injektiv auf E) A (domz C E).

(@,8),(,8) € x
2.1: Aus VS gleich “(o,5)...€x...”

folgt via 7-5: a € dom x.
2.2: Aus VS gleich “...(v,5) €x...”

folgt via 7-5: v € domz.
3.1: Aus2.1“a €domz” und

aus VS gleich “...domx C E”

folgt via 0-4: ac k.
3.2: Aus 2.2y €domz” und

aus VS gleich “...domx C E”

folgt via 0-4: vye L.

4: Aus Themal“(«, ), (7, 5) € ©

aus 3.1“a € K7,

aus 3.2“y € E” und

aus VS gleich “x injektiv auf £...”

folgt via 299-1(Def): a=r.

Frgo Themat: Va, B, : (0, B), (1, 8) € 7) = (a = 7).

Konsequenz via 8-1(Def):

d) VS gleich

Aus VS gleich “x injektiv”
folgt via des bereits bewiesenen b):

d) |[ = ]| VS gleich

: Via 0-6 gilt:

2: Aus VS gleich “z injektiv auf domz”

aus 1“domx C domz”
folgt via des bereits bewiesenen c¢):

und

x injektiv.
x injektiv.
x injektiv auf dom x.

x injektiv auf dom x.

domz C dom x.

x injektiv.

]
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299-3. Ist x auf £ Ndomz injektiv, so ist x auf F injektiv.

299-3(Satz)
Die Aussagen 1), ii) sind dquivalent:
i) x ingektiv auf E.

ii) x injektiv auf E'Ndomx.
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Beweis 299-3 VS gleich x injektiv auf F.
1: Via 2-7 gilt: Endomzx C E.

2: Aus VS gleich “z injektiv auf £” und
aus 1“ENdomx C E”

folgt via 299-2: x injektiv auf £ N dom x.
VS gleich x injektiv auf £ N dom x.
(@, B), (7, 8) € 2) A (e, 7 € ).
2.1: Aus VS gleich “(a,f)...€x...”
folgt via 7-5: a € domx.

2.2: Aus VS gleich “...(v,8) €x...”
folgt via 7-5: v € domz.

3.1: Aus Themal®...«... € E7 und
aus 2.1“a € domz”
folgt via 2-2: a€ ENndomz.

3.2: Aus Themal®...v € E” und
aus 2.2y € domz”
folgt via 2-2: v € ENndomz.

4: Aus VS gleich “(«, 5), (v,6) €x...”,
aus 3.1“a € ENdomz” ,
aus 3.2“y € ENdomz” und
aus VS gleich “z injektiv auf £ Ndomx”

folgt via 299-1(Def): a=r.
Ergo Themal: va, 8,7 : (((, 8), (v, ) € ) A,y € E)) = (a = 7).
Konsequenz via 299-1(Def): x injektiv auf E.

]
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299-4. Ist x injektiv auf E, so ist auch jede TeilKlasse von x injektiv auf E.

299-4(Satz)
a) Aus “x ingektiv auf E”7und “y C x” folgt “y injektiv auf E7.

b) Aus “x injektiv auf E”und “y C z”und ‘e C E”
folgt “y injektiv aufe”.

Beweis 299-4 a) VS gleich (x injektiv auf E) A (y C z).
(e, ), (7, 8) € y) A e,y € B).

2: Aus VS gleich “(a, ), (7,8)... €y...” und
aus VS gleich “...y Cx”

folgt via 0-6: (o, B), (7, B) € x.

3: Aus 2“(a, B), (v,B) € 7,
aus VS gleich “...a,v€ E” und

aus VS gleich “x injektiv auf £...”

folgt via 299-1(Def): a=r.
Ergo Themal: Vo, ,7: (e, 8), (7, B) € y) A,y € E)) = (a =)
Konsequenz via 299-1(Def): y injektiv auf E.
b) VS gleich (x injektiv auf E) A (y Cz) A (e C E).

1: Aus VS gleich “(z injektiv auf E)A (y Cz)...”
folgt via des bereits bewiesenen a): y injektiv auf F.

2: Aus 1“y injektiv auf £” und
aus VS gleich “...e C E”
folgt via 299-2: y injektiv auf e.

[]
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299-5. Als Intermezzo wird “(p,q) € (x | E)” debattiert.

299-5(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
1) (p.g) € (= | E).

iii) “(p,q) € x”und “pe E”.

Beweis 299-5 VS gleich (p,q) € (z | E).
1: Via 258-11 gilt: (z | F) Einschrankung von z auf E.

2: Aus VS gleich “(p,q) € (z | £)” und
aus 1% (z | F) Einschrankung von z auf E”

folgt via 15-5: ((p,q) €ex)N(peE).
US gleich ((p.q) € 2) A (p € E).
1: Via 258-11 gilt: (x | E) Einschrdnkung von x auf E.

2: Aus 1“(z | £) Einschrankung von = auf £” und
aus VS gleich “((p,q) € z) AN (p € E)”
folgt via 15-5: (p,q) € (z | B).

]
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299-6. x ist genau dann injektiv auf F, wenn (z | F) injektiv ist.

299-6(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) x ingektiv auf E.

ii) (z | E) injektiv.
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Beweis 299-6 VS gleich x injektiv auf F.
1.1: Aus VS gleich “z injektiv auf E”

folgt via 299-3: x injektiv auf £ N dom x.
1.2: Via 261-1 gilt: (x| E) C .

2.1: Aus 1.1%x injektiv auf F Ndomx” und
aus 1.2“(x | E) Cz”

folgt via 299-4: (x | E) injektiv auf £ N dom z.
2.2: Via 258-11 gilt: dom (z | E) = ENdomz.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: (x | E) injektiv auf dom (z | E).
4: Aus 3“(x | F) injektiv auf dom (z | E)”
folgt via 299-2: (x | E) injektiv.
VS gleich (z | E) injektiv.
(. ), (7, 8) € 2) A (e, 7 € E).
2: Aus Themal® ((, 8), (7, 8) € z) A (a,y € E)”
folgt via 299-5: (o, B),(v,B) € (z | E).

3: Aus 2%(a,8),(v,5) € (z | £)” und
aus VS gleich “(x | E) injektiv”

folgt via 8-1(Def): a=-.
Ergo Themal: Va, 8,7 : (((a, 8), (7, 8) € ) Ao,y € E)) = (a =7).
Konsequenz via 299-1(Def): x injektiv auf E.

]
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299-7. In einem Zwischenspiel wird iiber (f | E) fiir Funktionen f nachgedacht.

299-7(Satz)

Aus “f Funktion” folgt “(f | E) : ENdom f — f[E]”
und “(f | E): ENndom f —ran f”.

Beweis 299-7 VS gleich f Funktion.
1.1: Aus VS gleich “ f Funktion”

folgt via 258-11: (f | E) Funktion.
1.2: Via 258-11 gilt: dom (f | E) = ENndom f.
1.3: Via 258-11 gilt: ran (f | E) = f[E].

2: Aus 1.1“(f | E) Funktion” ,
aus 1.2“dom (f | £) = ENdom f” und
aus 1.3“ran (f | E) = f[E]”

folgt via 21-2: (f1 E): ENndom f — f[E]

3: Via 8-10 gilt: fIE] Cran f.

4: Aus 2“(f | E): ENndom f — f[E]” und
aus 3“ f[E] Cran f”

folgt via 21-5: (f | E): ENndom f — ran f
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299-8. Mit Hilfe von Funktionen, die auf E injektiv sind, lassen sich unter
Umstédnden Klassen als Unmengen erkennen.

299-8(Satz)

Es gelte:
—) f Funktion.
=) f injektiv auf E.
—) x C ENdom f.
—) x Unmenge.

Dann folgt “flx] Unmenge”.
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Beweis 299-8

1.1: Aus —) “ f Funktion”
folgt via 299-7:

1.2: Via 258-11 gilt:
1.3: Via 2-7 gilt:

2.1: Aus =) “2z C ENndom f” und
aus 1.3“FNdomf C E...7
folgt via 0-6:

2.2: Aus =) “az C ENndom f” und
aus 1.3“ENdomf C...dom f”
folgt via 0-6:

3.1: Aus —) “ f injektiv auf £” und
aus 2.1z C E7
folgt via 299-2:

3.2: Aus 2.2z Cdom f”
folgt via 2-10:

4.1: Aus 3.1¢ f injektiv auf x”
folgt via 299-6:

4.2: Aus 3.2 und
aus —) “x Unmenge”
folgt:

5: Aus 1.1“(f | z) :andom f — flz]”,
aus 1.2%ran (f | ) = flz]” und

aus 4“(f | x) injektiv”
folgt via 22-1(Def):
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(flx):zNndom f — f[z].
ran (f | x) = flz].
Endom f C E dom f.

x C dom f.

f injektiv auf z.

xrNdom f = x.

(f | x) injektiv.

x Ndom f Unmenge.

(f | z) :andom f — f[z] bijektiv.

6: Aus 5“(f | ) : x ndom f — fx] bijektiv” und

aus 4.2“x Ndom f Unmenge”
folgt via 26-8:

f[z] Unmenge.
[
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299-9. Ist die Funktion f auf £ C dom f injektiv und ist £ eine Unmenge, so
ist auch f[F] eine Unmenge.

299-9(Satz)
Es gelte:
—) f Funktion.
=) [ ingektiv auf E.
—) E Cdomf.
—) E Unmenge.

Dann folgt “f|E] Unmenge”.

Beweis 299-9

1: Aus =) “F Cdom f”
folgt via 2-10: Endomf=F.

2: Aus 1“EnNndom f=FE"
folgt via 0-6: E C Endom f.

3: Aus —) “ f Funktion” ,
aus —) “ f injektiv auf F7 |
aus 2“F C ENdom f”7 und
aus —) “ E Unmenge”
folgt via 299-8: f[F] Unmenge.
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