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1 Einleitung

Im Zuge der fortschreitenden technologischen Entwicklung erlangen elektronische Kom-
munikationssysteme eine immer größere Bedeutung. So ist in den letzten Jahren ein
stetiges Wachsen der Anzahl sprachgesteuerter Anwendungen zu verzeichnen, und die
mobile Kommunikation hat Einzug in das tägliche Leben gehalten. In diesem Zusam-
menhang wächst gleichzeitig der Bedarf an praxistauglichen Systemen zur Störgeräusch-
unterdrückung, um in den verschiedenen akustischen Umgebungen eine hohe Sprachver-
ständlichkeit zu gewährleisten.

Aufgrund der gesunkenen Kosten für leistungsfähige Hardware lassen sich zu diesem Zweck
mittlerweile auch komplexere Verfahren, wie z.B. adaptive mehrkanalige Algorithmen um-
setzen. Solche Verfahren für Mikrofonarrays sind einkanaligen Methoden oft überlegen,
da sie nicht nur zeitliche, sondern auch räumliche Eigenschaften der zu verarbeitenden
Signale ausnutzen können. Sie werden klassischer Weise als Beamformer bezeichnet.

Adaptive Beamformer sind dabei auf die Vorgabe der Einfallsrichtung des Nutzsignals
angewiesen, während die Richtungen der Störsignale in Abhängigkeit von der akustischen
Situation erlernt bzw. nachgeregelt werden. In realen akustischen Umgebungen ist die
Vorgabe einer einzelnen, festen Nutzsignalrichtung jedoch unrealistisch, da diese durch
die mehrfachen Reflexionen innerhalb eines Raumes verändert wird. In Folge dessen kann
es zu einer erheblichen Verzerrung des Nutzsignals und damit zur Verschlechterung der
Sprachqualität kommen.

Dieses Problem kann methodisch nur durch die zusätzliche Adaption der Nutzsignalcha-
rakteristik bzw. -richtung umgangen werden. Ein dafür geeignetes Hilfsmittel ist durch den
Einsatz von Statistik höherer Ordnung gegeben. Insbesondere die Analyse der statistischen
Unabhängigkeit (ICA Independent Component Analysis) stellt eine probate Methode zur
Identifizierung einzelner Komponenten eines Signalgemisches dar. Sie wird aus diesem
Grund vor allem für die Lösung von Problemen der blinden Quellentrennung eingesetzt,
wo Signalgemische ohne Kenntnis einzelner Anteile in ihre ursprünglichen Komponenten
zerlegt werden sollen.
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1. Kapitel: Einleitung

In der vorliegenden Arbeit wird ein Verfahren entwickelt, das die Interpretation der inter-
sensorischen Signalabhängigkeiten als räumliche Parameter ausnutzt, um eine gute Stör-
signalunterdrückung zu erreichen. Dabei werden mit Hilfe von Statistik höherer Ordnung
direkt die räumlichen Ausbreitungsrichtungen der Signale angepaßt, so daß die explizite
Vorgabe einer festen Richtung entfallen kann. Dieses Verfahren läßt sich somit als Kombi-
nation der beiden Ansätze Beamforming und Independent Component Analysis begreifen.

Die Arbeit ist folgendermaßen gegliedert: Im nachfolgenden zweiten Kapitel werden zu-
nächst die nach der Kohärenz der Signale zu unterscheidenden Prinzipien der mehrkana-
ligen Störgeräuschunterdrückung erläutert, um einen Einblick in die verschiedenen Wir-
kungsweisen zu geben, und anschließend werden die praktischen Gesichtspunkte bei der
Umsetzung der theoretischen Erkenntnisse erläutert. Damit ist die Grundlage für das Ver-
ständis der mehrkanaligen Signalverarbeitungsmethoden Beamforming und blinde Quel-
lentrennung gelegt, die in Kapitel drei und vier eingehend erläutert werden.

In Kapitel fünf schließt sich ein Vergleich dieser beiden Methoden an, aus dem sich Rück-
schlüsse auf mögliche Verbesserungen ziehen lassen. Daraus wird ein kombiniertes Ver-
fahren, daß als frequenzvariantes Nullbeamforming bezeichnet werden kann, entwickelt.
Aufgrund der Struktur und insbesondere der vorteilhaften Parametrisierung erreicht die-
ses Verfahren eine robuste Unterdrückung kohärenter Störer in Realzeit. Abschließend
werden in diesem Kapitel die Möglichkeiten der Verbesserung von Verfahren der blinden
Quellentrennung durch die Ausnutzung räumlicher Informationen beleuchtet.

In Kapitel sechs erfolgt die Auswertung der erreichbaren Störsignaldämpfung zum einen
durch die Trennung simulierter Überlagerungen und zum anderen anhand realer Raum-
aufnahmen. Die Ergebnisse werden im Zusammenhang mit den vorherigen theoretischen
Überlegungen diskutiert.

Kapitel sieben faßt die gewonnen Erkenntnisse zusammen.
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2 Mehrkanalige
Störgeräuschunterdrückung

Der Begriff Beamforming ist eng mit der mehrkanaligen Störgeräuschunterdrückung ver-
bunden. Er stammt ursprüglich von Filtern für mehrere Sensoren, die schmale Strahlen-
gänge zur Unterscheidung räumlich getrennter Signalquellen ausgeformt haben [97]. Dabei
wird der Beam, auch als Hauptkeule bezeichnet, auf die interessierende Quelle ausgerich-
tet, während andere Signaleinfallsrichtungen im Vergleich dazu gedämpft werden.

Die potentiellen Anwendungen dieser Verfahren waren in den frühen 60-er Jahren haupt-
sächlich in den Gebieten der Sonar- und Radartechnik sowie der seismischen Signalverar-
beitung zu finden [29]. Allerdings gab es bereits während des ersten Weltkrieges Versuche,
mit Hilfe von Mikrofonarrays feindliche Flugzeuge zu orten [49].

Aufgrund der gesunkenen Kosten für entsprechende Hardwarekomponenten lassen sich
heutzutage auch komplexere Beamforming-Verfahren für Mikrofonarrays in der Praxis
umsetzen. So ist der Trend zu mehrkanaliger Signalverarbeitung unter anderem im Au-
tomobilbereich zu verzeichnen, wo für Freisprecheinrichtungen z.B. vier Mikrofone im
Rückspiegel integriert werden (siehe Abbildung 2.1).

Abbildung 2.1: Rückspiegel für LINGUATRONIC System von Mercedes-Benz [104]
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2. Kapitel: Mehrkanalige Störgeräuschunterdrückung

2.1 Prinzipien der mehrkanaligen

Störgeräuschunterdrückung

Während einkanalige Verfahren der Geräuschreduktion fast immer auf a-priori-Wissen
über Nutz- und Störsignal angewiesen sind, lassen sich mit mehrkanaligen Verfahren zu-
sätzlich auch räumliche Informationen auswerten. Damit haben mehrkanalige Verfahren
das Potential, bei der Störgeräuschunterdrückung erfolgreicher zu sein.

Um die Prinzipien der mehrkanaligen Störgeräuschunterdrückung näher zu spezifizieren,
muß zwischen korrelierten und unkorrelierten Signalen unterschieden werden, die jeweils
den Einsatz verschiedener Methoden erfordern. Während korrelierte Signale mit mehr-
kanaliger Signalverarbeitung im Idealfall vollständig ausgelöscht werden können, ist die
Dämpfung für unkorrelierte Signale begrenzt. Die Ursachen dafür sollen nachfolgend auf
der Grundlage des in Abblidung 2.2 dargestellten Modells der mehrkanaligen Signalerfas-
sung näher untersucht werden.

Schallquelle

Schallquelle

Signal-

verarbeitung

Rauschen

Rauschen

Rauschen

Ausgang 1

Ausgang 2

Ausgang M

Abbildung 2.2: Modell der mehrkanaligen Signalerfassung

2.1.1 Kohärenzfunktion

Die komplexe Kohärenzfunktion γ(ω) ist ein Maß für den Grad der Korrelation zwi-
schen zwei Signalen und ist für stationäre stochastische Prozesse definiert als das Kreuz-
leistungsdichtespektrum geteilt durch die Wurzel aus dem Produkt der Autoleistungsdich-
tespektren [35]. Das Autoleistungsdichtespektrum Φxixi

(ω) eines Signals xi(t) berechnet
sich als Fouriertransformierte der Autokorrelationsfunktion

rxixi
(τ) = E[xi(t + τ)x∗

i (t)] (2.1)

wie folgt

Φxixi
(ω) =

∞∫
−∞

rxixi
e−jωτdτ. (2.2)
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2.1 Prinzipien der mehrkanaligen Störgeräuschunterdrückung

Äquivalent dazu kann das Kreuzleistungsdichtespektrum Φxixj
(ω) als Fouriertransformier-

te der Kreuzkorrelationsfunktion rxixj
bestimmt werden

Φxixj
(ω) =

∞∫
−∞

rxixj
e−jωτdτ. (2.3)

Mit diesen Definitionen gilt für die komplexwertige Kohärenzfunktion zweier Signale x1(t)

und x2(t)

γx1x2(ω) =
Φx1x2(ω)√

Φx1x1(ω)Φx2x2(ω)
. (2.4)

Sehr häufig wird auch das reellwertige und zwischen Null und Eins begrenzte Betragsqua-
drat der Kohärenz, die Magnitude Squared Coherenc (MSC), verwendet

|γx1x2(ω)|2 =

∣∣Φx1x2(ω)
∣∣2

Φx1x1(ω)Φx2x2(ω)
. (2.5)

Da für verschiedene Rauschumgebungen bereits entsprechende Kohärenzfunktionen be-
kannt sind, können diese beim Entwurf und der Evaluierung von Beamforming-Algo-
rithmen eingesetzt werden. Von besonderer Bedeutung ist dabei das diffuse Rauschfeld,
das bei unendlich vielen im Raum verteilten, unabhängigen Schallquellen entsteht [32].
Es weist für zwei im Abstand d platzierte Mikrofone mit Kugelcharakteristik einen si-
förmigen Verlauf auf [95]. Mit c als Schallgeschwindigkeit ergibt sich die MSC zu

|γx1x2(ω)|2 =

[
sin
(
2πf d

c

)
2πf d

c

]2

= si2
(
2πf

d

c

)
. (2.6)

Bei nur einer aktiven Signalquelle und absoluter Rauschfreiheit beinhalten die beiden
Mikrofonsignale x1(t) und x2(t) unterschiedlich gefilterte Versionen des aktiven Quellsig-
nals s(t). Mit h1 und h2 als Raumimpulsantwort zwischen Schallquelle und jeweiligem
Mikrofon ergibt sich im Zeitbereich

x1(t) = h1(t) ∗ s(t) (2.7)

x2(t) = h2(t) ∗ s(t). (2.8)

Bei der Formulierung im Frequenzbereich ist die jeweilige Raumimpulsantwort hi(t) durch
die komplexwertige Übertragungsfunktion Hi(ω) zu ersetzen, und die Faltung in (2.7) bzw.
(2.8) kann als Mutiplikation dargestellt werden

X1(ω) = H1(ω) · S(ω) (2.9)

X2(ω) = H2(ω) · S(ω). (2.10)
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2. Kapitel: Mehrkanalige Störgeräuschunterdrückung

Für die MSC folgt dann:

|γx1x2(ω)|2 =
|H1H

∗
2Φss|2

|H1|2Φss · |H2|2Φss

(2.11)

=
|H1|2|H2|2Φ2

ss

|H1|2|H2|2Φ2
ss

(2.12)

= 1. (2.13)

Wenn zusätzlich unkorreliertes Rauschen an den Sensoren auftritt und die Mikrofonsignale
im Zeitbereich als

x1(t) = h1 ∗ s(t) + n1(t) (2.14)

x2(t) = h2 ∗ s(t) + n2(t) (2.15)

bzw. im Frequenzbereich als

X1(ω) = H1(ω)S(ω) + N1(ω) (2.16)

X2(ω) = H2(ω)S(ω) + N2(ω) (2.17)

beschrieben werden können, verändert sich der konstante Wert aus Gleichung (2.13) zu

|γx1x2(ω)|2 =
|H1H

∗
2Φss|2(|H1|2Φss + Φn1n1

) · (|H2|2Φss + Φn2n2

) . (2.18)

Das Betragsquadrat der Kohärenzfunktion wird also durch das Auftreten von unkorrelier-
tem Rauschen stets verkleinert. Aus diesem Grund läßt sich die Kohärenzfunktion auch
als Maß zur Rauschreduktion einsetzen (siehe z.B. [16, 86]).

Bei Rauschfreiheit und zwei statistisch unabhängigen, gerichteten Quellsignalen s1(t) und
s2(t) nimmt das Modell der Mikrofonsignale die Form

x1(t) = h1 ∗ s1(t) + h2 ∗ s2(t) (2.19)

x2(t) = h3 ∗ s1(t) + h4 ∗ s2(t) (2.20)

an. Analog dazu läßt sich die Formulierung im Frequenzbereich angeben als

X1(ω) = H1(ω)S1(ω) + H2(ω)S2(ω) (2.21)

X2(ω) = H3(ω)S1(ω) + H4(ω)S4(ω). (2.22)
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2.1 Prinzipien der mehrkanaligen Störgeräuschunterdrückung

Für die MSC ergibt sich bei dieser Konfiguration

|γx1x2(ω)|2 =

∣∣H1H
∗
3Φs1s1 + H2H

∗
4Φs2s2

∣∣2(|H1|2Φs1s1 + |H2|2Φs2s2

) · (|H3|2Φs1s1 + |H4|2Φs2s2

) (2.23)

=
|H1H3|2Φ2

s1s1
+
[
H1H

∗
2H

∗
3H4 + H∗

1H2H3H
∗
4

]
Φs1s1Φs2s2 + |H2H4|2Φ2

s2s2

|H1H3|2Φ2
s1s1

+
[|H1|2|H4|2 + |H2|2|H3|2

]
Φs1s1Φs2s2 + |H2H4|2Φ2

s2s2

.

Dabei unterscheiden sich Nenner und Zähler lediglich in den mit Φs1s1Φs2s2 multiplizierten
Termen

[
H1H

∗
2H

∗
3H4+H∗

1H2H3H
∗
4

]
und

[|H1|2|H4|2+|H2|2|H3|2
]
. Für diese beiden Terme

gilt die Ungleichung[
H1H

∗
2H

∗
3H4 + H∗

1H2H3H
∗
4

] ≤ [|H1|2|H4|2 + |H2|2|H3|2
]
. (2.24)

Folglich nimmt das Betragsquadrat der Kohärenzfunktion auch bei Anwesenheit mehre-
rer gerichteter Signalquellen in den meisten Fällen Werte kleiner Eins an. Dies ist auf
die Tatsache zurückzuführen, daß die jeweilige Quelle mit unterschiedlichen komplexen
Übertragungsfaktoren in die Mikrofone einkoppelt, die Gleichheit in (2.24) also nur bei
identischen Übertragungsfunktionen gegeben wäre.

2.1.2 Unterdrückung kohärenter Störsignale

Als erläuterndes Beispiel für die Unterdrückung kohärenter Störsignale sei das adaptive
Filter nach Abbildung 2.3 betrachtet. Es soll zur Rauschunterdrückung für Sprachsignale
eingesetzt werden, wobei das Meßsignal d(t), bestehend aus Quellsignal s(t) und Rausch-
signal n(t), und ein Referenzrauschsignal ñ(t) zur Verfügung stehen.

+
-

d(t) = s(t) + n(t)

ñ(t)
h(t)

y(t)

Abbildung 2.3: Adaptives Filter mit Störreferenz

Das optimale Filter im Sinne des kleinsten mittleren quadratischen Fehlers ist das Wiener-
filter Ĥopt(ω) = Φdñ(ω)

Φññ(ω)
[35]. Analysiert man das Verhalten des optimal adaptierten Filters
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2. Kapitel: Mehrkanalige Störgeräuschunterdrückung

während einer Sprachpause, also bei s(t) = 0, läßt sich das Ausgangs-Leistungsdichte-
spektrum in Abhängigkeit von den Autoleistungsdichtespektren von Meß- und Referenz-
signal wie folgt angeben:

Φyy(ω) = Φdd(ω) − H∗Φdñ − HΦ∗
dñ + |Ĥopt(ω)|2Φññ(ω). (2.25)

Durch Einsetzen von Ĥopt(ω) erhält man

Φyy(ω) = Φdd(ω) − |Φdñ(ω)|2
Φññ(ω)

− |Φdñ(ω)|2
Φññ(ω)

+
|Φdñ(ω)|2
Φññ(ω)

(2.26)

= Φdd(ω) − |Φdñ(ω)|2
Φññ(ω)

(2.27)

= Φdd(ω)
[
1 − |Φdñ(ω)|2

Φññ(ω)Φdd(ω)

]
(2.28)

= Φdd(ω)
[
1 − |γdñ|2

]
. (2.29)

Das Verhältnis von Meßsignalleistung zur Ausgangssignalleistung gibt den Grad der Rausch-
befreiung, nachfolgend mit R(ω) bezeichnet, an

R(ω) =
Φdd(ω)

Φyy(ω)
(2.30)

=
Φdd(ω)

Φdd(ω)
[
1 − |γdñ|2

] (2.31)

=
1

1 − |γdñ|2 . (2.32)

Gleichung (2.32) beschreibt die erreichbare Störsignaldämpfung in Abhängigkeit von der
Kohärenz [87]. Es wird ersichtlich, daß für kohärente Signale im Idealfall eine unendliche
Dämpfung bzw. eine Auslöschung erreicht werden kann. Zur zahlenmäßigen Verdeutli-
chung ist in Abbildung 2.4 auf der nächsten Seite der Verlauf von R(ω) dargestellt.

Die alleinige Bewertung der MSC als Indikator für die erreichbare Dämpfung ist jedoch
nicht ausreichend, wie nachfolgend gezeigt werden soll. Dafür sei ein Beispiel entsprechend
dem Modell aus Gleichung (2.7) und (2.8) mit zwei aktiven Schallquellen und den verein-
fachten Filtern h1 = 1, h2 = 0.1 , h3 = 2 und h4 = 3 betrachtet. Die Mikrofonsignale sind
in diesem Fall gegeben als

x1(t) = 1 · s1(t) + 0.1 · s2(t) (2.33)

x2(t) = 2 · s1(t) + 3 · s2(t). (2.34)
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2.1 Prinzipien der mehrkanaligen Störgeräuschunterdrückung
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Abbildung 2.4: Störsignalunterdrückung in Abhängigkeit von der Kohärenz

Die MSC berechnet sich entsprechend Gleichung (2.23) zu

|γx1x2(ω)|2 =

∣∣H1H
∗
3Φs1s1 + H2H

∗
4Φs2s2

∣∣2(|H1|2Φs1s1 + |H2|2Φs2s2

) · (|H3|2Φs1s1 + |H4|2Φs2s2

)
=

∣∣1 · 2 · Φs1s1 + 0.1 · 3 · Φs2s2

∣∣2(|1|2Φs1s1 + |0.1|2Φs2s2

) · (|2|2Φs1s1 + |4|2Φs2s2

)
=

4 · Φ2
s1s1

+ 1.2 · Φs1s1Φs2s2 + 0.09 · Φ2
s2s2

4 · Φ2
s1s1

+ 9.04 · Φs1s1Φs2s2 + 0.09 · Φ2
s2s2

und weist damit einen Wert kleiner Eins auf. Angenommen s1(t) und s2(t) stellen jeweils
die Nutz- bzw. Störsignalquelle dar, müssen die Koeffizienten der mehrkanaligen Signal-
verarbeitung so gewählt werden, daß bei unverzerrter Übertragung von s1(t) das Signal
s2(t) vollständig unterdrückt wird. Aufgrund der bekannten Übertragungsfunktionen läßt
sich diese Vorgabe mit dem Koeffizientenvektor

w =
[ H4

H1H4 − H2H3

−H2

H1H4 − H2H3

]T
=
[ 3

3 − 0.2

−0.1

3 − 0.2

]T
realisieren. Damit berechnet sich das Ausgangssignal y(t) zu

y(t) = wT ∗ x

= [3/2.8 − 0.1/2.8] ∗ [x1(t) x2(t)]
T

= 3/2.8 · (s1(t) + 0.1 · s2(t)
)− 0.1/2.8 · (2 · s1(t) + 3 · s2(t)

)
= s1(t).
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2. Kapitel: Mehrkanalige Störgeräuschunterdrückung

An diesem Beispiel wird zum einen das Prinzip der mehrkanaligen Störgeräuschunter-
drückung gerichteter Signale deutlich: Die hohe Störsignaldämpfung wird durch das Aus-
löschen einzelner Quellen erreicht. Zum anderen läßt sich feststellen, daß trotz verringerter
Kohärenz eine maximale Störsignaldämpfung erreicht werden kann.

Die Ursache für die verringerte Kohärenz bzw. MSC ist, daß diese stets zwischen den
Sensorsignalen berechnet wird, also immer nur die gesamte Überlagerung der einzelnen
Signalquellen in die Berechnung bzw. in die Messung einfließt. Für die Beurteilung der
erreichbaren Störsignaldämpfung ist jedoch vielmehr entscheidend, ob die einzelnen Kom-
ponenten des Signalgemisches an den Sensoren kohärent auftreten. Erst dann kann davon
ausgegangen werden, daß eine Übertragungsfunktion zwischen den Sensoren existiert, de-
ren Kenntnis die vollständige Auslöschung einer einzelnen Komponente ermöglicht. Für
gerichtet einfallende Signale ist diese Bedingung im allgemeinen erfüllt.

2.1.3 Unterdrückung inkohärenter Störsignale

Wie bereits am Anfang von Abschnitt 2.1 erwähnt, ist die erreichbare Störsignaldämpfung
für inkohärente bzw. unkorrelierte Signale begrenzt. Das im vorigen Abschnitt beschrie-
bene Prinzip der Auslöschung einzelner Quellen ist auf unkorrelierte Sensorsignale nicht
übertragbar, da das jeweilige Störsignal nur an einem einzelnen Sensor anliegt. Es läßt
sich also kein Übertragungsfaktor zwischen den Sensoren finden, der für das vollständige
Auslöschen nötig wäre.

Aus diesem Grund können unkorrelierte Sensorsignale bei mehrkanaliger Signalverarbei-
tung direkt nur durch das Prinzip der Mittelung gedämpft werden. Dabei wird die Tatsa-
che ausgenutzt, daß sich kohärente Signale bei entsprechendem Phasenausgleich in ihrer
Amplitude addieren, während sich bei unkorrelierten Signalen nur die Leistungen addie-
ren. Zur Verdeutlichung sei die mehrkanalige Signalerfassung mit M Mikrofonen betrach-
tet, deren i-tes Mikrofonsignal als

xi(t) = s(t) + ni(t) (2.35)

dargestellt werden kann, wenn das Nutzsignal s(t) an allen Sensoren mit gleicher Ampli-
tude und Phase anliegt. Die Addition aller Mikrofonsignale, normiert auf die Anzahl der
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2.1 Prinzipien der mehrkanaligen Störgeräuschunterdrückung

Mikrofone, ergibt das Ausgangssignal

y(t) =
1

M

M∑
i=1

xi(t) (2.36)

=
1

M

M∑
i=1

(
s(t) + ni(t)

)
(2.37)

= s(t) +
1

M

M∑
i=1

ni(t). (2.38)

Die Leistung des Ausgangssignals berechnet sich unter der Voraussetzung der Unkorre-
liertheit aller Rauschsignale zu

E
[
y2
]

= σ2
s +

1

M2

M∑
i=1

σ2
ni

. (2.39)

Setzt man für das Rauschen an den Sensoren jeweils die gleiche Leistung σ2
n an, vereinfacht

sich Gleichung (2.39) wie folgt

E
[
y2
]

= σ2
s +

σ2
n

M
. (2.40)

Folglich wird bei am Ein- und Ausgang gleicher Quellsignalleistung das unkorrelierte
Rauschen mit

σ2
n

σ2
ny

= M (2.41)

bzw. mit
10 log10 M [dB] (2.42)

gedämpft. Die sich daraus ergebende Kurve ist in Abbildung 2.5 für bis zu 32 Senso-
ren dargestellt. Es wird deutlich, daß eine Verdoppelung der Anzahl an Sensoren eine
Verbesserung der Störsignaldämpfung um 3 dB zur Folge hat. Für die meisten Anwen-
dungen ist diese Art der Störsignalunterdrückung ungünstig, da die erforderliche Anzahl
an Mikrofonen aus Platz- und Kostengründen zu hoch ist.

Trotzdem sind mehrkanalige Verfahren auch bei unkorreliertem Rauschen vorteilhaft ein-
setzbar, da sie eine zuverlässige Schätzung des Leistungsdichtespektrums des stets korre-
lierten Nutzsignalanteils erlauben. Die Schätzung beruht auf der Bestimmung der Kreuz-
korrelation zwischen den verschiedenen Sensorsignalen. Ausgehend vom Modell nach Glei-
chung (2.14) und (2.15), bei dem die Mikrofonsignale aus gefiltertem Quellsignal und
unkorreliertem Rauschen bestehen, liefert die Kreuzkorrelation im Frequenzbereich

E
[
X1(ω)X∗

2 (ω)
]

= H1H
∗
2Φss(ω). (2.43)
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Abbildung 2.5: Störsignalunterdrückung bei unkorreliertem Rauschen

Die Schätzung des Nutzsignalspektrums ist die Grundlage für einkanalige adaptive Nach-
filter, die sich am Wienerfilter

HWiener(ω) =
Φss(ω)

Φss(ω) + Φnn(ω)
(2.44)

orientieren (siehe z.B. [107]) und lediglich im Detail an spezielle Rauschbedingungen [28]
oder Arraystrukturen angepaßt sind [13],[85].

2.2 Praktische Gesichtspunkte

Auch wenn die Prinzipien der mehrkanaligen Störgeräuschunterdrückung klar nach kohä-
renten und inkohärenten Signalen unterschieden werden können, läßt sich in der Realität
nicht immer eine eindeutige Zuordnung finden. Während Sensorrauschen praktisch stets
unkorreliert auftritt, sind gerichtete Quellen nicht uneingeschränkt als korreliert zu be-
trachten. Die Gründe dafür sind in der blockweisen Signalverarbeitung, der großen Anzahl
an Rauschquellen oder auch in Nichtlinearitäten im Übertragunspfad [35] zu suchen. Die
beiden wichtigsten Gründe seien nachfolgend näher betrachtet.

Einfluß kurzer Segmentlängen
Sehr viele Methoden der digitalen Signalverarbeitung sind in ihrer Funktion auf die Bear-
beitung von Signalsegmenten angewiesen. Insbesondere frequenzbereichsbasierte Algorith-
men sind auf die Bearbeitung vergleichsweise kurzer Blöcke beschränkt, da die Blocklänge
der Anzahl der für die Diskrete Fouriertransformation (DFT) benutzten Abtastwerte ent-
spricht.
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2.2 Praktische Gesichtspunkte

Die reale Signalenstehung und -übertragung ist jedoch ein fortlaufender Prozeß, bei dem,
wie bereits in Abschnitt 2.1.1 verdeutlicht, sämtliche Signalquellen nur in gefilterter Form
erfaßt werden können. Die Filter stellen dabei die jeweilige Raumimpulsantwort zwischen
Quelle und Mikrofon dar, deren Dauer von den akustischen Raumbedingungen abhängt
und nicht selten im Bereich von mehr als 100 ms liegt. Das bedeutet, daß bei einer
Abtastfrequenz von z.B. 22 kHz mindestens 2200 Filtertaps für die diskrete Modellierung
eines Filters verwendet werden müssen. Tatsächlich liegt die benutzte Filterordnung aber
oft weit unter diesem Wert.

Da sich die meisten Störschallquellen oft außerhalb des Hallradius befinden, wo der Anteil
des Nachhalls gegenüber dem Direktschall dominiert, weisen sie sehr lange Impulsantwor-
ten auf. Der von der modellierten Filterodnung nicht erfaßte Signalanteil wirkt sich dann
korrelationsmindernd aus. Auf diesem Prinzip beruhen beispielsweise adaptive Nachfil-
ter zur Verminderung der Verhallung, bei denen der Nachhallanteil aufgrund der oben
beschriebenen Zusammenhänge als unkorreliert angenommen wird [95].

Einfluß der Anzahl der Quellen
In vielen Aufnahmesituationen hat man es mit einer Vielzahl von unabhängigen, ge-
richteten Störschallquellen zu tun. Diese überlagern sich an den Sensoren, wodurch die
Kohärenz, wie in Gleichung (2.23) gezeigt, verringert wird. Im Extremfall von unend-
lich vielen unabhängigen Rauschquellen entsteht das diffuse Rauschfeld mit si-förmiger
Kohärenzfunktion nach Gleichung (2.6) auf Seite 5.

Im Fall von gerichteten Signalen wäre zumindest für eine endliche Anzahl an Quellen
die vollständige Auslöschung möglich. Allerdings sind dafür wenigstens so viele Mikro-
fone wie Quellen nötig, was in der Praxis kaum der Fall sein wird. Hinzu kommt, daß
bestimmte Annahmen für die Überlagerung gelten müssen, wie z.B. daß sich die einzelnen
Übertragungsfunktionen hinreichend unterscheiden, damit der Prozeß der Überlagerung
rückgängig gemacht werden kann. Andernfalls entstehen numerische Probleme in der Stufe
zur mehrkanaligen Signalverarbeitung.

Diese Tatsachen führen dazu, daß man in der Praxis oft das stark unterbestimmte Glei-
chungssystem der Überlagerung der hier für zwei Mikrofonsignale dargestellten Form

x1(t) = h1 ∗ s1(t) + h2 ∗ s2(t) + . . . + hN ∗ sN(t) (2.45)

x2(t) = hN+1 ∗ s1(t) + hN+2 ∗ s2(t) + . . . + h2N ∗ sN(t) (2.46)

in ein weniger unterbestimmtes Gleichungssystem umwandelt. Geht man von einem ein-
zigen Nutzsignal aus und faßt den Rest der Quellen plus unkorreliertem Sensorrauschen
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2. Kapitel: Mehrkanalige Störgeräuschunterdrückung

zusammen, ergibt sich das aus Gleichung (2.14) und (2.15) bekannte Modell der Mikro-
fonsignale

x1(t) = h̃1 ∗ s(t) + n1(t) (2.47)

x2(t) = h̃2 ∗ s(t) + n2(t). (2.48)

Allerdings ist auch dieses Modell nur eine Approximation der tatsächlichen Verhältnisse,
da die Rauschanteile n1(t) und n2(t) nicht vollständig unkorreliert sind, sondern insbe-
sondere bei tiefen Frequenzen stark korreliert sein können. Des weiteren ist es natürlich
möglich, mehr als ein Nutzsignal in die Betrachtungen zu integrieren.

Abschließend sei bemerkt, daß neben klassischen Wienerfiltern als Nachfilter auch andere
einkanalige Verfahren, wie z.B. die Spektrale Subtraktion [96] oder Ephraim-Malah-Filter
[36], [37] eingesetzt werden können, die z.T. sehr gute Ergebnisse bei der Rauschunter-
drückung erzielen.
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3 Beamforming-Verfahren

3.1 Theoretische Grundlagen

Um einen Einblick in existierende Beamforming-Verfahren zu bekommen, müssen eini-
ge theoretische Grundlagen näher betrachtet werden. Dazu gehört die Ausbreitung der
Schallwellen und die Erfassung der Wellen durch Mikrofonarrays mit den entsprechenden
Vereinfachungen für Linienarrays. Weiterhin lassen sich die meisten der behandelten Ver-
fahren voteilhaft im Frequenzbereich realisieren, weshalb im nächsten Abschnitt zunächst
die diskrete Kurzzeit-Fouriertransformation thematisiert wird.

3.1.1 Blockweise Verarbeitung

Eine weit verbreitete Möglichkeit, die Anzahl der gleichzeitig zu adaptierenden Parameter
zu verkleinern, stellt die Verarbeitung in Teilbändern dar. Wählt man für die Realisierung
der Bänder eine diskrete Kurzzeit-Fouriertransformation, lassen sich die Faltungsopera-
tionen im Zeitbereich als komplexwertige Multiplikationen im Frequenzbereich realisieren.
Voraussetzung dafür ist, daß die an sich bei Multiplikationen im Frequenzbereich zirkulare
Faltung als lineare Faltung dargestellt werden kann.

Eine Annäherung an diese Forderung wird in Anlehnung an die Overlap-Save-Methode
durch überlappende Blockbildung und Gewichtung mit einer geeigneten Fensterfunktion
erreicht. Die Fensterung erfolgt in diesem Fall jedoch sowohl zur Analyse als auch zur
Synthese, da nur so Randeffekte optimal unterdrückt werden können.

Bei einem Versatz V zwischen den fortlaufenden Fenstern und einer Block- bzw. Fenster-
länge L weist das nachfolgend definierte Rechteckfenster

wr(t) =


√

V
L

0 ≤ t < L

0 sonst
(3.1)
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3. Kapitel: Beamforming-Verfahren

die Eigenschaft auf, sich in der quadrierten Summe zu Eins zu addieren [41]. Das heißt,
es gilt

∞∑
m=−∞

w2
r(mV − t) =

(L/V )−1∑
m=0

V

L
= 1 (3.2)

für alle Zeitpunkte t, wobei m den fortlaufenden Index bzw. die Nummer des Fensters
bezeichnet. Damit ist sichergestellt, daß ein Signal unverzerrt hin- und wieder rücktrans-
formiert werden kann.

Verändert man jedoch das transformierte Signal im Frequenzbereich durch Multiplikation
mit Filterkoeffizienten, können aufgrund der äquivalenten Faltungsoperation im Zeitbe-
reich Randeffekte auftreten. Diese lassen sich mit Hilfe des Rechteckfensters wr(t) nicht
unterdrücken. Aus diesem Grund wird eine sinusförmige Fensterfunktion mit einer zum
Rand abfallenden Gewichtung genutzt.

Für L = k · 4V , also wenn die Blocklänge ein Vielfaches des vierfachen Fensterversatzes
ist, erfüllt das Fenster

wH(t) =
2wr(t)√
4a2 + 2b2

[
a + b cos

(2πt

L
+ Φ
)]

(3.3)

ebenfalls die Anforderung aus Gleichung (3.2). Bei der Wahl von a = 0.5, b = −0.5 und
Φ = π/L entsteht ein modifiziertes Hanning-Fenster, das in jedem Block zur Berechnung
des gefensterten Signals xw(t) verwendet wird [41]

xw(mV, t) = wH(mV − t)x(t). (3.4)

Mit Hilfe der diskreten Fouriertransformation lassen sich die einzelnen Blöcke der Länge
L in den Frequenzbereich überführen

xw(mV, t) � X(mV, ω), (3.5)

so daß die Kurzzeit-Fouriertransformierte (Short Time Fourier Transform (STFT)) ent-
steht. Die explizite Abhängigkeit von der Zeit bzw. der Blocknummer wird häufig nicht
weiter mitgeführt, so daß für alle Verfahren, die auf der STFT beruhen, die Notation
X(ω) = X(ω, mV ) = X(ω, t̃) mit t̃ = mV gelten soll.

Die Rekonstruktion der mit Hilfe der inversen Fouriertransformation aus dem Frequenz- in
den Zeitbereich rücktransformierten Signalblöcke yw(mV, t) zu einem fortlaufenden Signal
erfolgt schließlich durch Addition der jeweils mit wH gewichteten Blöcke

y(t) =
∞∑

m=−∞
wH(mV − t) · y(mV, t). (3.6)
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3.1 Theoretische Grundlagen

3.1.2 Ausbreitung von Schallwellen

In der Physik wird die räumliche Ausbreitung von Wellen in Abhängigkeit vom jeweiligen
Medium durch Wellengleichungen mit Randbedingungen beschrieben. Für ein skalares
Wellenfeld eines Signals s(x, y, z, t) am Ort (x, y, z) zum Zeitpunkt t gilt die Wellenglei-
chung [49]

∂2s

∂x2
+

∂2s

∂y2
+

∂2s

∂z2
=

1

c2

∂2s

∂t2
. (3.7)

Dabei stellt c die mediumspezifische Ausbreitungsgeschwindigkeit dar, die in der Luft
unter anderem vom Druck und von der Temperatur abhängig ist. Unter der Voraussetzung
eines homogenen Raumes und von Schallwellen im hörbaren Bereich kann bei Normaldruck
und einer Lufttemperatur von 20◦C für c ein konstanter Wert von 343m

s
angenommen

werden [89].

Gleichung (3.7) stellt eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung dar. Geht man
von der Existenz separierbarer Lösungen der Form

s(x, y, z, t) = f(x) · f(y) · f(z) · f(t)

aus, kann das Signal s(x, y, z, t) in kartesischen Koordinaten angesetzt werden als

s(x, y, z, t) = A exp
{
i(ωt − kxx − kyy − kzz)

}
, (3.8)

mit A als komplexwertiger Konstante, {kx, ky, kz} ∈ R, ω = 2πf = const ∈ R und ω ≥ 0.
In (3.7) eingesetzt ergibt sich

k2
xs(x, y, z, t) + k2

ys(x, y, z, t) + k2
zs(x, y, z, t) =

ω2s(x, y, z, t)

c2
, (3.9)

woraus für die Parameter in Gleichung (3.8) die Beschränkungen

k2
x + k2

y + k2
z =

ω2

c2
(3.10)

folgen. Mit der Einführung des Wellenzahlvektors k = [kx ky kz] und des Positionsvektors
p = [x y z]T läßt sich Gleichung (3.8) in kompakter Form als

s(x, y, z, t) = A exp
{
i(ωt − kp)

}
(3.11)

darstellen Diese Gleichung beschreibt eine monochromatische planare Welle der Frequenz
ω, die sich ungedämpft mit einer ebenen Wellenfront in Richtung k ausbreitet.
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3. Kapitel: Beamforming-Verfahren

Häufig gebraucht man zur Beschreibung des Wellenfeldes zusätzlich auch die Wellenlänge,
also die Strecke, die eine Ebene konstanter Phasenlage in der Zeit 2π/ω zurücklegt. In
Abhängigkeit von der Ausbreitungsgeschwindigeit ergibt sie sich zu

λ =
2πc

ω
=

c

f
. (3.12)

Mit ihrer Hilfe kann der Betrag des Wellenzahlvektors k mit der Vorgabe aus Gleichung
(3.10) als

|k| =
2π

λ
(3.13)

angegeben werden. Der Betrag des Wellenzahlvektors gibt damit die Anzahl der Wellen-
zyklen in Ausbreitungsrichtung mit der Einheit Radiant pro Meter an [49].

Für sich ausbreitende Schallwellen wird in dieser Arbeit stets die Beschreibung der pla-
naren, monochromatischen Welle nach Gleichung (3.11) benutzt. Sie korrespondiert mit
der Vorstellung vom Fernfeld-Modell mit planaren Wellenfronten und ermöglicht die Be-
schreibung beliebiger Signale, da die Wellengleichung linear ist, durch komplexe Expo-
nentialfunktionen erfüllt wird und da beliebige Funktionen als gewichtete Überlagerung
komplexer Exponentialfunktionen dargestellt werden können [49].

Abschließend sei angemerkt, daß man die Wellengleichung u.a. auch in Kugelkoordinaten
formulieren kann. Die Lösung dieser Gleichung führt dann zur Beschreibung sphärischer,
monochromatischer Wellen, wie sie unter Nahfeldbedingungen vorzufinden sind. In Ab-
hängigkeit vom Radius r ergibt sich eine gedämpfte Exponentialfunktion

s(r, t) =
A

r
exp
{
iω(t − r/c)

}
. (3.14)

In Kapitel 5 wird jedoch gezeigt, warum die explizite Unterscheidung zwischen Nah- und
Fernfeld im Kontext dieser Arbeit vernachlässigbar ist.

3.1.3 Mikrofonarrays

Mikrofonarrays dienen der räumlichen Erfassung von Schallfeldern durch Abtastung an
diskreten Stellen im Raum. Auch wenn es eine Vielzahl vorstellbarer Arraygeometrien
gibt (siehe z.B. [93]), beschränken sich die Ausführungen in dieser Arbeit auf äquidistante
Linienarrays. Dies ist unter unter anderem darin begründet, daß bei dem in Kapitel 5
vorgestellten Algorithmus zwei Mikrofone zugrunde gelegt sind, die als Sonderfall eines
Linienarrays angesehen werden können. Abbildung 3.1 zeigt ein solches Linienarray mit
einfallender planarer Schallwelle.
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3.1 Theoretische Grundlagen

d

φ

x

Abbildung 3.1: Äquidistantes Linienarray zur mehrkanaligen Signalerfassung

Da es sich um ein eindimensionales Array entlang der x-Achse handelt, kann die Beschrei-
bung der Wellenausbreitung auf die Komponente in x-Richtung reduziert werden. Diese
ergibt sich zu

kx = |k| sin(φ) =
2π

λ
sin(φ). (3.15)

Weiterhin kann die Erfassung einer sich ausbreitenden Welle mit Hilfe eines Arrays in
Bezug auf einen Referenzsensor formuliert werden, da man zur Störsignalunterdrückung
nur auf die relativen Signalunterschiede zwischen den einzelnen Sensoren angewiesen ist
(vgl. Abschnitt 4.3, Seite 64).

Für das im Koordinatenursprung liegende Referenzmikrofon kann damit also eine Ampli-
tude von A = 1 zum Zeitpunkt t = 0 angenommen werden, woraus für die Welle folgt

s(x = 0, t = 0) = exp
{
iω0
}

= 1. (3.16)

Im Vergleich dazu befindet sich das zweite Mikrofon in einem Abstand d in x-Richtung
versetzt. Die Welle muß also an der Stelle x = d zum Zeitpunkt t = 0 betrachtet werden,
indem die Ausbreitung in x-Richtung aus Gleichung (3.15) eingesetzt wird

s(x = d, t = 0) = exp
{
i(ω · 0 − kx · d)

}
= exp

{−i2π
d

λ
sin(φ)

}
= exp

{−iω
d

c
sin(φ)

}
. (3.17)

Bezogen auf das Referenzmikrofon weist die sich frei ausbreitende, ungedämpfte, ebene
Welle an der Stelle des zweiten Sensors einen Phasenversatz nach Gleichung (3.17) auf.

19



3. Kapitel: Beamforming-Verfahren

Beim Einsatz omnidirektionaler Mikrofone lassen sich diese Phasenfaktoren zur Modell-
bildung nutzen (siehe Abschnitt 5.2.2 ab Seite 73). Für M Mikrofone ergeben sich die M

Phasenfaktoren zu

rk(ω, φ) = exp
{−iω

dk

c
sin(φ)

}
mit k = 1 . . .M und dk = (k − 1) · d. (3.18)

Sie lassen sich im Vektor

r(ω, φ) =
[
1, r2(ω, φ), . . . , rM(ω, φ)

]T (3.19)

als Array-Antwort auf räumliche Wellen zusammenfassen. Der Vektor r(ω, φ) wird auch als
Steering-Vektor bezeichnet und z.B. zur Berechnung des Beampatterns (siehe Abschnitt
3.2.2.1) oder bei adaptiven Beamformern für die Formulierung von Nebenbedingungen
verwendet (siehe Abschnitt 3.4).

Wie zu Beginn dieses Abschnitts betont, läßt sich die fortlaufende Welle, bedingt durch
die diskreten Mikrofonpositionen, nicht kontinuierlich erfassen sondern wird abgetastet.
Dieser Prozeß weist viele Ähnlichkeiten zur Abtastung im Zeitbereich auf. So lassen sich,
analog zur Fensterung von Zeitsignalen, unterschiedliche Sensorgewichtungen anwenden,
deren spektrale Eigenschaften, wie Breite der Hauptkeule und Dämpfung der Nebenkeu-
len, sich in diesem Fall auf die mehrdimensionale räumliche Fouriertransformierte auswir-
ken.

Von besonderer Bedeutung ist im Kontext dieser Arbeit das Problem der Unterabtastung.
Auch das räumliche Spektrum einer abgetasteten Welle weist periodische Fortsetzungen
bei Vielfachen von 2π/d auf, wobei der Sensorabstand d die räumliche Abstastfrequenz
darstellt. Es kann gezeigt werden [93], daß diese Fortsetzungen im sichtbaren Bereich des
Spektrums auftreten können, wenn nicht die Bedingung

d ≤ λfmax

2
(3.20)

eingehalten wird. Dabei stellt λfmax die Wellenlänge der höchsten im Signal vorkommenden
Frequenz dar. Mit Hilfe der Beziehung c = λ · f kann (3.20) umformuliert werden zu

d ≤ c

2fmax
. (3.21)

Die bei Verletzung dieser Bedingung in den sichtbaren Bereich wandernden Wiederholun-
gen der Hauptkeulen des periodischen Spektrums werden als Grating Lobes bezeichnet.
Sie haben die gleiche Amplitude wie die ursprüngliche Hauptkeule und bewirken, daß sich
Signale aus dieser Einfallsrichtung nicht von Signalen aus der Hauptrichtung unterschei-
den lassen.
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3.2 Einteilung und Bewertung von Beamformern

Für die Verarbeitung breitbandiger Signale mit Beamformern müssen die Sensorabstände
also entsprechend Gleichung (3.21) angepaßt sein. Sollen z.B. Sprachsignale mit einer
Abtastrate von 11 kHz verarbeitet werden, dürfte der Sensorabstand d einen Wert von
3.09 cm nicht überschreiten.

Abschließend sei zur Sensorplatzierung noch angemerkt, daß die Beschränkung des Sen-
sorabstandes in der o.g. Art und Weise zu einer räumlichen Überabtastung aller Frequen-
zen f < fmax führt, so daß sich Wellen verschiedener Einfallsrichtungen insbesondere in
den unteren Frequenzbändern kaum unterscheiden (siehe Abschnitt 5.2.5.3). Aus diesem
Grund existieren Ansätze für Breitbandbeamformer, die unterschiedliche Sensorabstände
für die verschiedenen Frequenzbereiche vorschlagen [101, 90].

3.2 Einteilung und Bewertung von Beamformern

Beamformer für Mikrofonsignale können sich sowohl in ihrer Struktur als auch in der
Art und Weise der Parameteradaption unterscheiden. Um sie miteinander vergleichen zu
können, werden in den nachfolgenden beiden Abschnitten die unterschiedlichen Merkma-
le herausgestellt und Kenngrößen eingeführt, die zur Bewertung der Leistungsfähigkeit
nützlich sind.

3.2.1 Einteilung von Beamformern

Ein klassische Möglichkeit der Einteilung von Beamformern ist die Unterscheidung zwi-
schen adaptiven und nichtadaptiven Verfahren, teilweise auch als statistisch optimal bzw.
datenunabhängig bezeichnet [97].

Nichtadaptive Beamformer besitzen feste, voreingestellte Parameter, d.h. Nutz- und Stör-
signalrichtungen müssen im Vorfeld bekannt sein. Sie weisen eine Feed-Forward-Struktur
auf und können als Summation von zeitverzögerten Sensorsignalen (siehe Abschnitt 3.3.1
zum Delay-and-Sum-Beamformer) oder als Summation von gefilterten Sensorsignalen (sie-
he Abschnitt 3.3.2 zum Filter-and-Sum-Beamformer) implementiert werden. Letzteres
ermöglicht eine bessere Unterdrückung breitbandiger Störschallquellen, wie z.B. Störspre-
chern.

Adaptive Beamformer sind in der Lage, sich durch Nachregeln der Parameter an die je-
weiligen akustischen Bedingungen anzupassen. Klassische Beamforming-Verfahren gehen
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3. Kapitel: Beamforming-Verfahren

dabei von einer einzelnen Nutzsignalquelle aus, deren Position oft als bekannt vorausge-
setzt wird. Um die Auslöschung des Nutzsignals zu vermeiden, werden entweder Nebenbe-
dingungen formuliert (siehe Abschnitt 3.4.1 zum Linear Constrained Minimum Variance
Beamformer) oder nutzsignalfreie Störreferenzen erzeugt (siehe Abschnitt 3.4.2 zum Ge-
neralized Sidelobe Canceller).

3.2.2 Bewertung von Beamformern

Für die Bewertung von Beamformern haben sich verschiedene Kenngrößen, wie Beam-
pattern, Array Gain, White Noise Gain, Directivity und Front To Back Ratio etabliert
[14]. Im Rahmen dieser Arbeit sind jedoch lediglich Beampattern, Array Gain und White
Noise Gain von Bedeutung und werden nachfolgend näher betrachtet.

3.2.2.1 Beampattern

Als Beampattern, Ortsfrequenzgang oder auch Richtdiagramm wird die graphische Dar-
stellung der frequenz- und ortsabhängigen Dämpfung eines Beamformers bezeichnet. Da
die hier betrachteten Linienarrays ein rotationssymmetrisches Dämpfungsverhalten auf-
weisen, beschränkt sich die Ortsabhängigkeit auf die Abhängigkeit von der Einfallsrich-
tung φ.

Um das Beampattern zu berechnen, wird in jedem Frequenzband die Antwort des Beam-
formers auf eine ebene Welle, definiert über den relativen Phasenversatz nach Gleichung
(3.18), ausgewertet. Die Multiplikation mit den Beamformerkoeffizienten w(ω) und die
anschließende Summation kann als Skalarprodukt der Form

Ψ(ω, φ) = wH(ω)r(ω, φ) (3.22)

geschrieben werden. Exemplarisch zeigt Abbildung 3.2 auf der nächsten Seite den Betrag
eines auf diese Weise berechneten Beampatterns für einen Beamformer mit vier gleichge-
wichteten Koeffizienten, d.h. mit

wk =
1

M
=

1

4
und k = 1 . . .M. (3.23)

Üblicherweise erfolgt die Darstellung der frequenz- und blickrichtungsabhängigen Dämp-
fung in logarithmierter Form unter Angabe der entsprechenden dB-Werte. Neben der zwei-
dimensionalen Darstellung aus Abbildung 3.2 ist auch die dreidimensionale Darstellung
wie in Abbildung 3.3 auf Seite 24 sowie die Ansicht als Überlagerung aller Frequenzbänder
wie in Abbildung 3.4 auf Seite 25 gebräuchlich.
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Abbildung 3.2: Beampattern bei vier Koeffizienten mit einer konstanten Gewichtung von 1
4 und

einem Mikrofonabstand von d = 5 cm

3.2.2.2 Array Gain

Der Array-Gewinn G (engl. Array Gain) gibt den Gewinn bei Verwendung eines Arrays,
also die Verbesserung des Signal-Rauschabstandes (engl. Signal to Noise Ratio, SNR), im
Vergleich zu einem einzelnen Sensor an. Folglich gilt

G =
SNRArray

SNRSensor

. (3.24)

Das frequenzabhängige SNR an einem einzelnen Sensor ist durch das Verhältnis von Nutz-
signalleistung zur mittleren Rauschleistung bestimmt [14]

SNRSensor =
Φss

Φn̄n̄

. (3.25)

Für die Berechnung des Array-SNR wird die frequenzabhängige Ausgangsleistung des
Arrays bei ausschließlicher Nutzsignalanwesenheit zur Ausgangsleistung bei Rauschanwe-
senheit ins Verhältnis gesetzt

SNRArray =
Φss · |wHr|2

Φn̄n̄wHΦnnw
, (3.26)

wobei Φnn die normierte Matrix der Sensor-Kreuzleistungsdichtespektren des Rauschens
darstellt. Mit Hilfe der Gleichungen (3.25) und (3.26) läßt sich der Array Gewinn als

G =
|wHr|2

wHΦnnw
(3.27)

angeben [14]. Der Zähler in (3.27) wird, da er das Verhalten des Beamformers bei präsen-
ter Nutzschallquelle wiederspiegelt, als Signalantwort und der Nenner als Rauschantwort
bezeichnet.
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Abbildung 3.3: Beampattern bei vier Koeffizienten mit einer konstanten Gewichtung von 1
4 und

einem Mikrofonabstand von d = 5 cm in dreidimensionaler Darstellung

3.2.2.3 White Noise Gain (WNG)

Diese Kenngröße beschreibt, wie sich der Beamformer bei räumlich unkorreliertem Rau-
schen, wie es z.B. durch das Eigenrauschen der Sensoren gegeben ist, verhält. Das White
Noise Gain kann auch als Maß für die Robustheit eines Beamformers verstanden wer-
den, da Fehler in der Arrayausrichtung, z.B. verursacht durch falsche Mikrofonpositionen,
ebenfalls als unkorrelierte Größen modelliert werden können [29],[40].

Die klassische Definition des White Noise Gain ist aus dem Array-Gewinn abgeleitet. Für
unkorreliertes Rauschen ist die normierte Matrix der Kreuzleistungsdichtespektren über
die Sensorsignale gegeben als

Φnn = I, (3.28)

wobei I die Einheitsmatrix darstellt. Damit berechnet sich der Array Gewinn enstprechend
Gleichung (3.27) zu

Gw =
|wHr|2
wHw

. (3.29)
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3.2 Einteilung und Bewertung von Beamformern
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Abbildung 3.4: Beampattern bei vier Koeffizienten mit einer konstanten Gewichtung von 1
4 und

einem Mikrofonabstand von d = 5 cm als Überlagerung aller Frequenzbänder dargestellt

Gw wird als White Noise Gain bezeichnet, weil es das Verhalten des Beamformers bei
unkorreliertem Rauschen in Relation zur Nutzsignaldämpfung beschreibt.

Wie in späteren Abschnitten noch gezeigt wird (siehe Abschnitt 5.2.1), ist das Konzept
der ungedämpften Nutzsignalübertragung als Funktion von r in realen Umgebungen feh-
lerbehaftet. Aus diesem Grund wird nachfolgend eine von der klassischen Definition des
WNG abweichende Bewertung der Rauschverstärkung eingeführt, die ausschließlich auf
der Norm der Koeffizienten beruht. Zu diesem Zweck soll exemplarisch das Verhalten eines
Beamformers mit zwei Mikrofonen im Fall von unkorreliertem Rauschen näher untersucht
werden. Grundlage dafür ist das in Abbildung 3.5 dargestellte Modell eines zweikanaligen
Beamformers.

+ Y
w1

w2

N1

N2

Abbildung 3.5: Zweikanaliger Beamformer mit additivem Sensorrauschen

Die Ausgangsleistung in jedem Frequenzband berechnet sich ohne explizite Berücksichti-
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3. Kapitel: Beamforming-Verfahren

gung der Fequenzabhängigkeit zu

E
[|Y |2] = E

[
Y Y ∗]

= E
[
(N1w1 + N2w2)(N

∗
1 w∗

1 + N∗
2 w∗

2)
]

= E
[
w1w

∗
1N1N

∗
1

]
+ E

[
w1w

∗
2N1N

∗
2

]
+ E

[
w2w

∗
1N2N

∗
1

]
+ E

[
w2w

∗
2N2N

∗
2

]
= |w1|2E

[
N1N

∗
1

]
+ |w2|2E

[
N2N

∗
2

]
= |w1|2σ2

N1
+ |w2|2σ2

N2
.

Setzt man an jedem Mikrofon die gleiche Rauschleistung σ2
N an, wird deutlich, daß die

Ausgangsleistung des Beamformers die mit der Summe der Betragsquadrate der Koeffi-
zienten verstärkte Rauschleistung ist

E
[|Y (ω)|2] = σ2

N · (|w1|2 + |w2|2). (3.30)

Im allgemeinen Fall von M Mikrofonen bzw. Koeffizienten pro Frequenzband ergibt sich
die Ausgangsleistung zu

σ2
Y = σ2

N · wHw, (3.31)

wobei w = [w1, w2, . . . , wM ]T den Koeffizientenvektor darstellt. Folglich ist eine geeignete
Größe zur Bewertung der Verstärkung unkorrelierten Rauschens durch die euklidische
Norm bzw. die quadrierte euklidische Norm

||w||22 = wHw (3.32)

gegeben. Diese Größe wird im weiteren Verlauf der Arbeit zur Bewertung der Rauschver-
stärkung herangezogen. Die Darstellung erfolgt in logarithmierter Form unter Angabe der
entsprechenden dB-Werte.

3.3 Nichtadaptive Beamformer

Nichtadaptive Beamformer mit fest entworfenen Koeffizienten werden üblicherweise in
Strukturen mit einfachen Verzögerungsgliedern und Strukturen mit frequenzabhängigen
Filtern unterteilt. Allerdings ist diese Art der Klassifizierung insofern willkürlich, als daß
reine Verzögerungsglieder nur eine Untergruppe der allgemeineren Filterstrukturen sind.
Beide werden ausschließlich anhand von Phaseninformationen, meist aus dem Fernfeld-
Modell stammend, entworfen. Während Beamformer mit Verzögerungsgliedern durch die
Vorgabe eines Koeffizientensatzes bei einer Frequenz für alle anderen Frequenzen fest-
gelegt sind, müssen bei Beamformern mit Filterstrukturen alle Frequenzbänder separat
entworfen werden.
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3.3 Nichtadaptive Beamformer

3.3.1 Delay-and-Sum-Beamformer

Der Delay-&-Sum-Beamformer nach Abbildung 3.6 ist sowohl der einfachste als auch der
robusteste Beamformer. Die räumlichen Informationen bezüglich des Quellsignals sind
durch die Laufzeitunterschiede modelliert, so daß sich das Ausgangssignal in allgemeiner
Form als

yDS(t) = a1 · x1(t − τ1) + a2 · x2(t − τ2) + . . . + aM · xM (t − τM) (3.33)

=

M∑
k=1

ak · xk(t − τk) (3.34)

schreiben läßt. Ohne Berücksichtigung der Gesamtverzögerung zwischen Quelle und Array
kann Gleichung (3.33) umformuliert werden zu

yDS(t) = a1 · x1(t) + a2 · x2(t − τ̃2) + . . . + aM · xM(t − τ̃M ). (3.35)

Die einzelnen τ̃k beschreiben damit nicht mehr die Laufzeit des Signals zwischen Quel-
le und jeweiligem Sensor, sondern statt dessen die auf das Referenzmikrofon bezogenen
Laufzeitunterschiede.

+

..
.

..
.

..
.

x1(t)

x2(t)

xM (t)

τ1

τ2

τM

a1

a2

aM

y(t)

Abbildung 3.6: Allgemeine Struktur des Delay-and-Sum-Beamformers

Häufig sind die einzelnen Koeffizienten ak gleich gewichtet, womit die räumliche Fenster-
funktion auf ein Rechteckfenster festgelegt ist. Um eine Gesamtverstärkung von Eins zu
erhalten, müssen die Koeffizienten auf die Sensoranzahl normiert werden. Für das Aus-
gangssignal folgt damit:

yDS(t) =
1

M
· [x1(t) + x2(t − τ̃2) + . . . + xM(t − τ̃M)

]
. (3.36)
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3. Kapitel: Beamforming-Verfahren

Nachteilig an der Implementierung des Delay-and-Sum-Beamformers im Zeitbereich ist,
daß die Verzögerungsglieder in digitalen Systemen stets ganzzahlige Vielfache der Abtast-
rate sein müssen. Das bedeutet gleichzeitig, daß die möglichen Einfallsrichtungen ebenfalls
auf diskrete Werte beschränkt sind. Aus diesem Grund ist eine Implementierung im Fre-
quenzbereich vorteilhaft, wobei die einzelnen Verzögerungsglieder dann jeweils als lineare
Phasenverschiebung auftreten.

Entsprechend den Vorgaben aus dem Fernfeld-Modell hängt die an jedem Sensor anzuwen-
dende Phasenverschiebung lediglich von der Einfallsrichtung φ der Nutzsignalquelle ab.
Damit können die Koeffizienten des Delay-and-Sum-Beamformers bei räumlichem Recht-
eckfenster und Normierung auf die Sensoranzahl wie folgt notiert werden:

wDS(ω) =
1

M
r(φ, ω). (3.37)

Das Ausgangssignal im Frequenzbereich ergibt sich analog zum Zeitbereich als Summation
der mit den Koeffizienten gewichteten Sensorsignale. Formuliert man die Summation wie
üblich als Skalarprodukt, lautet die Frequenzbereichsformulierung von Gleichung (3.36)

Y (ω) = wH
DS(ω)X(ω). (3.38)

Folglich ist für die Übertragung der Nutzsignalquelle aus Einfallsrichtung φ mit

Y (ω) = wH
DS(ω)X(ω) =

rH(φ, ω)r(φ, ω)

M
= 1 (3.39)

die ungedämpfte Übertragung gewährleistet. Weiterhin läßt sich feststellen, daß die Norm
der Koeffizienten mit

wH
DSwDS =

rH(φ, ω)r(φ, ω)

M2
=

1

M
(3.40)

für M > 1 stets Werte kleiner Eins annimmt. Tatsächlich ist das WNG des Delay-and-
Sum-Beamformers in dieser Konfiguration im Vergleich zu allen anderen Beamforming-
Verfahren optimal, da entsprechend Gleichung (2.41) die maximale Rauschdämpfung von
10 log10 M [dB] erreicht wird (vgl. Abschnitt 2.1.3). Jede andere Konfiguration der Koef-
fizienten verschlechtert das Verhalten bei unkorreliertem Rauschen.

Das für unkorreliertes Rauschen optimale Dämpfungsverhalten wird allerdings durch den
nahezu Totalverlust der Dämpfung kohärenter Störer erkauft, wie sich an Abblidung 3.2
bzw. 3.3 erkennen läßt. Insbesondere im Bereich niedriger Frequenzen, mit Wellenlän-
gen, die sehr viel größer als der Sensorabstand sind, und bei denen sich die Signale an
den Sensoren kaum unterscheiden, ist keine Richtwirkung erzielbar. Zusätzlich zu dieser
Problematik der überabgetasteten Wellen tritt bei Frequenzen mit λ/2 < d räumliches
Aliasing auf.
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3.3 Nichtadaptive Beamformer

Eine Möglichkeit, diese Probleme zu umgehen, besteht in der Implementierung mit Teilar-
rays für verschiedene Frequenzbereiche. Nimmt man eine ungefähre Arbeitsbandbreite von
0, 25 < d/λ ≤ 0, 5 für den Delay-and-Sum-Beamformer sowie den für Telefonanwendun-
gen nötigen Frequenzbereich von 300 Hz bis 3.4 kHz an, ergibt sich bei fünf Mikrofonen
je Teilband eine Anzahl von 18 notwendigen Mikrofonen [90]. Durch gemeinsames Nutzen
von gleichen Mikrofonpositionen in verschiedenen Teilbändern kann diese Zahl auf 10 Mi-
krofone reduziert werden, ist damit aber immer noch zu groß für die meisten praktischen
Anwendungen.

Aus diesen Gründen ist der Delay-and-Sum-Beamformer für die Unterdrückung breitban-
diger kohärenter Störsignale ungeeignet. Die nachfolgend beschriebenen Filter-and-Sum-
Beamformer stellen in dieser Hinsicht eine Verbesserung dar.

3.3.2 Filter-and-Sum-Beamformer

Filter-and-Sum-Beamformer bilden das Ausgangssignal durch Summation von gefilterten
Sensorsignalen. Abbildung 3.7 zeigt die prinzipielle Struktur mit den Filtern h1(t) . . . hM(t)

bei einer Realisierung im Zeitbereich. Der Vorteil von Filter-and-Sum-Beamformern ist,

 

h1(t)

h2(t)

hM(t)

y(t)

Abbildung 3.7: Allgemeine Struktur eines Filter and Sum Beamformers

daß in jedem Frequenzband ein separater Entwurf möglich wird, während bei Delay-and-
Sum-Beamformern aufgrund von

τ � e(−iωτ) (3.41)

feste Beziehungen zwischen den Bändern bestehen. So läßt sich der im vorigen Kapitel
angesprochene, auf Teilarrays basierende Entwurf, vorteilhaft umsetzen, da die Array-
Gruppen nicht separat abgegriffen werden müssen, sondern mit den frequenzselektiven
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3. Kapitel: Beamforming-Verfahren

Filtern realisiert werden können. Eine ausführliche Herleitung von frequenzinvarianten
Beamformern dieser Art findet sich in [101] bzw. [102]. Allerdings gelten auch für diese
Beamformer die Überlegungen aus dem vorherigen Abschnitt bezüglich der Mikrofonan-
zahl. So werden in [102] 25 Mikrofone für den Bereich zwischen 300 Hz und 3000 Hz
eingesetzt, und in [88] werden insgesamt 16 Mikrofone verwendet. Für praktische Anwen-
dungen ist die Anzahl an benötigten Mikrofonen damit zu hoch.

Die Verringerung der Anzahl der Mikrofone bei guter Richtwirkung ist nur durch Ar-
rays mit superdirektiven Eigenschaften möglich. Die Theorie der Superdirektivität wurde
bereits in den 50-er Jahren diskutiert (siehe z.B. [40]) und später erfolgreich auf Mikro-
fonarrays angewandt [108].

3.3.2.1 Superdirektiver Beamformer

Der Begriff Superdirektivität bezieht sich auf Beamformer, die trotz geringer Sensoranzahl
eine gute Richtwirkung aufweisen. Voraussetzung dafür ist ein Sensorabstand von

d < λ/2. (3.42)

Für die Herleitung des Superdirektiven Beamformers wird nachfolgend der Ansatz aus [14]
in [17] benutzt. Er beruht auf der Minimierung der Ausgangssignalleistung des Beamform-
ers im diffusen Rauschfeld bei gleichzeitiger Einhaltung einer Nebenbedingung. Diese ist
gegeben als

wH(ω) r(φnutz, ω) = 1, (3.43)

also als Forderung nach einer unverzerrten Übertragungsfunktion für Signale aus der
Nutzsignalrichtung. Das Ausgangssignal wird in jedem Frequenzband aus der mit den
Koeffizienten gewichteten Summe der Sensorsignale gebildet. Ohne die Abhängigkeit von
ω weiter mitzuführen kann das Ausgangssignal geschrieben werden als

Y = wHX. (3.44)

Damit läßt sich die Ausgangssignalleistung in jedem Frequenzband wie folgt berechnen:

ΦY Y = E
[
Y Y ∗] (3.45)

= wHE
[
XXH

]
w (3.46)

= wHΦXXw, (3.47)
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3.3 Nichtadaptive Beamformer

wobei ΦXX die Kreuzkorrelationsmatrix der Mikrofonsignale in jedem Frequenzband dar-
stellt. Die Minimierung der Ausgangsleistung soll für Rauschsignale erfolgen, so daß sich
mit ΦNN als Korrelationsmatrix des Rauschens das Minimierungsproblem als

min
w

wHΦNNw (3.48)

formulieren läßt. Dieses komplexwertige Problem mit Nebenbedingung kann mit Hilfe der
Lagrange-Multiplikator-Methode gelöst werden (siehe z.B. [93]) und spielt auch beim Ent-
wurf adaptiver Beamformer eine zentrale Rolle. Für die Lösung der Minimierungsaufgabe
wird eine Kostenfunktion mit eingearbeiteter Nebenbedingung aufgestellt

KSDB = wHΦNNw + λ
(
wHr − 1

)
. (3.49)

Da die Nebenbedingung (3.43) reellwertig ist, kann auf die Verwendung komplexwerti-
ger Lagrange-Multiplikatoren verzichtet werden [91]. Die Ableitung nach den konjugiert
komplexen Koeffizienten [18] liefert

∂KSDB

∂wH
= ΦNNw + λr. (3.50)

Durch Nullsetzen der Ableitung erhält man

w = −λΦ−1
NNr. (3.51)

Für die Bestimmung des Parameters λ muß diese Lösung in die Gleichung der Nebenbe-
dingung (3.43) eingesetzt werden. Wegen Φ−1

NN = Φ−H
NN gilt dann für die Nebenbedingung

1 = −λrHΦ−1
NNr. (3.52)

Gleichung (3.52) kann nach λ umgestellt werden

λ = − 1

rHΦ−1
NNr

, (3.53)

womit sich schließlich der Koeffizientenvektor in jedem Frequenzband wie folgt berechnen
läßt:

wSDB =
Φ−1

NNr

rHΦ−1
NNr

. (3.54)

Nimmt man ein homogones Rauschfeld an, bei dem die Korrelation unabhängig von der ab-
soluten Sensorposition ist, läßt sich der optimale Koeffizientenvektor auch in Abhängigkeit
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3. Kapitel: Beamforming-Verfahren

von der Kohärenzmatrix bestimmen. Die frequenzabhängige Kohärenzmatrix beinhaltet
an der Stelle (i, j) die Kohärenzfunktionen zwischen den Sensoren i und j.

Γ(ω) =


1 γx1x2 γx1x3 . . . γx1xM

γx2x1 1 γx2x3 . . . γx2xM

...
... . . . ...

...
γxMx1 γxMx2 γxMx3 . . . 1

 (3.55)

Da für verschiedene Rauschumgebungen die theoretischen Verläufe der jeweiligen Ko-
härenzfunktionen bekannt sind, lassen sich die Koeffizienten leicht an die akustische Situa-
tion anpassen. Bei Annahme eines diffusen Rauschfeldes mit si-förmiger Kohärenzfunktion
ergeben sich die Koeffizienten des superdirektiven Beamformers als

wSDB =
Γ−1

diffusr

rHΓ−1
diffusr

. (3.56)

Als Beispiel für einen superdirektiven Entwurf dieser Art mit vier Mikrofonen im Abstand
von 15 mm dient der Beamformer aus Abbildung 3.8. Allerdings läßt sich der Entwurf in
dieser Form nicht in der Praxis einsetzen, da die Verstärkung unkorrelierten Rauschens
bzw. die Norm der Koeffizienten bei der Herleitung nicht berücksichtigt wurden und beim
gewählten Mikrofonabstand Werte über 150 dB annehmen.
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Abbildung 3.8: Superdirektiver Beamfomer bei Nutzsignal aus 20◦ und vier Mikrofonen mit einem
äquidistanten Abstand von d = 15 mm
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3.3 Nichtadaptive Beamformer

Aus diesem Grund muß der Entwurf beschränkt und ein Kompromiß zwischen erreichbarer
Unterdrückung korrelierter und Verstärkung unkorrelierter Signale gefunden werden. Dazu
läßt sich die Kostenfunktion um einen Strafterm, der das Anwachsen des Betragsquadrates
der Norm der Filterkoeffizienten auf einen festen Wert K0 begrenzen soll, erweiteren. Diese
Nebenbedingung läßt sich als

wHw = K0 (3.57)

formulieren, und sie kann mit Hilfe der Lagrange-Multiplikator-Methode in die Kosten-
funktion integriert werden

KSDB = wHΦNNw + λ
(
wHr − 1

)
+ µ
(
wHw − K0

)
. (3.58)

Es ist jedoch nicht möglich, eine geschlossene Lösung für µ anzugeben [40], [31]. Dar-
um wird µ üblicherweise vorgegeben und die aus dieser Vorgabe resultierende Norm der
Koeffizienten berechnet. Durch eine iterative Vorgehensweise läßt sich somit schließlich
ein optimaler Wert für µ finden. Abbildung 3.9 zeigt das Beampattern eines auf diese
Weise entworfenen superdirektiven Beamformers bei einer Beschränkung der Norm der
Koeffizienten auf 10 dB.
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Abbildung 3.9: Superdirektiver Beamfomer bei Nutzsignal aus 20◦ und vier Mikrofonen mit einem
äquidistanten Abstand von d = 15 mm bei Entwurf mit begrenzter Koeffizientennorm von 10 dB

Es wird ersichtlich, daß die begrenzte Norm, deren Verlauf in Abbildung 3.10 dargestellt
ist, zu einer signifikanten Verschlechterung der Richtwirkung im unteren Frequenzbereich
führt. Eine ausführliche Analyse dieser Zusammenhänge und zu den Auswirkungen das
Parameters µ ist in in [31] zu finden.
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Abbildung 3.10: Norm der Koeffizienten des superdirektiven Beamfomers bei Begrenzung auf 10
dB

3.3.2.2 Superdirektiver Entwurf für kohärente Störsignale

Da der im vorigen Abschnitt beschriebene superdirektive Beamformer für den Einsatz
im diffusen Rauschfeld entworfen wurde, ist seine Richtwirkung für kohärente Störsignale
nicht optimal. Stellt man sich z.B. eine akustische Situation vor, in der zwischen ver-
schiedenen Sprechern unterschieden werden muß, wie es bei sprachgesteuerten Systemen
im Kraftfahrzeug der Fall sein kann, muß das breitbandige, kohärente Störsprachsignal
unterdrückt werden. Dabei sind die genauen Positionen von Fahrer und Beifahrer nur an-
nähernd bekannt. Der Beamformer sollte also in der Lage sein, ganze Bereiche, aus denen
möglicherweise das Störsignal kommen kann, auszublenden. Eine mögliche Bereichsun-
terscheidung zwischen Nutz- und Störsignal ist bei einem Mikrofonarray im Rückspiegel
durch Annahme von 0◦ ≤ φnutz ≤ 90◦ für die Fahrerposition und −90◦ ≤ φstör < 0◦ für
die Beifahrerposition gegeben.

Ein Design dieser Art entspricht dem klassischen Ansatz des nichtadaptiven Beamformer-
Entwurfs für arbiträre Richtcharakteristika [97]. Dabei wird das gewünschte Richtver-
halten als Zielfunktion vorgegeben und der bei der Approximation entstehende Fehler
minimiert. Für die Formulierung dieses Problems als lineares Gleichungssystem muß der
Vektor der Blickrichtungen

φ =
[
φ1, φ2, . . . , φN

]T (3.59)

und der Vektor der gewünschten Array-Antwort

b(φ) =
[V(φ1),V(φ2), . . . ,V(φN)

]T (3.60)

aufgestellt werden, wobei die einzelnen V(φk) die gewünschte Verstärkung des Arrays bei
einem Signal aus Richtung φk darstellen.
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3.3 Nichtadaptive Beamformer

Die Arraygeometrie wird im Falle eines linearen, äquidistanten Arrays mit Sensorabstand
d durch den Vektor der Mikrofonpositionen

d =
[
0, d, 2d, . . . , (M − 1)d

]T (3.61)

beschrieben. Damit kann die aus den entsprechenden Phasenfaktoren bestehende Matrix
der Einfallsrichtungen, die von der Dimension N × M (Anzahl der Blickrichtungen ×
Mikrofonanzahl) ist, wie folgt gebildet werden

A(ω) = exp
(
i
ω

c
· φ dT

)
(3.62)

=


1 exp(−iωτ2(ϕ1)) exp(−iωτ3(ϕ1)) . . . exp(−iωτM(ϕ1))

1 exp(−iωτ2(ϕ2)) exp(−iωτ3(ϕ2)) . . . exp(−iωτM(ϕ2))
...

...
...

...
...

1 exp(−iωτ2(ϕN)) exp(−iωτ3(ϕN)) . . . exp(−iωτM(ϕN))

 . (3.63)

Die Koeffizienten des Beamformers sind dann in jedem Frequenzband durch Lösung des
Gleichungssystems

Aw = b (3.64)

gegeben. Da die Anzahl der Blickrichtungen N meist größer als die Anzahl der Mikrofone
M , die Matrix A also nicht quadratisch ist, erhält man ein überbestimmtes Gleichungs-
system ohne eindeutige Lösung. Das bedeutet, der Koeffizientenvektor muß im Sinne des
kleinsten quadratischen Fehlers mit der Kostenfunktion

K = |Aw − b|2 (3.65)

gefunden werden. Ein typischer Lösungsansatz ist, Gleichung (3.64) auf beiden Seiten mit
AH zu multiplizieren, um die sogenannte Normalengleichung zu erhalten [67].

AHAw = AHb (3.66)

Das überbestimmte Gleichungssystem aus (3.64) ist damit auf ein quadratisches M × M

System reduziert. Unter der Voraussetzung, daß AHA nicht singulär ist, berechnen sich
die Koeffizienten zu

wopt =
(
AHA

)−1
AHb. (3.67)

Dieser Ansatz entspricht einer Lösung mit Hilfe der Moore-Penrose-Pseudoinversen, die
für A mit vollem Rang wie folgt definiert ist:

A+ =
(
AHA

)−1
AH . (3.68)
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3. Kapitel: Beamforming-Verfahren

Ist A vom Rang � < M , wie es bei kleinen Sensorabständen in den untereren Frequenz-
bändern vorkommen kann, muß A+ über eine Singulärwertzerlegung (siehe z.B. [83])
gefunden werden, da

(
AHA

)−1 nicht existiert. Aus A = USVH mit den orthogonalen
Matrizen U und V sowie S als Diagonalmatrix der Singulärwerte folgt:

A+ = V
(
SHS

)−1
SHUH . (3.69)

Für die Berechnung werden dabei nur die ersten �, von Null verschiedenen Singulärwerte
in S benutzt, da andernfalls auch

(
SHS

)−1 nicht existiert. Damit kann die Lösung von
Gleichung (3.65) schließlich wie folgt bestimmt werden:

wopt = A+b. (3.70)

Ein Beispiel für einen auf diese Art und Weise berechneten Beamformer mit vier Mikro-
fonen und einem Mikrofonabstand von 1.5 cm zeigt Abbildung 3.11. Im Vergleich zum
Delay-and-Sum-Beamformer ergibt sich auch für die unteren Frequenzbereiche eine sehr
gute Störsignalunterdrückung von über 40 dB.
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Abbildung 3.11: Beampattern eines superdirektiven Breitbandbeamformers im Frequenzbereich
für vier Mikrofone mit einem äquidistanten Abstand von d = 15 mm
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3.3 Nichtadaptive Beamformer

Obwohl die Lösung des Gleichungssystems (3.65) mit Hilfe der Pseudoinversen die Lösung
mit dem kleinsten quadratischen Fehler und mit der kleinsten Norm der Koeffizienten dar-
stellt, nimmt die Koeffizientennorm insbesondere in den unteren Frequenzbereichen noch
sehr große Werte an. Wie sich in Abbildung 3.12 erkennen läßt, erreicht die Verstärkung
unkorrelierten Rauschens Werte bis ca. 125 dB, wodurch der Beamformer in dieser Form
unbrauchbar ist.
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Abbildung 3.12: Norm der Koeffizienten des superdirektiven Beamformers aus Abbildung 3.11

Aus diesem Grund muß, vergleichbar mit der Vorgehensweise in Abschnitt 3.3.2.1, eine
regularisierte Lösung benutzt werden. Die zwei verbreitetsten Regularisierungsverfahren
sind die Tikhonov-Regularisierung und die Methode der begrenzten Singulärwertzerlegung
(TSVD Truncated Singular Value Decomposition). Letztere führt in diesem Fall allerdings
zu einer ungünstigeren Lösung, da im Beampattern Unstetigkeiten beim Wechsel der
Anzahl der Singulärwerte auftreten.

Deshalb wird vorzugsweise die Tikhonov-Regularisierung benutzt. Die Kostenfunktion
(3.65) erhält dabei einen zusätzlichen, gewichteten Strafterm, der das unkontrollierte An-
wachsen der Norm der Koeffizienten verhindern soll

Kreg = |Aw − b|2 + λ2 wHw (3.71)

= wHAHAw −wHAHb− bHAw + bHb + λ2 wHw. (3.72)

Die Ableitung der regularisierten Kostenfunktion nach den konjugiert komplexen Koeffi-
zienten [18] liefert

∂Kreg

∂w∗ = AHAw −AHb + λ2w. (3.73)

Durch Nullsetzen der Ableitung erhält man eine regularisierte Form der Normalenglei-
chung (

AHA + λ2I
)
wreg = AHb. (3.74)
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3. Kapitel: Beamforming-Verfahren

Um diese Gleichung zu lösen, muß der Parameter λ, der die Gewichtung des Strafterms
darstellt, so gewählt werden, daß die gewünschte Ungleichungs-Nebenbedingung einge-
halten wird. Diese ist als maximale Norm der Beamformerkoeffizienten vorgegeben, die,
wie in Abschnitt 3.2.2.3 gezeigt, direkt mit der Verstärkung unkorrelierten Rauschens
korrespondiert.

Für dieses Problem läßt sich wie bei dem Entwurfsverfahren im Abschnitt 3.3.2.1 keine
geschlossene Lösung angeben, weshalb λ in jedem zu regularisierenden Frequenzband ite-
rativ bestimmt werden muß. Durch die stufenweise Verkleinerung der Schrittweite kann
λ hinreichend genau berechnet werden, so daß die Nebenbedingung bis auf eine vorzuge-
bende Toleranz eingehalten wird.

Der in Abbildung 3.11 dargestellte Beamformer mit vier, im Abstand von 15 mm ange-
ordneten Mikrofonen, läßt sich dann bei einer Vorgabe von wHw ≤ 6 dB auch in der
Praxis realisieren. Abbildung 3.13 zeigt das zugehörige Beampattern mit der über einen
großen Frequenzbereich guten Richtwirkung. Aufgrund des geringen Mikrofonabstandes
ist jedoch auch bei diesem Entwurf der Gewinn für tiefe Frequenzen begrenzt, was sich in
einer Dämpfung der Signale aus Nutzsignalrichtung äußert.

In Abbildung 3.14 ist der Verlauf der Norm der Koeffizienten dargestellt. Oberhalb von ca.
3000 Hz wird die Nebenbedingung automatisch von der nach Gleichung (3.70) gefundenen
Lösung eingehalten, und die Norm der Koeffizienten nimmt kleinere Werte als 6 dB an.
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Abbildung 3.13: Beampattern des auf wHw ≤ 6 dB beschränkten superdirektiven Beamformers
mit vier Mikrofonen im äquidistanten Abstand von d = 15 mm
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3.4 Adaptive Beamformer
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Abbildung 3.14: Norm der Koeffizienten des regularisierten superdirektiven Beamformers mit
vier Mikrofonen im äquidistanten Abstand von d = 15 mm

3.4 Adaptive Beamformer

Adaptive Beamformer sind in der Lage, sich durch Nachregeln der Koeffizienten an die
jeweilige akustische Situation anzupassen. Die Art und Weise des Nachregelns entspricht
dabei den aus der Theorie adaptiver Filter (siehe z.B. [44]) bekannten Verfahren wie LMS
(least mean square) und RLS (recursive least square).

Die Unterscheidung der verschiedenen adaptiven Beamforming-Verfahren ist daher eher
durch die jeweilige Struktur und durch das Optimierungskriterium gegeben. Nach [106]
ist nach Vorarbeiten von Howell der adaptive Multiple Sidelobe Canceller von Applebaum
[5] eine der ersten mehrkanaligen Strukturen. Bei diesem Verfahren wurden nutzsignal-
freie Störreferenzen in unterschiedlicher Gewichtung mit einem Hauptkanal kombiniert.
Die Adaption der Gewichte erfolgte nach dem Kriterium der minimalen Ausgangsleistung.
Weitere Verfahren basierten nach [98], [64] z.B. auf der Verfügbarkeit einer Nutzsignalre-
ferenz [105] oder auch auf der Maximierung des Signal-Rausch-Abstandes (SNR signal to
noise ratio) [69]. Erst spätere Verfahren gingen zur Optimierung mit Nebenbedingungen
über, die gegenwärtig den Stand der Technik darstellen.

3.4.1 Linear Constrained Minimum Variance Beamformer

Das erste Verfahren für adaptives Beamforming mit Nebenbedingungen stammt von Frost
[38]. Die Struktur dieses Beamformers ist in Abbildung 3.15 auf der nächsten Seite dar-
gestellt. Dabei handelt es sich um einen Beamformer für breitbandige Signale, der als
Filter-and-Sum-Struktur mit variablen Koeffizienten ausgelegt ist.
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3. Kapitel: Beamforming-Verfahren
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Abbildung 3.15: Struktur des Frost-Beamformers

Unter der Voraussetzung daß das Nutzsignal an allen Sensoren in gleicher Phasenlage
zur Verfügung steht, kann kann die Filterung und Summation durch ein einzelnes äqui-
valentes FIR-Filter dargestellt werden. Die Koeffizienten dieses Filters bestehen dabei
jeweils aus den aufsummierten Koeffizienten einer Spalte des Beamformers. Dieser Ansatz
ermöglicht die konkrete Vorgabe einer FIR-Filterfunktion für das Nutzsignal, ohne die
Anzahl der Freiheitsgrade übermäßig zu beschränken. Das zu optimierende Kriterium ist
auch bei dieser Methode die Ausgangsleistung, und die Optimierung erfolgt mit einem
LMS-Verfahren, wodurch die kumulative Ansammlung von Rundungsfehlern vermieden
wird.

Eine im Vergleich zum Verfahren nach Frost andere Methode zur Einarbeitung einer
Vorgabe für das Nutzsignal besteht in der Verwendung einer räumlichen Nebenbedingung,
d.h. in der Vorgabe der Antwort des Beamformers auf ein Signal aus einer bestimmten
Richtung. Mit Hilfe der Fernfeld-Parametrisierung kann die räumliche Nebenbedingung
als

wHr
!
= g (3.75)

formuliert werden, wobei g eine beliebige komplexe Konstante darstellt. Drückt man die
Ausgangsleistung in Abhängigkeit von den Beamformerkoeffizienten aus, ergibt sich das
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3.4 Adaptive Beamformer

nachfolgende Minimierungsproblem

min
w

wHΦXXw. (3.76)

Gleichung (3.76) kann unter Einhaltung der Nebenbedingung (3.75) mit Hilfe der Lagrange-
Multiplikator-Methode gelöst werden. Damit erhält man die Vorschrift für den LCMV-
Beamformer (Linearly Constrained Minimum Variance)

w = g∗ ΦXX
−1r

rHΦXXr
. (3.77)

Wählt man g = 1, beschreibt Gleichung (3.77) einen MVDR-Beamformer (Minimum Va-
riance Distortionless Response), bei dem das Signal aus Nutzsignalrichtung nicht gefiltert
bzw. gestört wird (vgl. Abschnitt 3.3.2.1).

Allerdings ist die Bezeichnung von Gleichung (3.77) als LCMV-Beamformer in der Li-
teratur nicht einheitlich. Während ein Großteil der Autoren ebenfalls diese Bezeichnung
verwendet, findet man z.B. in [93] eine Formulierung des LCMV-Beamformers in Ab-
hängigkeit von der Kovarianzmatrix des Rauschens. Die Form aus (3.77) wird dort als
LCMP-Beamformer (Linear Constrained Minimum Power) bezeichnet. Meist wird jedoch
zwischen diesen beiden Ansätzen gar nicht unterschieden, und es haben sich noch wei-
tere Bezeichnungen, wie ML-Beamformer (Maximum Likelihood) [51] (üblicherweise bei
Verwendung der Kovarianzmatrix des Rauschens) und Capon’s Methode [77] etabliert.

Zusätzlich zu der einzelnen Nebenbedingung nach Gleichung (3.75) lassen sich weitere
räumliche Vorgaben erzwingen. So ist es möglich, das Ausnullen einer bestimmten Rich-
tung zu fordern. Eine Kombination der beiden beschriebenen Nebenbedingung läßt sich
wie folgt formulieren [97]: [

rH(φ1, ω)

rH(φ2, ω)

]
w =

[
g∗

0

]
. (3.78)

Mehrere Nebenbedingungen werden üblicherweise in der Nebenbedingungsmatrix C zu-
sammengefaßt, so daß gilt

CHw = f , (3.79)

wobei f die Antwort des Beamformers bei Vorgabe der jeweiligen Nebenbedingung dar-
stellt. Die Nebenbedingungen können dabei als Ableitungs-, Eigenvektor- oder punktweise
Beschränkungen ausgeführt sein [97].

3.4.2 Generalized Sidelobe Canceller (GSC)

Eine alternative Struktur zur Realisierung eines LCMV-Beamformers, die inzwischen sehr
weit verbreitet ist, wird in [42] beschrieben. Im Unterschied zur Struktur nach Frost ist
der Beamformer in einen adaptiven und einen nicht adaptiven Signalpfad unterteilt.
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Abbildung 3.16: Struktur des Generalized Sidelobe Cancellers

Abbildung 3.16 zeigt ein Blockschaltbild dieser als Generalized Sidelobe Canceller (GSC)
bezeichneten Struktur. Im oberen Pfad befindet sich der datenunabhängige M-kanalige
Beamformer mit dem festen Koeffizientenvektor w0. Der untere Pfad wird mit Hilfe der
Blocking-Matrix B von den Nutzsignalanteilen befreit, indem z.B. jeweils zwei benach-
barte Kanäle voneinander subtrahiert werden [42]. Im Fall von vier Mikrofonen weist die
Blocking-Matrix also die Form

B =

1 −1 0 0

0 1 −1 0

0 0 1 −1

 (3.80)

auf. Dabei wird vorausgesetzt, daß die Nutzsignale an den Sensoren laufzeitkompensiert
zur Verfügung stehen, das Array also auf die Nutzsignalquelle ausgerichtet ist. Erst dann
ist theoretisch die vollständige Blockierung der Nutzsignalanteile möglich, da die Summe
eines Zeilenvektors von B immer gleich Null ist. Eine weitere Anforderung an die Blocking-
Matrix ist, daß sie vollen Rang haben muß, die Zeilenvektoren also linear unabhängig
voneinander sind.

Das nachfolgende mehrkanalige adaptive Filter mit dem Koeffizientensatz W läßt sich
aufgrund des ausgeblendeten Nutzsignals ohne Nebenbedingungen adaptieren, wodurch
sich einfachere Adaptionsalgorithmen implementieren lassen. Zusätzlich kann der datenu-
nabhängige Beamformerausgang z.B. für eine adaptive Nachfilterung genutzt werden [85].

Ihren Namen verdankt diese Struktur neben ihrer Ähnlichkeit zum Multiple Sidelobe Can-
celler der Tatsache, daß kohärente Störer aus Richtungen, bei denen der fest entworfene
Beamformer Nebenmaxima aufweist, durch den adaptiven Teil stark reduziert werden.
Es läßt sich weiterhin zeigen, daß bei Verwendung von konstanten Gewichten w0 ent-
sprechend eines Delay-and-Sum-Beamformers der GSC identisch zum LCMV-Beamformer
nach Frost ist [42].
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4 Methoden der blinden
Quellentrennung

Die mehrkanalige Signalerfassung ist in vielen verschiedenen Bereichen, wie z.B. der bio-
medizinischen Signalverarbeitung, der Sonar- und Radartechnik sowie auch in der Akustik
wiederzufinden. Dabei steht man oft vor dem Problem, daß die mit Hilfe mehrerer Sen-
soren gemessenen Signale eigentlich Überlagerungen einzelner Quellsignale sind. In die-
sem Zusammenhang hat sich der Begriff blinde Quellentrennung bzw. BSS (Blind Source
Separation) für Verfahren, die für die Rekonstruktion der Quellsignale nur sehr wenig
Vorwissen über die Signale und deren Mischung nutzen, etabliert.

Eine große Klasse an Algorithmen dieser Art basiert auf der Annahme, daß die Quell-
signale statistisch unabhängig voneinander sind. Durch die Bewertung der statistischen
Unabhängigkeit, die Independent Component Analysis (ICA), läßt sich dann das Signal-
gemisch trennen bzw. einzelne oder mehrere Quellsignale extrahieren.

4.1 Signalmodelle

Zu den wenigen Annahmen, die im Vorfeld über eine Mischung zu treffen sind, zählt an
erster Stelle die Frage nach der Art der Vermischung. Dabei wird prinzipiell zwischen
instantaner, konvolutiver, linearer und nichtlinearer Mischung (bzw. Kombinationen da-
von) unterschieden. Die im Kontext dieser Arbeit wichtigsten Mischungsarten sind die
instantane und die konvolutive Mischung, die in den nachfolgenden Abschnitten erläutert
werden.

4.1.1 Modell der linearen, instantanen Überlagerung

Das Modell der linearen, instantanen Überlagerung beschreibt einen Prozeß, bei dem die
Quellsignale in Linearkombination von den Sensoren erfaßt werden. Die Mischung ist auf
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4. Kapitel: Methoden der blinden Quellentrennung

die Augenblickswerte beschränkt und kann als Multiplikation mit skalaren Koeffizienten
und anschließende Summation der Form

x1(t) = a11s1(t) + a12s2(t) + . . . + a1NsN (t) (4.1)

x2(t) = a21s1(t) + a22s2(t) + . . . + a2NsN (t) (4.2)
...

xM (t) = aM1s1(t) + aM2s2(t) + . . . + aMNsN(t) (4.3)

dargestellt werden. Dabei stellen die si(t) die Quellsignale, die aij die Mischungskoeffi-
zienten und die xi die Sensorsignale dar. Gleichung (4.1) bis (4.3) kann vorteilhaft in der
Matrixschreibweise

x(t) = A · s(t) (4.4)

dargestellt werden. Die sogenannte Mischungsmatrix A ist allgemein von der Größe M ×
N , mit M als Anzahl der Sensoren und N als Anzahl der Quellsignale. Sie enthält an der
Stelle (i, j) den Gewichtungskoeffizienten aij , also den Faktor, mit dem Signal j an Sensor
i vorliegt. Für die weiteren Ausführungen wird, sofern nicht anders bezeichnet, stets der
quadratische 2 × 2 Fall nach Abbildung 4.1 betrachtet, bei dem die Anzahl an Quellen
gleich der Anzahl an Sensoren gleich zwei ist.
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x1(t)
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Abbildung 4.1: Modell der instantanen Mischung zweier Signale

Vorausgesetzt daß A vollen Rang hat, ist eine Lösung des Separationsproblems durch die
Anwendung der inversen Matrix W = A−1 gegeben. Die entmischten Ausgangssignale
werden durch Multiplikation der Inversen mit den Sensorsignalen gebildet

y(t) = W · x(t). (4.5)

Bei exakt bestimmter, invertierbarer Mischungsmatrix gilt

y(t) = W · As(t) = I · s(t) = s(t), (4.6)
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4.1 Signalmodelle

wobei I die Einheitsmatrix darstellt. Bei einem überbestimmten Gleichungssystem mit
mehr Sensoren als Quellen (M > N) läßt sich die Moore-Penrose-Pseudoinverse von A

zur Entmischung benutzen [1].

Für alle ICA-basierten Verfahren gelten die Einschränkungen, daß die Quellsignale nur bis
auf eine mögliche Skalierung und Vertauschung (Permutation) bestimmt werden können,
da skalierte und permutierte Quellsignale ebenfalls statistisch unabhängig voneinander
sind. Mathematisch werden Skalierung als Diagonalmatrix D und Vertauschung als Per-
mutationsmatrix P berücksichtigt, so daß sich die entmischten Ausgangssignale zu

y(t) = PD · s(t) (4.7)

ergeben. Ein weit verbreiteter Ansatz zur Bestimmung von D ist, die Skalierung durch
Normierung der Eingangssignale auf Einheitsvarianz oder auch durch die Annahme eines
normierten Mischungsmodells mit Einsen auf den Diagonalpositionen der Mischungsma-
trix festzulegen. Bei Annahme des normierten Mischungsmodells ergibt sich gleichzeitig
eine feste Zuordnung der Quellsignale zu den Sensoren

4.1.2 Modell der linearen, konvolutiven Überlagerung

Neben der instantanen Mischung spielt das konvolutive Mischungsmodell nach Abbil-
dung 4.2 auf der nächsten Seite bei vielen realen Anwendungen eine wichtige Rolle. Hier
werden die Sensorsignale aus der Überlagerung gefilterter Quellsignale gebildet, wie es z.B.
bei Mikrofonaufnahmen der Fall ist. Mit hij(t) als Impulsantworten der Mischungsfilter
ergeben sich die Sensorsignale im 2 × 2 Fall zu

x1(t) = h11(t) ∗ s1(t) + h12(t) ∗ s2(t) (4.8)

x2(t) = h21(t) ∗ s1(t) + h22(t) ∗ s2(t). (4.9)

Auch dieses Gleichungssystem kann als

x(t) = A(t) ∗ s(t) (4.10)

in Matrixschreibweise dargestellt werden (siehe z.B. [58]), was insbesondere dann günstig
ist, wenn im Zeitbereich arbeitende ICA-Verfahren zum Einsatz kommen. Die Mischungs-
matrix A(t) enthält an der Stelle (i, j) keinen skalaren Wert sondern die Impulsantwort
des Filters hij(t) von Quelle j zum Sensor i.
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Abbildung 4.2: Modell der konvolutiven Mischung zweier Signale

Eine andere weit verbreitete Methode der Darstellung und Lösung des konvolutiven Mi-
schungsproblems ist durch die Formulierung von Gleichung (4.8) und (4.9) im Frequenz-
bereich gegeben. Nach Anwendung der Kurzzeit-Fouriertransformation entsteht in jedem
Frequenzband ein komplexwertiges, instantanes Mischungsproblem

X1(ω, t̃) = H11(ω) · S1(ω, t̃) + H12(ω) · S2(ω, t̃) (4.11)

X2(ω, t̃) = H21(ω) · S1(ω, t̃) + H22(ω) · S2(ω, t̃). (4.12)

Die Schreibweise in Matrixform

X(ω, t̃) = A(ω) · S(ω, t̃) (4.13)

ist äquivalent zu Gleichung (4.4). Allerdings enthält die komplexe Mischungsmatrix in
jedem Frequenzband ω an der Stelle (i, j) die Werte der jeweiligen Übertragungsfunktion
Hij(ω). Es müssen dann für die Lösung des konvolutiven Mischungsproblems im Frequenz-
bereich insgesamt L

2
Matrizen A(ω) bestimmt werden, wenn die Blocklänge L gleich der

Anzahl der Frequenzbänder ist und der konjugiert komplexe Teil des Spektrums bei der
Berechnung nicht berücksichtigt wird.

Die frequenzbandweise Bestimmung einzelner Mischungsmatrizen ermöglicht die Verwen-
dung beliebiger instantaner, komplexwertiger ICA-Verfahren und liefert deshalb bei gerin-
gerem Rechenaufwand sehr gute Ergebnisse. Nachteilig an dieser Vorgehensweise ist, daß
aufgrund der möglichen Permutationen keine eindeutige Zuordnung der Frequenzbänder
gegeben ist. Ohne entsprechende Permutationskorrektur (siehe Abschnitt 4.3) ist deshalb
keine oder nur eine sehr schlechte Signaltrennung möglich.

Ebenso wie das Permutationsproblem, müssen auch die möglichen Skalierungen der ein-
zelnen Frequenzbänder korrigiert werden, die sich andernfalls als willkürliche Filterung

46



4.1 Signalmodelle

auswirken. Aus diesem Grund geht man häufig von einem Modell mit normierten Mi-
schungsmatrizen aus. Gleichung (4.11) und (4.12) lassen sich dann wie folgt umformulie-
ren

X1(ω, t̃) = S1(ω, t̃) + H̃12(ω) · S2(ω, t̃) (4.14)

X2(ω, t̃) = H̃21(ω) · S1(ω, t̃) + S2(ω, t̃). (4.15)

Die Mischungsmatrix hat also in jedem Frequenzband die Form

A(ω) =

[
1 H̃12(ω)

H̃21(ω) 1

]
, (4.16)

mit H̃12(ω) = H12(ω)
H22(ω)

und H̃21(ω) = H21(ω)
H11(ω)

. Die Normierung ist, physikalisch gesehen,
in jeder Zeile der Mischungsmatrix äquivalent zur Annahme eines Referenzsensors. Bei
der zweikanaligen Schallerfassung mit Mikrofonen beschreibt das Filter H̃12(ω), welcher
Veränderung Signal zwei bei der Messung an Mikrofon eins im Vergleich zur Messung an
Mikrofon zwei unterliegt. Analog dazu beschreibt Filter H̃21(ω) die Veränderungen von
Quellsignal eins an Mikrofon zwei im Vergleich zu Mikrofon eins. Allerdings können die
beiden Filter nicht mit der tatsächlichen Übertragungsfunktion zwischen den Mikrofonen
gleichgesetzt werden.
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Abbildung 4.3: Modell der normierten, konvolutiven Mischung zweier Signale

Weiterhin ist offensichtlich, daß durch die Annahme eines normierten Mischungsmodells
mit Referenzsensoren keine Raumübertragungsfunktionen kompensiert werden können.
Das heißt, das Quellsignal si(t) kann bestenfalls so rekonstruiert werden, wie es an Mikro-
fon i meßbar ist. Deshalb ist mit diesem Modell zwar die Trennung konvolutiver Mischun-
gen, aber keine Entfaltung der Meßsignale möglich. Dies stellt jedoch keine Einschränkung
dar, weil das Kriterium der statistischen Unabhängigkeit ohnehin keine Informationen
über eine eventuelle Filterung der Signale liefert.
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4. Kapitel: Methoden der blinden Quellentrennung

Für die Entmischung muß in jedem Frequenzband die Inverse der Mischungsmatrix be-
stimmt werden. Im 2 × 2 Fall ist sie gegeben durch

W(ω) = A−1(ω) =
1

H̃12(ω)H̃21(ω) − 1
·
[

−1 H̃12(ω)

H̃21(ω) −1

]
. (4.17)

Die Entmischung kann nach erfolgreicher Permutationskorrektur im Frequenzbereich oder
durch Rücktransformation und Filterung im Zeitbereich erfolgen.

4.1.2.1 Entmischungsstrukturen

Oft wird in der Literatur zwischen Feed-Forward- und Feed-Back-Strukturen zur Tren-
nung gefalteter Mischungen unterschieden. Im 2×2 Fall besteht die Feed-Forward-Struktur
aus vier nicht rückgekoppelten Filtern, ist also identisch zum Modell der konvolutiven Mi-
schung nach Abbildung 4.2. Mit dieser Struktur ließe sich zusätzlich zur Signaltrennung
auch eine Entfaltung realisieren, sofern eine geeignete Kostenfunktion zur Verfügung stün-
de. Die Filter können dabei direkt aus der Entmischungsmatrix abgelesen werden. Durch
zusätzliche Allpaß-Filterung kann der akausale Anteil von nicht minimalphasigen Mi-
schungssystemen kompensiert werden [61].

Bei Annahme einer normierten Mischungsmatrix, die die Entfaltung von vornherein aus-
schließt, kann die Entmischung aufwandsgünstiger in der rückgekoppelten Feed-Back-
Struktur nach Abbildung 4.4 realisiert werden. Vorteilhaft ist dabei, daß nur zwei Filter
bestimmt und implementiert werden müssen.

+

+

-

-

h1(t)

h2(t)

x1(t)

x2(t)

y1(t)

y2(t)

Abbildung 4.4: Feed-Back-Struktur zur Entmischung

Die beiden Ausgangssignale sind im z-Bereich gegeben durch

Y1(z) = X1(z) − H2(z)Y2(z) (4.18)

Y2(z) = X2(z) − H1(z)Y1(z). (4.19)
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Durch Einsetzen von (4.19) in (4.18) kann die Abhängigkeit von einem Ausgangssignal
eliminiert werden, so daß sich für Y1(z) ergibt

Y1(z) = X1(z) − H2(z)
[
X2(z) − H1(z)Y1(z)

]
= X1(z) − H2(z)X2(z) + H2(z)H1(z)Y1(z)

=
X1(z) − H2(z)X2(z)

1 − H1(z)H2(z)
. (4.20)

Analog läßt sich für Y2(z) herleiten

Y2(z) =
X2(z) − H1(z)X1(z)

1 − H1(z)H2(z)
. (4.21)

Aufgrund des normierten Mischungsmodells sind die Sensorsignale im z-Bereich, gemäß
Gleichung (4.14) und (4.15) auf Seite 47, gegeben als

X1(z) = S1(z) + H̃12(z)S2(z) (4.22)

X2(z) = H̃21(z)S1(z) + S2(z). (4.23)

Eingesetzt in 4.20 kann Y1(z) in Abhängigkeit von den Quellsignalen formuliert werden

Y1(z) =
S1(z) + H̃12(z)S2(z) − H2(z)

[
H̃21(z)S1(z) + S2(z)

]
1 − H1(z)H2(z)

= S1(z)
[1 − H2(z)H̃21(z)

1 − H1(z)H2(z)

]
+ S2(z)

[ H̃12(z) − H2(z)

1 − H1(z)H2(z)

]
. (4.24)

Für die Entmischung soll Y1(z) = S1(z) gelten. Daraus können die Bedingungen

H1(z) = H̃21(z) (4.25)

H2(z) = H̃12(z) (4.26)

abgeleitet werden. Die gleiche Vorschrift ergibt sich bei Betrachtung von Y2(z). Folglich
lassen sich die rekursiven Filter direkt aus der normierten Mischungsmatrix ablesen, so-
fern diese korrekt bestimmt wurde. Die Invertierung dieser Matrix ist damit nicht mehr
notwendig, und die damit verbundenen Stabilitätsprobleme entfallen.

Lediglich eventuell auftretende Nullstellen in den Übertragungsfunktionen H11(ω) und
H22(ω) könnten aufgrund der Division durch Null in den normierten Filtern zu Problemen
führen. Diese Situation stellt jedoch einen in der Praxis der Schallausbreitung quasi nicht
vorkommenden Sonderfall dar und kann deswegen vernachlässigt werden.

Weiterhin läßt sich feststellen, daß die Stabilität des rekursiven Systems nicht, wie bei
inversen Filtern, von der Minimalphasigkeit der Mischungsfilter abhängt, die für reale
Raumimpulsantworten meist nicht gegeben ist [61]. Sie wird statt dessen durch die Deter-
minante der Mischungsmatrix bestimmt. Solange die Mischungsmatrix vollen Rang hat,
ist das rekursive System genauso stabil wie die Feed-Forward-Struktur.
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4. Kapitel: Methoden der blinden Quellentrennung

4.2 Blinde Quellentrennung instantaner Mischungen

Die Analyse der statistischen Unabhängigkeit (ICA Independent Component Analysis)
ist das Fundament vieler Methoden der blinden Quellentrennung. Das Konzept statistisch
unabhängiger Quellsignale kann bis in die 50-er Jahre des 20. Jahrhunderts zurückverfolgt
werden [1]. Allerdings ist das breite Interesse an dieser Thematik erst in den späten 80-er
Jahren durch die kontinuierlich wachsende Anzahl an Anwendungen entstanden. Bis zum
heutigen Tage haben sich eine Vielzahl von Verfahren etabliert, die auf unterschiedlichen
Kriterien zur Bewertung der statistischen Unabhängigkeit beruhen.

4.2.1 Definition der statistischen Unabhängigkeit

Als statistisch unabhängig werden zwei Zufallsvariablen genau dann bezeichnet, wenn
ihre Verbundverteilungsdichte gleich dem Produkt der Randdichteverteilungen ist [47].
Folglich muß dann gelten

px(x) = px(x1, x2) = px1(x1) · px2(x2). (4.27)

Ein Maß für die Gleichheit zweier Wahrscheinlichkeitsdichten ist die Kullback-Leibler-
Divergenz, die als

D(py||px) =

∫
py(y) log

py(y)

px(x)
dy (4.28)

definiert ist [27]. Sie ist ein asymmetrisches Maß für den Abstand zwischen den Wahr-
scheinlichkeitsdichteverteilungen und ist invariant bezüglich Vertauschung und Skalierung
[43]. Es läßt sich zeigen, daß die Ungleichung

D(py||px) ≥ 0 (4.29)

gelten muß, mit Gleichheit für py(y) = px(x). Die Kullback-Leibler-Divergenz kann des-
halb zur Bewertung der statistischen Unabhängigkeit genutzt werden. Angewendet auf
(4.27) ergibt sich

D
(
px(x)||px1(x1)px2(x2)

)
=

∫
px(x) log

px(x)

px1(x1)px2(x2)
dx. (4.30)

Für D
(
px(x)||px1(x1)px2(x2)

)
= 0 sind die beiden Zufallsvariablen x1 und x2 statistisch

unabhängig voneinander.

Die vollständige Auswertung der Verteilungsdichte nach Gleichung (4.30) ist für reale
Anwendungen jedoch nicht praktikabel, da sich Verteilungsdichten nur mit großem Auf-
wand schätzen lassen. Aus diesem Grund versucht man, die Zufallsvariablen bzw. deren

50



4.2 Blinde Quellentrennung instantaner Mischungen

statistische Unabhängigkeit anhand ausgewählter Parameter zu beschreiben. Klassische
ICA-Verfahren stützen sich dabei vor allem auf statistische Kenngrößen höherer Ordnung,
da die Unkorreliertheit der Variablen nicht ausreichend ist.

4.2.1.1 Dekorrelation als Vorverarbeitung

Eine bei ICA Algorithmen oft verwendete Methode der Vorverarbeitung ist das sogenann-
te Sphering bzw. Prewhitening ; die Dekorrelation und Varianz-Normierung der Sensor-
signale. Diese Methode ist sehr eng mit der Hauptkomponentenanalyse, auch als PCA
(Principal Component Analysis) bezeichnet, verwandt. Ziel der PCA ist es, durch eine
geeignete Transformation eine neue Darstellung der Signale in einem orthogonalen Ko-
ordinatensystem zu finden. Das heißt, die Kovarianzmatrix der dekorrelierten Daten ist
diagonal.

Für die Herleitung der Hauptkomponentenanalyse (siehe z.B. [53]) wird der Signalvektor
als gewichtete Überlagerung der orthogonalen Basisvektoren dargestellt. Bei reduzierter
Anzahl an Basisvektoren entsteht ein Approximationsfehler, der unter Einhaltung der Or-
thonormalitätsbedingung minimiert wird. Mit Hilfe der Lagrange-Multiplikator-Methode
ergibt sich die Lösung als Eigenwertproblem der Kovarianzmatrix. Die Signalapproxi-
mation erfolgt durch die zu den größten Eigenwerten zugehörigen Eigenvektoren. Damit
ist eine Abschätzung der Anzahl der in den Sensordaten enthaltenen Signale [96], eine
Dimensionsreduktion sowie die Schätzung der Rauschleistung möglich [91].

Analog dazu kann das Sphering als PCA der Sensordaten (ohne Dimensionsreduktion)
mit anschließender Normierung der Signalvarianzen auf Eins betrachtet werden. Die Ei-
genvektorzerlegung der Kovarianzmatrix C in

C = VΛVT , (4.31)

mit V als orthogonaler Matrix der Eigenvektoren und Λ als Diagonalmatrix der zugehö-
rigen Eigenwerte, führt zur Berechnung der Quadratwurzel der Kovarianzmatrix als

C
1
2 = VΛ

1
2 . (4.32)

Die Spheringmatrix M ist als Inverse der Matrixwurzel gegeben mit

M = C− 1
2 . (4.33)

Durch Multiplikation mit den Sensordaten x entstehen die transformierten Daten

xs = Mx = C− 1
2 x, (4.34)
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deren Kovarianzmatrix

Cxs = E
[
xxT
]

= C− 1
2 E
[
xxT
]
C− 1

2
T = C− 1

2CC− 1
2
T = I (4.35)

eine Einheitsmatrix ist [53].

Ausgehend vom Mischungsmodell nach Gleichung (4.4) auf Seite 44 lassen sich die trans-
formierten Signale xs aus Gleichung (4.34) darstellen als

xs = Mx = MAs = Os, mit O = MA. (4.36)

Durch das Prewhitening ist sichergestellt, daß gilt

Cxs = E
[
xsx

T
s

]
= OE

[
ssT
]
OT = I. (4.37)

Aufgrund der per Definition angenommenen statistischen Unabhängigkeit der Quellsignale
sowie aufgrund der Normierung der Varianz ist auch die Kovarianzmatrix der Quellsignale
eine Einheitsmatrix

E
[
ssT
]

= I, (4.38)

so daß
OOT = I (4.39)

gelten muß [53]. Folglich ist die Mischungs- bzw. Entmischungsmatrix der transformier-
ten Daten orthogonal. Dadurch vereinfacht sich die Suche nach der Entmischungsmatrix
erheblich, so daß viele ICA Verfahren auf dieser Form der Vorverarbeitung mit anschlie-
ßender Suche nach einer orthogonalen Entmischungsmatrix basieren.

4.2.2 Prinzipien der Informationstheorie

Die historische Entwicklung der ICA-Verfahren ist eng mit Ansätzen aus dem Bereich der
Neuronalen Netze, wie der Redundanzreduktion [6] oder der Maximierung der übertrage-
nen Information [62] verbunden [53]. Auf dieser Grundlage entstanden eine Vielzahl von
informationstheoretisch motivierten Verfahren, deren Konzepte nachfolgend kurz vorge-
stellt werden sollen.

Eine wichtige Kenngröße der Informationstheorie ist die Shannonsche Entropie H(x), die
ein Maß für den Informationsgehalt einer Datenquelle darstellt [50]

H(x) = −
∑

i

P (xi) log P (xi). (4.40)
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4.2 Blinde Quellentrennung instantaner Mischungen

Für wertkontinuierliche Quellen muß mit der differentiellen Entropie gearbeitet werden,
da die Entropie beim Grenzübergang ∆x → 0 divergiert. Sie ist definiert als

H(x) = −
∞∫

−∞

px(x) log
(
px(x)

)
dx. (4.41)

Für Zufallsvariablen mit begrenzter Amplitude weisen gleichverteilte Variablen die größte
Entropie auf. Hingegen gilt für Zufallsvariablen mit fester Varianz, daß die Entropie durch
die Gaußverteilung maximiert wird. Als Maß für die Abweichung einer Zufallsvariable
mit gegebener Varianz von der Gaußverteilung läßt sich die nachfolgend für multivariate
Zufallsvariablen definierte Negentropie

N (x) = HGauß − H(x) (4.42)

verstehen. Die Negentropie nimmt keine negativen Werte an und hat weiterhin die Eigen-
schaft, sowohl skalierungsinvariant als auch invariant gegenüber orthogonalen Transfor-
mationen zu sein [26].

Die in Abschnit 4.2.1 eingeführte Definition der statistischen Unabhängigkeit als Kullback-
Leibler-Divergenz zwischen dem Produkt der Randdichteverteilungen und der Verbund-
verteilung ist äquivalent zur gemeinsamen Information (Mutual Information)

I(x1, . . . , xN ) = D(px||
∏

pxn), (4.43)

deren Reduktion folglich zur statistischen Unabhängigkeit führt [26, 2]. Aus der Definition
der Kullback-Leibler-Divergenz nach (4.28) folgt:

I(x1, . . . , xN) =

∫
px(x) log

px(x)∏
pxn(xn)

dx (4.44)

=

∫
px(x) log px −

∫
px(x) log

∏
pxn(xn) (4.45)

=
N∑

n=1

H(xn) − H(x). (4.46)

Die gemeinsame Information einer multivariaten Zufallsvariable läßt sich also als Summe
der Einzelentropien abzüglich der gesamten Entropie darstellen. Die Minimierung der ge-
meinsamen Information als Ziel der blinden Quellentrennung läßt sich dementsprechend
entweder durch die Minimierung der Entropien der einzelnen Kanäle oder durch die Ma-
ximierung der Entropie der multivariaten Verteilung erreichen.
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4.2.2.1 Konzept der Minimierung der Einzelentropien

Unter der Voraussetzung, daß gaußverteilte Zufallsvariablen bei gegebener Varianz die
größte Entropie aufweisen, läßt sich schlußfolgern, daß eine kleine Entropie gleichbedeu-
tend mit einer Nichtgaußförmigkeit der Signale ist. Folglich führt eine möglichst große
Abweichung von der Normalverteilung zu statistisch unabhängigen Zufallsvariablen. Die-
ses Konzept deckt sich mit der Aussage des zentralen Grenzwertsatzes, daß die Über-
lagerung unabhängiger Zufallsvariablen zu einer gaußförmigeren Verteilungsdichte führt.
Die Minimierung der Entropie resultiert in einer weniger gaußförmigen Verteilungsdichte
und weist damit auf Signale, die nicht aus der Überlagerung unabhängiger Quellsignale
stammen.

Die Entropieminimierung eines einzelnen Kanals kann nach Gleichung (4.42) auch als
Maximierung der Negentropie formuliert werden. Dabei kann die Negentropie in der Pra-
xis durch Kumulanten approximiert werden, indem die Verteilungsdichtefunktion in der
Nähe einer Gaußverteilung durch eine Gram-Charlier-Entwicklung mit (orthonormalen)
Tschebyscheff-Hermitischen Polynomen dargestellt wird. Somit ergibt sich die Negentropie
in Abhängigkeit vom Moment dritter Ordnung und der Kurtosis κ zu [47]

N (x) ≈ 1

12
E[x3]2 +

1

48
κ(x)2. (4.47)

Um die Sensitivität der Negentropie-Schätzung gegenüber statistischen Ausreißern zu ver-
ringern, können anstatt der Kumulanten andere nicht-quadratische Funktionen für die
Approximation benutzt werden. Bei Verwendung einer ungeraden und einer geraden Funk-
tion G1 bzw. G2, lassen sich, analog zur Verwendung der Kumulanten, die Schiefe und
Spitzigkeit der Verteilung bewerten. Die Negentropie läßt sich dann approximieren als

N (x) ≈ k1E
2
[
G1(x)

]
+ k2

(
E
[
G2(x)

]− E
[
G2(xGauß)

])2

, (4.48)

wobei k1 und k2 positive Konstanten sind, xGauß eine mittelwertfreie Variable mit gaußför-
miger Verteilungsdichte und Einheitsvarianz darstellt [47] und x ebenfalls mittelwertfrei
und auf Varianz eins normiert ist. Bei der Wahl von

G1(x) =
1

a1
log cosh a1x, (4.49)

G2(x) = − exp(−x2/2), (4.50)

mit 1 ≤ a1 ≤ 2 erhält man eine robuste Schätzung der Negentropie [47].

Die Maximierung der Negentropie kann dann z.B. durch ein einfaches Gradientenverfahren
erfolgen. Eine schnellere Konvergenz wird allerdings durch den Einsatz eines Fixed-Point-
Algorithmus zur Optimierung erreicht. Dieses Verfahren ist als FastICA bekannt [48], [46]
und wurde bereits auf komplexwertige Signale erweitert [12].
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4.2.2.2 Konzept der Maximierung der Gesamtentropie

Aus Gleichung (4.46) läßt sich schlußfolgern, daß die Reduktion der gemeinsamen Infor-
mation auch durch die Maximierung der Verbundentropie erreicht werden kann. Dieser
Ansatz wird auch als Informationsmaximierung bezeichnet. Er wurde nach verschiedenen
Vorarbeiten [63],[59] von Bell und Sejnowski [9] auf die blinde Quellentrennung angewandt.

Zur Verdeutlichung der Funktionsweise sei der einkanalige Fall anhand eines konnektio-
nistischen Neurons (vgl. Abbildung 4.5) betrachtet. Die Eingangssignale x werden als
u = wTx gewichtet addiert und anschließend einkanalig durch eine nichtlineare Funktion
g(u) transformiert.

Σ ∫

x1

x2

xN

w1

w2

wN

y = g(u)

g(u)

Abbildung 4.5: Konnektionistisches Neuron

Besitzt die Funktion g(u) eine eindeutige Inverse, gilt für die Verteilungsdichten des Aus-
und Eingangs der Zusammenhang [73]

py(y) =
pu(u)

|∂y/∂u| =
pu(u)

|g′(u)| . (4.51)

Die Ausgangsentropie berechnet sich entsprechend Gleichung (4.41) als

H(y) = −
∞∫

−∞

py(y) log py(y)dy. (4.52)

Durch Einsetzen von (4.51) in die obige Gleichung und mit py(y)∂y = pu(u)∂u erhält man
bei Annahme einer monoton steigenden Nichtlinearität

H(y) = −
∞∫

−∞

pu(u) log
pu(u)

g′(u)
du (4.53)

= −D(pu(u)||g′(u)) ≤ 0. (4.54)
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Der Maximalwert der Entropie wird also genau dann erreicht, wenn die Ableitung der
Funktion g(u) mit der Verteilungsdichte des Signals übereinstimmt.

Im mehrkanaligen Fall wird der Eingangsvektor x mit einer quadratischen Gewichtungs-
matrix W multipliziert und Nichtlinearitäten werden auf alle Ausgangskanäle u angewen-
det. Die transformierte Verteilungsdichte ist dann gegeben als

py(y) =
px(x)

|J| , (4.55)

wobei |J| die Determinante der Jacobimatrix

J =


∂y1

∂x1
. . . ∂y1

∂xN...
...

∂yN

∂x1
. . . ∂yN

∂xN

 (4.56)

darstellt. Die Ausgangsentropie läßt sich damit als

H(y) = −E
[
log py(y)

]
(4.57)

= E
[
log |J|]− E

[
log px(x)

]
(4.58)

formulieren. Für die Maximierung muß der Gradient bezüglich W berechnet werden. Da
nur der erste Term in (4.58) dazu beiträgt und die Maximierung mit einem stochastischen
Gradientenverfahren erfolgt, bei dem der Erwartungswertoperator entfällt, ergibt sich für
den Gradienten

∂H(y)

∂W
=

∂

∂W
log |J |. (4.59)

Mit

det J = detW

N∏
i=1

|g′
i(ui)| (4.60)

folgt:
∂H(y)

∂W
=

∂

∂W
log | det W | + ∂

∂W
log

N∏
i

|y′
i|. (4.61)

Nimmt man eine sigmoide Aktivierungsfunktion der Form g(u) = (1 + e−u)−1 an, ergibt
sich schließlich die Lernregel des InfoMax-Algorithmus [9]

∆W ∝ (WT
)−1

+ (1 − 2y)xT . (4.62)

Durch die Anwendung des natürlichen bzw. relativen Gradienten [3],[25] kann eine schnel-
lere Konvergenz erreicht werden. Die Lernregel verändert sich dann zu [50]

∆W ∝ ∂H(y)

∂W
WTW. (4.63)
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4.2.3 ICA durch Maximum-Likelihood-Schätzung

Ein anderer weit verbreiteter Ansatz zur Bestimmung der unabhängigen Signalkompo-
nenten ist durch die Anwendung der Maximum-Likelihood-Parameterschätzung gegeben.
Ausgehend vom Mischungsmodell nach Gleichung (4.4), läßt sich die Transformation der
Wahrscheinlichkeitsdichte der Quellsignale wie folgt darstellen [47]:

px(x) =
ps(s)

| detA| = | detW| · ps(s) = | detW|
∏

i

pi(si). (4.64)

Dabei wurde vorausgesetzt, daß die Entmischungsmatrix W = A−1 existiert, d.h. daß A

nicht singulär ist und daß die Quellsignale statistisch unabhängig voneinander sind, sich
die Randdichteverteilungen also faktorisieren lassen.

Jedes einzelne Quellsignal läßt sich durch zeilenweise Multiplikation mit der Entmischungs-
matrix aus den Sensorsignalen extrahieren. Mit wi als i-ter Zeile der Entmischungsmatrix
W = [w1, . . . ,wM ]T ergibt sich

px(x) = | detW|
∏

i

pi(w
T
i x). (4.65)

Die Likelihood-Funktion kann bei unabhängigen Beobachtungen als Produkt der Ver-
teilungsdichten aufgestellt werden. Mit K als Anzahl der Beobachtungen folgt:

L(W) =

K∏
k=1

[
| detW|

N∏
i=1

pi(w
T
i x(t))

]
. (4.66)

Aus rein praktischen Gesichtspunkten wird bevorzugt die Log-Likelihood-Funktion ver-
wendet, da somit das Produkt der Verteilungen in eine Summe überführt werden kann

log L(W) =
K∑

k=1

N∑
i=1

log pi(w
T
i x(t)) + K log | detW|. (4.67)

Üblicherweise wird die Summe über die Beobachtungen als Erwartungswert dargestellt
und die Log-Likelihood-Funktion durch die Anzahl der Beobachtungen dividiert

1

K
log L(W) = E

[ N∑
i=1

log pi(w
T
i x(t))

]
+ log | detW|. (4.68)

Damit ist die Log-Likelihood-Funktion in Abhängigkeit von den Parametern als auch von
den Verteilungsdichten der Quellen formuliert.

Allerdings ist die vollständige Schätzung der Verteilungsdichten auch in diesem Fall zu
aufwendig für praktische Anwendungen. Aus diesem Grund müssen die Verteilungsdichten
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durch Funktionen mit weniger Parametern approximiert werden. Es läßt sich zeigen [47],
daß es dafür genügt, lediglich zwischen zwei Approximierenden zu unterscheiden, solange
jeweils eine von beiden die Bedingung

E
[
sigi(si) − g′

i(si)
]

> 0 ∀i (4.69)

erfüllt. Dabei stellt gi(si) die Ableitung der logarithmierten approximierenden Verteilungs-
dichte p̃i(si) dar

gi(si) =
∂

∂si
log p̃i(si) =

p̃′i(si)

p̃i(si)
, (4.70)

und die Ausgangssignale yi = wT
i x müssen mit Prewhitening vorverarbeitet sein (vgl.

Abschnitt 4.2.1.1). Bei Verwendung der Log-Verteilungsdichten

log p̃−i (si) = α2 −
(
s2

i /2 − log cosh(si)
)

(4.71)

log p̃+
i (si) = α1 − 2 log cosh(si), (4.72)

mit den positiven Parametern α1 und α2, ist für eine der beiden sub- bzw. supergaußschen
Verteilungen p̃− und p̃+ das Erfüllen der Anforderung (4.69) garantiert [47].

Die Maximierung der Likelihood-Funktion kann dann z.B. durch die Anwendung eines
Gradientenverfahrens erfolgen. Der stochastische Gradient der Log-Likelihood-Funktion
aus Gleichung (4.67) berechnet sich zu

1

K

∂ log L

∂W
= (WT )−1 + E

[
g(Wx)xT

]
, (4.73)

wobei die vektorielle Funktion g(y) = [g1(y1), . . . , gM(yM)] die einzelnen Ableitungen der
Log-Verteilungsdichten enthält

gi(yi) = (log pi)
′. (4.74)

Daraus folgt die Lernregel des Gradientenverfahrens:

∆W ∝ (WT )−1 + E
[
g(Wx)xT

]
. (4.75)

Bei Verwendung eines stochastischen Gradienten ergibt sich eine zum InfoMax-Algorithmus
[9] identische Lernregel (vgl. Abschnitt 4.2.2.2), womit die enge Verwandtschaft zum Prin-
zip der Informationsmaximierung deutlich wird.

∆W ∝ (WT )−1 + g(Wx)xT (4.76)

Durch die Anwendung des natürlichen bzw. relativen Gradienten, der sich auch in diesem
Fall durch Multiplikation mit WTW ergibt, läßt sich die Konvergenzgeschwindigkeit des
Verfahrens erheblich steigern [47].
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4.2 Blinde Quellentrennung instantaner Mischungen

4.2.4 Kumulantenbasierte ICA-Verfahren

Eine weitere Methode der blinden Quellentrennung beruht auf der Auswertung der hö-
heren Signalstatistik mit Hilfe klassischer statistischer Kenngrößen, wie Momente und
Kumulanten, die aus der momentenerzeugenden Funktion bzw. der kumulantenerzeugen-
den Funktion abgeleitet werden können [33]. Von besonderer Bedeutung sind in diesem
Zusammenhang Kumulanten vierter Ordnung. Dies liegt zum einen daran, daß Kumulan-
ten noch höherer Ordnung unzuverlässiger zu schätzen sind und die meisten der in der
Praxis auftretenden Signale eine symmetrische Verteilungsdichte aufweisen, deren Kumu-
lante dritter Ordnung gleich Null ist. Zum anderen sind Kumulanten vierter Ordnung
blind gegenüber additivem, gaußverteilten Rauschen [71].

Die allgemeine Beziehung zwischen Momenten und Kumulanten der Ordnung n lautet

cum(x1, . . . , xn) =
∑

(−1)p−1(p − 1)! · E[∏
i∈s1

xi

] · . . . · E[∏
i∈sp

xi

]
, (4.77)

wobei die einzelnen si die Kombinationsmöglichkeiten bis hin zur Ordnung p = n bezeich-
nen. Daraus folgt z.B. für die Kumulante vierter Ordnung die Vorschrift [71]:

cum(x1, x2, x3, x4) = E[x1x2x3x4]−E[x1x2]·E[x3x4]−E[x1x3]·E[x2x4]−E[x1x4]·E[x2x3]

− E[x1] · [x2x3x4] − E[x2] · [x1x3x4] − E[x3] · E[x1x2x4] − E[x4] · E[x1x2x3]

+ 2E[x1x2] · E[x3] · E[x4] + 2E[x1x3] · E[x2] · E[x4] + 2E[x1x4] · E[x2] · E[x3]

+ 2E[x2x4] · E[x1] · E[x3] + 2E[x3x4] · E[x1] · E[x2] + 2E[x2x2] · E[x1] · E[x4]

− 6E[x1] · E[x2] · E[x3] · E[x4]. (4.78)

Für mittelwertbefreite Signale, mit E[xi] = 0, ergibt sich in vereinfachter Form

cum(x1, x2, x3, x4) = E
[
x1x2x3x4

]− E
[
x1x2

]
E
[
x3x4

]
− E

[
x1x3

]
E
[
x2x4

]− E
[
x1x4

]
E
[
x2x3

]
. (4.79)

Gleichung (4.79) beschreibt einen vierdimensionalen Kumulantentensor, dessen Elemente
an der Stelle (i, j, k, l) durch die entsprechende Kumulante gegeben sind. Der Tensor läßt
sich auch durch einen Satz von Kumulantenmatrizen darstellen. Für eine n × n Matrix
M weist die Kumulantenmatrix Q(M) die Einträge

[
Q(M)

]
ij

=
n∑

k,l=1

mkl cum(xi, xj , xk, xl) mit 1 ≤ j, j ≤ n (4.80)

auf [23]. Der Vorteil dieser Darstellung liegt in der somit möglichen Formulierung der
ICA-Aufgabenstellung als Eigenwertproblem.
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4. Kapitel: Methoden der blinden Quellentrennung

Es läßt sich zeigen, daß nach der Vorverarbeitung der Sensorsignale die Kumulantenmatrix
durch die orthogonale Entmischungsmatrix O diagonalisiert wird [23]

O · Q(M) · OT = ΛM mit Λ = diag(κ1o
T
1 Mo1, . . . , κNoT

NMoN ). (4.81)

Dieses Prinzip ist die Grundlage des JADE-Algorithmus (Joint Approximate Diagona-
lization of Eigen-Matrices), bei dem durch Auswahl der n signifikanten Eigenmatrizen
(mit n als Anzahl der Quellen) nur ein beschränkter Satz an Kumulantenmatrizen dia-
gonalisiert werden muß [24]. Diese Verbunddiagonalisierung läßt sich effektiv mit einem
Jakobi-Verfahren [83] durchführen, bei dem in jedem Schritt die Bestimmung lediglich
eines Rotationswinkels nötig ist.

Es läßt sich zeigen, daß die Verbunddiagonalisierung der Kumlantenmatrizen mit dem
JADE-Algorithmus gleichbedeutend zur Minimierung der Summe der quadrierten Kreuz-
kumulanten der Ausgangssignale mit unterschiedlichem ersten und zweiten Index ist [47].

KJADE =
∑

ijkl �=iikl

|cum(yi, yj, yk, yl)|2 (4.82)

Dies korrespondiert mit der Tatsache, daß Kreuzkumulanten unabhängiger Zufallsvaria-
blen stets gleich Null sind. Folglich stellt die Summe aller quadrierten Kreuzkumulanten
ebenfalls ein Maß für die statistische Unabhängigkeit von Zufallsvariabeln dar. Da sich die
Summe aus quadrierten Kreuzkumulanten plus quadrierter Auto-Kumulanten bei Anwen-
dung einer orthogonalen Transformation nicht ändert, kann die Minimierung der Summe
aller quadrierter Kreuzkumulanten auch als Maximierung von

KICA =

n∑
i=1

|cum(yi, yi, yi, yi)|2 (4.83)

formuliert werden [26]. Die asymptotische Qualität der beiden Ansätze ist nach [22] gleich.

Eine zu diesen Verfahren eng verwandte Methode, die Fourth Order Blind Identification
(FOBI), basiert auf der Eigenwertzerlegung von

Ω = E
[
xsx

T
s ||xs||2

]
, (4.84)

einer Korrelationsmatrix vierter Ordnung. Für den eingeschränkten Anwendungsfall von
Quellen mit unterschiedlicher Kurtosis stellt diese Methode einen der effizientesten An-
sätze überhaupt dar [47], da die orthogonale Mischungsmatrix direkt aus der Eigenwert-
zerlegung bestimmt werden kann.

Wie schon in Abschnitt 4.2.2.1 gezeigt wurde, lassen sich mit Hilfe von Kumulanten noch
weitere Maße zur Bewertung der statistischen Unabhängigkeit approximieren [25]. Dabei
wird der enge Zusammenhang zu den informationstheoretisch motivierten Verfahren und
der Maximum-Likelihood-Quellentrennung aus Abschnitt 4.2.2 bzw. 4.2.3 deutlich.
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4.2 Blinde Quellentrennung instantaner Mischungen

4.2.5 Verfahren auf der Basis von Statistik zweiter Ordnung

Allen bisher beschriebenen Verfahren ist gemeinsam, daß sie zur Bewertung der sta-
tistischen Unabhängigkeit direkt oder indirekt statistische Kenngrößen höherer Ordnung
ausnutzen. Für den Spezialfall gaußverteilter Zufallsvariablen, die sich vollständig mit
statistischen Kenngrößen zweiter Ordnung (Mittelwert und Varianz) beschreiben lassen,
sind die statistischen Kenngrößen höherer Ordnung gleich Null.

Da Überlagerungen gaußscher Variablen wieder gaußsche Variablen ergeben, können Mi-
schungen dieser Art nicht rekonstruiert werden. Diese Einschränkung läßt sich nur durch
die Hinzunahme weiterer Informationen umgehen. Dafür existieren Ansätze zur Ausnut-
zung der Nichtstationarität [66], des spektralen Gehaltes der Quellsignale [53] oder auch
beider Kriterien zusammen [19].

Im Bereich der Sprachsignalverarbeitung ist insbesondere die Verwendung zeitlicher bzw.
spektraler Signaleigenschaften weit verbreitet. Das zugrunde liegende Prinzip ist dabei,
daß für unabhängige Signale die Kreuzkorrelation zu allen Zeitpunkten verschwindet

E
[
si(t)sj(t + τ)

]
= 0. (4.85)

Gleichzeitig müssen die Signale eine spektrale Färbung aufweisen

E
[
si(t)si(t + τ)

] �= 0. (4.86)

Folglich sind die zu diesen Zeitpunkten bestimmten Kovarianzmatrizen diagonal

C(t, τ) = E
[
s(t)sT (t + τ)

]
= Λ(t, τ). (4.87)

Mit dem Modell der linearen instantanen Überlagerung nach Gleichung (4.4) ergibt sich
daher für die Sensorsignale

Cx(t, τ) = E
[
x(t)xT (t + τ)

]
= E

[
As(t)AsT (t + τ)

]
= AΛ(t, τ)AT . (4.88)

Durch die Auswahl von genau zwei verschiedenen Kovarianzmatrizen zu den Zeitpunkten
τi und τj läßt sich ein Eigenwertproblem der Form

(CiC
−1
j )A = A(ΛiΛ

−1
j ) (4.89)

aufstellen, um die Mischungsmatrix zu berechnen [68]. Wegen der kritischen Wahl ein-
zelner τ ist es jedoch günstiger, mehrere Zeitpunkte zu berücksichtigen. Nach der aus
Abschnitt 4.2.1.1 bekannten Vorverarbeitung mit

xs = Os
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4. Kapitel: Methoden der blinden Quellentrennung

reduziert sich die Suche auf den Raum orthogonaler Matrizen. Es muß eine orthogonale
Matrix gefunden werden, die den Satz an Kovarianzmatrizen

Cxs(t, τ) = E
[
xs(t)x

T
s (t + τ)

]
= OΛ(t, τ)OT (4.90)

für alle betrachteten Zeitpunkte wie folgt diagonalisiert [10]:

OT Cxs(t, τ)O = Λ(t, τ). (4.91)

Diese Problemstellung ist bereits von der Verbunddiagonalisierung der Kumulantenmatri-
zen aus Abschnitt 4.2.4 bekannt. Folglich kann auch in diesem Fall ein Jakobi-Verfahren
für die Diagonalisierung der Kovarianzmatrizen benutzt werden. Die Methode der Ver-
bunddiagonalisierung eines Satzes von zeitverzögerten Kovarianzmatrizen wird auch als
Second order Blind Identification (SOBI) bezeichnet [10].

Eine Erweiterung bzw. Verallgemeinerung des spektralen Konzepts stellt der Einsatz li-
nearer Operatoren der Form

T(s) = T
(
[s1, . . . , sN ]

)
=
[
T1(s1), . . . , TN(sN)

]
(4.92)

dar [53]. Da sie die statistischen Abhängigkeiten zwischen den Sensorsignalen nicht verän-
dern, aber bei einer geeigneten Wahl die speziellen spektralen Eigenschaften der Signale
besser herausstellen, lassen sie sich vorteilhaft zur blinden Quellentrennung benutzen. In
[53] werden dazu insbesondere die Wavelet-Transformation, Signalangepaßte Filter, opti-
male FIR-Filter sowie Autoregressive (AR) Modelle verwendet.

4.3 Blinde Quellentrennung konvolutiver Mischungen

Wie bereits in Abschnitt 4.1.2 deutlich wurde, stellen konvolutive Mischungen eine Überla-
gerung gefilterter Quellsignale dar. Zur Trennung einer solchen Mischung ist es notwendig,
eine im Vergleich zu instantanen Überlagerungen sehr viel größere Anzahl an Parametern
zu schätzen, da für jedes der M Quellsignale mindestens M −1 Mischungsfilter berechnet
werden müssen und ein einzelnes Filter mehrere Tausend Koeffizienten aufweisen kann.

Um diesen Aufwand zu reduzieren und die Konvergenz der Verfahren zu beschleuni-
gen, basieren die meisten Algorithmen zur Trennung konvolutiver Mischungen auf der in
Abschnitt 4.1.2 beschriebenen Verarbeitung im Frequenzbereich. Abbildung 4.6 auf der
nächsten Seite verdeutlicht schematisch die zur Quellentrennung notwendigen Schritte.
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Abbildung 4.6: Funktionsblöcke für frequenzbereichsbasierte ICA-Verfahren

Nach der Kurzzeit-Fouriertransformation muß für jede Frequenz ein komplexwertiges, in-
stantanes Mischungsproblem gelöst werden. Da die in jedem Frequenzband gefundenen
Lösungen unabhängig voneinander sind, können einzelne Frequenzbänder vertauscht sein.
Um daraus entstehende Fehler zu minimieren, wird anschließend eine Stufe zur Permutati-
onskorrektur eingesetzt. Die Signalrekonstruktion erfolgt dann entweder durch Rücktrans-
formation der Entmischungsfilter in den Zeitbereich und FIR-Filterung oder durch direkte
Entmischung der Signale im Frequenzbereich und anschließende Rücktransformation in
den Zeitbereich.

Die ersten Verfahren dieser Art entstanden in den 90-er Jahren (siehe z.B. [20], [34], [70],
[60]). Sie waren jedoch für reale Mikrofonaufnahmen mit den z. T. sehr langen Misch-
ungsfiltern nicht geeignet. Die Ursache dafür ist vor allem in der unzureichenden Permu-
tationskorrektur zu sehen.

Eine wesentliche Verbesserung dazu stellte das Verfahren nach Parra und Spence dar
[74]. Dieser Algorithmus wertet in jedem Frequenzband die statistische Unabhängigkeit
nichtstationärer Signale, wie z.B. Sprache, aus, indem das Kreuzleistungsdichtespektrum
für mehrere zeitlich versetzte Intervalle bewertet wird. Die mit Hilfe einer bestimmten
Anzahl an Zeitpunkten in einem Intervall geschätzte Matrix der Kreuzleistungsdichte-
spektren der Sensorsignale Φ̂xx(ω, t) muß bei unabhängigen Quellsignalen und additivem
Rauschen dem Modell

Φ̂xx(ω, t) = A(ω)Λs(ω, t)AH(ω) + Λn(ω, t) (4.93)

genügen, wobei die diagonalen Matrizen Λs(ω, t) und Λn(ω, t) die Autoleistungsdichte-
spektren der Quellsignale bzw. des Rauschens darstellen. In Abhängigkeit von der Ent-
mischungsmatrix W läßt sich diese Beziehung auch als

Λs(ω, t) = W(ω)
(
Φ̂xx(ω, t) −Λn(ω, t)

)
WH(ω) (4.94)
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formulieren. Damit kann in jedem Frequenzband eine Fehlerfunktion aufgestellt werden,
welche die Abweichung von diesem Modell beschreibt

ε(ω, t) = W(ω)
(
Φ̂xx(ω, t) − Λn(ω, t)

)
WH(ω) − Λs(ω, t). (4.95)

Auf dieser Grundlage wertet die Kostenfunktion das Betragsquadrat der Fehlerfunktion
für alle Frequenzen und die insgesamt K Intervalle aus

K =

L/2∑
ω=1

K∑
k=1

||ε(ω, k)||2. (4.96)

Die Optimierung der unbekannten Parameter W,Λsund Λn erfolgt schließlich mittels
Gradientenabstiegsverfahren.

Die wesentliche Neuerung dieses Verfahrens besteht jedoch in der in jedem Zwischenschritt
durchzuführenden zeitlichen Begrenzung der Entmischungsfilter. D.h. die durch Entmi-
schungsmatrizen gebildeten Übertragungsfunktionen werden in den Zeitbereich transfor-
miert, stückweise auf Null gesetzt und anschließend wieder in den Frequenzbereich trans-
formiert. Die zugrunde liegende Annahme ist dabei, daß zeitlich kurze Entmischungsfilter
einen glatten Verlauf im Frequenzbereich aufweisen, der bei eventuell auftretenden Per-
mutationen nicht zu erwarten ist. Die Erzwingung kurzer Filterlängen hat sich als sehr
wirksam herausgestellt und wurde deshalb in einigen anderen Verfahren übernommen
(siehe z.B. [30], [99]).

Die Forderung nach glatten Filtern kann auch direkt im Frequenzbereich zur Korrektur
der Permutationen genutzt werden. Dabei erfolgt die Zuordnung anhand eines Ähnlich-
keitskriteriums benachbarter Frequenzen [20], [8].

Der Vollständigkeit halber sei angemerkt, daß es auch Verfahren zur Trennung konvoluti-
ver Mischungen gibt, die aufgrund spezieller Kostenfunktionen ohne Permutationskorrek-
tur auskommen. In [4] wird die über mehrere Frequenzbänder gleiche Amplitudenmodu-
lation von Sprachsignalen zur Entmischung benutzt. Da alle Frequenzbänder gleichzeitig
betrachtet werden, ist keine Notwendigkeit zur Permutationskorrektur gegeben. Der Re-
chenaufwand für dieses Verfahren ist jedoch vergleichsweise hoch.

Ein vollständig anderer Ansatz ist in [78] beschrieben. Dabei wird angenommen, daß
zu einem bestimmten Zeitpunkt und für eine Frequenz nur eines der Quellsignale im
Sensorsignal vorkommt. Durch die Konstruktion einer geeigneten Zeit-Frequenz-Maske
lassen sich deshalb die Quellsignale einzeln rekonstruieren. Der Vorteil dieses Verfahrens
ist, daß sich damit bei geringem Rechenaufwand auch unterbestimmte Mischungsprobleme
lösen lassen.
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4.3.1 Kombination von ICA und Beamforming

Neben den im vorigen Abschnitt vorgestellten Kriterien der Glattheit bzw. der kurzen
Entmischungsfilter lassen sich aufgrund der mehrkanaligen Signalerfassung auch räumli-
che Informationen für die Verbesserung der Trennungsleistung von Algorithmen zur kon-
volutiven blinden Quellentrennung ausnutzen.

So beschreibt [8] ein Multi-DSP-System zur blinden Quellentrennung mit vorgeschalte-
tem Delay-And-Sum-Beamformer, der für eine Glättung der Übertragungsfunktion in
Blickrichtung sorgen soll. In [52] wird der Zusammenhang zwischen Minimum-Variance-
Beamforming und PCA untersucht und darauf basierend ein BSS-Verfahren mit erhöhter
Robustheit vorgestellt. Der Algorithmus nach [80] wechselt im jeweiligen Frequenzband
iterativ zwischen ICA und Nullbeamforming und erreicht damit bessere Trennungsergeb-
nisse als mit herkömmlichen Verfahren der blinden Quellentrennung.

Ein kombinierter Ansatz wird in [75] vorgeschlagen: In den im vorigen Kapitel beschrie-
benen Algorithmus nach Parra [74] werden verschiedene, räumliche Nebenbedingungen
integriert. Zum einen wird die Einhaltung einer ungestörten Übertragungsfunktion in
Blickrichtung und zum anderen zusätzlich das Ausnullen der jeweils anderen Blickrich-
tungen gefordert. Obwohl die modellhafte Annahme konstanter Einfallsrichtungen in der
Realität nicht zutrifft, können auch hier verbesserte Trennungsergebnisse erzielt werden.

Zusammenfassend läßt sich sagen, daß die erreichten Verbesserungen dieser Verfahren im
allgemeinen nicht auf die bessere Adaption der Filterkoeffizienten zurückzuführen sind.
Vielmehr ist durch die Einbeziehung räumlicher Informationen ein effektives Kriterium
zur Lösung des Permutationsproblems gegeben. Unter der Voraussetzung kleiner Mikro-
fonabstände und bei einer begrenzten Anzahl an Quellen stellt diese Methode derzeit den
zuverlässigsten Ansatz zur Lösung des Permutationsproblems dar.

4.3.1.1 Beampattern für Permutationskorrektur

Aus den vorherigen Betrachtungen wird deutlich, daß sich die Trennungsqualität der blin-
den Quellentrennung gefalteter Mischungen insbesondere dann erhöhen läßt, wenn räum-
liche Informationen für die Lösung des Permutationsproblems ausgenutzt werden. Eine
Mögichkeit dafür ist, die durch ICA-Methoden gefundenen Entmischungsfilter direkt als
Beampattern auszuwerten und die Frequenzbänder anschließend anhand übereinstimmen-
der Richtungen zu sortieren.
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4. Kapitel: Methoden der blinden Quellentrennung

Die ersten Veröffentlichungen zu diesem Thema stammen von Kurita [55, 56]. Es wird
vorgeschlagen, mit Hilfe des Beampatterns sowohl das Permutations- als auch das Ska-
lierungsproblem eines Frequenzbereich-basierten ICA Algorithmus zu lösen. Die Zuord-
nung der Quellen orientiert sich dabei an den Ausnullungsrichtungen, wodurch in verhall-
ten Umgebungen eine im Vergleich zu anderen Verfahren verbesserte Störgeräuschunter-
drückung erreicht wird.

Für die Berechung der Beampattern muß der frequenz- und richtungsabhängige Phasen-
vektor, definiert als r(ω, ϕ) =

[
1, . . . , rM(ω, φ)

]T , mit den durch die Zeilen der Entmi-
schungsmatrix W(ω) gebildeten Filtern multipliziert werden. Für den 2 × 2−Fall erhält
man die zwei Beampattern

Ψ1(ω, φ) =
[
W11(ω) W12(ω)

] · r(ω, φ) (4.97)

Ψ2(ω, φ) =
[
W21(ω) W22(ω)

] · r(ω, φ). (4.98)

Zur Veranschaulichung sind in Abbbildung 4.7 beispielhaft die Beträge der zwei Beam-
pattern von unsortierten ICA-Entmischungsfiltern dargestellt. Dabei wurden in diesem
Fall ausschließlich die Phasenanteile von W(ω) berücksichtigt, um die Ausbildung der
räumlichen Nullen besser zu verdeutlichen.
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Abbildung 4.7: Beispiel für Beampattern von ICA-Entmischungsfiltern bei einem Mikrofonab-
stand von d = 3 cm und Quellsignalen aus 20◦ und -40◦
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Die Gegenüberstellung der Richtungen mit der größten Dämpfung, die sich zu

φ0i
(ω) = arg min Ψi(ω, φ) (4.99)

berechnen, zeigt Abbildung 4.8. Es sind prinzipiell die beiden Einfallsrichtungen der Quell-
signale bei ca. 20◦ und −40◦ zu erkennen, wobei deutlich wird, daß die Richtungen der
Nullen in einigen Frequenzbändern vertauscht sind. Weiterhin ist zu sehen, daß aufgrund
des gewählten Mikrofonabstandes von 3 cm ab etwa 5.6 kHz räumliches Aliasing auftritt,
wodurch sich die Position der nach Gleichung (4.99) berechneten Nullstellen in den oberen
Frequenzbändern stark verändern kann.
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Abbildung 4.8: Gegenüberstellung der Minima der beiden Beampattern aus Abbildung 4.7

Um die daraus möglicherweise entstehenden Zuordnungsfehler zu minimieren, wird in [7]
eine robustere Permutationskorrektur sowohl unter Berücksichtigung der zu beobachten-
den Streuung der Richtungen über der Frequenz als auch unter Berücksichtigung möglicher
Alias-Winkel vorgeschlagen. Dabei wird angenommen, daß das mit Hilfe von Gleichung
(4.99) berechnete Minimum nicht zwangsläufig die korrekte Einfallsrichtung anzeigt, son-
dern bei Verletzung der Bedingung aus Gleichung (3.20) aus einem Satz möglicher Minima
stammt, deren Lage durch die Parameter der Unterabtastung der sich ausbreitenden Welle
bestimmt ist.

Aufgrund der 2π-Periodizität der komplexen Exponentialfunktion, die den Phasenver-
satz zwischen den Sensoren beschreibt, lautet der Zusammenhang zwischen beobachteter
Einfallsrichtung φ0 und möglicher Alias-Einfallsrichtung φalias

k · 2π + exp
(−i2π

d

λ
sin φ0

)
= exp

(−i2π
d

λ
sin φalias

)
mit k ∈ Z. (4.100)
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Durch Umformen läßt sich der Satz möglicher Einfallsrichtungen angeben als

φalias = asin
(k · λ

d
+ sin φ0

)
mit k ∈ Z. (4.101)

Unter Einbeziehung der auf diese Weise berechneten Einfallsrichtungen kann eine Maxi-
mum-Likelihood-Zuordnung der Minima aller Frequenzbänder erfolgen, für deren Streu-
ung eine Gaußverteilung zugrunde gelegt ist. Die Anpassung der Mittelwerte und Varian-
zen erfolgt iterativ mit Hilfe des EM-Algorithmus (Expectation Maximization). Unzuver-
lässige Minima, die sich nicht eindeutig zuordnen lassen, werden durch ihre gemittelten
benachbarten Werte ersetzt. Liegt der Mikrofonabstand in der Größenordnung der Wel-
lenlänge der höchsten zu verarbeitenden Frequenz, führt dieser Ansatz innerhalb weniger
Iterationen zu einer robusten Zuordnung der Richtungen, wie aus Abbildung 4.9 deutlich
wird.

Abschließend sei bemerkt, daß sich der Bereich möglicher Einfallsrichtungen in Abhän-
gigkeit von den akustischen Bedingungen verbreitern kann (siehe Abschnitt 5.2.5.2). Für
Räume mit sehr langen Nachhallzeiten wird die richtungsbasierte Permutationskorrektur
weniger zuverlässig, und es müssen zusätzliche Kriterien für das Sortieren der Entmi-
schungsfilter herangezogen werden.
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Abbildung 4.9: Gegenüberstellung der Permutationskorrektur durch Auswertung der Minima der
Beampattern (oben) sowie durch Maximum-Likelihood-Zuordnung nach [7] (unten)
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5 Optimierung frequenzvarianter
Nullbeamformer mittels Statistik
höherer Ordnung

5.1 Vergleich von Beamforming und konvolutiver ICA

Für die Entwicklung eines robusten Verfahrens zur Mehrkanal-Störgeräuschunterdrückung,
das die Vorteile von Beamformern und den Methoden der blinden Quellentrennung in sich
vereint, ist es zunächst notwendig, beide Ansätze miteinander zu vergleichen. Dabei ist
eine klare Differenzierung jedoch nicht immer möglich. Prinzipiell könnten alle Ansätze
der mehrkanaligen Störgeräuschunterdrückung als Beamforming bezeichnet werden, da
sich auch BSS-Verfahren als räumliche Filter interpretieren lassen. Die signifikanten Un-
terschiede zwischen beiden Verfahren liegen vor allem in der Anzahl der Parameter, in
der Struktur sowie in der Kostenfunktion.

5.1.1 Parametervergleich

Bei der Gegenüberstellung der Verfahren bezüglich der Anzahl der freien Parameter wird
nachfolgend neben der blinden Quellentrennung auch zwischen adaptiven und nicht ad-
aptiven Beamforming-Methoden (siehe Kapitel 3) unterschieden.

Fest entworfene Beamformer arbeiten signalunabhängig, d.h. für die Berechnung des
Ausgangssignals sind nur die im Vorfeld getroffenen Annahmen der räumlichen Quel-
lenverteilung von Bedeutung. Sofern diese Annahmen zutreffend sind, könnte mit nicht
adaptiven Verfahren die gleiche Störsignaldämpfung wie mit allen anderen betrachteten
Verfahren erreicht werden. Davon kann man in der Praxis aber nicht ausgehen, da insbe-
sondere aufgrund der in realen Räumen auftretenden Nachhallzeiten weder eine absolute
räumliche Zuordnung der Quellen noch die Festlegung der zu erwartenden Dämpfung
möglich ist. Das hat zur Konsequenz, daß man für eine hohe Störsignaldämpfung ganze
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5. Kapitel: Optimierung frequenzvarianter NBF mittels Statistik höherer Ordnung

Tabelle 5.1: Anzahl der freien Parameter von Beamforming und blinder Quellentrennung
Verfahren zu adaptierende Parameter

Nichtadaptive Beamformer keine freien Parameter

Adaptive Beamformer
Vorgabe der Blickrichtung; alle anderen Modellpa-
rameter müssen gelernt werden

Blinde Quellentrennung
keine Vorgabe einer Modellgröße; alle Parameter
müssen gelernt werden

räumliche Bereiche (vgl. Abschnitt 3.3.2.2) ausblenden muß. Weiterhin müssen die ver-
wendeten Mikrofone und Verstärker sehr genau sein, da auch diese Einflüsse a priori nicht
bekannt sind.

Will man sämtliche mögliche Konfigurationen von Quellsignalpositionen, Nachhallzeiten,
Verstärkungsfaktoren etc. berücksichtigen, erhöht sich die Anzahl der notwendigen Sen-
soren, insbesondere bei breitbandigen Schallsignalen, beträchtlich. Für eine zweikanalige
Störgeräuschunterdrückung sind fest entworfene Beamformer deshalb ungeeignet.

Adaptive Beamformer passen bei vorgegebener Einfallsrichtung des Nutzsignals die
Filterkoeffizienten an die Raumbedingungen an. Dadurch kommt man bei M Störsignalen
mit M +1 Mikrofonen aus. Im zweikanaligen Fall, bei genau einem kohärenten Quell- und
Störsignal, müßte pro Frequenzband nur ein komplexer Parameter gelernt werden.

Allerdings ist auch bei adaptiven Beamformern die feste Vorgabe der Einfallsrichtung
des Nutzsignals problematisch, sobald die Raumbedingungen vom idealen Fernfeld abwei-
chen. Da mit diesem Problem in realen Umgebungen immer zu rechnen ist, kommt es bei
adaptiven Beamformern oft zu einer nachhaltigen Störung des Nutzsignals.

Die blinde Quellentrennung benötigt prinzipiell die gleiche Anzahl an Sensoren wie
adaptive Beamformer und muß aufgrund der im allgemeinen fehlenden räumlichen Ne-
benbedingung alle notwendigen Parameter adaptieren. Für den zweikanaligen Fall wäre
pro Frequenzband die Erlernung von zwei komplexen Parametern nötig. Wie bei allen
adaptiven Verfahren erhöht sich mit der Anzahl der freien Parameter der Rechenaufwand
und u.U. auch die Adaptionszeit.

In der fehlenden Vorgabe der Nutzsignalrichtung liegt gleichzeitig die Stärke und ein Nach-
teil der blinden Quellentrennung. Der Vorteil ist, daß bei erfolgreicher Adaption nur eine
äußert geringe Nutzsignaldämpfung auftritt. Nachteilig ist die bei der frequenzbandweisen
Berechnung fehlende räumliche Zuordnung der Quellsignale, die zum Permutationspro-
blem führt.
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5.1 Vergleich von Beamforming und konvolutiver ICA

5.1.2 Strukturvergleich

Der wesentliche strukturelle Unterschied zwischen adaptiven Beamformern und Verfahren
der blinden Quellentrennung für konvolutive Mischungen besteht offensichtlich in der An-
zahl der Ausgangssignale. Während Beamformer auf die Verbesserung eines bestimmten
Quellsignals abzielen, ist man bei der blinden Quellentrennung eher an der Rekonstruk-
tion aller an der Mischung beteiligten Signalkomponenten interessiert. In diesem Sinne
läßt sich eine Struktur zur Trennung gefalteter Mischung auch als eine Parallelschaltung
von zwei Filter-&-Sum-Beamformern auffassen, wie die nachfolgende Abbildung 5.1 für
den zweikanaligen Fall verdeutlichen soll.

+

+

x1

x2

h1

h2

h3

h4

y1

y2

Abbildung 5.1: Konvolutive Quellentrennung als Parrallelschaltung von zwei Filter-And-Sum-
Beamformern

Die beiden Ausgangssignale ergeben sich dabei zu

y1(t) = h1 ∗ x1(t) + h2 ∗ x2(t)

y2(t) = h3 ∗ x1(t) + h4 ∗ x2(t)

und entsprechen damit einer Feed-Forward-Struktur der konvolutiven blinden Quellen-
trennung.

5.1.3 Vergleich der Kostenfunktionen

Typischerweise wird bei adapativen Beamformern eher Statistik zweiter Ordnung zur Pa-
rameteradaption benutzt und z.B. die Ausgangsleistung unter Einhaltung diverser Neben-
bedingungen minimiert. Bei der Analyse der statistischen Unabhängigkeit als Grundlage
der blinden Quellentrennung ist Statistik höherer Ordnung bzw. die Hinzunahme weiterer
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5. Kapitel: Optimierung frequenzvarianter NBF mittels Statistik höherer Ordnung

Kriterien zwingend notwendig (siehe Kapitel 4). Dadurch wird eine bessere Anpassung
an die tatsächlichen Parameter möglich, sofern die Schätzung der Signalstatistik zuver-
lässig erfolgt. Letzteres ist jedoch tendenziell mit einer im Vergleich zur Bestimmung von
Statistik zweiter Ordnung höheren Anzahl an notwendigen Samples verbunden.

Zusammenfassend kann man ICA-basierte Verfahren der blinden Quellentrennung also als
parallelgeschaltete Filter-&-Sum-Beamformer bezeichnen, die ohne Vorgabe räumlicher
Randbedingungen sämtliche Koeffizienten nach dem Kriterium statistischer Unabhängig-
keit im Verbund optimieren.

5.2 Frequenzvarianter Nullbeamformer mit

ICA-Kostenfunktion

5.2.1 Motivation

Die blinde Quellentrennung hat als Verfahren das größte Potenzial, eine sehr gute Stör-
signaldämpfung ohne Beeinträchtigung des Nutzsignals zu erreichen. Hauptsächlich auf-
grund des Permutationsproblems ist die tatsächlich erreichte Trennungsqualität jedoch
längst nicht so gut wie theoretisch möglich. Aus diesem Grund muß ein robustes Verfah-
ren zur Unterdrückung gerichteter Störer zum einen in der Lage sein, alle Modellparameter
zu erlernen und zum anderen eine eindeutige Signalzuordnung zu ermöglichen.

Die logische Konsequenz aus diesen Anforderungen ist, in einem Verfahren zur blinden
Quellentrennung räumliche Informationen, z.B. gegeben durch die Parametrisierung des
Fernfeld-Beamformingmodells, mit einzubeziehen. Damit läßt sich nicht nur der Suchraum
einschränken, sondern es wird auch eine eindeutige Signalzuordnung möglich.

Die Vorgabe fester Blickrichtungen für Nutz- oder Störsignal in Form von Laufzeitunter-
schieden ist aufgrund der unzureichenden Anpassung an die realen Umgebungsbeding-
ungen nicht für eine optimale Störgeräuschunterdrückung geeignet. Diese Tatsache kann
anhand des konvolutiven Mischungsmodells aus Abschnitt 4.1.2 auf Seite 45 verdeutlicht
werden. Demnach überlagern sich die mit der jeweiligen Raumimpulsantwort gefalteten
Signale s1(t) und s2(t) an beiden Mikrofonen. Das bedeutet, daß die Mikrofonsignale nicht
als Summe von auschließlich zeitverzögerten Quellsignalen angenommen werden können,
da die Raumimpulsantworten nicht aus einem einzelnen Impuls, entsprechend der Laufzeit
zwischen Quelle und Mikrofon, bestehen.

72



5.2 Frequenzvarianter Nullbeamformer mit ICA-Kostenfunktion

Die gleiche Betrachtung im Frequenzbereich ergibt, daß die Mikrofonsignale in jedem
Frequenzband aus mit dem jeweiligen Koeffizienten der Übertragungsfunktion multipli-
zierten, überlagerten Quellsignalen bestehen. Im Fall der reinen Zeitverzögerung wären
diese Koeffizienten Phasenfaktoren der Form exp(−iωτd) mit festem Zeitversatz τd.

Die Annahme eines festen Zeitversatzes ist die Grundlage für die bei adaptiven Beam-
formern verwendete Nebenbedingung, indem für alle Frequenzen eine konstante Einfalls-
richtung des Nutzsignals vorausgesetzt wird. Aus diesem Grund kann es bei adaptiven
Beamformern zur bereits in Abschnitt 5.1.1 angesprochenen Nutzsignalstörung kommen.

Die vorangegangene Betrachtung macht die Notwendigkeit einer frequenzabhängigen Rich-
tungssuche deutlich, die Grundlage des frequenzvarianten Nullbeamforming ist. Durch das
Ansetzen einer frequenzvariablen Einfallsrichtung wird der Phasenanteil der Raumimpul-
santworten, nicht jedoch mögliche Unterschiede im Betrag kompensiert. Für die Auslö-
schung eines Signals ist jedoch in erster Linie die exakte Laufzeitkompensation, also der
exakte Phasenfaktor wichtig. Der Betrag spielt dabei eine untergeordnete Rolle, er kann
aber in einfacher Weise als Erweiterung in das Verfahren mit einbezogen werden (siehe
Abschnitt 5.2.5.4).

5.2.2 Funktionsprinzip

Grundlage des ICA-basierten frequenzvarianten Nullbeamforming ist das konvolutive Mi-
schungsmodell aus Abschnitt 4.1.2, bei dem für jedes Frequenzband ein komplexwertiges,
instantanes Mischungsproblem zu lösen ist. Um räumliche Informationen einzuarbeiten,
müssen die Phasenanteile der Filterkoeffizienten, basierend auf der Parametrisierung des
Fernfeld-Modells, als Blickrichtungen interpretiert werden.

Die zu den Blickrichtungen äquivalenten Laufzeitunterschiede sind, bezogen auf ein be-
stimmtes Referenzmikrofon, im Frequenzbereich wie folgt definiert:

e(ω, ϕ) = exp
(
−iω

d

c
sin
(
ϕ(ω)

))
, (5.1)

wobei ϕ(ω) die durch die Raumübertragungsfunktion veränderte Einfallsrichtung dar-
stellt. Mit Hilfe dieser blickrichtungsabhängigen Phasenfaktoren können die an den Mikro-
fonen ankommenden Quellsignale beschrieben werden. Für den zweikanaligen Fall ergeben
sich die Meßsignale in jedem Frequenzband zu

X1(ω, t̃) = S1(ω, t̃) + S2(ω, t̃) (5.2)

X2(ω, t̃) = e(ω, ϕ1) · S1(ω, t̃) + e(ω, ϕ2) · S2(ω, t̃). (5.3)
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5. Kapitel: Optimierung frequenzvarianter NBF mittels Statistik höherer Ordnung

Dabei dient Mikrofon eins als Referenzpunkt mit einer definierten Zeitverzögerung von
Null, d.h. beide Quellsignale werden dort als unverzögert angenommen. In Bezug da-
zu weist an Mikrofon zwei das Quellsignal S1(ω, t̃) einen komplexen Phasenversatz von
e1(ω, ϕ1) und das Quellsignal S2(ω, t̃) einen komplexen Phasenversatz von e2(ω, ϕ2) auf.

In Matrixschreibweise kann der in dieser Weise definierte Mischungsprozeß als[
X1

X2

]
=

[
1 1

e(ϕ1) e(ϕ2)

]
·
[
S1

S2

]
(5.4)

bzw. als
X = Aph · S (5.5)

geschrieben werden, wobei die aus der diskreten Kurzzeit-Fouriertransformation resultie-
renden Indizes t̃ der Übersichtlichkeit halber nicht weiter mitgeführt werden.

Die Umkehrung dieses Prozesses ist, wie bereits in Kapitel 4 beschrieben, durch die Bil-
dung der Inversen der Mischungsmatrix, nachfolgend als W bezeichnet, gegeben

W =

[
1 1

e(ϕ1) e(ϕ2)

]−1

=
1

e(ϕ1) − e(ϕ2)
·
[
−e(ϕ2) 1

e(ϕ1) −1

]
. (5.6)

Die Ausgangssignale Y berechnen sich damit in jedem Frequenzband zu

Y = W · X. (5.7)

Mit
W · Aph = I, (5.8)

wobei I die Einheitsmatrix darstellt, können die folgenden Anforderungen an die Entmi-
schungsfilter abgeleitet werden:

1 = W11 + e(ϕ1)W12 (5.9)

0 = W11 + e(ϕ2)W12 (5.10)

und

0 = W21 + e(ϕ1)W22 (5.11)

1 = W21 + e(ϕ2)W22. (5.12)

Dabei stellen die Gleichungen (5.9) und (5.10) die Vorschrift für einen Filter-&-Sum-
Beamformer dar, der das Signal aus Blickrichtung ϕ1 ungestört durchläßt und das Signal
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5.2 Frequenzvarianter Nullbeamformer mit ICA-Kostenfunktion

aus Blickrichtung ϕ2 auslöscht. Im Gegensatz dazu, läßt der durch den zweiten Satz an
Gleichungen, (5.11) und (5.12), gegebene Beamformer das Signal aus der Einfallsrichtung
ϕ2 ungefiltert durch und löscht das Signal aus Blickrichtung ϕ1. Die beiden parallel-
geschalteten Beamformer arbeiten also nicht unabhängig voneinander. Vielmehr ist die
Nutzsignalrichtung des einen die Störsignalrichtung des anderen und vice versa.

Mit Gleichung (5.6) ist ein Entmischungsmodell gegeben, das im zugrundeliegenden 2×2
Fall von den zwei komplexen Parametern

e1 ≡ e(ω, ϕ1) = exp
(
−iω

d

c
sin
(
ϕ1(ω)

))
(5.13)

und
e2 ≡ e(ω, ϕ2) = exp

(
−iω

d

c
sin
(
ϕ2(ω)

))
(5.14)

abhängt, die in jedem Frequenzband auf die zwei reellwertigen Parameter ϕ1(ω) und
ϕ2(ω) zurückgeführt werden können. Dabei ist zu beachten, daß, im Unterschied zu kon-
ventionellen Delay-&-Sum-Beamformern, die Blickrichtungen ϕ1(ω) und ϕ2(ω) nicht für
alle Frequenzen als konstant angesetzt werden. Statt dessen müssen beide Parameter in
jedem Frequenzband so bestimmt werden, daß die sich ergebenden Ausgangssignale sta-
tistisch unabhängig voneinander sind.

5.2.3 Kostenfunktion

Als Maß für die statistische Unabhängigkeit können verschiedene, bereits in Kapitel 4 be-
sprochene Kriterien herangezogen werden. Hierbei eignen sich insbesondere Kumulanten
[84],[94], da sie im Gegensatz zu anderen Methoden unabhängiger von der Quellsignalsta-
tistik sind [15], [76] und vor allem, da Kumulanten höherer Ordnung (N>2) die Fähigkeit
besitzen, additives gaußverteiltes Rauschen zu unterdrücken [71], [21].

Kumulanten von multivariaten Zufallsvariablen werden auch als Kreuzkumulanten be-
zeichnet [47]. Sie müssen bei mittelwertfreien, statistisch unabhängigen Signalen für jede
Ordnung verschwinden. Dabei reicht die alleinige Betrachtung der zweiten Ordnung al-
lerdings nicht aus, da so lediglich die Signaldekorrelation, nicht aber statistische Unab-
hängigkeit gemessen werden kann. Aus diesem Grund muß auf Statistik höherer Ordnung
zurückgegriffen werden.

Die Kumulante vierter Ordnung ist entsprechend Gleichung (4.79) von Seite 59 für mit-
telwertfreie Signale gegeben als

cum(x1, x2, x3, x4) = E[x1x2x3x4] − E[x1x2] · E[x3x4]

− E[x1x3] · E[x2x4] − E[x1x4] · E[x2x3].

75



5. Kapitel: Optimierung frequenzvarianter NBF mittels Statistik höherer Ordnung

Für zwei komplexwertige Signale x1 und x2 kann die Berechnung der Kreuzkumulanten
vierter Ordnung auf verschiedene Arten erfolgen. Aufgrund vielfältiger Symmetrien, wie

cum(x1, x
∗
2, x3, x

∗
4) = cum(x1, x

∗
4, x3, x

∗
2) = cum(x3, x

∗
2, x1, x

∗
4)

= cum(x3, x
∗
4, x1, x

∗
2) = cum∗(x1, x

∗
2, x3, x

∗
4) = cum∗(x4, x

∗
1, x2, x

∗
3)

= cum∗(x2, x
∗
3, x4, x

∗
1) = cum∗(x4, x

∗
3, x2, x

∗
1),

existieren jedoch nur drei betragsmäßig verschiedene Kreuzkumulanten vierter Ordnung
für zwei komplexwertige Signale, die wie folgt definiert sind:

cum13(x1, x2) = cum(x1, x
∗
2, x2, x

∗
2) (5.15)

cum31(x1, x2) = cum(x1, x
∗
1, x1, x

∗
2) (5.16)

cum22(x1, x2) = cum(x1, x
∗
1, x2, x

∗
2). (5.17)

Es läßt sich zeigen [65], daß die Verwendung der in Gleichung (5.15) bis (5.17) definierten
Kreuzkumulanten als ICA-Kostenfunktion bei unterschiedlichen Vorzeichen der Kurtosis
der Quellsignale κ(si) zu einer falschen Lösungen führen kann. Für gleiche Vorzeichen
liefert die reellwertige, in Gleichung (5.17) definierte, Kreuzkumulante jedoch eindeutige
Lösungen, wie aus der nachfolgenden Betrachtung ersichtlich wird.

Setzt man ein normiertes Mischungsmodell voraus, berechnet sich cum22(x1, x2), die Kreuz-
kumulante der Sensorsignale, zu

cum22(x1, x2) = cum(x1, x
∗
1, x2, x

∗
2)

= cum
(
(s1 + a12s2), (s1 + a12s2)

∗, (a21s1 + s2), (a21s1 + s2)
∗
)

= cum
(
(s1), (s1)

∗, (a21s1), (a21s1)
∗
)

+ cum
(
(a12s2), (a12s2)

∗, (s2), (s2)
∗,
)

= a21a
∗
21κ(s1) + a12a

∗
12κ(s2)

= |a21|2κ(s1) + |a12|2κ(s2). (5.18)

Definiert man das Produkt aus Mischungs- und Entmischungsmatrix als

M = W · A, (5.19)

und betrachtet man die Abhängigkeit der Ausgangs- von den Quellsignalen als

y = M · s, (5.20)

kann in äquivalenter Art und Weise zu Gleichung (5.18) die Abhängigkeit der Kreuz-
kumulante der Ausgangssignale von der Kurtosis der Quellsignale und der Matrix M
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beschrieben werden

cum22(y1, y2) = cum(y1, y
∗
1, y2, y

∗
2)

= cum
(
(m11s1 + m12s2), (m11s1 + m12s2)

∗, (m21s1 + m22s2), (m21s1 + m22s2)
∗
)

= cum
(
(m11s1), (m11s1)

∗, (m21s1), (m21s1)
∗
)

+ cum
(
(m12s2), (m12s2)

∗, (m22s2), (m22s2)
∗,
)

= |m11|2|m21|2κ(s1) + |m12|2|m22|2κ(s2). (5.21)

Das Nullsetzen von cum22(y1, y2) liefert bei gleichem Vorzeichen von κ(s1) und κ(s2) die
vier Lösungen

m11 = m12 = 0 (5.22)

m11 = m22 = 0 (5.23)

m21 = m12 = 0 (5.24)

m21 = m22 = 0. (5.25)

Dabei sind Gleichung (5.22) und (5.25) triviale Lösungen, da in diesem Fall jeweils eine
gesamte Zeile der Matrix M gleich Null ist und somit das entsprechende Ausgangssignal
verschwindet. Gleichung (5.24) stellt die Lösung des ICA-Problems dar, da die Neben-
diagonalelemente der Matrix M verschwinden, das Produkt aus Mischungs- und Entmi-
schungsmatrix also bis auf eine mögliche Skalierung einer Einheitsmatrix entspricht. Auch
Gleichung (5.23) stellt eine Lösung des ICA-Problems mit möglicherweise skalierten Quell-
signalen dar. Diese sind jedoch vertauscht, da die Hauptdiagonalelemente der Matrix M

in diesem Fall gleich Null sind.

Damit ist gezeigt, daß die in Gleichung (5.17) definierte Kreuzkumulante zweier komplexer
Signale für Quellen mit gleichem Vorzeichen der Kurtosis als ICA-Kostenfunktion geeig-
net ist. Weist die Kurtosis der Quellsignale unterschiedliche Vorzeichen auf, kann durch
Prewhitening der Sensorsignale sichergestellt werden, daß keine falsche Lösung gefunden
wird [65]. Gleichzeitig muß man dabei aber neben einem leicht erhöhten Rechenaufwand
in Kauf nehmen, daß die Interpretierbarkeit der Elemente der Entmischungsmatrix als
blickrichtungsabhängige Phasenfaktoren im allgemeinen verloren geht. Hauptsächlich aus
letzterem Grund und weil beim Anwendungsfall Sprachsignalverarbeitung die Quellsigna-
le ausschließlich eine positive Kurtosis aufweisen, wird nachfolgend auf ein Prewhitening
verzichtet.
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Eine Vereinfachung bei der Berechnung der Kreuzkumulante vierter Ordnung ergibt sich
durch Normierung der nach Gleichung (5.7) berechneten Ausgangssignale auf Einheitsva-
rianz

Ỹ1(ω) =
Y1(ω)

σY1

=
Y1(ω)√

σ2
Y1

=
Y1(ω)√

E[Y1(ω)Y ∗
1 (ω)]

(5.26)

Ỹ2(ω) =
Y2(ω)

σY2

=
Y2(ω)√

σ2
Y2

=
Y2(ω)√

E[Y2(ω)Y ∗
2 (ω)]

. (5.27)

In diesem Fall bleibt das Produkt E
[
Ỹ1Ỹ

∗
1

] · E
[
Ỹ2Ỹ

∗
2

]
konstant gleich eins und braucht

folglich bei der Optimierung der Kostenfunktion nicht weiter betrachtet zu werden. Damit
ergibt sich die modifizierte Kreuzkumulante, die als Maß für die statistische Unabhängig-
keit der Ausgangssignale dient, wie folgt:

ĉum22(Ỹ1, Ỹ2) = E
[
Ỹ1 · Ỹ ∗

1 · Ỹ2 · Ỹ ∗
2

]− E
[
Ỹ1Ỹ

∗
2

] · E[Ỹ2Ỹ
∗
1

]− E
[
Ỹ1Ỹ2

] · E[Ỹ ∗
1 Ỹ ∗

2

]
. (5.28)

Für den Anwendungsfall Sprachsignalverarbeitung, bei dem beide Quellen eine positive
Kurtosis aufweisen, würde schon die Minimierung von ĉum22 zur richtigen Lösung führen.
Für den allgemeineren Fall einer unbekannten aber gleichen Kurtosis der Quellsignale
muß die Kostenfunktion jedoch als Betrag der Kreuzkumulante vierter Ordnung definiert
werden

K = |ĉum22(Ỹ1, Ỹ2)|. (5.29)

5.2.4 Optimierung

Ziel der Optimierung ist es, die in Gleichung (5.29) definierte Kostenfunktion zu minimie-
ren. Die dafür notwendige Berechnung der Ausgangssignale Y1 und Y2 kann in vereinfachter
Form durch die Anwendung einer modifizierten Entmischungsmatrix W̃ erfolgen, die sich
lediglich in einem Skalierungsfaktor von der in Gleichung (5.6) definierten Inversen der
Mischungsmatrix unterscheidet. Ohne Berücksichtigung von 1

det(A)
ergibt sie sich zu

W̃ =

[
−e2 1

e1 −1

]
. (5.30)

Damit folgt für die beiden Ausgangssignale in jedem Frequenzband:

Y1 = −e2X1 + X2 (5.31)

Y2 = e1X1 − X2. (5.32)

78



5.2 Frequenzvarianter Nullbeamformer mit ICA-Kostenfunktion

Mit

Y = W̃ · X (5.33)

= W̃ · A · S (5.34)

=

[
−e2 1

e1 −1

][
1 1

e1 e2

]
· S (5.35)

=

[
e1 − e2 0

0 e1 − e2

]
· S (5.36)

ist die Unabhängigkeit der Ausgangssignale gewährleistet, wenn nach Voraussetzung die
Quellsignale statistisch unabhängig sind. Zusätzlich sind die entmischten Signale im Ver-
gleich zu den Quellsignalen mit dem Faktor (e1 − e2) skaliert.

Für die Minimierung der Kostenfunktion mittels Gradientenabstiegsverfahren müssen zu-
nächst die partiellen Ableitungen nach den konjugiert komplexen Parametern e∗1 und e∗2
gebildet werden [18]. Die Berücksichtigung der betragsmäßigen Minimierung der Kosten-
funktion erfolgt in einfacher Weise durch Integration des Vorzeichens der Kostenfunktion
in die partiellen Ableitungen. Aus Gründen der Übersichtlichkeit ist die Gradientenbe-
rechnung in Anhang A ab Seite 113 ausgeführt. Die beiden partiellen Ableitungen der
Kostenfunktion ergeben sich zu

∂K
∂e∗1

=
sign(K)

σ2
Y1

σ4
Y2

·
(

E
[
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∗
1 Y2X

∗
1

]
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1 Y2Y

∗
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∗
1 ]
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∗
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E
[
Y ∗

1 Y2

]
σ2

Y2

+
∣∣∣E[Y1Y
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2
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∗
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]
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[
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1 X∗
1
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(5.37)

und

∂K
∂e∗2

=
sign(K)
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[
Y1Y2

]
E
[
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2 X∗
1

]
σ2
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)
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(5.38)

Da man an den optimalen Werten für ϕ1 und ϕ2 interessiert ist, ist der Gradient nach e1

bzw. e2 in dieser Form noch nicht geeignet für die Bestimmung des Minimums. Aufgrund
der durch die Parametrisierung nach Gleichung (5.1) auf Seite 73 vorgegeben Beschrän-
kung der Elemente der Entmischungsmatrix auf den Einheitskreis, liefert die Projektion
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i · e2

e2

�

�

Gradient

Abbildung 5.2: Projektion des Gradientenvektors auf den Einheitskreis

des Gradientenvektors auf die Tangente an den Einheitskreis den richtigen Wert für ϕ,
wie anhand von Abbildung 5.2 verdeutlicht werden soll.

Die Projektion kann als Skalarprodukt zwischen Gradientenvektor und Tangentenvektor
mit positiver ϕ-Richtung im jeweiligen Punkt e1 bzw. e2 berechnet werden

∂K
∂ϕ1

=
[
�(∇e∗1

) �(∇e∗1

)] · [�(−ie1) �(−ie1)
]T

(5.39)

∂K
∂ϕ2

=
[
�(∇e∗2

) �(∇e∗2

)] · [�(ie2) �(ie2)
]T

. (5.40)

Um die Optimierung weiter zu vereinfachen und eine realzeitfähige Implementierung zu
ermöglichen (siehe Abschnitt 5.2.5.1), ist es weiterhin notwendig, den Algorithmus in auf-
wandsreduzierter Form zu formulieren, so daß die Abhängigkeit von den Ausgangssignalen
in eine Abhängigkeit von den Sensorsignalen umgewandelt wird. Das heißt, die Auswer-
tung der Kostenfunktion und des Gradienten soll nicht anhand der Ausgangssignale Yi(ω),
sondern durch Anwendung der in jedem Zwischenschritt neu geschätzten Parameter e1

und e2 auf die Meßsignalstatistik erfolgen.

Zu diesem Zweck ist es nötig, die in Gleichung (5.31) und (5.32) aufgestellten Vorschriften
zur Bildung der Ausgangssignale in die Berechnung der Kostenfunktion und der Gradi-
enten einzusetzen. Diese Berechnungen sind der Übersichtlichkeit halber in Anhang B
ab Seite 117 für die Berechnung der aufwandsreduzierten Kostenfunktion bzw. ab Seite
120 für die Berechnung des aufwandsreduzierten Gradienten ausgeführt. Es ergeben sich
insgesamt 12 verschiedene Erwartungswerte ν1 bis ν12, mit deren Hilfe sich die nötige
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5.2 Frequenzvarianter Nullbeamformer mit ICA-Kostenfunktion

Meßsignalstatistik beschreiben läßt

ν1 = E[X2
1 ] ν2 = E[X2

2 ]

ν3 = E[|X1|2] ν4 = E[|X2|2]
ν5 = E[X1X2] ν6 = E[X1X

∗
2 ]

ν7 = E[X2
1X∗2

2 ] ν8 = E[|X1|2|X2|2]
ν9 = E[X1X

∗
2 |X1|2] ν10 = E[X1X

∗
2 |X2|2]

ν11 = E[|X1|4] ν12 = E[|X2|4].

Damit nimmt die Kostenfunktion K = K(e1, e2, X1, X2) die Form

K =

∣∣∣∣∣2�(e1e2ν7) + 2�(e1e
∗
2)ν8 − 2�(e1ν9) − 2�(e2ν9) − 2�(e2ν10) − 2�(e1ν10)

(ν3 − 2�(e2ν6) + ν4) · (ν3 − 2�(e1ν6) + ν4)

+
2ν8 + ν11 + ν12 −

∣∣∣−e∗1e2ν3 + e2ν6 + e∗1ν
∗
6 − ν4

∣∣∣2 − ∣∣∣−e1e2ν1 + e2ν5 + e1ν5 − ν2

∣∣∣2
(ν3 − 2�(e2ν6) + ν4) · (ν3 − 2�(e1ν6) + ν4)

∣∣∣∣∣
(5.41)

an. Für die Vorschrift des Gradienten sei auf Anhang B.2 verwiesen.

Die Minimierung der Kostenfunktion mittels einfachem Gradientenabstiegsverfahren bie-
tet den Vorteil, eine effiziente Implementierung zu ermöglichen. Grundlage dafür ist die
Ausnutzung der gegebenen Parametrisierung und die Normierung des Gradienten auf
einen Betrag von Eins. Damit kann die bei Gradientenabstiegsverfahren kritische Wahl
der Schrittweite anhand der natürlichen Vorgaben, d.h. anhand der tatsächlichen Grad-
zahlen erfolgen. Weitere Gründe, die für den Einsatz eines Gradientenabstiegsverfahrens
sprechen sind, daß diese Methode durch die stete Einhaltung der Abstiegsbedingung sehr
robust ist und pro Optimierungsschritt im Vergleich zu anderen Verfahren den wenigsten
Rechenaufwand benötigt [72].

Das Schema aus Abbildung 5.3 faßt den Optimierungsalgorithmus zusammen,bei dem
die im ersten Durchlauf maximale Schrittweite stufenweise verkleinert wird, bis man sich
der Lösung auf eine Mindestgradzahl genähert hat. Diese Vorgehensweise führt zu einer
durchschnittlichen Anzahl von 10 Optimierungsschritten pro Frequenzband bei einer In-
itialisierungsschrittweite von 20 Grad und sechsfacher stufenweiser Halbierung. D.h., das
Optimimum wird mit einer Genauigkeit von 0.3125 Grad gefunden.
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Initialisierung

µ = µinit,K = Kalt,∇K

Wiederhole sechs mal

K berechnen → Kneu

Kneu < Kalt

ja nein

Wiederhole bis Kneu > Kalt

Kalt = Kneu

K berechnen → Kneu

∇K berechnen

µ = µ/2

Abbildung 5.3: Schema des Optimierungsalgorithmus

5.2.5 Praktische Gesichtspunkte

Das vorgestellte Verfahren des frequenzvarianten Nullbeamforming findet die auszunul-
lenden Richtungen mit Hilfe von Statistik höherer Ordnung, so daß die entstehenden
Ausgangssignale statistisch unabhängig voneinander sind. Für die Realisierung dieses
Verfahrens als praxistaugliches System sind einige zusätzliche Gesichtspunkte, wie z.B.
Realzeitfähigkeit, Mikrofonabstand und Raumbedingungen zu berücksichtigen, die nach-
folgend näher untersucht werden.

5.2.5.1 Realzeitfähigkeit

Bei der Implementierung des Verfahrens als realzeitfähiges System müssen entweder einzel-
ne Datenblöcke benutzt oder eine rekursive Schätzung zur Bestimmung der statistischen
Parameter durchgeführt werden. Da bei einer blockorientierten Arbeitsweise Unstetigkei-
ten an den Blockgrenzen auftreten können, die in den Ausgangssignalen deutlich zu hören
sind, bietet sich eine fortlaufenden Schätzung der Signalstatistik an. Ein dafür weit ver-
breiteter Ansatz ist die rekursive Mittelung erster Ordnung, bei der ein zu schätzender
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5.2 Frequenzvarianter Nullbeamformer mit ICA-Kostenfunktion

Parameter θ im aktuellen Durchgang k als

θ(k) = β · θ(k − 1) + (1 − β) · θ̂(k) (5.42)

bestimmt wird. Damit ist, in Abhängigkeit von der Lernrate β, eine kontinuierliche Adap-
tion an sich verändernde Umgebungsbedingungen gegeben. Der entscheidende Vorteil im
Vergleich zu blockorientierten Verfahren liegt jedoch im wesentlich geringeren Speicher-
bedarf, da keine langen Puffer vorgehalten werden müssen, sondern jeder zu schätzende
Parameter nur einmal im Speicher abgelegt ist.

Um das frequenzvariante Nullbeamforming mit rekursiver Parameterschätzung realisieren
zu können, müssen Kostenfunktion und Gradient, wie in Abschnitt 5.2.4 beschrieben, in
Abhängigkeit von Eingangssignalen und Phasenfaktoren formuliert sein. Dies ist notwen-
dig, da andernfalls in einem Optimierungsschritt zur Schätzung der Kostenfunktion ein
Zugriff auf das gesamte Ausgangssignal ermöglicht werden müßte. In dieser Form ließe
sich damit nur eine blockorientierte Vorgehensweise umsetzen.

Ein weiterer Vorteil des Verfahrens mit rekursiv geschätzter Signalstatistik ist, daß für
die Berechnung von Kostenfunktion und Gradient wesentlich weniger Rechenaufwand nö-
tig ist. Besonders deutlich wird der Unterschied im Vergleich zum Batch-Verfahren, bei
dem das komplette Meßsignal in einem Durchgang betrachtet wird. Nimmt man z.B. eine
gesamte Anzahl von 1000 Frames an1, müssen allein zur Bildung des bei der Normierung
notwendigen Erwartungswertes E[YiY

∗
i ] in jedem Frequenzband sowohl 1000 komplexwer-

tige Multiplikationen als auch 999 Additionen gerechnet werden. Im Vergleich dazu kommt
man bei rekursiver Schätzung pro Optimierungsschritt und Frequenzband mit 16 kom-
plexwertigen Multiplikationen und fünf Additionen aus, wie sich am Beipiel von E[Y1Y

∗
1 ]

nachvollziehen läßt

E
[
Y1Y

∗
1

]
= E

[
(−e2X1 + X2)(−e∗2X

∗
1 + X∗

2 )
]

= |e2|2E[|X1|2] − 2�(e2E[X1X
∗
2 ]) + E[|X2|2].

Unter der Annahme von sich langsam bewegenden Schallquellen dürfen ϕ1 und ϕ2 in
aufeinanderfolgenden Schritten nur wenig geändert werden. Deshalb werden diese Größen
ebenfalls rekursiv bestimmt. D.h., ein neu berechneter Winkel geht nur zu einem be-
stimmten Teil in den aktuell gültigen Wert für das jeweilige ϕ ein. Diese Vorgehensweise
erhöht die Robustheit des Algorithmus gegenüber statistischen Ausreißern und möglichen
Permutationsproblemen [39].

1≈ 11.7 s bei fs = 11 kHz, FFT-Länge L = 512, Versatz V = 128
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5.2.5.2 Raumbedingungen

Die akustischen Eigenschaften eines Raumes werden im Wesentlichen durch die Impulsant-
wort charakterisiert, die die Filterung eines Signals innerhalb eines Raumes beschreibt.
Eine Möglichkeit, akustische Bedingungen miteinander zu vergleichen, ist durch die Be-
wertung der Länge der Impulsantwort in Form der Nachhallzeit gegeben. Das ist diejenige
Zeit, die vergeht, bis die Energie der Impulsantwort auf ein Millionstel ihres Anfangswer-
tes, also um 60 dB, abgeklungen ist [57]. Aus diesem Grund wird die Nachhallzeit oft mit
τ60 bezeichnet. Je länger sie ist, desto schwieriger sind die akustischen Bedingungen im
jeweiligen Raum und desto schlechter funktionieren akutische Beamformer und Verfahren
der konvolutiven Quellentrennung.

Um den Einfluß der akustischen Eigenschaften eines Raumes zu verdeutlichen, soll die
tatsächliche Einfallsrichtung eines Schallsignals bei verschiedenen Konfigurationen unter-
sucht werden. Grundlage dafür ist das Simulationsprogramm room [103], mit dessen Hilfe
sich Raumimpulsantworten in Abhängigkeit von den Reflexionskoeffizienten der Wände
sowie von Schallquellen- und Sensorposition ermitteln lassen. Abbildung 5.4 zeigt den für
die nachfolgenden Simulationen zugrunde gelegten 50 m3 großen Raum. Die Schallquelle
befindet sich in einem Abstand von 1.5 m zur linken und 1 m zur vorderen Wand, und
die Mikrofone sind in gleicher Höhe im Abstand d mit einer Entfernung von 1.4 m zur
Schallquelle platziert.

Schallquelle

1,5 m

1 m

1 m

d

2 m

Mikrofon 1
Mikrofon 2

5 m

4 m

2,5 m

Abbildung 5.4: Simulierter Raum

Um eine Vorstellung von den Auswirkungen verschiedener Raumbedingungen zu bekom-
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men, können bei bekannter Übertragungsfunktion die tatsächlichen, frequenzabhängigen
Schalleinfallsrichtungen bestimmt werden. D.h., die Phasenanteile der Übertragungsfunk-
tion zwischen Quelle und Mikrofonen werden mit Hilfe der Array-Antwort des Fernfeld-
Beamformingmodells aus Abschnitt 3.1.3 ausgewertet. Wählt man ein Nullbeamforming-
modell, läßt sich aus dem Beampattern die Lage der in jedem Frequenzband ausgebildeten
Null und damit die tatsächliche Schalleinfallsrichtung sehr gut bestimmen.

Für das nachfolgende Beispiel wurden die Reflexionskoeffizienten aller Wände auf den
gleichen Wert gesetzt und dieser stufenweise in den Schritten ρ = 0.2, ρ = 0.5 und ρ = 0.8

variiert. Im simulierten Raum ergeben sich dadurch Nachhallzeiten von ca. 112 ms, 192 ms
und 480 ms, da aufgrund der höheren Anzahl an Reflexionen auch die Länge der Impul-
santworten anwächst. Abbildung 5.5 zeigt die durch die jeweilige Übertragungsfunktion
verursachte Streuung der Einfallsrichtung im Bereich bis 1700 Hz.
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Abbildung 5.5: Streuung der Einfallswinkel über der Frequenz bei verschiedenen Raumkonfigu-
rationen

Offensichtlich, und wie nicht anders zu erwarten, geht mit zunehmender Länge der Raum-
impulsantwort bzw. der Nachhallzeit die Eindeutigkeit der Einfallsrichtung zunehmend
verloren. Bei kurzer Nachhallzeit liegen die Schwankungen nah bei der durch die Anord-
nung von Schallquelle und Mikrofonarray vorgegebenen geometrischen Einfallsrichtung
von -45◦. Nimmt die Nachhallzeit zu, weicht die tatsächliche Einfallsrichtung immer wei-
ter von der geometrischen ab, so daß Streuungen über den gesamten Blickrichtungsbereich
möglich sind.

An diesem Beispiel wird deutlich, daß die erreichbare Störsignalunterdrückung stark von
der akustischen Umgebung abhängig ist. Während im Freifeld bzw. bei einem Reflexions-
koeffizienten gleich Null eine über alle Frequenzbänder konstante Ausnullungsrichtung für
die Ausblendung eines Störers noch ausreichend ist, muß in realen akustischen Umgebun-
gen die Lage der Null in jedem Frequenzband adaptiert werden.
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Ein weiterer, die ideale geometrische Einfallsrichtung verfälschender Faktor, ist durch die
Abweichung vom Modell der planaren Schallwellen des Fernfeldes bei kürzeren Abstän-
den zwischen Quelle und Mikrofon gegeben. Insbesondere für niedrige Frequenzen müßte
der korrekte Zeitversatz mit einem Nahfeldmodell bestimmt werden. Da die verursachten
Abweichungen im Vergleich zum Phasenversatz durch die Übertragungsfunktion vernach-
lässigbar sind, kann auf die Anwendung des Nahfeld-Modells jedoch verzichtet werden.

5.2.5.3 Mikrofonabstand

Die Wahl des Mikrofonabstandes ist von entscheidender Bedeutung für eine robuste Funk-
tionsweise des vorgestellten Verfahrens. So ist die eindeutige Zuordnung der Nullrichtun-
gen nur möglich, wenn der maximale Mikrofonabstand unterhalb der Grenze für räum-
liches Aliasing liegt (vgl. Abschnitt 3.1.3). Oberhalb treten die in jedem Frequenzband
bestimmten Blickrichtungen mehrfach auf und werden in die Bereiche des jeweils anderen
Signals hineingespiegelt.

Ein weiterer Grund für einen möglichst kleinen Mikrofonabstand liegt in der verbesserten
Glattheit der Kreuzfilter des normierten konvolutiven Mischungsmodelles. Diese Filter be-
schreiben die Ähnlichkeit der Signale an den Mikrofonen und sind somit im Zeitbreich um
so kürzer, je näher beide Mikrofone beieinander platziert sind. Damit ist im Frequenzbe-
reich die Streuung der Nullen um die Einfallsrichtung ebenfalls verringert. Mit der bereits
im vorigen Abschnitt eingeführten Interpretation der Impulsantwort als Einfallsrichtung
soll diese Tatsache verdeutlicht werden. Abbildung 5.6 zeigt die Beträge der Beampattern
der Impulsantworten für einen Mikrofonabstand von einem bzw. 10 Zentimeter.

Der Wahl eines möglichst kleinen Mikrofonabstandes sind in der Realität jedoch Grenzen
gesetzt. Zum einen läßt sich aufgrund der Größe der Mikrofone selbst nur ein bestimm-
ter Mindestabstand erreichen. Zum anderen ist ein sinnvoller Mindestabstand durch die
notwendige Begrenzung der Verstärkung unkorrelierten Rauschens gegeben.

Während das Dimensionsproblem durch den Einsatz von Siliziummikrofonen (siehe z.B.
[79]) umgangen werden könnte, ist das starke Ansteigen der Rauschverstärkung struk-
turell bedingt und kann nicht verhindert werden. Die komplexen, auf den Einheitskreis
beschränkten Phasenfaktoren unterscheiden sich bei niedrigen Frequenzen kaum für ver-
schiedene Blickrichtungen. Daraus folgt, daß das Platzieren einer Null für das Auslöschen
eines Signals aus einer bestimmten Richtung sich auf den gesamten Bereich möglicher
Einfallsrichtungen auswirkt. Damit werden alle Signale, unabhängig von ihrer speziellen
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Abbildung 5.6: Streuung der Einfallsrichtung in Abhängigkeit vom Mikrofonabstand

Einfallsrichtung, sehr stark gedämpft. Diese Dämpfung muß dann betragsmäßig durch die
Filterkoeffizienten wieder kompensiert werden.

Zur Verdeutlichung der Ähnlichkeit der Phasenfaktoren soll ihre Lage in der komplexen
Ebene betrachtet werden. Dazu sei ein Phasenfaktor ei dargestellt als

ei = |ei| · exp(i∠ei). (5.43)

Da die Phasenfaktoren per Definition einen Betrag von Eins aufweisen, beschränkt sich
die Auswertung auf den Winkel ∠ei, der parametrisiert ist durch

∠ei = −ω
d

c
sin(φ). (5.44)

In Abbildung 5.7 auf der nächsten Seite ist dieser Winkel über dem möglichen Blick-
richtungsbereich für verschiedene Frequenzen dargestellt. Dabei wird deutlich, daß er für
kleine Frequenzen, wie z.B. 100 Hz, für alle Blickrichtungen weitgehend konstant bleibt.
Für höhere Frequenzen ist die Unterscheidbarkeit deutlich besser, aber nicht über den
gesamten Bereich gleich.
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Abbildung 5.7: Winkel der Phasenfaktoren bei Mikrofonabstand d=1cm und verschiedenen Fre-
quenzen

Um eine Aussage über die tatsächlich zu erwartende Rauschverstärkung treffen zu kön-
nen, soll zunächst das Verfahren mit vollständiger Entmischungsmatrix, d.h. unter Be-
rücksichtigung des Vorfaktors 1

det(A)
, analysiert werden. Der aus der ersten Zeile der Ent-

mischungsmatrix gebildete Nullbeamformer, mit dem Koeffizientenvektor w1, weist die
Einträge

w1 =

[
−e2

e1 − e2

1

e1 − e2

]
(5.45)

auf. Die Rauschverstärkung des Beamformers berechnet sich als Betragsquadrat des Ko-
effizientenvektors (siehe Abschnitt 3.2.2.3 auf Seite 24)

w1w
H
1 =

[
−e2

e1 − e2

1

e1 − e2

]
·
[

−e2

e1 − e2

1

e1 − e2

]H

(5.46)

=
|e2|2 + 1

|e1 − e2|2 (5.47)

=
2

|e1 − e2|2 . (5.48)

(5.49)

Für den aus der zweiten Zeile der Entmischungsmatrix gebildeten Nullbeamformer ergibt
sich äquivalent

w2w
H
2 =

|e2|2 + 1

|e1 − e2|2 (5.50)

=
2

|e1 − e2|2 . (5.51)

Die für beide Nullbeamformer gleiche Rauschverstärkung ist damit in Abhängigkeit von
der Frequenz und der Einfallsrichtung formuliert. Je ähnlicher sich die beiden Phasenfak-
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5.2 Frequenzvarianter Nullbeamformer mit ICA-Kostenfunktion

toren sind, desto schlechter ist die Mischungsmatrix konditioniert und desto größer ist die
daraus resultierende Rauschverstärkung. Die Ähnlichkeit der Phasenfaktoren nimmt mit
abnehmender Frequenz (vgl. Abb. 5.7) und kleineren Unterschieden im Einfallswinkel zu.

Um die Größenverhältnisse zu verdeutlichen, ist in der nachfolgenden Abbildung die nach
Gleichung (5.48) bzw. (5.51) berechnete frequenzabhängige Rauschverstärkung für einen
Mikrofonabstand von einem Zentimeter und angenommenen Signaleinfallsrichtungen von
± 45◦ dargestellt. Es ist zu sehen, daß im unteren Nutzsignalbereich bis 500 Hz unkorre-
liertes Rauschen mit über 20 dB verstärkt wird. Bei enger zusammen liegenden Einfalls-
richtungen von z.B. ±20◦ werden Werte über 30 dB erreicht.
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Abbildung 5.8: Rauschverstärkung des zweikanaligen Nullbeamformers bei Mikrofonabstand
d=1cm

Da für praktische Anwendungen nur eine Rauschverstärkung von wenigen dB akzeptabel
ist, kann das Verfahren in dieser Form nicht verwendet werden. Durch die Verwendung der
modifizierten Entmischungsmatrix, wie in Abschnitt 5.2.4 vorgeschlagen, entfällt der für
das starke Anwachsen der Rauschverstärkung verantwortliche Vorfaktor. Damit entfällt
gleichzeitig die Skalierung der Sensorsignale, so daß die Rauschverstärkung für alle Fre-
quenzen und Blickwinkel einen konstanten Wert von ca. 3 dB annimmt, wie am Beispiel
von w̃1 deutlich wird

w̃1w̃
H
1 =

[
e2 − 1

]
·
[
e2 − 1

]H
(5.52)

= |e2|2 + 1 (5.53)

= 2. (5.54)

Mit Hilfe der modifizierten Entmischungsmatrix W̃ läßt sich folglich das Problem der
schlecht konditionierten Mischungsmatrix und der damit verbundenen übermäßigen Ver-
stärkung unkorrelierten Rauschens umgehen. Wie in Abschnitt 5.2.4 erläutert, resultiert
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diese Vorgehensweise in Ausgangssignalen, die sich durch den frequenz- und blickwinkelab-
hängigen Faktor (e1−e2) von den Quellsignalen unterscheiden. Dieser Faktor läßt sich als
Hochpaßfilter mit Präemphase-Charakteristik interpretieren, dessen Betragsfrequenzgang,
abgesehen von einem konstanten Offset, invers zur Rauschverstärkung aus Abbildung 5.8
verläuft. Die Ausgangssignale weisen dann wesentlich weniger Frequenzanteile unterhalb
von 300 Hz auf, wodurch sich die Sprachverständlichkeit jedoch nicht verschlechtert.

5.2.5.4 Erweiterbarkeit auf mehrere Quellen

In der vorgestellten Form ist das Verfahren des frequenzvarianten Nullbeamforming für ein
2×2-Szenario entwickelt, bei dem zwei Schallquellen von zwei Mikrofonen erfaßt werden.
Die Erweiterung auf eine größere Anzahl an Quellen ist prinzipiell möglich, jedoch mit ei-
nem erheblichen Mehraufwand verbunden. Prinzipiell müssen bei adaptiven Beamforming-
Verfahren für das Ausblenden von N Störsignalen N+1 Sensoren vorhanden sein. Ebenso
ist bei den linearen Verfahren der blinden Quellentrennung mindestens die gleiche Anzahl
an Sensoren nötig, wie Signalquellen vorhanden sind.

Folglich macht die Erweiterung auf mehr als zwei Quellen den Einsatz von genauso vie-
len Mikrofonen nötig, was bei vielen Anwendungen aus Kosten- und Platzgründen uner-
wünscht ist. Des weiteren steigt der Rechenaufwand sehr stark an, da für die Bestimmung
der statistischen Unabhängigkeit der Ausgangssignale mehrere Kreuzkumulanten ausge-
wertet und im Verbund optimiert werden müssen.

Zu beachten ist weiterhin, daß die erreichbaren Trennungsergebnisse auch bei erfolgreicher
Optimierung immer von den akustischen und geometrischen Gegebenheiten abhängen.
Nur solange die einzelnen Quellen räumlich unterscheidbar sind, kann eine sinnvolle Zu-
ordnung der Frequenzbänder zur entsprechenden Quelle erfolgen. Für Räume mit geringer
Nachhallzeit und räumlich weit verteilten Quellen lassen sich drei bis vier Quellen sehr
gut unterscheiden (siehe Abbildung 5.5). Bei noch mehr Quellen oder längerer Nachhall-
zeit reicht die alleinige räumliche Zuordnung der Frequenzbänder zu den Quellen nicht
aus, und das damit entstehende Permutationsproblem muß unter Zuhilfenahme weiterer
Kriterien gelöst werden.

5.2.5.5 Berücksichtigung des Betragsanteils

Bei der Herleitung des Algorithmus wurde das Fernfeld-Beamforming-Modell als Para-
metrisierung für die Elemente der Entmischungsmatrix zugrunde gelegt. Dies impliziert,
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5.2 Frequenzvarianter Nullbeamformer mit ICA-Kostenfunktion

daß die Filterkoeffizienten e1 und e2 aus Gleichung (5.30) reine Phasenfaktoren sind, das
Entmischungssystem also aus 2 Allpaßfiltern besteht.

Mit dieser Anordnung lassen sich sehr gute Trennungsergebnisse erzielen, da zum einen
für das Auslöschen eines Signals die exakte Phaseninformation wichtiger als die exakte
Amplitude ist. Zum anderen ist die Annahme einer ungefähr gleichen Amplitude zumin-
dest bei kleinen Mikrofonabständen gerechtfertigt, wie durch Simulationen gezeigt werden
kann. Abbildung 5.9 stellt die zu erwartenden Amplitudenunterschiede zwischen zwei Mi-
krofonen mit den Abständen 1 cm und 10 cm dar. Dabei ist der Simulation wieder der
Raum und die Quellen- und Sensoranordnung aus Abbildung 5.4 zugrunde gelegt, wobei
der Reflexionskoeffizient für alle Wände auf ρ = 0.7 gesetzt ist.

400 600 800 1000 1200 1400 1600

−20

−10

0

10

20

Frequenz in Hz

A
m

pl
itu

de
 in

 d
B

d=1cm
d=10cm

Abbildung 5.9: Amplitudenunterschiede in Abhängigkeit vom Mikrofonabstand

Ebenso wie der Phasenverlauf nimmt auch der Amplitudenverlauf einen umso glatteren
Verlauf an, je kürzer die Nachhallzeit des Raumes ist. Für das freie Schallfeld bzw. bei
einem allen Wänden gemeinsamen Reflexionskoeffizienten von ρ = 0 wäre die Ampli-
tude über alle Frequenzen konstant gleich eins. Da diese idealen Verhältnisse in realen
akustischen Umgebungen nicht anzutreffen sind, kann es vorteilhaft sein, für die Filter-
koeffizienten e1(ω) und e2(ω) einen Betragsanteil zuzulassen. Damit läßt sich bei geeig-
neter Optimierung eine bessere Anpassung des Entmischungssystems an die Umgebungs-
bedingungen erreichen, woraus eine verbesserte Störsignaldämpfung und weniger Verzer-
rungen des Nutzsignals resultieren.

Für die zusätzliche Berücksichtigung der Beträge läßt sich die bereits definierte aufwands-
reduzierte Kostenfunktion entsprechend Gleichung (B.12) und der aufwandsreduzierte
Gradient aus (B.19) und (B.20) verwenden, da die Parameter e1 und e2 zunächst be-
liebige komplexe Größen darstellen. Lediglich die vorher zur Gradientenberechnung not-
wendige Projektion auf den Einheitskreis entfällt im Vergleich zum Verfahren mit reinen
Phasenfaktoren.
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Die größten Unterschiede zwischen beiden Verfahren entstehen bei der Optimierung, da
Betrag und Phase nicht unabhängig voneinander sind und somit im Verbund optimiert
werden müssen. Da sich für den Betragsanteil a priori kein begrenzter Suchraum angeben
läßt, kann die effiziente Schrittweitensteuerung anhand der tatsächlichen Gradzahlen des-
halb nicht verwendet werden. Aus diesem Grund erfolgt der Gradientenabstieg, ähnlich
zum Verfahren nach Abbildung 5.3, mit einer willkürlichen Schrittweite, die stufenweise
verkleinert wird, wodurch sich jedoch auch die Adaptionsgeschwindigkeit verkleinert.

Ein weiterer Nachteil dieses Verfahrens ist, daß während der Optimierung trotz geeigneter
Initialisierung Vertauschungen zwischen den Frequenzbändern auftreten können und folg-
lich eine zusätzliche Permutationskorrektur nötig ist. Diesen Nachteil weist das auf reinen
Phasenfaktoren basierende Verfahren nicht auf, da bei räumlich getrennten Quellen und
einer auf den Durchschnittswerten anderer Frequenzbänder basierenden Initialisierung
Permutationen quasi ausgeschlossen sind.

Die Umstellung auf die unbeschränkte Optimierung bietet sich insbesondere dann an,
wenn die in Abschnitt 5.2.5.3 beschriebene Hochpaßfilterung der Ausgangssignale nicht
toleriert werden kann. Bei genügend großem Mikrofonabstand (> 2 cm) bewirken die un-
terschiedlichen Beträge der Koeffizienten eine verbesserte Konditionierung der Mischungs-
matrix. Damit entschärft sich die Problematik der zu großen Rauschverstärkung und für
die Entmischung kann in jedem Frequenzband die vollwertige Entmischungsmatrix W

verwendet werden. Für eine erhöhte Robustheit sollte der aus der Determinante der Mi-
schungsmatrix gebildete Vorfaktor allerdings in jedem Frequenzband begrenzt werden, um
einem möglicherweise zu großen Dynamikbereich der Entmischungsfilter vorzubeugen.
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6 Ergebnisse und Diskussion

In diesem Kapitel soll die Leistungsfähigkeit des frequenzvarianten Nullbeamforming bei
festen Quellsignalpositionen in Abhängigkeit von der jeweiligen akustischen Situation un-
tersucht werden. Die in dieser Hinsicht relevanten Parameter sind der Mikrofonabstand,
die Nachhhallzeit und die räumliche Quellenverteilung. Im Hinblick auf eine realzeitfähige
Implementierung ist zusätzlich die benötigte Rechenzeit dokumentiert.

6.1 Qualitätsmaße

Zur Beurteilung der Leistungsfähigkeit des Algorithmus ist zunächst ein entsprechendes
Qualitätsmaß festzulegen. Für Verfahren der instantanen blinden Quellentrennung existie-
ren verschiedene Bewertungskriterien, wie z.B. Signal-to-Noise-Ratio (SNR), Multichannel-
Intersymbol-Interference (MISI) oder Mean-Squared-Error (MSE) [100]. Weiterhin ist es
üblich, das Produkt aus Mischungs- und geschätzter Entmischungsmatrix im Hinblick auf
die Abweichung von einer skalierten und permutierten Einheitsmatrix zu bewerten.

Für reale Raumaufnahmen konvolutiver Mischungen sind diese Verfahren jedoch nur be-
dingt geeignet. Die Bewertung der Abweichung von der Einheitsmatrix ist hier nicht mög-
lich, da meist keine Informationen über die Mischung verfügbar sind. Lediglich für künst-
lich erzeugte Mischungen läßt sich das Verfahren benutzen, spiegelt jedoch nicht immer die
tatsächliche Trennungsqualität wieder. So können Abweichungen von der Einheitsmatrix
in Frequenzbändern mit niedriger Signalenergie zu einem verschlechterten Trennungsmaß
führen, obwohl sie möglicherweise keine hörbaren Auswirkungen haben [82].

Aus diesem Grund sollten die Signalleistungen zur Beurteilung der erreichten Dämpfung
berücksichtigt werden. Dazu ist es notwendig, die Quellen einzeln aufzuzeichnen, damit
sich die berechneten Entmischungsfilter separat auf das jeweilige Signal anwenden lassen.
Das für die Berechnung der Filter notwendige Summensignal kann durch Addition der
Teilsignale erzeugt werden. Durch diese Vorgehensweise erreicht man eine maximal realis-
tische Mischung, ohne daß Informationen, die zur Auswertung benötigt werden, verloren
gehen [82].
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6.1.1 Störsignaldämpfung

Mit Hilfe der einzeln aufgezeichneten Quellsignale läßt sich die Störsignaldämpfung als
SIR (signal to interference ratio) angeben. Das SIR ist das Verhältnis der Leistungen von
ungedämpftem Ausgangssignal zur Leistung der Summe der anderen Ausgangssignale und
berechnet sich für Ausgang j als

SIRj = 10 log10

(
E
[
y2

j,sj
(t)
]

E
[
(
∑

i�=j yj,si
(t))2

]). (6.1)

Dabei stellt yj,si
(t) das Ausgangssignal j dar, wenn bei einer Einzelaufnahme nur Quelle i

aktiv ist [81]. D.h., für j = i sollte das Ausgangssignal keine Dämpfung im Vergleich zum
Quellsignal aufweisen, und für j �= i sollte die Dämpfung maximal sein.

Für den im Rahmen dieser Arbeit betrachteten zweikanaligen Fall ergibt sich verein-
fachend

SIRj = 10 log10

(
E
[
y2

j,sj
(t)
]

E
[
y2

j,si
(t)
]) mit i �= j. (6.2)

Da man im allgemeinen nicht an den absoluten Werten, sondern an der Verbesserung des
SIR interessiert ist, muß zusätzlich das Eingangs-SIR der Mikrofonsignale berücksichtigt
werden [54]. Bei einzeln aufgezeichneten Mikrofonsignalen xj,si

(t) ergibt sich die SIR-
Verbesserung eines Kanals zu

SIR+
j = 10 log10

(
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]
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])− 10 log10
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(t)
]

E
[
x2

j,si
(t)
]) mit i �= j. (6.3)

Zur Bewertung der Ergebnisse im Hinblick auf die erreichte Störsignaldämpfung werden
damit die beiden nachfolgend definierten SIR-Verbesserungen verwendet

SIR+
1 = 10 log10
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y2

1,s1

]
E
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])− 10 log10
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]) (6.4)
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]
E
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]). (6.5)

Es ist jedoch zu beachten, daß diese SIR-Bewertung nur für rauschfreie Umgebungen
genaue Ergebnisse liefert. Bei realen Raumaufnahmen ist das SNR (signal to noise ratio)
stets begrenzt und damit die Genauigkeit der entsprechenden dB-Werte eingeschränkt.
Die Bewertung stark verrauschter Signale, wie z.B. bei Fahrten im Automobil, würde
zusätzliches Wissen über die einzelnen Rauschleistungen erfordern.
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6.1.2 Nutzsignalstörung

Neben der Bewertung der Störsignalunterdrückung muß auch die durch den Algorithmus
verursachte Nutzsignalverzerrung berücksichtigt werden. Bei der Arbeit mit realen aku-
stischen Aufnahmen gestaltet sich die objektive Bewertung der Nutzsignalstörung jedoch
als sehr kompliziert, da entsprechende Maßzahlen meist nicht in Relation zum subjekti-
ven Höreindruck stehen. Insbesondere im Bereich der Sprachsignalverarbeitung stellt die
Qualität des Signals eine mehrdimensionale Größe mit zahlreichen Aspekten dar [95]. Die
Bewertung der Nutzsignalstörung kann deshalb nicht mit der Sprachqualität gleichgesetzt
werden.

Eine Methode für die Bewertung der Nutzsignalstörung ist der direkte Vergleich von
Ausgangs- und Originalsignal. Dieser Vergleich sollte, im Unterschied zur Bewertung der
Trennungsqualität, nicht im Zeitbereich erfolgen, da aufgrund der eingesetzten Filter die
Zeitsignale nicht direkt vergleichbar sind und sie zumindest im Zeitversatz kompensiert
werden müssten. Weiterhin würde sich beim Vergleich im Zeitbereich eine mögliche Ge-
samtverstärkung ebenfalls als Störung auswirken, obwohl die Nutzsignalqualität davon
nicht beeinflußt ist.

Aus diesem Grund erfolgt die Bewertung der Nutzsignalstörung durch Vergleich der gemit-
telten Frequenzgänge von Ausgangs- und Mikrofonsignal, die jeweils auf Einheitsvarianz
normiert sind. Das auf die Standardabweichung σ normierte Ausgangssignal wird durch
Kurzzeit-Fouriertransformation in den Frequenzbereich transformiert( yi,si

σyi,si

)
� Ỹi,si

(f, n). (6.6)

Für die Mikrofonsignale gilt äquivalent( xi,si

σxi,si

)
� X̃i,si

(f, n). (6.7)

Die Berechnung des mittleren Frequenzgangs von Ausgangs- und Mikrofonsignal erfolgt
durch Mittelung über alle betrachteten Frames Nt als

Ȳi(f) =
1

Nt

Nt∑
n=1

|Ỹi,si
(f, n)| (6.8)

bzw. als

X̄i(f) =
1

Nt

Nt∑
n=1

|X̃i,si
(f, n)|. (6.9)
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Die Unterschiede der mittleren Frequenzgänge lassen sich für alle Frequenzbänder unter
Angabe der entsprechenden dB-Werte ermitteln. Für das Aufstellen eines geeigneten Be-
wertungsmaßes für die Nutzsignalstörung werden die einzelnen Abweichungen über die
betrachteten Frequenzbänder gemittelt. Vor dem Hintergrund telefonbasierter Sprachan-
wendungen, die den Großteil elektronischer Kommunikationssysteme ausmachen, ist die
Mittelung auf den relevanten Frequenzbereich von f = 300 Hz bis f = 3400 Hz be-
grenzt. Mit Nf als Anzahl der betrachteten Frequenzbänder ergibt sich das Maß für die
Nutzsignalstörung als

∆S(i) =
1

Nf

f3400∑
f=f300

(
20 log10

Ȳi(f)

X̄i(f)

)
. (6.10)

Die Nutzsignalverzerrung des frequenzvarianten Nullbeamforming weist, wenn nicht zu-
sätzlich die Beträge der komplexen Faktoren optimiert werden, eine Hochpaßcharakteri-
stik auf (vgl. Abschnitt 5.2.5.3). Diese Hochpaßcharakteristik äußert sich als konstanter
Offset bei der Berechnung der Nutzsignalverzerrung nach Gleichung (6.10). Aus diesem
Grund wird als zusätzliches Kriterium die Abweichung der Ausgangssignale von präem-
phasegefilterten Originalsignalen bewertet. Das Präemphasefilter ist als Vorverarbeitung
im Bereich der Spracherkennung weit verbreitet (z.B. [92]) und weist in diesem Fall die
Koeffizienten

hpre = [−1 0.97] (6.11)

auf. Die gefilterten Mikrofonsignale

x
(pre)
i = hpre ∗ xi,si

(6.12)

bilden die Grundlage für die Berechnung des gemittelten Nutzsignalfrequenzgangs

X̄
(pre)
i (f) =

1

Nt

Nt∑
n=1

|X̃(pre)
i,si

(f, n)|. (6.13)

Damit läßt sich das zusätzliche Abstandsmaß in äquivalenter Form zu (6.10) angeben als

∆S(i)
pre =

1

Nf

f3400∑
f=f300

(
20 log10

Ȳi(f)

X̄
(pre)
i (f)

)
. (6.14)

Für die beiden Maße ∆S(i) und ∆S(i)
pre gilt, daß sie die Abweichung der Ausgangssignale

von den Mikrofonsignalen widerspiegeln, aber keine Aussage über die Abweichung vom
Quellsignal treffen. Dies korrespondiert mit der Problemstellung der blinden Quellentren-
nung, deren Kriterium der statistischen Unabhängigkeit keine Informationen über die
Filterung eines Signals liefert.
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6.2 Datensätze und Meßbedingungen

Alle der für die Auswertung verwendeten Aufnahmen stammen aus dem Datensatz der
TIDIGITS [45], einer umfangreichen Sammlung von Ziffern in englischer Sprache, die von
verschiedenen Sprechern wiedergegeben werden. Es handelt sich um rauscharme einkana-
lige Aufnahmen mit einer Abtastrate von 20 kHz und einer Auflösung von 16 Bit. Für die
Auswertungen wurden Datensätze der Sprecher Ar (männlich, normale Stimmlage), Fm
(männlich, hohe Stimmlage), Ga (männlich, tiefe Stimmlage) und Ii (weiblich) mit einer
Länge von jeweils 10 Sekunden benutzt.

6.2.1 Erzeugung der synthetischen Mischungen

Für die synthetischen Mischungen wurden die Originalsignale auf eine Abtastrate von
11025 Hz reduziert, um sie besser mit den realen Raumaufnahmen vergleichen zu können.
Die Mischung erfolgte mit künstlichen Impulsantworten, die mit Hilfe des Programms
room [103] berechnet wurden. Als Simulationsgrundlage diente der bereits in Abschnitt
5.2.5.2 definierte Raum mit einem Volumen von 50 m3, bei gleicher Quellen- und Sensor-
positionierung.

Für die Mischung wurden die Quellsignale mit den vier berechneten Impulsantworten zwi-
schen jeweiliger Quelle und Mikrofon gefiltert und anschließend die gemeinsamen Anteile
eines Sensors aufsummiert.

6.2.2 Aufnahme realer Mischungen

Um die Leistungsfähigkeit des Algorithmus in realen Umgebungen zu beurteilen, wurden
Datensätze sowohl in einem Laborraum als auch in einem Automobil aufgezeichnet.

6.2.2.1 Aufnahmen im Laborraum

Die Dimension des Laborrraumes beträgt ungefähr sechs mal sechs Meter bei einer De-
ckenhöhe von etwa 3.5 Metern, woraus sich ein Raumvolumen von über 100 m3 ergibt.
Aufgrund der vielen glatten Flächen, wie Fenster und Boden, kann von einer Nachhallzeit
von mehreren 100 ms ausgegangen werden.

Für die Aufnahmen wurden Meßmikrofone des Typs Behringer ECM 8000 mit Tascam
MA-8-Vorverstärker sowie ein Harddisk-Recorder Alesis HD24 verwendet. Abbildung 6.1
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zeigt den prinzipiellen Aufbau der Messungen mit einem Mikrofonabstand von 2.1 cm und
den in einem Meter Entfernung platzierten Lautsprechern.

Abbildung 6.1: Meßanordnung im Laborraum

Die beiden sich durch Variation des Winkels θ1 ergebenden Konfigurationen A und B sind
in Tabelle 6.1 festgehalten. Zum Zweck der Auswertung wurden neben dem Signal mit
beiden aktiven Sprechern auch die Einzelsignale der Sprecher aufgezeichnet.

Tabelle 6.1: Übersicht über die Konfigurationen der Messungen im Laborraum

Konfiguration θ1 θ2 Aufnahmen

A -45◦ 25◦ Sprecher 1, Sprecher 2, beide Sprecher
B -10◦ 25◦ Sprecher 1, Sprecher 2, beide Sprecher

6.2.2.2 Aufnahmen im Automobil

Die Aufnahmen im Automobil sind in Zusammenarbeit mit DaimlerChrysler entstanden.
Die Aufzeichnung erfolgte in einem Mercedes S 320 mit omnidirektionalen Sennheiser-
Mikrofonen ME 102 und einem 16-Kanal-Recorder bei einer Abtastrate von 12 kHz und
einer Auflösung von 16 Bit. Die Sprachsignale wurden dabei mit Kunstköpfen von HEAD
Acoustics abgespielt.

Abbildung 6.2 zeigt die möglichen Sprecherpositionen im Automobil. Dabei waren die
Mikrofone über den einzelnen Sprechern sowie als lineares äquidistantes Array mit einem
Mikrofonabstand von d = 4 cm in der Nähe des inneren Rückspiegels positioniert.
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1 2

3 4

Abbildung 6.2: Positionen der Sprecher im Auto

Die Auswertung der Daten erfolgt für unterschiedliche Sprecherkombinationen und Auf-
nahmebedingungen. Tabelle 6.2 faßt die betrachteten Konfigurationen zusammen.

Tabelle 6.2: Konfigurationen der Messungen im Auto

Sprecher 1 und Sprecher 2 und
Konfiguration Position Position

Auto A Ga auf 1 Ii auf 2
Auto B Fm auf 3 Ii auf 2
Auto C Ga auf 1 Ar auf 4

6.3 Ergebnisse der synthetischen Mischungen

Nur mit Hilfe synthetischer Mischungen läßt sich die Abhängigkeit der Störunterdrückung
von der Nachhallzeit des Raumes auswerten, sofern kein spezieller akustischer Raum mit
veränderbarer Nachhallzeit zur Verfügung steht. Bei der Simulation wurden die Reflexi-
onskoeffizienten des Raumes im Bereich von ρ = 0.1 bis ρ = 0.9 variiert. Die sich daraus
ergebenden Nachhallzeiten lassen sich nach W. C. Sabine in Abhängigkeit vom Raumvo-
lumen V und der Summe der Oberflächen des Raumes S berechnen als [57]

τ60 = 0.163 · V

S · (1 − ρ)
. (6.15)

Die jeweiligen Nachhallzeiten sind in den Ergebnistabellen mit festgehalten.
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6. Kapitel: Ergebnisse und Diskussion

Zusätzlich zu den Nachhallzeiten wurde sowohl der Mikrofonabstand als auch die Sprecher-
kombination verändert. Tabelle 6.5 bis 6.12 enthalten in detaillierter Form die erreichten
SIR-Verbesserungen SIR+

i , die jweilige Nutzsignalstörung ∆S(i), die jeweilige Nutzsignal-
störung in Bezug auf präemphasegefilterte Mikrofonsignale ∆S(i)

pre, sowie die benötigte Re-
chenzeit tcalc, jeweils für beide Kanäle. Die nachfolgende Tabelle gibt eine Übersicht über
die dabei simulierten Sprecherkombinationen und die Mikrofonabstände.

Tabelle 6.3: Übersicht über die Ergebnistabellen der synthetischen Mischung

Tabelle Nr. Verfahren Sprecherkombination Mikrofonabstand

6.5 NBF Ii / Fm 2.5 cm
6.6 NBFb Ii / Fm 2.5 cm
6.7 NBF Ii / Fm 5 cm
6.8 NBFb Ii / Fm 5 cm
6.9 NBF Ar / Ga 2.5 cm
6.10 NBFb Ar / Ga 2.5 cm
6.11 NBF Ar / Ga 5 cm
6.12 NBFb Ar / Ga 5 cm

Die Simulationen wurden sowohl mit dem auf reinen Phasenfaktoren beruhenden frequenz-
varianten Nullbeamforming als auch unter zusätzlicher Berücksichtigung der Beträge, wie
in Abschnitt 5.2.5.5 erläutert, durchgeführt. Die Bezeichnung der Verfahren ist in Tabelle
6.4 zusammengefaßt.

Tabelle 6.4: Kurzbezeichung der bei synthetischen Mischungen verwendeten Verfahren

Bezeichnung Verfahren

NBF frequenzvariantes Nullbeamforming

NBFb
frequenzvariantes Nullbeamforming mit Berück-
sichtigung der Beträge
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6.3.1 Ergebnistabellen der synthetischen Mischungen

Tabelle 6.5: Ergebnisse für NBF, Sprecherkombination Ii/Fm, d=2.5cm in Abhängigkeit von der
Nachhallzeit

ρ τ60 SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

[ms] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

0.1 107 26.20 22.38 5.70 5.96 0.25 0.26 0.92
0.2 120 23.52 19.90 5.67 6.00 0.41 0.38 0.94
0.3 137 20.54 17.02 5.65 6.04 0.59 0.51 0.91
0.4 160 17.43 13.88 5.64 6.06 0.76 0.66 0.94
0.5 192 14.07 10.49 5.59 6.05 1.01 0.81 1.00
0.6 240 10.83 7.76 5.54 5.95 1.21 1.07 1.02
0.7 320 7.82 4.98 5.44 5.67 1.49 1.23 0.98
0.8 479 4.21 2.36 5.02 5.03 1.70 1.67 1.05
0.9 959 1.87 -0.44 4.30 4.24 1.87 2.08 1.09

Tabelle 6.6: Ergebnisse für NBFb, Sprecherkombination Ii/Fm, d=2.5cm in Abhängigkeit von
der Nachhallzeit

ρ τ60 SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

[ms] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

0.1 107 21.48 17.63 0.23 0.14 5.55 5.99 0.91
0.2 120 21.89 18.06 0.23 0.20 5.55 6.03 0.98
0.3 137 22.08 18.16 0.25 0.28 5.55 6.05 1.03
0.4 160 21.46 16.43 0.29 0.37 5.50 6.08 1.09
0.5 192 16.23 14.01 0.32 0.56 5.52 6.16 1.19
0.6 240 12.24 11.34 0.58 0.86 5.56 6.20 1.23
0.7 320 8.69 6.09 1.15 1.05 5.47 6.16 1.22
0.8 479 3.06 3.54 1.44 2.03 5.39 6.66 1.25
0.9 959 0.62 0.01 2.38 2.04 6.63 4.72 1.16
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6. Kapitel: Ergebnisse und Diskussion

Tabelle 6.7: Ergebnisse für NBF, Sprecherkombination Ii/Fm, d=5cm in Abhängigkeit von der
Nachhallzeit

ρ τ60 SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

[ms] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

0.1 107 27.11 23.37 5.13 4.83 1.80 1.65 0.82
0.2 120 23.15 20.05 5.13 4.89 1.80 1.64 0.83
0.3 137 19.68 17.29 5.13 4.95 1.79 1.63 0.84
0.4 160 16.48 14.11 5.13 5.01 1.74 1.56 0.86
0.5 192 13.23 11.39 5.12 5.07 1.69 1.51 0.89
0.6 240 9.86 8.59 5.08 5.05 1.64 1.63 0.92
0.7 320 6.38 6.16 4.94 4.92 1.69 1.65 0.92
0.8 479 3.27 3.45 4.76 4.45 1.81 1.94 0.97
0.9 959 0.90 0.84 4.18 3.91 2.00 2.18 0.95

Tabelle 6.8: Ergebnisse für NBFb, Sprecherkombination Ii/Fm, d=5cm in Abhängigkeit von der
Nachhallzeit

ρ τ60 SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

[ms] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

0.1 107 20.56 16.64 0.20 0.21 5.59 6.01 1.11
0.2 120 18.85 15.91 0.22 0.31 5.58 6.03 1.11
0.3 137 21.54 16.87 0.26 0.44 5.59 6.06 1.28
0.4 160 20.93 16.30 0.32 0.59 5.56 6.08 1.31
0.5 192 15.85 13.64 0.55 0.97 5.44 6.30 1.41
0.6 240 12.50 11.36 0.78 1.13 5.78 6.20 1.55
0.7 320 7.67 6.30 1.16 1.57 5.58 6.53 1.56
0.8 479 4.70 4.37 1.50 1.97 6.00 6.90 1.58
0.9 959 1.65 1.22 2.31 2.04 6.29 6.50 1.52
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Tabelle 6.9: Ergebnisse für NBF, Sprecherkombination Ar/Ga, d=2.5cm in Abhängigkeit von
der Nachhallzeit

ρ τ60 SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

[ms] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

0.1 107 21.11 19.64 6.44 7.42 0.29 0.27 0.80
0.2 120 20.08 17.91 6.48 7.40 0.41 0.40 0.83
0.3 137 18.54 15.67 6.53 7.40 0.56 0.57 0.86
0.4 160 16.31 13.31 6.56 7.40 0.73 0.75 0.86
0.5 192 13.64 10.51 6.54 7.36 0.92 0.92 0.89
0.6 240 10.73 7.64 6.49 7.28 1.13 1.17 0.95
0.7 320 7.93 4.82 6.21 7.05 1.51 1.32 0.94
0.8 479 4.97 2.37 5.47 6.56 1.85 1.66 0.95
0.9 959 2.71 -0.34 5.01 5.60 2.05 1.84 1.05

Tabelle 6.10: Ergebnisse für NBFb, Sprecherkombination Ar/Ga, d=2.5cm in Abhängigkeit von
der Nachhallzeit

ρ τ60 SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

[ms] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

0.1 107 19.11 21.26 0.12 0.23 6.25 7.14 1.08
0.2 120 19.82 21.09 0.13 0.28 6.27 7.14 1.11
0.3 137 20.21 20.63 0.14 0.36 6.31 7.13 1.14
0.4 160 19.62 17.69 0.17 0.44 6.35 7.12 1.22
0.5 192 14.43 12.07 2.48 0.87 8.71 6.64 0.89
0.6 240 12.37 8.33 0.63 0.81 6.39 7.01 1.22
0.7 320 8.11 9.32 1.17 1.00 7.21 6.95 1.23
0.8 479 0.24 0.12 0.79 0.62 5.26 7.00 0.81
0.9 959 0.37 0.21 1.96 2.14 3.64 7.67 1.08
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Tabelle 6.11: Ergebnisse für NBF, Sprecherkombination Ar/Ga, d=5cm in Abhängigkeit von
der Nachhallzeit

ρ τ60 SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

[ms] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

0.1 107 23.74 23.56 5.81 6.89 1.62 1.60 0.86
0.2 120 21.59 19.99 5.86 6.89 1.60 1.60 0.84
0.3 137 19.00 16.51 5.93 6.91 1.58 1.58 0.89
0.4 160 16.01 13.30 6.03 6.92 1.53 1.54 0.94
0.5 192 13.21 10.52 6.09 6.96 1.46 1.48 0.92
0.6 240 10.34 7.88 6.11 6.98 1.42 1.51 0.99
0.7 320 7.64 5.21 5.93 6.87 1.61 1.56 0.97
0.8 479 4.81 2.46 5.11 6.51 2.00 1.65 0.95
0.9 959 2.73 -0.31 4.79 5.60 2.06 1.92 1.00

Tabelle 6.12: Ergebnisse für NBFb, Sprecherkombination Ar/Ga, d=5cm in Abhängigkeit von
der Nachhallzeit

ρ τ60 SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

[ms] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

0.1 107 18.80 19.51 0.14 0.30 6.35 7.28 0.88
0.2 120 18.07 17.53 0.15 0.37 6.36 7.27 0.95
0.3 137 19.94 19.80 0.15 0.47 6.41 7.29 1.05
0.4 160 17.75 17.06 0.18 0.59 6.46 7.28 1.11
0.5 192 14.62 8.36 0.64 0.75 6.18 7.27 1.17
0.6 240 12.25 13.12 1.61 1.23 7.95 6.89 1.39
0.7 320 7.23 3.85 2.15 1.23 6.02 7.21 1.38
0.8 479 1.85 0.58 5.41 1.25 3.86 7.85 1.38
0.9 959 -0.04 -0.51 2.35 1.46 6.24 6.26 1.33
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6.4 Ergebnisse der realen Aufnahmen

Neben dem in dieser Arbeit entwickelten Verfahren wurden für die Trennung der realen
Raumaufnahmen als Referenz weitere Verfahren zur blinden Quellentrennung konvoluti-
ver Mischungen benutzt. Es handelt sich zum einen um ein Frequenzbereichs-Verfahren,
bei dem in jedem Band der Algorithmus JADE [24] für die Bestimmung der unabhän-
gigen Komponenten mit einer anschließenden Permutationskorrektur entsprechend den
Nullstellen im Beampattern genutzt wird.

Bei dem zweiten Verfahren handelt es sich um eine Implementierung des Algorithmus nach
Parra [74], die unter [11] verfügbar ist. Dabei wurden die nötigen Parameter mit den fol-
genden Standardwerten initialisiert: Länge der Zeitfilter = 128, FFT-Länge = 512, Anzahl
der zu diagonalisierenden Matrizen = 5, Anzahl der Intervalle, die für die Bestimmung
einer Kreuzleistungsdichte-Matrix genutzt werden = 7.

Die nachfolgende Tabelle faßt die Bezeichnung der Verfahren zusammen.

Tabelle 6.13: Kurzbezeichung der bei realen Aufnahmen verwendeten Verfahren
Bezeichnung Verfahren

NBF frequenzvariantes Nullbeamforming

NBFb
frequenzvariantes Nullbeamforming mit Berück-
sichtigung der Beträge

JADE
JADE im Frequenzbereich mit beampatternbasier-
ter Permutationskorrektur

PARRA Verfahren nach Parra und Spence [74]

In Tabelle 6.14 bis 6.18 sind die Ergebnisse des Vergleichs der einzelnen Verfahren doku-
mentiert. Die Bewertungskriterien sind dabei, identisch zur Auswertung der synthetischen
Mischungen, die SIR-Verbesserung SIR+

i , die Nutzsignalstörung ∆S(i), die Nutzsignal-
störung in Bezug auf präemphasegefilterte Mikrofonsignale ∆S(i)

pre, sowie die benötigte
Rechenzeit tcalc. Die jeweils besten Werte, d.h. das größte SIR, die kleinste Nutzsignal-
verzerrung, sowie die geringste Rechenzeit sind fett hervorgehoben.
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6. Kapitel: Ergebnisse und Diskussion

Tabelle 6.14: Ergebnisse im Laborraum bei Konfiguration A

SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

Algorithmus [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

NBF 6.08 3.35 5.06 6.09 1.19 1.53 1.31
NBFb 2.32 5.34 0.49 0.70 6.31 5.26 1.39
Jade 1.67 4.38 1.37 0.42 7.08 5.56 3.94
Parra 0.69 3.66 1.82 4.49 4.65 2.11 5.40

Tabelle 6.15: Ergebnisse im Laborraum bei Konfiguration B

SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

Algorithmus [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

NBF 3.88 4.11 5.43 4.91 1.58 1.07 1.48
NBFb 0.83 0.99 3.65 3.05 8.42 5.88 1.61
Jade -0.97 5.50 0.95 1.50 6.69 6.54 4.42
Parra 1.80 0.63 2.47 5.67 3.55 1.82 7.40

Tabelle 6.16: Ergebnisse im Kfz bei Konfiguration A

SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

Algorithmus [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

NBF 10.04 10.28 3.57 6.17 1.68 2.27 1.77
NBFb 4.79 10.42 2.11 2.68 3.63 5.88 1.77
Jade 11.47 15.60 0.67 1.36 5.00 8.57 3.91
Parra 2.84 0.97 2.06 4.30 3.13 3.70 5.19

6.5 Diskussion

Die Ergebnisse der synthetischen Mischungen bestätigen die theoretischen Überlegun-
gen aus Kapitel 5. Bei längerer Nachhallzeit geht die Eindeutigkeit der Einfallsrichtung
verloren, und es dauert länger, die Ausnullungsrichtungen zu bestimmen. Abbildung 6.3
verdeutlicht diesen Zusammenhang beispielhaft anhand der benötigten Rechenzeit eines
Durchgangs für die beiden Verfahren NBF und NBFb.
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Tabelle 6.17: Ergebnisse im Kfz bei Konfiguration B

SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

Algorithmus [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

NBF 5.69 1.76 6.40 6.14 2.54 2.36 1.50
NBFb 3.71 2.66 2.82 2.73 5.46 5.81 2.03
Jade 4.76 5.49 2.36 2.38 7.26 9.41 4.20
Parra 2.44 -0.62 4.47 6.19 2.80 2.69 6.12

Tabelle 6.18: Ergebnisse im Kfz bei Konfiguration C

SIR+
1 SIR+

2 ∆S(1) ∆S(2) ∆S(1)
pre ∆S(2)

pre tcalc

Algorithmus [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [dB] [s]

NBF 5.05 12.12 3.96 5.55 1.53 1.75 1.66
NBFb 0.60 9.99 2.40 4.12 3.33 4.61 2.25
Jade 6.62 4.49 1.81 3.44 5.85 8.89 4.02
Parra 0.70 2.85 5.03 2.47 1.63 3.53 5.85

Weiterhin wird deutlich, daß auch die Trennungsleistung stark von der Nachhallzeit ab-
hängt. Abbildung 6.4 auf der nächsten Seite zeigt das für beide Kanäle gemittelte SIR
in Abhängigkeit von den simulierten Reflexionskoeffizienten und von der Nachhallzeit bei
simulierten Mikrofonabständen von 25 bzw. 50 mm.
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Abbildung 6.3: Beispiel für die Abhängigkeit der Rechenzeit von der Nachhallzeit bei syntheti-
schen Mischungen
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Abbildung 6.4: Abhängigkeit der Trennungsleistung von der Nachhallzeit

Die nachlassende Trennungsleistung kann durch eine Fehlanpassung des Modells an die
realen Gegebenheiten erklärt werden. Dabei spielt die unzureichende Fensterlänge eine
entscheidene Rolle, wenn man berücksichtigt, daß bei einer Abstastrate von 11 kHz die
Fensterlänge von 512 Taps einem Zeitabschnitt von 46.4 ms entspricht. Nur die innerhalb
dieses Zeitfensters liegenden Anteile der Raumimpulsantwort lassen sich nach entspre-
chender Kurzzeit-Fouriertransformation erfassen (vgl. Abschnitt 2.2). Da Nachhallzeiten
einen weitaus größeren Zeitraum in Anspruch nehmen können, muß die Trennungsleistung
für größere Nachhallzeiten zwangsläufig schlechter werden. In Abbildung 6.5 ist das mitt-
lere SIR bei Sprecherkombination Fm / Ii und Mikrofonabstand d = 5 cm für verschiedene
FFT-Längen von 32 bis 2048 und die Reflexionskoeffizienten ρ=0.3 und ρ=0.5 dargestellt.

Mit steigender FFT-Länge nimmt die Trennungsqualität zu, so daß mit dem Verfahren
NBFb bei einer Nachhallzeit von 192 ms (ρ=0.5) das Optimum erst bei einer FFT-Länge
von 1024 Werten erreicht wird, wohingegen bei einer Nachhallzeit von 137 ms (ρ=0.3) nur
256 Taps nötig sind.

Das Verfahren NBF zeigt ebenfalls diese Form der Abhängigkeit, bleibt für längere Nach-
hallzeiten im Trennungsergebnis aber hinter der Variante mit zusätzlicher Betragsberück-
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Abbildung 6.5: Abhängigkeit der Trennungsleistung von der FFT-Länge

sichtigung zurück. Dieses Verhalten ist mit der für größere Nachhallzeiten zunehmenden
Variation der Beträge zu erklären, die durch die reine Phasenverschiebung nicht kompen-
siert werden können (vgl. Abschnitt 5.2.5.5).

Für sämtliche Frequenzbereichsverfahren ist jedoch zu beachten, daß die FFT-Länge nicht
beliebig vergrößert werden kann. Zum einen erhöht sich die Rechenzeit mit der Anzahl
der betrachteten Frequenzbänder und zum anderen muß man einen höheren Zeitversatz
zwischen Eingangs- und Ausgangssignal in Kauf nehmen, der einer realzeitfähigen Imple-
mentierung im Wege steht.

Bei Auswertung der Ergebnisse der realen Aufnahmen läßt sich festhalten, daß die bei-
den Verfahren des frequenzvarianten Nullbeamforming im Vergleich sehr gute Trennungs-
leistungen erzielten. Die Leistungsfähigkeit ist in etwa zum Verfahren mit dem JADE-
Algorithmus vergleichbar. Sie sollte tatsächlich eher geringer sein, da im Vergleich zu
JADE nicht alle Kreuzkumulanten ausgewertet werden und keine Dekorrelation der Da-
ten durch Prewhitening erzwungen wird.

Dieser Nachteil kann im Hinblick auf die benötigte Rechenleistung in Kauf genommen
werden. Obwohl bei zusätzlicher Berücksichtigung des Betrages die vorteilhafte Parame-
trisierung des phasenbasierten Verfahrens nicht genutzt werden kann, ist diese Variante
im Vergleich nur ca. 30 % langsamer. Beide Algorithmen sind in etwa doppelt so schnell
wie das JADE-basierte Verfahren und drei mal so schnell wie das Verfahren nach Parra.

Bei der Analyse der Werte der erreichten SIR-Verbesserung unter realen Bedingungen
erweist sich das frequenzvariante Nullbeamforming in den verschiedenen Konfigurationen
als sehr zuverlässig. Die mittlere SIR-Verbesserung beträgt bis zu 10 dB und übertrifft
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in einigen Fällen die Ergebnisse des JADE-Algorithmus. Auffällig ist, daß die erreichte
Dämpfung nicht wie bei den synthetischen Mischungen für beide Quellen in etwa gleich
ist. Vielmehr unterscheiden sich die Übertragungsfunktionen unter realen Bedingungen in
manchen Fällen so stark, daß nur für einen Kanal eine gute SIR-Verbesserung möglich ist
(siehe Ergebnisse für NFBb in Tabelle 6.18).

Bei erfolgreicher Entmischung zeichnen sich alle Verfahren der blinden Quellentrennung
durch eine sehr geringe Nutzsignalverzerrung aus. In dieser Hinsicht bietet das betragsba-
sierte Verfahren den Vorteil, die Signale nicht durch Filterung mit Hochpaßcharakteristik
zu verändern. Dadurch bleibt die durchschnittliche Abweichung vom Nutzsignalspektrum
gering.

Der Vergleich der mit dem phasenbasierten Verfahren berechneten Ausgangssignale mit
den präemphasegefilterten Mikrofonsignalen zeigt dagegen, daß die Veränderung des Nutz-
signals Hochpaßcharakter aufweist (siehe Abschnitt 5.2.5.3). Die Verständlichkeit der
Sprache wird dadurch nicht verschlechtert, und die Weiterverarbeitung mit einem Spra-
cherkenner, der präemphasegefilterte Signale benötigt, ist möglich.
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7 Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wurde das Verfahren des frequenzvarianten Nullbeamforming
entwickelt, das als Kombination der Konzepte Beamforming und blinde Quellentrennung
verstanden werden kann. Die Vorteile dieses Verfahrens sind der im Vergleich zu den her-
kömmlichen Methoden der blinden Quellentrennung konvolutiver Mischungen geringere
Rechenaufwand und die im Vergleich zu adaptiven Beamformern geringe Nutzsignalver-
zerrung. Damit ist es gelungen, die Vorzüge dieser beiden Ansätze in einem robusten
Verfahren zu vereinen, das für den Einsatz in realzeitfähigen Systemen geeignet ist.

Für die Herleitung des frequenzvarianten Nullbeamforming wurden die Prinzipien der
mehrkanaligen Störgeräuschunterdrückung analysiert, um ein grundlegendes Verständnis
für die Funktionsweise von Beamforming-Verfahren für Mikrofonarrays zu schaffen. Adap-
tive Beamformer weisen einige Analogien zu den Methoden der blinden Quellentrennung
konvolutiver Mischungen auf. Sie kommen im Vergleich zu fest entworfenen Arrays mit
deutlich weniger Mikrofonen für die Unterdrückung gerichteter Störsignale aus. Nachteilig
ist jedoch, daß bei einer fehlerhaften Adaption, insbesondere bedingt durch unrealisti-
sche Vorgaben der Nutzsignalrichtung, das interessierende Sprachsignal verzerrt werden
kann. Verfahren, die nicht nur die räumliche Charakteristik des Stör- sondern auch des
Nutzsignals nachregeln können, also alle beteiligten Signale berücksichtigen, haben diesen
Nachteil nicht.

Ein äußerst leistungsfähiges Kriterium zur Unterscheidung zwischen gerichteten Signalen
ist durch den Grad der statistischen Unabhängigkeit gegeben, der auch in anderen Be-
reichen der Signalverarbeitung erfolgreich für die blinde Trennung von Signalgemischen
eingesetzt wird. Durch das Kriterium der statistischen Unabhängigkeit lassen sich die in-
tersensorischen Beziehungen der einzelnen Signalkomponenten aufdecken, die für die Re-
konstruktion der Quellen erforderlich sind. Im Kontext von Mikrofonarrays können diese
Parameter als räumliche Größen interpretiert werden, da die Dämpfung eines gerichteten
Signals durch das Ausnullen der entsprechenden Einfallsrichtung erreicht wird.
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7. Kapitel: Zusammenfassung

Dies ist die Grundlage für das in dieser Arbeit entwickelte Verfahren des frequenzvarianten
Nullbeamforming, bei dem die auszunullenden Richtungen mit Hilfe von Statistik höherer
Ordnung so bestimmt werden, daß die Ausgangssignale statistisch unabhängig vonein-
ander sind. Durch Parametrisierung als Beamforming-Phasenfaktoren läßt sich nicht nur
der Suchraum eingrenzen, sondern auch ein effizienter Algorithmus auf der Basis eines
Gradientenabstiegs formulieren.

Die Wirksamkeit dieses Verfahrens konnte anhand praktischer Versuche verifiziert werden.
Dabei wurde gezeigt, daß die erreichbare Störsignalunterdrückung von der akustischen
Umgebung abhängig ist. Wenn die zwischen Quelle und Mikrofon meßbare Nachhallzeit
in einer mit Hilfe des Modells erfaßbaren Größenordnung liegt, kann eine robuste Störsi-
gnalunterdrückung realisiert werden.

In realen Umgebungen hat man es zumeist mit einer Vielzahl von Reflexionen zu tun, die
sich aufgrund der starken Abweichung vom Fernfeld-Beamforming-Modell verschlechternd
auf die Eindeutigkeit der Einfallsrichtungen auswirken. Dieser Zusammenhang wurde an-
hand der Trennungsergebnisse bei Aufnahmen in realen Umgebungen bestätigt, und er
eröffnet gleichzeitig die Möglichkeit, in zukünftigen Verfahren gezielt auf diese Problema-
tik Einfluß zu nehmen. Nur so können die offenen Herausforderungen, wie z.B. bewegte
Signalquellen und lange Nachhallzeiten, in Zukunft gelöst werden.
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A Gradientenberechnung

Für die Berechnung des Gradienten der Kostenfunktion aus Gleichung (5.29) müssen
die partiellen Ableitungen der Kreuzkumulante vierter Ordnung bezüglich ϕ1 und ϕ2

bestimmt werden. Durch Multiplikation des Gradienten mit dem Vorzeichen der Kreuz-
kumulante ist die betragsmäßige Minimierung der Kostenfunktion sichergestellt.

Die Ausgangssignale des frequenzvarianten Nullbeamforming ergeben sich in jedem Fre-
quenzband zu

Y1(ω) = −e2(ϕ)X1(ω) + X2(ω)

Y2(ω) = e1(ϕ)X1(ω) − X2(ω).

Nach Normierung der Ausgangssignale auf Einheitsvarianz läßt sich die in Gleichung
(5.28) definierte Kreuzkumulante vierter Ordnung darstellen als

ĉum22(Ỹ1, Ỹ2) = E
[
Ỹ1 · Ỹ ∗

1 · Ỹ2 · Ỹ ∗
2

]− E
[
Ỹ1Ỹ

∗
2

] · E[Ỹ2Ỹ
∗
1

]− E
[
Ỹ1Ỹ2

] · E[Ỹ ∗
1 Ỹ ∗

2

]
.

Mit Hilfe der drei Terme K1, K2 und K3 kann die Kreuzkumulante auch wie folgt formuliert
werden:

ĉum22(Ỹ1, Ỹ2) = K1(ω) −K2(ω) −K3(ω). (A.1)

Dabei sind die drei Terme von der Form

K1(ω) = E
[|Ỹ1(ω)|2 · |Ỹ2(ω)|2] = E

[
Ỹ1(ω) · Ỹ ∗

1 (ω) · Ỹ2(ω) · Ỹ ∗
2 (ω)

]
(A.2)

K2(ω) =
∣∣∣E[Ỹ1(ω)Ỹ ∗

2 (ω)
]∣∣∣2 = E

[
Ỹ1(ω)Ỹ ∗

2 (ω)
] · E[Ỹ ∗

1 (ω)Ỹ2(ω)
]

(A.3)

K3(ω) =
∣∣∣E[Ỹ1(ω)Ỹ2(ω)

]∣∣∣2 = E
[
Ỹ1(ω)Ỹ2(ω)

] · E[Ỹ ∗
1 (ω)Ỹ ∗

2 (ω)
]
. (A.4)

Sie lassen sich für die Berechnung des Gradienten getrennt voneinander auswerten. Dazu
werden nachfolgend die partiellen Ableitungen von K1, K2 und K3 nach den konjugiert
komplexen Variablen e∗1 und e∗2 aufgestellt [18], wobei aus Gründen der Übersichtlichkeit
die Abhängigkeit von ω nicht explizit mitgeführt wird.
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A Gradientenberechnung

Ableitung von K1 nach e∗1

∂K1

∂e∗1
=

∂

∂e∗1

(
E
[
Ỹ1Ỹ

∗
1 Ỹ2Ỹ

∗
2

])

=
∂

∂e∗1

(
E
[ Y1Y

∗
1 Y2Y

∗
2

E[Y1Y
∗
1 ]E[Y2Y

∗
2 ]

])

= E
[ Y1Y

∗
1 Y2

E[Y1Y
∗
1 ]

· X∗
1σ

2
Y2

− Y ∗
2 E[Y2X

∗
1 ]

E[Y2Y
∗
2 ]2

]
=

E
[
Y1Y

∗
1 Y2 ·

(
X∗

1σ
2
Y2

− Y ∗
2 E[Y2X

∗
1 ]
)]

σ2
Y1

σ4
Y2

=
E
[
Y1Y

∗
1 Y2X

∗
1

]
σ2

Y2
− E

[
Y1Y

∗
1 Y2Y

∗
2 E[Y2X

∗
1 ]
]

σ2
Y1

σ4
Y2

(A.5)

Ableitung von K1 nach e∗2

∂K1

∂e∗2
=

∂

∂e∗2

(
E
[ Y1Y

∗
1 Y2Y

∗
2

E[Y1Y
∗
1 ]E[Y2Y

∗
2 ]

])

= E
[ Y1Y2Y

∗
2

E[Y2Y
∗
2 ]

· −X∗
1σ2

Y1
− Y ∗

1 E[Y1(−X∗
1 )]

E[Y1Y
∗
1 ]2

]
=

E
[
Y1Y

∗
1 Y2Y

∗
2 E[Y1X

∗
1 ]
]− E

[
Y1Y2Y

∗
2 X∗

1

]
σ2

Y1

σ4
Y1

σ2
Y2

(A.6)

Ableitung von K2 nach e∗1

∂K2

∂e∗1
=

∂

∂e∗1

(
E
[
Ỹ1Ỹ

∗
2

] · E[Ỹ2Ỹ
∗
1

])

=
∂

∂e∗1

(
E
[
Y1Y

∗
2

]
E
[
Y ∗

1 Y2

]
E
[
Y1Y ∗

1

]
E
[
Y2Y ∗

2

])

=
E
[
Y1X

∗
1

]
E
[
Y ∗

1 Y2

] · E[Y1Y
∗
1

]
E
[
Y2Y

∗
2

]− E
[
Y1Y

∗
2

]
E
[
Y ∗

1 Y2

] · E[Y1Y
∗
1

]
E
[
Y2X

∗
1

]
E
[
Y1Y ∗

1

]2 · E[Y2Y ∗
2

]2
=

E
[
Y1X

∗
1

]
E
[
Y ∗

1 Y2

]
σ2

Y2
− E

[
Y1Y

∗
2

]
E
[
Y ∗

1 Y2

]
E
[
Y2X

∗
1

]
σ2

Y1
σ4

Y2

(A.7)
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Ableitung von K2 nach e∗2

∂K2

∂e∗2
=

∂

∂e∗2

(
E
[
Y1Y

∗
2

]
E
[
Y ∗

1 Y2

]
E
[
Y1Y ∗

1

]
E
[
Y2Y ∗

2

])

=
E
[
Y1Y

∗
2

]
E
[−X∗

1Y2

] · E[Y1Y
∗
1

]
E
[
Y2Y

∗
2

]− E
[
Y1Y

∗
2

]
E
[
Y ∗

1 Y2

] · E[Y1(−X∗
1 )
]
E
[
Y2Y

∗
2

]
E
[
Y1Y ∗

1

]2 · E[Y2Y ∗
2

]2
=

E
[
Y1Y

∗
2

]
E
[
Y ∗

1 Y2

]
E
[
Y1X

∗
1

]− E
[
Y1Y

∗
2

]
E
[
X∗

1Y2

]
σ2

Y1

σ4
Y1

σ2
Y2

(A.8)

Ableitung von K3 nach e∗1

∂K3

∂e∗1
=

∂

∂e∗1

(
E
[
Ỹ1Ỹ2

] · E[Ỹ ∗
1 Ỹ ∗

2

])

=
∂

∂e∗1

(
E
[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

1 Y ∗
2

]
E
[
Y1Y ∗

1

]
E
[
Y2Y ∗

2

])

=
E
[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

1 X∗
1

] · E[Y1Y
∗
1

]
E
[
Y2Y

∗
2

]− E
[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

1 Y ∗
2

] · E[Y1Y
∗
1

]
E
[
Y2X

∗
1

]
E
[
Y1Y ∗

1

]2
E
[
Y2Y ∗

2

]2
=

E
[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

1 X∗
1

]
σ2

Y2
− E

[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

1 Y ∗
2

]
E
[
Y2X

∗
1

]
σ2

Y1
σ4

Y2

(A.9)

Ableitung von K3 nach e∗2

∂K3

∂e∗2
=

∂

∂e∗2

(
E
[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

1 Y ∗
2

]
E
[
Y1Y ∗

1

]
E
[
Y2Y ∗

2

])

=
E
[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

2 (−X∗
1 )
] · E[Y1Y

∗
1

]
E
[
Y2Y

∗
2

]− E
[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

1 Y ∗
2

] · E[Y1(−X∗
1 )
]
E
[
Y2Y

∗
2

]
E
[
Y1Y

∗
1

]2
E
[
Y2Y

∗
2

]2
=

E
[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

1 Y ∗
2

]
E
[
Y1X

∗
1

]− E
[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

2 X∗
1

]
σ2

Y1

σ4
Y1

σ2
Y2

(A.10)
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A Gradientenberechnung

Mit diesen Ergebnissen lassen sich die partiellen Ableitungen der modifizierten Kreuzku-
mulante nach e∗1 und e∗2 wie folgt angeben

∂ĉum22(Ỹ1, Ỹ2)

∂e∗1
=

1

σ2
Y1

σ4
Y2

·
(

E
[
Y1Y

∗
1 Y2X

∗
1

]
σ2

Y2
− E

[
Y1Y

∗
1 Y2Y

∗
2 E[Y2X

∗
1 ]
]− E

[
Y1X

∗
1

]
E
[
Y ∗

1 Y2

]
σ2

Y2

+
∣∣∣E[Y1Y

∗
2

]∣∣∣2E[Y2X
∗
1

]− E
[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

1 X∗
1

]
σ2

Y2
+
∣∣∣E[Y1Y2

]∣∣∣2E[Y2X
∗
1

])
(A.11)

und

∂ĉum22(Ỹ1, Ỹ2)

∂e∗2
=

1

σ4
Y1

σ2
Y2

·
(

E
[
Y1Y

∗
1 Y2Y

∗
2 E[Y1X

∗
1 ]
]− E

[
Y1Y2Y

∗
2 X∗

1

]
σ2

Y1
−
∣∣∣E[Y1Y

∗
2

]∣∣∣2E[Y1X
∗
1

]
+ E

[
Y1Y

∗
2

]
E
[
X∗

1Y2

]
σ2

Y1
−
∣∣∣E[Y1Y2

]∣∣∣2E[Y1X
∗
1

]
+ E

[
Y1Y2

]
E
[
Y ∗

2 X∗
1

]
σ2

Y1

)
.

(A.12)
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B Reduktion des Rechenaufwandes

Für eine effiziente Implementierung des Algorithmus ist es notwendig, die rechenaufwen-
digen Erwartungswertbildungen zwischen den Ausgangssignalen auf Erwartungswertbil-
dungen zwischen Meßsignalen zurückzuführen. Dafür sind insgesamt 12 verschiedene Er-
wartungswerte zu berechnen, die nachfolgend aus Gründen der Übersichtlichkeit mit ν1

bis ν12 bezeichnet werden und wie folgt definiert sind:

ν1 = E[X2
1 ] ν2 = E[X2

2 ]

ν3 = E[|X1|2] ν4 = E[|X2|2]
ν5 = E[X1X2] ν6 = E[X1X

∗
2 ]

ν7 = E[X2
1X∗2

2 ] ν8 = E[|X1|2|X2|2]
ν9 = E[X1X

∗
2 |X1|2] ν10 = E[X1X

∗
2 |X2|2]

ν11 = E[|X1|4] ν12 = E[|X2|4].

B.1 Aufwandsreduzierte Kostenfunktion

Bei der Herleitung der aufwandsreduzierten Kostenfunktion müssen die in den Gleichun-
gen (A.2) bis (A.4) definierten Terme K1 bis K3 berechnet werden. Unter Berücksichtigung
der durch die Entmischungsstruktur vorgegebenen Abhängigkeit der Ausgangs- von den
Eingangssignalen, als

Y1(ω) = −e2(ϕ)X1(ω) + X2(ω)

Y2(ω) = e1(ϕ)X1(ω) − X2(ω),

können die einzelnen Terme ausmultipliziert und so die Statistik der Meßsignale bestimmt
werden. Es ergeben sich für die Kostenfunktion fünf zu berechnende Terme, T1 bis T5, mit
deren Hilfe die Kreuzkumulante aus Gleichung (A.1) folgende Form annimmt

ĉum22

(
Ỹ1, Ỹ2

)
=

1

T1T2
·
(
T5 − T3T

∗
3 − T4T

∗
4

)
. (B.1)
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B Reduktion des Rechenaufwandes

Dabei sind T1 bis T5 definiert als

T1 = E
[
Y1Y

∗
1

]
(B.2)

T2 = E
[
Y2Y

∗
2

]
(B.3)

T3 = E
[
Y1Y

∗
2

]
(B.4)

T4 = E
[
Y1Y2

]
(B.5)

T5 = E
[
Y1Y

∗
1 Y2Y

∗
2

]
. (B.6)

Der Vorteil dieser Darstellung ist, daß die einzelnen Terme T1 bis T5 unabhängig vonein-
ander ausgewertet werden können.

Berechnung von T1 = E
[
Y1Y

∗
1

]
= σ2

Y1

E
[
Y1Y

∗
1

]
= E

[
(−e2X1 + X2)(−e∗2X

∗
1 + X∗

2 )
]

= E
[|e2|2|X1|2 − e2X1X

∗
2 − e∗2X

∗
1X2 + |X2|2

]
= |e2|2ν3 − e2ν6 − e∗2ν

∗
6 + ν4

= |e2|2ν3 − 2�(e2ν6) + ν4 (B.7)

Berechnung von T2 = E
[
Y2Y

∗
2

]
= σ2

Y2

E
[
Y2Y

∗
2

]
= E

[
(e1X1 − X2)(e

∗
1X

∗
1 − X2∗)

]
= E

[|e1|2|X1|2 − e1X1X
∗
2 − e∗1X

∗
1X2 + |X2|2

]
= |e1|2ν3 − e1ν6 − e∗1ν

∗
6 + ν4

= |e1|2ν3 − 2�(e1ν6) + ν4 (B.8)

Berechnung von T3 = E
[
Y1Y

∗
2

]
E
[
Y1Y

∗
2

]
= E

[
(−e2X1 + X2) · (e∗1X∗

1 − X∗
2 )
]

= E
[−e∗1e2|X1|2 + e2X1X

∗
2 + e∗1X

∗
1X2 − |X2|2

]
= −e∗1e2ν3 + e2ν6 + e∗1ν

∗
6 − ν4 (B.9)

Berechnung von T4 = E
[
Y1Y2

]
E
[
Y1Y2

]
= E

[
(−e2X1 + X2) · (e1X1 − X2)

]
= E

[−e1e2X
2
1 + e2X1X2 + e1X1X2 − X2

2

]
= −e1e2ν1 + e2ν5 + e1ν5 − ν2 (B.10)
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B.1 Aufwandsreduzierte Kostenfunktion

Berechnung von T5 = E
[
Y1Y

∗
1 Y2Y

∗
2

]
E
[
Y1Y

∗
1 Y2Y

∗
2

]
= E

[
(−e2X1 + X2)(−e∗2X

∗
1 + X∗

2 ) · (e1X1 − X2)(e
∗
1X

∗
1 − X∗

2 )
]

= E
[
(|e2|2|X1|2 − e2X1X

∗
2 − e∗2X

∗
1X2 + |X2|2)

· (|e1|2|X1|2 − e1X1X
∗
2 − e∗1X

∗
1X2 + |X2|2)

]
= E

[
|e1|2|e2|2|X1|4 − e1|e2|2|X1|2X1X

∗
2 − e∗1|e2|2|X1|2X∗

1X2 + |e2|2|X1|2|X2|2

− |e1|2e2X1|X1|2X∗
2 + e1e2X

2
1X

∗2
2 + e∗1e2|X1|2|X2|2 − e2X1X

∗
2 |X2|2

− e∗2|e1|2X∗
1 |X1|2X2 + e1e

∗
2|x1|2|X2|2 + e∗1e

∗
2X

∗2
1 X2

2 − e∗2X
∗
1X2|X2|2

+ |e1|2|X1|2|X2|2 − e1X1X
∗
2 |X2| − e∗1X

∗
1X2|X2|2 + |X2|4

]
= |e1|2|e2|2ν11 − e1|e2|2ν9 − e∗1|e2|2ν∗

9 + |e2|2ν8 − |e1|2e2ν9 + e1e2ν7

+ e∗1e2ν8 − e2ν10 − |e1|2e∗2ν∗
9 + e1e

∗
2ν8 + e∗1e

∗
2ν

∗
7

− e∗2ν
∗
10 + |e1|2ν8 − e1ν10 − e∗1ν

∗
10 + ν12

= 2�(e1e2ν7) + 2�(e1e
∗
2)ν8 − 2�(e1|e2|2ν9) − 2�(|e1|2e2ν9) − 2�(e2ν10)

− 2�(e1ν10) + |e1|2|e2|2ν11 + |e2|2ν8 + |e1|2ν8 + ν12 (B.11)

Die aufwandsreduzierte Kostenfunktion läßt sich mit Hilfe der so berechneten Terme in
Abhängigkeit von den Parametern e1, e2 und von den Sensorsignalen X1, X2 formulieren

K
(
e1, e2, X1, X2

)
=

∣∣∣∣∣T5 − |T3|2 − |T4|2
T1T2

∣∣∣∣∣. (B.12)

Betrachtet man e1(ω) und e2(ω) als Parameter eines zugrundeliegenden Delay-&-Sum-
Beamformers, also als reine Phasenfaktoren mit Betrag gleich eins, kann die Kostenfunk-
tion weiter vereinfacht werden.

In ausgeschriebener Form ergibt sich

KPhase =

∣∣∣∣∣2�(e1e2ν7) + 2�(e1e
∗
2)ν8 − 2�(e1ν9) − 2�(e2ν9) − 2�(e2ν10) − 2�(e1ν10)

(ν3 − 2�(e2ν6) + ν4) · (ν3 − 2�(e1ν6) + ν4)

+
2ν8 + ν11 + ν12 −

∣∣∣−e∗1e2ν3 + e2ν6 + e∗1ν
∗
6 − ν4

∣∣∣2 − ∣∣∣−e1e2ν1 + e2ν5 + e1ν5 − ν2

∣∣∣2
(ν3 − 2�(e2ν6) + ν4) · (ν3 − 2�(e1ν6) + ν4)

∣∣∣∣∣.
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B Reduktion des Rechenaufwandes

B.2 Aufwandsreduzierter Gradient

Bei der Berechnung des aufwandsreduzierten Gradienten sind zusätzlich zu den in Glei-
chung (B.2) bis (B.6) definierten Termen noch die Erwartungswerte

T6 = E
[
Y1X

∗
1

]
(B.13)

T7 = E
[
Y ∗

1 X∗
1

]
(B.14)

T8 = E
[
Y2X

∗
1

]
(B.15)

T9 = E
[
Y ∗

2 X∗
1

]
(B.16)

T10 = E
[
Y1Y

∗
1 Y2X

∗
1

]
(B.17)

T11 = E
[
Y2Y

∗
2 Y1X

∗
1

]
(B.18)

zu berechnen, mit deren Hilfe sich die partiellen Ableitungen der Kostenfunktion bezüglich
der komplexen Parameter e∗1 und e∗2 in folgender Form darstellen lassen:

∂ĉum22(Ỹ1, Ỹ2)

∂e∗1
=

1

T1T 2
2

·
(
T10T2 − T5T8 − T6T2T

∗
3 + |T3|2T8 − T4T7T2 + |T4|2T8

)
(B.19)

∂ĉum22(Ỹ1, Ỹ2)

∂e∗2
=

1

T 2
1 T2

·
(
T5T6 − T11T1 − |T3|2T6 + T3T8T1 − |T4|2T6 + T4T9T1

)
. (B.20)

Die einzelnen Terme T6 bis T11 müssen ausmultipliziert werden, damit der Gradient in
Abhängigkeit von der Statistik der Sensorsignale formuliert werden kann.

Auswertung von T6 = E
[
Y1X

∗
1

]
E
[
Y1X

∗
1

]
= E

[−e2|X1|2 + X∗
1X2

]
= −e2ν3 + ν∗

6 (B.21)

Auswertung von T7 = E
[
Y ∗

1 X∗
1

]
E
[
Y ∗

1 X∗
1

]
= E

[−e∗2X
∗2

1 + X∗
2X

∗
1E
]

= −e∗2ν
∗
1 + ν∗

5 (B.22)

Auswertung von T8 = E
[
Y2X

∗
1

]
E
[
Y2X

∗
1

]
= E

[
e1|X1|2 − X∗

1X2

]
= e1ν3 − ν∗

6 (B.23)
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B.2 Aufwandsreduzierter Gradient

Auswertung von T9 = E
[
Y ∗

2 X∗
1

]
E
[
Y ∗

2 X∗
1

]
= E

[
e∗1X

∗2

1 − X∗
1X∗

2

]
= e∗1ν

∗
1 − ν∗

5 (B.24)

Auswertung von T10 = E[Y1Y
∗
1 Y2X

∗
1 ]

E
[
Y1Y

∗
1 Y2X

∗
1

]
= E

[
(−e2X1 + X2)(−e∗2X

∗
1 + X∗

2 )(e1X1 − X2)X
∗
1

]
= E

[
e1|e2|2|X1|4 − |e2|2X∗

1X2|X1|2 − e1e2X1X
∗
2 |X1|2 + e2|X1|2|X2|2

− e1e
∗
2X

∗
1X2|X1|2 + e∗2X

∗2
1 X2

2 + e1|X1|2|X2|2 − X∗
1X2|X2|2

]
= e1|e2|2ν11 − |e2|2ν∗

9 − e1e2ν9 + e2ν8 − e1e
∗
2ν

∗
9 + e∗2ν

∗
7 + e1ν8 − ν∗

10 (B.25)

Auswertung von T11 = E
[
Y1Y2Y

∗
2 X∗

1

]
E
[
Y2Y

∗
2 Y1X

∗
1

]
= E

[
(e1X1 − X2)(e

∗
1X

∗
1 − X∗

2 )(−e2X1 + X2)X
∗
1

]
= E

[
−|e1|2e2|X1|4 + |e1|2X∗

1X2|X1|2 + e1e2X1X
∗
2 |X1|2 − e1|X1|2|X2|2

+ e∗1e2X
∗
1X2|X1|2 − e∗1X

∗2

1 X2
2 − e2|X1|2|X2|2 + X∗

1X2|X2|2
]

= −|e1|2e2ν11 + |e1|2ν∗
9 + e1e2ν9 − e1ν8 + e∗1e2ν

∗
9 − e∗1ν

∗
7 − e2ν8 + ν∗

10

(B.26)

Ebenso wie bei der Berechnung der Kostenfunktion K in Gleichung (5.41) kann auch der
aufwandsreduzierte Gradient bei Annahme reiner Phasenfaktoren vereinfacht werden, da
sich die Betragsbildung von e1 bzw. e2 erübrigt.
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