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o ist Oneutral auf Q).

Ersterstellung: 07/08/12 Letzte Anderung: 07/08/12
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208-1. Neutrale Elemente beziiglich einer “bindren Operation” O spielen nicht
nur in der klassischen Algebra eine grosse Rolle:

208-1(Definition)

“o ist Oneutral auf ()” genau dann, wenn gilt:

0€ Q.

Va: (o€ Q)= (o-0.aa=a00=a).

ALG-Notation.
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208-2. Falls o ein Oneutrales Element auf () ist, dann ist o eine Menge, () ist
nicht leer und es gilt 0_.0_0 = o:

208-2(Satz)
Es gelte:

—) o ist Oneutral auf Q.
Dann folgt:

a) o Menge.

b) 04 Q.

c) o.00=o.

ALG-Notation.

Beweis 208-2 VS gleich o ist Oneutral auf Q).

1: Aus VS gleich “o ist Oneutral auf Q”
folgt via 208-1(Def): o€ Q.

2.a): Aus1“0€Q”
folgt via Element Axiom: o Menge.

2.b): Aus1“0€Q”

folgt via 0-20: 0#Q.
2.c): Aus VS gleich “o ist Oneutral auf )7 und

aus 1“0 € Q7

folgt via 208-1(Def): o.0do=o.
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208-3. Falls o ein Oneutrales Element auf () ist und falls p ein Oneutrales Element
auf P ist und falls - wechselseitig - 0 € P und p € @ gilt, dann ist o = p und o
ist Oneutral auf P und p ist Oneutral auf Q:

208-3(Satz)

Es gelte:
—) o ist Oneutral auf Q.
—) p ist Oneutral auf P.
—) o€ P.
—) pEQ.

Dann folgt:
a) o=p.
b) o ist Oneutral auf P.

c) p ist Oneutral auf Q.




Beweis 208-3
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ALG-Notation.

1.1: Aus =) “o ist Oneutral auf 7 und
aus =) “p e’
folgt via 208-1(Def):

1.2: Aus —) “p ist Oneutral auf P” und
aus =) ‘o€ P”
folgt via 208-1(Def):

2.a): Aus1.1“0.0p=p” und
aus 1.2“0_.0.p=0"
folgt:

3.b): Aus 2.a)“p=o0" und
aus —) “p ist Oneutral auf P”
folgt:

3.¢c): Aus2.a)“p=0" und
aus —) “o ist Oneutral auf Q”
folgt:

o0 p=np.
o0p=o
p=o

o ist Oneutral auf P.

p ist Oneutral auf Q.

]
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208-4. Falls o ein Oneutrales Element auf () ist und falls o € P C @ gilt, dann
ist o ein Oneutrales Element auf P:

208-4(Satz)

Es gelte:
—) o ist Oneutral auf Q.
—) o€ PCQ.

Dann folgt “o ist Oneutral auf P”.

Beweis 208-4

ALG-Notation.

aeP.

2: Aus Themal.1“a € P” und
aus = “...PCQ”
folgt via 0-4: a € Q.

3: Aus —) “o ist Oneutral auf ()7 und
aus 2“a € Q7
folgt via 208-1(Def): o0 a=a00=a.

Ergo Themal.1: Al “Va:(aeP)= (o.D.a=a0o0=aq)”

1.2: Aus %) “o€ P...” und
aus Al gleich “Va: (e« € P) = (o.0.a=a00=a)”
folgt via 208-1(Def): o ist Oneutral auf P.

O
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208-5. Fall o.p jeweils Oneutrale Elemente auf () sind, so gilt o = p:

208-5(Satz)

Aus “o ist Oneutral auf Q7
und “p ist Oneutral auf Q” folgt “o=p”.

Beweis 208-5 VS gleich (0 ist Oneutral auf @) A (p ist Oneutral auf Q).

1.1: Aus VS gleich “o ist Oneutral auf @...”
folgt via 208-1(Def): 0 € Q.

1.2: Aus VS gleich “...p ist Oneutral auf Q”
folgt via 208-1(Def): pEQ.

2: Aus VS gleich “o ist Oneutral auf @ ...”,
aus VS gleich “...p ist Oneutral auf Q)7
aus 1.1“0 € @7 und
aus 1.2“p e Q”
folgt via 208-3: 0=np.
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Klassen-Sequenzen. Ungeordnete Tupel. Geordnete Tupel.

Ersterstellung: 07/08/12 Letzte Anderung: 05/04/13
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209-1. Mit der Einfithrung von “Klassen-Sequenzen ” nimmt die Arbeit am Le-
bensWerk gehorig an Fahrt auf - zumindest meiner gegenwirtigen (08.08.2012)
Einschéatzung nach. Ausgangspunkt ist die Tatsache, dass es bei der Formulie-
rung von Aussagen gelegentlich von Vorteil ist, mehrere Klassen gleichzeitig zu
betrachten. Etwa werden schon frith bei der Definition von Funktionen in 18-
18(Def) drei - nicht notwendiger Weise verschiedene - Klassen «, /3,y betrachtet
und mit dieser, zwei Kommata beinhaltenden Schreibweise wird an dortiger Stelle
unterschwellig eine “Klassen-Sequenz ” in den Essays verwendet. Bislang achte
ich sorgfiltig darauf, dass diese “ Klassen-Sequenzen ” nur nach Allquantoren ein-
gesetzt werden. Diese Sorgfalt soll ab nun zu Gunsten einer kiirzeren Schreibweise
aufgegeben werden. Stehen ndmlich “Klassen-Sequenzen ” bei der Formulierung
von Aussagen zur Verfiigung, so konnen Ausdriicke wie (x Zahl) A (y Zahl) A (z
Zahl) nun kiirzer als z,y, z Zahl formuliert werden.

Auch wird der Weg zu “ ungeordneten Tupeln” und “ geordneten Tupeln” erofinet.

Da fiir “Klassen-Sequenzen ” in den Essays keine eigenen Variablen zum Einsatz
kommen, werden in der nun folgenden Sprachregelung “Klassen-Sequenzen ” mit
Hilfe ansonsten nicht verwendeter Symbole wie “&, §, %, $, @, #” angesprochen.
Da nicht anzunehmen ist, dass jede “Klassen-Sequenz eine Klasse ist” , miisste
streng genommen ein eigenes, neues Symbol fiir die Gleichheit eingebracht wer-
den. Darauf wird, da es sich um eine konservative Erweiterung handelt, verzichtet.

Klassen-Sequenzen

1) Jede Klasse ist eine Klassen-Sequenz.

2) Ist “#” eine Klassen-Sequenz und
ist “@” eine Klassen-Sequenz,
so ist “#,@” eine Klassen-Sequenz.

3) Eine Klassen-Sequenz “# 7 ist genau dann keine Klasse,
wenn es eine Klassen-Sequenz “@ ” und eine Klasse “§ 7 gibt,
so dass # = @, §.
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209-2. Nun wird thematisiert, wann eine Klasse x in einer Klassen-Sequenz vor-
kommt:

Klassen-Sequenzen: Vorkommen von Klassen

1) Ist “& ” eine Klasse,
so kommt z in & vor,
genau dann, wenn z = &.

2) Ist “#” eine Klassen-Sequenz und
ist “@” eine Klassen-Sequenz,
so kommt x in #, @ vor,
genau dann, wenn x kommt in # vor oder x kommt in @ vor.
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209-3. Ein notationeller Vorteil, der durch die Beniitzung von Klassen-Sequenzen
entsteht, besteht darin, dass dhnliche, durch Konjunktion verbundene Aussagen
durch eine einzige, Klassen-Sequenzen beinhaltende “Aussage ” ersetzt werden
konnen:

Klassen-Sequenzen: Aussagen

Eine Zeichenkette,

die aus einer Aussage “A”

durch Ersetzung einer freien Variablen “x ”

durch eine Klassen-Sequenz “# ” entsteht,

ist die Konjunktion all jener Aussagen,

die aus A jeweils dadurch entstehen,

indem x durch jede einzelne Klasse, die in # vorkommt, ersetzt wird.
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209-4. Nun wird die Gleichheit von Klassen in Bezug auf Klassen-Sequenzen
erweitert:

Klassen-Sequenzen: Gleichheit

1) Ist “& 7 eine Klasse und ist “# ” eine Klassen-Sequenz,
so gilt & = #
genau dann, wenn # eine Klasse ist und wenn & = #.

2) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz, ist “& ” eine Klasse,
ist “@ ” eine Klassen-Sequenz und ist “§ ” eine Klasse,
so gilt #,& = @, §, genau dann, wenn
#=Qund & =§.

3) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz und
ist “@ ” eine Klassen-Sequenz,
so gilt # = @, genau dann, wenn @Q = #.

4) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz, so gilt # = #.

5) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz, ist “@ ” eine Klassen-Sequenz,
ist “$ 7 eine Klassen-Sequenz und gilt # = @ und @ = §,
so gilt auch # = $.
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209-5. Ist jede Klasse, die in einer Klassen-Sequenz vorkommt, eine Menge, so
heifit die Klassen-Sequenz “mengenartig ” :

Klassen-Sequenzen: Mengenartigkeit

1) Ist “& 7 eine Klasse, so ist & mengenartig,
genau dann, wenn & Menge.

2) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz und
ist “@ ” eine Klassen-Sequenz,
so ist #, @ mengenartig,
genau dann, wenn # mengenartig und @ mengenartig.

3) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz,
so ist # mengenartig, genau dann, wenn fiir alle o gilt:
a kommt nicht in # vor oder o« Menge.
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209-6. In konservativer Verallgemeinerung von Singeltons und ungeordneten Paa-
ren - so dass keine Notwendigkeit besteht, neue Notationen einzusetzen - werden
nun “ungeordnete Tupel 7 in die Essays eingefiihrt. Die Begriffsbildung verwen-
det Klassen-Sequenzen, so dass eine “klassische Definition ” wie in Suite I - Die
StrukturGebende nicht moglich ist:

Ungeordnete Tupel

1) Jedes ungeordnete Tupel ist eine Menge.

2) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz,
so ist “{#} 7 ein ungeordnetes Tupel.

3) Ist “x 7 ein ungeordnetes Tupel,
so gibt es eine Klassen-Sequenz “# 7,

so dass x = {#}.

4) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz,
so gilt = € {#},

genau dann, wenn x Menge und x kommt in # vor.
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209-7. Nun wird die Inklusion und die Gleichheit ungeordneter Tupel themati-
siert. Wire fiir Klassen-Sequenzen die Mathematik der Essays verfiighbar - was
nicht ist, da Klassen-Sequenzen nich unbedingt Klassen sind - so wéren diese Aus-
sagen auf der Basis von 209-6 und den bisherigen Resultaten beweisbar. In 3)
wird fest gestellt, dass sich die allgemeine Ersetzungs-Regel, wonach gleiche Klas-
sen durch gleiche Klassen ersetzt werden kéonnen, auch fiir Klassen-Sequenzen in
ungeordneten Tupeln gilt. Der Nachweis, dass die Gleichheit von ungeordneten
Tupeln transitiv ist, eriibrigt sich, da die Gleichheit von ungeordneten Tupeln die
Gleichheit von Klassen ist. Die hier vorliegenden Aussagen setzen in konservativer
Weise Entsprechendes von Singeltons und ungeordneten Paare fiir ungeordnete
Tupel fort:

Ungeordnete Tupel: Inklusion und Gleichheit

1) Ist “# 7eine Klassen-Sequenz und ist “@ 7 eine Klassen-
Sequenz,
so gilt {#} C @ genau dann, wenn fiir alle « gilt:
Falls o Menge und o kommt in # vor,
dann o kommt in @ vor.

2) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz und
ist “@ ” eine Klassen-Sequenz,
so gilt {#} = {@}, genau dann, wenn fiir alle « gilt:
a Menge und o kommt in # vor
genau dann, wenn
a Menge und o kommt in @ vor.

3) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz,
ist “@ ” eine Klassen-Sequenz und
gilt # = @,
so gilt auch {#} = {@}.

4) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz,

so gilt {#} = {#}.
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209-8. Nun werden “geordnete Tupel ” in die Essays eingefiihrt. Geordnete Tupel
haben de facto alle - natiirlich geeignet modifizierte - Eigenschaften, die geord-
nete Paare haben. Dennoch ist zwischen dem geordneten Paar (x,y) und dem
geordneten Tupel [z,y] - speziell, wenn es sich bei z,y um Mengen handelt - zu
unterscheiden. Das geordnete Paar (x,y) wird als nicht ndher modellierter Be-
standteil der Essays akzeptiert. Sind x, y Mengen, so handelt es sich bei [z, y] um
die Funktion {(0,x),(1,y)}, die als Funktion auf das Vorhandensein geordneter
Paare angewiesen ist. Wiirde nun die Gleichung (z,y) = [z, y] bestehen - es wird
weiter von Mengen x,y ausgegangen -, so gibe es einen Abgrund von Gleichun-
gen, von denen hier die ersten angegeben werden: (z,y) = [z,y] = {(0,2), (1,v)},
woraus wegen (0,2) = [0,z] und (1,y) = [1,y] weiter die Gleichung (x,y) =
{{(0,0), (1,2)},{(0,1), (1,y)}} folgt, woraus sich auf dhnliche Weise die Glei-
chung (z,y) = {{{(0,0), (1,0)},{(0,1), (1,2)}},{{(0,0),(1,1)},{(0,1), (1, y)} }}
ergibt. Hier ist im Ansatz zu sehen, dass sich zu schlechter Letzt (x,y) als belie-
big tief ineinander geschachtelte Menge entpuppt. So soll es natiirlich nicht sein
und dies ist Grund genug, geordneten Paaren weiterhin eine eigene Existenz zu-
zubilligen. In geordneten Tupeln Funktionen zu sehen vereinfacht spéter Einiges
- so muss etwa nicht mehr zwischen der Summe von geordneten Tupeln und der
Summe von Funktionen unterschieden werden:

Geordnete Tupel

1) Jedes geordnete Tupel ist eine Klasse.

2) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz,
so ist “[#] ” ein geordnetes Tupel.

3) Ist “x 7 ein geordnetes Tupel,
so gibt es eine Klassen-Sequenz “# 7,

so dass x = [#].
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209-9. Bei geordneten Tupeln, die auf mengenartige Klassen-Sequenzen zuriick
gehen, handelt es sich um spezielle Funktionen. Inshesondere wird implizit gesagt,
dass zumindest die mengenartigen Klassen-Sequenzen “endliche Lange ” haben.
Schliesslich wird fest gestellt, dass ein geordnetes Tupel genau dann eine Menge
ist, wenn # mengenartig ist:

Geordnete Tupel: Mengenartigkeit

1) Ist “# ” eine mengenartige Klassen-Sequenz, so ist
[#] eine Funktion mit
0 # dom ([#]) € N und

ran ([#]) = {#}-

2) Ist “& 7 eine Klasse und ist & Menge,
so gilt [&] = {(0,&)} und [&] : 1 — {&} und [&](0) = &.

3) Ist “# ” eine mengenartige Klassen-Sequenz und ist & Menge,
so gilt [#,&] = [#] U {(dom ([#]), &)} und

dom ([#, &]) = 1 4 dom ([#]) und

[#] ist die Einschrédnkung von [#, &| auf dom ([#]) und

fir alle o gilt: Falls o € dom ([#]), dann [#](«) = [#, &](«).

4) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz,
so ist [#] Menge genau dann, wenn # mengenartig ist.

5) Ist “# ” eine Klassen-Sequenz,
so ist [#] Unmenge genau dann, wenn
# micht mengenartig ist.
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209-10. Nun geht es um die Gleichheit von geordneten Tupeln. Etliches hiervon
ist von den geordneten Paaren vertraut. Auf Basis der “Funktions-Eigenschaft
7 geordneter Tupel mengenartiger Klassen-Sequenzen scheinen etliche Aussagen
beweisbar - wenn eine Sprache, die Klassen-Sequenzen umfasst, zur Verfiigung
stiinde. Auf jeden Fall gelten die vertrauten Ersetzungs-Regeln und geordnete
Tupel sind stets## 0:

Geordnete Tupel: Gleichheit

1) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz, so gilt [#]| = [#].

2) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz,
ist “@ ” eine Klassen-Sequenz und
gilt # = Q,
so gilt auch [#] = [Q].

3) Ist “& 7 eine Klasse, ist “§ 7 eine Klasse und
gilt (& Menge oder § Menge) und [&] = [§],
so gilt & = § und & Menge und § Menge.

4) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz,
ist “@ ” eine Klassen-Sequenz und
gilt (# Klasse oder @ Klasse)
und (# mengenartig oder @ mengenartig) und [#] = [Q],
so gilt # = @ und # Menge und @ Menge.

5) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz, ist “@ ” eine Klassen-Sequenz,
ist “& ” eine Klasse, ist “§ 7 eine Klasse und
gilt (#, & mengenartig oder @, § mengenartig)
und [#,&] = [@,§],
so folgt [#] = [@Q] und & = § und
# mengenartig und @ mengenartig und
& Menge und § Menge.

6) Ist “# 7 eine Klassen-Sequenz,
so gilt 0 # [#].
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O kommutativ auf Q).

Ersterstellung: 07/08/12 Letzte Anderung: 09/08/12
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210-1. Hier wird der Begriff “kommutativ ” in die Essays eingefiihrt. Es wird
nicht von einer Algebra auf () ausgegangen. Erstmalig wird eine Klassen-Sequenz
in einer Aussage - hier «, § € () - eingesetzt:

210-1(Definition)

“0 kommutativ auf ()7 genau dann, wenn

Va,5: (0,8 € Q) = (.08 = f.0.a).

ALG-Notation.
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210-2. O ist auf 0 kommutativ und die Eigenschaft, auf () kommutativ zu sein,
“vererbt ” sich auf Teil-Klassen von @:

210-2(Satz)
a) O kommutativ auf 0.

b) Aus “O kommutativ auf Q” und “P C Q"
folgt “0O kommutativ auf P”.
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Beweis 210-2

23

ALG-Notation.

a)

Es gilt Themal“a €0...7.
Via 0-19 gilt “a ¢ 0”.
Ex falso quodlibet folgt:

a, B €0.

Oé,D,B = ﬁ,D,Ct.

Ergo Themal:

Konsequenz via 210-1(Def):
b) VS gleich

Va,B: (a, €0) = (.08 = p_0.a).
O kommutativ auf 0.

(O kommutativ auf Q) A (P C Q).

2.1: Aus Themal“a € P...” und
aus VS gleich “...P C Q"
folgt via 0-4:

2.2: Aus Themal“...5 € P” und
aus VS gleich “...P C Q"
folgt via 0-4:

aus 2.1“a € Q7 und
aus 2.2“8 € Q”
folgt via 210-1(Def):

3: Aus VS gleich “0O kommutativ auf Q)...” |

a,eP

a 0.6 = 0.

Ergo Themal:

Konsequenz via 210-1(Def):

Vo, : (o, p € P) = (o0 = _0.a).

O kommutativ auf P.
O]
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O assoziativ auf Q).

Ersterstellung: 09/08/12 Letzte Anderung: 09/08/12
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211-1. Hier wird der Begriff “assoziativ ” in die Essays eingefiihrt. Es wird nicht
von einer Algebra auf ) ausgegangen:

211-1(Definition)

“0O assoziativ auf )7 genau dann, wenn

Va, 3,7 : (o, 8,7 € Q) = (a-D(B-By) = (a-05)-Oy).

ALG-Notation.
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211-2. O ist auf 0 assoziativ und die Eigenschaft, auf () assoziativ zu sein,
“vererbt ” sich auf Teil-Klassen von @:

211-2(Satz)
a) O assoziativ auf 0.

b) Aus “O assoziativ auf Q" und “P C Q7"
folgt “0O assoziativ auf P”.




ALGEBRA #211 27

Beweis 211-2

ALG-Notation.

a)
a,B,7 €0.
Es gilt Themal“a €0...7.
Via 0-19 gilt “a ¢ 07.
Ex falso quodlibet folgt: a0 (f.07) = (a0_6)-0.
Ergo Themal: Vo, 8,7 : (a, 8,7 € 0) = (a-D (D) = (a-0_5).D).
Konsequenz via 211-1(Def): O assoziativ auf 0.
b) VS gleich (O assoziativ auf Q) A (P C Q).
o, B,v7€P
2.1: Aus Themal“a € P...” und
aus VS gleich “...P C Q"
folgt via 0-4: a € Q.
2.2: Aus Themal“...f € P...” und
aus VS gleich “...P C Q"
folgt via 0-4: B eq.
2.3: Aus Themal“...v € P” und
aus VS gleich “...P C Q"
folgt via 0-4: v e Q.
3: Aus VS gleich “0O assoziativ auf Q)...” ,
aus 2.1a € Q7
aus 2.2 € Q7 und
aus 2.3“y € Q7
folgt via 211-1(Def): a0 (6.07) = (a0_6)-0.
Ftgo Themal. Va, 8,7 : (0, 8,7 € P) = (a.0(8.04) = (a.0_8).04).
Konsequenz via 211-1(Def): O assoziativ auf P.

]
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Ersterstellung: 09/08/12 Letzte Anderung: 20/08/12
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212-1. Nun werden mit func ein neuer Parameter und weitere Klassen von Funk-

tionen in die Essays eingefiihrt:

212-1(Definition)

a) func

=212.0() = {w : w Funktion}.

2

—212.3(D, B)

b) ‘B
= 212.1(B) = {w : (w Funktion) A (ranw C B)}.
c) P27Rp
= 212.2(D, B)
= {w : (w Funktion) A (domw C D) A (ranw C B)}.
d) "B

= {w : (w Funktion) A (domw = D) A (ranw C B)}.
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212-2. Hier wird die Zugehorigkeit zu func thematisiert:

212-2(Satz)
a) “f € func”genau dann, wenn “f Menge” und “f Funktion” .
b) “f € func” genau dann, wenn “f Funktion” und “dom f Menge” .
c) Aus “dom f Unmenge” folgt “f ¢ func”.
d) Aus “f: D — B7und “D Menge” folgt “f € func”.

e) Aus “f: D — B”und “D Unmenge” folgt “f & func”.

Beweis 212-2 a) VS gleich f € func.

1.1: Aus VS gleich “ f € func”

folgt via Element Axiom: f Menge

1.2: Aus VS gleich “ f € func” und
aus “func = {w : w Funktion}”

folgt: f € {w: w Funktion}.
2: Aus 2“ f € {w: w Funktion}”
folgt: f Funktion
a) VS gleich (f Menge) A (f Funktion).

1: Aus VS gleich “ f Menge...” und
aus VS gleich “... f Funktion”
folgt: f € {w : w Funktion}.

2: Aus 1“f € {w : w Funktion}” und
aus “{w : w Funktion} = func”
folgt: f € func.
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Beweis 212-2 b) VS gleich f € func.
1.1: Aus VS gleich “ f € func”
folgt via des bereits bewiesenen a): f Menge.
1.2: Aus VS gleich “ f € func”
folgt via des bereits bewiesenen a): f Funktion
2: Aus 1.1“f Menge”
folgt via dom ran Axiom: dom f Menge
b) VS gleich (f Funktion) A (dom f Menge).
1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...dom f Menge”
folgt via 26-3: f Menge.
2: Aus 1“f Menge” und
aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via des bereits bewiesenen a): f € func.

c) VS gleich

dom f Unmenge.

1: Es gilt: (f € func) Vv (f ¢ func).
’ wiFallunterscheidung
1.1.Fall f € func.
2: Aus 1.1.Fall“f € func”
folgt via des bereits bewiesenen b): dom f Menge.
3: Es gilt 2“dom f Menge” .
Es gilt VS gleich “dom f Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: f ¢ func.

Ende wiF allunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:

f ¢ func.
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Beweis 212-2 d) VS gleich

1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def):

2: Aus 1“...dom f =D” und
aus VS gleich “... D Menge”
folgt:

3: Aus 1“f Funktion...” und
aus 2“dom f Menge”

folgt via des bereits bewiesenen b):

e) VS gleich

1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def):

2: Aus 1“dom f = D" und
aus VS gleich “... D Unmenge”
folgt:

3: Aus 2“dom f Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen c):

MENGENLEHRE #212

(f: D — B) A (D Menge).

(f Funktion) A (dom f = D).

dom f Menge.

f € func.

(f : D — B) A (D Unmenge).

dom f = D.

dom f Unmenge.

f ¢ func.
[l
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212-3. Hier wird die Zugehorigkeit zu ° B diskutiert:
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212-3(Satz)

?
a) “f € *B”genau dann, wenn

“f Menge” und “f Funktion” und “ran f C B”.

?
b) “f € *B”genau dann, wenn

c)
d)
e)
)
g)

h)

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

“f Funktion” und “dom f Menge” und “ran f C B”.

“dom f Unmenge” folgt “f ¢ [5:28

“r €dom f"und “f(x) ¢ B” folgt “f ¢ B,

“f:D— B”und “D Menge” folgt “f € B,

“f:D— E7und “D Menge” und “E C B” folgt “f € B,
“f:D— E”und “D Unmenge” folgt “f ¢ B,

“f:D— E’und “z € D”und “f(x) ¢ B” folgt “fgé?B”.
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Beweis 212-3 a) VS gleich fe ’B.
1.1: Aus VS gleich “ f € g
folgt via Element Axiom: f Menge
1.2: Aus VS gleich “ f € ’B” und
aus “°B = {w : (w Funktion) A (ranw C B)}”
folgt: f € {w: (w Funktion) A (ranw C B)}.
2: Aus 2“f € {w : (w Funktion) A (ranw C B)}”
folgt: (f Funktion) A (ran f C B)
a) VS gleich (f Menge) A (f Funktion) A (ran f C B).
1: Aus VS gleich “ f Menge...” und
aus VS gleich “...(f Funktion) A (ranf C B)”
folgt: f € {w: (w Funktion) A (ranw C B)}.
2: Aus 1“f € {w : (w Funktion) A (ranw C B)}” und
aus “{w : (w Funktion) A (ranw C B)} = [9:%
folgt: fe ’B.
b) VS gleich fe ’B.
1.1: Aus VS gleich “ f € g
folgt via des bereits bewiesenen a): f Menge.
1.2: Aus VS gleich “ f € g
folgt via des bereits bewiesenen a): (f Funktion) A (ran f C B)

2: Aus 1.1“ f Menge”

folgt via dom ran Axiom: dom f Menge
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Beweis 212-3 b) VS gleich (f Funktion) A (dom f Menge) A (ran f C B).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...dom f Menge...”
folgt via 26-3: f Menge.

2: Aus 1“f Menge”
aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus VS gleich “...ranf C B”
o

folgt via des bereits bewiesenen a): fe B.
c) VS gleich dom f Unmenge.
1: Es gilt: (fe’B)V(fe¢’B).

‘ wiFallunterscheidung

1.1.Fall fe’B.
2: Aus1.1.Fall“fe’pB”
folgt via des bereits bewiesenen b): dom f Menge.

3: Es gilt 2“dom f Menge” .
Es gilt VS gleich “dom f Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: fé ’B.

Ende waallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: fé¢°B.




36

MENGENLEHRE #212

Beweis 212-3 d) VS gleich (x € dom f) A (f(z) ¢ B).

1:

Es gilt: (fe’B)Vv(f¢7B).

wiFallunterscheidung

1.1.Fall fe’B.
2: Aus1.1.Fall“fe’B”
folgt via des bereits bewiesenen a): (f Funktion) A (ran f C B).

3: Aus 2“ f Funktion...” und
aus VS gleich “z € dom f...”
folgt via 18-22: f(z) €ranf.

4: Aus 3“f(x) €ran f” und
aus 2“...ranf C B”
folgt via 0-4: f(z) € B.

5: Esgilt 4“f(z) e B”.

Es gilt VS gleich “... f(x) ¢ B”.
o

Ex falso quodlibet folgt: fé¢ - B.
’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: fé ’B.
e) VS gleich (f: D — B) A (D Menge).
1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C B).

: Aus 1“...dom f = D” und

aus VS gleich “... D Menge”
folgt: dom f Menge.

: Aus 1“ f Funktion...”,

aus 2“dom f Menge” und
aus VS gleich “...ranf C B”

folgt via des bereits bewiesenen b): fe ’B.

£) VS gleich (f:D— E)A (D Menge) A (E C B).

1:

Aus VS gleich “f: D — E...” und
aus VS gleich “... K C B”
folgt via 21-5: f:D—=B.

: Aus1“f: D — B” und

aus VS gleich “... D Menge...”
folgt via des bereits bewiesenen e): fe ’B.
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Beweis 212-3 g) VS gleich (f : D — E) A (D Unmenge).

1: Aus VS gleich “f: D — E...”
folgt via 21-1(Def): dom f = D.

2: Aus 1“dom f = D” und
aus VS gleich “... D Unmenge”

folgt: dom f Menge.

3: Aus 2“dom f Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen c): fé¢ ’B.
h) VS gleich (f:D—= B)A(xe D)N(f(x) ¢ B).

1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def): dom f = D.

2: Aus VS gleich “...xz € D...” und
aus 1“dom f = D7
folgt: x € dom f.

3: Aus 2“z € dom f” und
aus VS gleich “... f(x) ¢ B”

folgt via des bereits bewiesenen d): fé ’B.

]
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212-4. Hier wird die Zugehorigkeit zu P 27 B diskutiert:

212-4(Satz)

a) “f € P2"B” genau dann, wenn
“f Menge” und “f Funktion” und “dom f C D”und “ran f C B”.

o
b) “f € P2°B7”genau dann, wenn

c)

d)
e)

f)

h)

i)

3

k)
1)
m)

n)

0)

Aus

und

Aus
Aus
Aus

Aus
Aus

Aus

Aus

Aus
Aus
Aus
Aus

Aus

“D Menge” und “f Funktion”

“domf C D7und “ranf C B”

“dom f Unmenge” folgt “f ¢ p2?pr,

“x € dom f"und “f(x) ¢ B” folgt “f ¢ p2Tpr
“dom f ¢ D" folgt “f ¢ "27B".

“r € dom f"und “x ¢ D7 folgt “f & p2Tpr

({f:

((f:

:C' — B7und “C Menge” und “C' C D”

. D — B”und “D Menge” folgt “f € P27B”.

:C — E7und “C Unmenge” folgt “f ¢ P =Xy 53

. C'— E7und “z € C”und “f(x) ¢ B”folgt “f ¢ P27B".
.C' = E’und “C ¢ D" folgt “f ¢ P27B".

:C — E7und “x € C"und “x ¢ D7 folgt “f%DQ?B”.

“f Funktion” und “dom f Menge” und
“domf C D7und “ranf C B”.

folgt “f € P =Xy 53

C — E7und “C Menge” und “C C D7und “E C B”
folgt “f € P =Xy 53

D — E7und “D Menge”und “E C B”
folgt “f P TRy,

fOlgt uf c DQ?BH.
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Beweis 212-4 a) VS gleich fe? =1y:3

1.1: Aus VS gleich “ f € D2?py

folgt via Element Axiom: f Menge

1.2: Aus VS gleich “ f € D27B7 ynd
aus “?27B = {w : (w Funktion) A (domw C D) A (ranw C B)}”
folgt: f € {w : (w Funktion) A (domw C D) A (ranw C B)}.

2: Aus 2“ f € {w : (w Funktion) A (domw C D) A (ranw C B)}”

folgt: (f Funktion) A (dom f C D) A (ran f C B)

a) VS gleich (f Menge) A (f Funktion) A (dom f C D) A (ran f C B).

1: Aus VS gleich “ f Menge...” und
aus VS gleich “...(f Funktion) A (dom f C D) A (ran f C B)”
folgt: f € {w : (w Funktion) A (domw C D) A (ranw C B)}.

2: Aus 1“f € {w: (w Funktion) A (domw C D) A (ranw C B)}” und
aus “{w : (w Funktion) A (domw C D) A (ranw C B)} =P o7 gr

folgt: fe? =1y:3
b) VS gleich fe’? 27,
1.1: Aus VS gleich “ f € p2?py

folgt via des bereits bewiesenen a): f Menge.

1.2: Aus VS gleich “ f € P27 B
folgt via des bereits bewiesenen a):

(f Funktion) A (dom f C D) A (ran f C B)

2: Aus 1.1“f Menge”

folgt via dom ran Axiom: dom f Menge
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Beweis 212-4 b)
VS gleich (f Funktion) A (dom f Menge) A (dom f C D) A (ran f C B).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...dom f Menge...”
folgt via 26-3: f Menge.

2: Aus 1¢f Menge” ,
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...(dom f C D) A (ran f C B)”
folgt via des bereits bewiesenen a): fe? =1y:3

c) VS gleich (D Menge) A (f Funktion) A (dom f C D) A (ran f C B).

1: Aus VS gleich “...dom f C D...” und
aus VS gleich “D Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: dom f Menge.

2: Aus VS gleich “...f Funktion...”,
aus 1“dom f Menge” und
aus VS gleich “...(dom f C D) A (ran f C B)”

folgt via des bereits bewiesenen b): fe? =1y:3
d) VS gleich dom f Unmenge.
1: Es gilt: (feP2'B)v(f¢P2"R).

’ wifFallunterscheidung ‘

1.1.Fall feb27p,
2: Aus1.1.Fall“feP27p»
folgt via des bereits bewiesenen b): dom f Menge.

3: Es gilt 2“dom f Menge” .
Es gilt VS gleich “dom f Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: feP27p.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: fe? =1y:3
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Beweis 212-4 e) VS gleich

1: Es gilt:

‘ wiFallunterscheidung
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(« € dom f) A (f(x) ¢ B).
(feP2B)v(f¢P27B).

2: Aus1.1.Fall“feP2"p»

3: Aus 2“ f Funktion...” und
aus VS gleich “z € dom f...”

folgt via des bereits bewiesenen a):

feDQ?B.

(f Funktion) A (ran f C B).

folgt via 18-22: f(z) €ranf.
4: Aus 3“f(xz) €ran f” und
aus 2“...ranf C B”
folgt via 0-4: f(z) € B.
5: Esgilt 4“f(z) e B”.
Es gilt VS gleich “... f(z) ¢ B”.
Ex falso quodlibet folgt: feP27B.
. .. . ?
’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: fe¢P=2"B.
f) VS gleich dom f Z D.

1: Es gilt:

’ wiFallunterscheidung ‘

(feP2B)v(f¢P27B).

2.1: Aus2.1.Fall“feP27p»

2.2: Aus VS gleich “dom f & D”
folgt via 0-3:
3: Esgilt 2.1“domf C D”.
Es gilt 2.2“=(dom f C D)”.
Ex falso quodlibet folgt:

folgt via des bereits bewiesenen a):

dom f C D.

—(dom f C D).

J¢r2"n.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: féer =Iy:}
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Beweis 212-4 g) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € dom f...” und
aus VS gleich “...x ¢ D”
folgt via 0-5:

2: Aus 1“domf ¢ D”
folgt via des bereits bewiesenen f):
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(x € dom f) A (xz ¢ D).

dom f € D.

f¢P2'B.

h) VS gleich (f:C — E)A(C Menge) A (C C D)A(E C B).

1: Aus VS gleich “f:C — E”

folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = C) A (ran f C E).

2.1: Aus1“...domf=C...” und
aus VS gleich “...C' Menge...”
folgt:

2.2: Aus 1“...domf=C...”" und
aus VS gleich “...C C D...”
folgt:

2.3: Aus1“...ranf C E” und
aus VS gleich “... K C B”
folgt via 0-6:

3: Aus 1“f Funktion...”,
aus 2.1“dom f Menge” ,
aus 2.2“dom f C D” und
aus 2.3“ran f C B”

folgt via des bereits bewiesenen b):

i) VS gleich (f:D— E)A

1: Via 0-6 gilt:

2: Aus VS gleich “(f : D — E) A (D Menge)...”,
aus 1“D C D7 und
aus VS gleich “... F C B”

folgt via des bereits bewiesenen h):

dom f Menge.

dom f C D.

ran f C B.

fe D27

(D Menge) A (E C B).
CD.

fe D27
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Beweis 212-4 j) VS gleich (f: C — B)A(C Menge) A (C C D).
1: Via 0-6 gilt: B C B.
2: Aus VS gleich “(f : C — B) A (C Menge) A (C € D)” und

aus 1“BC B”
folgt via des bereits bewiesenen h): fe? =1y:3

k) VS gleich (f : D — B) A (D Menge).
1: Via 0-6 gilt: B CB.
2: Aus VS gleich “(f : D — B) A (D Menge)” und

aus 1“B C B” ”
folgt via des bereits bewiesenen i): feP=2"B.

1) VS gleich (f : C — E) A (C Unmenge).

1: Aus VS gleich “f:C — FE...”
folgt via 21-1(Def): dom f =C.

2: Aus 1“dom f =C7” und
aus VS gleich “...C Unmenge”

folgt: dom f Unmenge.

3: Aus 2“dom f Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen d): fe? =Xy:3
m) VS gleich (f:C—=>E)N(xeC)N(f(x) ¢ B).

1: Aus VS gleich “f:C' — E...”
folgt via 21-1(Def): dom f =C.

2: Aus VS gleich “...z € C'...” und
aus 1“dom f=C"
folgt: x € dom f.

3: Aus 2“z € dom f” und
aus VS gleich “... f(z) ¢ B”

folgt via des bereits bewiesenen e): fe’ =1y:3
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Beweis 212-4 n) VS gleich (f:C—E)AN(CZD,).

1: Aus VS gleich “f:C — FE...”
folgt via 21-1(Def): dom f =C.

2: Aus 1“dom f = C"” und
aus VS gleich “...C € D”

folgt: dom f & D.

3: Aus 2“dom f € D”
folgt via des bereits bewiesenen f): fevb =Xy:3
0) VS gleich (f:C—>E)AN(zxeC)N(z ¢ D).

1: Aus VS gleich “...x € C'...”7 und
aus VS gleich “...x ¢ D”

folgt via 0-5: C<ZD.
2: Aus VS gleich “f:C — F...” und

aus 1“C' € D”

folgt via des bereits bewiesenen n): féer =Xy:3

]
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212-5. Die Zugehorigkeit zu P B stellt sich recht einfach dar. Insbesondere gilt
PB =0 fiir jede Unmenge D:

212-5(Satz)

a) “f € PB”genau dann, wenn “f Menge”und “f : D — B”.

b) “f € PB” genau dann, wenn “D Menge” und “f : D — B”.

c)
d)
e)
)
g)
h)
i)
i)
k)
1)

m)

Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus

“D Unmenge” folgt “PB =07

“dom f Unmenge” folgt “f ¢ PB”.

“dom f # D7 folgt “f ¢ PB”.

“r € dom f7und “z ¢ D7 folgt “f ¢ PB”.

“re D”und “x ¢ dom f” folgt “f ¢ PB”.

“r € dom f7und “f(x) & B” folgt “f ¢ PB”.

“f:C — E”und “C Unmenge” folgt “f ¢ PB”.

“f:C — E7und “C # D" folgt “f ¢ PB”.

“f:C — E7und “x € C”und “x & D7 folgt “f ¢ PB”.
“f:C—= E’und “x € D”und “xz ¢ C” folgt “f ¢ PB”.
“f:C — E7und “x € C”und “f(x) ¢ B” folgt “f ¢ PB”.
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Beweis 212-5 a) VS gleich fe?PB.
1.1: Aus VS gleich “f € PB”

folgt via Element Axiom: f Menge

1.2: Aus VS gleich “f € PB” und

2:

aus “PB = {w : (w Funktion) A (domw = D) A (ranw C B)}”
folgt: f € {w: (w Funktion) A (domw = D) A (ranw C B)}.

Aus 2¢ f € {w : (w Funktion) A (domw = D) A (ranw C B)}”
folgt: (f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C B).

3: Aus 2“ f Funktion ... ",

aus 2“...domf=D...” und
aus 2“...ran f C B”

folgt via 21-1(Def): f:D—DB
a) VS gleich (f Menge) A (f : D — B).
1: Aus VS gleich “...f: D — B”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C D).
2: Aus VS gleich “ f Menge...” und
aus 1°(f Funktion) A (dom f = D) A (ranf C B)”
folgt: f € {w : (w Funktion) A (domw = D) A (ranw C B)}.
3: Aus 2“ f € {w: (w Funktion) A (domw = D) A (ranw C B)}” und
aus “{w : (w Funktion) A (domw = D) A (ranw C B)} =P B”
folgt: fe?B.
b) VS gleich fePB.

1.1: Aus VS gleich “f € PB”

1.

2:

folgt via des bereits bewiesenen a): f Menge.

Aus VS gleich “f € PB”

folgt via des bereits bewiesenen a): f:D—B

: Aus1.1“f: D — B” und

aus 1.1“ f Menge”

folgt via 26-5: D Menge
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Beweis 212-5 b) VS gleich (D Menge) A (f : D — B).

1: Aus VS gleich “...f: D — B” und
aus VS gleich “D Menge..."”
folgt via 26-5:

2: Aus 1“ f Menge” und
aus VS gleich “... f: D — B”
folgt via des bereits bewiesenen a):

c) VS gleich

f Menge.

fe?PB.

D Unmenge.

1: Es gilt: (PB=0)Vv(0#£7B).
’ wiFallunterscheidung ‘
1.1.Fall 0+#PB.
2: Aus 1.1.Fall“0#PpB”
folgt via 0-20: IN: Qe PB.
3: Aus2“...QePB”
folgt via des bereits bewiesenen b): D Menge.
4: Es gilt 3“D Menge” .
Es gilt VS gleich “D Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: bp=0.
’Ende wiFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Pp =0.

d) VS gleich

dom f Unmenge.

1: Es gilt: (fePB)V(f¢PB).
’ wiFallunterscheidung ‘
1.1.Fall fePB.

2: Aus1.1.Fall“fePp”
folgt via ElementAxiom: f Menge.

3: Aus 2“ f Menge”
folgt via domran Axiom: dom f Menge.

4: Es gilt 3“dom f Menge” .
Es gilt VS gleich “dom f Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: f¢PB.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

/¢°B.
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Beweis 212-5 e) VS gleich dom f # D.
1: Es gilt: (fePB)Vv(f¢PB).

’ wiFallunterscheidung ‘

1.1.Fall fePB.
2: Aus1.1.Fall“fePp”
folgt via des bereits bewiesenen a): f:D— B.
3: Aus2“f:D — B”
folgt via 21-1(Def): dom f = D.

4: Esgilt 3“domf=D".
Es gilt VS gleich “dom f # D” .
Ex falso quodlibet folgt: f¢PB.

’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: fé¢PB.

£) VS gleich (x € dom f) A (z ¢ D).

1: Aus VS gleich “z € dom f...” und
aus VS gleich “...x ¢ D”

folgt via 0-10: dom f # D.

2: Aus 1“dom f # D”
folgt via des bereits bewiesenen e): f¢PB.
g) VS gleich (x € D) A (z ¢ dom f).

1: Aus VS gleich “x € D...” und
aus VS gleich “...z ¢ dom f”

folgt via 0-10: D # dom f.
2: Aus 1
folgt: dom f # D.

3: Aus 2“dom f #£ D”
folgt via des bereits bewiesenen e): fé¢PB.
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Beweis 212-5 h) VS gleich
1: Es gilt:

wiFallunterscheidung ‘
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(z € dom f) A (f(2) & B).
(f€PB)Vv(f¢P"B).

2: Aus1.1.Fall“fePpB”
folgt via des bereits bewiesenen a):
3: Aus2“f:D — B”
folgt via 21-1(Def):
4: Aus VS gleich “z € dom f...” und
aus 3“dom f =D?”
folgt:

5: Aus2“f:D — B” und
aus 4“x € D”
folgt via 21-4:

6: Esgilt 5¢f(x) € B”.
Es gilt VS gleich “... f(z) ¢ B”.
Ex falso quodlibet folgt:

fePnB.
f:D— B.

dom f = D.

xeD.

’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: fé¢PB.

i) VS gleich
1: Aus VS gleich “f:C— FE...”
folgt via 21-1(Def):

2: Aus 1“dom f =C” und
aus VS gleich “...C Unmenge”
folgt:

3: Aus 2“dom f Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen d):

j) VS gleich
1: Aus VS gleich “f:C — FE...”
folgt via 21-1(Def):

2: Aus 1“dom f =C7” und
aus VS gleich “...C'# D”
folgt:

3: Aus 2“dom f # D7
folgt via des bereits bewiesenen e):

(f : C — E) A (C Unmenge).

dom f = C.

dom f Unmenge.

f¢PB.
(f:C — E)A(C # D).

dom f =C.

dom f # D.

J¢PB.
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Beweis 212-5 k) VS gleich

1: Aus VS gleich “...z € C'...” und
aus VS gleich “...x ¢ D”
folgt via 0-10:

2: Aus VS gleich “f:C — F...” und
aus 1“C' # D”
folgt via des bereits bewiesenen j):

1) VS gleich

1: Aus VS gleich “...x € D...” und
aus VS gleich “...z ¢ C”
folgt via 0-10:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus VS gleich “f: C'— E...” und
aus 2“C' # D7
folgt via des bereits bewiesenen j):

m) VS gleich

1: Aus VS gleich “f:C —- FE...”
folgt via 21-1(Def):

2: Aus VS gleich “...z € C'...” und
aus 1“dom f =C"
folgt:

3: Aus 2“2z € dom f” und
aus VS gleich “... f(z) ¢ B”
folgt via des bereits bewiesenen h):
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(f:C—>E)YN(xeC)N(x ¢ D).

C #D.

f¢°B.

(f:C—>E)YN(xeD)A(x ¢ ).

D+C.

C +D.

f¢PrB.

(f:C = E)A(z € C)A(f(z) & B).

dom f =C.

x € dom f.

f¢PrB.
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212-6. Die nun vorliegenden Inklusionen folgen leicht aus den bisherigen Cha-
rakterisierungen der Elemente von func, B P >R ., PB. Zur Vereinfachung der
Notation wird beim Beweis von b) die ab sofort stets eingesetzte Vereinfachung
getroffen, dass wenn eine von mehreren durch Konjunktion verkniipfte, zu bewei-
senden Aussage als eigene Aussage - hier A1 nach Diskussion eines Themas - im
Beweis erscheint, diese Aussage - natiirlich - als bereits bewiesen gilt und nicht

weiter erwihnt wird. Ahnlich wird bereits beim Einsatz von | ... vorgegan-

gen:

212-6(Satz)
a) "B C func.
b) «D Q?B g ?B”und «D Q?B g func”.

c) “PBC DQ?B” und “PB C ?B” und “PB C func”.

Beweis 212-6 a)

ae’B.

2: Aus Themal“a € ?B”

folgt via 212-3: (o Menge) A (a Funktion).
3: Aus 2“a Menge...” und
aus 2“...a Funktion”
folgt via 212-2: a € func.
Ergo Themal: Va: (a € ?B) = (a € func).

Konsequenz via 0-2(Def): ’B C func.
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Beweis 212-6 b)

ae?2’p.

2: Aus Themal.1%“q € P27B”
folgt via 212-4: (o Menge) A (o Funktion) A (rana C B).

3: Aus 2“a Menge...”

aus 2“...a Funktion...” und

aus 2“...ranaa C B” )

folgt via 212-3: a€ ' B.
Ergo Themal.1: Va: (a € DQ?B) = (a € ?B).
Konsequenz via 0-2(Def): at| «r2Tpc?pr
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: ’B C func.

2: Aus Al gleich “P2?B c ?B” und
aus 1.2“?B C func”

folgt via 0-6: p27pR C func
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Beweis 212-6 c)

Themal.1 acPB
2: Aus Themal.1“a € PB”
folgt via 212-5: (D Menge) A (o : D — B).

3: Aus2“...a: D — B” und
aus 2“ D Menge...”
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folgt via 212-4: aeP2p,
Ergo Themal.1: Va: (a € PB) = (aEDQ?B).
Konsequenz via 0-2(Def): ALl «PpcP2?p»
1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: po?p C ’B.

1.3: Via des bereits bewiesenen b) gilt: p2?p C func.

2.1: Aus A1l gleich “PB C p27B7 und
aus 1.2“D9?B§?B”

folgt via 0-6:

bpcCc ‘B

2.2: Aus A1l gleich “PB C D2?RB» und
aus 1.34227R C func”

folgt via 0-6:

DB C func




54 MENGENLEHRE #212

212-7. Nun wird unter anderem untersucht, in welchen der in 212-1(Def) ein-
gefithrten Funktionen-Klassen die 0 liegt. Die Beweis-Reihenfolge ist ¢) - b) - a)
-d) -e) - f):

212-7(Satz)
a) 0 € func.
b) 0€’B.
¢) 0eP2"p.
d) “0 € PB”genau dann, wenn “D =0".
e) “0¢ PB”genau dann, wenn “0# D”.

) 0e€°B.
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Beweis 212-7 abc)
1.1: Via 0-18 gilt:
1.2: Via 0-18 gilt:

2.1: Aus 7-11“dom 0 = 0” und
aus 1.1“0C D”
folgt:

2.2: Aus 7-11“ran0 = 0” und
aus 1.2“0C B”
folgt:

3.c): Aus OU/Axiom“0 Menge” ,
aus 18-51“0 Funktion” ,
aus 2.1“dom0 C D” und
aus 2.2“ran0 C B”
folgt via 212-4:

4.1: Via 212-6 gilt:
4.2: Via 212-6 gilt:

5.b): Aus 3.c)“O?€D9??B” und
aus 4.1“P=2'BC *B”
folgt via 0-4:

5.a): Aus 3.c)“O?€ D2TR» ynd
aus 4.2“P 2B C func”
folgt via 0-4:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “0 € PB”
folgt via 212-5:

2: Aus1“0: D — B”
folgt via 21-1(Def):

3: Aus 2“dom(0 = D7 und
aus 7-11“dom 0 = 0"
folgt:

5}

dom0 C D.

ran0 C B.

0el2?p.

p’pc?B.

o
D25B C func.

0e " B.

0 € func.

0ePB.

0:D— B.

dom(Q = D.
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Beweis 212-7 d) VS gleich
1: Via 0-18 gilt:

2: Aus 93-14“0:0 — 0” und
aus 1“0 C B”
folgt via 21-5:

3: Aus 0/ Axiom“0 Menge” und

aus 2“0: 0 — B”
folgt via 212-5:

4: Aus 3“0 €°B” und
aus VS gleich “D = 07"
folgt:

e)

1: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

f)
Aus “0=0"

folgt via des bereits bewiesenen d):
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0:0— B.

0e'B.

0ePB.
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212-8. Nun werden einige spezielle, auf 0 und U abzielende Funktions-Klassen
wie in 212-1(Def) untersucht:

212-8(Satz)

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)
k)
1)
m)
n)
o)
p)

q)

70 = {o}.

U = func.

037B = {0}.
u?p_7p,
0270 = {0}.
0279 = {0}.
027y = {0}.
U270 = {0}.

u Q?Z/l = func.
°B = {0}.
up — .

“DO) = 0” genau dann, wenn “0 # D7,

“Po = {0} ” genau dann, wenn “D =0".

00 = {0}.
U = {0}.
Uy = 0.
Uy = 0.
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Beweis 212-8 a)

1.1: Via 212-7 gilt: 0€-0.

Themal.?2 ae o

2: Aus Themal.2%q € 107
folgt via 212-3: (v Funktion) A (rana C 0).

3: Aus 2“...ranaa C0”
folgt via 0-18: rana = 0.

4: Aus 2“« Funktion...” und
aus 3“rana = 10"
folgt via 92-5: a=0.

Ergo Themal. 2: Al] “Va: (a € ?0) = (a=0)”

2: Aus1.140 € 207
folgt via 0-20: 0#°0.

3: Aus 2“0 # 707 und
aus Al gleich “Va : (a € ?0) = (a=0)"
folgt via 174-1: 0= {0}.
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Beweis 212-8 b)

29

2: Aus Themal.1“« € func”
folgt via 212-2:

3: Via 0-18 gilt:

4: Aus 2“«a Menge...” |
aus 2“...a Funktion” und
aus 3“rana C U”
folgt via 212-3:

« € func

(av Menge) A (« Funktion).

rana C U.

o€ U.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Via 212-6 gilt:

2: Aus 1.2“?2/{ C func” rl?lIld
aus Al gleich “func C *U”

folgt via GleichheitsAxiom:

Va : (a € func)

= (a € ?Z/{).

A1l| “func C ?U 7

?Z/I C func.

?L{ = func
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Beweis 212-8 ¢)

1.1: Via 212-7 gilt: 0e2?B.
Themal.?2 ac®2?B.
2: Aus Thema1.2“a € 027 B”
folgt via 212-4: (o Funktion) A (dom o C 0).
3: Aus 2“...doma C0”
folgt via 0-18: doma = 0.
4: Aus 2“« Funktion...” und
aus 3“doma =07
folgt via 92-5: a=0.
Ergo Themal.2: M| “Ya:(a€®2'B) = (a=0)"

2: Aus1.140 €027
folgt via 0-20: 0+£°27p,

3: Aus 2“0 # 027B" und
aus A1 gleich “Va : (a € °27B) = (a = 0)”
folgt via 174-1: 027p = {0}.
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Beweis 212-8 d)
1.1: Via 212-6 gilt: utpc?p
Themal.2 ac’B
2: Aus Themal.2“a € ' B”
folgt via 212-3: (o Menge) A (o Funktion) A (rana C B).
3: Via 0-18 gilt: doma C U.
4: Aus 2“(a Menge) A (a Funktion)...”,
aus 3“doma CU” und
aus 2“...ranaa C B” )
folgt via 212-4: ae¥2"B.
Ergo Themal.2: Vo:(a€’B)= (a e¥27B).

Konsequenz via 0-2(Def):

2: Aus 1.1““9?13’?§ ?B” ‘;md
aus Al gleich “*B CY=2*B”
folgt via GleichheitsAxiom:

Al u?BgUQ?Bn
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Beweis 212-8 e)
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1.1: Via 212-7 gilt: 0e P27,
ae P27

folgt via 212-4:

3: Aus 2“...rana C0”
folgt via 0-18:

aus 3“rana =07
folgt via 92-5:

2: Aus Themal.2“a e P 2?O”

4: Aus 2“a Funktion...” und

(v Funktion) A (rana C 0).

rana = 0.

Ergo Themal.2:

2: Aus 1.10 € P2%p”
folgt via 0-20:

3: Aus 2“0 # D274 yund

aus A1 gleich “Va : (a € 2270) = (a

folgt via 174-1:

)
Via des bereits bewiesenen c) gilt:
g)
Via des bereits bewiesenen c) gilt:
h)

Via des bereits bewiesenen e) gilt:

i)

1.1: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

A “Ya: (a € P270) = (a =0)”

02270
— 0) ”

2270 = {0}
0370 = {0}.
037y = {0}.
270 — {0},
us?, _ ?Z/{.

U = func.

?
U201 = func.
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Beweis 212-8 j)

1.1: Via 212-7 gilt: 0e’B.
a€’B.

2: Aus Themal.2“a € °B”
folgt via 212-5: a:0—B.

3: Aus2“a:0— B”
folgt via 21-1(Def): (o Funktion) A (doma = 0).

4: Aus 3“«a Funktion...” und
aus 3“...doma =0"
folgt via 92-5: a=0.

Ergo Themal.2: Al “Va: (@ €'B)= (a=0)"

2: Aus1.1“0€°B”
folgt via 0-20: 0+#°B.

3: Aus 2“0 #°B” und
aus A1 gleich “Va : (a € °B) = (a =0)”
folgt via 174-1: B = {0}.

k)

Aus OU Axiom “U/ Unmenge”
folgt via 212-5: UB =0.
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Beweis 212-8 1) VS gleich Pp = 0.
1: Es gilt: (D=0)V(0+# D).

wiFallunterscheidung ‘

D =0.
2: Aus1.1.Fall“D =0"
folgt via 212-7: 0 € Po.
3: Aus 2“0 e Pop”
folgt via 0-20: 0 # Po.

4: Es gilt 3“0 # P07 .
Es gilt VS gleich “P0=0".
Ex falso quodlibet folgt: 0#D.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féillen gilt: 0#D.




MENGENLEHRE #212

Beweis 212-8 1) VS gleich
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0+ D.

2:

Aus Themal“a € P07
folgt via 212-5:

i Aus 2“a: D — 07

folgt via 21-1(Def):

: Aus 3“...ranaa C 0”7

folgt via 0-18:

: Aus 4¥rana =07

folgt via 7-7:

: Aus 5%doma =0" und

7

aus 3“doma =D ...
folgt:

: Esgilt 6“D=0".
Es gilt VS gleich “0# D”.

Ex falso quodlibet folgt:

a € Po.

a:D—0.

(doma = D) A (rana C 0).

rana = 0.
doma = 0.
D=0
a ¢ Po.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

m) VS gleich

1: Aus 1-5“0 € {0}” und
aus VS gleich “P0 = {0}~
folgt:

2: Aus 1“0 € Po”
folgt via 212-5:

3: Aus2“0: D — 0"
folgt via 21-1(Def):

4: Aus 7-11“dom 0 = 0” und
aus 3“dom0 = D"
folgt:

Va: (a € P0) = (a ¢ P0).

Do = 0.
Do = {0}.
0 € Po.
0:D—0.

dom0 = D.
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Beweis 212-8 m) VS gleich D =0.

1.1: Aus VS gleich “D =0"
folgt via 212-7: 0 € Po.

o € 0.

2: Aus Themal.2“«a € P07
folgt via 212-5: a:D —0.

3: Aus2“a:D — 07

folgt via 21-1(Def): (v Funktion) A (rana C 0).
4: Aus 3“...rana C0”

folgt via 0-18: rana = 0.

5: Aus 3“« Funktion...” und
aus 4“rana = 0"
folgt via 92-5: a=0.

Ergo Themal.2: Al “Va: (aeP0)= (a=0)”

2: Aus 1.1“0 € P0o”
folgt via 0-20: 0 # Po.

3: Aus 2“0 # 20”7 und
aus Al gleich “Va : (a € P0) = (a =0)"

folgt via 174-1: Py = {0}.
n)
Aus “0=0"
folgt via des bereits bewiesenen m): 00 = {0}.
0)
Via des bereits bewiesenen j) gilt: U = {0}.
p)
Via des bereits bewiesenen k) gilt: “p = 0.
q)
Via des bereits bewiesenen k) gilt: “Y = 0.
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212-9. Nun werden die Elemente von 2 27/ und 2/ diskutiert:

212-9(Satz)

a) “feP 2Ty genau dann, wenn
“f Menge” und “f Funktion” und “dom f C D”.

b) “fe? 2Ty genau dann, wenn
“f Funktion” und “dom f Menge” und “dom f C D”.

c) Aus “D Menge” und “f Funktion” und “dom f C D”
folgt “f € P Ty

d) “f € PU” genau dann, wenn
“f Menge” und “f Funktion” und “dom f = D7”.

e) “f € PU” genau dann, wenn
“D Menge” und “f Funktion” und “dom f = D",

Beweis 212-9 a) VS gleich fe? 27y

Aus VS gleich “f P 2Ty

folgt via 212-4: (f Menge) A (f Funktion) A (dom f C D).

a) |[ &= ]| VS gleich (f Menge) A (f Funktion) A (dom f C D).
: Via 0-18 gilt: ranf CU.

2: Aus VS gleich “(f Menge) A (f Funktion) A (dom f € D)” und
aus 1“ran f CU”

folgt via 212-4: feb2y.
b) VS gleich Feb2y.
Aus VS gleich “f e P 2Ty
folgt via 212-4: (f Funktion) A (dom f Menge) A (dom f C D).
b) |[ < ]| VS gleich (f Funktion) A (dom f Menge) A (dom f C D).
: Via 0-18 gilt: ran f CU.

2: Aus VS gleich “(f Funktion) A (dom f Menge) A (dom f C D)” und
aus 1“ranf CU”
folgt via 212-4: feb2"y.
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Beweis 212-9 ¢) VS gleich (D Menge)

1: Aus VS gleich “D Menge...” und
aus VS gleich “...dom f C D”
folgt via TeilMengenAxiom:

2: Aus VS gleich “...f Funktion...”,
aus 1“dom f Menge” und
aus VS gleich “...dom f C D”

folgt via des bereits bewiesenen b):

d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “ f € PU”
folgt via 212-5:

1.2: Aus VS gleich “f € Py~
folgt via 212-5:

2: Aus1.2“f:D—-U"
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A (f Funktion) A (dom f C D).

dom f Menge.

f Menge

f:D—=U.

folgt via 21-1(Def):

(f Funktion) A (dom f = D)

d) VS gleich (f Menge)
1: Via 0-18 gilt:

2: Aus VS gleich “...f Funktion...”,
aus VS gleich “...dom f = D” und
aus 1“ran f CU”
folgt via 21-1(Def):

3: Aus VS gleich “ f Menge...” und
aus 2“f: D —-U"
folgt via 212-5:

A (f Funktion) A (dom f = D).

ran f CU.

f:D—=U.

feblu.
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Beweis 212-9 e) VS gleich febu.
1.1: Aus VS gleich “f € Py~

folgt via 212-5: D Menge
1.2: Aus VS gleich “f € Py~

folgt via 212-5: f:D—=U.

2: Aus1.2“f: D —-U"

folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D)

e) VS gleich (D Menge) A (f Funktion) A (dom f = D).
1: Via 0-18 gilt: ran f CU.
2: Aus VS gleich “...f Funktion...”,

aus VS gleich “...dom f = D” und

aus 1“ran f CU”

folgt via 21-1(Def): f:D—=U.
3: Aus VS gleich “D Menge...” und

aus 2“f: D —U"

folgt via 212-5: felu.
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212-10. Nun werden func, * B,? 27 B. P B als TeilKlassen von PotenzKlassen ge-
eigneter binédr-cartesischer Produkte dargestellt:

212-10(Satz)

a) funcCPU X U).
b) B CPU x B).
¢) P2’BCP(D x B).

d) PB CP(D x B).

Beweis 212-10 a)

a € func.
2: Aus Themal“« € func”
folgt via 212-2: « Funktion.
3: Aus 2“a Funktion”
folgt via 18-18(Def): a Relation.
4: Aus 3“«a Relation”
folgt via 10-1(Def): aCUXU.
Ergo Themal: Va: (a € func) = (a CU x U).

Konsequenz via 0-29: func C P(U x U).
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Beweis 212-10 b)

ae’B.
2: Aus Themal“a € 'B”
folgt via 212-3: (o Funktion) A (rana C B).
3.1: Aus 2“« Funktion ...”
folgt via 18-18(Def): a Relation.
3.2: Via 0-18 gilt: doma CU.
4: Aus 3.1“a Relation”
folgt via 10-4: a C (doma) x (rana).
5: Aus 3.2“doma CU” und
aus 2“...rana C B”
folgt via 6-T7: (doma) x (rana) CU X B.
6: Aus4“a C (doma) x (rana)” und

aus 5% (doma) x (rana) CU x B”

folgt via 0-6: aCU X B.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-29:
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Va:(ae?B)é(aguxB).

'BCPUx B).
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Beweis 212-10 c)

ae?2’p.

2: Aus Themal“a € P27B”
folgt via 212-4:
(o Funktion) A (doma C D) A (rana C B).

3: Aus 2“« Funktion ...”

folgt via 18-18(Def): a Relation.
4: Aus 3“«a Relation”

folgt via 10-4: a C (doma) X (ran ).
5: Aus 2“...doma C D...” und

aus 2“...ranaa C B”

folgt via 6-T7: (doma) x (rana) € D x B.

6: Aus 4“a C (doma) x (rana)” und
aus 5% (doma) X (rana) C D x B”

folgt via 0-6: aCDxB.
Ergo Themal: Va: (a € DQ?B) = (¢ C D x B).
Konsequenz via 0-29: p2Tp c P(D x B).
d)
1: Via 212-6 gilt: PR cP27p,
2: Via des bereits bewiesenen c) gilt: p27p ¢ P(D x B).

3: Aus 1“DB?§ D27R» und
aus 2“P=2"B CP(D x B)”
folgt via 0-6: PB CP(D x B).

O
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Jede Funktion ist#£ U.
p Menge und {p} C z ist dquivalent zu p € x.
xr Uy ist genau dann Menge, wenn x,y Mengen sind.
Einige Transformationen P.,q — endlich.

Eine andere Darstellung von (z Uy) U (2 Uw).
Eine andere Darstellung von (z Ny) N (z Nw).
zCyU(z\y).

z C{p} U (z\{p})
z7![E] = 0 genau dann, wenn E Nranz = 0.

0 # 27 1[E] genau dann, wenn 0 # E Nranz.
(Un)Mengen-Eigenschaften bindrer Klassen-Differenzen.
Penar(x) € P(z).

Falls p # r und ¢ # r, dann {p,q} N {r} =0.
Falls p # q und p # r, dann {p} N {q,r} = 0.
{p,q,r} ={p,q} U {r}.

{p,q,7} ={p} U{q,r}.

x Ny =0 genau dann, wenn x \ y = x genau dann, wenn y \ = v.

Ersterstellung: 15/08/12 Letzte Anderung: 12/06/13
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213-1. Das hier vorliegende, einfach zu beweisende Resultat hilft bei der Unter-
suchung einiger Funktionen:

213-1(Satz)
a) Aus “f Funktion” und “g keine Funktion” folgt “f # g”.
b) Aus “f keine Funktion” und “g Funktion” folgt “f # g”.

c) Aus “f Funktion” folgt “f #U".

Beweis 213-1 a) VS gleich (f Funktion) A (g keine Funktion).
1: Es gilt: (f=9)V(f#9).

wfFallunterscheidung ‘

f=9.

2: Aus1.1.Fall“f =g” und
aus VS gleich “...g keine Funktion”
folgt: f keine Funktion.

3: Aus 2“ f keine Funktion”

folgt via 18-18(Def): —(f Funktion).
4: Es gilt 3“—(f Funktion)” .

Es gilt VS gleich “ f Funktion...”.

Ex falso quodlibet folgt: f#g.

’Ende wifFallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: f#g.

b) VS gleich (f keine Funktion) A (g Funktion).

1: Aus VS gleich “... ¢ Funktion” und
aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via des bereits bewiesenen a): g#f.

2: Aus 1
folgt: f#g.
c) VS gleich f Funktion.

Aus VS gleich “ f Funktion” und
aus 18-51“U keine Funktion”

folgt via des bereits bewiesenen a): f#U.
O
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213-2. Mit dem nunmehrigen Kriterium wird spét aber doch 1-8 verallgemeinert:

213-2(Satz)
Die Aussagen 1), ii) sind dquivalent:
i) pex.

ii) “p Menge”und “{p} Cx”.

Beweis 213-2 VS gleich
1.1: Aus VS gleich “p € z”

folgt via Element Axiom:

1.2: Aus VS gleich “p € x”

folgt via 1-8:

VS gleich

1: Aus VS gleich “p Menge...”
folgt via 1-3:

2: Aus 1“p e {p}” und
aus VS gleich “{p} C x”
folgt via 0-4:

peewx.

p Menge

{p} Cxz

(p Menge) A ({p} € @),

p € {p}.

pewx.
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213-3. Via TeilMengenAxiom stellt sich das UAxiom als Kriterium heraus:

213-3(Satz)
Die Aussagen 1), ii) sind dquivalent:
i) Uy Menge.

ii) x,y Menge.

Beweis 213-3 VS gleich x Uy Menge.
1.1: Via 2-7 gilt: rCaxUy.
1.2: Via 2-7 gilt: yCaxUy.

2.1: Aus 1.1z C 2z Uy” und
aus VS gleich “x Uy Menge”

folgt via TeilMengenAxiom: x Menge

2.2: Aus 1.2y CxUy” und
aus VS gleich “x Uy Menge”

folgt via TeilMengenAxiom: y Menge

VS gleich x,y Menge.

Aus VS gleich “x... Menge” und

aus VS gleich “...y Menge”

folgt via UAxiom: x Uy Menge.
O
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213-4. Das nunmehrige Kriterium folgt ohne viel Miihe aus 213-3:

213-4(Satz)

Die Aussagen 1), ii) sind dquivalent:

i) x Uy Unmenge.

ii) “z Unmenge” oder “y Unmenge”.

Beweis 213-4
1: Via 213-3 gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

4: Aus 3
folgt:

5: Aus 4
folgt:

(x Uy Menge) < (z,y Menge).

(x Uy Menge) < ((z Menge) A (y Menge)).

(=(x Uy Menge)) < (—((x Menge) A (y Menge))).

(x Uy Unmenge) < ((—(z Menge)) V (—=(y Menge))).

(x Uy Unmenge) < ((z Unmenge) V (y Unmenge)).
[l
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213-5. In #31 werden einige Aussagen iiber endliche Klassen via P.nq formu-
liert. Diese Art der Formulierung ist stellenweise etwas umstéandlich. Hier werden
einige Resultate unter Beniitzung von “endlich” an Stelle von “ist Element von
Penai” wiedergegeben:

213-5(Satz)
a) Aus “e C E”und “E endlich” folgt “e endlich” .
b) Aus “FE endlich” folgt “e N E, E Ne endlich”.
c) Aus “E endlich” folgt “F \ e endlich”.
d) Aus “FE endlich” und “e endlich” folgt “E Ue,e U E endlich”.

e) Aus “E endlich” und “e endlich” folgt “EAe,eAE endlich”.

Beweis 213-5 a) VS gleich (e C E) A (E endlich).

1: Aus VS gleich “... F endlich”
folgt via 28-7: E € Penar-

2: Aus 1“F € Pyq” und
aus VS gleich “e C E...”

folgt via 31-4: e € Penar-

3: Aus 2“e € Poa”
folgt via 28-7: e endlich.
b) VS gleich E endlich.
1.1: Via 2-7 gilt: eNECE.
1.2: Via 2-7 gilt: EneCFE.

2.1: Aus1.1“eNFE C E” und
aus VS gleich “ F endlich”

folgt via des bereits bewiesenen a): e N E endlich

2.2: Aus1.2“ENeC E” und
aus VS gleich “ E endlich”

folgt via des bereits bewiesenen a): E N e endlich
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Beweis 213-5 c¢) VS gleich

1:

2:

Via 5-5 gilt:

Aus 1“E\ e C E” und
aus VS gleich “ F endlich”

folgt via des bereits bewiesenen a):

d) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “ F endlich. .. ”
folgt via 28-7:

Aus VS gleich “...e endlich”
folgt via 28-7:

Aus 1.1“F € Popat” und
aus 1.2“¢ € Penar”
folgt via 31-10:

Aus 1.2%¢ € Pepqr” und
aus 1.1“F € Peopar”
folgt via 31-10:

Aus 2.1“FUe € Pepal”

folgt via 28-7:

Aus 2.2%eUFE € Poal”

folgt via 28-7:

79

FE endlich.

E\eCE.

E\ e endlich.

(E endlich) A (e endlich).

E € pendl .

e € Pondl-

EFUee€ Pendb

eUFE € Pendl-

FE U e endlich

e U E endlich
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Beweis 213-5 e) VS gleich

1: Aus VS gleich “FE endlich...” und

2.1:
2.2:

3.1:

3.2:

aus VS gleich “...e endlich”

folgt via des bereits bewiesenen d):

Via 5-28 gilt:
Via 5-28 gilt:

Aus 2. 1“EAe C EUe” und
aus 1“F Ue endlich”

folgt via des bereits bewiesenen a):

Aus 2.2“cAFE C FUe” und
aus 1“F Ue endlich”

folgt via des bereits bewiesenen a):
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(E endlich) A (e endlich).

FE U e endlich.
EAe C EUe.
eAE C FUe.

EAe endlich

eAF endlich
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213-6. Ahnliche wie nunmehrigen Gleichungen sind in 2-38 zu finden. Im Fol-
genden sind jedoch die hier vorliegenden Gleichungen hilfreicher:

213-6(Satz)
a) (zUy)U(zUw)=(zUz)U(yUw).

b) (xNy)N(zNw)=(xNz)N(yNw).

Beweis 213-6 a)

1: (mUy)U(zUw)2§8($Uz)u(wa)K2U(mUz)U(wa).
2: Aus 1
folgt: (zUy)U(zUw) =(zUz)U(yUw).
b)
1 (xNy)N(zNw) i’s(zﬂz)ﬂ(wﬁy)Kgm(a:ﬂz)ﬂ(yﬂw)
2: Aus 1
folgt: (xNny)N(zNw)=(xNz)N(yNuw)
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213-7. Das hier vorliegende Ergebnis hétte ich in #5 erwartet. Dort ist es nicht
zu finden:

213-7(Satz)
a) rCyU(z\y)

b) = C {p}U(z\{p}).

Beweis 213-7 a)

2-7 _
1: x C xUy Z2yu(z\y).

2: Aus 1
folgt: rCyU(z\y).

b)

Via des bereits bewiesenen a) gilt: z C{p}U(z\{p}).
[
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213-8. Es iiberrascht vielleich nicht, in diesem “ Aufrdum-Essay” auch ein Resul-
tat zu finden, das ganz gut in #11 gepasst hitte:

213-8(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z7'E]=0.

ii) ENranxz = 0.

Beweis 213-8 VS gleich zE] = 0.
1: Aus VS gleich “z7'E] =0"

folgt via 8-13: Endom (z71) = 0.

2: Via 11-7 gilt: dom (z7!) = ranz.

3: Aus 1“ENdom(z7) =0” und
aus 2“dom (z ') =ranz”

folgt: ENnranz =0.
VS gleich ENranz =0.
1: Via 11-7 gilt: dom (z7!) = ranz.

2: Aus VS gleich “ENranx =0” und
aus 1“dom (z7!) =ranz”
folgt: Endom (z71) = 0.

3: Aus 2“FNdom(z7!)=0”
folgt via 8-13: z7E] = 0.
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213-9. Via Negation ergibt sich aus 213-8 vorliegendes Kriterium fiir 0 # z~![E]:

213-9(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0# 27 YE)].

ii) 0# EFNranx.

Beweis 213-9

1: Via 213-8 gilt: (z7'[E]=0) < (ENranz = 0).
2: Aus 1
folgt: (=(z7E]

3: Aus 2

0)) < (=(ENranz = 0)).

folgt: (0#£2z7'[E]) & (0# ENranz).



MENGENLEHRE #213 85

213-10. In Weiterfithrung von 94-6 wird hier das “(Un)Mengen-Sein” von x \ y
und xAy besprochen.

213-10(Satz)
a) Aus “x Menge” folgt “x\ y Menge” .
b) Aus “x Unmenge” und “y Menge” folgt “x \ y Unmenge” .
c) Aus “x\y Menge”und “y Menge” folgt “x Menge” .
d) Aus “xz\y Unmenge” folgt “x Unmenge” .
e) Aus “x,y Menge” folgt “xAy,yAx Menge” .
f) Aus “x Unmenge” und “y Menge” folgt “xAy,yAx Unmenge” .
g) Aus “xAy Menge” und “x Menge” folgt “y Menge” .
h) Aus “xAy Menge” und “y Menge” folgt “x Menge” .
i) Aus “xAy Unmenge” folgt “x Unmenge” oder “y Unmenge” .
Beweis 213-10 a) VS gleich x Menge.
Aus VS gleich “x Menge”
folgt via 94-6: z \ y Menge.
b) VS gleich (z Unmenge) A (y Menge).
1: Aus VS gleich “2 Unmenge...”
folgt via 213-4: x Uy Unmenge.
2: Via 5-22 gilt: xUy=yU(z\y).
3: Aus 2“zUy=yU(z\y)” und
aus 1“x Uy Unmenge”
folgt: y U (2 \ y) Unmenge.
4: Aus 3“yU (2 \ y) Unmenge”
folgt via 213-4: (y Unmenge) V (z \ y Unmenge).
5: Aus 4“(y Unmenge) V (z \ y Unmenge)” und

aus VS gleich “...y Menge”
folgt: z \ y Unmenge.
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Beweis 213-10 c) VS gleich (x \ y Menge) A (y Menge).

1: Aus VS gleich “...y Menge” und
aus VS gleich “z \ y Menge..."”
folgt via UAxiom: y U (x \ y) Menge.

2: Via 5-22 gilt: yU(z\y) =zUy.

3: Aus 2y U (z\y)=2Uy” und
aus 1“y U (z \ y) Menge”

folgt: x Uy Menge.

4: Aus 3“x Uy Menge”
folgt via 213-3: x Menge.
d) VS gleich z \ y Unmenge.
1: Via 5-5 gilt: x\y Cx.

2: Aus 1“2z \y Cz” und
aus VS gleich “z \ y Unmenge”
folgt via 0-7: x Unmenge.

e) VS gleich x,y Menge.

1: Aus VS gleich “x... Menge” und
aus VS gleich “...y Menge”
folgt via UAxiom: x Uy Menge.

2: Via 5-28 gilt: Ay CxUy.

3: Aus 2“zAy CzxUy” und
aus 1“2z Uy Menge”

folgt via TeilMengenAxiom: Ay Menge

4: Via FSA gilt: yAx = xAy.

5: Aus 4“yAx = xAy” und
aus 3“xAy Menge”

folgt: yAx Menge
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Beweis 213-10 £) VS gleich

1:

Aus VS gleich “z Unmenge...” und

aus VS gleich “...y Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b):

: Via 5-27 gilt:

: Aus 2“2\ y Unmenge”

folgt via 213-4:

: Aus 3“(xz\ y) U (y \ ) Unmenge” und

aus 2“cAy = (z\y)U(y\z)”

folgt:

: Via FSA gilt:

: Aus 5“yAx = zAy” und

aus 4“xAy Unmenge”

folgt:

g) VS gleich

1:

2: Aus 1“2zAy = (x\y)U (y \ z)” und

Via 5-27 gilt:

aus VS gleich “xAy Menge. ..”
folgt:

: Aus 2“(xz \ y) U (y \ ) Menge”

folgt via 213-3:

: Aus 3“y \ x Menge” und

aus VS gleich “...x Menge”
folgt via des bereits bewiesenen c):
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(x Unmenge) A (y Menge).

x \ y Unmenge.

rAy = (z\y)U(y\ ).

(x\ y) U (y \ ) Unmenge.

Ay Unmenge

yAx = xAy.

yAz Unmenge

(xAy Menge) A (x Menge).

rAy = (z\y)U(y\z).

(z\y) U (y\ z) Menge.

y \ * Menge.

y Menge.
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Beweis 213-10 h) VS gleich

i)

1:

2:

Via FSA gilt:

Aus 1“yAzx = zAy” und
aus VS gleich “zAy Menge. .. "
folgt:

: Aus 2“yAx Menge” und

aus VS gleich “...y Menge”

folgt via des bereits bewiesenen g):

: Via des bereits bewiesenen e) gilt:
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(xAy Menge) A (y Menge).

yAx = xAy.

yAx Menge.

x Menge.

(z,y Menge) = (zAy Menge).

: Aus 1

folgt: (=(zAy Menge)) = (—(z,y Menge)).
: Aus 2

folgt: (=(zAy Menge)) = (=((x Menge) A (y Menge))).
: Aus 3

folgt: (xAy Unmenge)) = ((=(z Menge)) V (=(y Menge))).
: Aus 4

folgt: (xAy Unmenge)) = ((x Unmenge) V (y Unmenge)).

]
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213-11. Da jede endliche TeilKlasse eine TeilKlasse ist, iiberrascht Vorliegendes
wenig:

213-11(Satz)

a) Pend1<$) Q 7)(1})
b) Aus “y € Pepai(z)” folgt “y € P(x)”.

c) “y € Penai(r)” genau dann, wenn “y € P(x)” und “y endlich”.
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Beweis 213-11 a)

1: Via 32-3(Def) gilt: Penai () = Penat NP ().
2: Via 2-7 gilt: Peonar N 77(.1') - P(ac)

3: Aus 1“Pepai() = Penat N P(x)” und
aus 2° Pendl N P(ﬂf) - P(Z’) 7

folgt: Penai(z) C P(x).
b) VS gleich Y € Penai().
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: Penai(z) C P(x).

2: Aus VS gleich “y € Pepar(z)” und
aus 1“Pepai(z) € P(x)”
folgt via 0-4: y € P(z).

c) VS gleich Y € Penai().

1.1: Aus VS gleich “y € Pepai(z)”

folgt via des bereits bewiesenen b): y € P(z)

1.2: Aus VS gleich “y € Pepai(z)”

folgt via 32-4: y endlich
c) VS gleich (y € P(z)) A (y endlich).
1: Aus VS gleich “y € P(x)...”
folgt via 0-26: y C x.

2: Aus1“y Cz” und
aus VS gleich “...y endlich”
folgt via 32-4: Y € Penai().

]
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213-12. Falls p # r und ¢q # r, dann {p, ¢} N {r} = 0. Unter dhnlichen Voraus-
setzungen folgt {p} N{qg, 7} =0:

213-12(Satz)

a) Aus “p#r7und “q#r” folgt “{p,q}N{r} =0".

b) Aus “p # q”und “p #r” folgt “{p}N{q,r}=0."

Beweis 213-12 a) VS gleich

(p# 1) N (g # 7).

2:

Aus Themal“a € {p,q} N{r}”
folgt via 2-2:

: Aus 24 a e {r}”

folgt via 1-6:

: Aus 3“a=r7r" und

aus 2“a € {p,q}...”
folgt:

: Aus 44r € {p,q}”

folgt via 4-9:

: Aus 5“(r=p)V (r=¢)” und

aus VS gleich “p #1r...”7
folgt:

: Esgilt 6“r =q7.

Es gilt VS gleich “...q #r".
Ex falso quodlibet folgt:

a € {p,qtN{r}.

(e {p,q}) A(ac{r}).

a ¢ {p,qtn{r}.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

Va: (e e {p, ¢} n{r}) = (a ¢ {p, ¢} N{r}).

{p,q} N{r}=0.
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Beweis 213-12 b) VS gleich
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£ N(p#T).

2:

: Aus 3“a=p

Aus Themal“a € {p} N{q,r}”
folgt via 2-2:

: Aus 2“a e {p}...”

folgt via 1-6:

7

und
aus 2“...a € {q,r}”
folgt:

: Aus 4“p e {q,r}”

folgt via 4-9:

: Aus5“(p=¢q)V(p=r)” und

aus VS gleich “p #g¢q...”7
folgt:

: Esgilt 6“p=1r".

Es gilt VS gleich “...p #£7r”.
Ex falso quodlibet folgt:

a € {p}N{gr}.

(e {p}) A(a € {g,r}).

a ¢ {p}N{qr}.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

Va: (a e {p}niq,r}) = (a ¢ {p}n{qr}).

{p} N{g,r} =0.

]
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213-13. Nun werden erste Resultate iiber ungeordnete Tupel - hier handelt es
sich um Tripel - bewiesen:

213-13(Satz)

a) (lx E {p7 q’ 7,} 2”
genau dann, wenn “xz Menge”und “(x =p)V (x=q)V (xr=1)".

b) {p,q,7} ={q,7,p}.
o) {p.q,r} ={p,qy U {r}.
d {p.q,r} ={p}U{q,r}.
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Beweis 213-13 a) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z € {p,q,7}”

folgt via Element Axiom:

1.2: Aus VS gleich “z € {p,q,r}”
folgt:

2: Aus 1.2
folgt:

3: Aus 2
folgt:

4: Aus 3
folgt:

5: Aus 4

folgt:

a) VS gleich

1: Aus VS gleich “...
folgt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

4: Aus 3
folgt:

o

: Aus VS gleich “z Menge” und
aus 4“x kommt in p, q,r vor”
folgt:
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z e {p,q,r}

x Menge

x kommt in p, g, r vor.

(z Menge) A ((z =p) V (z = q) V (z =1)).

@V (x=r)"
(x kommt in p vor) V (z = q) V (x = r).

((z kommt in p vor) V (z = ¢q)) V (z = ).

(x kommt in p, q vor) V (z = r).

x kommt in p, g, r vor.

z€{p,q,r}.
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Beweis 213-13 b)

a€{pqr}.

2: Aus Themal.1“«a € {p,q,7}”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(v Menge) A ((a=p)V(a=q)V (a=1)).

3: Aus 2
folgt: (o Menge) A ((a=¢q) V(e =1)V (a =p)).
4: Aus 3“(a Menge) A ((a=¢q)V(a=r)V(a=p))”
folgt via des bereits bewiesenen a): a € {q,r,p}.
Ergo Themal.1: Va: (a € {p,q,1}) = (a € {q,r,p}).
Konsequenz via 0-2(Def): ALl “Ap,q,r} C{q,r,p}”
a e {q.r,p}.

2: Aus Themal.2“«a € {q,r,p}”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(v Menge) A ((a=¢q) V(e =71)V (o =p)).

3: Aus 2
folgt: (o Menge) A ((a=p)V(a=q)V(a=1)).
4: Aus 3“(a Menge) A ((a=p)V(a=q)V(a=r1))"
folgt via des bereits bewiesenen a): a€{p,qr}.
Ergo Themal.2: Va: (o € {q,r,p}) = (a € {p,q,7}).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “{q,r,p} CAo{p,q,r}”

1.3: Aus A1 gleich “{p,q,7} C {q,r,p}” und

aus A2 gleich “{q,r,p} C {p,q,7r}”
folgt via GleichheitsAxiom: {p,q,7} = {q,r,p}.
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Beweis 213-13 ¢)

a€{pqr}.

2: Aus Themal.1“«a € {p,q,7}”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(o Menge) A ((a=p)V(a=q) V(e =1)).

3: Aus 2
folgt: ((a Menge) A ((a=p) V (@ =q)))
V((aw Menge) A (v = 7).
’Fallunterscheidung‘
(a Menge) A ((a =p) V (& = q)).

4: Aus 3.1.Fall“a Menge...” und
aus 3.1.Fall“...(a=p)V(a=gq)

folgt via 94-4: a € {p,q}.

5: Aus 4“a € {p,q}”
folgt via 2-2: a € {p,qtU{r}.
3.2.Fall (o Menge) A (o = 7).

4: Aus 3.2.Fall” a Menge...” und
aus 3.2.Fall“...a=1"

folgt via 1-6: a € {r}.
5: Aus4“ae{r}”
folgt via 2-2: ac{p,qtU{r}

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:

a € {p,qtU{r}.

Ergo Themal. 1: Va: (o€ {p,q,r}) = (e € {p,qt U{r}).

Konsequenz via 0-2(Def): At “Ap,q,r} C{p,q} U {r}”
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Beweis 213-13 ¢) ...
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a€{p.qtU{r}.
2: Aus Themal.2“«a € {p,q} U{r}”
folgt via 2-2: (ae{p,q}) V(e {r}).
’Fallunterscheidung‘
a € {pq}

3: Aus 2.1.Fall“a € {p,q}”
folgt via 94-4: (a Menge) A ((a =p) V (o = q)).

4: Aus 3“(a Menge) A ((a=p)V(a=q))”

folgt via des bereits bewiesenen a): a € {p,q,r}.
2.2.Fall ae{r}.

3: Aus 2.2.Fall“a € {r}”
folgt via 1-6:

4: Aus 3“(a Menge) A (a=71)"
folgt via des bereits bewiesenen a): a € {p,q,r}.

(a Menge) A (o = 7).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

ae€{p.qr}

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vo (e {p,q} U{r}) = (a €{p,q,r}).

22| “{p,q} U{r} C{p.q,r}”

1.3: Aus A1 gleich “{p,q,7} C {p,q} U {r}” und
aus A2 gleich “{p,q} U{r} C{p,q,r}”

folgt via Gleichheits Axiom:

d)

2: Aus 1
folgt:

{p,q,7} ={p,q} U{r}.

g} 2 {0 2 g} U} €Y () U {g, ).

{p,q;r} ={ptU{gr}.
0
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213-14. Es gilt 2Ny = 0 genau dann, wenn =\ y = x und dies ist genau dann der
Fall, wenn y \ # = y. Via 5-10 sind hierzu x Ny® = x und y N 2% = y dquivalent.
Eine dhnliche Aussage ist bereits in 3-7 zu finden:

213-14(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii), iv), v) sind dquivalent:

i) zNy=0.
ii) z\y==.
iii) y\z=y.

iv) Ny’ =z.

v) yNnat =y.
Beweis 213-14 VS gleich TNy =

1: Aus VS gleich “xnNy=10"

folgt via 3-7: z C y°.
2: Aus 1“2 C y¢”

folgt via 2-10: rNy° =x.
3 x\y5;10xﬂycéx.
4: Aus 3

folgt: r\y==zx.
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Beweis 213-14

2: Aus 1“zNy® =2a"

folgt via 2-10:

3: Aus 2“2 C y©”
folgt via 3-7:

4: Aus 3“y C 2%
folgt via 2-10:

6: Aus 5
folgt:

vS gleich

N

folgt via 2-10:

3: Aus 24y C 2¢”
folgt via 3-7:

4: Aus 3“1 Cy©”
folgt via 2-10:

S gleich

c Aus 1“yna® =y”

VS gleich

1: Aus VS gleich “x Ny’ =2

folgt via 2-10:

2: Aus 1“2 Cy©”
folgt via 3-T7:

3: Aus 2y C 29"
folgt via 2-10:
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r\y==zx.

xﬁyc5;10x\y‘§x.
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Beweis 213-14

VS gleich

1: Aus VS gleich “ynz® =y”
folgt via 2-10:

2: Aus 14y C 297
folgt via 3-T7:

MENGENLEHRE #213

yNnz© =y.
y C z©.
zNy=0.
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c°mD.

Ersterstellung: 13/08/12 Letzte Anderung: 13/06/13
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214-1. In Erweiterung der Nullfunktion zop, die jedem Element von D den Wert
0 zuordnet, werden nun die konstanten Funktionen in die Essays eingebracht. Da
es hiervon erwartungsgeméaf sehr viele gibt, kann nicht jede konstante Funktion
mit einem eigenen Symbol bezeichnet werden. Statt dessen muss zu einer den
konstanten Wert Bezug nehmenden und D beriicksichtigenden Notation Zuflucht
genommen werden:

214-1(Definition)

"D
=214.0(D,c) ={(\,¢c): A€ D}
={w:(FAN:(QeD)A(w=(Q0)))}.
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214-2. Vorbereitend fiir das Folgende wird hier das “Elements-Sein ”in ¢°"D
thematisiert:

214-2(Satz)

a) Aus “p e c®D” folgt “c Menge” und “0 # D”
und “3IQ: (e D)A(p=(2,¢))”.

b) Aus “x € D”und “c Menge” folgt “(x,c) € c®™D”.

c) Aus “(x,y) € c®D” folgt “c Menge” und “0 # D”
und “x € D7und “y=-c".

Beweis 214-2 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “p € ¢®®D” und

3.1:

3.2:

p € c®D.

aus “c®®D ={w: (3AQ: (Qe D)A (w=(2,0)))}"

folgt:

folgt:

Aus VS gleich “p € ¢°"D”

folgt via Element Axiom:

Aus 2“...Qe D...”

folgt via 0-20:

: Aus 3.1“p Menge” und

aus 2“...p = (Q,¢)”
folgt:

: Aus 4“(Q,c) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

pe{w:(IQ: (e D)A(w=(20))}
s Aus1pe{w:(3Q: (QeED)A (w=(2,0)))}”

A (QeD)A(p=(Q,0))

p Menge.

0+4D

(€2, ¢) Menge.

c Menge
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Beweis 214-2 b) VS gleich (x € D) A (c Menge).
1.1: Aus VS gleich “x € D...”

folgt via Element Axiom: x Menge
1.2: Es gilt: 302 :Q =z

2.1: Aus 1.1“2 Menge” und
aus VS gleich “...c Menge”
folgt via PaarAxiom I: (x,c) Menge.

2.2: Aus1.2%...Q=2"
folgt via PaarAxiom I: (Q,¢) = (z,c¢).

2.3: Aus1.2“...Q=2" und
aus VS gleich “x € D...”
folgt: QeD.

3: Aus 1.24dQ0...7
aus 2.3“Q € D” und
aus 2.2°(Q,¢) = (x,¢)”
folgt: A0 : (€ D)A ((z,¢) =(2,0)).

4: Aus 2.1%(z,¢) Menge” und
aus 3“30: (Q e D) A ((z,c) = (2,¢))”
folgt: (x,c) €{w:(FQ: (L€ D)A (w=(Q,0)))}

5: Aus 4“(z,c) €{w: (3N : (L€ D)A (w=(Q,¢)))}” und
aus “{w: (IQ: (e D)A(w=(2,¢)))} = c°"D”
folgt: (x,c) € c°D.
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Beweis 214-2 c¢) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “(x,y) € ¢°*D?”

folgt via des bereits bewiesenen a):

1.2: Aus VS gleich “(z,y) € ¢c®D”

folgt via des bereits bewiesenen a):

1.3: Aus VS gleich “(x,y) € ¢°*D”

folgt via des bereits bewiesenen a):

2: Aus VS gleich “(x,y) € ¢°*D?”
folgt via Element Axiom:

3.1: Aus 1.3“...(z,y) = (,¢)” und
aus 2 (z,y) Menge”
folgt via IGP:

3.2: Aus 1.3“...(z,y) = (2,¢)” und
aus 2 (z,y) Menge”

folgt via IGP:

4: Aus 3.1z =" und
aus 1.3“...Qe D...”

folgt:

105

(z,y) € c°"D.

c Menge

0+£D

Q0 (Qe D)A((x,y) = (2,0)).

(z,y) Menge.

reD
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214-3. Hier werden einige “dom ran-Eigenschaften ” von ¢°™D présentiert:

214-3(Satz)
a) dom (c°*D) C D.
b) “dom (c°*D) = D” genau dann, wenn “c Menge” oder “D = 0"
c) “dom (c°"D) # D” genau dann, wenn “c Unmenge” und “0 # D”.
d) “dom (¢°™D) = 0” genau dann, wenn “c Unmenge” oder “D =07
e) “0+# dom (c°D)” genau dann, wenn “c Menge” und “0 # D7 .
£) “dom (c®®D) = D” oder “dom (c°*D) =0".
g) ran (D) C {c}.
h) “ran(c°"D) = {c}” genau dann, wenn “c Unmenge” oder “0# D”.
i) “ran (D) # {c}” genau dann, wenn “c Menge” und “D =0".
j) “ran(c°®D) = 07 genau dann, wenn “c Unmenge” oder “D =07

k) “0 # ran(c°D)” genau dann, wenn “c Menge” und “0 # D”.
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Beweis 214-3 a)

a € dom (¢°"D).
2: Aus Themal“a € dom (¢°"D)”
folgt via 7-T7: AV : (o, V) € c°"D.
3: Aus 2“...(a, V) € ¢°"D”
folgt via 214-2: acD.
Ergo Themal: Va: (a € dom (¢°"D)) = (a € D).
Konsequenz via 0-2(Def): dom (¢°"D) C D.
b) VS gleich dom (c°"D) =
1: Es gilt: (D=0)V(0+# D).
Fallunterscheidung‘
D=0.
0#D.
2: Aus 1.2.Fall“0# D”
folgt via 0-20: I0:QeD.

3: Aus2“...2€ D” und
aus VS gleich “dom (¢°®D) = D”

folgt: ) € dom (¢°™D).
4: Aus 3“Q € dom (¢°"D)”

folgt via 7-7: 3T : (2,¥) € c°"D.
5: Aus 4“(Q,0) € c°*D”

folgt via 214-2: ¢ Menge.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: (¢ Menge) V (D = 0).
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Beweis 214-3 b) VS gleich (¢ Menge) V (D = 0).
1: Nach VS gilt: (¢ Menge) V (D = 0).

Fallunterscheidung‘

¢ Menge.

aeD.

3: Aus Thema2.1“c € D” und
aus 1.1.Fall“c Menge”

folgt via 214-2: (o, ¢) € °™D.
4: Aus 3“(a,c) € °™D”
folgt via 7-5: a € dom (¢°"D).
Ergo Thema2.1: Va: (a € D) = (o € dom (¢°"D)).
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “D C dom (c°™D)”
2.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: dom (¢°™D) C D.

3: Aus 2.2“dom (¢°™D) € D” und
aus A1 gleich “D C dom (¢°"D)”

folgt via GleichheitsAxiom: dom (¢°"D) = D.
1.2.Fall D =0.
2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: dom (¢°™D) C D.

3: Aus 2“dom (¢°®D) C D” und
aus 1.2.Fall“D =0"

folgt: dom (¢°™D) C 0.
4: Aus 3“dom (c®°®D) C0”
folgt via 0-18: dom (¢°™D) = 0.

5: Aus 4“dom (¢°®D) = 0" und
aus 1.2.Fall“D =0
folgt: dom (¢°™D) = D.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: dom (¢°"D) = D.
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Beweis 214-3 ¢)
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1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

4: Aus 3
folgt:

d) VS gleich

1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

(dom (c°*D) = D) < ((c Menge) V (D = 0)).

(=(dom (¢°"D) = D)) < (=((c Menge) V (D = 0))).

(dom (c°"D) # D) < ((=(c Menge)) A (=(D = 0))).

(dom (¢°™D) # D) < ((c Unmenge) A (0 # D)).
dom (¢°"D) = 0.

(¢ Menge) V (¢ Unmenge).

2: Aus 1.1.Fall“c Menge”

folgt via des bereits bewiesenen b): dom (¢°™D) = D.
3: Aus 2“dom (¢°®D) = D” und

aus VS gleich “dom (¢°®D) =07

¢ Menge.

folgt: D=0
1.2.Fall ¢ Unmenge.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (c Unmenge) V (D = 0).
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Beweis 214-3 d) VS gleich (¢ Unmenge) V (D = 0).
1: Nach VS gilt: (¢ Unmenge) V (D = 0).
Fallunterscheidung‘
¢ Unmenge.
a € dom (¢°"D).
3: Aus Thema2“« € dom (¢°D)”
folgt via 7-7: 30 (o, ) € c°D.
4: Aus 3“...(a,Q) € c°"D”
folgt via 214-2: ¢ Menge.

5: Es gilt 4“c Menge” .
Es gilt 1.1.Fall“c Unmenge” .

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ dom (¢°"D).
Ergo Thema2: Va : (o € dom (¢°D)) = (o ¢ dom (¢°"D)).
Konsequenz via 0-19: dom (¢°™D) = 0.
1.2.Fall D =0.
2: Aus 1.1.Fall“D =0"
folgt via des bereits bewiesenen b): dom (¢°™D) = D.

3: Aus 2“dom (¢°®D) = D” und
aus 1.2.Fall“D =0"
folgt: dom (c°™D) = 0.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: dom (¢°"D) = 0.
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Beweis 214-3 e)

f)

1: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

(dom (¢°”D) = 0) < ((¢ Unmenge) V (D = 0)).

: Aus 1
folgt: (=(dom (¢°*D) = 0)) < (—((c Unmenge) V (D = 0))).
: Aus 2
folgt: (0 # dom (¢°"D)) < ((—(c Unmenge)) A (=(D = 0))).
: Aus 3
folgt: (0 # dom (¢°"D)) < ((c Menge) A (0 # D)).
: Es gilt: (¢ Menge) V (¢ Unmenge).
Fallunterscheidung‘
¢ Menge.
Aus 1.1.Fall“c Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): dom (¢°™D) = D.
¢ Unmenge.
Aus 1.2.Fall“c Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen d): dom (¢°™D) = 0.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(dom (¢°"D) = D) V (dom (¢°"D) = 0).
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Beweis 214-3 g)

a € ran (c°D).
2: Aus Themal“«a € ran (c°"D)”
folgt via 7-7: 30 (2, «) € c°"D.

3: Aus 2¢...(Q, ) € ¢®™D”
folgt via 214-2: a=c.

4: Aus Themal“« € ran (¢°"D)”
folgt via Element Axiom: o Menge.

5: Aus 3“a=c¢” und
aus 4“a Menge”
folgt via 1-6: a € {c}.

Ergo Themal: Va: (a €ran(c®™D)) = (a € {c}).

Konsequenz via 0-2(Def): ran (c°"D) C {c}.
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Beweis 214-3 h) VS gleich ran (c°*D) = {c}.
1: Es gilt: (¢ Menge) V (¢ Unmenge).
Fallunterscheidung‘
¢ Menge.
2: Aus 1.1.Fall“c Menge”
folgt via 1-3: c € {c}.

3: Aus 2“c € {c}” und
aus VS gleich “ran (¢°®D) = {c}”

folgt: ¢ € ran (c°"D).
4: Aus 3“c €ran(c®™D)”
folgt via 7-7: IQ: (Q,¢c) € °"D.
5: Aus 4“...(Q,¢) € c°™D”
folgt via 214-2: 0+# D.
1.2.Fall ¢ Unmenge.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (¢ Unmenge) Vv (0 # D).
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Beweis 214-3 h) VS gleich

1:

Es gilt:

Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #214

(¢ Unmenge) V (0 # D).

(¢ Menge) V (¢ Unmenge).

2:

Aus 1.1.Fall“c Menge” und
aus VS gleich “(c Unmenge) V (0 # D)”
folgt:

: Aus 2“0# D7

folgt via 0-20:

: Aus 34...Q2¢€ D” und

aus 1.1.Fall“c Menge”
folgt via 214-2:

: Aus 44(Q,¢) € D7

folgt via 7-5:

: Aus 5“c € ran(c°"D)”

folgt via 1-8:

: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

: Aus 7“ran (¢®®D) C {c¢}” und

aus 6“{c} C ran (¢°"D)”
folgt via Gleichheits Axiom:

¢ Menge.

0+ D.

d0:Q e D.

(Q,c) € c®™D.
¢ € ran (c°™D).
{c} C ran (¢°™D).

ran (D) C {c}.

ran (c°"D) = {c}.

2.1:

2.2:

Aus 1.2.Fall“c¢ Unmenge”
folgt via 1-4:

Aus 1.2.Fall“c Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen d):

: Aus 2.2“dom (¢°*D) =07

folgt via 7-7:

: Aus 3“ran (¢°®D) =07 und

aus 2.1“{c} =0”
folgt:

¢ Unmenge.
{c} =0.
dom (¢°™D) = 0.

ran (¢°®D) = 0.

ran (¢°®D) = {c}.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

ran (¢°*D) = {c}.
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Beweis 214-3 i)

1: Via des bereits bewiesenen h) gilt:
(ran (¢°"D) = {c}) < ((c¢ Unmenge) V (0 # D)).

2: Aus 1
folgt: (=(ran (c°™D) = {c})) < (=((c Unmenge) V (0 # D))).
3: Aus 2
folgt: (ran (¢°"D) # {c}) < ((—(c Unmenge)) A (—(0 # D))).
4: Aus 3
folgt: (ran (c®*D) # {c}) & ((c Menge) A (0 # D)).
3)

1.1: Via des bereits bewiesenen d) gilt:
(dom (¢°™D) = 0) < ((¢ Unmenge) V (D = 0)).

1.2: Via 7-7 gilt: (ran (¢°"D) = 0) < (dom (c°”D) = 0).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (ran (¢°®D) = 0) < ((c Unmenge) V (D = 0)).

k)

1: Via des bereits bewiesenen j) gilt:
(ran (c®*D) = 0) < ((¢ Unmenge) V (D = 0)).

2: Aus 1

folgt: (=(ran (¢°®®D) = 0)) < (=((c Unmenge) V (D = 0))).
3: Aus 2

folgt: (0 # ran (¢°D)) < ((—=(c Unmenge)) A (# (D = 0))).
4: Aus 3

folgt: (0 # ran (¢°™D)) < ((c Menge) A (0 # D)).

]
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214-4. Hier werden einige “Funktions-Eigenschaften ” von ¢°"D présentiert:

214-4(Satz)
a) "D Funktion.
b) “c°"D: D — {c}” genau dann, wenn “c Menge” oder “D =07
c) “c®"D = 07genau dann, wenn “c Unmenge” oder “D =07".

d) “ (c°"D)(z) = ¢” genau dann, wenn
“(x € D) A (c Menge)” oder “c=U"".

e) D #U.
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Beweis 214-4 a)
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1.2:

Themal.1]

1.1:

Es gilt:

Aus Themal.1“«a € c°*D”
folgt via 214-2:

: Aus 1.14... U =¢”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.2 ..a=(Q,¢)” und

aus 2“(Q,¥) = (Q,¢)”
folgt:

. Aus 1.243Q...7,

aus 1.1“3¥...”7 und
aus 4“a = (Q,0)”
folgt:

a € c°D.

JU: U =c

A0 a=(Q,0).

QW) = (Q,¢).

a=(,0).

30,0 a = (Q,0).

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 10-3:

Va: (a € D)= (I V¥ :a=(Q,V)).

A1l “c°2D Relation”
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Beweis 214-4 a) ...
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folgt:

2.1: Aus Themal.2“(a, f3)... € c®D”
folgt via 214-2:

2.2: Aus Themal.2“...(q,7) € ¢°*D”
folgt via 214-2:

3: Aus 2.1“8 =¢” und
aus 2.2y =c¢”

b=c
v=c
B=7

Ergo Themal.2:

1.3: Aus A1 gleich “c°"D Relation” und

A2| “Ya, B,v: (o, B), (a,y) € ®D) = (B =7)”

aus A2 gleich “Va, 5,7 : ((o, B), (a,7y) € °*D) = (B =7)"

folgt via 18-18(Def):

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “c®®D : D — {c}”
folgt via 21-1(Def):

2: Aus 1“dom (¢°"D) = D”

folgt via 214-3:

c®"D Funktion.

D : D — {c}.

dom (¢°*D) = D.

(¢ Menge) vV (D = 0).
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Beweis 214-4 b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “(¢ Menge) V (D =0)”
folgt via 214-3:

1.2: Via 214-3 gilt:
1.3: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2: Aus 1.3%¢c°"D Funktion” ,
aus 1.1“dom (¢°*D) = D” und
aus 1.2“ran (¢°"D) C {c}”
folgt via 21-1(Def):

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “c°®D =0” und
aus 7-11“dom 0 = 0"
folgt:

2: Aus 1“dom (c°”D) =0"
folgt via 214-3:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “(¢ Unmenge) V (D =0)”
folgt via 214-3:

2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

3: Aus 2“c°™D Funktion” und
aus 1“dom (¢°®D) = 0"
folgt via 92-5:
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(¢ Menge) V (D = 0).

dom (¢°"D) = D.
ran (c°"D) C {c}.

"D Funktion.

D : D — {c}.

c®"D = 0.

dom (¢°"D) = 0.

(¢ Unmenge) V (D = 0).

(¢ Unmenge) V (D = 0).

dom (¢°*D) = 0.

"D Funktion.

c®D = 0.
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Beweis 214-4 d) VS gleich ®*D(zx) = c.
1: Es gilt: (x € dom (c°"D)) V (x ¢ dom (c°"D)).
Fallunterscheidung‘
x € dom (c°"D).
2: Aus 1.1.Fall“z € dom (c°"D)”
folgt via 17-5: (c°™D)(x) Menge.

3: Aus 2.14¢°®D(z) Menge” und
aus VS gleich “c°™D(x) = ¢”

folgt: ¢ Menge.
4: Aus 3“c Menge”
folgt via 214-3: dom (¢°™D) = D.

5: aus 1.1.Fall“z € dom (¢°”D)” und

aus 4“dom (c°"D) = D”

folgt: reD.
6: Aus5“cz € D” und

aus 3“c Menge”

folgt: (x € D) A (c Menge).

x ¢ dom (c°"D)
2: Aus 1.2.Fall“zx ¢ dom (c°™D)”

folgt via 17-4: (c°™D)(x) =U.

3: Aus VS gleich “(¢°®D)(z) = ¢” und
aus 2“(c°™D)(z) =U"
folgt: c=U.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
((x € D) A (c Menge)) V (c =U).
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Beweis 214-4 d) VS gleich ((x € D) A (c Menge)) V (c =U).
1: Nach VS gilt: ((x € D) A (c Menge)) V (c =U).
Fallunterscheidung‘

1.1.Fall (x € D) A (c Menge).

2: Aus1.1.Fall“z e D...” und
aus 1.1.Fall“...c Menge”
folgt via 214-2: (x,c) € c®D.

3: Via des bereits bewiesenen a) gilt: c°"D Funktion.

4: Aus 3“c¢°"D Funktion” und
aus 2 (z,c) € c°™D”

folgt via 18-20: ¢ = (c°"D)(x).
5: Aus 4
folgt: (c°"D)(x) = c.

-

2: Aus1.2.Fall“c=U"und
aus 0/ Axiom“U Unmenge”

folgt: ¢ Unmenge.
3: Aus 2“c Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen c): "D = 0.
4: Via 17-7 gilt: 0(z) =U.
5: Aus 3“c°®D =0"” und

aus 4“0(x) =U"

folgt: (c°™D)(x) =U.

6: Aus 5“c°™D(z) =U" und
aus 1.2.Fall“c=U"

folgt: (c°™D)(z) = c.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fiéllen gilt: (c°™D)(z) = c.
e)
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: c°"D Funktion.

2: Aus 1“c°™D Funktion”
folgt via 213-1: "D £ U.

]
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214-5. Hier werden “Mengen-Eigenschaften ” von ¢°®D diskutiert:

214-5(Satz)
a) “c®"D Menge” genau dann, wenn “c Unmenge” oder “D Menge” .

b) “c°"D Unmenge” genau dann, wenn “c Menge” und “D Unmenge” .

Beweis 214-5 a) VS gleich "D Menge.

1: Es gilt: (¢ Menge) V (¢ Unmenge).

’Fallunterscheidung‘

2: Aus 1.1.Fall“c Menge”

folgt via 214-3: dom (¢°™D) = D.
3: Aus VS gleich “c°™D Menge”
folgt via dom ran Axiom: dom (¢°™D) Menge.

4: Aus 3“dom (¢°®D) Menge” und
aus 2“dom (¢°*D) = D”
folgt: D Menge.

¢ Unmenge.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(¢ Unmenge) V (D Menge).
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Beweis 214-5 a) VS gleich
1:

b)

(¢ Unmenge) V (D Menge).

Nach VS gilt: (¢ Unmenge) V (D Menge).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall ¢ Unmenge.
2: Aus 1.1.Fall“c Unmenge”
folgt via 214-4: c°"D = 0.

3: Aus 2“¢°™D =07 und
aus 0/ Axiom*“0 Menge”

folgt: c®™D Menge.
1.2.Fall D Menge.
2.1: Via 214-3 gilt: dom (¢°™D) C D.
2.2: Via 214-4 gilt: c°™D Funktion.

3: Aus 2.1%dom (¢°*D) C D” und
aus 1.2.Fall“ D Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: dom (¢°™D) Menge.

4: Aus 2.2%¢°™D Funktion” und
aus 3“dom (¢°*D) Menge”
folgt via 26-3: c°"D Menge.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: c°"D Menge.

: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

(D Menge) < ((c Unmenge) V (D Menge)).

: Aus 1

folgt: (=(c°®D Menge)) < (—((c Unmenge) V (D Menge))).
: Aus 2

folgt: (¢°®*D Unmenge) < ((—(c Unmenge)) A (=(D Menge))).
: Aus 3

folgt: (¢°"D Unmenge) < ((c¢ Menge) A (D Unmenge)).

]
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214-6. Wenig iiberraschend gilt 0°"D = zop und U°"D = 0:

214-6(Satz)
a) 0°"D = zop.

b) U°"D = 0.

Beweis 214-6 a)

1.1: Aus OU4Axiom“0 Menge”

folgt via 214-4: 0°"D : D — {0}.
1.2: Via 21-13 gilt: zop : D — {0}.
@€ D.
2.1: Aus Themal.3“a € D” und
aus 0/ Axiom*“0 Menge”
folgt via 214-2: 0°"D(ar) = 0.
2.2: Aus Themal.3“a € D”
folgt via 20-5: zop(a) = 0.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: 0°"D(ar) = zop(a).
Ergo Themal. 3: Al| “Va: (e € D) = (0°°D(«a) = zop(«))”

2: Aus1.1“0°"D: D — {0}”,
aus 1.2“zop : D — {0}” und
aus Al gleich “Va : (a € D) = (0°"D(«) = zop(«))”
folgt via 21-12: 0°"D = zop.

b)

Aus OU Axiom “U/ Unmenge”
folgt via 214-4: Uu°rD = 0.
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215.0(K, D).
(3D A\ e K.

Ersterstellung: 14/08/12 Letzte Anderung: 19/08/12
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215-1. Folgendes vorweg nehmend handelt es sich bei 215.0( K, D) um jene Funk-
tion, die jedem ¢ € K die Funktion ¢°*D zuordnet. Die Klasse {\°"D : A € K}
entpuppt sich als Bild-Bereich von 215.0(K, D) :

215-1(Definition)
a) 215.0(K,D) = {(\,\°"D): X € K}
={w:(FQV:(Qe K)A(V=0"D)A (w=(2,¥)))}.

b) 215.1(K,D) ={\°"D: X\ € K}
={w:(AN: (Qe K)A (w=0°"D))}.
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215-2. Hier werden “Element-Eigenschaften” von 215.0(K, D) und von {\°"D :
A € K} thematisiert:

215-2(Satz)

a) Aus “p € 215.0(K,D)”
folgt “D Menge” und “3Q: (2 € K) A (p = (£,Q°"D))”.

b) Aus “c € K”7und “D Menge” folgt “(c,c°*D) € 215.0(K, D) ”.

c) Aus “(z,y) € 215.0(K, D) ”
folgt “x € K”7und “D Menge” und “y = x°"D”.

d) Aus “pe {\°"D: e K}~
folgt “D Menge” und “3Q: (2 € K) A (p=Q°"D)”.

e) Aus “D Menge” und “c € K” folgt “c®®D € {\°"D: A€ K}"”.

215-1(Def) {A\°"D : A € K}.
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Beweis 215-2 a) VS gleich p € 215.0(K, D).

1:

P Aus 1pe{w: (AU : (e K)A (T =Q°"D) A (w= (22
"D

Aus VS gleich “p € 215.0(K, D) ” und
us “215.0(K, D) ={w: (IQ, ¥ : (Q € K)A(V = Q"D)A (w = (2, V)))}”
folgt: peE{w: (AUTY: (Qe K)A (T =0Q"D)A (w=(2,V)))}.

(w
,U)))}
folgt: AU (Qe K)A (T =0Q"D)A (p=(2,V)).

D Aus 24U =Q°D .7

folgt via PaarAxiom I: (Q,¥) = (Q,Q°"D).

cAus 2“...p=(,¥)” und

aus 3“ (0, ) = (92,Q°"D)”
folgt: p = (,Q°"D).

: Aus VS gleich “p € 215.0(K, D) ”

folgt via Element Axiom: p Menge.

: Aus 243Q2...7

aus 2“...Q e K...” und
aus 3“p = (Q,Q°"D)”

folgt: 30 (Q e K) A (p=(2,Q°0D))

: Aus 5.1“p Menge” und

aus 4“p = (Q,Q°"D)”
folgt: (2, 2°"D) Menge.

: Aus 6“(02,02°"D) Menge”

folgt via PaarAxiom I: (€2 Menge) A (Q2°"D Menge).

: Aus 7¢...0Q°"D Menge”

folgt via 214-5: (D Menge) V (€ Unmenge).

: Aus 8“(D Menge) V (€2 Unmenge)” und

aus 7“{) Menge...”

folgt: D Menge
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Beweis 215-2 b) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Es gilt:

Es gilt:

: Aus VS gleich “ce K ...”

folgt via Element Axiom:

: Aus VS gleich “... D Menge”

folgt via 214-5:

: Aus 1.1“...Q=¢” und

aus VS gleich “ce K ...”
folgt:

: Aus1.1“...Q=¢” und

aus 1.2“... ¥ =c°"D”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.2%... U =c°"D” und

aus 1.14...Q=¢"
folgt:

: Aus 1.3“c Menge” und

aus 1.4“c°"D Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.2

folgt:

: Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“4w . ..7

aus 2.1“Q e K7,

aus 2.3“... U =Q°"D” und
aus 3“(c,c°"D) = (Q,¥)”

129

(c € K) A (D Menge).
JN:Q=c

JU U =co"D.

¢ Menge.

c°"D Menge.

Qe K.

(Q,¥) = (¢, D).

U = QonD.

(¢, c°”D) Menge.

(c,c°"D) = (Q, V).

folgt: QU (Qe K)A (¥ =Q"D) A ((c,c®D) = (Q,¥)).

: Aus 2.4%(c¢,c°™D) Menge” und

aus 4“3Q, U : (Q e K) A (¥ =Q°"D) A ((¢,c®"D) = (Q,V))”
folgt:  (¢,c®D) € {w: AUV : (Qe K)A (¥ =Q"D) A (w=(Q¥)))}.
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Beweis 215-2 b) VS gleich (c € K) A (D Menge).

6: Aus 5“(c,c°"D)
E{w: (3N T: (Qe K)A (T =Q"D) A (w=(2,7)))}” und
aus “{w: (I : (Q e KA (V =Q"D)A (w = (2, V)))} =215.0(K,D)”
folgt: (¢,c°"D) € 215.0(K, D).

c) VS gleich (x,y) € 215.0(K, D).

1.1: Aus VS gleich “(z,y) € 215.0(K, D) ”

folgt via des bereits bewiesenen a): D Menge

1.2: Aus VS gleich “(z,y) € 215.0(K, D) ”
folgt via des bereits bewiesenen a):
30 : (e K)A((x,y) = (2,Q°0D)).

1.3: Aus VS gleich “(z,y) € 215.0(K, D) ”
folgt via Element Axiom: (z,y) Menge.

2: Aus 1.3“(z,y) Menge” und
aus 1.2“. .. (z,y) = (2,02°7D)”
folgt via IGP: (x =Q) A (y =Q°"D).

3.1: Aus 2“2z =Q...”7 und
aus 1.2..Qe K...”

folgt: re K

3.2: Aus 2“2z =Q...”7 und
aus 2“...y = Q°"D”

folgt: y = x°"D
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Beweis 215-2 d) VS gleich pe{X™D: e K}.

1.1: Aus VS gleich “pe {\°"D: A e K}”
folgt via Element Axiom: p Menge.

1.2: Aus VS gleich “pe {X\°"D: X € K}” und
aus “{A°"D: e D}={w:(3Q: (2 € K)A (w=0Q°"D))}"
folgt: peE{w: (IN: (Ve K)A (w=10Q°"D))}.

2: Aus1.2“pe{w: (FN: (€ K)A (w=Q°"D))}”

folgt: 10 : (Q e K)A(p=Q°"D)

3.1: Aus 2“...p=Q°"D” und
aus 1.1“p Menge”
folgt: Q°"D Menge.

3.2: aus 2“...Qe K...”
folgt via Element Axiom: ) Menge.

4: Aus 3.1“Q°"D Menge”
folgt via 214-5: (D Menge) V (© Unmenge).

5: Aus 4“(D Menge) V (2 Unmenge)” und
aus 3.2“¢) Menge”

folgt: D Menge
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Beweis 215-2 e) VS gleich (D Menge) A (c € K).

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “D Menge...”
folgt via 214-5: c°"D Menge.

Es gilt: JQ:Q=c

Aus 1.2¢...Q=¢" und
aus VS gleich “...ce K”
folgt: Qe K.

Aus 1.2¢...Q=¢"
folgt: QoD = ¢°"D.

: Aus 2.2

folgt: "D = Q°"D.

: Aus 1.2¢3dQ...7,

aus 2.1“0Q € K7 und
aus 3“c°"D = Qenp”
folgt: 30 (2 € K) A (c°D = Q°"D).

: Aus 1.1“¢°"D Menge” und

aus 430 : (Q € K) A (¢°™D = Q°"D)”
folgt: D e{w: (IN: (Q e K) A (w=0Q°"D))}.

s Aus 54D e{w: (FN: (Ve K)A (w=9Q°"D))}” und

aus “{w: (IQ: (Ve K)A (w=Q°"D))} ={\°"D: e K}’
folgt: "D € {\°"D: \ € K}.

]
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215-3. Nun werden Definitions- und Bild-Bereich von 215.0( K, D) diskutiert:

215-3(Satz)
a) dom(215.0(K, D)) C K.

b) “dom (215.0(K,D)) = K~
genau dann, wenn “K = 07 oder “D Menge” .

¢) “dom (215.0(K, D)) # K"

genau dann, wenn “0# K7 und “D Unmenge” .

d) “dom (215.0(K, D)) =0"

genau dann, wenn “K = 0"oder “D Unmenge”.

e) “0%# dom(215.0(K,D))”
genau dann, wenn “0# K”7und “D Menge” .

£) “dom (215.0(K, D)) = K oder “dom (215.0(K, D)) =0".
g) ran(215.0(K,D)) ={ "D : X € K}.

h) “ran(215.0(K,D))=0"
genau dann, wenn “K =07 oder “D Unmenge”.

i) “0#ran(215.0(K,D))”
genau dann, wenn “0# K7 und “D Menge” .

215-1(Def) {\°"D : A € K}




134 MENGENLEHRE #215

Beweis 215-3 a)

a € dom (215.0(K, D) ).
2: Aus Themal“a € dom (215.0(K, D))”
folgt via 7-T7: 30 (a,) € 215.0(K, D).
3: Aus 2¢...(a,Q2) € 215.0(K, D) ”
folgt via 215-2: a € K.
Ergo Themal: Va: (o € dom (215.0(K, D))) = (a € K).
Konsequenz via 0-2(Def): dom (215.0(K, D)) C K.
b) VS gleich dom (215.0(K, D)) = K.
1: Es gilt: (K=0)V(0#K).
Fallunterscheidung‘
K =0.
0#K
2: Aus 1.2.Fall“0# K”
folgt via 0-20: J0: Qe K.

3: Aus2“...0Q2€ K” und
aus VS gleich “dom (215.0(K,D)) = K”

folgt: Q € dom (215.0(K, D) ).
4: Aus 3“Q € dom (215.0(K,D))”

folgt via 7-7: I (Q,¥) € 215.0(K, D).
5: Aus4“...(Q, V) € 215.0(K,D)”

folgt via 215-2: D Menge.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: (K = 0) V (D Menge).
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Beweis 215-3 b) VS gleich

1:

Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall K=0
2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: dom (215.0(K, D)) C K

3: Aus 2“dom (215.0(K, D)) C K7 und

aus 1.1.Fall“K =("
folgt:

4: Aus 3“dom (215.0(K, D)) C 07
folgt via 0-18:

5: Aus 4“dom (215.0(K, D)) =0” und

aus 1.1.Fall“K =0”

dom (215.0(K, D)) C 0.

dom (215.0(K, D)) = 0.

folgt: dom (215.0(K,D)) = K.
1.2.Fall D Menge.
wek
3: Aus Thema2.1“a € K” und
aus 1.2.Fall“D Menge”
folgt via 215-2: (o, 0°™D) € 215.0(K, D).
4: Aus 3“(a,a°™D) € 215.0(K, D) ”
folgt via 7-5: a € dom (215.0(K, D) ).
Ergo Thema?2.1: Va: (o € K) = (a € dom (215.0(K, D))).

Konsequenz via 0-2(Def):

2.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

3: Aus 2.2“dom (215.0(K, D)) C K7 und
aus A1 gleich “K C dom (215.0(K,D))”

folgt via Gleichheits Axiom:

A1| “K C dom (215.0(K, D) )”

dom (215.0(K,D)) C K.

dom (215.0(K, D)) = K.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

dom (215.0(K, D)) = K.
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Beweis 215-3 ¢)

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:
(dom (215.0(K, D)) = K) < ((K =0) V (D Menge)).

B é?gstzl (=(dom (215.0(K, D)) = K)) < (=((K = 0) V (D Menge))).
3: Aus 2
folgt: (dom (215.0(K, D)) # K) < ((=(K = 0) A (=(D Menge)))).
4: Aus 3
folgt: (dom (215.0(K, D)) # K) < ((0 # K) A (D Unmenge)).
) VS gleich dom (215.0(K, D)) = 0.
1: Es gilt: (D Menge) V (D Unmenge).
Fallunterscheidung|
D Menge.
a€K.

3: Aus Thema2“a € K7 und
aus 1.1.Fall“D Menge”

folgt via 215-2: (o, a°™D) € 215.0(K, D).
4: Aus 3“(a,a°™D) € 215.0(K, D) ”
folgt via 7-5: a € dom (215.0(K, D) ).

5: Aus 4“«a € dom (215.0(K,D))” und
aus VS gleich “dom (215.0(K,D)) =07
folgt: a € 0.

6: Esgilt 5“ac0”.
Via 0-19 gilt “a ¢ 0”.

Ex falso quodlibet folgt: ad¢ K.
Ergo Thema2: Va:(ae K) = (a ¢ K).
Konsequenz via 0-19: K =0.
1.2.Fall D Unmenge.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(K =0) V(D Unmenge).
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Beweis 215-3 d) VS gleich (K =0) Vv (D Unmenge).
1: Nach VS gilt: (K =0) Vv (D Unmenge).
Fallunterscheidung‘
K =0.
2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: dom (215.0(K, D)) C K

3: Aus 2“dom (215.0(K, D)) C K7 und
aus 1.1.Fall“K =07

folgt: dom (215.0(K, D)) C 0.
4: Aus 3“dom (215.0(K, D)) C 07
folgt via 0-18: dom (215.0(K, D)) = 0.
1.2.Fall D Unmenge.
o € dom (215.0(K, D) ).
3: Aus Thema2“«a € dom (215.0(K,D))”
folgt via 7-7: 30 : (o, Q) € 215.0(K, D).
4: Aus 3“(a,Q) € 215.0(K,D)”
folgt via 215-2: D Menge.

5: Es gilt 4“D Menge” .
Es gilt 1.2.Fall“D Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: a ¢ dom (215.0(K, D) ).

Ergo Thema2: Vo : (a € dom(215.0(K,D))) = (a ¢ dom (215.0(K, D))).

Konsequenz via 0-19: dom (215.0(K, D)) = 0.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: dom (215.0(K, D)) = 0.
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Beweis 215-3 e)

1: Via des bereits bewiesenen d) gilt:
(dom (215.0(K, D)) =0) < ((K = 0) V (D Unmenge)).

2: Aus 1
folgt: (=(dom (215.0(K, D)) =0)) < (=((K = 0) V (D Unmenge))).
3: Aus 2
folgt: (0 # dom (215.0(K, D) )) < ((—(K =0)) A (=(D Unmenge))).
4: Aus 3
folgt: (0 # dom (215.0(K, D) )) < ((0 # K) A (D Menge)).
)
1: Es gilt: (D Menge) V (D Unmenge).
Fallunterscheidung‘
D Menge.
Aus 1.1.Fall“ D Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): dom (215.0(K, D)) = K.
D Unmenge.
Aus 1.2.Fall“D Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen d): dom (215.0(K, D)) = 0.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(dom (215.0(K, D)) = K) V (dom (215.0(K, D)) = 0).
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Beweis 215-3 g)
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2: Aus Themal.1“«a € ran(215.0(K, D))"

folgt via 7-7:

3: Aus 2¢...(Q,a) € 215.0(K, D) ”
(Q € K) A (D Menge) A (a = Q°"D).

folgt via 215-2:

4: Aus 3“...D Menge” und

aus 3“Q e K...”
folgt via 215-2:

5: Aus 3“...a=0Q°"D” und
aus 4“Q°"D € {\°"D: X\ e K}7

folgt:

a € ran (215.0(K, D) ).

30 (Q, ) € 215.0(K, D).

QoD e {A°"D : X € K}.

ac{\"D: e K}.

Ergo Themal. 1: Va: (a€ran(216.0(K,D))) = (e € {\°"D: A € K}).

Konsequenz via 0-2(Def):

A1l] “ran(215.0(K,D)) C{ "D : A € K}~
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Beweis 215-3 g) ...

ae{\"D:\e K}

2: Aus Themal.2“a € {\°"D: X e K}”
folgt via 215-2:
(D Menge) A (32 : (2 € K) A (a = Q°"D)).

3: Aus2“...Qe K...” und
aus 2“D Menge. .. "
folgt via 215-2: (Q,Q°"D) € 215.0(K, D).

4: Aus 2“...a=Q°"D”"
folgt via PaarAxiom I: (Q, ) = (2,00°"D).

5: Aus 4“(, ) = (£2,92°"D)” und
aus 3 (€, Q°"D) € 215.0(K, D) ”

folgt: (Q,a) € 215.0(K, D).
6: Aus 5“(£, ) € 215.0(K, D) ”
folgt via 7-5: a € ran (215.0(K, D)).
Ergo Themal.2: Va:(ae{X°"D: X e K})= (a€ran(215.0(K, D))).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “{X°"D: X e K} Cran(.°"DK)”

2: Aus A1 gleich “ran (215.0(K, D)) C {\°*D: X € K}” und
aus A2 gleich “{\°"D : A € K} Cran(215.0(K,D))”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (215.0(K, D)) = {\°"D: X € K}.
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Beweis 215-3 h)

1.1:

1.2:

i)

Via des bereits bewiesenen d) gilt:
(dom (215.0(K, D)) =0) < ((K = 0) V (D Unmenge)).

Via 7-7 gilt: (ran (215.0(K, D)) = 0) < (dom (215.0(K, D) ) = 0).
: Aus 1.2 und

aus 1.1

folgt: (ran (215.0(K, D)) =0) < ((K = 0) V (D Unmenge)).
: Via des bereits bewiesenen h) gilt:

(ran (215.0(K, D)) =0) < ((K = 0) vV (D Unmenge)).

: Aus 1

folgt: (=(ran (215.0(K, D)) =0)) < (—=((K = 0) V (D Unmenge))).
: Aus 2

folgt: (0 #ran (215.0(K, D) )) < ((=(K = 0)) A (=(D Unmenge))).
: Aus 3

folgt: (0 #ran (215.0(K, D) )) < ((0 # K) A (D Menge)).

]
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215-4. Nun werden “Funkions-Eigenschaften ” von 215.0(K, D) diskutiert:

215-4(Satz)
a) 215.0(K, D) Funktion.
b) Aus “0# D7 folgt “215.0(K, D) injektiv”.

c) “215.0(K,D) : K - {\°"D: A€ K}~
genau dann, wenn “K = 0"oder “D Menge” .

d) Aus “0# D Menge”
folgt “215.0(K, D) : K — {\°"D : A € K} bijektiv”.

e) “215.0(K,D) =0"
genau dann, wenn “K = 0"oder “D Unmenge”.

£) “215.0(K, D) (c) = c°"D”
genau dann, wenn “c € dom (215.0(K,D))”.

g) “215.0(K, D) (c) =c°"D”
genau dann, wenn “c € K und “D Menge”.

215-1(Def) {A\"D : \ € K}.
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Beweis 215-4 a)

o € 215.0(K, D).

2: Aus Themal.l“a € 215.0(K,D)” und
us “215.0(K, D) ={w: (3IQ, ¥ : (Q e K) A (¥ =Q°"D)
ANw = (2, ¥)))}”

folgt:

ac{w: 3V (Qe K)N(¥ =Q"D)A\(w = (2,¥)))}.

3: Aus2“a e {w: (3Q VU : (Qe K)A (¥ =Q°"D)

143

Nw = (2, ¥)))}”
folgt: IV (Qe K)A (T =0"D)A (a=(Q,V)).
4: Aus 3
folgt: IV a=(Q,0).
Ergo Themal.1: Va: (o € 215.0(K, D)) = (IQ, ¥ : a = (2, V)).

Konsequenz via 10-3: A1| “215.0(K, D) Relation”
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Beweis 215-4 a) ...

(a, ), (a,7) € 215.0(K, D).

2.1: Aus Themal.2“(«a, f3)... € 215.0(K,D)”
folgt via 215-2: B = a°"D.

2.2: Aus Themal.2“...(«,7y) € 215.0(K, D) ”
folgt via 215-2: v =a"D.

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: B=n.
Ergo Themal.2: A2| “Va,B,v: ((o, B), (a,y) € 215.0(K, D)) = (B =7)"

2: Aus A1 gleich “215.0(K, D) Relation” und
aus A2 gleich “Va, 5,7 : ((a, 5), (e, ) € 215.0(K, D)) = (=7)"
folgt via 18-18(Def): 215.0(K, D) Funktion.
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Beweis 215-4 b) VS gleich

(a, B), (7, B) € 215.0(K, D) .

2.1: Aus Themal“(w,f3)... € 215.0(K, D) ”

folgt via 215-2:

8 =a°"D.

: Aus Themal“...(v,5) € 215.0(K, D) ”

folgt via 215-2:

g =""D.

: Aus Themal“(«,)... € 2165.0(K, D) ”

folgt via Element Axiom:

(o, B) Menge.

: Aus Themal“...(v,0) € 215.0(K, D) ”

folgt via Element Axiom:

: Aus VS gleich “0# D”
folgt via 0-20:

: Aus 2.3“(«, ) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.4“(v, ) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.5%...Q€ D” und

aus 3.1“a Menge”
folgt via 214-4:

: Aus 2.5%...Q€ D” und

aus 3.2“vy Menge”
folgt via 214-4:

(v, B) Menge.

d:QeD.

a Menge.

v Menge.

a®”D(Q) = a.

7°"D(Q) = 7.

145

0+ D.
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Beweis 215-4 b) VS gleich 0#D.

(. ), (7. 8) € 215.0(K, D).

5.1: Aus2.1“8=a°"D” und
aus 4.1“a°"D(Q) = a”
folgt: B(Q) = a.

5.2: Aus 2.2 =+°"D” und
aus 4.2“v°"D(Q) = ~”

folgt: B(Q) =1.
6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: a=r.
Ergo Themal: Va, 8,7 : ((a, B), (7, B8) € 215.0(K, D)) = (o = 7).
Konsequenz via 8-1(Def): 215.0(K, D) injektiv.
c) VS gleich 215.0(K,D) : K — {\°"D : A € K}.
1: Aus VS gleich “215.0(K,D) : K —» {A\°"D: A€ K}~
folgt via 21-1(Def): dom (215.0(K, D)) = K.

2: Aus 1“dom (215.0(K,D)) = K”
folgt via 215-3: (K =0)V (D Menge).
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Beweis 215-4 c) VS gleich (K =0)V (D Menge).
1: Aus VS gleich “(K =0) VvV (D Menge)”

folgt via 215-3: dom (215.0(K, D)) = K.

2.1: Via 215-3 gilt: ran (215.0(K, D)) = {\°"D: X € K}.

2.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: 215.0(K, D) Funktion.

3: Aus 2.2%215.0(K, D) Funktion”
aus 1“dom (215.0(K, D)) = K7 und
aus 2.1%ran (215.0(K, D)) ={ "D : A€ K}~
folgt via 21-2: 215.0(K,D) : K — {\°"D : X € K}.

d) VS gleich 0 # D Menge.

1.1: Aus VS gleich “... D Menge”
folgt via des bereits bewiesenen c¢): 215.0(K,D) : K — {\°"D : X\ € K}.

1.2: Via 215-3 gilt: ran (215.0(K, D)) = {\°"D: X € K}.

1.3: Aus VS gleich “0# D ...”
folgt via des bereits bewiesenen b): 215.0(K, D) injektiv.

2: Aus 1.1“215.0(K,D) : K - {\°"D: A€ K}”,
aus 1.2“ran (215.0(K, D)) ={ "D : A € K}” und
aus 1.3“215.0(K, D) injektiv”
folgt via 22-1(Def): 215.0(K,D) : K — {\°"D : XA € K} bijektiv.

e) VS gleich 215.0(K, D) = 0.

1: Aus VS gleich “215.0(K,D) =0” und
aus 7-11“dom(0 = 0"
folgt: dom (215.0(K, D)) = 0.

2: Aus 1“dom (215.0(K,D)) =0"
folgt via 215-3: (K =0)V (D Unmenge).
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Beweis 215-4 e) VS gleich

1: Aus VS gleich “(K = 0) vV (D Unmenge)”
folgt via 215-3:

2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

3: Aus 2“215.0(K, D) Funktion” und
aus 1“dom (215.0(K, D)) =0"
folgt via 92-5:

) VS gleich

MENGENLEHRE #215

(K =0) V (D Unmenge).

dom (215.0(K, D)) = 0.

215.0(K, D) Funktion.

215.0(K, D) = 0.

215.0(K, D) (¢) = ¢°™D.

1: Es gilt: (c € dom (215.0(K, D)) V (¢ ¢ dom (215.0(K, D) )).

’ wiFallunterscheidung ‘

2:

1.1.Fall ¢ ¢ dom (215.0(K, D)).

Aus 1.1.Fall“c ¢ dom (215.0(K, D))"
folgt via 17-4: 215.0(K, D) (c) =U.

3: Aus VS gleich “215.0(K, D) (¢) = ¢°*D” und

aus 2“215.0(K, D) (¢) =U"

folgt: "D =U.
4: Via 214-4 gilt: "D # U.
5: Esgilt 4“c°"D #U" .

Es gilt 3“c°™D =U" .
Ex falso quodlibet folgt: ¢ € dom (215.0(K, D) ).

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

c € dom (215.0(K, D) ).
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Beweis 215-4 f) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

3:

Aus VS gleich “c € dom (215.0(K, D))"
folgt via 7-7:

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

Aus 1.1%...(¢,Q) € 215.0(K, D) ”
folgt via 215-2:

Aus 1.2%215.0(K, D) Funktion” und
aus 1.1“...(¢,Q) € 215.0(K, D) ”
folgt via 18-20:

Aus 2.2 und
aus 2.1
folgt:

g) VS gleich

1:

w

Aus VS gleich “215.0(K, D) (¢) = ¢®™D”
folgt via des bereits bewiesenen f):

Aus 1“c € dom (215.0(K, D) )”
folgt via 0-20:

Aus 240 # dom (215.0(K, D) )”

folgt via 215-3:

Aus 3“D Menge”
folgt via 215-3:

Aus 1“¢ € dom (215.0(K, D) )” und
aus 4“dom (215.0(K, D)) = K~

folgt:
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c € dom (215.0(K, D)).

30 : (¢, Q) € 215.0(K, D).

215.0(K, D) Funktion.

Q= c°"D.

Q = 215.0(K, D) (c).

215.0(K, D) (¢) = ¢°™D.

215.0(K, D) (¢) = ¢°™D.

¢ € dom (215.0(K, D)).

0 # dom (215.0(K, D) ).

D Menge

dom (215.0(K, D)) = K.

ce K
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Beweis 215-4 g) VS gleich

1: Aus VS gleich “... D Menge”
folgt via 215-3:

2: Aus VS gleich “ce K ...” und
aus 1“dom (215.0(K,D)) = K~
folgt:

3: Aus 2“c € dom (215.0(K, D))"

folgt via des bereits bewiesenen f):
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(c € K) A (D Menge).

dom (215.0(K, D)) = K.

c € dom (215.0(K, D) ).

215.0(K, D) (¢) = ¢°"D.
O]
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215-5. Hier werden “Mengen-Eigenschaften ” von 215.0(K, D) diskutiert:

215-5(Satz)

a) “215.0(K,D) Menge”
genau dann, wenn “K Menge” oder “D Unmenge” .

b) “215.0(K,D) Unmenge”
genau dann, wenn “K Unmenge” oder “D Menge” .

Beweis 215-5 a) VS gleich 215.0(K, D) Menge.
1: Es gilt: (D Menge) V (D Unmenge).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall D Menge.
2: Aus 1.1.Fall“D Menge”
folgt via 215-3: dom (215.0(K, D)) = K.
3: Aus VS gleich “215.0(K, D) Menge”
folgt via dom ran Axiom: dom (215.0(K, D) ) Menge.

4: Aus 3“dom (215.0(K, D)) Menge” und
aus 2“dom (215.0(K, D)) = K”

folgt: K Menge.
1.2.Fall D Unmenge.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(K Menge) V (D Unmenge).
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Beweis 215-5 a) VS gleich (K Menge) V (D Unmenge).
1: Nach VS gilt: (K Menge) V (D Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
K Menge.
2: Via 215-3 gilt: dom (215.0(K, D)) C K.

3: Aus 2“dom (215.0(K, D)) C K7 und

aus 1.1.Fall“ K Menge”

folgt via TeilMengenAxiom: dom (215.0(K, D) ) Menge.
4: Via 215-4 gilt: 215.0(K, D) Funktion.

5: Aus 4“215.0(K, D) Funktion” und
aus 3“dom (215.0(K, D)) Menge”

folgt via 26-3: 215.0(K, D) Menge.

1.1.Fall D Unmenge.
2: Aus 1.2.Fall“D Unmenge”

folgt via 215-4: 215.0(K,D) =0.

3: Aus 2215.0(K,D) =07 und
aus 0/ Axiom*“0 Menge”
folgt: 215.0(K, D) Menge.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 215.0(K, D) Menge.

b)

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:
(215.0(K, D) Menge) < ((K Menge) V (D Unmenge)).

2: Aus 1
folgt:
(=(215.0(K, D) Menge)) < (—((K Menge) V (D Unmenge))).

3: Aus 2
folgt:
(215.0(K, D) Unmenge) < ((—(K Menge)) A (=(D Unmenge))).

4: Aus 3
folgt:
(215.0(K, D) Unmenge) < ((K Unmenge) A (D Menge)).

]
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215-6. Fiir das Folgende sind die nun vorliegenden Aussagen hilfreich:

215-6(Satz)
a) {A°0: ) e K} C {0}
b) Aus “0# K7 folgt “{\°0: e K} ={0}".
&) {\W:\ €0} =0.

215-1(Def) {X\°0: \ € K}
215-1(Def) {\°0: X € 0},

Beweis 215-6 a)

ac{\0:\ec K}

2: Aus Themal“a € {\°0: e K}”
folgt via 215-2: 30 a = Q0.

3: Aus “0=0"
folgt via 214-4: Q°) = 0.

4: Aus 2“...a=0°0" und
aus 3“Q°0 =07
folgt: a=0.

Ergo Themal: Va:(ae{X°0: e K})= (a=0).

Konsequenz via 1-10: {N°0:xe K} C{0}.
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Beweis 215-6 b) VS gleich

1:

c)

Aus VS gleich “0 # K7
folgt via 0-20:

: Aus 0/ Axiom“0 Menge” und

aus 1“...Q e K7
folgt via 215-2:

Aus 2“0 € {A°0: e K}

folgt via 0-20:

: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

: Aus 3“0 # {\°0: A€ K}” und

aus 4“{\°0: € K} C {0}”
folgt via 174-1:
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0+4K.

d:Qe K.

Q0 e {\°0: )€ K}.

0#{\0: e K}
{X°0:\e K} C {0}

o\ e K} = {0}

2: Aus Themal“a € {\°0: A€ 0}”
folgt via 215-2: 3Q: (Q € 0) A (a = Q).

3: Esgilt 2¢...2€0...7.

Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt:

a € {A°0:\e0}.

a ¢ {\°0: )\ e}

Drog Themal:

Konsequenz via 0-19:

Va:(ae{X°0:Xe0})= (a g {\0:\e0}).

(XM : X e 0} =0.
0
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215-7. Im Fall 0 # D Menge ist vorliegendes Kriterium fiir die “Mengen-
Eigenschaft ” von {\°"D : A € K} verfiigbar:

215-7(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) 0# D Menge.
...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

1) {A°"D: X € K} Menge.

ii) K Menge.
215-1(Def) {\°"D : A € K}.
Beweis 215-7 VS gleich {X°"D : X\ € K'} Menge.

1: Aus =) “0 # D Menge”
folgt via 215-4: 215.0(K,D) : K — {\°"D : X\ € K} bijektiv.

2: Aus 14215.0(K, D) : K — {\°"D : A € K} bijektiv” und
aus VS gleich “{\°"D : A € K} Menge”

folgt via 26-7: K Menge.

VS gleich K Menge.
1: Aus =) “0 # D Menge”

folgt via 215-4: 215.0(K,D) : K — {\°"D : X\ € K} bijektiv.

2: Aus 1215.0(K, D) : K — {\°"D : A € K} bijektiv” und
aus VS gleich “ K Menge”
folgt via 26-7: {X°"D : X\ € K'} Menge.

]
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215-8. Im Fall 0 # D Menge ist vorliegendes Kriterium fiir die “Unmngen-
Eigenschaft ” von {\°"D : A\ € K} verfiigbar:

215-8(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..
—) 0# D Menge.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:
1) {A°"D: X € K} Unmenge.

ii) K Unmenge.

215-1(Def) {X°"D: \ € K}.

Beweis 215-8 VS gleich {X°"D : X\ € K} Unmenge.

1: Aus =) “0 # D Menge”
folgt via 215-4: 215.0(K,D) : K — {\°"D : X\ € K} bijektiv.

2: Aus 14215.0(K, D) : K — {\°"D : A € K} bijektiv” und
aus VS gleich “{\°"D : A € K} Unmenge”

folgt via 26-8: K Unmenge.

VS gleich K Unmenge.
1: Aus =) “0 # D Menge”

folgt via 215-4: 215.0(K,D) : K — {\°"D : X\ € K} bijektiv.

2: Aus 1215.0(K, D) : K — {\°"D : A € K} bijektiv” und
aus VS gleich “ K Unmenge”
folgt via 26-8: {X°"D : X\ € K} Unmenge.

]
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215-9. Die in 215-7,8 nicht behandelten Félle D = 0 oder D Unmenge in Bezug
auf die “Mengen-Eigenschaft ” von {A\°"D : A € K} werden hier mit trivialem
Resultat diskutiert:

215-9(Satz)

a) Aus “D=0"
folgt “{\°"D : X € K} C{0}"und “{\°"D : X\ € K} Menge”.

b) Aus “D Unmenge”
folgt “{\°"D: A€ K} =0"und “{\°"D : X € K} Menge”.

215-1(Def) {\°"D : A € K}

Beweis 215-9

215-1(Def) {X°0: X\ € K}.

a) VS gleich D =0.
1: Via 215-6 gilt: {N°0:xe K} C{0}.

2: Aus VS gleich “D =0" und
aus 1“{\°0: X e K} C {0}”

folgt: {X"D: e K} C{0}

3: Via SingeltonAxiom gilt: {0} Menge.

4: Aus 2“{X\°"D: A€ K} C{0}” und
aus 3“{0} Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: {A°"D : X € K} Menge.
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Beweis 215-9 b) VS gleich D Unmenge.
ae{A"D: A€ K}
2: Aus Themal.1“a e {\°"D: e K}”
folgt via 215-2: D Menge.

3: Esgilt 2“D Menge” .
Es gilt VS gleich “D Unmenge” .

Ex falso quodlibet folgt: a¢{\"D:\e K}.
Ergo Themal. 1: Va:(ae{X"D:Ae K})= (ag¢ {\°"D: e K}).
Konsequenz via 0-19: Al “{X°™D:Ne K} =0"

1.2: Aus A1 gleich “{\°"D: A€ K} =0" und
aus 0/ Axiom“(0 Menge”

folgt: {\°"D : X\ € K} Menge
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215-10. Unabhéngig von D gilt {\°*D : A\ € 0} = 0:

215-10(Satz)

{X°"D: A €0} =0.

215-1(Def) {\°"D : \ € 0}.

Beweis 215-10

ae{l"D: e}
2: Aus Themal“a € {\°"D: A €0}”
folgt via 215-2: 30 (2 €0) A (a=Q°"D).

3: Esgilt 2¢...Q€0...7.
Via 0-19 gilt “Q2 ¢ 0”.

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ {\°"D: X e0}.
Ergo Themal: Va: (e {A°"D:Xe0})= (ag¢g{\"D:\e0}).
Konsequenz via 0-19: {A°"D:Xe0}=0.

]
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Element-Eigenschaft von ¢°®D in func, ’p,E2TR Ep.
TeilKlassen-Eigenschaft von {\°*D : A\ € K} in func, ?B, E 2?B, EB.

Drsterstellung: 16/08/12 Letzte Anderung: 20/08/12
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216-1. Hier wird die Element-Eigenschaft von ¢°®D in func, B, E2TR R dis-
kutiert:

216-1(Satz)
a) “c®°"D € func” genau dann, wenn “c Unmenge” oder “D Menge” .

b) “c°"D € ?B”genau dann, wenn “c Unmenge” oder “D =07
oder “(c € B) N (0# D Menge)”.

c) “c"DeF 2?B”genau dann, wenn “c Unmenge” oder “D =07
oder “(c € B) N (D Menge) N (0# D C E)”.

d) “c°®D € EB” genau dann, wenn “D =E =0"
oder “(c Unmenge) A\ (E =0)”
oder “(c € B) A (D Menge) N(0# D =FE)”.

Beweis 216-1 a) VS gleich "D € func.
1: Aus VS gleich “c°"D € func”
folgt via Element Axiom: c°"D Menge.

2: Aus 1“¢°™D Menge”

folgt via 214-5: (¢ Unmenge) V (D Menge).

a) VS gleich (¢ Unmenge) V (D Menge).
1: Aus VS gleich “(c Unmenge) V (D Menge)”

folgt via 214-5: c°"D Menge.

2: Via 214-4 gilt: c°"D Funktion.

3: Aus 1“¢°"D Menge” und
aus 2“c°"D Funktion”
folgt via 212-2: "D € func.
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Beweis 216-1 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “c°"D € g

folgt via 212-3:
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"D e ’B.

(dom (¢°™D) Menge) A (ran (¢°*D) C B).

2: Es gilt: (dom (¢°D) = 0) V (0 # dom (¢°"D)).
’Fallunterscheidung‘
dom (c°"D) = 0.

Aus 1.1.Fall“dom (¢°"D) = 0”
folgt via 214-3:

(¢ Unmenge) V (D = 0).

2:

Aus 1.2.Fall“0 # dom (¢°"D)”
folgt via 214-3:

: Aus 2¢...0# D7

folgt via 214-3:

: Aus 2“c Menge...”

folgt via 214-3:

: Aus 3.1%ran (¢®®D) = {¢}” und

aus 1“...ran (¢®®D) C B”
folgt:

: Aus 3.2%dom (¢°®D) = D” und

aus 1“dom (¢°™D) Menge. .. ”
folgt:

: Aus 2“c Menge...” und

aus 4.1“{c} C B”
folgt via 213-2:

: Aus 2¢...0# D” und

aus 4.2“D Menge”
folgt:

: Aus 5.2 und

aus 5.1
folgt:

0 # dom (¢°™D).
(c Menge) A (0 # D).
ran (¢°®D) = {c}.

dom (¢°"D) = D.

{c} C B.

D Menge.

c € B.

0 # D Menge.

(c € B) A (0 # D Menge).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(¢ Unmenge) V (D =0) V ((c € B) A (0 # D Menge)).
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Beweis 216-1 b)
(

VS gleich ¢ Unmenge) V (D =0) V ((c € B) A (0 # D Menge)).
1: Nach VS gilt: (¢ Unmenge) V (D =0) V ((c € B) A (0 # D Menge)).
2: Aus 1

folgt: ((¢c Unmenge) V (D = 0))

V((c € B) A (0 # D Menge)).

’Fallunterscheidung‘

2.1.Fall (¢ Unmenge) V (D = 0).
3: Aus 2.1.Fall“(c Unmenge) V (D = 0)”
folgt via 214-4: "D = 0.
4: Via 212-7 gilt: 0e’B.
5: Aus 3¢ COHQ =0” und
aus 4“0 € *B” ”
folgt: "D € *B.
2.2.Fall (c € B) A (0 # D Menge).
3.1: Aus VS gleich “... D Menge”
folgt via 214-5: c°"D Menge.
3.2: Via 214-4 gilt: c°"D Funktion.
3.3: Aus 2.2.Fall“ce B...
folgt via 1-8: {c} C B.
3.4: Via 214-3 gilt: ran (c¢®"D) C {c}.
4: Aus 3.4%ran (¢®®D) C {c¢}” und
aus 3.3“{c} C B”
folgt via 0-6: ran (c°®D) C B.
5: Aus 3.1“c°™D Menge”
aus 3.2“c°"D Funktion” und
aus 4“ran (¢°*D) C B”
folgt via 212-3: D e 'B.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: "D e ’B.
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Beweis 216-1 c) VS gleich conp c 227

1: Aus VS gleich “c°®D € ¥ 2T g
folgt via 212-4:
(dom (¢°D) Menge) A (dom (¢°D) C E) A (ran (¢°*D) C B).

2: Es gilt: (dom (¢°D) = 0) V (0 # dom (¢°"D)).
’Fallunterscheidung‘
dom (c°"D) = 0.

Aus 2.1.Fall“dom (c°"D) = 0"
folgt via 214-3: (¢ Unmenge) V (D = 0).
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Beweis 216-1 c) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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"D e P27,

3:

Aus 2.2.Fall“0 # dom (c°D)”
folgt via 214-3:

: Aus 3“...0#D”

folgt via 214-3:

: Aus 3“c Menge...”

folgt via 214-3:

: Aus 4.1%ran (¢°®D) = {c}” und

aus 1“...ran(c°*D) C B”
folgt:

: Aus 4.2dom (¢®®D) = D” und

aus 1“dom (c°™D) Menge. .. ”
folgt:

: Aus 4.2%dom (¢°™D) = D” und

aus 1“...dom (¢®®*D) C E...”
folgt:

: Aus 3“c Menge...” und

aus 5.1“{c} C B”
folgt via 213-2:

: Aus 3“...0# D” und

aus 5.3“D C E”
folgt:

: Aus6.1“ce B”,

aus 5.2“D Menge” und
aus 6.2“0# D CE”

folgt: (ce BYA (D Menge) A (0# D C E).

0 # dom (¢°™D).
(¢ Menge) A (0 # D).
ran (c°D) = {c}.

dom (¢°™D) = D.

{c} C B.

D Menge.

c € B.

0#£DCE.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(¢ Unmenge) V (D =

0)V ((c € B) A(D Menge) A (0 # D C E)).
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Beweis 216-1 c)

VS gleich (¢ Unmenge) V (D =0) V ((c € B) A (D Menge) A (0 # D C E).

1: Nach VS gilt:
(¢ Unmenge) V (D =0)V ((c € B) A (D Menge) A (0 # D C E).

2: Aus 1
folgt: ((¢c Unmenge) V (D = 0))
V((c € B) A (D Menge) A (0# D C E)).

’Fallunterscheidung‘

2.1.Fall (¢ Unmenge) V (D = 0).
3: Aus 2.1.Fall*“(c Unmenge) V (D = 0)”

folgt via 214-4: c°"D = 0.

4: Via 212-7 gilt: 0eE27p.

5: Aus 3“¢c°™D :?0 ” und
aus 4“0 € F2'B” o
folgt: "D e F2°B.
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Beweis 216-1 c)

VS gleich (¢ Unmenge) V (D =0)V ((c € B) A (D Menge) A (0 # D C E).
’Fallunterscheidung‘
(c € B) A (D Menge) A (0 # D C E).
3.1: Aus VS gleich “...D Menge...”
folgt via 214-5: c®™D Menge.
3.2: Via 214-4 gilt: c°™D Funktion.
3.3: Aus 2.2.Fall“ce B..”
folgt via 1-8: {c} C B.
3.4: Via 214-3 gilt: dom (¢°™D) C D.
3.5: Via 214-3 gilt: ran (c°D) C {c}.

4.1: Aus 3.4“dom (¢°®D) C D” und
aus VS gleich “...D C E”
folgt via 0-6: domce™D C E.

4.2: Aus 3.5%ran (¢°™D) C {c¢}” und
aus 3.3“{c} C B”
folgt via 0-6: ran (c°*D) C B.

5: Aus 3.1%“¢°™D Menge” ,
aus 3.2“c°™D Funktion”
aus 4.1“dom (¢°*D) C E” und
aus 4.2%ran (¢®®D) C B”
folgt via 212-4: conp € E27p,

. .. . ?
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: "D € 2B,
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Beweis 216-1 d) VS gleich
1: Es gilt:

Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #216

D e B,

(B =0)V(0£E).

2: Aus1.1.Fall“E =0
folgt:

3: Aus VS gleich “c°®D € B” und
aus 2LLEB — OB77
folgt:

4: Via 212-8 gilt:

5: Aus 3“c°®D € °B” und
aus 4“°B = {0}”
folgt:

6: Aus 5“c°™D € {0}”
folgt via 1-6:

7: Aus 6“c°™D =0"
folgt via 214-4:

8: Aus1.1.Fall“FE = 0" und
aus 7“(c Unmenge) V (D =0)”

folgt: (E =0) A ((c Unmenge) V (D = 0)).
9: Aus 8
folgt: ((E=0)A(D=0))V ((c Unmenge) A (E = 0)).
10: Aus 9
folgt: (E =D =0)V ((c Unmenge) A (E = 0)).
11: Aus 10

folgt: (D =FE =0)V ((c Unmenge) A (D = 0)).

™D € °B.
B ={0}.
™D € {0}.
™D = 0.

(¢ Unmenge) V (D = 0).
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Beweis 216-1 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

169

"D e B,

2: Aus VS gleich “c°®D € ¥B”
folgt via 212-5:

3: Aus2“...¢c°*D:E — B”

4: Aus 1.2.Fall“0+# E” und
aus 3“dom (c°*D)=FE...”
folgt:

5: Aus 4“0 # dom (¢°"D)”
folgt via 214-3:

6.1: Aus 5“c Menge...”
folgt via 214-3:

6.2: Ausb5“...0#D”
folgt via 214-3:

7.1: Aus 6.1“dom (¢®®D) = D” und
aus 3“dom (¢c°*D)=FE...”
folgt:

7.2: Aus 6.2%ran (¢°™D) = {c}” und
aus 3“...ran(c°*D) C B”
folgt:

8.1: Aus7.1“D =FE” und
aus 2“FE Menge...”
folgt:

8.2: Aus 5“c Menge...”
folgt via 1-3:

0+E.
(E Menge) A (¢°®D : E — B).

folgt via 21-1(Eef): (dom (¢°"D) = E) A (ran (¢°"D) C B).

0 # dom (¢°™D).
(¢ Menge) A (0 # D).
dom (¢°®D) = D.

ran (¢°®D) = {c}.

{c} C B.

D Menge.

c € {c}.
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Beweis 216-1 d) VS gleich "D € FB.

’Fallunterscheidung‘

0#E.

9.1: Aus5“...0#"” und
aus 7.1“D =E"
folgt: 0#D=E.

9.2: Aus 8.2“c€ {c}” und
aus 7.2“{c} C B”
folgt via 0-4: c€ B.

10: Aus 9.2“ce B”,
aus 8.1“D Menge” und
aus 9.1“0# D =E”
folgt: (ce B)A (D Menge) A (0# D = E).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: (D=FE=0)
V((c¢ Unmenge) A (D = 0))
V((c € B) A (D Menge) A (0 # D = E)).
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Beweis 216-1 d) VS gleich

1: Nach VS gilt:

V((c Unmenge) A (E = 0))
V((c € B) A (D Menge) A (0# D = E)).

V((c Unmenge) A (E = 0)
V((c € B) A (D Menge) A (0 # D = E)).
2: Aus 1
folgt: (E=0)AN(D=0))
V((c Unmenge) A (E = 0))
V((c € B) A (D Menge) A (0 # D = E)).
3: Aus 2
folgt: (E =0) A ((¢c Unmenge) V (D = 0)))
V((c € B) A (D Menge) A (0 # D = E)).
’Fallunterscheidung‘
(E =0) A ((c Unmenge) V (D = 0)).
4.1: Aus 3.1.Fall“E=0.."7
folgt: Ep =9B,
4.2: Aus VS gleich “... (¢ Unmenge) V (D =0)”
folgt via 214-4: c°"D = 0.
5: Via 212-8 gilt: 0B = {0}.
6.1: Aus4.1“PB=°B" und
aus 5“°B = {0}”
folgt: B = {o0}.
6.2: Aus 4.2“c°™D =07 und
aus 1-5“0 € {0}”
folgt: D € {0}.
7: Aus 6.2%¢°™D € {0}” und
aus 6.1“¥B = {0}~
folgt: "D € FB.
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Beweis 216-1 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #216

V((c Unmenge) A (F = 0))
V((c € B) A (D Menge) A (0# D = E)).

4.1: Via 214-4 gilt:
4.2: Via 214-3 gilt:
4.3: Aus VS gleich “ce B...”

4.4: Aus VS gleich “ce B...”
folgt via 1-8:

aus 3.2.Fall“...D =FE”
folgt:

5.1: Aus 4.3“c Menge”
folgt via 214-3:

aus 4.4“{c} C B”
folgt via 0-6:

aus 3.2.Fall“...D =FE"
folgt:

7: Aus 4.1“¢°"D Funktion” ,
aus 6“dom (c°*D) = E” und
aus 5.2“ran (c°*D) C B”
folgt via 21-1(Eef):

8: Aus 4.5“F Menge” und
aus 7¢¢c°"D : E — B”
folgt via 212-5:

(ce BYA (D Menge) A (0#£ D =E).

folgt via TeilMengenAxiom:

4.5: Aus 3.2.Fall“...D Menge...” und

5.2: Aus 4.2%ran (¢®®D) C {c}” und

6: Aus 5.1“dom (¢°™D) = D” und

¢°"D Funktion.
ran (¢°®D) C {c}.

¢ Menge.

{c} C B.

E Menge.

dom (¢°™D) = D.

ran (c°*D) C B.

dom (¢°™D) = E.

"D : E — B.

"D € FB.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

D e B,
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216-2. Nun wird untersucht, unter welchen Bedingungen {\°"D : A\ € K} eine
TeilKlasse von func, ?B7 B 2?B, EB ist:

216-2(Satz)
a) {A\°"D: e K} C func.

b) “{\"D:\eK}C'B”
genau dann, wenn “D = 0" oder “D Unmenge”
oder “(0 # D Menge) A (K C B)”.

&) “{r"D:re K} CP2B”
genau dann, wenn “D = 0" oder “D Unmenge” oder “K =07
oder “(0# D C E)AN (D Menge) N (0# K C B)”.

d) “{N"D: N e K} CFB”
genau dann, wenn “(D=FE=0)A(0# K)”
oder “D Unmenge” oder “K =0"
oder “(0# D = E)N (D Menge) N (0# K C B)”.

215-1(Eef) {\°"D : \ € K}.
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Beweis 216-2 a)
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2.1:

2.2:

Aus Themal“a € {\°"D: X e K}”
folgt via Element Axiom:

Aus Themal“a € {\°"D: X e K}”
folgt via 215-2:

: Via 214-4 gilt:

: Aus 2.2 ..a=0°"D” und

aus 3“0Q°"D Funktion”
folgt:

: Aus 2.1“a Menge” und

aus 4“« Funktion”
folgt via 212-2:

ae{\"D:\e K}.

a Menge.

40 a = Q°D.

Q°2D Funktion.

« Funktion.

« € func.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Eef):

Va: (a e {\°"D: e K})= (« € func).

{X°"D: X e K} C func.
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Beweis 216-2 b) VS gleich {X"D: e K} C ’B.
1: Es gilt: (D =0) V(D Unmenge) V (0 # D Menge).
2: Aus 1

folgt: (D =0)V (D Unmenge))
V(0 # D Menge).
Fallunterscheidung‘
(D =0) V (D Unmenge).
0 # D Menge.

4: Aus 2.2.Fall“...D Menge” und

aus Thema3.1“a € K7

folgt via 215-2: a®®D e {\°"D: X € K}.
5: Aus4“a®™D e {A°"D: A€ K}” und

aus VS gleich “{\°"D: X e K} C B»

folgt via 0-4: a°"D € ’B.
6: Aus5“a®D e 'B”

folgt via 212-4: ran (a®"D) C B.
7: Aus 2.2.Fall“0#D...

folgt via 214-3: ran (a°"D) = {a}.

8: Aus 7“ran (a®®D) = {a}” und
aus 6“ran (a°®D) C B”

folgt: {a} C B.
9: Aus Thema3.1“a € K7
folgt via ElementAxiom: o Menge.

10: Aus 9“«a Menge” und
aus 8“{a} C B”
folgt via 213-2: a € B.
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Beweis 216-2 b) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #216

{»D:xeK}C B

Ergo Thema3.1:

Konsequenz via 0-2(Eef):

3.2: Aus 2.2.Fall“0# D Menge” und
aus A1 gleich “K C B”
folgt:

0 # D Menge.

Va: (o€ K) = (a € B).

Al chgB”

(0 # D Menge) A (K C B).

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(D =0)V (D Unmenge) V ((0 # D Menge) A (K C B)).
b) VS gleich (D =0)V (D Unmenge) V ((0 # D Menge) A (K C B)).
1: Nach VS gilt: (D =0)V (D Unmenge) V ((0 # D Menge) A (K C B)).

’Fallunterscheidung‘

2: Aus 1.1.Fall“D =0"
folgt via 215-9:

3: Via 212-7 gilt:

4: Aus 3“0 € ’B»
folgt via 1-8:

aus 4“{0} C p»
folgt via 0-6:

5: Aus 2“{X\°"D: A e K} C {0}” und

D =0.

{(A"D: ) e K} C {0}
0e’B.

{0y ?B.

{"D:reK}C B
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Beweis 216-2 b)
VS gleich (D =0) V(D Unmenge) V ((0 # D Menge) A (K C B)).
’Fallunterscheidung‘
D Unmenge.
2: Aus 1.2.Fall“D Unmenge”
folgt via 215-9: {X°"D: e K} =0.
3: Via 0-18 gilt: 0c’B.

4: Aus2“{X\°"D: A€ K} =07 und
aus 3“0 C ?B”

folgt: {*"D:rxeK}C’B.
1.3.Fall (0 # D Menge) A (K C B).
ae{X"D:\e K}
3: Aus Thema2“a € {\°"D: A e K}”
folgt via 215-2: IQ: (e K)A(a=Q°"D).
4.1: Aus Thema2“a € {A\°"D: X € K}”
folgt via Element Axiom: o Menge.
4.2: Via 214-4 gilt: Q°"D Funktion.
4.3: Via 214-3 gilt: ran (2°"D) C {Q}.

5.1: Aus 3“...a=0°"D"” und
aus 4.2“Q°"D Funktion”
folgt: « Funktion.

5.2: Aus3“..Qe K...” und
aus VS gleich “... K C B”
folgt via 0-4: Qe B.
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Beweis 216-2 b)
VS gleich (D =0) V(D Unmenge) V ((0 # D Menge) A (K C B)).
’Fallunterscheidung‘
(0 # D Menge) A (K C B).
ae{X"D:\e K}
6: Aus5.2“Q e B”
folgt via 1-8: {Q} C B.
7: Aus 4.3“ran (Q°"D) C {Q}” und
aus 6“{Q} C B”
folgt via 0-6: ran (2°"D) C B.

8: Aus 3“...a=0Q°"D” und
aus 7“ran (2°"D) C B”
folgt: rana C B.

9: Aus4.1“a Menge” ,
aus 5.1“a Funktion” und
aus 8“rana C B”

folgt via 212-3: o€ B.
Ergo Thema2: Va:(ae{X°®D: A e K})= (a € ?B).
Konsequenz via 0-2(Eef): {d"D: e K} C ’B.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Féllen gilt: {A"D: e K} C ’B.
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Beweis 216-2 c) VS gleich (XD :re K} CE27R.
1: Es gilt: (D =0) V(D Unmenge) V (0 # D Menge).
2: Aus 1

folgt: (D =0)V (D Unmenge))
V(0 # D Menge).
Fallunterscheidung‘
(D =0) V (D Unmenge).
0 # D Menge.

4: Aus 2.2.Fall“...D Menge” und

aus Thema3.1“a € K7

folgt via 215-2: a®®D e {\°"D: X € K}.
5: Aus4“a®™D e {A°"D: A€ K}” und

aus VS gleich “{\°"D: e K} C ¥ 27

folgt via 0-4: a°"D e E27p,
6: Aus5“a®"D € 27p”

folgt via 212-4: ran (a®"D) C B.
7: Aus 2.2.Fall“0#D...

folgt via 214-3: ran (a°"D) = {a}.

8: Aus 7“ran (a®®D) = {a}” und
aus 6“ran (a°”D) C B”

folgt: {a} C B.
9: Aus Thema3.1“a € K7
folgt via ElementAxiom: o Menge.

10: Aus 9“«a Menge” und
aus 8“{a} C B”
folgt via 213-2: a € B.
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Beweis 216-2 c) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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{(Z"D:re K} CE27R.

Ergo Thema3.1:
Konsequenz via 0-2(Eef):

3.2: Esgilt:

’Fallunterscheidung‘

0 # D Menge.

Va: (a € K) = (a € B).

Al 44K§B”

(K =0)V (0 #K).

3.2.1.Fall
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Beweis 216-2 c) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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(XD :re K} CE27R.

’Fallunterscheidung‘

0 # D Menge.

3.2.2.Fall

4: Aus 3.2.2.Fall“0# K”
folgt via 0-20:

5.1: Aus4“...Qe K”
folgt via ElementAxiom:

5.2: Aus 2.2.Fall“...D Menge” und
aus 4“...Q e K7

5.3: Aus 3.2.2.Fall“0# K” und
aus Al gleich “K C B”
folgt:

6.1: Aus 5.1 Menge”
folgt via 214-3: dom (

6.2: Aus5.2“0°"D € {X°"D:\ € K}” und
aus VS gleich “{\°"D: N e K} CF 2?p»

7: Aus 6.24Q°"D ¢ E2Tp»

8: Aus 6.1“dom (Q2°"D) = D” und
aus 7“dom (Q°"D) C E”
folgt:

folgt via 215-2: QoD € {A°"D : \ € K}.

folgt via 0-4: Qonp e E27p,

folgt via 212-4: dom (Q°"D) C E.

0+£K.

IN:QeK.

Q Menge.

0+K C B.

QonD) = D.
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Beweis 216-2 c) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #216

{(Z"D:re K} CE27R.

2.2.Fall 0 # D Menge.
’Fallunterscheidung‘
3.2.2.Fall 04 K.
9: Aus 2.2.Fall“0# D...” und
aus 8“D C E”
folgt: 0#DCE.
10: Aus9“0# D C E” und
aus 2.2.Fall“... D Menge”
folgt: (0# D C E) A (D Menge).
11: Aus 10“(0# D C E) A (D Menge)” und
aus 5.3“0# K C B”
folgt: (0# D C E)A (D Menge) A (0 # K C B).
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fiillen gilt:
(K=0)V((0#DCE)A(D Menge) A (0# K C B)).

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

AQ‘“«[):(DV([)Umnmg@)
V(K =0)V ((0# D C B) A (D Menge) A (0 # K C B)))”
3: Aus A2
folgt:

V((0#DC

(D =0)V (D Unmenge) V (K = 0)
E) A (D Menge) A (0 # K C B)).
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Beweis 216-2 c) VS gleich (D =0)V (D Unmenge) V (K =0)
V((0# D C E) A (D Menge) A (0 # K C B)).
1: Nach VS gilt: (D =0)V (D Unmenge) V (K =0)
V((0# D C E) A (D Menge) A (0 # K C B)).
’Fallunterscheidung‘
D =0.
2: Aus1.1.Fall“D =0
folgt via 215-9: {A°"D: e K} C {0}.
3: Via 212-7 gilt: 0e£27p.
4: Aus3“0e£27p»
folgt via 1-8: {0} C¥® 27,
5: Aus2“{X\°"D: A€ K} C{0}” und
aus 444{0} g E Q?Bw
folgt via 0-6: {"D:AeK}CE27B.
D Unmenge.
2: Aus 1.2.Fall“D Unmenge”
folgt via 215-9: {A°"D:Xe K} =0.
3: Via 0-18 gilt: 0c 2R
4: Aus 2“{X°"D: A€ K} =0" und
aussuogEQ?Bw )
folgt: {(\"D:ae K} CF27B.
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Beweis 216-2 c) VS gleich (D =0)V (D Unmenge) V (K =0)
V((0# D C E)A (D Menge) A (0# K C B)).

’Fallunterscheidung‘
1.3.Fall K =0.
2: Aus 1.3.Fall“K =07
folgt: {d°"D: e K} ={ °"D: X €0}.
3: Via 215-10 gilt: {A°"D: X e 0} =0.

4: Aus2“{\°"D: A e K} ={\°"D: A €0}” und

aus 3“{\°"D: A €0} =07

folgt: ("D ) e K} =0.
5: Via 0-18 gilt: 0cE27p.
6: Aus4“{\°"D: A e K} =0" und

aus 5“0§EQ?B” ”

folgt: {d°mD:Xxe K} C¥2'B.
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Beweis 216-2 c) VS gleich
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(D =0)V (D Unmenge) V (K =0)

V((0# D C E)A (D Menge) A (0# K C B)).

’Fallunterscheidung‘
1.4.Fall (0# D C E) A (D Menge) A (0 # K C B).
ae{X"D: e K}

folgt via 215-2:

3: Aus Thema2“a € {A°"D: e K}”

30 (Q € K) A (o = Q°"D).

: Aus Thema2“a € {\°"D: A€ K}”

folgt via ElementAxiom:

¢ Via 214-4 gilt:

: Via 214-3 gilt:
: Aus 3¢... Qe K...”

folgt via ElementAxiom:

: Aus 3¢...Qc¢ K...” und

aus VS gleich “... K C B”
folgt via 0-4:

: Aus 3“...a=0°"D"” und

aus 4.2“0Q°"D Funktion”
folgt:

: Aus 3¢...a=0Q°"D” und

aus 4.3“ran (2°"D) C {Q}”
folgt:

: Aus 4.4“Q Menge”
folgt via 214-3:

: Aus 4.5“Q e B”

folgt via 1-8:

o Menge.
Q°"D Funktion.
ran (2°"D) C {Q}.

Q Menge.

Qe B.

o Funktion.

rana C {Q}.
dom (Q°"D) = D.

{(Q} C B.
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Beweis 216-2 c) VS gleich (D =0)V (D Unmenge) V (K =0)
V((0# D C E)A (D Menge) A (0# K C B)).

’Fallunterscheidung‘
1.4.Fall (0# D C E) A (D Menge) A (0 # K C B).
ae{X"D: e K}

6.1: Aus 3“...a=Q°"D” und
aus 5.3“dom (Q°"D) = D”
folgt: doma = D.

6.2: Aus5.2%rana C {Q2}” und
aus 5.4“{Q} C B”
folgt via 0-6: rana C B.

7: Aus6.1“doma =D” und
aus VS gleich “...D C E...”
folgt: doma C E.

8: Aus 4.1“a Menge”
aus 5.1“a Funktion” ,
aus 7“doma C 7 und
aus 6.2“rana C B”

folgt via 212-4: ack2p
Ergo Thema2: Va:(ae{X"D: e K})= (aek® Q?B).
Konsequenz via 0-2(Eef): {x"D:AecK}CF 27p.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: {"D:NeK}CFE =Iy:}




MENGENLEHRE #216 187

Beweis 216-2 d) VS gleich {"D:\e K} CEB.

1: Via 212-6 gilt: EgcE2?p

2: Aus VS gleich “{\°"D: A€ K} C ¥B” und
ausluEBgEQ?Bw )
folgt via 0-6: {"D: e K} CE=2"B.

3: Aus2¢{)\"D: 1 e K} C E27p»
folgt via des bereits bewiesenen c): (D =0) V (D Unmenge) V (K = 0)
E

V((0# D C E)A (D Menge) A (0 £ K C B)).
’Fallunterscheidung‘
D=0,
4: Es gilt: (K=0)V(0#£K).
’Fallunterscheidung‘

K =0,
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Beweis 216-2 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #216

{x"D: e K} C¥B.

4: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

D=
(K=0)V(0#£K).

folgt:

folgt via 215-6:

folgt:

folgt:

aus 8“{0} C EB”
folgt via 0-4:

10: Aus9“0€ B~
folgt via 212-7:

aus 10“E =07
folgt:

folgt:

5: Aus 3.1.Fall“D =0
{A°"D: e K} ={\°0: )€ K}.
6: Aus 4.2.Fall“0# K”

7: Aus 5°{A°"D: e K} ={\°0:1e K}” und
aus 6{\°W: )\ € K} = {0}”

8: Aus7“{X\°"D: ) e K} ={0}” und
aus VS gleich “{\°"D: A€ K} C EB”

9: Aus 1-5“0 € {0}” und

11: Aus 3.1.Fall“D = 0" und

12: Aus 11“D=F =0" und
aus 4.2.Fall«0 # K”

0+£K.

{0 : ) e K} = {0}.

{x"D: ) e K} = {0}.

{0} C ¥B.

0€¥"B.

(D =E =0)A (0 K).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(D=E=0)A(0#£K))V (K =0).
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Beweis 216-2 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

189

{x"D: e K} C¥B.

D Unmenge.
K =0




190

Beweis 216-2 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #216

5.2:

8.2:

10:

4: Aus 3.4.Fall“. . 0£K..”

folgt via 0-20:

: Aus 4. Qe K7
folgt via ElementAxiom: Q Menge.

Aus 3.4.Fall“...D Menge...” und

aus 4“... Qe K”
folgt via 215-2:

i Aus 5.2¢0°"D € {A°"D: A€ K}” und
aus VS gleich “{\°"D: A€ K} C £B”

folgt via 0-4:

: Aus 6“Q°"D € PB”

folgt via 212-5:

: Aus 7¢Q°"D: E — B”

folgt via 21-1(Eef):

Aus 5.1“Q Menge”
folgt via 214-3:

: Aus 8.2 und

aus 8.1
folgt:

Aus 3.4.Fall“0#D..

aus 9“D =FE7

aus 3.4.Fall“... D Menge...” und
aus 3.4.Fall“..0#K CB”

folgt:

7
* )

(0# D C E)A (D Menge) A (0 # K C B).

JN: Qe K.

QonD € {\°"D : \ € K}

Qenp € Z.
QoD : E — B.
dom (Q°"D) = E.

dom (Q2°"D) = D.

(0#£ D =FE)A(D Menge) A (0 # K C B).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

V(D Unmenge) V (K
V((0# D = E) AN (D Menge) A (0 # K C

(D=E=0)A(0#K))

B

{x"D: e K} C¥B.

)
0)
))-
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1:

Beweis 216-2 d) VS gleich

Nach VS gilt:

191

(D=E=0)A(0#K))

V(D Unmenge) V (K = 0)

’Fallunterscheidung‘

Z?)).

1.1.Fall (D =E =0)A(0# K).
2.1: Aus1.1.Fall“D=...=0...”

folgt: {A°"D:Ae K} ={\°0: e K}.
2.2: Aus1.1.Fall“...E=0..."

folgt: Ep =9B,
.1: Via 215-6 gilt: {A°0: e K} C {0}
3.2: Via 212-8 gilt: B ={0}.
4: Aus 2.14{A°"D: A e K} ={\°0: A€ K}” und

aus 3.14{X°"0: A e K} C {0}”

folgt: {X°"D: X e K} C{0}.
: Aus 4“{A\°"D: A e K} C {0}” und

aus 3.2“°B = {0}”

folgt: {x"D: X e K} C FB.
D Unmenge.
2: Aus 1.2.Fall“D Unmenge”
folgt via 215-9: {\°"D: e K} =0.
3: Via 0-18 gilt: 0CEB.
2: Aus2“{)°"D: A e K} =0" und

aus 3“0 C EB”

folgt: {x°"D: X e K} C FB.

V((0# D = E) A (D Menge) A (0 # K C B)).
)

(D=E=0)A(0#K)
V(D Unmenge) V (K
V((0# D = E) A (D Menge) A (0 # K C

0)
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Beweis 216-2 d) VS gleich ((D=E=0)A(0+#K))
V(D Unmenge) V (K
V((0# D = E) AN (D Menge) A (0 # K C

’Fallunterscheidung‘

K =0.
2: Aus1.3.Fall“K =0

folgt: {X°"D : A e K} = {)\°"D: X\ € 0}.

3: Via 215-10 gilt: {x°"D : X € 0} = 0.

4: Aus 2“{X\°"D: A e K} ={\°"D: A €0}” und
aus 3“{\°"D: A €0} =07
folgt: {N°"D: e K} =0.

5: Via 0-18 gilt: 0C £B.

6: Aus4“{)\°"D: A€ K} =0" und
aus 5“0 C £B”
folgt: {X"D:xe K} CEB.
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Beweis 216-2 d) VS gleich ((D=E=0)A(0+#K))
V(D Unmenge) V (K = 0)
V((0# D = E) A (D Menge) A (0 # K C B)).

’Fallunterscheidung‘

1.4.Fall (0#£ D =FE)A(D Menge) A (0# K C B).
a€{\"D: )¢ K}.
3.1: Aus Thema2“a € {\°"D:\e€ K}~
folgt via ElementAxiom: « Menge.

3.2: Aus Thema2“a € {\°"D: e K}~

folgt via 215-2: I (Q e K)A(a=0°"D).
4.1: Via 214-4 gilt: Q°"D Funktion.
4.2: Aus 3.2¢...QeK...”

folgt via Element Axiom: Q Menge.

4.3: Aus3.2¢...Q€e K...” und

aus 1.4.Fall“... K CB”

folgt via 0-4: Qe B.
4.4: Via 214-3 gilt: ran (2°"D) C {Q}.

5.1: Aus 3.2“...a=Q°"D” und
aus 4.1“0Q°"D Funktion”

folgt: « Funktion.
5.2: Aus 4.2“Q) Menge”

folgt via 214-3: dom (Q2°"D) = D.
5.3: Aus4.3“Q e B”

folgt via 1-8: {Q} C B.

5.4: Aus 3.2¢...a=Q°"D” und
aus 4.4%“ran (Q°"D) C {Q}”
folgt: rana C {Q}.
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Beweis 216-2 d) VS gleich ((D=E=0)A(0+#K))
V(D Unmenge) V (K = 0)
V((0# D = E) A (D Menge) A (0 # K C B)).

’Fallunterscheidung‘

(0# D = E) A (D Menge) A (0 # K C B).
ae{X"D: e K}

6.1: Aus 3.2“...a=Q°"D” und
aus 5.2“dom (2°"D) = D”
folgt: doma = D.

6.2: Aus5.4%rana C {Q}” und
aus 5.3“{Q} C B”
folgt via 0-6: rana C B.

7: Aus6.1“doma =D” und
aus 1.4.Fall“...D=FE...”
folgt: doma = E.

8: Aus 5.1“a Funktion” ,
aus 7“doma = E” und
aus 6.2“rana C B”
folgt via 21-1(Eef): a:E— B.

9: Aus 3.1“a Menge” und
aus 8“a: E — B”

folgt via 212-5: aefB.
Ergo Thema2: Va:(ae{\°"D: N € K})= (a € EB).
Konsequenz via 0-2(Eef): {d"D: e K} CEB.
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: {"D:\e K} CFEB.

O
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217.0(D, ¢).
(") A\ e D).

Ersterstellung: 20/08/12 Letzte Anderung: 26,/08/12
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217-1. Hier wird, wie sich bald herausstellt, die Funktion 217.0(D, c) , die jedem
p € D die auf {p} konstante Funktion mit Wert= ¢ zuordnet, per definitionem
in die Essays eingebracht:

217-1(Definition)
a) 217.0(D,c) = {(\,®A}): A € D}
={w:(3QU: (Qe D)A (¥ =" Q}) A (w=(Q,7)))}.

b) 217.1(D,c) = {c® A} : A € D}
={w:(3: (Qe€ D)A (w=c"Q}))}.
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217-2. Nun wird die Zugehorigkeit zu 217.0(D,c¢) und zu {¢®™\} : A € D}

debattiert:

217-2(Satz)

a) Aus “q € 217.0(D,c) " folgt “IQ: (2 € D) A (¢ = (22,c°™Q}))”.

b) Aus “p € D” folgt “(p,c®™p}) € 217.0(D,c) ”.

c) Aus “(p,r) € 217.0(D,c) " folgt “p € D”und “r = c®p}”.
(¢ =c™Q})".

d) Aus “qe€ {c®™ A} : A€ D} folgt “3Q: (Q € D) A
e) Aus “p € D7 folgt “c®{p} € {¢{\} : A€ D}”.

217-1(Def) {c®\} : X € D}.

Beweis 217-2 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “¢q € 217.0(D,c) ” und

q €217.0(D,c).

s “217.0(D,¢)
={w: (3 V: (QeD)A(V=c"Q)A(w= (1))}

folgt: qgE{w:(3UY: (Qe D)AN (V=) A (w=(2,V)))}.
2: Aus1ge{w: (FQU: (Qe D)A (¥ =c"Q}) A (w=(Q2,V)))}”

folgt: QU (Q e D)A (¥ ="} A(qg=(2,V)).
3: Aus 2¢... U =c2Q}...7

folgt via PaarAxiom I: (Q,0) = (Q, co02}).
4: Aus 2“...q=(Q,V¥)” und

aus 3“ ( = (Q,c™Q})”

folgt: q = (€, c{Q}).
5: Aus 2“3Q2...7

aus 2“...Q € D...” und

aus 4“q = (Q,c®™Q})”

folgt: I : (e D)A

(g = (€, c°MQ})).
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Beweis 217-2 b) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Es gilt:

Es gilt:

: Aus VS gleich “p e D”
folgt via Element Axiom:

: Via SingeltonAxiom gilt:

:Aus1.1“...Q=p” und

aus 1.24... 0 = c*p}”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.4“{p} Menge”

folgt via 214-5:

: Aus 1.2¢...0 = ¢*p}” und

aus 1.1“...Q=p”
folgt:

:Aus1.1“...Q=p” und

aus VS gleich “pe D”
folgt:

: Aus 2.1

folgt:

: Aus 1.3“p Menge” und

aus 2.2“c*p} Menge”
folgt via PaarAxiom I:

© Aus 1.143Q...7,

aus 1.2°3w...7 |
aus 2.4“Q e D7,

aus 2.3“U = > Q}” und
aus 3.1 (p, c®{p}) = (2, V)"

MENGENLEHRE #217

peD.
30 :Q =p.
A U = °p}.

p Menge.

{p} Menge.

(2, W) = (p,c*™p}).

c®{p} Menge.

U = Q}.

QeD.

(p,c*™p}) = (2, ).

(p, c®™{p}) Menge.

folgt: QU (e D)A (Y =c0}) A ((p,c®{p}) = (2,7)).
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Beweis 217-2 b) VS gleich peD.

5:

Aus 3.2%(p,c®{p}) Menge” und
?us 4430, 0 : (Q € D) A (¥ =c™02}) A ((p,c®™{p}) = (Q,T))”
olgt:
(p,c®p}) €{w: (AL : (L€ D)A (¥ =c"Q}) A (w=(2,7)))}.

: Aus 4“(p,c®p})

E{w: QU (QeD)A (¥ =c"YO}H) A (w=(Q,¥)))} und
aus “{w: (IQ, ¥ : (Q € DIAN(V = Q) A (w = (2,¥)))} = 217.0(D, )"
folgt: (p,c®{p}) € 217.0(D,c).

c) VS gleich (p,r) € 217.0(D,¢) .

1.1:

1.2:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “(p,r) € 217.0(D,¢) ”
folgt via ElementAxiom: (p, ) Menge.

Aus VS gleich “(p,r) € 217.0(D,¢) ”
folgt via des bereits bewiesenen a):

AQ:(Q e D) A ((p,r) = (2,c°Q})).

: Aus 1.1%(p,r) Menge” und

aus 1.2“...(p,r) = (2, c°Q})”
folgt via IGP: (p=Q) A (r =c"Q}).

Aus 2“p=Q...” und
aus 1.2“...Qe D...”

folgt: peD

Aus 2“p=Q...”7 und
aus 2“...1r = c°qQ}”

folgt: r = c®Yp}
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Beweis 217-2 d) VS gleich qe {c™A\}: X e D}

1: Aus VS gleich “¢g € {¢®A}: A€ D}” und
aus “{cA\}: A eD}={w:(3Q: (2 € D)A (w=c"Q}))}”

folgt: geE{w: (IN: (€ D) A (w=c"0})}.
2: Aus1“ge{w: (IQ: (Qe€ D) A (w=c"02}))}”

folgt: AQ: (2 € D) A (g =c"Q}).
e) VS gleich peD.
1.1: Es gilt: 30 :Q =p.
1.2: Aus VS gleich “pe D”

folgt via Element Axiom: p Menge.
1.3: Via SingeltonAxiom gilt: {p} Menge.

2.1: Aus1.1“...Q=p” und
aus VS gleich “pe D”

folgt: QeD.
2.2: Aus1.1“...Q=p”
folgt: O} = ™ p}.
2.3: Aus 1.3“{p} Menge”
folgt via 214-5: c®{p} Menge.
3: Aus 2.2
folgt: p} = Y 0Q}.

4: Aus 1.14dQ...7
aus 2.1“Q € D” und
aus 3“c®p} = 0}
folgt: Q0 (Q € D) A (°p} = °Q}).

5: Aus 2.3“c°™{p} Menge” und
aus 4“3Q : (Q € D) A (c®{p} = Q})”
folgt: pl e{w: (FIN: (e D) A (w=c"O0})}.
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Beweis 217-2 e) VS gleich peD.

6: Aus 5“c®p} € {w: (3IQ: (Q € D) A (w=c02}))}” und
aus “{w: (IQ: (2 e D) A (w=c"Q}))} = {2} : A e D}
folgt: cp} € {c®™ A} : X € D}.

]
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217-3. Hier werden Definitions- und Bild-Bereich von 217.0(D, ¢) diskutiert:

217-3(Satz)
a) dom (217.0(D,c¢)) = D.
b) ran(217.0(D,c)) = {c®™A}: X € D}.
c) “ran(217.0(D,c)) = 07 genau dann, wenn “D =0".

d) “0#ran(217.0(D,c))” genau dann, wenn “0 # D”.

217-1(Def) {c®™{\} : \ € D}.
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Beweis 217-3 a)
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2: Aus Themal.1“«a € dom (217.0(D

folgt via 7-7:

: Aus 2¢.. . (o, Q) € 217.0(D, ) ”
folgt via 217-2:

30 (o, Q) € 217.0(D, ¢) .

a € dom (217.0(D, c)).
¢))”

aeD.

Ergo Themal.1: Va

Konsequenz via 0-2(Def):

. (a € dom (217.0(D,¢))) = (a € D).

A1| “dom (217.0(D,c)) C D”

2: Aus Themal.2“a € D”

folgt via 217-2:

0 Aus 2¢(a, c®a}) € 217.0(D,c) 7
folgt via 7-5:

(a, c®™{a}) € 217.0(D, ¢) .

aecD.

a € dom (217.0(D, ¢)).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus A1 gleich “dom (217.0(D,¢)) C
aus A2 gleich “D C dom (217.0(D, ¢)
folgt via GleichheitsAxiom:

Ya :

(v € D) = (a € dom (217.0(D, ¢) )).

A2| “D Cdom (217.0(D,c))”

D7 und
) 7

dom (217.0(D,c) ) = D.
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Beweis 217-3 b)

a € ran (217.0(D,¢)).
2: Aus Themal.l“«a € ran(217.0(D,c))”
folgt via 7-7: 30 (Q,«a) € 217.0(D, ¢) .

3: Aus 2¢...(Q,a) € 217.0(D,c) ”
folgt via 217-2: (Q e D) A (o= cQ}).

4: Aus 3“Q e D...”
folgt via 217-2: Q} € {c*™ A} : A e D}.

5: Aus 3“...a=c"{Q}” und
aus 4“c®™Q} € { A} : A e D}
folgt: a € {c®™\}: X e D}

Ergo Themal. 1: Va: (o € ran (217.0(D, ¢))) = (a € {c®™{A} : A € D}).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “ran(217.0(D,c)) C {c®™A} : A € D}”
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Beweis 217-3 b) ...

o € {e{A}: A € D}
2: Aus Themal.2“a € {¢®™{\} : A e D}”
folgt via 217-2: 30 : (2 € D) A (a=c"Q}).

3.1: Aus2“...QeD...”
folgt via 217-2: (Q,c°Q}) € 217.0(D, c) .

3.2: Aus 2“...a=c"Q}”
folgt via PaarAxiom I: (Q, ) = (Q,c°Q}).

4: Aus 3.24(92,a) = (,c°™Q})” und
aus 3.1“(Q,c®™Q}) € 217.0(D,c) ”

folgt: (Q,a) € 217.0(D,¢) .
5: Aus 4“(,a) € 217.0(D,¢) ”
folgt via 7-5: a € ran (217.0(D,¢c)).
Ergo Themal.2: Va: (o€ {c®™{A}: A€ D}) = (a €ran(217.0(D, ¢))).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “{c°™A} : X e D} Cran(217.0(D,c))”

1.3: Aus A1 gleich “ran(217.0(D,c)) C {c®™ A} : A € D}” und
aus A2 gleich “{c®™ A} : A € D} Cran(217.0(D,c))”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (217.0(D,c) ) = {¢® A} : A € D}.
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Beweis 217-3 c) VS gleich ran (217.0(D,c) ) = 0.
1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: ran (217.0(D,c) ) = {c® A} : A € D}.

2: Aus 1“ran (217.0(D,c) = {c® A} : A € D}” und
aus VS gleich “ran (217.0(D,c))=0"
folgt: {™{A\} : Ae D} =0.

3: Es gilt: (D=0)V(0+#D).

’ wfFallunterscheidung ‘

3.1.Fall 0#D.
4: Aus 3.1.Fall“0# D"
folgt via 0-20: 32:QeD.
5: Aus4“...QeD”
folgt via 217-2: O} € {¢®™ A} : A € D}.
6: Aus 5“c°™Q} € {¢° A} : A e D}”
folgt via 0-20: 0 # {c°™{A} : A € D}.

7: Aus 6“0 # {¢®{A\} : A€ D}” und

aus 1“ran (217.0(D,c) ) = {c®™A}: A € D}”

folgt: 0 # ran (217.0(D, ) ).
8: Es gilt 740 # ran (217.0(D,c))” .

Es gilt VS gleich “ran (217.0(D,c)) =0".

Ex falso quodlibet folgt: D =0.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: D =0.
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Beweis 217-3 ¢) VS gleich D =0.

a € ran (217.0(D,¢)).

2: Via des bereits bewiesenen b) gilt:
ran (217.0(D,c) ) = {® A} : A € D}.

3: Aus Themal“a € ran (217.0(D,c))” und
aus 2“ran (217.0(D,c) ) = {® A} : A € D}”
folgt: a € {c®™\}: X e D}

4: Aus 3“a e {c®™A\}: Ae D}”
folgt via 217-2: 30 : (2 € D) A (a=c"Q}).

5: Aus4“...QeD...7
folgt via 0-20: 0#D.

6: Esgilt 5“0# D7 .
Es gilt VS gleich “D =0".

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ ran (217.0(D,¢c)).
Ergo Themal: Va: (a € ran(217.0(D,¢))) = (a ¢ ran (217.0(D, c))).
Konsequenz via 0-19: ran (217.0(D,c)) = 0.
d)
1: Via des bereits bewiesenen c¢) gilt: (ran (217.0(D,c)) =0) < (D = 0).
2: Aus 1
folgt: (—(ran (217.0(D,c) ) = 0)) < (=(D = 0)).
3: Aus 2
folgt: (0 #ran(217.0(D,c))) < (0 # D).

]
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217-4. Nun werden “Funktions-Eigenschaften ” von 217.0(D, ¢) diskutiert. Die
Beweis-Reihenfolge ist a) - b) -d) -e) - £) - ¢):

217-4(Satz)
a) 217.0(D,c) Funktion.
b) Aus “c Menge” folgt “217.0(D,c) injektiv”.
c) Aus “c Unmenge” folgt “217.0(D,c) = zop”.
d) 217.0(D,c) : D — {c®™\} : XA € D}.
e) Aus “c Menge” folgt “217.0(D,c) : D — {c®™{\} : X € D} bijektiv”.

) “217.0(D,c¢) (p) = c®{p}” genau dann, wenn “p € D”.

217-1(Def) {c®™A}: X € D}.
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Beweis 217-4 a)

a € 217.0(D, ¢).

2: Aus Themal.l“a € 217.0(D,¢) ” und
us “217.0(D,c) ={w: (AT : (2 € D) A (¥ = °Q})
ANw = (2, ¥)))}”
folgt: a€{w: (3T : (Qe D)A (¥ =c"Q})
ANw = (92,7)))}-

3: Aus2a e {w: (AU : (Q e D) A (¥ =c"0})
Nw = (2, ¥)))}”

209

folgt: QU (Qe D)A (¥ =c"Q}) A (a=(Q,P)).
4: Aus 3
folgt: IV a=(Q,0).
Ergo Themal.1: Va: (o € 217.0(D,c) ) = (3IQ, ¥ : a = (2, V)).

Konsequenz via 10-3: A1} “217.0(D,c) Relation”
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Beweis 217-4 a)

(a, B), (e, 7) € 217.0(D, ¢)

2.1: Aus Themal.2“(«, f3)... € 217.0(D,c)”
folgt via 217-2: B = ca}.

2.2: Aus Themal.2“...(a,7) € 217.0(D,c) ”
folgt via 217-2: v = c*Ya}.

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: B=n.
Ergo Themal.2: A2 “Va, 8,7 : ((o, B), (o, y) € 217.0(D,¢c) ) = (B =7)”

1.3: Aus A1 gleich “217.0(D,¢) Relation” und
aus A2 gleich “Vo, 8,7 : ((o, 8), (o, ) € 217.0(D,¢) ) = (B =7)”
folgt via 18-18(Def): 217.0(D, ¢) Funktion.
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Beweis 217-4 b) VS gleich

(., B), (7, B) € 217.0(D, ).
2.1: Aus Themal.2“(a, f)... € 217.0(D,¢) ”
folgt via 217-2: B = c*a}.
2.2: Aus Themal.2“...(v,[) € 217.0(D,c) ”
folgt via 217-2: B ="~}
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: Na} =~}
4: Aus Themal“(«a, ) ... € 217.0(D,c)”
folgt via Element Axiom: (e, B) Menge.
5: Aus 4“(a, ) Menge”
folgt via PaarAxiom I: a Menge.
6: Aus 5“a Menge”
folgt via 1-3: a € {a}.
7: Aus 6“a € {a}” und
aus VS gleich “c Menge”
folgt via 214-4: Na}(a) =c.
8: Aus 7“c®™a}(a) =¢” und
aus 344 Con{a/} — Con{,}/} ”
folgt: v Ha) = c.
9: Aus 8“c®™y}Ha) =¢”
folgt via 214-4: ((v € {7}) A (¢ Menge)) V (c =U).
10: Aus VS gleich “c Menge”

folgt via 0-17: c#U.
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¢ Menge.
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Beweis 217-4 b) VS gleich ¢ Menge.
(, B). (7. 8) € 217.0(D, ¢).
11: Aus 9“((av € {y}) A (¢ Menge)) V (¢ =U)” und
aus 10“c#U"
folgt: (a € {7}) A (¢ Menge).
12: Aus 11“a € {y}...”
folgt via 1-6: a=".
Ergo Themal: Va, 8,7 : ((a, B), (7, 8) € 217.0(D, ¢) ) = (o = 7).
Konsequenz via 8-1(Def): 217.0(D, c) injektiv.
d)
1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: 217.0(D, ¢) Funktion.
1.2: Via 217-3 gilt: dom (217.0(D,¢)) = D.
1.3: Via 217-3 gilt: ran (217.0(D,c) ) = {¢® A} : A € D}.

2: Aus 1.1%217.0(D,¢) Funktion” ,
aus 1.2“dom (217.0(D,¢)) = D” und
aus 1.3“ran (217.0(D,c) ) = {c®™\} : A € D}”
folgt via 21-2: 217.0(D,c) : D — {c® A} : A € D}.



MENGENLEHRE #217 213

Beweis 217-4 e) VS gleich ¢ Menge.
1.1: Via des bereits bewiesenen d) gilt:  217.0(D,¢) : D — {c®{\} : A € D}.
1.2: Via 217-3 gilt: ran (217.0(D,c) ) = {¢® A} : A € D}.

1.3: Aus VS gleich “c Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): 217.0(D, ¢) injektiv.

2: Aus 1.14217.0(D,¢) : D — {®™ A} : A€ D},
aus 1.2“ran (217.0(D,c) ) = {c®™{A} : A € D}” und
aus 1.3217.0(D, ¢) injektiv”

folgt via 22-1(Def): 217.0(D,c) : D — {c®™{ A} : A € D} bijektiv.
£) VS gleich 217.0(D, ¢) (p) = ®p}.
1: Es gilt: (x € D)V (z ¢ D).

’ wiFallunterscheidung

1.1.Fall péD.
2: Via 217-3 gilt: dom (217.0(D,c)) = D.

3: Aus1.1.Fall“p ¢ D” und
aus 2“dom (217.0(D,c) ) = D”

folgt: p ¢ dom (217.0(D, ¢) ).
4: Aus 3“p ¢ dom (217.0(D,c))”
folgt via 17-4: 217.0(D,¢) (p) = U.

5: Aus VS gleich “217.0(D,¢) (p) = ¢®™{p}” und
aus 4“217.0(D,c) (p) =U"
folgt: c®™p} =U.

6: Via 214-4 gilt: c®p} A U.

7: Esgilt 6“c°™p} AU .
Es gilt 5¢co™p} =U".
Ex falso quodlibet folgt: peD.

Ende Wﬂ?allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: p€ED.




214

Beweis 217-4 f) VS gleich

1: Aus VS gleich “pe D”
folgt via 217-2:

2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

3: Aus 24217.0(D, ¢) Funktion” und
aus 1 (p, c®{p}) € 217.0(D,c) "
folgt via 18-20:

4: Aus 3
folgt:
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peD.

(p,c®p}) € 217.0(D, ).

217.0(D, ¢) Funktion.

®p} =217.0(D,¢) (p).

217.0(D,¢) (p) = c®™{p}.
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Beweis 217-4 c) VS gleich c¢ Unmenge.

1.1: Via des bereits bewiesenen d) gilt: ~ 217.0(D,c) : D — {c®{\} : A € D}.

1.2: Via 21-13 gilt: zop : D — {0}.
a€D.

2.1: Aus Themal.3“a € D”
folgt via des bereits bewiesenen f):
217.0(D,¢) (a) = ®™a}.
2.2: Aus Themal.3“a € D”
folgt via 20-5: zop(a) = 0.
3: Aus VS gleich “c Unmenge”
folgt via 214-4: Y a} = 0.
4: Aus 2.1“217.0(D,¢) (o) = ®a}” und
aus 3“c®™a} =07
folgt: 217.0(D,¢) (a) = 0.
5: Aus 4“217.0(D,¢) (o) =07 und
aus 2.2“zop(a) =07
folgt: 217.0(D, ¢) (a) = zop(a).

Ergo Themal.3: Al| “Va: (e € D) = (217.0(D, ¢) (a) = zop(a))”

2: Aus 1.14217.0(D,¢) : D — {c®™ A} : A€ D},
aus 1.2“zop : D — {0}” und
aus Al gleich “Va : (o € D) = (217.0(D, ¢) (o) = zop(av))”
folgt via 21-12: 217.0(D,c) = zop.

]
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217-5. Hier werden die “ (Un)Mengen-Eigenschaften” von 217.0(D, ¢) diskutiert:

217-5(Satz)
a) “217.0(D,c) Menge” genau dann, wenn “D Menge”.

b) “217.0(D,c) Unmenge” genau dann, wenn “D Unmenge”.
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Beweis 217-5 a) VS gleich 217.0(D,c) Menge.
1: Via 217-3 gilt: dom (217.0(D,c)) = D.

2: Aus VS gleich “217.0(D,c¢) Menge”
folgt via dom ran Axiom: dom (217.0(D, ¢) ) Menge.

3: Aus 2“dom (217.0(D, ¢) ) Menge” und
aus 1“dom (217.0(D,c)) = D”

folgt: D Menge.
a) VS gleich D Menge.
1.1: Via 217-4 gilt: 217.0(D, ¢) Funktion.
1.2: Via 217-3 gilt: dom (217.0(D,¢c) ) = D.

2: Aus 1.2“dom (217.0(D,¢)) = D” und
aus VS gleich “D Menge”
folgt: dom (217.0(D, ¢) ) Menge.

3: Aus 1.1%217.0(D,¢) Funktion” und
aus 2“dom (217.0(D, ¢) ) Menge”
folgt via 26-3: 217.0(D,c) Menge.

b)

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:  (217.0(D,c) Menge) < (D Menge).

2: Aus 1

folgt: (=(217.0(D, ¢) Menge)) < (—=(D Menge)).
3: Aus 2

folgt: (217.0(D, ¢) Unmenge) < (D Unmenge).

[]
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217-6. Falls ¢ eine Menge ist, so ist {¢® A} : A € D} genau dann eine Menge,
wenn D eine Menge ist:

217-6(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) ¢ Menge.
...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

1) {®A}: A € D} Menge.

ii) D Menge.
217-1(Def) {c°™{ A} : A € D}.
Beweis 217-6 VS gleich {c°™\} : A € D} Menge.

1: Aus —) “c Menge”
folgt via 217-4: 217.0(D,c) : D — {c®™{ A} : A € D} bijektiv.

2: Aus 14217.0(D,c) : D — {c®{A} : A € D} bijektiv” und
aus VS gleich “{c®™ A} : A € D} Menge”

folgt via 26-7: D Menge.

VS gleich D Menge.
1: Aus —) “c Menge”

folgt via 217-4: 217.0(D,c) : D — {®™ A} : A € D} bijektiv.

2: Aus 14217.0(D,¢) : D — {c®™{\} : A € D} bijektiv” und
aus VS gleich “D Menge”
folgt via 26-7: {c®™ A} : A € D} Menge.

]
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217-7. Falls ¢ eine Menge ist, so ist {¢°®™{\} : A € D} genau dann eine Unmenge,
wenn D eine Unmenge ist:

217-7(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..
—) ¢ Menge.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:
1) {c®™\} : A € D} Unmenge.

ii) D Unmenge.

217-1(Def) {c®{\} : \ € D}.

Beweis 217-7 VS gleich {c®™{A} : A € D} Unmenge.

1: Aus —) “c Menge”
folgt via 217-4: 217.0(D,c) : D — {c®™{ A} : A € D} bijektiv.

2: Aus 14217.0(D,¢) : D — {c®{A} : A € D} bijektiv” und
aus VS gleich “{c®™ A} : A € D} Unmenge”
folgt via 26-8: D Unmenge.

VS gleich D Unmenge.

1: Aus —) “c Menge”
folgt via 217-4: 217.0(D,c) : D — {®™ A} : A € D} bijektiv.

2: Aus 14217.0(D,¢) : D — {c®™{\} : A € D} bijektiv” und
aus VS gleich “D Unmenge”
folgt via 26-8: {c°™ A} : A € D} Unmenge.

]
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217-8. Hier wird die “Mengen-Eigenschaft” von ({c®A} : A € D} in groBerer
Detailiertheit als in 217-6,7 in den dort unberiicksichtigten Féllen diskutiert. Die
Beweis-Reihenfolge ist a) - b) - d) - ¢):

217-8(Satz)

a) Aus “c Unmenge”

folgt “{c®™A} : A€ D} C {0} und “{c®™A}: X € D} Menge”.
b) Aus “c Unmenge”und “0 # D7 folgt “{c°®™ A} : A€ D} = {0}”.
c) Aus “D =07 folgt “{c®™A\}: A€ D}=0".
d) {c®™A}:Ae0}=0.

217-1(Def) {c®\} : A € D}. {¢®{A} : A € 0}.

Beweis 217-8 a) VS gleich c¢ Unmenge.
1: Aus VS gleich “c Unmenge”

folgt via 217-4: 217.0(D,c) = zop.

2.1: Via 217-3 gilt: ran (217.0(D,c) ) = {® A} : A € D}.

2.2: Via 20-5 gilt: ran (zop) C {0}.

2.3: Aus 1“217.0(D,c) = zop”
folgt: ran (217.0(D, c) ) = ran (zop).

3.1: Aus 2.1%ran (217.0(D,c)) = {c®™A} : A € D}” und
aus 2.3“ran (217.0(D,c) ) = ran(zop)”
folgt: {c°™ A} : A€ D} =ran(zop).

3.2: Via SingeltonAxiom gilt: {0} Menge.

4: Aus 3.1“{c®™A}: A€ D} =ran(zop)” und
aus 2.2“ran (zop) C {0}”

folgt: {c°{A\} : A e D} C {0}
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Beweis 217-8 a) VS gleich

5: Aus 4“{c®™ A} : A€ D} C{0}” und

aus 3.2“{0} Menge”

folgt via TeilMengenAxiom:

b) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “c Unmenge. .. "

folgt via des bereits bewiesenen a) :

Aus VS gleich “...0# D”
folgt via 0-20:

: Aus1.2%...Qe D”

folgt via 217-2:

0 Aus 24¢°™Q} € {¢®™ A} : A e D}

folgt via 0-20:

: Aus 3“0 # {®™A\} : A€ D} und

aus 1.1“{c® A} : A € D} C {0}”
folgt via 174-1:

221

c¢ Unmenge.

{c®™ A} : A € D} Menge

(¢ Unmenge) A (0 # D).

{c°"[\} : A € D} C {0}.

d2:QeD.

Q) € {®™ A} : A € D}.

0#{cA}: e D}.

{c°™ A} : X e D} = {0}.
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Beweis 217-8 d)

a € {c™™{A}: A € 0},
2: Aus Themal“a € {¢®A}: A €0}
folgt via 217-2: 30 (Q € 0) A (a = c®{Q}).

3: Esgilt 2¢...2€0...7.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ {c®™ A} A e 0}
Ergo Themal: Va: (o e {c®™A}: A€ 0}) = (a ¢ {2} : A€ 0}).
Konsequenz via 0-19: {c*{ A} : X €0} =0.
c) VS gleich D =0.
1: Aus VS gleich “D =07
folgt: {c®™A} : A e D} = {c° A} : A € 0}.
2: Via des bereits bewiesenen d) gilt: {c™{A}: A e 0} =0.

3: Aus 1{c®™{ A} : A e D} ={c®™ A} : A€ 0}” und
aus 2“{c®™A} : A€ 0} =07
folgt: {c™A}: e D} =0.

]
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217-9. Anders als im allgemeinen Fall mit D an Stelle von {p} ist ¢®{p} stets
eine Menge. Dies stellt sich als konsistent mit dem SingeltonAxiom heraus:

217-9(Satz)
a) ®{p} Menge.
b) ¢™p} ={(p, o)}

Beweis 217-9 a)
1: Via SingeltonAxiom gilt: {p} Menge.

2: Aus 1“{p} Menge”
folgt via 214-5: c®p} Menge.
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Beweis 217-9 b)

Themal.1 a € ®p}.
2.1: Aus Themal.1“«a € c®{p}”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.1l“«a € c®p}”
folgt via 214-2: 30 (Q € {p}) A (a=(Q,¢)).

3: Aus 2.2¢...Q e {p}...”7
folgt via 1-6: Q=p.

4: Aus 3“Q =p”
folgt via PaarAxiom I: (Q,¢) = (p,c).

5: Aus 2.2 ..a=(2,¢)” und
aus 4“(Q,¢) = (p,c)”
folgt: a=(p,c).

6: Aus 5“a = (p,c¢)” und
aus 2.1“a Menge”
folgt via 1-6: ae{(po)}.

Ergo Themal. 1: Va: (a € c®{p}) = (e € {(p,0)}).

Konsequenz via 0-2(Def): A1 “c®™p} CH{(p,0)}”
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Beweis 217-9 b) ...

225

2: Aus Themal.2“«a € {(p,c)}”
folgt via 1-6:

3: Aus 2“...(p,c) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

4: Aus 3“p Menge...”
folgt via 1-3:

5: Aus 4“p € {p}” und
aus 3“...c Menge”
folgt via 214-2:

6: Aus 2“a = (p,¢)...” und
aus 5“(p, c) € c®{p}”

folgt:

(= (p,c)) A ((p, ¢) Menge).

(p Menge) A (¢ Menge).

a € {(p,o)}.

p € {p}.

(p,c) € c*{p}.

a € c®{p}.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus A1 gleich “c®{p} C {(p,c)}” und
aus A2 gleich “{(p,c)} C *p}”
folgt via Gleichheits Axiom:

Va: (ae{(p,c)}) = (e c™p}).

A2 “{(p, o)} S Xp}”

cp} = {(p,)}.
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Element-Eigenschaft von ¢®{p} in func, ’p, 2R ER.
TeilKlassen-Eigenschaft von {¢® A} : A € E} in func, ?B, E 2?B,EB.

Ersterstellung: 23/08/12 Letzte Anderung: 26,/08/12
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218-1. Hier wird die Element-Eigenschaft von ¢®{p} in func, B, E2TR Fp dis-
kutiert:

218-1(Satz)
a) ®p} € func.

b) “c®p} € [9:% genau dann, wenn
“c Unmenge” oder “p Unmenge” oder “(c € B) A (p Menge)” .

&) “c°{p} € E2T B genau dann, wenn
“c Unmenge” oder “p Unmenge” oder “(c € B) A\ (p€ E)”.

E) “c®p} € PB” genau dann, wenn “(c Unmenge) A (E =0)”
oder “(p Unmenge) A\ (E' =0)"
oder “(c € B) A (p Menge) A\ (E = {p})”.

Beweis 218-1 a)
1.1: Via 217-9 gilt: c®{p} Menge.
1.2: Via 214-4 gilt: c®{p} Funktion.

2: Aus 1.1“¢°{p} Menge” und
aus 1.2“c°p} Funktion”
folgt via 212-2: c®p} € func.
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Beweis 218-1 b) VS gleich p} € ’B.

1: Aus VS gleich “c*™{p} € ’p»
folgt via 216-1:
(p Unmenge) V ({p} = 0) V ((c € B) A (0 # {p} Menge)).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall ¢ Unmenge.
1.2.Fall {p}=0.
Aus 1.2.Fall“{p} =0"
folgt via 1-4: p Unmenge.
1.3.Fall (c € B) A (0 # {p} Menge).
2: Aus 1.3.Fall“...0# {p}”
folgt via 1-3: p Menge.
3: Aus 1.3.Fall“ce B...”und
aus 2“p Menge”
folgt: (c € B) A (p Menge).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

(¢ Unmenge) V (p Unmenge) V ((¢c € B) A (p Menge)).
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VS gleich

Beweis 218-1 b)
(

1:
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¢ Unmenge) V (p Unmenge) V ((c € B) A (p Menge)).

Nach VS gilt: (¢ Unmenge) V (p Unmenge) V ((¢ € B) A (p Menge)).

’Fallunterscheidung‘

Aus 1.1.Fall“c Unmenge”
folgt via 216-1:

¢ Unmenge.

c™p} € ’B.

2: Aus 1.2.Fall“p Unmenge”
folgt via 1-4:

3: Aus 2“{p} =07
folgt via 216-1:

p Unmenge.

{p} =0.

c®{p} € ’B.

2.1: Aus 1.3.Fall“...p Menge”
folgt via 1-3:

2.2: Via SingeltonAxiom gilt:
3: Aus 2.1 und

aus 2.2
folgt:

4: Aus1.3.Fall“ce B...” und
aus 3“0 # {p} Menge”
folgt via 216-1:

(c € B) A (p Menge).

0# {p}.
{p} Menge.

0 # {p} Menge.

c°™p} € ’B.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

{p} e ’B.
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Beweis 218-1 c) VS gleich cenpy € F27p,

1: Aus VS gleich “c°{p} € ¥ 27p»
folgt via 216-1:
(¢ Unmenge) V ({p} = 0) v ((c € B) A ({p} Menge) A (0 7 {p} C E)).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall ¢ Unmenge.
1.2.Fall {p}=0.
Aus 1.2.Fall“{p} =0"
folgt via 1-4: p Unmenge.
1.3.Fall (c e B) A ({p} Menge) A (0 # {p} C E).
2: Aus 1.3.Fall“...0+# {p} C E”
folgt via 174-1: pe k.
3: Aus 1.3.Fall“ce B...”und
aus 2“pe E”
folgt: (ce BYA(p€e E).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

(¢ Unmenge) V (p Unmenge) V ((c € B) A (p € E)).
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Beweis 218-1 c¢)

VS gleich (¢ Unmenge) V (p Unmenge) V ((c € B) A (p € E)).
1: Nach VS gilt: (¢ Unmenge) V (p Unmenge) V ((c € B) A (p € E)).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall ¢ Unmenge.
Aus 1.1.Fall“c Unmenge”
folgt via 216-1: ™p} e £27B.
1.2.Fall p Unmenge.
2: Aus 1.2.Fall“p Unmenge”
folgt via 1-4: {p} =0.
3: Aus 2“{p} =07
folgt via 216-1: cp} el 27,
1.3.Fall (ce BYyA(p€ E).
2.1: Aus 1.3.Fall“...pe E”
folgt via 174-1: 0+#{p} CE.
2.2: Via SingeltonAxiom gilt: {p} Menge.
3: Aus 1.3.Fall“ce B”,
aus 2.2“{p} Menge” und
aus 2.140 # {p} C E”
folgt via 216-1: ™p} € £27B.

Ende Fallunterscheidung|In allen Féllen gilt: Yp} et =Iy:}
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Beweis 218-1 E) VS gleich

1: Aus VS gleich “c°{p} € EB”
folgt via 216-1:

’Fallunterscheidung‘
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™{p} € B.

({p} = E =0) V ((c Unmenge) A (E = 0))
V((c € B) A ({p} Menge) A (0 # {p} = E)).

2: Aus 1.1.Fall“{p}=...
folgt via 1-4:

: Aus 2“p Unmenge” und
aus 1.1.Fall“...E=0"
folgt:

{p} =E=0.
— 077
p Unmenge.

(p Unmenge) A (E = 0).

(¢ Unmenge) A (E = 0).

2.1:
folgt:

2.2:
folgt via 1-3:

: Aus 1.3.Fall“...ce B”
aus 2.2“p Menge” und
aus 2.14“F = {p}”
folgt:

Aus 1.3.Fall®.. {p} = E”

Aus 1.3.Fall“...0# {p}..”7

(c € B) A ({p} Menge) A (0 # {p} = E).
E={p}.

p Menge.

b

(ce B)A(E ={p}) A (p Menge).

Ende Fallunterscheidung ‘ In

allen Fallen gilt: ((c Unmenge) A (E = 0))
V((p Unmenge) A (E =0))

V((c € B) A (p Menge) A (E = {p})).
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Beweis 218-1 E) VS gleich ((c Unmenge) A (E = 0))
V((p Unmenge) A (F = 0))
V((c € B) A (p Menge) A (E' = {p})).
Nach VS gilt: ((¢c Unmenge) A (E = 0))
V((p Unmenge) A (E = 0))
V((c € B) A (p Menge) A (E = {p})).
’Fallunterscheidung‘
(¢ Unmenge) A (E = 0).
Aus 1.1.Fall*“(c Unmenge) A (E = 0)”
folgt via 216-1: c°p} € FB.
(p Unmenge) A (E = 0).
2: Aus 1.2.Fall“p Unmenge...”
folgt via 1-4: {p} =0.
3: Aus 2“{p} =0” und
aus 1.2.Fall“...E =07
folgt: {p} =E=0.
4: Aus3“{p} =E=0"
folgt via 216-1: ™p} € "B.
(c € B) A (p Menge) A (E = {p}).
2.1: Aus 1.3.Fall“...E={p}”
folgt: {p} =E.
2.2: Aus 1.3.Fall“...p Menge...”
folgt via 1-3: 0 # {p}.
2.3: Via SingeltonAxiom gilt: {p} Menge.
3: Aus 2.2“0# {p}” und
aus 2.14{p} =E7
folgt: 0#£{p}=F
4: Aus 1.3.Fall“ce B...”,
aus 3“0 # {p} = E” und
aus 2.3“{p} Menge”
folgt via 216-1: °{p} € ¥B.
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: cYp} € EB.

]
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218-2. Nun wird untersucht, unter welchen Bedingungen {c®{\} : A € D} eine
TeilKlasse von func, ’B JE 7 B ist. Die etwas aufwandiger zu bearbeitende Frage,
unter welchen Bedingungen {c®®{A} : A\ € D} eine TeilKlasse von ¥ B ist, wird in

218-3 behandelt:

218-2(Satz)
a) {c®™A}: X e D} C func.

b) A} :Ne D} C ’p» genau dann, wenn
“c Unmenge” oder “D = 0" oder “(c € B)A(0# D)”.

c) ™A} : e D} C E2Tpy genau dann, wenn
“c Unmenge” oder “D = 0"oder “(c€ B)A(0# D C E)”.

217-1(Def) {c®{\} : \ € D}.

Beweis 218-2 a)

o € {e{A}: A€ D}
2: Aus Themal“a € {¢°A}: A€ D}”

folgt via 217-2: 3Q: (2 € D) A (a=c"Q}).

3: Via 218-1 gilt: 1} € func.

4: Aus 2“. . .a=c"Q}” und
aus 3“2} € func”
folgt: a € func.

Ergo Themal: Va: (o € {c®™ A} : A€ D}) = (« € func).
Konsequenz via 0-2(Def): {c®™{\} : A € D} C func.
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Beweis 218-2 b) VS gleich
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{e{\}: xe D} C'B.

1: Es gilt: (¢ Unmenge) V (D = 0) V ((c Menge) A (0 # D)).
’Fallunterscheidung‘
¢ Unmenge.
D=0
(c Menge) A (0 # D).

2: Aus 1.2.Fall“...0# D”
folgt via 0-20:

3: Aus2“...Qe D”
folgt via 217-2:

folgt via 0-4:

5: Aus 4“c°™Q} € ’p»
folgt via 218-1:

aus 1.3.Fall“c Menge...”

7: Aus2“...Qe D”
folgt via ElementAxiom:

aus 7€) Menge”
folgt:

9: Aus8“ce B...” und
aus 1.3.Fall«...0# D”
folgt:

4: Aus 3“c°™Q} e {™A}: A e D}’ u
aus VS gleich “{c®™A}: A€ D} C g~

nd

(c Unmenge) V (Q Unmenge) V ((c € B) A (Q Menge)).
6: Aus 5“(c Unmenge) V (2 Unmenge) V ((¢ € B) A (2 Menge))” und

folgt: (€ Unmenge) V ((c € B) A (€2 Menge)).

8: Aus 6“(Q2 Unmenge) V ((c € B) A (€ Menge))” und

IN:QeD.

0} € {c°™A} : A e D}

Q) e B

Q Menge.

(c € B) A (2 Menge).

(ce B)A(0# D).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

(¢ Unmenge) V (D =0) V ((c € B) A (0 # D)).
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Beweis 218-2 b) VS gleich (¢ Unmenge) V (D =0)V ((c € B) A (0 # D)).

1: Nach VS gilt: (¢ Unmenge) V (D =0)V ((c€ B) A (0 # D)).
Fallunterscheidung‘
¢ Unmenge.
2: Aus 1.1.Fall“c Unmenge”
folgt via 217-8: {c®™{A}: A e D} C {0}.
3: Via 212-7 gilt: 0e’B.
4: Aus3“0€’B” ”
folgt via 1-8: {0} C °B.

5: Aus 2“{c°®{A}: A€ D} C {0}” und
aus 4“{0} C g~

folgt via 0-6: {¢°{A\}: Ae D} C 'B.

1.2 .Fall D =0.
2: Aus 1.2.Fall“D =0

folgt via 217-8: {c®™A}: A e D} =0.

3: Via 0-18 gilt: 0c’B.

4: Aus 2“{c®™A}: A€ D} =0” und
aus 3“O§?B” ”
folgt: {{A\}: A e D} C °B.
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Beweis 218-2 b)

VS gleich (¢ Unmenge) V (D =0)V ((c € B) A (0 # D)).
’Fallunterscheidung‘
1.3.Fall (c€ B)A (0 # D).
a € {e{A}: A e D}
3: Aus Thema2“a € {¢®™{A}: A€ D}”
folgt via 217-2: 3Q: (2 € D)A (= c®™Q}).
4.1: Aus3“...QeD...”
folgt via Element Axiom: Q2 Menge.
4.2: Via SingeltonAxiom gilt: {2} Menge.

5: Aus 4.1“Q Menge”

folgt via 1-3: 0 # {Q}.
6: Aus 1.3.Fall“ce B...”,

aus 4.2“{Q} Menge” und

aus 5“0 #£ {Q}”

folgt via 216-1: Q) e ’B.
7: Aus 3“...a=c"Q}” und

aus 6“c®™Q} € 9:%

folgt: o€ *B.
Ergo Thema?2: Va: (a € {c®™A}: A e D}) = (a € ?B).
Konsequenz via 0-2(Def): {™A}: Ae D} C ’B.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Féllen gilt: {cA}: Ae D} C ’B.
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Beweis 218-2 ¢) VS gleich {c*{A\}: A e D} C EQ?B'

Es gilt: (¢ Unmenge) V (D = 0) V ((c Menge) A (0 # D)).

’Fallunterscheidung‘

¢ Unmenge.

D=0.

(c Menge) A (0 # D).
Thema2.1 aeD.

3: Aus Thema2.1“a € D”

folgt via 217-2: c®™a} e {c°A\} : A e D}.
4: Aus 3“c®™a} € {c®™{A}: A € D}” und

aus VS gleich “{c°\}:Ae D} CF 27p»

folgt via 0-4: ca} e ¥ 27pB.

5: Aus 4“c®a} e B 27
folgt via 218-1:
(¢ Unmenge) V (o Unmenge) V ((c € B) A (a € E)).

6: Aus Thema2.1“a € D”
folgt via ElementAxiom: a Menge.

7: Aus 6“a Menge” und
aus 5% (¢ Unmenge) V (o Unmenge)
V((ce BYA (a € E))”
folgt: (¢ Unmenge) V ((c € B) A (a € E)).
8: Aus 1.3.Fall“c Menge...” und
aus 7% (c Unmenge) V ((c € B) A (a € E))”

folgt: (ce ByA(a € E).
9: Aus 8
folgt: ac k.
Ergo Thema?2.1: Va: (o € D)= (o € E).

Konsequenz via 0-2(Def): A “DCE”
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Beweis 218-2 c) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

1.3.Fall (c Menge) A (0 # D).
2.2: Aus 1.2.Fall®...0+# D’
folgt via 0-20: 30:QeD.
3: Aus2“...QeD”
folgt via 217-2: ™} € {®™ A} : X € D}.
4: Aus 3“c°™Q} € {¢°™A}: A€ D}” und
aus VS gleich “{c®*{A\}: A e D} C 2B~
folgt via 0-4: M0} e ® 2?p.
5: Aus 4“c°Q} e B 27
folgt via 218-1:
(¢ Unmenge) V (€ Unmenge) V ((c € B) A (2 € E)).
6: Aus Thema2.1“Q € D”
folgt via ElementAxiom: Q Menge.
7: Aus 6“Q Menge” und
aus 5“ (¢ Unmenge) V (2 Unmenge) V ((c € B) A (2 € E))”
folgt: (¢ Unmenge) V ((c€ B)A (2 € E)).
8: Aus 1.3.Fall“c Menge...” und
aus 7% (c Unmenge) V ((c€ B) A (2 € E))”
folgt: (ce B)AN(QL € E).
9: Aus 1.3.Fall“...0# D” und
aus Al gleich “D C E”
folgt: 0#DCE.
10: Aus 8“ce B...” und
aus 9“0# D C E”
folgt: (ce B)AN(0# D CE).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:
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(™A} : Ae D} CE27B.

(¢ Unmenge) V (D =0)V ((ce B)A(0# D C E)).
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Beweis 218-2 ¢)

VS gleich (¢ Unmenge) V(D =0)V ((ce B)A(0# D C E)).

1: Nach VS gilt: (¢ Unmenge) V(D =0)V ((ce B)A(0# D C E)).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall ¢ Unmenge.
2: Aus 1.1.Fall“c Unmenge”
folgt via 217-8: {c°™{A} : A € D} C {0}.
3: Via 212-7 gilt: 0eE27pB.
4: Aus3“0ecE27p” ”
folgt via 1-8: {0} CEF=2"B.

5: Aus 2“{c°®™A}: A€ D} C {0}” und
aus 444{0} C E Q?Bw

folgt via 0-6: {e°n{A\}:AeD}CE 27,

1.2.Fall D =0.
2: Aus 1.2.Fall“D =("

folgt via 217-8: {c°™{ A} : A e D} =0.

3: Via 0-18 gilt: 0CcE27p.

4: Aus 2“{c®™A}: A€ D} =0” und
aus3“0§E2?B” )
folgt: {e°{A\}: A e D} CF2B.
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Beweis 218-2 ¢)

VS gleich (¢ Unmenge) V(D =0)V ((ce B)A(0# D C E)).
’Fallunterscheidung‘
(c€B)A(0#DC E).
a € {c™\}: \e D}.
3: Aus Thema2“a € {¢®™{A}: A€ D}”
folgt via 217-2: 3Q: (2 € D)A (= c®™Q}).

4.1: Aus3“...Q€ D...” und
aus 1.3.Fall“...D C E”

folgt via 0-4: Qek.

4.2: Via SingeltonAxiom gilt: {2} Menge.
5: Aus4.1“Q e E”

folgt via 174-1: 0#£{Q} CE.

6: Aus5“0#{Q} CE”,
aus 4.2“{Q} Menge” und
aus 1.3.Fall“ce B...”
folgt via 216-1: O} e £27p,

7: Aus 3“...a=c"Q}” und
aus 6“c°MQ} e F 27>

folgt: ack2p
Ergo Thema2: Va:(ae{c®™A}: eD}) = (aecf 2?B),
Konsequenz via 0-2(Def): {c*™{A\}: AeD}CE =yy:3
3 ?
Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: {e{A\}: N e D} CF=2"B.

]
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218-3. Hier wird Notwendiges und Hinreichendes fiir {c®{\} : A € D} C B
prasentiert:

218-3(Satz)

a) Aus “{c®™\}: A€ D} CEB” folgt
“(¢c Unmenge) A (E =0)"oder “D =0"
oder “(c € B) A (IQ: (Q Menge) N (D =E ={Q}))”.

b) Aus “c Unmenge”und “E =07 folgt “{c°™{A\} : A€ D} C PB”.
c) Aus “c Unmenge” folgt “{c°™\} : A€ D} C"B”.

D) Aus “D =07 folgt “{c®\}: \e D} CEB".

e) {¢°{A}: N €0} CEB.

£) Aus “c € B”und “D = E = {p}” folgt “{c®™\}: A€ D} C B”.
g) Aus “c € B” folgt “{c®A\}: X € {p}} C "B,

217-1(Def) {c®™A}: A € D}. {c°™{A} : A€ 0}. {c®™{ A} : A e {p}}.
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Beweis 218-3 a) VS gleich {c®™\}: Ne D} CEB.
1: Via 212-6 gilt: EpcF27p,

2: aus VS gleich “{c®\}: A€ D} CEB” und
aus 1::EB g EQ?Bw

folgt via 0-6: {>{\}: Ae D} C E27B.
3: Aus 2“{c®™{ A} : A e D} C 52T
folgt via 218-2: (¢ Unmenge) V(D =0)V ((ce B)A(0# D C E)).
Fallunterscheidung‘
¢ Unmenge.
4: Es gilt: (D=0)V(0#D,).

’Fallunterscheidung‘

D =0.
0+#D.

5: Aus 3.1.Fall“c Unmenge” und

aus 4.2.Fall“0 # D”

folgt via 217-8: {2} : A € D} = {0}.
6: Aus 5“{c°®{A}: A€ D} ={0}” und

aus VS gleich “{c®™{A\} : A e D} C B~

folgt: {0} C ¥B.
7: Aus 1-5%0 € {0}” und

aus 6“{0} C EB”

folgt via 0-4: 0€®B.
8: Aus7“0€¥B”

folgt via 212-7: E=0.
9: Aus 3.1.Fall“c Unmenge” und

aus 8“EF =07

folgt: (¢ Unmenge) A (E = 0).

Ende Fallunterscheidung|Tn beiDen Fillen gilt:

((¢c Unmenge) A (E=0)) V(D =0).
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Beweis 218-3 a) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #218

{c°{A\}: AN e D} C FB.

5.2:

5.3:

10:

11:

12:

4:

Aus 3.3.Fall“...0#D..”
folgt via 0-20:

: Aus 4“...Qe D”

folgt via Element Axiom:

Aus 4“...Qe D”
folgt via 1-8:

Aus 44...Qe D”
folgt via 217-2:

: Aus 5.34c°™Q} € {¢®™ A} : A€ D}” und
aus VS gleich “{c®™{A\}: A€ D} C ¥B”

folgt via 0-4:

: Aus 6“c°MQ} € EB”

folgt via 212-5:

i Aus 74“c°™Q}: E— B”

folgt via 21-1(Def):

: Via 214-3 gilt:

Aus 8“dom (¢°™{Q2}) = E” und
aus 9“dom (c°™Q}) C {Q}”
folgt:

Aus 3.3.Fall“...D C E” und
aus 10“E C {Q}”
folgt via 0-6:

Aus 114D C{Q}” und
aus 5.2“{Q} C D”
folgt via Gleichheits Axiom:

(ce BYA(0# D CE).
IN:QeD.

Q Menge.

{Q} CD.

c™Q} € {¢®™ A} : A e D}.

MO} € FB.
MO} E - B.

dom (¢°™Q}) = E.
dom (c>"(2}) € {92}

E C{Q}.

D C {Q}.

D = {Q}.
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Beweis 218-3 a) VS gleich {c®™\}: Ne D} CEB.

’Fallunterscheidung‘

(c€ B)A(0# D CE).

13: Aus 12“D = {Q}” und
aus 3.3.Fall“...D C B”
folgt: {Q}CE.

14: Aus 10“E C {Q}” und
aus 13“{Q} C E”
folgt via GleichheitsAxiom: E ={Q}.

15: Aus 12D ={Q}” und
aus 14“E = {Q}”
folgt: D=FE={Q}.

16: Aus 4“3dQ...7,

aus 5.1“Q Menge” und

aus 15“D = E = {Q}”

folgt: 30 : (2 Menge) A (D = E = {Q}).
17: Aus 3.3.Fall“ce B...” und

aus 16“3Q : (Q Menge) A (D = E ={Q})”

folgt: (ce BYA(3Q: (2 Menge) A (D =E ={Q})).

Ende Fallunterscheidung‘
In allen Féllen gilt: ((¢c Unmenge) A (E =0)) V (D =0)
V((ce B) A (IQ: (2 Menge) A (D = E ={Q})).
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Beweis 218-3 b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “c Unmenge...”

folgt via 217-8:

1.2: Aus VS gleich “...E=0"
folgt via 212-7:

2: Aus 1.2“0€ £B”
folgt via 1-8:

3: Aus 1.1{c®{\} : A € D} C {0}” und

aus 2“{0} C *B”
folgt via 0-6:
c) VS gleich

Aus VS gleich “c Unmenge” und
aus “0=10"
folgt via Des bereits bewiesenen b):

D) VS gleich

1: Aus VS gleich “D =0”
folgt via 217-8:

2: Via 0-18 gilt:

3: Aus 1“{c®™{A}: A€ D} =0" und

aus 2“0 C B~
folgt:
e)

Aus “0=0"
folgt via Des bereits bewiesenen D):

MENGENLEHRE #218
(¢ Unmenge) A (E = 0).
{eoA} - A e D} € {0}

0e”B.

{0} C B,

{c°A\} : AN e D} C FB.

¢ Unmenge.

{c°"[\}: A € D} C9B.
D =0.

{c™{\}: A € D} = 0.
0C¥FB.

{c°"\}: \ € D} C ¥B.

{c°™[A}: A € 0} C PB.
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Beweis 218-3 £) VS gleich (ce BN (D = E = {p}).
o € {c*{A}: A€ D}
2: Aus Themal“a € {¢®™{A}: A e D}”
folgt via 217-2: AQ: (2 € D) A (a=c"Q}).

3.1: Aus VS gleich “ce B...”
folgt via Element Axiom: ¢ Menge.

3.2: Aus VS gleich “ce B...”

folgt via 1-8: {c} C B.
3.3: Via 214-4 gilt: ™ Q} Funktion.
3.4: Via 214-3 gilt: ran (c°Q}) C {c}.
3.5: Via 217-9 gilt: ™} Menge.
3.6: Aus2“...Qe D...” und

aus VS gleich “...D =...={p}”

folgt: Qe {p}.

4.1: Aus 3.1“c Menge”
folgt via 214-3: dom (¢°Q}) = {Q}.

4.2: Aus 3.4“ran (c®2}) C {c}” und
aus 3.2“{c} C B”
folgt via 0-6: ran (c°Q}) C B.

4.3: Aus 3.6“0 € {p}”
folgt via 1-6: Q=np.

5: Aus 4.1“dom (¢°Q}) = {Q}” und
aus 4.3“Q =p”
folgt: dom (¢°™Q}) = {p}.
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Beweis 218-3 £) VS gleich (ce BYA (D = E = {p}).
a € {c™A}: A€ D}

6: Aus 3.3“c°™{Q2} Funktion” ,
aus 5“dom (¢®Q}) = {p}” und
aus 4.2“ran (c°™{Q}) C B”
folgt via 21-1(Def): Q) {p} = B.

7: Aus 3.5“c°Q} Menge” und
aus 5“c°Q} : {p} - B”
folgt via 212-5: O} € P B.

8: Aus 2“...a=c"0Q}” und
aus 7“c°yQ} € B
folgt: ac B,

9: Aus 8“a € P'B” und
aus VS gleich “... E = {p}”

folgt: a€PB.
Ergo Themal: Va: (a € {°™A}: A€ D}) = (e« € PB).
Konsequenz via 0-2(Def): {e°™{\}: X e D} C FB.
g) VS gleich ceB.

Aus VS gleich “c € B” und

aus “{p} = {p} = {p}”

folgt via Des bereits bewiesenen f): {e*M A} : X e {p}} C VB
[
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(Un)Mengen-Eigenschaft von func, ’p,p2Tp PR

Ersterstellung: 20/08/12 Letzte Anderung: 15/06/13
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219-1. Hier werden die (Un)Mengen Eigenschaften von func, ’B,P2"B PR dis-
kutiert. Die Beweis-Reihenfolge ist £) - g) -d) -e) -b) - c) - a):

219-1(Satz)
a) func Unmenge.
b) «Tp Menge” genau dann, wenn “B =07.
c) «'p Unmenge” genau dann, wenn “0 # B”.

d) “P =Xy Menge” genau dann, wenn
“D =0"oder “(D Unmenge) A\ (B =0)"
oder “(0 # D Menge) N\ (B Menge)”.

e) “P >'p Unmenge” genau dann, wenn
“(D Unmenge) A\ (0 # B)” oder “(0 # D) A (B Unmenge)” .

£) “PB Menge” genau dann, wenn “D = 0" oder “D Unmenge”
oder “(0 # D Menge) A (B Menge)”.

g) “PB Unmenge”
genau dann, wenn “0# D Menge” und “B Unmenge” .
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Beweis 219-1

215-1(Def) {\°"D : A € B}.
217-1(Def) {Q°%\} : A € D}. {Q°"{\} : A € U}

) VS gleich DB Menge.
1: Es gilt: (D =0) V(D Unmenge) V (0 # D Menge).

’Fallunterscheidung‘

D =0.

D Unmenge.

0 # D Menge.

2: Es gilt: (B Menge) V (B Unmenge).

Fallunterscheidung‘

B Menge.

Aus 1.3.Fall“0 # D Menge” und
aus 2.1.Fall“ B Menge”
folgt: (0 # D Menge) A (B Menge).
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Beweis 219-1 f) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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DB Menge.

’Fallunterscheidung‘

0 # D Menge.

3.1:

3.2:

B Unmenge.

Aus 2.2.Fall“ B Unmenge”

folgt via 0-17: 0# B.

Aus 1.3.Fall“0 # D Menge” und
aus 2.2.Fall“ B Unmenge”

folgt via 215-8: {A°"D : X\ € B} Unmenge.
: Aus 1.3.Fall“0# D...” und

aus “D =D”

folgt: 0#D=D.

: Aus 3.1“0# B”
folgt via 0-20: 0# BCB.

: Aus 4.1“0#D=D",

aus 1.3.Fall“... D Menge” und
aus 4.2“0#A B C B”

folgt via 216-2: {x°"D: X e B} CPB.
: Aus 3.2“{\°"D : A\ € B} Unmenge” und

aus 5“{\°"D: A€ B} C PB”

folgt via 0-7: D B Unmenge.
: Es gilt 6“” B Unmenge” .

Es gilt VS gleich “P B Menge” .

Ex falso quodlibet folgt: B Menge.
: Aus 1.3.Fall“0 # D Menge” und

aus 7“ B Menge”

folgt: (0 #£ D Menge) A (B Menge).
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Beweis 219-1 f) VS gleich DB Menge.
’Fallunterscheidung‘
0 D Menge.
’Fallunterscheidung‘
|Ende Fallunterscheidung|Tn beiden Fillen gilt:
(0 # D Menge) A (B Menge).
’Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: (D =0) V(D Unmenge)
V((0 # D Menge) A (B Menge)).
) VS gleich (D =0) V (D Unmenge) V ((0 # D Menge) A (B Menge)).
1: Nach VS gilt: (D =0)V (D Unmenge)
V((0 # D Menge) A (B Menge)).
’Fallunterscheidung‘
o
2.1: Aus 1.1.Fall“D =0
folgt: Pp="9B,
2.2: Via 212-8 gilt: B ={0}.
3.1: Aus2.1“PB="B" und
aus 2.2“9B = {0}”
folgt: Pp = {0}.
3.2: Via SingeltonAxiom gilt: {0} Menge.
4: Aus 3.1“PB={0}” und
aus 3.2“{0} Menge”
folgt: D B Menge.
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Beweis 219-1 £)

VS gleich (D =0)V (D Unmenge) V ((0 # D Menge) A (B Menge)).
’Fallunterscheidung‘
D Unmenge.
2: Aus 1.2.Fall“D Unmenge”
folgt via 212-5: bp=0.

3: Aus2“PB=0" und
aus O/ Axiom*“0 Menge”

folgt: D B Menge.
1.3.Fall (0 # D Menge) A (B Menge).

2: Aus 1.3.Fall“...D Menge...” und
aus 1.3.Fall“... B Menge”

folgt via Bin#dr-Cartesisches Axiom: D x B Menge.
3: Aus 2“D x B Menge”

folgt via PotenzMengenAxiom: P(D x B) Menge.
4: Via 212-10 gilt: PBCP(D x B).

5: Aus 4“PB CP(D x B)” und
aus 3“P(D x B) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: D B Menge.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: P B Menge.
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Beweis 219-1 g)

1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: (P B Menge)
< ((D=0)V (D Unmenge) V ((0 # D Menge) A (B Menge))).

2: Aus 1
folgt: (—=(P B Menge))
< (=((D =0) V(D Unmenge) V ((0 # D Menge) A (B Menge)))).

3: Aus 2
folgt: (P B Unmenge)
< ((=(D =0)) A (=(D Unmenge)) A (—((0 # D Menge) A (B Menge)))).

4: Aus 3
folgt: (PB Unmenge)
< ((0# D) A (D Menge) A ((—(0 # D Menge)) V (=(B Menge)))).

5: Aus 4
folgt: (P B Unmenge)
< ((0 # D Menge) A ((—(0 # D Menge)) V (=(B Menge)))).

6: Aus 5
folgt: (P B Unmenge)
< ((0 # D Menge) A (—(B Menge))).

7: Aus 6
folgt: (P B Unmenge)

< ((0 # D Menge) A (B Unmenge)).
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Beweis 219-1 d) VS gleich

1:
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D27 B Menge.

Es gilt: (D =0) V(D Unmenge) V (0 # D Menge).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall D=0
1.2.Fall D Unmenge.
2.1: Esgilt: (0#£ B)V (B=0).
’Fallunterscheidung‘
2.1.1.Fall 0 # B.
3.1: Aus 1.2.Fall“D Unmenge”
folgt via 0-17: 0#D.
3.2: Aus2.1.1.Fall“0# B’
folgt via 0-20: IN:0QeB.
4.1: Aus 3.1“0#D”
folgt via 0-20: 0#4#DCD.
4.2: Aus 3.2¢...Q€ B”
folgt via ElementAxiom: Q Menge.
5: Aus 3.2“...Q2 € B” und
aus 4.1“0# D C D”
folgt via 218-2: {Q°"{(\}: Ae D} C P27B.
6: Aus 4.2“Q Menge” und
aus 1.2.Fall“D Unmenge”
folgt via 217-7: {Q°{A} : A € D} Unmenge.
7: Aus 6“{Q°{A}: A € D} Unmenge” und
aus 5“{Q°\}: xe D} C P 2T
folgt via 0-7: p2Tp Unmenge.
8: Es gilt 74P >?p Unmenge” .
Es gilt VS gleich “P >?p Menge” .
Ex falso quodlibet folgt: B=0




MENGENLEHRE #219

Beweis 219-1 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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D27 B Menge.

’Fallunterscheidung‘

D Unmenge.

2.1.2.Fall B =0.
’Ende Fallunterscheidung |In beiden Fillen gilt: Al “B=0"

2.2: Aus 1.2.Fall“D Unmenge” und
aus Al gleich “B =107

2.1.1.Fall B Menge.

folgt: (D Unmenge) A (B = 0).
1.3.Fall 0 # D Menge.
2.1: Es gilt: (B Menge) V (B Unmenge).

Fallunterscheidung‘
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Beweis 219-1 d) VS gleich D27 B Menge.

’Fallunterscheidung‘

0 # D Menge.

’Fallunterscheidung‘

2.1.2.Fall B Unmenge.
3.1: Aus 1.3.Fall“0#D..”
folgt via 0-20: 0#DCD.
3.2: Aus 2.1.2.Fall“B Unmenge”
folgt via 0-17: 0 # B.
4: Aus 3.2“0# B”
folgt via 0-20: 0+# BCB.

5: Aus3.1“0£DC D7,

aus 1.3.Fall“... D Menge und

aus 4“0# BC B”

folgt via 216-2: {A"D:xeB}CP27B
6: Aus 1.3.Fall“0# D Menge” und

aus 2.1.2.Fall“ B Unmenge”

folgt via 215-8: {A°"D : X\ € B} Unmenge.

7: Aus 6“{\°"D : )\ € B} Unmenge” und

aus 5“{\°"D : \ € B} c P27 p~

folgt via O-7: p2?p Unmenge.
8: Es gilt 74P >R Unmenge” .

Es gilt VS gleich “P >R Menge” .
Ex falso quodlibet folgt: B Menge.

Ende Fallunterscheidung |In beiden Fillen gilt: A1] “B Menge”
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Beweis 219-1 d) VS gleich D27 B Menge.

’Fallunterscheidung‘

0 # D Menge.

2.2: Aus 1.3.Fall“0=# D Menge” und
aus Al gleich “B Menge”

folgt: (0 # D Menge) A (B Menge).
’Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: (D =0)
V((D Unmenge) A (B = 0))
V((0 # D Menge) A (B Menge)).
d) VS gleich (D =0)V ((D Unmenge) A (B =0))
V((0 # D Menge) A (B Menge)).
1: Nach VS gilt: (D=0

’Fallunterscheidung‘
D=0.
2: Aus 1.1.Fall“D =0("
folgt: p2Tp_027p
3: Via 212-8 gilt: 027p — {0}.
4: Via SingeltonAxiom gilt: {0} Menge.

5: Aus 242273 =027p» ynd

aus 3“0 27B = {0}

folgt: p7p = {0}.
6: Aus5“P27p = {0}” und

aus 4“{0} Menge”

folgt: p>?p Menge.
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Beweis 219-1 d) VS gleich (D =0)V ((D Unmenge) A (B =0))
V((0 # D Menge) A (B Menge)).

’Fallunterscheidung‘
(D Unmenge) A (B = 0).
2: Aus 1.2.Fall“...B=0"
folgt: D 2?B =D 2?O.
3: Via 212-8 gilt: D270 = {0}.
4: Via SingeltonAxiom gilt: {0} Menge.

5: Aus 2P 9??3 =D2%9" ynd
aus 3“0 270 ={0}”
folgt: D2?p = {0}.

6: Aus5“P27p = {0}” und
aus 4“{0} Menge”

folgt: p2?p Menge.
1.3.Fall (0 # D Menge) A (B Menge).

2: Aus 1.3.Fall“...D Menge...” und
aus 1.3.Fall“... B Menge”

folgt via Binidr-Cartesisches Axiom: D x B Menge.
3: Aus 2D x B Menge”

folgt via PotenzMengenAxiom: P(D x B) Menge.
4: Via 212-10 gilt: D2TR C P(D x B).

5: Aus4“P2"pc P(D x B)” und
aus 3“P(D x B) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: p2?p Menge.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fallen gilt: p2?p Menge.
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Beweis 219-1 e) VS gleich D27 B Unmenge.
1: Es gilt: (D, B Menge) V ((D Menge) A (B Unmenge))
V((D Unmenge) A (B Menge)) V (D, B Unmenge).
Fallunterscheidung‘
D, B Menge.
2.1: Es gilt: (D=0)V(0#D,).

’Fallunterscheidung‘

2.1.1.Fall D =0.
Aus 2.1.1.Fall“D =0"

folgt via des bereits bewiesenen d): p2?p Menge.
2.1.2.Fall 0#D.

Aus 2.1.2.Fall“0# D",
aus 1.1.Fall“D... Menge” und
aus 1.1.Fall“... B Menge”

folgt via des bereits bewiesenen d): p2?p Menge.

Ende Fallunterscheidung |In beiden Féllen gilt:

a1 «P27p Menge”

2.2: Bs gilt A1 gleich “P >?p Menge” .
Es gilt VS gleich “P =3y Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: (D Unmenge) A (0 # B).
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Beweis 219-1 e) VS gleich D27 B Unmenge.
’Fallunterscheidung‘

(D Menge) A (B Unmenge).

2.1: Es gilt: (D=0)V(0#D,).

’ wiFallunterscheidung ‘

2.1.1.Fall D =0.

3: Aus2.1.1.Fall“D =0" ”
folgt via des bereits bewiesenen d): D 2% B Menge.

4: Es gilt 3¢P o?p Menge” .
Es gilt VS gleich “ P >?p Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: 0+# D.

Ende wfFallunterscheidung |In beiden Féllen gilt:

Al LLO#D”

2.2: Aus A1l gleich “0# D” und
aus 1.2.Fall“... B Unmenge”
folgt: (0 # D) A (B Unmenge).
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Beweis 219-1 e) VS gleich D27 B Unmenge.
’Fallunterscheidung‘

(D Unmenge) A (B Menge).

2.1: Es gilt: (B=0)V(0+#B).

’ wiFallunterscheidung ‘

2.1.1.Fall B =0.

3: Aus 1.3.Fall“D Unmenge...” und
aus 2.1.1.Fall“B =(" ”
folgt via des bereits bewiesenen d): D 2% B Menge.

4: Es gilt 3¢P >7p Menge” .
Es gilt VS gleich “P >?p Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: 0+# B.

Ende wfFallunterscheidung |In beiden Féllen gilt:

Al “ 0 # B b2
2.2: Aus 1.3.Fall“D Unmenge...” und
aus Al gleich “0 # B”
folgt: (D Unmenge) A (0 # B).
1.4.Fall D, B Unmenge.
2: Aus 1.4.Fall“... B Unmenge”
folgt via 0-17: 0 # B.
3: Aus 1.4.Fall“D... Unmenge” und
aus 2“0 #£ B”
folgt: (D Unmenge) A (0 # B).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:
((D Unmenge) A (0 # B)) V ((0 # D) A (B Unmenge)).
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Beweis 219-1 e) VS gleich

1: Nach VS gilt:
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((D Unmenge) A (0 # B))
V((0 # D) A (B Unmenge)).

’Fallunterscheidung‘

1:

1.1.Fall (D Unmenge) A (0 # B).

2.

Aus 1.1.Fall“D Unmenge...”
folgt via 0-17: 0#D.

: Aus 1.1.Fall“...0# B”

folgt via 0-20: IN:QeB.

: Aus 2.1“0# D7

folgt via 0-20: 0#DCD.

: Aus 2.2¢4...Qe B”

folgt via Element Axiom: Q) Menge.

: Aus 2.24...Q € B” und

aus 3.1“0# D CD”
folgt via 218-2: {Q°A}: AeD}CP 27

: Aus 3.2“Q Menge” und

aus 1.1.Fall“D Unmenge...”
folgt via 217-T: {Q°*{A\} : A € D} Unmenge.

: Aus4.14{0°%A\}: A e D} C P27 und

aus 4.2“{Q°™ A} : A € D} Unmenge”
folgt via O-T: p2?p Unmenge.

((D Unmenge) A (0 # B)) V ((0 # D) A (B Unmenge)).
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Beweis 219-1 e) VS gleich ((D Unmenge) A (0 # B))
V((0 # D) A (B Unmenge)).

’Fallunterscheidung‘
1.2.Fall (0 # D) A (B Unmenge).
2.1: Es gilt: (D Menge) V (D Unmenge).

’Fallunterscheidung‘

2.1.1.Fall D Menge.

3: Aus1.1.Fall“0#D...7,
aus 2.1.1.Fall“D Menge” und
aus 1.2.Fall“... B Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen £): D B Unmenge.

4: Via 212-6 gilt: ppcb2?p

5: Aus4“PBC DQ?B” und
aus 3“P B Unmenge”
folgt via O-7: p2?p Unmenge.
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Beweis 219-1 e) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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((D Unmenge) A (0 # B))
V((0 # D) A (B Unmenge)).

’Fallunterscheidung‘

(0 # D) A (B Unmenge).

2.1.2.Fall

3.1: Aus 2.1.2.Fall“D Unmenge”
folgt via 0-17:

3.2: Aus 1.2.Fall“... B Unmenge”
folgt via 0-17:

4.1: Aus3.1“0#D”
folgt via 0-20:

4.2: Aus 3.2“...Qe B”
folgt via Element Axiom:

5.1: Aus 3.2¢...Q¢€ B” und
aus 4.1“0#D C D”

5.2: Aus 4.2“Q Menge” und
aus 2.1.2.Fall“D Unmenge”

folgt via 0-7:

folgt via 218-2: {Q{\}: xe D} C PR

folgt via 217-7: {Q°™A} : A € D} Unmenge.
6: Aus5.14{Q°A\}: A e D} CP27B” und

aus 5.2“{Q°" A} : A € D} Unmenge”
p2?p Unmenge.

D Unmenge.

0# D.

IN:QeB.

0+4DCD.

Q Menge.

’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Fillen gilt: 27 B Unmenge.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: p27p Unmenge.
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Beweis 219-1 b) VS gleich
1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘
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’B Menge.
(B=0)V(0+#B).

2: Aus 1.2.Fall“0# B”
folgt via 0-20:

3.1: Aus2“...Q€ B”
folgt via ElementAxiom:

3.2: Aus2“...Q€ B” und
aus 0-18“0 # U~

4: Aus 3.14C) Menge” und
aus 0/ Axiom“U Unmenge”

5: Aus 4“{Q°™ A} : A € U} Unmenge” und
aus 3.24{Q°M\}: ey} C TB”
folgt via 0-T:

6: Es gilt 5¢7B Unmenge” .

Es gilt VS gleich B Menge” .
Ex falso quodlibet folgt:

folgt via 218-2: {Qen{\}: xe U} C ?B.

folgt via 217-T7: {Q°?{A} : A € U} Unmenge.

0+ B.
I0:Q€B.

Q Menge.

’B Unmenge.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “B=0"
folgt:

2: Aus 17B = 707 und
aus 212-8“°0 = {0}”
folgt:

3: Via SingeltonAxiom gilt:

4: Aus247B = {0}” und
aus 3“{0} Menge”
folgt:

B ={0}.
{0} Menge.

’B Menge.
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Beweis 219-1 ¢)

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

a)
1: Via 212-6 gilt:

2: Aus #schola“(0 # 17

folgt via des bereits bewiesenen c):

3: Aus 2471 Unmenge” und
aus 1“?1 C func”
folgt via 0-7:

MENGENLEHRE #219

(?B Menge) < (B = 0).
(~(* B Menge)) < (~(B = 0)).

(?B Unmenge) < (0 # B).

?1 C func.

8] Unmenge.

func Unmenge.

]
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219-2. Die nunmehrigen Implikationen sind in 219-1 enthalten, gehen dort aber
ein wenig unter:

219-2(Satz)
a) Aus “B =07 folgt “P >7p Menge” .
b) P27 Menge.

c) Aus “B Menge” folgt “PB Menge” .




270

MENGENLEHRE #219

Beweis 219-2 a) VS gleich B =0.
1: Via 212-6 gilt: p2?’pc?p.
2: Aus VS gleich “B =07

folgt via 219-1: ’B Menge.

. Aus 2“7 B Menge” und

aus 144D2?BC ?Bw

. . . ?
folgt via TeilMengenAxiom: D27 B Menge.
b)
Aus “0=0" ”
folgt via des bereits bewiesenen a): P 250 Menge.
c) VS gleich B Menge.
1: Es gilt: (D =0) V(D Unmenge) V (0 # D Menge).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall D =0.
Aus 1.1.Fall“D =0"
folgt via 219-1: D B Menge.
1.2.Fall D Unmenge.
Aus 1.2.Fall“D Unmenge”
folgt via 219-1: D B Menge.
1.3.Fall 0 # D Menge.
Aus 1.3.Fall“0 # D Menge” und
aus VS gleich “B Menge”
folgt via 219-1: D B Menge.
Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: DB Menge.

]
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