Technische Universitiat Berlin
Fachbereich Verkehrswesen und Angewandte Mechanik
Institut fiir Mechanik

Jens-Uwe Gleu
geboren am 12. Juni 1966 in Dresden

Rolldynamik des Luftreifens
mit einer Vielteilchenmethode und der
Methode der Finiten Elemente

Vom
Fachbereich Verkehrswesen und Angewandte Mechanik
zur Erlangung des akademischen Grades
Doktor der Ingenieurwissenschaften (Dr.-Ing.)
genehmigte Dissertation

W issenschaftliche Aussprache am 23. Februar 2001

Promotionsausschuf3:
Vorsitzender : Prof. Dr.-Ing. Klaus Knothe
Berichter :  Prof. Dr.-tech. Friedrich Bohm
Prof. Dr.-Ing. Heinrich Schoop

Berlin 2001
D 83







Zusammenfassung

In dieser Arbeit wird ein Weg vorgestellt, auf dem mit vertretbarem Aufwand
der Ubergangszustand vom abgeplatteten, stehenden zum stationér rollenden
Luftreifen mit einer Kombination aus Einschicht— und Mehrschichtmodellen si-
muliert werden kann.

Zur Analyse der dufleren Mechanik des instationér rollenden Reifens wird basie-
rend auf der Vielteichenmethode (s. [Bohm.66a, Gallrein.92, Zachow.97, u.v.a.])
ein Einschichtmodell aufgebaut.

Dieses liefert die Kontaktkrifte und die Felgenbewegung, welche dann als Aus-
gangsdaten zur Analyse des inneren Spannungs— und Deformationszustandes
mit einem extra dafiir entwickelten FE-Code verwendet werden.

Die Zeitintegration des Vielteichenmodells fiir die &uflere Mechanik erfolgt ex-
plizit nach einem adaptierten PK—Verfahren. In dem FE-Programm ist als Zeit-
integrationsschema fiir die innere Mechanik des Giirtelreifens der Energie-Im-
puls-Erhaltungsalgorithmus (EMA) [Tarnow.93, Simo.92, Gonzales.96b, u.a.]
implementiert.

Dabei werden Stab— und Volumenelemente mit KIRCHHOFFschem Material ver-
wendet. Aufferdem kommen neu entwickelte, sehr robuste Volumenelemente mit
MoONEY—RIVLIN-Material zum FEinsatz, die bei speziellen Problemen bis zu
70mal schneller rechnen, als die dem Autor zugénglichen, am Markt vorhande-
nen Elemente.






‘Weisheit

Every program has at least one bug and can
be shortened by at least one instruction —
from which, by induction one can deduce that

Every program can be reduced to one
instruction which doesn’t work ...
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Kapitel 1

Einfiihrung

Der Reifen ist das Bindeglied des Fahrzeugs zur Fahrbahn und hat die funda-
mentalen Aufgaben, die Gewichtskraft des Fahrzeuges und der Nutzlasten gegen
den Erdboden abzustiitzen und jene Kréfte auf den tragen Korper ,,Fahrzeug*
zu generieren, die eine gesteuerte Bewegung des Fahrzeuges gemafl dem Willen
des Fahrzeuglenkers umsetzen.

Die Fahrbahn kann im einfachsten Fall als eben und starr betrachtet werden.
Dann werden die Antriebs—, Brems— und Fiihrungskrifte auf das Fahrzeug aus-
schliefllich durch Reibung zwischen der Laufliiche des Reifens und der Fahr-
bahn iibertragen. Auf nachgiebigem Boden, unebener Fahrbahn bzw. bei vor-
handenen nachgiebigen Schichten auf einer ebenen starren Fahrbahn werden die
Kréfte nicht mehr nur durch Reibung iibertragen, die Profilierung der LaufliZiche
gewinnt an Bedeutung.

Obwohl der Reifen je nach Design—Auflage ein recht unscheinbares Objekt sein
kann, vereinigt er in sich sowohl auf der Seite der Herstellung, als auch auf der
Seite der Konstruktion und damit Simulation und Mefltechnik in groflem Um-
fang Hochtechnologie, wenn er die o.g. Hauptfunktionen geméfl heutiger Nutz—,
Komfort—, Handlings— und Sicherheitsanforderungen erfiillen soll.

Wihrend die Produktion von Luftreifen aufgrund der Bedeutung der verwen-
deten Materialien nicht zu Unrecht in der Chemischen Industrie angesiedelt
ist, verlangt die konstruktive Auslegung des Reifens ein tiefes Verstdndnis der
komplexen mechanischen Vorgénge. Nur eine richtige Auslegung zusammen mit
der Verwendung der aus mechanischer und numerischer Sicht hochkomplizierten
Materialien realisiert eine den heutigen Anforderungen entsprechende Prézision
und Sicherheit in den vielfiltigsten Fahrman6vern wie sie beim Rollen iiber ein
Fahrbahnprofil auftreten, das mit einer stark ausgeprigten statistischen Band-
breite versehen ist.

Dabei realisiert der Luftreifen ein bis heute in der Technik spektakuldres Masse—
Leistungsverhéltnis.

In den noch gar nicht lange zuriickliegenden, frithen Jahren (20er-30er Jahre)
der Reifenentwicklung mufite man sich angesichts der zu jener Zeit fiir die-
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se Aufgabe weniger entwickelten Werkzeuge zum Erlangen des Versténdnis-
ses der Reifenmechanik auf die Ingenieurskunst der Entwickler und Forscher
beschriinken. Die Reifenforschung fand fast ausschlieBlich in den H&usern der
grolen Reifenfirmen (Goadyear, Dunlop) selbst statt. Es gab lediglich eine ein-
fache Rollmechanik ([SchlippeDietrich]) und eine allgemeine, zunéchst Gleich-
gewichtsquerschnitte beschreibende Theorie und Mefltechnik.

Mit dem Aufleben der Automobilindustrie in der Nachkriegszeit und den da-
mit verbundenen steigenden Anforderungen an die Pneus entwickelten sich seit
den 60er Jahren (z.B. [Bohm.66a, u.a.]) mit dann rasantem Fortschritt eine
Vielzahl von Reifentheorien. Diese entstanden oft mit dem Ziel, das globale
Reifenverhalten moglichst durch seine innere Mechanik zu erkldren und diese
Kenntnis zur Optimierung der Fahrzeugreifen und der Fahrwerke auszunutzen
(s. Abbildung 1.1). Dazu mufite man in die Tiefen bzw. Randbereiche der Rei-
fenmechanik eindringen.

Reifen als Verbindungsglied
zwischen Fahrzeug und Fahrbahn
bei verschiedenen Fahrmandvern

Aufwand bei der
Parameter-
identifikation

Modell-
V Komplexitat
\—-—-——\/\/
Gewinnung der Reifencharakteristiken
entsprechend der gewahlten Fragestellung

Statik —= Modal —= Stationdar —> Instationa
Reifenentwicklung <««—> Fahrdynamik

Reifenmechanik
Reifenmechanik

Innere
AuBere

Abbildung 1.1: Zur Inneren und Aufleren Mechanik des Reifens

Stets bestand das allgemeine Problem, dafl eine Messung der ,inneren Mecha-
nik“ des Luftreifens nicht moglich war, da die Einbringung der Meftechnik
sofort das Reifenverhalten verfilschte. Dadurch blieben Einzelheiten, wie der
Luftreifen durch seine ,innere Mechanik® sein duflerlich mefibares Verhalten
entwickelt, oft im Dunkeln. Der Drang, diese Schwierigkeit zu iiberwinden war
neben dem in jiingerer Zeit aufkommenden Wunsch, die Eigenschaften ohne
den real exisitierenden Reifen vorhersagen zu koénnen, der Hauptantrieb, die
komplexen inneren Zusammenhénge der Reifenmechanik zu erforschen und zu
simulieren.
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Die Modelle dafiir staffeln sich nach Aufwand bei der Simulation und Aufwand
bei der Bestimmung der Modellparameter:

Je simpler das Modell ist, um so geringer ist einerseits der Aufwand bei der
Simulation und andererseits die Aussagefihigkeit der Modelle bei speziellen
Fragestellungen. Gleichzeitig steigt der Aufwand und die Unsicherheit bei der
Parameteridentifizierung.

Je aufwendiger aber das Modell ist, umso geringer wird der Aufwand zur Er-
langung des Parametersatzes und umso ausgeprigter wird die Fahigkeit der
Modelle, detaillierte Fragestellungen zu beantworten (s. Abbildung 1.1).

Angesichts der vielfaltigen Moglichkeiten, durch die Variation von Details in
der Reifenkonstruktion Einflufl auf das Reifenverhalten zu nehmen, entsteht
der Wunsch, eine allgemeingiiltige Richtlinie zur Konstruktion zu erstellen, ein
Grundkonzept, das bei idealer Umsetzung die Anforderungen an den Reifen als
besten Kompromif erfiillt. Heute weifl man, daf dieses Grundkonzept der Mem-
branreifen mit gleichverteiltem Aufstandsdruck und hoher Seitensteifigkeit ist,
da eine solche Struktur einerseits die geringste Energie speichern muf}, um das
Tragverhalten zu realisieren und andererseits optimal die Antriebs—, Brems—
und Fiihrungskrifte des Fahrzeugs generiert.

Leider 148t sich dieses Konzept mit realen Materialien und Geometrien nicht
vollstandig umsetzen. In Reifen wird ein hochfestes und anisotropes Laminat
aus Stahlkord und Reyonkord verwendet, die durch Gummi verklebt und abge-
dichtet sind. Das Verhéltnis der E-Moduli der verwendeten Materialien erreicht
also Verhéltnisse von 1:50000. Es entstehen im alterungsempfindlichen Gummi
Schubwinkel von bis zu 25° !

Aufgrund dieser Gegebenheiten ist lediglich ein Kompromif§ auf dem Weg zum
Ideal realistisch, wodurch die Bedeutung der Einfluflanalyse von Konstruktions-
details offensichtlich wird.

1.1 Reifenmodelle zur Simulation des instationiren
Rollvorganges

Um die Verbindung zwischen der Reifendeformation und den entstehenden
Achskréften beim instationéren Rollkontakt herstellen zu kénnen, miissen die
Latschkrafte transient generiert werden. Die Latschkréfte héngen in erster Nihe-
rung von der Latschgréofe und dem dort wirkenden Innendruck und erst se-
kundér von anderen Effekten ab. Die Latschgrofie wiederum stellt sich in Ab-
héngigkeit von der momentanen Achslast, der Elastizitit und Eigendynamik
der Reifenstruktur ein. Zur Beschreibung dieser Zusammenhénge kann es er-
forderlich sein, den Aufwand von einfachen linearen Ansétzen bis hin zu hoch-
komplexen nichtlinearen Computerberechnungen zu steigern.

Im folgenden sollen Modellansétze skizziert werden, mit denen die Ingenieure
versuchen, diesen z.Z. wohl aufregendsten Part in der Reifensimulation: die Si-
mulation des instationédren Rollvorganges in der Praxis umzusetzen. Daneben
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gibt es eine Vielzahl z.T. sehr hochwertiger Reifenmodelle, die jedoch nicht fiir
die Rolldynamik eingesetzt und deshalb hier nicht betrachtet werden.

1.1.1 Empirische und halbempirische Reifenmodelle

Die einfachsten Ansétze zur Ermittlung der Achskrifte reduzieren den Latsch
auf einen einzigen Punkt und stellen den Zusammenhang zwischen den Achs-
kréaften und der Verspannung bzw. dem Schlupf des Radaufstandspunktes iiber
gemessene Kennfelder her. Eine Betrachtung der inneren Reifenmechanik entfallt.
Die Herkunft der verwendeten Achskrifte bleibt vollstandig im Dunkeln.

Um in der Flut der fiir diese Vorgehensweise erforderlichen Kennlinien nicht
zu ersticken, haben sich die Ingenieure darauf besonnen, dafl die Kennlinien
vergleichbare ,, Formen® besitzen, die wiederum Ahnlichkeit zu einfachen ma-
thematischen Funktionen aufweisen.

Daraufhin entstand eine Klasse von empirischen Reifenmodellen, bei denen eine
mathematische Funktion (die sog. Magic Formula oder auch MF) fiir die Rei-
fenkennlinien erfunden und mit so vielen Stellparametern ausgestattet wurde,
daf} eine hinreichende Adaptivitéit der Funktion an die gemessenen Kennlinien
erreicht werden konnte.

Diese subjektiv gewihlten Stellparameter wurden dann durch Anfitten an ge-
messene Kennlinien bestimmt. Da diese Vorgehensweise ungeeignet ist, selbst
einfache Reifeneigenschaften vorherzusagen, miissen diese fiir alle Kombina-
tionen aus Reifentyp, Rollzustand, Belastungsfall, Fahrbahn usw. durch eine
Vielzahl teurer Messungen ermittelt werden.

Die Modelle nach der ,,Magic Formula“ waren zunéchst nur in der Lage, sta-
tiondre Rollvorgédnge zu begleiten, kénnen aber heute auch niederfrequente
(<8 Hz) transiente Achskrifte fiir Fahrdynamikanwendungen generieren, weil
der Verspannungsvorgang des Reifens beim Rollen unter Schréiglauf einer Dif-
ferentialgleichung 1. Ordnung folgt.

Obwohl diese Modellklasse nicht in der Lage ist, die Vorgénge im Reifeninnern
beim Rollvorgang zu beschreiben, fand sie aufgrund ihrer Adaptivitiat und theo-
retischen Einfachheit eine grofie Resonanz vor allem in der Fahrzeugindustrie
und angeschlossener Bereiche. Das ist wahrscheinlich der wesentliche Grund
dafiir, daf} sich auch die Reifenindustrie mit dieser Modellklasse beschiiftigt. Ein
weiterer Vorteil der Einfachheit der MF-Modelle ist die Moglichkeit, in Fahr-
zeugsimulationen den Aufwandsschwerpunkt von der Reifenkomponente weg
zu verlagern, ohne komplett auf reifenartige Achskréfte verzichten zu miissen.
Die vielen teuren Messungen, die rationell organisiert und klassifiziert werden
miissen, sind wirtschaftlich interessant. Damit erhielt diese Modellklasse an-
gesichts ihrer einfachen Anwendbarkeit einen Aspekt, der ihrer Popularitét in
fahrdynamischen Simulationen foérderlich war.
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1.1.2 Kontinuumsmechanische Reifenmodelle

Die néchste Stufe zur Behandlung der Reifenmechanik ist die Approximation
des Latsches als eine Linie bzw. die Konzentration der Vorgéinge im Latsch auf
den Reifenéquator.

Dafiir ist die separate Betrachtung der Reifenkomponenten Giirtel, Giirtelun-
terbau und Laufstreifen sinnvoll. Bei Verwendung dieser Aufteilung kann man
den genannten Komponenten kontinuumsmechanische Strukturmodelle zuord-
nen (s. Abschnitt 1.1.2.1). In der Tat existieren Modelle fiir alle Kombinations-
moglichkeiten aus diesen Optionen.

Natiirlich kann die Aufteilung der Reifenstruktur in weitere Unterstrukturen
vorangetrieben werden, die dann durch noch allgemeinere kontinuumsmecha-
nische Modelle wie Membran—, Schalen—, Seil- und Volumenstrukturelemente
abgebildet werden. Auf diesem Wege kann man dann die einzelnen Kordlagen
iiber die Strukturbereiche mit gemischtem Charakter (Wulstbereich) bis hin zu
einzelnen Stollen detailliert modellieren. Dadurch entstehen Substrukturen, die
mit dem Reifen auf den ersten Blick nichts mehr gemein haben.

Ein unverzichtbarer Bestandteil von Reifenmodellen fiir die Rolldynamik ist ei-
ne Kontaktformulierung. Diese Kontaktformulierung ist kontinuumsmechanisch
bzw. analytisch nicht geschlossen losbar. Deshalb haben einige Modelle diesen
Part umgangen, indem man die Latschgréfle aus einer relativ einfachen Durch-
dringungsbetrachtung ermittelte und darauf dann Druckgebirge applizierte, die
aus anderen Quellen (z.B. Messungen) stammten.

Doch auch Modelle, die die Kontaktaufgabe bei sonst durchgehend kontinuums-
mechanischer Formulierung numerisch 1ésen, werden vom Autor zu den konti-
nuumsmechanischen Modellen gez&hlt.

1.1.2.1 Analytische Reifenmodelle

Es ist stets vorteilhaft, technische Strukturen analytisch beschreiben zu kénnen,
da man dann nicht nur quantitative, sondern auch qualitative Aussagen iiber
deren Verhalten treffen kann.

Naturgeméf ist der Komplexitat analytischer Modelle eine Grenze gesetzt.

Es ist schwierig, bei einem so komplizierten technischen Objekt, wie dem Giirtel-
reifen eine Grenze zwischen analytischen und numerischen Modellen zu ziehen.
Sinnvoll scheint dem Autor, all jene Modelle, bei denen das Verhalten von
Giirtel, Seitenwand usw. durch Bewegungsdifferentialgleichungen beschrieben
wird, den analytischen Modellen zuzuordnen. Die Beschreibung des Kontakt-
problems wird hierbei ausgenommen, da der Kontakt fast ausschliefllich nume-
risch behandelt werden kann (s.o.).

Das am weitesten verbreitete analytische Reifenmodell ist der elastisch gebet-
tete Kreisring mit seinen vielen Variationen:
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—  Die Modellierung des Giirtels erfolgt je nach Modellstufe als dehnstarrer,
biegeschlaffer Ring bis hin zum dehn— und biegeelastischen Balken.

—  Der Unterbau (Seitenwand) wird als radialelastische und in besseren Mo-
dellen als radial und schubelastische Bettung approximiert.

—  Fiir den Laufstreifen kommen verschiedenste Modellierungstechniken zum
Einsatz, vom Weglassen iiber ein Borstenmodell bis hin zu diskreten Ela-
stizitétsfeldern (WINKLER-Bettungen).

Mit diesen Modellen lassen sich nicht nur Schlupfkennlinien, Reifenflattern
und modale Eigenschaften des Giirtelreifens sehr erfolgreich berechnen, sondern
auch Rollvorgéinge mit einer senkrecht zur Reifenebene auftretenden Dynamik.
Als Urviiter dieser Modellklasse sollen hier [Tielking.65, B6hm.66b, Bohm.66a,
Bohm.89. u.v.a.m.| genannt sein.

Andere Reifenmodelle verwenden zur Approximation der Reifenstruktur kom-
plexere kontinuumsmechanische Ansitze, wie Membrane, Membranschichten
und Schalen. Diese Modelle haben moglicherweise noch einen analytischen Ur-
sprung, das Handling der Gleichungen selbst ist aber meist nur noch numerisch
moglich.

Eine Ausnahme bildet hierbei die Arbeit [B6hm.85].

1.1.2.1.1 Das Starre Kreisringmodell

Das Starre Kreisringmodell fiir den Giirtelreifen wurde als instationéres Fahrdy-
namikmodell 1985 von Béhm entwickelt. Es berticksichtigt mit seinem als dehn-
starren Korper modelliertem Giirtel, der gegeniiber der Felge elastisch gebettet
ist, das Grundschwingungsverhalten des Reifens bis zu Frequenzen von etwa 100
Hz. Die Kontaktfliche zwischen Reifen und Fahrbahn wird ndherungsweise aus
der Durchdringungsfliche zwischen dem starren Giirtel und der Fahrbahn be-
rechnet. Auf der Kontaktfliche wird ein auf Messungen gestiitztes Druckpolster
errichtet, das mit der rdumlichen Stellung des Giirtels zeitlich verénderlich ist.
Der Protektor zwischen Kontaktfliche und Giirtel wird als Borstenmodell dis-
kretisiert, wobei die Stollenmasse und die Stollenform unberiicksichtigt bleibt.
Die Berechnung der Scherkrifte im Latsch erfolgt durch Schlupf- und Trans-
portgleichungen in EULERscher Darstellung. Mit dieser Modellierung kénnen
auf ebener Fahrbahn beliebige Fahrmanover simuliert werden.

Eine andere Arbeit, in der ein starres Kreisringmodell verwendet wird ist z.B.
[Zegelaar.94].

1.1.2.1.2 Das elastische Kreisringmodell

Das Elastische Kreisringmodell (s. Abbildung 1.2) fiir den Giirtelreifen wur-
de als instationéres Fahrkomfort—-Modell 1989 von Bohm, Csaki und Swierczek
([B6hm.89] entwickelt. Der Giirtel wird als dehn— und biegeelastische Membran
mit schwacher Biegestorung modelliert und ist gegeniiber der Felge elastisch
gebettet. Die numerische Umsetzung erfolgt {iber die Diskretisierung des Kon-
tinuums. Je nach Modellierungsstufe wird der Giirtel in mehrere Spuren un-
terteilt und leistet ab 3 Spuren den Ubergang zur Querschnittsdynamik. Ein
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Abbildung 1.2: Das Elastische Kreisringmodell (7 Giirtelspuren)

7-Spur-Kreisringmodell wurde mit einem massebehafteten Membranmodell (je
6 Spuren) fiir die Seitenwand gekoppelt und liefert Reifenschwingungen bis etwa
600 Hz. Die Giirtelbewegung wird durch lineare Differentialgleichungen berech-
net, die Reifenabplattung durch Einfiihrung von Kontaktfedern! nichtlinear.
Das Druckpolster in der Kontaktfliche berechnet sich dynamisch durch die Rei-
fenabplattung, kann kurzwellige Bodenunebenheiten in den Giirtel einbringen
und beeinflufit die Schersteifigkeit des Profils. Die instationédren Transportglei-
chungen fiir die Schlupfkréfte berticksichtigen Profilform und Profildynamik
noch nicht.

1.1.2.2 Numerische Reifenmodelle

Ohne Numerik kommt heute kein ernstzunehmendes Reifenmodell fiir den in-
stationdren Rollkontakt aus.

Der Autor zahlt all jene Ansétze zu den numerischen Modellen, wo das Primitiv,
aus dem die Reifenstruktur generiert wird, nicht mehr durch ,reifentypische*
Differentialgleichungen oder Variationsformulierungen beschrieben wird und so-
mit auch zur Berechnung von Nichtreifenstrukturen Verwendung findet.

1.1.2.2.1 Reifenmodelle nach der Vielteilchenmethode

Wie in Abschnitt 2.1 noch beschrieben wird, ist die Vielteilchenmethode eine
universelle und in speziellen Fillen sehr vorteilhafte Art, ein Kontinuum raum-
lich zu diskretisieren.

So werden in der Literatur aufler den dreidimensionalen Membranmodellen
(z.B. [B6hm.93a, Gallrein.92, Zachow.97] auch einfachere, bis hinunter zu 2D—
Kreisringmodellen ([B6hm.93c]) mittels der Vielteilchenmethode diskretisiert.

Lunilaterale Kontaktformulierung
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Dabei zeigt sich auch die Anwendbarkeit auf dreidimensionale Stollenstruk-
turen. Es existieren Mehrschichtmembranmodelle (z.B. [Sfb181.B1]), bei de-
nen der EinfluB der Giirtelschichten in einer begleitenden zweidimensionalen
Sandwich—Rechnung erfafit wird.

Im Laufe der Arbeit wird die Vielteilchenmethode umfassend mit anderen nu-
merischen Methoden verglichen. Es wird herausgearbeitet, dafl die Vielteil-
chenmodelle ihren Ursprung in den kontinuumsmechanischen Modellen (s. Ab-
schnitt 1.1.2.1) haben und demzufolge auch die Parametrisierung nach den dort
etablierten und vielfach bewédhrten Vorgehensweisen erfolgt.

1.1.2.2.2 Reifenmodelle mit der Methode der Finiten Elemente

Als {iberaus adaptives numerisches Werkzeug, wird die Methode der Finiten
Elemente natiirlich fiir alle Arten von Reifenmodellen fiir den instationéiren
Rollkontakt verwendet:

—  Reifenmodelle analog zum elastischen Kreisringmodell, aber modelliert
mit Balken— und Federelementen ohne Verwendung der Differentialglei-
chungen des elastischen Kreisringmodells,

z.B. in [Kennedy.87, Nakajima.86, Mousseau.94]

—  FEinschicht-Reifenmodelle als Struktur aus Finiten Membranelementen

z.B. in [Wu.97]

—  Mehrschicht-Reifenmodelle als Struktur aus Volumenelementen (Solids)
z.B. in [Gall.95]

—  Mehrschicht—Reifenmodelle als kombinierte Struktur aus Seil-, Balken-,

Membran—, Schalen— und Solid-Elementen z.B. in [Feng.94, Ka0.97, Koishi.98,

Kamoulakos.98]

1.2 Einordnung der Arbeit

In dieser Arbeit werden verschiedene Modelle vorgestellt, die eine Abbildung des
Reifenkontinuums auf ein algebraisches Problem realisieren. Das algebraische
Problem als Abbild der kontinuumsmechanisch formulierten Reifenmodelle ist
letztendlich die Form, die fiir die Implementierung des Problems in ein Com-
puterprogramm benétigt wird?. Dabei sind viele verschiedene Wege der Diskre-
tisierung in Raum und Zeit moglich (s. Abb.1.3), diese werden im Laufe der
Arbeit vorgestellt.

Die verwendeten Modelle sind numerischer Natur und sind, obwohl sie unter
dem Aspekt der Aufwandsminimierung fiir die transiente Zeitintegration so

2Dies gilt bis auf die wenigen Ausnahmen, wo kontinuumsmechanische Ansitze direkt oder
durch Zuhilfenahme symbolischer Rechenprogramme wie Maple V oder Mathematica gelost
werden konnen. (Maple V und Mathematica sind eingetragene Warenzeichen.)
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] Zeitintegrator zeitdiskretes
Kontinuum >

>
(Anfangsrandwertproblem ) (PK,MPR,TR,EMA) Randwertproblem

Raumdiskretisierung Raumdiskretisierung
(z.B. Ritz, FEM od. MP-System) (z.B. Ritz, FEM od. MP-System)
Y
rdumlich diskretes Zeitintegrator algebraisches

Anfangswertproblem | (PK,MPR,TR,EMA) i (nichtlineares) Problem

Abbildung 1.3: Vom Kontinuum zum algebraischen Modell

einfach wie moglich gehalten werden, hinsichtlich des betriebenen numerischen
Aufwandes und vor allem hinsichtlich der raumlichen Auflésung der Schicht-
struktur im oberen Bereich der moéglichen Modelle fiir die Simulation der tran-
sienten Rolldynamik von Giirtelreifen anzusiedeln.

Um mit den Modellen eine Zeitintegration bezahlbar zu realisieren, wird beson-
deres Augenmerk auf die Integartionstechnik gelegt. In diesem Zusammenhang
wird einerseits vor allem die Logistik der Vielteilchen-Membranmodelle deutlich
verbessert und andererseits durch Kombination und Erweiterung verschiedener
Ansitze ein Mehrschichtmodell nach der Methode der Finiten Elemente einer
Zeitintegration zugénglich gemacht.

Dabei hat die entworfene Methodik im Gegensatz zu anderen Vorgehensweisen
das Potential, auch bei feiner Modellierung von Teilbereichen den Rechenzeit-
aufwand zu begrenzen.

In die vorgestellten Modelle ging auflerdem viel von der Erfahrung ein, die bei
den umfangreichen Forschungen der Wissenschaftler am Institut fiir Mechanik
der Technischen Universitit Berlin unter der Leitung von Prof. Dr. F. Béhm
angesammelt werden konnte.

2 ¢ PK ... Pradiktor-Korrektor—Verfahren
(expliziter Zeitintegrator)
e MPR, TR, EMA ... Mittelpunkts—und Trapezregel bzw. Energie-Impuls—FEr-
haltungsalgorithmus

(implizite Zeitintegratoren)



Kapitel 2

Ein 3D-Einschichtmodell fiir
die transiente Rolldynamik
des PKW-Reifens

In diesem Kapitel wird die Methode beschrieben, mit der die ,,duflere Mecha-
nik“ des Luftreifens erfaflt wird.

Dabei wird der Reifen als einschichtige, anisotrope Membranstruktur mit schwa-
cher Biegestorung approximiert.

Ein solches Modell ist sehr gut in der Lage, die ,,duflere Mechanik®, also die
Zusammenhinge zwischen der Deformation der Reifenquerschnitte und den zu-
gehorigen Kontakt- oder in jeweils einer Schicht zusammengefafiten Struktur-
spannungen darzustellen.

Im Gegensatz dazu wird im Kapitel 3 erldutert, wie die ,,innere Mechanik* mo-
delliert wurde.

Der Sinn dieser Trennung liegt in der Beschleunigung und Stabilisierung der
Simulation des Kontaktproblems. Wahrend im Modell fiir die ,,duflere Mecha-
nik“ ein expliziter Integrator fiir ein Mesh mit stark vereinfachter Modellierung
der inneren Reifenstruktur und einem borstenartig modellierten Protektor zu
Einsatz kommt, wird fiir die ,,innere Mechanik* ein implizit integriertes mehr-
schichtiges FE-Modell mit speziell optimierten Elementen und realistischeren
Materialien verwendet.

2.1 Der Vielteilchenansatz fiir ein raumliches Rei-
fenmodell aus anisotropen Schalen

Der Grundgedanke des Vielteilchenansatzes besteht in der Diskretisierung ei-
ner Struktur durch viele Partikel, deren Eigenschaften auf Punkte und deren
Wechselwirkungen untereinander im Sinne eines Zentralkraftsystems auf Linien
konzentriert werden.
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Diese so zusammengefafiten Eigenschaften sind im wesentlichen die skalarwer-
tigen Feldgroflen der Struktur wie z.B. Masseverteilung und Temperaturvertei-
lung sowie die vektorwertigen Felder zur Beschreibung der Bewegung und der
Dynamik.

Dabei représentiert jeder Punkt einen disjunkten Bereich der Struktur. Der
Anteil des Punktes an den FEigenschaften der Gesamtstruktur wird durch das
raumliche Spacing! der i.allg. inhomogenen Diskretisierung bestimmt. Dann
werden durch Mittelwertbildung bzw. Integration iiber den représentierten Be-
reich die skalaren Felder zu numerischen Werten und die Spannungsfelder zu
Kraftvektoren umgerechnet und somit konzentriert. Die Bewegung der Materie
zwischen den Punkten wird als linear verteilt angenommen. Dadurch erhalten
die Knoten direkt die Verschiebungs-, Geschwindigkeits- und Beschleunigungs-
vektoren ihres momentanen Ortes.

Diese Beschreibung der Struktur, insbesondere die Konzentration der Masse
des durch den jeweiligen Punkt P mit den Koordinaten ©X reprisentierten
Bereiches B der Struktur in diesem Punkt, mit der daraus resultierenden Ver-

nachléssigung der lokalen Tréagheitsmomente der materiellen Punkte X = (g)

dieses Bereiches? sowie durch die Reduktion der Spannungs- und Deformations-
felder des Kontinuums auf skalarwertige Zustandsgrofien, die ausschliefllich ent-
lang der Verbindungslinien der Punkte wirken, eignet sich hervorragend fiir die
Simulation transienter dynamischer Probleme (s. dazu Abschnitt 2.2).

Gerade wegen der Reduktion der Spannungs- und Deformationsfelder ist es
moglich, fiir die Beschreibung der elastischen Eigenschaften der Struktur ein-
fachste Beziehungen zu verwenden, wie z.B. Potentialfunktionen quadratischer
oder hoherer Form. Natiirlich konnen auch andersartige Kraftgesetze verwendet
werden, wie das z.B. fiir die Modellierung von Viskositdt und Reibung erforder-
lich ist.

Alle verwendeten Materialgesetze sollen physikalisch mefibar sein und einen
moglichst einfachen Charakter haben, so dafl eine evtl. gewiinschte genaue-
re Erfassung der strukturellen Eigenschaften nur sekundér durch komplexere
Kraftgesetze, primér jedoch durch eine Erhchung der Diskretisationsdichte er-
zielt wird. Diese darf aufgrund der per Design geringen Kosten der lokalen
Modellierung wie z.B. in [Gallrein.92] betrichtliche Ausmafie annehmen.

1Spacing ... Synonym fiir den Abstand zwischen den Diskretisierungselementen
2Gemeint ist hiermit, da das Triagheitsmoment eines differentiellen Elementes des repri-

sentierten Bereiches <z.B. dtI,, = / 0o((z — Pr)? 4+ (y — Py)g)dmdy dz)7 die durch die

(£B)

T "z
Konzentration der Masse dieses differentiellen Elementes in den Punkt P wegen { y+— Ty

z— Pz
verschwindet und somit in den Bewegungsgleichungen vernachléssigt wird.
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2.1.1 Abbildung einer anisotropen Membranstruktur

Wie in vielen Arbeiten bereits beschrieben (s. [Bohm.93a, Gallrein.92, Zachow.97,
u.v.a.m.]), laBt sich eine anisotrope Membran hinreichend gut und vor allem
numerisch duflerst effektiv als eine Struktur aus Massepunkten darstellen, die
durch Potentialelemente (Federn) untereinander verbunden sind. Ein schnelles
Verstéindnis der hierfiir zugrundeliegenden Idee gewinnt man, wenn man die
Analogie zur Verschiebungsmethode ([Bathe.90, Kap.4.2]) herstellt.

2.1.1.1 Analogie zwischen der Diskretisierung nach der Verschie-
bungsmethode und als Massepunktsystem

NATBI_?"eIt

Nat1,8-1 Natip

Nat1,B41

Abbildung 2.1: Hierarchie der Diskretisierung nach der Verschiebungs-
methode

In der Verschiebungsmethode wird zur Gewinnung der Kraftgrofien, die als
Funktion der Konfiguration an den gewéhlten Stiitzstellen bzw. Strukturknoten
berechnet werden sollen, die Gesamtstruktur bekanntlich hierarchisch in eine ge-
eignete Anzahl von Unterstrukturen zergliedert (s. Abb. 2.1). Die hierarchisch
niedrigste Substruktur ist ein Element mit dem Definitionsbereich Q ;ndezs, flir
das man die Beziehungen zwischen der Konfiguration und den Reaktionskréften
kennt und welches den Beitrag des Bereiches ) ;ng4e> auf das Verhalten der
Gesamtstruktur angibt.

Die Verbindung zwischen den Unterstrukturen sind die o.g. Stiitzstellen bzw.
Knoten (in Abb. 2.1 auf Elementebene bezeichnet mit 7jpger~, auf Master-
ebene bezeichnet mit N_;,der>), denen man Freiheitsgrade zuordnet. Bei ei-
ner Modellierung als Membran sind dies die 3 Verschiebungen im euklidischen
Raum. Damit kann man die sogenannten Systemvektoren aufstellen, die in be-
kannter Art und Weise respektive die Krifte und die Konfigurationsgréfien an
allen Knoten N_j,4er~ enthalten.
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Die Gleichungen fiir die Gesamtstruktur erhélt man, indem man an allen Kno-
ten

e die Koinzidenzbedingungen d.h. die Konfiguration der einander
erfiillt, entsprechenden Knoten der hierarchisch
iibergeordneten (Sub-)Struktur und der

sich daran anschlielenden Unterstruktur

muf {ibereinstimmen und
e das (kinetostatische) Gleich- ~ d.h. die Reaktionskraft auf die momenta-
gewicht erfiillt, ne Konfiguration der Struktur an einem

Knoten setzt sich zusammen aus den in-
ternen bzw. Reaktionskriften aller an die-
sem Knoten angeschlossenen Substruktu-
ren.

Fiir das Beispiel nach Abb. 2.1 heifit die Gleichgewichtsbeziehung bei einer am
Knoten N4 p angreifenden dufleren Kraft N AvBﬁ’ezt:

(—]» _ NA,BF‘int 7NA,Bﬁ16xt
—int - - - -
mit  NABF"™ = naf nep raf o tep (2.1)

Da die Strukturreaktion i.allg. nichtlinear von der momentanen Konfiguration?
+Z abhéngt, ist es nicht moglich, eine Beziehung zwischen den Knotenkréiften
+F und der Konfiguration ;Z in der klassischen linearen Form

F=K - ;2 mt K" =K (2.2)

herzustellen. Vielmehr wihlt man zur Losung der nichtlinearen Beziehung

FU2 - F" (,2,)=0 (2.3)
eine inkrementell-iterative Losungsstrategie. Die zwei Kerngedanken dieser Vor-
gehensweise bestehen im folgenden:

—  Die Bewegung und die damit verbundenen Anderungen sowohl in der
Konfiguration als auch in der Strukturreaktion werden bzgl. der Zeit in-
krementiert, was ein gleichzeitiges Inkrementieren der Belastungshistorie

3Mit dem Begriff ,, Konfiguration“ ;Z wird i.allg. die Gesamtheit des Feldes der Ortsvek-

. . X
toren ;X und des Geschwindigkeitsfeldes ;X bezeichnet: ( ) Z = { (“')i }
(..)

Dabei kann durch Anwendung des im jeweilig aktuellen Kontext diskutierten Zeitintegrations-

operators das Geschwindigkeitsfeld X durch eine geeignete Historie des Feldes der Ortsvek-
toren ¢; X 1, X, ... und des Zeitschrittes At dargestellt werden:

71 .= {ti [ {tli7 t2i7...,At}} .
Mittels dieses Operators 188t sich die zeitlich kontinuierliche Schreibweise eines Kraftzustandes

JF=F (J{, X, t) in eine an den Stiitzstellen {t+kAt, ke {0,1,.. }} gleichwertige, zeitlich
diskrete Schreibweise ;F' = F (tX',tl )Z',tz X’, sty At) iiberfiihren.
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und der Bewegung nach sich zieht.
Man geht also immer von einem bekannten Zustand (.. .) aus, d.h. von ei-
ner bekannten Konfiguration +Z mit dem dazugehorigen Kraftsystem F
und versucht daraus einen nahe gelegenen, zukiinftigen Zustand 4 —|—At( .
zu entwickeln.

—  Die Ermittlung des Bewegungszustandes ;4 A2 wird ausgehend von einer

Néherungslosung . +X)(. ..) aus numerischer Sicht iterativ durchgefiihrt.

Dazu erzeugt man eine Folge von Losungsverbesserungen AZ die sukzes-
sive die Berechnung einer die nichtlineare Beziehung (2.3) besser erfiillen-
den Loésung (th:AliZ — (ZZZ + AZ fiir die Iterationen (0,1,...,i,i +
1,... ) ermoglicht. Die Losungsverbesserung A Z wird als Losung des Glei-
chungssystemes berechnet, das bei der Darstellung der Beziehung (2.3)
durch seine TAYLORentwicklung an der Stelle . +X%Z unter Beriicksichti-
gung der zeitlich verénderlichen Randbedingungen und/oder Belastungen
entsteht?.

Wird die TAYLORentwicklung des Kraftsystems F— + +Atﬁ nach der Ande-
(+x _ Ox

. . A A
rung der momentanen Konfiguration AZ mit AZ = (Z.tj: 1; - H(i; - nach
t+AtX o t+AtX

dem ersten Glied abgebrochen, dann liegt ein mit der Computeralgebra relativ
gut lsbares, lineares Gleichungssystem vor (s. Gleichung 2.5).

(i + 1) et ((¢+1)Z) 1) pint (“’“)z) _ (i)pm< <i>z) <z'>174nt( <i>z)

HAL tHAL HAL HAL TtHHAL tHAL o HAL tHAL
() —»ea:t_ () —ext ]
* [V O (t—i—AltF el )] AZ
AL
K
+ O (AZQ) und (2.4)
(i+1) (4)
N e ¢

In diesem begleitenden Gleichungssystem stellt K die JACOBImatrix des von

der Momentankonfiguration abhéingigen Kraftvektors F bzgl. der Konfiguration

. JXiZ dar. Das Element K;; der JACOBImatrix beschreibt den linearen Anteil

an der Anderung der Kraft F; zufolge einer kleinen Konfigurationsinderung
AZ;. Man kann also das Element K;; als eine im momentanen Zustand wirken-
de Feder auffassen, deren Steifigkeit der Zahlenwert von Kj; ist.

Die hier beschriebene formale Vorgehensweise ist identisch zur Vielteilchenme-
thode.
Der Unterschied zwischen den Methoden besteht darin, dafl man sich bei der

4Diese Vorgehensweise wird ausfiihrlich anhand der fiir die in dieser Arbeit entwickelten
Elemente in Kapitel 3 dargelegt.
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Vielteilchenmethode ganz bewuft auf die Verwendung von linienwertigen Ele-
menten beschrinkt®, wihrend in der Verschiebungsmethode Elemente mit mehr
Knoten zur Beschreibung flichenwertiger und volumenwertiger Zusammenhénge
vorkommen koénnen.

Warum beschrinkt man sich bei der Vielteilchenmethode auf Linienelemente?
Mit der Beantwortung dieser Frage gelangt man zum Versténdnis dariiber, wann
man die eine oder andere Methode priferieren sollte.

Die Verwendung hoherwertiger Elemente in der Verschiebungsmethode erlaubt
die komplexere und adaptivere Beschreibung der Struktur bei Verwendung
zunéchst einfach strukturierter Grundgleichungen. Oft werden zur Beschreibung
der mechanischen Sachverhalte Energiefunktionale verwendet. Solche Funktio-
nale haben den Vorteil eines meist sehr iibersichtlichen Charakters. Die Er-
zeugung der zur Losung des nichtlinearen Gleichgewichtes erforderliche JACO-
BImatrix erfordert aber frither oder spéter einen Differentiationsprozef. Dabei
entarten die zunéchst iibersichtlich strukturierten Funktionale aufgrund der
vielen wechselseitigen inneren Abhéngigkeiten gewohnlich zu sehr komplexen
Gleichungen, die dann die Beziehungen zwischen allen Knoten eines Elementes
untereinander darstellen. Wie stark die Kopplung der Gleichungen ist, héangt
nach Abbildung 2.1 von der Knotenanzahl der fiir die Diskretisierung verwen-
deten Elemente ab. Je hoher die Knotenanzahl ist, umso weitreichender und
komplexer ist die lokal formulierte Auswirkung des Zustandes eines Knotens
auf die anderen.

In der Vielteilchenmethode wird der Bewegungszustand von nur jeweils zwei
Knoten in Beziehung zueinander gebracht. Um die gleiche Anzahl an Wechsel-
beziehungen zwischen den Knoten eines Elementes mit n Knoten darzustellen,
n!
2(n—2)!
3, bei Vierknotenelementen schon 6 Linienelemente, usw.

bendtigt man Linienelemente. Das sind gegeniiber Dreiknoten— also

SHierdurch ist die Beschreibung der Bewegung direkt durch die NEwTONschen Bewegungs-
gleichungen moglich
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Diesem Mehraufwand bei der Vielteilchenmethode stehen folgende Uberlegun-
gen gegeniiber:

a.)

Oft ist es technisch nicht notwendig, alle denkbaren Wechselbeziehun-
gen eines mehrknotigen Elementes zu betrachten, so daf die erforderliche
Anzahl an Linienelementen gravierend kleiner sein kann als (g) Der Inge-
nieur hat unmittelbaren Einflufl darauf, selektiv nur die Zusammenhénge
der Struktur zu erfassen, die praktisch relevant sind, andere, nur formal
existierende Zusammenhénge konnen vernachléssigt werden.

Viel wichtiger ist aber der Umstand, daf3 die Linienelemente immer nur
sehr spezielle Zusammenhénge in der Struktur abbilden, was zu schwach
besetzten Matrizen fiihrt. Es wird mit K;; immer nur die Strukturreak-
tion an Position ¢ zufolge einer Konfiguration an Position j in Beziehung
gesetzt. Diese Beziehungen lassen sich in der Praxis oft durch einfache
Gleichungen, z.B. linear elastische Beziehungen ausdriicken.

Man erhilt die Moglichkeit, einzelne Effekte im Strukturverhalten sehr
gezielt und direkt und dabei mit einfachen Mitteln zu parametrisieren.
Diese Moglichkeit geht in der Komplexitéit der Mehrknotenelemente meist
unter.

Zusammenfassend kann man sagen

Die Verschiebungsmethode geht tendenziell von wenigen, einfach struktu-
rierten und allgemein gehaltenen Gleichungen aus und kommt im Prozefl
des Aufstellens der Strukturgleichungen fiir das spezielle System zu sehr
komplexen Ausdriicken, die nichts mehr mit der Einfachheit der Aus-
gangsgleichungen zu tun haben.

Dafiir ist diese Vorgehensweise allgemein und gut formalisierbar.

Die Vielteilchenmethode® startet bereits mit einer Vielzahl von einfachen
Gleichungen, die dann wihrend der Erzeugung der Strukturgleichungen
ihren einfachen Charakter behalten. Praktisch tiberfliissige Beziehungen
konnen von Anfang an vernachlissigt werden.

Die Vielteilchenmethode bietet die Moglichkeit, viel Spezialwissen der In-
genieure problemlos in eine Simulation zu implementieren.

Der Aufwand steckt im Handling und der geeigneten Parametrisierung
der vielen Gleichungen.

Es héngt vom behandelten Problem ab, mit welcher Methode man am Ende
effektiver arbeiten kann.

2.1.1.2 Ausnutzung der besonders strukturierten Anisotropie des

Giirtelreifens bei der Modellierung als Massepunktsystem

Das Strukturverhalten des Giirtelreifens wird fast ausschliellich durch die Kor-
de bestimmt. Sie sind die wesentlichen Festigkeitstriger des Kompositverbun-

5Dies gilt besonders bei Beispielen aus der Molekiildynamik
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des. Demzufolge resultiert das anisotrope Materialverhalten ebenfalls tiberwie-
gend aus der Anordnung und den Eigenschaften der Korde.

Die kontinuumsmechanische Grundlage zur Beschreibung der Reifenstruktur
mit der Theorie anisotroper Membrane wird in [B6hm.85] dargelegt.

Dort wird auch gezeigt, dal zur Beschreibung des Verhaltens der Querschnitte
des Giirtelreifens eine Idealisierung der mehrschichtigen Reifenstruktur in ei-
ner einzigen Schicht moglich ist, deren Spannungszustand dann der Summe der
Spannungsverteilungen der einzelnen Schichten der Karkasse und des Giirtel-
paketes entspricht. Es wird ebenfalls darauf hingewiesen, daf§ zur Erfassung
der Spannungen in den einzelnen Lagen die Verformungsmoglichkeiten des La-
minatverbundes zu beriicksichtigen sind, die mit den in der zitierten Arbeit
verwendeten Mitteln der Theorie einschichtiger, anisotroper elastischer Mem-
brane alleine nicht zu berechnen sind.

Man beobachtet, daf3 bei einer Rollbewegung des Reifens zwar grofle Verschie-
bungen stattfinden, die Lage der materiellen Punkte zueinander sich aber nur
gering dndert. Wenn man sich nun auf ein felgenfestes Koordinatensystem be-
zieht, so stellt man fest, dafl die Elemente K;; in all jenen Regionen, wo die
Querschnitte nur gering von den Ausgangsquerschnitten abweichen, sich eben-
falls nahezu unverénderlich zeigen.

Anderungen im Materialverhalten der Membran sind also in einem mit dem
Membranelement mitgefithrten Koordinatensystem fast ausschliellich auf Rich-
tungsédnderungen der Korde zuriickzufithren und somit geometrischer Natur.
Jetzt diskretisiert man die Reifenstruktur so, dal die Giirtel- und Karkaf-
schichten in einer gemeinsamen mittleren Fliche zusammengefafit werden. Die
Topologie der Knoten wird so gewihlt, dafl die Verbindungslinien zwischen den
Knoten mit den Kordrichtungen moglichst gut iibereinstimmen.

kordverstarkte Membran und
zugehdrige Topologie der Knoten

Anordnung von Federn
entlang der Richtungen der Korde

Abbildung 2.2: Kordverstiarkte Membran als Massepunktsystem

Dann werden anstelle der Membranelemente Elastizitdten entlang der Kanten
gesetzt. Dadurch werden die wesentlichen Terme in der einer Membranstruktur
entsprechenden JAcOBImatrix K (mit den Elementen K;;) durch entsprechend
dimensionierte Federn Kj; ausgc?iriickt. Diese sind an den materiellen Punkten
der Membran befestigt, werden auf der Grundlage von einfachen physikalischen
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Zusammenhéngen dimensioniert und folgen zu allen Zeiten den Bewegungen
der Korde (s. Abb. 2.2).

Die Wirkung des Matrixmaterials wird durch entsprechend klein dimensionier-
te Federn beriicksichtigt, die quer zu den Kordrichtungen angeordnet werden.
(Diese Federn sind in Abb. 2.2 nicht dargestellt.)

2.1.1.3 Aufstellen der Bewegungsgleichungen der anisotropen Mem-
branstruktur des Giirtelreifens als Zentralkraftsystem

Die Grundstruktur der Bewegungsgleichungen folgt dem NEwWTONschen Grund-
gesetz

Dabei ist tﬁ’ der Vektor der momentan an den Knoten wirkenden freien Kréfte,

m ist die diagonal besetzte Massenmatrix und tX ist der Vektor der absoluten

Beschleunigungen der Knoten.
Zur Berechnung einer transienten Rollbewegung wird diese Gleichung in der

Form - L
X = [m] W F (2.6)

beginnend bei Anfangsbedingungen

X (t)‘tZOt - OX

X (t)( — X (2.7)

t=ot

unter Beriicksichtigumg der Randbedingungen und Lasten durch die Zeit inte-
griert.

Der Reifen sei nun mit n,,q. Knoten und n,.,qs Stdben diskretisiert. Die Kon-
figuration eines Knotens A sei zum Zeitpunkt ¢ vollsténdig beschrieben durch
die Vektoren

’3)_{' ... Ort des Knotens A bzgl. des Inertialsystems,

‘3)2’ ... absolute Geschwindigkeit des Knotens A

Zu dieser Konfiguration gehore die zur Bewegung konsistente absolute Beschleu-
nigung ‘1)_& .

Die Knotenkréfte am Knoten A setzen sich analog zu Gleichung 2.1 zusammen
nach

Nrods int Q Mnode et
Ag — Qi,,‘od T . trod __ B . B
o= 6 DI R
iroq=1 B=1

mit 6% = {0 far A#B und

1 fir A=1RB
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§Qiroa  _ 0 wenn A gleich Knoten @ an Stab ¢, ist
A 1 sonst
oint
Q’mr%Fm ... Reaktionskraft am Knoten @@ von Stab i,,q bei ¢
B ext . .
F ... #uBere Last am Knoten B zur Zeit ¢ (2.8)

Die Massenmatrix hat die Form m = diag(* mit 4m als der im

. m) ‘A:l...nnode
Knoten A konzentrierten Punktmasse.

Ax oEA, (L BY

Abbildung 2.3: Seilelement mit konzentrierter Punktmasse

Abb. 2.3 zeigt ein einfaches Seil- oder Stabelement mit in den Knoten A und
B konzentrierten Massen. Die Knotenkréfte, die von diesem Element produ-
ziert werden wirken immer entlang seiner momentanen Stabléngsachse, deren
Einheitsvektor €, sich trivial berechnet nach

B;X B /"5)2 By A+ By A+
&= mlttL:\/(tX— X)- (5% -1%).
Bei Kenntnis der spannungslosen Linge oL des Stabes kann man jetzt seine
elastische Reaktion an den Knoten berechnen mit

A elast - +L— oL _

tF = OEAT €Eg

B elast . A elast

t S (2.9)

—int
Zur vollstdndigen Reaktion der Struktur auf die Momentankonfiguration ‘iF "

entsprechend Gleichung 2.8 kénnen noch Knotenkréifte zufolge anderer Kraft-
gesetze z.B. aus viskoser Ddmpfung (s. Abschnitt 2.1.4) oder Hystheresekréifte
zufolge innerer Reibung hinzukommen.

Mit der Anwendung dieser einfachen Gleichungen ist man prinzipiell in der
Lage, ein vollsténdiges Reifenmodell nach der Theorie anisotroper Membrane
aufzubauen.
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Zu beriicksichtigen sind nur noch

— ein Algorithmus zur Erstellung einer geeigneten Knotentopologie
(s. Abschnitt 2.1.1.4).

—  eine geeignete Prozedur zur Applikation des Innendrucks (s. Abschnitt 2.1.2).

—  geeignete Mafinahmen, um spezielle Effekte wie Biegung und sonstige Ei-
genschaften des Schichtverbundes zu erfassen (s. Abschnitt 2.1.3).

—  Mafinahmen zur Beriicksichtigung des fiir die Stabilitét einer Rollsimula-
tionsrechnung unerldfilichen Dissipationsmodells (s. Abschnitt 2.1.4).

—  eine geeignete Parametrisierung der Stébe (s. Abschnitt 2.1.5).

—  ein geeigneter Integrationsalgorithmus fiir transiente Simulationen
(s. Abschnitt 2.2).

—  ein geeigneter Kontaktalgorithmus fiir die Simulation von Rollvorgéngen
(s. Abschnitt 2.3).

2.1.1.4 Topologische Betrachtungen zur diskreten Modellierungs-
technik
Erstellung geeigneter Teilungsverhiltnisse

Wenn man ein Membranstiick des Giirtels betrachtet, so findet man 3 Vorzugs-
richtungen, in denen Korde liegen.

—  Korde in Richtung des positiven Lagenwinkels +3,
—  Korde in Richtung des negativen Lagenwinkels —3 und
—  Korde in Querrichtung entlang der Karkasse’.

Demzufolge legt man in diese Richtungen jeweils die Diagonalstéibe des Giirtels
fiir die Stahlkorde und die Karkafstébe fiir die Reyonkorde der Karkasse (s. Abb. 2.4).

Ein Membranstiick aus der Seitenwand, dafl hier aus Griinden der besseren An-
schauung nicht in Umfangsrichtung, sondern in Querrichtung orientiert darge-
stellt ist, hat nur eine Bewehrungsrichtung entlang der KarkaBstébe (s. Abb. 2.4).

Aus kontinuumsmechanischen Betrachtungen und Messungen ist bekannt, dafl
die Seitenwand neben der radialen Bettung auch die Torsionsbettung des Giirtels
iibernimmt.

Die Frequenzen der Torsionsschwingung des Giirtels um die Radachse liegen oft
unterhalb der Frequenz der zweiten Biegeeigenschwingung, kénnen aber je nach
Setup sogar weit unter der ersten Biegeeigenfrequenz liegen (s. [Zegelaar.97]).
Die richtige Erfassung dieser Eigenschwingung ist demzufolge fiir die Simulation
von transienten Rollbewegungen oder von Interaktionen zwischen Reifenmecha-
nik und Schwingungen im Antriebstrang elementar wichtig!

"Manchmal (vor allem bei Reifen neuerer Bauart) existiert eine vierte Richtung, die Ban-
dage.
Die Bandage ist eine iiber der obersten Giirtellage aufgebrachte Schicht aus zwei oder drei
Nylonlagen, die in Umfangsrichtung orientiert sind. Ihre Erfassung in der diskreten Modellie-
rung erfolgt nach logischem Verstdndnis und wird in diesem Abschnitt nicht diskutiert, aber
in Abb. 2.4 gezeichnet.
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Giirtelverband €p Seitenwand

Diagonal-
stabe
Umfangs-
stabe
Karkass-
stabe

Abbildung 2.4: Zuordnung der Anisotropierichtungen im Giirtelreifen
zu den Stdben

Es ergeben sich bei der Abbildung des elastischen Verhaltens der Seitenwand
durch die Kombination von Karkaf3—, Diagonal- und Umfangsstédben folgende
zu betrachtende Wechselwirkungen:

1.) Die Schubsteifigkeit in Torsionsrichtung® soll im wesentlichen durch die
Diagonalstéibe der Seitenwand iibernommen werden.

Hierfiir werden die Diagonalstdbe mit einer geeigneten Steifigkeit ausge-
stattet und unter einem entsprechenden Winkel gegen die Karkaflstdbe
angestellt.

2.) Die Diagonalstdbe haben aber gleichzeitig auch Einflufl auf die radiale
Steifigkeit der Seitenwand.

3.) Desweiteren haben auch die Umfangsstibe, die zunéchst nur fiir den Gum-
mi stehen, im Zusammenhang mit dem mit den Diagonalst&dben gebildeten
Dreiecksverband Einfluf3 auf die Torsionsbettung.

4.) Im dreidimensionalen Fall hat die geometrische Form der Seitenwand als
doppelt gekriimmte, anisotrope Membran gravierenden Einflu}, auf die
letztendlich entstehende elastische Bettung des Giirtels in radialer und
Umfangsrichtung. Durch diesen Einflufl werden die Betrachtungen nach
(1.)...(3.) in ihrer Wirkung relativiert.

Hier gilt es eine gute Dimensionierung fiir Steifigkeitsverteilung und Topologie
des Meshes zu finden, die in Abschnitt 2.1.5 beschrieben wird.

Der kombinierte Einflufl der Elastizitdten der Stédbe auf die elastischen Eigen-
schaften des Verbundes ist im Giirtel natiirlich genauso vorhanden, wie er an-

8Die Schubsteifigkeit der Seitenwand gegen Torsion beschreibt die Elastizitit der Verspan-
nung des Giirtelringpaketes in Umfangsrichtung gegen die Felge.
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Abbildung 2.5: Membranmodell des Giirtelreifens als Massepunktsys-
tem
hand der Seitenwand oben beschrieben wurde. Im Giirtel spielen diese Wechsel-
wirkungen angesichts der riesigen Anisotropieunterschiede im Material jedoch

nur eine untergeordnete Rolle.

Jetzt mufl man nur noch betrachten, welchen Bereich der Struktur die jeweiligen
Massepunkte und die zwischen ihnen befindlichen Elastizitédten reprisentieren
sollen. Daraus ergibt sich, ob man hinreichend viele Punkte eingefiihrt hat, um
die gewiinschte Genauigkeit des Modells umzusetzen. Die Eigenschaften der re-
prasentierten Bereiche werden dann durch Mittelwertbildung bzw. Integration
den skalaren Eigenschaften der Knoten bzw. den Parametern der Kraftgesetze
zwischen ihnen zugeschlagen. Ausfiihrlich wird dieses Thema im Abschnitt 2.1.5

behandelt.

Wie ein nach dieser Modellierungphilosophie aufgebautes Modell eines Giirtel-
reifens aussieht, ist in Abb. 2.5 dargestellt. Die verwendeten Randbedingungen

werden in Kapitel 5 erldutert.

2.1.1.5 Vor- und Nachteile der diskreten Modellierung

Die Vorgehensweise nach Abschnitt 2.1.1.3 sichert, daf§ auch nach grofien Starr-
korperbewegungen des Rades und tiberlagerten endlichen Deformation der Rei-
fenstruktur die Richtung der Korde zueinander richtig beschrieben wird. Sie
kann also aufgrund der Tatsache, dafl der geometrische Anteil an den Eintrigen
in der JAcoBImatrix erfafit wird, einen grofien Bereich der in der Praxis des
Rollvorganges auftretenden Deformationen hinreichend genau abbilden.
Erst wenn das Verhalten der Korde oder des Matrixmaterials merklich nicht-
linear wird bzw. den auferlegten Rahmen der einfachen Kraftgesetze sprengt,
dann treten Effekte auf, die mit einer Approximation der Struktur als System
aus Federn und Massepunkten allein nicht mehr erfaffit werden kénnen. Dann
ist es aufgrund der Einfachheit und Ubersichtlichkeit dieser Modellierung aber
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moglich, solche speziellen Effekte sicher zu erkennen und durch einfache Erwei-
terungen der Modelle, wie sie z.B. in den folgenden Abschnitten beschrieben
werden, zu erfassen.

Der grofie Vorteil der Modellierung einer anisotropen Membran als ein Masse-
punktsystem besteht zusammengefafit darin, dafl

4+  der Materialanteil der JACOBImatrix nur einmal, a priori berechnet wird
und nur der sich mit der Bewegung verdndernde geometrische Anteil be-
rechnet werden muf3.
Dies bildet besonders das netzkinematische Verhalten von anisotrop bewéhr-
ten Strukturen gut ab. Damit senken sich die Kosten eines Zeitschrittes
betréchtlich. Das ist vor allem bei transienten Problemen mit sehr vielen
Zeitschritten von so grofler Bedeutung, daff man dafiir die geringen Ab-
striche an die Genauigkeit der Erfassung von gekoppelten Effekten, die in
hoherer Ordnung von den Deformationen abhéngig sind, gerne toleriert.

+  die Berechnung des geometrischen Anteils an der JACOBImatrix ohne jeg-
lichen zusétzlichen Aufwand, quasi automatisch als ein Nebeneffekt von-
statten geht.
Dies ist moglich, da die ausschliellich entlang der Verbindungslinien der
Knoten wirkenden FElastizitdten durch die Bewegung der Struktur voll-
stindig mitgefithrt werden. Diesen Vorteil hat man bei der Formulie-
rung von kontinuierlich wirkenden Elastizitdten wie Volumenelementen
und Schalen nicht.

+  die Berechnung der Knotenkréfte als Reaktion auf die Konfiguration im
Sinne der Vielteilchenphilosophie beliebig einfach gehalten werden kann.

+  sich ein sehr iibersichtliches und dem ingenieurméfligen Verstédndnis sehr
naheliegendes Modell ergibt, das gleichzeitig Raum fiir die einfache Imple-
mentierung von zusétzlichen Kraftgesetzen und Bedingungen zur Erfas-
sung von Viskositéit, innerer und duflerer Reibung sowie Kontakt bietet.

4+  sich durch die Konzentration der Masse in den Knoten eine diagonale
Massenmatrix ergibt, deren fiir die Zeitintegration erforderliche Inversion
(s. Abschnitt 2.2.2) trivial ist.

Ein Nachteil der diskreten Modellierungstechnik besteht darin, daffi man bei
der Wahl der Anzahl und der Positionierung der Punkte entlang eines Reifen-
querschnittes nicht frei ist, wie es z.B. fiir eine genauere Modellierung lokaler
Bereiche wiinschenswert ist.

Aufgrund dieses Nachteils sind folgende, jedoch erfiillbare Bedingungen zu beriick-
sichtigen:

—  Die Federn im Giirtel miissen entlang des gegebenen Lagenwinkels der
Korde ausgerichtet werden:
Das erreicht man, indem man die Teilung in Querrichtung auf die Teilung
in Umfangsrichtung, sprich die Anzahl der Spuren in Quer— auf die Anzahl
der Querschnitte in Umfangsrichtung abstimmt.
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Man mufl mit einer ganzzahligen Anzahl an Querschnitten auskommen
und dabei die SchlieSbedingung fiir die Korde in Umfangsrichtung erfiillen:
Es ist einleuchtend, daf§ man bei einer Diskretisierung, wo die Steifigkeits-
trager diskret an die Struktur gekoppelt sind, sicherzustellen hat, daf3 der
erste und letzte Querschnitt nahtlos zusammenpassen. Ubergangselemen-
te zur Uberbriickung von zueinander versetzten Knoten sind nicht vorge-
sehen und im Rahmen dieser Modellierungsart auch sinnlos. Durch solche
Ubergangselemente wiirde man die Vorteile der diskreten Topologie ver-
spielen.

Man mufl mit der Diskretisierung den Giirtelrand treffen:

Bei einem gegebenen Kordlagenwinkel und einer gewéhlten Teilung des
Giirtels in Quer- und in Umfangsrichtung ergibt sich zwangslédufig ein Ort
in Querrichtung, an dem die Giirtelstdbe enden. Deshalb gilt als zusétzli-
che Bedingung an die gewéhlte Teilung, daf dieser sich ergebende Ort mit
der tatsdchlichen Giirtelbreite tibereinstimmen muf. Es ist zuléssig, dabei
kleine Abweichungen zu tolerieren, weil man diese durch geringe Modi-
fikation der Steifigkeiten der Diagonalfedern am Giirtelrand ausgleichen
kann. Diese Moglichkeit wird in Abschnitt 2.1.3 ndher erldutert.

2.1.1.6 Erstellung einer geeigneten Topologie der Knoten fiir die

Startkonfiguration

Um eine geeignete rotationssymmetrische Startkonfiguration zu generiern, geht
man wie folgt vor:

1.)

Man wiahlt einen sinnvollen Ausgangsquerschnitt zur Beschreibung der
Reifenkontur in Meridianrichtung aus.

Dieser Querschnitt kann von einem gegebenen Reifen durch Vermessung
gewonnen werden oder in der Designphase von Giirtelreifen zunéchst na-
hezu beliebig angenommen werden.

Man erzeugt aus dem Ausgangsquerschnitt nach (1.) eine Gleichgewichts-
figur.

Diese Prozedur ist lange bekannt und wird in [B6hm.66b, u.v.a.] beschrie-
ben. Es ist zwar nicht notwendig, aber zweckméfig, das Modell auf einer
Gleichgewichtsfigur aufzubauen. Ansonsten konnen wihrend der ersten
Luftbefiillung des Reifens bei der Simulation grofie Verschiebungsinkre-
mente und damit ein moglicherweise unrealistischer Vorspannungszustand
auftreten.

Das Massepunktmodell ist sehr robust. Trotz grofier Verschiebungsénde-
rungen zu Beginn des Aufpumpens werden immer noch Lésungen produ-
ziert, jedoch macht es den Simulationsstart teurer.

Andererseits befreit man sich mit der Verwendung von Gleichgewichtskon-
figurationen von Unwégbarkeiten, die sowohl mit der in (1.) erw&hnten
Moglichkeit der beliebigen Wahl eines Ausgangsquerschnittes, als auch
mit dem subjektiven Faktor zusammenhéngen kénnen, der bei der Posi-
tionierung der mittleren Ebene in dem relativ dicken Giirtelverband un-
vermeidlich ist.
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3.) Man untersucht zuletzt systematisch Kombinationen aus Umfangsteilung
und Spuranzahl.

Dazu wickelt man die Giirtelkorde unter einem vorliegenden Lagenwin-
kel auf dem zur Gleichgewichtsfigur nach (2.) gehoérenden Torus raum-
lich ab. Das ist eine leichte numerische Aufgabe. Wenn man die erfor-
derliche Giirtelbreite hinreichend genau trifft, so hat man eine zuléssige
Teilungskombination gefunden. Ansonsten wéhlt man die 1t. Systematik
néchstmogliche Teilungskombination. Man kann auch den Kordlagenwin-
kel leicht variieren, wenn man damit nicht die in jeder Reifenproduktion
normalerweise auftretenden Toleranzen iiberschreitet.

In Abb. 2.6 werden Reifentopologien verschiedener Teilungsverhéltnisse fiir das
in Abschnitt 5.1 verwendete Reifenmodell gezeigt, die das Ergebnis solcher Be-
trachtungen sind. Damit wird demonstriert, dafl der erwahnte ,,Nachteil* der
diskreten Modellierungstechnik durch geeignete Mafinahmen vollig ausgeglichen
werden kann.

2.1.2 Applikation des Innendruckes

Die Applikation des Innendruckes bedarf einiger zusétzlicher, wenig aufwendi-
ger Betrachtungen, da man zum Aufbringen von verteilten Lasten eigentlich
geeignet parametrisierte Flachen benotigt. Diese liegen bei der Diskretisierung
mit einem Massepunktsystem in formaler Hinsicht nicht automatisch vor.

Desweiteren sollte beriicksichtigt werden, da3 durch die Prozedur der Druck-
kraftberechnung der numerische Aufwand im Zeitschritt gering bleiben soll.

Die primitivsten und damit aus numerischer Sicht geeignetsten Fldchenelemente
zur Berechnung der Druckkrifte sind Dreiecke. Sie besitzen eine iiber die Flédche
konstante Normale und erlauben die eindeutige Aufteilung der resultierenden
Druckkraft auf die Knoten, wobei sowohl die Kraft— als auch die Momenten-
wirkung identisch der verteilten Druckbelastung ist. Bei komplexeren Fléachen-
elementen ist die Bedingung einer dquivalenten Kraft— und Momentenwirkung
allein nicht ausreichend, um zu einer eindeutigen Aufteilung der resultierenden
Druckkraft auf die Knoten der Fldche zu kommen. Es miissen Betrachtungen
iiber die Arbeitsiquivalenz der Knotenkrifte durchgefiithrt werden, um diese er-
forderlichen zusétzlichen Gleichungen zu generieren. Desweiteren gestaltet sich
die Integration der Kraftwirkung zur Drucknormalbelastung iiber eine nichtebe-
ne Flédche schwieriger.

Die Reifenstruktur zeichnet sich dadurch aus, daf3 sie durch doppelt gekriimm-
te Flichen begrenzt wird. Wenn man sich nun ausschlieBlich auf Dreiecks-
flichen beziehen wiirde, dann wéren die entstehenden Knotenkréifte abhéngig
von der zufiillig gewéhlten Aufteilung der druckbelasteten Fliche, was solange
unzuléssig ist, wie man rdumlich so grobe Modelle verwendet, dafl der Einflufl
der zufélligen Aufteilung der Fliachen in Dreiecke eine Rolle spielen wiirde.
Man muf} also aus mechanischer Sicht fiir die Applikation von Druckkriften
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Abbildung 2.6: Beispiele fiir verschieden feine Teilungsvarianten

komplexere Fliachen als Dreiecksflichen verwenden.

Um den numerischen Aufwand gering zu halten, bevorzugt man hier eine Vorge-
hensweise, bei der man die Adaptivitiat von Vierecksflichen mit den Mitteln der
einfachen Applikation von Druckkréiften auf Dreicksflichen kombiniert:

1.) Zunéchst werden die Flidcheninhalte und Normaleneinheitsvektoren aller
Dreiecke berechnet, die von je einem Umfangs—, Karkafi— und Diagonal-
stab gebildet werden konnen (s. Abb. 2.7). Diese numerische Operation
gestaltet sich mittels des Kreuzproduktes der Dreiecksseitenvektoren sehr
einfach.

2.) Dann werden die zugehorigen Druckkriifte auf die Knoten der Dreiecks-
fliiche verteilt.

3.) Zuletzt werden die gewonnenen Druckkrifte jeder betrachteten Dreicks-
fliche zur Hélfte den resultierenden Druckkréften der Gesamtstruktur
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ﬁAk = p Ay - €,, ... Druckkraft am Teildreieck A
—_— AﬁAk = %pAk - €n, --.anteilige Knotenkraft
— Aﬁg = % > AR A, - - - resultierende Druckkrifte des Vierecks

Abbildung 2.7: Kraft durch Innendruck an einer doppelt gekriimmten
Fléache

iiberlagert, da sonst bei der Vorgehensweise nach 1.) exakt die doppel-
te Flache verwendet werden wiirde.

Dieser Algorithmus ermoglicht die Applikation von Druckkriften auf doppelt
gekriimmte Reifenoberfliichen (s. Abb. 2.8 ?). Vergleichsrechnungen mit der In-

Abbildung 2.8: Knotenkrifte zufolge Innendruck

tegration der Druckspannungen iiber Vierecksflichen nach der Standardvorge-
hensweise bei isoparametrischen Finiten Elementen (s. Abschnitt 4.3) ergaben,
daf} auch fiir grofle Deformationen die Genauigkeit der hier vorgestellten Vorge-
hensweise hervorragend ist. Gleichzeitig bedarf die Druckkraftberechnung iiber
Mittelung der Teilnormalen deutlich weniger numerischen Aufwand.

9Bemerkung: Die GroBe der Druckkrifte wird durch die Lénge und die Farbe der Kraftvek-
toren illustriert.
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2.1.3 Abbildung von Biegesteifigkeiten und dem Schichtkorper-
verhalten

Bereits ein anisotropes Membranmodell ist sowohl fiir rotationssymmetrische
als auch fiir Aufgaben der transienten Rollmechanik eine sehr gute Approxima-
tion des Giirtelreifens. Dies ist schon seit langer Zeit in der Literatur bekannt:
[B6hm.66b, B6hm.85, u.a.]. Auch in neueren Arbeiten wird immer wieder auf
diese bewihrte Modellierung zuriickgegriffen und oft lediglich durch Verwen-
dung kommerzieller Softwarepakete mit optimierter Numerik und modernen
Kontaktalgorithmen eine bessere Performance geboten, ohne dabei aus wissen-
schaftlicher Sicht viel neues zu bieten (s. [Wu.97]).

Ein einfacher Freischnitt des Reifens am Fahrzeug vergegenwirtigt, dafi die sta-
tische Traglast gleich dem Integral der Kontaktnormalspannungen im Latsch ist.
Zur Ausbildung des ungefiihr handflichengrofien Latsches sind unter normalen
Bedingungen und bei der Geometrie moderner Reifen nur geringe Kriimmungsénde-
rungen des Giirtels erforderlich.

Demzufolge sind die guten Ergebnisse, die man mit einem Membranmodell er-
zielen kann, damit zu erkldren, dafl das Tragverhalten des Giirtelreifens zum
groBten Teil auf die Wirkung der gespannten Membran zuriickzufiihren ist.

Wenn die Anforderungen an die Genauigkeit des Modells steigen und Effekte
wie

—  Lenkverhalten

—  Frequenzantwort

—  Uberrollen von Hindernissen

—  Abplattungen unter Sturzwinkel oder
—  Verhalten bei geringem Innendruck

.. Laufstreifen

.. Bandage

.. zweite Glirtellage

.. erste Giirtellage

.. Karkasse

.. Karkaf3kappe
und Innenseele

.. spezielle Gummikeile

.. Seitenstreifen

WO TR WNE

Abbildung 2.9: Prinzipieller Guertelaufbau

untersucht werden sollen, dann kann man die Biegesteifigkeit der Reifenstruk-
tur nicht mehr vernachléssigen.

Insbesondere das Giirtelpaket und der Wulstbereich der Seitenwand sind wegen
der Abstédnde der Kordlagen von der biegeneutralen Faser z.T. sehr biegesteif
(s. Abb. 2.9).
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Gleichzeitig wird von frithen Arbeiten bis hin zu neueren Arbeiten [Feng.94,
Gall.95] immer wieder auf den Einflufl der Modellierung der Anbindung des
Reifens an die Felge hingwiesen. Gemeint ist dabei vor allem das Problem der
Modellierung der mehr oder weniger torsionssteifen Anbindung des Wulstes an
die Felge und der Biegesteifigkeit des Wulstes selbst sowie die addquate Abbil-
dung des Kontaktproblems.

Gummi
(6 verschiedene
Mischungen)

Karkasse
Whulstverstarker
Kern mit Umwicklung

Felge

Abbildung 2.10: Reifen auf der Felge

Die Eigenschaften der Einspannung werden von vielen Faktoren beeinflufit. Da-
zu gehoren die dem Kern eigene Torsionssteifigkeit, der je nach Reifentyp un-
terschiedlich gestaltete Querschnittsformen besitzt und die Art und Weise, wie
der Reifenwulst durch die Vorspannung des Kernes gegen die Felge gezwéngt
wird (s. Abb. 2.10). Je nachdem, wie stark der Wulst an die Felge geprefit wird,
wie grof3 die biegewirksame Hohe des Felgenhorns ist und wieviel und welches
Material sich zwischen Felge und Kern befindet sowie aus den sich einstellenden
Kontaktbedingungen kann sich der Wulst unterschiedlich stark am Felgenhorn
abstiitzen.

Die in dieser Arbeit verwendeten Randbedingungen fiir das Modell der dufleren
Mechanik werden in Kapitel 5.1.1.2 beschrieben.

2.1.3.1 Modellierung des Einflusses der hochelastischen Anbindung
der Giirtellagen an die Karkasse im Schulterbereich als ef-
fektive Steifigkeit der Stahlkorde

Im Zusammenhang mit der Modellierung des Giirtelreifens als einschichtige
Membranstruktur ist neben der Biegesteifigkeit noch der Einfluf} der Zusam-
menfassung des mehrschichtigen Verbandes in eine einzelne Membranschicht
auf die Steifigkeiten zu beriicksichtigen:

FEines der grundlegendsten Elemente zum Versténdnis der Funktionsweise eines
Gilirtelreifens ist die Art des Zusammenspiels im Tragverhalten von Karkasse
und Giirtellagen, s. [B6hm.67, Béhm.66a, u.a.].

Damit das Giirtelpaket seine Aufgabe der Umgiirtung der Karkasse wahrneh-
men kann, miissen sich Zugkrifte in den Stahlkorden der Giirtellagen aufbauen.
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Nur so kann der Giirtel seine Tragwirkung gegeniiber dem Innendruck entfalten
sowie durch diese Tragwirkung die Karkasse entlasten, was erst die gewiinsch-
te Querschnittsform herbeifithrt. Aufgrund der Bauweise der Giirtelreifen ver-
schwinden die Kordkrifte am Giirtelrand; es ist bekannt, daf sich der Stahlkord
unmittelbar am freien Ende vollsténdig von dem ihn umgebenden Gummimate-
rial 16st und in Luft endet. Die Kriéfte, die sich im Stahlkord auszubilden haben,
konnen sich also nur mit dem Integral iiber die an der Kordoberfliche wir-
kenden Schubspannungen vom Kordanfang in Richtung Giirtelmitte allmahlich
aufbauen. Diese Schubspannungen werden nur vom Gummimaterial aufgenom-
men und fithren aufgrund der hohen Flexibilitdt zu beachtlichen Verformungen:
Am Giirtelrand treten lokale Scherdeformationen des Gummis in der Grofien-
ordnung von 21° auf, die je nach Reifenkonstruktion erst relativ spét (nach
ca. bmm) abklingen.

Aus der Sicht der diskreten Modellierung des Schulterbereiches in einer Schicht
heifit das, dal am Giirtelrand die Diagonalstéibe tiber eine schubweiche Bettung
an die zugrundeliegende Struktur zu koppeln sind. Da ohne Einfithrung zusétz-
licher Freiheitsgrade nur starre Anbindungen modelliert werden kénnen, mufl
man die zur Kordsteifigkeit seriell wirkende Schubbettung in einem reduzierten
E—Modul der Stahlkorde zusammenfassen.

Es ist leicht verstéindlich, daf§ der Reifen besonders bei der Ausbildung der
Pumpfiguren empfindlich auf diesen Effekt reagiert. Wenn Wulst und Seiten-
wand in radialer Richtung korrekt modelliert wurden, was bei der einfachen
inneren Struktur der Seitenwand (s. Abb. 2.4) sehr sicher erfolgen kann, dann
wird die sich einstellende Pumpfigur praktisch nur noch davon beeinfluf3t, inwie-
weit der Giirtel in der Lage ist, den Innendruck abzutragen. Biegeeffekte spielen
bei der Pumpfigur nur eine zu vernachldssigende Rolle. Damit ergibt sich die
Moglichkeit, diesen Effekt durch zerstérungsfreie Messungen zu quantifizieren.
Die meisten Stahlkorde besitzen einen E-Modul von ca. 1.8 - 10° MPa, der je
nach Marke von (1.5...1.9) - 105 MPa variiert.

Bei den fiir diese Arbeit durchgefithrten Untersuchungen ergab sich zur Ab-
bildung der schubweichen Anbindung der Stahlkorde an die Karkasse ein Min-
derungsfaktor fiir die Steifigkeit der Stahlkorde von iiberall 5, der in der Dia-
gonalstdben am Giirtelrand sogar bis auf das 1.5fache davon erhéht wurde.
Man kann also bei der Parametrisierung der Diagonalstéibe des Giirtels nur mit
ca. 20% der Steifigkeit rechnen, die man in der Zerreimaschine fiir die Korde
messen kann.

2.1.3.2 Beriicksichtigung von biegeelastischen Reaktionen der Rei-
fenstruktur im Rahmen der diskreten Modellierungstechnik

Bei der gewéhlten Diskretisierung der Membran durch Massepunkte ist keine di-
rekte Beziehung zwischen Knotenverschiebungen und Biegemomenten maoglich,
weil es keine Verdrehfreiheitsgrade an den Knoten gibt.
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Zur Uberwindung dieses Problems nutzt man aus, da8 in der vorliegenden Dis-
kretisierungstechnik die Umfangs- und Karkafistibe wihrend der gesamten Si-
mulation nahezu senkrecht zueinander stehen und die lokale Definition eines
zweiachsigen Biegezustandes ermoglicht. Dann werden die entstehenden elasti-
schen Biegemomente durch geeignete Kriftepaare auf die beteiligten Knoten
ersetzt. Zur Berechnung der Biegemomente um die jeweiligen Achsen benotigt
man die biegefreien Referenz— und die momentanen Winkel der entsprechen-
den Stidbe zueinander, um daran die Anderung des Kriimmungswinkels der
Fliache um die Hauptbiegerichtungen ablesen zu kénnen. Es mufl beachtet wer-
den, dal wegen der Periodizitdt der Winkelfunktionen keine Mehrdeutigkei-
ten oder Singularitéiten bei der Berechnung der Winkel (Durchschlag, es gilt
cos(z) = cos(—x), usw.) auftreten. Dies ist lediglich ein organisatorisches Pro-
blem. Die bei Biegeeffekten infrage kommenden Knoten ermittelt man iiber die
Stébe der betrachteten Richtung. Diese findet man am effektivsten, wenn man
beim Aufbau der Struktur einen Graphen gene-
riert, in dem die an einem Zentralknoten ic.cpter
angeschlossenen Stdbe r1...7rg z.B. nach dem
rechts angegebenen Schema abgespeichert sind.
Diese Technik erlaubt ein sehr leichtes Auffinden
der Knotennummern der Vorgénger und Nach-
folger eines Knotens in jeder Stabrichtung. Das
an einem Knoten A wirkende Biegemoment

fiir Quer- und Léngsbiegung errechnet sich zusammen mit Abb. 2.11 nach
An7 A A =
Mg = Acg( - &/’) Aé,  und

W= Ad(h-) e (2.10)

Die am Knoten A wirksamen Biegesteifigkeiten Acg und Ac? ermittelt man
vollkommen analog zur Biegetheorie der Balken, nachdem die Eigenschaften
der diskretisierten Bereiche anteilig den Knoten zugeschlagen wurden (s. Ab-
schnitt 2.1.5).

Zur geeigneten Applikation der Biegemomente ersetzt man diese durch zwei
Kriftepaare, deren Kraftwirkung nach auBen verschwindet (s. Abb. 2.1110 )
und von denen nur noch die Momentenwirkung erhalten bleibt. Diese Kréfte-
paare miissen (moglichst) senkrecht zu den Stédben wirken, da sie anderenfalls
Komponenten in Stabléngsrichtung enthalten, die man dann erst wieder elimi-
nieren muf.

YEs wird das Primitiv fiir die Berechnung der Biegekriifte dargestellt. Die dicken Linien in
Magenta stellen die deformierten Stédbe in 71— und ro—Richtung und die blauen die in r4— und
r7—Richtung dar. Die zugehorige nichtverbogene Konfiguration ist diinn gestrichelt in gleicher
Farbe dargestellt. Die griin dargestellten Vektoren €, und €; bezeichnen die lokalen Haupt-
biegeachsen fiir Quer— und Léngsbiegung, die z.B. am Reifendquator respektive in Umfangs—
und Querrichtung verlaufen. Damit ergeben sich die dick schwarz dargestellten Biegekriifte
geméB Gleichung (2.11) parallel zur ebenfalls griin dargestellten Richtung A€, der mittleren
Normalen (s. dort).
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Abbildung 2.11: Kriftepaare als Ersatz fiir die Biegemomente, Beispiel
Querbiegung

Im zweidimensionalen Fall wird diese Art der Applikation von Biegemomenten
auf ein Fachwerk seit langer Zeit sehr erfolgreich praktiziert.

Im vorliegenden dreidimensionalen Fall tritt das Problem auf, dal die Ebenen,
die zur Quer— und Léangsbiegung gehtren, dann nicht mehr eindeutig definiert
sind, wenn die Stidbe, welche die Ebene definieren eine gestreckte Lage einneh-
men. Dies ist wihrend des Rollvorganges vor allem im Latschbereich regelméfig
der Fall und wird durch ein feines Mesh auch an anderen Orten begiinstigt.
Deshalb wird in dieser Arbeit die Biegeebene unter Umgehung der o.g. poten-
tiellen Singularitéten anders definiert. In jedem sinnvollen Deformationszustand
des Reifens ist es moglich, fiir jeden Knoten eine nach auflen gerichtete mitt-
lere Normale zu ermitteln. Dieser Einheitsvektor liegt bei annéhernd senkrecht
zueinander ausgerichteten Umfangs— und Querstdben auf der Schnittgeraden
der beiden Biegeebenen. Wie diese mittlere Normale berechnet wird, entnehme
man Abb. 2.17 in Abschnitt 2.3.1.

Damit ergeben sich die Vektoren Aé’q und 4€; aus Gleichung 2.10 als die Nor-
malvektoren der von der mittleren Normalen und den Stabachsen gebildeten
Ebenen.

Die letztendlich am Knoten A (AF q (Aéw) fir Quer— und AF ! (Aé@/) flir

=L - R
Liangsbiegung) sowie an den Nachbarknoten (AFq (Aéqp) und AFq (A‘iﬂ))

LV L H
fir Quer— sowie 4F . (A‘i’y) und AF . <A’?57> fiir Léngsbiegung) zu appli-
zierenden Krifte berechnen sich als D’ALEMBERTsche Gleichgewichtsgruppe
folgendermafien
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A A
Y=
Aplt (A _ At 0" Az
Fq (A tw) = — CqujiR' €n
t
By (a) = - (B (&) 1 By (a))
q t - q t q t
und analog
A A
-V A A tfy_Ofy =
AFl (Atry) = — c? ALV 'Aen
t
A
Y=Y
ApH (AA _ _AptT 0 Az
F (Aﬂ) = e
t
A A _ ApY (AA ApH (A4
Fi(A%y) = —(7F, (A%)+7F; (A%) ), (2.11)

wenn éLL , /:LR, éLV und ’iLH respektive die momentanen Stablidngen vom

Knoten in den Richtungen r4, r7, 72 und 1 nach der Skizze auf Seite 31 sind.

Numerisch ergibt sich durch die hier beschriebene Verwendung von Kréfte-
paaren zur Applikation der Biegemomente der Kostenvorteil, dafl im Zustands-
vektor der Zeitintegration keine Biegefreiheitsgrade vorkommen!

Die Nutzung des , Vektors der mittleren Normalen“ an den Knoten wieder-
holt sich bei der Berechnung der Knotenkriifte zufolge Innendruck (s. Ab-
schnitt 2.1.2) und bei der Modellierung des Protektors durch eine Sensorschicht
(s. Anschnitt 2.3.1). Durch diese mehrfache Wiederverwendung des ., Vektors
der mittleren Normalen“ reduziert sich der Logistikaufwand der Numerik und
senkt somit die Kosten eines Zeitschrittes weiter. Abb. 2.12 zeigt die Kréfte zu-

Abbildung 2.12: Biegekréfte an den Knoten zufolge Belastung mit In-
nendruck

folge der Biegebelastung bei Einnahme einer Pumpfigur. Man sieht, dal durch
die Verwendung einer Gleichgewichtsfigur fast ausschliefllich im Wulstbereich
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Biegung auftritt, die durch das Bestreben der Druckkrifte entsteht, die Sei-
tenwand zu strecken. Dies wird sofort erklérlich, wenn man bedenkt, daf3 die
Simulation mit einer Gleichgewichtsfigur nach der Membrantheorie begonnen
wurde, bei der sich die radiale Tragwirkung der Seitenwand vorwiegend durch
den Kriimmungsradius einstellt. Mit der Einfithrung der Biegesteifigkeiten wer-
den im Wulstbereich dieser Kriimmungsédnderung entsprechende Biegekrifte
entgegengesetzt (s. Kapitel 5.1.1.2)!

2.1.4 Das Dampfungsmodell

Die Dampfung eines Reifenmodells ist unerléfllich fiir eine stabile Simulation:

— Das System wird im Verlaufe der Simulation z.B durch Antreiben des
Rades oder Wegziehen des Bodens stidndig nichtkonservativen Kriften
ausgesetzt.

—  Wie in Abschnitt 2.3.4 dargelegt entstehen durch abfallende Reibungs-
kennlinien selbsterregte Schwingungen im Kontaktbereich.

—  Durch den Dopplereffekt kommt es im Giirtel und besonders auch in der
biegeweichen Seitenwand durch Interferenzen der umlaufenden Wellen zu
Resonanzen. Resonanzen fithren bekanntlich bei linearen ungedémpften
Systemen zu unendlichen Schwingungsamplituden.

Auch eine nichtlineare, rein elastische Reaktion der Reifenstruktur ist aus
der Sicht der Stabilitit der Simulation meist nicht in der Lage, solche
Amplituden ausreichend zu begrenzen.

Wenn man also nicht in der Lage ist, den mit der Realitét {ibereinstimmenden
Effekt der Energiedissipation darzustellen, dann wird das System nach einer
gewissen Zeit nicht mehr in der Lage sein, weiter Energie aufzunehmen. Viel-
mehr reagiert es dann mit iibergrofien elastischen Bewegungen (,,Platzen“) oder
iiberaus stark ausgeprégten lokalen Schwingungen.

Die Dissipation am Reifen findet einerseits im Gummi statt, der durch Fiillstoffe
innere Reibung besitzt oder durch beigemischte Ole viskose Eigenschaften ent-
wickelt. Andererseits findet auch im Kordverband Dissipation statt. Je nach
Kordmarke kann es mehr oder weniger Dissipation im Kordmaterial geben. Der
groffte Anteil der Reibungsdissipation im Kord rithrt jedoch daher, daf§ die
Fasern der Kordfiiden untereinander und die Korde im Verband zueinander rei-
bungsbehaftete Relativbewegungen ausiiben.

Es gibt viele Arbeiten, in denen die Dampfungsparameter des Giirtelreifens fiir
kontinuumsmechanische Modelle aus Messungen identifiziert wurden

(s. [Bannwitz.95, Zegelaar.97, u.a.]). Dabei wurden die Dampfungen fiir die ein-
zelnen Eigenfrequenzen angegeben und lagen zwischen 1.64% und 4.5% LEHRscher
Dampfung.

In dieser Arbeit wird deshalb die Dampfung ebenfalls auf ein Schwingungs-
system bezogen. Als Referenz wird die Eigenfrequenz der Stébe benutzt. Dann
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ergibt sich die kritische Dampfung fiir den Stab r mit der Steifigkeit "¢ zwischen
den Punkten mit den Massen 'm und ?m nach:

Vielm?2m (Im + 2m)

Im 4+ 2m

"Dy = 2 (2.12)

In anderen Arbeiten ([Sfb181.B1, u.a.]) wird anstelle der viskosen Démpfung
der Stdbe ein Materialgesetz fiir innere Reibung in den Stidben verwendet. Die-
se Vorgehensweise ist dadurch motiviert, dal man die o.g. vielfiltigen Formen
von Reibung im Reifenmodell abbilden mochte. Das gelingt in den genannten
Arbeiten auch sehr gut. Nicht zuletzt wird die erfolgreiche Modellierung von
Reibung dadurch begiinstigt, daf} iibersichtliche Massepunktmodelle verwendet
wurden.

////////

NS

Abbildung 2.13: Kritische Ddmpfungszahlen im Querschnitt

In dieser Arbeit wird keine Materialhysterese zufolge von innerer Reibung ein-
gefiihrt, da

—  sie aufwendiger zu programmieren und zu parametrisieren ist,

—  sie sich schlecht fiir modale Betrachtungen eignet

— sie iiber die Moglichkeiten der in Kapitel 3 vorgestellten Modellierung
hinausgeht und nicht zuletzt

— das vorgestellte viskose Dissipationsmodell hervorragende Resultate lie-
fert!! (s. Abschnitt 5.1).

Abbildung 2.13 zeigt die auf diese Weise zusammengestellte Verteilung der kri-
tischen Dampfungen iiber die Stdbe eines Querschnittes.

2.1.5 Parametrisierung des Einschicht-Reifenmodells nach der
Vielteilchenmethode

Wiederum bemiiht man die erprobten kontinuumsmechanischen Modelle, um
die Parameter fiir die Steifigkeiten vorzugeben.

1Es ist bekannt, daB eine geschwindigkeitsproportionale Dampfung i.allg. einen zu grofien
Rollwiderstand bei hohen Rollgeschwindigkeiten liefert. Bei dem in dieser Arbeit betrachteten
Beispiel tritt dieser Nachteil jedoch nicht auf.
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Die Parameter des Reifenmodells mit dem elastisch gebetteten Kreisringbalken
sind beispielsweise in Tabelle 2.1 zusammengefafit.

typischer Wert bei

N B
Groe edeutung 195/65R15-Reifen
Do Innendruck 2.0 bar
pA | Massebelegung des Giirtels 3 %
R Giirtelradius 300 mm
b Giirtelbreite 156 mm
To Giirtelvorspannkraft bei Innendruck 12.4 kN
EA | Dehnsteifigkeit des Giirtels 26.5 kN

EI, | Biegesteifigkeit des Giirtels bzgl. Langsbiegung 0.3 Nm?
EI, | Biegesteifigkeit des Giirtels bzgl. Querbiegung 1.25 kNm?
G1I; | Torsionssteifigkeit bzgl. Verdrehung des Giirtel- 61 Nm?
paketes gegen die Felge um =z

kg radiale Bettungsziffer der Karkasse 1.36 mjyn 5
k- radiale Bettungsziffer der Karkasse 0.88 m];/n 5

Dy | Dampfung fiir erste Biegeeigenform  (94.12Hz) | 3.1 %
Dy | Dampfung fiir zweite Biegeeigenform (112.04Hz) | 3.8 %
D3 | Dampfung fiir dritte Biegeeigenform 29 %

D7 | Dampfung fiir 7te Biegeeigenform  (259.76Hz) | 1.9 %

Tabelle 2.1: Parametersatz eines Kreisringmodells

Existieren solche Angaben nicht, dann kann man diese Parameter durch Néahe-
rungsformeln abschétzen (s. [Bohm.67]).

Jetzt muB man durch die Parametrisierung der Seile!? und Stdbe!® und der
Biegesteifigkeiten die Struktur so auslegen, dafl unter Beachtung der in Ab-
schnitt 2.1.1.4 gemachten Ausfithrungen die in Tabelle 2.1 angegebenen Para-
meter erreicht werden. Eine mogliche Vorgehensweise, wie sie im Abschnitt 5.1.1
angewendet wurde, wird in den Abschnitten 2.1.5.1 und 2.1.5.2 vorgestellt.

2.1.5.1 Zur Parametrisierung der Stibe

Die relevanten Eigenschaften eines Stabes sind seine Lange L, seine Dehnstei-
figkeit A und die Masse seiner Endpunkte. Diese Eigenschaften lassen sich
aus den kontinuumsmechanisch motivierten Gréfien E, A (= Breite b - Dicke t),
L und p zusammensetzen. Deshalb versucht man zunéchst, diese Grundeigen-
schaften zuzuordnen um dann im néchsten Schritt daraus die elastischen Ei-
genschaften zu generieren. Damit umgeht man, dafl sich zwischen den zusam-

128tibe mit sehr kleiner Drucksteifigkeit fiir die Korde
13St4abe mit Drucksteifigkeit fiir das Matrixmaterial
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mengesetzten Eigenschaften moglicherweise innere Widerspriiche ergeben.

Stabquerschnittsflachen
Reifenquerschnitt

=

Stabkraftverteilung iny
E-Moduli der Stébe £ Reifenquerschnitt un
Reifenquerschnitt Innendruck

/
Steifigkeiten der Stédbe

7
Z
(ohne Giirtel) in einem

in einem Reifenquerschnitt Reifenquerschnitt

Steifigkeiten der Stéibe im et

Abbildung 2.14: Beispiel fiir Parameterverteilung im Querschnitt

Man unterscheidet bei Stabquerschnitten zwischen A g o,.g und Agummi. Wahrend
Agxorq sowohl fiir die Steifigkeitsberechnung als auch die Masseberechnung der
Kordlagen verwendet wird, findet Agumm:; nur in die Masseberechnung des
Gummimaterials Eingang. Diese Unterscheidung wird von der Tatsache mo-
tiviert, dafl die Steifigkeit von Gummi gegeniiber der Kordsteifigkeit meist ver-
nachléssigbar klein ist. Wenn man die E-Moduli der Korde mit Ag.q multi-
pliziert, bekommt man die Steifigkeiten, bei Multiplikation mit Dichte und Sta-
blinge den Kordanteil an der Stabmasse. Letztere Multiplikation mit Agumms
liefert den Gummianteil an der Stabmasse.

Um den Anteil des steifen Kordmaterials in den Kordlagen anzugeben, definiert
man auferdem einen prozentualen Volumenanteil (% s -q) in den Kordlagen des
Giirtels und der Karkasse.

Der Anteil von Gummi im Laufstreifen gegeniiber Luft in den Profilrillen wird
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analog prozentual mit %qyumm: definiert.

Die reale Reifenstruktur wird in Quader aufgeteilt, die sich aus den Vierecken
(gebildet aus Stidben der Richtungen 71 bzw. ro und 74 bzw. r7) zwischen
Umfangs— und Karkafistdben und der lokalen Dicke der Reifenstruktur zusam-
mensetzen. Man stellt fest:

—  Jeder Stab eines Vierecks représentiert % der Masse des Quaders, da je-
weils 6 Stédbe an der Bildung eines Quaders beteiligt sind.

—  Gleichzeitig bekommt jeder Randstab des Vierecks den gleichen Masse-
anteil vom Nachbarquader. (Er reprisentiert Anteile zweier benachbarter
Quader).

Wenn die Berechnung der Volumenanteile in einer Schleife {iber die Stéabe

und nicht iiber die Quader ausgefiihrt wird, gilt folgendes:

~Randstédbe erhalten jeweils % der Gummimasse der Quader, die
durch den Randstab getrennt werden (also ca. % der Gummimasse

des Quaders selbst).
~Diagonalstdbe erhalten % der Gummimasse des Quaders, dessen

Diagonale sie bilden.

Da die Reifenquerschnitte nicht parallel zueinander liegen, sondern sich mit
dem Radius linear aufweiten, defniniert man eine Breite b bei einem mittleren
Abstand R des Stabes von der Radachse zu b = R Ay. Dabei ist Ay der Winkel
zwischen zwei Querschnitten in Umfangsrichtung.

Bei der Berechnung von Ag,.q darf diese Aufweitung nicht mit beriicksichtigt
werden, da die Fadendichte (np) trotz Aufweitung der Querschnitte die glei-
che bleibt. Damit ergibt sich Ag.q als: Axorq =,Kordlagendicke t* - anteilige
Breite gb“. Mit gb = gR - A soll die anteilige Breite an einem Ort R mit
bekannter Fadendichte np bezeichnet werden. Auflerdem muf die Fliache Ak rq
weiter mittels des o.g. Anteils an Kordmaterial (% orq) an den Querschnitts-
flichen der Kordlagen Lagen reduziert werden, weil die Gummisteifigkeit ge-
geniiber der Kordsteifigkeit vernachléssigbar klein ist.

Zu besseren Anschauung soll hier gezeigt werden, wie die Parameter eines Kar-
kafistabes berechnet werden kénnen (Abkiirzungen seien C'. . ., Kord“, G . . .,,Gum-
mi“, R...,Reyon“, Rc...,Reyonkordlage®, Stc...,Stahlkordlage®, B...,Ban-
dage“ und P...,Protektor“):

Estab = ERc

Mstap = Mo + %mg mit
me = prAc Lo
mag = pcAcLo

ApR|,  trc%c . sonst

Ao = F i . .
2ApR|,, tre%oc im Wulstbereich

{ Ac - (1 = %okora) + b-tsw in der Seitenwand

Ag = _
¢ b-((tsie +tp +tre) (1 —%c) +1tp-%g) im Giirtel
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EsiapAc

w = —= 2.1
CStab oL ( 3)

Analog werden nun systematisch

— die Stahlkordlagen,
— die Reyonkorde der Bandage und
- der Gummi

in ihrer Wirkung anteilig auf die Stibe aufgeteilt. Die Zuordnung der Struk-
turparameter ergibt sich auf natiirliche Art aus der Richtung der Stdbe, die
parametrisiert werden sollen.

Erwéhnt werden sollen noch folgende Besonderheiten:

—  Die Steifigkeit der Stahlkorde muf} insgesamt gegeniiber den auf der Priifma-
schine gemessenen Werten reduziert werden (vgl. Abschnitt 2.1.3.1).

— Im Schulterbereich ist die Steifigkeit der Stahlkorde zusétzlich um das
1.2...1.5fache zu reduzieren (vgl. Abschnitt 2.1.3.1).

—  Die Umfangsstdbe in der Seitenwand haben nur die Dehnsteifigkeit des
anteiligen Gummimaterials.

—  Als praktisch erwies es sich, die Diagonalstibe in der Seitenwand so zu

parametrisieren, dafl deren elastische Eigenschaften durch nur einen ein-
zigen Parameter des Datensatzes skaliert werden koénnen.
Um dennoch zu beriicksichtigen, daf3 die variable Wandstéirke der Sei-
tenwand und die stirkere Bewehrung der Karkasse im Wulstbereich Ein-
flul auf die Schubsteifigkeit der Seitenwand hat, diirfen die Diagonalstidbe
nicht gleichartig dimensioniert sein. Diese Vorgehensweise erleichtert das
Handling bei Parametervariationen.

—  Die Ubergangsbereiche miissen besonders sorgfiiltig dimensioniert werden.
So miissen z.B. die Umfangsstdbe am Giirtelrand ihre Parameter antei-
lig aus der Bandage und aus der (sehr kleinen) Umfangssteifigkeit der
Seitenwand erhalten.

2.1.5.2 Zur Parametrisierung der Biegung

In Abschnitt 2.1.3.2, Gleichung 2.10 wurde behauptet, dafl die Parametrisierung
der Biegesteifigkeiten vollkommen analog zur Biegetheorie der Balken erfolgt.
Das soll hier in Abbildung 2.15 noch einmal demonstriert werden.

Bei der Auslegung der Biegefedern ist der Giirtelquerschnitt geometrisch zu
vermessen, dann definiert man zur Berechnung des Trégheitsmomentes eine
biegeneutrale Faser. Dazu kann man entweder auf detaillierte Simulationen
oder Erfahrungen zuriickgreifen. Ungiinstigstenfalls beobachtet man, wie ein
aus einem Reifen herausgetrennter Querschnitt auf Biegung um die Quer— und
Umfangsrichtung reagiert. Damit ist die Angabe des Fléchentrigheitsmomentes
bzgl. der neutralen Faser moglich.

Beim Einsetzen des E-Moduls mufl beachtet werden, dafl die Stahlkorde un-
ter einem Winkel von ca. 21° zur Radebene geneigt die Bandage aber direkt
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Biegebalken Fachwerkbalken Massepunktsystem
F cB | F
1
— . >
L
c— 3EI _ F F
- L3 T w w

Abbildung 2.15: Biegesteifigkeiten beim Balken und Massepunktsys-
tem

in Umfangsrichtung verbaut sind. Wenn mehrere Biegefedern in der diskreten
Struktur parallel wirken (Léingsbiegung), mu ¢? durch die Anzahl der Federn
(Spuren) geteilt werden. In Umfangsrichtung oder am Wulst mufl zur Berech-
nung des Flichentrigheitsmomentes eine biegewirksame Breite definiert wer-
den. Die dann berechnete Biegesteifigkeit ch wird direkt von den Biegefedern
der Struktur iibernommen.

Es wird daran erinnert, dafl bei der Dimensionierung der Biegesteifigkeiten die
Léange L als der Abstand zwischen den Nachbarknoten quer zur Richtung des
Biegemomentes nicht vergessen werden darf.

2.2 Explizite Zeitintegration mit einem adaptierten
Priadiktor-Korrektor-Verfahren

Die Beschreibung des verwendeten Zeitintegrators ist im wesentlichen gleichzei-
tig eine Darstellung des Programmablaufes. Natiirlicherweise ist die Zeitinte-
gration der Bewegung die Hauptaufgabe des Modells fiir instationéres Rollen.
Damit sind alle anderen beschriebenen Algorithmen dieses Kapitels Mittel zum
Zweck.

2.2.1 Die Pradiktor—Korrektor—Gleichungen

Die verwendeten Gleichungen sind in der Literatur (s. [Schwarz.93]) bekannt.
Der Ausgangspunkt der PK-Methode ist die Trapezregel. Sie 16st das Integral

tHAL
s(HAL) = o)+ / P@®). 0 dt  und

P(AL) = @)+ / § (@ (), 2 (), 1) dt (2.14)

mittels der bekannten Formel

x(t), 1)+ (@ (A A

S(HAY) = a(t)+ Ar

2
£), 2 (t) ) + i (& (tHAL) , @ (HAL)  +AL)
2

PEAY) = i () + A
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(2.15)

Diese Formel stellt eine implizite Integrationsvorschrift dar, da die unbekann-
ten Zustédnde x (¢ + At) und & (t+At) sowohl auf der linken als auch auf der
rechten Seite der Gleichung vorkommen und somit eine Losung des entste-
henden Gleichungssystems in jedem Zeitschritt erforderlich machen. Dies ist
bei einer Simulation der transienten Rollbewegung, wo schon aus Griinden der
hinreichenden Kontaktabtastung Abtastraten im Bereich einiger 100 kHz erfor-
derlich sind wegen des damit verbundenen Aufwandes fiir die lineare Algebra
prohibitiv.

Deshalb wird diese Gleichung dadurch aufgespalten, dafl man zun#chst fiir die
Terme x (t+At) und & (t+At) auf der rechten Seite von Gleichung 2.15 Schétz-
werte verwendet, die z.B. aus einer expliziten EULER—Vorwéarts—Integration
stammen. Damit wird Gleichung 2.15 aufgespalten in die zwei Stufen

Pradiktor:
o) (AL = z(t)+ At (x(t),t)

Korrektor:

(z (t), ) + &) (2(P) (H+AL) , t+HAL)
2

Mit der Anwendung von Gleichung 2.16 bekommt man einen expliziten Al-

gorithmus, mit dem man potentiell folgendermaflen umgeht:

x (HAL) = x(t)+ At '

(2.16)

1.) Zunéchst wird die Bewegung des Reifens zur Zeit t+At geschitzt, (Be-
rechnung des Prédiktory).

2.) Diese geschitzte Bewegung bildet die Grundlage fiir die Berechnung aller
(elastischen, dissipativen, Kontakt—, dufleren) Kréfte im Reifen.

3.) Mit diesen Kriften konnen Qach Gleichung 2.5 (NEwWTONsches Grundge-

setz) die Beschleunigungen X (t+At) berechnet werden, die eine verbes-
serte Losung gegeniiber 1.) darstellen.
4.) Mit der in 3.) berechneten besseren Approximation der Beschleunigungen

—

X (t+At) geht man in den Korrektor um eine verbesserte Losung fiir die

anderen Grofen der Bewegung X (t+At) und X (H+At) zu integrieren.
5.) Jetzt hat man die Moglichkeit einer Nachiteration, wenn man mit dem

Ergebnis von 4.) nochmals in 2.) beginnt, bis sich die Kréfte oder der

Bewegungsgrofien zufolge dieser Iteration bei t+At nicht mehr &ndern.

2.2.2 Pradiktor—Korrektor—Methode fiir die Integration eines
mechanischen Sytsems

Gleichung 2.16 stellt die Integrationsvorschrift fiir eine gewthnliche Differential-
gleichung 1. Ordnung dar. Die Bewegungsgleichungen der Mechanik sind Diffe-
rentialgleichungen 2. Ordnung. Deshalb kann bei der Berechnung der Verschie-
bungen aus den Beschleunigungen und Geschwindigkeiten sowohl im Pradiktor
als auch im Korrektor der differentielle Zusammenhang zwischen den Bewe-
gungsgréfen durch einen Differenzenstern ausgedriickt werden, was folgendes
ergibt:
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Priadiktor
XPlt+AL) = X (1)
XPl Al = X(t)+ At X (¢)
P man = X Atf((t)Jr%i’(t)
Ko.rl'rektor .
XAt = [m] ™ F (X eran, X @rar, tar)
2 2, At 15 =
XAy = X0+ [X(t)+X(t+At)}
o o 5 At? A -
X(t+At) = X(t)+AtX(t)+T[2X(t)+X(t+At)] (2.17)

Damit umfaBt bei Anwendung dieses Integrators die Prozedur zur Berechnung
der Krifte (F' ( X P (+At), X 7) (t+AL), t+At)) die gesamte Mechanik des rol-
lenden Reifens. .

Die Annahme X ) (t+At) = X (¢) im Pridiktor von Gleichung 2.17 bedeu-
tet, daB man von einer kleinen Anderung der Beschleunigung im Zeitschritt
ausgeht. Diese Annahme kann man zur Definition eines Kriteriums fiir eine
Schrittweitensteuerung heranziehen, welche die Anderung der Beschleunigung
im Zeitschritt durch Wahl eines hinreichend kleinen Zeitschrittes At unter einer
tolerierten Grenze hilt.

2.2.3 Der erforderliche Zeitschritt fiir die explizite Integration
einer transienten Reifenrollbewegung nach dem Pradiktor—
Korrektor—Verfahren

Fin wichtiger Aspekt bei einer expliziten Integrationsmethode ist immer die
Wahl eines addquaten Zeitschrittes.

In dieser Arbeit wird dafiir die Schwingungszelle um einen Massenpunkt A be-
trachtet (s. Abb. 2.16). Bei annéhernd gleicher Masse der Knoten bilden sich

Abbildung 2.16: Zellfrequenz in der Reifenstruktur
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jeweils in Federmitte Schwingungsknoten, welche die Grenze der Schwingungs-

zelle definieren. Damit kann man die wirkenden Steifigkeiten fiir Schwingungen

in Richtung 1 — ro und r4 — 77 in AcLofn's’B ] wie folgt zusammenfassen:

Acgrs = 2 [01 + 2+ cos’ a (cs+c5+ ¢+ Cs)}
Al = 2[eater+cos® Bles +es + e+ cs)] (2.18)

Auf diesem Wege werden alle Knoten der Struktur in Bezug auf die Schwingfre-
quenz in a— und in S—-Richtung untersucht und die héchste Frequenz ermittelt.
Es haben sich sehr zuverlissige Zeitintegrationen ergeben, wenn man diese
hdchste Zellfrequenz mit 10 Zeitschritten abtastet. Dieser geforderte hohere Wert
gegeniiber den Anforderungen des SHANNONschen Abtasttheorems (mindestens
2 Abtastungen der hochsten Eigenfrequenz im System) ergibt sich aus der Tat-
sache, daf

—  fiir das verwendete P-K—Verfahren mindestens 4 Abtastungen der héchsten
numerischen Eigenfrequenz fiir eine stabile Zeitintegration erforderlich
sind,

— man eine hinreichende Sicherheit gegen Frequenzverschiebungen wéhrend
der Zeitintegration zufolge von Nichtlinearitéten der Struktur abfangen
muf,

—  man Genauigkeitsanforderungen zu erfiillen hat.

Fine Abtastung, die eine stabile Integration gestattet, ist unter dem Ge-
sichtpunkt der Integrationsgenauigkeit unzureichend. Einzig eine Verrin-
gerung des Zeitschrittes iiber die Anforderungen der Integrationsstabilitét
hinaus kann bei Einschrittverfahren die Genauigkeit steigern.

Eine parallele Betrachtung mufl man dem Einflul des Zeitschrittes auf die Kon-
taktberechnung widmen. In der Literatur ([Sfb181.A1, Oertel.90, u.a.]) ist iiber-
all bekannt, dafl bei zu grober Abtastung besonders eines reibungsbehafteten
Kontaktes die Stabilitdt der Rechnung verlorengeht. In dieser Arbeit soll mit
mittleren Geschwindigkeiten abgerollt werden. Wenn man mit einer Geschwin-

k
digkeit von 72Tm abrollt, durchlaufen 20000 mm Reifenoberfliche bzw. ca.

950 Stollen je Sekunde den Kontakt. Je nach verwendeter Kontaktsteifigkeit,
Reibungskoeffizienten, Stollendédmpfung und verwendetem Spacing der Sensor-
punkte kann eine weitere Reduktion des Zeitschrittes erforderlich sein.

2.3 Kontaktmodellierung

Es existieren sehr viele Erfahrungen bei der Behandlung sowohl von statischen,
quasistatischen als auch stationdren und dynamischen zweidimensionalen Kon-
taktproblemen in der Roll- und Reifenmechanik, s. [B6hm.93c, Mousseau.94,
Padovan.84, Nakajima.86, u.a.]

Die Behandlung von dreidimensionalen Kontaktproblemen gestaltet sich schon
bei unilateralem, erst recht aber beim allgemeinen Kontakt elastischer Korper
ungleich komplizierter. Das Handling solcher Probleme ist wegen der grofien
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Bedeutung bei industriellen, militdrischen und sicherheitstechnischen Aufga-
benstellungen heute bereits allgemein gut entwickelt. So werden statische 3D-
Kontaktprobleme erfolgreich z.B. bei Simulation von

—  Dichtungsproblemen und
—  Umformprobleme
- ua.

und dynamische 3D-Kontaktprobleme z.B. im Bereich der Simulation von

—  Crash-Problemen in der Automobilindustrie
—  Impact—Problemen bei Sicherheitsfragen von Atomanlagen
- wa.

untersucht. Auch in der Reifenmechanik ist die Simulation des 3D-Rollkontaktes
auf vielfache Art und Weise gel6st worden.

Man stellt fest, daf gerade bei der Behandlung von dynamischen (dreidimensio-
nalen) Kontaktproblemen neben der korrekten Behandlung des lokal formulier-
ten Kontaktes die richtige Beschreibung der dynamischen Bewegung, insbeson-
dere der Beschreibung von grofien Drehungen der zugrundeliegenden Struktur
von grofler Bedeutung ist. Anderenfalls wird die durch den Kontaktstof3 initiier-
te Strukturbewegung und —deformation mit der entsprechenden Riickwirkung
auf den Kontaktvorgang nicht richtig abgebildet.

In der Abbildung der durch die Kontaktkrifte ausgelosten Strukturdeforma-
tion hat man vor allem durch die Applikation von z.T. sehr aufwendigen FE-
Modellen schon betrichtliches geleistet.

Wenn bei Problemen neben der lokalen Strukturdeformation auch groie Ge-
samtbewegungen auftreten (z.B. Eindringen eines Projektils in einen elasto-
plastischen Kérper oder Frontalcrash eines Automobils), dann werden deren
translatorische Anteile der Gesamtbewegung bereits zuverlassig erfafit.

Treten hingegen bei den Problemen auch grofie Rotationen der in Kontakt tre-
tenden Strukturen auf (z.B. bei halbiiberdeckten Crashtests oder realen Un-
fallszenarien von Fahrzeugen) zeigt sich, dafl diese Drehbewegungen in Simula-
tionen, die der Autor bisher sehen konnte noch nicht hinreichend wiederzufinden
sind. Man beobachtet z.B. bei einem halbiiberdeckten Fahrzeugcrash, daf3 sich
die Crashpartner in Realitéit deutlich aufeinander zu drehen. Es wird vermutet,
dafl die verwendeten Zeitintegratoren die Drehbewegung der Strukturen nur
unzureichend genau darstellen.

Die in dieser Arbeit verwendeten Zeitintegratoren sowohl fiir das Massepunkt-
system (s. Abschnitt 2.2) als auch fiir die FE-Modelle (s. Abschnitt 3.1) haben
nachgewiesenermaflen aus einerseits natiirlichen Griinden (s. Kapitel 2) und an-
dererseits per Konstruktion (s. Anhang A) keine solchen Defizite.

Es gilt also bei der Simulation des unilateralen 3D-Reifenrollkontaktes die Er-
fahrungen der 2D-Simulationen zu nutzen und Zeitintegratoren und Modelle zu
verwenden, die wegen der zu erwartenden kurzen Zeitschritte sowohl numerisch
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sehr effektiv arbeiten, als auch zuverlissig in der Lage sind, die Integrale der
Bewegung richtig abzubilden (Zentralkraftsysteme, EMA).

In dieser Arbeit wird das Kontaktproblem nur mit dem vorgestellten Modell
fiir die ,,&ulere“ Reifenmechanik gelost. Die damit gewonnenen Lastkollektive
konnen bei nach auen hin , gleichwertigen“ Reifenmodellen fiir die Berechnung
der ,inneren“ Reifenmechanik iibernommen werden und damit die Kosten der
fiir die Darstellung der ,inneren“ Mechanik iiberproportional aufwendigeren
Modelle erheblich senken.

2.3.1 Einfiihrung einer Schicht masseloser Sensorpunkte als Pro-
tektor

Die Simulation eines Reifenrollvorganges ohne die Beriicksichtigung einer
Lauffliche mit endlicher Dicke ist unrealistisch.

Es bereitet wohl keine formalen Probleme, ein Reifenmodell ohne Protektor di-
rekt auf den Giirtellagen abzuplatten, dabei werden jedoch die Auswirkungen
der Tatsache vollig ignoriert, dafl durch die Einebnung der doppelt gekriimm-
ten Giirtelebene die Punkte des Giirtels vor allem im Ein— und Auslaufbereich
des Latsches z.T. betrachtliche lokale Verdrehungen erfahren. Solche Verdre-
hungen verursachen bei einer nicht zu vernachléssigenden Dicke des Protektors
erhebliche longitudinale und laterale Relativbewegungen bzw. Verspannungen
im Kontakt:

Wenn man zur Abschétzung dieser Verdrehungen typischerweise einen Reifen
mit dem Radius R =~ 300 mm und einer Latschlinge von 2h ~ 80 mm und
bei Vernachlédssigung der Biegesteifigkeit des Giirtels betrachtet, so erhélt man
ca. 15° Verdrehwinkel um die Radachse am Knick des Latschendes. Das kann bei
der Laufstreifendicke eines PKW-Reifens von (5...15) mm und Vernachléssi-
gung von Reibung zu theoretischen Bewegungen der realen Kontaktpunkte von
(1...4) mm gegeniiber dem Fufipunkt auf der Karkasse fiithren. Bei derartigen
Bewegungen stellen sich vollkommen unterschiedliche Gleitzustinde ein.
Andererseits ist das Beherrschen des Einebnungsvorganges wichtig fiir die Kon-
trolle des Reifenverschleifles, kann aber auch fiir die Steigerung des Grips aus-
genutzt werden. Darum mufl dieser Effekt in allen Simulationen, die tiefere
Aussagen iiber das Verhalten des Pneus im Rollkontakt zum Ziel haben, unbe-
dingt enthalten sein.

2.3.1.1 Annahmen bei der Modellierung eines masselosen Protek-
tors

Die Modellierung der besonders bei Winterreifen stark zergliederten Profile der
Lauffliche mit eigenen Freiheitsgraden, die dann durch die Zeit mitintegriert
werden miissen ist iiberaus aufwendig. Bei einem transienten Rollvorgang mufl
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die gesamte Reifenoberfliche modelliert werden, da potentiell jeder Punkt der
Oberflédche in Kontakt kommt. (Der einzige Ausweg wire der Einsatz von Tech-
niken, die in Abhéngigkeit von der Entfernung des Punktes vom Kontakt ad-
aptiv das Modell der Lauffliiche vergrobern.)

Es wiirden sich Relationen einstellen, daf man zu viele (80% und mehr) der
Modellfreiheitsgrade in der Laufflache ,,verschwinden® 141t.

Das steht nicht im Verhéltnis zum Anspruch an das in dieser Arbeit vorgestellte
Einschichtmodell und soll entsprechenden anderen Arbeiten vorbehalten blei-
ben.

Um fiir das Profil keine extra Freiheitsgrade einzufiihren werden hier folgende
Annahmen getroffen:

1.) Profilstollen auerhalb der Kontaktzone folgen vollkommen der fithrenden

Bewegung der Struktur der Festigkeitstréiger des Reifens.
Diese Annahme ist zweifellos berechtigt, da die Stollen zu hohe Eigen-
frequenzen besitzen, um eine Eigendynamik mit groflien Amplituden ge-
geniiber der Reifenstruktur entwickeln zu kénnen und gleichzeitig zu we-
nig Masse, um durch Trégheitskrifte die Bewegung der Struktur riick-
wirkend zu beeinflussen. Durch diese Annahme ist es moglich, den Ort
jedes von dufleren Gegebenheiten unbelasteten Fulpunktes allein aus der
Kenntnis der Bewegung der Festigkeitstréger des Reifens heraus zu jeder
Zeit zu bestimmen.

2.) Im Kontakt angeregte Eigenschwingungen der Stollen sind sofort nach er-
folgter Erregung wieder abgeklungen.

Diese Annahme verhindert nicht das Zustandekommen von Stick-Slip--
Schwingungen, die in der Praxis ja héufig auftreten (Quietschen). Diese
Schwingungen horen nur tréagheitslos nach Beendigung der Erregung so-
fort wieder auf.

Die Laufflichen bei heutigen Pneus werden fiir einen hohen Abrollkomfort
aus Gummimischungen mit hoher Eigendissipation hergestellt. Die sehr
hochfrequenten Stollenbewegungen klingen deshalb besonders bei mitt-
leren Fahrgeschwindigkeiten schon kurz nach Verlassen der Kontaktzone
vOllig ab. In der Tat ist diese Dissipation so wirksam, dafl sogar die Ei-
genformen der Reifenstruktur stark mitgeddmpft werden! Bei sehr ener-
giereichen Erregungen an einem Punkt, wie sie bei Messungen zur Para-
meteridentifikation am Priifstand verwendet werden, schaffen es die ent-
stehenden Wellen im Giirtel schon bei Erregerfrequenzen weit unterhalb
der Stolleneigenfrequenzen nicht, bis zur der Erregung gegeniiberliegen-
den Seite des Reifens umzulaufen.

3.) Die Differenz zwischen dem tatséchlichen Ort eines belasteten, durch den
FuBipunkt gefiihrten Sensorpunktes'® und der theoretischen Position des
Sensorpunktes, die er ohne Belastung aufgrund der Fiihrungsbewegung
einnehmen wiirde, 148t sich durch einen rein elastischen Zusammenhang
darstellen®.

148pitze einer Kontaktborste
5Die Normalkomponente dieser Differenz wird als (rechnerische) Penetration yp bezeichnet.
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Diese Annahme bedeutet die Vernachléssigung von viskoplastischem Ma-
terialverhalten auf die Deformation der Sensorpunkte gegeniiber der fiithren-
den Struktur (Fuipunkte), aber weder das Vorhandensein noch die Bertick-
sichtigung der Riickwirkung solcher Kréfte auf die Struktur. Mit dieser
Annahme ist es aber moglich, z.B. sowohl bei Kenntnis der Reibungs-
kréfte den tangentialen Versatz des FuBBpunktes als auch bei Kenntnis der
theoretischen Penetration die Kontaktnormalkraft anzugeben.

In der vorliegenden Arbeit werden voneinander unabhéngig wirkende De-
formationen in Tangential- und Normalrichtung angenommen. Der Ein-
flul von Biegung bei der Deformation der Stollen wird vernachléssigt.
Eine bessere Modellierung soll anderen Arbeiten vorbehalten bleiben.

2.3.1.2 Berechnung der momentanen Orte der unbelasteten Sensor-
punkte

Unter Anwendung der Annahmen aus Abschnitt 2.3.1.1 wird jetzt eine Schicht
von Sensorpunkten entlang der Oberflache des Laufstreifens gelegt, die von den
FuBpunkten der Reifenstruktur gefithrt werden. Diese Sensorpunkte sollen die
tiber den Laufstreifen verteilten Stollen reprisentieren. Dazu fiihrt man an je-
dem Knoten A einen mittleren Normalen-(einheits-)vektor A€, ein, der #hnlich
dem Spacing der Stollen {iber den Giirtel verteilt ist. Diesen Vektor ermittelt

Abbildung 2.17: Mittlerer Normalenvektor am Knoten A

man, indem man zunichst die nach aufien gerichteten Normaleneinheitsvekto-
ren aller Dreiecksflichen bildet, die aus je einem Stab in Quer—, Umfangs— und
Diagonalrichtung bestehen und den Knoten gemein haben (s. Abb. 2.17). Von
diesen normierten Vektoren bildet man das arithmetische Mittel.

Dadurch bekommt man einen Einheitsvektor mit folgenden niitzlichen Eigen-
schaften:

+  Der Vektor ist immer vom Reifeninneren nach auflen gerichtet.

4+  Der Vektor reprisentiert gut die Normalenrichtung einer glatten, ima-
ginéren Fliche, die durch den Knoten selbst und durch die Nachbarknoten
geht.

+  Der Vektor folgt der Bewegung und der Deformation der Struktur.

Der unbelastete Ort eines Sensorpunktes 4 P berechnet sich damit einfach nach

APy _ Ag Ay AZ
tX = tX + “h ©€n (2.19)
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wenn 4% der spannungslose Abstand zwischen Sensor— und Fithrungspunkt ist.

Auf diese Weise bekommt man eine Sensorschicht, wie sie in Abb. 2.18 darge-
stellt ist.

Abbildung 2.18: Borsten als Sensorpunkte der Protektorschicht

2.3.2 Fiihrung der Bodenbewegung

In dieser Arbeit wird die Rollbewegung erzeugt, indem der Boden zeitlich
verdnderlich so gefithrt wird, daf} sich Abplattung, Rollreibung und Schriglauf
einstellt.

Die Felge wird fixiert und ist nur um die Radachse frei drehbar.

Der momentane Rollwinkel'® des Rades stellt sich durch Integration der durch
Reibungskrifte angetriebenen trigen Bewegung des Felge—Reifen—Systems ein.

Damit sind zu jedem Zeitpunkt die Position der Bezugssysteme von Rad und
Boden zueinander bekannt. Aus der Kenntnis der Position dieser Bezugssyste-
me ist es moglich, aus der Vektorkette vom jeweiligen durch den Kontaktalgo-
rithmus bestimmten Bodenpunkt {iber das Koordinatensystem des Rades zum
Fiithrungspunkt des Sensorpunktes die momentane lokale Verspannung und Ver-
spannungsgeschwindigkeit des Stollens zu berechnen.

Zu welchem materiellen Punkt des Bodens der erste Kontakt hergestellt wird,
also an welchem Ort die Sensorpunkte auf den Boden treffen, 148t sich durch
Abfrage der Penetrationsbedingung feststellen. Im ersten Zeitschritt nach Auf-
treffen des Sensorpunktes auf den Boden wird aufgrund des plastischen Anteils
am Stofvorgang von Haften ausgegangen. Solange Haften vorliegt, folgt der
Sensorpunkt dem Punkt des Bodens, an dem der erste Kontakt auftrat. Diese
Bewegung des Bodens gegeniiber der Reifenstruktur bestimmt damit sowohl
Deformation als auch die Deformationsgeschwindigkeit des Sensorpunktes ge-
geniiber dem Fiihrungspunkt.

Wenn die Haftgrenze iiberschritten wird, dann tritt der Sensorpunkt (Stollen)

1Drehwinkel der starren Felge um die Radachse
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mit anderen materiellen Punkten des Bodens in Kontakt. Welche Punkte dies
sind, hingt nach Annahme 3 in Abschnitt 2.3.1.1 ausschliefllich von der o.g.
Relativposition des Fithrungspunktes zum Boden und der elastischen Verspan-
nung des Stollens ab.

Im Falle des Haftens muf der Kontaktpunkt also mit der Bodenbewegung mit-
integriert werden, bei Gleiten stellt sich der Kontaktpunkt aufgrund der Kraft
am Stollen unter Beriicksichtigung der méglichen Richtungsvielfalt des tangen-
tialen Kontakts selbst ein.

2.3.3 Kontakt- und Reibungszustinde und entsprechende Be-
rechnung der Orte der Sensorpunkte zum Zeitschrittende

2.3.3.1 Der Unilateralkontakt

In dieser Arbeit rollt der Reifen iiber eine starre Ebene. Demzufolge 148t sich
der Kontakt getrennt nach Normal- und Tangentialrichtung behandeln.
Die Penetration in Normalrichtung bestimmt den Anpref3druck bzw. die An-

| Grofle ‘ Beschreibung ’
PX Ortsvektor zum unbelasteten Sensorpunkt
Bx Ortsvektor zum Bodenpunkt
eN Einheitsvektor in Kontaktnormalrichtung
(z.B én 11 €y)
ér Einheitsvektor in Tangentialrichtung des Kon-

taktes. Es gilt: [€,€,€r] = 0, ér = €r, + €en,
(Z.B. fiir éTl 1 €x, §T2 m éz)

PX In die Kontaktebene projezierter Ortsvektor
des unbelasteten Sensorpunktes © X:

BX In die Kontaktebene projezierter Ortsvektor
des Bodenpunktes Z X:
BXy =B X - (BX-ex)éy

Uy Gleitgeschwindigkeit:
¥, =0 X7 - Xr
yp Penetration, yp = (BX — X) =
Fy Normalkraft
Fr Tangentialkraft
75z, Haftreibungskoeffizient
"a Gleitreibungskoeffizient

cr = [ Col CO ] Matrix der Kontaktsteifigkeiten in den Tan-
2 gentialrichtungen €7, und ér,

Tabelle 2.2: Formelzeichen zum Kontaktalgorithmus
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prekraft der Struktur an den Boden. Dabei ist die Kraftwirkung in Norma-
lenrichtung immer genau so grof3, daf§ eine Penetration in den als Halbraum
betrachteten Boden nicht stattfindet. Liegt keine Penetration vor, verschwin-
det die Kontaktkraft, ein Klebenbleiben am Boden wird ausgeschlossen.

Die tangentialen Betrachtungen liefern die auf den Stollen wirkenden Reibungs-
kréfte, deren Orientierung alle Richtungen der Bodenebene annehmen kann.
Man spricht vom unilateralen Kontaktmodell.

Die Spannungen bzw. Krifte in Normalrichtung und in Tangentialrichtung sind
durch das Reibungsgesetzt miteinander gekoppelt.

Der in dieser Arbeit vorgestellte Kontaktalgorithmus ist nicht auf die Behand-
lung von ebenem Kontakt begrenzt, sondern kann leicht durch eine entsprechen-
de Orientierung der lokal verdnderlichen Kontaktebenen auf den allgemeinen
Kontakt eines Reifens mit einer starre Ebene erweitert werden.

Es ist zu beachten, daf} ein Kontaktzustand immer sowohl durch die momentane
Phase der Kontakthistorie in Normalrichtung (s. Abschnitt 2.3.3.2) als auch
durch den Gleitzustand in Tangentialrichtung (s. Abschnitt 2.3.3.3) bestimmt
ist.

2.3.3.2 Kontaktzustinde in Normalrichtung

In Kontaktnormalrichtung wird der Kontaktzustand durch Penetration und
Kontaktnormalkraft kontrolliert. Unter diesem Gesichtspunkt gibt es drei mogli-
che Zusténde in der Historie eines Kontaktvorganges:

1.) ,,beginnender* Kontakt (advancing contact),
2.) ,anhaltender” Kontakt (retaining Contact) und
3.) ,sich losender” Kontakt (releasing contact)

Der beginnende Kontakt (,advancing contact“) wird einzig dadurch detek-
tiert, dafl im momentanen Zeitschritt Penetration festgestellt wird, wahrend
im vorherigen Zeitschritt keine Penetration stattfand. ,, Advancing contact® ist
penetrations— und damit verschiebungsgesteuert.

Der anhaltende und der sich l6sende Kontakt werden dagegen nur durch die
Kontaktnormalkraft kontrolliert. Beide sind normalkraftgesteuert. In beiden
Zustidnden lag im vorherigen Zeitschritt eine positive Penetration vor, es exis-
tiert also eine Normalkraft. Ist die durch den Kontaktalgorithmus berechnete
Normalkraft zum Ende des momentanen Zeitschrittes gréfler als eine untere
Schranke, dann geht man von anhaltendem Kontakt aus: Auch im néchsten
Zeitschritt ist eine positive Penetration zu erwarten. Anderenfalls 6ffnet sich
der Kontakt, man hat ,releasing contact. Wenn nach Offnen des Kontaktes
im néchsten Zeitschritt wieder eine Penetration festgestellt wird, dann muf} die
Kontakthistorie von neuem durchlaufen werden.

Die Wahl der unteren Schranke fiir die Normalkraft als Bedingung fiir ,,releasing
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contact® ist aus numerischer Sicht wichtig fiir eine , scatterfreie* Kontakthis-
torie.

2.3.3.3 Kontaktzustinde in Tangentialrichtung, Reibung

In tangentialer Richtung gibt es Haften und Gleiten sowie die Ubergangs-

zusténde von einem ins andere. Die Einfithrung eines Haftzustandes entspricht
der physikalischen Beobachtung, dafl es

einen Bereich mit verschwindender Re- aApp 9219 typische Form einer
lativgeschwindigkeit der sich beriithrenden Reibungskennlinie
Flachen der Kontaktpartner zueinander gibt N

(s. 2.3.3.3). Wenn es nur Gleitreibung ge- ,u}:

ben wiirde, kénnte man zwei Korper in r\’_\
Kontakt gegeneinander tangential verspan- |
nen und wiirde nach beliebig langer Zeit fest-
stellen, dafl sich diese Verspannung durch
tangentiales Kriechen gelost hétte. Es gibt \/\J
aber Experimente, die dieses Verhalten ver- ‘
neinen. !
Im Bereich des Haftens éndert sich der Charakter der Kraftgesetze. Um die
Methodik von Kontaktsimulationen zu vereinheitlichen und dieses ,,Umschal-
ten“ in der Art der Behandlung des Tangentialkontaktproblemes zu umgehen,
verwenden deshalb einige Autoren eine verstetigte Reibungskennlinie.

Diese Vereinfachung wird in dieser Arbeit aus o.g. Griinden nicht getroffen.
Damit ergeben sich zufolge der tangentialen Kontaktbedingungen ebenfalls vier
mogliche Zustédnde

—

<— Haftbereich

||

1.) Haften (sticking),

2.) Gleiten (sliding) mit evtl. vorausgegangenem
Losbrechen aus dem Haftzustand

3.) Wiederhaften

4.) Indifferenter Zustand mit Verspannung bis an die Grenze der Tangential-
kraft (s. dort).

die im folgenden beschrieben werden:

Der Haftzustand

Das Haften wird mit der Haftbedingung kontrolliert, die Normalkréifte und
daraus abgeleitete maximal mogliche Tangentialkréifte in Beziehung zueinan-
der setzt. Damit ist der Haftzustand kraftgesteuert.

Der den Stollen représentierende Sensorpunkt wird durch die Differenz zwi-
schen dem Ortsvektor des Kontaktpunktes am Boden und dem Ortsvektor zur
theoretischen Position entsprechend der gefiithrten Stollenbewegung verspannt.
Dabei baut er elastisch bestimmte Tangentialkréfte auf. In diesem Zustand sind
Relativgeschwindigkeiten zwischen dem Fiihrungspunkt und dem Sensorpunkt
zufolge der Verspannungsrate vorhanden.
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Der Gleitzustand

Sowohl beim Gleiten und als auch beim Losbrechen aus ehemaligem Haften wird
wird der Ort des Sensorpunktes zum Zeitschrittende durch die elastische Ver-
spannung des Stollen zufolge der Gleitkréfte bestimmt. Deshalb sind dies aus
Sicht des applizierten Kontaktalgorithmus’ gleichwertige Zustéinde. Die Ent-
scheidung, ob zum Ende des Zeitschrittes weiter ein Gleitzustand vorliegt, ist
ausschliellich geschwindigkeitsgesteuert.

Solange der Betrag der tangential gerichteten Gleitgeschwindigkeit zwischen
Sensorpunkt und Boden einen unteren Grenzwert, die Gleitgrenze nicht un-
terschreitet, hélt die Gleitbewegung des Sensorpunktes gegeniiber dem Boden
an. Dabei wird der Stollen zufolge der Gleitreibungskrifte verspannt. Die Am-
plitude der Gleitreibungskréfte berechnet sich nach dem Reibgesetz aus der
Normalkraft, die Richtung ist der Gleitgeschwindigkeit entgegengesetzt. Die
Gleitgeschwindigkeit des gewohnlichen Gleitzustandes ist gleich der Differenz
zwischen Tangentialgeschwindigkeit des Fithrungspunktes und der Tangential-
geschwindigkeit des starren Bodens. Damit kann die Verspannung berechnet
werden.

Losbrechen vom Haftzustand

Wenn sich ein Sensorpunkt gerade vom Haftzustand losgebrochen hat, dann ist
er bei py > pg starker verspannt, als dies die Gleitkréfte zulassen wiirden. Der
Eintritt dieses Zustandes ist also wie der Haftzustand kraftgesteuert.

Der sich losbrechende Stollen schnellt trigheitslos in Richtung der momentanen
Verspannung auf die Position zuriick, die der maximal moglichen Verspannung
zufolge von Gleitkriiften entspricht. Wenn diese Gleitkréfte von der Relativ-
geschwindigkeit abh#ngig sind (s. Abb. 2.19), dann miissen sie durch iterative
Berechnung ermittelt werden:

Man startet mit Gleitkréiften, die der Relativgeschwindigkeit zwischen ehema-
ligen Sensor—(Boden—)punkt und dem Fiithrungspunkt des Reifens entsprechen,
berechnet den entstehenden Endpunkt der elastischen Riickschnellbewegung
des Stollens, zieht die entsprechende Geschwindigkeit von der o.g. Relativge-
schwindigkeit ab und ermittelt neue Gleitkréfte solange, bis sich der entstehen-
de Endpunkt der Riickschnellbewegung nicht mehr &ndert. Dieser Algorithmus
konvergiert sehr gut.

Wiederhaften

Der Zustand des Wiederhaftens tritt ein, wenn im vorherigen Zeitschritt Glei-
ten vorlag, im aktuellen jedoch die Gleitgrenze (s. dort) unterschritten wird.
Damit ist das Wiederhaften ebenfalls geschwindigkeitsgesteuert.

Die Berechnung der Gleitgeschwindigkeit und der Stollendeformation erfolgt
identisch der Berechnung beim Gleitzustand. Der einzige Unterschied zum Gleit-
zustand ist, dafl der nichste Zeitschritt mit der Annahme eines Haftzustandes
fiir diesen Sensorpunkt beginnt.

Indifferenter Zustand mit Verspannung bis an die Gleitgrenze
Es kann vorkommen, dafl beim Losbrechen aus dem Haftzustand die Gleit-
geschwindigkeit sehr klein ist und deshalb keine zuverldssige Bestimmung der
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Richtung der Gleitkrifte erlaubt. Genauso kommt es vor, dal bei Unterschrei-
ten der Gleitgrenze, also beim Wiederhaften die Tangentialkréifte so grof3 sind,
dafl die Haftgrenze iiberschritten wird.

In beiden Fillen wird der alte Haft-(Gleit-)Zustand fiir ungiiltig erklért, die
Bedingung fiir den neuen Zustand sind aber ebenfalls nicht erfiillt.

Fiir diesen Fall wird konservativ definiert, dafl die Griinde zum Umschlagen des
Haft-(Gleit-)Zustandes nicht ausreichend waren und man beim urspriinglichen
Zustand verbleibt.

Damit dabei ein physikalisch zuléssiger Zustand der Tangentialkrifte entsteht,
werden diese auf den entsprechend maximal méglichen Wert (pg bzw. pg) un-
ter Beibehaltung der alten Richtung skaliert. Der Ort des Sensorpunktes ergibt
sich aus der elastischen Deformation zufolge dieser skalierten Kriifte.

Hinweis

Diese diffizilen Betrachtungen sind erforderlich, da bei einer unsauberen oder
unphysikalischen Formulierung der Ubergangsbedingungen von einem Kontakt-
zustand zum néchsten Instabilitdten in der Kontaktsimulation die sichere Folge
sind. Die fiir diese Arbeit durchgefiihrten Simulationen ergaben, dafl das o.g.
Kontaktmodell als Minimalmodell zu verstehen ist, d.h. bei Vernachlissigung
nur eines der genannten Kriterien kommt es zu indifferenten oder instabilen
Kontaktzusténden, die dann unphysikalische Losungen produzieren.

2.3.4 Einflufl der Dampfung der Lauffiiche auf die Kontaktdy-
namik

Alle in [Bohm.88] gemachten Angaben iiber den negativen Einflufl stark von-
einander abweichender Gleit— und Haftreibungskoeffizienten auf die Rauhigkeit
der Kontaktkréfte sind solange, wie Simulationen ohne Beriicksichtigung der
Déampfungseigenschaften der Lauffliche durchgefiihrt wurden, auch dem Autor
dieser Arbeit widerfahren.

Auch andere Autoren widmen sich dieser Problematik, s. [Feng.91].

Durch abfallende Reibungskennlinien entstehen besonders bei héheren Rollge-
schwindigkeiten im Kontakt selbsterregte Reibschwingungen. Dieses Verhalten
wird sowohl theoretisch vorausgesagt als auch mefitechnisch belegt. Zur Abhilfe
und zur Uberwindung des damit verbundenen negativen Einflusses auf Abrieb,
Erwiarmung und Verlust bei den Fiihrungs—, Brems— und Traktionskraften wird,
wie in Abschnitt 2.3.1.1 erwahnt, der Laufstreifen aus Gummimischungen ge-
fertigt, bei denen durch Beigabe entsprechender Fiillstoffe eine Erhchung der
inneren Reibung (PAYNE-Effekt) und von Olen eine Erhohung der viskosen
Déampfung erreicht wird. Um dieses Verhalten abzubilden, wird in Normalrich-
tung parallel zur Elastizitét ein viskoser Dampfer eingefiihrt. Dieser Dampfer
wird mit einer Ddmpfung von 80% (!), bezogen auf die kritische Dampfung des
Schwingungssytemes
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A g A g A _
myp +° knyp +7 cnyp = 0 ausgestattet, App 220 Viskos geddmpfter
wenn 1y, die Penetration des Sensorpunk- Stollen

tes in den Boden ist (s. Abb. 2.20). Die-
ses Dampfungmodell funktioniert aufleror-
dentlich wirksam, da es bei fortschreitender
Komprimierung des Stollens die entstehen-
den Kontaktkréfte sehr schnell auf die Struk-
tur iibertragt und bei Relaxation dafiir sorgt,
dafl der Kontakt weicher beendet, also ent-
prellt wird.

Dieses Verhalten bei Kompressionsbeginn hat eine dhnliche Wirkung wie das
Aufweichen des Schubmoduls der Stollen unter Kompression, wie es u.a. in
[Bohm.88] beschrieben wird. Die beruhigende Wirkung auf die Rauhigkeit der
Kontaktkraftkréfte ist so gut, dafl sehr groflie Verhéltnisse zwischen dem Haft—
und Gleitreibungskoeffizienten ohne Probleme bewiltigt wurden. Im Beispiel
von Kapitel 5 wurden die Koeffizienten pu = 0.8 und pg = 0.5 verwendet.

2.3.5 Zusammenfassung des verwendeten Kontaktalgorithmus’

Obwohl man mit den in Abschnitt 2.3.1 bis 2.3.4 in der Lage ist, die in dieser
Arbeit verwendete Kontaktmodellierung nachzuvollziehen, soll der Ubersicht
halber hier nochmal eine Zusammenfassung gegeben werden.

Die in Abbildung 2.21 verwendeten Symbole werden in Tabelle 2.2 zusammen-
gefaft erldutert.
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Ende:
stick

Initialisierung:
- PX berechnen
- yp berechnen

slip/
stick
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CALL F.
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Ende:
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Abbildung 2.21: Algorithmus zur Kontakt




Kapitel 3

Ein 3D-Mehrschichtmodell
mit der Methode der Finiten
Elemente fiir die Simulation
der inneren Reifenmechanik

In diesem Kapitel wird die Theorie fiir das Modell vorgestellt, mit dem die ,,in-
nere“ Mechanik des Luftreifens dargestellt wird.

Dabei wird hier unter dem Begriff ,,innere“ Mechanik des Luftreifens verstan-
den, wie der Reifen durch Zusammenwirken der Details seiner inneren Struktur
(Schichtaufbau, rdumliche Anordnung von Gummimaterial und Korden, usw.)
und durch eine genauere Erfassung des Materialverhaltens der Komponenten
das Tragverhalten bei instationdrer dynamischer Belastung realisiert. Es geht
also immer darum, wie die ,,&uflere Mechanik* in innere Belange umgesetzt wird.

Diese Simulation der ,inneren* Mechanik ist eng mit der in Kapitel 2 vor-
gestellten Simulation der ,dufleren* Mechanik verflochten, da durch diese die
instationdren Bewegungen und Kontaktkrifte berechnet wurden, die dann die
o.g. Effekte der ,,inneren“ Mechanik erst hervorrufen. Ein wesentlicher Gesichts-
punkt in diesem Zusammenwirken ist die Kompatibilitidt der Modelle hinsicht-
lich der ,,duleren“ Mechanik, da sie die Grundvoraussetzung fiir eine physika-
lisch sinnvolle Schnittstelle zwischen den Modellwelten ist.

Zur Realisierung des mehrschichtigen Reifenmodells wurde als Zeitintegrations-
verhalten der Energie-Impuls-Erhaltungs—Algorithmus verwendet.

Dafiir wurde ein FE-Code entwickelt, der die Anwendung dieser tief in die Struk-
tur eines FE-Systems eingreifenden Methode gestattet. Bei der Entwicklung
dieses Codes mufiten aus Griinden der numerischen Effektivitdt und dem Hand-
ling von Pre— und Postprocessing nahezu alle bei kommerziellen Programmen
tiblichen Optionen zur Minimierung des Aufwandes bei CPU-Anforderungen,
Speicheranforderungen, Massenspeicherzugriff, Protokollsteuerung, Protokoll-
umfang, Struktur der Datensétze des Modells und Ergebnisablage implemen-
tiert werden.
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Es wurden Stabelemente, die sich besonders zur Abbildung der Korde einer Rei-
fenstruktur eigenen (s. Abschnitt 3.2), 8- 6— und 4-Knoten—Volumenelemente,
mit KIRCHHOFFschem Material, die sich fiir die Modellierung von endlich, aber
gering deformiertem Gummimaterial eignen (s. Abschnitt 3.3.1) und 8-, 6-
und 4-Knoten quasi-inkompressible Volumenelemente mit MOONEY—RIVLIN—
Material zur Modellierung von Gummi mit grofien Deformationen entwickelt
(s. Abschnitt 3.3.2). Alle entwickelten Elemente weisen eine hervorragende Per-
formance in der Dynamik auf, sind fiir die Applikation des Energie-Impuls—
Erhaltungs—Algorithmus optimiert, meistern aber auch statische Rechenlaufe
sehr effektiv (s. Anhang A).

Zur Realisierung der Schnittstelle zum Massepunktmodell mufiten potente und
effektive Moglichkeiten der Applikation von Lasten und zur Fithrung der Struk-
tur geschaffen werden (s. Kapitel 4).

3.1 Der Energie-Impuls-Erhaltungsalgorithmus als
vorteilhafter impliziter Zeitintegrator steifer Sys-
teme mit iiberwiegend konservativem Verhalten

In diesem Abschnitt wird das Design eines Zeitintegrationsalgorithmus’ nach
[Simo0.92, Tarnow.93, Simo.93b] beschrieben, der in dieser Arbeit zur Zeitinte-
gration der steifen Bewegungsgleichungen eines Giirtelreifens angewendet wird,
nachdem er auf die Elastodynamik quasi—inkompressibler Materialien erweitert
wurde. Der Schopfer nannte ihn im Englischen ,,energy-momentum conserving
algorithm®. Daher riihrt der in dieser Arbeit geprigte Kurzname EMA.

3.1.1 Allgemeine Probleme bei der Zeitintegration steifer Sys-
teme

Bei der Behandlung von Modellen zur Simulation des instationdren Rollvorgan-
ges von Reifen befindet man sich in einem widerspriichlichen und sich gegensei-
tig ausschliefenden Umfeld aus Anforderungen der angewendeten numerischen
Methoden.

Die Modelle von Giirtelreifen als vorgespanntes Flichentragwerk sind ein typi-
sches Beispiel fiir steife Systeme, da einem relativ niederfrequenten Gesamtver-
halten ein sehr hochfrequenter Anteil in den Bewegungsgleichungen des nume-
rischen Systems gegeniibersteht:

Das mechanische Gesamtverhalten des Luftreifens spielt sich in einem Spektrum
bis max. 500 Hz ab. Es gibt keine Messungen, bei denen relevante Achskrifte
mit hoheren Frequenzen festzustellen waren. Wenn man im Gesamtverhalten
nicht nur das an der Achse wirksame Frequenzspektrum, sondern auch lokale
Strukturreaktionen erfassen mochte, dann mufl man die Stollenschwingungen
mit einbeziehen, die im akustischen Bereich liegen und bei einer Frequenz von
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ca. 5 kHz enden. Bei der Simulation der die Bewegung des Fahrzeugs bestim-
menden Krifte spielen diese akustischen Schwingungen aber schon keine Rolle
mehr.

Man kann also mit Bedacht auf Sicherheit die Grenze der mechanisch relevanten
Frequenzen im Strukturverhalten eines PKW-Luftreifens in Abhéngigkeit von
der jeweiligen Fragestellung an die Simulation irgendwo zwischen 0.5 kHz und
5 kHz ziehen.

Demgegeniiber steht die Tatsache, dafl bei Modellen mit einer halbwegs ernst-
zunehmenden raumlichen Auflésung der Reifenstruktur sehr schnell Eigenfre-
quenzen des numerischen Systems entstehen, die im Bereich von iiber 20 kHz lie-
gen und mit einer Verfeinerung der Struktur oder Einbeziehung weiterer Schich-
ten oder von Stollen rasant in die Hohe klettern. Ein solches Modell mit minimal
zuléssiger raumlicher Auflésung und mit konsequenter Vernachliassigung struk-
tureller Details wie dem Schichtverhalten, der gegliederten Stollenoberfliche
wurde in Kapitel 2 vorgestellt.

Nach dem SHANNONschen Abtasttheorem muf} bei einer transienten Simulation
der Zeitschritt so gewihlt werden, dafl die hochste Eigenfrequenz des numeri-
schen Systems mit mindestens 2 Samples abgetastet wird.

Damit entstehen bei den inherenten Eigenfrequenzen so hohe Abtastraten, dafl
sich aus Griinden des numerischen Aufwandes implizite Integratoren verbieten.
Die hohen Eigenfrequenzen entstehen ja erst durch Modelle mit vielen Freiheits-
graden, deren Aufwand fiir die lineare Algebra mindestens quadratisch mit der
Anzahl der Freiheitsgrade steigt. Diesem hohen Aufwand stiinde dann der kurze
Zeitschritt entgegen. Demzufolge ist die Integration steifer Systeme bei steigen-
dem Diskretisierungsgrad aus klassischer numerischer Sicht sowieso nur noch
durch explizite Algorithmen zu realisieren. Leider reagieren explizite Integra-
toren Auflerst empfindlich auf Verletzungen des Abtasttheorems und fordern
deshalb unerbittlich die kurzen Zeitschritte.

Es stellt sich das Dilemma dar, dal man zum instationéren Uberrollen prakti-
scher Hindernisse bei mittleren bis hohen Geschwindigkeiten schon bei sparta-
nischsten Modellen (s.0.) eine Abtastfrequenz von einigen 100 kHz benotigt, was
einer mechanisch relevanten Systemantwort von lediglich 0.5 kHz gegentiber-
steht.

Die Tendenz ist entmutigend:

Wenn man zusétzliche Struktureffekte mit in die Modelle einbinden will, wie
das Schichtverhalten oder gar die Stollengeometrie, dann fithrt die erforderliche
Abtastung der numerischen Eigenfrequenzen dazu, dafl man in der (Echt—) Zeit
praktisch nicht mehr vorwértskommt.

Es gibt Ansétze in der Literatur, dieser Situation zu entfliehen.

So versuchen die einen Autoren das Abtasttheorem zu umgehen, indem durch
entsprechend hohe Dampfungen eine ,,Stabilisierung” der Rechnung angestrebt
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wird (s. [Kao.97]). Diese Vorgehensweise ist aber abzulehnen, da man ja die
realistischen Dampfungen in der Reifenstruktur kennt.

Andere Autoren versuchen die numerischen Eigenfrequenzen zu eliminieren,
indem die hochfrequenten Schwingzellen um die Korde durch algebraische Glei-
chungen ersetzt werden, so dafl ,,nur® noch elastisch weicher Gummi und trans-
versale Membraneffekte in die Bewegungsantwort der Reifenstruktur mit einbe-
zogen werden. Die Zuléssigkeit der resultierenden Simplifizierung des Struktur-
verhaltens muf} jedoch erst noch nachgewiesen werden. Auflerdem produziert
das Handling der entstehenden DAESs bei der expliziten Zeitintegration eben-
falls so betrichtlichen Aufwand, das auch der angestrebte Geschwindigkeitsvor-
teil in der Simulation noch nicht hinreichend nachgewiesen worden ist. Dennoch
ist dies ein interessanter Ansatz.

Fin dritter moglicher Weg ist das Bestreben, durch héherwertige und Makroele-
mente das Spacing und die Anzahl der numerischen Freiheitsgrade auf niedri-
gem Niveau zu halten und die Struktur durch vermehrt ,;innere“ Freiheitsgrade
zu beschreiben, die den Aufwand der ,dufleren* Zeitintegration nicht erheblich
vergroBern (s. [Belkin.93, u.v.a.]).

In dieser Arbeit wird ein grundlegend anderer Weg gegangen. Der Autor besinnt
sich auf die groflere ,,Unempfindlichkeit® impliziter Zeitintegratoren gegeniiber
der Verletzung des Abtasttheorems und eskaliert die zulédssige Verletzung der
Abtastanforderungen weiter, indem der implizite Energie-Impuls—Erhaltungs—
Algorithmus zur Anwendung kommt. Dadurch wird der zur erfolgreichen und
stabilen Strukturintegration erforderliche Zeitschritt abgekoppelt vom Diskre-
tisierungsgrad und damit von den inherenten Eigenfrequenzen!

Die Zeitdiskretisierung richtet sich nur noch nach den physikali-
schen Frequenzinhalten der Bewegung und nicht nach der gewéhlten
rdumlichen Diskretisierung!

Dies ist moglich, indem die Eigenschaft des EMA ausgenutzt wird, auch bei
massiver Verletzung des Abtastheorems durch die Projektion der konservativen
Bewegungsanteile auf die Erhaltungs— bzw. Bilanzsétze der Mechanik physika-
lisch sinnvolle Losungen zu produzieren. Dieses Potential ist in der Literatur
bekannt ([Tarnow.93]) und wird unter diesem Aspekt in Abschnitt 3.1.2 noch-
mals dargelegt.

Wie oben bereits diskutiert, endet das mechanisch relevante Systemverhalten
des Luftreifens im Horbereich. Das Reifenmodell in dieser Arbeit (s. Kapi-
tel 5) besitzt im nichtvorgespannten Zustand Eigenfrequenzen bis ca. 150 kHz
(s. Abb. 3.1, links). Abgetastet werden aber nur ca. 4 kHz (s. Abb. 3.1, rechts),
ohne dafl dadurch die Integration beeintriachtigt wird. Das bedeutet eine mehr
als 7hfache (!) Verletzung des Abtasttheorems. In der Tat ist dies in etwa der
Faktor, um den die in dieser Arbeit vorgestellten Elemente schneller sind, als
die nach konventioneller NEwWMARKmethode integrierenden Elemente (s. An-
hang A). (Die kurzzeitig hoheren Abtastraten in Abb. 3.1 sind auf die Aktivitét
der Zeitschrittsteuerung zur Stabilisierung der Simulation gegeniiber lokalen
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Abbildung 3.1: Eigenfrequenzen der Elemente im FE-Modell nach
GERSCHGORIN und deren Abtastung

Rauhigkeiten in der Belastung zuriickzufiithren, also nicht allgemein bedingt
durch die Integrationsmethode. Die Abtastfrequenz bleibt jedoch tendentiell
deutlich unter 4 kHz.)

Natiirlich entstehen bei groben Verletzungen des Abtasttheorems unabhéngig
vom Aspekt der Simulationsstabilitdt gerade bei der Integration von Drehbe-
wegungen immer kleinere Phasenfehler (vgl. Abschnitt 3.1.2).

Jedoch, durch die in dieser Arbeit praktizierte Kopplung von Modellen mit
streng nach den Regeln durchgefiihrter expliziter Zeitintegration fiir die ,,dufle-
re“ Mechanik (ohne Phasenfehler) mit dem nach dem EMA integrierten feinen
Modell fiir die ,jinnere* Mechanik werden gerade Phasen— u.a. Fehler sicher
umgangen:

Die berechnete Rad—/Reifenbewegung des expliziten Modells wird als phasen-
gerechte Fithrungsbewegung dem impliziten Modell aufgepragt.
Zusammenfassend kann man sagen, dafl durch diese Arbeit ein Weg aufgezeigt
wird, wie man trotz Verwendung feiner Modelle nicht in die — allen steifen
Systemen eigene — Schere zwischen gefordertem Detaillierungsgrad und nume-
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rischer Realisierbarkeit gerdt. In der Tat ist diese Vorgehensweise so effektiv,
dafl die prasentierten Simulationen allesamt auf einem INTEL-PENTIUM-II-PC
mit 350MHz Taktrate durchgefiihrt werden konnten.

3.1.2 Das Grundprinzip des Energie-Erhaltungs-Algorithmus
Das Pendel als einfaches und anschauliches Beispiel

Die Grundelemente des Designs eines Zeitintegrators lassen sich genauso an ei-
nem einfachen elastischen Pendel zeigen, wie die Unzulédnglichkeiten der ,klas-
sischen “ Integrationsalgorithmen. Diese Imperfektionen der Zeitintegratoren
im Zeitschritt (s. [Tarnow.93]) sind die Ursache dafiir, daf8 eine Abtastung der
mechanisch relevanten Bewegung nicht hinreichend ist, sondern nur die stren-
ge Erfilllung des SHANNONschen Abtasttheorems zu stabilen Losungen fiihrt.
Deshalb war die Verwendung eines impliziten Integrators von der Berechnung
grofler steifer Systeme bisher ausgeschlossen.

Wie im folgenden gezeigt wird, rithrt die Notwendigkeit der vollstdndigen Ab-
tastung daher, dafl bei , klassischen Integratoren“ immer alle vorhandenen nu-
merischen Eigenfrequenzen des Systems angeregt werden und zwar durch den
Integrator und nicht durch die Kréfte oder Randbedingungen des Simulations-
beispiels! Wenn dann der Integrationsalgorithmus z.B. durch einen zu grofien
Zeitschritt nicht zum korrekten Handling dieser Anregungen fahig ist, fiihrt die-
se Anregung dem System analog zu einer Selbsterregung sténdig Energie zu, die
schliefllich zum Kollaps der Simulation fiithrt, wenn sie nicht gleichzeitig durch
eine entsprechende Dissipation wieder abgefiihrt wird. Diese zur Stabilitéit der
Integration erforderliche Dissipation ist in jedem Fall unphysikalisch.

Doch nun zum Beispiel des elastischen Pendels ohne Gravitationseinflufi:

Abbildung 3.2: Elastisches, umlaufendes Pendel
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Herleitung der Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

Das Verschiebungsfeld des Stabes sei durch die Formfunktionen

1N:{(S,L)H1—%} QNZ{(S,L)H%} (3.1)

definiert. Dann lassen sich die Ausdriicke fiir die interpolierten Feldgréfien auf-
schreiben mit

tcph (s) = 1N(5)1§0 + 2]\7(5)%90 ... Orte

tph (s) = 1 (S)ip 12N (s)ip ... kanonische Impulse (3.2)
tP « tP v '

S (s) = N (5) ol + 2N(s)52cp ... Variationen

Jetzt ergeben sich die raumlich interpolierten Ausdriicke als Funktion der Kno-
tengrofen fiir die

1
Kinetische E . T(l ,2t> :_< ~1,ph h> 1)
inetische Energie Dy 5\," PP
potentielle Energie (1 2 ) _c (’2 1 ’ ‘2 1 Dz
(Federenergie) Vieww)= o P ™ 4# XX
c 2
=5 (|8 - o) (33)

Wenn beide Ausdriicke aus (3.3) zusammengefafit werden, so hat man die HA-
MILTONsche des elastischen Pendels in diskreter Form:

(A = oL)”  (34)

1 _ c
H Cp, ip,}p,f%t) = —<Op 1tph,tph> +35

2

Durch Anwendung der HAMILTON-Prozedur auf die HAMILTONsche nach (3.4)
entstehen die kanonischen Bewegungsgleichungen

(a5 = (- o)

i _y <Ae<,oh> (3.5)

de

e=0

Dln Ubereinstimmung mit der Literatur wird mit <a7 b> das Lo—Innere Produkt der Groflen

a und b iiber dem Gebiet B beschrieben. Dahinter verbirgt sich Rechenvorschrift:

wobei der Punkt zwischen a und b je nach Kontext steht

fiir die (s. Anhang C.1)

aer [
<a, b> - /a bdB, —  gewohnliche Multiplikation,
B —  das Skalarprodukt oder
— das Doppelskalarprodukt.
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Daraus kann man nun durch Koeffizientenvergleich die Bewegungsgleichungen
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Diese Gleichungen lassen sich durch Auflésen vereinfachen und man bekommt:

6
1. N /
= —,F 3.5
K ot te (3.5'a)
6
2. N !
= ——;F 3.5'b
v m i€ ( )
und wegen 3.6 gilt:
1. _ 1 /
P = (3.6'a)
th,b = 3’0 (3.6'b)

Zeitdiskretisierung der kinematischen Teile der Bewegungsgleichun-
gen nach der symplektischen Formel

Die Zeitdiskretisierung der Kinematik erfolgt bei allen Integratoren immer nach
der symplektischen Formel:

Q Q Q Q
Q v:n+1v+nvzn+1¢_n‘10
n+s 2 At
2
— ngl,v = Kt (24»180 - S(P) - g’v ’Q = ]-72 (SO)

Zeitdiskretisierung der dynamischen Bewegungsgleichungen nach der
Trapezregel und der Mittelpunktsregel

Als Vergleichsmethoden der Zeitdiskretisierung der Kraftgleichungen werden die
Trapezregel und die Mittelpunktregel herangezogen. Beide sind weit verbreitet
und auch die Klasse der NEwWMARKalgorithmen gehort dazu. Die Trapezregel

to
(s. auch Abschnitt 2.2.1) integriert die Gleichung /f(t)dt = F(t2) — F(t1)

t1
folgendermafien:

[ (t2) + f(t1)

Trapezregel: F (t2) — F (t1) 4 At 5

und die Mittelpunktsregel verfahrt nach

e to+1
Mittelpunktsregel: F (ty) — F (t1) def A4 f ( 2 —g 1>

Diese Zeitdiskretisierung auf die Bewegungsgleichungen 3.5’a...3.6'b angewen-
det ergibt:
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2 def 6
TR: At <§+1‘P — R At gv> = (e m At
1 Apprph 1 h Ang"
¢| 5 (Bune"| — oL) THE 12 (|Ane"| - oL) (Ko | (S)
9 (} n+ ‘ ) ‘An+1¢h‘ 2 (| n | ) |An¢h}
Kraftterm fiir ¢y, 41 Richtun'g toit Kraftterm fiir ¢, Richtung ¢
und
MPR: 2 (@ Qp— At Q) -1y O A
: E(nH‘P_n‘P_ tn”) _(_) E t:
c (‘A"—“%@ - 0L> el (S2)

An+l h+An h
2‘ B P+ Anph

Kraftterm fiir tn+%

Richtung fiir tn+%

Diskussion der Zeitdiskretisierungen nach der Trapezregel und der
Mittelpunktsregel

Zum Verstiandnis der subtil anderen Vorgehensweise des EMA ist es vorteilhaft,
sich zunéchst die Struktur von Gleichung S; und Ss zu vergegenwirtigen.

Bei den Gleichungen der Trapezregel und der Mittelpunktsregel ist zu bemer-
ken, dafl immer ein skalarwertiger ,, Kraftterm® mit einem vektorwertigen ,,Rich-
tungsterm* kombiniert werden:

—  Bei der Trapezregel wird der Kraftterm fiir ¢,, 11 mit der Richtung von ¢,,4 1
und der Kraftterm fiir ¢,, mit der Richtung von ¢,, kombiniert.

—  Bei der Mittelpunktsregel wird der Kraftterm fiir ¢, 1 mit einer Richtung
ungeféhr bei ¢, 1 zusammengefiihrt.

Die Analysen in [Tarnow.93] und [Simo.92] zeigen, daff die Verwendung der
mittleren Richtung bei der Mittelpunktsregel dazu fiihrt, daf3 bei der Integration
eines abgeschlossenen Systems der Drall erhalten bleibt und zwar aus rein geo-
metrischen Griinden, unabhéngig davon, welcher (z.B. auch unphysikalischer)
Kraftterm in dieser mittleren Richtung wirkt. Das fithrt dazu, dafl Drehbe-
wegungen mit der Mittelpunktsregel gut approximiert werden. Leider verletzt
sie in jedem Zeitschritt durch die Wahl eines ungliicklichen Kraftterms den
Energieerhaltungssatz, so daf ein nach der Mittelpunktsregel oder verwandtem
Schema integriertes System in praktisch jedem Zeitschritt geringe Mengen an
Energie aufnimmt, die nichtkonservativen, erregenden Charakter triagt.

Der Energieerhaltungssatz hingegen wird durch die Trapezregel sehr giinstig er-
fafit. Ursache dafiir sind die verwendeten Kraftterme. Dennoch wird die Energie
in jedem Zeitschritt nur dann exakt konserviert, wenn keine elastischen Defor-
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mationen auftreten. Gleichzeitig ist die Trapezregel genauso wie die verwandte?
NEwWMARKregel nicht in der Lage, den Drall richtig zu integrieren, es sei denn,
es ist kein Drall vorhanden (rein translatorische Bewegung). In praktisch jedem
Zeitschritt erfihrt ein rotationsbehaftetes System, das nach der Trapezregel
oder verwandter Zeitintegratoren integriert wird, einen Drallstof.

Zeitdiskretisierung der dynamischen Bewegungsgleichungen nach dem
Energie—Impuls—Erhaltungsalgorithmus

Das ist der Ansatzpunkt des EMA. Hier werden Kraftterme verwendet, die zu
den Zeiten t,, und ¢, zugeordnet werden kénnen und Richtungen, die zur Zeit
[ 1 gehoren. Diese Vorgehensweise sichert in der Tat, dafl im Zeitschritt so-
wohl der Impuls—, als auch der Drall- und die Energieinhalt des geschlossenen
Systems erhalten bleibt.

Diese Vorgehensweise kann universell verallgemeinert werden auf andere diskre-
te und kontinuierliche Systeme, sowie auf andere Materialklassen.

Praktisch bedeutet das, dafl man auch bei Zeitschritten, die nicht mit dem
SHANNONschen Abtasttheorem korrespondieren, bei gleichzeitiger Anwendung
des EMA immer Loésungen produziert, die die Integrale der Bewegung erfiillen,
also nicht physikalisch in sich widerspriichliche Zustédnde implizieren.

In der numerischen Simulationspraxis bedeutet das weiterhin, dafl die Anregung
der systeminherenten Eigenfrequenzen, die Impuls, Drall und/oder Energie ak-
kumulieren wiirde, aufgrund der Erhaltungseigenschaften tendenziell behindert
wird. Das ist der Grund fiir die mogliche Wahl grober Zeitschritte.

Natiirlich bedeutet das nicht, dafl man nun in jedem Fall die Richtlinie des Ab-
tasttheorems verlassen kann. Vor allem dann, wenn durch die Art der Erregung
oder andere Bedingungen das System natiirlicherweise mit seinen héheren Ei-
genfrequenzen reagieren ,,mochte®, dann versagt der Vorteil des EMA. Im Falle
des Luftreifens tritt dieser Fall gliicklicherweise nicht auf, da selbst Anregungen
im akustischen Bereich unterhalb von den numerischen Eigenfrequenzen liegen.

Die zeitlich diskreten Bewegungsgleichungen des elastischen Pendels, aufgestellt
nach dem EMA heiflen dann

2 (g def 4 6
BMA 2 (e G- ardu) S (12t S ay
1 1 A i Aol
" _‘An+1¢h‘ + _‘An¢h‘ —oL) - nt+1P + Anp
2 2 Ao 2180 ]
—— — 5 |An+1P 5|An®
Kraftterm fiir t,4+1  Kraftterm fiir ¢, Ri e
ichtung fiir i,

(S3)

+5

2Der Nachweis iiber die Verwandtschaft von Trapezregel und NEWMARK-Methode ist be-
kannt und wird hier nicht wiederholt. In der Tat wurden die identische Ergebnisse, wie sie wei-
ter unten gezeigt werden auch mit einem fithrenden, kommerziellen, nach der NEWMARK-Regel
integrierenden FE-Programm erhalten. Die Stabelemente des fiir diese Arbeit entwickelten Co-
des hingegen integrieren die Pendelrotation genauso wie der u.g. EMA in seiner primitivsten
Form.
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Ergebnisse der Zeitintegration des elastischen Pendel nach den ver-
schiedenen Methoden

Die Gleichungen (S1), (S2) und (S3) stellen jeweils zusammen mit (Sp) eine
implizite Rechenvorschrift fiir ein im Zeitschritt nichtlineares System von Glei-
chungen, um

aus dem bekannten Zustand bei ¢, : Lv,2v und Lo, 2
den neuen Zustand bei ¢, 1 sl Zvund 0,20

zu berechnen.

Es wird also, wie in Abschnitt 2.1.1.1 vorgestellt, eine inkrementell-iterative
Losungsstrategie angewendet. Die dazu erforderlichen JAcOBImatrizen kénnen
z.B. durch Anwendung symbolischer Rechenprogramme wie Maple oder Mathe-
matica? leicht erzeugt werden.

In den Abbildungen 3.3 werden die Bewegungsgrofien Drall und Energie fiir alle
genannten Zeitintegratoren bei einem Zeitschritt von At = 0.1 dargestellt, in
den Abbildungen 3.4 der Abstand des Massepunktes zum Lager und der Ge-
samtimpuls. Bei groberen Zeitschritten, von z.B. At = 0.5 versagen die Trapez—
und Mittelpunktsregel quasi sofort, obwohl die ebene Rotation immer noch gut
abgetastet wird (s.u.). Das wird hier nicht mehr dargestellt.

Das Pendel wurde folgendermafien dimensioniert:

e (EA=1.0107
e oL=5und
. OpA:%f\»m:I

Damit ergibt sich als Eigenfrequenz der Longitudinalschwingung wlz = v2106.
Bei At = 0.1 bedeutet das eine Abtastrate von ca.% (ca. 25 Perioden je Zeit-
schritt). Alle gezeigten Ergebnisse entstanden aus konvergierten Zeitschritten!

Die Longitudinalschwingung wird durch das Setup des Experiments nur margi-
nal (Zentripetalkraft=>5 gegeniiber einer Steifigkeit des Pendels von 2 000 000)
angeregt. Die wesentliche Bewegung ist also die Drehbewegung in der z—y—
Ebene, die bei einer Periodendauer von T,,; = 27 in jedem Fall sehr genau
abgetastet wird.

Durch die Resultate wird die o.g. Einschitzung der Zeitintegratoren und die
aufgrund der Beweisfithrung in [Tarnow.93] vorhersagbare Art des Versagens
belegt. Die Mittelpunktsregel ist nicht in der Lage die Gesamtenergie zu kon-
servieren.

3Maple und Mathematica sind eingetragene Warenzeichen
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Abbildung 3.3: Trapez-, Mittelpunktsregel und EMA, Drall und Ener-

gie bei At=0.1



Gesamtimpuls bei At=0.1

Abbildung 3.4: Trapez-, Mittelpunktsregel und EMA, Linge und Ge-
samtimpuls
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Abbildung 3.5: Darstellung der Bewegung aller Methoden bei At=0.1
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Das geschieht dadurch, dal durch Verwendung
der mittleren Konfiguration (Lénge) zur Bestim-
mung der Stabkrifte in jedem Zeitschritt ein
Longitudinalstol erzeugt wird (s. Abb. rechts).
Dadurch wird durch die Zeitintegrationsregel
der hohen longitudinal orientierten Eigenform
eine Unmenge an nichtkonservativer Energie zu-
gefithrt. Es bauen sich recht schnell Léngs-
schwingungen (s. Abb.3.5) auf, die das Pendel
kollabieren lassen.

Erstaunlich ist (s. Abb. 3.3), dal trotz dieses pathologischen Verhaltens der
Drall erhalten bleibt!

Die Trapezregel ist bei vorhandener Rotation weder in der Lage, den Energie-
inhalt noch den Drall richtig zu integrieren. Auch bei der Integration nach der
Trapezregel schaukeln sich die Stabléngsschwingungen auf. Gleichzeitig wird
der Drall permanent verdndert. Es ist nur eine Frage der Parameter, welches
der beiden Probleme letztendlich zum Versagen der Zeitintegration fiihrt. Je-
denfalls verhilt sich das Pendel so, dafl bei gravierender Verletzung der Drall-
erhaltung dann auch der Energichaushalt zerstort wird oder umgekehrt. Im
gerechneten Beispiel transferiert die Integration nach der Trapezregel nach und
nach alle Rotationsenergie in die Stablédngsschwingungen, bis dies dazu fiihrt,
daf} in einer singuldren Bewegung das Pendel auf die gegeniiberliegende Seite
schnellt und dort in reinen Stabldngsschwingungen ohne weitere Drehbewegung
verharrt. Dieses Verhalten scheint keinen zufélligen Charakter zu haben, denn
es tritt auch bei einem Rechenbeispiel auf, wo ein 3D-Wiirfel um eine seiner
Hauptachsen frei im Raum rotiert und sollte in anderen Arbeiten untersucht
werden.

Solange die Integration nur mit kleinen Verletzungen des Dralls und der Ge-
samtenergie einhergeht, wird der Gesamtimpuls von allen Methoden ordentlich
abgebildet. Genauso 143t sich zeigen, dafl bei Abtastung der Integration nach
dem SHANNONschen Theorem alle drei Integrationsmethoden zuverléssig rech-
nen. Das bedeutet aber, dafl man zufolge des kleineren Zeitschrittes nur mit ﬁ
der Geschwindigkeit durch die Zeit kommt.

Die Integration des Pendels nach dem EMA fiihrt zu keinerlei Instabilitéiten.
Alle Integrale der Bewegung werden exakt? konserviert. Es ist aber ein Pha-
senfehler (s. Abb. 3.5) gegeniiber der exakten Losung festzustellen. Dieser Pha-
senfehler kann auch nur durch eine Verkleinerung des Zeitschrittes verringert
werden.

“Die numerische Abweichung von der 100%igen Konstanz der Integrale ist genau in der
Groflenordnung des Abbruchkriteriums der iterativen Losung des nichtlinearen Gleichungs-
systems im Zeitschritt.

Hier wurde als relative Abbruchtoleranz 1 107*° verwendet und auch die numerischen Werte
der Integrale variieren erst auf der 9...10ten Stelle.



72

Kapitel 3.: Ein 3D-FE-Modell fiir die innere Mechanik

3.2 Formulierung von Stabelementen zur Darstellung

der Kordlagen

In diesem Abschnitt wird das fiir die Modellierung der Korde verwendete Stab-

@ tQant

Abbildung 3.6: Finites Stabelement

element (s. Abb. 3.6) vorgestellt. Bei dem Weg vom Kontinuum zur algebrai-
schen Form der Bewegungsgleichungen wird ein gemischter Weg beschritten
(s. Abb. 1.3).

Das elastische Potential des Stabes wird aufgrund der einfachen Struktur
der Gleichungen sofort raumlich diskret hingeschrieben.

Der kinetische Anteil der LAGRANGEschen wird zunéichst sowohl rdumlich
als auch zeitlich kontinuierlich formuliert.

Als Zeitintegrator vom raumlich diskreten zur algebraischen Formulierung
der Bewegungsgleichungen wird der EMA verwendet.

Damit wird ein Stabelement generiert, das

sehr schnell rechnet,

die Integrale der konservativen Bewegung exakt abbildet

geometrisch vollstindig nichtlinear arbeitet (grofle Verschiebungen und
Rotationen),

physikalisch nur teilweise nichtlinear operiert (kleine Deformationen bei
dem linearelastischen Material, aber Beriicksichtigung der verschwinden-
den Drucksteifigkeit zur Abbildung der Kordeigenschaften),

die Tréagheitsterme konsistent zur Kinematik des Kontinuums bildet,
eine am LEHRschen Dampfungsmaf orientiert parametrisierbare, geschwin-
digkeitsabhéngige Dissipation besitzt und

auch fiir statische Berechnungen geeignet ist.
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3.2.1 Ein linearer Feldansatz fiir Verschiebungen und Geschwin-
digkeiten

Fiir den verwendeten Stab werden die gleichen Formfunktionen verwendet, wie
sie in (3.1) im Abschnitt 3.1.2 bereits vorgestellt wurden. Dadurch ergibt sich ei-
ne derart einfache Deformationskinematik, dafl man das elastische Potential des
Stabes als diskrete Funktion von der Knotenkonfiguration hinschreiben kann.
Die Kinematik soll durch folgende Gréflien und Abkiirzungen beschrieben wer-
den:

() =T it )+ (1 =T) ,(...) ... Linearkombination einer Grofie
i .. Linearkombination ,,7T“ des
Ortes von Knotens ,,B“
n—l—?q iX T n+T niTdq = n+T2q ~nprd
L = (ndq - dq)? w1l = (ni1dg i1 dg)?
='Nw+°N% (3.7)

3.2.2 Das raumlich diskrete Lagrange-Funktional fiir das Stab-
element und das zugehorige Anfangswertproblem

Das elastische Potential lautet:

1 EO

Vit = —ld ql? (riaumlich diskret)

Die kinetische Energie errechnet sich zu:

1
T = 3 <0A0,0 oty vh> (rdumlich kontinuierlich)

Mit IN(¢) =1 — 0%, IN(E) = O% und m = gpgA oL ergibt die Ausfithrung

oL
1
des Ausdrucks %<0A0,0 tvh,tvh> def 3 / OAoptvh.t'vh d¢ fiir die kinetische
£=0
Energie:
T m (11 122 +11 2
t g PV TV T Y

Zusammengeschrieben lautet die rdumlich diskrete LAGRANGEdichte:

1
tEZtT—tV:@lefv%— 'va+ 1’0%1))

(3.8)
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Die Ermittlung der Bewegungsgleichungen nach dem LAGRANGEformalismus

d (T 0V _apew [i .
dt \ o | ol ©0 T |A =12

liefert die EULER-LAGRANGE-Gleichungen, ein Gleichungssystem, das nach 1’0

und i’i) aufgelost die Bewegungsgleichungen in Form eines Anfangswertproble-

mes sind:
EoA dq
My - 202 (L —oL) - — = P
6 oL ‘tdq‘
EoA dq
M2y~ 2% (L —oL) - — =2F*' mit (3.9)
e

ARt = (AN, Y+ AFR A=1.2
~—~—

teilte Last
vertentetas Einzellast,

3.2.3 Der Energie-Impuls-Erhaltungsalgorithmus am ridumlich
diskreten System
Herleitung der Bewegungsgleichungen
Formulierung des Elementes mittels konsistenter Lineari-
sierung

Analog zur Diskussion beim Pendel in Abschnitt 3.1.2 kombiniert man auch
hier das Mittel der Krifte, die jeweils aus den Konfigurationen zur Zeit ,t und
ntt mit der Richtung der mittleren Konfiguration.

Der Beweis fiir die exakte Konservierung von Impuls, Drall und konservativer
Energie erfolgt identisch zu den Untersuchungen in [Tarnow.93] und wird hier
nicht wiederholt.

Mit der Abkiirzung Fy (n +% Ll) = EOOLA (1L — oL) fiir die Amplitude der elasti-

schen Stabkraft bekommt man also:

2 1
> nt1d T 14

m(A A) A

v—"v)=(-1) At-FN< 1L
+1 +2
6 \ntio n g il

Daraus entsteht durch Elimination von . :llv mit

2
A _ 2 (a4 A\ 4 _
n+1v At (n—Hq nq) n? ’A =1,2
(3.10)
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unter Verwendung der eingefiihrten Abkiirzungen die algebraische Form der
Bewegungsgleichungen

2 1
> n+1q B n—l—lq

A t_m A A A
tFeac (n+1q -q - Atn’v) + Fy <n+%L L
n+s

©3A#2 (3.11)

(A=1,2)

Da sich diese Gleichungen nicht in geschlossener Form nach den gesuchten N _éq,

A =1,2 auflésen lassen, miissen sie im Sinne einer iterativen Losungsstrategie

A_(iter+1) _ A_(iter) A
nt19 ~ n1d +A%

nach TAYLOR entwickelt werden. Dazu berechnet man der Gradienten aller
vorhandenen Knotenkrifte

Apint — (—1)4g¢ <1 - %) g mit gc % ]‘ZLLA (3.12)
n+§Fezt _ <AN,,5 fext> +’2Fk (3.13)
. é‘FD"SS = s. Abschnitt 3.2.4 (3.14)
an der Stelle der aktuellen Knotenvektoren 2.
nd sq A sv » o n+1d nﬁq e nﬁv

fiir alten Iterationsindex iter
Der Gradient bzw. die JACOBImatrix wird mit K bezeichnet:

A t A di A int
lFea; _ 1Fzss_ len

(iter)
= v O
Au |;74+2 ?’H’Q n+§ :|

[

Dann bekommt man die gesuchte Losungsverbesserung A zur Berechnung

A

eines neuen Hq(ite’"*l) durch Losen des Gleichungssystems:

Fezt o Fz’nt
n—I—% = n—l—% =

[

Au = _ 1Fdiss

il nach Au

(iter) (iter)

Der Vektor der elastischen Krifte ?Fi”t &8t sich leicht linearisieren, da gilt:

-1
an+lL — (-1 Bn_qu anJrTL N =T 1 Bn-l—ldq

B B p
0,14 w1l 0,14 (n—l—TL ) ni1l

'Man beachte nJr%L def % (n+1L + nL) # %\nﬂdq + 7qu|
*Die Geschwindigkeit n+1? kann berechnet werden nach (3.10)
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0  .dq
auflerdem ist n+; =T(-1)%1
an—i—lq

Die Formel fiir die JACOBImatrix hat dann folgende einfache (leicht unsymme-
trische) Struktur:

6AFint
ABpr — T
i (3.15)
AB A+B oL oL
K :T.Oc(— 1) (1 — —L>1¢+qu 5 qu
n+T" (n+T ) n+1
Man stellt fest, dafl gilt:
Upe 22 f¢ 12f0 _21 [ 12p _ _1lpe

3.2.4 Die Erfassung von Dampfung und verringerter Druckstei-
figkeit der Stédbe als Modell fiir die Seileigenschaften der
Korde

Wie bereits ofter erwahnt, ist es unabdingbar, die Elemente fiir dynamisches
Reifenmodell mit Dampfung auszustatten. Deshalb wird eine geschwindigkeitspro-
portionale Dampfung eingebaut, deren Implementierung einfach umsetzbar ist
und deren Wirkung durch ihre rheologische Motivation besser ist, als eine RAY-
LEIGHsche strukturmotivierte Dampfung.

Bezugnehmend auf Abb. 3.6 werden folgende Hilfsgrofien definiert:

tdv = rf;'u — 1’0 ... Geschwindigkeitsdifferenz dq
dv =dv - —
tdq = iq — 1q ... Knotenabstand (40 =AY +L
=
dq  dg tl =/ dq- dq,
Le=T—7= - Einheitsvektor der Ele-
‘tdQ‘ ¢ mentrichtung ] fir t={n,n+1}

Die Dampfungskraft an Knoten ,,2* wirkt entgegengesetzt zu dv und berechnet
sich nach:

2D 1pD . 29D
2PD = pduge (\F” = -2FP)

2D 1pD 2D
1

= — M nt+i1 dvy, n+1 qun—‘rldq m
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Die Linearisierung von Gleichung _:;v = &(n _Sq — Aq) - 211 (3.10) liefert

n
einige niitzliche Formeln,

B
M _ X2 s O — (- 1)A+_25 . O = (- 1)A5 .
8 Aq - At k‘j AB) a Aq - At kj) a Aq - kj
nt1] n+117 n+1%)
o—1 _
112 A 2 Olptidq| A+1 2
8"4'714 = (= NE ;714 = ( -1 N dg; (3.18)
n—l—lqj i n—l—lqj i ntl
o 2FD
die fiir die Berechnung der JACOBImatrix " +211 Kg = % n+11 benétigt werden:
2 n+1qj
217-D H 2 I
K7 = —  dg; nr1dq; + ——  dq; ny1dv;
nJr% ij 2n+1L2 Atnii Qi n+10q;5 + 2n+1L2 i qi n+100;
TR 5 dvni1dgoi; — L4 dv -ni1 dq,,, 1dg;i ny1dg;
2nt1L% 4 nt1 L% 4 310
20D _ M 1 nadvg nadg da; oney g (3.19)
ntiT U w1 L2 At w1 L2 " i Ont1 Agj

1 1
2 do dvi - = dvon o rq dandis
+2n+1 Qi On+t1 AV + Dt Vk ‘n+1 Aqk0ij

Man findet schnell:

120D D. 1l D_
wed iy = kG G =

21 D. 20D _ _ 23D
nit BKis' Kijs  palSiy = = 1K

21

n—l—% ij>s
Die Beriicksichtigung des Steifigkeitsverlustes der Korde in Druckrichtung auf
ca. 1% der Zugsteifigkeit kann leicht erfafit werden, da sowohl die elastische

Reaktion éFmt (s. Gleichung (3.14)) als auch deren JACOBImatrix nﬁ?é int

(s. Gleichung (3.15)) linear im E-Modul skaliert werden kénnen.

Es ist also vollkommen ausreichend, den momentanen Dehnungszustand des
Stabes zu iiberwachen und im Druckbereich den zum Aufbau der Kraftvek-
toren und JACOBImatrix verwendeten E-Modul entsprechen herunterzuskalie-
ren. Die Unstetigkeit im Losungsgebiet um die Nulldehnung kann durch eine
entsprechend glatte Skalierungsfunktion erreicht werden. Die rechentechnische
Praxis zeigt aber, dafl das numerische System sehr unempfindlich auf die Art
des Uberganges von der Zugsteifigkeit auf die Drucksteifigkeit reagiert.

3.3 Formulierung von isotropen Volumenelementen
zur Darstellung der Gummischichten

Es gibt Zonen starker und schwacher Deformation im Reifen (s. Abb. 3.7).
Die Kenntnis iiber die Verteilung der Bereiche mit geringeren Deformationen
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kann man dazu ausnutzen, diese Teile der Reifenstruktur durch Elemente mit
moglichst einfachen Materialmodellen zu diskretisieren.

Ein sehr geeignetes Materialmodell zur Approximation des Verhaltens isotro-
per Korper bei méfBigen, nichtlinearen Deformationen ist das ST-VENANT-
KircHHOFFsche Gesetz, dessen Funktion fiir die spezifische Deformationsener-
gie eine quadratische Form besitzt. Dadurch sind die Spannungen proportional
zu den jeweils zugehorigen, nichtlinear formulierten Verzerrungen.

0.25

0.20

0.15

0.10

0.05

0.00

Reifen 195/65 R15: _3-Schich1model|, gemisch_te Materialien
Equivalent Total Strain

Abbildung 3.7: Vergleichsdeformationen eines Querschnittes im Latsch

Diese einfachen Zusammenhénge gestatten eine aus mechanischer und aus nu-
merischer Sicht einfache und relativ billige Elementformulierung (s. Abschnitt 3.3.1).
Das senkt die Kosten bei der Elementintegration im Zeitschritt.

Der Nachteil ist, dafl das KIRCHHOFFsche Material bei grofien Deformationen
bekannterweise falsch rechnet. Diese Eigenschaft ist sowohl angesichts der in der
Realitét auftretenden groBen Deformationen (s. Abb. 3.7) als auch der beson-
ders im Schulterbereich grolen Deformationsgradienten nicht tolerierbar. Eine
falsche Berechnung der Deformationen am Giirtelrand erzeugt ein qualitativ
anderes Tragverhalten der Reifenstruktur.

Auflerdem tritt bei KIRCHHOFFschem Material der Effekt des Softening, also ei-
nes abfallenden Tangentenmoduls bei steigenden Deformationsamplituden auf.
Das Softening fiihrt dazu, dafl gerade in den Bereichen grofler Deformationen,
die ohnehin ein numerisch anfilliges Verhalten zeigen, durch die schwinden-
de Fahigkeit des Reifenmodells, die Deformationen durch entsprechend hohe
elastische Spannungszuwachse zu begrenzen, ein statisch instabiles Verhalten
auftritt (s. Abb. 3.8).

Das zeigt sich z.B. durch lokal auftretende Volumendurchschlége, die bei keinem
dem Autor bekannten kommerziellen FE-Code hinreichend iiberwacht werden:
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Hooke ——

Kraft

-80% -60% -40% -20% O 20% 40% 60% 80%
Laengsdehnung

Abbildung 3.8: Zug-/ Druckversuch fiir einen Wiirfel aus KIRCH-
HOFFschem und MOONEY—RIVLIN-Material mit bei in-
finitesimalen Deformationen gleichem E-Modul

Die Singularitét des begleitenden Gleichungssystems wird nur auf Systemebene
tiberpriift, weil das die billigste und meist auch ausreichende Vorgehensweise
ist. Bei den in dieser Arbeit verwendeten Diskretisierungen haben die Instabi-
litdten aber zunéchst ausschlielich lokalen Charakter, die JACOBI-Matrix des
Gesamtsystems wird davon nicht numerisch singulér. Das einzig wiederholt fest-
zustellende globale auf Durchschlidge hinweisende Merkmal ist der Verlust der
strengen Konvergenz der Losung im Zeitschritt.

Der fiir diese Arbeit entwickelte Code verfiigt iiber besondere Kontrollmechanis-
men zur Uberwachung von Volumendurchschligen und Durchschnappern auch
auf Elementebene. Bei detektierten Durchschligen wird nicht weitergerechnet,
sondern durch Eingriffe in die Zeitschrittsteuerung versucht, doch noch eine
physikalische Losung zu berechnen. Gelingt dies nicht, wird die Rechnung ab-
gebrochen, da sich einmal durchgeschlagene Elemente nicht wieder stabilisieren
konnen.

Die Unzulénglichkeiten einfacher Materialien beim Einsatz in einer Reifensimu-
lation ziehen die Notwendigkeit nach sich, die Bereiche mit groflen Deforma-
tionen durch ein entsprechend potentere Materialgesetze abzubilden.

Ein solches Materialmodell mufl in der Lage sein, auch bei groflen Deforma-
tionen das physikalisch komplizierte, technisch aber erwiinschte Verhalten von
Gummi hinreichend gut abzubilden. Zu diesem Verhalten gehoren vor allem
die typische Reaktion von Gummi auf deviatorische Belastungszustinde und
die Inkompressibilitdt. Letztere beeinfluflt besonders bei grofien Deformationen
das Verhalten der Struktur stark mit.

Die simple Annahme einer Querkontraktionszahl von v S 0.5 fithrt bekanntlich
nur zu singuldren KIRCHHOFFschen Materialkoeffizienten, aber keinesfalls zu
Inkompressibilitéit (aufler bei infinitesimalen Verzerrungen). Die Herbeifiihrung
eines Volumendurchschlages zufolge der parallelen Durchdringung der Deck—
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durch die Grundfliche ist bei einem 8- oder 20—Knoten-Element mit KIRCH-
HOFFschem Material auch bei einer Querkontraktionszahl von v = 0.49999 pro-
blemlos moglich. Instabilitdten entstehen bei den Wendepunkten der Kraft—
Weg-Kennlinie.

So ist der Wiirfel der Kantenldnge 2 wie im dargestellten Beispiel (s. Abbil-
dung 3.9) bei einer Verschiebung der Deckfliche von Az = —2.0 auf ein Nullvo-
lumen komprimiert. Die Kennlinie bei weiterer Komprimierung zeigt, wie das
Programm mit negativem Volumen einfach weiterrechnet. Auch im Zugbereich
ist das Material bei groen Deformationen instabil. Jenseits der dargestellten
Zugverschiebung kollabiert das Element zu einer Linie mit Nullvolumen.

Kraft an Knoten 5 ——

Reaktionskraft in x-Richtung

o

A

-2 0
Verschiebung

Deckfliache entlang von e

Abbildung 3.9: Snap-Through-Versuch fiir ein 3D-Kontinuum-Element
mit KIRCHHOFFschem Material

Dieses Beispiel zeigt eindrucksvoll die Grenzen des KIRCHHOFFschen Materials
bei der Modellierung von Reifenstrukturen.

Als einfachen Vertreter einer fiir Elastomere geeigneten Materialklasse kann
man das MOONEY—RIVLIN-Material nennen.

Dieses Materialmodell besitzt aulerdem den aus numerischer Sicht niitzlichen
Versteifungseffekt bei steigenden Druckdeformationen (s. Abb. 3.8). Das hilft,
die auftretenden Verzerrungen durch entsprechend {iiberproportionale Span-
nungsreaktionen zu begrenzen und somit positiven Einflufl auf die statische
Stabilitdt der Simulation auszuiiben.

Entsprechende Elemente werden in den Abschnitten 3.3.2 vorgestellt.

3.3.1 Volumenelemente fiir Zonen moderater Deformationen
Kontinuumsmechanische Basis

In diesem Abschnitt werden die Bewegungsgleichungen fiir ein 3D-Kontinuum-
Element nach dem Energie-Impuls—Erhaltungsalgorithmus hergeleitet und die
daraus resultierende Elementformulierung fiir ein isoparametrisches Interpola-
tionskonzept vorgestellt. Es werden die Beweise zu den Erhaltungseigenschaften
des EMA bzgl. der konservativen Energieanteile im Modell gefiihrt.
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Diese Gleichungen sind in &hnlicher Form auch in der Literatur ([Tarnow.93|)
zu finden.

Sie werden an dieser Stelle trotzdem wiedergegeben. Einerseits sollen anhand
der aus der Literatur teilweise bekannten mechanischen und mathematischen
Zusammenhinge die in dieser Arbeit verwendeten Schreibweisen illustriert wer-
den. Andererseits ist die vollstdndige Reproduzierbarkeit der entwickelten Nu-
merik ein Ziel dieser Arbeit, was nur bei Vollstdndigkeit der hierfiir notwendigen
Angaben moglich ist. Nicht zuletzt ist aber auch die Systematik der Ausfiihrun-
gen in den Abschnitten 3.3.2 dhnlich der hier vorgestellten und erméglicht eine
deutlich angenehmere Lektiire der spiteren Ausfithrungen.

3.3.1.1 Das Hamilton-Funktional fiir Kirchhoffsche Volumenelemente

Kontinuumsmechanische Grundlage

Man bezeichnet die momentane Verschiebungskonfiguration mit

t(,o = t(P <X7tu7t>

deren Definitionsbereich gekennzeichnet ist durch

das vom Korper okkupierte Gebiet B

mit dem Rand I'=TaUTlyp
der sich aus zueinander disjunkten Bereichen
mit vorgegebenen Lasten TI'e und

mit vorgegebenen Verschiebungen I'p
zusammensetzt.

Es gilt

p=X+u tIF:VXot<,0<:>

_ mit det [F] >0 V¢  (3.20)
P P F=I+V_ou(X) !
r X!
7
Die Menge aller zuldssigen, erzeugbaren Verschiebungskonfigurationen wird durch
die Mannigfaltigkeit Q ausgedriickt, die sich darstellt als die Menge

Q=9 B+—R3

(3.21)

d 3
et [tF]>OVtund tQO - tcp
@
Damit ist eine Bewegung als die Entwicklung der Verschiebungskonfiguration
4 mit dem dazugehorigen Geschwindigkeitsfeld v in der Zeit definiert, welche

die kinematischen Randbedingungen @ erfiillt und deren Deformationsgradient

zu allen Zeiten positiv definit ist. Aus den Geschwindigkeiten lassen sich die
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kanonischen Impulse bilden mit p = gp,v.

Man bezeichnet mit dp eine zuléssige Variation der Verschiebungskonfiguration.
Es wird ein linearer Phasenraum

e (t‘p’ tp)

vorausgesetzt. Dann ist

X = (6907 ep)
=Q¢+d¢4HfMﬁ

eine zuléssig variierte Konfiguration, die man durch den Grenziibergang lin% Z =
€E—

=z indie Momentankonfiguration iiberfithren kann. Dadurch hat man die Moglich-

keit, Richtungsableitungen von Funktionen zu berechnen, in denen die Konfi-
guration als Argument verwendet wird (z.B. HAMILTONprozedur).

Im Zusammenhang mit dem EMA wird immer die Existenz einer Funktion
fiir die spezifische Deformationsenergie in Abhéngigkeit vom (symmetrischen)

GREEN-LAGRANGEschen Deformationstensor E = % <tIFT F- ]I) vorausge-
setzt:

w = {(tIE) — Rl} (3.22)

Energetische Terme, die sich weder so beschreiben lassen noch kinetischen Cha-
rakter tragen, miissen als nichtkonservative Grofien behandelt werden. Die Funk-
tion der spezifischen Deformationsenergie fiir KIRCHHOFFsches Material und die
Komponentendarstellung des isotropen Werkstofftensors wird folgendermafien
geschrieben?:

1 <4> .

w(tIE) =3 tE(T) - C --tIE mit
<4> 3.23
C =Cijn ;€€ € (3.23)

Cijkt = A 60k + 1 (601 + 036k

Damit 1d8t sich mittels der DOYLE-ERICKSEN-Formeln der Zweite P1OLA—
KIRCHHOFFsche Spannungstensor wie folgt berechnen?:

3Der Zusammenhang zwischen den LAMBschen Konstanten und den elastischen Moduln sei
wiederholt: A = % und p = %V) =G.
Man kann bei der Entwicklung der Formeln die doppelte Symmetrie des Werkstofftensors
4 4 4 4
ausnutzen. Es gilt: Capea=Ccdab=Cabdc=Craca und alle damit weiter erzeugbaren Formen.
ANTG .
Mit tC =,
Deformationstensor gemeint, der ebenfalls symmetrische Linke CAUCHY—GREEN-Tensor be-
rechnet sich nach tIB% = tF . tIFT.

FT . t]F ist der hé#ufig benutzte symmetrische Rechte CAUCHY—-GREEN-

Wegen E= 5 C—jl<= C=2E+IgltV o(.)=2V of(.)

¢ E €

1
2¢
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S$:=2V o w(C) =V o w(E)
t t
117 t <4> 11 <4> l
=—Vol E-C -E)]+=-V ol E- C -~ E
2 (E ¢ ¢ 2 LB ¢ ¢
OFE.
NR: 8E:l eiejere =V oE=0dudj e ey e (5.2
<4T>
=eejee = 1 ... Transponierer
1 [<4T> | <4> <4> . <4T>
:5[ i ( C "tE)—{_(tE' C ) I ]
<4> <4>
tS:tE" C=C¢C "

Die Hamiltonsche fiir das 3D-Kontinuum

Zum Aufstellen der HAMILTONschen ordnet man die Potentiale und Energiein-
halte des Systems nach konservativen (elastischen) Energien, Bewegungsenergie
und nichtkonservativer Energie (Dissipation, Arbeit duflerer Lasten). Das elas-
tische Potential lautet einfach®:

vt — <w (tIE) ,1> (3.25)

Die kinetische Energie berechnet man wie immer nach

1/, 4
T =5 p.p) (3.26)

Die nichtkonservativen Energien kénnen als Feld iiber das Volumen B oder iiber
die belastete Oberfliche I'g des Korpers verteilt sein. Bei rdumlich diskretisier-
ten Kontinua ist auch ein punktformiges Auftreten denkbar, was mittels der
Dirac-Distribution in eine Integralform iiber die Oberfléche oder das Volumen
tiberfithrt werden kann. Damit lassen sich diese Terme berechnen nach

tWe:L"t _ <t§07fezt> I <t('0’iwt>ra_ (3.27)

Mit der Schreibweise t*** fiir die Flichenlasten wird darauf hingewiesen, daf
diese Lasten moglicherweise mit der Deformation der Elementoberflache mit-
zufithren sind, die Oberflachenintegrale aber iiber die materielle Flédche durch-
gefiihrt werden.

5s. FuBnote 1 auf Seite 62
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Die Formulierung des ARWP®%nach der Hamilton-Prozedur

Jetzt hat man die HAMILTONsche
_ int ext
H=T+V"-W
die der gleichnahmigen Prozedur

OH OH
L (p.0¢) = (5. 0p) I (.0p) = (5.0p) 3.28
B, op 507 0% P, 0P 5p 0P (3.28)
unterzogen wird, um die EULER-LAGRANGE-Gleichungen in Form eines raum-
lich und zeitlich kontinuierlichen Anfangsrandwertproblems (ARWP) (s. Abb. 1.3)

hinzuschreiben:

Kettenregel und Richtungsableitung nach (3.5)

otIE> @ ,(5cp>

mit (3.28:1)  (p.op)+(  V ow(E)-(V

¢ ¥

(3.29)

~T - <t15, 5(p> + <S(tE)’tFT . 5IF> <tf€$t’5cp> + <ti, 5<P> I

1I: <t¢, 5p> - <tv, 5p> (3.30)

3.3.1.2 Herleitung der Bewegungsgleichungen mit Hilfe des Energie-
Impuls-Erhaltungsalgorithmus
Erhaltungseigenschaften und Projektionsgleichungen auf den
Arbeitssatz

Es wiederholt sich die Grundidee des EMA (s. Abschnitt 3.2.3):

—  Die Spannungen, die aus den Deformationen L und +1E berechnet und
erst anschliefend , gewichtet gemittelt* werden sind zu kombinieren mit
der Richtung einer , mittleren“ Konfiguration. Die Funktion der Richtung,
die bei Linienelementen der Vektor entlang der Elementachse war, {iber-
nimmt im dreidimensionalen Fall der Deformationsgradient +TIF . Die ,,ge-
wichtete Mittelung® kann aufgrund der Linearitdt der Spannungen bzgl.
des GREEN-LAGRANGEschen Deformationstensors bereits auf Deforma-
tionsebene durchgefiihrt werden:

n+TIE = Tn+lE + (1 — T)nE (3.31)

5 Anfangs Rand Wert Problem
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—  Die Zeitdiskretisierung der kinematischen Gréflen erfolgt nach der sym-
plektischen Formel (Sp).

Man bekommt die zeitdiskreten Bewegungsgleichungen:

U (= 2 00) + (S, B, BT 0F) = (5, 60) + (£.66)

o

(3.32)
2 At
IL: = A <n PP 7nv) (3.33)
. At — o0 . .
mit { T o~ } fiir Statik.

Es wird nun gezeigt, dafl diese Diskretisierung den Impuls und den Drall der
konservativen Bewegung konserviert.

Impulserhaltung

e Man betrachtet ein abgeschlossenes System: £ (t) =0, Vt € [ut, pat].

e Impulserhaltung bedeutet:
wil — L =0mit L= L{tp dB, t={unt,nut}.
e Die Testfunktion in (3.32) sei ein konstanter Vektor ¢ € R?

beliebiger < %ﬁ‘zu‘;ngd ) — oF —V 0£=0

e  Wenn man das in die Bewegungsgleichung (3.32) einsetzt, so ergibt sich

oo
<n+1p o £> - (nHL — ) E=0 = wirl = L q.e.d.

Die Impulserhaltung ist also immer gegeben, unabhéngig von dem fiir die Be-
rechnung des Spannungstensors verwendeten Zeitintegrator und wird darum bei
der Formulierung anderer 3D—Volumenelemente in spéteren Abschnitten nach
dem EMA nicht mehr betrachtet.
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Drallerhaltung

e  Man betrachtet wieder ein abgeschlossenes System:

FEHt) =0, V€ [nt,nut].
e  Drallerhaltung bedeutet:

pigd = = 0mit  J :l{tl’o X pdB,  t={nt nut}.

e Die Testfunktion d¢ in (3.32) sei ein konstantes Drehvektorfeld

Grofle und > .

_ 3 . .
dp =& x 1P € R” beliebiger < Orientierung

e  Wenn man das in die Bewegungsgleichung (3.32) einsetzt, so ergibt sich

£<nﬂp S X n+%cp> + <S,n+%IFT. VXO [5 X m_%cp] >

- <0’£ X n+%"°> =0

_ _ 0 & &
es glltEXnJr%cp:é -n+%<p mit § = S:g 50 —061
- - —Q2 1
—_——

antisymmetrisch

1 T
E<n+%¢ % (2 = p)-€) + (S i FTV o B -n%cp} )=0=
symmetrisch anti.
1 o _ €Y+ F-S(?)- FT, ¢T Y=0=
Az \nt 2 X\l TP ) nty e 2 L
=0

1 1
Kt<n+%()0 X <n+1p_np>’£> = Kt<n+%80 X n+1p—n+%go X np’£> =0

<n+1‘p Xl TP X np’£> - <<n+1J - nJ> £=0  qed

Die Drallerhaltung ist bei 3D-Kontinuumselementen also immer gegeben, ge-
nau dann wenn man symmetrische Spannungstensoren kombiniert mit Defor-
mationsgradienten der mittleren Verschiebungskonfiguration

1
" +%F =3 (n +1F + n[F) #F (n . cp) verwendet und wird darum bei der Formu-
lierung anderer 3D-Volumenelemente in spéiteren Abschnitten nach dem EMA

nicht mehr betrachtet.
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Energieerhaltung

Man versucht, den Spannungstensor durch einen skalarwertigen Parameter 7 so
zu modifizieren, daf§ die skalarwertige Bedingung der korrekten Energiebilanz
im Zeitschritt erfiillt wird. Aus mechanischer Sicht bedeutet das folgendes:

—  An der Energiebilanz einer Bewegung sind in der Praxis immer konserva-
tive und nichtkonservative Anteile beteiligt.

—  Wenn die nichtkonservativen Anteile der Bewegung sténdig Energie ent-
ziehen, dann haben sie dissipativen Charakter (viskose Ddmpfung, trockene
Reibung, plastische Deformationen).

Bei der Simulation ist sicherzustellen, dafl diese Anteile in der Energiebi-
lanz wirklich nie anregend wirken.

—  Wenn die nichtkonservativen Anteile der Bewegung Energie hinzufiigen,

dann wirken sie anregend (duBere Lasten, Selbsterregung, usw.) Diese
Anteile kénnen zum ,,Blow-up“ des Systems fiihren, was praktisch dem
Strukturversagen entspricht.
Bei der Simulation ist sicherzustellen, dafl man entweder nur soviel Ener-
gie hinzufiihrt, daf§ die Struktur die Energie in ihren konservativen An-
teile speichern kann oder hinreichend viel Energie wieder dissipiert. An-
derenfalls benttigt man ein Versagensmodell fiir die Struktur, um die
unaufhorliche Energiezufuhr entsprechend beantworten zu kénnen.

—  Durch den Integrationsalgorithmus mufl sichergestellt werden, dafl die
konservative Energie im System (potentielle und kinetische Energie) ih-
ren konservativen Charakter beibehélt. Es darf nicht zu Erregungen des
Systems als Folge der diskreten Zeitintegration kommen. Sonst produziert
der Integrator nichtkonservative Energieanteile, die bei mangelnder Struk-
turdissipation mit Sicherheit zum ,,Blow—up* fithren. Die Einfiihrung von
Dissipation aus dem einzigen Grunde, der Erregung durch den Zeitinte-
grator entgegenzuwirken ist als unphysikalisch abzulehnen.

—  Die Beherrschung der konservativen Energiebilanz im Zeitschritt ist al-
so neben dem korrekten Handling von Dissipation und Erregung als ein
wesentlicher Bestandteil der physikalisch zuléssigen Simulation von tran-
sienten Langzeitbewegungen anzusehen.

Es wird das Integral der spezifischen Defor- Abb. 3.10  Integral de? elasti-
mationsenergie im Zeitschritt betrachtet. Es w(;E) schen Energie

ist bei Existenz von w (tIE) immer moglich, ein it w(,,, ,E)
7 dergestalt zu finden, daf gilt (s. Abb. 3.10): / w(:E) dt
nt
it w(, E)
0 _
[ wlE) = w( ) + u(,, B) i t
n j ——
(334) nt t+TAL nt1t
Mit der Moglichkeit, ein solches 7 zu finden, kann man das Integral der spezifi-
nt

schen Deformationsenergie im Zeitschritt AV =V — V = / <w(tE), 1>dt
t
n
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exakt angeben. Deshalb braucht man nur noch eine Testfunktion zu finden, die
in (3.32) eingesetzt die Differenz der kinetischen Energie AT = =T er-

gibt. Diese Testfunktion wird dann Grundlage der Berechnung von 7 und man
generiert die Energieerhaltung zu AT + AV = 0.

Eine geeignete Testfunktion ist

0p = P~
At . (3.35)
=3 (nv +n+lv) wegen (Sp), Seite 64.
In (3.32) eingesetzt bekommt man
At 1
AL <n+lp - 3 (n_Hv + nv)> + <Sn+%F, VXO (n_Hcp — ncp)>
1 1
= §<n+1p ) n—l—lv B np ’ nv’ 1> +§<S’ (n—i-lF + n]F) ’ (n—i—lF - nF) > (336)
=AT
=2(,,,,E- .E)
=AT+AV

Die Bestimmungsgleichung fiir 7 gewinnt man also aus der fiir Energieerhaltung

notwendigen Bedingung AV = +1V -V = <S, " +1E — nIE> Unter Ausnutzung

des Zusammenhanges +1V -,V = <w(n +1E) — w(nE), 1> lautet die Bestim-

mungsgleichung fiir 7 in lokaler Form letztendlich

S, . E)(, B~ E) =w(, E) —w(E) (3.37)
Wenn man die Formel fiir den 2. P1oLA-KIRCHHOFFschen Spannungstensor
(3.24) bei KIRCHHOFFschem Material einsetzt, bekommt man einen Projek-
tionsparameter fiir Erhaltung der konservativen Energie von

(3.38)

T =

1
2

der fiir beliebige KIRCHHOFFsche Materialparameter gilt.

Bei anderen elastischen Materialien gilt die gleiche Prozedur zur Ermittlung von
7, nur ist — bei Materialformulierungen mit anderer Funktion fiir die spezifische
Deformationsenergie —

7€ [0,1] (3.39)

und mufl durch Losen der (nichtlinearen) Gleichung (3.37) lokal (an jedem In-
tegrationspunkt) berechnet werden.
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3.3.1.3 Rauminterpolation und Formulierung der Elemente durch
konsistente Linearisierung

Die Rauminterpolation und daraus abgeleitete Elementformulierung erfolgt nach
der standardméfigen Vorgehensweise bei isoparametrischen Elementen. Es ist
natiirlich und plausibel, daf§ die Erhaltungseigenschaften auf die rdumlich in-
terpolierte Struktur iibergehen.

Der Kernpunkt der isoparametrischen Elementformulierung besteht in der réum-

- ~h
lichen Interpolation sowohl der Feldgrofien f (m, Y, z) — f (f 1, C ) als auch der
Koordinaten des euklidischen Raumes (z, y, z) — (z"(&,1,¢),y"(&,1,0), 2M(€,1,0))
mit den gleichen Formfunktionen. Dadurch hat man die wesentlichen Vorteile,
daf

— nahezu beliebig geformte Elemente mit der gleichen numerischen Formu-
lierung behandelt werden kénnen,

— man die Elementintegration, die zur Berechnung von Gleichungen der
Form 7 = <a(X),b(X)> erforderlich sind, im isoparametrischen Raum

mit der GAUss-Quadratur durchfithren kann, die sich als Addition der
Funktionswerte von a und b mit konstanten Gewichten an a priori defi-
nierten Orten ‘“****X numerisch sehr einfach gestaltet.

— man die allerorten benétigten Ableitungen nach den Koordinaten des
euklidischen Raumes (z,y, z) auf die sehr einfachen Ableitungen nach den
isoparametrischen Koordinaten (£,n, () zuriickfithrt, was mittels der zu
dieser Koordinatentransformation gehtérenden JACOBIschen Funktional-
matrix duflerst einfach realisieren werden kann: Sie verkorpert bekannter-
mafen die in Matrizenform geschriebene Kettenregel.

— man die Applikation von verteilten Lasten konsistent zur restlichen Ele-
mentformulierung durchfithren kann.

Die entsprechenden Besonderheiten der Gleichungsformulierung werden der Uber-
sichtlichkeit wegen hier nicht aufgefiihrt. Sie sind in vielen FE-Standardwerken
nachlesbar. Man nehme also 0.E.d.A. eine physikalische Referenzkonfiguration
an, die der isoparametrischen Referenzkonfiguration entspricht: x = &,y =
7,z = (. Damit kann die Koordinatentransformationen weggelassen werden.
Wenn man wieder auf beliebig geformte Volumenelemente zuriickkommen will,
dann mufl man die Koordinatentransformation einfach wieder einfithren. Das
verdndert die Struktur der Gleichungen nicht.

Das Kontinuum wird durch n,.4. Stiitzstellen (< Knoten) A mit den mate-
riellen Koordinaten X approximiert. Die rdumlich kontinuierlichen Feldgréfien

f(x,y, z) werden durch ein interpoliertes Feld mit den Werten f(AX) an den

Knoten ersetzt. Zur Interpolation werden Formfunktionen AN (X ) benutzt, die

einzig stetig sein miissen und der Vollstédndigkeitsbedingung

AN(PX) = dan (3.40)
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zu geniigen haben. Die Giite der Approximation der kontinuierlichen Feldgréfen
kann man sowohl durch Steigerung der Knotenanzahl, als auch durch adapti-
vere Formfunktionen stetig und (theoretisch) beliebig genau erreichen.

Man schreibt

Mnode
S (X) = 6" (X) = > AN (X) 6%

A=1
Nnode

P (X =" (X) = Y ANX) (T e+ (1-T) )
A=1
Nnode

() =" (X) = AN (X) (T, o+ (1= T)lv)
A=1
Nnode

wrF E) o )= oo (Vo N (X))
A=1
N——
defD[AN]
94N (x) 94N (em)
X X
it DN] = | 2N() | oder = | 22V (end) (3.41)
2 2
94N (x) OAN (€.
X3 X3

isoparametrisch

Damit bekommen die zeitdiskreten Bewegungsgleichungen die Gestalt

. 1 h h h h h hT
I: —<n+1'v — v 0pdep >+<n+%IF .S(M%E ), 0F >

At
_ <fext’5¢h> n <i, 5(ph> )

2 At
A A A A
n+lv - E <n+1"0 TP 7nrv>

o

1I:

Durch Einsetzen von (II.) in (I.) sowie durch Anwendung von (3.41) kann man
(I.) leicht in eine Struktur umformen, in der man die Terme, die bei den belie-
bigen virtuellen Verriickungen 6%¢ stehen, abspalten kann. Diese Terme stel-
len die Knotenkrifte am Knoten A zufolge der elastischen Spannungen, der
Trigheit und der duBeren Kriifte dar’.

= / B mic pftt = F-S(,E)D[AN] (3-42)

B

"Die Indices (..)" werden fortan aus Ubersichtlichkeitsgriinden weggelassen.
Man sollte sich jedoch vergegenwirtigen, dafl immer dann eine durch Interpolation gewonnene
Grofle gemeint ist, wenn am Symbol der Feldgrofie nicht explizit eine Knotennummer erscheint.
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2 Nnode

91

A d A pd Ad AB B B B
TF = /T'f dB ~ TF = F Z M(n+l(’0 S Atnv)
B=1

B
“MJZ/FNBNdB
B

Apext __ A pext Iy
4F _/J dB 4—/%&0
B I

. A pext ext A Ar
mit = n+Tf N, +t analog

(3.43)

(3.44)

Die Berechnung der JACOBImatrix erfolgt nach dem in Abschnitt 3.2.3 und den
Gleichungen (3.15) und (3.19) skizzierten Weg. Sie wird fiir die Realisierung der

impliziten inkrementell-iterativen Losungsstrategie benotigt.

Es wird eine lokale Formulierung vorgenommen, was nur bedeutet, dafl die
berechneten Groflen anschlieBend zur Elementmatrix hochintegriert werden:

ABgrint _ ABy-int _ ABjint
A ="K e e = / TFij dBe; €;

B
ABpint _ L( F. [S( TE)} AN[)
T'Vig 9 B \nAT ik nt Kl
n+17J
0
=TBN, [S(nJrT]E)] kl ANléij + e 5 — {S(nﬂm} kl N
n+17j
geom
ki EPhys

3

mit T = % Damit ist k:fjeom direkt berechenbar.

Fiir die Berechnung von k:f]hys muf} zunéichst die Ableitung von Sy; und Ep, in

folgender Nebenrechnung ermittelt werden:

4
79k = Chipg n—&-%qu
1 1
n+1qu = §n+10

pq 5 Pq
n+1Cpq = n+1F rp n+1F Tq
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o F, 9> 9o 9N
I —1
- = = 050 “Ni =" Nidi;
9,119 9,11
o C
n+1 P4 B B
~ P) B - an+1qu+n+1Fjp Nq
n—i—l(pj
0 E
ntlPe 11 p B 3.45
B _5[ Np iiFiq + npFip Nq} (3.45)
o
n+17J
OTS Kl 4 8n+lqu 8nqu
'\’98 B :Cklpq [TT‘i‘(l—T) 03 }
177 177 nPj
~——
=0
T

4 B 4 B
— o | Ykipa Np iitiat Cripg i iljp ~ Na

Nun wird der Materialanteil an der JACOBI-Matrix kfjhys angegeben:

4 4
ABj.phys __ Z A B B
kij 2n+TFik Ni | Cripg " Np n+1qu + Chipg n+1Fjp Ny

AB ph An A
~ Bk?j "= Tn+TFik N Cikpq BN‘I n+1Fjp
und in symbolischer Schreibweise:
ABy, ph Anl . A B T
Tép ys :TnJr%IFoD[ N] C --D[ N] on_HF
(3.46)

Jetzt noch die vollstdndige Formel fiir die JACOBI-Matrix der elastischen Krifte:
AB g~ int B A
Bint — T/D[ N]-s(,,E) - D[*N]1
B

A <> B T
+ (,FoD['N])- T -(D[’N] o, F) dB
bzw. in Komponentenschreibweise:
AB prin A An A
TKijt :T/BNk |:S("+TE)L€I Nldij +n+ ik N; Cllkpg BNqn+lep dB

B
(3.47)
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Bemerkungen

—  Die Matrix hat eine schwach unsymmetrische Struktur (Multiplikation
des Werkstofftensors von links mit LA, von rechts aber mit _ [F), die
n+ n+1

bei statischen Problemen und fiir kleine Zeitschritte verschwindet.

—  Es wurde fiir die Herleitung eine gemischt indizistisch—symbolische Schreib-
weise gewihlt, um an Stellen, wo in der Literatur ([Tarnow.93]) mehrdeu-
tige Lesarten moglich sind, eindeutige Formeln zu liefern. Die orthonor-
male Vektorbasis erleichtert das Springen zwischen beiden Schreibweisen
sehr. Auflerdem wird diese an die Belange der Rechnung angepafite ge-
mischte Schreibweise in allem folgenden Abschnitten von Kapitel 3 weiter-
benutzt.

— In den Formeln wird der Parameter n + T als Platzhalter fiir die Be-
handlung statischer Probleme mitgefiihrt. Fiir dynamische Simulationen
gilt bei KIRCHHOFFschem Material stets T' = %, bei statischen Simula-
tionen gilt stets T' = 1, bei dynamischen Simulationen anderer Materialien
T €[0,1].

—  Fiir die Komponente j des Vektors D [AN ] wurde die Schreibweise ANj

gewihlt.
—  Die Schreibweise fiir die Komponenten des Rechten CAUCHY—GREEN-

4
Tensors C;; sollte nicht mit denen des elastischen Werkstofftensors Cpipq
verwechselt werden.

—  Die JAcoBI-Matrix der kinetischen Knotenkréfte ’;F dyn yund der duBeren

Knotenkréfte ’;F erl (5. (3.44)) wird in Abschnitt 3.3.2.3 nachgereicht und

ist identisch zu der auch bei dieser Elementformulierung anzuwendenden
Formulierung.

3.3.2 Volumenelemente fiir Zonen grofier Deformationen

Wie zu Beginn von Abschnitt 3.3 diskutiert ist das MOONEY—RIVLIN-Mate-
rialmodell gut fiir die Modellierung der Reifenbereiche mit méfligen bis grofien
Deformationen geeignet.

Dieses Modell gehort zu einer groflieren Klasse von Materialien zur Beschrei-
bung von Elastomeren, die allesamt eine dhnlich aufgebaute Funktion fiir die
spezifische Deformationsenergie zur Grundlage haben: Sie wird als Polynom in
den ersten beiden Invarianten des (Rechten oder Linken) CAUCHY—GREENschen
Deformationstensors bzw. den Streckungsmafien formuliert.

w(Ic,Ic) = Cm([c — 3) + Co1 (II(C — 3)
+ Cll(I(C — 3) (IIC — 3) + Cgo(f(c — 3)2 + Cgo(f(c — 3)3 + ... usw. (3.48)
Die dritte Invariante Il ¢ kann bei inkompressiblen bzw. quasi—-inkompressiblen

Materialien in der Deformationsenergie nicht vorkommen, da sie die Inkompres-
sibilitéit beschreibt und als Nebenbedingung mit singuldrem Deformationspo-
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tential behandelt wird. Das Fehlen von hoheren Konstanten im Polynom (3.48)
definiert spezielle Materialien:

MooNEY—RiIvVLIN-Material :(Ci1=Cy =C3=...=0
™ Wmooney — C1o (I(C - 3) + Co1 (II(C - 3)
NEo-HOOKE-Material : auch noch Cyp =0

~ Wneohooke = C10 (I(C - 3)

Ic =1-C = tr(C)
Hinweis: 1 1
e = 5[(1-€)* = 1+(C- €) | = 5 [tr*(C) — tr(C?)]
Das NEO-HOOKE-Material ist zu primitiv fiir die Beschreibung von Gummi in
einer Reifenstruktur.
FEine Vorstellung von den Materialkonstanten des MOONEY—RIVLIN-Materials
bekommt man aus einem einfachen Zugversuch. Die Zugkraft berechnet sich aus
F()\l) = 2A0(1 - %) (AlClo + 001) mit A\ = LLO‘ Wenn man nun den Term
1
—_—

()
2A0(1—ﬁ)
dann hat man ein Material vor sich, daf3 sich gut mit der Deformationsenergie-
funktion w(C) = (I(c — 3) + Cs (II(C — 3) beschreiben 14ft.

Aus uniformen 2D7Zl'1gverSUChen ha_. Abb. 3.11MooONEYparameter und E-Modul
ben [Green.60] ermittelt, daB bei |
Streckungen bis 200%, (was bei dem | E | cla+cia
0.g. 2D-Zug einem II¢c =~ 4.25 ent- -1 I —
spricht,) das Verhéltnis der Material-
konstanten mit % ~ 0.16 gut be- [*°
schrieben ist. Bei 1D—Zugversuchen
wurden wesentlich gréflere und bei
Torsionsversuchen kleinere Verhalt- /_//qu]

niszahlen fiir vulkanisierten Gummi 9255 0720 0727 028 Ca
ermittelt.
Mit den Werten aus obiger Abbildung 3.11 kann man sich iiberschldgliche Pa-
rameter fiir Gummi mit bekanntem E-Modul besorgen.

Geradengleichung

tiber A1 auftrigt und der Graph nahezu einer Geraden entspricht,

Eine schéne Ubersicht iiber verschiedene Ansétze zur Beschreibung der Mate-
rialeigenschaften besonders fiir Elastomere findet man in [Kaliske.95].
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3.3.2.1 Das Hamilton-Funktional mit Nebenbedingung als Sonder-
fall des Dreifeld- Hu- Washizu-Funktionals fiir quasi-inkompressible
elastische Volumenelemente
Kontinuumsmechanische Basis

Klassische Hamiltonsche und Locking

Analog zur Vorgehensweise bei konservativen elastischen Materialien, bei denen
man die spezifische Deformationsenergie durch eine skalarwertige Funktion in
geeignet erscheinenden Deformationstensoren darstellt, besitzt das klassische
MooONEY-RIVLIN-Material ein HAMILTON-Funktional der Form

~ 1
tH = <w250([ C,II C),1> —1—5 <ptv,tv>
t t N—_——

T

tvint
In diesem Funktional ist die Volumendilatation nicht explizit enthalten. Zur
Beschreibung dieser Eigenschaft wird fiir inkompressibles Material eine Neben-
bedingung ausgesprochen:
(W7 =1,1) =0, mit J =11 | = det F
t

oder fiir schwach kompressible Materialien mit den Kompressionsmoduln K
ein Potentialterm, ausgedriickt in der Volumendilatation z.B. der Form

Nk
tVZ _ <wvol7 1>, mit wvol _ ZKk(tJ _ 1)k
k=0

Daraus bildet man eine LAGRANGE-modifizierte HAMILTONsche:

L _ 150 _ 1< >
H —<w (ItC’HtC)’1>+<tp(mtIF 1),1>—|—2 P, v

V2

Formulierungen dieses weitverbreiteten, klassischen Typs sind aus Sicht der
FEM problematisch, da man regelméfig zu inkompatiblen Interpolationen des
Verschiebungsfeldes tcph und des hydrostatischen Spannungsfeldes ;p kommt.

Diese Problematik resultiert daher, dafl man bei der Formulierung von Vo-
lumenelementen gewohnlich das Verschiebungsfeld je nach Formfunktion mit
deutlich mehr Knoten interpoliert als das Feld der Zwangsspannungen. Meist
wird nur ein einziger zusétzlicher Knoten mit einem Freiheitsgrad je Element
benutzt, was moglicherweise nur einen einzigen LAGRANGEschen Multiplier fiir
die Forderung nach Volumenkonstanz eines Bereiches bedeutet, der mit vielen
Knoten eine sehr viel variablere Elementkinematik besitzt.

Das fithrt zu dem sehr unangenehmen Problem des Mesh-Lockings, einem Ef-
fekt, dal der Algorithmus nicht in der Lage ist, eine Losung im Zeitschritt
zu finden, die gleichzeitig die Energie minimiert und die Zwangsbedingung der
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Volumenkonstanz erfiillt. Ein méglicher Ausweg ist die Verwendung von mehr
Freiheitsgraden fiir die Beschreibung des Feldes der Zwangsspannungen, wo-
durch die Inkompatibilitdt zwischen den Interpolationsformen gemildert werden
kann. Umfangreiche Untersuchungen hierzu wurden in [Bogert.91a] anhand des
sogenannten Constraint-Countings vorgenommen.

Mit Sicherheit wird das Mesh-Locking bei diesem Funktional aber nur verhin-
dert, wenn die Zwangsspannungen und die Verschiebungen vollig gleichartig
interpoliert werden, man also an jedem Knoten den Verschiebungsfreiheitsgra-
den einen Spannungsfreiheitsgrad hinzufiigt.

Diese Vorgehensweise ist teuer und deshalb bei transient-dynamischen Proble-
men abzulehnen.

Multiplikativer Split der Deformationstensoren, Uberwindung des
Locking

In der Literatur wird ein sehr viel effizienterer Weg gezeigt. Es wird die Inter-
polation des Verschiebungsfeldes von der Interpolation des Feldes der Zwangs-
spannungen vollstédndig entkoppelt.

Die kontinuumsmechanische Grundlage fiir die Entkopplung ist die multiplika-
tive Aufspaltung der Bewegung und damit der Deformationen in einen devia-
torischen und einen isochoren Anteil. Die Aufspaltung der spezifischen Defor-
mationsenergie in voluminetrische und deviatorische Anteile ist in der Literatur
so weit verbreitet, daff man sie bereits klassisch nennen kann. Sie erfolgt nach
natiirlichem Verstdndnis summativ. Deshalb waren die ersten Ansitze, diese
Aufspaltung auf die verantwortlichen Deformationen zu iibertragen, ebenfalls
summativer Natur.
Die Bewegung wird damit mittels der drei Felder

— Verschiebungsfeld®;u (X)

— Spannungsfeld P, tA (LAGRANGEsche Multiplikatoren) und den

— Dilatationsfeld 02 (X)
parametrisiert.

Im weiteren Text gelten folgende (z.T. zweckmiBig gewéhlte) Schreibweisen:

1
e 6%\ 3
LCdev — det ,C5,C Cvl — 921 e (t—>
I ¢
= def

t(C = t(CUOZ . t(cdev Ad t@ = tkil t(C (349)

Die Anteile der aufgespaltenen Funktion der spezifischen Deformationsenergie
werden geschrieben:

w (t@, t02> = w, g2 (t@> + w,e <t92> (3.50)
NI —_——

deviatorische Energie = Dilatationsenergie

8mit dem dazugehérigen Geschwindigkeitsfeld tv(X)
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Es werden folgende Rechenregeln verwendet:

_ 4 1 - _
V ouC= kT —5:Co {C71] {CoC™'=,Co,C!
t
V o= — ¢ (3.51)
le) = — .
t92 t 3t€92t

Die Euler-Lagrange-Gleichungen

T
Es ist zu beachten, daf3 sich der Zustandsvektor erweitert hat: z = (tp, 1,102, 1, t)\> 9,
Beziiglich des Verschiebungsfeldes und der kanonischen Impulse wird die HA-
MILTON-Prozedur angewendet, bzgl. der anderen Zustandsgrofien wird einfach
variiert, um die Stationaritétsbedingung des Funktionals zu bestimmen.

I: <Vtg0HL7 5Q0> = <Vt(th92 . Vt(co "tCT" Vtsoo tCT7 590> o 6¢QOW8xt (t‘P)

—_———
=¢FT.5F+6FT F

+ {p det,C (€Y 0,7, 00 ) N (— .6
-ton
t
—_——
= FT .§F+6FT ,F

II: <vtpHL,6p> = (or™"p.0p) "= (1, 0p)

11: <Vt LML 502> <Vt W2 (t@) --?1924(‘? + Vt o (te)?) FA— i, 502>

—_——
=0 wegen V

0
IV <v HL,(5p> <dett(C—t02,5p> -

\ <Vt/\HL,6/\> - <t92 _ 1,5)\> —0
(3.52)

Die Gleichungen I und IIT werden vereinfacht:
S
r: (ip,0p) + (2,4 V W (:€)-[ 1 -5eC 0 C71]F"- oF)
—1 T _ ext
n <2tp det,C ,C1,,F -6IE‘> =5 ,W

1 <tp,592> - <3t02V w Q(t@)..t@T+tA,5e2>

Gleichungen IIT’ und IV werden verwendet, um in I’ die Gréfen ¢p und ;62 zu
eliminieren, Gleichung IT beschreibt die Kinematik (gemeint ist der Zusammen-
hang zwischen (¢ und ;v), Gleichung V ist die algebraische Gleichung fiir den

9Man beachte die leicht unterschiedliche Schreibweise zwischen den kanonischen Impulsen
tP = optv und dem hydrostatischen Druck ¢p
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LAGRANGEschen Multiplier ;.
In Gleichung I’ wird die Kinetik der Bewegungsgleichungen erkannt.

Nun soll die Bedeutung der einzelnen Terme in Gleichung I’ diskutiert werden,
damit daraus eine sinnvolle Vorgehensweise bei der Zeitdiskretisierung abgelei-
tet werden kann:

1.) Der erste Term ist die Variation der kinetischen Energie (5t <PT = <tp, 5cp>
2.) Es gilt: § ,E = L(6FT \F + ,FT. 6F) und St = 290 = ... =

_ 4 _ _
2 tkil VthQQ (t(C) - [ I —%t(c o t(C_l} .
t

Damit stellt der zweite Term die Variation des elastischen Spannungspo-
tentials dar: (5t¢th = <tS€l“3t, 5t§0E>.

3.) Die Zwangsspannungen zufolge der Nebenbedingung der Volumenkon-
stanz sind in der rdumlichen Basis der Kugeltensor ;0% = ;p 1.
Ein Pullback in die Inertialbasis ergibt geméafl der P1oLA-Transformation
den 2. ProLA-KIRCHHOFF-Tensor der Zwangsspannungen:
1% = J Ft o ?  FT = p CTL
Damit ist der dritte Term ein Vielfaches der Variation des Zwangspo-
tentials 6t<PVZ = <2 ] tSZ,5t¢E>. Der Faktor k ist zuléssig, da die
Variation des Zwangspotentials zufolge der Orthogonalitdt der Zwangs-
spannungen zur Bewegung verschwindet und bei einer zulédssigen Konfi-
guration AtJ =1 gilt.

3.3.2.2 Herleitung der zeitdiskreten Bewegungsgleichungen nach dem
Energie-Impuls-Erhaltungsalgorithmus als Differential-Alge-
braisches System

Nachdem die physikalische Bedeutung der Terme in Gleichung I’ identifiziert
wurde, kann die Idee des EMA in gleicher Art und Weise wie in Abschnitt 3.3.1.2
N,
benutzt werden, um eine Zeitdiskretisierung [0,tgnq] — U [nt, npat] zu de-
1

. n =
finieren:

e L)

(26V _w,.(0) ‘ (11,0, T, F"- o)
' &=, €

+ <2 g Poldet € €Y, L FT 5]F>

= <n+51 re, 5<P> + <”+52i’ 6‘P>FU

(3.53)

1

117 A—t<n+190_n90> 5p> = <n+%v’5p>
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1 (rp:80%) = <ﬁv(@wtﬁ (1©) | s € + g, 867
n+T" t tC:nJrT@

v (det, €~ 0% 0p) =0

V7. <n+192,5x> — <1,5)\>

Dabei gelten die Abkiirzungen:

n+¢92 =T nt (02) +(1-7) n(92)

2 13
~ _ : _ n+7
wirC= i K C mit KT = [W (3.54)
N [det .C t(Cfl] = adet n+1(C 7H_l(Cfl + (1 — a)det,C ,C?
Die Spannungstensoren werden abgelesen als
seost =2 k1 w ,(€) |-[1-%,,.Co(,,C)"
T - eT (—jwtéﬂ (t ) ! _§n+7— © (nJrT )
¢ _ _
=, C (3.55)

OCSchmg -9 o p [a det n+1(c (n_Hc)*l + (1 — Oé) det nC (n(C)*l]

Diese Form der Zeitdiskretisierung muf} diskutiert werden, da deren Sinnfallig-
keit keineswegs direkt aus den bisherigen Uberlegungen folgt.

Struktureigenschaften von ;C und ,C

Ziel war es, wesentliche Struktureigenschaften von ;C in die Definition von ,C
zu iibernehmen.

Man sieht die multiplikative Struktur von ;C = k' ,C = ,Cv . ,C%. Diese
Struktur bewirkt folgende wichtige Zusammenhénge:

1.) det (the”) =1V p € [0,tenq] wirklich isochorer Deformationsanteil

2.) .C Deformationstensor ist symmetrisch

3.) det (;C') = 162V 1 € [0,teng] wirklich voluminetrischer Deformations-
anteil

4.) .C|=,C mechanisch konsistente Formulierung der

modifizierten Deformationstensoren, da

det t(C = det2 tF = t92 = tJ2 ist.

5) V o,C= tkl[ﬁ —%tCotC_l] ist die typische Struktur des Gradienten
t© von ¢C bzgl. ;C, was fiir die Berechnung

der zeitlich diskreten elastischen Span-

nung bedeutungsvoll ist.

102=det +C

Darum wird M@ wie in Gleichung (3.54) definiert.
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Diese Definition ist konsistent zur zeitlichen Formulierung:

_ C _ _
lim cC=""_ lim V o C =V o,;C
0T C ’ 7—0 C ntT C t
T—1 n+1 T—1 ntT 3

ot
t=

FEine Vereinfachung der zeitlich kontinuierlichen Formulierung mit

Struktur des diskreten Zwangspotentials

<2tp det ,C,C1, ,FT. 5IF> _ <2 wp det ;C;F~! tIF*TtIE‘T,(SIF> - <2tth2tIE‘*1,5IE‘>
——
=1
fiihrt auf einen Ausdruck, wo der Zwangspannungstensor erst nach erneuter
Formelmanipulation symmetrisch abgelesen werden kann. Die symmetrische

Struktur der Spannungstensoren ist fiir den Nachweis der Drallerhaltung aber
elementar wichtig (s. dort).

.. . . 2
Grund fiir die Verwendung des quadratischen |6 anstatt 0

n_H@ (s.0.) wird deutlich, daf} erst
durch eine Nebenbedingung der Form <n o 62 — det rr G (5p> der multiplikative

Aus den Betrachtungen zur Struktur von

Split des Deformationstensors iiberhaupt iiberhaupt moéglich wird. Diese modi-
fizierte Nebenbedingung leistet die gleiche Arbeit wie eine direkt in den Defor-

mationsgradienten geschrieben klassische Formulierung <n 0 —det T, 6p>.

3.3.2.3 Rauminterpolation und Erhaltungseigenschaften durch Pro-
jektionsgleichungen
Formulierung der Elemente fiir Mooney—Rivlin-Material durch
konsistente Linearisierung

Raumdiskretisierung, gemischte Interpolation

Analog zu Abschnitt 3.3.1.3 wird auch hier die Interpolation nach Gleichung (3.41)
fir die kinematischen Feldgrofen d¢ — d¢", 1 — 10", ju — uh, 6p — 5p”,
D — tph und ;v — o" verwendet. Zusitzlich werden die Felder der Volumen-
dilatation und der Multiplikatoren interpoliert '°:

Mnode

567 (X) 362" (X) = Y N (X) 6%
a=1
Mnode
h a (7} a
i (X) =7 (X) = X (T, 99" +(1-T)6%
a=1

%Die Indices (..)" werden aus Ubersichtlichkeitsgriinden von nun an abermals weggelassen.
Man sollte sich jedoch vergegenwirtigen, dafl immer dann eine durch Interpolation gewonnene
Grofle gemeint ist, wenn am Symbol der Feldgrofie nicht explizit eine Knotennummer erscheint.
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A €

punkte

1

Abbildung 3.12: Das quasiinkompressible 9-Knoten BRICK-Element

AX)— N (X) = mzd N (X) 6%\
a=1

M (X) = i N (X) (T, 0+ (1 =T)2N)
a=1

) X = Y N (X) &%

a=1

Mnode

P (X) = " (X) = Y N (X) (T, p+ (1= 1))

a=1

(3.56)

Wihrend die GroBen 5", 1", ;u”, 6p”, ;p" und ;0" durch die Formfunktionen
AN (X) interpoliert werden, kommen bei den nichtkinematischen Feldern

h h .
§60%" (X) ’n+T92 (X), 00" (X) ,n+T)\h (X),6p" (X) und n+Tph (X) die Formfunk-

tionen “N (X), die einer véllig anderen Interpolationsmethode entsprechen kénnen,

zum Einsatz. Die interpolierten Feldgrofien befinden sich nicht mehr notwen-
digerweise im gleichen Raum und koénnen unterschiedlichen Stetigkeitsanforde-
rungen geniigen. Damit hat man eine gemischte Interpolation vor sich, welche
die zur Verhinderung des Lockings (s.o.) erforderliche Entkopplung der Kine-
matikinterpolation von der Interpolation der Constraints erméglicht.

Elimination von ;0 und ;p und Reduktion auf eine 2-Feld-Formulierung

Um die zusétzlich eingefiihrten Felder der Dilatation und des hydrostatischen
Druckes nicht als globale Unbekannte behandeln zu miissen, werden sie bereits
auf Elementebene eliminiert.
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Die raumlich diskrete Version von IV”

v (det,,, €, 5p") = (62" p")

~ e ch),mge o) = <mb§; ' ;eQ,mge o)

liefert myoqe Gleichungen. Durch Abspalten der beliebigen Variation § *p be-
kommt man fiir Knoten a:

Mnode
c,aN> — <“N,bN>n L0 a=1 e
b=1 N———

:abH

Gl,a“ : <det i

Wenn man das in Matrizenform niederschreibt, bekommt man

<detn+q_(c,ﬁ> _ abg'nHQQ ~> n_H.QQ —_ abg_l . <detn+{r(c,ﬁ>
Meist gilt der Sonderfall'! m,,oqe = 1 mit N X)=1~ abg <Axl> — oV. Dann
kann man direkt angeben:
J det,  C
2 _ oV
= v (3.57)

Man erkennt, dafl dann die Dilatation ;6 der Mittelwert von ;J ist. Damit wird
die Forderung ;J = 1Vt € [] nicht mehr punktweise erfiillt, sondern im Integral
iiber das Element.

Die réumlich diskrete Version von III” (s. (3.54))

Mnode Mnode
s (SN e > oNse?)
b=1 a=1

Mnode

1 _ B e
- <@Vt(cwt92 (t(C) "n—‘,-T(C—{—n_;_T)‘) Zl NJ 02>

t(czn—i-T(C

liefert ebenfalls m,,q. Gleichungen. Durch Abspalten der beliebigen Variation
§ %02 bekommt man fiir Knoten a:

Mnode
o 1 _ _ .
« . b b
Gloas: Y ("WN) o= (3—5V 0, (:€) | -rC+ oA "N)
b=1 n+T t _ _
tCZn—&—T(C

1hei Verwendung nur eines ,, Multiplier-Knotens® je Element
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Die Matrizenschreibweise lautet

ab - 1 ~
H, rp= <mvtwt02 (tC)_ :

Auch hier liefert der praktisch héufig auftretende Fall m,,oq. = 1 mit N (X)=1

eine explizite Berechnungsvorschrift fiir | P
1 _ _
OVn+Tp: /73 T02Vth92 (t(C) ’nn—&—T(C doV + oV n+T)\ ‘ =V

OV r t t@:n+TC

- 1 1 _ _

P = rh T [ gV W, («C) |-, 7CdoV (3.58)
ntT t _ _
oV t(czn+T(C

Die Gleichungen (3.57) und (3.58) kann man nun in (3.54) und (3.54) einsetzen
T

und bei Verwendung von (3.54.11”) den Zustandsvektor auf z = <tcp, t/\) Jt=
{nt, nt1t}, also nur noch 2 unbekannte Feldgrofien bei 41t reduzieren.

Erhaltungseigenschaften und Projektionsgleichungen

Der Nachweis der Impulserhaltung und der Drallerhaltung erfolgt vollig iden-
tisch zum Vorgehen in Abschnitt 3.3.1.2 unter den Uberschriften Impulserhal-
tung (s. Seite 85) und Drallerhaltung (s. Seite 86) mittels der Verwendung der
Testfunktionen d¢ +— £ bei Impuls— und dp — & X . +%<p bei Drallerhaltung.
Die Voraussetzungen fiir den erfolgreichen Nachweis dieser Erhaltungseigen-
schaften waren Bewegungsgleichungen (I”), wo die Spannungstensoren mit JF
multipliziert werden und selbst symmetrisch sind. Das ist gegeben und damit
ein erneuter Nachweis unnotig.

Zur Projektion der Terme der Bewegungsgleichungen auf den Energiesatz bemiiht
man wieder Testfunktionen der Form

(5g0|—>n+lcp—ncp ~r 0F — L F—,F
it B (P = o) = 3 (s BT 4 0FT) - (0 F — o)
- %(nHFT “F w4 F ni¥ — n+1FT nfF)
= % (. C— ”(C),J“% (F" - F = FT - aF)
... symmetrisch ... antisymmetrisch

e  Der antisymmetrische Term fillt in Gleichung (3.54-1") bei der Multipli-
kation mit den symmetrischen Spannungstensoren heraus.
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e Der Term ﬁ<n+1p—np,n+lgo—ncp> =...= . T—xnT bildet in (3.54-17)

die Anderung der kinetischen Energie im Zeitschritt ab.

Damit miissen die restlichen Terme wie folgt behandelt werden:

<7_Selast7 AE> S yint _ yint L <wt02 (n+1<c) —w (nC), 1> ~ T

<TSZwang’ AE> — o VA nvzw ; 0 ~
<n+51 fext’ n+190 B ”SO> = <n+l fBﬂCt’ n+1(’0> - <nf6xtu n90> ~ ﬁl
<n+ﬁzi7 nt1P n‘P>FU = <n+li’ n+l¢>ra - <niv n"0>Fo ~ [

(3.59)
Die Anwendung der Projektionsgleichungen fiir die &ufileren Lasten (/; und
B2) setzt ein a priori-Wissen iiber die duBere Arbeit voraus. Dieses Wissen
ist meist nicht gegeben, weil die duflere Arbeit nichtkonservativ ist und des-
halb ihr Integral wegabhéngig und allgemein nicht nur von den Zustédnden am
Rand des Zeitintervalls abhéngig ist. Nur wenn man aufgrund besonderer Zu-
satzkenntnisse die Anderung der nichtkonservativen #uferen Arbeit berechnen
kann, macht die Involvierung der Projektion der duleren Lasten in den Energie-
Impuls-Erhaltungsalgorithmus und die Berechnung der Projektionsparameter
(1 und Py Sinn.
Fiir die anderen Fille kann man oft einen geradlinigen Weg— und einen linearen
Kraftverlauf im Zeitschritt annehmen und [(31, 2] einfach auf g = %, k=1,2
setzen. Diese Annahme ist nur dann giiltig, wenn der Zeitschritt der Rauhigkeit
der dufleren Lasten angepaft ist.

Die Berechnung des Projektionsparameters 7 verlauft analog zur Vorgehenswei-
se in Abschnitt 3.3.1.2.

Im Unterschied dazu ist hier wegen der gemischten Interpolation der verschie-
denen FeldgroBen kein Ubergang auf eine lokale Betrachtung maglich:

Die lokale Formulierung der Projektionsgleichung stellt ein wesentlich strengeres
Kriterium dar, als es die Gleichungen eigentlich hergeben. Die Projektionsglei-
chungen stellen lediglich einen funktionalen Zusammenhang zwischen Groéfien
her, nachdem sie iiber das Elementvolumen integriert bzw. gemittelt wurden
(schwache Formulierung). Eine lokale Aussage wird nicht getroffen. Deshalb ist
der Ubergang auf eine lokale Projektionsgleichung nur dann méglich, wenn alle
Testfunktionen aus dem gleichen Raum stammen.

Die Projektion der Arbeit der Zwangsspannungen im Zeitschritt auf Null ist
fiir die Stabilitdt der Rechnung sehr wichtig. Zwangsspannungen diirfen keine
Arbeit leisten, da sie orthogonal zur Bewegung gerichtet sein miissen. Wird die-
se Anforderung verletzt, dann wirkt sich der nichtkonservative Charakter der
Zwangsspannungen sofort stark anregend auf die Bewegung aus.

Auch die Berechnung des Projektionsparameters « erfolgt im Integral iiber das
gesamte Element und nicht fiir jeden einzelnen Integrationspunkt.
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Warum ist die Projektion der Spannungsgrifien iberhaupt erforderlich?

Die Ursache ist geometrischer Natur und liegt im Ubergang von der zeitlich
kontinuierlichen Formulierung der Bewegungsgleichungen auf eine zeitlich dis-
krete. Dies soll anhand der Projektion der Zwangsspannungen illustriert werden:

Tangentialebene zu I (;,C) o [VCI(t@)}

im Punkt ,C = ,,C

" .‘! )
4 L4
|
a
_ 6-dimensionale Flache im Raum
ntl mit den Koordinaten C’ij

I(,C) = VZwans = 0;vt € |

Abbildung 3.13: Projektionsgeometrie

Die dargestellte Fliche I (t@) reprisentiert die Funktion (V4% = (0 und
ist in den 6 voneinander unabhéngigen Koordinaten des modifizierten Rech-
ten CAUCHY—GREENschen Deformationstensors parametrisiert. Der Gradient
dieser Fliche bzgl. ihres Argumentes V&1 (t((_:) ergibt einen Vektor, der immer
orthogonal zur jeweiligen Tangentialebene dieser Fliache im Punkt ,C steht.
Damit ist in der zeitlich kontinuierlichen Formulierung die Forderung der Or-
thogonalitit der Zwangsspannungen zur Bewegung erfiillt:

VtCI(tC) SC=0 Vte]

In der zeitdiskreten Formulierung geht man iiber von 6C +—— AC. Der Vektor
AC ist nicht mehr parallel zu §C und liegt auch nicht mehr in einer der Tangen-
tialebenen. Um dennoch einen orthogonalen Punkt zu finden bildet man eine Li-

nearkombination der Richtungen [Vt@l(t@)} = th@I(tC) ’—l— (1—«) Vt@l(t@)

tczn+l

die dann wieder der Orthogonalitdtsanforderung
o {Vt@I(tC)} AC=0,  aclo1]
genigt.

Diese Orthogonalititsbedingung ist eine skalarwertige Gleichung zur Bestim-
mung von « und kann numerisch ohne gréfleren Aufwand fiir « € [0, 1] gelost

C +C=,C
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werden. Es ist bei gegeniiber der Rauhigkeit des Funktionals zu groben Zeitab-
tastung (einem erkldrten Ziel dieser Arbeit) nicht auszuschlieffen, daf es im
Intervall [0, 1] mehrere Losungen fiir o gibt, man wihlt die am néchsten zu
o % liegende aus.

Diese Feststellungen fiihren gleichzeitig zu der Aussage, das jedes Zeitintegra-
tionsverfahren, das ja immer mit endlichen Zeitschrittweiten arbeiten muf,
zufolge der unterschiedlichen Richtungen von §C und AC bei Verwendung
von Zwangsbedingungen im Energiefunktional nichtkonservative Energie pro-
duziert. Diese Aussage gilt auch fiir kontinuumsmechanische Formulierungen,
die nicht den modifizierten Rechten CAUCHY—GREEN-Tensor benutzen.

Die Geometrie der anderen Projektionsparameter ist vollig analog zur vorge-
stellten Projektionsgeometrie fiir .

Spezialisierung auf Mooney—Rivlin-Material

Die spezifische Deformationsenergiefunktion bei Verwendung der 3—Feld—For-
mulierung lautet:

_ _ 1 _ _

w(,C.e6%) = w5 (:€) = C1(14C = 3) + 5Co(1+(,C - 1C) = Lo (:C~.C) — 6)
=C(I,c—3)+Co(ll,c —3)  damit ist

V@U} (t((_:) = (Cl + Cy 1"t@> 0l —Ch tC(T)

t 162

(3.60)

Jetzt konnen die Spannungstensoren, Volumendilatation und der hydrostatische
Druck speziell fiir das MOONEY—RIVLIN-Material formuliert werden:

_Selast _ o_px1 |:(Cl +tr (n+TC) CQ> 1- anw@
1 _ _ .
- g [ (Cl +ir (n+‘r(c) 02)”. (nJrTC) (nJrT(C) '

B C2n+‘r(cn+7'@ © (n—i—frC)_l]:|

_Selast _ o_fx1 [(Cl +tr (n+TC) Cz) 1- C2n+¢@

1 —\—1
_ g (Cl In-}-q—C + 20y IIn—l—TC) o (n+7_(C) :| (361>
s7wans —g p [a det ,,C(,,,C)7'(1-0a) detnC(nC)*l} (3.62)
1 1
wtrP = A m / 5(01 In+T(C 20k IInJrTC) GV
oV e
=7pk*3
1
- A /Tk*3d0V (3.63)
+T 0Vn+T92

oV
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1 1
2 . 2 _
n0? = O—V/detn(c doV; 07 = U—V/dethC doV’ (3.64)
oV oV
0% 73 02 =71, 0%+ (1 —7)nb?
= [ﬁ]s mit {W ) Tt ;( ™) ) (3.65)
et ., i =T,,,0°+ (1 —T),0

Die Linearisierung ist aufgrund der multiplikativen Struktur der modifizierten
Deformationsgrofien und des Auftretens inverser Tensoren ein ziemlich langli-
ches Geschift.

Um {iberhaupt zu verlédfllichen Ergebnissen zu kommen, mufl man sehr struk-
turiert, akribisch und systematisch vorgehen. Es wird mit vielen Abkiirzungen
gearbeitet.

Hier wird aufgrund des grofien Umfangs der Formeln nur das Ergebnis der Rech-
nungen gezeigt.

Die gezeigten Linearisierungen sind durch Verwendung verschiedener analyti-
scher Rechenwege gepriift. Die analytisch durchgefiihrten Linearisierungen der
einzelnen Terme wurden durch entsprechend numerisch ausgefiihrte Linearisie-
rungen samtlichst kontrolliert.

Die numerischen Ergebnisse bestétigen auch die Verkniipfung der Unterstruk-
turen.

Somit ist das gezeigte Ergebnis nach bestem Ermessen verifiziert.

Linearisierung der elastischen Spannungskrifte bzgl. " chp

Wenn man die (teilweise schon bekannten) Abkiirzungen bzw. Rechenregeln

T =k

n+r n+r (C

. -1 _ =—1, o . o 2
PG = Tk*;ww(c I e= Tk*1£+r(c’ I£+¢(C =k I£+TC

02 3 1
= [L] k2 =0 + Cy 7{”@; kS = g(Cl £+¢@+202 Iﬁ_ﬁ@)

det, C
Axrx * ~ A . A . * =1 A
Wi = pF(R21 =Gy, C)-D[N]; AV = g F. CT'-D['N]
A,
::T,TFZCN
1
A -1 A
v = —— — /dethrT(C*nH]F.nJﬂ_@ -D[*N] doV
’ 020V
oV
(3.66)

verwendet, kann man den Tensor der elastischen Spannungen und den Kno-
tenkraftvektor, der analog zu Abschnitt 3.3.1.3, Gleichung (3.44) durch Ab-
spaltung der Terme bei den unabhiingigen Variationen ¢ gewonnen wird, wie
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folgt schreiben:

_selast _ 9_p* {Tk“l - C’2n+7((_j} -2,k C! =
Selast 92, k¥ [Tk*25kl _ CQnJrTOkl} — 2, k% Ck_l
‘iFmt = /?fimtgi doV
oV
Apint g prdyn _ oy oy Apint g gy _ gdye

(3.67)

Um die JACOBImatrix von ? F™ hinschreiben zu kénnen, werden zunéchst die

skalarwertigen, dann die vektorwertigen Abkiirzungen linearisiert.
Zur Linearisierung der skalarwertigen Grofien aus (3.66) werden weitere Abkiirzun-
gen definiert:

wiL:=  F-D[’N] D/NDPN := D[*N] - D[®N]
\JRiCN:= F. C ' -D[°N] JFCN:= F, C-D["N]
APNiCN :=D[*N];  C' D[’N] ABNCN D['N]; . C-D[’N]
Bk s o= O i k=1,2,3
8n+1¢]
ABy*e =V p oAy = %ivf@i e; k=123
(3.68)

Dann ergeben einige Nebenrechnungen folgende Linearisierungen

2
B e, = —%Tk*l (LE:IFZ'CN— Bv*s)
By, =2 Gl B o, e )
Bk*3 _ 27— k*l
je =39 (C1+2C 1 ¢), L (3.69)

-3 (e I c+4C Il ¢)(, 7FiCN — V™)

—2Cy k2 EIFCN}
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Die Linearisierung der vektorwertigen Hilfsgrofien ergibt:
AB A B B A ANTB T
BV = Cy [2n+TJL o, PL— BLo AL-DND®N ,F, F
2, 4 A B B
+ 2PN -1 ¢ 4L) o ZRiON - Bv=)]
+ T |DANDPN k2 - Cy k% ABNCON |1

AByx2 — ARiCN o Bk* je. + T.k* AENICN 1
T T, T T J T

I R AENCON .
+W{D ND Nn—i—TF. |:TL+TC_ (%M(C—m)l} h+lF }
T +k*3 B 5 ) 5 B
+ det n—H'(C{ ( n+TL © n+lL o T]L © n+1L> + n+’IIL © 177_F(CN

B A A B A B
+,9FCNo AL -2 AlLo PFCN -2, *FCNo WL}

—27 k% “FiCNo  “FiCN

(3.70)
Damit lautet die JACOBImatrix der elastischen Knotenspannungskriéfte:
ABk int av*l o Bk*l e _|_ ]{7*1 ABV*I _ ABv*g] (371)
T T
Linearisierung der Zwangsspannungskrifte bzgl. . Ecp
Die lokale Form des Knotenvektors der Zwangsspannungskréfte lautet
A zwan
7n+1Tp af ’
A — -1\ A
afzzwang n+Tp T (204 det Cn—i—l Ckl =+ 2(1—0&) det n(CnC’kl ) Nl
_ 1 gzwang (3.72)
P Ok
mit p= A+ # /Tk*3 doV
nAT n+T 0Vn—|—T 02

oV
Der Elementvektor wird daraus durch Integration iiber das Elementvolumen
gewonnen. Damit setzt sich die JACcOBImatrix der Knotenkréfte der Zwangs-
spannungen wie folgt zusammen:

aAfzwang
AB zwang_ — B
i ) TH-ij
n+1<‘0] —
ABk??Uang: 1 Afizwang 8n+Tp + T BNk aSleang ANZ 51,],
«
> 0 5o (3.73)
ddet ch Y
+2 an—i—Tpn-‘rT Flk B

n—l—lcpj
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Die Terme Jgpj und Y ergeben sich nach einer ldngeren Rechnung zu

5 2T

—_— B .
i = 3V 0° T92 /Tk*l (C1 + 202£+T(C>n+1[/]
n+ oV

i

3 <CI£+T<C +4 CQI£+T¢:) (1,§F1‘0Nj - 1,?‘/}*3)

—2Cyrk™? | PFCN; dyV

By %
+ 2 T<n+T)\ - n+Tp>1,TVj ’

(3.74)
B A B A
T =2 an+Tp{ Lio YFCN; + SFCN;o AL;

n+1"

A B A B
- 2n+TLi o 17rFC]\rj - 2T, 1FCNZ‘ OnJrle

ANTB
+ D“ND Nn+TEkn+1Ckpn+1F1jp
AB ANDE
t g Pk Fi (n-HN CN - £+1(C DIND N)

A B B A
+lc (2n+TLi © pprls = ki © iy ) }

wobei der inverse CAUCHY—GREEN-Tensor zunéchst nach dem Satz von CAYLEY—
HAMILTON in C™! = ﬂ% [((C - I(c) -C+1Ilc 1] umgeformt wurde.
C

Mit Verwendung der Abkiirzungen von (3.74) lautet die JACOBImatrix der
Zwangsspannungskrifte bzgl. der Knotenverschiebungen:

wan, ]. wan, wan
ABfc é/_pgfz S Ppje;+ TD[PN] oS™""D['N] 1+ T doV
oV n+T

(3.75)

Linearisierung der Zwangsspannungskréfte bzgl. +1>‘

Unter Beriicksichtigung der Struktur des Knotenkraftvektors der Zwangsspan-
nungen in Gleichung (3.72) kann man dessen Gradienten sofort hinschreiben:

6Awaang

o T 0, D

——dgV = —— ‘zfzw“"g doV wegen —H— =T
0, nt1P 0,

A)\KZwang: /
OV ()V
(3.76)

Linearisierung der Nebenbedingung bzgl. £90

Wegen Gleichung (3.54-V”) ist bei einer Interpolation analog zum Dilatations—
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und Druckfeld

V”:<n+192 - 1,5)\> —0 o o = <n+102 _ 17a]\7>

fir mpege = lund 'N =1 < <1N, 1> = oV folgt (3.77)

1o\ 2 _ 2
oF —/W@ —1dov_ov(n+le -1)
oV

Damit berechnet sich unter Beriicksichtigung von Gleichung (3.65) die JAcoO-
BImatrix hiervon wie folgt:

O(det . C—-1
R: (det s ) =2det_ ,C PFiCN  ~
6 B i 7’L+ 1,1
n—&-lgoj 3.78
B _ L d(det,,,C—1) I Ve. — 9 g2 Byss (378)
K =0 Nz 9 B ovVeE = 20V, 1Y
oV n+177J

Linearisierung der dynamischen Knotenkriéfte

Nach Gleichung (3.44) lautet der Knotenvektor der Trégheitskréfte

2 Nnode
Apdyn __ AB B_._ B _ B
TF - At? Z M(nJrlso nP Atnv)
B=1

mit*PM = i AN BN dB. Damit lautet die JAcOBImatrix der Trigheitskrifte

ganz einfach
i 2 aByrq (3.79)
= At2
Diese Matrix hat Diagonalform und wird mit kleinerem Zeitschritt At immer
dominanter zu den restlichen Matrizen des Elementes, was stets eine Invertier-
barkeit fiir At — 0 garantiert.

3.3.2.4 Implementierung der Elementintegration als Mehrstufenalgo-
rithmus
Behandlung der Projektionsgleichungen

Es ist ersichtlich, da8 zur Berechnung der modifizierten Deformationstensoren
und von P die Integration der GroBen ;6%,¢t = 0,7, 7,1 und oV erforderlich
ist. Auflerdem miissen zur Berechnung Elementvektoren und Matrizen zunéchst
die Projektionsparameter 7 und « ermittelt werden. Zu jedem dieser nume-
rischen Aufgaben ist eine Integration iiber das Elementvolumen erforderlich.
Deshalb kann im Gegensatz zu den KIRCHHOFFschen Elementen nicht die klas-
sische Programmiertechnik zum Einsatz kommen, wo wéhrend einer einzigen
Integrationsschleife alle bendtigten Kréafte und Matrizen berechnet werden.

Um die Elementintegration insgesamt effektiv zu gestalten, wird eine mehrstu-
fige Integration vorgeschlagen:
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Stufe 0: Elementvektoren initialisieren bzw. assemblieren

Stufe 1: Berechnen und Speichern der Basisgrofien an allen Gaufpunkten so-
wie Vorintegration:

—  Berechnung der zur GAuss-Quadratur erforderlichen Variablen:

o055 ()] |92 (1)] (% (1)

Integrationsgewichte
—  Berechnen der nichtmodifizierten Deformationstensoren:
tF, t(C, det t(C, t= nt, Tﬁét’ n_|_1t
— und (gleichzeitige) Integration
- des Elementvolumens
- der Elementmasse und
- der Elementdilatation 6%, t = pt, n+§t’ nht

Stufe 2: —  Berechnen und Speichern der modifizierten Deformationsgréfien
nC,,,;C und von +Tk*1 an allen Gaulpunkten.
—  Dabei Integration des hydrostatischen Drucks s
Stufe 3: —  Berechnung der Projektionsparameter 7 und «, dann

—  Berechnen und Speichern aller 7— und a—indizierten Deformations—
und Spannungstensoren sowie aller restlichen erforderlichen Hilfs-
grofien.

Stufe 4: —  Integration der Elementvektoren
Agint AgpZ Agad 1
7—I;vm ’aF wang’TF Y und T'F
—  Integration der Elementmatrizen nach (3.71), (3.75), (3.76) und
(3.79)

Stufe 5: Berechnung von Kontrollgréfien wie Energie, Drall, Impuls, Element-
durchschlag usw.

Die Berechnung des Projektionsparameters 7 fiir die elastischen Spannungen
erfordert das Losen einer nichtlinearen Gleichung. Diese Gleichung hat unange-
nehme Eigenschaften, u.a. wird sie singulir, wenn die Anderung des GREEN—
LAGRANGEschen Deformationstensors z.B. zufolge einer GALLILEIschen Trégheits-
bewegung verschwindet. Das ist mechanisch vollig korrekt und reflektiert nur
den Umstand, da dann eine Projektion der elastischen Spannungen nicht erfor-
derlich ist. Oder beim ersten Iterationsschritt im Zeitschritt stehen noch keine
zwei verschiedene Richtungen (s. Abb. 3.13) zur Verfiigung, um daraus eine
Linearkombination zu bilden. Auch das ist ein vollig natiirliches Verhalten. Es
resultieren aber numerische Schwierigkeiten. Deshalb wird von einer direkten
Losung bzw. einer NEWTON-Iteration abgesehen und eine Lésung nach Regula—
Falsi bevorzugt, wo man die Entwicklung der Losung wéhrend der Iteration
hervorragend kontrollieren kann und keine Gradienten zu berechnen sind.
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Der Projektionsparameter o der Zwangsspannungen 148t sich direkt als Quo-
tient zweier Integralausdriicke berechnen.

Beide Projektionsparameter konnen wéhrend der ersten Iterationszyklen im
Zeitschritt — aufgrund der zunéchst stédrker von der ausiterierten Endlésung
(anp(”it”),nH)\(”“”)) abweichenden N&herung (anp(O),nH)\(D)) zu Beginn
der Iterationsprozedur — auflerhalb des physikalisch zulédssigen Intervalls

7, € [0, 1] liegen.

Fiir diesen Fall wird der entsprechende Parameter auf % gesetzt und weitere
Iterationen des Zeitschrittes erzwungen, auch wenn die iibrigen Konvergenzkri-
terien bereits erfiillt sind.

LaBt sich dennoch kein Projektionsparameter im gesuchten Intervall [0, 1] be-
rechnen, dann liegt das an einer bezogen auf den gewahlten Zeitschritt zu rauhen
Ebene der Projektionsbedingung (s. Abb. 3.13).

Bei — moglicherweise wiederholter — Aufspaltung des Zeitschrittes lief sich in
der numerischen Praxis immer eine zulédssige Projektion ermitteln.

3.3.3 Modellierung der viskosen Dimpfung im Gummi analog
zur Newtonschen Fliissigkeit unter Ausnutzung der In-
kompressibilitat

Die Rollbewegung eines Reifens nach dem in Kapitel 5 beschriebenen Szenari-
en bedeutet stindigen Energieeintrag in die Struktur. Zur Verhinderung eines
Blow—Up ist neben der Notwendigkeit, Anregungen durch das Integrartionsver-
fahren mittels der Projektion der konservativen Strukturenergie auf den Ener-
giesatz auszuschliefen, auch die Fihigkeit erforderlich, die von den Kontakt-
kraften dem System zugefiihrte nichtkonservative Energie in Warme umzuwan-
deln.

3.3.3.1 Zu verschiedenen Dissipationsansitzen

Der am einfachsten zu realisierende Ansatz ist eine modal motivierte Dampfung,
die in der Lage ist, einen allgemeinen Energieverlust der Struktur darzustellen.
Voraussetzung fiir diese Klasse von Dissipationsmodellierung ist die Moglichkeit
der modalen Zerlegung des Systems, um dann die Gesamtddmpfung durch eine
Uberlagerung der Dampfungen in den einzelnen Moden darzustellen:

®/'D®; = 2wiridy;,

wenn P die Eigenvektoren, D die Dampfungsmatrix, w; die ite Eigenfrequenz
und r; das DampfungsmaB ist.

Es ist bekannt, daf} eine solche Zerlegbarkeit die Orthogonalitéit der Eigenvek-
toren zur Dampfungsmatrix voraussetzt, was nur bei linearer und schwacher
Dampfung ndherungsweise zutrifft. Um die massenproportionale Dampfung zu
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parametrisieren ist die Kenntnis der Ddmpfungsgrade in den p ersten Eigenfre-
quenzen der Struktur erforderlich.

Werden genau p = 2 Frequenzen betrachtet, spricht man von der RAYLEIGHschen
Déampfung. Dieses Dampfungsmodell fiihrt stets zu einer iiberproportionalen
Dampfung der Frequenzen oberhalb der Referenzfrequenzen und einer unter-
proportionalen Dampfung der Frequenzen unterhalb der Referenzfrequenzen
(s. [Bathe.90]). Wegen der speziellen Anforderungen an die Art der Dampfung
(Linearitit, Démpfungsgrad) und die Uber— bzw. Unterdimpfung der verschie-
denen Frequenzen ist die RAYLEIGHsche Dampfung fiir Simulationsrechnungen
des rollenden Reifens ungeeignet.

Sinnvoller und der Nichtlinearitéit der Kinematik und Dynamik des Rollvorgan-
ges addquater sind rheologisch motivierte Dissipationsmodelle.

Dazu zdhlen elastoplastische, viskoelastische und viskoelastoplastische Werk-
stoffmodelle. Zur Modellierung der inneren Reibung im Gummi- und Kordma-
terial kommen plastische Modelle zum Einsatz, die besonders bei Linienelemen-
ten gut verifizierbare Hysteresen abbilden (s. SFB-Bericht 88-91, S. B1-2 ff).
Bei Problemen des dreidimensionalen Kontinuums ist diese Materialklasse nu-
merisch sehr aufwendig (s. z.B. [Kaliske.95]). Viskoelastische Materialmodelle
reproduzieren gut die fliissigkeitsdhnlichen Eigenschaften von Gummi, sind aber
nicht in der Lage, die in der Realitdt auftretenden bleibenden Hysterese-Effekte
(PAYNE-Effekt) zu erfassen. Dafiir sind sie einfacher numerisch zu handhaben.
Bei der Verwendung von kombinierten viskoelastoplastischen Modellen kommt
das Problem einer passenden Parametrisierung hinzu.

In dieser Arbeit sollte ein Reifenmodell zum Einsatz kommen, das nur die un-
bedingt notwendigen Dissipationseffekte enthélt, um mit moglichst geringem
Aufwand im Zeitschritt eine plausible Losung zu produzieren. Darum wur-
de als physikalischer Ansatz die viskose Dissipation einer zdhen Fliissigkeit
(s. [Bathe.90], S. 465 ff') gewihlt. Durch die Verwendung von quasi-inkompressiblem
Material zur Beschreibung der Elastizitéit haben die CAUCHYschen Spannungen
der zidhen Fliissigkeit die einfache Form

) . 1 T
ta'DZSS = 2“]]:))7 mit D = 5 [grad’v + (gradv) :| ) (380)

wobei u die Zdhigkeit und D der Deformationsgeschwindigkeitstensor bzw. der
Tensor der riumlichen Verzerrungsgeschwindigkeiten (s. [Kaliske.95]) ist 2.
Die voluminetrischen Spannungen einer Fliissigkeit berechnen sich zu

1tcr’“"l = —p 1 und haben hydrostatischen Charakter. Diese Spannungen resul-

tieren bei Fliissigkeiten aus der Inkompressibilitdt und werden in der Simulation
durch Nebenbedingungen erzwungen, z.B. durch die Kontinuitétsgleichung

/ diveo pdV = 0.
|4
2Der réumliche Geschwindigkeitsgradient L = I + W setzt sich zusammen aus dem sym-

metrischen Deformationsgeschwindigkeitstensor D und dem antisymmetrischen Wirbeltensor
W (s. [Gummert.96]).
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Bei festen und viskosen Materialien werden die voluminetrischen Spannungen
bereits auf andere Weise, z.B. durch Nebenbedingungen fiir Inkompressibilitéit
oder voluminetrisch formulierte Anteile im elastischen Materialgesetz erfaft.

Darum wird in dieser Arbeit zur Beschreibung der Viskoelastizitdt von in-
kompressiblem Gummi einfach eine Uberlagerung der deviatorischen Spannun-
gen der zdhen Fliissigkeit mit den hyperelastischen Spannungen des in Ab-
schnitt 3.3.2 vorgestellten MOONEY—RIVLIN-Materials, formuliert in einer ma-
teriellen Basis angesetzt.

3.3.3.2 Formulierung der Arbeitsfunktion zur Dissipation

Der zum CAUCHYschen Spannungstensor arbeitskonjugierte Deformationsten-
sor ist der ALMANSI-Tensor e := %[gradu + (gradu)T — (gradu)T . (gradu)]

(s. [Bathe.90] S.420). Damit lautet die lokale Dissipationsarbeit, formuliert in
einer rdumlichen Basis:

wDiss — e_'o_Diss (381)

Die Formulierung der Hyperelastizitéit erfolgte in einer materiellen Basis. Zur
Uberlagerung muBl dann auch der dissipative Teil der Mechanik in dieser Basis
dargestellt werden. Wenn man nun den ALMANSI-Tensor und den Deformations-
geschwindigkeitstensor in die materielle Basis transformiert (s. Anhang C.2) und
bedenkt, daf bei symmetrischen Tensoren gilt: *Y™™mA.AT = symmy allopT

dann lautet das Arbeitsfunktional bzgl. der materiellen Basis

Disiw (F, F) - [1 _FT. F_l} . [[F . F—l] (3.82)

3.3.3.3 Variation und Aufstellen des Knotenvektors der Dampfungs-
krifte

Wenn man die Arbeit der Dampfungskrifte in der Form (3.82) verwendet, fiihrt
das auf dhnlich komplexe Ausdriicke wie die Linearisierung der Zwangskrifte
in Abschnitt 3.3.2.3. Deshalb besinnt man sich auf die Struktur der EULER—
LAGRANGE-Gleichungen in Abschnitt 3.3.1.1 und verwendet den mittels der
PiorLa—Transformation auf die materielle Basis zuriicktransformierten Tensor
der CAUCHYschen viskosen Spannungen

i Piola-Transf ; — ; —
to_Dzss = 2u D tSDzss =, J,F 1 to_Dzss F T

,SPiss — 7L (tlF F 4T th—T> L FT (3.83)
mit tJ = det tF,
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um die Variation der Dissipationsarbeit zu defineren als

<5tv§7;mg,5cp> = < 2 VtCO whiss ,FT . 6F>
————
=SPiss nach (3.83)
_ < V ow . 6F + 0FT IF> (3.84)
t

;“ WJ{(F-F1 4+ FTRT) FT oRT)

Durch Einfithrung der Rauminterpolation und anschliefender Abspaltung der
unabhéngigen Variation der Knotenverschiebungen wie in Abschnitt 3.3.1.3 be-
kommt man den Knotenvektor der Dampfungskréfte:

/iFDiss _ u/ﬂ(ﬂF F 4, FT. tIFT> - FT.D[*N] dB
B

und in lokaler Komponentenschreibweise

AP = (B 1 Ft + B 1 Fy ) o Fipf AN,
(3.85)

3.3.3.4 Zeitdiskretisierung der Dampfungskrifte

Um eine sinnvoll Zeitdiskretisierung im Sinne der in Abschnitt 3.3.2.3 im An-
schluf an Gleichung (3.59) vorgeschlagenen Beriicksichtigung nichtkonservati-
ver Kréfte beim EMA wird die Struktur der Funktion von ‘iFDiss in (3.85) bzgl.
ihrer Eingdnge untersucht. Die Eingénge sind «F und +F, wenn man J,F~! nach
CAYLEY-HAMILTON ersetzt.

Jetzt kann die zeitdiskrete Form definiert werden mit

;fDiss _ ?fDiss (n—i—% v, il ‘P) _ x;lfDiss (IF (TH_% v), F(m—% Lp)) -~
? e = ”ANm{JFil}mz [[TH_%FlLk ntl Fii + ntl Ey, [n_i_%Fl]kl}
mit {JF'} = (n+% Fon — £+%F5mn)n+% Fr +I£+%F5ml}
ot g 3 T (e =)

n+11[7 - Ait (nHF _ n]F)
’ (3.86)
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3.3.3.5 Linearisierung der Dampfungskrifte

o )
n+— ml

Unter Beriicksichtigung der Nebenrechnungen fiir den Ausdruck 2

B
an+lsoj
(s. Anhang C.2) bekommt man als Linearisierung der Ddmpfungsknotenkraft:
Diss
ABKDiss _ 81741](‘2 dVe. e. = ABk_Qissd Ve. e.
T=— - aB 0 =1 =5 — T'vij 0 £ &y
oV n+lgoj oV
mit
ABjpDiss _ M A
LT Nm{
B B
N, Foi6im — Foi dmi) + 7N Foi—1 §om,;
[ n(m_% nl Ojm n—l—% nj m) (n—i—% mj n—l—% mJ)
B
—Nj( (Fou—1 F(sml):|’
TH‘% n—}—%
-1 -1
_n—l—%Flk (n+1Fk’i - "F’“) + (n+1F’ik - ”Fi’f)n_i_%Fkl ]
+ Fon—1 1) Fo+1I Omi |-
_(TH‘% mn n+%]F mn)n_i_% nl n+%F ml:|
[ 1
B -1 -1
~BN, F! F <
nn—% " ontg tk +det F
B B
N, Fop o — Foi o) + 7 Ny F.—1 §é
n(n—i—% nk 0j n—i—% nj ) (TH-% J n—% J)
(3.87)
B
—ON;( o Fu—T IF%))] : [ Fk‘—an‘]
n—% n—l—% e '
+|:( lan_I 1]P'5mn) anl+II 1IF(Sml:|'
nty Nt nts n+s5
1
B -1 -1
~BN, F' | F (
[ nn—i—% " n—i—% Wt det | F
n—i—§
B Lo ) B L .
Nn(n+%Fnl Ojk n+%an k) + Nk(n_’_%FkJ £ %]F Ok;)

By _ . . _
— A (n+% Fid fz%ﬂkl))] [”“E ”FZ]
+2{(

Fon—1 56 Fu+I g0 |PNidy; | Fy!
TH‘% mn n—{—%]F mn)n_i_% nl n—f—%F ml:| % kjn—i—% 1k

B -1
Fon — 1 1]F5mn) anl‘i‘II 1IF(Sml:| Nk(swn—i-lel}

nt nty nty nty p

+2{(
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Die Berechnung dieser Matrix ist numerisch kostspielig und ihre Implemen-
tierung fehleranfillig. Bei den Simulationen fiir diese Arbeit wurde die JAco-
BImatrix der Dampfungskriifte ausgeblendet. Auch ohne die Nutzung der Gra-
dienten der Dampfungskrifte konvergierten die Beispiele zufolge der gegeniiber
der Elastizitdt insgesamt relativ schwachen Ddmpfung sehr gut.



Kapitel 4

Die Schnittstelle zwischen
Vielteilchen-Einschicht— und
FE-Mehrschichtmodell

In diesem Kapitel werden die Methoden erldutert, mit denen die durch das
Vielteilchenmodell nach Kapitel 2 berechnete ,,duflere Mechanik® des transien-
ten Rollvorganges fiir die Simulation der ,inneren Mechanik* wéhrend eines
Rechenlaufes des FE-Modells nach Kapitel 3 verwendet wird.

Schnittstelle zwischen FE-Modell und Vielteilchenmodell

Reifen: 195/65 R15
3-Schicht- und
1-Schichtmodell

Abbildung 4.1: Kompatible Topologie des Vielteilchen— und des FE—

Modells

Der Grundgedanke der Verkniipfung der beiden Modellwelten besteht darin,
daBl man bei hinreichend guter Parametrisierung eine vergleichbare Reaktion
der Reifenquerschnitte auf die Kontakt— und Trégheitskrifte sowohl beim Ein-
schicht und als auch beim Mehrschichtmodell erzeugt. Dann ist es bei Verwen-
dung einer kompatiblen rdumlichen Diskretisierung desselben Reifens moglich,
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die Kontaktrechnung aus der aufwendigen Simulationsrechnung des Mehrschicht-
modells zu eliminieren. Dafiir wird das FE-Modell auf die Felgenbewegung des
Einschichtmodells durch eine entsprechende kinematische Fiihrung gezwungen.
Gleichzeitig werden die bei der Simulation des transienten Rollens berechne-
ten Kontaktkréfte des Einschichtmodells auf das Mehrschichtmodell direkt als
duere Kréfte appliziert.

Schnittstelle zwischen FE-Modell und Vielteilchenmodell
Reifen: 195/65 R15

3-Schicht- und
1-Schichtmodell

Abbildung 4.2: Kompatible Meshgeometrie, Teilansicht

Durch diese Vorgehensweise kann der insgesamt notwendige numerische Auf-
wand fiir transiente Berechnungen betréchtlich gesenkt werden:

Der instationére Rollvorgang erzeugt immer eine von der Rollgeschwindigkeit
und vom gewéhlten Spacing des Meshes abhéngige Rauhigkeit der Kontakt-
kriifte. Diese Rauhigkeit mufl durch den gewéhlten Zeitschritt der Simulation ge-
nauso abgetastet werden wie die dem Modell inherenten hohen Eigenfrequenzen
der Reifenstruktur. Da die durch den Kontakt entstehenden Anforderungen an
die Schrittweite denen der Integration mit expliziten Integratoren entspricht,
fallt die Wahl des Modells, das genau diese Aufgabe bei vergleichbar geringem
numerischem Aufwand sehr gut leistet soll, ganz natiirlich auf das vorgestellte
Einschichtmodell.

Die Modelle nach der Vielteilchenmethode sind hervorragend in der Lage, den
dynamischen Zusammenhang zwischen Kontakt— und Tragheitskriften und der
Gesamtdeformation bzw. der Bewegung der Reifenquerschnitte darzustellen,
wie das vielfach in der Literatur (s. [B6hm.93a, Bohm.96a, Gallrein.92, Zachow.97,
u.a.]) sowie in Abschnitt 5.1 dargestellt ist.

Dadurch bekommt man die Moéglichkeit, den Aufwand fiir die Kontaktberech-
nung bei einem dafiir gut geeigneten, relativ kostengiinstigen Modell nur einmal
betreiben zu miissen. Man ist dann bei dem zur Simulation der ,inneren Me-
chanik “ erforderlichen, teuren Mehrschichtmodell frei

— von den Problemen der kleinen Schrittweite,
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— den Anforderungen an das Spacing der Protektordiskretisierung fiir eine

hinreichende Kontaktabtastung und
— den Kontaktsimulationen meist zugehorigen Stabilitétsproblemen.

Trotzdem ist man in der Lage, die Fragen zur inneren Reaktionen der Struktur
auf das instationére Rollen in hinreichender Giite zu beantworten.

Finzig die Wechselwirkung zwischen der Profilierung des Laufstreifens und der
Struktur des Schichtverbundes auf die Kontaktmechanik wird vom FE-Modell
nicht erfafit. Damit kann nur indirekt durch Anpassung der Parameter des Ein-
schichtmodells untersucht werden, welchen EinfluB eine Anderung in der inneren
Struktur des Reifens auf die Ausbildung der Kontaktzone und damit der Kon-
taktkréfte hat. Bei kleinen Anderungen an der Struktur kann man dann aber
sehr wohl auf die gute Abbildung des Schichtverhaltens des Giirtelreifens durch
das FE-Modell zuriickgreifen.

Nicht unerwahnt bleiben sollen die generellen Mdoglichkeiten, die sich aus der
Trennung der Gesamtsimulation in zwei Phasen ergeben.

—  Die errechneten Kontaktkrifte konnen vor der Applikation als duflere
Krifte auf die FE-Struktur aufbereitet werden. So kénnen z.B. extrem
hochfrequente Rauhigkeiten in den Kontaktkriften herausgefiltert wer-
den, die durch Polygoneffekte im moglicherweise noch zu rauhen Viel-
teilchenmodell induziert wurden und bekannterweise in den vorhandenen
Messungen so nicht auftreten.

Dadurch werden unphysikalische Erregungen der FE-Struktur vermieden,
die den Rechenlauf verteuern.

—  Genauso ist die Mdoglichkeit, vor dem Start der teuren FE-Simulation si-
cherzustellen, dafl die gewahlten Parameter des Rechenbeispiels mit hoher
Wabhrscheinlichkeit zum Erfolg fithren werden, besonders fiir die numeri-
sche Praxis von nicht zu unterschétzender Bedeutung.

4.1 Der erforderliche Datensatz

Alle Modelle werden in materiellen Koordinaten bzgl. des ruhenden, raumfesten
Inertialsystems <0§x, 0y, 0§Z> formuliert.

Diese Wahl des Bezugssystems hat gegeniiber der rdumlichen, mitgefithrten Ba-
sis <tga, teg; tg7> nicht nur den Vorteil, dafi keine Drift bei der Integration der
Referenzstruktur stattfindet — ein Problem, mit dem viele Arbeiten zu kdmp-
fen haben, in denen ldngere Bewegungsabschnitte von steifen elastischen, in
einer rdumlichen Basis formulierten Strukturen simuliert werden — , sondern
dafl sich damit auch der erforderliche Inhalt des Datensatzes der Schnittstelle
auf natiirliche Art ergibt.

Die duflere Mechanik des rollenden Reifens ist vollstdndig beschrieben durch
Datensétze mit der Historie

—  der Felgenstellung im Raum,
— den Verschiebungsvektoren oder Ortsvektoren aller Punkte des Vielteil-
chenmodells
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—  einer Aufzdhlung der sich im Kontakt befindlichen Punkte und
—  den Kontaktkréften an den Kontaktpunkten

Die von der Zeit nicht oder nur schwach abhingigen Angaben wie

— die Topologie des Vielteilchenmodells als eine Menge von Vierecksflichen
oder Seilstiicken,

— den Ortsvektoren der Referenzkonfiguration und

—  der Reifendruck

werden in einem separaten File organisiert. Damit kann zu jedem abgespeicher-
ten Zeitpunkt der Ort aller Kontaktpunkte und der dort wirkenden Kontakt-
kriifte sowie die Orte der Felgenrandpunkte rekonstruiert werden.

Die Frequenz, mit der die Zeitschrittdaten gespeichert werden, muf3 nicht not-
wendigerweise der Schrittweite der expliziten Integration entsprechen.

Es miissen aber zumindest soviele Zeitschritte gespeichert werden, dafl der zeit-
liche Abstand zwischen zwei Datensétzen immer kleiner ist, als der Kkleinste,
jemals in der der FE-Rechnung vorkommende Zeitschritt. Ansonsten entsteht
regelméBlig die Situation, dafl bei der FE-Rechnung im Zeitschritt von ,,¢ nach
ntt keine Verdnderung der dufleren Lasten bzw. der Felgenbewegung stattfin-
det, was einem abrupten ,, Bremsstof3“ insbesondere der Felgenbewegung gleich-
kommt und die FE-Struktur auf physikalisch unzuléssige Art anregt.
Desweiteren sind alle Zeitschritte abzuspeichern, bei denen sich die Liste der in
Kontakt befindlichen Punkte &ndert.

Da das Speichervolumen der Dateien mit den Zeitschrittdaten sehr volumindése
Ausmafle annehmen kann, ist es insbesondere angesichts der meist geringen
Geschwindigkeit der Massenspeicher sinnvoll, ein Indexfile mit dem Inhaltsver-
zeichnis der Files mit den Zeitschrittdaten anzulegen.

Dadurch wird das rechenzeitaufwendige Auffinden des Datensatzes eines spezi-
ellen Zeitschrittes deutlich beschleunigt.

Bei der FE-Zeitintegration mufl immer der Datensatz fiir den jeweiligen Zeit-
punkt guent = piat neu gefunden werden. Der Datensatz fiir ,,¢ kann meist vom
vorherigen Zeitschritt iibernommen werden.

Da man bei Verwendung einer Zeitschrittsteuerung mit variablen Schrittweiten
arbeitet, kann ein Zeitpunkt .t nicht direkt gefunden werden. Vielmehr muf}
man das Intervall [vmt, nacht] finden, fiir das yort < sucht < nacht gilt und wihlt

dann den Datensatz aus, der dichter zu gt liegt.

Es wird vorgeschlagen, einfache oder haufig abgefragte Groflen, wie die Parame-
ter der Felgenbewegung in separaten Tabellen oder Funktionen abzulegen. Da-
mit schafft man die Moglichkeit, durch Interpolation der Groflien die Bewegung
vom Vielteilchenmodell glatter und schneller auf das FE-Modell zu iibertragen.
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4.2 Fithrungsbewegung der Felge

Die Knoten des FE-Modells, die kinematisch gefiihrt werden sollen, werden in
einer Menge gespeichert. Dann kann fiir jeden Knoten dieser Menge bei be-
kannter Position des Knotens gegeniiber der Felge des Vielteilchenmodells in
der Referenzlage durch Anwendung der Parametrisierung der Starrkorperbewe-
gungen die geforderte Lage des Knotens zum Zeitpunkt ,¢ oder ,.1t berechnet
werden. Bei allgemeiner Felgenbewegung ist auf eine singularitdtenfreie Dar-
stellung der Starrkorpertransformationen zu achten.

Zur kinematischen Fithrung der Felgenknoten der FE-Struktur wird das ent-
sprechende Flag fiir Randbedingungen gesetzt und der jeweilige Verschiebungs-
vektor fiir ,¢ und ,yt vorgegeben. Damit kann dann die Reaktion der FE-
Struktur auf diese Verschiebungen und den dazugehorigen Geschwindigkeiten
berechnet und als Lagerreaktionen assembliert werden.

Die Berticksichtigung der FE-Gleichungen an den gefiihrten Freiheitsgraden
der Felgenknoten ist nicht erforderlich und wird deshalb bei der Assemblierung
iibergangen.

4.3 Zur Lastaufbringung

Ein besonders wichtiger Aspekt der Schnittstelle zwischen Vielteilchen— und
FE-Modell ist die Organisation der Lastaufbringung. Erst eine addquate Last-
aufbringung garantiert neben der erforderlichen gleichartigen Abbildung der
Reifensteifigkeiten ein {ibereinstimmendes Verhalten der Gesamtstruktur.

Weitere Schwierigkeiten entstehen dadurch, daf} einerseits Modelle mit unter-
schiedlicher Knotentopologie zu vereinen sind, was nichtkontinuierliche Such-
vorgdnge nach sich zieht. Andererseits soll die Lastaufbringung die Simulation
nicht durch zu groflen Aufwand ,,ausbremsen®.

Die von der Schnittstelle gesteuerten Kréfte beinhalten ausschliellich die Kon-
taktkrifte.

Druckkréfte werden nur durch den skalarwertigen Zeitverlauf des Reifeninnen-
druckes gesteuert und als Flédchenlasten auf die momentane Struktur des Reifens
nach Standard—FE—-Algorithmen organisiert.

Zunichst gilt es den Ort zu identifizieren, an dem die Kontaktkraft aus dem
Vielteilchenmodell wirken soll. Dazu sind &hnlich potente Suchalgorithmen er-
forderlich, wie bei einer klassischen Kontaktsimulation. Dann sind die als Punkt—
oder Fliachenlast gegebenen Krifte auf einen beliebigen Punkt oder Bereich der
FElementoberflache aufzubringen.

Es muf sichergestellt werden, dafl gegeniiber dem Vielteilchenmodell die Ge-
samtgrofle des Latsches des FE-Modells erhalten bleibt.
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—  Ansonsten verteilen sich die Kréifte auf eine zu grofie Fliche und platten
den Reifen nicht stark genug ab oder

— die Kriéfte wirken zu konzentriert und verursachen iiberhdhte lokale De-
formationen.

Es wird in Analogie zur Trapezregel jeweils das arithmetische Mittel der Kriéfte
bei ,t und 11t appliziert, was die aufgebrachten Lasten zusétzlich glattet.

4.3.1 Punktlast auf einer Elementbegrenzungsfliche

Nach Gleichung (3.29) lautet die virtuelle Arbeit der Lasten auf einer Fliche

sweat — <£,5¢>Fa

Nach Abspaltung der beliebigen Knotenvariationen 6“ ¢ von der Verschiebungs-
variation d¢ nach (3.41) bekommt man die Knotenkréfte mit

Wt = (t(en) "N (em)) it

(& m) = PF‘Pg Py Dirac(P¢,7n) als Punktlast am Punkt (¢, ')

Dieses Integral mit der Dirac-Distribution errechnet sich bei bekannten isopara-
metrischen Koordinaten (P £r 77) des Kraftangriffspunktes ©'r iiberaus einfach
zZu

AtFe:rt:AN(Pé-’PT’) PF (41>

4.3.2 Zur Identifizierung der belasteten Elemente

Die aufzubringenden Krifte sind immer zusammen mit dem Ort 7, an dem
sie wirken abgespeichert. Die Menge aller Angriffspunkte ©'r der Kontaktkriifte
bestimmen den Latschbreich.

Da im Allgemeinen immer Abweichungen zwischen den sich ehemals entsprechen-
den Orten der Modelle im Zeitverlauf geben kann, mufl die belastete Fldche
stets neu identifiziert werden. Dabei tritt gleichzeitig die Schwierigkeit auf, dafl
der rdumliche Kraftangriffspunkt aus dem Vielteilchenmodell i.allg. in keiner
Elementebene des FE-Modells liegt (s. Abb. 4.3).

Deshalb wird ein dreistufiger Suchalgorithmus fiir alle potentiell zu belastenden
Elementflachen angewendet:

Stufe 1: Da die Felgenstellung im Vielteilchenmodell und im FE-Modell im-
mer identisch ist, werden die Elementknoten und die Kraftangriffs-
punkte zunéchst in ein felgenfestes, modifiziertes Kugelkoordinaten-
system (r, ®, 19) <e e e> transformiert (s. Abb. 4.3). In diesem Ko-

ordinatensystem werden die extremalen Sektorkoordinaten ¢min, ©max, Ymin
und Ypax ermittelt.
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Element-
knoten A ¥ .-

[P )“/extremale
) A .___-Kontakt-
~ koordinaten

ﬁmax

Abbildung 4.3: Modifizierte Kugelkoordinaten und Kontaktsektor

Stufe 2: Von allen FE-Knoten A, die potentiell in Kontakt kommen kénnen,
werden nun sukzessive die momentanen Ortsvektoren ’icp =AX+ éu

ebenfalls in das Kugelkoordinatensystem (r, go,vﬁ‘) transformiert als
A T

= [, A0]
Damit kann unabhiingig von der Radiuskoordinate 47 entschieden

werden, ob ein Knoten des FE-Modells im Kontaktsektor liegt, wenn
Umin < A9 < Ymax und Pmin < A(P < Pmax-

Stufe 3: Wird festgestellt, dal ein Elementknoten im Kontaktsektor liegt, hat

man ein potentiell belastetes Element gefunden. Um endgiiltig zu
entscheiden, ob die Kraft am Punkt ©r das untersuchte Element be-
lastet, werden die isoparametrischen Koordinaten ©'¢, P'n des Durch-
stoungspunktes des Vektors ' durch die Elementrandfliiche in der
Momentankonfiguration berechnet. Dieser Vorgang wird weiter un-
ten beschrieben.
Wenn die isoparametrischen Koordinaten innerhalb der Elementgren-
zen liegen, dann kann die Kraft nach Abschnitt 4.3.1 appliziert wer-
den. Bei der Entscheidung, ob die isoparametrischen Flachenkoor-
dinaten &,7 im Element liegen, sind die Besonderheiten bzgl. des
Wertebereiches der isoparametrischen Fldchenkoordinaten bei drei-
eckigen Elementrandflichen zu beachten.

Der grofle Vorteil dieser Vorgehensweise liegt in der Eindeutigkeit der Ent-
scheidungsgrundlage und der Variabilitéit gegeniiber nahezu beliebig verzerrten
Elementrandflichen bei vergleichsweise niedrigem numerischem Aufwand.

Die Flidchenkoordinaten des Durchsto3punktes durch die Elementebene kénnen
wie folgt berechnet werden.
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Als Bedingung fiir den DurchstofSpunkt wird
Pe
)\PT—FET(Pﬁ,Pn)—Q—g<P7,> mit
A

X...skalarer Faktor, um ©r auf die Elementfliche zu projizieren,
Pe P 7 ...isoparametrische Koordinaten des Durchstofungspunktes (4.2)

Pp .. Ortsvektor des Testvektors und
NMEnodes
FEy. — Z AN(e, n)’iap. .. Ortsvektor der Elementfldche
A=1

Damit hat man ein nichtlineares System aus drei Gleichungen, das man nach
NEWTON mit der JACOBImatrix

P
A/
P
A

leicht 16sen kann. Die JACOBImatrix ist dabei ganz simpel mit den Gradienten

A
der Formfunktionen 88](\27(2’)") und den karthesischen Komponenten des Kraftan-

griffspunktes r gefiillt. Die Erfahrung zeigt, da8 dieses Gleichungssystem sehr
ziigig konvergiert.

Damit hat man durch die Anwendung des dreistufigen Entscheidungsalgorith-
mus die Moglichkeit mit sehr geringem numerischem Aufwand eine Vorent-
scheidung zu treffen und dann mit einem sehr stabilen, adaptiven und relativ
billigen Verfahren auch bei beliebig verzerrten Elementrandflichen sicher zu
entscheiden, ob das gerade betrachtete Element von der gerade untersuchten
Kontaktkraft belastet wird. Dabei ist die arbeitskonforme Applikation einer
Einzelkraft auf eine isoparametrische Elementflache sehr einfach zu realisieren.

4.3.3 Filterung der Kontaktkrifte fiir das FE-Modell

Bereits mehrfach wurde diskutiert, dafl das FE-Modell in jedem Fall seinen Zeit-
schritt auch nach den in den Kontaktkriften enthaltenen Frequenzen richten
mufl. Mit der Rauhigkeit der Kontaktkréfte steigt auch deren Frequenzinhalt.
Offensichtlich ist aber die Rauhigkeit der vom Vielteilchenmodell berechneten
Zeitverlaufe eine Folge der relative groben rdumlichen Abtastung des Rollkon-
taktes, tritt so in der Realitdt nicht auf und ist deshalb unerwiinscht.

Vielmehr zeigen Messungen, dafl bei Schlagleisteniiberfahrten mit realen Fahr-
zeugen an der Achse keine Kréfte mit Frequenzen jenseits von ca. 300 Hz fest-
zustellen sind.

Deshalb werden in dieser Arbeit die vom Vielteilchenmodell berechneten Kon-
taktkréfte gefiltert, bevor sie als Lastkollektiv der FE-Struktur aufgeprégt wer-
den.



4.3— Zur Lastaufbringung 127

Mit der Anwendung von Filtern entsteht aber sofort das Problem der Phasen-
verschiebung der Kontaktkréifte. Es mufl unbedingt verhindert werden, dafl bei
der vorgestellten Schnittstelle der FE—Reifen in die Position eines Zeitschrittes
gedreht wird, die dazugehorigen Lasten aber erst phasenverschoben in einem
der néchsten Zeitschritte die Struktur erreichen. Ein solches Verhalten fiihrt zu
einer Verschiebung des Latsches im FE-Modell in Richtung des Auslaufes und
ist als Modellfehler (Latschform wie bei einer Bergabfahrt) unzuléssig.

Um dieses Problem zu beheben gibt es im wesentlichen zwei Ansétze:

—  Verwendung eines ,,vorausschauenden® Filters
—  Verwendung eines Filters mit optimierter Laufzeit

Die Realisierung eines ,,vorausschauenden Filters“ ist denkbar, indem man die
Ausgabe der Daten fiir die Schnittstelle gegeniiber dem eigentlich gerechneten
Zeitschritt des Vielteilchenmodells zeitlich nach hinten verschiebt. Dadurch hat
man zum Zeitpunkt der Ausgabe schon Informationen iiber den zukiinftigen
Verlauf der Kontaktkréifte und kann eine phasengetreue Filterung realisieren.
Gleichzeitig ist es aber bei dieser Vorgehensweise auf jeden Fall notwendig,
die explizite Rechnung moglichst vollstindig vor dem FE-Rechenlauf durch-
zufithren.

Wenn man auch simultan zum aktuellen Zeitschritt die Schnittstelle mit Daten
versorgen will, dann mufl man ein klassisches Filter verwenden.

Als geeignetes Filter bieten sich die numerisch &duflerst effektiven Digitalfilter
an. Diese aus der Elektronik bekannten Filter (s. [Tietze.91]) lassen sich sehr
leicht implementieren und verschiedene Filtercharakteristiken einstellen.

Unter dem Gesichtspunkt der optimalen Laufzeit und einer hinreichenden Fil-
tergiite wurde ein Besselfilter 2. Ordnung mit einer Grenzfrequenz von 450 Hz
eingesetzt. Die dazugehorige Theorie entnehme man Anhang D.



Kapitel 5

Simulation des instationiren

Rollvorganges eines
195/65R15-PKW—Reifens

In diesem Kapitel werden die Simulationsergebnisse, die mit den Modellen nach
Kapitel 2 und 3 sowie deren Verkniipfung nach Kapitel 4 erzielt wurden.
Gegenstand der Simulation ist ein PKW-Reifen vom Typ 195/65 R15 91V der
Marke ,, Top Speed* aus dem Hause Semperit (s. Abbildung 5.1).

Zur Verifikation der Simulation wurden Mefdaten verwendet, die in umfangrei-
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Abbildung 5.1: PKW-Reifen 195/65R15

cher Form im Sonderforschungsbereich 181 (,,Hochfrequenter Rollkontakt der
Fahrzeugrider”) sowie im Rahmen der Forschungstétigkeit und vieler Veroffent-
lichungen, Diplomarbeiten und Dissertationen am Institut fiir Mechanik am
Fachbereich Verkehrswesen und Angewandte Mechanik an der Technischen Uni-
versitdt Berlin {iber viele Jahre fiir Reifen aller Art und fiir diesen Reifen im
speziellen zusammengetragen wurden.

Es ist nicht Anliegen dieses Kapitels, eine 100prozentige Ubereinstimmung der
Simulationsergebnisse mit den Messungen herbeizufiihren bzw. das Potential
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der Modelle bis zum letzten auszuschopfen. Fiir diese Aufgabe benétigte man
einen Parametersatz, der aufgrund der dafiir wesentlich héheren Anforderun-
gen optimal an auf die Realitét abgestimmt werden miifite. Diese Anforderung
wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen.

Dennoch ist es gelungen, die verwendeten Modelle so gut zu parametrisieren,
daB die Ein— und Mehrschichtmodelle sowohl in erstaunlich gute Ubereinstim-
mung untereinander und als auch zur Realitdt gebracht werden konnten, obwohl
ihre Numerik und theoretische Grundlage z.T. erheblich voneinander abweichen.

Ziel dieses Kapitels soll es vielmehr sein, die Theorie aus den Kapiteln 2 bis
4 anzuwenden und deren Vorteile an hinreichend gut ausgefeilten Modellen
fiir den instationdren dynamischen nichtlinearen Rollkontakt von Luftreifen zu
demonstrieren.

5.1 Simulation der duleren Mechanik mit dem Viel-
teilchenmodell

5.1.1 Parametrisierung

Kriterium fiir die angestrebte Giite der Parametrisierung des Einschichtmodells
ist die Fahigkeit,

— die statischen Federkennlinien und
— die modalen Eigenschaften des frei schwingenden Reifens

mit einem fiir die transiente Zeitintegration geschaffenen Modell hinreichend
genau abzubilden.

Die Forderung nach der Abbildung der Federkennlinien hat zur Folge, dafl
der (statische) Zusammenhang zwischen Querschnittsdeformation (Abplattung)
und Achskraft richtig erfafit wird. Die Forderung nach adiaquater Abbildung der
modalen Eigenschaften garantiert die richtige Berechnung der Relationen zwi-
schen Trégheit und Steifigkeit der Struktur sowie deren Dampfung. Nur die
gleichzeitige Erfiillung der statischen und modalen Anforderungen stellt sicher,
daf die transiente Dynamik nicht nur hinsichtlich des Frequenzinhaltes und der
Dissipation, sondern auch auf dem richtigen Absolutniveau dargestellt wird.

Erst ein Modell, das diesen Anforderungen geniigt, ist in der Lage, den Zusam-
menhang zwischen transienten, instationdren Rollbewegungen mit vorwiegend
kleinen, aber endlichen Deformationen und den daraus resultierenden dynami-
schen Achskriften in der Zeit zu berechnen.

Die entstehenden Achskrifte sind neben dem Einflul der Strukturparametri-
sierung zusétzlich stark gepréigt von der Feinheit der rdumlichen und zeitlichen
Abtastung des Kontaktes.

Eine falsch auf den — von der Feinheit des Meshes, den Steifigkeiten, Massen
und Démpfungen der Kontaktelemente sowie der Reibungskennlinie abhéngi-
gen — Frequenzinhalt abgestimmte zeitliche Abtastung des Kontaktes fiihrt zu
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unphysikalischem Verhalten und ist zu unterbinden.

Der Rollkontakt eines profilierten Reifens ist rdumlich diskontinuierlich.

Ein Reifenmodell mit spiirbarer Polygonalitit wird darum stets mehr oder we-
niger rauhe Kontakt- und damit Achskréfte produzieren. Diese Rauhigkeit ist
dabei kein Fehler im Modell, sondern die natiirliche Folge eines dem Modell
inherenten nichtglatten Abrollvorganges iiber eine polygone Geometrie, der ei-
gentlich nur eine Serie von Stofivorgéingen darstellt.

Es gibt Untersuchungen, daf} erst eine rdumliche Abtastung mit ca. 200 Kon-
taktpunkten in Umfangsrichtung den Polygoneffekt tatsdchlich beruhigen und
einen profillosen Slickreifen darstellen kann. Das Einschichtmodell in dieser Ar-
beit besitzt lediglich 52 Protektorpunkte in Umfangsrichtung. Damit wird fiir
jeden Stollen in Umfangsrichtung ungefidhr ein Kontaktpunkt zur Verfiigung ge-
stellt. In vielen Arbeiten ([Sfb181.A1, Oertel.90, Gallrein.92, Feng.91, Kmoch.92])
ist beschrieben, dafl der Kontaktvorgang eines Stollens natiirlich deutlich kom-
plizierter ist. Dennoch erschien dem Autor diese Auflésung ein vertretbarer
Kompromif} zwischen

— dem Anspruch an die Glattheit der Kontaktkréfte,

— der Anzahl der Modellfreiheitsgrade und damit

—  dem numerischem Aufwand (Rechenzeit, Handlebarkeit) des Modells

—  sowie dem entstehenden Umfang der Schnittstelle zum Mehrschicht FE-
Modell

zu sein.
Die entstehende Anregung durch die Stolleneingriffsfrequenz von [0...310]Hz
ist in der Animation der Latschkriifte deutlich sichtbar (s. dort).

5.1.1.1 Geometrieerzeugung des Einschichtmodells

Zunichst wurde die Geometrie des Reifenquerschnittes erzeugt.

Dazu wurde der vorhandene Reifen geometrisch vermessen. Es standen mittels
Laserabtastung erstellte Pumpfiguren/Reifenquerschnitte fiir verschiedene In-
nendriicke zur Verfiigung (s. Abbildung 5.2!).

Diese mit einem Lasermeflkopf vermessenen Pumpfiguren haben einen doppel-
ten Nutzen:

—  FKinerseits stellen sie vermessene Gleichgewichtsfiguren des Reifenquer-
schnittes dar. Bei Kenntnis der Anordnung der Kordlagen relativ zur Au-
Benkontur kann man damit die Gleichgewichtskonfiguration direkt mes-
sen.

—  Der grofite Radius der Pumpfiguren veréndert sich relativ linear mit dem
Innendruck.

Dadurch kénnen die Pumpfiguren zur Anpassung der Kordsteifigkeiten
der Seilelemente des Giirtelverbandes genutzt werden (s. dort).

!Die gratige Kontur am unteren Ende resultiert aus den Singularitéiten bei der Abtastung
des Felgenhorns.
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Abbildung 5.2: Pumpfiguren des Conti 195/65R15 Super Contact bei
1 bar und 5 bar Uberdruck, jeweils 348 Laserabtastun-
gen der Kontur

F.

Zur Feststellung der Position der Kordlagen innerhalb der Struktur wurde ein
Reifensegment aus einem Reifen herausgetrennt. Die Lage der Korde in einem
Reifenquerschnitt lassen sich sehr schon mittels Durchreiben mit Kohlepapier
ermitteln (s. Abbildung 5.3).

Abbildung 5.3: Mit Kohlepapier durchgeriebene Struktur eines Reifen-
querschnittes

Mit dieser Information kann die Lage der Korde im Gleichgewichtsquerschnitt
eingetragen werden (s. Abbildung 5.4), der die Grundlage fiir die Ausgangskon-
figuration aller in diesem Kapitel vorgestellten Reifenmodelle bildet.

Beim Einschichtmodell muf3 der Giirtelverband zu einer einzigen Schicht zu-



132 Kapitel 5.: Simulationsbeispiel eines instationéren Rollvorganges

Abbildung 5.4: Kordlagen des 195/65R15 in einer Gleichgewichtskon-
figuration

sammengefafit werden. Dazu legt man eine Linie durch den Querschnitt nach
Abbildung 5.4, der in der Seitenwand entlang der Karkasse, im Giirtelbereich
entlang der inneren Giirtellage und im Wulstbereich zwischen den Kordlagen,
niher zur Karkaflage mit jeweils glatten Ubergingen verlduft.

Die so mit subjektivem Einfluf§ erstellte Membranlage ¢(z) wird einer Mem-
brangleichgewichtsrechnung unterzogen. Das wesentliche Element dieser Gleich-
gewichtsrechnung besteht darin, dafl eine Membranlésung fiir die Karkafllage
produziert wird, die dadurch entsteht, dafl im Giirtelbereich der Traganteil
des Giirtelverbandes durch eine entsprechende Absenkung des Innendruckes
beriicksichtigt wird. Dann hat man eine Gleichgewichtskonfiguration y(z) fiir
das Einschichtmodell (s. Abbildung 5.5).
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Abbildung 5.5: Gleichgewichtsfigur des 195/65R15 auf Felge 6J15

Um eine zuléissige Topologie fiir das zugehorige Reifenmodell erstellen zu kénnen,
mufl man eine passende Teilung ermitteln.

Dazu muf3 der Giirtel in eine diskrete Anzahl von Segmenten und Spuren auf-
geteilt werden, wobei die diagonale Verbindung im entstehenden Netz aus Seg-
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menten und Spuren mit dem Lagenwinkel § gegeniiber der Umfangsrichtung
ausgerichtet sein und die letzte Spur im Giirtelbereich genau auf dem Giirtel-
rand z = B liegen muf.

Weiter ist zu beachten, dafl die Anzahl der Spuren im halben Reifen ein ganz-
zahliges Vielfaches von % sein muB, da an der halben Giirtelbreite B genau
n= %m Spuren bei n Segmenten beteiligt sind.

Ein moglicher Algorithmus wird anhand von Abbildung 5.6 beschrieben:

Abbildung 5.6: Geometrie der Abwicklung eines Kordes auf dem Giirtel

Es wird die Existenz bzw. die Kenntnis

— des Kordlagenwinkels 3 des Giirtelverbandes

—  der Glrtelbreite 2B und

—  einer einmal stetig differenzierbaren Kontur y(z) des halben Giirtels vom
Aquator (z = 0) bis zur halben Giirtelbreite (z = B)

vorausgesetzt. Mit Hilfe der einfachen geometrischen Zusammenhénge

b = y(z) do
a = b- tan(ﬂ)
0
dy = g—z dz = dz = y(z) tan(f) - cos (arctan (y/(z))> dip
tan(y) = G_Z =y'(2)
dz = a-cosvy ),

(5.1)

gewinnt man als Vorschrift fiir die Berechnung der Breitenkoordinate z(go) das
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Integral
©
2(p) = /y(z) tan () cos <arctan (y’(z))) de, (5.2)
0

das man mit der Bedingung z(0) = 0 als Anfangswertproblem l6sen kann, um
geeignete Topologien zu finden.

Stufe 1: Zunéchst definiert man eine Zielkantenléinge L
Elemente in Umfangsrichtung sowie L und L

und L .. der
in Querrichtung.

¥Pmin

Zmin Zmax

Stufe 2: Aus dem bekannten Auflenradius R und der Giirtelbreite 2B ge-
winnt man die dazugehorigen Teilungsbereiche in Umfangsrichtung
(Segmente) Spmin = §(L%,m) und Spax = §(L<pmax) sowie in Quer-
richtung (Spuren) mpyin = Th(L@mm) und Mmax = rh(L ) nach
§(L) = Integer(%) und ﬁ’L(L) = Integer(%).

Pmax

Stufe 3: AnschlieBend berechnet man fiir alle Kombinationen (s, m) die sich

ergebende Giirtelbreite mit s € [Smin, Smax)s M € [Mmin, Mmax) Dach
Pn

1 2
B(sn) = /dz; mit n = M ¥n = gn und dz nach Gleichung (5.1).
0

Stufe 4: Wenn man bei der Integration das Intervall [z <B< z—l—dz] erreicht
hat, wihlt man sich den niher zu B liegenden Wert als By ,,) aus
und speichert diesen fiir den Fall || By ,,,) — B|| < ¢ aus eine mogliche
Teilungsvariante.

Mehrere auf diese Art erstellte Teilungsvarianten wurden bereits in Abbil-
dung 2.6 in Abschnitt 2.1.1.4 gezeigt.
Es wurde die Topologie aus

Kordlagenwinkel 5 = 20.66°

Anzahl Querschnitte QS = 52

Anzahl Punkte je Querschnitt PQS = 23

Index der ersten Giirtelspur, abgezéhlt vom Felgenrand GSPUR; = 6

ausgewéhlt, die sich durch die Anzahl der erforderlichen Modellfreiheitsgrade
im Verhiltnis zur dargestellten Elementkantenlinge in Umfangsrichtung am
Reifenéiquator und durch die gute Ubereinstimmung mit der Teilung des Mehr-
schichtmodells qualifizierte. Daraus entstehen fiir den generischen Querschnitt
die in Tabelle 5.1 angegebenen Punktkoordinaten, die schon in Abbildung 5.4
dargestellt wurden.

5.1.1.2 Randbedingungen des Einschichtmodells

Wie in Kapitel 2.1.3 beschrieben, spielt die Anbindung des Reifens an die Fel-
ge eine wichtige Rolle fiir die adédquate Abbildung der gemessenen, bekannten
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coordinates
3 23
$Spur X y z
1 0.00000+0 1.95000+1 -6.70000+0 <« Felge
2 0.00000+0 2.10000+1 -7.92500+0 <+ Seiten-
3 0.00000+0 2.29000+1 -9.25000+0 wand
4 0.00000+0 2.49000+1 -9.86000+0 “n
5 0.00000+0 2.67500+1 -9.41000+0 0=
6 0.00000+0 2.83420+1 -7.94151+0 <« Giirtelrand
7 0.00000+0 2.88396+1 -6.71760+0 <« Giirtel
8 0.00000+0 2.91768+1 -5.42043+0 -0
9 0.00000+0 2.93939+1 -4.08510+0 “n
10 0.00000+0 2.95625+1 -2.73407+0 —n=
11 0.00000+0 2.96636+1 -1.37018+0 <« Giirtel
12 0.00000+0 2.96800+1 0.00000+0 < Gilirtelmitte
13 0.00000+0 2.96636+1 1.37018+0 «— Giirtel
14 0.00000+0 2.95625+1 2.73407+0 “n
15 0.00000+0 2.93939+1 4.08510+0 -0
16 0.00000+0 2.91768+1 5.42043+0 “n
17 0.00000+0 2.88396+1 6.71760+0 «— Giirtel
18 0.00000+0 2.83420+1 7.94151+0 « Glirtelrand
19  0.00000+0 2.67500+1 9.41000+0 «— Seiten-
20 0.00000+0 2.49000+1 9.86000+0 wand
21 0.00000+0  2.29000+1 9.25000+0 0=
22 0.00000+0 2.10000+1 7.92500+0 0=
23 0.00000+0 1.95000+1 6.70000+0 «— Felge
end option

Tabelle 5.1: Koordinaten des generischen Querschnittes des Einschicht-
modells

elastischen Eigenschaften der Querschnitte (z.B. Pumpfiguren, Federkennlinie,
Eigenfrequenzen usw.).

In dieser Arbeit wird das Einschichtmodell mittels biegeelastischer Anbindung

an die starre Felge gefesselt. Dies wird realisiert, indem den Felgenrandpunk-

ten der aktuelle Verschiebungszustand der gefiihrten Felge aufgeprégt wird. Die

Torsionssteifigkeit des Wulstes um den Wulstkern wird durch eine Biegesteifig-

keit analog zu Kapitel 2.1.3.2 abgebildet, die gegen eine Querdeformation der

ersten Seitenwandspur arbeitet. Es wurde beim verwendeten Mesh eine Stei-
daN cm

figkeit von cpy = 220047 die durch Identifikation aus den o.g. elastischen

Eigenschaften abgeleitet wurde.

Die Felge wird als starrer triger Kérper modelliert, der um die Radachse frei
drehbar gelagert ist und ansonsten im Raum fixiert ist (analog zum Flachband-
priifstand).

5.1.1.3 Parametrisierung des Einschichtmodells

Die kontinuumsmechanische Grundlage der Parameter des Vielteilchen-Membran-
Modells bildet das Modell des elastisch gebetteten Kreisringmodells (s. [B6hm.66b,
B6hm.89, Bannwitz.95, Zegelaar.97, u.a.]). Der auf Grundlage dieses Modellan-
satzes durch Parameteridentifikation erstellte und in dieser Arbeit verwendete
Parametersatz eines 195/65R15-PKW-Reifens wurde in Tabelle 2.1 auf Sei-
te 36 vorgestellt. Die erforderliche Methodik, um auf moglichst allgemeine Art
und Weise unter Beriicksichtigung der vorhandenen Topologie, Elementléngen
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und —abstédnde diese kontinuumsmechanischen Parameter durch einen diskreten
Netzverbund aus Seilen und Stdben nach der Vielteilchenmethode darzustellen,
wurde in den Abschnitten 2.1.5.1 und 2.1.5.2 erldutert. Diese Methodik wurde
im Simulationsprogramm genau wie dort beschrieben implementiert, wodurch
nur noch wenige, mefitechnisch leicht zugéingliche Parameter benttigt werden.
Diese Parameter werden in Tabelle 5.2 zusammengefafit angegeben.

‘ Grofe lBedeutung

verwendeter Wert

Esic | E-Modul von Stahl 2070000 %%
Esic | E-Modul der Stahlkorde 310000 4o
EReyon | E-Modul der Reyonkorde 31000 %
EGummi | mittlerer E-Modul des Gummi 65 ﬁg{;’
Eswgi,, | E-Modul der SW-Diagonalen 1220 ‘jgf;f
tKarkasse | Dicke aller Karkafllagen 0.75 cm
tquertel | Dicke einer Giirtellage 0.05 cm
tBandage | Dicke der Giirtelbandage 0.24 cm
tsw maximale Dicke der Seitenwand (Gummi) 1.45 cm
tsw,,, | minimale Dicke der Seitenwand 0.60 cm
tprotektor | Dicke des Protektors (Gummi) 1.42 cm
IRing Durchmesser des Wulstkerns 1.25 em
PReyon | Dichte der Reyonlagen 1.4-1073 ck#
pstC mittlere Dichte der Stahlkordlagen 7.20-1073 C’;ﬁg
PCGummi | mittlere Dichte des Gummi 1.18-1073 61:53
pst | Dichte von Stahl 7.68-1073 Lo
Chy Guertelbiegesteifigkeit quer 3.0 daN cm
Ch, Guertelbiegesteifigkeit ldngs 170 daN cm
Chy Guertelbiegesteifigkeit Wulst 2200 daN cm
CN Stollensteifigkeit Normalrichtung 380 %
Cx Stollensteifigkeit Umfangsrichtung 140 dg—mN
Cy Stollensteifigkeit Querrichtung 140 dcanjj
kpamp | LEHRsches Démpfungsmaf 3.1 %

Tabelle 5.2: Parametersatz des Vielteilchenmodells

5.1.1.4 Anpassung der Parameter an Federkennlinie Pumpfiguren
und Eigenfrequenzen

Die Parameter aus Tabelle 5.2 stellen bereits das Ergebnis eines durchgefiihr-
ten Feintuningprozesses dar. Sie wurden zunéchst ,,grob* vom kontinuumsme-
chanischen Parametersatz nach Tabelle 2.1 und wie in Abschnitt 2.1.5 schon
erlautert abgeleitet und dann durch geringfiigige Variantion angepaflt, so daf}
das Vielteilchenmodell die gemessenen modalen Eigenschaften hinreichend gut
abbildete (s. Abbildung 5.7). Auflerdem erreicht der Einschichtreifen die Auf-
standskraft beim stationdren Rollen von 327.4N und beim statischen Abplatten
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Power-Spektrum mit Guertelbiegung
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Abbildung 5.7: Eigenfrequenzen der Reifenstruktur nach Parameterop-
timierung

von 329.0N, jeweils bei einer Abplattung von 1.5¢m an der Achse (s. Abbildun-
gen 5.8 und 5.15).

Dabei wurde der komplexe bekannte und unterschiedliche Einflu} der einzel-
nen Parameter (vor allem Kordsteifigkeiten, Biegesteifigkeiten des Giirtels in
Léngs— und Querrichtung, Wulstbiegesteifigkeit, weniger Masseverteilung und
Dampfung) auf die entstehende Achslast und die modalen Eigenschaften des
Reifenmodells ausgenutzt.

So kann man durch gezieltes Tuning der fiir eine hinreichend gute Darstellung
der statischen und modalen Eigenschaften leider nur zu grob abschétzbaren
Parameter sehr gut Einflul nehmen

— auf die Verschiebung des Eigenfrequenzspektrums im Frequenzbereich ins-
gesamt,

— auf die Lage vor allem der niederen Eigenfrequenzen zueinander und

— auf die Spreizung des gesamten Eigenfrequenzspektrums iiber die Fre-
quenzachse.

Damit kann das gemessene Frequenzspektrum und die Federkennlinie dann sehr
gut wiedergegeben werden.

Diese Variation wurde manuell, begleitet von einer entsprechenden Serie von
Simulationen durchgefiithrt und kann sicherlich optimaler gestaltet werden.
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Abbildung 5.8: Federkennlinie des Einschichtmodells

Simulationsergebnisse

5.1.2.1 Beschreibung des Szenarios des Beispiels

Die Simulation des instationéren Rollvorganges des Reifens wurde nach folgen-
dem Szenario bei einer Schrittweite von At = 1.0-107° s organisiert:

1.)

Inflationphase:

Luftdruckbefiillung mit linear steigendem Druck von p = 0 bar — 2.0 bar.
Im Anschlufl an diesen Vorgang wurde ein Restart-File mit der Konfi-
guration des aufgepumpten Reifens geschrieben und der Simulationszeit
tstart = 0.0 s zugeordnet. Dies ist wegen der unterschiedlich ablaufenden
Aufpumphasen beim Einschicht— und Mehrschichtmodell von Vorteil.
Dadurch beginnen alle Zeitschriebe bei der Simulation der &ufleren Me-
chanik des Rollvorganges nach dem Aufpumpvorgang.
Abplattungsphase:

Jetzt wurde der Reifen, dessen Felge fest, aber drehbar auf der Achse ge-
lagert wurde, innerhalb von Tgp, = 0.3 s um Azgge = 0 cm — 1.5 cm,
gemessen an der Achse vertikal abgeplattet, (s. Abbildung 5.9). Anschlie-
Bend wurde die Achse auf dieser Hohe vertikal fixiert und verblieb dort
bis zum Ende des Rollvorganges.

Diese Vorgehensweise stellt eine fiir den Rollvorgang sehr harte Bedin-
gung dar, da somit der Achse eine praktisch unendlich grofle Trigheit
zugeordnet wird - die Achse wird dynamisch starr. Das ist ein in der
realen Welt nicht auftretender Zustand, da die dynamische Elastizitit
der Achsaufhéingung und der Felge beim praktischen Rollvorgang oder
am Priifstand niemals unendlich hoch ist. In der Tat zeigen Rechnungen
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mit dhnlichen Modellen, bei denen die Abplattung durch eine im Gravita-
tionsfeld befindliche realistische Masse an der Achse erzeugt wird, deutlich
sanftere Kraftverlaufe.

dynamisches, beschleunigtes Rollen:

Nach Erreichen der vollen Abplattung wird der Boden unter dem Reifen
unter einem Winkel von § = 3° mit linear ansteigender Geschwindigkeit
Vo VBoden0 kTm — 40 kTm iiber einen Zeitraum von Tpescn;. = 0.4 s wegge-
zogen (s. Abbildung 5.10).

Durch das Wegziehen des Bodens gegeniiber dem Reifenlatsch entstehen
Reibkrifte, die ein Antriebsmoment auf den Reifen erzeugen.

Die Drehbewegung des Reifens entsteht dann durch Integration der Dreh-
trigheit des Reifens incl. der Felge (Jrim = 50kgcm?) um die reibungsfrei
drehbar gelagerte Achse (s. Abbildung 5.11).

Der Reifen hat bis hierher 1 Rotation und 65° Rollbewegung absolviert.

dynamisches, gleichméfiiges Rollen:

Wenn die Hochstgeschwindigkeit des Beispiels erreicht wurde, wird mit
konstanter Endgeschwindigkeit solange unter Beibehaltung des Schrig-
laufwinkels weitergerollt, bis sich ein stationérer Rollzustand einstellt
(s. Abbildung 5.10).

Als Kriterium fiir die Entscheidung, ob ein stationdrer Rollzustand er-
reicht wurde, wird die kinetische Energie (s. Abbildung 5.12) benutzt.
Zum Ende der Simulation hat der Reifen genau 2.3729 Rotationen aus-
gefiihrt, also 2 Rotationen zzgl. ca. 135° Rollbewegung.
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Abbildung 5.9: Abplattung an der Achse wihrend des Rollvorganges
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Abbildung 5.10: Geschwindigkeitsverlauf wihrend des Rollvorganges
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Abbildung 5.11: Felgenwinkel wihrend des Rollvorganges
5.1.2.2 Achskrifte zufolge der ,,dufleren Mechanik*

Im folgenden sollen die sich einstellen der Achskrifte diskutiert werden.

Zunéchst erscheinen die Achskrifte ziemlich rauh. Dies ist aber wie bereits zu
Anfang dieses Abschnittes diskutiert kein Modellfehler, sondern eine Folge
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Abbildung 5.12: Kinetische Energie des Einschichtmodells bis zum sta-
tiondren Rollen

—  der starren Achsfithrung,

—  des Polygoneffektes,

—  der parallel zum Polygoneffekt grob gehaltenen rdumlichen Abtastung des
Kontaktes durch ,,Borsten“ an den Giirtelpunkten und

—  des verwendeten Reibungsgesetzes:
Es wurde mit einem Haftreibungskoeffizient von pp = 0.8, ug = 0.5 und
einer Stickgrenzgeschwindigkeit von vger = 0.05 < gearbeitet.

Sehr deutlich sind im Spektrum der Achskréfte (s. Abbildung 5.13) beim sta-
tionédren Rollvorgang die vom Polygoneffekt herrithrenden Frequenzen von 310Hz
und und 620Hz zu erkennen.
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Abbildung 5.13: Spektrum der Achskréfte bei stationdrem Rollen mit
v = 40’%”

Die Stolleneingriffsfrequenz liegt bei einer Rollgeschwindigkeit von vgeden =
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4()’“7m und einer Polygonkantenlinge von A s = 35.841 mm am Aquator bei
ziemlich exakt 310Hz. Die Verdopplung dieser Frequenz beim Polygoneffekt
liegt daran, dafl beim Durchlauf eines Reifensegmentes durch den Kontakt nicht
nur dann ein Stof3 entsteht, wenn die Spitze des Polygonzuges abbrollt, sondern
auch dann, wenn die gerade Verbindungslinie zwischen den Punkten auf den
Boden trifft (s. Abbildung 5.14). Diese Verbindungslinie ist gegeniiber dem ef-
fektiven Reifenradius kleiner und der Reifen ,,fallt“ praktisch beim Rollen dort
hinein.

Abbildung 5.14: Gegeniiber der Stollengriffsfrequenz doppelte Anre-
gungsfrequenz durch den Polygoneffekt

Einen typischen und in vielen Messungen bestétigten Verlauf zeigt die Vertikal-
kraft an der Achse (s. Abbildung 5.15).

Der erste lineare Teil entspricht der Abplattungsphase. Dann stellt sich zu Be-
ginn des Rollvorganges zuniichst eine temporire Uberhéhung der Vertikalkraft
ein. Sehr schon ist der ruhige Bereich bis ca. teipron = 0.38s zu erkennen, wo der
Reifen sich gegen den Schraglaufwinkel zu verspannen beginnt und noch iiber-
wiegend haftend rollt. Dem schliet sich der Ubergangsbereich an, wo der Reifen
tangentiale Stick— Slip—Schwingungen ausfiihrt, die sich auch in der Vertikal-
kraft wiederfinden. Die steigenden Amplituden der Kraftschwankungen sind
darin begriindet, dafl der Modellreifen bei diesen Geschwindigkeiten durch den
Polygoneffekt genau in seinen Eigenfrequenzen angeregt wird.

Nach tconst = 0.7 s wird die Bodengeschwindigkeit konstant gehalten. Der Rei-
fen geht in einen nahezu stationéiren Roll- und Schwingungszustand {iber.

Die bei der Diskussion der Vertikaldynamik getétigten Ausfithrungen zur Querdy-
namik werden durch den Zeitschrieb der Seitenkrifte an der Achse bestétigt.
Diese Schwingungen finden bei einer anderen Frequenz statt, die durch die ge-
geniiber der Radialsteifigkeit unterschiedliche Seitensteifigkeit des Reifens be-
griindet ist.

Die Vorwirtskraft an der Achse entspricht ebenfalls dem zu erwartenden Zeit-
verlauf.

Zunichst wird durch die Drehbeschleunigung im Kontakt die nur sehr schwach
geddmpfte Umfangsschwingung des Giirtels gegeniiber dem Rest des Rades incl.
der Felge angeregt. Die dadurch zunichst nahezu harmonisch vonstatten ge-
hende Torsionsschwingung wird dann durch den Einflul der Quer— und Ver-
tikaldynamik ab tejnron = 0.38 s, wo der Reifen eine Rollgeschwindigkeit von
VBoden = S kTm erreicht hat, stark aufgerauht.
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Abbildung 5.15: Achskraft in Vertikal- (y—) Richtung bis zum stationé-
ren Rollen

Bei Eintritt in die Phase des gleichméfiigen Rollens schwingt die Vorwérts-
kraft klarerweise auch auf die antreibende Seite tiber und pendelt sich dann auf
einen Wert von F, = 1.07 daN ein. Das entspricht einem Rollwiderstand von
nur 0.33%. Der Autor ist sich bewuft, dafl dies kein realistischer Wert ist. Es
hiitte sich ein Rollwiderstand von ca. 2% .. .3% einstellen miissen.

Er erklart sich dieses Verhalten dadurch, daf§ der relativ grob modellierte Rei-
fen bzgl. der Torsionsschwingungen moglicherweise zu weich modelliert wurde.
Das Reifenmodell hat dadurch die Méglichkeit, den sich aufbauenden Rollwi-
derstandskriften, die zusétzlich von der rauhen Vertikal- und Querdynamik
abhéngig sind, immer wieder durch entsprechende Torsionsschwingungen aus-
zuweichen. Das kann zur Folge haben, daf} sich die Wirkung des — durch Ver-
lagerung der mitteleren Aufstandskraft in Rollrichtung nach vorne aufbauen-
den — Rollwiderstandsmomentes nicht richtig ausbilden kann. In Verbindung
mit der Quer— und Vertikaldynamik fithrt das bei dem Reifenmodell zu ei-
ner Verschiebung der Nullachse der Torsionsschwingungen hin zu kleinerem
Rollwiderstand. Wie man erkennt, liegt die Schwankung der Achskraft in x—
Richtung in der Groflenordnung der realistischerweise zu erwartenden Kraft
von F,_, ~ (6.6...10) daN.

5.1.2.3 Gleitgeschwindigkeit im Latsch bei Schriglauf

Hier soll gezeigt werden, wie das Einschichtmodell in der Lage ist, einen inte-
ressanten Effekt beim instationéren Rollvorgang abzubilden:
Das Durchlaufen von Wellen der Gleitgeschwindigkeit zwischen Stollen und Bo-
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Abbildung 5.16: Achskraft in Quer— (z—) Richtung bis zum stationéren
Rollen

in Tangentialrichtung durch den Latsch.

In Umfangsrichtung verteilt sich die Gleitgeschwindigkeit im wesentlichen nach
dem bekannten Verteilungen: Nach dem Einlauf tritt vorwiegend Haften auf mit
einer sich anschliefenden elastischen Verspannung der Stollen. Nach Erreichen

der

Hochstgrenze des Verspannens tritt Gleiten auf. Dann steigt die Gleitge-

schwindigkeit zum Auslauf hin an.

Diese Verteilung der Gleitgeschwindigkeit in x—Richtung bleibt auch dann er-
halten, wenn bei héheren Slipgeschwindigkeiten des Reifens fast alle Stollen des
Latsches gleiten.

In Tangentialrichtung (z—Richtung) treten recht verschiedene Durchlaufbewe-
gungen auf.

Bei kleinen Gleitgeschwindigkeiten gleiten vor allem die Stollen auf der
Seite des Latsches, der in Richtung des Schriglaufwinkels liegt, der kur-
veninneren Seite. Bei diesem Beispiel ist das die Seite des Latsches mit
positiven z—Koordinaten.

Bei steigender Slipgeschwindigkeit des Reifens entstehen am Auslauf auf
der kurvenéuferen Seite lokale Zentren mit hoherer Gleitgeschwindigkeit,
die dann auf die kurveninnere Seite (also von negativer z—Seite zur posi-
tiven z—Seite) hiniiberwandern.

Wenn die Slipgeschwindigkeit weiter steigt, dann verkiirzt sich die Wel-
lenléinge dieser Wanderung derart, dal das eine Gleitgeschwindigkeitszen-
trum noch nicht am kurveninneren Rand angekommen ist, wihrend am
kurvendufleren Rand schon wieder ein neues entsteht.
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Abbildung 5.17: Achskraft in Vorwérts— (x-) Richtung bis zum sta-
tiondren Rollen

—  Bei der simulierten Endgeschwindigkeit von v = 40 kTm sieht das Wellen-
bild dann bereits so aus, daf die Gleitzentren stéindig von einer Seite des
Latsches auf die andere hin— und herwandern.

Der Zustand bei der Rollgeschwindigkeit v = 40 kTm ist in der Bilderserie Ab-
bildung 5.18 auf den Seiten 146...148 dargestellt.

5.1.2.4 Kontaktkrifte

Kontaktzustand nach Abplattung
In Abbildung 5.19 werden die Kontaktkrifte zum Ende der Phase des statischen
Abplattens dargestellt, die reibungsfrei durchgefiihrt wurde.

Hinweis:

Aus Ubersichtlichkeitsgriinden werden die Krifte, die eigentlich
an der Spitze der Stollen wirken so dargestellt, als ob sie am
entsprechenden Punkte der fithrenden Reifenstruktur angreifen.
Zuséatzlich zur farblichen Unterscheidung wurden die groéfleren
Kontaktkréfte noch linger und mit stédrkerer Strichstérke gezeich-
net.

Die Vertikalkomponente der Kontaktkraftvektoren ist natiirlich
immer normal zur Latschoberfliche gerichtet. Zur Unterscheidung
von Haft— und Gleitzustand wird diese Komponente bei Gleiten
negativ dargestellt, so dafl der entstehende Kraftvektor an der x—
z—Ebene nach unten gespiegelt erscheint.
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Abbildung 5.18: Wandernde Gleitgeschwindigkeit in Querrichtung
beim stationéren Rollen
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Vielteilchen-Einschichtmodell des 195/65 R15
Kontaktkraft-Vektoren

Abbildung 5.19: Kontaktkrafte am Ende der statischen Abplattung

Alle Krifte stehen senkrecht auf dem Latsch, es gibt noch keine Tangential-
krafte. Man kann deutlich das Kontaktgebirge mit den iiberhohten Kontakt-
kriften am Latschrand erkennen. Diese Uberhohung ist auf den EinfluB der
Biegesteifigkeit des Giirtelverbandes zuriickzufiithren. Auflerdem ist eine schwa-
che Welligkeit der Membran zu beobachten, die aufgrund der Bettung der bie-
gesteifen Giirtelschicht auf der elastischen Protektorschicht entsteht und die
mechanisch korrekte Losung darstellt.

Kontaktzustand nach Ende der Haftphase

Im Anschluf an die Statik wurde im Rechenbeispiel der Boden mit einem
Schraglaufwinkel von 6 = 3° in x—Richtung weggezogen. In Abbildung 5.20
sind die Kontaktkriifte zum Ende der Haftphase dargestellt?.

Vielteilchen-Einschichtmodell des 195/65 R15
Kontaktkraft-Vektoren

Abbildung 5.20: Kontaktkrifte am Ende der Rollstrecke mit Haftung

Der Reifen hat nun eine Rollgeschwindigkeit von v = 7.6”“7m und ist iiber einen
Weg von s, ~ 8.3 cm bei einer Querbewegung des Bodens von s, ~ 4.3 mm

2Zur Verdeutlichung des momentanen Haftzustandes werden die Krifte an gleitenden Kon-
taktpunkten an der x — z—Ebene gespiegelt dargestellt. Die Krifte an haftenden Kontaktpunk-
ten werden ohne Modifikation entsprechend ihrer physikalischen Wirkungsrichtung gezeichnet
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abgerollt. Der anfinglich dominierende Haftzustand kann von den nun zu stark
tangential verspannten Stollen nicht mehr aufrechterhalten werden.

Aufer auf der stéirker belasteten kurvendufleren Seite gibt es fortan kaum noch
Haftzonen. Nur vereinzelt tritt nach einem Ausschnappen der Stollen Wieder-
haften ein, ein Zustand der aufgrund der steigenden Querslipgeschwindigkeit
aber immer nur sehr kurz anhélt.

Ein typischer Kontaktzyklus
In Abbildung 5.21 soll ein typischer Ablauf eines Kontaktzyklus gezeigt werden,
der im Rechenbeispiel im Zeitintervall von ¢ = [0.7955...0.8005] s stattfand.

Vielteilchen-Einschichtmodell des 195/65 R15 Vielteilchen-Einschichtmodell des 195/65 R15
Kontaktkraft-Vektoren Kontaktkraft-Vektoren

Vielteilchen-Einschichtmodell des 195/65 R15 Vielteilchen-Einschichtmodell des 195/65 R15
Kontaktkraft-Vektoren Kontaktkraft-Vekioren

Abbildung 5.21: Darstellung eines Kontaktdurchlaufzyklus

Betrachtet werden soll hauptséchlich die Entwicklung der Kontaktkrifte an dem
Reifenquerschnitt, der am Einlauf bei t = 0.7955 s gerade noch nicht in Kontakt
ist.

1.) t=0.7955s:
In den sich in Richtung Auslauf anschlieBenden 3 Querschnitten herrscht
ein weitgehend homogener Gleitzustand vor. Die Verteilung der Kontakt-
kréfte besitzt in jedem Querschnitt die Uberhéhung zufolge Biegung, wie
sie auch in fritheren Bildern aufgetreten ist.
Einzig auf der kurvendufleren Seite des Latsches gibt es Haftzonen, da
hier einzelne Punkte noch relativ wenig Tangentialbewegung bei Vorhan-
densein eines héheren Kontaktdrucks absolviert haben.

2.) t=0.7965 s:
Der neue Reifenquerschnitt ist in den Kontakt eingetreten. Nach einer auf-
grund des Darstellungsintervalls (100 Zeitschritte) unsichtbar bleibenden
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kurzen Haftphase der Punkte beginnen alle Punkte zu gleiten. Die Querge-
schwindigkeit des Bodens betrigt zu diesem Zeitpunkt vgegen, ~ 57.64,
die Rollgeschwindigkeit vpoden, ~ 11%. Damit betrdgt die Querverschie-
bung As, des Bodens relativ zum Reifen zwischen zwei dargestellten Bil-
dern As, = 0.576 mm.
Die Haftkraft auf der kurveninneren Latschseite hat mit weiterem Einlauf
in den Latsch an Grofie zugenommen. Die Kontaktkréfte am Reifenquer-
schnitt im Auslauf nehmen ab.

3.) t=0.7975 s:
Im betrachteten Reifenquerschnitt ist auf der kurvenédufleren Latschseite
ein weiterer Punkt in Kontakt gekommen.
Die Haftkraft hat weiter zugenommen.
Die Kontaktkrifte im Auslauf haben weiter abgenommen.

4.) t=0.7985 s:
Die Kraft an dem Punkt, der im vorherigen Bild gerade in Kontakt getre-
ten war, hat sich zur gréfiten Haftkraft im Latsch entwickelt, auf der kur-
veninneren Seite des betrachteten Querschnitts entstand ein neuer Kon-
taktpunkt.
Der Punkt mit der groflen Haftkraft des letzten Bildes hat sich losgerissen
und gleitet jetzt.
Der im letzten Bild noch im Kontakt befindliche Querschnitt im Auslauf
hat den Latsch verlassen.

5.) t=0.7995 s:
Dieser Zustand entspricht dem Kontaktzustand, der bei ¢t = 0.7955 s (s.0.)
existierte und wird nicht mehr dargestellt.
Der Kontaktzyklus beginnt von neuem.

Darstellung der Kontaktspannungen beim stationdren Rollen
Innerhalb der 5 ms, die in den 6 Episoden des stationdren Rollzustandes in
Abbildung 5.223 illustriert werden, legt der Reifen einen Rollweg von

SBoden, == 55.5 mm zuriick, also 1.55 Querschnitte zuiirck.

Damit diese Bewegung iiberhaupt sichtbar wird, wurde der Reifen durch Aus-
blenden von 4 Vierecken aus der Seitenwand markiert. Diese Vierecke befanden
sich zu Beginn des Rollvorganges im obersten Reifenquerschnitt.

Sehr schon ist die birnenférmige Ausbildung der Latschform mit der gréferen
Latschldnge auf der kurvendufleren Seite zu erkennen.

Gleichzeitig ist das Vor— und Zuriickwandern der Zone mit den maximalen
Kontaktkriften zwischen Einlauf und Auslauf ersichtlich.

Episoden der Kontaktspannungsverteilung wahrend des Rollvorganges
Zur illustration des insgesamt vollfithrten Rollvorganges werden in Abbildung 5.23
die Rollzusténde mit einem Zeitintervall von At = 0.1 s zusammengefafit dar-
gestellt. Der absolvierte Rollwinkel kann mit Hilfe der ausgeblendeten Vierecke
aus der Seitenwand abgeschétzt werden.

3In den Darstellungen des Reifens wird von hier an immer dann ein Teil der Seitenwand
ausgeblendet, wenn der momentane Rollwinkel erkennbar sein soll. Das ausgeblendete Stiick
der Seitenwand hat sich zu Beginn der Simulation immer am Top des Reifens befunden.
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Abbildung 5.22: Darstellung des stationdren Kontaktes
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Abbildung 5.23: Episoden der Rollbewegung
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Birnenform des Latsches zufolge Schraglauf

Bereits in Abbildung 5.22 konnte die Birnenform des Latsches erkannt werden.
Zur deutlicheren Darstellung wird Abbildung 5.24 beigefiigt. Aufgrund der ge-
geniiber der Latschgrofie relativ groben rdumliche Auflésung der Reifenstruktur
sind die Rénder des Latsches nicht glatt. Ein weiterer Grund fiir den zerkliifte-
ten Latschrand ist die Interpolationstechnik des Postprocessor-Programmes,
mit dem das Bild erstellt wurde.

Kontaktkraft-Verteilung

Abbildung 5.24: Birnenform des Latsches zufolge Schriglauf
5.1.2.5 Querdeformation der Reifenquerschnitte

Hier soll die Querdeformation des Reifens zufolge der aus dem Schréiglauf re-
sultierenden Seitenkraft dargestellt werden.

deformierter Querschnitt

Ausgangsquerschni tt/ Y

Vielteilchenmodell des 195/65R15

Abbildung 5.25: Querdeformation eines Querschnittes im Latsch zufol-
ge Schriglauf

Zunéchst sieht man in Abbildung 5.25, wie stark der Querschnitt in Latschmit-
te in Richtung der Seitenkraft gegeniiber der Referenzlage ohne Kontaktkrifte
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ausgelenkt ist.
Deutlich ist die versteifende Wirkung des Wulstes zu erkennen. Sie fithrt dazu,
daf sich die Querdeformation vorwiegens in der Seitenwand abspielt.
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Abbildung 5.26: Querdeformation des Reifens zufolge Schriglauf

Ebenso ist die leicht wellige Deformation der Karkasse erkennbar, die bereits
auf Seite 149 im Zusammenhang mit den Kontaktkréften diskutiert wurde.

Zusammenfassend sollen die Felder der Querdeformation in Abbildung 5.26 an-
gegeben werden.

Im Vergleich der y—x—Ansicht und der x—y—Ansicht (obere Reihe) ist zu er-
kennen, wie der Ring des Giirtels gegeniiber der Felge einerseits insgesamt zur
kurveninneren Seite verschoben wird und gleichzeitig um die Léngsrichtung (x—
Achse) zuriickgekippt wird. Dadurch tritt im oberen Bereich des Giirtels kaum
eine Querverschiebung auf, eine Tatsache, die vor allem bei Radaufthéngungen
mit knappem Package, wie z.B. McPherson-Federbeinen von grofler Bedeutung
ist. Durch den gegenldufigen Effekt der Giirtelverschiebung und des Zuriickkip-
pens bewegt sich der Giirtel am hochbelasteten kurvendufleren Rad nicht oder
nur wenig auf das Dampferbein zu.
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In der unteren Reihe (y-z— und z—x—Ansichten) wird die Querdeformation nach
Abbildung 5.25 in ihrer Verteilung iiber der Reifenumfang gezeigt. Es ist zu be-
merken, daf} sich die tatsédchliche Auslenkung in Querrichtung im wesentlichen
im Bereich ca. + 60° um den Aufstandspunkt herum abspielt.

5.1.2.6 Biegekriifte
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Abbildung 5.27: Biegekrifte im Wulstbereich ohne Querdeformation

Ein interessanter Aspekt bei der Simulation des Kontakt— und Rollvorganges
des Reifens ist die durch Abweichung der deformierten Reifenstruktur von der
idealen Membranlésung entstehende Biegung.

Wie in der Einleitung diskutiert, ist es in der Praxis leider nicht moglich, den

Vielteilchen-Einschichtmodell des 195/65 R15
Kraefte zufolge Biegung

Abbildung 5.28: Biegekrifte in der Seitenwand mit Querdeformation

Reifen so diinn zu bauen, dafl er sich wie eine ideale Membran verhélt. Durch
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den erforderlichen endlichen Abstand zwischen den Kordlagen entsteht eine
Biegesteifigkeit. Biegung ist in erster Linie ein unerwiinschter Deformationszu-
stand, der energiereicher als der Membranzustand ist. Da die Reifenquerschnitte
wihrend des Rollvorganges einen immer wiederkehrenden Biegedeformations-
zyklus durchlaufen, verursachen die sich dadurch stdndig &ndernden Biegespan-
nungen eine permanente Dissipation. Das ist vor allem fiir die Reduktion des
Rollwiderstandes von Interesse.

Wenn es aber schon nicht moglich ist, biegemomomentenfreie Reifen zu kon-
struieren, dann kann man auch den Biegeeffekt ausnutzen.

So wird z.B. zur Steigerung der Seitensteifigkeit der Wulst sehr biegesteif aus-
gefithrt, wodurch der Reifen ein préziseres Lenkverhalten bekommt. In Abbil-
dung 5.27 sieht man, wie die Biegekrifte den Giirtelreifen bei der Ausbildung
einer im Wulstbereich steilen Kontur unterstiitzen, wodurch die Radialsteifig-
keit des Reifens gesteigert wird.

In Abbildung 5.28 sieht man, wie die Biegekréfte im Wulst die allgemeine Quer-
deformation der Reifenstruktur im Latschbereich behindert und damit die Sei-
tensteifigkeit anhebt.
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Abbildung 5.29: Biegekrifte im Latschbereich zufolge Einebnung nach
statischer Abplattung

Eine andere Moglichkeit, die Biegung auszunutzen bietet sich in der Beeinflus-
sung der Latschform. So erzielt man durch Biegesteifigkeit im Giirtel eine Ver-
kleinerung der Aufstandsfliche. Damit erh6ht sich der Kontaktdruck und der
Kontakt zur Fahrbahn wird unanfilliger gegeniiber Imperfektionen der Ober-
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Abbildung 5.30: Typische Biegekrifte im Latschbereich zufolge Eineb-
nung beim Rollen

flichen mit der Folge, dal man die effektive Traktion steigern kann (s. Abbil-
dungen 5.29 und 5.30).

5.2 Simulation der inneren Mechanik mit dem FE-
Modell

Fiir die Simulation der inneren Mechanik wurde ein allgemeiner Finite—Elemente—
Code entwickelt, der

+ in der Lage ist, mit dem Umfang des erforderlichen numerischen Aufwan-
des auf gewohnlichen PC-Computern umzugehen,

+  4-,6-und 8-Knoten Volumenelemente sowie 2-Knoten Stab—/Seilelemente
besitzt, in welchen die besonderen Anforderungen des Energie-Impuls—
Erhaltungsalgorithmus an die Struktur sowohl der Elementunterprogram-
me als auch des Programmbaumes realisiert und mit KIRCHHOFFschem
und MOONEY—RIVLIN-Material arbeiten,

+  unterschiedlichste Arten der Lastaufbringung ermdoglicht,

+ in der Lage ist, Fehler bei der Dynamik—Formulierung von Volumenele-
menten mit MOONEY—RIVLIN-Material, wie sie in modernen komerziellen
FE-Codes vorhanden sind zu beheben,

+ in der Lage ist, statische und transient dynamische Simulationsldufe se-
quentiell zu rechnen,

4+  durchgehend mit materiellen Koordinaten und nicht mit einer raumli-
chen Formulierung arbeitet, da somit eine Drift bei der Integration des
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von der Struktur okkupierten Raumes (rdumliche Integrationsgrenzen)
ausgeschlossen wird,

+  eine Datenschnittstelle zum Pre— und Postprocessing—Tool eines fiithren-
den Programmsystems fiir die Anwendung der Finiten—Elemente-Methode
auf nichtlineare und nichtkonvexe Variationsprobleme besitzt, wodurch
einerseits dort die Erstellung der Modelle und anderseits dort die Aus-
wertung der Ergebnisse méglich ist,

+  eine Vielzahl von Komfortmerkmalen (verschiedenste Schnittstellen; schliis-
selwortgesteuerte Eingabedatei ohne Zwang an Reihenfolge oder Um-
fang der Karten; Restart; Steuerung des Echos der Simulation, der varia-
blen Einbindung von problemspezifischen Unterprogrammen, der Histo-
rie zur Art des Programmlaufes, der Belastungen und Randbedingungen
(Fithrung), des Solvers, variabler Abbruchkriterien, der Verwendung der
Schnittstelle zur ,dufleren Mechanik“ usw. usf. durch die Eingabedatei
ohne Recompilierung; dynamisches Speichermanagement; 6konomisches
Filehandling; verschiedene Solver, Topologien, Elemente, Parametrierun-
gen usw. usf.) enthilt, ohne die eine Simulation von Problemen der prisen-
tierten Groflenordnung praktisch nur sehr schwer durchfiithrbar ist,

+  streng modular und weitestgehend in ANSI-FORTRAN—77 programmiert
sowie gut kommentiert ist, um eine spitere Pflege, Weiterentwicklung,
Erweiterung oder Portierung des Codes zu ermoglichen und der schliefSlich

4+  die Schnittstelle zum Modell fiir die ,duflere Mechanik®“ des rollenden
Reifens besitzt.

5.2.1 Parametrisierung des Finite-Elemente-Modells
5.2.1.1 Geometrieerzeugung des FE—Modells

Wie bereits frither erwadhnt soll das FE-Modell das Schichtverhalten der Rei-
fenstruktur abbilden. Deshalb werden der Giirtel und die Karkasse zu einzelnen
Schichten aufgelost modelliert. Dazu wird die Technik von [Feng.94] angewendet
(s. Abbildung 5.31). Dies erméglicht eine direkte Zuordnung der kontinuums-
mechanischen Eigenschaften der Reifenstruktur zu den Parametern der verwen-

deten Finiten Elemente.
2 Seilelemente fiir
AuBengiirtelkorde

— | 4 Volumenelemente
fiir &uflere
Gummischicht

2 Seilelemente fiir
Innengiirtelkorde

4 Volumenelemente
fiir innere
Gummischicht

2x1 Seilelement fiir Karkaikorde

Abbildung 5.31: Auflésung des Schichtverbandes in Volumenelemente
und Seile
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Die Erzeugung der geeigneten Topologie der einzelnen Layer erfolgt vollig ana-
log zur Vorgehensweise in Abschnitt 5.1.1.1. Man ermittelt zunéchst die La-
ge der Korde in einem Gleichgewichtsquerschnitt (s. Abbildung 5.3) und kann
daraus direkt die infrage kommenden Koordinaten der Knotenpunkte der Struk-
tur ableiten.

Nachdem die Anordnung der Kordlagen im Querschnitt bekannt sind, wird
durch die ebenfalls in Abschnitt 5.1.1.1 dargestellte Technik des Abwickelns auf
dem raumlichen Reifentorus eine geeignete Teilung der Struktur in Umfangs—
und in Querrichtung ermittelt.

Das vorliegende Reifenmodell des 195/65R15 verwendet eine Teilung von

— 52 Querschnitten,

- 7 Diagonalkorden durch einen Giirtelquerschnitt*

- 3 Elementreihen fiir die Seitenwand und

- 2 Elementreihen fiir den Ubergangsbereich an der Schulter.

Tabelle 5.3 listet die erzeugten Koordinaten des generischen Reifenquerschnit-
tes, aus dem durch Rotation um die Radachse die iibrigen Knoten generiert
werden. Diese Punkte werden nochmals in Abbildung 5.32 dargestellt.

Abbildung 5.32: Generische Querschnittsgeometrie des Schichtmodells

Damit ergeben sich fiir das Modell die Dimensionen, wie sie in Tabelle 5.4
aufgelistet sind.

5.2.1.2 Randbedingungen des FE—Mehrschichtmodells

Der Vollsténdigkeit halber sollen die beim Modell der ,,inneren Mechanik® ver-
wendeten Randbedingungen genannt werden.

“Der Begriff von ,Spuren® wie beim Einschichtmodell ist bei der Modelliertechnik des
Schichtmodells nicht geeignet, da ein Finites Volumenelement einen grofieren Bereich als eine
»Spur (nach dem Verstédndnis der Modelliertechnik beim Einschichtmodell) iiberstreicht.
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coordinates
3 71
$Knoten X y z $Knoten X y z
1 0.00000+0 1.94800+2 -6.40000+1 2 0.00000+0 2.20000+2 -8.12000+1
3 0.00000+0 2.46300+2 -9.72000+1 4 0.00000+0 2.60300+2 -9.68000+1
5 0.00000+0 2.64300+2 -9.52000+1 6 0.00000+0 2.74800+2 -8.85000+1
7 0.00000+0 2.78500+2 -8.48000+1 8 0.00000+0 2.82600+2 -7.96000+1
9 0.00000+0 2.88700+2 -6.63600+1 10 0.00000+0 2.92100+2 -5.35600+1
11 0.00000+0 2.94300+2 -4.03800+1 12 0.00000+0 2.95390+2 -2.69800+1
13 0.00000+0 2.96150+2 -1.35100+1 14 0.00000+0 2.96150+2 0.00000+0
15  0.00000+0 2.96150+2 1.35100+1 16  0.00000+0 2.95390+2 2.69800+1
17 0.00000+0  2.94300+2 4.03800+1 18 0.00000+0 2.92100+2 5.35600+1
19 0.00000+0 2.88700+2 6.63600+1 20 0.00000+0 2.82600+2 7.96000+1
21 0.00000+0 2.78500+2 8.48000+1 22 0.00000+0 2.74800+2 8.85000+1
23 0.00000+0 2.64300+2 9.52000+1 24 0.00000+0 2.60300+2 9.68000+1
25 0.00000+0 2.46300+2 9.72000+1 26 0.00000+0 2.20000+2 8.12000+1
27 0.00000+0 1.94800+2 6.40000+1 28 0.00000+0 1.94800+2 -7.32000+1
29 0.00000+0 2.15700+2 -8.68000+1 30 0.00000+0 2.45000+2 -9.92000+1
31 0.00000+0 2.61000+2 -1.00000+2 32 0.00000+0 2.65500+2 -9.87000+1
33 0.00000+0 2.76700+2 -9.10000+1 34 0.00000+0 2.81000+2 -8.65000+1
35 0.00000+0 2.85900+2 -7.95000+1 36 0.00000+0 2.90270+2 -6.67300+1
37 0.00000+0 2.93360+2 -5.37800+1 38 0.00000+0 2.95480+2 -4.05400+1
39 0.00000+0 2.96710+2 -2.70900+1 40 0.00000+0 2.97130+2 -1.35500+1
41 0.00000+0 2.97200+2 0.00000+0 42  0.00000+0 2.97130+2 1.35500+1
43 0.00000+0 2.96710+2 2.70900+1 44  0.00000+0 2.95480+2 4.05400+1
45 0.00000+0 2.93360+2 5.37800+1 46  0.00000+0 2.90270+2 6.67300+1
47 0.00000+0 2.85900+2 7.95000+1 48 0.00000+0 2.81000+2 8.65000+1
49 0.00000+0 2.76700+2 9.10000+1 50 0.00000+0 2.65500+2 9.87000+1
51  0.00000+0 2.61000+2 1.00000+2 52 0.00000+0 2.45000+2 9.92000+1
53 0.00000+0 2.15700+2 8.68000+1 54 0.00000+0 1.94800+2 7.32000+1
55 0.00000+0 2.78000+2 -9.30000+1 56 0.00000+0 2.82700+2 -8.75000+1
57 0.00000+0 2.87700+2 -7.91300+1 58 0.00000+0 2.92050+2 -6.71200+1
59 0.00000+0 2.94670+2 -5.39800+1 60 0.00000+0 2.96870+2 -4.07300+1
61 0.00000+0 2.98220+2 -2.72300+1 62 0.00000+0 2.98920+2 -1.36400+1
63 0.00000+0 2.99000+2 0.00000+0 64 0.00000+0 2.98920+2 1.36400+1
65 0.00000+0 2.98220+2 2.72300+1 66 0.00000+0 2.96870+2 4.07300+1
67 0.00000+0 2.94670+2 5.39800+1 68 0.00000+0 2.92050+2 6.71200+1
69 0.00000+0 2.87700+2 7.91300+1 70 0.00000+0 2.82700+2 8.75000+1
71 0.00000+0 2.78000+2 9.30000+1
end option

Tabelle 5.3: Koordinaten des generischen Querschnittes des FE-
Schichtmodells

Den Knoten der Felgenrandelemente iibernehmen die drei Verschiebungen des
EukiLpischen Raumes zufolge der Fiithrungsbewegung durch die Felge. Dabei
sind die Knoten selbst ohne Behinderung der Verdrehungen gelenkig an die
starre Felge gekoppelt. Die Torsionssteifigkeit um den Wulst ergibt sich somit
aus dem Randfaserabstand und der Steifigkeit der Korde im Wulstbereich der
Seitenwand.

Die Fiithrung der Felge sowie die Kontaktkrifte werden von der , &ufleren Mecha-
nik“ wie in den Kapiteln 2 und 5.1 beschrieben generiert und wie in Kapitel 4
erlautert appliziert.

5.2.1.3 Elastische Parameter des FE—Mehrschichtmodells

Die Parametrisierung des FE-Modells erfolgt ungleich einfacher als die des
Vielteilchen—Einschichtmodelles, da hier die Werkstoffkonstanten fast direkt
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Knoten 2158
zzgl. Druckknoten 832
Freiheitsgrade 7306
davon gefiithrte Freiheitsgrade 3-208
Gleichungen 6682
Elemente 3510
davon Seil-/Stabelemente 1638
davon MoOONEY—RIVLIN-Elemente 832
davon KIRCHHOFFsche-Elemente 1040
Materialkarten 32
Geometriekarten 10

Tabelle 5.4: Modelldimensionen des FE-195/65 R15-Modells

den physikalischen Werten entsprechen. Diese physikalischen Werte sind die
E—Moduli, die Fadendichte, die Fadendehnsteifigkeiten und die Massendichte
der Bauteile. Diese werden aus Messungen gewonnen bzw. per Design festge-
legt und dann durch Verwendung entsprechender Mischungen und Materialien
umgesetzt.

Bauteil E-Modul
Laufstreifen 5.73 m]yn =
Giirtellagen 8.12 m];; 3
Karkaf}lagen 4.17 m];; 3
Bandagenlagen | 8.00 mjyn 3
Karkaflkappe 2.73 m]:fn 3
Seitenstreifen 2.85 mjyn >
Waulstkeile 8.03 I,
Whulstverstiarker | 7.99 m]:[n 5

Tabelle 5.5: E-Moduli der Gummimischungen eines typischen
195/65 R15

Die Tabellen 5.5 und 5.6 zeigen die Parameter von typischerweise verwendeten
Materialien im PKW-Reifen.

Layer Material Fadendichte A EA

Giirtel Stahl 81...10.0 em~'1[0.22...0.36 mm? | 43600...64200 N
Karkasse | Reyon 10...11.7 em™! 0.28 mm? 2660 N
Bandage | Nylon 9.0 em™! 0.28 mm? 1150 N

Tabelle 5.6: Kordparameter eines typischen 195/65 R15

Diese Materialparameter konnen bei Kenntnis der Elementtopologie (s. Ab-
schnitt 5.2.1.1) einfach den Elementen zugeordnet werden.
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Dabei ist zu beachten:

Die Fadensteifigkeiten miissen den Fédden des FE-Modells anteilig ent-
sprechend der vom einzelnen Seilelement repréisentierten Fadenanzahl zu-
geschlagen werden.

Dazu wird aus der Dehnsteifigkeit der E-Modul abgespalten und dem ein-
zelnen Stab—/Seilelement die entsprechende Querschnittsfliche zugeteilt.
Dadurch wird gleichzeitig die Masseverteilung adédquat erfafit.

Die Stabelemente werden mit einer nahezu verschwindenden Drucksteifig-
keit modelliert, so dal damit die wesentliche Eigenschaft der Seile, keine
Druckkréfte iibertragen zu kénnen, im Modell enthalten ist.

Dies wird dadurch realisiert, dafl die E-Moduli der Stabelemente mit ei-
nem Faktor skaliert werden, der analog zum Einschichtmodell nichtlinear
von der aktuellen Dehnung abhéingig ist (Drucksteifigkeita 0.5%- Zugstei-
figkeit).

Im Wulstbereich werden die Karkalkorde um dem Wulstkern umgeschla-
gen und reichen auf der Auflenseite der Seitenwand der Karkasse je nach
Konstruktion auf bis zu % der Seitenwandhohe hinauf.

Da zur Modellierung von Anfang und Ende dieser Korde aus Kosten-
griinden keine Knoten zur Verfiigung gestellt werden, reichen die auf der
Auflenseite liegenden Wulstkorde bis zum néchsten verfiigharen Knoten
hinauf und erhalten dann eine entsprechend geminderte Steifigkeit.

Das Fehlen der LaufHiéiche hat einen doppelten Effekt:

e Die Masse des Laufstreifens mufl den darunterliegenden Elementen
zugeschlagen werden.

e  Der Giirtelverband verhélt sich im Gegensatz zum realen Reifen und
zum Einschichtmodell deutlich dhnlicher einer biegeschlaffen Mem-
bran. Deshalb werden zur Konservierung der Kompatibilitdt der
Modelle die Kontaktkréifte und Felgenstellungen eines Einschicht-
modells mit negierter Biegesteifigkeit appliziert.

Im Gegensatz zur Arbeit [Feng.94] werden am Giirtelrand keine Uber-
gangselemente von Solid— auf Schalenelemente verwendet, um den realen
und numerisch wie physikalisch kritischen Spannungszustand am Giirtel-
rand besser abzubilden.

Gleichzeitig mufl dadurch auch eine Moglichkeit gefunden werden, den
dreischichtigen Giirtelverband in den zweischichtigen Verband der Seiten-
wand zu iiberfithren, was durch entsprechende Volumenelemente realisiert
wird.

Zur Kontrolle der verwendeten Massedichten kann die entstehende Massenver-
teilung im gesamten Reifen herangezogen werden, die aus Messungen und Er-
fahrung bekannt ist.

5.2.1.4 Dampfungsparameter des FE-Mehrschichtmodells

Die in der Reifenstruktur vorhandene Dampfung soll wiederum analog zum aus
modalen Messungen bekannten LEHRschen Dampfungsmafl verteilt werden. Im
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verwendeten FE-Modell stehen Seil- und Volumenelemente zur Verfiigung, um
die im realen Reifen gezielt verwendeten Dissipationseigenschaften der unter-
schiedlichen Gummimischungen und Kordlagen abzubilden.

So ist die Dampfung in der Seitenwand unerwiinscht (Komfort, Schluckfihig-
keit, Lebensdauer usw.) und wird beim Reifendesign minimiert, wogegen man
im Laufstreifen den Hauptteil der Dampfung plaziert, um z.B. hohe Fahrbahn-
reibung, Laufruhe und eine giinstige Akustik zu férdern. Die Giirtelddmpfung
triagt mafigeblich zum Rollwiderstand bei, da hier ein Grofteil der Walkarbeit
stattfindet und ist somit eigentlich schwach ausgelegt. Gleichzeitig ist sie aber
wichtig fiir die erforderliche Begrenzung der Stick—Slip—Effekte in der Gleitzone
des Latsches und kann damit erfolgreich den effektiv dynamisch zur Verfiigung
stehenden Grip beeinflussen. Darum ist der Reifenhersteller gefragt, hier je nach
Anwendungsfall einen guten Kompromifl zu finden.

Bei den FE-Seilelementen wird die LEHRsche Dampfung in gleicher Weise wie
bei den Seilen des Einschichtmodells erzeugt, wogegen die Parametrierung der
Déampfung fiir die Volumenelemente des Gummis nicht trivial ist.

Als einziger Parameter fiir die viskose Dampfung der Gummielemente dieser
Arbeit wird die Zahigkeit p (s. Abschnitt 3.3.3) verwendet. Mit diesem Para-
meter soll die LEHRsche Ddmpfung der Volumenelemente justiert werden. Aus
Analogiebetrachtungen ist ersichtlich, dafl neben der Zahigkeit auch die Elasti-
zitat, die Dichte und die Grofle das jeweils entstehende LEHRsche Dampfungs-
maf} eines Volumenelemntes beeinflussen. Darum wurde der Einfluf} all dieser
Parameters anhand einer entsprechenden Serie von Ausschwingversuchen an ei-
nem typischen Giirtelelement ermittelt, in jeweiligen angefitteten funktionalen
Zusammenhingen mit z.T. empirischem Charakter dargestellt und zuletzt mul-
tiplikativ superponiert.

Die Verteilung der Dampfung im vorgestellten Reifenmodell dieser Arbeit kann
Tabelle 5.7 entnommen werden.

Region Dampfung
Protektor nicht vorhanden
Volumenelemente im Giirtel 45 %
Volumenelemente der Schulter 4.5 %

Volumenelemente der Seitenwand | 3.0 %
Volumenelemente im Wulstbereich | 3.0 %
Seilelemente der Karkasse (Reyon) | 2.0 %
Seilelemente im Giirtel (Stahlkord) | 3.0 %

Tabelle 5.7: Dampfungen im verwendeten Reifenmodell des 195/65 R15
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Abbildung 5.36: Historie der Gesamtenergie des Mehrschichtmodells
5.2.2 Simulationsergebnisse

5.2.2.1 Szenario des Rechenbeispiels

Allgemeine Aspekte des Szenario
Naturgemafl mufl die Historie, der das FE—-Schichtmodell unterworfen wird,
identisch zur Historie des Einschichtmodells (s. Abschnitt 5.1.2.1) sein, da von
diesem das Belastungskollektiv zur Simulation des Rollvorganges stammt (s. Ab-
bildungen 5.33, 5.34, 5.35 und 5.36).

Numerische Aspekte des Szenario und Rechenzeiten

Es wurde durchgehend ein Sparse-Solver mit dynamischer Speicherverwaltung
flir unsymmetrische Matrizen verwendet. Die Systemmatrix wurde zusétzlich
skylineoptimiert. Damit konnte der erforderliche RAM-Bedarf fiir die Faktori-
sierung der Systemmatrix des Modells mit den Dimensionen nach Tabelle 5.4
auf ca. 100MB begrenzt werden.

Dieser vergleichsweise geringe Speicherbedarf beeinflufit direkt den erforderli-
chen Aufwand fiir eine L - U-Zerlegung positiv.

Als numerisches Verfahren zur Losung der (kineto)statischen, vollstdndig nicht-
linearen Kraftgleichungen wurde ein modifiziertes NEWTON—RAPHSON—Verfah-
ren verwendet. FEinzelheiten werden naher in Anhang B.3 erldutert.

Dieses modifizierte NEWTON—RAPHSON-Schema reduziert den Zeitaufwand bis
zum Erreichen einer hohen Konvergenzgiite gegeniiber dem eines klassischen
NEWTON—RAPHSON-Schemas betrichtlich und garantiert gleichzeitig, dal im
Zeitschritt auftretende starke Nichtlinearitéiten hervorragend durch einen ad-
aptiv eingestellten, hinreichend guten Losungsgradienten erfafit werden.

Als mittleren Zeitaufwand fiir eine vollsténdige L-U—Zerlegung kann man 1 Mi-
nute nennen. Diese Zeit schwankt leicht in Abhéngigkeit von der momentanen
Kondition der Systemmatrix.

Tabelle 5.8 zeigt die durchgefiihrte Historie und die dazugehorigen Rechen-
zeiten, wie sie auf einem PC mit einer 350MHz—P II-CPU, 128MB RAM, Li-
nux 2.0.35, dem FORTRAN-Gnu-Compiler g77-0.5.21 und dem Solver sparse 1.2
von K.S. Kundert (University of California) erzielt wurden.
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Phase Echtzeit Solver ‘ Steps ‘ CPU-Zeit
Aufpumpen 0.0-2.0 s | statisch 5 0h20’
Abplatten 2.0-2.3 s | statisch 12 1.0h
Beschleunigen | 2.3-2.7 s | dynamisch | 816 152.5h
Ausrollen 2.7-2.9 s | dynamisch | 744 137.0h

Tabelle 5.8: Historie des FE-Rechenlaufes

5.2.2.2 Der Zustand des Schichtmodells am Ende des statischen
Aufpumpens

Der Zeitpunkt zum Ende des Aufpumpens liegt bei diesem Beispiel bei t =
2.0 sec. Wie aus Abbildung 5.33 ersichtlich ist, betrdgt der Reifeninnedruck zu
diesem Zeitpunkt 2.0 bar und der Reifen wird noch nicht mit Kréften belastet,
welche eine der Abplattung entsprechende Deformation hervorrufen.
Folgerichtig liegt ein bzgl. der Radachse rotationssymmetrischer > Spannungs—
und Deformationszustand vor.

Abbildung 5.37 zeigt beispielhaft das Feld der Umfangsverschiebungen an ei-
nem deformierten Reifenquerschnitt nach dem Aufpumpen.

[ 020
U 010
0.00
-0.10

-0.20

Reifen 195/65 R1
Umfangsversch?gbungm nagﬁ Aufpumpen

Abbildung 5.37: Feld der Umfangsverschiebungen nach Aufpumpen

®Man darf die Rotationssymmetrie nicht mit einem zweidimensionalen Spannungs— / De-
formationszustand in der Radial-Quer—Ebene verwechseln.
Der vorliegende Zustand umfafit auch betréchtliche Deformationen in Umfangsrichtung
(s. Abb. 5.40). Deshalb sind rotationssymmetrische Berechnungsmodelle ohne Beriicksichti-
gung der Umfangsverschiebungen einfach falsch.
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5.2.2.2.1 Verschiebungszustand der Querschnitte
In Abbildung 5.38 wird die Querschnittskontur des aufgepumpten Reifens dar-

Querschnitt oben

Karkasse ——
Innenguerte] ——
Aussenguertel ——
350 Guertel nich deformiert —— |
| gy |
E 300 —
e
0
>
? 250
o
200 N ~
150
-100 50 100

. 0
Breite [mm]

Abbildung 5.38: Querschnittskontur des Schichtmodells nach Aufpum-
pen

gestellt. Diese Querschnittsform stellt sich rotationssymmetrisch entlang des
gesamten Umfanges ein.

In Abbildung 5.39 kann man die in Toruskoordinaten dargestellten Querschnitts-
verschiebungen sehen. Wiederum wird wegen der Rotationssymmetrie nur der
Zustand im oberen Querschnitt dargestellt.

Der Verschiebungszustand deckt sich mit der theoretisch vorausgesagten und
aus der Literatur ([Bohm.85, Feng.94, u.v.a.]) allseits bekannten Form.

Zur Erleichterung der Vorstellung der Querschnittsverschiebungen und deren
Relationen untereinander werden in Abbildung 5.40 die Verschiebungen an den
Knoten der Querschnittskontur als Vektoren dargestellt.



5.2— Simulation der inneren Mechanik mit dem FE-Modell 169

radiale Verschiebung (u) Querverschiebung (w)

i ¥ass\oben) ——
Inpef ertel Yober
” // \\_/Aﬁﬁegte‘ Oﬁg} 7
/ 05

g = /\
£ o2 £
g |1/ \| g A
g ° g o
Bl VRN N
Y Ty
-0.4 K. oben) ——
\/ \/ 3 SRS —
e * Breite [mm] 1 e ® Breite[mm] 1

Umfangsverschiebung (v)
015 i Kark E

asse (oben) ——
Innenguertel (oben,
Aussenguertel (oben) ——

. )
4

-0.15

Verschiebung [mm]

-100 -50 100

Breite [mm]

Abbildung 5.39: Verschiebungen des Schichtmodells nach Aufpumpen

Reifen 195/65 R15

Abbildung 5.40: Verschiebungsvektoren nach Aufpumpen
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5.2.2.2.2 Zustand der Korde
In Abbildung 5.41 ¢ werden die Kordspannungen nach dem Aufpumpen gezeigt.

Cordspannung
120

arl p—
Innenguertel (oben) ——
Aussenguertel (oben) ——

100

Cordspannung Karkasse

80 Spannung [MPa]
g
2 &0
j=2]
5
£ 40
S
& 20
0 _ —
-20
-100 -50 0 50 100
Breite [mm]
Cordspannung innere Guertel schicht Cordspannung aeussere Guertelschicht
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Abbildung 5.41: Kordspannungen des Schichtmodells nach Aufpumpen

Ein Kontrolle der Zahlenwerte beweist die perfekte Rotationssymmetrie auch
der Kordspannungen bei diesem Lastzustand.

5.2.2.2.3 Zustand des Gummis

Die Abbildungen 5.42 auf Seite 171 fassen den Deformationszustand des Gum-
mimaterials zusammen. Es ist zu bemerken, dafl schon unter Innendruck be-
achtliche Scherverformungen insbesondere im Schulterbereich auftreten. Die
Dehnungen des Gummis sind nicht sonderlich aussagekriftig, aufler daf3 die
Imkompressibilitdt erkennbar ist.

Schon zu erkennen ist jedoch die Mechanik des Zusammenwirkens der einzelnen
Lagen beim Aufbau der Giirtelspannungen iiber die Schubdeformationen. Bei
den dargestellten Deformationen fiir einen Innendruck von 1.6 bar ergeben sich
maximale Scherwinkel von ca. 3.4°.

Waéhrend bei der Scherdeformation in Radial-Umfangsrichtung die Giirtellagen
die ,,antreibenden“ Schichten sind und die Karkasse den Schubdeformationen im
Verband folgt, folgen bei der Scherung in Radial-Querrichtung die Giirtellagen
der , antreibenden“ Karkasse.

Die Deformation in den Schichtebenen ist schon symmetrisch, was ebenfalls der
Theorie entspricht.

5Die scheinbar in der Darstellung der Spannungen der KarkaBkorde auftretenden ,,Um-
gleichméfigkeiten* in Umfangsrichtung sind ausschlieflich eine Folge von Interpolationen:
Aufgrund der Netztopologie besitzen die Riefenquerschnitte innerhalb der Giirtelbreite ei-
ne abwechselnd unterschiedliche Anzahl an Knoten (7 und 8). Damit ist es nicht méglich,
auf direktem Wege ein aus Rechtecken bestehendes Netz fiir die Anzeige zu generieren. Das
verwendete Grafikprogramm ,,gnuplot“ 16st das Problem iiber den Umweg der besagten In-
terpolationen, welche die numerischen Werte am Giirtelrand leicht verfilscht.
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5.2.2.3 Der Zustand des Schichtmodells am Ende der statischen Ab-
plattung

Y

X 7

Y

z x

Abbildung 5.43: Reifen 196/65 R15 nach 1.5 cm Abplattung

Der (statische) Zeitpunkt zum Ende des Abplattens liegt bei diesem Beispiel zur
Herstellung der zeitlichen Ubereinstimmung mit der Rechnung des Einschicht-
modells bei ¢t = 2.3 sec.

Wie aus Abbildung 5.33 (s. Seite 165) ersichtlich ist, betridgt die Abplattung
zu diesem Zeitpunkt 1.5 c¢m. Die Abplattung wird durch die Appliktation der
Kontaktkrifte erreicht, die vom Einschichtmodell berechnet wurden und bei
beiden Modellen die genannte Abplattung bewirken.

Der abgeplattete Spannungs— und Deformationszustand ist nicht mehr rota-
tionssymmetrisch.

Abbildung 5.43 zeigt den Reifen nach der statischen Abplattung von 1.5 cm.

5.2.2.3.1 Verschiebungszustand der Querschnitte

In Abbildung 5.44 werden die Querschnittskonturen des abgeplatteten Reifens
dargestellt.

Zur Darstellung der Verschiebungen der Querschnitte in Toruskoordinaten ist
ein einziger Querschnitt nicht mehr ausreichend.

Das Verschiebungsfeld ist entlang des Umfangs verénderlich. So sind z.B. in Ab-
bildung 5.45 7 die verénderlichen Querschnittsverschiebungen am Reifensiquator
z = 0 zu sehen. Analoge Abbildungen sind aus der Literatur bekannt.

"Die abgeschnittene Kurve der Radialverschiebungen in Latschmitte entsteht dadurch, da8
beim FE-Modell zufolge der Verwendung der 6-Knoten—-Penta—Elemente nur alle zwei Quer-
schnitte ein Knoten direkt auf dem Aquator positioniert ist.
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Die Verschiebungen der Querschnitte sind wiederum tiber den Querschnitt verénder-
lich.
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Abbildung 5.46: Verschiebungen des Schichtmodells nach der Abplat-
tung

In den Abbildungen 5.46 bis 5.48
kann man die Querschnittsverschiebungen fiir
den vordersten (bei ¢ = 0°)
den obersten (bei ¢ = 90°)

den hintersten (bei ¢ = 180°) und
den untersten (bei ¢ = 270°, in Latschmitte)

Querschnitt nach dem statischen Abplatten sehen.

Die radiale Verschiebung ist im vordersten und hintersten Querschnitt gleich
ausgebildet. Im oberen Querschnitt verlduft sie #hnlich, aber nicht so grof.
Die radialen Verschiebungen im Querschnitt der Latschmitte beschreiben die
Einebnungsbewegung dieses Querschnittes. Die Kurven entsprechen der Ver-
schiebungsverteilung entlang des Umfangs 1t. Abbildung 5.45.

Die Umfangsverschiebungen der Querschnitte haben antisymmetrischen Cha-
rakter. Von der Latschmitte aus werden die Querschnitte beidseitig nach auflen
weggedriickt. Diese Umfangsverschiebungen miissen sich dann oben aufheben.
Deshalb sehen die Umfangsverschiebungen der vordersten und hintersten Quer-
schnitte mit verschiedenem Vorzeichen gleich aus. Die Umfangsverschiebungen
des obersten und untersten Querschnittes werden durch die Deformationsmog-
lichkeiten der Netzkinematik des Giirtelverbandes gepragt.
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Die Querverschiebungen der Giirtellagen werden (vorwiegend im Schulterbe-
reich) wiederum von den Querverschiebungen der Karkasse initiiert. Dabei ent-
sprechen die Querverschiebungen iiberall iiberwiegend der Pumpfigur, aufler im
Latschbereich, wo die typische Form bei Reifenabplattung vorherrscht.

5.2.2.3.2 Zustand der Korde

Abbildung 5.49: Kordspannungen nach der statischen Abplattung
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Abbildung 5.50: Kordspannungen der Schichten nach Abplattung

Die Spannungsverteilung in den Korden kann man in den Abbildungen 5.49
und 5.50 sehen. Daraus wurden zur deutlicheren Darstellung die Kordspannun-
gen fiir den vordersten, obersten, hintersten und untersten Reifenquerschnitt
herausgezogen und zusammengefafit in den Abbildungen 5.51 dargestellt.

Deutlich erkennbar ist die Umgiirtungswirkung der Giirtellagen, indem die
Kordspannungen der Karkasse im Giirtelbereich stark absinken. Plausiblerweise
gleichen sich die Kordspannungen in den Querschnitten auflerhalb des Kontak-
tes sehr.

Im Latschbereich iibernechmen die Kontaktspannungen einen Grofiteil der
Umgiirtung. Deshalb sinken die Kordspannungen der Giirtellagen auf ca. 22%
ab. Gleichzeitig steigen die Kordspannungen des Giirtels im Schulterbereich
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Abbildung 5.51: Kordspannungen der Querschnitte nach Abplattung

des in Latschmitte befindlichen Querschnittes an. Dies mufl auch geschehen, da
der Giirtel zufolge der Einebnung hier eine gegeniiber der nichtabgeplatteten
Gleichgewichtsfigur eine geringere Kriimmung aufweist und dies durch héhere
Kordspannungen ausgleichen muf.

5.2.2.3.3 Zustand des Gummis

Wie schon die Querschnittsverschiebungen in den Abbildungen 5.46 bis 5.48 ah-
nen lassen sind die Deformationen des vordersten und hintersten Querschnittes
antisymmetrisch zueinander identisch.

Am obersten Querschnitt und am Querschnitt in Latschmitte sind keine Sym-
metrien zu erwarten. Deutlich wird wiederum das Zusammenwirken der La-
gen bei der Ausbildung der Tragwirkung des Reifens. Wiahrend das Abgleiten
der Giirtellagen auf der Karkasse die antimetrische Schubverteilung in Radial—-
Umfangsrichtung bei beiden Querschnitten erklart, kommt beim Querschnitt in
Latschmitte die Behinderung dieser Deformation durch die Kontaktkréifte zum
Vorschein. Die Deformationen an der Karkasse folgen der antreibenden Wir-
kung des Innengiirtels.

Selbiger Mechanismus ist beim Schub in der Ebene der Umfangs— und Querrich-
tung zu erkennen. Im Schulterbereich des obersten und untersten Querschnittes
wird der Schub in dieser Ebene durch die Form der Graphen der Umfangsver-
schiebungen an diesen Orten bestimmt, da diese Deformation die Anderung der
Umfangsverschiebungen (s. Abbildung 5.47) iiber die Breite beschreibt. Folglich
sind die Bilder in sich konsistent.
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Abbildung 5.52: Deformationen im Gummi des vordersten Querschnit-
tes nach Abplattung

178 Kapitel 5.: Simulationsbeispiel eines instationéren Rollvorganges
Deformation G[r,r] Deformation G[phi,phi]
0.04
0.04 0.03
002 o 0
\ /sg .5 0.01 7
0 v g 0 —
E g -0.01
-0.02
O 002
-0.04 Karl asegvorne B -0.03 Karl asetvornez 4
Innenguertel (vorne) —— Innenguertel (vorne) ——
Aussenguertel (vorne) —— 004 X Aussenguertel (vorne) ——
-100 .. 0 100 ’ -100 .0 50 100
Breite [mm] Breite [mm)]
Deformation G[z,z] Deformation G[r,phi]
0.03
0.04
0.02
-
001 = 002
=l
0 — g 0
=] X S
oot B o
s
-0.02
Karkasse gvome; —_— -0.04 K ,a@ezvornei —
Innenguertel (vorne) —— Inneng\ertel (vorne) ——
003 X Aussenguertel (vorng) —— Aussenguertel (vorne) ——
-100 .0 100 -100 ., 0 100
Breite [mm] Breite [mm)]
Deformation G[phi,Zz] Deformation GJr,z]
Karkasse (vorne) —— Karkasse (vorne) ——
ol EREENEE — ol EREEEE —
0.02 oo
S =]
0 g 0
]
-0.02 -0.02
@]
-0.04 -0.04
-100 .0 100 -100 .. 0 100
Breite [mm)] Breite [mm]



Deformation [-] Deformation [-]

Deformation [-]

5.2— Simulation der inneren Mechanik mit dem FE-Modell

0.04

0.02

-0.02

-0.04

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

0.04

0.02

-0.02

-0.04

Deformation G[r,r]

A

<7 |

Karl
Innenguertel
Aussenguertel

kasse (hinten;
hinten,
hinten

}

Breite [mm]
Deformation G[z,z]

100

—

—__

Karkasse (hinten
Innenguertel (hinten;
Aussenguertel (hinten

-100

Breite [mm]
Deformation G[phi,z]

100

Innenguertel (hinten;

arkasse (hinten
ssenguertel (hinten;

-100

.. 0
Breite [mm)]

100

Deformation [-] Deformation [-]

Deformation [-]

-0.02

-0.04

-0.02

-0.04

0.04

Deformation G[phi,phi]

179

0.03

0.02

0.01

-0.01

-0.02

-0.03

-0.04

hinten

Karkasse (hin
Innenguertel (hinten;
Aussenguertel

—

-100

Breite [mm]
Deformation G[r,phi]

100

0.04

0.02

asse (hinten,
Innengukrtel (hinten:
ten;

-100

Breite [mm]
Deformation GJr,z]

100

0.04 -

0.02

K
Innenguertel (hinten) ——

arkasse (hinten) ——
ssenguertel (hinten,

=

.. 0
Breite [mm]

Abbildung 5.53: Deformationen im Gummi des hintersten Querschnit-
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Abbildung 5.54: Deformationen im Gummi des obersten Querschnittes
nach Abplattung
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Abbildung 5.55: Deformationen im Gummi des untersten Querschnit-
tes nach Abplattung
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5.2.2.4 Der Zustand des Schichtmodells beim instationiren Beschleu-
nigen

Y X

Abbildung 5.56: Reifen 196/65 R15 beim instationédren Rollen

Der Zeitbereich, in dem bei diesem Beispiel eine Beschleunigung der Rollbewe-
gung aus dem Stand auf vpgen = 40 kTm stattfindet, reicht von ¢ = 2.3 sec bis
t = 2.7 sec. Zur Darstellung eines Zustandes des instationdren Rollens wurde
der Zeitpunkt ¢t = 2.6 s ausgewahlt.

Die Abplattung wird durch die Appliktation der Kontaktkrifte erreicht, die
vom Einschichtmodell berechnet wurden und bei beiden Modellen die genannte
Abplattung bewirken.

Die Rollbewegung wird aufgeprigt, indem die Felge des FE-Modells zu jedem
Zeitpunkt in die gleiche Stellung gefiithrt wird, wie sie sich beim Einschichtmo-
dell zufolge der trigen Rollbewegung eingestellt hat.

Der Spannungs— und Deformationszustand ist zeitlich und 6rtlich instationér.
Eine umfassende Darstellung ist prinzipiell auf dem Papier nicht mehr moglich,
es muf auf eine Animation zuriickgegriffen werden ®. In dieser Arbeit kénnen
darum nur bruchstiickhafte Ausschnitte zur Illustration des Strukturverhaltens
beim Rollen widergegeben werden. Zur Vergleichbarkeit mit den Darstellungen
in der Statik wird sich auf eine Widergabe der Groflen zum Zeitpunkt ¢t = 2.6 s

8Die zur Animation dieses Zeitbereiches erforderlichen Daten umfassen in komprimierter
(compress 4.2.4) Form ein Datenvolumen von 454.564 MegaByte bei einer Auflésung von 1 kHz
im Zeitbereich (also 400 Zeitschritte). Diese Daten konnen in komprimierter selbstverstidndlich
beim Autor gegen Erstattung des Selbstkostenaufwandes auf CD-ROM angefordert werden.
In dekomprimierter Form (2210.636 MegaByte) ist der Datentransport unpraktisch.
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in einer zum Abschnitt 5.2.2.3 analogen Form beschrankt.

Zum Zeitpunkt ¢ = 2.6 s wurde der Boden insgesamt um 1248.3 mm in Langs-
richtung und um 65.4mm in Querrichtung weggezogen.

Die Felge hat 0.664329 Umdrehungen ausgefiihrt, was bei einem mittleren Roll-
radius von Rjpgscn = 296 mm einem Rollweg von 1235.5 mm entspricht. Dem-
zufolge hat ein Langsschlupf von absolut gesehen 12.75 mm stattgefunden.

Abbildung 5.56 zeigt den Reifen bei einer Rollgeschwindigkeit von

VBoden = 30 kTm Nach dem o.g. bereits zuriickgelegten Rollweg kann man da-
von ausgehen, daf} die Einrollstrecke bereits absolviert wurde. Deutlich ist die
seitliche Verspannung des Latsche zufolge des aufgebrachten Schréglaufwinkels
zu erkennen.

5.2.2.4.1 Verschiebungszustand der Querschnitte

Querschnitt unten Querschnitt hinten
i T Karkasse —— i Karkesse ——
Innenguertel —— Innenguertel ——
Aussenguertel —— Aussenguertel ——
350 Guertel nich deformiert —— _J 350 Guertel nich deformiert —— |
€ 300 S — € 300
£ £ —
., g, N
'§ \ / '§ \ /
200 200
150 -100 0 100 150 -100 0 100
Breite [mm] Breite [mm]
Querschnitt oben Querschnitt vorne
i T Karkasse —— i Karkesse ——
Innenguertel —— Innenguertel ——
Aussenguertel —— Aussenguertel ——
350 Guertel nich deformiert —— _J 350 Guertel nich deformiert —— |
€ €
E 300 E 300 —
g, g, ™
'§ \ / '§ /
200 200
150 150
-100 100 -100 100

Breite [mm] Breite [mm]
Abbildung 5.57: Querschnittskonturen des Schichtmodells beim insta-
tiondren Rollen

In Abbildung 5.57 werden die Querschnittskonturen des bei ¢ = 2.6 s rollen-
den Reifens dargestellt. Wahrend man beim tiefsten Querschnitt die seitliche
Verspannung als Reaktion auf die vom Schréiglauf produzierten Kontaktkréifte
erwartet, deuten die unterschiedlichen Auslenkungen am Ort der maximalen
Breite aller anderen Querschnitte auf das Vorhandensein einer iiber den Um-
fang ungleichméfiigen Querverschiebung hin: Seitenwandwellen.
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Abbildung 5.58: Aquatorverschiebungen beim instationéren Rollen

Die klassischen Diagramme zur Darstellung der Verschiebungen der Reifen-
struktur in Umfangsrichtung haben beim instationéren Rollen ein gegeniiber
stationédren oder statischen Zustainden abweichendes Aussehen.

In Abbildung 5.58 werden die Radial-, Umfangs— und Querverschiebungen der
Punkte des Aquators dargestellt. Der in der Latschmitte befindliche materielle
Querschnitt ist nicht mehr beim rédumlich gemessenen Umfangswinkel ¢ = 270°
zu finden, sondern ca. % Umdrehungen weiter. Auch in dieser Abbildung ist vor
allem bei den Radialverschiebungen deutlich eine iiberlagerte Welle zu erkennen.

Die in dieser Arbeit verwendeten Reifenmodelle zur Beschreibung des insta-
tiondren Rollzustandes sind im Gegensatz zu stationdren Modellen in der Lage,
solche umlaufende Wellen durch die Struktur in der Simulation zu erfassen.

Solche Wellen treten je nach momentanem Erregungszustand sowohl in der
Seitenwand als auch im Giirtel auf. Eine Klassifizierung (Zuordnung von mo-
dalen Moden, Frequenzinhalt etc.) ist wegen der sowohl zeitlich als auch 6rtlich
stéandig variierenden Erregungen durch die Kontaktkréfte und der sich dadurch
ebenfalls stindig verindernden Bewegungszustiande nicht sehr sinnvoll. Die Rei-
fenstruktur reagiert auf die Erregungen stets mit allen modalen Moden, die
dann mit sténdig verédnderlicher Amplitude und Phase auftreten.

Zur Hlustration moglicher Modalschwingungen wird in Abbildung 5.59 eine der
Literatur entnommene Eigenform dargestellt.

In den Abbildungen 5.60 und 5.61 sind radiale Giirtel- und quergerichtete Sei-
tenwandwellen dargestellt.

Analog zum Abschnitt 5.2.2.3 werden die Verschiebungen der momentan bei
© =10,90, 180 und 270]° befindlichen Querschnitte in den Abbildungen 5.62 bis
5.64 dargestellt.

In diesen Darstellungen kann man ebenso die erwédhnten Wellen sehen.

Die Verénderlichkeit der Verschiebungsfelder kann man in den Abbildungen 5.65
bis 5.66 wiederfinden.
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Abbildung 5.59: Modalform eines Giirtelreifens
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Abbildung 5.60: Giirtelwellen, Ansicht von vorne/oben/hinten beim in-
stationéren Rollen
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Abbildung 5.61: Seitenwandschwingungen beim instationdren Rollen
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Abbildung 5.62: Radialverschiebungen des Schichtmodells beim insta-
tionédren Rollen
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Abbildung 5.63: Umfangsverschiebungen des Schichtmodells beim in-
stationéren Rollen
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Abbildung 5.64: Querverschiebungen
tiondren Rollen

-100

Breite [mm]

100

des Schichtmodells beim insta-

Abbildung 5.65: Radial- und Umfangsverschiebungen beim instationé-
ren Rollen
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Abbildung 5.66: Querverschiebungen beim instationéiren Rollen

Ansonsten finden sich natiirlich zu den Querschnittsverschiebungen nach stati-
scher Abplattung dhnliche Tendenzen. Zusétzlich findet man jedoch die typische
Reaktion der Reifenstruktur auf eine allgemeine Verschiebung des Latsches aus
der Reifenmittelebene heraus, wie er bereits in Abschnitt 5.1.2.5 beim Ein-
schichtmodell fiir die ,,dussere” Mechanik diskutiert wurde.

5.2.2.4.2 Zustand der Korde
Die Spannungen der Korde sind {ibersichtlich in Abbildung 5.67 zu sehen. Im

Abbildung 5.67: Kordspannungen beim instationdren Rollen

linken Teilbild wurden nur die Spannungen der Karkaflkorde dargestellt, da
diese im Vergleich zu den Giirtelkorde (s. rechtes Teilbild) sonst nicht sichtbar
wéren. Die Spannungen in den Karkalkorden sind wiederum im Giirtelbereich
abgesunken.

Zur vergleichenden Darstellung werden zusétzlich die Kordspannungen fiir den
vordersten, obersten, hintersten und untersten Reifenquerschnitt sowie fiir die
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Abbildung 5.68: Kordspannungen der Querschnitte beim instationéren
Rollen
einzelnen Schichten in zusammengefa$ter Form in den Abbildungen 5.68 und
5.69 wiedergegeben. Die Karkalspannungen sinken im Bereich des Kontaktes
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Abbildung 5.69: Kordspannungen der Schichten beim instationéren
Rollen
noch tiefer ab, als dies beim statischen Abplatten im Latsch der Fall war. Dafiir

steigen die Kordspannungen in den Giirtellagen auf der kurveninneren Seite um
ca. 25%.

5.2.2.4.3 Zustand des Gumimis

Der Deformationszustand des Gummi erklart sich aus der Kenntnis der Ver-
schiebungssituation heraus am einfachsten.



Deformation [-] Deformation [-]

Deformation [-]

190 Kapitel 5.: Simulationsbeispiel eines instationéren Rollvorganges
Deformation GJr,r] Deformation G[phi,phi]
0.04
0.04
008 AN 003
/ — 002 /\
0.02 f L 7 \
001 S oo
0 ® 0
S —
-0.01 \//_/ ‘g -0.01
-002 O 002
-0.03
Karkasse (vorne) —— -0.03 Karkasse (vorne) ——
.0.04 Innenguertel g\/orne — ] Innenguertel Evomei —_
Aussenguertel (vorng) —— 004 Aussenguertel (vorne) ——
-100 .. 0 100 ' -100 ) 100
Breite [mm)] Breite [mm]
Deformation G[z,2] Deformation G[r,phi]
0.1
0.03
0.02
0.05 —_—
c o001
S <N
0 — g 0
N N/ =
-0.01
/ 5
-0.05 o 002
Kakasegvomei K asezvomei
Innenguertel (vorne) —— -0.03 Innenguertel (vorne) -
o1 X Aussenguertel (vorne) —— Aussenguertel (vorneg) ——
' -100 .. 0 100 -100 ) 100
Breite [mm)] Breite [mm]
Deformation G[phi,z] Deformation G[r,z]
Karkasse (vorne) — 0.04 Karkasse (vorne) —
Innenguertel (vorng) —— Innenguertel (vorne) ——
0.04 - Aussenguertel vorne§ _ 0.03 Aussenguertel gvome _
Z\ - 002 2\
0.02 vi L
K § 0.01
0 ©® 0
IS
p—
\/ % -0.01
-0.02 \/
\\7 O o0
004 V -0.03
-100 0 100 0 % 0 50 100
Breite [mm] Breite [mm)]

Abbildung 5.70: Deformationen im Gummi bei ¢ = 0° (vorne) und in-

stationdrem Rollen
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Die zueinander antisymmetrischen Verlaufe des vordersten und hintersten Quer-
schnittes gehen durch die tangentiale Verspannung des Latsches und durch die
iiberlagerten Deformationen aus den entstandenen Wellen verloren. Dennoch ist
der antisymmetrische Grundcharakter des Verschiebungsfeldes bei diesen Quer-

schnitten noch zu erkennen.
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Sowohl die Langs— als auch die Schubverzerrungen weisen an allen Querschnit-
ten einen im Vergleich zum statischen Abplatten vollig anderen Charakter auf.
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Abbildung 5.71: Deformationen im Gummi bei ¢ = 90° (oben) und
instationdrem Rollen
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Abbildung 5.72: Deformationen im Gummi bei ¢ = 180° (hinten) und
instationdrem Rollen
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Es treten Vorzeichenumkehrungen auf, und die maximalen Deformationen neh-
men meist doppelte, teilweise bis zu zehnfache Werte an.

Es wird klar, daf§ zur realistischen Analyse der inneren Belastungen des Reifens
bei verdnderlichen Rollzusténden eine statische Analyse vollig unzureichend ist.

5.2.2.5 Der Zustand des Schichtmodells beim stationidren Rollen

Das Rollen bei vBogen st 40 kTm iiber den Zeitbereich von t = 2.7..2.9 s produ-

ziert ein auszuwertendes Datenvolumen von unkomprimiert 1099.799 MegaByte
und komprimiert ¥ von 226.723 MegaByte.

Der Reifen legt in dieser Zeit einen Felgenwinkel von ¢ peqe = 429° zuriick, was
einem Rollweg von z = 2219.2 mm (3 mm Léngsschlupf) bzw. npege = 1.19
Umdrehungen entspricht. Insgesamt hat der Reifen nach 0.6 s Echtzeit in die-
sem Beispiel dann npege = 2.373 Umdrehungen vollfiihrt.

Nach einer Beruhigungs— bzw. Ausschwingphase — der plotzliche Wegfall der
Léngsbeschleunigung ist ebenfalls eine stoflartige Anregung der Reifenstruk-
tur — geht der Reifen in einen quasistationidren Rollzustand iiber. Dieser Zu-
stand wird identifiziert, indem man eine periodische Abfolge in der Funktion
der Gesamtenergie der Sturktur erkennt (s. dazu Abbildung 5.36).

Bei genauerer Betrachtung erkennt man, dafl die Gesamtenergie keineswegs eine
reine periodische Form annimmt. Dies ist zum einen sicher auch damit zu be-
griinden, daf hier Kontaktkrifte von Strukturen zusammengefiihrt werden, die
sich selbstverstdndich in ihrer Bewegungsantwort schwach unterscheiden. Vor-
wiegend fiithrt aber der Umstand, dafl es einen ideal stationéren Rollzustand
tiberhaupt nicht gibt, dazu, dal die Gesamtenergie keinen rein periodischen
Kurvenverlauf findet.

In Abbildung 5.74 ist der im quasistationédren Zustand rollende Reifen zu sehen.
Sowohl die Fiihrungsbewegung der Felge als auch die Kontaktkréifte werden
analog zur vorherigen Phase, dem instationdren Rollen, appliziert.

5.2.2.5.1 Verschiebungszustand der Querschnitte

Der Verschiebungszustand der Querschnitte beim stationédren gleicht weitge-
hend dem beim instationdren Rollen, da beide Verschiebungszusténde von der
Strukturreaktion des Reifens auf die tangentiale Verspannung des Latsches do-
miniert sind.

Die Darstellungen der Verschiebungen der Querschnitte bei ¢ peige = [0, 90, 180
und 270]° entnehme man den Abbildungen 5.77 bis 5.79.

Abweichungen zum instationéren Rollen, die in den Verschiebungen aller Rich-
tungen zu finden sind, kann man darauf zuriickfithren, daffl Momentanaufnah-
men eines von Wellen iiberlagerten Grundverschiebungszustand verglichen wer-
den.

9mit compress 2.4.2
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Allgemein fallen die Querschnittsverschiebungen beim stationéiren Rollzustand
geringer aus als beim instationdren, was in diesem Fall seine Ursache in der
beim instationédren Zustand gréfleren Beschleunigung findet. Diese Beschleuni-
gung fiihrt zu einer insgesamt stiarkeren Verspannung der Reifenstruktur.

Insgesamt nimmt die Reifenstruktur einen gegeniiber dem Vergleichsfall starker
um die Vorwirtsachse gekippten Zustand an, wie man am Verlauf der Querver-
schiebungen des Aquators in Abbildung 5.76 sieht.

Querver schiebungen

Abbildung 5.80: Fehlende Seitenwandschwingungen beim stationiren
Rollen

Die Ausbildung von Seitenwandwellen ist sehr viel geringer ausgeprégt (s. Ab-
bildung 5.80, wéhrend man noch deutlich die Giirtelwellen sieht (s. Abbil-
dung 5.81).
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Abbildung 5.81: Giirtelwellen, Ansicht von vorne/oben/hinten beim
stationéren Rollen

Radialverscl |ungen
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5.2.2.5.2 Zustand der Korde
In der Darstellung des Feldes der Kordspannungen in Abbildung 5.82 findet

Abbildung 5.82: Kordspannungen beim stationéren Rollen

mein keinen Unterschied zum in Abschnitt 5.2.2.4.2 Zustand.
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Abbildung 5.83: Kordspannungen der Querschnitte beim stationéren
Rollen

Erst in Abbildung 5.83 sind die etwas anders ausfallenden Giirtelspannungen
im Latschbereich zu erkennen. Deshalb kann man davon ausgehen, dafl die in
Abschnitt 5.2.2.5.1 diskutierten Unterschiede im Verschiebungszustand des Rei-
fens wihrend des beschleunigten Rollens bei vpygen, = 30 kTm und wahrend des

quasistationdren Rollens bei vpogen, = 40 kTm keine nennenswerte Auswirkung
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auf den Belastungszustand der Korde hat.
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Abbildung 5.84: Kordspannungen der Schichten beim stationéren Rol-
len

Die nur im Latschbereich in der Karkasse zu identifizierenden verschiedenen
Kordspannungen beschreiben Abweichungen um Null herum, ohne jedoch in
groferem MafBe in den Druckbereich zu geraten (s. Abbbildung 5.85).
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Kapitel 6

Schlufl

6.1 Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde ein spezielles Zeitintegrationsverfahren, der Energie—
Impus—Erhaltungsalgorithmus (EMA) zur Anwendung in der Methode der Fi-
niten Elemente so erweitert, dafl er bei Materialien mit nichtkonvexem Ela-
stizitdtsfunktional zum Einsatz gebracht werden konnte. Damit gelang es, die
dynamische, instationéire Rollbewegung eines mittelgrolen Modells zur Unter-
suchung der ,,inneren Mechanik® des Reifens mit vertretbarem Aufwand implizit
durch die Zeit zu integrieren.

Zur Generierung der dazu erforderlichen , dufleren“ Reifenmechanik wurde ein
parallel und unabhéngig arbeitendes Reifenmodell erstellt, welches mittels klas-
sischer, expliziter Zeitintegrationsverfahren sehr effizient in der Lage ist, die
dynamischen Zusammenhéinge zwischen Reifenbewegung, Querschnittsdeforma-
tion und Kontaktkriften zu simulieren.

Um eine Applikation der Ergebnisse dieser Simulation der dufieren Rollmecha-
nik als Fiithrungs— und Belastungskollektiv auf den Finite-Elemente—Reifen zu
ermoglichen, wurde fiir beide Modelle eine Parametrisierung generiert, die ein
vergleichbares Strukturverhalten der Modelle untereinander und des Modells
der ,&ufleren Mechanik* zu verfiigharen Messungen produzierte. Es wurde eine
Schnittstelle zwischen den Modellwelten realisiert.

Durch diese Vorgehensweise wurde ein Weg aufgezeigt, den drastisch anstei-
genden Aufwand, der bei einer dynamisch transienten Simulation von gréfleren
Modellen der Reifenrolldynamik entsteht, auf ein tolerierbares Maf3 zu reduzie-
ren. Dies geschieht durch die Entkopplung erforderlichen Zeitschrittes von den
Figenfrequenzen des numerischen Ersatzmodells.

Mit der vorgestellten Verwendung einer kombinierten Modellstrategie in Ver-
bindung mit dem Energie-Impuls—Erhaltungsalgorithmus wird
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+  der fiir die stabile Zeitintegration des Finite—Elemente—Reifens erforderli-
che Zeitschritt nur noch vom Frequenzinhalt der Erregung und der realen
Bewegung der Struktur diktiert,

+  der zur Kontaktrechnung erforderliche numerische Aufwand (z.B. Recycle-
Schritte bei Anderungen des Kontaktzustandes) bei dem vergleichsweise
wenig aufwendigen Modell fiir die ,,duflere Mechanik“ realisiert, was den
zur Kontaktsimulation erforderlichen Aufwand in Summe merklich senkt,

+  die Moglichkeit, sich durch unterschiedlich feine Modelle an die Komple-
xitdt der behandelten Probleme heranzutasten, sehr vereinfacht und mit
geringstem Aufwand umgesetzt.

Fiir die Realisierung des Energie-Impuls-Erhaltungsalgorithmus’ wurde ein
allgemeiner FE-Code mit Merkmalen entwickelt, wie sie zu Anfang von Ab-
schnitt 5.2 andeutungsweise beschrieben wurden.

Fiir die Simulation der ,dufleren“ Reifenmechanik wurde unter Ausnutzung
der im Bereich von Prof. Dr. F. Bohm existierenden grofien Erfahrung zur
Reifensimulation am Institut fiir Mechanik der Technischen Universitéit Berlin
ein Einschichtmodell des behandelten Reifens geschaffen, das

+  dem Grundcharakter des Giirtelreifens als Membranstruktur entspricht,

+ inder Lage ist, die das Reifenverhalten iiberwiegend bestimmende Kordki-
nematik der Reifenstruktur auf sehr einfache und dadurch effiziente Weise
zu erfassen

+ in der Lage ist, die Biegesteifigkeiten in der Reifenstruktur zu erfassen,

4+  einen Protektor besitzt, um die Prozesse der Kontaktmechanik beim rol-
lenden Reifen richtig zu erfassen,

4+  mit einem sehr stabilen expliziten Zeitintegrator arbeitet

+  mit der bei der Erstellung des FE-Codes durch den Autor gewonnenen
Programmiererfahrung eine auch bei heutiger Rechentechnik sehr zufrie-
denstellende Performance bei der Simulation von transient—dynamischen
Rechenbeispielen entwickelt und

4+  dessen Parameter daraufhin optimiert sind, gemessene modale Reifenei-
genschaften, Pumpfiguren und die Federkennlinien richtig wiederzugeben.

6.2 Ausblick

Nach Ansicht des Autors bietet die vorgestellte Arbeit Ansatzpunkte fiir ei-
ne Vielzahl lohnender weiterer Forschungsvorhaben. Diese Anregungen sollen
gegliedert nach den grundlegenden Themengebieten der vorliegenden Arbeit wi-
dergegeben werden.

Weiteres Vorgehen bei den Reifenmodellen

Allgemein sollte ein Weg gefunden werden, die vorgestellten Reifenmodelle bes-
ser und algorithmisch zu parametrisieren, um mit deutlich weniger Arbeits-
aufwand und zielsicherer die Reifenmodelle mit vorhandenen Messungen in
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Einklang zu bringen bzw. Vorhersagen iiber das Strukturverhalten von neu
entwickelten Reifen treffen zu konnen. Diese Aufgabe ist von nicht zu un-
terschétzender theoretischer Bedeutung und deckt sich stark mit den prakti-
schen Anforderungen der Reifen— und Automobilindustrie an Simulationstools
in der Reifenmechanik. Beide vorgestellten Reifenmodelle wurden ,,per Hand*
parametrisiert und sind deshalb sicherlich als noch nicht optimal abgestimmt
anzusehen.

Die Struktur vom Einschichtmodell der Reifen ist bereits sehr gut entwickelt.
Entwicklungspotential besteht vor allem in der besseren Darstellung des Lauf-
streifens und damit der besseren und vor allem genaueren Erfassung der Stol-
lendynamik. Die derzeitige Modellierung des Laufstreifens ist zu diffus, um
den Anforderungen der Reifenindustrie gerecht zu werden. Bei Einfiihrung von
deutlich mehr Sensorpunkten, der Beriicksichtigung von Biegung im Gummi
des Laufstreifens und der Erfassung der Profilierung kénnte das vorgestellte
Einschichtmodell sicherlich fiir solch anspruchsvollen Aufgaben wie der Pro-
filoptimierung herangezogen werden. Eine Ausstattung des Stollenfeldes mit
eigener Trigheit ist nach Einschitzung des Autors noch nicht erforderlich. Vor-
arbeiten zur realistischeren Protektormodellierung sind im Forschungsbereich
von Prof. Dr. F. B6hm an der Technischen Universitdt Berlin und vielen von
dort hervorgegangenen Wissenschaftlern vorhanden. Sie wurden in dieser Ar-
beit nicht zum Einsatz gebracht, da dies den Umfang sprengen wiirde.

Der Struktur des FE-Modells mangelt es noch sehr an einem Laufstreifen. Eine
Vergleichbarkeit zwischen dem Einschicht— und dem FE-Modell konnte bis-
her nur durch Negation des Biegeinflusses im Einschichtmodell erzielt werden,
da das FE-Modell zu wenig Biegesteifigkeit besitzt. Hier herrscht dringender
Handlungsbedarf.

Zur Realisierung des Protektors mit vertretbarem Aufwand schldgt der Au-
tor die Verwendung von Makroelementen vor — eine Idee, die am Institut fiir
Technische Mechanik der Universitdt Rostock beginnend bei Scheibenelemen-
ten sehr erfolgreich etabliert wurde. Mit einer solchen Diskretisierungstechnik
wiirde die Anzahl der Freiheitsgrade, die zur Modellierung des Protektors er-
forderlich sind, gering bleiben.

Das FE-Modell benétigt weiter ein besser zu parametrisierendes Dissipations-
modell. Die grundlegende Vorgehensweise von rheologisch motivierten Damp-
fungsmodellen sollte dabei nicht aufgegeben werden.

Mit beiden Modellierungstechniken sollten weitere Reifen und weitere Rechen-
szenarien realisiert werden, um damit die Aufnahme dieser Modellierungstech-
niken in eine Reifenmodellhierarchie zu ermoglichen. Diese Idee der Modellhier-
archien wird bereits von mehreren Wissenschaftlern erfolgreich verfolgt, um ad-
aptiv zur momentanen Simulationsaufgabe dasjenige Individuum einer ganzen
Modellfamilie auszuwéhlen, das der Fragestellung mit minimalem numerischen
Aufwand am ehesten entspricht.
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Weiteres Vorgehen bei der Entwicklung des EMA

Sehr deutlich ist in dieser Arbeit der numerische Vorteil herausgearbeitet wor-
den, der sich bei korrektem Handling des konservativen Anteils einer Struktur
bei der Zeitintegration ergibt. Um diesen Vorteil universeller nutzen zu kénnen,
sollte der EMA auf weitere bei der Reifensimulation interessante Materialklas-
sen (spezielle Materialmodelle fiir Gummi und Korde) erweitert werden.

Die Steigerung der Performance des EMA bei der Zeitintegration steifer Systeme
sollte im Rahmen der o.g. Generierung weiterer Reifenmodelle mit anderen nu-
merischen Eigenfrequenzen und weiterer Szenarien mit anderen Frequenzen in
der Anregung weiter untersucht und abgesichert werden.

Weiteres Vorgehen bei der Entwicklung des Programmcodes zum
Einschichtmodell

Einzelne Aspekte wurden bereits oben erwéihnt.

Einer der wenigen erforderlichen Arbeiten zur Optimierung dieses Codes wire
die Angliederung an komerzielle Preprozessoren und die elegantere Behandlung
von statischen Problemen.

Weiteres Vorgehen bei der Weiterentwicklung des FE-Programmcodes

Der generierte FE-Code bietet in der jetzigen Form eine gute Grundlage fiir
seine Weiterentwicklung.

In den n#chsten Ausbaustufen sollten Kontaktformulierungen realisiert werden
sowie eine Umsetzung des Codes auf andere Plattformen und modernere Pro-
grammiersprachen (z.B. FORTRAN90) angegangen werden. Bei der Auswahl der
Plattformen sollte angesichts der zu erwartenden Problemgréfien deren Poten-
tial zum Handling grofler Datenmengen, ein geringer Anteil an Selbstbeschéfti-
gung des Systems bei der Realisierung von I/O-Tasks und die Effektivitét bei
Multiprozessorimplementierungen bei der Entscheidungsfindung zugrundege-
legt werden.

Zur grofleren Variabilitéit bei der Generierung von Reifenmodellen sollten qua-
dratische Volumenelemente, Schalen und Balken implementiert werden. Adap-
tives Re—Meshing und die o.g. Makroelemente kénnen helfen, die Anzahl der
erforderlichen numerischen Freiheitsgrade zu senken.

Zur Reduzierung des manuellen Aufwandes bei der Modellgenerierung sollte
iiber Schnittstellen zu anderen FE—/CAD-Datenformaten nachgedacht werden,
auf dem Markt verfiigbare, schnellere Gleichungsléser und evtl. eine Paralleli-
sierung des gesamten Codes sollten den Zeitaufwand Aufwand im Zeitschritt
senken helfen.



Anhang A

Verifikation der Elemente

Die fiir diese Arbeit entwickleten Elemente wurden sehr sorgfiltig fiir alle vor-
gesehenen Materialien und Parameterbereiche gepriift. Natiirlich wurden solche
elementaren Tests wie die Starrkorperbewegungen und Patchtest erfolgreich ab-
solviert.

Hier sollen auszugsweise Rechnungen vorgestellt werden, in denen die Losungen
der EMA—-FElemente mit denen eines der bei der Simulation von Gummi fiihren-
den FE-Programm-Systeme MARC®PK 6-1 verglichen werden.

Dabei wird gefordert, dafl die Elemente bei statischen Aufgaben identisch rech-
nen, da die in den Elementformulierungen verwendete Theorie vollig vergleich-
bar ist. Es wird davon ausgegangen, dafl Elemente, die zum Kern-Know-How
eines Systemhauses der FE-Entwicklung gehoren, hinreichend gegen die Praxis
abgepriift sind.

Bei dynamischen Aufgaben diirfen leichte, aber nur plausible Unterschiede auf-
treten, da die Integrationstechnik der in dieser Arbeit verwendeten Elemente
iiber den Stand der Technik kommerzieller Programme hinausgeht.

Es soll nur die Verifikation der Volumenelemente dargestellt werden. Die Sta-
belemente wurden ebenfalls mit dem kommerziellen Code verglichen und hat-
ten bei statischen Aufgaben sowie bei hinreichender Abtastung auch bei dyna-
mischen Aufgaben identische Losungen. Bei den in dieser Arbeit betriebenen
Verletzungen des SHANNONschen Abtasttheorems verhielt sich das Vergleichs—
Stabelement identisch zum in Abschnitt 3.1 nach der Trapezregel integrierten
Pendelstab, das Stabelement aus dieser Arbeit aber wie der nach dem EMA
integrierten Pendelstab.

A.1 Statischer Zug—Druck—Versuch

Beim Zug—/Druck—Versuch wird bei beiden Programmen ein Wiirfel der span-
nungslosen Kantenldnge ,,1¢ statisch bestimmt gelagert (s. Abbildung A.1).
Anschlieflend wird die Deckfliche (bestehend aus den Knoten 5-6-7-8) um
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Abbildung A.1: Setup des Zug—/Druck—Vergleiches
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Lagef—
- bedingungen

Verschiebungen

Ax = +,,0.5“ verfahren, die Verschiebungen an Knoten 8 sowie die sich einstel-
lenden Spannungen werden aufgezeichnet und in Abbildung A.2 miteinander
verglichen. Gezeigt wird hier das Ergebnis fiir MOONEY—RIVLIN-Material, bei

0.6 05 05
Verschiebung x, MARC —— Verschiebungy, MARC —— Verschiebung z, MARC ——
Verschiebung x, EMA Verschiebung y, EMA Verschiebung z, EMA
04 0.4 04
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0.2
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0
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-0.2
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08 0. 07 06 08 02 0.2 07 06 08 02 0. 04 06 08
2 1 1
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o G[11], EMA Spannung[22], EMA Spannung[33], EMA
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0. 0.4 0.6 0. 0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung A.2: Elementvergleich fiir statischen Zug—Druck—Versuch

KircHHOFFschem Material entsteht analoge Deckungsgleichheit.
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A.2 Statischer Schubversuch

Beim Schubversuch wird der gleiche Wiirfel wie in Anhang A.1 auf der einen
Seite (Knoten 1-4-8-5) fixiert und mit der Seite 1-2-6-5 auf eine Ebene ge-
stellt. Dann wird die Seite 2-3-7-6 um Ay = =+, 0.5% ausgelenkt, so dafl der
Wiirfel mit v, = £30° Schubwinkel belastet wird (s. Abbildung A.3). Die bei

aufgepragte
Verschiebungen

3

Lagér-
bedingungen

d

Abbildung A.3: Setup des Schub—Vergleiches

diesem Versuch errechneten Vergleichswerte an Knoten 8 entnehme man den

Abbildungen A.4.

Spannung[11], MARC ——
Spannung[11], EMA

Spannung[22], MARC —/—
Spannung[22], EMA

-05
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0.6 0.8

0.2 0.4 0.6 0.8
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Spannung[13], MARC —
Spannung[13], EMA

0.2

04

0.6 0.8

0.2 0.4 0.6 0.8

Abbildung A.4: Elementvergleich fiir statischen Schub—Versuch

A.3 Unplausibilitidt beim Druckknoten in MARC

Um den Vergleich der Elemente in der Dynamik vorzubereiten soll hier auf
einen Fehler bei der Zeitintegration des hydrostatischen Spannungszustandes
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der MARC—Volumenelemente hingewiesen werden. Der hydrostatische Span-
nungszustand wird iiber den Verschiebungsfreiheitsgrad des neunten Element-
knotens parametrisiert und steuert die Aufrechterhaltung der Inkompressibi-
litdtsnebenbedingung.

Diese Nebenbedingung ist eine algebraische Gleichung, die vom FE-Code MARC
offensichtlich nicht korrekt behandelt wird, sondern genauso wie alle anderen
Verschiebungsfreiheitsgraden durch die Zeit integriert. Dies kann man daran er-
kennen, das im Ergebnisfile fiir diesen Knoten eine Geschwindigkeit ausgegeben
wird.

Der Druckknoten darf aber keine Dynamik besitzen, da sonst der algebraische
Charakter dieser Gleichung verloren geht.

Amplitude am Druckknoten Geschwindigkeit am Druckknoten
2 600
15 400
; NN a
05 ; | /N /T
o JIN /TN T[T N \1/ '\
-05 \ / \ / \ -200 \
-1 \ / \ -400
-15 FMARC —— -600 FMARC ——
o L_EMA —— 800 L_EMA ——
0 005 01 015 02 025 03 035 04 0 005 01 015 02 025 03 035 04
Zeit[g] Zeit [s]

Abbildung A.5: MARC-Fehler bei der Zeitintegration des Druckes

Die in Abbildung A.5 gezeigten Kurven entstanden bei einem Beispiel, analog
zu Anhang A.4, wo ein spannungsfreier, am Boden aufliegender Wiirfel auf der
freien Seite mit einer Anfangsgeschwindigkeit beauflagt wird.

Dabei sind die gezeigten Fehler kein Problem des Zeitschrittes, im Gegenteil, bei
einer Verringerung des Zeitschrittes bis hin zur vorschriftsméfligen Schrittweite
eskaliert die Amplitude und die Frequenz des Ausschlags um die Mitte immer
weiter.

A.4 Dynamischer Zug—Druck—Versuch

Bei dynamischen Zug—/Druck—Schwingversuch
wird der Testwiirfel bei beiden Programmen
zunéchst von beiden Seiten normal zur x-Achse
um ,,0.5“ zusammengepret und dann frei im
schwerelosen Raum schwebend losgelassen. Es
stellt sich ein Entspannungsstofl ein, der den
Wiirfel zum Schwingen bringt (s. Abbildung
rechts).

Man erkennt die prinzipielle Ubereinstimmung der verglichenen Elemente.
Das Element nach dem EMA arbeitet simultaner, die Schwingung des MARC—
FElementes verlduft mit einem kleinen Phasenversatz zur Bewegung des EMA—
Elementes.

Y

2 X
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0.45 045

Verschiebung x, MARC —— Verschiebungy, MARC —— Verschiebung z, MARC ——
Verschiebung x, EMA

Verschiebung,

A 0.4 Verschiebung 2 BMA
’ 035 i
03
0.25
02
0.15

01

0.05

1e-05 605 3605 4605 5e05 6605 7605 0 Te05 2605 305 4605 5605 6605 7605 0 1e-05 605 305 4605 5e05 6e05 7605

-10

-12

-14

Spannung[11], MARC ——
annung[11], EMA

Spannung[22], MARC —— ‘Spannung[33], MARC ——
15 Spannung[22] ,GMA 15 Spannung|33] A

0.5

-05

o065 2605 05 de%  5e05 Bals Te05 A o0 7605 305 405 505 el 7805 A Te05 2605 3605 4605  5e05 6605 7605
1 18 05
Spannung[12], MARC —— Spannung[23], MARC —— ‘Spannung[13], MARC ——
Spannung[12], EMA 16 Spannung[23], EMA 0 Spanttingf 43} £t
14 05
12 1
. -15
2
0 08
25
06 3
0.4 35
02 )
o -45
" 5
e 7605 05 4e05 Bets a0 7805 02 Te05 2605 3605 4605 5605 Gel5 7605 Te05 2605 3605 4605 B5e05 6605 7605

Abbildung A.6: Elementvergleich ~ fiir ~ dynamischen Zug-Druck—
Versuch

Deutliche Unterschiede sind bei den Spannungen zu erkennen. Die Rauhigkeiten
des MARC-Elementes riithren von der in Anhang A.3 beschriebenen wahrschein-
lich falschen Zeitintegration des hydrostatischen Spannungszustandes.

Die Losung des EMA—Elementes ist nicht verzappelt, sondern verlduft stetig
und entlang des mitlaufenden Mittelwertes des MARC—-Elementes.

A.5 Dynamischer Schubversuch

Beim dynamischen Ausschwingversuch mit vor-
wiegend Schubspannungen wird der Testwiirfel
auf der einen Seite um beidseitig ,,0.2“ ge-
staucht, auf der anderen Seite um ,,0.2“ gedehnt,
so dafl sich ein Ausgangsscherwinkel von ca.
21.8° ergibt (s. Abbildung rechts).

Dabei mufite der Wiirfel in zwei Teilwiirfel zerlegt werden, da ansonsten die
grofle kinematische Scherverformung leicht zum Locking fiihrt.
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Abbildung A.7: Elementvergleich fiir dynamischen Schub—Versuch
A.6 Geschwindigkeitsvorteil gegeniiber dem Vergleichs-
element

Abschliefend soll der Geschwindigkeitsvorteil
der Elemente nach dem EMA an einem Beispiel
nach rechter Abbildung demonstriert werden.
Der Wiirfel hat einem E-Modul von Egyumm: =
5, eine PoissoNsche Konstante von v = 0.49,
eine Dichte von p = 3.0 - 107 und eine Kan-
tenldnge von h = 20.

Der Wiirfel bekommt einen Anfangsdrehgeschwindigkeit von w, = 1 und schwebt
dann frei drehend im schwerelosen Raum. Die Rotationsbewegung wird mit kon-
stanten Zeitschritten integriert.

Dabei ist MARC in der Lage das System noch mit einer Schrittweite von At =
1.0 - 10~ stabil zu integrieren und bendétigt fiir die Echtzeit des Beispiels von
trine = 7 s insgesamt 29926 Gleichungslésungen. Bei einer Zeitschrittweite von
At = 1.5-107% bricht die Zeitintegration nach 13248 Gleichungslésungen fiir
tKollaps = 0.621 s erfolglos ab.

Das KIrRCHHOFFsche Element nach dem EMA benétigt fiir die Distanz von
tfine = 7s wegen der moglichen grofieren Schrittweiten nur 429 Gleichungslésun-
gen. Dabei werden die Integrale der Bewegung (Drall, Impuls, Energie) mit der
Genauigkeit des Abbruchkriteriums der iterativen Losung im Zeitschritt kon-
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serviert.
Man stellt einen Geschwindigkeitsvorteil der EMA-Elemente von % ~ 70
fest.

Natiirlich gilt dieser Geschwindigkeitsvorteil vorzugsweise fiir Beispiele, wo der
Frequenzinhalt der Anregungen deutlich unterhalb der numerischen Eigenfre-
quenzen der Struktur liegt. Bei steifen Systemen ist dies regelméfig der Fall.



Anhang B

Numerische Aspekte bei der
Formulierung von
Volumenelementen

In Kapitel 3 gipfelte die Elementformulierung in der Angabe von Gleichungen
zur Berechnung der Knotenkraftvektoren und deren JACIBImatrizen. Um diese
Gleichungen berechnen zu kénnen, mufl die Elementtopologie mit den dazu-
gehorigen Formfunktionen definiert werden. Diese Prozedur wiederholt sich bei
der Implementierung der Elementgleichungen stets aufs neue, ebenso wie die
Technik der isoparametrischen Elementformulierung.

In diesem Anhang wird das dazu erforderliche Handwerkszeug zusammengefafit.

Es wurde bewufit eine von der klassischen matrizenorientierten Programmier-
technik (s. [Bathe.90]) abweichende, mehr indizistisch orientierte Programmier-
technik gewéhlt, da diese den nichtlinearen kontinuumsmechanischen Gleichun-
gen sehr viel natiirlicher entspricht.

B.1 Bereichsintegration im isoparametrischen Raum

B.1.1 Integrale iiber beliebige Linien im Raum

Es soll die Feldfunktion ,u entlang des Linienrandes eines Elementes integriert
werden (s. Abbildung B.1).

Feldinterpolation der Funktion:

a(s) — uh(©) = Y AN(E)

mit ‘iu ... Stiitzstellen der Funktion z.Zeitpunkt ,,t“.
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Ortsvéktor
zum Randpunkt /

> X
,physikalischer Raum® 2D, isoparametrischer Raum* 1D

Abbildung B.1: Randintegral iiber isoparametrische Linien

Koordinateninterpolation:
n(=3)

X(@,y,2)— X" =Y ANEu

A=1

mit ‘iX. .. Knotenkoordinaten der Linie z.Zeitpunkt ,,t“.

Transformation der Bogenléange:

2
2 _ 5.2 2 _
ds* =dz* + dy _<8§d§> +(8§d§>

Mds:\/< édg) + (% £> d¢

Ausfiihren des Linienintegrals

7= /tuds (F/)tuh(g)\/( £d§>2+ (ag f) d¢

(@)

In dieser Form kann das Linienintegral sehr einfach durch GAussquadratur nu-
merisch berechnet werden.

Zusétzlich bietet die isoparametrische Interpolation die Moglichkeit, hdufig in
mechanischen Formeln benétigte Kurvenparameter wie Tangentenvektor und
Hauptnormalenvektor fiir krummlienige Rénder aufzuschreiben.

2
dX
Man berechnet — =\/1x2+n? = <—£> a . Dann schreibt sich der
def OX 23 tXf ..
Tangentenvektor als &= und man kann ausfithren den

O 0s 'dX
§
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tt I
Hauptnormalenvektor als n = und den
t y
‘tX,ﬁ)
Krimmungsradius als +p = ‘
t ‘
t:€

B.1.2 Oberflichenintegrale iiber gekriimmte Flichen im Raum

Die Ausfiihrung der Randintegrale iiber eine im isoparametrischen Raum para-
metrisierte Fliche verlduft analog zur vorherigen Abschnitt.

Koordinateninterpolation:

X(a,y,2) — X&) = ZANan

mit éX. .. Knotenkoordinaten der Linie z.Zeitpunkt ,,t“.

Diese Koordinateninterpolation stellt eine Prametrisierung der Fliche g(x,y, z) =
0 in den Parametern (&,7) dar.

Interpolation der Feldfunktion:

n(=

4)
alx,y, ) — e = > ANE )
1

A=

mit éu ... Stiitzstellen der Funktion z.Zeitpunkt ,,t“.

Oberflédchenintegralintegral

dr

I://f(ac,y,z)dS://f(tX(g,n)) \/txfftxﬁ (txfgtxf;?) “TEdn

() (r) ds

Dieses Integral kann bei geeigneter Interpolation der Flache und bekannten
Funktionswerten an den Stiitzstellen stets numerisch berechnet werden.

Den Hauptnormalenvektor kann man ebenfalls berechnen aus

h h
tX,ﬁ X X

‘thxh‘
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B.1.3 Integral einer Funktion iiber ein materielles Volumen

Nachdem die Integrationsprozeduren iiber gekriimmte Fldchen und Linien an-
gegeben wurden, fehlt zu Vollstdndigkeit noch das Volumenintegral.

Zunéchst schreibt man die Koordinateninterpolation hin als

7= (e ) T €m0 = 3 AN, 0%
12(&m,¢) A=1

——

und bildet zur Ubung formal die Ableitung der materiellen nach den isopara-

metrischen Koordinaten r := <§> :

OX(f, 7, C) _ 8X2(£7 7, C) RS 6AN(€, 7, g)

A
= TS b Ay e
or or;j Az_:l or; i Gig

Element (i,j) der JACOBImatrix
J = (Jij)g43 der Koord.-

transf.
Interpolation der Feldfunktion:

Die interpolierte Feldfunktion ;u findet man mit

2(§m.C) RSy
tu <y(§7777<)> — tuh(éa n, C) = Z AN(Sv n, C‘)/;U

mit éu .. Stiitzstellen der Funktion z.Zeitpunkt , .

Dabei kann die Feldfunktion ,u auch als Komponente ¢ einer vektorwertigen
Funktion ,V oder die Komponente (i,7) einer tensorwertigen Funktion N auf-
gefafit werden. Bildet man den Gradienten der im physikalischen Raum para-
metrisierten Feldfunktion ;u nach den isoparametrischen Koordinaten mufl man
die Kettenregel bemiihen:

dpui _ Qudr(,n,0)  Oudy(&,n.C)  Oudx(&,n.C)
or;  Ox  Orj dy  Orj 0z  Orj

0
Wenn man nun den Gradienten r in Matrizenschreibweise sucht kann man
r

daraus ablesen

0 _ 0X;(&n,¢) o 0
or = on 9% ax,% = Dupx@
. J 0 o ., 0
und damit o -a—X<:>a_X_J o

Mit diesem Werkzeug kann man jetzt den materiellen Gradienten einer im phy-
sikalischen Raum existierenden und danach isoparametrisch interpolierten Feld-
funktion hinschreiben:

"(&,nQ) (B.1)

—u
ort
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Um jetzt das Integral der Funktion ;u(X) iber das Volumen V' bilden zu kénnen
bendtigt man nur noch die Beziehung

dV =dx dy dz = detJd¢ dndC

und findet

(ff) w(X)dV = [f[ wu(X(&n,¢))dE dndC

(V)

B.2 Isoparametrische Elementformulierung und Gauss-
Quadratur

B.2.1 GAUSS-Quadratur im isoparametrischen Koordinaten-
raum

Die Transformation der im physikalischen Raum befindlichen Elemente in den
isoparametrischen Koordinatenraum verfolgt im wesentlichen zwei Ziele:

e die numerische Ausfithrung von Ableitungen von Feldfunktionen bzgl. ma-
terieller oder rdumlicher Koordinaten und

e die numerische Ausfithrung von Bereichsintegralen von Feldfunktionen
iiber einen materiellen oder raumlichen, ein— oder mehrdimensionalen Be-
reich.

Ein positiver Nebeneffekt des isoparametrischen Konzeptes ist die Moglichkeit,
stark tordierte Elementformen behandeln zu kénnen, wodurch die Adaptivitét
eines Mesh an das physikalische Objekt beliebig gesteigert werden kann.

Dabei kann die Feldfunktion skalaren, vektoriellen oder tensoriellen Charakter
haben. Wenn die Funktion vektor— oder tensorwertig ist, werden die Differentiations—
bzw. Integrationsoperationen auf die skalarwertigen Koordinatenfunktionen zuriick-
gefiihrt.

Die Grundidee der GAuss—Quadratur besteht in der umkehrbaren Abbildung
des physikalischen Elementraumes auf einen Raum fester Geometrie (meist von
-1 bis +1 reichend), fiir den dann durch einen mathematischen Optimierungs-
proze das Bereichsintegral in eine gewichtete Summe iiber die Funktionswerte
an einer erforderlichen Anzahl von Stiitzstellen der Feldfunktion iiberfithrt wird.
In den Optimierungsprozefl inbegriffen sind bei der GAuss—Quadratur sowohl
die isoparametrischen Oprte der Stiitzstellen, als auch deren Anzahl und Ge-
wichte. Damit wird erreicht, dafl man fiir jeden zu integrierenden Polynom eine
Integrationsvorschrift angeben kann, die das Integral exakt 16st.

Da die Theorien sowohl des isoparametrischen Konzeptes, als auch der GAUSs-
quadratur in der Literatur ausfiihrlich behandelt sind, werden hier nur die prak-
tisch anzuwendenen Gleichungen aufgelistet.
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Betrachtet wird ein Element mit n,,,4. Elementknoten. Fiir diese Elementknoten
sind die Orte 4X und die Werte 4f(X) der betrachteten Funktion gegeben.
Daraus wird die Transformation des Koordinatenraumes gebildet mittels

Nnode

X(@,y,2) — X"(En.¢Q) =Y AN(En, )X
A=1

und die Interpoation der Feldfunktion mittels

Nnode

J@y,2) — fMEn O => ANEn O

A=1

Hierfiir werden Interpolationfunktionen 4N (€,7,¢) benétigt, die einzig der Be-
dingung AN (PX) = 6% geniigen miissen.

Mit den in Anhang B.1 gemachten Ausfiihrungen kann man jetzt diese Funk-
tionen unter Ausnutzung der Kettenregel (B.1) beliebige Differentiationopera-
tionen ausfiihren.

B.2.1.1 Berechung der JACOBImatrix der Koordinatentransforma-
tion
A
Wird fiir » = (%) mit ANJ- die Ableitung M beschrie-
<€ .€,.€..> or;
ben, kann man die JACOBI-Matrix der Koordinatentransformation hinschreiben
in der gut programmierbaren Form:

Mnode

J= Z AXz‘ AN,jQZ‘Qj (B'2)
A=1

Fine alternative, praktische Formulierung unter Verwendung des Gradienten-
vektors der Formfunktionen D [AN ] = ANJgi lautet

Nnode
J=> “X@DI['N].
A=1

Aus dieser Matrix kann man dann die fiir die Ausfilhrung von Volumeninte-
gralen benétigte JACOBIdeterminante J := detJ z.B. nach der SARRUSschen
Regel und die fiir materielle Ableitungen benétigte JAcoBIinverse J ! nach der
CrAMERschen Regel fiir jeden benétigten isoparametrischen Ort r berechnen.

B.2.1.2 Berechnung des Deformationsgradienten als Grundlage fiir
andere Tensorgroflen

Der Deformationsgradient ist die materielle Ableitung der Konfiguration zur
Zeit t bzgl. der Referenzkonfiguration.
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Wenn die spannungslose Lage die Referenzlage ist, kann geschrieben werden
X = X+ umit u als Verschiebungsfeld zum Zeitpunkt .

Wenn man daraus den Deformationsgradienten berechnet so entsteht in einer
Orthonormalbasis

atX ; atXl Nnpode
= aoX €i&j (5 80Xj)e € = 5 €igj+ Z N’jgigj
Nnode (BS)
A A
=V X=14+V u=1+ Y “ucD['N]
A=1

Hat man den Deformationsgradienten programmiert, kann man alle anderen,
in den Elementgleichungen dieser Arbeit vorkommenden, tensoriellen Deforma-
tionsgréfen berechnen.

B.2.1.3 GAUSSintegration in mehreren Dimensionen

Um das Integral / / / f(X)dV zu berechnen mufl zunichst entschieden wer-

B

den, welchem Poly(ngmgrad die Funktion f entspricht.

In Abhéngigkeit davon wird die fiir eine genaue Integration erforderliche Stiitz-
stellenanzahl im Integrationsgebiet festgelegt. Es gilt, dafl eine Funktion F' dann
exakt integriert wird, wenn bei Verwendung von ngqqyss Stiitzstellen Sie ein Po-
lynom von maximal (2ngquss — 1)ter Ordnung ist. Dabei ist zu beachten, daf
eine zu grofle Stiitzstellenzahl vermehrt Rundungsfehler induziert und daf§ bei
mehrdimensionalen Integralen die Grade der Polynome jeder einzelnen Rich-
tung den Grad des zu integrierenden Polynoms der Feldfunktion vergréfiern.

Werden ngauss Stiitzstellen mit den Koordinaten p und den Gewichten ““uw

den Tabellen entnommen, dann errechnet man zunéchst die physikalischen Orte
bzw. Funktionswerte und die JACOBIdeterminanten an diesen physikalischen
Orten. Mit diesen Werten berechnet sich dann das Integral entlang einer oder
mehrere Koordinatenrichtungen folgendermaflen:

NGauss

/ FX)dL = )" “Cwe f(X(“r))

iG=1

/ / . NGauss S G, 1 (x(%)) B4

zGl

/ / / F(x Sl S i, G f(X(Cr))

zGl

Dabei sind iGwi das Integrationsgewicht, das am GAuUsspunkt ¢G fiir die Inte-

grationsrichtung ¢ steht. Die Orte der Integrationspunkte und deren Gewichte
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werden bei der Diskussion der Elementopologien (s. Abschnitte B.2.2 und B.2.3)
genannt.

B.2.2 Das 8Knoten Brick—Element

Abbildung B.2: Das 8-Knoten Volumenelement

Abbildung B.2 zeigt die Topologie des Brick—Elementes. Wenn ein Druckknoten
als neunter Knoten hinzugefiigt werden soll, dann wird er, ohne physikalische
Koordinaten zu besitzen, in das Elementzentrum gelegt.

Den Tabellen B.1 und B.2 kann man die isoparametrischen Koordinaten der

| Knoten | s t | N(r,s,1) |

1 1.0 1.0 -1.0[ (1 +7r)(1+s)(1—1)
2 -1.0 1.0 -1.0 i(1—7“)(1—1—3)(1—t)
3 -1.0 -1.0 -1.0 i(1—7«)(1—8)(1—t)
4 1.0 -1.0 -1.0 i(1 r)(1—s)(1—1t)
5 1.0 1.0 1.0 i(1+r)(1+s)(1+t)
6 -1.0 1.0 1.0 i(1—7~)(1+s)(1 t)
7 -1.0 -1.0 1.0 i(1—7«)(1—3)(1+t)
8 1.0 -1.0 1.0 %(1—1—7“)(1—3)(1 + 1)

Tabelle B.1: Formfunktionen des 8—Knoten Brick—Elementes
Knotenpunkte und der Gausspunkte sowie die Integrationsvorschrift entneh-
men. Das 8-Knoten Brickelement ist in seiner Topologie und Integration ein
Klassiker und bedarf keiner weiteren Erlduterungen.

B.2.3 Das 6-Knoten Penta—Element

Es gibt verschiedene Wege, die Topolgie eines 6-Knoten—Penta—Elementes zu
generieren. Die einfachste und vielfach praktizierte Variante ist das Kollabieren
eines 8—Knotenelementes, indem man auf der Deck— und Grundfldche zwei Ele-
mentknoten jeweils dieselben externen Knotennummern gibt.

Diese Vorgehensweise ist jedoch problematisch, da die durch das Zusammen-
legen der vorher linearen Interpolationsfunktionen entlang der 4 Elementkan-
ten von einem kollabierten zu einem nichtkollabierten Knoten reichen, nicht
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1G T S t | Gy = II Zka
k=[r,s,t]
1 % % % 1.000 000 000 000 000
2 % % % 1.000 000 000 000 000
3 % % % 1.000 000 000 000 000
4 |-L L _ L 11000000 000000 000
V3 VB T\ | T
5 % % % 1.000 000 000 000 000
6 |- L L 11.000000 000 000 000
Vi V3 B3|
7 % % % 1.000 000 000 000 000
8 % % % 1.000 000 000 000 000
+1 +1 +1 8 . X . i
[ [ [ fdrdsdt= Gy f (ZGrstZGt)
t=—1s=—1r=-—1 1G=1

Tabelle B.2: Integrationsvorschrift des 8-Knoten Brick—Elementes

mehr ldnger linear sind. Somit kann es in der Gesamtstruktur zu inkompatiblen
Verschiebungszustéinden mit Uberlappungen und Klaffungen kommen, wenn
zufillig Elemente mit linearer und nichtlinear denaturierter Verschiebungskine-
matik an der Elementkante zusamentreffen.

Abbildung B.3: Das 6-Knoten Volumenelement

In dieser Arbeit wird diese ,,Ungenauigkeit* nicht begangen, sondern ein anderer
Weg beschritten. Das Penta—Element bekommt an der Grund— und Deckfliche
die Verschiebungskinematik eines Dreieckelementes, das dann mittels einer li-
nearen Transportfunktion auf die gegeniiberliegende Fliache projeziert wird.

Das so entstehende Element zeigt Abbildung B.3. Die Elementkinematik erfiillt
die Anforderungen des Patchtestes und kann spannungslos Starrkorperbewe-
gungen darstellen.

Wenn ein Druckknoten als siebter Knoten hinzugefiigt werden soll, dann wird
er, ohne physikalische Koordinaten zu besitzen, in das Elementzentrum gelegt.
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Knoten r s t ’ AN(r, s,1) ‘
1 0.0 0.0 -1.0|3(1—r—s) (1—1¢)
2 1.0 0.0 -1.0 ir (1-t)
3 0.0 1.0 -1.0 ts (1-1)
4 0.0 0.0 10|3(1—r—s) (1—1t)
5 1.0 0.0 1.0 ir (1+1t)
6 00 1.0 1.0 ts (1+1)

Tabelle B.3: Formfunktionen des 6-Knoten Penta—Elementes

Den Tabellen B.3 und B.4 kann man die isoparametrischen Koordinaten der
Knotenpunkte und der Gausspunkte sowie die Integrationsvorschrift entneh-
men.

iG|r s t|Cw=T] ika
k=|r,s,t]
1[5 § —5[0:333333333333333
2 |3 § —7J5 0333333333333 333
3|5 § —5|0:333333333333333
4 |5 § —5|0.333333333333333
5|3 3 5| 0333333333333 333
6 |5 3 75| 0.333333333333333
+1 +11-s 6 ) s
[ [ [ fdrdsdt= %Zwah (ZGrleth)
t=—1s=0r=0 iG=1

Tabelle B.4: Integrationsvorschrift des 6-Knoten Penta—Elementes

B.3 Konvergenzbetrachtungen und modifizierter
Newton—Raphson-Algorithmus

B.3.1 Konvergenzkriterien

In der Literatur sind verschiedene Konvergenzkriterien bekannt.

In dieser Arbeit wird die Norm des Verschiebungszuwachses, die Norm der
Elementfehlkrifte und das Skalarprodukt diese beiden Vektoren als eine Art
Fehlenergie im Iterationsschritt und im gesamten Zeitschritt iiberwacht. Dabei
kommen absolute Betrachtungen und relative Betrachtungen infrage. Bei der
Relativbeurteilung wird die Anderung der Kontrollgrofien im Iterationsschritt
auf die Gesamténderung im Zeitschritt bezogen.

Wenn die monitorte Kontrollgréfie relativ oder absolut unter die vorgegebene
Tolranz absinkt, dann wird die Konvergenz des Zeit— oder Lastschrittes defi-
niert.
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Stets wird iiberwacht, ob eine der drei Kontrollgrélen von einem Iterations-
schritt zum n#chsten divergiert.

Dies und die Fille, dal die Projektionsparameter einzelner Elemente nicht im
vorgeschriebenen Intervall von 7, € [0..1] liegen, oder dafl ein Elementdurch-
schlag festgestellt wurde, verhindern die positive Konvergenzaussage.

Die Forderung nach strenger Konvergenz hat sich als sehr positiv fiir die Stabi-
litdt der Zeitintegration erwiesen. Wenn wihrend eines Zeitschrittes Probleme
bei der strengen Konvergenz und der problemlosen Bestimmung der Projek-
tionsparameter auftreten, hat dies zumeist die Ursache in einer temporir ver-
groBerten Nichtlinearitdt oder Rauhigkeit der Losung. Dadurch steigt die Wahr-
scheinlichkeit, dafl folgende Zeitschritte ebenfalls nicht mehr oder nur schwer
konvergieren.

Damit hat man ein Kriterium fiir eine Zeitschrittsteuerung vorliegen.

B.3.2 Anwendung der Konvergenzkriterien fiir ein adaptives,
modifiziertes NEWTON-RAPHSON-Schema

Als numerisches Verfahren zur Losung der (kineto)statischen, vollsténdig nicht-
linearen Kraftgleichungen wurde ein modifiziertes NEWTON—R APHSON—Verfah-
ren verwendet. Dabei wurden bei den jeweils ersten zwei Iterationen des Steps
vollstéindige NEWTON—Schritte (d.h. die komplette L - U-Zerlegung einer frisch
assemblierten Systemmatrix mit anschlieBender Losung mittels Vorwarts—Riick-
wirts—Einsetzen) ausgefiihrt und danach — durch strengmonotone Konvergenz-
kriterien (s. Abschnitt B.3.1) iiberwacht — im Durchschnitt nur bei jeder vierten
Iteration die L - U-Zerlegung einer frisch assemblierten Systemmatrix berech-
net, ansonsten wurde die L-U—zerlegte Matrix des vorherigen Iterationsschrittes
verwendet.

Diese Vorgehensweise ist dadurch motiviert, dafl in einem Zeitschritt wéhrend
der ersten Iterationen der gréfite Teil der erforderlichen Konvergenz stattfindet
und die verbleibende noch zu erreichende Konvergenz der Losung wéahrend der
spéteren Iterationen nur langsam vonstatten geht, wobei gleichzeitig aufgrund
der Nihe der Losung zur konvergierten Gleichgewichtslage die nichtlinearen
FEinfliisse abnehmen.

Wurde die streng monotone Konvergenz nach einem reduzierten NEWTONschritt
verletzt (s.o0.), dann wurde im direkt nachfolgenden Iterationsschritt ein vollstandi-
ger NEWTONSschritt erzwungen und gleichzeitig das Reassambly—Intervall verkiirzt.

Dieses modifizierte NEWTON—RAPHSON—Schema reduziert den Zeitaufwand bis
zum Erreichen einer hohen Konvergenzgiite gegeniiber dem eines klassischen
NEWTON-RAPHSON-Schemas betréchtlich und garantiert gleichzeitig, dafl im
Zeitschritt auftretende starke Nichtlinearitdten hervorragend durch einen ad-
aptiv eingestellten, hinreichend guten Losungsgradienten erfaft werden.



Anhang C

Zur verwendeten Algebra und
Nebenrechnungen

C.1 Rechnen mit dem inneren Ls-Produkt

Vor allem in Kapitel 3 wurde héufig von der Schreibweise

()

Gebrauch gemacht.

Dahinter verbirgt sich das Innere Lo-Produkt, eine in der Literatur sehr geléufi-
gen Schreibweise in der Variationsrechnung. Sie stellt im Gegesatz zur differen-
tialgeometrisch formulierten die schwache Formulierung der kontinuumsmecha-
nischen Gleichungen dar. Das bedeutet, bei der schwachen Formulierung wird
lediglich die Bilanz der kontinuumsmechanischen Grofien im Integral {iber den
Definitionsbereich zueinander in Beziehung gesetzt. Das ermoglicht die Ver-
kniipfung von Funktionen oder gar Distributionen, die aus verschiedenen R&um-
en stammen in gemeinsamen Gleichungen. Die Methode der Finiten Elemente
benutzt z.B. die Verkniipfung von Funktionsrdumen mit unterschiedlichen Ste-
tigkeitsanforderungen regelméfig.

Praktisch ausgefiihrt heifit <a, b>, dal man a und b zunéchst durch Multipli-
kation, miteinander verkniipft und anschlieend iiber den Definitionsbereich

integriert.

Dabei gelten folgende natiirliche bzw. leicht zu beweisende, sehr der gewohnli-
chen Matrizenalgebra &hnliche Rechenregeln:

Regel 1: <a, b> = /a-~b dB, wenn a oder b eine Verkniipfung iiber das Dop-

B
pelskalarprodukt erfordert.
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Regel 2: <a, Q> = / a - bdB, wenn einer der beiden Eingéinge ein vektorwer-
B
tiges Argument ist und somit ein Skalarprodukt ausweist.
Regel 3: <a, b> = / a *x b dB, wenn einer der beiden Eingénge ein skalarwer-

B
tiges Argument ist und somit nur ein einfaches Produkt definierbar

ist.

Regel 4: Kommutativitit

(s2§ (.

Regel 5: Assioziativitdt

<1,abc> — <a,bc> - <ab, c> _ <abc, 1>

Regel 6: Distributivitdt

<a,b + c> = <a, b> + <a,c>
Regel 7: Transposition

<ab, cd> = <bT al,d” cT>

Regel 8: Skalierung

(s8] = (08) =efa)

C.2 Haufig benutzte algebraische Ausdriicke

In diesem Abschnitt wird eine lose Sammlung von Formeln niedergeschrieben,
welche die Nachvollziehbarkeit der Herleitungen dieser Arbeit unterstiitzen sol-
len.

Die gesamte Algebra in dieser Arbeit bezieht sich auf eine orthonormale Iner-
tialbasis. Das vereinfacht viele Ausdriicke gegeniiber der Verwendung einer all-
gemeinen, schiefwinkligen Basis.

Invarianten eines Tensors und seine Ableitungen

I, = Ay = 1-A I, = det A
1 1 1 2
1, = 5 [ Apq Agp + Af,p} =2 [IIM + Iﬂ =3 [1-- (A-A) + (1-4) }
_ aIA _ . . 0 p#gq
VAIA—I <:>&qu—5pq mlt(qu—{l b=
oI,

6qu - IAdpq - qu
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olr
_ =T A __ -1
VI, =II,A e m, (A7),

Satz von CAYLEY-HAMILTON

I.C'=(C—1I.%1)-C+II *1

C

Linearisierungen des Deformationsgradienten

ol g
n+T — TB ]\]"7
B

8n+190]'

8IInJrT ]F

aB

c_ cC
0 TF g 9 Z n+19pP Ny
i =T =T6;,05c" Ny = BN5j,

an—l—l(’pj an—l—l g0]

(IMTIF(Spq - n+Tqu)BN Opj = T(I BN LJ)

Nach zuvoriger Darstellung von F~! nach dem Satz von CAYLEY-HAMILTON
n

2

erhilt man
0 Fk_l
”+2 _ 1p F-l F 1
9] 2 T T g I M
1% 2 2
1 B
—— PN, Fodi — F:0
+2det 1F[ n(’I’H—% nl Ojk n_'_% nj lk)
s
B B
+7N; Frj—1  §og;) —"N; Fu—1 Fékl}
(n—i—% j n+% j) J(n_’_% n+% )
Odet F}
1 1~ ml
n+s nts 1
2 2 :_§[BN’IL( + Fu 5jm_ +1Fnj 6ml)
an+1"0j " 2 " 2
B B
YBN(  Fpi—T  pomi) —BN;(  FEg—1 Fal]
(g =Ty 00) =" =)

Linearisierungen des Rechten CAUCHY—GREEN-Deformationstensors

o C

R
v B(p.C;H*T(C_Ta B T( Np iiFia + niiFi N‘J>epeq €;
nH1"I nt+1%j

ddet,  C 1B
72]. = 2Tdet (C +1F]p et C pq ngj

an—i—l(pj
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Uber den Umweg

—1
n+1LPj

V0o (g€ _c#1): ,C+I_ +1)-(V 4 %ﬁqT

n+T n+T 1%
findet man mittels der Quotientenregel
1 B
Vs 0.,C —¢[<NkHF dF BNy = 268, F, Jv)wqﬂ
nt17i
B
<n+TCkP £+T@35’“”) ( No i F5u F iabip 7N l)
+2(1_cdpg =, Cop) "Nay \Fp Out €1 €1 €
Transformation des ALMANSI-Spannungstensors
in die materielle Basis X
Es gilt:

. Y]
materieller Gradlentﬁ
——N
grada = Grada -F!
——

rdumlicher Gradient%
= gradu = Gradu - F~! = (IF' — 1) FE (Wegen F =1+ Grad u)
gradu =1 —F~!

Damit ist
e= % [gradu + (gradu)T — (gradu)T . (gradu)]
1 _ _ _ _
=St -F1-F T - (1-F 7). (1-F )]
_ 1 7 1] 1L 1
e=glt-FE =gl

Linker CAUCHY—GREEN-Tensor

Transformation des Deformationsgeschwindigkeitstensors
in die materielle Basis X

D= % [gradv - (gradU)T}
- 1 [erde 51— (Grado- )
D:%UFFA%WFFAF]



Anhang D

Digitalfilter in der Simulation
transienter mechanischer
Probleme

In Kapitel 4 wurden auf Seite 121 die Vorteile genannt, die sich bei einer Fil-
terung der Kontaktkrifte mittels eines Tiefpasses ergeben. Dabei wurde das
Problem des Phasenversatzes der Kontaktkréifte erwahnt.

Es gibt prinzipiell die Méglichkeit, durch eine komplizierte Logistik zu organi-
sieren, dafl man bei der Simulation des Einschichtmodells immer schon mehr
Zeitschritte gerechnet hat als den Zeitpunkt, fiir den man gerade das Interface
zum FE-Modell ausgibt. Dadurch kénnte man ein ,vorausschauendes“ Filter
konstruieren.

In dieser Arbeit wurden jedoch praktikable, simultan arbeitende, digitale Filter
nach [Tietze.91] verwendet, die durch das Design der Filterparameter einen nur
minimalen Phasenversatz generieren.

Man schreibt fiir das diskrete (u = 0,1,...)

Eingangssignal (D.1)
x(tu) = zosinwt,, mit ¢, = to + pAtund das
Ausgangssignal
y(t,) = zoel?tu=Ta) mit 7, ... Verzogerungsglied

— xoe]wt_mu . e*ija

Die Ubertragungsfunktion kann man mittels der LAPLACE-Transformation schrei-
ben als

Ly} = a@)r{=(0)}
mit p = jw
und A(p) ...analoge Ubertragungsfunktion



228 Kapitel D.: Digitalfilter bei mechanischen Simulationen

Nach Einfithrung der Z-Transformation z := e*?7a schreibt man mit fl(z) =271

Z{y(tu)} = A(Z)Z{Qj‘(tu)} mit (D.2)

fiir die Z—Transformierte der Eingangsfunktion. Das Ausgangssignal bekommt
man dann durch Riicktransformation.
Man nennt A(z) die digitale Ubertragungsfunktion.

Beilspiel

- > Ba(i) ~ Co-ult)

{95(75[)} * {y(tu)} At y(tpsr) = 2 (tu) — Co - y(ty)

Zahlenfolge Zahlenfolge
Jetzt fithre man die Z-Transformation durch:
o0 oo
Z{y(tuH) } = Z y(tu+1) Zm ) = 7 Z [95 (tu) 2" = Coy(ty) Z_u}
=0 u=0

v(2) = [X(2) - oy ()] [+ X(2)
14 Cozl=1=2" 24 Coz =27 (2 4 Co) (D.3)
. 1 - Y(z
v %HZA(Z)ZX((Z%

Von der analogen zur digitalen Ubertragungsfunktion:
Den Weg von der analogen Ubertragungsfunktion zur digitalen findet man jetzt
folgendermaflen:

1.) fithre ein P = jQ

- -1 COS 5~ 1
2.) A(P) — A(z) mit P = 1> i 1V
z + 1 SIDQ—a tanQ—

a

mit Q, = f”_: ... auf die Grenzfequenz normierte Abtastfrequenz

1
3.) Q-Achse dehnen, so dafl ‘A(joo)‘ bei §Qa erscheint
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d0+d1P+d2P2 i p lZ—]_
= mi =
co+ c1 P+ ca P? z4+1

Do+ Dyz+ Dy 2?
 Co+ Crz + Coz2
Eine Umrechnung der Koeffizienten ergibt daraus

4.) analog gilt A(P)

und digital A (z)

do — dll + d212 co — Cll + 6212
Dy=—"——“= Co=—"7-—
co+ c1l + cal? co + ¢l + cal?
_ 2 g2
D, = 2(d0—d21) C, = M 2. Ordnung (D4)
co+ c1l + cal? co + c1l + cal?
do + dil + dyl?
2 co+ 1l + 0212 2 )
:do—dll _Co—Cll\
0 co + 1l 0 co + ¢l
D, = do + dq1? O =1 1. Ordnung
co + ¢l
Dy =0 Co=0
Entwurf eines Tiefpafifilters 2. Ordnung
Schaltplan:
{x} Do Dl D2
Tal Ta2
~Co —Cr T v
Folge mit dquidistanten Samples gefilterte Zahlenfolge
Ubertragungsfunktion:

V(2) = DoX (2) + 27 {D1X (2) = C1Y (2) + 27! [Do X (2) — CoY (2)] }
Y(z) Do + Dyz + Dy2?
X(Z) B Co+ Crz + Caz2’

was man analog zu (D.3) zeigen
kann.

o A(z) =

In der Literatur [Tietze.91] findet man fiir einen

Tiefpaﬁ: d1 = d2 =0

Hochpa8}: dg = d; = 0 und einen

Bandpaf: dy = do = 0 sowie

dp . .. Proportionalititsfaktor (frequenzabhiingige Verstirkung)
~dg 191

Damit entstehen bei Ausnutzung der Ausfithrungen nach D.5 die Filterparame-
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ter:
Dy = 1 Di=2D Dy =D
O T al+ ol L= 2t 2= Fo
Co = (1 —cl+ Cglz)Do Cq = 2D0(1 — Cgl2) Cy=1

Bei der zeitdiskreten Formulierung y; = Dox; + Diz;—1 — Cryi—1 + Doxi—o —
Coyi—o findet man zuletzt die zeitdiskrete Filterfunktion

i+ 2z + 22— 2y (1= cal?) — yi—2(1 — c1l + c2l?)
N 14+ ¢l + eol?

Yi (D.5)

Filter hoherer Ordnung

Filter hoherer Ordnung erhélt man einfach durch Kaskadierung,

—e— L o \_ e—
{x} | {f} [ {y}

1 2
& = T+ 221 + 22,9 — 21 1— bt
BT TTE ' ’ -1 )
— &1 —-c{ll<+-c£l12)]
- ! 2 2 2y;_1 (1 — T
Yi = T & AT Gi+26-1+260—2y1(1—cg' 1"
1 2

2
_yi72(1 _ C{IZII _|_C£IZII )]

wobei jetzt die Filtercharakteristik von {w} nach {y} insgesamt der geiinsch-
ten Filterqualitét entsprechen soll. Deshalb werden die Filter ,I“ und ,,II“ mit
unterschiedlichen Filterparametern ausgestattet.

Parametrisierung dieses Filters

Bei der Auslegung eines Filters mufl man stets einen Kompromif; zwischen Pha-
sentreue, Welligkeit und Flankensteilheit finden. Mit verschiedener Wichtung
der einzelnen Anforderungen entstehen daraus optimierte Filter wie der BEs-
SEL—, BUTTERWORTH— und TSCHEBYSCHEFF—Tiefpafl. Das beste Phasenver-
halten hat das BEssELfilter, die geringste Welligkeit das BUTTERWORTHfilter.
Beim TscHBYSCHEFFfilter erkauft man sich eine hohere Flankensteilheit durch
eine hohere Welligkeit.

Aus den o.g. Anforderungen ergibt sich fiir die Anwendung in dieser Arbeit
als optimaler Filter der BESSELtiefpaf3, da ein Phasenfehler kritischer bewertet
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wird, als eine geringe Flankensteilheit.

Zur Berechnung der digitalen Ubertragungsfunktion bestimmt man zuerst den
dimensionslosen Parameter [:

fg ... (-3dB)-Frequenz des Filters

| = ————= mit ¢ f, ... Samplefrequenz des Signals,
tan [ﬂ'fg} _ 1
fa fa = ;

Die Parameter cgk) und cgk) entnehme man fiir einen BESSELtiefpafl Tabelle D.1.

Die Werte fiir andere Filtertypen findet man in [Tietze.91].

Mit diesen Parametern lassen sich jetzt wie in der Vorschrift (D.5) das gefilterte
Signal aus der Historie des Eingangssignales berechnen. Bei einer expliziten
Zeitintegration nach dem P—K—Verfahren liegt die Historie der Groflen bei ¢;,
t;_1 und t;_o stets vor. Fiir Filter hoherer Ordnung muf} eine langere Historie
gespeichert werden.

Ordnung | Kaskadenindex (k)‘ cgk) ‘ cgk) ‘

1 I 1.0000 | 0.0000
2 I 1.3617 | 0.6180
3 I 0.7560 | 0.0000
IT 0.9996 | 0.4772
4 I 1.3397 | 0.4889
II 0.7743 | 0.3890
5 I 0.6656 | 0.0000
II 1.1402 | 0.4128
111 0.6216 | 0.3245
6 I 1.2217 | 0.3887
II 0.9686 | 0.3505
111 0.5131 | 0.2756
7 I 0.5937 | 0.0000
II 1.0944 | 0.3395
111 0.8304 | 0.3011
v 0.4332 | 0.2381
8 I 1.1112 | 0.3162
II 0.9754 | 0.2979
III 0.7202 | 0.2621
v 0.3728 | 0.2087

Tabelle D.1: Filterparameter fiir BESSELtiefpésse
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diskreter Ortsvektor zum Knotenpunkt ,A“ z.Z. ,t“ [18]

materielles, absolutes Geschwindigkeitsfeld z.Z. ,t“ [13]
materielle, absolute Geschwindigkeit des Knotenpunktes ,A“
z.7. ,t* [18]

Pradiktor fiir Ortsvektor zum Punkt ,,A* fiir die Zeit ,t*, analog
X ) und X7 (1) 42]

Ortsvektor zum Bodenpunkt , B z.Z. ,t“ [49]

Ortsvektor zum unbelasteten Sensorpunkt ,P“ an Kno-

ten ,A“z.7Z. ,t“ [47]

in die momentane Kontaktebene projezierter Ortsvektor Bt)_f
(s. dort) [49]

in die momentane Kontaktebene projezierter Ortsvektor ]z)_f
(s. dort) [49]

Konfiguration z.Z. ,t* als Gesamtheit des Orts— und Geschwin-
digkeitsfeldes aller materiellen Punkte z.Z. ,t“ [13]

endliche Anderung der Konfiguration [14]

14
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Symbolverzeichnis

Symbole mit griechischen Buchstaben

Projektionsparameter fiir Zwangsspannungen [99]
Kordlagenwinkel im Giirtel, gemessen gegeniiber der Aqua-
torrichtung [20]

Projektionsparameter fiir externe Lasten [99]

Biegewinkel fiir Giirtel-Léngsbiegung [31]

Schriglaufwinkel [139]

Variation der Grole ¥

KRONECKERsymbol [19]

Koordinaten im isoparametrischen Raum [215]
Dilatationsfeld z.Z. ,,t“ . Es wird stets das Quadrat der Volu-
mendilatation § = ;J = Il,p verwendet, wegen ;0% = Il ,c =
% [96]

LAMEsche Konstanten [82]

Feld der LAGRANGEschen Multiplikatoren zur Einhaltung
von Zwangsbedingungen z.Z. ,t“ [96]

Viskositét [114]

Reibungsbeiwert [51]

Reibungsbeiwert bei Haften und Gleiten [52]

PO1ssoNsche Zahl bzw. Querkontraktionszahl [80]
beliebiges, konstantes Vektorfeld [86]

beliebiges, konstantes Drehmatrizenfeld [86]

Massendichte [62]

rdumliche viskose Spannungen z.Z. ,t* [114]
Projektionsparameter fiir die elastischen Spannungen [84]
Umfangskoordinate [38]

Ortsvektorenfeld z.Z. ,t*, ¢ = ;X [81]

Ortsvektoren der Knotenpunkte ,A“ z.Z.
‘o =X [62]

Feld der absoluten Geschwindigkeiten, es gilt @ = tX [63]

Biegewinkel fiir Querbiegung am Knoten ,A“ z.Z. ,t“ [31]
Eigenkreisfrequenz [113]

Rand eines Gebietes B [81]

der Teil des Randes T, fiir den die Verschiebungen vorgege-
ben sind [81]

der Teil des Randes T, fiir den die Lasten vorgegeben sind
1)

Eigenvektor [113]

Elementdomaine, Integrationsgebiet [12]

Zeitschrittweite bzw. Zeitinkrement [13]

L4, es gilt
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Verwendete Koordinatensysteme und
Einheitsvektoren

13

Einheitsvektor einer Orthonormalbasis in Richtung ,:“,
1=1.3

<§m, e, gz> karthesische Orthonormalbasis

<g§,gn,e<> orthonormale Basis des Elementes mit den isoparametri-
schen Koordinaten &, 7, ¢ [217]

<§T, €, §Z> orthonormale Basis der Reifentorus mit Radial-, Umfangs—
und Querrichtung [21]

<er,g@,eﬁ> orthonormales System der modifizierten Kugelkoordinaten

[124]
ey Einheitsvektor in Kontaktnormalenrichtung [49]
er Einheitsvektor in Tangentialrichtung des Kontaktes [49]
Einheitsvektor in Stablangsrichtung [19], [63], [72]
e; Richtungsvektoren fiir Biegemoment zufolge Quer— und
Léngsbiegung [31]

Indizierungsregeln

Alle Symbole werden nach Bedarf moglichst nach folgender Schreibweise indi-
ziert:
.fiﬁpz}ame: «

Komponente ,,i* der Grofle ¥ z.Z. ,t“ an Knoten ,,A“ mit
der physikalischen Unterbedeutung ,,name*

Wenn diese Vielzahl von Indices nicht benotigt wird, dann
konnen die Indices der linken Seite auf die rechte wandern,
wobei die linke dann meist nicht mehr belegt wird.

oY" bedeutet, dafl die kontinuierliche Feldgréfe ¥ nun durch ein
interpoliertes Feld approximiert wird mit den Stiitzstellen
(Knotenwerten) bzw. endlich vielen Freiheitsgraden 4¥ und
den Formfunktionen 4N (X) nach

MNnode
¥(X)=> AN(X)"¥
A=1

Der Index ,h“ wird weggelassen, wenn der Ubergang vom
kontinuierlichen Feld auf das endlichdimensionale, interpo-
lierte Feld insgesamt vollzogen wurde.
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Operatoren

TABELLENVERZEICHNIS

Skalarprodukt zwischen vektor— oder tensorwertigen
Groflen @ und b

tensorielles Produkt zwischen vektor— oder tensorwer-
tigen Groflen a und b

Kreuzprodukt zwischen den Vektoren a und b
Anderung der GroBe ¥

Gradient der Grofle ¥ bzgl. Y. Das Ergebnis ist
vektor— oder tensorwertig, je nach Wertigkeit der Ein-
gangsgroflen. Bei Eindeutigkeit werden die Pfeile weg-
gelassen.

erste Invariante des Tensors (2. Stufe) ,,A“

zweite Invariante des Tensors ,,A“

dritte Invariante des Tensors , A

Integral

LAPLACEtransformation von ,,{ . }“
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