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138-1. Mit den nunmehrigen, auch an sich interessanten Formeln wird ein Schritt
zum Beweis von 138-3 getan, wo Re(x : y) und Im(z : y) dhnlich wie hier, doch
mit “ausgeklammertem ab2(y)” dargestellt werden:

138-1(Satz)
a) Re(z:y) = ((Rex) - (Rey)) : ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y).

b) Im(z :y) = (—(Rex) - (Imy)) : ab2(y) + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y).

REIM.RECH-Notation.

Beweis 138-1 a)

1.1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) V (x ¢ A).
1.2: Via 95-6 gilt: (y Zahl) V (y ¢ A).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (x Zahl) A (y Zahl)
vV oz¢A
Voy ¢ A

‘Fallunterscheidung
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Beweis 138-1 a)

Fallunterscheidung‘

2.1.Fall (x Zahl) A (y Zahl).

3.1: Aus 2.1.Fall“g Zahl...”
folgt via 96-9: (Rex € T) A (Imx € T).

3.2: Aus 2.1.Fall“...y Zahl”
folgt via 128-11: ab2(y) € T.

4.1: Aus 3.1“Rex € T...” und
aus 3.2“ab2(y) € T”
folgt via 137-7:  (Rez) - ((Rey) : ab2(y)) = ((Rex) - (Rey)) : ab2(y).

4.2: Aus3.1“...Imz e T” und
aus 3.2“ab2(y) e T”
folgt via 137-7:  (Imz) - ((Imy) : ab2(y)) = ((Imz) - (Imy)) : ab2(y).

5: Re(x : y)

P2 Re(z - (11y))

99=2% (Rex) - Re(1 : y) — (Imz) - Im(1 : y)
27 (Rex) - ((Rey) : ab2(y)) — (Ima) - Im(1 : y)
Rex) - ((Rey) : ab2(y)) — (Imz) - ((=Imy) : ab2(y))

P57 (Rex) - ((Rey) : ab2(y)) — (Imz) - (—(Imy) : ab2(y))

"E (Rex) - ((Rey) : ab2(y)) — (—(Imz) - ((Imy) : ab2(y)))

P (Rex) - ((Rey) : ab2(y)) + (Imz) - ((Imy) : ab2(y))

4.1

= ((Rex) - (Rey)) : ab2(y) + (Imz) - ((Imy) : ab2(y))

4.2

= ((Rex) - (Rey)) : ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y).

123-9
=

6: Aus 5
folgt: Re(x:y) = ((Rex) - (Rey)) : ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y).
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Beweis 138-1 a)

‘Fallunterscheidung‘

¢ A

3.1: Aus 2.2.Fall“zx ¢ A
folgt via 96-18: zry=U.

3.2: Aus 2.2.Fall“z ¢ A”
folgt via 96-10: Rex =U.
4: Re(z : y)
= Reld
96;19u
=1+ (Ima) - (Imy)) = ab2(y)
201971+ ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y)

96—-19
=" (U - (Rey)) : ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y)
2 ((Rex) - (Rey)) : ab2(y) + ((Im) - (Imy)) : ab2(y).

5: Aus 4

folgt: Re(x:y) = ((Rex) - (Rey)) : ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y).
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ARITHMETIK #138

‘Fallunterscheidung‘

ygh

3.1: Aus 2.3.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-18: zry=U.

3.2: Aus 2.3.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-10: Rey =U.
4: Re(z : y)
= Reld
9619 ),
%=1 1 + (Imz) - (Imy)) : ab2(y)
20=1971 + ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y)
9019 (Rex) - U) : ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y)
2 ((Rex) - (Rey)) : ab2(y) + ((Im) - (Imy)) : ab2(y).

5: Aus 4

folgt: Re(x:y) = ((Rex) - (Rey)) : ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

Re(z : y) = ((Rex) -

(Rey)) : ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y).
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Beweis 138-1 b)
1.1: Via 95-6 gilt:
1.2: Via 95-6 gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

Fallunterscheidung‘

(x Zahl) vV (z ¢ A).

(y Zahl) V (y ¢ A).

(x Zahl) A (y Zahl)
vV xé¢A
Voy ¢ A

2.1.Fall

3.1: Aus 2.1.Fall“x Zahl...”
folgt via 96-9:

3.2: Aus 2.1.Fall“...y Zahl”
folgt via 128-11:

4.1: Aus3.1“Rex € T...” und
aus 3.2“ab2(y) € T”

4.2: Aus3.1“...Imz € T” und
aus 3.2“ab2(y) € T”

folgt via 137-7:  (Rez) - ((Imy) : ab2(y)) = ((Rex) - (Imy)) : ab2(y).

folgt via 137-7:  (Imz) - ((Rey) : ab2(y)) = ((Imz) - (Rey)) : ab2(y).

Rex) - Im(1:y) + (Imz) - Re(1 : y)

Rex) - ((—Imy) : ab2(y)) + (Imz) - Re(1 : y)

= —((Rex) - (Imy)) : ab2(y) + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y).

5:
9626 (
123-9 (

123-9 (Rex) - ((—=Imy) : ab2(y)) +
FS—: (Rex) . (_(lmy) : ab2(y)) +
FS:_. _(RGI) . ((|my> : ab2(y)) +
41 —((Rex) - (Imy)) : ab2(y) +

6: Ausb

folgt: Im(z:y) = —((Rex) - (Imy)) : ab2(y) + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y).

(x Zahl) A (y Zahl).
(Rex € T) A (Imz € T).

ab2(y) € T.

Im(z :y)

Im(z- (1:y))

136-1

(Imz) - ((Rey) : ab2(y))
(Imz) - ((Rey) : ab2(y))
(Imz) - ((Rey) : ab2(y))

(Imz) - ((Rey) : ab2(y))
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Beweis 138-1 b)

‘Fallunterscheidung‘
¢ A
3.1: Aus 2.2.Fall“z ¢ A
folgt via 96-18: zry=U.
3.2: Aus 2.2.Fall“z ¢ A”
folgt via 96-10: Rex =U.
4: Im(z : y)
 Imy
QB;IQU
=197/ + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y)
=1 U + ((Ima) - (Rey)) : ab2(y)
9019 14 ab2(y) + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y)
=T U - (imy)) < ab2(y) + ((Im2) - (Rey)) : ab2(y)
= —((Rex) - (Imy)) : ab2(y) + ((Ima) - (Rey)) : ab2(y).
5: Aus 4
folgt:
Im(z : y) = —((Rex) - (Imy)) : ab2(y) + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y).
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Beweis 138-1 b)

‘Fallunterscheidung‘
y ¢ A
3.1: Aus 2.3.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-18: zry=U.
3.2: Aus 2.3.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-10: Imy =U.
4: Im(z : y)
M mu
96;19u
%197/ 4 ((Imz) - (Rey)) : ab2(y)
= U + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y)
9019 14 ab2(y) + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y)
2= —((Rew) - U) : ab2(y) + ((Ima) - (Rey)) : ab2(y)
2 —((Rex) - (Imy)) : ab2(y) + ((Im=) - (Rey)) : ab2(y)
5: Aus 4
folgt:
Im(z : y) = —((Rez) - (Imy)) : ab2(y) + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

Im(z:y) = —((Rex) - (Imy)) : ab2(y) + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y).
U
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138-2. Mit der nunmehrigen, speziellen Aussage wird 138-3 vorbereitet:

138-2(Satz)
Es gelte:
—) x Zahl.
—) yeA\B.
Dann folgt:
a) Re(z:y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).
b) Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).

REIM.RECH-Notation.
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Beweis 138-2

1.1: Aus —) “x Zahl”
folgt via 96-9: (Rex € T) A (Imz € T).

1.2: Aus =) “ye A\B”
folgt via 5-3: (ye A)A(y ¢ B).

1.3: Aus =) “ye A\ B”
folgt via 128-6: ab2(y) = nan.

2.1: Aus 1.2y € A7
folgt via 95-4(Def): y Zahl.

2.2: Aus1.2“...y ¢ B” und
aus CSZ“C C B’
folgt via 0-4: y ¢ C.

2.3: Aus138-1“Re(z : y) = ((Rez)-(Rey)) : ab2(y)+((Imz)-(Imy)) : ab2(y)” und
aus 1.3“ab2(y) = nan”
folgt: Re(z : y) = ((Rex) - (Rey)) : nan + ((Imz) - (Imy)) : nan.

2.4: Aus 138-1“Im(z : y)
= (—(Rex) - (Imy)) : ab2(y) + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y)” und
aus 1.3“ab2(y) = nan”

folgt: Im(z : y) = (—(Rez) - (Imy)) : nan + ((Imz) - (Rey)) : nan.
3: Aus 2.1“y Zahl”
folgt via 96-9: (Rey € T) A (Imy € T).
4.1: Aus1.1“Rex € T...” und
aus 3“Rey € T...”
folgt via -SZ: (Rex) - (Rey) € T.

4.2: Aus1.1“Rex € T...” und
aus 3“...Imy e T”

folgt via -SZ: (Rex) - (Imy) € T.
4.3: Aus1.1“. ..Imzx € T” und

aus 3“Rey € T...”

folgt via -SZ: (Imz) - (Rey) € T.

4.4: Aus1.1“. . .Imx € T” und
aus 3“...Imy € T”
folgt via -SZ: (Imz) - (Imy) € T.
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Beweis 138-2

ARITHMETIK #138

5.1: Es gilt: (Rez) - (Rey) + (Imz) - (Imy) =0
V
0 # (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy).
Fallunterscheidung‘
(Re) - (Rey) + (Ima) - (Imy) = 0.
6: Es gilt: ((Rex) - (Rey) = 0) V (0 # (Rez) - (Rey)).
Fallunterscheidung‘
(Rez) - (Rey) = 0.
7: (Imz) - (Imy) **=2 0 4 (Imz) - (Imy)
12 (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)
5.1.]iFa11 0.
8: Aus7
folgt: (Imz) - (Imy) = 0.
9: Re(z : y)
22 ((Rex) - (Rey)) : nan + ((Imz) - (Imy)) : nan
$1EM 0 nan + ((Imz) - (Imy)) : nan
£0:nan+0: nan
9224040 nan
%2120 nan
%=1 0+ 0) : nan
¢ ((Rex) - (Rey) + 0) : nan
£ ((Rez) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : nan
= ((Rex) - (Rey) + (Ima) - (Imy)) : ab2(y).
10: Aus 9
folgt:
Re(z : y) = ((Rex) - (Rey) 4+ (Imz) - (Imy)) : ab2(y).
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Beweis 138-2

Fallunterscheidung‘

5.1.1.Fall

‘Fallunterscheidung‘

(Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy) = 0.

10:

11:

12:

6.2.Fall 0 # (Rex) - (Rey).
7: Ausb5.1.1.Fall“(Rex)-(Rey)+(Imz)-(Imy) = 0” und

aus 3.1“(Rex) - (Rey) € T”
folgt via 102-8:
((Rex) - (Rey) € R) A ((Imx) - (Imy) € R)
A((Rez) - (Rey) = —(Imz) - (Imy).

: Aus1.1“Rex €T...”,

aus 6.2.Fall“0 # (Rex) - (Rey)” und
aus 7% (Rez) - (Rey) € R...”
folgt via 131-2: Rey € R.

: Aus 6.2.Fall“0 # (Rex) - (Rey)” und

aus 7“...(Rex) - (Rey) = —(Imz) - (Imy)”
folgt: 0 # —(Imz) - (Imy).

: Aus 8.240 # —(Imz) - (Imy) ”

folgt via 100-13: 0 # (Imz) - (Imy).

Aus1.1“. .. Imx e T”,

aus 9“0 # (Imz) - (Imy)” und

aus 7¢...(Imz) - (Imy) e R...”

folgt via 131-2: Imy € R.

Aus 8.1“Rey € R” und
aus 10“Imy e R”
folgt via 101-1: y e C.

Es gilt 114y € C”.
Esgilt 2.2y ¢ C”.
Ex falso quodlibet folgt:
Re(z : y) = ((Rez) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).

Ende Fallunterscheidung|n beiden Féllen gilt:

Re(z : y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy))

:ab2(y).

13
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Beweis 138-2

‘Fallunterscheidung‘

0 # (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)).

6: Aus 3.14(Rez) - (Rey) € T” und
aus 3.4“(Imz) - (Imy) € T”
folgt via +SZ: (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy) € T.

7: Aus 5.1.2.Fall“0 # (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)” und
aus 6“(Rez) - (Rey) + (Imz) - (Imy) € T”

folgt via AAVT: ((Rez) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) - nan = nan.
8: Aus 4.1.2.Fall“0 # (Rez) - (Rey) + (Imz) - (Imy)”
folgt via 98-11: (0 # (Rex) - (Rey)) V (0 # (Imz) - (Imy)).

Fallunterscheidung‘
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Beweis 138-2

‘Fallunterscheidung‘

0 # (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)).

Fallunterscheidung‘

0 # (Rex) - (Rey).

9.1: Aus 8.1.Fall“0 # (Rez) - (Rey)” und
aus 4.1“(Rex) - (Rey) € T”
folgt via AAVTI: ((Rez) - (Rey)) - nan = nan.

9.2: Aus 4.4“(Imz) - (Imy) € T” und
aus 95-12“nan € T”
folgt via :SZ: ((Imz) - (Imy)) : nan € T.

10: Aus 9.2“((Imz) - (Imy)) : nan € T”
folgt via AAVTI: nan + ((Imz) - (Imy)) : nan = nan.

11: Re(z : y)

2.3

= ((Rex) - (Rey)) : nan + ((Imz) - (Imy)) : nan

L% ((Rex) - (Rey)) - nan + ((Imz) - (Imy)) : nan

%! nan + ((Imz) - (Imy)) : nan

10
= nan

L ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) - nan
1875 ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : nan
= ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).

12: Aus 11
folgt:
Re(z : y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).
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Beweis 138-2

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #138

5.1.2.Fall 0 # (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy).
‘Fallunterscheidung‘
8.2.Fall 0 # (Imz) - (Imy).

9.1: Aus 8.2.Fall“0 # (Imz) - (Imy)” und
aus 3.4“(Imz) - (Imy) € T”
folgt via AAVTI: ((Imz) - (Imy)) - nan = nan.

9.2: Aus 3.1“(Rez) - (Rey) € T” und
aus 95-12“nan € T”
folgt via :SZ: ((Rezx) - (Rey)) : nan € T.

10: Aus 9.2“((Rex) - (Rey)) : nan € T”
folgt via AAVTI: ((Rez) - (Rey)) : nan + nan = nan.

11: Re(z : y)

2.3

= ((Rex) - (Rey)) : nan + ((Imz) - (Imy)) : nan

L ((Rex) - (Rey)) : nan + ((Imz) - (Imy)) - nan

9.1

= ((Rez) - (Rey)) : nan + nan

10
= nan

L ((Rez) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) - nan

137-5 ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : nan

X2 ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).

12: Aus 11
folgt:
Re(z : y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).

Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fillen gilt:

Re(z : y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy))

:ab2(y).
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Beweis 138-2

‘Fallunterscheidung‘

‘Ende Fallunterscheidung‘lnlxﬂden:Féﬂen_gﬂt

A1| “Re(x :y) = ((Rex) - (Rey) + (Imx) - (Imy)) : ab2(y)”

5.2: Es gilt: —(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey) =0
V
0 # —(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey).

Fallunterscheidung
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Beweis 138-2

ARITHMETIK #138

‘Fallunterscheidung‘
~(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey) = 0.
6: Es gilt: (—=(Rez) - (Imy) = 0) V (0 # —(Rex) - (Imy)).

Fallunterscheidung‘

8: Aus7
folgt:

10: Aus 9
folgt:

7: (Imz) - (Rey) "=

Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).

—(Rex) - (Imy) = 0.

9812

0+ (Imz) - (Rey)
S (Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)

5.2.1.Fall
=0

(Imz) - (Rey) = 0.
Im(z :y)

(—(Rex) - (Imy)) : nan + ((Imz) - (Rey)) : nan

6.1.Fall

=" 0:nan+ ((Imz) - (Rey)) : nan
£0:nan+0:nan

9824010 nan

9812
= "0:nan

%5=1% (04 0) : nan

6.1.Fall (—(Rezx) - (Imy) 4 0) : nan

£ (=(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : nan

1.3

= (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).
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Beweis 138-2

Fallunterscheidung‘

5.2.1.Fall

‘Fallunterscheidung‘

—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey) = 0.

6.2.Fall 0 # —(Rez) - (Imy).
7.1: Aus 6.2.Fall“0 # —(Rex) - (Imy)”
folgt via 100-13: 0 # (Rex) - (Imy).
7.2: (Imz) - (Rey) — (Rex) - (Imy)
Pt —(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey) > 0.
8: Aus 7.2%(Imz) - (Rey) — (Rez) - (Imy) = ... =0" und
aus 3.3“(Imz) - (Rey) € T”
folgt via 102-9:
((Imz) - (Rey) € R) A ((Rex) - (Imy) € R)
A((Imz) - (Rey) = (Rez) - (Imy)).
9.1: Aus1.1“Rex e T...”,
aus 7.1“0 # (Rex) - (Imy)” und
aus 8“...(Rex) - (Imy) e R...”
folgt via 131-2: Imy € R.
9.2: Aus 7.1%0# (Rez) - (Imy)” und
aus 8“...(Imz) - (Rey) = (Rex) - (Imy)”
folgt: 0 # (Imz) - (Rey).
10: Aus1.1“...ImzxeT”,
aus 9.2“0 # (Imz) - (Rey)” und
aus 8“(Imz) - (Rey) e R...”
folgt via 131-2: Rey € R.
11: Aus 10“Rey € R” und
aus 9.1%lmy e R”
folgt via 101-1: y € C.
12: Esgilt 114y € C”.
Es gilt 2.2y ¢ C”.
Ex falso quodlibet folgt:
Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imx) - (Rey)) : ab2(y).

19
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Beweis 138-2

Fallunterscheidung‘

~(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey) = 0.

‘Fallunterscheidung‘

|Ende Fallunterscheidung]In beiden Fillen gilt:

Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).

0 # —(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey),
6: Aus 3.2“(Rex) - (Imy) € T”
folgt via 117-4: —(Rez) - (Imy) € T.

7: Aus 6“—(Rex) - (Imy) € T” und
aus 3.3“(Imz) - (Rey) € T”
folgt via +SZ: —(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey) € T.

8: Aus 5.2.2.Fall“0# —(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)” und
aus 7“—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey) € T”

folgt via AAVTI: (—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) - nan = nan.
9: Aus 5.2.2.Fall“0 # —(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)”
folgt via 98-11: (0 # —(Rex) - (Imy)) V (0 # (Imz) - (Rey)).

Fallunterscheidung‘
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Beweis 138-2

‘Fallunterscheidung‘

0 # —(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey).

Fallunterscheidung‘

0# —(Rez) - (Rey).

10.1: Aus 9.1.Fall“0# —(Rez) - (Imy)” und
aus 3.2“(Rez) - (Imy) € T”
folgt via AAVTI: (—=(Rex) - (Imy)) - nan = nan.

10.2: Aus 3.3“(Imz) - (Rey) € T” und
aus 95-12“nan € T”
folgt via :SZ: ((Imz) - (Rey)) : nan € T.

11: Aus 10.2¢((Imz) - (Rey)) : nan € T”
folgt via AAVI: nan + ((Imz) - (Rey)) : nan = nan.

12: Im(z : y)

2.4

= (—(Rex) - (Imy)) : nan + ((Imz) - (Rey)) : nan

PE (~(Rex) - (Imy)) - nan + ((Imz) - (Rey)) : nan

2! han + ((Imz) - (Rey)) : nan

11
= nan

2 (~(Re) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) - nan

L5 (_(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : nan

1.3

= (—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).
13: Aus 12
folgt:
Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).




22 ARITHMETIK #138

Beweis 138-2

‘Fallunterscheidung‘

0# (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy).

‘Fallunterscheidung‘

0# (Ima) - (Rey).

10.1: Aus 9.2.Fall“0 # (Imz) - (Rey)” und
aus 3.3“(Imz) - (Rey) € T”

folgt via AAVTI: ((Imz) - (Rey)) - nan = nan.
10.2: Aus 3.2“(Rex) - (Imy) € T”
folgt via 117-4: —(Rex) - (Imy) € T.

11: Aus 10.2“—(Rex) - (Imy) € T” und
aus 95-12“nan € T”
folgt via :SZ: (—(Rex) - (Imy)) : nan € T.

12: Aus 11“(—(Rez) - (Imy)) : nan € T”
folgt via AAVI: (—(Rez) - (Imy)) : nan + nan = nan.

13: Im(z : y)

2% (—(Rez) - (Imy)) : nan + ((Imz) - (Rey)) : nan

1875 (—(Rez) - (Imy)) : nan + ((Imz) - (Rey)) - nan
2! (_(Rex) - (Imy)) : nan + nan

12
= nan

(—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) - nan

=" (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : nan

L2 (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).
12: Aus 11
folgt:

Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).
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Beweis 138-2

‘Fallunterscheidung‘

0 # (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)).

‘Fallunterscheidung‘

‘Ende Fallunterscheidung‘hlbekkanaHmJgﬂm

Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).

Ende Fallunterscheidung‘lnlxﬂden.Féﬂen_gﬂt

AQ) “Im(z :y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y)”

5.a): Aus Al

folgt: Re(z : y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).
5.b): Aus A2

folgt: Im(z : y) = (—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).

O
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138-3. Es werden nun die Formeln fiir Re(x : y) und Im(z : y) angegeben:

138-3(Satz)
a) Re(z:y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).
b) Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).
c) z:y=Re(x:y)+i-Im(x:y).

d) z:y = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y)
+i- ((—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y)).

X i.(g(/(Rex)-(Rey)+(|mx)-(Imy))+i-(—(Rel“)-(lmy)+(|mw)-(Rey)))
: ab2(y).

£) x:y=((Rex)+i-(Imz)): ((Rey) +i- (Imy)).

g) v:y=u:((Rey)+i-(Imy)).

b) z:y=((Rex) +i-(Imz)):y.

REIM.RECH-Notation.
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folgt: Re(z :

25
Beweis 138-3 a)
1: Es gilt: r ¢ A
\%
y ¢ A
\%
(x e A)A(y € A).
Fallunterscheidung‘
reh
2.1: Aus1.1.Fall“xz ¢ A”
folgt via 96-18: zry=U
2.2: Aus1.1.Fall“z ¢ A”

folgt via 96-10: Rex =U.

3: Re(z : y)

2 Reld

9619

96=19 711 ab2(y)

%=1 1 + (Imz) - (Imy)) : ab2(y)

=" U - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y)

22 ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).

4: Aus 3

y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).
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Beweis 138-3 a)

‘Fallunterscheidung‘

1.2.Fall y & A

2.1: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-18: zry=U.

2.2: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-10: Rey =U.
3: Re(z : y)
2 Reld
9619 ),
96197 . ab2(y)
=1 U+ (Ima) - (Imy)) : ab2(y)
%1% (Rex) - U + (Imz) - (Imy)) : ab2(y)
22 ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).

4: Aus 3

folgt: Re(z : y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).
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Beweis 138-3 a)

‘Fallunterscheidung‘
1.3.Fall (xeA)A(ye
2: Es gilt: (yeB)V(y

Fallunterscheidung‘

3.2:

y €B.

3.1:

Via 138-1 gilt:
Re(x : y)
= ((Rex) - (Rey)) : ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y).
Aus 2.1.Fall“y e B’
folgt via 128-5: 0 < ab2(y).

: Aus 3.240 < ab2(y)”

folgt via 107-3: ab2(y) € S.

: Aus 4“ab2(y) € S”

folgt via 137-7:
((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y)
— ((Rex) - (Rey)) : ab2(y) + ((Ima) - (Imy)) : ab2(y).

: Aus 3.1“Re(z : y)

= ((Rez) - (Rey)) : ab2(y) + ((Imz) - (Imy)) : ab2(y)”
aus 5% ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y)
= ((Rex)- (Rey) 3020 + () - (1my): 20y
olgt:
Re(z : y) = ((Rez) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).

27
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Beweis 138-3 a)

‘Fallunterscheidung‘

(x € A) A (y € A).

‘Fallunterscheidung‘

2.2 .Fall y ¢ B.
3.1: Aus1.3.Fall“z € A..”
folgt via 95-4(Def): x Zahl.

3.2: Aus1.3.Fall“...y € A” und
aus 2.2.Fall“y ¢ B’
folgt via 5-3: y € A\B.

4: Aus 3.1%z Zahl” und
aus 3.2y € A\ B”
folgt via 138-2:
Re(z : y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).

Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fillen gilt:

Re(z : y) = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
Re(x : y) = ((Rex) - (Rey) + (Imx) - (Imy)) : ab2(y).
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Beweis 138-3 b)

1: Es gilt: r ¢ A
V
y&A
V
(x e A)A(y € A).
Fallunterscheidung‘
rgn
2.1: Aus1.1.Fall“xz ¢ A”
folgt via 96-18: rry=U.
2.2: Aus1.1.Fall“z ¢ A”
folgt via 96-10: Rex =U.
3: Im(z :y)
2 Imy
96;191/[
9621971 ab2(y)
9219 1f + (Imz) - (Rey)) : ab2(y)
%19 (_1/ + (Imz) - (Rey)) : ab2(y)
=1 (U - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y)
22 (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).
4: Aus 3
folgt: Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).
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Beweis 138-3 b)

‘Fallunterscheidung‘

y ¢ A.

2.1: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-18: zry=U.

2.2: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-10: Imy =U.
3: Im(z : y)
2 mu
9619 ),
96197 . ab2(y)
=1 (U + (Imz) - (Rey)) : ab2(y)
=1 (U + (Im2) - (Rey)) : ab2(y)
96=1% (_(Rex) -U + (Imz) - (Rey)) : ab2(y)
22 (—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).

4: Aus 3

folgt: Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).
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Beweis 138-3 b)

‘Fallunterscheidung‘
(zeA)A(ye
2: Es gilt: (yeB)V(y
Fallunterscheidung‘
y€B.
3.1: Im(z : y)
P2 (—(Rex) (Imy)) : ab2(y)+((Ima)-(Rey)) : ab2(y)
= ((=(Rex)- (Imy))) : ab2(y) + ((Imz) - (Rey)) : ab2(y).
3.2: Aus2.1.Fallye B
folgt via 128-5: 0 < ab2(y).
4: Aus 3.240 < ab2(y)”
folgt via 107-3: ab2(y) € S.
5: Aus 4“ab2(y) €S”
folgt via 137-7:
((=(Rez) - (Imy)) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y)
= ((—(Rex) - (Imy)) : ab2(y) + ((Im2) - (Rey)) : ab2(y).
6: Aus 3.1¢lm(z:y)
Zd((—(RefC)'(lmy))) +ab2(y) + ((Imz)- (Rey)) : ab2(y)”
aus 5“((—(Rex) - (Imy)) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y)
o ((=(Rex)-(Imy))) : ab2(y)+((Imz)- (Rey)) : ab2(y)”
olgt:
Im(z : y) = ((—(Rez) - (Imy)) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).
7: Aus 6
folgt:
Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).
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Beweis 138-3 b)

‘Fallunterscheidung‘

(x € A) A (y € A).

‘Fallunterscheidung‘

2.2 .Fall y ¢ B.
3.1: Aus 1.3.Fall“z e A”
folgt via 95-4(Def): x Zahl.

3.2: Aus1.3.Fall“...y e A7
und aus 2.2.Fall“y ¢ B”
folgt via 5-3: y € A\B.

4: Aus 3.1%“z Zahl” und
aus 3.2y € A\ B”
folgt via 138-2:
Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).

Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fillen gilt:

Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
Im(z : y) = (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y).

c)
Via 126-2 gilt: z:y=Re(x:y)+i-Im(z:y).
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Beweis 138-3 d)

1: Ty

~

C:Re(l’y)—FI'm(lL'y)

2 ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y) + i - Im(z : y)

2 ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y)
+i- ((—(Rex) - (Imy) + (Imzx) - (Rey)) : ab2(y)).

2: Aus 1
folgt:
7+ y = ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) : ab2(y)
+i- ((—(Rex) - (Imy) + (Imzx) - (Rey)) : ab2(y)).
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Beweis 138-3 e)

1: Es gilt:
(x e A)A(y € A).
Fallunterscheidung‘
v A
2.1: Aus1.1.Fall“xz ¢ A”
folgt via 96-18: zry=U.
2.2: Aus1.1.Fall“z ¢ A”
folgt via 96-10: Rex =U.
3: Ty
96197 . ab2(y)
919 U +i- (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey))) : ab2(y)
= (U + (Ima) - (Imy)) + i - (—(Rex) - (Imy) + (Ima) - (Rey))
ab2(y)
=1 (U - (Rey) + (Imz) - (Imy)) + i+ (— (Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)))
ab2(y)
2 (((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) + i+ (—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)))
:ab2(y).
4: Aus 3
folgt:
Ty
= (((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) +i- (—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)))
:ab2(y).
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Beweis 138-3 e)

‘Fallunterscheidung‘

1.2.Fall y & A.

2.1: Aus1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-18: zry=U.

2.2: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-10: Rey = U.
3: Ty

2.1

90=1971 : ab2(y)

%=1 (1 i (= (Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey))) : ab2(y)
%=1 (U4 (Imz) - (Imy)) +i-(—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey))) : ab2(y)

%= (((Rex) U + (Imz) - (Imy)) +i- (—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)))

:ab2(y)
% (((Rex)- (Rey) + (Imz) - (Imy)) +i- (—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)))
:ab2(y).
: Aus 3
folgt:
Ty

= (((Rex)- (Rey) + (Imz) - (Imy)) +i- (= (Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)))
:ab2(y).

35
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Beweis 138-3 e)

‘Fallunterscheidung‘

2.1:

(x € A) A (y € A).

: Aus 1.3.Fall“...y € A”
: Aus 2.1%x Zahl...”
: Aus 2.2%...y Zahl”

: Aus 3.1“Rezx € T...” und

: Aus 3.1“Rezx e T...” und

: Aus 3.1%. .. Imz € T” und

: Aus 3.1%. .. Imz € T” und

: Aus 4.2“(Rex) - (Imy) € T”

: Aus 4.1“(Rex) - (Rey) € T” und

: Aus 5“—(Rez) - (Imy) € T” und

Aus 1.3.Fall“z € A..”
folgt via 95-4(Def): x Zahl.

folgt via 95-4(Def): y Zahl.
folgt via 96-9: (Rex € T) A (Imz € T).
folgt via 96-9: (Rey € T) A (Imy € T).

aus 3.2“Rey € T...”
folgt via -SZ: (Rex) - (Rey) € T.

aus 3.2“...Imy e T”
folgt via -SZ: (Rex) - (Imy) € T.

aus 3.2“Rey e T...”
folgt via -SZ: (Imz) - (Rey) € T.

aus 3.2 ..Imy e T”
folgt via -SZ: (Imz) - (Imy) € T.

folgt via 117-4: —(Rez) - (Imy) € T.

aus 4.4“(Imz) - (Imy) € T”
folgt via +SZ: (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy) € T.

aus 4.3“(Imz) - (Rey) € T”
folgt via +SZ: —(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey) € T.
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Beweis 138-3 e)

‘Fallunterscheidung‘

(x € A) A (y € A).

7: Aus 5.1%(Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy) € T” und
aus 5.2“—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey) € T”
folgt via DGi:
(1:ab2(y))
((((Rez) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) +i- (= (Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)))
= (1:ab2(y)) - ((Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy))
+i-((1:ab2(y)) - (—(Rez) - (Imy) 4+ (Imz) - (Rey))).

8: z:y

2 ((Rex) - (Rey) + (Ima) - (Imy)) : ab2(y)
+i- ((~(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y))

1+ ab2(y)) - ((Rex) - (Rey) + (Ima) - (Imy))
+i- ((—(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)) : ab2(y))
136-1

=" (1:ab2(y)) - (Rex) - (Rey) + (Imz) - (Imy))
+i-((1:ab2(y)) - (=(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)))

1361
=

L (1:ab2(y))
(((Re) - (Rey) + (Imz) - (Imy)) +i- ((—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey))))

P ((Rew) - (Rey) + (Ima) - (Imy))
+i- ((=(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey)))) : ab2(y).
8: Aus7
folgt:
Ty
= (((Rez) (Rey) + (Imz) - (Imy)) +i- (—(Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)))
:ab2(y).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

z:y = (((Rex)-(Rey)+(Imz)-(Imy))+i-(—(Rex)-(Imy)+(Imz)- (Rey))) : ab2(y).
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Beweis 138-3 f)

1: Via 95-6 gilt:

ARITHMETIK #138

(y Zahl) V (y ¢ A).

Fallunterscheidung‘

y Zahl.

2: Aus 1.1.Fall“y Zahl”
folgt via 96-24: y = (Rey) +i- (Imy).
3: Ty
132;1:10.(1  y)
96=26 (Rex) +i- (Imz)) - (Re(1: ) +i-Im(1: y))
12379 (Rex) +i- (Imz)) - (1: )
1381 (Rex) +i- (Imz)) @ y
2 ((Rex) +i- (Imx)) : ((Rey) +i- (Imy)).

4: Aus 3

folgt: x:y=((Rex) +i-(Imx)): ((Rey) +i- (Imy)).
yé A

2.1: Aus1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-18: zry=U

2.2: Aus1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-10: Rey = U.
3: Ty
=u
%=1 (Rex) +i- (Imz)) : U
%=1 (Rez) +i- (Imz)) : U +i- (Imy))
22 ((Rez) +i- (Imz)) : (Rey) +i - (Imy)).

4: Aus 3

folgt: z:y=((Rex) +i-(Imx)): (Rey) +i- (Imy)).

Ende Fallunterscheidung‘

In beiden Féllen gilt:
x:y=((Rex)+i-(Imz)): ((Rey)+i- (Imy)).
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Beweis 138-3 g)

1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) vV (z ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“x Zahl”
folgt via 96-24: x = (Rex) +i- (Imz).
3: Ty 2 ((Rex) +i- (Imz)) : ((Rey) +i- (Imy)) = 2 : ((Rey) +i- (Imy)).
4: Aus 3
folgt: z:y=ux:((Rey) +i- (Imy)).
1.2.Fall zd A
2.1: Aus 1.2.Fall“z ¢ A”
folgt via 96-18: zry=U.
2.2: Aus 1.2.Fall“x ¢ A”
folgt via 96-18: x: ((Rey) +i- (Imy)) =U.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: z:y=ux:((Rey) +i- (Imy)).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
x:y=u1z:((Rey)+i-(Imy)).
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Beweis 138-3 h)

1: Via 95-6 gilt: (y Zahl) V (y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall y Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“y Zahl”
folgt via 96-24: y = (Rey) +i- (Imy).
3: Ty 2 ((Rex) +i- (Imz)) - (Rey) +i- (Imy)) = (Rez) +i- (Imz)) : .
4: Aus 3
folgt: z:y=((Rex) +i-(Imx)):y.
1.2 Fall y ¢ A.
2.1: Aus1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-18: zry=U.
2.2: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-18: ((Rex) +i-(Imz)) : y =U.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: z:y=((Rex)+i-(Imx)):y.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
z:y=((Rex)+i-(Imz)):y.

O
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138-4. Falls a,b,c,d € T, dann lassen sich via AAIV und 138-3 leicht die
folgenden Formeln beweisen:

138-4(Satz)
Es gelte:
—) “aeT’und “beT”.
—) “ceT’und “deT”.
Dann folgt:
a) Re((a+i-b):(c+i-d)= (a-c+b-d):(c-c+d-d).
b) Im((a+i-b):(c+i-d)=(—a-d+b-c):(c-c+d-d).

c) (a+i-b):(c+i-d)
=(a-c+b-d):(c-ct+d-d)+i-(—a-d+b-c):(c-c+d-d)).

d) (a+i-b):(c+i-d)=((a-c+b-d)+i-(—a-d+b-c)):(c-c+d-d).

REIM.RECH-Notation.
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Beweis 138-4

ARITHMETIK #138

1.1: Aus —=)“a € T...” und
aus —)“...b e T”
folgt via AAIV: Re(a+i-b) = a.
1.2: Aus =)“a e T...” und
aus =) “...beT”
folgt via AAIV: Im(a+i-b) =b.
1.3: Aus =) “ceT...” und
aus =) “...deT”
folgt via AAIV: Re(c+i-d) =rc.
1.4: Aus =) “ceT...” und
aus =) “...deT”
folgt via AAIV: Im(c+i-d)=d.
2: ab2(c+i-d)
=22 (Re(c+i-d)- (Re(c+i-d)) + (Im(c+i-d))- (Im(c+i-d))
Eect(Ime+i-d)-(Im(c+i-d)
Bectd-d
3: Aus 2
folgt: ab2(c+i-d)=c-c+d-d.
4.1: Re((a+i-b):(c+i-d))
8% (Re(a+i-b)-Re(c+i-d)+Im(a+i-b)-Im(c+i-d)):ab2(c+i-d)
= (a-Re(c+i-d)+Im(a+i-b)-Im(c+i-d)):ab2(c+i-d)
Za-c+Ima+i-b)-Im(c+i-d)):ab2(c+i-d)
Z(a-ct+b-Imlc+i-d)):ab2(c+i-d)
2 (a-c+b-d):ab2(c+i-d)
Z(a-c+b-d):(c-c+d-d).
4.2: Im((a+i-b):(c+i-d))
YB3 (_Rela+i-b)-Im(c+i-d)+Im(a+i-b)- Re(c+i+d)) : ab2(c+i-d)
2 (—a-Im(c+i-d)+Imla+i-b)-Re(c+i-d)):ab2(c+i-d)
2 (—a-d+Imla+i-b)- Re(c+| d)) : ab2(c+1i - d)
2 (—a-d+b-Re(c+i-d)):ab2(c+i-d)
2 (—a-d+b-c):ab2(c+i-d)
Z(—a-d+b-¢):(c-cH+d-d).
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Beweis 138-4

4.3: (a+i-b):(c+i-d)

1383 Re(a+i-b)-Re(c+i-d)+Im(a+i-b)-Im(c+i-d)):ab2(c+i-
+i-((—Re(a+i-b)-Im(c+i-d)+Im(a+i-b)-Re(c+i-d)):ab2(c+i-d)

d)
)
2 (a-Re(c+i-d)+Im(a+i-b)-Im(c+i-d)):ab2(c+i-d)
+i-((—a-Im(c+i-d)+Imla+i-b)-Re(c+i-d)):ab2(c+i-d))
= (a-c+Ima+i-b)-Im(c+i-d)):ab2(c+i-d)

i+ ((—a-Im(c+i-d)+Im(a+i-b)-c):ab2(c+i-d))
Z(a-c+b-Imlcti-d)):ab2(c+i-d)

) )

) )

+i-((—a-Im(c+i-d)+b-c):ab2(c+i-d)

1.4

=(a-c+b-d)y:ab2(c+i-d)+i-((—a-d+0b-c):ab2(c+i-d)

Sla-c+b-d):(c-ctd-d+i-((—a-d+b-c):(c-c+d-d)).
4.4: (a+i-b):(c+i-d)

13873 (Re(a+i-b) -Re(c+i-d)+Im(a+i-b)-Im(c+i-d)
+i-(—Re(a+i-0)-Im(c+i-d)+Im(a+i-b)-Re(c+i-d))
cab2(c+i-d

((a-Re(c+i-d)+Im(a+i-b)-Im(c+i-d)
a-lm(c+i-d)+Im(a+i-b)-Re(c+i-d)

)

)

)

= )
(= )
cab2(c+i-d)
)

)

)

)

)

%

® ((a-c+Im(a+i-b)-Im(c+i-d)+i-(—a-Im(c+i-d)+Im(a+i-b)-c)
cab2(c+i-d

e

=(a-c+b-Imc+i-d)+i-(—a-lm(c+i-d)+b-c)):ab2(c+i-d

I

“((a-c+b-d)+i-(—a-d+b-c)):ab2(c+i-d

Z(a-c+b-d)+i-(—a-d+b-¢):(c-ct+d-d
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Beweis 138-4

3.a): Aus 2.1
folgt: Re((a+i-b):(c+i-d)=(a-c+b-d):(c-c+d-d).

3.b): Aus 2.2
folgt: Im((a+i-0):(c+i-d)=(—a-d+b-¢c):(c-c+d-d).

3.c): Aus 2.3
folgt:
(a+i-b):(c+i-d)
=(a-c+b-d):(c-c+d-d)+i-((—a-d+b-c):(c-c+d-d)).

3.d): Aus 2.4
folgt:
(a+i-b):(c+i-d)=(a-c+b-d)+i-(—a-d+b-¢c)):(c-c+d-d).

O
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FSQ1: FundamentalSatz Quotientl.
FSP1: FundamentalSatz Produktl.
MER: Multiplikative EliminationsRegel.
MIR: Multiplikative InversionsRegel.

Ersterstellung: 29/07/10 Letzte Anderung: 09/03/12
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139-1. Mit den nunmehrigen Formeln wird ein Kriterium fiir z : x = 1 vorberei-
tet:

139-1(Satz)
a) 0:0#1.
b) nan: nan # 1.
c) (400): (+o00) # 1.
d) (—o0): (—00) # 1.

RECH-Notation.

Beweis 139-1 a)

Aus 98-24“0: 0= 0" und
aus 95-240 # 17
folgt: 0:0+#1.

b)

1: Aus 95-7“1 # nan” und
aus 97-5“nan : nan = nan”

folgt: 1 # nan : nan.
2: Aus 1
folgt: nan : nan # 1.
c)
Aus 97-5“(4+00) : (+00) = 0” und
aus 95-240 # 17
folgt: (+00) @ (+00) # 1.
d)
Aus 97-5“(—00) : (—o0) = 0” und
aus 95-2“0 # 17
folgt: (—o0) : (—o0) # 1.
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139-2. Eine logisch dquivalente Formulierung von 139-1 ist durch die nunmeh-
rige, im Folgenden gut zitierbare Aussage gegeben:

139-2(Satz)
Es gelte:

—) z:x=1.
Dann folgt:

a) 0#uw.

b) x # nan.

c) T # 4o0.

d) = # —oo.

RECH-Notation.

Beweis 139-2 a)

1: Es gilt: (x=0)V (0 #x).
Fallunterscheidung‘
z=0.

2: Aus1.1.Fall“z =0"und

aus 139-1“0: 0 # 17

folgt: T x
3: Esgilt 2“x:x#17.

Esgilt =) “z:x=1".

Ex falso quodlibet folgt: 0 # x.
1.2.Fall 0 # x.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: 0 # .
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Beweis 139-2 b)

1: Es gilt: (x = nan) V (z # nan).
Fallunterscheidung‘
7 = nan.

2: Aus 1.1.Fall“z = nan” und

aus 139-1“nan : nan # 17

folgt: z:x# 1.
3: Esgilt 2“z:z#17.

Esgilt =) “x:z=1".

Ex falso quodlibet folgt: x # nan.
1.2.Fall x # nan.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: x # nan.
c)
1: Es gilt: (x = 400) V (z # +00).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall r = +00.

2: Aus 1.1.Fall“z = 400" und

aus 139-1%(+00) : (+00) # 17

folgt: x:x# 1.
3: Esgilt 2“z:z#17.

Esgilt =) “x:x=1".

Ex falso quodlibet folgt: T # +o0.
1.2.Fall T # +00.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: T # +00.
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Beweis 139-2 d)

1:

49

Es gilt: (r = —00) V (x # —00)
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall T = —00.
2: Aus 1.1.Fall“z = —oc0” und
aus 139-1“(—o00) : (—o0) £ 1”7
folgt: x:x# 1.
3: Esgilt 2“z:z#17.
Esgilt =) “x:z=1".
Ex falso quodlibet folgt: T # —o0.
1.2.Fall T # —00
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: T # —00
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139-3. Die vertraute Gleichung x : x = 1 gilt genau dann, wenn 0 # z € C:

139-3(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z:x=1.

ii) 0 # 2 € C.

RECH-Notation.

Beweis 139-3

REIM-Notation.

US gleich

1: Aus VS gleich “z:x=1" und
aus 95-5“1 Zahl”
folgt:

2.1:

x : x Zahl.
1

99;15 Rel

VS

= Re(z : z)

138-3 ((Rex) - (Rex) + (Imz) - (Imz)) : ab2(x)

2.2: Aus 1%z : x Zahl”
folgt via 96-17:

3.1: Aus 2.1“1 = ... =ab2(z) : ab2(z)”
folgt:

3.2: Aus 2.2%x Zahl”
folgt via 128-11:

9622

ab2(z) : ab2(x).

x Zahl.

ab2(z) : ab2(x) = 1.

ab2(x) € T.
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Beweis 139-3 VS gleich r:x=1.

4.1: Aus 3.1“ab2(z) : ab2(z) =17
folgt via 139-2: 0 # ab2(z).

4.2: Aus 3.1“ab2(z) : ab2(z) =17
folgt via 139-2: ab2(zx) # nan.

4.3: Aus 3.1“ab2(z) : ab2(z) =17
folgt via 139-2: ab2(x) # 4o0.

4.4: Aus 3“ab2(z) € T”
folgt via 95-16:
(ab2(x) € R) Vv (ab2(x) = nan) V (ab2(z) = 4+00) V (ab2(z) = —o0).

5.1: Aus 4.140 # ab2(z)”
folgt via 128-3: 0 # x.

5.2: Aus 4.4%“(ab2(z) € R) Vv (ab2(x) = nan) V (ab2(z) = +00)
V(ab2(z) = —o0)” und
aus 4.2“ab2(x) # nan”
folgt: (ab2(z) € R) V (ab2(z) = 4+00) V (ab2(z) = —o0).

6: Aus 5.2“(ab2(z) € R) V (ab2(z) = +00) V (ab2(x) = —o0)” und
aus 4.3%“ab2(z) # 400"
folgt: (ab2(z) € R) V (ab2(z) = —o0).

7: Aus 6“(ab2(z) € R) V (ab2(z) = —o0)” und
aus 128-14“ab2(z) # —o0”
folgt: ab2(z) € R.

8: Aus 7“ab2(z) € R”
folgt via 128-9: x e C.

9: Aus 5.1“0 # 2”7 und
aus 8“z € C”
folgt: 0#zeC.
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Beweis 139-3 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “0#Axz € C”
folgt via 128-10:

1.2: Aus VS gleich “...z € C”
folgt via 101-1:

2.1: Aus1.1%...ab2(z) e R”
folgt via 137-6:

2.2: Aus 1.140 # ab2(z) e R”
folgt via AAV:

2.3: Aus1.2“Rez € R...” und
aus 1.2, .. Imz e R”
folgt via -SZ:

3.1: Aus2.1“1:ab2(z) e R”
folgt via €SZ:

3.2: Aus 2.3“(Rex) - (Imz) € R”
folgt via €SZ:

4.1: Aus 3.1“1:ab2(x) Zahl”
folgt via FSMO:

4.2: Aus 3.2“(Rex) - (Imz) € C”
folgt via 102-5:

ARITHMETIK #139

0+#xeC.

0 # ab2(z) € R.

(Rex € R) A (Imz € R).

1:ab2(z) € R.

ab2(z) - rez(ab2(x)) = 1.

(Rex) - (Imz) € R.

1:ab2(x) Zahl.

(Rex) - (Imz) € C.

0-(1:ab2(z)) = 0.

(Rex) - (Imz) — (Rex) - (Imz) = 0.
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Beweis 139-3

5.1:

5.2:

6.1: Aus5.1
folgt:

6.2: Aus 5.2
folgt:

8: Aus 7
folgt:

VS gleich 0#xzeC.

Re(z : z

9622
="ab

ab2(z) : ab2(x

)

YE3 ((Rex) - (Rex) + (Imz) - (Imz)) : ab2(x)
)

= ab2(x) - rez(ab2(x))

N

22 1.

Im(x : x)
YE3 (_(Rez) - (Imz) + (Imz) - (Rez)) : ab2(x)

P (Ima) - (Rex) — (Rex) - (Ima)) : ab2(

)
KM ((Rex) - (Ima) — (Rex) - (Imz)) : ab2 ()

E ab2(x)
)

0. (1 ab2(x)

= 0.
Re(z :z) = 1.
Im(xz:2z) =0.
Tix

1383 Re(z :z)+i-Im(x: x)
L)

i ticim(za
Z1+i-0

99-15

1.

r:x =1

O
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139-4. Aus 0 # 1,2,i € C folgt unter anderem via 139-3 das nunmehrige Ergeb-
nis:

139-4(Satz)

a) 1:1=1.
b) (—1):(-1)=1.
c) 2:2=1.

RECH-Notation.
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Beweis 139-4 a)

Aus 95-2“0 # 1”7 und
aus 101-5“1 € C”
folgt via 139-3:

b)

2: Aus 1
folgt:

1: Aus 109-26“2 € R”
folgt via €SZ:

2: Aus 109-26“0 # 2” und
aus 1“2 € C”
folgt via 139-3:

d)

2: Aus 1
folgt:

e)

Aus 95-7“0 # i” und
aus 101-8“i € C”
folgt via 139-3:

95

(- :(-1)=1
2eC.
2:2=1
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139-5. Die nun vorliegende, vorlaufige Kiirzungsregel ebnet den Weg zum Beweis
von FundamentalSatz Quotientl:

139-5(Satz)
Es gelte:
—) z e C.
—) 0#a€C.
Dann folgt:
a) (x-a):a=ux.
b) (a-z):a=uzx.
c) a-(r:a)=u.

d) (r:a) a=uz.

RECH-Notation.

Beweis 139-5 a)

1.1: Aus =) “a e C”
folgt via €SZ: a € B.

1.2: Aus =) “0#acC”
folgt via 139-3: a:a=1.

1.3: Aus =) “x e C”
folgt via €SZ: x Zahl.

2.1: Aus =) “z € C” und
aus 1.1“a € B”

folgt via 137-18: r-(a:a)=(r-a):a.
2.2: Aus 1.3%x Zahl”
folgt via FSM1: r-1=ux.
3 (z-a):aZz-(a:a)Zr- 12
4: Aus 3

folgt: (x-a):a=u.
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Beweis 139-5 b)

d)

1: Aus =) “z € C” und
aus —) “0#a € C”
folgt via des bereits bewiesenen a):

3: Aus 2

folgt:

1: Aus =) “a e C”
folgt via €SZ:

2: Aus =) “ac C” und

aus 1“a € B”
folgt via 137-18:

3: Aus )4z € C” und

aus —) “0#a € C”
folgt via des bereits bewiesenen b):

4: Aus2“a-(zr:a)=(a-z):a” und

aus 3“(a-x):a=xa"
folgt:

1: Aus =) “x € C” und
aus —) “0#a € C”
folgt via des bereits bewiesenen c):

3: Aus 2

folgt:

o7

(x-a):a=ux.

(a~x):aK§M(x~a):aéx.

(a-x):a=umx.

a € B.

a-(r:a)=(a-7):a.

(a-x):a=ux.

a-(r:a)=uzx.
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139-6. Auch das nunmehrige Resultat bereitet FundamentalSatz Quotientl
Vor:

139-6(Satz)

Aus “x:y=1"folgt “x =y’ und “0#xz € C”.

RECH-Notation.
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Beweis 139-6 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x:y =1" und

aus 95-5“1 Zahl”
folgt:

: Aus 95-2“0 # 17 und
aus VS gleich “z:y=1"
folgt:

: Aus VS gleich “x:y=1" und

aus 101-5“1 € C”
folgt:

: Aus 1.1%x : y Zahl”
folgt via 96-17:

: Aus 1.2“0# 2 : y” und
aus 1.3“z:y € C”
folgt:

: Aus 2.1“...y Zahl”
folgt via FSM1:

: Aus 2.2“0# x:y € C” und
aus 136-1“z:y=x-(1:y)”
folgt:

: Aus 3.2“0#x-(1:y) e C”
folgt via 132-2:

cAus4“...0#1:yeC”
folgt via 137-30:

: Aus4“...ze€C...” und

aus 5“0 # y e C”
folgt via 139-5:

s Aus 74 =...=y” und
aus 4“0 #x e C...”
folgt:

x :y Zahl.

0#z:y.

x:yeC.

(x Zahl) A (y Zahl).

0#z:yeC.

0#£x-(1:y)eC.
0#2e€C)AN(0#1:yeC).

0+#yeC.

(@:y)-y =

6 Vs 3.1
r=(x:y)y=1y=y.

(x=y)AN(0#z€C).
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139-7. Im FundamentalSatz Quotientl werden 139-3 und 139-6 erweitert:

139-7(Satz) (FSQ1: FundamentalSatz Quotient])
Die Aussagen i), ii), iii), iv) sind dquivalent:
i) z:y=1.
ii) y:x=1.
iii) “z=y’und “0#2x € C”.

iv) “ez=y”"und “0#y e C”.

RECH-Notation.
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Beweis 139-7 VS gleich

1: Aus VS gleich “x:y=1"
folgt via 139-6:

2: Aus1“..0#£z2€C”
folgt via 139-3:

3: Aus1“z=y...” und
aus 2“x:x =17
folgt:

VS gleich
1: Aus VS gleich “y:x=1"
folgt via 139-6:

2.1: Aus 1y =ux...”
folgt:

2.2: Aus 1“...0#y € C” und
aus 1“y=ux...”7
folgt:

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

VS gleich
1: Aus VS gleich “...0 # 2 € C” und

aus VS gleich “z =y...”
folgt:

2: Aus VS gleich “z=y...” und
aus 1“0 £y e C”
folgt:

VS gleich

1: Aus VS gleich “...0#4y e C”
folgt via 139-3:

2: Aus VS gleich “z =y...” und
aus 1“y:y=1"7
folgt:

rix=1
yrrx=1
yrx=1

0+#2xeC.

(x=y)AN(0#z€C).

(x=y)AN(0#2€C).

0#yeC.

(z=y)A(0#yeC).

(z=y) A (0F#yecC)
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139-8. Mit dem folgenden Satz wird eine weitere Vorbereitung zum Beweis von

FundamentalSatz Produktl getroffen:

139-8(Satz)

Aus “x-y=1"folgt “0#£x € C’und “x=1:9y".

RECH-Notation.

Beweis 139-8 VS gleich

1.1: Aus 95-2“0 # 17 und
aus VS gleich “xz-y=1"
folgt:

1.2: Aus VS gleich “z-y=1" und
aus 101-5“1 € C”
folgt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

3: Aus2“0#x-yeC”
folgt via 132-2:

4: Aus 3“...x € C...” und
aus 3“...0#£yeC”
folgt via 139-5:

5: Aus4“(z-y):y=2z" und
aus VS gleich “z-y=1"
folgt:

6: Aus 5
folgt:

7: Aus 3“0 #2x € C...” und
aus 6“x=1:y"
folgt:

r-y=1.

0#x-y.

xz-yeC.

0#z-yeC.

0#2€C)A(0#£yeC).

(x-y):y=ux
l:y==xa
r=1:y
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139-9. Nun kann der FundamentalSatz Produktl bewiesen werden.

139-9(Satz) (FSP1: FundamentalSatz Produktl)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v) sind dquivalent:
i) z-y=1.
ii) “O#xzeC’und “z2=1:y".
iii) “O#x e C’und “y=1:2".
iv) “0O#yeC’und “z=1:y".

v) “0O#yeC’und “y=1:2".

RECH. -Notation

Beweis 139-9 VS gleich r-y=1.

Aus VS gleich “z-y=1"
folgt via 139-8: 0#2ecC)A(z=1:y).
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Beweis 139-9 VS gleich 0#£2zeC)A(z=1:y).
1.1: Aus VS
folgt: r=1:y.
1.2: Aus VS gleich “0#x € C...” und
aus VS gleich “...x =1:y"
folgt: 0#1:yeC.
2: Aus1.2“0#1:yeC”
folgt via 137-30: 0+#£yeC.
3: Aus2“0#£yeC”
folgt via 139-3: y:ry=1.
4: Yy xizly-(l y)13g_1 =8
5: Ausd“y-z=...=1"
folgt via 139-8: y=1:x.
6: Aus VS gleich “0# x € C...” und
aus 5y =1:2"
folgt: 0#2€C)A(y=1:1x).
iii) = iv) || VS gleich 0#2€C)A(y=1:2x).
1.1: Aus VS
folgt: y=1:x.
1.2: Aus VS gleich “0#£x€C...”
folgt via 137-30: 0#1:2€eC.
1.3: Aus VS gleich “0#£x€C...”
folgt via 139-3: x:x=1.
2.1 zoy =zl )132_1 2
2.2: Aus1.2“0#1:2€ C” und
aus 1.1y =1:2"
folgt: 0#yeC.
3: Aus2.1“z-y=...=1"
folgt via 139-8: r=1:y.
4: Aus 2.2“0#y € C” und

aus 3“x =1:y”"
folgt: 0#yeC)A(x=1:y).
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Beweis 139-9 VS gleich

1.1:

1.2:

Aus VS
folgt:

Aus VS gleich “0#£yeC...”
folgt via 139-3:

D Aus 2%yrx=...=1"

folgt via 139-8:

: Aus VS gleich “0#y € C...” und

aus 3“y=1:z2"
folgt:

VS gleich

1.1:

1.2:

Aus VS folgt:

Aus VS gleich “0#y € C...” und
aus VS gleich “...y=1:2"
folgt:

: Aus1.2“0#1:2€C”

folgt via 137-30:

cAus 2“0 #2 € C”

folgt via 139-3:

: Aus 4

folgt:

r=1:y

yry=1

1.1 136—1 1.2
yr=y-(l:y) = =1
y=1:z
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139-10. Mit der nunmehrigen Multiplikativen EliminationsRegel wird Hin-
reichendes dafiir angegeben, um aus = - a = y - @ auf x = y schlieflen zu kénnen:

139-10(Satz) (MER: Multiplikative EliminationsRegel)

Es gelte:

—) T-a=1y-a.

z e C.

—) __ oder

y € C.

—) 0#a€C.
Dann folgt:

a) z € C.

b) y e C.

c) r=y.

RECH-Notation.
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Beweis 139-10

1.1: Nach —) gilt: (xeC)V(yeC).

Fallunterscheidung‘

1.1.1.Fall z e C.
2: Aus1.1.1.Fall“z € C’ und
aus =) “...a e C”
folgt via -SZ: z-a€C.

3: Aus 9)“z-a=y-a” und
aus 2“x-a € C”
folgt: y-a€C.

: Via KGM gilt: a-y=1vy-a.

IS

5: Aus4“a-y=y-a” und

aus 3“y-a € C”

folgt: a-yeC.
: Aus 9)“0#a...” und

aus 5“a-y € C”

folgt via 132-1: y e C.
7: Aus1.1.1.Fall“xz € C” und

aus 6“y € C”
folgt: (xeC)A(yeC).

()]

1.1.2.Fall yeC.

2: Aus1.1.2.Fall“y € C” und

aus ) “...a € C”

folgt via -SZ: y-a€C.
3: Aus ) “x-a=y-a” und

aus 2“y-a € C”

folgt: z-a€C.

Via KGM gilt: a-r=c-a.

W

5: Aus4“a-z=2x-a” und
aus 3“x-a € C”
folgt: a-x€C.

6: Aus ) “0#a...” und
aus 5“a-x € C”
folgt via 132-1: z e C.

7: Aus 6“z € C” und
aus 1.1.2.Fall“y e C”
folgt: (xeC)A(yeC).
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Beweis 139-10

‘Fallunterscheidung‘

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Al “(zeC)A (yeC)”

1.2: Aus Al gleich “x € C...” und
aus =) “0#a e C”
folgt via 139-5: (x-a):a=ux.

1.3: Aus Al gleich “...y € C” und
aus =) “0#a e C”

folgt via 139-5: (y-a):a=y.
1.a): Aus Al
folgt: x e C.
1.b): Aus Al
folgt: y € C.
2: xliz(x-a):a;)(y-a):agy.
3.c): Aus 2
folgt: r=1y.
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139-11. In der Multiplikativen InversionsRegel werden Bedingungen ange-
geben unter denen von x - a =y auf x = y : a geschlossen werden kann:

139-11(Satz) (MIR: Multiplikative InversionsRegel)

Es gelte:

—) x-a=y.

z e C.

—) __ oder

y € C.

—) 0#a€C.
Dann folgt:

a) z € C.

b) y e C.

c) x=y:a.

RECH-Notation.
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Beweis 139-11

1.1: Nach —) gilt: (xeC)V(yeC).

Fallunterscheidung‘

1.1.1.Fall x e C.

2: Aus1.1.1.Fall“z € C’ und
aus =) “...a e C”
folgt via -SZ: z-a€C.

3: Aus =) “x-a=y" und
aus 2“z-a € C”

folgt: y e C.
4: Aus1.1.1.Fall“z € C’und
aus 3“y € C”
folgt: (x € C)A(y eC).
1.1.2.Fall yeC.

2: Aus 9)“zr-a=y” und
aus 1.1.2.Fall“y e C”
folgt: z-a€C.

: Via KGM gilt: a-r=2-a.

w

4: Aus3“a-z=x-a” und
aus 2“z-a € C”
folgt: a-x€C.

5: Aus ) “0#a...” und
aus 4“a-x € C”
folgt via 132-1: z e C.

6: Aus5“z € C” und
aus 1.1.2.Fall“y e C”
folgt: (xeC)A(yeC).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Al “(zeC)A(yeC)”
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Beweis 139-11

1.2: Aus A1 gleich “z € C...

aus =) “0#a € C”
folgt via 139-5:

1.a): Aus Al
folgt:

1.b): Aus Al
folgt:

3.c): Aus 2
folgt:

und
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(x-a):a=ux.
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NTFA: NullTeilerFreiheit in A.

Ersterstellung: 29/07/10 Letzte Anderung: 11/03/12
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140-1. Das Produkt zweier komplexer Zahlen ist genau dann# 0, wenn beide

Zahlen# 0 sind:

140-1(Satz)

i) 0#z-yeC.
ii) (0£z2€C)A(0#£ye€C).

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

RECH-Notation.

Beweis 140-1 VS gleich

Aus VS gleich “0#x-y e C”
folgt via 132-2:

0#z-yeC.

0#£2€C)AN(0#yeC).
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Beweis 140-1 VS gleich 0#2€C)A(0#£yeC).

1: Aus VS gleich “...x € C” und
aus VS gleich “...y € C”
folgt via -SZ:

x-yeC.

2: Es gilt: O=z-y)V(0#£z- y).
Fallunterscheidung‘
2.1.Fall O=z-y
1.1: Aus VS gleich “...y € C” und
aus VS gleich “0#xz € C...”
folgt via 139-5: (z-y):z=y
1.2: Aus VS gleich “...2 € C...”
folgt via €SZ: x Zahl.
2: Aus 1.2%z Zahl”
folgt via FSDO: 0:z2=0
3: 0
20:2
2.1.Fall (@) @
11
4: Esgilt3“0=...=y"”.
Es gilt VS gleich “...0#y...”.
Ex falso quodlibet folgt: 0#£x-y.
2.2.Fall O£z y.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Al “0#x-y”
3: Aus Al gleich “0# z-y” und
aus 1“xz-ye C”
folgt: 0#x-yeC.
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140-2. Das nachfolgende Beispiel vorwegnehmend wird hier fest gestellt:

140-2.Bemerkung

o Gemif 106-3 gilt “(0 £ x e R)A(0#y€R)) = (0#£z-y €R)”.
e Die Aussage

“0Fz-yeR)= ((0#zeR)A(0#y eR))”

ist nicht ohne Weiters verfiigbar.

e Die Aussage

O£z yeR) < (02 eR)A(0#y €R))”
ist nicht ohne Weiters verfiighar.
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140-3. Das nunmehrige Beispiel belegt 140-2(Bem), wonach aus 0 # z -y € R
nicht unbedingt (0 # z € R) A (0 # y € R) folgen muss. Damit ist auch klar,
dass es keine Aquivalenz von 0 # z -y € Rund (0 # 2z € R) A (0 # y € R) gibt:

140-3.BEISPIEL

Es gelte:
—) r =i
—) y=I
Dann folgt:
a) x-y=—1.
b) 0#z-yeR.
c) 0#uw.
) 0£y.
e) v ¢R.
) y¢R.
g) (0 #z eR).
h) —(0 #y eR).
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140-4. Die NullTeilerFreiheit in A besagt unter anderem, dass aus 0 # z - y
Zahl sowohl 0 # x Zahl als auch 0 # y Zahl folgt. Auch folgt aus z -y = 0,
dass x,y akomplexe Zahlen sind, von denen mindestens eine= 0 ist. Die Beweis-
Reihenfolge ist a) - ¢) -b) -e) -d) - f) - g) - h)-i)- j) - k):

140-4(Satz) (NTFA: NullTeilerFreiheit in A)
a) Aus “0# x-y” folgt “0# x” oder “0 #y”.

b) Aus “0#x-y”
folgt “x & A7 oder “y ¢ A” oder “(0 # x Zahl) A\ (0 # y Zahl)”.

c) Aus “0# x -y Zahl” folgt “0 # x Zahl” und “0 #y Zahl” .

d) Aus “x-y=0"folgt “x=0"oder “y=0".

e) Aus “x-y =07 folgt “(x =0)A(y Zahl)” oder “(x Zahl) \(y =0)".
£) Aus “x ¢ A7 folgt “0#x-y”.

g) Aus “y ¢ A7 folgt “0£x-y”.

h) Aus “0=# x Zahl”und “0 # y Zahl” folgt “0 = x -y Zahl”.

i) Aus “0# x”und “0# y” folgt “0#x-y”.

j) Aus “x =0"und “y Zahl” folgt “x-y=0".

k) Aus “x Zahl”und “y =07 folgt “xz-y=0".

RECH-Notation.

Beweis 140-4 a) VS gleich 0#x-y.

Aus VS gleich “0# x-y”
folgt via 98-20: (0#£x)V (0#7y).
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Beweis 140-4 c) VS gleich

1: Aus VS gleich “...x -y Zahl”
folgt via 96-15:

2.1: Es gilt:

Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #140

0 # z -y Zahl.

(z Zahl) A (y Zahl).
0)V (y=0)V((0#z)A(0#y)).

2.1.1.Fall

3: Aus 1“...y Zahl”
folgt via FSMO:

aus 3“0-y =0"
folgt:

Es gilt 4“x-y=0".
Ex falso quodlibet folgt:

4: Aus2.1.1.Fall“z =0" und

5: Es gilt VS gleich “0#z-y...”.

2.1.2.Fall

3: Aus1“x e A...”
folgt via FSMO:

4: Aus 3“z-0=0" und
aus 2.1.2.Fall“y =0"
folgt:

Esgilt 4“z-y=0".
Ex falso quodlibet folgt:

5: Es gilt VS gleich “0#z-y...”.

[2.3.Fall]

(0 #z) A0 #y).

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

2.2: Aus A1 gleich “0# z...” und

aus 1“x Zahl...”
folgt:

2.3: Aus A1l gleich “...0 # y” und

aus 1“...y Zahl”
folgt:

AL S0 #2) A0 F#y)”

0+ 2 Zahl.

0 # y Zahl.



ARITHMETIK #140 79

Beweis 140-4 c) VS gleich 0 # z -y Zahl.

3: Aus 2.2 und

aus 2.3
folgt: (0 # « Zahl) A (0 # y Zahl).
b) VS gleich 0#£x-y.
1: Via 95-6 gilt: (x-y Zahl) vV (z-y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
7y Zahl
2: Aus VS gleich “0# z-y...” und
aus 1.1.Fall“z .y Zahl”
folgt: 0 # x -y Zahl.
3: Aus 2“0 # x -y Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen c): (0 # 2 Zahl) A (0 # y Zahl).
4: Aus 3
folgt: (x ¢ A)V (y ¢ A)V ((0 # x Zahl) A (0 # y Zahl)).
oy ¢ A
2: Aus1.2.Fall“z-y ¢ A”
folgt via 96-16: (x ¢ A)V(y ¢ A).
3: Aus 2
folgt: (x ¢ A)V (y ¢ A)V ((0 # x Zahl) A (0 # y Zahl)).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(x ¢ A)V (y ¢ A)V ((0+# x Zahl) A (0 # y Zahl)).
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Beweis 140-4 e) VS gleich x-y=0.

1: Aus VS gleich “x-y=0" und
aus 101-5“0 € C”
folgt: x-yeC.

2: Aust1“z-yeC”
folgt via 132-3:

((x = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0)) V (0 # z € C) A (0 £y € C)).

Fallunterscheidung‘
2.1.Fall (x =0) A (y Zahl).
Aus 2.1.Fall
folgt: ((x =0) A (y Zahl)) Vv ((x Zahl) A (y = 0)).
2.2.Fall (x Zahl) A (y = 0).
Aus 2.2.Fall
folgt: ((x =0) A (y Zahl)) Vv ((x Zahl) A (y = 0)).
2.3.Fall 0#£zeC)A(0#yeC).
3: Aus 2.3.Fall“0#xz € C...” und
aus 2.3.Fall“... 0#ye(C
folgt via 140-1: 0#£x-y.
4: Esgilt 3“0#z-y”.
Es gilt VS gleich “z-y=0".
Ex falso quodlibet folgt: ((z = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)).

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)).

d) VS gleich x-y=0.

1: Aus VS gleich “x-y=0"
folgt via des bereits bewiesenen e):
((x = 0) A (y Zahl)) v ((x Zahl) A (y = 0)).

2: Aus 1
folgt: (x=0)V(y=0).
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Beweis 140-4 £) VS gleich x ¢ A
1: Aus VS gleich “x ¢ A”
folgt via 96-16: x-y=U
2: Aus 0-18“0 # U” und
aus 1“x-y=U"
folgt: 0F#x-y
g) VS gleich y & A
1: Aus VS gleich “y ¢ A”
folgt via 96-16: x-y=U
2: Aus 0-18“0 # U” und
aus 1“x-y=U"
folgt: 0#2x-y.
h) VS gleich (0 # x Zahl) A (0 # y Zahl).
1: Aus VS gleich “...x Zahl...” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via -SZ: x -y Zahl.

2: Es gilt: (x-y=0)V(0#x-y).
Fallunterscheidung‘
vy =0

3: Aus2.1.Fall“z-y=0"

folgt via des bereits bewiesenen d):
4: Aus3“(z=0)V (y=0)" und

aus VS gleich “0 # x...”

folgt: y = 0.
5: Esgilt 4“y=07".

Es gilt VS gleich “...0#y...”.

Ex falso quodlibet folgt: 0 # x -y Zahl.
2.2.Fall 0#z-y.
Aus 2.2.Fall“0 # x - y” und
aus 1“x -y Zahl”
folgt: 0 # x -y Zahl.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

0 # x -y Zahl
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Beweis 140-4 i) VS gleich

1:
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(07 2) A (0F#y).

Es gilt: (x-y=0)V(0#z-y).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall z-y=20
2: Aus1.1.Fall“z.-y=0"
folgt via des bereits bewiesenen d): =0)V(y=0)
3: Aus 2
folgt: 0)V(y=0)))
4: Aus 3
folg: (0 £2) A0 £))
5: Esgilt 4“=((0#£2)A(0#y))”.
Es gilt VS gleich “(0# ) A (0#y)”.
Ex falso quodlibet folgt: 0#zx-y.
1.2.Fall 0#z-y.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 0#2x-y.

j) VS gleich

1: Aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via FSMO:

: Aus VS gleich “z=0...” und

aus 1“0-y=0"

folgt:

k) VS gleich

1: Aus VS gleich “x Zahl...”
folgt via FSMO:

: Aus 1“2-0=0" und

aus VS gleich “...y =07"

folgt:

(x =0) A (y Zahl).

0-y=0.
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140-5. Unter Bezugnahme auf folgende Beispiele wird hier unter anderem fest
gestellt, dass aus 0 # x - y nicht ohne Weiteres 0 # = und 0 # y folgt:

140-5.Bemerkung

e Die Aussage

C0#0)= 0z y)

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

0#y) = 0Fz-y)

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
x=0)=(z-y=0)
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

Lc(y20>:>(xy:0)7a
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

F0Fx-y) = ((0#2) A (0Fy))

ist nicht ohne Weiters verfghar.
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140-6. Das nunmehrige Beispiel belegt, dass aus 0 # z nicht ohne Weiteres
0 # z -y folgt:

140-6.BEISPIEL

Es gelte:
—) =1
—) y=0.

Dann folgt:
a) 0#uw.

b) 0=z-y.
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140-7. Das nunmehrige Beispiel belegt, dass aus 0 # y nicht ohne Weiteres
0 # z -y folgt:

140-7.BEISPIEL

Es gelte:
—) x=0.
—) y=1

Dann folgt:

a) 0#y.
b) 0=uz-y.
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140-8. Das nunmehrige Beispiel belegt, dass aus x = 0 nicht ohne Weiteres
x -y = 0 folgt. Auch ergibt sich aus diesem Beispiel, dass aus 0 # x -y nicht ohne
Weiteres 0 # x und 0 # y folgt:

140-8. BEISPIEL

Es gelte:
—) x=0.
—) y=U.
Dann folgt:
a) v =0.
b) z-y=U.

c) 0#x-y.
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140-9. Das nunmehrige Beispiel belegt, dass aus y = 0 nicht ohne Weiteres
x -y = 0 folgt:

140-9.BEISPIEL

Es gelte:
—) r=U.
—) y=0.
Dann folgt:
a) y=0.
b) z-y=U.

b) 0£x-y.
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140-10. Nun werden einige Folgerungen aus NTFA, die spéteres Zitieren ver-
einfachen, angegeben:

140-10(Satz)

a) Aus “0# x-y”und “x=0"folgt “0#y ¢ A"und “z-y=U".
b) Aus “0# z -y und “y=0"folgt “0#x ¢ A”und “z-y=U".

c) Aus “0# x -y und “x Zahl”
folgt “y & A7 oder “(0# x) A (0#y Zahl)”.

d) Aus ((O % T - y77 und ((y Zahl”
folgt “x ¢ A7 oder “(0 # x Zahl) A (0 # y)”.

e) Aus “0# x-y”und “x Zahl” und “y Zahl”
folgt “(0#z) A (0F#y)”.

f) Aus “x-y=0"und “0# x” folgt “y=0".

g) Aus “xz-y=0"und “0#y” folgt “x=0".

RECH-Notation.
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Beweis 140-10 a) VS gleich

1:

3.1:

3.2:

3.3:

Aus VS gleich “0# x-y”
folgt via NFTA:

: Aus 1“(0#2) V(0 #y)” und

aus VS gleich “...z =07
folgt:

Via 95-6 gilt:

Fallunterscheidung‘
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(0#£z-y)A(z=0).

(07 2) v (0#y)

0#uy.
(y Zahl) V (y ¢ A).

3.1.1.Fall

4: Aus 3.1.1.Fall“y Zahl”
folgt via FSMO:

5: Aus VS gleich “...2 =0” und
aus 4“0-y=0"
folgt:

6: Esgilt 5“z-y=0".
Es gilt VS gleich “0# z-y...”.
Ex falso quodlibet folgt:

y Zahl.

0-y=0.

3.1.2.Fall

y ¢ A

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

Aus A1 gleich “y ¢ A”
folgt via 96-16:

Aus 240 # y” und
aus Al gleich “y ¢ A”
folgt:

: Aus 3.3“0#y ¢ A7 und

aus 3.2“¢c-y=U"
folgt:

Al “y¢A”

0#y¢A.

0Fy ¢ A)A(z-y=U).
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Beweis 140-10 b) VS gleich

1: Via KGM gilt:

2: Aus VS gleich “0# x-y...” und
aus 1“z-y=y-x”
folgt:

3: Aus 2“0 #y-x” und
aus VS gleich “...y =0"
folgt via des bereits bewiesenen a):

4: Aus3“(0#x ¢ A)AN(y-x=U)”" und
aus 1“z-y=y-ax”
folgt:

c) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...xz Zahl”
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(0F#z-y)A(y=0).

0#y-uz.

O£z A)A(y-z=U).

O£z A)A(z-y=U).

(0 # x-y) A (z Zahl).

folgt via 95-4(Def): r €A
1.2: Aus VS gleich “0#x-y...”

folgt via NTFA: (x ¢ A)V (y ¢ A)V ((0# x Zahl) A (0 # y Zahl)).
2: Aus1.2“(x ¢ A)V (y ¢ A)V ((0 # = Zahl) A (0 # y Zahl))” und

aus 1.1z € A”

folgt: (y ¢ A)V ((0 # x Zahl) A (0 # y Zahl)).
3: Aus 2

folgt: (y ¢ A) Vv ((0+# x) A (0+#y Zahl)).

d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...y Zahl”

(0# z-y) A (y Zahl).

folgt via 95-4(Def): y € A.
1.2: Aus VS gleich “0#x-y...”

folgt via NTFA: (x ¢ A)V (y ¢ A)V ((0# x Zahl) A (0 # y Zahl)).
2: Aus1.2“(x ¢ A)V (y ¢ A) vV ((0 # = Zahl) A (0 # y Zahl))” und

aus 1.1y € A7

folgt: (x ¢ A) Vv ((0 # x Zahl) A (0 # y Zahl)).
3: Aus 2

folgt: (x ¢ A) Vv ((0 # x Zahl) A (0 # y)).
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Beweis 140-10 e) VS gleich (0 # x - y) A (x Zahl) A (y Zahl).

1.1: Aus VS gleich “...z Zahl...”
folgt via 95-4(Def): x € A.

1.2: Aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 95-4(Def): y € A.

1.3: Aus VS gleich “0#x-y...”
folgt via NTFA: (x ¢ A)V (y ¢ A)V ((0# x Zahl) A (0 # y Zahl)).

2: Aus1.3“(x ¢ A)V (y ¢ A) vV ((0 # = Zahl) A (0 # y Zahl))” und
aus 1.1%z € A7
folgt: (y ¢ A)V ((0 # x Zahl) A (0 # y Zahl)).

3: Aus 2“(y ¢ A) V ((0 # x Zahl) A (0 # y Zahl))” und
aus 1.2y € A7

folgt: (0 # x Zahl) A (0 # y Zahl).

4: Aus 3
folgt: (0#£2)A(0#y).
f) VS gleich (xr-y=0)N(0+#x).

1: Aus VS gleich “xz-y=0..."
folgt via NTFA: (x=0)V(y=0).

2: Aus1“(z=0)V (y=0)" und
aus VS gleich “...0#z”
folgt: y=0.

g) VS gleich (x-y=0)A(0#y).

1: Aus VS gleich “x-y=0..."
folgt via NTFA: (x=0)V(y=0).

2: Aus 1“(z=0)V (y=0)" und
aus VS gleich “...0#£y”
folgt: r=0.



92 ARITHMETIK #141

DKRC: Divisions-KiirzungsRegel C.
DER: Divisions-EliminationsRegel.
DIR: Divisions-InversionsRegel.

Ersterstellung: 29/07/10 Letzte Anderung: 14/03/12
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141-1. Mit diesem Satz werden all jene x erfasst, fir die x = 1 : (1 : z) gilt.
Interessanter Weise gehort 0 zu jenen x:

141-1(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) x=1:(1:2).

ii) “x € C”oder “z = nan”
oder “x =1i-nan”oder “x =nan-+i-nan”oder “x=U".

RECH-Notation.

Beweis 141-1 VS gleich r=1:(1:x).
1: Es gilt: (x € A)V (z ¢ A).
Fallunterscheidung‘
veh
2: Es gilt: (x €eB)V (z ¢B).

Fallunterscheidung‘

z€B.
3: Aus2.1.Fall“z e B’
folgt via 137-27: 1:zeC.
4: Aus3“1:2€C”
folgt via 137-10: 1:(1:2)eC.

5: Aus VS gleich “z=1:(1:2)” und
aus 4“1: (1:2) e C”

folgt : z e C.
6: Ausb
folgt: (x € C) V (x = nan)

V(z =1i-nan)V(z=nan+i-nan)V (x =U).
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Beweis 141-1 VS gleich x=1:(1:2).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x €A,
‘Fallunterscheidung‘
2.2 Fall z¢B.
3: Aus 1.1.Fall“z Zahl” und
aus 2.2.Fall“x ¢ B”
folgt via 5-3: x € A\ B.
4: Aus3“z € A\B”
folgt via 137-10: l:2€A\B.
5: Aus4“l:z € A\B”
folgt via 137-10: (1:(1:2)=nan)
V(1:(1:2)=1i-nan)
V(1:(1:2x)=nan+i-nan).
6: Aus VS gleich “z=1:(1:2)” und
aus 5“(1: (1:2)=nan)V(1:(1:2)=1i-nan)
V(1:(1:2z)=nan+i-nan)”
folgt:  (r =nan)V (x =i-nan)V (z = nan+i-nan).
7: Aus 6
folgt: (x € C) V (x = nan)
V(z =i-nan)V (z =nan+i-nan)V (z =U).
‘Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fillen gilt:
(x€C)V(x=nan)V(x=i-nan)V (r=nan+i-nan)V (x =U).
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Beweis 141-1 VS gleich r=1:(1:x).

‘Fallunterscheidung‘

v

2: Aus 1.2.Fall“z ¢ A
folgt via 96-18: l:x=U.

3: Aus2“l:2=U" und
aus 96-19“1: U =U"
folgt: 1:(1:2)=U.

4: Aus VS gleich “z=1:(1:2)” und
aus 3“1: (1:2)=U"
folgt: r=U.
5: Aus 4
folgt:
(xeC)V(x=nan)V(z=i-nan)V(x=nan+i-nan)V (x=U).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(x € C)V (x=nan)V(x=i-nan)V (z =nan+i-nan)V (z
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Beweis 141-1

VS gleich (e C)V(x=nan)V(z=i-nan)V (z =nan+i-nan)V (z =U).

1: Nach VS gilt:

(x€C)V(r=nan)V(x=i-nan)V (z=nan-+i-nan)V (z=U).

Fallunterscheidung‘

z€C.
2: Es gilt: (x=0)V(0#zx).
Fallunterscheidung‘
r=0.
3: 1:(1:2)
2'1£c1111:(1:0)
AL
= 0.
4: Aus 2.1.Fall“x =0"und
aus 3“1: (1:2)=...=0"
folgt: x=1:(1:2).
042,
3: Aus 2.2.Fall“0# z” und
aus 1.1.Fall“x € C”
folgt: 0#zeC.
4: Aus2“0#£xe€C”
folgt via 139-3: x:x=1.
5: Via 136-1 gilt: z:x=x-(1:2).
6: Ausb5“z:z==x-(1:2z)” und
aus 4“z:x =17
folgt: z-(l:z)=1
7: Aus6“z-(l:2)=1"
folgt via FSP1: r=1:(1:2).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:

x=1:(1:2).
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Beweis 141-1

VS gleich (€ C)V(x=nan)V(z=i-nan)V (z =nan+i-nan)V (z =U).

‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall T = nan.
2: 1:(1:2)
L2Eall (1:nan)
137791 nan
137-9
= " nan.
3: Aus 1.2.Fall“z = nan” und
aus 2“1:(1:2) =...=nan”
folgt: z=1:(1:2).
1.3.Fall T = i-nan.
2: 1:(1:2)
FEER 1 (11 (i - nan))
1879 (i - nan)
137-9 .
= " i-nan.
3: Aus 1.3.Fall“z =i-nan” und
aus 2“1:(1:2)=...=i-nan”
folgt: x=1:(1:2).
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Beweis 141-1

VS gleich (e C)V(x=nan)V(z=i-nan)V (z =nan+i-nan)V (z =U).

‘Fallunterscheidung‘
1.4.Fall T =nan+i-nan.
2: 1:(1:2)
ME (1 (nan+i - nan))

189, (nan +i- nan)

137—9 .
= nan - 1-nan.

3: Aus1.4.Fall“z =nan-+i-nan” und

aus 2“1:(1:2)=...=nan+i-nan”
folgt: x=1:(1:2).
1.5.Fall r=U.
2: 1:(1:2)

1.1£a11 1 (1 u)

96-19 |,
9619,
3: Aus 1.5.Fall“x =U" und
aus2“1:(1:a)=...=U"
folgt: x=1:(1:2).
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: r=1:(1:2).
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141-2. Es gilt stets 1 : (1: (1:2)) =1:a:

99

141-2(Satz)

1:

(1:

(1:2))=1:=x.

RECH-Notation.
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Beweis 141-2

1: Es gilt: (x € A)V(z ¢ A).
Fallunterscheidung‘
v €A
2: Es gilt: (x €B)V (z ¢ B).

Fallunterscheidung‘

z € B.
3: Aus 2.1.Fall“z e B

folgt via 137-27: l:2eC.
4: Aus3“l:ze€C”

folgt via 141-1: 1:1:(1:2)=1:=.
v¢B.

3: Aus1.1.Fall“z € A”und
aus 2.2.Fall“z ¢ B”
folgt via 5-3: x € A\ B.
4: Aus 3“z € A\B”
folgt via 137-10:
(1:z=nan)V(l:z=i-nan)V(l:2=nan+i-nan).
5: Aus4“(l:z=nan)V (l:z=1i-nan)
V(1 :2z =nan+i-nan)”
folgt via 141-1:
liz=1:(1:(1:x)).
6: Aus 5
folgt: 1:1:(1:2)=1:=.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
1:(1:(1:2)=1:x.
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Beweis 141-2

‘Fallunterscheidung‘

1.2.Fall x ¢ A
2: Aus 1.2.Fall“z ¢ A”
l:z=U.

folgt via 96-18:

3: 1:(1:(1:w))élz(1:U)96;191:U96;19Ué1::v.

4: Aus 3
folgt:

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
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141-3. Falls x, y komplexe Zahlen sind und falls 1 : z =1 : y, dann =z = y:

141-3(Satz)

Es gelte:
—) l:x=1:y9.
—) zeC.
—) yeC.

Dann folgt “x =y”.

RECH-Notation.

Beweis 141-3

1.1: Aus =) “z e C”

folgt via 141-1: r=1:(1:2).
1.2: Aus =) “yeC”
folgt via 141-1: y=1:(1:y).
2: x
21:(1:2)
=)
=1:(1:y)
1.2
4: Aus 3
folgt: T =1y.
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141-4. Die vertrauten Formeln 1: (z-y)=(1:2z)-(1:y)und 1: (z:y)=y:
gelten fiir alle komplexen Zahlen z, y. Falls = oder y in B\ C sind, dann sind diese
Formel nicht ohne Weiteres giiltig, sieche 141-5,6,7,8,9:

141-4(Satz)
Es gelte:
—) 2z € C.
—) yeC.
Dann folgt:
) 1i(ey)=(1:a)-(1:y),

b) 1:(z:y)=y:z.

RECH-Notation.
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Beweis 141-4 a)

1.

1.

1:

2:

Aus =) “x e C”
folgt via 137-10:

Aus =) “y e C”
folgt via 137-10:

ARITHMETIK #141

: Es gilt: (x=0)V(y=0)V ((0#z)A(0#7y)).
Fallunterscheidung‘
2.1.Fall xz=0.
3.1: Aus ) “yeC”
folgt via €SZ: y Zahl.
3.2: Aus1.2%1:yeC”
folgt via €SZ: 1:y Zahl.
3.3 1o PLFAIL L 98-24
4.1: Aus 3.1%y Zahl”
folgt via FSMO: 0-y=0
4.2: Aus 3.2“1:y Zahl”
folgt via FSMO: 0-(l:y)=0
4.3: Aus 3.3
folgt: l:2=0
5: 1:(I~y)2'1£a111:(O~y)4ill:098;24043(}(1:y)4is(1:x)-(1:y).
6: Ausb
folgt: li(z-y)=>0:2)-(1:y).
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Beweis 141-4 a)

‘Fallunterscheidung‘
2.2.Fall y = 0.
3.1: Aus »)“zeC”
folgt via €SZ: x Zahl.
3.2: Aus1.1¢1:2€C”
folgt via €SZ: 1:x Zahl.
3.3 1:y2'2£a111:098£24 0.
4.1: Aus 3.1“z Zahl”
folgt via FSMO: z-0=0.
4.2: Aus 3.2“1:x Zahl”
folgt via FSMO: (1:2)-0=0.
4.3: Aus 3.3
folgt: 1:y=0.
5: 1:(xzy) 2'2£a111:(I-O)Llill:098524022(1::c)~04i3(1:17)-(1:y).
6: Aus 5
folgt: li(z-y)=>0Q:2)-(1:y).
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Beweis 141-4 a)

‘Fallunterscheidung‘

(0#2) A (0#1y).

3.1: Aus 2.3.Fall“0# z...” und
aus —) “z e C”
folgt: 0#£zeC.

3.2: Aus 2.3.Fall“...0# y” und
aus ﬁ)“yec”
folgt: 0#yeC.

3.3: Aus1.1“1:2€ C” und
aus 1.2“1:y € C”
folgt via -SZ: (l:2)-(1:y)eC.

3.4: Aus =) “...y € C” und
aus 1.1“1: 2 € C”

folgt via AGMC: y-(L:y)-QL:rz)=(w-1:y)-1:x2).
3.5: Aus1.1“1:2€C”

folgt via €SZ: 1:z Zahl.
4.1: Aus3.1“0#£z2z€C”

folgt via 139-3: z:x=1.
4.2: Aus3.2“0#£yeC”

folgt via 139-3: y:y=1.
4.3: Aus »“zeC...” und

aus 3.3“(1:z)-(1:y)eC”
folgt via AGMC:
z-(y-((L:z)-(1:y) = (@-y) - ((1:2)- (1:y)).
4.4: Aus 3.5“1:x Zahl”
folgt via FSMI: 1-1:2)=1:x.
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Beweis 141-4 a)
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‘Fallunterscheidung‘
(0#2) A0 £y)
5: (@-y)-((L:z)-(1:y))
Za(y-((1:a)-(1:y)
M (@) @)
o (y-(1:y)-(1:a)
e ((yey) - (1:a))
2r(1-(1:2))
g (1:x)
1861 g
=
6: Aus5“(z-y)-((1:2)-(1:y)=...=1"
folgt via FSP1: l:z)-1:y)=1:(z-y).
7: Aus 6
folgt: 1: (1:2)-(1:y)
Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: L:(z-y)=>0:2) (1:y).
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Beweis 141-4 b)

1.1:

1.2:

Aus =) “y e C”
folgt via 137-10: 1:yeC.
Aus =) “y e C”
folgt via 141-1: y=1:(1:y).

: Aus =) “z € C” und
aus 1.1“1:y € C”
folgt via des bereits bewiesenen a): 1:(z-(1:y))=(1:2)-(1:(1:y)).

1:(z:y)
PE L (@ (1))
Z(1:2)-(1:(1:y)
Z(lia)y
el
. Aus 3
folgt: 1:(z:y)=y:
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141-5. Unter Vorwegnahme folgender Beispiele wird hier fest gestellt, dass die
Formeln von 141-4 nicht ohne Weiteres fiir nicht-komplexe Zahlen zur Verfiigung
stehen:

141-5.Bemerkung

e Die Aussage

((eB)A(yeC)=1:(z-y)=01:2)-(1:y9))
ist nicht ohne Weiters verfiigbar.

e Die Aussage

((zeCnyeB)=0:(z-y)=00:2)-(1:9))
ist nicht ohne Weiters verfiigbar.

e Die Aussage
“(reB)A(yelC)=0:(z:y)=y:z)
ist nicht ohne Weiters verfiighar.

e Die Aussage
“((zeC)A(yeB))=1:(z-y)=y: )
ist nicht ohne Weiters verfiighar.
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141-6. Mit dem nunmehrigen Beispiel wird klar gemacht, dass aus € B und
y € C nicht ohne Weiteres 1 : (z-y) = (1:z)- (1 :y) folgt:

141-6.BEISPIEL

Es gelte:
—) x = (+00) +i- (+00).
—) y=1+1i.
Dann folgt:
a) v €B.
b) y e C.
c) x-y=nan+i-(+o0).
d) 1:2=0.
e) l:y=(1:2)—i-(1:2).
£) 1:(z-y)=nan—+i-nan.
g) (1:2)-(1:y)=0.
h) 1:(z-y)#(1:2) - (1:y).
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141-7. Mit dem nunmehrigen Beispiel wird klar gemacht, dass aus x € C und
y € B nicht ohne Weiteres 1: (x-y) = (1:z)- (1:y) folgt:

141-7. BEISPIEL

Es gelte:

—) r=1+1i

—) y = (400) +i- (+00).
Dann folgt:

a) veC.

b) y € B.

c) x-y=nan+i-(+o0).
A liz=(1:2)—i-(1:2).
e) 1:y=0.

£) 1:(z-y)=nan—+i-nan.
g) (1:z)-(1:y)=0.

h) 1:(z-y)#(1:2) - (1:y).
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141-8. Mit dem nunmehrigen Beispiel wird klar gemacht, dass aus € B und
y € C nicht ohne Weiteres 1 : (z : y) = y : x folgt:

141-8. BEISPIEL

Es gelte:
—) x = (400) +i-(+00).
—) y=1+1i.
Dann folgt:
a) v €B.
b) y e C.
c) 1:x=0.
d) l:y=(1:2)—i-(1:2).
e) z:y=(+00)+i-nan.
) 1:(x:y)=nan+i-nan.
g) y:x=0.

h) 1:(x:y)#y: .
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141-9. Mit dem nunmehrigen Beispiel wird klar gemacht, dass aus x € C und

y € B nicht ohne Weiteres 1: (x : y) =y : x folgt:

141-9.BEISPIEL

c)
d)
e)
f)
g)
h)

Es gelte:

1:

1:

—) r=1+1i

—) y = (+00) +i- (+00).
Dann folgt:

a) zeC.

b) y € B.

r=(1:2)—i-(1:2).
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141-10. Unter Einsatz von 141-4 werden die nunmehrigen Formeln bewiesen,
die im Hinblick auf 141-5(Bem) nicht ohne Weiteres auf nicht-komplexe Zahlen
erweiterbar sind - auch wenn dies hier nicht weiter thematisiert wird:

141-10(Satz)

Es gelte:
—) zeC.
—) yeC.
—) ze€C.
Dann folgt:
a) z:(y-z)=(v:y):z

b) z:(y-2)=(z:2):y.

RECH-Notation.
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Beweis 141-10 a)

1.1: Aus =) “yeC”
folgt via 137-10:

1.2: Aus =) “ze C”
folgt via 137-10:

1.3: Aus =) “y € C” und

aus —) “z e C”
folgt via 141-4:

2: Aus =) “z e C” und
aus 1.2“1: 2 C”
folgt via AGMC:

4: Aus 3
folgt:

b)

1: Aus »)“xz e C”,

aus —) “ze€ C” und

aus —) “y e C”

folgt via des bereits bewiesenen a):

2: Via KGM gilt:

3: Aus 1z (z-y)=(r:2):y
aus 2“z-y=y-z”

folgt:

115

1:yeC.

1:2€C.

x:(y-2)=(r:y): 2
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141-11. Unter Einsatz von 141-4 werden die nunmehrigen Formeln bewiesen,
die im Hinblick auf 141-5(Bem) nicht ohne Weiteres auf nicht-komplexe Zahlen
erweiterbar sind - auch wenn dies hier nicht weiter thematisiert wird:

141-11(Satz)

Es gelte:
—) z € C.
—) yeC.
—) zeC.
Dann folgt:
a) x:(y:z)=(xz-2):y.

b) z:(y:2)=2z2:(y:x).

RECH-Notation.
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Beweis 141-11 a)

1.1: Aus =) “y € C” und
aus —) “z € C”

folgt via 141-4: 1:(y:2)=2z2:v.
1.2: Aus =) “yeC”
folgt via €SZ: y € B.
2: Aus =) “z e C” und
aus 1.2y € B”
folgt via 137-18: x-(z:y)=(r-2):y.
3 x:(y:z)
e (1 (y:2)
Zr-(z0y)
Z(x-2):y
5: Aus 4
folgt: x:(y:z)=(r-2):y.
b)
1.1: Aus =) “z e C”,
aus —) “y € C” und
aus —) “z € C”
folgt via des bereits bewiesenen a): x:(y:2)=(r-2):v.
1.2: Aus =) “ze C”,
aus —) “y € C” und
aus —) “z € C”
folgt via des bereits bewiesenen a): z:(y:x)=(2-7) 9.
2: :13:(y:z)iﬁl(x-z):ngM(z-x):ygz:(y:x).
3: Aus 2
folgt: x:(y:2z)==z:(y:x).
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141-12. Unter Einsatz von 141-4 werden die nunmehrigen Formeln bewiesen,
die im Hinblick auf 141-5(Bem) nicht ohne Weiteres auf nicht-komplexe Zahlen
erweiterbar sind - auch wenn dies hier nicht weiter thematisiert wird:

141-12(Satz)

Es gelte:
—) zeC.
—) yeC.
—) z€C.
—) w e C.
Dann folgt:
a) (z:y)-(zrw)=(z-2): (y-w).

b) (z:y) (z:w)=(x:w) (z:9).

RECH-Notation.
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Beweis 141-12 a)

1.1: Aus =) “yeC”
folgt via 137-10: 1:yeC.

1.2: Aus =) “weC”
folgt via 137-10: 1:weC.

1.3: Aus =) “y € C” und
aus —) “w e C”
folgt via 141-4: l:(y-w)y=1:y) - (1:w).

2: Aus =) “zeC”,
aus 1.1“1:y € C”,
aus —) “z € C” und
aus 1.2“1:w e C”

folgt via 114-14: (x-(1:y))-(z-1:w))=(x-2)-(1:y)(1:w)).

3 (x:y)- (:w)
PE @ (1iy) - (2 w)

PEN (1) (2 (1 w)

Z(z-2)- (1) (1:w)

Z(r2) (1 (y-w))

P @ 2) (v w)

4: Aus 3
folgt: (x:y) - (z:w)=(r-2): (y- w).
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Beweis 141-12 b)

1.1:

1.2:

Aus =) “z e C”,
aus —) “ye C”,
aus —) “z € C” und
aus —) “w e C”

folgt via des bereits bewiesenen a):

Aus =) “xz e C”,
aus —) “w e C”,
aus —) “z € C” und
aus —) “y e C”

folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus 2

folgt:

ARITHMETIK #141

(x:y) - (z:w)=(x-2): (y-w).
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141-13. Unter Einsatz von 141-4 werden die nunmehrigen Formeln bewiesen,
die im Hinblick auf 141-5(Bem) nicht ohne Weiteres auf nicht-komplexe Zahlen
erweiterbar sind - auch wenn dies hier nicht weiter thematisiert wird:

141-13(Satz)

Es gelte:
—) zeC.
—) yeC.
—) ze€C.
—) weC.
Dann folgt:

a) (x:y):

&
<

)
)
) :
)

T:y):

O
~—
— —~ —~
&
<

S

S

S

S

RECH-Notation.
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Beweis 141-13

1.1: Aus =) “2 € C” und
aus —) “w e C”
folgt via 141-4: l:(z:w)=w: z.

1.2: Aus =) “y € C” und
aus —) “w e C”
folgt via 141-4: 1:(y:w)=w:y.

1.3: Aus —=)“2¢€ C” und
aus —) “x € C”
folgt via 141-4: l:(z:2)=x:2

1.4: Aus =) “y € C” und
aus —) “oz e C”
folgt via 141-4: l:(y:z)=x:y.

1.5: Aus =) “x e C”,
aus —) “ye C” |
aus —) “w € C” und
aus —) “z e C”
folgt via 141-12: ([L’ : y) . ('w : z) = (1’ . w) . (y . Z)

1.6: Aus =) “x e C”,
aus —) “ze€ C”,
aus —) “w € C” und
aus —) “y e C”
folgt via 141-12: (x:2)- (w:y)=(zx-w):(z-y).

1.7: Aus =) “weC”,
aus —) “ye C” |
aus —) “x € C” und
aus —) “z e C”
folgt via 141-12: (’LU : y) . (;)j : z) = ('w . 1') : (y . Z)

1.8: Aus =) “w e C”,
aus —) “ze€ C”,
aus —) “z € C” und
aus —) “ye C”
folgt via 141-12: (w:2)-(z:y)=(w-x):(z-y).
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Beweis 141-13

3.a): Aus 2
folgt:

4.2:

123
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Beweis 141-13

4.3:

5.b): Aus4.1
folgt:

5.c): Aus 4.2
folgt:

5.d): Aus 4.3
folgt:

ARITHMETIK #141
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141-14. Unter Einsatz von 141-4 werden die nunmehrigen Formeln bewiesen,
die im Hinblick auf 141-5(Bem) nicht ohne Weiteres auf nicht-komplexe Zahlen
erweiterbar sind - auch wenn dies hier nicht weiter thematisiert wird:

141-14(Satz)

Es gelte:
—) zeC.
—) w e C.

Dann folgt:
a) (z:y)-(zrw)=(z:y): (w:2)

b) (z:y):(z:w)=(x:y) (w:2).

RECH-Notation.
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Beweis 141-14

1.1: Aus =) “w € C” und

1.2:

2.1:

2.2:

3.a):

3.b):

aus —) “z e C”
folgt via 141-4:

Aus =) “ze C” und
aus —) “w e C”
folgt via 141-4:

Aus 2.1
folgt:

Aus 2.2
folgt:

ARITHMETIK #141

(x:y)- (= w)

2y (1 (w:2)
PR @) (wez)
(x:y): (2 w)

PE @) (1 (21 w)
2@y (w:2)

(x:y):(z:w)=(z:y) (w: z).
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141-15. In der DivisionsKiirzungsRegel C werden die vertrauten Kiirzungs-
regeln von Briichen zusammengefasst:

141-15(Satz) (DKRC: Divisions-KiirzungsRegeln C)

a) Aus “0#a € C’und “x € C”folgt “(a-z):a=2z".
b) Aus “0#a € C’und “z € C” folgt “a:(a-x)=1:2".
c) Aus “0#a € C’und “z € C’und “y e C”

folgt “(a-x):(a-y)=xz:y".

RECH-Notation.

Beweis 141-15 a) VS gleich (0#£aecC)N(zeC).

Aus VS gleich “...2 € C” und
aus VS gleich “0 #a € C...”

folgt via 139-5: (a-x):a=ux.
b) VS gleich (0#£aecC)A(zeC).
1.1: Aus VS gleich “...a € C...”,
aus VS gleich “...a € C...” und
aus VS gleich “...z € C”
folgt via 141-10: a:(a-z)=(a:a):x.
1.2: Aus VS gleich “0#acC...”
folgt via 139-3: a:a=1.
2 (a-z):a=Z(a:a):x =12
3: Aus 2

folgt: (a-x):a=1:ux.
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Beweis 141-15 c¢) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...a e C...”,
aus VS gleich “...z € C...”,
aus VS gleich “...a e C...” und
aus VS gleich “...y € C”

folgt via 141-12:

1.2: Aus VS gleich “0#£Aa € C...”
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0#a€C)N(xeC)A (y e C).

folgt via 139-3: a:a=1
1.3: Aus VS gleich “...z € C...” und
aus VS gleich “...y € C”
folgt via :SZ: x:yeC
2: Aus 1.3“z:yeC”
folgt via €SZ: x @y Zahl
3: Aus 2“z : y Zahl”
folgt via FSM1: l-(z:y)=z:y.
4: (a-z):(a-y)
1i1(a:a)-(x:y)
Zl-(a:y)
3
=1x:y.
5: Aus 4

folgt:

(a-x):(a-y)=x:
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141-16. Nun wird die Divisions-EliminationsRegel bewiesen:

141-16(Satz) (DER: Divisions-EliminationsRegel)

Es gelte:

=) r:a=y:a.

z e C.

—) _ oder

y € C.

—) 0#a€C.
Dann folgt:

a) zeC.

b) y e C.

c) r=uy.

RECH-Notation.




130 ARITHMETIK #141

Beweis 141-16

1.1: Aus =) “0#acC”
folgt via 137-30: 0#1:a€eC.
1.2: z-(1:a) &g, 2 oSy (1 a).
2: Aus1.2“z-(l:a)=...=y-(1:a)”,
aus —) “(r € C) vV (y € C)” und
aus 1.1“0#1:a € C”

folgt via MER: (xeC)N(y e C) A (z =y).
3.a): Aus 2

folgt: x e C.
3.b): Aus 2

folgt: y e C.
3.c): Aus 3

folgt: T =y.
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141-17. Nun wird die Divisions-InversionsRegel bewiesen:

141-17(Satz) (DIR: Divisions-InversionsRegel)

Es gelte:

=) r:a=y.

z e C.

—) _ oder

y € C.

—) 0#a€C.
Dann folgt:

a) zeC.

b) y e C.

c) r=1vy-a.

RECH-Notation.
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Beweis 141-17

1.1:

1.2:

1.3:

4.a):

4.b):

4.1:

4.2:

6.c):

Aus ) “0#a€C”
folgt via 137-30:

Aus =) “0#a€C”
folgt via 139-3:

Via 136-1 gilt:

: Aus =) “z:a=y” und

aus 1.3“z:a=x-(1:a)”
folgt:

cAus2“z-(1:a)=y”,

ARITHMETIK #141

aus —) “(r € C) vV (y € C)” und

aus 1.1“0#41:a€C”
folgt via MIR:

Aus 3
folgt:

Aus 3
folgt:

Aus 3
folgt:

Aus =) “...aecC”
folgt via 141-1:

Aus 7
folgt:

(2eC)N(yeC)N(x=y:(1:a)).

xz e C.
yeC
r=y:(l:a)
a=1:(1:a)
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141-18. Wie durch folgende Beispiele belegt ist die Gleichung a : x = a :
nicht ohne Weiters unter den gleichen Voraussetzungen wie 141-16 in z = y
transformierbar. Ahnlich vorsichtig ist mit a : x = y umzugehen, wenn hieraus x

ermittelt werden soll:

141-18.Bemerkung

a) Die Aussage
“(la:z=a: YN ((z€eC)V(yeC)ANO0#a€cC)) = (z=1y)”
ist nicht ohne Weiters verfiighar.

b) Die Aussage
“(fa:z=yY)AN((z€eC)V(yeC)ANO0#acC))= (z=a:y)
ist nicht ohne Weiters verfiighar.
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141-19. Aus dem nunmehrigen Beispiel folgt, dass DER nicht ohne Weiteres auf
die Gleichung a : x = a : y iibertragbar ist:

141-19.BEISPIEL

Es gelte:

—) x=0.

—) Yy = +00.
—) a=1.
Dann folgt:

a) zeC.

b) a:z=0.
c) a:y=0

d) a:x=a:y.
e) (xeC)Vv(yeC).
f) 0#acC.

g) r#Y.
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141-20. Aus dem nunmehrigen Beispiel folgt, dass DIR nicht ohne Weiteres auf
die Gleichung a : x = y iibertragbar ist:

141-20.BEISPIEL

Es gelte:

—) T = +00.
—) y=0.

—) a=1
Dann folgt:

a) yeC.

b) a:z=0.
c) a:y=0.
d) a:x=y.
e) (xeC)Vv(yeC).
f) 0#acC.

g) r#a:y.
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141-21. Wie aus 141-19(BSP) ersichtlich, scheitert die Uberfiihrung von DER.
auf a : = a : y mitunter in jenen Féllen, in denen x = 0 und y ¢ C - oder x ¢ C
und y = 0 unter Vertauschung der Rollen von z und y - ist. In gewissem Sinn
sind dies auch die einzigen Félle, in denen etwas schief gehen kann:

141-21(Satz)

Es gelte:

—) a:x=a:y.

0#xzeC.

oder

—) O#yEC.

oder

(xeC)A(yeC).

—) 0#a€C.
Dann folgt:

a) zeC.

b) y e C.

c) r=y.

RECH-Notation.

Beweis 141-21

(12) 0™ a2 gy BT

1: a:x=a:y = (1:y)-a.

2.1: Nach —) gilt: 0#£2€C)V(0#£yeC)V((zeC)A(yeC)).

‘Fallunterscheidung‘
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Beweis 141-21

Fallunterscheidung‘

2.1.1.Fall 0#£z€eC.

3.1: Aus2.1.1.Fall“0#z€(C”
folgt via 139-3: z:x=1.

3.2: Aus2.1.1.Fall“0#ze€C”
folgt via 137-30: 0#£1:2€C.

4: Aus1“(l:z)-a=...=(1:y)-a”,
aus 3.2“...1: 2 € C” und
aus ) “0#£a€C”
folgt via MER: l:x=1:y9.

5: Aus 3.2“0#1:2€C” und
aus4“l:x=1:y"

folgt: 0#£1:yeC.
6: Ausb5“0#1:yeC”
folgt via 137-30: 0#yeC.

7: Aus4“l:z=1:y",
aus 2.1.1.Fall“...xz € C” und
aus 6“...y e C”
folgt via 141-3: T =y.

8: Aus 2.1.1.Fall“...z e C”,
aus 6“...y € C” und
aus 7“x =y”
folgt: (xeC)N(yeC)A(z=y).
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Beweis 141-21

‘Fallunterscheidung‘

2.1.2.Fall 0+#yeC.

3.1: Aus2.1.2.Fall“0#yeC”
folgt via 139-3: y:y=1.

3.2: Aus2.1.2.Fall“0#yeC

folgt via 137-30: 0#£1:yeC.
4: Aus1“(l:z)-a=...=(1:y)-a”,

aus 3.2“...1:y € C” und

aus ) “0#a€C”

folgt via MER: l:z=1:y.
5: Aus3.2“0#1:y€C” und

aus 4“l:x=1:y"

folgt: 0#£1:x€C.
6: Ausb5“0#1:2€C”
folgt via 137-30: 0+#xeC.

7: Ausd“l:x=1:y",
aus 6“...2 € C” und
aus 2.1.2.Fall“. ..y e
folgt via 141-3: T=y.

8: Aus6“...2€C”,
aus 2.1.2.Fall“. ..y € C” und
aus 7Yz =y”
folgt: (xeC)AN(yeC)A(z=y).
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Beweis 141-21

‘Fallunterscheidung‘

(z€C)A(y€0).

3: Aus2.1.3.Fall“zeC...
folgt via 137-10: 1:2€eC.

4: Aus1“(l:z)-a=...=(1:y)-a”,
aus 3“1 :2 € C” und
aus ) “0#£a€C”
folgt via MER: l:x=1:y9.

5: Aus4“l:z=1:y",
aus 2.1.3.Fall“x € C...” und
aus 2.1.3.Fall“...y e C”
folgt via 141-3: T =y.

6: Aus2.1.3.Fall“xz e C...”,
aus 2.1.3.Fall“...y € C” und
aus 5“x =y’
folgt: (xeC)A(yeC)A(z=y).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

M| “(zeC)ANyeCA(z=1y)"

2.a): Aus Al

folgt: x e C.
2.b): Aus Al

folgt: y e C.
2.c): Aus Al

folgt: r=1y.
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141-22. Wie aus 141-20(BSP) ersichtlich, scheitert die Uberfiihrung von DIR,
auf a : x = y mitunter in jenen Fillen, in denen = ¢ C und y = 0 ist. In gewissem
Sinn sind dies auch die einzigen Fille, in denen etwas schief gehen kann:

141-22(Satz)

Es gelte:

—) a:x=y.

z e C.

—) __ oder

0#yeC.

—) 0#a€C.
Dann folgt:

a) z e C.

b) y e C.

c) r=a:y.

RECH-Notation.

Beweis 141-22

1:

2.1: Nach —) gilt:

‘Fallunterscheidung

(1:x

136-1 . 2)
Jra ="aT =y.

(xeC)Vv(0#£yeC).
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Beweis 141-22

Fallunterscheidung‘

5.2:

5.3:

2.1.1.Fall xeC.

3:

Aus 2.1.1.Fall“z € C”

folgt via 137-10: 1:2€eC.
tAus14(l:z)-a=...=y",

aus 3“1 : 2 € C” und
aus ) “0#£a€C”

folgt via MIR: yeCO)An(l:z=y:a).

: Aus 2.1.1.Fall“z e C”
folgt via 141-1: r=1:(1:2).

Aus 4y e C...” und
aus =) “...a € C”

folgt via 141-4: l:(y:a)=a:y.

Aus 4

folgt: l:z=y:a.

o

: Aus 2.1.1.Fall“z € C”,

aus 4“y € C...” und
aus 6“z=...=a:y”

folgt: (eC)AN(yeC)A(z=a:y).

a:illz(lza:)sisl:(y:a)sz'za:y.

141
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Beweis 141-22

‘Fallunterscheidung‘
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3.1:

12:

10:

11:

2.1.2.Fall

Aus 1“(1:2)-a=...=y"
aus 2.1.2.Fall«...
aus =) “0#a€C”
folgt via MIR:

: Aus ) “0#£a€C”

folgt via 137-30:

: Aus 2.1.2.Fall“...y € C” und

aus =) “...a e C”
folgt via 141-4:

: Aus 2.1.2.Fall“0#y...” und

aus 3.2“0#1:a...”
folgt via NTFA:

: Aus 3.1

folgt:

: Via 136-1 gilt:
: Aus4.2“0#y-(1:a)” und

aus 5“y:a=y-(1:a)”
folgt:

: Aus 4.3“l:x=y:a” und

aus 6“0 #£y:a”
folgt:

: Aus 7“0#1:z” und

aus 3.1“1:ze€C...”
folgt:

: Aus8“0#1:z€C”

folgt via 137-30:

Aus 9“...z e C”
folgt via 141-1:

Aus 9¢...2e€C”,

aus 2.1.2.Fall“...y € C” und
aus 11z =...=a:y”

folgt:

l:zeC)A(l:z

(xeC)N(yeC)A(z=a:vy).

0#yeC.

y:a).

0#£1:a€C.

1:(y:a)=a:y.
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Beweis 141-22

‘Fallunterscheidung‘

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

M| “zeC)AyeC)A(z=a:y)”

2.a): Aus Al

folgt: x e C.
2.b): Aus Al

folgt: y € C.
2.c): Aus Al

folgt: r=a:y.
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< _Intervalle.

Ersterstellung: 29/07/10 Letzte Anderung: 16/03/12
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142-1. Die in #41 eingefithrten M _Intervalle werden nun fiir M = < spezifi-
ziert und mit eigenen Symbolen versehen. Auf eine eigene Namensgebung wird
verzichtet, so dass etwa Jalb[ das “offene < Intervall von a bis b” ist:

142-1(Definition)

1) [alb] = [a T b].
2) ]a|b[::|a?b[.
3) Jalb] :]aTb].

4) [alb[ = [a T b[.




146 ARITHMETIK #142

142-2. Mit dem hier vorliegenden Satz wird klar gemacht, warum auf andere als
in 142-1(Def) eingefiihrte < Intervalle verzichtet werden kann:

142-2(Satz)

<
| .

a) [a] )= [a] +oc].

b) Ja | ) = Ja| + o).
&) (6] =[—oolt].

& (100 = [ oolt[.

—IA

e) (-]-)=S.
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Beweis 142-2

147

<-Notation.

a)

<
2: Aus Themal.1“y € [a | -)”
folgt via 41-25:

3: Aus 2“a <~v”
folgt via 107-3:

4: Aus 3“y€8S”
folgt via 107-5:

5: Aus 2“a <~”7 und
aus 4“v < 400”7

folgt via 41-25:
6: Via 142-1(Def) gilt:

<
7: Aus5“y € [a | +o0]” und
<

aus 6“[a | +o00] = [a| 4+ c0]”
folgt:

v < H4o0.

<
v € [a ]| +o0].

[a | +oc] = [a] + oc].

v € [a] + o<].

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vyi(yelal)) = (ve [l +oo)).

<
ALl “[a | ) € [a] 4+ o0]”




148 ARITHMETIK #142

Beweis 142-2 a)

Themal.2 v € [a| + oo].
<
2: Via 142-1(Def) gilt: [a] + o0] = [a | +o0].

3: Aus Themal.2“y € [a] + c0]” und
<
aus 2% [a| + o] = [a | +o0]”
<
folgt: v € [a | +oc].

<
4: Aus 3“v € [a | +o0]”

folgt via 41-25: a<7.
5: Aus4“a <vy”
<
folgt via 41-25: ye[al ).
<
Ergo Themal.?2: Vy:(ye [al+o0])= (v € [a] ).
<
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “[al|+ 0] C[a] -)”
<
2: Aus A1l gleich “[a | -) C [a| +00]” und
<
aus A2 gleich “[a| +00] C [a | )"

—IN

folgt via GleichheitsAxiom: [a ]| -) = [a| + oc].
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Beweis 142-2 b)

149

<
2: Aus Themal.1“y € Ja | -)”
folgt via 41-25:

3: Aus 2“a < y”
folgt via 107-9:

4: Aus 3“y€8S”
folgt via 107-5:

5: Aus 2“a <7 und
aus 4“v < 400”7

folgt via 41-25:
6: Via 142-1(Def) gilt:

<
7: Aus 5“y € Ja | +o0]” und
<

aus 6“]a | +oc] =Ja| +o0]”
folgt:

a <.
v € S.

v < H4o0.

<
v € Ja | +o0].

Ja | +oc] = Ja| + oc].

v € Jal + o]

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vyi(relal N = (e Tal +o0ol).

<
ALl “Ja | -} € Ja[ 4 o0]”
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Beweis 142-2 b)

Themal.2 v € Ja| + oo].
<
2: Via 142-1(Def) gilt: Ja] + 0] =Ja | +o0].

3: Aus Themal.2“y € Jal + 0c0]” und
<
aus 2“]al + oc] =Ja | +o0]”
<
folgt: v € ]a | +o0].

<
4: Aus 3“y € Ja | +o0]”

folgt via 41-25: a <-7.
5: Aus4“a<~”
<
folgt via 41-25: ye]al ).
<
Ergo Themal.?2: Vy:(yelal+o0])=(y€]a|-)).
<
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “lal+o0] Cla | -)”
<
2: Aus A1l gleich “Ja | ) C Ja| +o00]” und
<
aus A2 gleich “Ja|+o00] Cla | -)”
<

folgt via GleichheitsAxiom: Ja | ) =]Ja| + oo].
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Beweis 142-2 c)
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2:

<

Aus Themal.1“y e (- | b]”
folgt via 41-25:

: Aus 24y < b7

folgt via 107-3:

: Aus 3“y€S”

folgt via 107-5:

: Aus 4“—oc0 <77 und

aus 2“v <b”

folgt via 41-25:

: Via 142-1(Def) gilt:

<
: Ausb5“ye [ —oo | b]” und
<

aus 6“[ —oo | b] = [ — oo|b]”
folgt:

[~ oo ] 8] = [ ools].

<
ve | bl
7 <b.
v € S.
—00 < 7.

<
vye[—o0 | b].

v € [ —oolb].

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

<

Vy:(ve (| b])= (v e [—oofp]).

at] “( 6] € [~ oolt]”
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Beweis 142-2 ¢)

ARITHMETIK #142

2: Via 142-1(Def) gilt:
3: Aus Themal.2“y € [ — oco[b]” und
<
aus 2“[ —oolb] = [— o0 | b]”

v € [ — oolb].

[~ oolt] = [~ o0 | 4]

<
folgt: vye[—oo| b].
<
4: Aus3“ye[—o0 | 1]”
folgt via 41-25: v < b.
5: Aus 4“y <b”
<
folgt via 41-25: ve(|b].
<
Ergo Themal.?2: Vy:(ye[—oolb]) = (ye (| b]).
<

Konsequenz via 0-2(Def):

<
2: Aus A1 gleich “(- | b] C [ — o0|b]”
<
aus A2 gleich “[ —oo|b] C (- | b]”

folgt via Gleichheits Axiom:

A2l “[—oofp] € (- [ 0]”

und

T8 = [ - oolt].
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Beweis 142-2 d)
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2:

<

Aus Themal.1“y € (- | b[”
folgt via 41-25:

i Aus 2y < b”

folgt via 107-9:

: Aus 3“y€S”

folgt via 107-5:

: Aus 4“—o00 <77 und

aus 2“y < b”
folgt via 41-25:

: Via 142-1(Def) gilt:

<
: Ausb5“ye [ —oo | b[” und

<
aus 6“[ —oo | b[ = [ — oo|b[”
folgt:

[~ oo ] b[= [ ools[.

ve oL

v <b.
v € S.

—00 < 7.

’ye[—oofb[.

v e [—oolbl.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

<

Vy:(ye (| b))= (v€[—o0lb])

1] “(- 7oL C [~ oole[”
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Beweis 142-2 d)
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2: Via 142-1(Def) gilt:
3: Aus Themal.2“y € [ — oco[b[” und
<
aus 2“[ —oolb[=[— o0 | B[
folgt:
<
4: Aus3“ye[—oo0 | B[”
folgt via 41-25:
5: Aus 4“y <b”
folgt via 41-25:

v € [ —oob[.

[~ ools[= [ o0 | B[

<
vye[—oo | b[.
v <b.

e T

Ergo Themal.2:
Konsequenz via 0-2(Def):
<
2: Aus A1 gleich “(- | b[ C [ — oco|b[”
<

aus A2 gleich “ [ — oo|b[ C (- | b[”

folgt via Gleichheits Axiom:

<

Vy:(ve[—oobl) = (ve (- | 6D

<

A2l “[—oofp[ S (- [ O[”

und

¢ Th[ = [ oolt[.
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Beweis 142-2 e)

1.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-14: dom (<) =S.
1.2: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-14: ran (<) = S.
<
2: 19
41-18(Def

! dom (<) Uran (<)

ESuUran(<)

2SuUsS
w24y,
3: Aus 2
<
folgt: (-]-)y=

S
O
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142-3. Nun wird eine Auflistung von Kriterien fiir die Zugehorigkeit zu den in
142-1(Def) eingefiihrten < _Intervallen gegeben. Dabei wird zu einem grofien
Teil auf 41-25 zuriick gegriffen. Den Zahlen +00 kommen Sonderrollen zu:

142-3(Satz)

a) “p € [alb] " genau dann, wenn “a <p <b”.

b) “p € [a| + o] ” genau dann, wenn “a < p”.

c) “pe [ —oolb]”genau dann, wenn “p <b”.

d) “p e [ —oo|+ o0]” genau dann, wenn “p € S”.
e) “p€ Jalb[” genau dann, wenn “a <p <b”.

) “p € Ja| + oo[” genau dann, wenn “a <p € R”.
g) “pe] —oolbl”genau dann, wenn “R>p<b”.
h) “p €] — oo|+ o[ ” genau dann, wenn “p € R”.
i) “p € Ja|b]” genau dann, wenn “a <p <b”.

) “p € Ja|] + oo] 7 genau dann, wenn “a <p”.

k) “pe ] — oolb]”genau dann, wenn “—oo < p <b”.

114

1) “p €] —o0|+oc]”genau dann, wenn “—oo < p”.

m) “p € [a|b[” genau dann, wenn “a <p <b”.
n) “pé€ [a| + oo[” genau dann, wenn “a < p < 4o00”.

0) “p e [ —oo|b[”genau dann, wenn “p <b”.

p) “p€ [ — ool + oo[” genau dann, wenn “p < +o0”.

<-Notation.




ARITHMETIK #142 157

Beweis 142-3 a)

1:

2:

b)

c)

d)

<

Via 142-1(Def) gilt: [a|b] = [a | b].

Via 41-25 gilt: (p€ [a T b]) © ((a <p)A(p<Db)).

<
: Aus 1“[a]b] = [a | b]” und

aus 2¢(p € [ﬁb])@((agpw(péb))”

folgt: (p € [alb]) = ((a <p) A (p <D)).
: Aus 3

folgt: (p € [at]) & (a <p<D).
: Via 142-2 gilt: [a] + o0] = [aT ).
: Via 41-25 gilt: (pela T ) < (a <p).

<
: Aus 1“[a] +o0] =[a | -)” und
<

aus 2¢(p € [a | -)) & (a <p)”

folgt: (p € [a] + o0]) < (a < p).
<
: Via 142-2 gilt: [ —oolb] =( | b].
<
: Via 41-25 gilt: (pe(|b])e (p<bh).

<
: Aus 1“[ —oo|b] = (- | b] 7 und
<

aus 2“(pe (- [ b]) & (p<b)”
folgt: (pe[—oofb]) = (p<b).

: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

(p € [ —oof[+00]) & (00 <p < +00).

: Via 107-5 gilt: (peS) & (—oo < p < +00).

c Aus 1“(pe [ — ool +0]) & (—o0o < p < 400)” und

aus 2“(p € S) & (—o0 < p < 4+00)”
folgt: (pe[—ool+0]) < (peES).
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Beweis 142-3 e)

1:

Via 142-1(Def) gilt:

: Via 41-25 gilt:

<
: Aus 1“Jalb[ =]a | b[”7 und
<

ARITHMETIK #142

Jalb[ =Ja ] bL.

(elalbD e (a<p)Ap<b).

aus 2“(p € Ja | b[) @ ((a<p)A(p<b)”

folgt:

: Aus 3

folgt:

) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p € Ja|] + co[”

folgt via des bereits bewiesenen e):

s Aus 1a<p <+’

folgt via 107-12:

: Aus1“a<p...” und

aus 2“p e R”
folgt:

) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...p e R”
folgt via AAVII:

: Aus VS gleich “a <p...” und

aus 1“p < 400”

folgt via des bereits bewiesenen e):

g) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p € ] — oolb[”

folgt via des bereits bewiesenen e):

: Aus 1¥—oco < p<b”

folgt via 107-12:

: Aus 2“p € R” und

aus 1“...p<b”
folgt:

(p € Jalb]) & ((a <p)A(p <b)).

(p € Jalb[) & (a <p <D).

p € Ja| + oof.

a<p<—+00.

peR.

a<pelR

a<pelR

p < +00.

p € Ja| + oof.

p€]—oofpf.
—00 < p<b.

p € R.

R>p<b.
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Beweis 142-3 g) VS gleich R>p<hb.
1: Aus VS gleich “R>p...”
folgt: p € R

2: Aus1“peR”
folgt via AAVII: —0o0 < D.

3: Aus 1“—00 < p” und
aus VS gleich “p<b...”

folgt via des bereits bewiesenen e): p e ] —oolbl.
h)VSgleich pe]—oo|l+ool.
Aus VS gleich “p € ] —oo| +oo[”
folgt via des bereits bewiesenen f): peR.

h) - VS gleich p eR.

: Aus VS gleich “p € R”

folgt via AAVII: —00 < p < +00.
2: Aus 1“—c0 < p < 40’

folgt via des bereits bewiesenen e): pe]—oo|l+ool.

i)
<
1: Via 142-1(Def) gilt: lalb] =Ja | b].
<

2: Via 41-25 gilt: (pela|b])e ((a<p) A(p<Dh)).

<
3: Aus 1“]Jalb] =]a | b]” und

aus 2 (p e]aTb]) S (a<p AN(p<b)”
folgt: (p € Ja|b]) < ((a <p) A(p < D)).

4: Aus 3
folgt: (p € ]alb]) & (a < p <Db).
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Beweis 142-3 j)

<
1: Via 142-2 gilt: Ja|+o00] =]a | -).
<
2: Via 41-25 gilt: (pelal-)) < (a<p).
<
3: Aus1“]Jal+o0] =]a | -)” und
<
aus 2“(p€la | ) e (a<p)”
folgt: (p € Ja| +o0]) < (a < p).
k)
Via des bereits bewiesenen i) gilt: (pe€] —o0lb]) & (—o0 < p<bh).
1
Via des bereits bewiesenen j) gilt: (pe] —ool+ 0]) & (—o0 < p).
m)
<
1: Via 142-1(Def) gilt: [alb[ = [a | b[.
<
2: Via 41-25 gilt: (pela|b)) e (a<p) Alp<D)).
<
3: Aus 1“[alb[ = [a | b[” und
<
aus 2 (p € [a [ b[) & ((a <p)A(p <))~
folgt: (p € [a]p]) & ((a <p) A (p <D)).
4: Aus 3
folgt: (p € [alb]) & (a <p<b).
n)
Via des bereits bewiesenen m) gilt: (p € [a| +o0[) & (a <p<+x).
0)
<
1: Via 142-2 gilt: [ —oolb[ =( | b[.
<
2: Via 41-25 gilt: (pe (-] b)) < (p<b).

<
3: Aus 1“[ —oolb[ = (- | b[” und
<

aus 2“(p € (- [ b)) & (p<)”
folgt: (pe[—oob]) & (p<b).
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Beweis 142-3 p)

Via des bereits bewiesenen o) gilt: (pe[—ool+[) < (p<+00).
U
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142-4. Jedes < _Intervall ist eine TeilKlasse von S. Ferner gilt | — ool +oo[ =R
und [ — oo| + 0] = S:

142-4(Satz)
a) [alb] CS.
b) Jalb[ C R.
&) Jalp[ CS.
Q) Jalb] CS.
&) [aPb[CS.
f) ] —oo|+o0[=R.
g) [—ool+o0] =S.

h) Aus “I ist <_Intervall” folgt “I CS”.

Beweis 142-4

<-Notation.
a)
v € [alt].
2: Aus Themal“~y € [alb]”
folgt via 142-3: a <.
3: Aus 2“a < ~”
folgt via 107-3: v ES.
Ergo Themal: Vy: (v € [ab]) = (y €8).

Konsequenz via 0-2(Def): [alb] CS.
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Beweis 142-4 b)
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2: Aus Themal“y € Jalb[”
folgt via 142-3:

3: Aus 2“a <y <b”
folgt via 107-12:

v € Jalb[.
a <y <b.

veR.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
c)

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

2: Aus 1“]alb[ CR” und
aus CSZ“R C §”
folgt via 0-6:

d)

Vy i (v € Jap[) = (v € R).
Jalb[ C R.

Jalb[ C R.

Jalb[ C S.

2: Aus Themal“~y € Jalb]”
folgt via 142-3:

3: Aus 2“y < b7
folgt via 107-3:

v € Jalb].

v <b.

v ES.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

vy :(y € Jalb]) = (v €S).
Jalb] CS.
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Beweis 142-4 e)

v € [alb[.
2: Aus Themal“~y € [a|b[”
folgt via 142-3: a <.
3: Aus 2“a <~”
folgt via 107-3: v ES.
Ergo Themal: Vy:(y € [alb]) = (y €8).
Konsequenz via 0-2(Def): [alb[ C S.
)
1: Via 142-3 gilt: (pe]—ool+x[) < (peR).
2: Aus 1
folgt: Va:(a €] —oo|+o0[) & (a€R).
3: Aus2“Va: (€] —oo| +x[) & (e € R)”
folgt via 0-8: ] —ool+ o[ =R.
g)
1: Via 142-3 gilt: (pe[—ool+00]) < (peS).
2: Aus 1
folgt: Va:(a €[ —oo|+x]) < (a€S).
3: Aus2“Va: (a €[ —oo|+o0]) & (€ 8)”
folgt via 0-8: [ — ool + 0] =S.
h) VS gleich I ist <Intervall.

1: Aus VS gleich “TI ist <_Intervall”

folgt via 41-26: IC(|-).
<
2: Aus 1“7 C (- | -)” und
<
aus 142-2“(- | -) =§"
folgt: ICS.
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142-5. Fiir <_Intervalle stehen die hier vorliegenden Inklusionen zur Verfiigung.
Beim Beweis wird gelegentlich auf 41-27 zuriick gegriffen:

142-5(Satz)

a) [a|b] € [a] +o0] und [a[b] € [ — oo|b].

b) Jalo[ C [alb] und Jalb[ C Ja|b] und Jalb[ < [alb[
und Jalb[ € [a| + 0o] und Jalb[ € Ja| + oc]
und Jalb[ C [a] + oo[ und Jalb[ C Ja| + oo
und Jalb[ C [ — oo[b] und Ja|b[ € [ — oofb[
und Jalb[ € ] — oolb] und Jalb[ € ] — oo|b[.

c) Jalb] C [alb]
und Jalb] € [a| + 0o] und Jalb] € Ja| + oc]
und Jalb] C [ — oolb] und Jalb] € ] — oo|b].

d) [alb[ € [alb]
und [alb[ C [a] + 00] und [alb[ C [a] + oo
und [alb[ C [ — oolb] und [alb[ C [ — oo|b[.
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Beweis 142-5
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<-Notation.
a)
v € [alb].
2: Aus Themal.1“~y € [a|b]”
folgt via 142-3: a <.
3: Aus 2“a <~”
folgt via 142-3: v € [a] + o0].

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

vy : (v € [alb]) = (v € [a] + o2]).

A1| “[alb] C [a] + 0] ”

2: Aus Themal.1“~y € [a|b]”
folgt via 142-3:

3: Aus 2“9 < b7
folgt via 142-3:

v € [alb].
v <b.
v € [ — oolb].

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

2: Aus A1l und
aus A2
folgt:

Vv : (v € [alb]) = (v € [ — oofb]).

A2| “[alb] € [ — oolb]”

([alb] € [al 4+ oc]) A ([alb] € [ = oolb]).



ARITHMETIK #142 167

Beweis 142-5 b)

< <
1.1: Via 41-27 gilt: Ja | b C [a | b].
<
2: Aus “Jalb[ = ]Ja | b[" und
< <
aus 1.1%]a | b[ C [a | b]”
<
folgt: Jalb[ C [a | b].
<
3: Aus 2“]alb[ € [a | b]” und
<
aus “[alb] = [a | b]”
folgt: A1| “Jalb[ C [alb]”
< <
1.2: Via 41-27 gilt: Ja | o[ C]a | b].
<
2: Aus “Jalb[ =Ja | b[” und
< <
aus 1.2“a | b[ C]a | b]”
<
folgt: Jalb[ € Ja | b].
<
3: Aus 2“]alb[ € Ja | b]” und
<
aus “Jalb] =]a | b]”
folgt: A2| “Jalb[ C Jalb]”
< <
1.3: Via 41-27 gilt: Ja | b[ € [a | b[.
<
2: Aus “Jalb[ = ]Ja | b[” und
< <
aus 1.3“]a | b[ C [a | b[”
<
folgt: Jalb[ C [a | b[.

<
3: Aus 2“]alb[ C [a | b[” und
<
aus “[alb[ = [a | b[”
folgt: A3| “Jalb[ C [alb[”
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Beweis 142-5 b)

1.4:

1

.5

Via 41-27 gilt:

<
: Aus “Jalb[ =]Ja | b[” und
< <

aus 1.4“la [b[C [a ] -)”
folgt:

<
: Aus 2¢]alb[ C [a | )7 und
<

aus 142-2“[a | -y = [a| + o0]”
folgt:

Via 41-27 gilt:

<
: Aus “Jalb[ =]a | b[” und
< <

aus 1.5“Ja [ b[ CJa | -)”
folgt:

<
: Aus 2“]alb[ CJa | -)” und
<

aus 142-27a | -) = Ja| + c0]”
folgt:

ARITHMETIK #142

A5

“lalpl € Ja| +o0]”
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Beweis 142-5 b)
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2.1: Aus Themal.6“y € Jalb[”
folgt via 142-3:

2.2: Aus Themal.6“y € Jalb[” und
aus 142-4“]alb[ C R”
folgt via 0-4:

3.1: Aus2.1“a<~”
folgt via 41-3:

3.2: Aus 2.2y € R”
folgt via AAVII:

4: Aus 3.1%a <7 und
aus 3.2%y < 400"
folgt via 142-3:

v € Jalb[.

a <.

v € R.

v < +00.

v € [a| + oof.

Ergo Themal.®6:

Konsequenz via 0-2(Def):

vy : (v € Jafp[) = (v € [a] + oo[).

A6| “Jalb[ C [a] + oo[”
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Beweis 142-5 b)

v € Jalp[-
2.1: Aus Themal.7%“y € Jalb[”
folgt via 142-3: a <.

2.2: Aus Themal.7“y € Jalb[” und
aus 142-4“]alb[ C R”
folgt via 0-4: v € R.

3: Aus 2.2y e R”
folgt via AAVII: v < 400.

4: Aus2.1“a <7 und
aus 3“7y < 400"

folgt via 142-3: v € Jal + oof.
Ergo Themal.7: Vv i (y € Jalb]) = (v € Ja| + oo]).
Konsequenz via 0-2(Def): A7 “Jalb[ C Ja| + occ[”
< <
1.8: Via 41-27 gilt: Ja | [ C (- | b].

<
2: Aus “Jalb[ =Ja | b[” und
< <
aus 1.8“]a | B[ C (- | b]”
<
folgt: Jalb[ C (- | b].

<
3: Aus 2“]alb[ € (- | b]” und
<

aus 142-2“(- | b] = [ — o0|b]”
folgt: A8| “Jalb[ C [ — oo|b]”
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Beweis 142-5 b)

1.9: Via 41-27 gilt:

2: Aus “]a|b[=]a?b[” und
aus 1.9%]a T b[ C ( T b[”
folgt:

<

3: Aus 2“]alb[ € (- | b[” und
aus 142-2 (- T b[ = [ — ocolb[”
folgt:

171

IN
A

JaJo[ < ( [0[.

JalbL < (- T B[

A9| “Jalb[ € [ —oolb[”

Themal.10

2.1: Aus Themal.10“~ € Ja|b[”
folgt via 142-3:

2.2: Aus Themal.10“y € Ja|b[” und
aus 142-4“]a|b[ C R”
folgt via 0-4:

3.1: Aus 2.1“y < b”
folgt via 41-3:

3.2: Aus 2.2“y e R”
folgt via AAVII:

4: Aus 3.2“—00 <y” und
aus 3.1y < b”
folgt via 142-3:

v € Jalb[.

v < b.

veR.

—00 < 7.

v € ] —oolb].

FErgo Themal. 10:

Konsequenz via 0-2(Def):

vy (v € Jalb[) = (v € ] — oolb]).

a10] “Jalb[ €] — oo|b]”
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Beweis 142-5 b)

7 € Jalb[.
2.1: Aus Themal.11“~ € Ja|b[”
folgt via 142-3: v < b.

2.2: Aus Themal.11“y € Ja|b[” und
aus 142-4“]a|b[ C R”

folgt via 0-4: v eR.
3: Aus 2.2“y e R”
folgt via AAVII: —00 < 7.
4: Aus 3“—o0 <y” und
aus 2.1y < b”
folgt via 142-3: v €] —oolb[.
Ergo Themal.11: Vy:(y € Jalbl) = (v € ] — oolb]).
Konsequenz via 0-2(Def): A11| “Jalb[ €] — co|b[”

2: Aus Al gleich “]alb[ C [a|b] 7,
aus A2 gleich “Jal|b[ C Jalb]”,
aus A3 gleich “Jal|b[ C [alb[”,
aus A4 gleich “Jalb[ C [a] +0o0] 7,
aus A5 gleich “Jalb[ C Ja|] + ],
aus A6 gleich “Jalb[ C [a] + o[,
aus A7 gleich “Ja|b[ C Ja| +oo[”,
aus A8 gleich “Ja|b[ C [ — oolb] 7,
aus A9 gleich “Ja|b[ C [ — oo|b[”,
aus A10 gleich “Jalb[ € ] — colb] ” und
aus A11 gleich “Jalb[ € ] — oo|b[”
folgt: (Jalb[ € [alb]) A (Jalb[ < Jalb]) A (Jalb[ < [alb[

)

A(JalbL € [af +oo]) A (Jalb[ € Ja| + o0])
( )

)

4

A
A(Jalb[ € [al +o00[) A(Jalb[ € Ja| + oof
A(Jalb[ € [ = oolb]) A(Jalb[ € [ = oobl
A(Jalb[ €] = oolp]) A (Jalb[ € T = oob]).
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Beweis 142-5 c)

< <
1.1: Via 41-27 gilt: Ja | b] C [a | b].
<
2: Aus “Jalb] = ]a | b]” und
< <
aus 1.1“Ja | b] C [a | b]”
<
folgt: Jalb] C [a | b].
<
3: Aus 2“]alb] C [a | b]” und
<
aus “[alb] = [a | b]”
folgt: A1| “Jalb] C [alb]”
< <
1.2: Via 41-27 gilt: Ja]b] Cla]-).
<
2: Aus “Jalb] = ]a | b]” und
< <
aus 1.2“la | b] C [a | )"
<
folgt: Jalp] € [a | ).
<
3: Aus 2“]alb] C [a | -)” und
<
aus 142-2%[a | -) = [a] + o0]”
folgt: A2| “Jalb] C [a| + 0] ”
< <
1.3: Via 41-27 gilt: Ja | b] Cla | ).
<
2: Aus “Jalb] = ]Ja | b]” und
< <
aus 1.3“Ja | b] CJa | )"
<
folgt: lalb] C Ja | ).

<
3: Aus 2“]alb] CJa | -)” und
<
aus 142-2“]a | -) = Ja| + o0]”
folgt: A3| “Jalb] C Ja|] + o0]”
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Beweis 142-5 c)

1.4: Via 41-27 gilt: Ja | b] C (-

2: Aus “Jalb] :]aTb]” und
aus 1.4“]a T b] C (- T b]”
folgt: Jalb] € (- | 0].
<
3: Aus 2“]alb] € (- | b]” und
aus 142-2 (- T b] = [ — o0lb]”
folgt: A4| “Jalb] C [ —oolb]”

7 € Jalp].

2: Aus Themal.5%y € Ja|b]”
folgt via 142-3: a<~vy<b.

3: Aus 2%a < y...”
folgt via 107-9: —00 < 7.

4: Aus 3“—o00 <y” und
aus 2“...y < b”
folgt via 142-3: v €] — oolb].

Ergo Themal.5: Vy:(y€]ab]) = (y €] —oolb]).

Konsequenz via 0-2(Def): A5 “Jalb] €] — oo|b]”

2: Aus Al gleich “]alb] C [a|b] 7,
aus A2 gleich “Jal|b] C [a] +o0] 7,
aus A3 gleich “Jal|b] C Ja| +o0] 7,
aus A4 gleich “Jalb] C [ — oo|b]” und
aus A5 gleich “Jalb] C ] — oo|b]”
folgt: Jalb] € [a|b]

A(Jalb] € [af +o0]) A (Jalb] € Ja| +o0])
A(Jalb] € [—oolp]) A (Jalb] € T = oofb]).
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Beweis 142-5 d)

1.1: Via 41-27 gilt:

1.

2:

<
: Aus “[alb[ = [a | b[” und
< <

aus 1.1“[a | b[ C [a | B]”

folgt:

<
: Aus 2“[alb[ C [a | b]” und
<

aus “[alb] = [a | b]”
folgt:

Via 41-27 gilt:

<
: Aus “[alb[ = [a | b[” und
< <

aus 1.2“[a [ b[C [a ] -)”
folgt:

<
: Aus 2¢[alb[ C [a | )7 und
<

aus 142-2“[a | -) = [a| + c0]”
folgt:

175

[alb[ € [a] 8].

A1| “[alb[ C [alb]”

A2| “[alb[ C [a] + 0] ”
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Beweis 142-5 d)

v € [alpl.
2: Aus Themal.3“~y € [a|b[”
folgt via 142-3: a <7y <b.
3: Aus 2“...y < b”
folgt via 107-9: v < 400.
4: Aus 2“a <~...” und
aus 3“7y < 400"
folgt via 142-3: v € [a] +oof.
Ergo Themal.3: Vy: (v € [alb)) = (v € [a] + o).
Konsequenz via 0-2(Def): A3| “[alb[ C [a| + occ[”
< <
1.4: Via 41-27 gilt: [a | B[ C (- | b].

<
2: Aus “[alb[ = [a | b[" und
< <
aus 1.4%Ja | b] C (- | b]”
folgt: [alb[ € (- | b].

A

<
3: Aus 2“[alb[ C (- | b]” und
<

aus 142-2“(- | b] = [ — o0|b]”
folgt: A4| “[alb[ C [ —oolb]”
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Beweis 142-5 d)

1.

5:

< <
Via 41-27 gilt: [a]b[ < (B[
<
: Aus “[alb[ = [a | b[” und
< <
aus 1.5“[a | b[ C (- | b[”
<
folgt: [alb[ C (- | b[.
<
: Aus 2“[alb[ € (- | b[” und
<
aus 142-2“ (. | b[ = [ — oo|b[”
folgt: A5| “[alb[ € [ —oo|b[”

: Aus A1 gleich “[alb[ C [alb] ",

aus A2 gleich “ [a|b[ C [a] +o0] 7,

aus A3 gleich “[a|b[ C [a] + o[,

aus A4 gleich “ [a|b[ € [ —oo[b]” und

aus A5 gleich “ [a|b[ C [ — oo|b[”

folgt: [alb[ € [alb]

([aloL € [a] +oc]) A (Lalb[ < [a] + o)
([alpL € [ = oofp]) A (Lalp[ € [ oofbD)-

O
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142-6. Nun wird 41-28 fiir < Intervalle spezialisiert:

142-6(Satz)
a) a¢ Jalo[.
b) a ¢ Jalb].
¢) b Jalb[.
d b¢ [alb].
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Beweis 142-6 a)
<
1: Via 41-28 gilt: a¢]a| bl

<
2: Aus1“a ¢ Ja | b[” und
<

aus “Ja | b[ = Jalb[”
folgt: a ¢ Jalb[.

b)
<
1: Via 41-28 gilt: a¢lalb].

<
2: Aus 1“a ¢ Ja | b]”7 und
<

aus “Ja | b] = Ja|b]”
folgt: a ¢ Jalb].

c)
<
1: Via 41-28 gilt: bé¢ ]a | b[.

<
2: Aus 1“b ¢ Ja | b[” und
<

aus “Ja | b[ = Jalp[”
folgt: b¢ Jalb[.

d)
<
1: Via 41-28 gilt: b [a] b[.

<
2: Aus 1“b ¢ [a | b[” und

aus “[a T b[ = [alb]”
folgt: a ¢ [afb[.
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142-7. Es folgt die Spezifikation von 41-36 fiir < _Intervalle:

142-7(Satz)
a) [alb] = [a] + o] N [ — oc]b].
b) Jalb[ = Ja| +o00] N[ — oolb[.
¢) Jalb] =Ja| + 00] N [ — oo|b].
d) [a|b[ = [a] + 0] N[ — oo|b[.

Beweis 142-7 a)
1: [a| b:l

~[a]]

<

1258 10y A (] 6]

M2 1) 4 o] N (- | 8]
FE [l + 00l N[ - oofp].

2: Aus 1
folgt: [alb] = [a| +o0] N [ — o0]b].

b)

1 lalb[
—Ja ] B[
1299, Ty (T o
M22 00 4 o] 0 (- | b
Y2720 + 0] N [ — oolb[.

2: Aus 1

folgt: Jalb[ = Ja| +o00] N [ — oo|b[.
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Beweis 142-7 c)

1:

2: Aus 1
folgt:

d)

2: Aus'1
folgt:

181

1422

22 70] 4 o0] 1 (- ] b]

27270 4+ 00] N [ — oolb].

Jalb] = Ja| +00] N [ = ocolb].

[alb[
AT
=L PR RV )

22 o] 4 0o] N (- ] B[

Y272 4] 4+ 00] N [ — ool

[alb[ = [al + 0] N [ — oofb[.
O
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142-8. Nun wird Hinreichendes fiir [a|b] C R, Jalb] C R und [a|b[ C R formu-
liert:

142-8(Satz)
a) Aus “a € R”und “b e R” folgt “[alb] CR”.
b) Aus “b e R”folgt “lalb] CR”.

c) Aus “a € R” folgt “[alb[ CR”.
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Beweis 142-8

183

<-Notation.

a) VS gleich

(a e R)A (beR).

2.1:
2.2:
2.3:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “a € R...”
folgt via AAVII:

Aus VS gleich “...b e R”
folgt via AAVII:

Aus Themal“y € [al|b]”
folgt via 142-3:

Aus 2.1“—00 < a” und
aus 2.3%a < y...”
folgt via 107-8:

Aus 2.3“...v<b” und
aus 2.2“b < 4+00”
folgt via 107-8:

: Aus 3.1“—00 < 7”7 und

aus 3.2y < 400”

v € [alb].

—0o0 < a.

—00 < 7.

v < +00.

folgt via 107-12:

veR.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vy: (v € [a[b]) = (v € R).
[a|b] C R.
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Beweis 142-8 b) VS gleich

ARITHMETIK #142

beR.

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “b € R”
folgt via AAVII:

Aus Themal“y € Jalb]”
folgt via 142-3:

: Aus 2¢...y <b” und

aus 2.1“b < +o00”
folgt via 107-8:

: Aus 2.2%a < y...” und

aus 3“7y < 400"
folgt via 107-12:

v € Jalb].
b < +o00.

a<~vy<b.

v < +00.

veR.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
c) VS gleich

Vy:(y € Jalb]) = (v € R).

2.2:

2.1:

Aus VS gleich “a € R”
folgt via AAVII:

Aus Themal“y € [a|b[”
folgt via 142-3:

: Aus 2.1“—00 < a” und

aus 2.2%a <7
folgt via 107-8:

: Aus 3“—o00 < v” und

aus 2.2y < b”
folgt via 107-12:

Jalb] CR.

a € R.
v € [alb[.
—o0 < a.
a<y<hb.
—00 < 7.
veR.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vy: (v € [ap]) = (v €R).

[alb[ C R.
U
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142-9. Die folgenden Aussagen ergeben sich durch Spezialisierungen aus 142-8:

142-9(Satz)
a) ] - ool0] CR.
b) [0] + co[ C R.

Beweis 142-9
1: Via AAT gilt: 0eR.

2.a): Aus1“0€R”
folgt via 142-8: ] —|0] CR.

2.b): Aus 1“0 e R”
folgt via 142-8: [0] + o[ CR.

O
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142-10. Gelegentlich ist es hilfreich, ein Kriterium fiir das “ Nicht-Element-
Sein” in einem < _Intervall zur Verfiigung zu haben:

142-10(Satz)

a) “p ¢ [alb] " genau dann, wenn “—(a < p)”oder “—(p <b)”.

”

b) “p ¢ [a| + o0]” genau dann, wenn “=(a < p)
c) “pé& [ —oolb]”genau dann, wenn “—(p < b)”.

d) “pé [ —oo|+ 0] ” genau dann, wenn “p ¢ S”.

e) “p¢ Jalb[” genau dann, wenn “—(a < p)” oder “—(p < b)”.

) “p ¢ ]a| + oco[” genau dann, wenn “=(a < p)” oder “p ¢ R”.

g) “pé ] —oo|b[”genau dann, wenn “—(p < b)” oder “p & R”.

h) “pé] — oo|+ o[ ” genau dann, wenn “p ¢ R”.

i) “p ¢ Jalb] " genau dann, wenn “—(a < p)”oder “—(p <b)”.

) “p ¢ ]a| + oco]” genau dann, wenn “—(a < p)”.

k) “pé&] — oo|b]”genau dann, wenn “—(—oco < p)”oder “=(p <b)”.
1) “pé¢ ] —oo|+ o] ”genau dann, wenn “=(—oo < p)”.

m) “p ¢ [a|b[” genau dann, wenn “—(a < p)”oder “—(p <b)”.

n) “p ¢ [a|+ oo[” genau dann, wenn “—(a < p)” oder “—(p < +00)”.
0) “pé& [ — oolb[”genau dann, wenn “—(p < b)”.

p) “p ¢ [ — oo| + oo ” genau dann, wenn “—(p < 400)”.

<-Notation.
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Beweis 142-10 a)

1:

2:

b)

d)

Via 142-3 gilt:

Aus 1
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:
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(pef[ap]) & (a<p<Dh).

(=(p € [alb])) & (=((a <p) A (p < D))

(p ¢ [alb]) = ((m(a <p)) V (=(p < D))

(p € [al +00]) & (a <p).

(=(p € [al +o2])) & (=(a < p)).

(p ¢ [al + o2]) & (=(a <p)).

(pe [—oclb]) & (p<D).

(=(p € [—o0[p])) & (=(p < D).

(p ¢ [ —oofb]) & (=(p <))

(pe[—oo|+00]) & (pES).

(m(p € [—o0[ +00])) & (=(p €8)).

(pg[—oc|l+o0]) = (pgS).
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Beweis 142-10 e)

f)

h)

1:

2:

Via 142-3 gilt:

Aus 1
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Aus 3

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Aus 3

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

ARITHMETIK #142

(p € Jalb[) & (a <p <D).

(=(p € Jalb])) & (=((a <p) A (p <1))).

(p ¢ Jalb[) & ((m(a <p)) vV (=(p <))

(p € Ja] + x¢[) & (a < p € R).

(=(p € Ja| + oo[)) & (=((a <p) A (p € R)).

(p ¢ Jal + o) & ((=(a <p)) V (=(p € R))).

(p ¢ Jal +ool) & ((=(a<p)) vV (p ¢ R)).

(pe]—oolb]) & (R>p<b).

(=(p € ] —oolb[)) & (=((p <b) A (p € R))).

(p¢1—o0lb]) < ((=(p < b))V (=(p € R))).

(p¢1—o0lbl) = ((=(p < b))V (p ¢ R)).

(pe]—oo|+oo]) & (peR).

(=(p €] — o0l +00[)) & (=(p € R)).

(pg]—oc|+o0o]) & (p¢R).
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Beweis 142-10 i)

1:

2:

3)

1)

Via 142-3 gilt:

Aus 1
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:
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(p € ]alp]) & (e <p<D).

(=(p € Ja[b])) & (=((a <p) A (p < D))

(p ¢ Jalb]) & ((=(a <p)) V (=(p < D))

(p € Ja| + o<]) & (a < p).

(=(p € Ja| + o2])) & (=(a < p)).

(p ¢ Ja| + o0]) & (=(a <p)).

(pe]—oofp]) & (o0 <p<h)

(=(p € ] = o0[b])) & (=((—00 <p) A (p <D))).

(p ¢ 1 —o0lb]) = ((=(=00 <p)) V (=(p < D))

(p €] —o0|+00]) & (—00 < p).

(m(p €] = 00[ + 00])) & (=(=00 < p)).

(p ¢ ] — oo+ 00]) & (~(—00 <p)).
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Beweis 142-10 m)

n)

1:

2:

Via 142-3 gilt:

Aus 1
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 142-3 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:
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(p e alp]) & (a <p<b).

(=(p € [alb])) & (=((a <p) A (p <D))).

(p ¢ [alb]) & ((m(a < p)) V (=(p < D))

(p € [a| +o0[) & (a <p<+0).

(=(p € [al + o)) & (=((a <p) A (p < +09))).

(p ¢ [al +0o[) & ((=(a < p)) V (=(p < +00))).

(p€[—oolb]) & (p<D).

(=(p € [—o0fb]) & (=(p < b))

(p ¢ [ —oofb]) & (=(p <b)).

(pe[—ool+[) < (p<+x).

(m(p € [ =o0f +00])) & (=(p < +00)).

(p ¢ [ —oo[+00[) & (=(p < +00)).
0
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142-11. Auf Grund der “Anti-Symmetrie” von < folgen aus 142-10 einige hand-
liche hinreichende Bedingungen fiir das “Nicht-Element-Sein” in bestimmten <
Intervallen:

142-11(Satz)

a) Aus “p < a”folgt “p ¢ [alb]”.
b) Aus “b<p”folgt “p & [a|b]”.
c) Aus “p<a”folgt “p ¢ [a] +].”
d) Aus “b < p” folgt “p & [ — oo|b].”
e) Aus “p <a”folgt “p ¢ Ja|b[”.
£) Aus “b <p” folgt “p & Ja|b[”.
g) Aus “p <a”folgt “p ¢ Ja|+ co[”.
h) Aus “b<p”folgt “p& ] — oco|b[”.
i) Aus “p <a” folgt “p ¢ Jalb]”.
j) Aus “b < p”folgt “p ¢ Jalb]”.
k) Aus “p <a”folgt “p ¢ Ja|+ <] ”.
1) Aus “b<p”folgt “p¢ ] —oolb]”.
m) Aus “p < a”folgt “p ¢ [alb]”.
n) Aus “b<p”folgt “p ¢ [a|lb]”.
0) Aus “p <a”folgt “p ¢ [a] +o0[”.

p) Aus “b<p”folgt “p ¢ [a|+ co[”.

<-Notation.
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Beweis 142-11 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p < a”
folgt via 107-13:

: Aus 1“=(a <p)”

folgt via 142-10:

b) VS gleich

1:

Aus VS gleich “b < p”
folgt via 107-13:

: Aus 14—(p < b)”

folgt via 142-10:

c) VS gleich

Aus VS gleich “p < a”

folgt via des bereits bewiesenen a):

d) VS gleich

Aus VS gleich “b < p”

folgt via des bereits bewiesenen b):

e) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p < a”
folgt via 107-13:

: Aus 1“=(a < p)”

folgt via 142-10:

f) VS gleich

1:

Aus VS gleich “b < p”
folgt via 107-13:

: Aus 1“=(p < b)”

folgt via 142-10:

g) VS gleich

Aus VS gleich “p < a”

folgt via des bereits bewiesenen e):

ARITHMETIK #142

p<a.

—(a < p).

p ¢ [alb].

b < p.

p ¢ [alb].

p < a.

p ¢ [a] + oo].
b < p.

p & [—oolb].

p < a.

—(a <p).
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Beweis 142-11 h) VS gleich

Aus VS gleich “b < p”

folgt via des bereits bewiesenen f):

i) VS gleich

1: Aus VS gleich “p < a”
folgt via 107-13:

2: Aus 1“=(a<p)”
folgt via 142-10:

j) VS gleich

1: Aus VS gleich “b < p”
folgt via 107-13:

2: Aus 1“—(p<b)”
folgt via 142-10:

k) VS gleich

Aus VS gleich “p < a”

folgt via des bereits bewiesenen i):

1) VS gleich

Aus VS gleich “b < p”

folgt via des bereits bewiesenen j):

m) VS gleich

1: Aus VS gleich “p < a”
folgt via 107-13:

2: Aus 1“=(a <p)”
folgt via 142-10:
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p ¢ ] —oolb[.

p < a.

—(a <p).

p ¢ Jalb].

b < p.

p ¢ Ja| + oo].
b < p.

p & ] —oolb].

p < a.
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Beweis 142-11 n) VS gleich b <np.
1: Aus VS gleich “b <p”
folgt via 107-13: —(p < b).
2: Aus1“—(p<b)”
folgt via 142-10: p ¢ [alb].
0) VS gleich p < a.
Aus VS gleich “p < a”
folgt via des bereits bewiesenen m): pé [a] +oof.
p) VS gleich b <np.

Aus VS gleich “b < p”
folgt via des bereits bewiesenen n): pé [ —oolb[.
U
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142-12. Zur spateren Verwendung werden hier einige vertraute Aussagen iiber
—1 und 1 gesammelt. Die Beweis-Reihenfolge ist b) -a) - c) -d) -e) - £) - g)
- h):

142-12(Satz)

a) —1 € [—ool0].
b) —1€] - ool0[.
) —1€]—o000].

d) —1¢€[—oo|0[.

e) 1¢[—o00[0].
£) 1¢ 7 — ool0[.
g) 1¢]—ocl0].
h) 1¢ [ — ool0[.

RECH-Notation.
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Beweis 142-12

ARITHMETIK #142

<-Notation.
abcd)
1.b): Aus 100-7“—1 € R” und
aus 109-24“—-1 < 0”
folgt via 142-3: —1e] —ool0[.
2.a): Aus1.b)“—1€] —ool0[” und
aus 142-5“] — co|0[ C [ — 00]0]”
folgt via 0-4: —1 e [ — o0|0].
2.¢): Aus1.b)“—1€] —ool0[” und
aus 142-5“] — co|0[ € ] — 00]0]”
folgt via 0-4: —1 €] — o0|0].
2.d): Aus1.b)“—1€] — ool0[” und
aus 142-5“] — co|0[ C [ — oo|0[”
folgt via 0-4: —1e [ —oo|0][.
efgh)
1: Via 109-24 gilt: 0<1.
2.e): Aus 10 < 1”
folgt via 142-11: 1¢ [ —o0]0].
3.f): Aus2.e)“1 ¢ [ —0o0[0]” und
aus 142-5“] — oo|0[ C [ — 00|0]”
folgt via 0-4: 1¢]—o0l0].
3.g): Aus2.e)“1 ¢ [ —0o0[0]” und
aus 142-5“] — 00|0] C [ — 00|0]”
folgt via 0-4: 1¢7]—00]0].
3.h): Aus2.e)“l1 ¢ [ —o0|0]” und
aus 142-5“ [ — oo|0[ C [ — o0]0]”
folgt via 0-4: 1¢[—o0l0[.

O
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E ist AD.

Ersterstellung: 29/07/10 Letzte Anderung: 17/03/12
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143-1. Die nun auftretenden Buchstaben “AD” sind die Anfangs-Buchstaben
von “Addition” und von “DistributivGesetz” hin:

143-1(Definition)

“FE ist AD” genau dann, wenn gilt:

e.l) Vo,B: ((en € E)YAN(BEE)) = (a+ [ EE).

e.2) Va,B,v: (a e EYAN(BE€ E)N(y€E)
= (a-(B+y)=a-B+a-7).

RECH-Notation.
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9

143-2. Wenn e gegeniiber der Addition “abgeschlossen ”ist und wenn e Teil-

Klasse einer Klasse, die AD ist, dann ist e ebenfalls AD:

143-2(Satz)

Es gelte:
—) Vo,B: ((ace)AN(fee) = (a+F€e).
—) eCE.
—) FE st AD.

Dann folgt “e ist AD”.

RECH-Notation.
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Beweis 143-2

(@ce)A(BEe)A(yEe)

2.1: Aus Themal.1l“a €e...” und
aus VS gleich “e C E...”
folgt via 0-4: ac b

2.2: Aus Themal.1“...8€e...” und
aus VS gleich “e C E...”
folgt via 0-4: pe k.

2.3: Aus Themal.1“...y €e” und
aus VS gleich “e C E...”
folgt via 0-4: vye k.

3: Aus VS gleich “... Eist AD”,
aus 2.1“a € K7,
aus 2.2“0F € E” und
aus 2.3“y € E7”
folgt via 143-1(Def):
a-(B+y)=a-B+a-n.

Ergo Themal.1:
Al “Va,B,v: (a€e)AN(Bee)N(yEe)
= (a-(B+y)=a-f+a-9)7

1.2: Aus =) “Vo,f: ((aee)A(fee)) = (a+F€e)” und
aus A1“Vo, B, v: (a€e) AN (B ee)N(y€e)

= (a-(B+7) = (a-f)+(a-7))
folgt via 143-1(Def): e ist AD.

O
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143-3. Nun werden sieben Mengen angegeben, die AD sind.
Die Beweis-Reihenfolge ist k) - b) -a) -c) -d) -e) -£f) -g) -h) - i) - j):

143-3(Satz)
a) 0 ist AD.
b) R ist AD.
c) [0] + o0] ist AD.
d) 0| + oo ist AD.
e) 0| + oo] ist AD.
£) [0] 4 oo[ ist AD.
g) [ —oo|0] ist AD.
h) ] —oo|0[ ist AD.
i) ] — o|0] ist AD.
) [ — ool0[ ist AD.
k) C ist AD.

Beweis 143-3

RECH. <-Notation.

k)
(xeC)A(BECT).
Aus Themal.1“a € C...” und
aus Themal.1“...5 € C”
folgt via +SZ: a+peC.

Ergo Themal. 1: Al| “Va,B: ((ae C)AN(feC))= (a+p€C)”
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Beweis 143-3 k)

(aeC)A(BeC)A(y€C).
Aus Themal.2“a € C...”
folgt via DGC: a-(f+y)=a-F+a-7.

Ergo Themal.2:
A2 “Va,B,v: (e C)N(BeC)A(y€C)
= (a-(B+y)=a-F+a-7)”

2: Aus Al gleich “Va,[: (€ C)A (€ C)) = (a+F€C)” und
aus A2“Va, 3,7 : (a € C)AN (B € C)A (y€C)
= (- (f+7)=a-f+a-q)

folgt via 143-1(Def): C ist AD.

b)

(a €eR)A (B €R).

Aus Themal.1“a € R...” und

aus Themal.1“... 5 € R”

folgt via +SZ: a+pBeR.
Ergo Themal.1: Al “Vo,B: ((eeR)A(FE€R)) = (a+B€R)”
1.2: Via des bereits bewiesenen k) gilt: C ist AD.

2: Aus A1 gleich “Va,f: (e R)A(BeR)) = (a+F€R)”,
aus CSZ“R C C” und
aus 2“C ist AD”
folgt via 143-2: R ist AD.
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Beweis 143-3 a)

(a €0)A (B €0).

Es gilt Themal.1“a€0...7.
Via 0-19 gilt “a ¢ 0”.

Ex falso quodlibet folgt: a+ [ e€0.
Ergo Themal. 1: Al “Vo,B: (€ 0)AN(B€0)) = (a+5€0)”
1.2: Via 0-18 gilt: 0CC.
2: Via des bereits bewiesenen k) gilt: C ist AD.

3: Aus A1 gleich “Va,3: ((a€0)A(€0)= (a+8€0)”,
aus 1.2“0 C C” und
aus 2“C ist AD”

folgt via 143-2: 0 ist AD.
c)
(a € [0] +0]) A (B € [0] + 00]).
2.1: Aus Themal.1“a € [0+ oc0]...”
folgt via 142-3: 0<a.

2.2: Aus Themal.1“...8 € [0] + c0]”
folgt via 142-3: 0<p.

3: Aus 2.1“0< a” und
aus 2.2°0 < 3”7
folgt via FS< +: 0<a+p.

4: Aus 3“0 < a+p3”
folgt via 142-3: a+f e [0]+ oc].

Ergo Themal.1:

Al| “Vo,f: (a € [0]+00]) A (B € [0] + oc])
= (a+p € [0]+])”
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Beweis 143-3 c)

(v € [0] +00]) A (B € [0] +00]) A(y € [0] + o0]).

2.1: Aus Themal.2“...f € [0]+o0]...”
folgt via 142-3: 0<p.

2.2: Aus Themal.2“...v € [0] 4+ c0]”
folgt via 142-3: 0 <.

3: Aus 2.1“0 < 37 und
aus 2.240 <~”
folgt via DGV Z: a-(f+y)=a-F+a-v.

Ergo Themal.2:
A2| “Va, 3,7 : (€ [0[ +00]) A (B € [0] + 00]) A (v € [0] 4 o0])
= (- (f+y)=a-f+a-9)7

2: Aus A1“Va, [ : (€ [0+ o00]) A (B € [0] + o0])
= (a+ € [0]+00])”,
aus A2“Va, 8,7 : (e € [0] +00]) A(B € [0] +0c]) Ay € [0] +0o0])
= (a-(B+y)=a - B+a-7)
folgt via 143-1(Def): [0] + oc] ist AD.
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Beweis 143-3 d)
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2.1: Aus Themal.1“a € ]0| +oo[...”
folgt via 142-3:

2.2: Aus Themal.1“...8 € ]0| + co[”
folgt via 142-3:

3.1: Aus 2.1“0 < «...” und
aus 2.2“0 < (...7
folgt via FS< +:

3.2: Aus2.1“...a € R” und
aus 2.2“... 0 € R”
folgt via +SZ:

4: Aus3.1“0 < a+ 7 und
aus 3.2“a+ G € R”

(€70 + 0o[) A (8 € 10| + o0[).

folgt via 142-3: a+pe€]0[+ ool

0<aelR.

0<pBeR.

0<a-+p.

a+pBeR.

Ergo Themal.1:

Al| “Vo,B: (€ ]0|+o00[) A (B €]0| + o0)

= (a+p€]0[+o0[)”

1.2: Via 142-5 gilt:

1.3: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

2: Aus A1“Va, [ : (a € ]J0|+o00[) A (B € ]0] + o0[)

aus 1.2“70| + oo C [0] 4+ c0]” und
aus 1.3“[0] + oo] ist AD”
folgt via 143-2:

10| + oo C [0] + oc].

[0] + oo] ist AD.

= (a+ € ]0|+o0[)”,

10| + oo[ ist AD.
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Beweis 143-3 e)

(a €700+ 001) A (8 € J0] + c]).

2.1: Aus Themal.1“a € J0|+o00]...”
folgt via 142-3: 0<a.

2.2: Aus Themal.1“...8 € ]0|+ c0]”
folgt via 142-3: 0<p.

3: Aus 2.1“0 < «a” und
aus 2.2“0 < 87
folgt via FS< +: 0<a-+p.

4: Aus 3“0 < a+ (7
folgt via 142-3: a+ e ]0]+ oo].

Ergo Themal.1:
A1} “Va,B: (a € ]0|+00]) A (B € ]0] + o0])

= (a+p€]0|+])”

1.2: Via 142-5 gilt: 10] + o0] C [0] + o]
1.3: Via des bereits bewiesenen c) gilt: [0] + o0] ist AD.

2: Aus A1“Va, 5 : (a € J0| 4+ 00]) A (B € ]0] 4+ o0])
= (a+ 0 €]0|+00])”,
aus 1.2“70| + oo] C [0] 4+ c0]” und
aus 1.3“[0| + oc] ist AD”
folgt via 143-2: 10| + oo] ist AD.
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Beweis 143-3 f)

(a € [0] +o0[) A (8 € [0] +o0[).
2.1: Aus Themal.1“a € [0] +o0[...”
folgt via 142-3: 0<a.

2.2: Aus Themal.1“a € [0] +oo[...” und
aus 142-9¢ [0] + co[ C R”
folgt via 0-4: a € R.

2.3: Aus Themal.1“...8 € [0] + co[”
folgt via 142-3: 0<p.

2.4: Aus Themal.1...3 € [0|+ oco[” und
aus 142-9¢ [0] + co[ C R”

folgt via 0-4: g eR.
3.1: Aus2.1“0< a” und

aus 2.3“0 < 3”7

folgt via FS< +: 0<a+p.

3.2: Aus 2.2“a € R” und
aus 2.4“0 e R”
folgt via +SZ: a+ B eR.

4: Aus 3.2“a+ 3 €R”
folgt via AAVII: a+ [ < +oo.

5: Aus 3.1“0 < a+ (37 und
aus 4“a+ B < 4o00”
folgt via 142-3: a+ e [0[+ ool

Ergo Themal.1:

A1} “Va,B: (a € [0]+o00[) A (B € [0] +o0[)
= (a+ e [0]+o0])”
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Beweis 143-3 f)

1.2: Via 142-5 gilt: [0] + oo C [0] 4 o<].
1.3: Via des bereits bewiesenen c) gilt: [0] + o] ist AD.

2: Aus A1“Va, 5 : (a € [0+ oco[) A (B € [0] + oo[)
= (a+ € [0]+o0[)”,
aus 1.2“[0] + co[ € [0] + c0]” und
aus 1.3“[0] + oo] ist AD”
folgt via 143-2:
[0] + oo[ ist AD.

g)
(€ [—o0f0]) A (B € [—o00]).
2.1: Aus Themal.1l“a € [ — 0[0]...”
folgt via 142-3: a < 0.

2.2: Aus Themal.1“...f € [ —o0|0]”
folgt via 142-3: g <0.

3: Aus 2.1“a <07 und
aus 2.2“6 <07
folgt via 109-21: a+ 3 <0.

4: Aus 3“a+ (<07
folgt via 142-3: a+ g€ [ —ool0].

Ergo Themal.1:
Al “Vo,B: (€ [ —ool0]) A (B € [ — 0|0])

= (a+ € [—o0[0])”




ARITHMETIK #143 209

Beweis 143-3 g)

(e [—o0l0]) A (B € [—00[0]) A(y € [ = o0[0]).

2.1: Aus Themal.2“...f € [ —o0[0]...”
folgt via 142-3: 6 <0.

2.2: Aus Themal.2“...y € [ —o0[0]”
folgt via 142-3: v < 0.

3: Aus 2.1 <07 und
aus 2.2y <07

folgt via DGVZ: a-(f+y)=a-F+a-v.

Ergo Themal.2:
A2| “Va, 3,y : (€ [—00|0]) A (B € [—o0l0]) Ay € [ —o0|0])
= (- (f+y)=a-f+a-9)7

2: Aus A1“Va, [ : (a e [—o0|0]) A (B € [ —o0|0])
= (a+f e [—o0l0]),
aus A2“Va, 3,7 : (v € [ = 00|0]) A (8 € [ —00[0]) A (y € [ - o0[0])
= (a-(B+y)=a B+a-y)
folgt via 143-1(Def): [ — o0|0] ist AD.
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Beweis 143-3 h)

(€] —o00l0D) A (B €]~ ool0[).
2.1: Aus Themal.1“a €] —oo|0[...”

folgt via 142-3: R>a<0.
2.2: Aus Themal.1“...8 €] —o0|0[”

folgt via 142-3: R> 3 <0.
3.1: Aus 2.1

folgt: ac R
3.2: Aus 2.2

folgt: B eR.

3.3: Aus2.1“...aa<0” und
aus 2.2“...60<0”

folgt via 109-21: a+ 3 <0.
4: Aus 3.1“a € R” und

aus 3.2“0 € R”

folgt via +SZ: a+ 3 eR.

5: Aus4“a+ 3 €R” und
aus 3.3“a+ <07
folgt via 142-3: a+pe]—ool0[.

Ergo Themal.1:
Al “Vo,B: (€] —ool0[) A (B €] —0|0])

= (a+ €] —00l0])”

1.2: Via 142-5 gilt: ] —o0|0[ € [ — o0]0].
1.3: Via des bereits bewiesenen g) gilt: [ — o0|0] ist AD.

2: Aus A1“Va, [ (ae] —oo|l0) A (B €] —o0|0])
= (a+ €] —00l0])",
aus 1.2“] — o0o|0[ € [ —00|0]” und
aus 1.3“[ — c0|0] ist AD”
folgt via 143-2: ] — oo|0[ ist AD.
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Beweis 143-3 i)

(a €] = o0l0]) A (B €] — ool0]).
2.1: Aus Themal.1“a €] —o0|0]...”

folgt via 142-3: a<0.
2.2: Aus Themal.1“a € ] —o0[0]...” und

aus 142-9“] — o0|0] C R”

folgt via 0-4: a € R.

2.3: Aus Themal.1“...5 €] —o0|0]”
folgt via 142-3: g <0.

2.4: Aus Themal.1“...f € ] —o00|0]” und
aus 142-9“] — oo|0] C R”

folgt via 0-4: g eR.
3.1: Aus2.1“a <07 und

aus 2.3“06 <07

folgt via 109-21: a+ 6 <0.

3.2: Aus 2.2“a €R” und
aus 2.4“05 € R”
folgt via +SZ: a+ 3 eR.

4: Aus 3.2“a+ 3 €R”
folgt via AAVII: —00 < a+ f3.

5: Aus 4“—oco < a+ (3”7 und
aus 3.1“a+ (<07
folgt via 142-3: a+pe] —o0l0].

Ergo Themal.1:

Al “Vo,B: (a €] —oo|0]) A (B €] —0|0])
= (a+ €] —o00])”
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Beweis 143-3 i)

1.2: Via 142-5 gilt: ] —o0]0] € [ — o0|0].
1.3: Via des bereits bewiesenen g) gilt: [ — o0|0] ist AD.

2: Aus A1“Va, [ : (a€] —o|0])A (S €] —o0|0])
= (a+fe]—o0l0]),
aus 1.2“] —00|0] € [ —00|0]” und
aus 1.3“[ —o0|0] ist AD”
folgt via 143-2: ] — o0|0] ist AD.
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Beweis 143-3 j)

2.1

2.2:

(o€ [—o00D) A (B € [~ oolo]).

: Aus Themal.1“a € [ —oo|0[...”
folgt via 142-3: a < 0.

Aus Themal.1“...f € [ —oo|0[”

folgt via 142-3: 8 <0.

: Aus 2.1%a < 0” und

aus 2.2“06 <07

folgt via 109-21: a+ [ <0.

: Aus 3“a+ 4 <07
folgt via 142-3: a+pe[—ool0[

Ergo Themal.1:

1.2: Via 142-5 gilt:

1.3: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

213

Al “Vo,B: (e [—ool0[) A (B € [ —o0|0])

= (a+ e [—00l0])”

2: Aus A1“Va,f: (e € [ —oo|0[) A (B € [ — o0|0])

[ —oof0[ € [ = o0[0].
[ — 00[0] ist AD.

= (a+fe[—o0l0])7,

aus 1.2“[ —oo|0[ € [ —o0|0]” und
aus 1.3“[ — 00|0] ist AD”

folgt via 143-2:

[ —oo|0[ ist AD.

O
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143-4. Mitunter ist es hilfreich, an Hand folgender Kriterien ausschliefflen zu
konnen, dass eine Klasse AD ist:

143-4(Satz)

a) Aus “v € E7und “y€ E"und “v+y ¢ E”
folgt “—(FE ist AD)”.

b) Aus “x € E”und “y € E”und “z € E”und “z-(y+2) # x-y+x-2”
folgt “=(FE ist AD)”.

RECH-Notation.
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Beweis 143-4 a) VS gleich (e EYN(ye E)AN(z+y ¢ E).
1: Es gilt: (E ist AD) V (=(E ist AD)).
Fallunterscheidung‘
E ist AD.
2: Aus 1.1.Fall“F ist AD,
aus VS gleich “z € F...” und
aus VS gleich “...y e F...”
folgt via 143-1(Def): r+yek.

3: Esgilt 2“x+ye E”.
Es gilt VS gleich “...2+y ¢ E”.

Ex falso quodlibet folgt: -(F ist AD).
~(E ist AD).
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: —-(E ist AD).
b) VS gleich (e EYNye EYN(ze E)YN(x-(y+2)#x-y+a-2).
1: Es gilt: (E ist AD) V (=(E ist AD)).
Fallunterscheidung‘
E ist AD.

2: Aus 1.1.Fall“F ist AD,
aus VS gleich “x € F...7,
aus VS gleich “...y € E...” und
aus VS gleich “...z e E...”
folgt via 143-1(Def): z-(y+z)=xz-y+z- 2

3: Esgilt 2%z (y+2)=a-y+z-2".
Es gilt VS gleich “...z- (y+2)#x-y+x-2".

Ex falso quodlibet folgt: —-(FE ist AD).
1.2.Fall ~(E ist AD).
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: —(F ist AD).

O
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143-5. Zur Vorbereitung des Beweises von 143-6 wird nun ein wenig gerechnet:

143-5(Satz)

a) nan- (14 (—1)) =0.

b) nan-1+nan-(—1)=nan.

c) nan- (14 (—

1)) #nan-1+nan-(—1).

RECH-Notation.

Beweis 143-5
1.1:

1.2:

2.a):

2.b):

2.1:

3.c):

Aus 1.1
folgt:

Aus 1.2
folgt:

aus 95-7“0 # nan”
folgt:

Aus 2.1%nan- (1 +(—1)) # na
aus 1.2“nan-1+nan- (—1) =
folgt:

Aus 1.1%nan- (1 +(-1)) =...

nan- (1+(—1))
=nan-(1—-1)
02-10
ALV

nan-1+nan-(—1)
"5 nan- 1+ (—nan-1)
=nan-1—nan-1

114-11
= nan — nan

97-4
= nan.

nan- (14 (-1)) =0.

nan-1+nan-(—1) = nan.

=0” und
nan- (14 (—1)) # nan.
=nan”
nan- (14 (=1)) #nan-1+nan-(-1).

O
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143-6. Hier werden fiinf Klassen, die nicht AD sind, angegeben:

143-6(Satz)

J

c)

d) -

a) (S ist AD).
b) —(T st AD).

(
(
(B ist AD).
(A ist AD).
(

e) —(U st AD).

Beweis 143-6

RECH. <-Notation.

Beweis 143-6 a)

1: Aus AAVI“(400) + (—00) = nan”

b)

folgt via 95-21:

: Aus 95-11“+400 € §7,
aus 95-11“ —o00 € §” und
aus 1“(400) + (—o0) ¢ S”

folgt via 143-4:

: Aus 100-7¢“—1 € R” und

aus CSZ“R C T”
folgt via 0-4:

: Aus 95-12“pan € T7,

aus 95-12“1 € T,

aus 1“—=1 € T” und
aus 143-5“nan - (1 + (—1)) #nan-1+nan-(—1)”

folgt via 143-4:

(+00) + (—o0) ¢ S.

(S ist AD).

—-1eT.

~(T ist AD).
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Beweis 143-6 c)

d)

1.

1.

e)

1.

1.

1:

1:

2:

1:

2:

Aus AAVI* (+00) + (—o0) = nan” und
aus 101-7“nan ¢ B”
folgt:

: Aus 101-7“+400 € B”,

aus 101-7“—o0 € B” und
aus 1% (400) + (—o0) ¢ B”
folgt via 143-4:

Aus 95-5“1 Zahl”
folgt via 95-4(Def):

Aus 100-7¢“—1 € R” und
aus CSZ“R C A”
folgt via 0-4:

: Aus AAI“nan € A” |

aus 1.1“1 € A7,
aus 1.2“—-1€ A” und

aus 143-5“nan - (1 4+ (—1)) # nan- 1+ nan-

folgt via 143-4:

Aus AAT“ oo Menge”
folgt via 0-22:

Aus AAT“co ¢ A
folgt via 96-14:

: Via 94-1 gilt:

: Aus 1.2“c0+o0c0o=U" und

aus 2“U ¢ U”
folgt:

C Aus1.1%0 €U,

aus 1.1“co € U” und
aus 3“co + 00 ¢U”
folgt via 143-4:
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(+00) + (—0) ¢ B.

—(B ist AD).

1eA.

-1 €A

~(A ist AD).

oo+ o0 =U.
Ude¢u.

oo+ o0 ¢ U.

~(U ist AD).
O
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143-7. In Klassen, die AD sind, steht die folgende, vertraute Gleichung zur
Verfiigung:

143-7(Satz)
Es gelte:
—) z€E.
—) ye k.
—) z€FE.
—) weE.
—) E ist AD.

Dann folgt “(z+vy) - z+w)=(x-z4+z-w)+(y-z2+y-w)”.

RECH-Notation.

Beweis 143-7

1: Aus =) “E ist AD”,
aus —) “xz € E” und
aus —) “y € K7
folgt via 143-1(Def): r+yekl.

2: Aus —)“FEist AD”,
aus 1"z +ye B7,
aus —) “z € E” und
aus —) “w € E7
folgt via 143-1(Def): (x+y)- z+w) =(x+y) 2+ (r+y)- w.
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Beweis 143-7

3.1: Aus =) “FEist AD”,
aus —) “z € E7 |
aus —) “z € 7 und
aus —) “ye K7

folgt via 143-1(Def):

3.2: Aus =) “Fist AD” |
aus —) “w e K7,
aus —) “x € F” und
aus —) “y e E7”

folgt via 143-1(Def):

5: Aus 4
folgt:
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z-(r4+y)=z-x+2-v.

w-(r+y)=w-x+w-y.
(z+y)- (z+w)

Z(@+y) z+(@ty)-w

@y + ety w
@ty +w ()
Hortzoy)+tw-(z+y)
2otz 4+ w-r+w-y)
KM@ 2tz )+ w2 +w-y)
KM@ 2ty )+ (w-z+w-y)
ety )+ wtwey)
KM@ 24y )+ (@ w+y-w)
2w st rw) + (y 24y w)



ARITHMETIK #143 221

143-8. Unter Bezugnahme auf 143-3 gelingt die vorliegende, im Weiteren gut
zitierbare Re-Formulierung und Spezialisierung von 143-7:

143-8(Satz)
a) Aus “(t e R)AN(yeR)A(z e R)A (w €R)”
folgt “(z+y)- (2 =@ zt+v-w)+(y-z+y-w)”.

)

)
z4w)=(r-z+z-w)+y-z+y-w)”.

<0)

)

=(x-z+zx-w)+ @y -z+y-w)”.
d) Aus ‘(€ C)AN(ye C)A(z€C)A (weC)”
folgt “(x+y)-(z+w)=(r-z24+z-w)+(y-2+y-w)”.

RECH-Notation.

Beweis 143-8 a) VS gleich (xeR)A(yeR)A(z € R) A (w e R).

Aus VS gleich “z e R...7,

aus VS gleich “...y e R...”,

aus VS gleich “...z e R...”|

aus VS gleich “...w € R” und

aus 143-3“R ist AD”

folgt via 143-7: (x4+y) - +w)=(@-z4+z-w)+(y-z2+y-w).
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Beweis 143-8 b) VS gleich

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

c) VS gleich

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

Aus VS gleich “0 < z...”

Aus VS gleich “x <0...”
folgt via 142-3:

Aus VS gleich “...y <0...”
folgt via 142-3:

Aus VS gleich “...2<0...”
folgt via 142-3:

Aus VS gleich “...w <07
folgt via 142-3:

: Aus1.1%z € [ —o0[0] 7,

aus 1.2y € [ —o00[0] ",
aus 1.3z € [ —o0[0] 7,
aus 1.4“w € [ — 00|0]” und
aus 143-3“ [ — c0|0] ist AD”
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0<)ANO<YAN0<2)A(0<w).

folgt via 142-3: z € [0] + o0].

Aus VS gleich “...0<y...”

folgt via 142-3: y € [0] + oo].

Aus VS gleich “...0<z2...”

folgt via 142-3: z € [0] 4 oc].

Aus VS gleich “...0 <w”

folgt via 142-3: w € [0] + o0].
:Aus1.1%2 € [0]+00] 7,

aus 1.2%y € [0|+00] 7,

aus 1.3z € [0] +00] 7,

aus 1.4“w € [0] 4+ o00]” und

aus 143-3“ [0| + oo] ist AD”

folgt via 143-7: (x+y) z+w)=(-z24+z-w)+(y-z2+y-w).

<OAY<O0)A(z<0)A(w<0).

z € [ —o0|0].

y € [ — o0|0].

z € [ — o0|0].

w e [ — ool0].
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Beweis 143-8 d) VS gleich (xeC)N(yeC)A(z € C)A (w e C).

Aus VS gleich “xz € C...”,

aus VS gleich “...y e C...”,

aus VS gleich “...2 € C...”,

aus VS gleich “...w € C” und

aus 143-3“C ist AD”

folgt via 143-7: (x+y)-z+w)=(x-z4+z-w)+(y-z2+y-w).
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B2F: Binomische 2er Formeln.
B2Fi: Binomische 2er Formeln i.

Ersterstellung: 05/08/10 Letzte Anderung: 17/03/12
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144-1. Es gilt stets 2-x =2 + x:

144-1(Satz)
2-x=x+=x.
RECH-Notation.
Beweis 144-1
REIM-Notation.
Themal.1 aeT.
2: Aus Themal.1“a e T”
folgt via 95-16:
(¢ € R)V (a=nan)V (a=+00) V (e = —00).
Fallunterscheidung‘
2.1.Fall a € R.
3.1: Aus2.1.Fall“a e R”
folgt via DGR: a-(I+l)=a-14+a-1.
3.2: Aus2.1.Fall“a e R”
folgt via €SZ: a €A
4: Aus 3.2“a € A”
folgt via FSM1: a-1=aqa.
5 2.«
KGM .5
109—25(Def) a-(1+1)
U a-1+a-1
2 a—+ a.
6: Ausb
folgt: 2-a=a+a.
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Beweis 144-1

Themal.1 aecT.

‘Fallunterscheidung‘

2.2.Fall « = nan.
3: Aus 109-26“2 € R”
folgt via €SZ: 2eT.
4: Aus 109-26“0 # 2...” und
aus 3“2 T”
folgt via AAVTI: 2 - nan = nan.
5: 2«
22Fally o
4
= nan
gzglnan—knan
22Fa11
7: Aus 6
folgt: 2-a=a+a.
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Beweis 144-1

Themal.1 aecT.
‘Fallunterscheidung‘
2.3.Fall o = +400.
3: Aus 109-26“0 < 27
folgt via 107-22: 2 (400) = +o0.
4: 2 -«
2.3£a11 9. (+OO)
2 400
ABVT (4 00) + (+00)
2.3iall a+ a.
5: Aus 4
folgt: 2-a=a+a.
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Beweis 144-1
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aeT.

‘Fallunterscheidung‘
2.4 .Fall o = —00.
3: Aus 109-26“0 < 27
folgt via 107-22: 2 (—00) = —0
4: 2 -«
24Fall (—o0)
3
= —00
AAVI
AT (—00) + (~00)
24211
5: Aus 4
folgt: 2-a=a+a.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: 2-a=a+a.

Ergo Themal.1:

Al “Va:(aeT) = 2-a=a+a)”
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Beweis 144-1

3 Zahl.
2.1: Aus Themal.2“3 Zahl”
folgt via 96-9: (Ref € T) A (Imp € T).

2.2: Aus 109-26“2 € R”
folgt via €SZ: 2eT.

3.1: Aus2.1“Ref e T...” und
aus Al gleich “Va: (aeT)= 2-a=a+a)”
folgt: 2 -Ref = (Ref) + (Rep).

3.2: Aus2.1“...Img e T” und
aus Al gleich “Va: (aeT)= 2-a=a+a)”
folgt: 2-Img = (Imp) + (Imp3).

4: 2-5
&9 (ReB) +i- (2- (ImB))

= ((Ref) + (ReB)) +i- (2 (ImB))

22 ((Ref) + (ReB)) +i- ((ImB) + (ImB3))

M=o

6: Aus 5
folgt: 2-8=040.

Ergo Themal.2: A2| “VB3: (B Zahl) = (2-B=0+08)"
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Beweis 144-1

2: Via 95-6 gilt: (x Zahl) V (x ¢ A).
Fallunterscheidung‘
2.1.Fall x Zahl.
Aus 2.1.Fall“z Zahl” und
aus A2 gleich “Vf3: (8 Zahl) = (2-8=0+0)"
folgt: 2-x=x+zx.
2.2.Fall z ¢ A
3.1: Aus 2.2.Fall“z ¢ A”
folgt via 96-16: 2-x=U.
3.2: Aus 2.2.Fall“z ¢ A
folgt via 96-14: z+z=U.
4: 2.z
3.1
22 T+
5: Aus 4
folgt: 2-x=x+zx.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: 2.0 =ux+ux.
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144-2. Die vertrauten Binomischen 2er Formeln gelten nur unter - wechseln-
den - Zusatzbedingungen. Interessanter Weise gilt (z+y) - (z—y) =2 -x—y-y
auch fiir z,y € T, so dass diese Gleichung ohne Bezug zu Klassen, die AD sind,
bewiesen wird:

a)

b)

c)

d)

e)

f)

g)

h)

i)

3)

k)

1)

144-2(Satz) (B2F: Binomische 2er Formeln)

Aus “x € E7und “y € E”und “E ist AD”
folgt “(x+y)-(x+y)= (v

Aus “z € R”und “y € R”

folgt “(x+y) - (x+y)=(z-
Aus “0 < zx”und “0<y”

folgt “(x+y) (z+y)=(z-
Aus “x < 0”7und “y <0”

folgt “(x+y) (x+y)=(z-
Aus “z € C"und “y e C”

folgt “(x+y) (z+y)=(z-
Aus “x € R7und “y e R”

folgt “(z—y) (x—y)=(z-
Aus “0 < z”und “y <0”

folgt “(z—y) (x—y)=(z-
Aus “x < 0”und “0<y”

folgt “(z —y)-(z —y) = (z-

Aus “x € C”und “y e C”
folgt “(z —y)-(x—y) = (x-

Aus “z € R”und “y € R” folgt “(z+vy) - (x

Aus “x € T”und “y € T” folgt “(z+y) - (x

Aus “z € C"und “y € C”folgt “(z+vy) - (x

Tt+y-y)+2-(z-y)”.

T+y-y)+2-(z-y)”.

cty-y)+2-(z-y)”.

ety y)+2-(z-y)”.

c+y-y)+2-(z-y)”.

ety y)—2-(z-y).

c+y-y)—2-(z-y).

Tt+y-y)—2-(x-y)”.

Tt+y-y)—2-(x-y)”.
—y)=z-x—y-y’.
—y)=z-x—y-y’.

—y)=z-z-y-y’

RECH-Notation.
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Beweis 144-2 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € F...”
aus VS gleich “...y e E...”
aus VS gleich “z € E...”
aus VS gleich “...y € E'...” und
aus VS gleich “... F ist AD”
folgt via 143-7:

3: Aus 2
folgt:

b) VS gleich

Aus VS gleich “xz e R...”,

aus VS gleich “...y € R” und

aus 143-3“R ist AD”

folgt via des bereits bewiesenen a):

(z+y)-(z+y)=

IOi—G (I‘ .

(x € E)A

< (z-

GM (z

144-1

(z+y) (z+y)=

(z+y) (z+y)=

c) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “0<z...”
folgt via 142-3:

1.2: Aus VS gleich “...
folgt via 142-3:

Ogyﬂ

2: Aus 1.1z € [0] +00]”,
aus 1.2y € [0] + 00]” und
aus 143-3“[0] + c0]” ist AD”

folgt via des bereits bewiesenen a):

(z+y) (z+y)=

(
(

vty y)+(ryta-y
)+

ARITHMETIK #144

(y € E) A (E ist AD).

(z-z+z-y)+ W -z+y-y).

(r+y) (r+y
r+x-y)+

r-y+ty-zx

)

y-r+y-y)
T+y-y)+ )
)

(z- 24y y)+2 (v-y).

(x-xz4+y-y)+2-(x-y).

(r € R) A (y € R).

(x-x4+y-y)+2-(x-y).
(0<2)A(0<y).

z € [0] 4+ o0].

y € [0] + oo].

(x-z4+y-y)+2-(x-y).



ARITHMETIK #144 233

Beweis 144-2 d) VS gleich (z<0)A(y<0).

1.1: Aus VS gleich “x <0...”
folgt via 142-3: x € [ —o0|0].

1.2: Aus VS gleich “...y <07
folgt via 142-3: y € [ — o00|0].

2: Aus1.1“z € [ —0|0]",
aus 1.2“y € [ —o00|0]” und
aus 143-3“ [ — o0[0]” ist AD”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(+y) @ty =@ r+y-y)+2-(z-y).

e) VS gleich (x e C)A(y e C).

Aus VS gleich “xz € C...”,

aus VS gleich “...y € C” und

aus 143-3“C ist AD”

folgt via des bereits bewiesenen a):

(+y) @ty =@ z+y-y)+2-(z-y).

f) VS gleich (r € R)A (y € R).
1: Aus VS gleich “...y € R”
folgt via 117-4: —y € R.

2: Aus VS gleich “z € R...” und
aus 1“—y e R”
folgt via des bereits bewiesenen b):

(z+(=y)- (e +(=y)) = (z- 2+ (=y) - (=y) +2- (z- (=y)).

4: Aus 3
folgt: (z—y)-(r—y)=(@ - 2+y-y)—2 (z y).
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Beweis 144-2 g) VS gleich 0<z)A(y<0).

1: Aus VS gleich “...y <07
folgt via 109-16: 0< —y.

2: Aus VS gleich “0 < z...” und
aus 1“0 < —y”
folgt via des bereits bewiesenen c):
(@4 (=y) -+ (=) = (- 2+ (=y) - (=y) +2- (z - (=y)).

3. (z—y) (@—y)
=@+ (=y) - (z+(-y))

L@+ -y (—y)+2- (@ (—y))

P iy y) 42 (2 (<))

T rtyy) 42 (—(z-y)

B wrdyy) + (-2 (x-y)

= (@ z+y-y)—2-(z-y).

4: Aus 3
folgt: (@—y) @-y) =@ z+y-y) -2 (z-y).
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Beweis 144-2 h) VS gleich

1: Aus VS gleich “...0 <y”
folgt via 109-16:

2: Aus VS gleich “z <0...” und

aus 1“—y <07

folgt via des bereits bewiesenen d):

4: Aus 3
folgt:

@+ (=) -+ (=y) = (-2 +(=y) (=y) + 2 (z- (=y)).

(—y) (x—y)
=@+ (~y) (@ +(~y

(e a+ () () 2 (o (—y

)
)
Ewatyy)+2 (@ (-y)
Twatyy)+2 (—(2y)

)

T@aty g+ (-2 (zy

=@-rv+y-y)—2-(z-y).

(z—y)-(r—y)=@ 2+y-y)—2 (z y).
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Beweis 144-2 i) VS gleich (x e C)A (y € C).
1: Aus VS gleich “...y € C”
folgt via 117-4: —y € C.

2: Aus VS gleich “z € C...” und
aus 1“—y e C”
folgt via des bereits bewiesenen e):

@+ (=) - (@4 (=y) = (-2 +(=y) (=y) + 2 (z- (=y)).

3: (r—y) (v —y)

4: Aus 3
folgt: (@—y)-@-y) =@ z+y-y) -2 (z-y).
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Beweis 144-2 j) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...y € R”
folgt via 117-4:

1.2:
aus VS gleich “z e R...”
folgt via -SZ:

237

(x e R)A(y € R).

—y € R.

Aus VS gleich “...y ¢ R...” und

y-v €R.

2.1: Aus VS gleich “z € R...” |
aus VS gleich “...y € R,
aus VS gleich “x € R...” und
aus 1.1“—y e R”
folgt via 143-8:
(+y)-(z+(-y) =@ z+z-(-y)+ Yy z+y-(—y)).
2.2: Aus1.2%y-xz € R”
folgt via AAV: y-x—y-x=0
3: (z+y) (z—-y)
=(z+y) (z+(-y))
Z@oata () + @ty (-y)
P wa ety (—y) + (@ (—y) +y )
A
Pty (—y) ot (—y)
@ty (—y) +ort (—r-y)
=@-r+ty (-y)+y-z—xz-y)
M rty (—y)+ -y
Z(@oaty (-y)+0
Pty (—y)
= r-z+(-y-y)
=T x—y.y
4: Aus 3

folgt:

(z+y)- (r—y)=v-2—-y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich (xeT)A(yeT).
1.1: Aus VS gleich “x € T...”

folgt via 95-16: (x € R)V (z =nan) V (z = 400) V (x = —00).
1.2: Aus VS gleich “...y € T”

folgt via 95-16: (yeR)V (y=nan)V(y =+o00)V (y = —0).

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (reR)A(yeR

vV (z =+400) A (y =nan
V. (z=+00)A(y =400
Vo (x=400)A(y=—00

V (x=—-0)A(yeR
VvV  (x =—00) A (y = nan
V. (z=—-00)A(y =400
V (x=—00)A(y=—00)

Fallunterscheidung
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Beweis 144-2 k) VS gleich (xeT)A(yeT).

Fallunterscheidung‘

(x € R)A(y € R).

Aus 2.1.Fall“xz e R...” und
aus 2.1.Fall“...y e R”

folgt via des bereits bewiesenen j): (x4+y) (z—y)=z-z—y-y.
2.2.Fall (x € R) A (y = nan).
3.1: Aus VS gleich “z € T...”
folgt via AAVTI: T 4 nan = nan.
3.2: Aus VS gleich “z € T...” und
aus VS gleich “z e T...”
folgt via -SZ: z-xzeT.
3.3: Aus 2.2.Fall
folgt: y = nan.
4: Aus 3.2%x -z €T?”
folgt via AAVTI: Z - & -+ nan = nan.
5: (z+y) (v-y)
3.3

= (x + nan) - (x — nan)
= (x + nan) - (x + (—nan))
AAVI (z 4+ nan) - (x 4 nan)

97-5
= nan

4
=X X+ nan

ARVE o (—nan)

R (—nan - nan)

3.3
20 a+ (—y )

=xz-T—y-v.
6: Ausb
folgt: (z+y) (z—y)=x-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #144

(xeT)A(yeT).

folgt via AAVTI:
folgt via 97-3:

aus 2.3.Fall“z e R...
folgt via -SZ:

3.4: Aus 2.3.Fall
folgt:

4: Aus 3.3“z-x € R”
folgt via 97-3:

6: Ausb
folgt:

3.1: Aus 2.3.Fall“zeR...

3.2: Aus 2.3.Fall“xzeR...

3.3: Aus 2.3.Fall“zeR...

(z+y) (z-y) =z-2-y-y

(x € R) A (y = +00).
x4 (+00) = +o0.

z — (400) = —o0.

-z €R.
Yy = +00.

z-x— (+00) = —o0.

(z+y) (z-y)

w
IS

2 (2 + (+00)) - (2 — (+00))
E (+00) - (2 — (+00))

= (+00)  (~00)

AAVI

é:10-:10—(—i—oo)

P22 — (4o0) - (+00))

3.4
=x-r—Y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

241

(xeT)A(yeT).

folgt via AAVTI:
folgt via 97-3:

aus 2.3.Fall“z e R...
folgt via -SZ:

3.4: Aus 2.4.Fall
folgt:

4: Aus 3.3“xz-x € R”
folgt via 97-3:

6: Ausb
folgt:

3.1: Aus 2.4.Fall“zeR...

3.2: Aus 2.4.Fall“xzeR...

3.3: Aus 2.4.Fall“zeR...

(z+y) (z-y =z-2—-y-y

(x e R) A (y = —00).

x4 (—00) = —o0.

z-reR.

- —((=00) - (=0))

3.4
=z r—Y-yY.
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Beweis 144-2 k) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #144

(xeT)A(yeT).

3.1: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via AAVTI:

3.2: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via 100-14:

3.3: Aus VS gleich “...y € T” und
aus VS gleich “...y € T”
folgt via -SZ:

3.4: Aus 2.5.Fall
folgt:
4: Aus 3.3%“y-yeT”
folgt via 100-14:

7: Aus 6
folgt:

(x = nan) A (y € R).

= (nan +y) - (nan — y)

97-5

(z+y) -y =z 2-y vy

nan +y = nan.

nan — y = nan.

y-yeT.
Z = nan.

nan —y -y = nan.

(z+y) (z-y)

3.1
= nan - (nan — y)
3.2
= nan - nan
97-5
=" nan
4
=nan—y-y

nan-nan—y-y

3.4
=z r—Y-yY.
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Beweis 144-2 k) VS gleich (xeT)A(yeT).

‘Fallunterscheidung‘

2.6.Fall (x = nan) A (y = nan).

3.1: Aus 2.6.Fall

folgt: T = nan.
3.2: Aus 2.6.Fall
folgt: Yy = nan.
4: (z+y) (z—y)
3.1

= (nan+y) - (nan —y)

12 (nan + nan) - (nan — nan)

97-1
=" nan- (nan — nan)
974
= nan-nan
97-5
=" nan
97—

4
= nan — nan

AAVI
= nan-nan — nan-nan

3.1
= X - — han-nan

3.2
=x-r—Y-yY.

5: Aus 4
folgt: (z+y) (x—y)=x-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich

ARITHMETIK #144

(xeT)A(yeT).

‘Fallunterscheidung‘
2.7.Fall (x =nan) A (y = +00).
3.1: Aus 2.7.Fall
folgt: T = nan.
3.2: Aus 2.7.Fall
folgt: Yy = +00.
4: (z+y) (z—y)
= (nan +y) - (nan —y)
22 (nan + (+00)) - (nan — (+00))
9T nan- (nan — (400))
97-4
= nan-nan
97-5
=" nan
9% han — (+00)
5 han - nan — (+00)
ABVT han - nan — (+00) - (+00)
3.1
2y = (+00) - (+00)
3.2
Zr-x—y-y.
5: Aus 4
folgt: (x4+y) (z—y) =z-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich
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(xeT)A(yeT).

‘Fallunterscheidung‘
2.8.Fall (x =nan) A (y = —o0)
3.1: Aus 2.8.Fall
folgt: T = nan.
3.2: Aus 2.8.Fall
folgt: Yy = —00.
4: (z+y) (z—y)
= (nan +y) - (nan —y)
£ (nan + (—00)) - (nan — (—0))
=1 han - (nan — (400))
974
= nan-nan
97-5
=" nan
94 nan — (+00)
5 han - nan — (+00)
ABVT han - nan — (—00) - (—00)
22— (—00)- (—00)
3.2
=Z=zr-x—y-y.
5: Aus 4
folgt: (x4+y) (z—y)=z-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich (xeT)A(yeT).
‘Fallunterscheidung‘
2.9.Fall (x = +00) A (y € R).
3.1: Aus 2.9.Fall“...y e R”
folgt via AAVT: (+00) +y = +o0.
3.2: Aus 2.9.Fall“...y eR”
folgt via 97-3: (+00) — y = 0.

3.3: Aus 2.9.Fall“...y € R”und
aus 2.9.Fall“...y e R”

folgt via -SZ: y-y €R.
3.4: Aus 2.9.Fall
folgt: T = 4o0.
4: Aus 3.3“y-yeR”
folgt via 97-3: (+00) —y -y = +o0.
5: (z+y)-(z-y)

E ((+00) + ) - ((+00) — y)
= (+00) - ((+00) — y)

22 (+00) - (+0)

AAVI
= +OO

= (+00) =y -y

AR (100) - (+o0) —y -y

3.4
=z-T—y-v.
6: Ausb
folgt: (z+y) (z—y)=x-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich (xeT)A(yeT).
‘Fallunterscheidung‘
(¢ = +00) A (y = nan).
3.1: Aus 2.10.Fall
folgt: T = 4o0.
3.2: Aus 2.10.Fall
folgt: y = nan.
4: (z+y) (z—y)

= ((+00) +9) - ((+00) — 1))

w

32 ((400) + nan) - ((+00) — nan)

97:Elnan-((ﬁ—oo)——nan)
97—4
=" nan-nan
97-5
=" nan
974

=" (4+00) — nan

AAVI (+00) - (+o0) — nan

oL (+00) - (+00) — nan - nan

3.1
= T -X — nan-nan

3.2
=x-r—Y-yY.

5: Aus 4
folgt: (x4+y) (z—y)=z-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich (xeT)A(yeT).
‘Fallunterscheidung‘
(& = +00) A (y = +00).
3.1: Aus 2.11.Fall
folgt: T = 4o00.
3.2: Aus 2.11.Fall
folgt: y = +o00.
4: (z+y) (z—y)

E ((+00) + ) - ((+00) — 1))

2 ((+00) + (+09)) - ((+00) — (+00))

AT (100) - ((+00) — (+00))

o4 (+00) - nan

97-5
= nan

"= (ro0) — (4o0)

AT (4 50) - (+00) — (+00) - (+00)

3.1

2 — (400) - (+00)

3
=z-T—Y-y.

5: Aus 4
folgt: (x4+y) (x—y) =z-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich (xeT)A(yeT).
‘Fallunterscheidung‘
(& = +00) A (y = —o0).
3.1: Aus 2.12.Fall
folgt: T = 4o00.
3.2: Aus 2.12.Fall
folgt: Yy = —00.
4 (z+y) (z-y)

24— (—00) - (—0)

3.2
= r—Y-y.

5: Aus 4
folgt: (z+y) (z—y)=xz-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich (xeT)A(yeT).
‘Fallunterscheidung‘
2.13.Fall (x = —00) A (y € R).
3.1: Aus 2.13.Fall“...y e R”
folgt via AAVT: (—0) +y = —00.
3.2: Aus 2.13.Fall“...y e R”
folgt via 97-3: (—o0) —y = —c0.

3.3: Aus 2.13.Fall“...y € R”und
aus 2.13.Fall“...y e R”

folgt via -SZ: y-y €R.
3.4: Aus 2.13.Fall
folgt: T = —0Q.
4: Aus 3.3“y-yeR”
folgt via 97-3: (+00) —y -y = +o0.
5 (@ +y)-(r—y)
3.4
= ((=00) +y) - ((=00) —¥)
3.1
= (=00) - ((=00) —¥)
3.2
= (=00) - (=o0)
AAVI |
= (+00) =y -y

3.4
=z-T—y-v.

6: Ausb
folgt: (z+y) (z—y)=xz-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich
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(xeT)A(yeT).

‘Fallunterscheidung‘
2.14.Fall (x = —o0) A (y = nan).
3.1: Aus 2.14.Fall
folgt: T = —0Q.
3.2: Aus 2.14.Fall
folgt: y = nan.
4: (z+y) (z—y)
3.1
= ((=00) +9) - ((=20) =)
£ ((—00) + nan) - ((—00) — nan)
1 han - ((—00) — nan)
974
= nan-nan
97-5
=" nan
o4 (+00) — nan
AV (—00) - (—o0) — nan
oS (—0) - (—00) — nan - nan
3.1
= -2 —nan-nan
3.2
=z-z—y-y.
5: Aus 4
folgt: (x4+y) (z—y)=z-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich (xeT)A(yeT).
‘Fallunterscheidung‘
(z = —00) A (y = +00).
3.1: Aus 2.15.Fall
folgt: T = —0Q.
3.2: Aus 2.15.Fall
folgt: y = +00.
4 (z+y) (z—y)
= ((=00) +9) - ((=00) — )
3.2

T4 nan - (—o0)

97-5
= hnan

"= (ro0) — (o0)

A2 (—o0) - (—00) = (+00)

A2 (—00) - (—00) = (400) - (+00)

Loz (+00) - (+00)

3.2
=x-r—Y-yY.

5: Aus 4
folgt: (z+y) (z—y)=xz-z—y-y.
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Beweis 144-2 k) VS gleich (xeT)A(yeT).
‘Fallunterscheidung‘
(= —00) A (y = —o0).
3.1: Aus 2.11.Fall
folgt: T = —0Q.
3.2: Aus 2.11.Fall
folgt: Yy = —00.
4 (+y) (x-y)
= ((=00) +9) - ((—00) — 9))
2 ((=00) + (=o0)) - ((=00) = (=00))
A (—00) - ((=00) = (=00))
o4 (—o0) - nan
97:_5 nan
"% (+00) = (+00)
AR (—00) + (—00) — (=00) - (—00)
22— (—00)- (—00)
¥oiz— Y- y.
5: Aus 4
folgt: (x4+y) (z—y) =z-z—y-y.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fillen gilt: (x+y) - (z—y)=z-z—y-y.
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Beweis 144-2 1) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “y € C”

ARITHMETIK #144

(x e C)A(y e C).

folgt via 117-4: —y € C.
1.2: Aus VS gleich “...y € C” und
aus VS gleich “z € C...”
folgt via -SZ: y-zeC.
2.1: Aus VS gleich “z € C...”,
aus VS gleich “...y € C” |
aus VS gleich “z € C...” und
aus 1.1“—y € C”
folgt via 143-7:
(@+y) -+ (=y) =@ z+z (=y)+{y-z+y-(-y).
2.2: Aus1.2%y-xz€C”
folgt via 102-5: y-r—y-xr=20
3: (@+y) (z—y)
= (@ +y) (z+(-y))
E@ortr-(—y)+ vty (—y)
@ ety (—y) + (@ (—y) +y )
S—.
T et () @ () +y o)
A
Faat () F et ()
Tt (yy) + yoa e (-ay)
=@+ (-y-y)+-z—z-y)
G
ety )+ r—yeo)
Z(rat(-y-y)+0
T=eat -y )
= x—y.y
4: Aus 3

folgt:

(z+y)- (r—y)=v-2—-y-y.
0
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144-3. Mitunter ist es hilfreich eine “i-Version” der B2F zur Verfiigung zu haben.
Die Beweis-Reihenfolge ist b) - a) -d) - ¢) - £) - e):

144-3(Satz) (B2Fi: Binomische 2er Formeln i)

a) Aus “a € R”und “b e R”
folgt “(a+i-b)-(a+i-b)=(a-a—b-b)+i-(2-(a-b))”.

b) Aus “a € T”’und “beT”
folgt “(a+i-b)-(a+i-b)=(a-a—b-b)+i-(2-(a-b))”.

c) Aus “a € R7und “beR”
folgt “(a—i-b)-(a—i-b)=(a-a—=b-b)—i-(2-(a-b))”.

d) Aus “a € T”und “beT”
folgt “(a—i-b)-(a—i-b)=(a-a—=b-b)—i-(2-(a-b))”.

e) Aus “a € R7und “beR”
folgt “(a+i-b)-(a—i-b)=a-a+b-b".

) Aus “a € T”und “beT”
folgt “(a+i-b)-(a—i-b)=(a-a+b-b)+i-(a-b—a-b)".

RECH-Notation.
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Beweis 144-3 b) VS gleich (aeT)AN(eT).

1.1: Aus VS gleich “a € T...” und
aus VS gleich “...b e T”
folgt via AATV: Re(a+i-b) = a.

1.2: Aus VS gleich “a € T...” und
aus VS gleich “...b &€ T”
folgt via AATIV: Im(a+i-b) =b.

9626

=" (Re(a+i-b)-Re(a+i-b) —Im(a+i-b)-Im(a+i-b)
+i-(Re(a+i-b)-Im(a+i-b)+Im(a+i-b) -Re(a+i-b)

1.1

)
)
)
=(a-a—Im(a+i-b)-Im(a+i-b))+i-(a-Im(a+i-b)+Im(a+i-b)-a)
)
)

e

2@a—b-b)+i-(a-b+b-a

Kc:;M(a-a—b-b)+i-(a-b+a-b

Yl Ga—bb) i (2-(ab)).

3: Aus 2
folgt: (a+i-b)-(a+i-b)=(a-a—b-b)+i-(2-(a-b)).
a) VS gleich (a e R)A (b €ER).

1.1: Aus VS gleich “a € R...”
folgt via €SZ: acT.

1.2: Aus VS gleich “...b € R”
folgt via €SZ: beT.

2: Aus1.1“a € T” und
aus 1.2“beT”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(a+i-b)-(a+i-b)=(a-a—b-b)+i-(2-(a-b)).
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Beweis 144-3 d) VS gleich (aeT)AN(eT).

1: Aus VS gleich “...b € T”
folgt via 117-4: —beT.

2: Aus VS gleich “a € T...” und
aus 1“—=beT”
folgt via des bereits bewiesenen b):

(a+i+ (=) (a+i- (=0) = (a-a = (=) (=) +i- (2 (a- (=)

a. (@a=i-b)-(a—i-b)
MO (i (=) - (ati- (=)
Z(a-a—(=b) (=) +i- (2 (a- (-b)))
@ a—b-b)+i-(2-(a- (D))
aa-b-b)+i-(2-(~(a-b)))
" aa—bb)+i-(~2-(a-b))
MESaa—b-b)—i-(2-(a-b)).
4: Aus 3
folgt: (a—i-b)-(a—i-b)=(a-a—b-b)—i-(2-(a-b)).
&) VS gleich (a €R)A(bER).

1.1: Aus VS gleich “a € R...”
folgt via €SZ: acT.

1.2: Aus VS gleich “...b € R”
folgt via €SZ: beT.

2: Aus1.1“a € T” und
aus 1.2“b e T”
folgt via des bereits bewiesenen d):

(a—i-b)-(a—i-b)=(a-a—b-b)—i-(2-(a-D)).
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Beweis 144-3 £) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

2.3:

2.4:

Aus VS gleich “...b e T”
folgt via 117-4:

Aus VS gleich “a € T...” und
aus VS gleich “...beT”
folgt via AAIV:

Aus VS gleich “a € T...” und
aus VS gleich “...b &€ T”
folgt via AAIV:

Aus VS gleich “a € T...” und
aus 1“—beT”
folgt via AAIV:

Aus VS gleich “a € T...” und
aus 1“—=beT”
folgt via AAIV:

ARITHMETIK #144

(aeT)AN(DeT).

—-beT.
Re(a+i-b) = a.
Im(a+i-b) =b.

Re(a+i-(=b)) = a.

Im(a+i-(—b)) = —b.
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Beweis 144-3 f)

3 (a+i-b)-(a—i-b)
P @i (a s (<0)

%°=2% (Re(a +i-b) -Re(a+i-(=b)) —Im(a+i-b)-Im(a+i-(=b)))
+i-(Re(a+i-b)-Im(a+i-(=b)) +Im(a+i-b) Re(a+i-(-Db)))
2 (a-Rela+i-(=b) —Im(a+i-b)-Im(a+i-(=b)))
+i-(a-Ilm(a+i-(=b)) +Im(a+i-b) Re(a+i-(-b)))

22 (a-Re(a+i-(=b)) —b-Im(a+i-(=b)))
+i-(a-Im(a+i-(=b)) + (b-Re(a+i-(-b))))
Z@-a—b-Ima+i-(=b))+i-(a-Imla+i-(=b)+b-a)
La-a—b-(=b)+i-(a-(=b)+b-a)

" (@ a—(=b-b)+i-(a-(=b)+b-a)

= atbb)+i-(a(=b)+b-a)

" @a+b-b)+i-(—a-b+b-a)

@ a+b-b)+i-(b-a—a-b)

:M(a-a+b~b)+i~(a-b—a~b).

4: Aus 3
folgt: (a+i-b)-(a—i-b)=(a-a+b-b)+i-(a-b—a-b).
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Beweis 144-3 e) VS gleich (aeR)A(beR).

1.1: Aus VS gleich “a € R...”
folgt via €SZ: aeT.

1.2: Aus VS gleich “...b € R”
folgt via €SZ: beT.

1.3: Aus VS gleich “a € R...” und
aus VS gleich “...b e R”
folgt via -SZ: a-beR.

2.1: Aus1.1“a € T” und
aus 1.2“beT”
folgt via des bereits bewiesenen f):

(a+i-b)-(a—i-b)=(a-a+b-b)+i-(a-b—a-b).

2.2: Aus1.3“a-beR”
folgt via AAV: a-b—a-b=0.
4: (a+i-b)-(a—i-b)
2.1

=(a-a+b-b)+i-(a-b—a-b)

Z(a-a+b-b)+i-0

98;18(a‘a+b.b)+0
B2 a+b-b

5: Aus 4
folgt: (a+i-b)-(a—i-b)=a-a+b-b.

O
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DKRT: Divisions-KiirzungsRegeln T.

Ersterstellung: 05/08/10 Letzte Anderung: 20/03/12
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145-1. Nun wird ein Hilf-Satz fiir 145-2 bewiesen:

145-1(Satz)
a) Aus “0 < x”und “y=—+o00"folgt “1: (x-y)=(1:2)-(1:9)".
b) Aus “z € S7und “y=+occ”folgt “1:(x-y)=(1:2)-(1:y)”.
c) Aus “x € S”und “y=—oc”folgt “1:(x-y)=1:2)-(1:y)”.
d) Aus “z € S7und “y e R”folgt “1:(zx-y)=(1:x)-

(
e) Aus “z € R”7und “y=nan”folgt “1:(z-y)=(1:2)-(1:y)".

RECH. <-Notation.
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Beweis 145-1 a) VS gleich

1.

1.

1.

1: Aus VS gleich “0 < x”
folgt via 107-9:

2: Aus VS gleich “0 < z”
folgt via 107-22:

3: Aus VS
folgt:

2: Aus1.1“2 € S”
folgt via 137-6:

3: Aus2¢1:z2 € R”
folgt via €SZ:

4: Aus 3“1 :x Zahl”
folgt via FSMO:

6: Aus 5
folgt:

263

(0 <z)A(y =+00).

Y = +00.

1:2eR.
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Beweis 145-1 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “z €S§...”
folgt via 107-18:

Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #145
(x €S) A (y = +00).

(x<0)V(x=0)V(0<uax).

[1.1.Fa11]

2: Aus1.1.Fall“z <0’
folgt via 109-16:

3: Aus 2“0 < —z” und
aus VS gleich “...y = +00”

5: Aus 4
folgt:

folgt via des bereits bewiesenen a):

x <0

0< —x

)= (1: (=) (1:y).
L:(z-y)

2% (1 y)
T (1 (~xy))
(1 () )

2 (1 (-2)-(1:9)
S (-1 () (1:y)
2 ((~(1:2)) - (L1 y)
10074 (1:2)-(1:9).
(z-y)=(1:2)-(1:y).
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Beweis 145-1 b) VS gleich

265

(x €S) A (y = +00).

‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall z=0.
2: Aus VS
folgt: y = +00.
3: 1:(z-y)
.2.Fa
L2FRLL L)L)
21:(0- (+00))
AV 0
98-24
98-16 ,
9824 (1 ().
123-11
1 (110) - (1 (+00))
1.2.Fall
Bl (1) (1: (+00))
%(1:x)~(1:y).
4: Aus 3
folgt: (rry)=0Q:2)-(1:y).
1.3.Fall 0<ux.
Aus 1.3.Fall“0 < z” und
aus VS gleich “...y = 400”
folgt via des bereits bewiesenen a): (x-y)=0:2)-(1:y)

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
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Beweis 145-1 c¢) VS gleich

1: Aus VS“y = —o0”
folgt via 100-13:

2: Aus VS gleich “z €S...” und
aus 1“—y = +o0”
folgt via des bereits bewiesenen b):

5: Aus 4
folgt:

ARITHMETIK #145

(x € S)A (y = —o0).

-y = +00.

1:(z-y)

(-1 ()
(1 (—xey)
T ()

2 —((1:3)-(1:(-y))
(1) (<1 (-y)
1) (—(=(1:y)
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Beweis 145-1 d) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...y e R”
folgt via €SZ:

: Aus VS gleich “z €S...”

folgt via 95-15:

Fallunterscheidung‘

267

(x €S)A (y € R).

y €S.

(x eR)V (x=+400) V(= —00).

3.1: Aus2.1.Fall“zeR”
folgt via €SZ:

3.2: Aus VS gleich “...y e R”
folgt via €SZ:

4: Aus 3.1%x € C” und
aus 3.2“y € C”
folgt via 141-4:

z € R.
z e C.

y € C.

li(z-y)=©0:2)-(1:y).

3: Aus1“y €S” und
aus 2.2.Fall“x = +00”
folgt via des bereits bewiesenen b):

5: Aus 4
folgt:

xr = 400.
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Beweis 145-1 d) VS gleich (x €S)A (y €R).
‘Fallunterscheidung‘
7= —c0.
3: Aus1“y €S” und
aus 2.3.Fall“z = —o00”
folgt via des bereits bewiesenen c): l:y-z)=>0:y)-(1:2).
4 1:(z-y)
o)
3
=1:y)-(1:2)
KEM (T:z)-(1:y).
5: Aus 4
folgt: li(z-y)=>0Q:2)-(1:y).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: Li(z-y)=>0:2)-(1:y).
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Beweis 145-1 e) VS gleich (x € R) A (y = nan).
1: Aus VS
folgt: Yy = nan.
2: Es gilt: (x=0)V (0 #x).
Fallunterscheidung‘
z=0.
3: L:(z-y)
PET1(0-y)
21:(0-nan)
AV
08_24
A2YT0 . nan
98224 (1.0) - nan
B (1:0)- (11 nan)
“IE (1:2) - (1: nan)
=(l:a)-(1:y).
4: Aus 3
folgt: 1:(z-y)=(L:2) (L:y)
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Beweis 145-1 e) VS gleich (x € R) A (y = nan).
‘Fallunterscheidung‘
2.2.Fall 0+ z.
3.1: Aus VS gleich “z € R...”
folgt via €SZ: z e T.

3.2: Aus 2.2.Fall“0 # 2” und
aus VS gleich “x e R...”
folgt via 137-32: 0#1:x.

4.1: Aus 2.2.Fall“0 # z” und
aus 3.1“z € T”

folgt via AAVTI: Z - nan = nan.
4.2: Aus 3.1z €T”
folgt via 137-26: 1:2€T.

5: Aus 3.2“0#1:z” und
aus 4.2“1: 2 € T”
folgt via AAVTI: (1:2)-nan = nan.

6: 1:(z-y)

é1:(9c-nan)

1 nan

137-9
= " nan
2 (1:2)-nan
B9 ) - (11 nan)
é(l:x%(l:y).

7: Aus 6
folgt: li(z-y)=>0Q:2)-(1:y).
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Li(z-y)=>0:2)-(1:y).

O
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145-2. Die vertraute Formel 1: (z-y) = (1:z)-(1:y) gilt fir alle z,y € S und

falls x e R,y € T oder z € T,y € R:

145-2(Satz)
a) Aus “x €S7und “ye S folgt “1:(z-y)=(1:2)-(1:y)”.
b) Aus “x € R”und “y € T”folgt “1:(z-y)=(1:2)-(1:y)".

c) Aus “x € T”und “yeR”folgt “1:(x-y)=1:2)-(1:y)”.

RECH-Notation.

Beweis 145-2 a) VS gleich (xeS)A(y €8).

1: Aus VS gleich “...y € S”

folgt via 95-15: (yeR)V (y=400) V (y = —0).

Fallunterscheidung‘

Aus VS gleich “2 €S...” und
aus 1.1.Fall“y € R”

yeRr.

Aus VS gleich “2 €S...” und
aus 1.2.Fall“y = +o0”

folgt via 145-1: li(z-y)=>0:2) - (1:y).
1.2.Fall y = +oo.

aus 1.3.Fall“y = —0”

folgt via 145-1: li(z-y)=>0:2) - (1:y).
1.3.Fall Yy = —00.
Aus VS gleich “z €S...” und

folgt via 145-1: li(z-y)=>0:2)-(1:y).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

(1:y).
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Beweis 145-2 b) VS gleich (xeR)A(yeT).
1: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via 95-16: (y €S)V (y = nan).
Fallunterscheidung‘
yes.
2: Aus 1.1.Fall“y € S” und
aus VS gleich “z e R...”
folgt via 145-1: l:(y-z)=>0:y)-(1:2).
3 1:(z-y)
L )
Z(1:y)-(1:2)
) (1)
4: Aus 3
folgt: li(z-y)=>0:2)-(1:y).
y = nan.
Aus VS gleich “x € R...” und
aus 1.2.Fall“y = nan”
folgt via 145-1: li(z-y)=>0:2) - (1:y).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
li(z-y)=>0:2)-(1:y).
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Beweis 145-2 c¢) VS gleich

1: Aus VS gleich “...y € R” und
aus VS gleich “xz € T...”
folgt via des bereits bewiesenen b):

3: Aus 2
folgt:
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145-3. Wie in nachfolgenden Beispielen fest gestellt konnen die Voraussetzungen
von 145-2 nicht ohne Weiteres abgeschwicht werden:

145-3.Bemerkung

e Die Aussage

((reS)A(yeT) = (1:(z-y)=1:z)-(1:y)
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

(e A(yesS) = 1:(z-y)=1:z)-(1:y)
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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145-4. Wie an Hand dieses Beispiels klar gemacht wird, folgt aus x € S und
y € T nicht ohne Weiteres die Gleichung 1: (z-y) = (1:z)-(1:y):

145-4. BEISPIEL

Es gelte:

—) = +00.

—) Yy = nan.

Dann folgt:

a) x €S.

b) yeT.

c) 1:x=0.

d) 1:y=nan.

e) -y =nan.

) 1:(x-y)=nan.
g) (1:2)-(1:y)=0.
h) 1:(z-y)#(1:2) - (1:y).
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145-5. Wie an Hand dieses Beispiels klar gemacht wird, folgt aus x € T und
y € S nicht ohne Weiteres die Gleichung 1: (z-y) = (1:z)-(1:y):

145-5.BEISPIEL

Es gelte:

—) T = nan.

—) Yy = —00.

Dann folgt:

a) zeT.

b) y €S.

c) 1:x =nan.

d) 1:y=0.

e) -y = nan.

) 1:(x-y)=nan.
g) (1:2)-(1:y)=0.
h) 1:(z-y)#(1:2) - (1:y).
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145-6. Nun wird die Gleichung ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y) vorbereitend thema-
tisiert:

145-6(Satz)
a) Aus “Rex = 0"und “y Zahl” folgt “ab2(x - y) = ab2(x) - ab2(y)”.

b) Aus “lmz = 0"und “y Zahl” folgt “ab2(x -y) = ab2(x) - ab2(y)”.

REIM.RECH-Notation.

Beweis 145-6 a) VS gleich (Rex = 0) A (y Zahl).

1.1: Aus VS gleich “Rex =0...”
folgt via 130-2: Re(z - y) = —(Imz) - (Imy).

1.2: Aus VS gleich “Rex =0...”
folgt via 130-2: Im(z - y) = (Imz) - (Rey).

1.3: Aus VS gleich “Rex =0...”
folgt via 130-2: Imzx € T.

1.4: Aus VS gleich “Rex =0...”
folgt via 130-2: ab2(z) = (Imz) - (Imz).

1.5: Aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-9: (Rey € T) A (Imy € T).

2.1: Aus 1.3“lmzx € T”,
aus 1.56“Rey e T...7,
aus 1.3%“Ilmx € T” und
aus 1.5“Rey € T...”
folgt via 113-18:

((Imz) - (Rey)) - ((Imz) - (Rey)) = ((Imz) - (Imz)) - ((Rey) - (Rey)).

2.2: Aus 1.3“lmzx e T”,
aus 1.5“. .. Imy e T”,
aus 1.3%“Ilmx € T” und
aus 1.5 ..Imy e T”
folgt via 113-18:

((Imz) - (Imy)) - ((Imz) - (Imy)) = ((Imz) - (Im2)) - ((Imy) - (Imy)).
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Beweis 145-6 a) VS gleich

ARITHMETIK #145

(Rex = 0) A (y Zahl).

3: ab2(z - y)
"= (Re(z - y)) - (Re(z - y)) + (Im(z - y)) - (Im(z - y))
= (—(Imz) - (Imy)) - (=(Imz) - (Imy)) + Im(z - ) - Im( - y)
= ((Ima) - (Imy)) - ((Imz) - (Imy)) + Im(z - ) - Im(2 - y)
2 ((Imz) - (Imy)) - (Imz) - (Imy)) + ((Imz) - (Rey)) - ((Ima) - (Rey))
2 ((Im) - (Imz)) - ((Imy) - (Imy)) + ((Im) - (Rey)) - (Imz) - (Rey))
= ((Im) - (Imz)) - ((Imy) - (Imy)) + ((Im) - (Im2)) - ((Rey) - (Rey))
=2 ((Ima) - (Im2)) - ((Rey) - (Rey)) + ((Imz) - (Imz)) - (Imy) - (Imy))
PEE ((Im2) - (Imz)) - ab2(y)
= ab2(z) - ab2(y)
4: Aus 3
folgt: ab2(x - y) = ab2(z) - ab2(y)

b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “Imz=0..."

folgt via 130-3:

1.2:
folgt via 130-3:

1.3:
folgt via FST:

1.4:
folgt via 130-3:

1.5: Aus VS gleich “...y Zahl”

folgt via 96-9:

Aus VS gleich “Imz =0...

Aus VS gleich “Imz =0...

Aus VS gleich “Imz =0...”

(Imz = 0) A (y Zahl).

Re(z - y) =z - (Rey).

Im(z - y) =2 - (Imy).

rzeT.

ab2(z) =z - x.

(Rey € T) A (Imy € T).
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Beweis 145-6 b) VS gleich

2.1: Aus1.3“z€T”,
aus 1.5“Rey e T..."”,
aus 1.3“z € T” und
aus 1.5“Rey € T...”
folgt via 113-18:

2.2: Aus 1.3z €T”,

aus 1.5, ..Imy e T",
aus 1.3“z € T” und

aus 1.5 .. Imy e T”

folgt via 113-18:

4: Aus 3
folgt:

(z - (Rey)) - (x - (Rey)) = (x

ab2(x

ab2(z - y)
) +Im(z - y) - Im(z-y)
)+ Im(z-y) - Im(z - y)
(z - (Imy)) - (z - (Imy))
(z - (Imy)) - (z - (Imy))
(@ z) - ((Imy) - (Imy))
PER (2 2) - ab2(y)

279

(Imz = 0) A (y Zahl).

-) - ((Rey) - (Rey)).

= ab2(x) - ab2(y).

-y) = ab2(x) - ab2(y).

O
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145-7. Nun wird Hinreichendes fiir “ab2(z - y) = ab2(x) - ab2(y)” angegeben:

a)
b)
c)
d)
e)

f)

g)

145-7(Satz)

Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus

“Rex = 07 folgt “ab2(x - y) = ab2(x) - ab2(y)”.
“Imz = 07 folgt “ab2(x -y) = ab2(zx) - ab2(y)”.
“Rey = 07 folgt “ab2(x - y) = ab2(x) - ab2(y)”.
“Imy = 07 folgt “ab2(x - y) = ab2(x) - ab2(y)”

‘v € T” folgt “ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y)”.
“y e T” folgt “ab2(x -y) = ab2(x) - ab2(y)”.

“r e C’und “y € C” folgt “ab2(z - y) = ab2(x) - ab2(y)”.

REIM.RECH-Notation.
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Beweis 145-7 a) VS gleich Rex = 0.
1: Via 95-6 gilt: (y Zahl) V (y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
y Zahl

Aus VS gleich “Rex = 0” und
aus 1.1.Fall“y Zahl”

folgt via 145-6: ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y).
1.2 Fall yd A.
2.1: Aus1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-16: z-y=U.
2.2: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-22: ab2(y) =U.
3: ab2(z - y) 2 ab2(U) *°=*2 1 *°="? ab2(2) - U 22 ab2(z) - ab2(y).
4: Aus 3
folgt: ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y).
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Beweis 145-7 b) VS gleich Imz = 0.
1: Via 95-6 gilt: (y Zahl) V (y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall y Zahl.
Aus VS gleich “Imz =07 und
aus 1.1.Fall“y Zahl”
folgt via 145-6: ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y).
1.2 .Fall y A
2.1: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-16: z-y=U.
2.2: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-22: ab2(y) =U.
3: ab2(z - y) 2 ab2(U) *°=*2 1 *°="? ab2(2) - U 22 ab2(z) - ab2(y).
4: Aus 3
folgt: ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y).

c) VS gleich Rey = 0.
1: Aus VS gleich “Rey =0"
folgt via des bereits bewiesenen a): ab2(y - z) = ab2(y) - ab2(x).
2: ab2(z - y) "2 ab2(y - ) = ab2(y) - ab2(z) "= ab2(x) - ab2(y).
3: Aus 2
folgt: ab2(x - y) = ab2(x) - ab2(y).
d) VS gleich Imy = 0.
1: Aus VS gleich “Imy =0"
folgt via des bereits bewiesenen b): ab2(y - x) = ab2(y) - ab2(z).
2: ab2(z - y) "2 ab2(y - ) = ab2(y) - ab2(z) "= ab2(x) - ab2(y).
3: Aus 2

folgt: ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y).
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Beweis 145-7 e) VS gleich

1:

Aus VS gleich “z € T”
folgt via FST:

: Aus 1¢Imz =07
folgt via des bereits bewiesenen b):

f) VS gleich

1:

Aus VS gleich “y € T”
folgt via FST:

: Aus 1¢Imy =07
folgt via des bereits bewiesenen d):

g) VS gleich

1.1:

Aus VS gleich “z € C...”
folgt via 101-1:

: Aus VS gleich “...y e C”

folgt via 128-9:

: Aus 1.1“Rez ¢ R...” und

aus 1.1“Rex e R...”
folgt via -SZ:

: Aus 1.1, ..Imz € R” und

aus 1.14. .. Imz e R”
folgt via -SZ:

: Aus 1.2%ab2(y) e R”

folgt via DGR:

ab2(y) - ((Rex) - (Rex) + (Imz) - (Imz))
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reT.

Imz = 0.

ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y).

yeT.

Imy = 0.

ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y).

(x e C)A(y e C).

(Rex € R) A (Imz € R).

ab2(y) € R.

(Rex) - (Rex) € R.

(Imz) - (Imz) € R.

= ab2(y) - ((Rex) - (Rex)) + ab2(y) - ((Imz) - (Imz)).

: Aus 2.1%(Rex) - (Rex) € R”

folgt via DGR:

((Rez) - (Rex)) - ((Rey) - (Rey) + (Imy) - (Imy))

= ((Rex) - (Rex)) - ((Rey) - (Rey)) + ((Rex) - (Rex)) - ((Imy) - (Imy)).

: Aus 2.2%(Imz) - (Imz) € R”

folgt via DGR:

((Imz) - (Imz)) - ((Rey) - (Rey) + (Imy) - (Imy))

= ((Imz) - (Imz)) - ((Rey) - (Rey)) + ((Imz) - (Imz)) - ((Imy) - (Imy)).
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Beweis 145-7 g) VS gleich (x e C)A (y € C).

4: ab2(z - y)

B2 ((Rex) - (Rex)) - ((Rey) - (Rey)) + ((Imz) - (Ima)) - ((Imy) - (Imy)))
+(((Rez) - (Rex)) - ((Imy) - (Imy)) + ((Imz) - (Imz)) - ((Rey) - (Rey)))

(
"= ((Rex) - (Rem)) - (Rey) - (Rey)) + ((Rex) - (Rex)) - (Imy) - (Imy))
+(((Ima) - (Im2)) - (Imy) - (Imy)) + (M) - (Ima)) - ((Rey) - (Rey)))

( - (Rey) + (Imy) - (Imy))
+(((Imz) - (Imx)) - ((Imy) - (Imy)) + ((Imz) - (Im2)) - ((Rey) - (Rey)))
(

+((Imz) - (Imz)) - ((Imy) - (Imy) + (Rey) - (Rey))

+((Imz) - (Imx)) - ((Rey) - (Rey) + (Imy) - (Imy))
"= ((Rex) - (Rex)) - ab2(y) + ((Imz) - (Imx)) - ab2(y)
“EMab2(y) - ((Rex) - (Rex)) + ((Imz) - (Imz)) - ab2(y)
“EMab2(y) - ((Rex) - (Rex)) +ab2(y) - ((Imz) - (Ima))
2 ab2(y) - ((Rex) - (Rex) + (Imz) - (Ima))
=" ab2(y) - ab2(z)
KEM ab2(z) - ab2(y).
5: Aus 4
folgt: ab2(z - y) = ab2(z) - ab2(y).

O
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145-8. Wie in 145-9,10 dargelegt, kann die Voraussetzung z,y € C in 145-7g)
nicht ohne Weiteres abgeschwécht werden:

145-8.Bemerkung

e Die Aussage
“((r eB)A (y € C)) = (ab2(x - y) = ab2(x) - ab2(y))”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
“((r e C)A (y € B)) = (ab2(x - y) = ab2(x) - ab2(y))”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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145-9. Wie an Hand vorliegenden Beispiels klar gemacht wird, kann in 145-8g)
nicht ohne Weiters lediglich x € B gefordert werden:

145-9.BEISPIEL

Es gelte:
—) = (4+00) +i- (4+00).
—) y=1+1i.
Dann folgt:
a) ze€B.
b) yeC.
c) z-y=nan+i- (+00).
d) ab2(z) =
e) ab2(y) =

b2(
b2(
£) ab2(z - ) = nan.
g) ab2(x) - ab2(y) = +oc.
(

h) ab2(x -y) # ab2(x) - ab2(y).
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145-10. Wie an Hand vorliegenden Beispiels klar gemacht wird, kann in 145-8g)

nicht ohne Weiters lediglich y € B gefordert werden:

145-10.BEISPIEL

—)

—)

a)
b)
c)
d) a
e) a
f) a
g) a
h)

Es gelte:

=141

y = (+00) +i- (+00).

Dann folgt:

z € C.

y € B.

x-y=nan+i-(400).
) =

y) =

b2(
b2(
b2(x - y) = nan.
b2(z) - ab2(y) = +oc.
(

ab2(z - y) # ab2(z) - ab2(y).
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145-11. Vorbereitend fiir 145-12 wird das nunmehrige Resultat etabliert:

145-11(Satz)

Aus “x € R”und “y Zahl” folgt “1:(x-y)=1:2)-(1:y)”.

RECH-Notation.

Beweis 145-11 VS gleich

(x € R) A (y Zahl).

REIM-Notation.

folgt via €SZ:

folgt via €SZ:

: Aus VS gleich “.
folgt via 128-11:

: Aus VS gleich “.

folgt via 96-9:

: Aus VS gleich “.

folgt via 96-9:

: Aus 1.1%z € T”

folgt via FST:

: Aus 1.1%z € T7”

folgt via 145-7:

: Aus 1.1%z €T

folgt via 130-1:

: Aus 1.2z C”

folgt via 128-9:

: Aus VS gleich “z € R...”

: Aus VS gleich “z € R...”

..y Zahl”

..y Zahl”

..y Zahl”

ab2(x

zeT.

z e C.

ab2(y) € T.

Rey € T.

Imy € T.

Imzx = 0.

-y) = ab2(x) - ab2(y).

x:(rx-z)=1:2

ab2(x) € R.
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Beweis 145-11 VS gleich

3.1: Aus2.1“lmz =07

folgt via 130-3:

: Aus 2.1%lmx =07

folgt via 130-3:

: Aus 2.4%ab2(z) e R” u

aus 1.3“ab2(y) € T”
folgt via 145-2:

: Aus 2.1%lmx =07

folgt via 130-3:

: Aus 2.4%“ab2(z) e R”
folgt via €SZ:

: Aus 4“ab2(x) e T”
folgt via 137-6:

: Aus 1.3%ab2(y) e T”
folgt via 137-6:

: Aus 1.1z €T,

aus 1.4“Rey € T” |

aus 5.1“1:ab2(z) € T”
aus 5.21:ab2(y) e T”
folgt via 113-18:

(- (Rey)) - ((1 : ab2(x))

: Aus 1.1z €T,

aus 1.5%lmy e T” |

aus 5.1“1: ab2(z) € T”
aus 5.2“1 :ab2(y) € T”
folgt via 113-18:

(@ - (Imy)) - (1 : ab2(x))
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(x € R) A (y Zahl).

Re(z - y) = x - (Rey).

Im(z-y) =2 (Imy).
nd

1:(ab2(z) - ab2(y)) = (1 : ab2(x)) - (1 : ab2(y)).

ab2(z) =z - x.

ab2(z) € T.

1:ab2(x) € T.

1:ab2(y) € T.

und

 ab2(x))) - ((Rey) - (1 ab2(y))).

und

-(1:ab2(y))

 ab2(x))) - ((Imy) - (1 : ab2(y))).
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Beweis 145-11 VS gleich (x € R) A (y Zahl).

7:1:(x-y)

3=( - (Rey)) : ab2(x - y) +i- ((=Im(z - y)) : ab2(x - y
= (2 (Rey)) : ab2(z - ) +i- ((—(a - (
- (Rey)) - (1 :ab2(z - y)) +i- ((—(2 - (Imy))) - (1: ab2(z - y
- (Rey)) - (1:ab2(z - y)) +1i- (=((z - (Imy)) - (1 : ab2(x - y)
% (2-(Rey))-(1 : (ab2(x)-ab2(y))) +i-(((z- (Imy))-(1 : (ab2(x)-ab2(y))

= (- (Rey)) - ((1: ab2(x)) - (1: ab2(y)))
+i- (=((x - (Imy)) - (1 : ab2(x)) - (1 : ab2(y)))))

(- (1:ab2(2))) - ((Rey) - (1: ab2(y))))
i (=((2 - (Imy)) - (1 ab2(2)) - (1 : ab2(y)))

22 (- (1:ab2(x)) - ((Rey) - (1 : ab2(y))))
+i- (=((z - (1:ab2(x))) - ((Imy) - (1 : ab2(y)))))

FE (1 ab2(a)) - (Rey) - (1: =b2(1))
(= (( + ab2(2)) - (Imy) - (1: ab2(y))))

1361 (x : ab2(z)) - ((Rey) : ab2(y)))
+i- (= ((z : ab2(x)) - ((Imy) -

PET (2 ab2(x)) - ((Rey) 1 ab2(y))) +i - (—((x : ab2(x)) -
2 (@ (2 2)) - ((Rey) : ab2(y))) +i- (—((z: (

2 (1:2) - ((Rey) - ab2(y))) +i- (—((1: 2) -
= (1:2) - ((Rey) : ab2(y))) +i- ((1: ) - (—(Imy) : ab2(
P57 (1: ) - (Rey) s ab2(y))) +i- (12 x) - ((—Imy) : ab2(y

PEY (1 2)-Re(l:y) +i-((1:x)-((—Imy) : ab2(y)

136 1

(z
FS:(
)

w
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Beweis 145-11 VS gleich (x € R) A (y Zahl).

7: 1:(x-y)

=(1:2)-Re(l:y)+i-((1:2)-((~Imy):ab2(y)))
P20 (1ia) - Re(Liy) +i-((Liz)-Im(1:y))
1) (1 y).

8: Aus 7
folgt: l:(z-y)=>0:2)-(1:y).



292 ARITHMETIK #145

145-12. Die vertraute Formel 1 : (z -y) = (1 : z) - (1 : y) gilt nicht nur fiir
x,y € C - siehe 141-4 -, sondern allgemein fiir x € R oder y € R:

145-12(Satz)

a) Aus “x € R”folgt “1:(x-y)=00:2)-(1:9)”.

b) Aus “yeR”folgt “1:(x-y)=1:2)-(1:y)”.

RECH-Notation.
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Beweis 145-12 a) VS gleich r e R
1: Via 95-6 gilt: (y Zahl) V (y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
y Zahl.

Aus VS gleich “z € R” und
aus 1.1.Fall“y Zahl”

folgt via 145-11: li(z-y)=>0Q:2)-(1:y).
1.2 Fall y ¢ A.
1.1: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-16: z-y=U.
1.2: Aus 1.2.Fall“y ¢ A
folgt via 96-18: l:y=U.
2: 1:(a:~y)1ill:u96£19u96;19(1::c)~L{1iz(1::c)~(1:y).
3: Aus 2
folgt: li(z-y)=>0:2) - (1:y).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
li(z-y)=>0:2)-(1:y).

b) VS gleich yeR.
1: Aus VS gleich “y € R”
folgt via des bereits bewiesenen a): l:(y-x)=>0:y) - (1:x).
2: 1:(x-y)KC:;Ml:(y~x)é(1:y)~(1:x)KgM(l:x)-(lzy).
3: Aus 2
folgt: li(z-y)=>0:2)-(1:y).
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145-13. Nun werden die DivisionsKiirzungsRegeln T bewiesen.
Die Beweis-Reihenfolge ist ¢) - a) - b):

145-13(Satz) (DKRT: Divisions-KiirzungsRegeln T)

a) Aus “0#a € R”und “x € T” folgt “(a-x):a=2x".
b) Aus “0#a € R”und “xz € T” folgt “a:(a-z)=1:2".
c) Aus “0#a e R7und “z € T”und “yecT”

folgt “(a-x):(a-y)=x:y".

RECH-Notation.

Beweis 145-13 c) VS gleich 0#aceR)A(zeT)A(yeT).

1.1: Aus VS gleich “...a e R...”
folgt via 145-12: l:(a-y)=(1:a) - (1:y).

1.2: Aus VS gleich “...a e R...”
folgt via €SZ: acT.

1.3: Aus VS gleich “...a e R...”
folgt via €SZ: a e C.

1.4: Aus VS gleich “...z € T...”
folgt via €SZ: x Zahl.

1.5: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via €SZ: y Zahl.
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Beweis 145-13 c) VS gleich

2.1:

2.2:

2.3:

2.4:

3.1:

3.2:

5:

Aus VS gleich “...y € T”
folgt via 137-26:

Aus 1.2 € T”
folgt via 137-26:

Aus VS gleich “0# a...” und
aus 1.3“a € C”
folgt via 139-3:

Aus 1.4“z Zahl” und
aus 1.5%y Zahl”
folgt via :SZ:

Aus 1.2 € T”,

aus VS gleich “...x € T...”,
aus 2.2“1:a €T” und

aus 2.1“1:yeT”
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0#aeR)A(xeT)AN(yeT).

1:yeT.

l:aeT.

x :y Zahl.

folgt via 113-18: (a-z)-(1:a)-(1:y)=(a-(1:a)) (x-(1:y)).

Aus 2.4%x : y Zahl”
folgt via FSM1:

Aus 4

folgt: (a-z):(a-y)=z:y.
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Beweis 145-13 a) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...a e R...”
folgt via €SZ:

: Aus VS gleich “...z € T”
folgt via €SZ:

: Aus VS gleich “0#a€R...7,
aus VS gleich “...x € T” und
aus 95-12“1 € T”
folgt via des bereits bewiesenen c):

: Aus 1.1%a Zahl”
folgt via FSM1:

: Aus 1.2%x Zahl”
folgt via FSD1:

: Aus 3
folgt:

b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...a e R...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “0#ae€R...”,
aus 95-12“1 € T” und
aus VS gleich “...x € T”

folgt via des bereits bewiesenen c):

: Aus 1.1%a Zahl”
folgt via FSM1:

: Aus 3
folgt:
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(0#a€eR)A(xeT).

a Zahl.

x Zahl.

a-1=a.
r:l==x
(a-:)s):ag(a-x):(a-l)gg;jzéx.
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Einiges iiber z : y = 0.
Einiges iiber x : ab2(y) = 0.

Ersterstellung: 08/08/10 Letzte Anderung: 22/03/12
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146-1. Im vorliegenden Satz wird ein an NTFA erinnerndes Kriterium fiir z :
y = 0 formuliert:

146-1(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) z:y=0.
i1) “(z =0) A (y Zahl)” oder “(x Zahl) A (1:y =0)".

iii) “(x =0) A (y Zahl)” oder “(z Zahl) A (y =0)”
oder “(x Zahl) A (y € B\ C)”.

RECH-Notation.

Beweis 146-1 VS gleich x:y=0.
1: Via 136-1 gilt: r:y=x-(1:y).

2: Aus VS gleich “z:y =0” und
aus 1“z:y=x-(1:y)”

folgt: z-(1:y)=0.
3.1: Aus2“z-(1:y)=0"

folgt via NTFA: ((x=0)A(1:y Zahl)) V ((z Zahl) A (1 :y = 0)).
3.2: Via 123-7 gilt: (1:y Zahl) < (y Zahl).

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: ((x =0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (1 : y = 0)).
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Beweis 146-1

VS gleich

1:

((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (1: y = 0)).

Nach VS gilt: (x =0) A (y Zahl)

V
(x Zahl) A (1:y =0).

Fallunterscheidung‘

2.1.Fall (x = 0) A (y Zahl).

Aus 2.1.Fall
folgt:

((z =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).

2.2.Fall (z Zahl) A (1:y = 0).

3:

4:

folgt: (x Zahl) A ((y =0) V (y € B\ C)).
: Aus 4

folgt: ((x Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C€)).
: Aus b

folgt:

Aus 2.2.Fall“...1:y=0"
folgt via 137-22: (y=0)V(yeB\C).

Aus 2.2.Fall“x Zahl...” und
aus 3“(y=0)V (y e B\ C)”

((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).



300 ARITHMETIK #146

Beweis 146-1

VS gleich ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).

1: Nach VS gilt:
((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall (x =0) A (y Zahl).
2: Aus1.1.Fall“...y Zahl”
folgt via FSDO: 0:y=0.

3: Aus1.1.Fall“z=0..."und
aus 2“0:y=20"

folgt: z:y=0.

1.2.Fall (x Zahl) A (y = 0).
2: Aus 1.2.Fall“gx Zahl...”

folgt via FSDO: z:0=0.

3: Aus2“2:0=07 und
aus 1.2.Fall“...y=0"

folgt: z:y=0.
1.3 Fall (z Zahl) A (y € B\ C).
2.1: Aus 1.3.Fall“z Zahl”
folgt via FSMO: z-0=0.
2.2: Aus 1.3.Fall“...y e B\C”
folgt via 137-22: 1:y=0.
3: iy B¢y (1 )2:21702:10
4: Aus 3
folgt: x:y=0.
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: x:y=0.
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146-2. Unter der Zusatz-Voraussetzung y € T prézisiert sich 146-1 zu der nun-
mehrigen Form:

146-2(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) “z:y=0"und “yeT”.

ii1) “(z=0)A(yeT)”
oder “(xz Zahl) A ((y =0) V (y = +00) V (y = —0)) "

RECH-Notation.
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Beweis 146-2 VS gleich (x:y=0)A(yeT).
1: Aus VS gleich “x:y=0...7
folgt via 146-1: (x =0) A (y Zahl)
V
(x Zahl) A (1:y =0).
Fallunterscheidung‘
(z = 0) A (y Zahl).
2: Aus1.1.Fall“z=0..." und
aus VS gleich “...y € T”
folgt: (x=0)A(yeT).
3: Aus 2
folgt:
(z=0)A(yeT))V((x Zahl) A ((y = 0) V (y = +00) V (y = —0))).
(z Zahl) A (11 y = 0).
2: Aus VS gleich “...y € T” und
aus 1.2.Fall“...1:y=0"
folgt via 137-21: (y=0)V (y=4o0)V (y = —0).
3: Aus 1.2.Fall“x Zahl...” und
aus 2“(y=0) V (y = 4o00) V (y = —00)”
folgt: (x Zahl) A ((y = 0) V (y = +00) V (y = —0)).
4: Aus 3
folgt:
(z=0)A(yeT)V(( Zahl) A ((y = 0) V (y = +00) V (y = —0))).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(z=0)A(yeT)V((z Zahl) A ((y = 0) V (y = +00) V (y = —00))).
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Beweis 146-2

303

VS gleich ((x=0)A(y€T))V ((x Zahl) A ((y =0) V (y = +0) V (y = —0))).

1:

Nach VS gilt:

(z Zahl) A ((y = 0) V (y = +00) V (y = —00)).

Fallunterscheidung‘

(x=0)A(y € T).

2: Aus1.1.Fall®...yeT”
folgt via €SZ: y Zahl.

: Aus1.1.Fall“z=0..." und

aus 2“y Zahl”

folgt via 146-1: z:y=0.
: Aus 3“z:y=0" und

aus 1.1.Fall“...y eT”

folgt: (x:y=0A(yeT.
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Beweis 146-2

VS gleich ((x=0)A(y€T))V ((x Zahl) A ((y =0) V (y = +0) V (y = —0))).

‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall (x Zahl) A ((y = 0) V (y = +00) V (y = —0)).
2: Aus 1.2.Fall
folgt: (x Zahl) A (y = 0)
V
(x Zahl) A (y = 4+00)
V
(x Zahl) A (y = —00).
Fallunterscheidung‘
2.1.Fall (x Zahl) A (y = 0).
3.1: Aus 2.1.Fall“gx Zahl...”
folgt via FSDO: xz:0=0.
3.2: Aus 2.1.Fall“...y=0"und
aus 95-12“0 € T” folgt: yeT.
4: Aus3.1“2:0=0" und
aus 2.1.Fall“...y =0"
folgt: x:y=0.
5: Aus4“z:y=0" und
aus 3.2y eT”
folgt: (x:y=0)A(yeT).
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Beweis 146-2

VS gleich ((x=0)A(y€T))V ((x Zahl) A ((y =0) V (y = +0) V (y = —0))).

‘Fallunterscheidung‘

(x Zahl) A ((y = 0) V (y = +00) V (y = —o0)).

‘Fallunterscheidung‘

2.2.Fall (x Zahl) A (y = +00).

3.1: Aus 2.1.Fall“z Zahl...”
folgt via 137-3: x @ (+00) =0.

3.2: Aus 2.2.Fall“...y = 4"
folgt via 95-16: yeT.

4: Aus2.1“z: (400) =0" und

aus 2.2.Fall“...y = +”

folgt: z:y=0.
5: Aus4“z:y=0" und

aus 3.2y e T”

folgt: (x:y=0A(yeT).
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Beweis 146-2

VS gleich ((x

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #146

(x Zahl) A ((y

‘Fallunterscheidung‘

0)V (y = +00) V (y = —0)).

3.1: Aus 2.1.Fall“x Zahl...”
folgt via 137-3:

3.2: Aus 2.3.Fall“...y = —oc0”
folgt via 95-16:

4: Aus 3.1“z:(—00) =0" und
aus 2.3.Fall“...y = —x”
folgt:

5: Aus4“z:y=0" und

aus 3.2y e T”
folgt:

z:(—00)=0
yeT
z:y=0.

(z:y=0)A(yeT).

|Ende Fallunterscheidung]ln allen Féllen gilt: (z:y=0)A(y€T).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(:y

0)A(yeT).
U
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146-3. Wird in 146-2 die Klasse y durch ab2(y) ersetzt, so ergibt sich ohne allzu
viel Aufwand folgendes Kriterium:

146-3(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z:ab2(y) =0.
ii) “(x =0) A (y Zahl)” oder “(z Zahl) A (y =0)”

oder “(z Zahl) A (ab2(y) = +00)”.

RECH-Notation.

Via 128-8 ist ein Kriterium fiir “ab2(y) = +o00” verfiigbar.

Beweis 146-3 VS gleich x :ab2(y) = 0.

1:

Aus VS gleich “z : ab2(y) =07 und
aus 95-5“0 Zahl”

folgt: x : ab2(y) Zahl.
: Aus 1“x : ab2(y) Zahl”

folgt via 96-17: y Zahl.
: Aus 2“y Zahl”

folgt via 128-11: ab2(y) € T.

: Aus VS gleich “z : ab2(y) = 0" und

aus 3“ab2(y) € T”
folgt via 146-2: (x =0) A(ab2(y) € T)
V((x Zahl) A ((ab2(y) = 0) V (ab2(y) = +00) V (ab2(y) = —0))).

: Aus 4

folgt: ((x =0) A (ab2(y) € T)) V ((x Zahl) A (ab2(y) = 0))
V((z Zahl) A (ab2(y) = +00)) V ((x Zahl) A (ab2(y) = —00)).

‘Fallunterscheidung‘
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Beweis 146-3 VS gleich x :ab2(y) = 0.
Fallunterscheidung‘
5.1.Fall (z = 0) A (ab2(y) € T).
6: Aus5.1.Fall“z=0...” und
aus 2“y Zahl”
folgt: (x =0) A (y Zahl).
7: Aus 6
folgt:

((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V((x Zahl) A (ab2(y) = +00)).

(w Zahl) A (ab2(y) = 0).

6: Aus 5.2.Fall“...ab2(y)=0"
folgt via 128-2: y=0.

7: Aus 5.2.Fall“zx Zahl...” und
aus 6“y =0"
folgt: (x Zahl) A (y = 0).

8: Aus7
folgt:
((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y =0))
V((x Zahl) A (ab2(y) = +00)).

5.3.Fall (x Zahl) A (ab2(y) = +00).

Aus 5.3.Fall
folgt:
((x = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (ab2(y) = +00)).

(z Zahl) A (ab2(y) = —c0).

Es gilt 5.4.Fall“...ab2(y) = —o0”.
Via 128-14 gilt “ab2(y) # —o0” .
Ex falso quodlibet folgt:
((x =0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (ab2(y) = 400)).
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Beweis 146-3

‘Fallunterscheidung‘
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VS gleich x :ab2(y) = 0.

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (ab2(y) = +00)).

VS gleich ((x = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (ab2(y) = +00)).

1: Nach VS gilt: (x =0) A (y Zahl)
vV (x Zahl) A (y = 0)
V. (x Zahl) A (ab2(y) = +00).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall (x =0) A (y Zahl).
2: Aus1.1.Fall“...y Zahl”
folgt via 128-11: ab2(y) € T.
3: Aus1.1.Fall“z=0..."und
aus 2“ab2(y) € T”
folgt via 146-2: x :ab2(y) = 0.
1.2 .Fall (z Zahl) A (y = 0)
2.1: Aus 1.2.Fall“z Zahl...”
folgt via FSDO: xz:0=0.
2.2: Aus 1.2.Fall“...y=0"
folgt via 128-2: ab2(y) = 0.
x:ab2(y)¥x:02il0.
4: Aus 3
folgt: x :ab2(y) = 0.
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Beweis 146-3

VS gleich ((x = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (ab2(y) = +00)).

‘Fallunterscheidung‘
1.3.Fall (@ Zahl) A (ab2(y) = +o0).
2: Aus 1.3.Fall“z Zahl...”
folgt via 137-3: x: (+00) =0.

3: Aus 2z : (+00) = 0”7 und
aus 1.3.Fall“...ab2(y) = +00”
folgt: x :ab2(y) = 0.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: x :ab2(y) = 0.
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146-4. Falls 0 # y € C, dann folgt aus = : y = 0 die Gleichung x = 0:

146-4(Satz)

Aus “z:y=0"und “0#y € C”folgt “z=0".

RECH-Notation.

Beweis 146-4 VS gleich (x:y=0)A(0#£yeC).

1.1: Aus VS gleich “z:y=0...”7
folgt via 136-1: z-(1:y)=0.

1.2: Aus VS gleich “...0#£y e C”
folgt via 137-23: 0#£41:yeC.

2: Aus1.1“z-(1:y)=0" und
aus 1.2“0#1:y...7
folgt via 140-10: x = 0.
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Einiges iiber <, < und -.

Ersterstellung: 08/08/10 Letzte Anderung: 24/03/12
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147-1. Falls z < y und 0 < @ € R, dann a - x < a-y. Unter anderem im Fall
a = +o0o reduziert sich die Schlussfolgerung auf a - x < a - y. Korrespondierendes
gilt fir R 3 a < 0 und a < 0:

147-1(Satz)
a) Aus “x <y”und “0<a€R”folgt “a-x<a-y”.
b) Aus “x <y”’und “0<a”folgt “a-x<a-y”.
c) Aus “x <y und “0<a”folgt “a-x<a-y”.
d) Aus “x <y’und “R>a<0”folgt “a-y<a-zx”.
e) Aus “x <y’und “a <07 folgt “a-y<a-z”.

£) Aus “x <y’und “a <07 folgt “a-y<a-x”

RECH. <-Notation.
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Beweis 147-1 a) VS gleich (x <y)AN (0 <aeR).

1.1: Aus VS gleich “z <y...”
folgt via 107-9: x € S.

1.2: Aus VS gleich “z <y...”
folgt via 109-7: 0<y—ux.

2.1: Aus VS gleich “...a € R” und
aus 1.1“z € S”
folgt via -SZ: a-x €S.

2.2: Aus VS gleich “...0 < a...” und
aus 1.2“0<y—a”
folgt via FS< - 0<a-(y—x).

3.1: Aus2.1“a-z€8S”
folgt via €SZ: a-xveT.

3.2: Aus VS gleich “...a € R”
folgt via DGR: a-(y—x)=a-y—a-uz.

4: Aus 2.2“0<a-(y—x)” und
aus 3.2 - (y—x)=a-y—a-x”
folgt: 0<a-y—a-=x.

5: Aus4“0<a-y—a-z” und
aus 3.1%a-x € T”
folgt via 109-9: a-r<a-y.
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Beweis 147-1 b) VS gleich (x <y)A(0<a).

1: Aus VS gleich “...0 <a”
folgt via 107-16: (a €R)V (a =+00).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall a € R.
2: Aus VS gleich “z < y...”,
aus VS gleich “...0<a...” und
aus 1.1.Fall“a € R”
folgt via des bereits bewiesenen a): a-x<a-y.
3: Aus 2
folgt via 41-3: a-xr<a-y.
1.2.Fall a = +o00.
2: Aus VS gleich “z < y...”
folgt via 107-9: (x €S)A(y €8).
3: Aus2“zeS...”7
folgt via 107-18: (x<0)V(x=0)V(0<z).
Fallunterscheidung‘
3.1.Fall x < 0.
4: Aus 3.1.Fall“x <0”
folgt via 107-22: (+00) - & = —o0.

5: Aus 95-11“+00 € S” und
aus 2“...y € S”

folgt via -SZ: (+00) -y €S.
6: Aus 5“(4+00)-y€S”
folgt via 107-5: —00 < (400) - y.

7: Aus 4“(400) -z = —00” und

aus 6“—o00 < (+00) - y”

folgt: (+00) -z < (+00) - y.
8: Aus 7“(400) -z < (+00) - y” und

aus 1.2.Fall“a = +o0”

folgt: a-r<a-y.




316

Beweis 147-1 b) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #147

(x <y)A(0<a).

‘Fallunterscheidung‘

a = +00.

: Aus8“a-x<a-y’

3.2.Fall xz=0.
4: Aus VS gleich “z < y...” und
aus 3.2.Fall“z =0"
folgt: 0<uy.
5.1: Aus4“0<y”
folgt via 107-22: (+00) -y = +00.
5.2: Aus AAVI¥(4+00) -0 = 0" und

aus 107-6“0 < 400"
folgt: (+00) - 0 < 400.

: Aus 5.2%(+00) - 0 < +00” und

aus 5.1%(+00) -y = 400"
folgt: (+00) - 0 < (+00) - y.

: Aus 6% (400) -0 < (400) - y” und

aus 1.2.Fall“a = +0”
folgt: a-0<a-y.

: Aus7¢a-0<a-y” und

aus 3.2.Fall“x =0”
folgt: a-xr<a-y.

folgt via 41-3: a-r<a-y.
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Beweis 147-1 b) VS gleich (x <y)A(0<a).
‘Fallunterscheidung‘
a=+oo.

‘Fallunterscheidung‘

3.3.Fall 0 <.
4.1: Aus 3.3.Fall“0 < z”
folgt via 107-22: (+00) -z = +00.

4.2: Aus 3.3.Fall“0 < 2” und
aus VS gleich “z < y...”
folgt via 107-8: 0<uy.

5: Aus4.20<y”
folgt via 107-22: (+00) -y = 400.

6: Aus 4.1“(+00) 2 =+00” und

aus 107-6“+o0c0 < +00”

folgt: (+00) -z < +o0.
7: Aus 6“(400) -z < 4+00” und

aus 5“(400) -y = +00”

folgt: (+00) -z < (+00) - y.
8: Aus 7“(400) -z < (400) -y” und

aus 1.2.Fall“a = +00”

folgt: a-z<a-y.

‘Ende Fallunterscheidung‘ln allen Féllen gilt: a-z<a-y.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: a-x<a-y.
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Beweis 147-1 c¢) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z <y...”
folgt via 41-5:

1.2: Aus VS gleich “...0<a”

ARITHMETIK #147

(x <y)A(0<a).

(<y)V(z=y).

folgt via 41-5: (0<a)V(0=a).
2: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: (x <y)AN(0<a)
V o (x<y)AN(0=a)
V (z=y)AN(0<a)
V. (z=y)A(0=a).

Fallunterscheidung‘

(z <y) A0 < a).

Aus 2.1.Fall“z <y...”und
aus 2.1.Fall“...0 < d”

folgt via des bereits bewiesenen b):
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Beweis 147-1 c) VS gleich (x <y)A(0<a).
‘Fallunterscheidung‘
2.2.Fall (x <y)A(0=a).
3.1: Aus 2.2.Fall“z<y...
folgt via 107-9: (xeS)A(y €8).
3.2: Aus 2.2.Fall
folgt: 0=a.
4.1: Aus3.1“x€8S...”
folgt via €SZ: x Zahl.
4.2: Aus3.1“...yeS”
folgt via €SZ: y Zahl.
5.1: Aus 4.1%x Zahl”
folgt via FSMO: 0-z=0.
5.2: Aus 4.2“y Zahl”
folgt via FSMO: 0-y=0.

6: Aus5.1“0-2=0" und
aus 107-6“0 < 0”
folgt: 0-z<0.

7: Aus 6“0-2<0” und
aus 5.2“0-y=0"
folgt: 0-z2<L0-y.

8: Aus 7“0-2z<0-y” und
aus 3.2“0=a"
folgt: a-xr<a-y.
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Beweis 147-1 c¢) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #147

(x <y)A(0<a).

3.2:

3.3:

3.1:

Aus VS gleich “z <y...”
folgt via 107-3:

Aus VS gleich “...0<a”
folgt via 107-3:

Aus 2.3.Fall“z=y...”
folgt:

: Aus 3.2 € S” und

aus 3.1“x €8S...”
folgt via -SZ:

: Aus 4“q-z€S”

folgt via 107-5:

: Aus5“a-z<a-z” und

aus 3.3“a-rx=a-y”
folgt:

3.2:

3.3:

3.1:

Aus VS gleich “x <y...”
folgt via 107-3:

Aus VS gleich “...0<a”
folgt via 107-3:

Aus 2.4.Fall“z=y...”
folgt:

: Aus 3.2 € S” und

aus 3.1“z €S...”
folgt via -SZ:

: Aus4“a-z€S”

folgt via 107-5:

: Aus5“a-z<a-z” und

aus 3.3“a-rx=a-y”
folgt:

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:




ARITHMETIK #147 321

Beweis 147-1 d) VS gleich (x<y)AN(R3a<0).

1.1: Aus VS gleich “...R>a...”
folgt via 117-3: —a € R.

1.2: Aus VS gleich “...a < 0”
folgt via 109-16: 0< —a.

2: Aus VS gleich “z <vy...”,
aus 1.2°0 < —a” und
aus 1.1“—a € R”
folgt via des bereits bewiesenen a): (—a) -z < (—a)-y.

3: Aus 2“(—a) -z < (—a)-y”

folgt via 109-14: —((=a) -y) < =((—a) - z).
4.1: T (a ) (-a) )
4.2: a -zt —(—a-2) "E —((=a) - 2).
5: Aus4.1“a-y=...=—((—a)-y)” und
aus 3“—(—a) -y < —((—a) -x)”
folgt: a-y<—((—a)-x).

6: Aus5“a-y < —((—a)-x)” und
aus 4.2“a-x=...=—((—a) - 2)”
folgt: a-y<a-x.
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Beweis 147-1 e) VS gleich

1: Aus VS gleich “...a <0”
folgt via 109-16:

2: Aus VS gleich “z <y...” und
aus 1.2“0 < —a”
folgt via des bereits bewiesenen b):

3: Aus 2“(—a) -z < (—a)-y”
folgt via 109-15:

4.1:
4.2:
5: Ausd.1a-y=... = —((~a)-y)" und
aus 3“—((—a) -y) < —((=a) - 2)”
folgt:
6: Aus 5°a-y < —((~a) -2)" und
aus 4.2 -x=...= —((—a) - x)”
folgt:

f) VS gleich

1: Aus VS gleich “...a <07
folgt via 109-16:

2: Aus VS gleich “z <wy...” und
aus 1“0 < —a”
folgt via des bereits bewiesenen c):

3: Aus 2“(—a) -z < (—a)-y”
folgt via 109-15:

4.1:
4.2:
5: Aus4.1“a-y=...=—((—a)-y)” und
aus 3 —((—a) - y) < —((—a) - z)”
folgt:

6: Aus5“a-y < —((—a)-2)” und
aus 4.2a-x=...= —((—a) - x)”
folgt:

ARITHMETIK #147

(x <y)A(a<0).

0< —a.
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147-2. Nun werden einige Folgerungen aus 147-1 gezogen.
Die Beweis-Reihenfolge ist b) - a) - ¢) - d):

147-2(Satz)
a) Aus “x <y <0”und “0<a<b’folgt “b-x<a-y”.
b) Aus ‘oz <y’und “0<y”und “0<a<b’folgt “a-x<b-y”.
c) Aus “O<z<y’und “b<a<0”folgt “b-y<a-z”.

d) Aus “x <y’und “z <0”und “b<a<0”folgt “a-y<b-x”.

RECH. <-Notation.
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Beweis 147-2 b) VS gleich (x<y) N(O<y)A(0<a<b).

1.1: Aus =) “0<a<b”
folgt via 107-12: a € R.

1.2: Aus VS gleich “...a < b”
folgt via 41-3: a <b.

2.1: Aus VS gleich “z <y...”,
aus VS gleich “...0<a...” und
aus 1.1%a € R”
folgt via 147-1: a-r<a-y.

2.2: Aus1.2%a <07 und
aus VS gleich “...0<y...”

folgt via 147-1: y-a<y-b.
3.1: Via KGM gilt: a-y=1vy-a.
3.2: Via KGM gilt: y-b=">0-y.

4: Aus 3.1%a-y=y-a” und
aus 2.2y -a <y-b”
folgt: a-y<y-b.

5: Aus 2.1“a-x < a-y” und
aus 4“a -y <y-b”
folgt via 107-8: a-x<y-b.

6: Aus5“a-z <y-b” und
aus 3.2y -b=>b-y”
folgt: a-xr<y-b.
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Beweis 147-2 a) VS gleich

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “z <y...”
folgt via 109-14:

Aus VS gleich “...y <0...”
folgt via 109-16:

: Aus 1.2“0 < —y” und

aus 1.1“—y < —xa”
folgt via 107-8:

: Aus 240 < —z7

folgt via 41-3:

s Aus 11—y < —27,

aus 3“0 < —z” und
aus VS gleich “...0 <a <b”

folgt via des bereits bewiesenen b):
: Via FS—- gilt:
: Via FS—- gilt:

: Aus5.1“—a-y=ua-(—y)” und
)

aus 4“a - (—y) <b-(—x)”
folgt:

: Aus 6“—a-y <b-(—z)” und

aus 5.2“b - (—x) = =b-x”
folgt:

P Aus 7 —a-y < —b-x”

folgt via 109-14:
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(x<y<0)A(0<a<hb).

—y < —x.

0< —y.

a-(—y) <b-(-z).
—a-y=a-(-y).
b (—x)=—b-ux.

—a-y<b-(—x).

—a-y< —b-x.

b-x<a-y.
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Beweis 147-2 c) VS gleich O<z<yA(b<a<O0).

1.1: Aus VS gleich “0<x...”
folgt via 109-16: —x < 0.

1.2: Aus VS gleich “...z<y...”
folgt via 109-14: —y < —x.

1.3: Aus VS gleich “...b<a...”
folgt via 109-14: —a < —b.

1.4: Aus VS gleich “...a <07
folgt via 109-16: 0< —a.

2.1: Aus 1.2“—y < —z” und
aus 1.1“—x <07
folgt: —y < —x <0.

2.2: Aus 1.4“0 < —a” und
aus 1.3“—a < —=b”
folgt: 0< —a< —b.

3: Aus2.1“—y < -2 <0” und
aus 2.2“0 < —a < —b”

folgt via des bereits bewiesenen a): (=b) - (—y) < (—a) - (—x).
4.1: Via FS—- gilt: b-y=(=b)-(—y).
4.2: Via FS—- gilt: (—a):(—z)=a-x.

5: Aus4.1“b-y=(=b)-(—y)” und

s 34 () - () < (~a) - ()"
folgt: by < (—a)-(—z).

6: Aus5“b-y < (—a)-(—x)” und
aus 4.2 (—a) - (—x) =a-z”
folgt: b-y<a-zx.
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Beweis 147-2 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z <y...”
folgt via 109-14:

1.2: Aus VS gleich “...2 <0...”
folgt via 109-16:

1.3: Aus VS gleich “...b<a...”
folgt via 109-14:

1.4: Aus VS gleich “...a < 0”
folgt via 109-16:

2: Aus 1.4“0 < —a” und
aus 1.3“—a < —=b”
folgt:

3: Aust1.1“—y < —z2”,
aus 1.2“0 < —z”7 und
aus 2“0 < —a < —b”
folgt via des bereits bewiesenen b):

4.1: Via FS—- gilt:
4.2: Via FS—- gilt:

5: Aus4.1“a-y=(—a)-(—y)” und

aus 3 (~a) - (~y) < (=) (~2)"
folgt:

6: Aus5“a-y < (=b)-(—x)” und
aus 4.2“(=b) - (—x) =b-2”
folgt:

0< —a< —b.
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