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Einleitung

1 Einleitung

1.1 Problembeschreibung

Fiir den Entwurf von Ingenieurbauten ist eine zuverlissige Prognose {iber den Spannungsverlauf
im Bauwerk und auf dessen Rand von gro3er Bedeutung. Eine geschlossene Losung der elasti-
schen Bestimmungsgleichungen des Bauwerks ist in der Regel nicht verfiigbar. Hiufig kann so-
gar die Existenz der Losung der elastischen Bestimmungsgleichungen ausgeschlossen werden.
Die Bestimmungsgleichungen werden daher in eine integrale Form tiberfiihrt. Ihre Befriedigung
erfolgt im Sinne eines integralen Mittelwertes.

Die Bestimmungsgleichungen sind ein System partieller Differentialgleichungen fiir die ge-
suchten physikalischen Gréf3en im Bauwerk, wie beispielsweise die Feldfunktion der Verschie-
bung oder die Feldfunktion der Spannung. Die Formulierung der Bestimmungsgleichungen in
integraler Form griindet auf einem Ansatz, der fiir die gesuchten Feldfunktionen aufgestellt
wird. In Abhédngigkeit davon, fiir welche der Feldfunktionen Ansitze gewihlt werden, k6nnen
unterschiedliche integrale Formen hergeleitet werden, wie beispielsweise das Prinzip virtueller
Verschiebungen oder das Prinzip virtueller Spannungen.

In der Finite Elemente Methode wird ein Ansatz fiir eine Feldfunktion im Bauwerk aus der
Summe stiickweiser, in finiten Elementen unternommener Ansitze gebildet. In Abhdngigkeit
der gewihlten Integralform der Bestimmungsgleichungen k&nnen aus der Substitution des An-
satzes unterschiedliche Finite Elemente Modelle abgeleitet werden. Fiir die Analyse rdumlicher
Bauwerke haben sich im wesentlichen zwei Modelle als Stand der Technik etabliert: Modelle,
die auf einem Ansatz fiir die Verschiebung griinden, oder Modelle, die neben dem Ansatz fiir die
Verschiebung einen Ansatz fiir die Spannung im Bauwerk aufstellen.

Diese Finite Elemente Modelle stimmen darin iiberein, daf} die Gleichgewichtsbedingungen
im Inneren sowie auf dem Rand des Bauwerkes nur im Sinne eines integralen Mittelwertes
befriedigt werden. Der Verlauf der Spannungen, die aus diesen Modellen resultieren, ist am
Ubergang zweier Elemente diskontinuierlich. Erst durch diese Néiherung werden viele Aufgaben
einer numerischen Behandlung tiberhaupt zugéinglich. Aus der Integration der Spannungen auf
einem Schnitt, der durch das Bauwerk gefiihrt wird oder das Bauwerk von seinen
Auflagerflichen trennt, folgt aber, daf3 das elementare Gleichgewicht der Krifte nicht befriedigt
ist.

Die Befriedigung der Gleichgewichtsbedingungen im Sinne eines integralen Mittelwertes
driickt sich darin aus, daf3 fiir ein einzelnes Finites Element die Krifte an den Stiitzstellen des
Ansatzes im Gleichgewicht stehen. Diese Krifte kdnnen in einer nachgeschalteten Berechnung
ermittelt werden. Aus der Summe dieser Krifte {iber alle Elemente folgen die Auflagerkrifte des
Bauwerkes. Sie stehen im Gleichgewicht mit den angreifenden Lasten. Wird ein Schnitt gefiihrt,
der die Elemente des Bauwerkes in zwei Mengen zerlegt, so folgen aus der Summe der Krifte
tiber die Elemente einer der Mengen die Schnittkrifte. Sie stehen im Gleichgewicht mit der
Summe der Krifte aller Elemente der anderen Menge.

Schnitt- und Auflagerkrifte bieten eine hervorragende Moglichkeit Berechnungen mit den
etablierten Modellen der Finite Elemente Methode zu priifen. Als punktférmige Gré3en eignen
sich Krifte jedoch nicht fiir die Bemessung des Bauwerkes. Es stellt sich also die Frage, ob ein
verteiltes MaB fiir diese Krifte aus einer erweiterten Integralform gewonnen werden kann, um
zu einer verbesserten Niherung der Spannung in Auflager- und Schnittflichen zu kommen.
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1.2 Ziel der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung eines Verfahrens zur Bestimmung von Spannungen,
die das Gleichgewicht der Krifte auf einem Schnitt befriedigen. Das Verfahren ist aus
kontinuumsmechanischen und mathematischen Grundlagen herzuleiten. Geeignete Kriterien
tiir den Vergleich des Verfahrens mit konkurrierenden Verfahren sind aufzustellen. Anhand die-
ser Kriterien ist die Giite des Ergebnisses fiir die Spannungen am Rand des Bauwerks zu unter-
suchen. Die datentechnischen Voraussetzungen fiir die rechnergestiitzte Durchfiihrung des Ver-
fahrens sind aufzuzeigen. Der numerische Aufwand bei der Durchfiihrung des Verfahrens ist in
Hinblick auf den Zeit- und den Speicherbedarf zu analysieren. Weiterhin soll die Anwendbarkeit
des Verfahrens auf andere physikalische Phinomene im Bauingenieurwesen untersucht werden.

1.3 Vorgehensweise

Theoretische Grundlagen: Aufbauend auf den kontinuumsmechanischen Grundlagen wird
eine besondere Integralform der Bestimmungsgleichungen abgeleitet. Dabei werden als
unbekannte Funktionen sowohl die Verschiebungen des Bauwerkes als auch die Spannungen
am Rand des Bauwerks eingefiihrt. Die Unterschiede zu bekannten, konkurrierenden
Integralformen werden aufgezeigt. Weiterhin wird erldutert, daf3 die gewdéhlte Integralform als
Sonderfall der Betrachtung eines Schnittes durch das Kontinuum hervorgeht. Die algebraische,
diskrete Umsetzung der eingefiihrten Integralform fiihrt auf ein Finite Elemente Modell, das
neben den iiblichen Freiwerten der Verschiebung auch Freiwerte der Spannung am Rand des
Bauwerks enthilt.

Spannungsberechnung: Aus einer analytischen Betrachtung wird gefolgert, dal3 die Ergebnisse
tiir die Spannungen, die aus der Durchfiihrung des Verfahrens resultieren, an Ecken und Kanten
eines rdumlichen Bauwerks zu nachteiligen Ergebnissen fiihren k&nnen. Es werden daher
zunichst Methoden vorgestellt, die eine Ausrundung von Ecken und Kanten im geometrischen,
rechnergestiitzten Modell des Bauwerks moglich machen. Alternativ dazu wird eine Methode
entwickelt, die an Ecken und Kanten das Ergebnis aus konkurrierenden Verfahren nutzt, um
dieses Ergebnis mit dem vorgestellten Verfahren zu verbessern. Die Methoden werden anhand
eines Beispiels verifiziert.

Konvergenzuntersuchungen: Aus der Integration der Spannung am Rand des Bauwerks folgen
Krifte. Das Gleichgewicht der Krifte ist fiir die Randspannung aus dem vorgestellten Verfahren
immer befriedigt. Als Ma8 fiir die Giite dieser Spannung am Rand des Bauwerks wird daher das
Integral iiber das Quadrat der Abweichung des Verlaufes dieser Spannung zum analytisch
exakten Verlauf eingefiihrt. Anhand typischer Beispiele wird die Giite der Spannung aus dem
vorgestellten Verfahren mit der Giite der Spannung aus konkurrierenden Verfahren verglichen.
Aus dem Vergleich fiir unterschiedliche Diskretisierungen werden Aussagen iiber das Konver-
genzverhalten gewonnen.

Bestimmung von Schnittflichen: Das vorgestellte Verfahren findet besondere Anwendung auf
gedachten Schnitten durch das Bauwerk. Dafiir wird eine rechnergestiitzte Beschreibung des
Bauwerkes und der Schnittfliche notwendig. Autbauend auf topologischen Grundlagen werden
zwei bekannte, rechnergestiitzte Modelle fiir die geometrischen Eigenschaften des in Finite Ele-
mente zerlegten Bauwerkes vorgestellt. Es wird gezeigt, wie eine Schnittfliche erfal3t wird, die
durch das Entfernen von Elementen aus diesem Modell des Bauwerkes entsteht. Die Modelle
kénnen mit unterschiedlichen Datenstrukturen hinterlegt werden. Anhand eines Beispiels wird
die Leistungsfihigkeit dieser Datenstrukturen bei der Bestimmung einer Schnittfliche unter-
sucht.
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Evaluation von Elementintegralen: Die softwaretechnische Umsetzung des vorgestellten
Verfahrens fiihrt auf die numerische Berechnung von Elementintegralen. Gegeniiber konkur-
rierenden Verfahren steigt jedoch die Anzahl der zu evaluierenden Integrale sowie die Anzahl
unterschiedlicher Typen von Integralen. Aufbauend auf dem Konzept abstrakter Datentypen
wird daher ein rechnergestiitztes Modell entwickelt, das die unterschiedlichen Typen von
Elementintegralen gemeinsam und einheitlich erfait. Unter Verwendung dieses Modells wird
anhand eines Beispiels der numerische Aufwand fiir die Durchfiihrung des vorgestellten
Verfahrens analysiert.

Instationire Warmestromung: Die Anwendung des vorgestellten Verfahrens ist nicht auf die
Bestimmung von Spannungen am Rand des Bauwerks beschréinkt, sondern kann auch auf die
Bestimmungsgleichungen anderer physikalischer Phidnomene im Bauingenieurwesen
{ibertragen werden. Am Beispiel der instationiren Wirmestromung wird dieser Ubertrag durch-
gefiihrt.

1.4 Stand der Forschung

Die in dieser Arbeit zu Grunde gelegte Integralform kann aus dem Prinzip vom Minimum der
potentiellen Energie unter Einfiihrung von Nebenbedingungen abgleitet werden [3]. Sie steht in
Bezug zu dem allgemeinen Variationsprinzip von Hu und Washizu [53] sowie in Bezug zu dem
hybriden Verschiebungsmodell [43]. Die Ausfiihrungen in Kapitel 2.2 und Kapitel 2.4 machen
dies deutlich. Entsprechend finden sich auch Hinweise auf die Existenz dieser Form in der
Ingenieurliteratur zur Finite Elemente Methode [2]/[57]. Sie wird dort aber nicht zur
Spannungsberechnung am Rand des Bauwerkes herangezogen. Es steht zu vermuten, daf die in
Kapitel 3.1 genannten Griinde dafiir ausschlaggebend sind. In Verschiebungsmodellen werden
die Spannungen aus der Differentiation der Verschiebungen an den Integrationspunkten im
Inneren des Bauwerkes ermittelt [2]/[57]/[4]. Wie in [38] gezeigt wird, ist an diesen Punkten das
Ergebnis am genauesten. Entsprechend ist die Prognose fiir die Spannungen am Rand des
Bauwerkes weniger akkurat. Das gilt auch, wenn nachgeschaltete Glittungsverfahren eingesetzt
werden.

Aus der Vielzahl jiingerer Beitrdge zur Finite Elemente Methode werden zwei
Entwicklungsrichtungen herausgegriffen. Stellvertretend fiir die Klasse der gemischt hybriden
Elemente sei die Veroffentlichung [22] und stellvertretend fiir die Klasse der assumed strain
Elemente sei die Veroftentlichung [48] genannt. Diese erweiterten Elemente zeigen fiir wichtige
Klassen von Aufgaben ein besseres Konvergenzverhalten als die in dieser Arbeit verwendeten,
konformen Elemente. Das in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren steht aber nicht in
unmittelbarer Konkurrenz zu diesen Entwicklungsrichtungen, weil auch dort das Gleichgewicht
nur im integralen Mittel befriedigt wird. Das vorgestellte Verfahren kann daher grundsitzlich
auch auf andere Elementformulierungen angewendet werden, die in der Forschung diskutiert
werden. Die Ausfithrungen in Kapitel 2.3 und in Kapitel 4 machen dies deutlich.

Ein zu dem hier vorgestellten vergleichbares Verfahren ist in [50] publiziert. Dort werden
die unbekannten Randspannungen aus der Losung einer Optimierungsaufgabe bestimmt. Als
Zielfunktion der Aufgabe wird das Quadrat der Differenz zwischen den Spannungen aus
Ditferentiation und den unbekannten Randspannungen eingefiihrt. Das Minimum dieser
Zielfunktion wird unter der Nebenbedingung des Gleichgewichts der unbekannten
Randspannungen mit den Auflager- und Schnittkriften angenommen. Im Unterschied zum
vorgestellten Verfahren ist dieses Verfahren aber nicht durch eine erweiterte Integralform
sondern empirisch begriindet. Zudem sind die Randspannungen aus diesem Verfahren nicht
vertrdglich mit den am Rand des Bauwerkes eingeprigten Spannungen.
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2 Theoretische Grundlagen

2.1 Differentialform

Kontinuum: Fiir viele Aufgaben des Bauingenieurs ist die Beriicksichtigung der diskreten
Struktur von Materie aufgrund des Groflenmal3stabes nicht zweckmilig. Das diskrete,
mikostrukturelle Modell der Materie wird daher in ein phinomenologisches, makrostrukturelles
Modell tiberfiihrt, das als Kontinuum bezeichnet wird. Die Beschreibung eines Kontinuums
erfolgtim euklidischen Punktraum R3mit raumfester kartesischer Basis. Ein Kontinuum ist eine
kompakte und zusammenhingende Teilmenge dieses Punktraums. Den Punkten des
Kontinuums werden Materieeigenschaften zugeordnet.

In einem physikalischen Proze3 dndern die Punkte des Kontinuums ihre Lage. Die Lage der
Punkte zum Zeitpunkt t = t;, heit Referenzkonfiguration. Die Lage zu einem beliebigen Zeit-
punkt t heilt Momentankonfiguration. In einem stationéren, zeitunabhéngigen Prozel3 geniigt
es, eine einzige Momentankonfiguration von der Referenzkonfiguration zu unterscheiden. Die
Identifikation eines Punktes A des Kontinuums erfolgtentweder mitder Methode von Euler oder
mit der Methode von Lagrange. In Bild 2.1 ist ein Kontinuum in Referenz- und Momentankonfi-
guration dargestellt.

Bild 2.1 : Kontinuum in Referenz- und Momentankonfiguration

Methode von Lagrange: Die Bahnkurve x(a, t) des Punktes A ist eine Funktion in Abhédngig-
keit von der Zeit t und von den Koordinaten a des Punktes in der Referenzkonfiguration. In
gleicher Weise sind auch die materiellen Eigenschaften am Punkt A eine Funktion der Zeit t und
der Koordinaten a des Punktes in der Referenzkonfiguration. Der Punkt A und seine materiellen
Eigenschaften zu einem Zeitpunkt t werden also mittels der Koordinaten a identifiziert. Die
Koordinaten a werden als materielle Koordinaten bezeichnet. Die Methode eignet sich beson-
ders fiir Festkorper, deren Punkte geringe relative Lagednderungen erfahren. Als Referenzkonfi-
guration wird hiufig die unverformte Lage des Kbrpers angesetzt.

Methode von Euler: Die materiellen Eigenschaften des Punktes A sind eine Funktion der Zeit
t und der Koordinaten x des Punktes in der Momentankonfiguration. In gleicher Weise ist auch
die urspiingliche Lage des Punktes A in der Referenzkonfiguration eine Funktion a(x, t) der
Zeit tundder Koordinaten xin der Momentankonfiguration. Der Punkt A und seine materiellen
Eigenschaften werden also mittels der Koordinaten xidentifiziert. Die Koordinaten x werden als
rdumliche Koordinaten bezeichnet. Die Methode eignet sich besonders fiir Fliissigkeiten und
Gase, die in der Momentankonfiguration ein bekanntes Raumvolumen fiillen.
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Deformation: Betrachtet wird eine infinitesimale Linie da in der Umgebung eines Punktes A
in der Referenzkonfiguration. Die Transformation der Linie von der Referenzkonfiguration da
in die Momentankonfiguration dx erfolgt mit dem Deformationsgradienten F:

dx = Fda

dx, | odx; | Ox,
da, | da, | da,

o | o
da, | Oda, | da,

0x; | dxy | Oxy

da, | da, | da,

Deformationsgradient F (1)

Nach der Methode von Lagrange ergibt sich die Verschiebung eines Punktes A von der Referenz-
konfiguration in die Momentankonfiguration aus der Differenz der Ortskoordinaten:

u(a, t) = x(a, t) — x(a, to) = x(a, t) — a (2)

Aus Bild 2.1 ist ersichtlich, daf3 die Transformation der Linie von der Referenzlage da in die
Momentanlage dx auch mittels des materiellen Verschiebungsgradienten U erfolgen kann:

dx =da + du =da + Uda

du, | du, | ou,
da, | da, | Jda,

Ouy | uy | Oy
da, | da, | das

Ju, | dus | Ous

da, | da, | Jda,

Verschiebungsgradient U (3)

Der Deformationsgradient F erfafit die Verzerrung, die Rotation und die Translation der Linie
da. Im Gegensatz dazu erfalit der Verschiebungsgradient U ausschliel3lich die Verzerrung und
die Rotation jedoch nicht die Translation der Linie da.

VerzerrungsmaB: Als zweckmiBiges Verzerrungsmal des Kontinuums V dient die Anderung
der Linge einer Linie daim Quadrat. Diese Definition fiihrt auf den materiellen Dehnungstensor
G nach Green:

dxTdx — dalda = daT(U + Ut + UTU) da

mit fu+ut+u'yl=¢ Dehnungstensor G (4)

D=

Kleine Verschiebungen: Fiir geringe Verzerrungen und Rotationen des Korpers ist das Quadrat
des materiellen Verschiebungsgradienten UTU im Vergleich zu 1 klein. Die Vernachlissigung
dieses Ausdrucks im materiellen Dehnungstensor G wird als geometrische Linearisierung
bezeichnet. Ist im Vergleich zu den Abmessungen des Kontinuums auch dessen Translation
klein, so folgt, dal der Ortsvektor a in der Referenzkonfiguration niherungsweise gleich dem
Ortsvektor x in der Momentankonfiguration ist. Die Ableitung nach den materiellen Koordina-
ten aim Verschiebungsgradienten Ukann dann durch die Ableitung nach den riumlichen Koor-
dinaten x ersetzt werden.
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Technische Dehnung: Die verbleibenden Terme des symmetrischen Dehnungstensors G wer-
den im Dehnungsvektor € zusammengefalt. Es ist dabei {iblich, die Koordinaten G; mit i # j
um den Faktor 2 zu mindern, um eine Darstellung zu erzielen, die mit der Ingenieurdefinition
des Schubmoduls konsistent ist. Die Komponenten des Dehnungsvektors e werden in Abhéngig-
keit des Verschiebungsvektors u(x) unter Verwendung der Differentialmatrix D ausgedriickt.

d
€11 ™ Uy (%), X0, X5)
1
d
€2 EZ o | U X5X5)
d
€33 E U5(%), X5, X5)
a9
€ d | o
2 0x, | dx;
d d
€ 9 | 9
2 x5 | Ox,
d d
€ o o
. 0x4 dx,
€ = Du Dehnungsvektor e (5)

Spannungszustand: Durch einen Punkt A mit den Koordinaten x in der Momentan-
konfiguration wird ein gedachter Schnitt gefiihrt. Der Schnitt zerlegt den Koérper in die
Teilkdrper V, und V_. Die Aulennormalen n (x) und n_(x) auf der Schnittfliche F sind
entgegengesetzt orientiert. In der Umgebung des Punktes A wird ein infinitesimales
Flichenelement dF in der Schnittfliche F betrachtet. Im Flichenelement dF wirken die
Teilkdrper V, und V_ wechselseitig mit den Kriften df, und df_ aufeinander. Nach dem
Axiom der Bewegung von Massenpunkten von Newton stehen diese Krifte im Gleichgewicht,
so daB fiir die Kraft folgt df = df, = —df_. Der Grenzwert des Verhiltnisses der Kraft df zur
Fliche dF ist der Spannungsvektor t.

t = limyp_, % Spannungsvektor t (6)

Der Spannungsvektor t am Punkt A in der Momentankonfiguration ist abhingig von der
gewihlten Schnittfliche mit der Aulennormalen n. Aus der Betrachtung des Gleichgewichtes
tiir alle gedachten Schnitte folgt der Spannungstensor T von Cauchy. Der Tensor beschreibt den
Spannungszustand am Punkt A vollstindig. Der Spannungsvektor t am Punkt A auf einer
spezifischen Schnittfliche F wird durch das Produkt des Tensors T mit der Au3ennormalen n
der Fldche gewonnen.

t=Tn Spannungstensor T (7)

Punkte eines Festkorpers werden in der Regel mit den materiellen Koordinaten a identifiziert.
Aus der Transformation des Vektors, der das Flichenelement dF beschreibt, in die Referenzkon-
figuration folgt der erste Spannungstensor P(a) nach Piola-Kirchhoff. Der Kraftvektor df
nimmt dann Bezug auf eine infinitesimale Fliche dFin der Referenzkonfiguration. Wird zusitz-
lich der Kraftvektor df einer Transformation in die Referenzkonfiguration unterzogen, so folgt
der zweite Spannungstensor S(a) nach Piola-Kirchhoff. Die Tensoren T, P und S k&nnen unter
Verwendung des Deformationsgradienten F ineinander iiberfiihrt werden. Fiir kleine Verschie-
bungen u(x) ist eine Unterscheidung zwischen den Tensoren nicht notwendig.

_6-
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Spannungszustand in technischer Darstellung: Die Koordinaten des zweiten Spannungsten-
sors S von Piola-Kirchhoff werden in einer Matrix notiert, die den gleichen Bezeichner hat. Aus
dem Matrix-Vektor-Produkt der Spannungsmatrix S mitder Aulennormalen neiner Schnittfla-
che oder der Oberfliche des Kontinuums ergibt sich der Spannungsvektor s auf dieser Fldche:

Sy gy, 0y 03 ny
Sy = | Opp %) O3 | | Ny
S3 g3 O3 033 n;
Spannungsvektor s
s = Sn Spannungsmatrix S (8)

Gleichgewicht: In der Umgebung des Punktes A des Festkdrpers V mit den Koordinaten x in
der Momentankonfiguration wird ein infinitesimales Quaderelement dV ausgeschnitten. Auf
einer Seitenfliche dF des Quaders wirkt eine Kraft, die aus dem Produkt des Spannungsten-
sors T, der Normalen nund dem Flidcheninhalt der Seitenfliche resultiert. Im Quader dV wirkt
eine Kraft, die aus dem Produkt des Volumens mit einer Kraftdichte o b, resultiert. Das Gleich-
gewicht der Krifte fiihrt auf:

divT + ob, =0 Kriftegleichgewicht 9

Am Punkt A des Korpers wirken Momente infolge der Hebelwirkung der oben genannten
Krifte. Die Symmetrie des Spannungstensors T folgt aus dem Momentengleichgewicht:

T=T1" Momentengleichgewicht (10)

Das Gleichgewicht (9) und (10) kann auch mit den Spannungstensoren der Referenz-
konfiguration dargestellt werden. Aus dem Momentengleichgewicht folgt dann aber nicht die
Symmetrie des Spannungstensors P(a). Es kommt daher zur Einfiihrung des symmetrischen
zweiten Spannungstensors S von Piola-Kirchhoff. Fiir kleine Verschiebungen u(x) ist die
Unterscheidung der Darstellungen des Gleichgewichts nicht notwendig.

Gleichgewicht in technischer Darstellung: Die Komponenten des symmetrischen zweiten
Spannungstensors S von Piola-Kirchhoff werden im Spannungsvektor ¢ zusammengefalit. Die
Divergenz div S kann dann mittels der transponierten Differentialmatrix D aus Gleichung (5)
ausgedriickt werden:

d d d
d < - o p
dx, dx, 0x4 H .
d d d + =0
o o o o p
dx, dax; 0x4 ¥ 2 ”
d d d
o o o o p
0x4 dx, | dx; » ®
12
D¢ + p, =0 Gleichgewicht (11)
O3
O3
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Stoffgesetz: Der Spannungstensor S nach Piola-Kirchhoff und der Verzerrungstensor G nach
Green werden {iber den Elastizitéitstensor E nach Hooke linear und invertierbar verkntipft:

S=EG Elastizititstensor E (12)

Aufgrund der Symmetrie von S und G folgt, dal von den 81 Koordinaten des Elastizitdtstensors
E vierter Stufe 36 Koordinaten linear unabhéingig sind. Diese Koordinaten werden in der Elasti-
zitditsmatrix E angeordnet. Weitere Annahmen beziiglich der Symmetrieeigenschaften der
diskreten Struktur des gegebenen Stoffs fiihren zu spezifischen Stoffgesetzen, wie dem der Iso-
tropie. Unter Beriicksichtigung gegebener Vorspannung ¢, und gegebener Anfangsdehnung e,
folgt das Stoffgesetz in technischer Darstellung:

o6 —0,=Ee—¢) Elastizititsmatrix E (13)

Randwertaufgabe der Elastostatik: Die vielfdltigen physikalischen Wechselwirkungen in
einem Kontinuum V werden zweckmifig eingeschrinkt, indem sein Rand F festgelegt wird.
Das Kontinuum wird dadurch zum Ldsungsgebiet einer Randwertaufgabe. Die Festlegung des
Randes F entspricht einem Schnitt. Insbesondere geht aus dieser Betrachtung der Spannungs-
vektor s auf der Schnittfliche in den Spannungsvektor auf dem Rand F iiber und die Normale n
der Schnittfliche wird zur Aulennormalen der Oberfléche.

Der Schnitt erfolgt dort, wo unter Beachtung des physikalischen Gré3enmalistabs gentigend
Randbedingungen zur Losung der Aufgabe festgelegt werden kdnnen. Ausreichend sind an
jedem Punkt des Randes F in jeder Raumrichtung entweder eine Komponente des Verschie-
bungsvektors u oder eine Komponente des Spannungsvektors s. Zur Férderung der Ubersicht-
lichkeit wird zundchst vorausgesetzt, daf} an einem Punkt des Randes F entweder alle Kompo-
nenten des Verschiebungsvektors u oder alle Komponenten des Spannungsvektors s festgelegt
sind. Dadurch werden die Punkte des Randes disjunkt in die Mengen F, und F; zerlegt. Die
Bestimmungsgleichungen der Randwertaufgabe sind nachfolgend zusammengetal3t:

€ = Du VxEevV Kinematik s.Gl.  (5)
¢6—o0,=E (e — eo) VxEevV Konstitutivgleichung s.Gl. (13)
D¢ + p, =0 VxeV Gleichgewichtsbedingung s.Gl. (11)
Sn =5 Vx€E€F Spannung-Randspannung s.Gl. (8)
u=u, Vx € Fy Verschiebungsrandbedingung (14)
s =8, Vx € F, Spannungsrandbedingung (15)

Die Gleichungen (5), (13) und (11) sind ein gekoppeltes System von 15 linearen partiellen Diffe-
rentialgleichungen mit zugehdrigen Randbedingungen (14) und (15). Gesucht ist die Losung
dieser Randwertaufgabe fiir die Feldfunktionen u(x), €(x) und ¢(x) mit insgesamt 15 Kompo-
nenten. In dieser Arbeit sind dabei die Werte von s(x) auf dem Rand F, von vorangigem
Interesse.




Theoretische Grundlagen

2.2 Integralform

Ansatz: Fiir jede der gesuchten Feldfunktionen u(x), €(x) und ¢(x) kann eine unabhingige
Ansatzfunktion u”, € oder ¢! formuliert werden. Dabei kann der Ansatz auch selektiv fiir eine
Komponente der Funktion oder fiir Teilbereiche des Losungsgebietes V, wie den Rand F,
aufgestellt werden. Diejenigen Feldfunktionen fiir die kein Ansatz aufgestellt wird, sind damit
abhiingig von den Ansatzfunktionen und werden mittels eines Teils der Bestimmungsgleichun-
gen als Funktionen der unabhingigen Ansitze ausgedriickt.

Eine Bestimmungsgleichung, die zwei unabhiingige Ansitze verkniipft, ist wegen der Unab-
hingigkeit der Ansétze nicht befriedigt. Fiir alle weiteren Bestimmungsgleichungen wird eine
Wabhl getroffen, ob sie bereits durch den Ansatz befriedigt werden. Diese Bestimmungsgleichun-
gen heillen a priori befriedigt. Ist eine Bestimmungsgleichung a priori befriedigt, so heilen die
in der Gleichung notierten Funktionen vertrdglich. Diese Funktionen kénnen in anderen Bestim-
mungsgleichungen substituiert werden. Die Auswahl des Ansatzes aus den Feldfunktionen und
die Auswahl der mittels des Ansatzes a priori befriedigten Bestimmungsgleichungen fiihren auf
unterschiedliche Integralformen der Bestimmungsgleichungen.

Beispiel: Fiir das Prinzip virtueller Spannungen wird ausschlieB3lich ein Ansatz fiir die Spannun-
gen o unternommen. Der Ansatz muf3 das Gleichgewicht DTe" + p, = 0 mit den eingepriigten
Volumenlasten erfiillen, sowie die Vertriglichkeit s = s, mit den eingeprdgten Randspannun-
gen gewihrleisten. Diese Bestimmungsgleichungen sind daher a priori befriedigt. Sowohl die
lineare Beziehung Sn = s zwischen den inneren Spannungen und den dufleren Spannungen auf
dem Rand als auch die lineare, invertierbare Beziechung € = E ~'o werden unmittelbar mit dem
Ansatz ausgewertet. Auch diese Bestimmungsgleichungen sind damit a priori befriedigt.

Methode der gewichteten Reste: Die verbleibenden, nicht a priori befriedigten Bestimmungs-
gleichungen werden unter Einfiihrung eines geeigneten Differentialoperators 9Dy fiir das Gebiet
V sowie Dy fiir dessen Rand F kompakt notiert. Die unabhidngigen Ansatzfunktionen werden
im Vektor w'(x) zusammengefa3t und in die Bestimmungsgleichungen eingesetzt:

Dwh(x) = ry(x) Vx eV
Dewh(x) = rp(x) Vx€E€F (16)

Da der Ansatz w'(x) die Differentialgleichungen (16)in der Regel nicht befriedigt, entsteht eine
Restfunktion ry(x) im Gebiet V und eine Restfunktion rp(x) auf dessen Rand F. Die Rest-
funktionen werden jeweils mit einer zunéchst nicht weiter spezifizierten, vektorwertigen Ge-
wichtsfunktion gy/(x) und gp(x) multipliziert, iiber ihren Definitionsbereich integriert, summiert
und zu Null gesetzt:

[gVTrVdV+[gFTerF=O (17)

Die exakte Losung w(x) der Differentialgleichungen (16) 16st offensichtlich auch die Integral-
form (17) unabhidngig von der Wahl der Gewichtsfunktionen g,, und g.. Umgekehrt sind die
Differentialgleichungen (16) geldst, wenn die integrale Form (17) fiir einen Ansatz w"(x) und
beliebige Gewichtsfunktionen gy, und gy befriedigt ist. Die Integralform (17) enthélt also die
exakte und eindeutige Losung w(x) der Ditferentialgleichungen, sofern diese LOsung existiert.
Existiert eine exakte, eindeutige und widerspruchsfreie Losung der Differentialgleichung, so

_9._
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sind die Darstellungsformen (16) und (17) dquivalent. Es kann daher auch auf das Superskript "
tiir den Ansatz verzichtet werden.

In der mathematischen Literatur wird diese Idee prizisiert [8][21], indem der Funktionen-
raum der Ansatzfunktionen und der Funktionenraum der Gewichtsfunktionen formal charakteri-
siert wird. Ausgangspunkt ist dabei eine Erweiterung des Ableitungsbegritfs auf schwache Ab-
leitungen im Sinne einer Verteilung iiber dem Ldsungsgebiet. Der Begriff der schwachen
Ableitung beinhaltet insbesondere die Integralsitze von Tensorfeldern. Die Eigenschaften der
Ansatz- und der Gewichtsfunktionen hinsichtlich ihrer Differenzierbarkeit werden mit diesem
Begritf beschrieben. Damit kann dann der Nachweis gefiihrt werden, daf die mit Gleichung (17)
beschriebene integrale Form in jedem Fall eine eindeutige Losung enthélt. Das gilt insbesondere
auch dann, wenn eine exakte Losung der Differentialgleichung nicht widerspruchsfrei existiert.
Die integrale Form (17) wird daher als schwache Form der Differentialgleichungen (16)
bezeichnet.

Bild 2.2 : Modellaufgabe Kreisabschnitt

Beispiel: Das Beispiel wird aus [21] entnommen. In Bild 2.2 ist ein Kreisabschnitt F(r, ¢) mit
r € [0,1] und ¢ € [0, w] dargestellt. Fiir eine skalare Funktion u ist die Losung der Laplace
Gleichung Au = 0 gesucht, die unter Verwendung von Polarkoordinaten r und ¢ spezifiziert
wird:

19005) 102

Auf dem gesamten Rand L des Kreisabschnittes F sind die Werte der Funktion uvorgeschrieben:

u=>0 VropgeEL: ¢=0Vv=w

u=sin(%¢) VropgeL: r=1 (19)

Fiir den Gradienten Vu am Ursprung folgt aus Differentiation der homogenen Randbedingungen
auf den Schenkeln des Abschnitts F :

_du low, _
Vu = Eer + fa—q)eq) =0 (20)

Die Differentialgleichung (18) mit den Randbedingungen (19) besitzt die eindeutige Losung:
u=ro sin(% (j)) (21)
Aus der Differentiation der Losung (21) folgt fiir den Gradienten Vu im Kreisabschnitt F :

Vu=2= r%‘lsin(% q>) e+ o r%‘lcos(% q>) e, (22)

- 10 -
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Fiir lim r — O und o < mwgehtder Gradient (22) am Ursprung in den aus der Differentiation der
Randbedingung (20) ermittelten Nullvektor iber. Fiir lim r — O und @ > mistder Gradient (22)
am Ursprung unbeschrinkt und steht damit im Widerspruch zu dem aus der Differentiation der
Randbedingung (20) ermittelten Nullvektor. Trotz des Widerspruchs ist die schwache Form (17)
mit der angegebenen Losung (21) fiir beliebige Gewichtsfunktionen befriedigt. Die Losung ist
daher eindeutig, obwohl die Randwertaufgabe in differentieller Form nicht widerspruchsfrei be-
friedigt werden kann.

Galerkin Methode: Als Gewichtsfunktion wird die Variation dw"(x) des Ansatzes im Gebiet V
sowie auf dessen Rand F verwendet. Dadurch entstammt die Gewichtsfunktion dem gleichen
Funktionenraum wie die Ansatzfunktion. Diese Wahl wird als Galerkin Methode bezeichnet und
fihrt auf symmetrische algebraische Formen. Die Galerkin Methode liegt den klassischen
Arbeitsprinzipien der Elastostatik zu Grunde. Fiir diese existieren auch Funktionale. Der Zugang
zuden Arbeitsprinzipien mittels dieser Funktionale erschlie3t sich aber nichtin gleicher, direkter
Weise wie der Zugang mittels der Methode der gewichteten Reste.

o ) (13) (1) (8) (14) (15)

Arbeit Ansat

rpbensprinzip nsatz €e=Du 0=E DWo+p,=0 Sn=s u=u, 5 = g
Hu-Washizu u’, ", " a priori
virtuelle o" - . . .
Spannungen a prior a priori a priori a priori
virtuelle
Verschiebungen u’ apriori  apriori a priori a priori
erweiterte virtuelle — o o o
Verschiebungen %S aprior & priori a priori
Hellinger- o o o
Reissner u®, o" a priori a priori a priori

Tabelle 2.1 :  Ubersicht: Arbeitsgleichungen der Elastostatik

Ubersicht: Tabelle 2.1 stellt die konventionellen Arbeitsprinzipien der Elastostatik zeilenweise
zusammen. Die erste Spalte zeigt die fiir die Herleitung des Prinzips zu wihlenden Ansitze. In
den weiteren Spalten sind die a priori befriedigten Bestimmungsgleichungen (5) bis (15)
vertafelt. Die in heller Farbe markierte Zeile fiir das erweiterte Prinzip virtueller Verschiebungen
ist die theoretische Grundlage dieser Arbeit. Es ist ersichtlich, dal im Gegensatz zum Prinzip
virtueller Verschiebungen die Herleitung des erweiterten Prinzips mit einem Ansatz fiir
Spannungen auf dem Rand F des Losungsgebietes erfolgt. Im Gegensatz zum Prinzip von
Hellinger und Reissner wird dieser Ansatz jedoch nur auf dem Rand F des Losungsgebietes und
nicht im Gebiet V unternommen. Nachfolgend wird diese Abgrenzung im Detail beschrieben.

- 11 -
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Prinzip von Hu-Washizu: Fiir jede der drei Feldfunktionen wird ein Ansatz im Losungsgebiet
V aufgestellt. Die Spannungen s auf dessen Rand F werden mit Gleichung (8) aus dem Ansatz
tiir die Spannungen im Gebiet ermittelt. Keine weiteren Bestimmungsgleichungen sind a priori
befriedigt. Die gleichzeitige Ndherung von sowohl Spannungen als auch Dehnungen im
Losungsgebiet fiihrt im Falle eines linearen, invertierbaren Zusammenhangs zwischen
Dehnungen und Spannungen nicht zu genaueren Ergebnissen [8]. Modelle nach Hu und Washizu
finden daher wenig Anwendung. Bei gemischten Modellen wird eher auf das Prinzip von
Hellinger-Reissner zuriickgegriffen, wo dieser Zusammenhang a priori befriedigt ist.

Prinzip der virtuellen Spannung: Fin Ansatz ¢" wird ausschlieBlich fiir die Spannungen im
Gebiet V aufgestellt. Der Ansatz befriedigt das Gleichgewicht (11). Aus dem Ansatz werden die
Spannungen s auf dem Rand F mit Gleichung (8) ermittelt. Diese befriedigen die Bestimmungs-
gleichung (15). Die Befriedigung des Gleichgewichts (11) und der Spannungsrandbedingung
(15) bereitet fiir mehrdimensionale Kontinua erhebliche Schwierigkeiten. Modelle nach dem
Prinzip der virtuellen Spannungen finden daher eher Anwendung bei eindimensionalen Stab-
werken oder im Zusammenhang mit nicht konformen Finite Elemente Methoden.

Prinzip der virtuellen Verschiebung: Fiir die Herleitung des Prinzips der virtuellen Verschie-
bung wird ein Ansatz u" ausschlieBlich fiir die Verschiebungen im Gebiet V aufgestellt. Die
Dehnung €, die Spannung ¢ und die Randspannung s werden mit den Gleichungen (5), (13) und
(8) aus dem Ansatz u" ermittelt. Weder fiir den Spannungszustand im Gebiet noch fiir den Span-
nungsvektor auf dem Rand wird ein eigener Ansatz gewihlt. Von dem Ansatz fiir die Verschie-
bung u" wird gefordert, daB3 der Ansatz die eingeprigten Werte u, auf dem Verschiebungsrand
F, annimmt. Dadurch sind die Gleichungen (5), (13), (8) und (14) a priori befriedigt. Es ver-
bleiben die Gleichungen (11) und (15) fiir die Anwendung der Methode der gewichteten Reste:

[ 0 uT(DT(r + Po) dv + [ 6uT(so - s) dF =0
\% Fy

Aus der Anwendung des Integralsatzes von Gaul} auf den ersten Term der obigen Gleichung
folgt:

[ —6(Du)T(rdV+ [ Su'SndF + [ dulp,dv + [ 6uT(so - s) dF =10
v F,Fs v Fy

Die Variation du der Verschiebung ist auf dem Rand F, nicht zulissig, da durch die a priori
befriedigte Gleichung (14) der Verschiebungszustand auf diesem Rand bereits festgelegt ist und
nicht variiert werden kann. Das Integral iiber die Variation du auf F, entfillt daher in obiger
Gleichung. Aus der Substitutition der iibrigen a priori befriedigten Gleichungen (5), (13) und
(8) folgt das Prinzip der virtuellen Verschiebungen:

[ 5(Du)'E (Du)dV = [
Vv

dulp,dv+ [ duls,dF (23)
\

F;
Das zur Gleichung (23) gehdrige, quadratische Funktional ist das elastische Potential:
1L (u) = [ 1 pw)"E (Du)av - [ uTp, dV — [ uls, dF (24)
vwil) = 5 Po 0
\% v Fy

Die Forderung nach Stationdritit 8I1,y,(u) = 0 des Funktionals (24) liefert genau das Prinzip der
virtuellen Verschiebungen (23). Am stationdren Punkt besitzt das Funktional ein ausgeprigtes
Minimum.

- 12 -
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Erweiterung des Prinzips virtueller Verschiebungen: Fiir die Herleitung des erweiterten Prin-
zips virtueller Verschiebungen wird ein Ansatz u" fiir die Verschiebungen im Gebiet V und ein
unabhiingiger Ansatz s" fiir die Randspannung auf dem gesamten Aufenrand F, aber nicht im
Inneren des Gebietes V aufgestellt. Der Dehnungszustand €" und der Spannungszustand ¢" wird
mit den Gleichungen (5) und (13) aus dem Ansatz u® ermittelt. Der Ansatz s" fiir die Randspan-
nung wird so gewihlt, daf} er auf dem Spannungsrand F, die eingepréigten Werte s, annimmt.
Dadurch sind die Gleichungen (5), (13) und (15) a priori befriedigt.

Die Gleichung (8) driickt die Vertréiglichkeit der Randspannung S"n, die mit den Gleichun-
gen (5) und (13) aus dem Ansatz u" ermittelt wird, mit der unabhiingigen Randspannung des
Ansatzes s"aus. Diese Gleichung istim Gegensatz zum Prinzip in der konventionellen Form hier
wegen der Unabhiingigkeit der Ansitze u"und s nicht befriedigt. Auerdem wird im Gegensatz
zum Prinzip in der konventionellen Form nicht gefordert, da3 der Ansatz u" fiir die Verschie-
bung am Rand F, die eingeprigten Werte u, auf dem Verschiebungsrand F, annimmt. Daher
verbleiben die Gleichungen (11), (8) und (14) fiir die Anwendung der Methode der gewichteten
Reste:

[ 0 uT(DT(r + Po) dv + [
\%

Sul(s — Sn) dF + [ 0 sT(u - “0) dF=0
Fy F,

Fy

Aus der Anwendung des Integralsatzes von Gaul} auf den ersten Term der obigen Gleichung
folgt:

SulsdF + [ 0 sT(u — “0) dF=0
Fy

[ —6(Du)T0dV+[ 6quOdV+[
\% \%

Fy F,

Die Variation du der Verschiebung ist auf dem gesamten Rand F zuléssig. Aus der Substitution
der a prioribefriedigten Gleichungen (5), (13) und (15) folgt das Prinzip der virtuellen Verschie-
bungen in der erweiterten Form:

[ 5(Du)'E (Du)dV- [
Vv

6uTde—[ S sTudF
Fy

Fy

= [ 6quOdV+I 6uTSOdF—[ dsTu,dF (25)
\ F,

Fy

Diese Vorgehensweise impliziert, daf3 bei der Formulierung der differentiellen Form der Bestim-
mungsgleichungen keine der Gleichungen, die nicht a priori befriedigt sind, in eine der anderen
Gleichungen substituiert wird. Das gilt insbesondere fiir die Substitution von Gleichung (8) in
Gleichung (15).

Diese Moglichkeit der Erweiterung des Prinzips virtueller Verschiebungen (25) ist in der
Literatur bereits an anderer Stelle erwihnt [2]. Allerdings ist dort der Zusammenhang mit der
Methode der gewichteten Reste nicht hergestellt. Vielmehr wird das Prinzip virtueller Verschie-
bungen willkiirlich um weitere Terme angereichert. Insbesondere wird fiir die Losung der
Gleichungen unterstellt, daf3 der Ansatz keine Starrkdrperverschiebungen enthilt. Das ist jedoch
nicht notwendig.

- 13 -
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Das zur Gleichung (25) gehorige Funktional ist das elastische Potential IT,,(u) mit der zusétzli-
chen Nebenbedingung der Vertriglichkeit gesuchter Verschiebung wund eingeprigter Verschie-
bung u,am Verschiebungsrand F:

I (b u) = [ %(Du)TE(Du) dv — [ uTp, dV — [
\% \%

uls, dF — [ lT(u — “0) dF (26)
F, F

Dabei ist fiir jede Verschiebungsrichtung u;, mit i = 1,2,3 eine Nebenbedingung aufgestellt
worden. Die Lagrange Parameter A, der Nebenbedingungen sind im Vektor A zusammengefaf3t.
Wenn im Funktional (26) der Vektor A mitdem Vektor der Spannungen s am Verschiebungsrand
F, gleichgesetzt wird, dann folgt aus der Forderung nach dessen Stationdritdt OIT (A, u) = 0
genau die vorgenommene Erweiterung des Prinzips virtueller Verschiebungen (25). Weiterhin
ist aus Gleichung (26) ersichtlich, da3 genau dann, wenn der Verschiebungsansatz u exakt die
auf F, eingeprigte Verschiebung u, annimmt, der stationédre Punkt des Funktionals II_ (A, u)
in den stationdren Punkt des Funktionals IT,y,(u) tibergeht. Fiir diesen Fall besitzt also auch das
Funktional II_ (A, u) ein ausgeprigtes Minimum.

Die Moglichkeit, das elastische Potential durch die Nebenbedingung der Vertriglichkeit ein-
geprigter und gesuchter Randverschiebung anzureichern, ist in der Literatur bereits erwéhnt
worden [3]. Aus physikalischer Erwégung wird dort gefolgert, dal dem Lagrange Parameter A
die Rolle der Randspannung am Verschiebungsrand zukommt. Lagrange Parameter in Form von
Gl. (26) werden {iblicherweise genutzt, um Kontaktbedingungen oder Ubergangsbedingungen
nicht konform angeschlossener Teilgebiete zu realisieren. In der Literatur ist nicht erwéhnt, dal3
die Nebenbedingung auch dann sinnvoll sein kann, wenn diese Bedingung exakt befriedigt wird,
um die Randspannungen s auf F, unmittelbar zu gewinnen.

Prinzip von Hellinger und Reissner: Fiir die Herleitung des Prinzips von Hellinger und
Reissner wird ein Ansatz u" fiir die Verschiebungen und ein unabhingiger Ansatz ¢! im
gesamten Losungsgebiet V aufgestellt. Von dem Ansatz fiir die Verschiebung u" wird gefordert,
daB3 der Ansatz auf dem Verschiebungsrand F, die eingeprédgten Werte u, annimmt. Dadurch
sind die Gleichungen (13), (8) und (14) a priori befriedigt. Im Gegensatz zum Prinzip virtueller
Verschiebungen und dessen Erweiterung ist wegen der Unabhiingigkeit der Ansiitze u" und o"
die Bestimmungsgleichung (5) hier nicht befriedigt. In der Literatur wird daher hdufig explizit
zwischen materieller Dehnung e, = E"'¢  und kinematischer Dehnung €, = Du
unterschieden. Neben dieser Gleichung (5) verbleiben weiterhin die Gleichungen (11) und (15)
fir die Anwendung der Methode der gewichteten Reste:

[ 0 uT(DT(r + Po) dv + [
\%

Sol(e — Du)dV + [ 6uT(so - s) dF =10
\%

F,

Aus der Anwendung des Integralsatzes von Gaul} auf den ersten Term der obigen Gleichung
folgt:
[ —6(Du)T(rdV + [ Su'SndF + [ dulp,dv + [ 6uT(so - s) dF
v FF; v

F,

+[ Sol(e — Du)dvV=0
\%

Die Variation du der Verschiebung auf dem Rand F, ist nicht zulissig, da durch die a priori
befriedigte Gleichung (14) der Verschiebungszustand dort bereits festgelegt ist. Aus der
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Substitution der tibrigen a priori befriedigten Gleichungen (13) und (8) folgt das Prinzip von
Hellinger und Reissner:

[ 5(Du) o dV + [ 5ol (Du) dV — [ 5o 'E~ 1o dV
Vv Vv Vv

= [ dulp, dV+[ duls, dF (27)
\

F,

Die zur Gleichung (27) gehdrige Variationstomulierung ist das Funktional von Hellinger und
Reissner:

UTDudV—[ %UTE_IUdV—[

ulp,dv - [ uls, dF (28)
\ \

F,

Mr(o, ) = [

\'%

Fiir das Funktional (28) existieren verschiedene Darstellungsformen, die mit dem Integralsatz
von Gauf} ineinander iiberfiihrbar sind. Das Funktional ist derart konstruiert, daf3 aus der Forde-
rung nach Stationdritit Il (o, u) = 0 genau die integrale Form (27) folgt. Eine Herleitung des
Funktionals von Hellinger und Reissner mittels des elastischen Potentials oder des Potentials der
Ergiinzungsenergie und weiteren Nebenbedingungen ist nicht moglich. Der stationédre Punkt des
Funktionals von Hellinger und Reissner ist daher ein Sattelpunkt. Darin besteht ein wesentlicher
Nachteil dieses Prinzips.

Beispiel: In Bild 2.3 ist die Anwendung des Prinzips virtueller Verschiebungen, seiner Erweite-
rung und des Prinzips von Hellinger und Reissner an einem vereinfachten Beispiel illustriert.
Betrachtet wird ein hingender Stab der Lange L, der durch seine linear verdnderliche Wichte v,,
belastet wird. Die analytisch exakte Losung des Randwertproblems ist angegeben.

Fiir das Prinzip virtueller Verschiebungen wird ein Verschiebungsansatz gewdhlt, der die
Verschiebungsrandbedingung u(0) = 0 a priori befriedigt. Der Verschiebungsansatz kann die
analytische Losung nicht darstellen. Es ergibt sich eine Niherungsldsung, deren Differentiation
niherungsweise die Spannungen o(x) im Stab liefert. Die Spannung an den punktfGrmigen
Réindern des Stabs folgt aus dem Produkt von o(x) mit dem Normalenvektor n(0) = —1 an der
Authingung und n(L) = 1am freien Ende. Es ist ersichtlich, daf3 auch dort der analytisch exakte
Wert nicht erreicht wird.

Der Verschiebungsansatz des erweiterten Prinzips virtueller Verschiebungen befriedigt die
Verschiebungsrandbedingung nicht a priori. Es wird zudem ein Ansatz fiir die Randspannung
an den punktférmigen Réndern aufgestellt. Am freien Ende nimmt der Ansatz die eingeprigte
Spannung s(L) = 0 an. Das entspricht dem analytisch exakten Wert. Die Ndherungslosung fiir
die Verschiebung ist identisch zum Prinzip ohne die vorgenommene Erweiterung, da die Ansétze
den gleichen Dehnungszustand darstellen kénnen. Die Ndherungsldsung fiir die Spannung s(L)
an der Aufhingung liefert den analytisch exakten Wert.

Fiir das Prinzip von Hellinger-Reissner wird ein Ansatz sowohl fiir die Verschiebung als
auch fiir die Spannung unternommen. Der Verschiebungsansatz befriedigt die Randbedingung
u(0) = 0 a priori. Die Nidherungslosung fiir die Verschiebung und die Spannung ist identisch
zum Prinzip virtueller Verschiebung, da der konstante Anteil des Spannungsansatzes den
Dehnungszustand aus dem Verschiebungsansatz darstellen kann. Entsprechend wird auch hier
an den Réndern der analytisch exakte Wert fiir die Spannung s(0) und s(L) nicht erreicht.
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2.3 Algebraische Form

Galerkin Gleichungen: Als Ansatz w"(x) fiir die Feldfunktionen wird eine Linearkombination
aus D linear unabhidngigen, gegebenen Funktionen und unbekannten Koeffizienten gewihlt. Die
linear unabhingigen Funktionen des Ansatzes bilden eine Basis. Mit der Basis wird ein Ansatz-
raum der Dimension D fiir die Niherungslosung aufgespannt. Die Konstruktion des Ansatzes
ist nicht beliebig, sondern muf} den Anforderungen an die Stetigkeit gentigen, die aus dem Grad
der Ableitung der Integranden in der Integralform ersichtlich sind. Ansitze, die den Stetigkeits-
anforderungen geniigen, heil3en konform.

In der Galerkin Methode werden die Gewichtsfunktionen dem Ansatzraum entnommen. Es
ist daher zweckmifig die D linear unabhingigen Basistunktionen des Ansatzraums zu wihlen.
Damit werden die Variationen dw"(x) des Ansatzes nach den freien Koeffizienten erfa3t. Die
Evaluation der Integralform (17) fiir jede der D Basisfunktionen fiihrt auf D algebraische
Gleichungen, die als Galerkin Gleichungen bezeichnet werden. Die Gleichungen bilden ein
symmetrisches, lineares Gleichungssystem der Dimension D. Durch die Ldsung dieses
Gleichungssystems wird die Integralform (17) also nicht fiir beliebige Gewichtsfunktionen
befriedigt, sondern fiir alle Funktionen aus dem Ansatzraum. Die Losung ist daher allein im
gewihlten Ansatzraum eindeutig. Die linearen Gleichungssysteme aus Bild 2.3 sind Beispiele
dieser algebraischen Formen.

Finite Elemente Methode: Der Ansatz w'(x) fiir die Feldfunktionen wird als Summe lokaler
Interpolationsansitze gebildet. Tridger oder Definitionsbereich der lokalen Ansitze sind die
finiten Elemente. Ein lokaler Ansatz in einem Element wird durch unbekannte Stiitzwerte und
bekannte Formfunktionen spezifiziert. Die Stiitzwerte am Ubergang zwischen benachbarten
Elementen sind gleich. Diese Kopplung der lokalen Ansitze zum globalen Ansatz kann
algebraisch durch die Topologiematrix R. ausgedriickt werden. Mit der Topologiematrix Re
wird der Zusammenhang zwischen den Stiitzwerten eines Elementes und allen Stiitzwerten eines
Ansatzes beschrieben.

Aus der Substitution der Summe lokaler Ansitze in die Integralform (17) folgen Summen
tiber Elementintegrale. Die numerische Evaluation der Integrale unter Verwendung von
Integrationstormeln fiihrt auf Elementmatrizen und Elementvektoren. Unter Verwendung der
topologischen Beziechung R, werden die Elementmatrizen und Elementvektoren zu
Systemmatrizen und Systemvektoren zusammengesetzt. Wegen der Definition des Ansatzes als
Summe von lokalen Elementansétzen ist die Systemmatrix diinn besetzt. Nachfolgend wird die
Anwendung der Finite Elemente Methode auf die Erweiterung des Prinzips virtueller
Verschiebungen beschrieben. Dabei wird wiederum die Abgrenzung zu den konkurrierenden
Prinzipien vorgenommen.

Prinzip virtueller Verschiebung: Die Integralgleichung (25) wird in eine Summe von
Elementintegralen zerlegt. Dafiir wird der globale Ansatz fiir die Verschiebungen als Summe lo-
kaler Ansitze mit C,-Kontinuitit ausgedriickt.

u(x) = Z u(x(z)) uc(x(z)) = Pe(2z)ue u.=R.u Vx€EV (29)

c

Der Ansatz (29) muf3 bereits die Verschiebungsrandbedingung (14) auf dem Rand F, befriedi-
gen. Dabei ist zu beachten, daf3 daher die Variation des Ansatz (29) auf dem Rand F, nicht zulés-
sig ist. Ublich ist es, die Randbedingung (14) zunichst zu verletzen und erst im nachhinein zu
beriicksichtigen. Dadurch wird die Ubersichtlichkeit bei der Herleitung der algebraischen Form
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gefordert. Aus der Substitution des Ansatz (29) in die Integralform (23) entstehen die nach-
folgenden Systembeitrige:

> [ 5(Du) 'E(Du) dV = > St K, =duKu  Steifigkeit K

€ Ve €

Z I SuTp,dVv = Z Sue py, = du p, Volumenlast Po

e Ve €
> [ duls;dF = > 8u s, =dus, Flichenlast so (30
€ F €

=

Jede Variation der Stiitzwerte Su liefert eine Zeile des nachfolgenden symmetrischen
Gleichungssystems:

Ku = p, + s (31)

Das System (31) istsingulér, weil die Verschiebungsrandbedingung (14) verletzt ist. Die Beriick-
sichtigung der Randbedingung erfolgt, indem der Stiitzwertevektor der Verschiebung u in den

Vektor u, der Stiitzwerte auf dem Verschiebungsrand F, und in den Vektor uq fiir die iibrigen
Stiitzwerte aufgeteilt wird:

K, | Ky u, Po. T Sou

K. | K u, Po. T Sos

(32)

Den Stiitzwerten u, werden die Werte der gegebenen Verschiebung uy(x) an den Stiitzstellen x;
punktweise eingeprigt. Daraus folgt ein Ubertrag von Spalten. Die Variationen du, auf dem
Rand F, sind nicht zuldssig. Daher entfallen in Gleichung (32) diejenigen Zeilen, die mit diesen
Variationen erzeugt wurden. Es verbleibt ein positiv definites Gleichungssystem fiir die unbe-
kannten Stiitzwerte der Verschiebung ug:

KSS ﬁS = i\)OS + /S\OS - KSU ﬁu (33)

Diese Vorgehensweise impliziert, dal nur solche Verschiebungsrandbedingungen u(x) vorge-
geben werden konnen, die durch den Ansatz (29) exakt dargestellt werden.

Erweitertes Prinzip virtueller Verschiebung: Die Integralgleichung (25) wird in eine Summe
von Elementintegralen zerlegt. Dafiir wird der globale Ansatz fiir die Verschiebungen als
Summe lokaler Ansdtze mit C,-Kontinuitit ausgedriickt. Entsprechend der Zerlegung des
Gebietes wird der globale Ansatz fiir die Randspannung auf dem Verschiebungsrand F, ebenfalls
als Summe lokaler Ansétze mit C,-Kontinuitét ausgedriickt:

u(x) = Zue(x(z)) uc(x(z)) = Pe(2z)ue u.=R.u Vx€EV

c

s(x) = > s{x(z)) six(z)) = 0(z) §

T

R;s Vx€EF, (34)

Im Gegensatz zum Prinzip ohne Erweiterung muf} der Verschiebungsansatz die Verschiebungs-
randbedingung (14) hier nicht befriedigen. Es ist daher auch die Variation des Ansatzes auf dem
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Rand F, zuléssig. Die Substitution der Ansitze (34) in die Arbeitsgleichung (25) liefert folgende
Systembeitrige:

> [ 5(Du) 'E(Du) dV = > St K, =duKu  Steifigkeit K
€ Ve €
Z [ SulsdF = Z K ﬁrT C,s,=9 acs Randgleichgewicht C
r F; r
Z [ SuTp,dVv = Z Sue py, = du p, Volumenlast Po
e Ve €
> [ duls;dF = > 8u s, =dus, Flichenlast So
r F, €
D [ 8sTuy dF = 585 G,= 8% Flichenverschiebung  #,  (35)
r F; r

Jede Variation der Stiitzwerte sowohl fiir die Verschiebungen im Gebiet V als auch fiir die
Randspannungen auf dem Rand F, liefert eine Zeile des folgenden symmetrischen, positiv
semidefiniten, reguliren, linearen Gleichungssystems:

K —C ﬁ f)o + gO

~

-CT 0 S -,

(36)

Das Gleichungssystem (36) wird in drei positiv definite, reguldre, lineare Gleichungssysteme
zerlegt. Dazu wird der Stiitzwertevektor der Verschiebung u aufgeteilt in den Vektor u, der
Stiitzwerte auf dem Verschiebungsrand F, und in den Vektor ug fiir die {ibrigen Stiitzwerte.

Kss Ksu 0 i\'ls f)os + /S\Os
Kus I(uu _C ﬁu = f)Ou + /S\Ou
0 |-CT| 0 s —u,
(37)

Aus der dritten Zeile der Zerlegung (37) folgt ein symmetrisches Gleichungssystem fiir die
unbekannten Verschiebungen uy :

Clay, = (38)

Aus der Substitution des Ergebnisses u, der Gleichung (38) in die erste Zeile der Zerlegung (37)
folgt ein symmetrisches Gleichungssystem fiir die unbekannten Verschiebungen u; :

KSS ﬁS = i\)OS + /S\OS - KSU ﬁu (39)

- 19 -



Theoretische Grundlagen

Aus der Substitution des Ergebnisses us aus Gleichung (39) und des Ergebnisses u, aus
Gleichung (38) in die zweite Zeile der Zerlegung (37) folgt ein symmetrisches Gleichungs-

system fiir die stetige Randspannungsverteilung s auf dem Rand F,:

Cg = KUS ﬁS + Kuu ﬁu - i\)ou - /S\Oll (40)

Wenn der gegebene Verschiebungszustand u(x) auf dem Rand F, vom Ansatz fiir die Verschie-
bung u(x) exakt erfa3t wird, dann nehmen die Stiitzwerte u,, berechnet mit Gleichung (38),
genau den gegebenen Wert an dieser Stelle an. Dann ist auch das Gleichungssystem (39)
identisch zu dem Gleichungssystem (33), das aus dem Prinzip in der konventionellen Form
resultiert. Entsprechend ist die Verschiebungslésung u, des erweiterten Prinzips dieselbe, die
durch Anwendung des Prinzips in konventioneller Form erhalten wird.

Die rechte Seite der Gleichung (40) liefert das integrale Residuum beziiglich des inneren
Gleichgewichts, die Auflagerkrifte. Im Gegensatz zur Anwendung des konventionellen Prin-
zips sind die Auflagerkrifte also Teil des erweiterten Prinzips und werden nicht durch eine nach-
geschaltete Gleichgewichtsbetrachtung ermittelt. Das Ergebnis s aus Gleichung (40) ist ein Aus-
druck fiir die verteilten Auflagerkrifte, den Randspannungen auf F,.

Prinzip von Hellinger und Reissner: Die Integralgleichung (27) wird in eine Summe von
Elementintegralen zerlegt. Dafiir wird der globale Ansatz fiir die Verschiebungen als Summe
lokaler Ansitze mit C,-Kontinuitdt ausgedriickt. Aulerdem wird ein unabhéngiger globaler
Ansatz fiir die Spannungen im Losungsgebiet als Summe lokaler Ansédtze aufgestellt. Da die
Spannungen in der Integralgleichung (27) nicht in einer Ableitung auftreten, miissen die
Spannungen am Ubergang zweier Elemente nicht C,-kontinuierlich sein.

u(x) = Z u(x(z)) uc(x(z)) = Pe(2z)ue u.=R.u Vx€EV

c

o(x) = > olx(z)) o(x(z)) = Pe(2)0e Ge

c

Re¢ Vx€EV (41)

Der Ansatz (41) fiir die Verschiebung muf} die Verschiebungsrandbedingung (14) auf dem Rand
F, befriedigen. Auch hier ist es iiblich, die Randbedingung (14) zunéchst zu verletzen, um die
Ubersichtlichkeit bei der Herleitung der algebraischen Form zu férdern. Die Substitution der
Ansitze (41) in die Integralgleichung (27) liefert folgende Systembeitrige:

Z I S¢TE~lodV = Z K GeTFe Ge= O o' Fo Nachgiebigkeitsmatrix F
V. e

€ €

Z I S ¢T(Du) dV = Z 86 Defle= 06 D Gleichgewichtsmatrix D
V, e

€ e

Z I SuTp,dVv = Z Sue py, = du p, Volumenlast Po
e Ve €

> [ duls;dF = > 8u s, =dus, Flichenlast So
r F, €

Jede Variation der Stiitzwerte sowohl fiir die Verschiebungen als auch fiir die Spannungen liefert
eine Zeile des folgenden symmetrischen, linearen Gleichungssystems:
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0 | DT a P, + So

D —F o 0

(42)

Das System (42) ist singulir, weil die Verschiebungsrandbedingung (14) verletzt ist. Die Beriick-
sichtigung der Randbedingung erfolgt wiederum, indem der Stiitzwertevektor der Verschiebung
u in den Vektor u, der Stiitzwerte auf dem Verschiebungsrand F, und in den Vektor ug fiir die
tibrigen Stiitzwerte aufgeteilt wird:

0 0 | D', 1, Po. + Sos
0 0 | DT, U, | =Pyt Sou
D, | D, | —F G D, u,
(43)

Den Stiitzwerten u, werden die Werte der gegebenen Verschiebung u,(x) an den Stiitzstellen
x; punktweise eingepriigt. Daraus folgt ein Ubertrag von Spalten. Die Variationen du, auf dem
Rand F, sind nicht zuldssig. Daher entfallen in Gleichung (32) diejenigen Zeilen, die mit diesen
Variationen erzeugt wurden. Es verbleibt ein lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten
Stiitzwerte ug und o:

0 D7, u, f)o + 5,

D, | -F g D, u,

(44)

Das lineare Gleichungssystem (44) ist regulir aber nicht positiv definit. Die robusten
numerischen Losungsverfahren positiv definiter Systeme kdnnen daher nicht eingesetzt werden.
Alternativ dazu kann der Stiitzwertevektor der Spannungen ¢ unter Verwendung der zweiten
Zeile von Gleichung (44) als Funktion des Stiitzwertevektors der Verschiebungen ug
ausgedriickt werden. Die Substitution von ¢ in die erste Zeile der Gleichung (44) liefert ein
positiv definites Gleichungssystem, das aber im allgemeinen keine diinne Besetzung aufweist.

Fiir den Fall, daf in jedem Element ein unabhingiger Ansatz tiir die Spannungen aufgestellt
wird, kann die vorangehend beschriebene Substitution elementweise durchgefiihrt werden. Die
Ablosung der Spannungen unter Verwendung der zweiten Zeile des Gleichungssystems (44)
liefert dann die gemischt hybride Elementsteifigkeit G.. Im Vergleich zur System-
steifigkeitsmatrix K aus dem Prinzip virtueller Verschiebungen weist die gemischt hybride
Systemsteifigkeit G die gleiche diinne Besetzungsstruktur auf und ist wie diese positiv definit.

Die Konstruktion des Spannungsansatzes kann bei der Anwendung des Prinzips von
Hellinger und Reissner nicht beliebig erfolgen. Ein Ansatz, der den aus dem Verschiebungs-
zustand berechenbaren Dehnungszustand erfaf3t, fiihrt auf dieselbe Losung, die auch aus dem
Prinzip virtueller Verschiebungen erhalten wird. Ein Ansatz, der weniger Stiitzwerte ¢ fiir die
Spannung als Stiitzwerte ug fiir die Verschiebung besitzt, fiihrt auf Steifigkeitsmatrizen mit
Nulleigenformen, die keine Starrkdrperverschiebungen sind. Im Falle der hybriden Abldsung
konnen durch die sorgtiltige Abstimmung des Ansatzraums der Spannung auf den Ansatzraum
der Verschiebung Elemente konstruiert werden, die fiir wichtige Aufgabenklassen ein gutes
Konvergenzverhalten zeigen. Jedoch besitzen diese Elemente nicht den gleichen breiten
Anwendungsbereich wie die konformen Elemente der Verschiebungsmethode.
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2.4 Schnitte durch das Kontinuum

Die Erweiterung des Prinzips virtueller Verschiebungen findet besondere Anwendung bei der
Bestimmung der Randspannungen auf Schnitten durch das Kontinuum. Derartige Schnitte
liegen auch den hybriden Modellen der Finite Elemente Methode zu Grunde. Die Bestimmungs-
gleichungen werden zunichst um Ubergangsbedingungen ergiinzt. Durch Anwendung der
Methode der gewichteten Reste werden die Ubergangsbedingungen in die Integralform
aufgenommen. Der Zusammenhang zu den Integralformen aus Kapitel 2.2 wird hergestellt.

Ubergangsbedingung: Das Losungsgebiet wird durch Schnitte in Teilgebiete zerlegt. In jedem
Teilgebiet wird die vorher beschriebene Randwertaufgabe gestellt. Die AuB3ennormalen n ™ (x)
und n~ (x) auf einer Schnittfliche F,, zweier Teilgebiete sind entgegengesetzt orientiert. Die
Aufgabe wird zusitzlich durch Ubergangsbedingungen fiir den Verschiebungsvektor u der
Punkte in F;, und den Spannungsvektor s der Punkte auf F,,, erweitert:

ut =u” Vx € Fy Verschiebungsiibergangsbedingung (45)
st = —s~ Vx € Fy Spannungsiibergangsbedingung (46)

Gleichung (45) folgt aus der zu Grunde liegenden Kontinuumshypothese. Gleichung (46) ist die
elementare Aussage des Schnittprinzips, das zur axiomatischen Definition des Cauchy Span-
nungstensors T verwendet wurde. Die Gleichungen liefern sechs Ubergangsbedingungen fiir
jeden Punkt xdes Uberganges F, . Um gréBere Ubersichtlichkeit zu erzielen wird angenommen,
daf} das Gebiet durch einen einzigen Schnitt in die Gebiete V, und V_ zerlegt wird.

Prinzip virtueller Verschiebung: Im Gebiet V und V_ wird jeweils ein Ansatz u , und u_
fir die Verschiebung unternommen. Die Ansitze u, und u_ sind zunichst unabhingig. In
jedem Gebiet werden unabhiingig voneinander dieselben Bestimmungsgleichungen a priori
befriedigt, wie im Prinzip der virtuellen Verschiebungen.

Am Ubergang F,, der Gebiete ist wegen der Unabhingigkeit der Ansitze u, und u_ die
Spannungsiibergangsbedingung (46) nicht befriedigt. Der Zusammenhang der Teilgebiete wird
hergestellt, indem von den Ansitzen u, und u_ a priori die Vertriglichkeit auf dem Rand F,
gefordert wird. Es giltdaher u = u, = u_ fiiralle Punkte des Ubergangs Fy, . Aus der Anwen-
dung der Methode der gewichteten Reste folgt:

[ 0 uT(DT(r + Po) dv + [
\%

. Fo+

6uT(so — s) dF — [ Sul (s, +s_)dF=10 (47)
Fn

Der erste Term der Gleichung (47) wird fiir beide Teilgebiete partiell integriert:

[ Su'DTedV = —[ 6(Du)T(r dV+[
\% v,

Su'Sn dF + [ Su'(Sn, + Sn_) dF (48)
FurFsi

+ Fn

Aus der Substitution der Gleichung (48) in Gleichung (47) folgt unter Beriicksichtigung aller
a priori befriedigten Bestimmungsgleichungen:

I 5(Du)'E (Du) dV = I
Vv

dulp,dv + [ duls, dF (49)
+ V:t

Fo+

Gleichung (49) ist das bekannte Prinzip virtueller Verschiebungen. Da in der Herleitung keine
Stetigkeit der Randspannung auf F, vorausgesetzt wurde und alle Terme auf dem Rand F, ent-
fallen, sind unstetige Randspannungen hier zuldssig. Diese Eigenschaft ist auch aus dem Grad
der Verschiebungsableitung ersichtlich.
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Erweitertes Prinzip virtueller Verschiebungen: Im Gebiet V | wird ein Ansatz u , fiir die Ver-
schiebung sowie ein unabhingiger Ansatz s, fiir die Randspannung auf dem gesamten Auflen-
rand F , unternommen. Analog dazu werden im Gebiet V _ und auf dessen Rand F _ die Ansitze
u_ und s _ unternommen. Alle Ansétze sind zunichst unabhdngig voneinander. In jedem Gebiet
werden dieselben Bestimmungsgleichungen, wie im erweiterten Prinzip virtueller Verschiebun-
gen, a priori befriedigt. Insbesondere ist also die Vertridglichkeit der unabhiingigen Randspan-
nung mit den Spannungen aus dem Verschiebungsansatz in jedem der Gebiete nicht a priori
befriedigt.

Zur Férderung der Ubersichtlichkeit wird zunichst vorausgesetzt, daf keine Verschiebungs-
randbedingung spezifiziert ist. Am Ubergang F,, der Gebiete ist wegen der Unabhiingigkeit der
Ansitze u, und u_ die Verschiebungsiibergangsbedingung (45) nicht befriedigt. Der Zusam-
menhang der Teilgebiete wird hier hergestellt, indem von den Ansitzen s, und s_ a priori die
Vertriglichkeit auf dem Rand F, gefordert wird. Es giltdaher s = s, = — s_ fiir alle Punkte
des Ubergangs Fp,. Aus der Anwendung der Methode der gewichteten Reste folgt:

[ 0 uT(DT(r + Po) dv + [
\%

+ Fsi

Su(s — Sn) dF + [ 6u+T(s —Sn,)dF
Fn

+[ Su_'(s — Sn_)dF+[ 5sT(u, —u_)dF=0 (50)
F F

m m

Der erste Term aus Gleichung (50) wird fiir beide Teilgebiete partiell integriert:

[ Su'DTedV = —[ 6(Du)T(rdV+ [ Su'Sn dF
\% v,

+ Fsi

+[ Sul Sn+dF+[ dul Sn_ dF (51)
F F

m m

Aus der Substitution der Gleichung (51) in Gleichung (50) folgt unter Beriicksichtigung aller
a priori befriedigten Bestimmungsgleichungen:

[ 6(Du)T0dV—[ (6uTr —6uT_)de—[ 8T (u, —u_)dF
v Fin

+ Fn

= [ dulp, dV+[ duls, dF (52)
\

. Fo+

Gleichung (52) generalisiert die in dieser Arbeit vorgenommene Erweiterung des Prinzips
virtueller Verschiebungen (25): Wenn der Verschiebungszustand fiir eines der Teilgebiete gege-
ben ist, dann ist der Rand F,, fiir das andere Teilgebiet ein Verschiebungsrand F, mit eingeprig-
ten Verschiebungen u = u,. Weiterhin ist fiir das Teilgebiet mit gegebenen Verschiebungen
deren Variation unzuldssig. Es entfallen daher in Gleichung (52) alle Terme die mit diesen unzu-
lassigen Variationen erzeugt werden. Fiir das andere Teilgebiet folgt dann genau die vorgenom-
mene Erweiterung (25).

Die Volumenintegrale der beiden Teilgebiete V. und V_ sind wegen der diskontinuier-
lichen Verschiebung auf dem Rand F,, unabhingig voneinander. Die Kopplung erfolgt mittels
des vertriiglichen Ansatzes s fiir die Randspannung am Ubergang. Gehen die Verschiebungen
am Ubergang F,ineinander {iber, so folgt aus Gleichung (52) das Prinzip virtueller Verschiebun-
gen in konventioneller Form (23).
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Algebraische Form: Die Herleitung der algebraischen Form der Gleichung (52) erfolgt mitden
Ansitzen (34) des erweiterten Prinzips fiir jedes der Teilgebiete V, und V_ . Zur Férderung
der Ubersichtlichkeit wird wiederum vorausgesetzt, daf} keine Verschiebungsrandbedingung
spezifiziert worden ist. Der Rand eines Teilgebietes kann daher disjunkt in einen Rand Fg mit
Spannungsrandbedingungen und den Ubergang F,, zum anderen Teilgebiet zerlegt werden.

Der Ansatz fiir die Randspannung nimmt in jedem Teilgebiet am Rand F; die eingeprigten
Werte an. Am Ubergang F,, ist wegen der Vertriglichkeit der Randspannung s = s, = —s_
der Ansatz fiir beide Teilgebiete gleichermallen giiltig. Die Stiitzwerte der Randspannung am
Ubergang F,, werden mit s, bezeichnet. In Abhiingigkeit der Zugehérigkeit zu einem der Teilge-
biete werden die Stiitzwerte der Verschiebung mit u, und u_ bezeichnet. Unter Verwendung
der Systembeitrige aus dem erweiterten Prinzip (35) folgt ein symmetrisches, lineares Glei-
chungssystem, das aber nicht die Eigenschaft besitzt, positiv definit zu sein:

K+ 0 _C+ ﬁ+ f)o+ + g0+
0 | K| C_ u_ = | Po_ + So_
-Ct, | C_| o Sm 0
(53)

Wenn die unabhiingigen Ansiitze fiir die Verschiebung am Ubergang F,, den gleichen Verschie-
bungszustand darstellen kdnnen, dann sind die Randgleichgewichtsmatrizen C, und C_ der
Teilgebiete V, und V _ am Ubergang F,,identisch. Aus der dritten Zeile des Systems (53) folgt
dann, daB auf dem Rand F,, die Stiitzwerte u, gleich den Stiitzwerten u - sind. In diesem Fall
werden also durch die Losung der Gleichung (53) die gleichen Ergebnisse fiir die Verschiebun-
gen erzielt, wie durch die Anwendung des Prinzips virtueller Verschiebungen auf das Gesamtge-
biet V.= VU V_ unter Vernachlissigung der Ubergangsbedingungen (45) und (46). Es wer-
den aber zusitzlich und unmittelbar Randspannungen auf F, gewonnen.

Daraus leitet sich ein Vorgehen ab, das die Losung des nicht positiv definiten Systems (53)
vermeidet: Es wird zunichst eine Berechnung nach dem konventionellen Prinzip virtueller Ver-
schiebungen durchgefiihrt. Dafiir ist die Losung eines positiv definiten Systems notwendig. Es
wird dann entweder das Verschiebungsergebnis fiir den Teilkérper V. in die erste Zeile der
Gleichung (53) oder das Verschiebungsergebnis fiir den Teilkérper V _ in die zweite Zeile der
Gleichung (53) substituiert. Daraus resultiert jeweils ein weiteres positiv definites, lineares
Gleichungssystem zur Bestimmung der Stiitzwerte s,, der Randspannungen am Ubergang Fy,, .
Dabei geniigt es, eines der beiden Systeme zu 16sen. Wegen der Vertrdglichkeit der
Randspannungen am Ubergang F,, ist auf dem anderen Teilgebiet allein das Vorzeichen
unterschiedlich.

Beispiel: In Bild 2.4 wird der Anschluf} eines Trigers an ein Widerlager betrachtet. Dargestellt
ist ein Schnitt durch den Tréger, der das Losungsgebiet in die Gebiete V , und V _ zerlegt. Die
Analyse des Verschiebungszustands mit einer groben Elementierung ist bereits erfolgt. Die Ver-
schiebung sowie die Randspannung auf der Schnittfliche F,, werden linear interpoliert. Aus der
Anwendung der ersten Zeile der Gleichung (53) folgt ein positiv definites Gleichungssystem fiir
die Randspannung auf der Schnittfliche Fy, . Im Vektor der rechten Seite dieses Systems befin-
den sich die Schnittkrifte. Aus dem Beispiel ist ersichtlich, da3 ein Schnitt am Verschiebungs-
rand F, als Sonderfall der Betrachtung hervorgeht.
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d
F.
L o L
v d | d
—t o —t
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- - H -5 - T Ansatz:
V. 0 5, d §; = Si(1)*P +Si(2)*q
_ L.H le d I ui:ui(l)*p+ui(2)*q
2) v 1
2 1 Sty H,
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Bild 2.4 : Beispiel Schnittfiihrung

Schnittfithrung: Die zu fiihrenden Schnitte sind durch den Anwender eines Programms zu
spezifizieren. Die Spezifikation kann entweder vor oder nach der Analyse des
Verschiebungszustandes erfolgen. Bei einer Spezifikation des Schnittes vor der Analyse des
Verschiebungszustandes kann die Oberflidche der Schnittfliche in Analogie zur Spezifikation
von Randbedingungen explizit angegeben werden. Eine Schnittfithrung nach der Analyse des
Verschiebungszustandes ist wiinschenswert, da die Lage der fiir die Bemessung maf3geblichen
Schnitte im allgemeinen nicht bekannt ist. Es wird dann eine Methode zur Bestimmung aktueller
Oberflichen, wie sie in Kapitel 5 dargelegt wird, notwendig.

Sobald eine Analyse des Verschiebungszustandes erfolgt ist, kbnnen Schnitte entweder 1ings
der Rinder gegebener Elementierungen oder aber beliebig gefiihrt werden. Fiir einen Schnitt
lings der Rinder gegebener Elementierungen werden auf der Schnittflidche an den Stiitzstellen
der Verschiebung zusitzliche Stiitzwerte der Randspannung eingefiihrt, die darauthin durch die
Ldsung von entweder der zweiten oder der dritten Zeile der Gleichung (53) bestimmt werden.

Fiir beliebige gefiihrte Schnitte wird eine temporire Verfeinerung der geschnittenen Elemen-
te des Gebietes vorgeschlagen, so daf} der Schnitt lings der verfeinerten Elementierung gefiihrt
wird. Nach erfolgter Analyse der Randspannung auf der Schnittfliche kann die verfeinerte
Elementierung wieder verworfen werden. Leistungsfdhige, rechnergestiitzte Methoden fiir die
interaktive Spezifikation und Ausfiihrung derartiger Schnitte sind in [30]/[46] dokumentiert. Sie
dienen dort der Visualisierung von Tensorfeldern. Hier werden zusitzlich Stiitzwerte auf der
Schnittfléiche eingefiihrt, um darauthin die Randspannung mittels Gleichung (53) zu bestimmen.
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3 Spannungsberechnung mit dem erweiterten Prinzip

3.1 Ecken und Kanten dreidimensionaler L6sungsgebiete

Die in Kapitel 2.1 eingefiihrte Randwertaufgabe der Elastostatik ist an Ecken und Kanten
dreidimensionaler Losungsgebiete selten wohldefiniert. Zur Illustration dieses Problems wird
zunichst ein zweidimensionales Losungsgebiet F(x) betrachtet. Der Rand L(x) des
Losungsgebiets wird unter Verwendung einer Bogenkoordinate z durch die Abbildung
x(z) : z € B — R? beschrieben. Der Rand L(x) des Ldsungsgebiets heilt glatt, wenn die
Abbildung €,-Kontinuitit besitzt. Dann ist die Eindeutigkeit der Au3ennormalen n(x) an allen
Punkten des Randes gewihrleistet.

Das Losungsgebiet F sei ein zweidimensionales Polyeder und besitzt daher einen stiickweise
glatten Rand L. Betrachtet werden zwei Linienstiicke des Verschiebungsrandes F,, , die an einem
Eckpunkt A inzident sind und dort jeweils einen unterschiedlichen Normalenvektor n, und n,
definieren. Die grundlegenden Definitionen des Verschiebungsgradienten Uaus Gleichung (3)
und des linearisierten Dehnungstensor G = U + U! aus Gleichung (4) werden vorausgesetzt.
Diese Tensoren wurden beziiglich der globalen, kartesischen Einheitsbasis eingefiihrt, die in
Bild 2.1 dargestellt ist.

Die Normalenvektoren am Eckpunkt A spannen eine kovariante Basis B. = [nl n2] auf. Die
Basisvektoren der zu B. kontravarianten Basis B* = [tl tZ] sind die Richtungsvektoren der

beiden Linienstiicke. Aus dem Produkt UB” des Verschiebungsgradienten U mit der kontra-
varianten Basis B” folgen spaltenweise die Verschiebungsableitungen in Richtung der Basis-
vektoren von B”. Genau diese Ableitungen konnen durch die Differentiation der gegebenen
Verschiebungsrandbedingungen am Eckpunkt A bestimmt werden. Durch Multiplikation von
U B"mit der kovarianten Basis B.. ergibtsich der Verschiebungsgradient Uam Eckknoten. Damit
sind dann der Dehnungzustand G, der Spannungzustand S und die Randspannungen s am Eck-
punkt A bestimmt.

Aus der Betrachtung folgt, dal3 am betrachteten Eckpunkt A die Losung der Randwertauf-
gabe bereits durch die Verschiebungsrandbedingungen auf F, vorgegeben ist. Die Aufgabe ist
tiberbestimmt. Die zusitzliche Bedingung, die aus der Differentiation der Randbedingungen
folgt, kann entweder in der exakten Losung des Randwertproblems enthalten sein oder aber eine
widerspruchsfreie Losung des Randwertproblems existiert nicht. Letzterer Fall wurde bereits am
Beispiel des Kreisabschnitts in Kapitel 2.2 illustriert. Ahnliche Uberlegungen fiir Spannungs-
randbedingungen auf F; oder gemischte Randbedingungen werden im Zusammenhang mit drei-
dimensionalen Lésungsgebieten diskutiert.

Uberbestimmtheit und das erweiterte Prinzip: Das erweiterte Prinzip virtueller
Verschiebungen zeichnet sich gegeniiber der konventionellen Formulierung im wesentlichen
durch den zusitzlichen Ansatz s" fiir die Randspannung am Rand F, aus. Nach der Methode von
Galerkin liefert das Prinzip an jedem Punkt des Randes F, fiir jede Komponente u, der
Verschiebung genau die energetisch konjugierte Komponente s, der Randspannung. Da aber der
unabhiingige Ansatz fiir die Randspannung s im erweiterten Prinzip die Uberbestimmtheit der
Aufgabe nicht beriicksichtigt, kommt es in dem Fall, daB die eindeutige LOsung einer Aufgabe
nicht widerspriichlich zu den Randbedingungen auf dem Rand F, ist, zu einem nachteiligen
Ergebnis fiir deren Nédherung. Dieser Fall wird anhand einer Modellaufgabe untersucht.
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Modellaufgabe: Gestellt wird die in der Dimension reduzierte Aufgabe des ebenen Dehnungs-
zustandes fiir ein Quadrat F(XI,XZ) im Einheitsgebiet [0, 1] x [0,1]. Der Elastizititsmodul sei

Eins, die Querdehnzahl sei Null. Zwei Fille gegebener Randbedingungen fiir den Rand L
werden alternativ verglichen:

& Fall 1: u(x;,x,) = [Xl,O]T Vx,x, EL: x,=0vx =1

S(XLXZ):[O,O]T Vx,x,€L: x,=0Vvx,=1

<& Fall 2: u(xl,xz) = [Xl,O ]T Vx,x, EL

In beiden Fillen ist das Einheitsquadrat um die Linge Eins in x,-Richtung gestreckt. Im ersten
Fall sind die Verschiebungen am linken und rechten Rand eingeprigt, im zweiten Fall an allen
Rindern. Die Funktion u(x,,x,) = [x,,0]" 16st die Aufgabe exakt fiir beide Fille von Randbedin-
gungen. Aus punktweiser Differentiation folgt, da3 an jedem Punkt des Losungsgebietes die
Normalspannung o, in der x,-Richtung konstant Eins ist. Alle anderen Spannungskomponen-
ten sind Null.

_1 - 1 1
2 2 4
- > L
2

X,
_1 - 1 1
2 X, 2 4

Bild 3.1 : Auflagerkrifte fiir konstantes o,

Eine Berechnung nach den Gleichungen (38) und (39) des erweiterten Prinzips mit zwei unter-
schiedlichen Elementierungen unter Verwendung eines bilinearen Elementansatzes liefert die
analytisch exakte Losung fiir den Verschiebungszustand. Bereits ein einziges der eingesetzten
Elemente kann diesen Zustand darstellen. Aus Differentiation dieses Zustandes folgt daher der
analytisch exakte, konstante Spannungszustand im Ldsungsgebiet F und auf dessen Rand L.

o————  ———————© e e e o
$1 S1 Siie e e oS
[ EE— oe—— o o ©
-1 1 -1 1

Bild 3.2 : Randspannungen Fall 1
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Die Auswertung der rechten Seite von Gleichung (40) fiihrt auf die in Bild 3.1 dargestellten
Auflagerkrifte an den Stiitzstellen des Verschiebungsrandes. Die Auflagerkrifte stehen im
Gleichgewicht und unterscheiden sich fiir beide Fille von Randbedingungen nicht. Aus der
Losung des linearen Gleichungssystems (40) werden die Randspannungen am
Verschiebungsrand ermittelt. In Bild 3.2 sind diese Randspannungen fiir den Fall 1 und in
Bild 3.3 fiir den Fall 2 der Randbedingungen dargestellt.

_3 3
4 S1 4 -0,57 0,57
® @
S1 Sq ~1.21 { 8 S ) 121
o @
_3 3 ~0,57 0,19 —0,19 0,57
4 4 9 9 9 9

Bild 3.3 : Randspannungen Fall 2

Im ersten Fall wird der analytisch exakte Spannungszustand auf dem Rand gewonnen. Im zwei-
ten Fall stellt sich ein unbefriedigendes Ergebnis ein. Beziiglich der lokalen Koordinatensysteme
normal zu den vier Randstiicken liefert das erweiterte Prinzip Schubspannungen auf den laut
analytischer Losung spannungsfreien Rindern. Dabei wird durch die Verfeinerung der
Elementierung zwar die analytische Losung angenihert, aber weder das Alternieren des Vorzei-
chens noch die Genauigkeit sind zufriedenstellend.

Beurteilung: Die Vertriglichkeit der Spannungen Snim Ldsungsgebiet mit den Spannungen s
am Rand F, wird im erweiterten Prinzip nicht a priori sondern schwach befriedigt, indem ein
unabhiingiger Ansatz fiir diese Randspannungen unternommen wird. Das Ergebnis in Bild 3.3
ist daher im Sinne eines integralen Mittelwertes korrekt, aber unbefriedigend. Die Korrektheit
kann insbesondere dadurch {iberpriift werden, daf} auf dem Rand anstelle der Verschiebungen
u, die in Bild 3.3 dargestellten Ergebnisse als eingepréigte Spannungen s, vorgegeben werden.
Werden die StarrkSrperverschiebungen entfernt, so folgt aus dieser Belastung das lineare
Verschiebungsfeld und dementsprechend der konstante Spannungszustand im Ldsungsgebiet.

Durch die Wahl der Elementierung des Einheitsquadrates in der Modellaufgabe wird ein
Ansatzraum sowohl fiir die Randspannung als auch fiir die Verschiebung aufgespannt. Die in
Bild 3.3 dargestellte Ndherungslosung fiir die Randspannung ist im gewéhlten Ansatzraum der
Randspannung eindeutig. Die analytische Losung fiir die Verschiebung stammt aus dem Ansatz-
raum der Verschiebung. Sie wird daher in der Modellaufgabe als eindeutige Niherungslésung
erhalten. Aus Differentiation dieser Ndherungsldsung folgt dann auch die analytische Losung
fir die Spannung im Ldsungsgebiet. Das ist im allgemeinen nur fiir eine hinlidnglich feine
Elementierung in einem asymptotischen Sinn der Fall.

Die Néherungslosung der Randspannung im Fall 2 ist deshalb unbefriedigend, weil eine
Losung der Aufgabe existiert, die widerspruchsfrei in die Randbedingungen am Rand F,
tibergeht. Das ist aber im allgemeinen Fall nicht so, wie das Beispiel des Kreisabschnitts in
Kapitel 2.2 und die Diskussion der Randbedingungen im rdumlichen Fall illustrieren. Existiert
keine widerspruchsfreie Losung der Aufgabe, so ist die Ndherungsldsung fiir die Randspannung
sogar von Vorteil. Sie suggeriert niimlich nicht die Existenz einer widerspruchsfreien Lsung an
denjenigen Punkten, wo eine solche Losung nicht mdglich ist.
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Losungvorschlige: Es bieten sich zwei grundsitzliche Mdglichkeiten, das Ergebnis fiir die
Randspannung aus dem erweiterten Prinzip an Ecken zweidimensionaler sowie an Ecken und
Kanten dreidimensionaler Ldsungsgebiete zu verbessern:

<& Anderung der Aufgabenstellung, damit der Normalenvektor eindeutig wird
<& Nutzung des durch die Uberbestimmtheit gegebenen Spannungszustands

Die Eindeutigkeit der Aullennormalen kann durch Ausrundung von Ecken gewonnen werden.
Dadurch wird der Rand der Losungsgebietes geglittet. In Kapitel 3.2 werden Methoden fiir die
Glittung vorgestellt und die Auswirkung der Glittung auf das erweiterte Prinzip analysiert.

Bei der Nutzung des Spannungszustands, der durch die Uberbestimmtheit der Aufgabe auf
F, bereits gegeben ist, muf} beriicksichtigt werden, daf dieser Zustand nicht zwangsldufig in
der eindeutigen, unbekannten Losung der Aufgabe enthalten ist. Es wird daher eine heuristische
Ergiinzung zum erweiterten Prinzip notwendig. Diese Ergiinzung wird in Kapitel 3.4 vorgestellt
und analysiert.

Die Nutzung des Spannungszustands setzt die Bestimmung des Zustands aus der Differentia-
tion der Verschiebungsrandbedingungen auf F, voraus. Diese Bestimmung ist nur dann
mdglich, wenn diese Bedingungen konsistent mit den Bestimmungsgleichungen der Randwert-
aufgabe formuliert sind. Das ist insbesondere fiir Ecken und Kanten dreidimensionaler L&sungs-
gebiete selten der Fall, wie nachfolgend gezeigt wird.

Ecken und Kanten dreidimensionaler Losungsgebiete: In Bild 3.4 sind ein Tetraeder, ein Keil
und eine Pyramide dargestellt. Fiir jedes Polyeder ist ein exemplarischer Randpunkt
gekennzeichnet, fiir den keine eindeutige Aullennormale n(x) existiert. Die eindeutigen
AuBennormalen n, der zu dem betrachten Punkten adjazenten Flichenstiicke sowie normierte
Vektoren t¥, welche die Ebene von Flichenstiicken aufspannen, sind angegeben. Auf einem
Flichenstiick ist in der Umgebung der gekennzeichneten Punkte in jeder Raumrichtung i mit
i = 1,2,3 entweder eine Komponente u, des Verschiebungszustands oder eine Komponente s,
des Randspannungszustands vorgeschrieben. In der Umgebung der Punkte wird ¢,-Kontinuitit
fiir den vorgeschriebenen Zustand unterstellt.

€
e
€

Bild 3.4 : Punkte mit nicht eindeutiger Aufiennormale

Verschiebungsrandbedingungen: Am Punkt A des Tetraeders in Bild 3.4 sind drei Fldchen-
stiicke mit einem Eckpunkt inzident. Die drei Aulennormalen n, und die drei Kantenvektoren

t* mit Binheitslinge bilden ein duales, normiertes, schiefwinkeliges Basenpaar B, = [nl n, n3]
und B = [t! £ £*]. Differentiation der gegebenen Verschiebungen in Richtung der kovarianten

Basisvektoren von B” und anschlieBende Multiplikation mit der kontravarianten Basis B” liefert

- 29 _



Spannungsberechnung mit dem erweiterten Prinzip

den Verschiebungsgradienten Ubeziiglich der globalen kartesischen Einheitsbasis e.. Damit sind
dann der Dehnungszustand G, der Spannungszustand S und die Randspannungen s am Punkt
A des Tetraeders bestimmt.

Am Punkt Bdes Keils in Bild 3.4 sind zwei Flidchenstiicke mit einem Punkt auf einer Kante
inzident. Fiir jede Komponente u; des Verschiebungszustandes kénnen daher vier partielle
Richtungsableitungen bestimmt werden. Wegen der €,-Kontinuitéit einer Komponente v, lings
der gemeinsamen Kante t* sind die partiellen Ableitungen in dieser Richtung gleich. Es stehen
wiederum fiir jede Verschiebungskomponente u; drei Richtungsableitungen zur Verfiigung. Die
Ermittlung des Spannungszustands erfolgt wie fiir das Tetraeder beschrieben, wobei n; gleich

dem negativen Vektor t* der gemeinsamen Kante der Flichenstiicke gesetzt wird.

Am Punkt C der Pyramide in Bild 3.4 sind vier Flichenstiicke mit einem Eckpunkt inzident.
Es konnen acht partielle Richtungsableitungen fiir jede Komponente wu; des
Verschiebungszustandes bestimmt werden. Wegen der €-Kontinuitéit lings der gemeinsamen
Kanten sind vier dieser Ableitungen linear abhidngig. Es stehen also insgesamt zwolf
Richtungsableitungen fiir die neun Koordinaten des Verschiebungsgradienten U zur Verfiigung.
Die Aufgabe ist iiberbestimmt. Ein eindeutiger Spannungszustand am Eckpunkt kann fiir ein
beliebiges gegebenes Verschiebungsfeld mit €-Kontinuitéit nicht angegeben werden. Das gilt
gleichermallen fiir eine gré3ere Anzahl als vier inzidenter Flichenstiicke.

Beispiel: Zur Illustration werden die in Bild 3.4 gezeigten Polyeder als Finite Elemente der Dis-
kretisierung eines dreidimensionalen Losungsgebietes angenommen. Die Eckpunkte der Poly-
eder sind Stiitzstellen des Verschiebungsansatzes u"(x). Die Werte eines auf dem Rand gegebenen
Verschiebungsfeldes u,(x) mit € ,-Kontinuitdtsind an den Stiitzstellen eingepréigt. An den Punk-
ten A,B und C wird fiir jede Elementform durch Differentiation des Ansatzes u'(x) ein
eindeutiger Verschiebungsgradient U" bestimmt.

Auf einer Seitenfliche des Tetraeders hingt der Verschiebungsansatz u"(x) nur von den
Stiitzwerten an den Eckpunkten der Seitenfliche ab. Das gilt gleichermaBlen fiir den Keil.
Hingegen ist der Verschiebungsansatz u"(x) auf einer Seitenfliche der Pyramide wegen der
Abbildung von normalisierten auf globale Koordinaten abhdngig von den Stiitzwerten aller
Eckpunkte. Am Punkte A des Tetraeders und am Punkt Bdes Keils ist der Verschiebungsgradient
U" daher gleich dem Verschiebungsgradienten U, der aus der Differentiation der gegebenen
Randbedingungen gewonnenen wird. Am Punkt C der Pyramide ist der Verschiebungs-
gradient UM fiir beliebige Stiitzwerte bereits ein geglitteter Niherungswert eines gegebenen,
inkonsistenten Zustands.

Spannungsrandbedingungen: Der symmetrische Spannungstensor S besitzt sechs linear
unabhiingige Koordinaten. Fiir jedes Flidchenstiick konnen drei Koordinaten als Randbedingung
spezifiziert worden sein. Am Punkt A des Tetraeders und am Punkt Cder Pyramide in Bild 3.4
sind damit mehr als sechs Koordinaten gegeben. Am Punkt B des Keils kénnen die
Schubspannungen orthogonal zur Kante t* nicht frei gewiihlt werden. Fiir jedes der in Bild 3.4
dargestellten Polyeder kann daher kein eindeutiger Spannungszustand S fiir beliebige, gegebene
Werte der Randspannung s, angegeben werden. Bei einer freien Wahl der Randbedingungen wird
ein zu den Bestimmungsgleichungen des Randwertproblems inkonsistenter, widerspriichlicher
Zustand spezifiziert.

Die Vertriglichkeit der auf F, gegebenen Randspannungen s, mit den Randspannungen aus
der Differentiation des Verschiebungsfeldes ist sowohl fiir das Prinzip virtueller Verschiebungen
als auch fiir seine Erweiterung Teil der schwachen Formulierung und muf3 a priori nicht herge-
stellt sein. Auf dem Rand F steht die Randspannung durch die Randbedingung s, bereits fest.
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Eine Niherung ist hier nichtsinnvoll. Die Diskussion der Spannungsrandbedingungen dient aus-
schlieBlich der Analyse der gemischten Randbedingungen.

Gemischte Randbedingungen: Am Punkt A des Tetraeders und am Punkt B des Keils in
Bild 3.4 ist mit einer Komponente u; die Zeile i des Verschiebungsgradienten U eindeutig
bestimmt. Am Punkt C der Pyramide ist die Zeile i des Verschiebungsgradienten U bereits
liberbestimmt. Aus Zeile und Spalte i folgt die Normaldehnung ;. Fiir die Gleitung e; ist
zusitzlich die Ableitung der Verschiebungskomponente u; in Richtung i notwendig. Der
vollstindige Dehnungszustand G kann also nur dann angegeben werden, wenn alle drei
Komponenten des Verschiebungszustandes bekannt sind. Werden zusitzlich die gegebenen
Randspannungen s; in den zu u; orthogonalen Koordinatenrichtungen j beriicksichtigt, miissen
diese wiederum einem konsistenten Zustand gehorchen.

Glittung des Zustands: Aus den Ausfithrungen ist ersichtlich, dal ein eindeutiger
Spannungszustand S an Ecken und Kanten allein aus den gegebenen Randbedingungen auf Fy
nur dann zu ermitteln ist, wenn diese Bedingungen konsistent mit den Bestimmungsgleichungen
der Randwertaufgabe sind. Konsistente Randbedingungen kénnen a priori hergestellt werden,
schrinken aber die Modellierung realistischer Aufgabenstellungen erheblich ein. Der
Spannungszustand S an Ecken und Kanten des Verschiebungsrandes F, und an gemischten
Réindern wird daher niherungsweise bestimmt.

Die niherungsweise Bestimmung nutzt aus, dal3 zum Zeitpunkt der Bestimmung der
Randspannungen mit dem erweiterten Prinzip mittels Gleichung (40) die Verschiebungslosung
aus Gleichung (39) bereits bekannt ist. Es kann entweder mit den Stiitzwerten der Verschiebung
ein Verschiebungsfeld mit €,-Kontinuitit oder mit den Spannungszustinden an den
Gauflpunkten ein Spannungsfeld mit C,-Kontinuitit konstruiert werden. Dieser geglittete
Spannungszustand wird ausgenutzt, um die Ergebnisse fiir die Randspannung aus dem
erweiterten Prinzip an Ecken und Kanten dreidimensionaler Losungsgebiete zu verbessern.

Als Methode fiir die Glittung wird die gewichtete Fehlerquadrat Interpolation
vorgeschlagen, die in Kapitel 3.3 vorgestellt wird. Sie ist Grundlage der gitterlosen Galerkin
Verfahren [S5]. Einen Uberblick iiber andere bekannte Verfahren zur Spannungsglittung
bietet [27].
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3.2 Glattung des Randes

Zur Forderung der Ubersichtlichkeit wird zuniichst ein zweidimensionales Polyeder betrachtet.
Die Eindeutigkeit der Aulennormale n(x) an allen Punkten des Randes wird durch Ausrundung
des Randes hergestellt. In jede Ecke des Polyeders wird ein Kreis so angelegt, daf} die mit der
Ecke inzidenten geraden Linienstiicke tangential an den Kreis anliegen. Anstelle der Ecke wird
der durch den Beriihrpunkt der Tangenten festgelegte Kreisabschnitt betrachtet. Das Losungs-
gebiet wird somit an konvexen Ecken verkleinert und an reentranten Ecken vergrof3ert. Dieses
Vorgehen ist gerechtfertigt, wenn der Polyeder eine Idealisierung realer Geometrie darstellt.

™

Bild 3.5 : Glittung des Randes

Es wird vorausgesetzt, dal} bereits eine angemessene Elementierung fiir die Aufgabe bekannt ist.
Die in diesem lokalen Bereich einer Ecke des Polyeders verwendete, durchschnittliche Gitter-
weite hwird als Radius R des Kreisabschnitts angesetzt. Das Vorgehen istin Bild 3.5 illustriert.
Der Einfluf3 der Ausrundung auf das Ergebnis fiir die Randspannung aus dem erweiterten Prinzip
wird anhand einer Modellaufgabe untersucht.

Modellaufgabe: Gegeben seien ein zweidimensionales, kreistérmiges Losungsgebiet K(x,,x,)
mit x? + x3 < 2 undein lineares Verschiebungsfeld u(x,,x,) = [x,, 0]". Ein Einheitskreis E(x,X,)

mit x] + x5 < 1 wird aus dem Lsungsgebiet K ausgeschnitten. Unter Verwendung von Zylin-
derkoordinaten r und @ ist der Spannungsvektor, wie in Bild 3.6 illustriert, normal zum Rand

des Kreises E durch s *(¢) = [cos g, O]T bestimmt und gleich dem negativen Spannungsvektor
s () normal zum Innenrand des Kreisrings K/E. Die Aufgabe entspricht damit der
Ausrundung der Modellaufgabe aus Kapitel 3.1.

Vorgehen bei der Losung: Es werden drei unterschiedliche Vorgehensweisen zur Erfassung der
kreisférmigen Geometrie untersucht:

<&  Polygonale Niherung des Kreises
<  Niherung unter Verwendung einer Spline Interpolation

<  Exakte Erfassung des Kreises

Fiir die Erfassung wird der Kreis Kin N Kreisabschnitte mit dem Offnungwinkel ©® = 2T ynter-

N
teilt. Fiir die Untersuchung konvexer Ecken werden finite Elemente auf den Segmenten des Ein-

heitskreises E spezifiziert. Fiir die Untersuchung reentranter Ecken erfolgt die Spezifikation auf
den Segmenten des Kreisrings K/E mit 1 < r < 2. Im folgenden werden Unterteilungen mit
N = {4,8, 16} betrachtet.
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Spannungsberechnung mit dem erweiterten Prinzip

Ansatz: Der Verschiebungszustand in einem Segment des Einheitskreises E wird mit einem
Stiitzvektor u,, am Mittelpunkt und jeweils einem Stiitzvektor u, und ug am Schnittpunkt

der beiden Schenkel des Segmentes mit dem Rand des Kreises interpoliert. Der Verschiebungs-
zustand in einem Segment des Kreisrings K/E wird mit den Stiitzvektoren Uy, Wiy U und

u, am Schnittpunkt der beiden Schenkel mit dem Réndern des Ringes interpoliert. Die exakten

Werte des Verschiebungsfeldes sind den Stiitzwertevektoren eingepragt.

i
X27 u2
A n + 1
S + T
N
1 '
(1) Xla ul i
(e 1
2) )
3)
1
7

Bild 3.6 : Losungsgebiet: links konvex, rechts reentrant

An den Stiitzstellen der Verschiebung auf dem Rand des Einheitskreises E werden Stiitzwerte-
vektoren S der Randspannung s eingefiihrt. Die Komponente s; der Randspannung wird

zwischen diesen Stiitzstellen linear interpoliert.

$; = 8;(1 = 2) + 8,52 VzeR: 0=sz=<1 (54)
Da die Verschiebungen an den Stiitzstellen bereits eingeprigt sind, geniigt es die Losung der
Gleichung (40) aus dem erweiterten Prinzip zu bestimmen. Daraus wird eine Nédherung fiir die
Randspannung s erhalten. Da keine Querdehnung auftritt, ist die Komponente S, an allen

Stiitzstellen j Null. Die Komponente S ist symmetrisch beziiglich der Achse x; und

antimetrisch beziiglich der Achse x,. Es geniigt daher weiterhin, die Ndherung fiir s, im Intervall

[0 , g] mit der exakten Losung zu vergleichen.
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3.2.1 Polygonale Naherung

Konvex: Die konvexe Ecke wird mit Dreiecken angenéhert. Dafiir wird ein linearer Ansatz in
normalisierten Dreieckskoordinaten gewihlt:

Xi(21: 2, 23) = X2 T X2 T X3)Z3
mit

3
Vz;€R: 0=z =<1 und sz=1 (55)
i=1

Durch Substitution von z, = 0 wird die Niherung des Kreisrands mit geraden Randstiicken
erfal3t.

Sq N=14
3) ‘
1,0-R\
N 10
X _
2 N 8= [0 0]
AN
(1) (2) \
X N\
1 \
N\
i \
\
G) .
AN \
\
= = \
7z, =0 z, =0 \
\
(DM N o \ L@
7z, =0 0.0
0 1
Sl N = 8 Sl N = 16
1,0 T - 1,08~
~ =N
~ 10 10
SN2 . S7[0)
N \
\
J \ J
\
\
\
\
\
\
¢ @
0,0 2317 0,0 2%
0 1 0 1

Bild 3.7 : Polygonale Niherung der konvexen Ecke

Als Interpolationsansatz fiir die Verschiebung wird ein beziiglich der Geometrie isoparametri-
scher, linearer Ansatz eingesetzt:

ui(zl,zz, Z3) = U7 + Ui0)Z) + U323 (56)
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Reentrant: Die reeentrante Ecke wird mit Viereckselementen angendhert. Dafiir wird ein

bilinearer Ansatz in normalisierten Koordinaten gewihlt:

X{z,2,) = Xi(h)P1P2 T X0 d1P2 + X5d192 + Xj4)P142

mit
1 1

pj=§(1—zj) qj=§(1+zj)

Vz;€R: -1=sz=<1 (57)
Durch Substitution von z, = — 1 wird die Niherung des Kreisrands mit geraden Randstiicken
erfal3t.

) 8 N=4
1
L
1,0\
U 10
X, DN [0 0]
L, -
(2)
X \\
\\
e | N
) ©) .
\
\
> 7 \
\
N\ | P
2=
1 0,0 T
(D @) . 1
Sl N = 8 Sl N = 16
1,0 T - 1,08~
~ N
~ 10 10
S it o)
N \
\
i \ i
\
\
\
\
\
\
¥ ¢
0,0 27 0.0 25
0 1 0 1

Bild 3.8 : Polygonale Niherung der reentranten Ecke

Als Interpolationsansatz fiir die Verschiebung wird ein beziiglich der Geometrie isopara-

metrischer, bilinearer Ansatz eingesetzt:
u(z,2,) = U yP1P2 + Ui d1P2 + U319z + WiyyP142 (58)
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Beurteilung: Die Ergebnisse der Niherung der konvexen Ecke mit Dreiecken und der Niherung
der reentranten Ecke sind in Bild 3.7 und Bild 3.8 illustriert. In den Diagrammen ist die
Néherungslosung und der exakte Verlauf fiir die Spannungskomponente s, = cos¢ fiir die
unterschiedlichen Elementierungen aufgetragen. AufBlerdem ist die Belegung der
Spannungsmatrix S des mit einem Kreuz gekennzeichneten Elementes angegeben.

In beiden Fillen ist bereits mit grober Diskretisierung eine gute Ndherung fiir den Verlauf
der Randspannung eines konstanten Spannungszustands auf einer ausgerundeten Ecke erzielt.
Unabhidngig von der Diskretisierung vermag der lineare FElementansatz zudem den
Spannungszustand exakt wiederzugeben. Das Ergebnis fiir die Randspannungskomponente s,
ist im konvexen Fall gleich dem negativen Ergebnis im reentranten Fall, was im folgenden
erldutert wird.

Aus der Vereinigung der Elemente des Kreises E mit denen des Kreisringes K/E folgt eine
Elementierung des Kreises K. Anstelle einer separaten Berechnung der Fille wird eine
Berechnung der Gleichung (39) mit der Vereinigung der Elemente durchgefiihrt, wobei
ausschlieBlich den Stiitzwertevektoren auf dem Kreisrand r = 2 die exakten Werte des
Verschiebungsfeldes eingeprigt sind. Da der Elementansatz das Verschiebungsfeld exakt
darstellen kann, werden genau die fiir die separate Berechnung eingeprigten, exakten Grof3en
der Stiitzwertevektoren der Verschiebung erhalten.

Fiir die anschlieBende Berechnung der Gleichung (40) werden die Elemente durch einen
Schnitt wieder in die urspriinglichen Mengen zerlegt. Aus der Berechnung der rechten Seite von
Gleichung (40) fiir den Kreis E oder Kreisring K/E folgen die Schnittkréifte an den Stiitzstellen.
Sie stehen im Gleichgewicht. Die Losung der Gleichung (40) fiihrt daher zu einem Ergebnis fiir
die Randspannung, das sich nur im Vorzeichen unterscheidet. Die weiterhin betrachteten
Elementansitze sind nicht in der Lage, das Verschiebungsfeld exakt darzustellen. Somit stim-
men die eingeprégten Stiitzwerte nicht mit dem Ergebnis einer Berechnung mit der Vereinigung
der Elemente iiberein. Demzufolge ist auch das Ergebnis fiir die Randspannung nicht
komplementir.

3.2.2 Spline Naherung

Konvex: Betrachtet wird eine Sekante der Linge L, die durch die Schnittpunkte der Schenkel
eines Segmentes mit dem Kreisrand gebildet wird. Am Mittelpunkt der Sekante wird eine lokale
orthonormierte Basis B eingefiihrt (Bild 3.9). Die lokale Koordinate y; transformiert linear
beziiglich dieser Basis in die globale Koordinate x;:

x; = By, + g ij = {12} (59)

1

Der Kreisrand wird mit einem kubischen Polynom vy,ly,) = ¢, + ¢y, + ¢,y? + ¢y in
Abhingigkeit von der Koordinate y, angenéhert. Die Koeffizienten des Polynoms werden unter

Verwendung der bekannten Stiitzwerte yz(%) =0 und yz(—%) =0 sowie den Ableitungen
%(L) - —tan®© und %(—L) — tan2 bestimmt, die aus den Tangenten an den Kreisrand
Y1 2 2 3y1 2 2

gewonnen werden. Die Ableitung an benachbarten Randstiicken ist somit gleich. Dadurch ist die
Eindeutigkeit der Auflennormale m auf dem gesamten Rand gewihrleistet. Aufgrund der
Symmetrie verschwindet der kubische Anteil des Polynoms und es verbleibt eine quadratische
Interpolation fiir den gekriimmten Rand eines Segmentes. Der Ortsvektor Yo mit den

Koordinaten y,,;, = 0 und vy,,, = y,(0) wird durch diese Interpolation ermittelt.
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Die Geometrie der konvexen Ecke wird unter Verwendung des zuvor bestimmten Ortsvektors
Yo mit einer unvollstindig quadratischen Vorschrift in normalisierten Dreieckskoordinaten

interpoliert:

yi(zl,zz, Z3) = yi(l)(Z Z% -z, +221z, + 2 2321) + yi(z)(Z Z% -z, +2 zlzz)

+ yi(3)(2 23 = 73 + 222y + Vi (4 2223)

3
Vz;€R: 0=z =<1 und sz=1 (60)
i=1

Durch Substitution von z; = 0 ist die Geometrie des quadratischen Verlaufs des Randstiicks auf
dem Kreisrand erfaf3t.

5, N =4
10N\ _ o 0,8 —0,2
~o -0,2 0

AN
N
\
N
\
\
\
i \
\
\
\
\
\
\
\
\| ¢
0,0
0 1

Sl N = 8 Sl N = 16
108 . 0,912 — 0,036 1 0 0,975 — 0,005
. S=1-0,03 0 =S =1 -0005 0

N N
\\ \
0,0 0,0
0 1 0

Bild 3.9 : Ndherung der konvexen Ecke mit einem Spline

Als Interpolationsansatz fiir die Verschiebung wird ein beziiglich der Geometrie subparametri-
scher, linearer Ansatz eingesetzt:

(61)

(2,25, 23) = YiZt T U2 T U323
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Reentrant: Die Geometrie der reentranten Ecke wird mit einer unvollstindig quadratischen
Vorschrift in normalisierten Koordinaten interpoliert. Dafiir wird wiederum der zuvor
bestimmte Ortvektor y(M)eingesetzt:

yi(le Zz) = Yi(1)(p1p2 - %lez) t VipdiP2 t Vigdid2 + Yi(4)(p1q2 - %lez) * ViapP1m,
V,eR: —1=z=<1
mit P = %(1 — Z) = (1 — Zj)(l + Zj) q; = %(1 + Z) (62)

Durch Substitution von z, = — 1ist die Geometrie des quadratischen Verlaufs des Randstiicks
auf dem Kreisrand erfaf3t.

1,5 0,5
=105 0

Z,
A
4 o 3)
\\
(M) >7, N
N
AN 29
Ps 0
(1) () 0 1
Sq N =38 ) N =16
! [ 1,08 0, 033] 1,019 0,004
0,033 =
ol N Lo 0,004 0
~N
N
AN
N
\ \
\
\
- \ -
N\
\
\
¢ ¢
0,0 27 0,0 27
0 1 0

Bild 3.10 : Niherung der reentranten Ecke mit einem Spline

Als Interpolationsansatz fiir die Verschiebung wird ein beziiglich der Geometrie subparametri-
scher, linearer Ansatz eingesetzt:

u(z,2,) = U yP1P2 + Ui d1P2 + U319z + WiyyP142 (63)
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Beurteilung: Die Ergebnisse der Niherung des Kreises mit einem Spline sind in Bild 3.9 und
in Bild 3.10 dargestellt. Im konvexen Fall wird bereits mit grober Elementierung eine befriedi-
gende Niherung erzielt. In reentranten Fall ist eine gro3ere Anzahl von Elementen notwendig.
Mit zunehmender Giite der Nidherung fiir die Randspannung verbessert sich auch das Ergebnis
tiir den Spannungszustand. Der konstante Spannungszustand wird in beiden Fillen nicht wieder-
gegeben. Im folgenden wird die dafiir verantwortliche Schwiche iso- oder subparametrischer
Elementansitze erldutert, die aus [38] entnommen wird:

Gegeben sei eine bilineare Abbildung Uy, : x € R? — u € R’mit vier freien Parametern a,
tiir jede Richtung i:

u(x;, X,) = oy T Ay Xy T 85 X + 8 X X, (64)

und weiterhin eine lineare Abbildung X :y € B> —x € R* mit drei freien Parametern b, fiir
jede Richtung i:

Xi(y17 Y2) = bi(O) + bi(z) vt bi(S) Y2 (65)

Die Abbildungen werden gekettet. Die resultierende Abbildung U,y : y € B> —u € R?istvoll-
stindig quadratisch und besitzt daher 6 Paramter c,,, fiir jede Richtung i, die mitden freien Para-
meter a,,, und b, ausgedriickt werden kdnnen.

ui(Yla Y2) =G TGy Y1 T Ga Y2 T Gy Y1 Y2 + Gy y; + Cie) 3 (66)

Im vorliegenden Fall einer Kettung eines gegeben linearen Feldes u(x,,x,) = [x,,0]" mitder durch
die Gleichung (59) gegebenen linearen Koordinatentransformation x(y,, y,) ist die resultierende
Abbildung uly,, y,) weiterhin linear. Die Koordinatentransformation (59) nimmt keinen Einfluf3.

Betrachtet wird weiterhin eine bilineare Abbildung U, :y € R?> — u € R? mit vier freien
Parametern c,, fiir jede Richtung i:

ui(y17 Y2) =Gt Gy Y1 T G Y2 T Gy Vi Y2 (67)

und eine bilineare Vorschrift Y:z € R> —y € R* mit vier freien Parametern d, fiir jede
Richtung i:

1i

vi(zy, 2,) = di(O) + d'(z) zZ, t di(S) z, + di(4) 2,7, (68)

Die Abbildungen werden gekettet. Die resultierende Abbildung U,..,:z € B> - u & R? ist
vollstindig biquadratisch und besitzt daher neun Paramter e,,, fiir jede Richtung i, die mit den
freien Parameter ¢, und d,,, ausgedriickt werden konnen.

Ui(Z, Z5) = € T €21 T €457 T €ZiZs t €577 + €675 T € 7iZs t € 7175 t €0 775 (69)

Im vorliegenden Fall der Kettung der linearen Abbildung uly,, y,) mit den unvollstindig
quadratischen Geometriedarstellungen y(z,, z,) aus Gleichung (60)und (62)ist die resultierende
Abbildung wu(z,, z,) unvollstindig quadratisch. Der fiir den konvexen Fall gewdhlte
Elementansatz (61) ist hingegen linear und im reentranten Fall (63) bilinear. Die Ansétze kdnnen
daher das gegebene lineare Feld nicht darstellen.
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3.2.3 Exakte Erfassung der Kreisgeometrie

Konvex: Die exakte Erfassung eines Kreissegmentes erfolgt durch die Spezifikation von Zylin-
derkoordinaten:

x,(1. ) = reos x,(r.) = rsing (70)

Die Zylinderkoordinaten rund ¢ werden unter Verwendung unabhingiger normalisierter Koor-
dinaten interpoliert:

r=zR ¢ = z,0 Vzeh: 0=z =1

1

(71)

Durch Substitution von z, = 1 wird die Kreisgeometrie exakt erfafit. Die iibrigen Seiten sind
gerade und gewihrleisten dadurch einen Anschluf3 an ein Polyeder.

(3) S N=4
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Bild 3.11 : Exakte Erfassung der konvexen Ecke

Fiir eine konforme Approximation des Verschiebungsfelds wird ein Ansatz mit C,-Kontinuitét
in Abhingigkeit der normalisierten Zylinderkoordinaten durch Inspektion bestimmt:

u(r,g) = ui(l)(l - Zl) + ui(Z)(l — 2,02, + ;3,212 (72)
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Reentrant: Fiir die Spezifikation der Geometrie eines Segmentes des Kreisrings, die einen
liickenlosen Anschluf} an ein Polyeder gewihrleistet, wird in jedem Segment eine lokale ortho-
()
2
dreht ist. Die lokale Koordinate y, transformiert linear beziiglich dieser Basis in die globale

normierte Basis B eingefiihrt, die um den Winkel = beziiglich der globalen Einheitsbasis ge-

Koordinate x;:

X = BIJY_] + Xoi 13] = {132}

1

Am Ursprung des Kreises wird darauf ein Zylinderkoordinatensystem eingefiihrt, dessen Achse
rfiir @ = 0 mit der Achse y, des lokalen Koordinatensystems inzident ist. Eine Abbildung der
Zylinderkoordinaten im Intervall [R, 2R] x [~ 0.5 0, 0.5 ©] auf lokale Koordinaten y, wird
durch Inspektion bestimmt.

Y1(r.9) = rcos(|cp|[2 o)+ Ofr - 1])

Yo(r, @) = rsing (73)

)
Bei der Evaluation der Elementintegrale ist zu beriicksichtigen, daf die partielle Ableitung alcpl

fir @ = 0 nicht stetig ist. Die Belegung der Jacobi Matrix wird analytisch ermittelt:

3 o =)+ 9l =) v~ )+ - ) (- 4

Yy _ - r] ., ©fr - r

i rsm(|cp|[2 — ﬁ] + f[ﬁ — 1] 51gnum(cp)(2 — ﬁ)

Wo _

or e

o _

B = eose (74)

Die Zylinderkoordinaten r und ¢ werden unter Verwendung unabhingiger, normalisierter Koor-
dinaten z, und z, interpoliert:

r Rp; + 2R q,

® ®
P==—5Pt5 %

Vz;€R: -1=sz=<1 (75)
Durch Substitution von z, = — 1ist die Geometrie des kreisférmigen Verlaufs fiir r = R erfaf3t.

Als Interpolationsansatz fiir die Verschiebung wird ein bilinearer Ansatz eingesetzt:

u(z,2,) = U yP1P2 + Ui d1P2 + U319z + WiyyP142 (76)
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Bild 3.12 : Exakte Erfassung der reentranten Ecke

Beurteilung: Die Ergebnisse der Niherung bei exakter Erfassung der Kreisgeometrie sind in
Bild 3.11 und in Bild 3.12 dargestellt. Im konvexen Fall wird bereits mit grober Elementierung
eine befriedigende Niherung erzielt. In reentranten Fall ist eine gré3ere Anzahl von Elementen
notwendig. Insgesamt sind die Ergebnisse etwas besser als diejenigen, die durch die Niherung
mit einem Spline gewonnen werden.

Beziiglich der Giite der Nédherung sind die im Falle des Splines getroffenen Aussagen
gleichermallen fiir die exakte Erfassung der Kreisgeometrie giiltig: Das gegebene lineare Feld
u,(y,, y,) kann wegen der nicht linearen Abbildung y,(r(z,, z,), ¢(z,, z,)) durch den Ansatz u,(z,,z,)
nicht dargestellt werden. Es ist aber zu beriicksichtigen, da3 mit den Ansdtzen im Falle des
Splines und der exakten Erfassung der Kreisgeometrie ein Funktionenraum aufgespannt wird,
der anderen gegebenen Feldern besser angepal3t sein kann.

Bei der Einfiihrung einer nicht linearen geometrischen Abbildung Y:z € R* -y € R?ist
dy;

07

alle z gewihrleistet ist. An einer Nullstelle der Determinante dieser Matrix besitzt ein
Elementansatz u(y) beziiglich der lokalen Koordinaten y eine Singularitit. Ein Ansatz mit dieser
Eigenschaft kann konstruiert werden, um eine erwartete singulire Antwort der zu

dariiber hinaus zu beriicksichtigen, daf} die positive Definitheit der Jacobimatrix nicht fiir
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untersuchenden Aufgabe vorwegzunehmen. Im allgemeinen ist aber zu vermeiden, daf3 die Sin-
gularitit fiir Punkte zauftritt, die innerhalb des Elementes liegen, da mit zunehmender Nihe zur
Singularitiit eine zuverldssige Evaluation des Elementintegrals nicht gewéhrleistet werden kann.

Erweiterung der Modellaufgabe: Weiterhin wird die Untersuchung eines gegebenen bilinea-

ren Feldes der Form ul(xl,xz) = a, + a,x; + a5xX, + a,x,x, mitden gewihlten Elementansétzen
diskutiert. Im Rahmen einer linearen Theorie kénnen die Terme superponiert werden. Der
konstante Anteil liefert keine Spannungen. Der lineare Anteil in x, ist vorangehend untersucht
worden. Der lineare Anteil in x, liefert ein zur Spannungskomponente s, identisches Ergebnis
tiir die Komponente s,. Das Untersuchungsergebnis fiir den bilinearen Anteil wird wegen der
mit Gleichung (66) dargestellten Eigenschaften der Koordinatentransformation (65) in gleichem
MaBe fiir die Randspannung wie fiir den Spannungszustand nachteilig beeinfluflt. Eine
Untersuchung mit einer Querdehnzahl v # 0 fiihrt zu einer Verteilung des Fehlers auf die Kom-
ponenten.

Grundsitzlich kann die Darstellbarkeit gegebener Funktionen u(x) durch die Einfiihrung
weiterer Stiitzstellen im Ansatz u(z) fiir die Verschiebungen erreicht werden. Entsprechend
kommt es dann zur Einfiihrung weiterer Stiitzstellen fiir die Randspannung s(z). Aus den Eigen-
schaften der Abbildungen (65) und (68)ist ersichtlich, daf bereits fiir die Darstellung eines gege-
benen, polynominalen Verschiebungsfeldes mit niedrigem Grad ein polynominaler Ansatz mit
relativ hohem Grad erfolgen muf. Die Konstruktion eines solchen Ansatzes wird durch die
Forderung nach einem €-kontinuierlichen, konformen Anschluf3 an ein benachbartes Element
mit niedrigem Polynomgrad erschwert.

Beurteilung: Durch die Ausrundung von Ecken wird das Randwertproblem wohldefiniert.
Dann geht auch die Losung fiir die Randspannung aus dem erweiterten Prinzip in die analytisch
exakte Losung der Modellaufgabe iiber. Geeignete parametrische Darstellungen fiir die
Elementgeometrie kénnen nach bekannten Prinzipien gefunden werden. Dariiber hinaus ist
erkennbar, daB die Giite der dadurch ermittelten Randspannungen mit der Giite der aus Differen-
tiation der Verschiebungen ermittelten Spannungen korreliert. Dieser Zusammenhang wird
durch die Konvergenzuntersuchungen in Kapitel 4 quantifiziert.

Die Wahl eines geeigneten Radiuses fiir die Ausrundung ist in gleicher Weise schwierig wie
die Wahl einer geeigneten Diskretisierung einer Aufgabe. Fiir nicht singuldr gesttrte Probleme
kann der Radius bereits durch den Verlauf der gegebenen Randbedingung u(x) = uy(x) auf F,
abgeschiitzt werden. Fiir singuldr gestorte Probleme kann die Ausrundung zur Gléttung der
Singularitit in Ecken des Losungsgebiets fiihren, was fiir eine ingenieurgerechte Untersuchung
wiinschenswert ist. Das setzt jedoch voraus, daf die Auswirkung der Singularitit lokal
beschrinkt ist. Die Untersuchung dieser Frage fiihrt auf eine Sensitivititsanalyse der Spannun-
gen nach den Formparametern [6].
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3.3 Glattung des Zustands

Aufgabe: Gegeben sei eine Menge von N Stiitzstellen x; € B® mit i = 1,..Nin einem Gebiet
Qund Tensoren T; eines Feldes an diesen Stellen. Die Koordinaten der Tensoren nehmen Bezug
auf eine gemeinsame Basis. Gesucht ist eine Interpolationsvorschrift fiir das Feld. Jede Koordi-
nate des Tensorfeldes wird unabhingig interpoliert. Daher erfolgt die nachstehende Ableitung
mit den fiir eine Koordinate der Tensoren T, stellvertretenden N Stiitzwerten u, € R mit
i=1,..N.

Interpolationsvorschrift: Die Interpolationsvorschrift u"(x) wird ausgedriickt als Skalar-
produkt eines Koeffizientenvektors a € RM und eines Vektors p € RM, dessen Komponenten
eine Basis der Interpolationsvorschrift bilden :

u'(x) = p(x) a(x) (77)

Als Basis werden im folgenden Monome betrachtet. Beispielsweise ist fir x, € R?,
p" = {1,x,,x,,X,x,,x2,x3] eine quadratische Basis des Interpolationsraumes. Zur Bestimmung des
Koeffizientenvektors a wird eine Fehlernorm eingefiihrt und anschliefend minimiert.

K@=Z%®M@W@—Mz (78)

Der geklammerte Ausdruck in (78) bewertet das Quadrat der Differenz zwischen tatséchlichem
Stiitzwert und dem durch die Interpolation erreichten Wert. Der Faktor w;(x) bezeichnet eine Ge-
wichtsfunktion fiir jede Stiitzstelle i.

| N
-

Bild 3.13 : Stiitzstellen und Definitionsbereiche Q;

Gewichtsfunktion: Der Definitionsbereich €, einer Gewichtsfunktion w,(x) wird mit einer
Hyperkugel mit Radius R; beschrieben, deren Mittelpunkt die Stiitzstelle x,ist. Die Definitions-
bereiche der Stiitzstellen sind nicht disjunkt. Ist eine zu interpolierende Stelle x Element des De-
finitionsbereichs Q; einer Gewichtsfunktion w;(x), so wird das zugehdrige Stiitzpaar (x;, u;) zur
Interpolation herangezogen. In Bild 3.13 sind die Stiitzstellen x; € B> mit i = 1,2,3,4 und die
kreisférmigen Definitionsbereiche Q;ihrer Gewichtsfunktionen w;(x) dargestellt. Die mit einem
weillen Punkt gekennzeichnete Stelle x ist nicht Element des Definitionsbereichs Q,. Es werden
daher zur Interpolation an dieser Stelle nur drei der vier Stiitzpaare (x;, u;) herangezogen.
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Die Definition einer Gewichtsfunktion erfolgt, indem zunéchst eine Translation zur Stiitzstelle
x; vorgenommen wird, so daf} w;(x) = w;(x—x,). Fiir alle Gewichtsfunktionen wird weiterhin der
gleiche Verlauf angenommen, der durch den Radius des Definitionsbereichs parametrisiert ist,
so daB w;(x) = w(x—x;, R,). Die Gewichtsfunktion besitzt folgende Eigenschaften:

& wix—x,R) =0 VxeEQ und  wkx—-x,R) =0 V x & Q,
& la—x;| < |b—x,|] = w(a—x,R) =< wb—x,R) ¥V a,bE Q
O I w(x—x;,R;) dQ =1

Aus der ersten Eigenschaft ist ersichtlich, daf3 eine Gewichtsfunktion au3erhalb ihrer Umgebung
verschwindet. Dadurch ist die Interpolationsaufgabe lokal beschrinkt. Die zweite Eigenschaft
kennzeichnet monotones Verhalten der Gewichtstunktion mit zunehmendem Abstand von der
Stiitzstelle. Dadurch wird ein Stiitzwert an einer Stiitzstelle in der Nihe der zu interpolierenden
Stelle x stirker beriicksichtigt, als der Stiitzwert einer weiter entfernten Stiitzstelle. Mit der
dritten Eigenschaft kann gezeigt werden, dal Funktionen, die sich aus einer Linearkombination
der Basis p darstellen lassen, exakt darstellbar sind. Diese Gleichung ist Ausgangspunkt fiir
kontinuierliche Darstellungen von Funktionen mit Hilfe von Kernen und dient dem Nachweis
der Differenzierbarkeitseigenschaften der Interpolation.

S2
1 1—s 11—652—1—853—1—354 16’(&)

Bild 3.14 : Gewichtsfunktionen

Die Gewichtsfunktionen werden so konstruiert, daf} die gewiinschten Differenzierbarkeits-
eigenschaften von u”(x) gegeben sind. Eine Auswahl méglicher Gewichtsfunktionen wird nach-
stehend als Funktion einer normalisierten Koordinate s aufgefiihrt. Die Verldufe dieser Ge-
wichtsfunktionen sind in Bild 3.14 graphisch dargestellt.

w(s) =1 konstante Gewichtsfunktion

w(s) = 1—s lineare Gewichtsfunktion

w(s) = 1—6s>+8s®—3s* quartischer Spline

w(s) = o exponentielle Gewichtsfunktion

mit

s = |X1;Xi| ,0=ss=<1 normalisierte Koordinate s (79)
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Die Wahl der Gewichtsfunktion entscheidet {iber die Differenzierbarkeitseigenschaften der In-
terpolation. Bei einer konstanten Gewichtsfunktion ist u"(x) nur dann global stetig, wenn der Ra-
dius des Definitionsbereichs unbeschrinkt ist. Mit einer linearen Gewichtsfunktion ist u"(x)
C,-kontinuierlich. Der quartische Spline ist so konstruiert, da u"(x) C,-kontinuierlich ist. Bei
der Wahl einer exponentiellen Gewichtfunktion ist u"(x) wiederum nicht stetig, da w(1) = 0 .
Der Parameter o kann aber so eingestellt werden, daf} die Interpolationsfunktion u®(x)
niherungsweise beliebige Kontinuitit gewinnt.

Formfunktionen: Zur Bestimmung des unbekannten Koeffizientenvektors a(x) wird die Fehler-
norm J aus Gleichung (78) minimiert. Die Norm ist eine quadratische Funktion in Abhéngigkeit
des Koeffizientenvektors. Es gentigt daher, die Stationdritit beziiglich a(x) zu fordern:

al(x) _
da(x)

e (Zwi(x)p(xi)pT(Xi))a(X) = [W,(0P(x,) Wa(0P(X:) - Wx(X)P(x)] [0 1, oty

< Aa = Bu (80)

Die Forderung fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem. Dabei sind die Matrizen A € R und
B € RN . Die Matrix A wird als Momentenmatrix bezeichnet. Thre Inverse wird an jeder zu
interpolierenden Stelle x gebildet, um den Koeffizientenvektor a(x) € B™ zu bestimmen. Das
lineare Gleichungssystem ist genau dann eindeutig 16sbar, wenn die Anzahl M der N Vektoren
w;(x)p(x;) linear unabhingig sind. Substitution von (80) in die Interpolationsvorschrift (77) lie-
fert schlielich die Formfunktionen s & R der Interpolation:

u'(x) = p"A~'Bu
= sTa (81)

Durch die Beschrinkung des Definitionsbereiche der Gewichtsfunktionen erhilt die Interpola-
tion lokalen Charakter: Fiir eine zu interpolierende Stelle x, die auB3erhalb des Definitions-
bereichs einer Gewichtsfunktion w;(x) liegt, sind das dyadische Produkt w;(x)p p* sowie die
Skalierung w;(x)p aus Gleichung (80) identisch Null, so daf} sie nicht ausgewertet werden
miissen. Mit kleinen Radien R, der Definitionsbereiche werden nur Stiitzpaare in einem lokalen,
beschrinkten Bereich herangezogen. Dadurch ist insbesondere die Dimension des linearen
Gleichungssystems (80) gering. Andererseits ist die Losbarkeit des Systems (80) an jeder Stelle
x nur durch die Wahl von geniigend grolen Radien R; garantiert.

Anwendung: Die gewichtete Fehler-Quadrat-Minimierung ist ein generalisiertes Interpola-
tionsverfahren: Die Fehler-Quadrat-Minimierung ergibt sich durch die Wahl einer konstanten
und unbeschrinkten Gewichtsfunktion. Dann sind die Matrizen A und B nicht abhiingig von x,
so daf} die Inversion nur einmalig fiir gegebene Stiitzpaare (x;, u,) erfolgt. Besteht die Basis dabei
aus Monomen und ist deren Anzahl gleich der Anzahl der Stiitzstellen, so ergibt sich das Inter-
polationsverfahren von Lagrange. Die Shepard-Interpolation ergibt sich durch Wahl der Basis

p' = {1}. Die Formfunktionen dieser Interpolation ergeben sich zu:

_ NWi(X) (82)

ijoo

i
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Aus Gleichung (82) ist ersichtlich, daf3 bei der Wahl einer konstanten Gewichtsfunktion die
Shepard-Interpolation in eine Mittelwertbildung iibergeht. In die Basis p kd&nnen auch
exponentielle oder trigonometrische Funktionen aufgenommen werden. Dadurch besteht eine
groB3e Flexibilitit bei der Anwendung dieses Interpolationsverfahrens.

Beispiel: Das Verfahren wird mit einem Beispiel illustriert. Gegeben sind vier Stiitzstellen
x; € R und zugehorige Stiitzwerte v; € R durch die Paare (0, 1), (1,3), (2,2) und (3,4). Als Basis
des Interpolationsraums wird p” = [1,x] gewdhlt. Das Interpolationsergebnis fiir drei unter-
schiedlich gewidhlte Gewichtsfunktionen w(s) ist in Bild 3.15 zeilenweise dargestellt.

w(x) si(x) A u(x)
1,0 1,04
- [
i 2 °
X J
0,0 : : X 0 : : X
0 1 2 3 0 1 2 3
w(x) si(x) A u(x)
1,04 1,04
S, S, S5 4
- - 27
4
0 0 X O,O T T X O T T X
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
X4 X1
w(x) si(x) A u(x)
1,0+ 1,04
- [
S, S, S5 4
i i 2 °
4
0,0 : : X 0,0 ‘ : X 0 : : X
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
X4

Bild 3.15 : Beispiel gewichtete Fehler Quadrat Interpolation

In der ersten Zeile von Bild 3.15 wird die Gewichtsfunktion jeder Stiitzstelle als konstant ange-
nommen. Der Definitionsbereich jeder Gewichtsfunktion ist unbeschrinkt. Damit wird die
Interpolation zur Fehler-Quadrat-Interpolation. Bei der gewihlten Basis sind die Formfunktio-
nen s; Geraden. Als Interpolationsergebnis wird die Ausgleichsgerade der Stiitzpaare erhalten.

In der zweiten Zeile von Bild 3.15 wird wiederum die Gewichtsfunktion jeder Stiitzstelle als
konstant angenommen. Der Definitionsbereich jeder Gewichtsfunktion wird implizit iiber die
Lage der zu interpolierenden Stelle festgelegt. Nur die Gewichtsfunktionen der links und rechts
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benachbarten Stiitzstellen nehmen einen von Null verschiedenen Wert an. Als Interpolations-
ergebnis wird stiickweise eine Lagrange Interpolation erhalten.

In der dritten Zeile von Bild 3.15 wird als Gewichtsfunktion jeder Stiitzstelle der quartische
Spline angenommen. Der Radius des Definitionsbereiches wird mit R = 2 festgelegt. Damit
stehen an jeder zu interpolierenden Stelle x mindestens zwei linear unabhingige Vektoren
w;(x)p(x;) zur Bestimmung der Formfunktionen s; zur Verfiigung. Als Interpolationsergebnis
wird eine Niherung mit ¢,-Kontinuitét erhalten.

u'(x)

Ableitungen: Zur Bestimmung von Ableitungen 9 =
i

wird die Produktregel auf Gleichung (77) angewandt:

= u",;(x) der Interpolationsfunktion

uhaj = pTaj a+ PT aaj (83)
Die Ableitung p,;der Basis p nach einer Koordinate x;ist unmittelbar bestimmbar. Fiir die Ablei-
tung a,;des Koeffizientenvektors a wird die Gleichung (80) auf beiden Seiten differenziert und
nach a,; umgestellt:

Aj;a +Aa,; = B,jﬁ

< Aa, = B,i—A,a (84)

’]
Die Bestimmung der Ableitung a,; des Koeffizientenvektors a fiihrt auf ein lineares Gleichungs-
system (84) mit der gleichen Koeffizientenmatrix A, deren Inverse bereits fiir die Ermittlung des
Koeffizientenvektors a gebildet wurde. Eine Zerlegung der Matrix A mul} daher nur einmalig
erfolgen. Auf der rechten Seite des Gleichungssystems (84) treten die Ableitungen A,; und B,;
der Koeffizientenmatrizen A und B auf. Fiir deren Bestimmung geniigen die Ableitung der

Gewichtsfunktionen % = %—"Svg—;, die aus den Gleichungen (79) unmittelbar ermittelt werden
i i

konnen.

Implementierung: Eine effiziente Implementierung der Interpolationsvorschrift erfordert die
Bestimmung der nichstgelegenen Stiitzstellen x; zu einer zu interpolierenden Stelle x. Diese
fundamentale Aufgabe rechnergestiitzter Geometrie kann effizient mit Quadtrees und deren
Generalisierung zu héheren Dimensionen bearbeitet werden [14]/[19]. Fiir die Interpolations-
aufgabe, die in dieser Arbeit gestellt wird, liegt bereits eine Elementierung des Losungsgebietes
vor. Diese wird fiir die Bestimmung von nah gelegenen Stiitzstellen ausgenutzt.

Datfiir wird in Bild 3.16 die Elementierung eines L-f6rmigen Losungsgebiets betrachtet. Ge-
geben sind die Menge der Knoten K = {1,2,3, ...}, die Menge der finiten Elemente E = {a,b,c,...}
und die binire heterogene Element-Knoten-Relation Ry C E x K. Die algebraische Darstel-
lung der Relation Ry, mit einer Matrix erlaubt zeilenweise die topologische Nachbarschaft eines
Elementes mit adjazenten Knoten und spaltenweise die topologische Nachbarschaft eines Kno-
tens mit adjazenten Elementen zu lesen.

Aus der Kettung der Relation Ry mit ihrer Transponierten Rf, = Rgg folgt die Element-
Element Relation Ry = Rgx O R C E X E. Aus der Kettung der Transponierten R, = Rgg
mit der Relation Ry folgt die Knoten-Knoten Relation Rgx = Rgz O Rig € K X K. Die
Graphen der Relationen Ry und Ry sind in Bild 3.17 dargestellt. Die Relationen sind binir,
homogen, identitiv und symmetrisch. Eine Zeile der Relation Ry beschreibt die topologische
Nachbarschaft eines Knotens zu allen anderen Knoten. Eine Zeile der Relation Ry beschreibt
die topologische Nachbarschaft eines Elementes zu allen anderen Elementen. Das gilt wegen der
Symmetrie der Relationen gleichermaflen fiir die Spalten.
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Bild 3.16 : Element-Knoten Relation Ry

Aus der n-fachen Kettung R* = ROR O ... O R einer bindren, homogenen, symmetrischen
Relation R mit sich selbst folgt die symmetrische Potenzrelation R des n-ten Nachbarn. Eine
Zeile der Relation R%, beschreibt die topologische Nachbarschaft zweier Knoten iiber genau n
weitere Knoten. Eine Zeile der Relation R%; beschreibt die topologische Nachbarschaft zweier
Elemente {iber genau n weitere Elemente. Aus der Vereinigung der Potenzrelationen
R®* = R'UR2U..UR® wird eine Relation erhalten, die zeilenweise die Nachbarschaft iiber
maximal n weitere Knoten bzw. finite Elemente beschreibt.

Bild 3.17 : Graphen der homogenen Relationen Ry und Ryy

Das Vorgehen ist in Bild 3.18 anhand der Relation Ry illustriert. Jede Zeile einer Potenz von
Ry kann unabhingig ermittelt werden. In Bild 3.18 werden die Potenzen der Zeile des Knotens
mit dem Identifikator 7 gebildet. Fiir n = 3sind bereits alle Knoten des Losungsgebietes erreicht.
Das Vorgehen entspricht damit einer Breitensuche im Graphen der Relation Ry ausgehend von
dem Knoten mit dem Identifikator 7.

Mit jedem Knoten des Losungsgebietes ist ein Verschiebungszustand u und mit jedem finiten
Element sind Spannungszustinde S an den GauBpunkten assoziiert. Die nédherungsweise
Bestimmung des Spannungszustands S"(x) an einem Punkt x auf einer Ecke oder Kante eines
dreidimensionalen Losungsgebietes erfolgt mit der gewichteten Fehler-Quadrat-Interpolation.
Es wird entweder mit den Stiitzwerten der Verschiebung der Gradient eines Verschiebungsfeldes
u"(x) mit ¢,-Kontinuitit oder mit den Stiitzwerten der Spannung ein Spannungsfeld S"(x) mit
C,-Kontinuitit interpoliert. Dafiir wird die Vereinigung der Potenzrelationen der n-ten Nach-
barn von Rg bzw. Ry herangezogen. Die Potenz n, die Basis p des Interpolationsraums sowie
die Gewichtsfunktion w(x) werden durch die Anwendung spezifiziert.
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Bild 3.18 : Homogene Relationen Ry und Ry

QNN

Beurteilung: Mit dem vorgestellten Verfahren werden die vielfiltigen Mdoglichkeiten, den dis-
kontinuierlichen Verlauf der Spannungen im Lsungsgebiet zu glétten, gemeinsam erfal3t. Ver-
schiedene Autoren [38][27] empfehlen fiir diese Aufgabe eine Lagrange-Interpolation iiber
benachbarte Gaullpunkte, weil an diesen der Fehler in der Niherung am geringsten ist. Auch
dieses Verfahren gehtim vorgestellten Verfahren auf, wenn eine konstante Gewichtsfunktion ge-
wihlt wird und die Anzahl der Stiitzstellen gleich der Anzahl der Funktionen in der Basis ist. Es
wird hier zusitzlich die Flexibilitidt gewonnen, fiir eine gréere Anzahl benachbarter Gaul3-
punkte die Interpolation in einen Fehler-Quadrat Abgleich iibergehen zu lassen. Es muf} also
nicht auf eine spezifische Topologie Riicksicht genommen werden.

Die grundsitzliche Schwierigkeit bei der Wahl eines geeigneten Interpolationsverfahrens
liegt in der Abschitzung der Beschaffenheiten des unterliegenden, tatsdchlichen
Funktionsverlaufs. Erst dann kann eine geeignete Basis des Interpolationsraums aufgestellt
werden. In der Literatur [27][49] werden Aussagen iiber die Giite von Gléttungsverfahren daher
anhand von Beispielen empirisch gewonnen. Auch im Zusammenhang mit gitterlosen
Verfahren [5]wird die Wahl der Anzahl, der Anordnung und der Radien der Stiitzstellen sowie
die Wahl der Basis p rein empirisch begriindet. Auf eine Untersuchung derartiger Beispiele wird
hier verzichtet, weil das Glittungsverfahren nicht Bestandteil des erweiterten Prinzips ist,
sondern dazu dient, die Ergebnisse an Ecken und Kanten zu verbessern, wie in Kapitel 3.4
gezeigt wird. Zudem gentigt es dabei, einen groben Schitzwert zu bestimmen, wie beispielweise
den Mittelwert aus inzidenten Elementen.
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3.4 Berucksichtigung des Zustands

Betrachtet werden Punkte x € B> des Verschiebungsrandes F, fiir die eine Eindeutigkeit der
AuBennormale n(x) nicht gewiihrleistet ist. Der Spannungszustand S" an diesen Punkten wird
zunichst ndherungsweise aus einem Glittungsverfahren bestimmt. Aus diesem geglitteten
Zustand werden die Randspannungen S™ n; auf den zum Eckknoten adjazenten Flichen i mittels
deren Aufennormalen n; bestimmt. Diese Randspannungen werden als zusitzliche, fiktive
Belastung s, am Verschiebungsrand F, aufgebracht.

Die zusitzliche, fiktive Belastung s, nimmt keinen Einfluf} aut das Ndherungsergebnis fiir
den Verschiebungszustand, da Belastungen auf dem Rand Fy nicht in dessen Berechnung einge-
hen. Es wird jedoch das Residuum um die zusdtzlich aufgebrachte Belastung gemindert. Es
kommt daher zur Bestimmung verminderter, restlicher Randspannungen As am Rand F, . Aus
der Summe der restlichen Randspannungen As mit der zusétzlichen Belastung s, werden dann
die Randspannungen s = As + s, an Punkten mit nicht eindeutiger Normale ermittelt. Diese
Randspannungen stehen weiterhin im Gleichgewicht mit den angreifenden Lasten. Dadurch ist
der Vorzug des erweiterten Prinzips gewahrt. Das Vorgehen wird anhand der Modellaufgabe aus
Kapitel 3.1 untersucht.

Modellaufgabe: Gegeben sei die Aufgabe des ebenen Dehnungszustands im Einheitsquadrat
[0,1] x [0, 1]. Der Elastizitdtsmodul sei Eins, die Querdehnzahl sei Null. Am gesamten Auflen-
rand des Quadrats ist der Verschiebungszustand durch u(x,,x,) = [x,,0]' vorgegeben. Diese
Funktion 16st die Aufgabe auch im Gebiet analytisch exakt. Daraus wird der analytisch exakte
Dehnungszustand und der Spannungszustand zu ¢ = [1,0,0] ermittelt. Die Berechnung des Ver-
schiebungszustands mit den in Bild 3.19 dargestellten Elementierungen mittels der Gleichungen
(38) und (39) kann die analytisch exakte Losung darstellen. Der gegléttete Spannungszustand
Sh entspricht in dieser Aufgabe daher dem konstanten, analytisch exakten Zustand.

Bild 3.19 : Zusdtzliche Belastungen auf F,

Aus dem geglitteten Spannungszustand S" werden Randspannungen an den Eckpunkten der
Aufgabe ermittelt. Diese Randspannungen werden gemil} der Interpolation der unbekannten,
mitdem erweiterten Prinzip zu ermittelnden Randspannung als Belastung s, des Verschiebungs-
randes F, aufgebracht, wie in Bild 3.19 dargestellt ist. In der Anwendung der rechten Seite der
Gleichung (40) werden dadurch die in Bild 3.1 dargestellten Auflagerkrifte der Aufgabe um das
Integral tiber die zusétzlich aufgebrachte Belastung s, vermindert.

- 51 -



Spannungsberechnung mit dem erweiterten Prinzip

Die Losung der Gleichung (40) erfolgt nun mit den verminderten Auflagerkriften. Die aus der
Ldsung resultierenden, restlichen Randspannungen As sind in Bild 3.20 dargestellt. Die Rand-
spannungen der Aufgabe setzen sich aus der Summe der in Bild 3.19 und Bild 3.20 dargestellten
Randspannungen zusammen. Fiir beide Elementierungen wird das analytisch exakte Ergebnis
erreicht.

Bild 3.20 : Ermittlung der restlichen Randspannungen auf F,

Erweiterung der Modellaufgabe: Die Untersuchung wird mit einem gegebenen bilinearen

Feld der Form ul(xl,xz) = a, + a,Xx; + a5xX, + a,x;x, fortgesetzt. Im Rahmen einer linearen
Theorie konnen die Terme superponiert werden. Der konstante Anteil liefert keine Spannungen.
Der lineare Anteil in x, ist vorangehend untersucht worden. Der lineare Anteil in x, liefert ein
zur Spannungskomponente s, identisches Ergebnis fiir die Komponente s,. Es wird daher der
bilineare Anteil untersucht.

1 1
2 2
—1 Qsl 1 1 Qo 1
OSZ Ot
1 1
2 2
_1 1
2 2

Bild 3.21 : Analytisch exakte Randspannung s

Dafiir wird das Einheitsquadrat am gesamten Auflenrand mit dem Feld u(x,,x,) = [xx,, 0] beauf-

T
%] aufgebracht. Dann 16st die Funk-

tion u(x,,x,) = [xx,,0]" die Aufgabe im Gebiet analytisch exakt. Aus Differentiation des Ver-

schlagt. Zudem wird eine konstante Fliachenlast p, = [0, -

T
schiebungsfeldes folgt der Spannungszustand im Ldsungsgebiet zu o = [xz, 0,%){1]. Die

Komponenten der zugehdrigen, analytisch exakten Randspannung s sind beziiglich des gemein-
samen globalen Koordinatensystems in Bild 3.21 links dargestellt. Zusitzlich ist eine Darstel-
lung dieser Randspannung beziiglich der lokalen Koordinatensysteme auf den vier Randstiicken
rechts nebengestellt.
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Spannungsberechnung mit dem erweiterten Prinzip

Es wird zundchst das erweiterte Prinzip ohne eine zusétzliche Belastung an den Eckknoten
angewendet. Aus der Losung der Gleichungen (38) und (39) mit den schon zuvor verwendeten
Elementierungen folgt die analytisch exakte Verschiebungslosung, die durch den bilinearen
Ansatz dargestellt werden kann. Aus der Losung der Gleichung (40) folgen die Randspannungen
s auf dem Verschiebungsrand Fy, die in Bild 3.22 dargestellt sind. Die Zahlenwerte an den
Eckknoten sind angegeben. Es ist deutlich, daf3 durch die Uberbestimmtheit der Aufgabe der
Verlauf der Randspannung auch fiir die erweiterte Modellaufgabe im Vergleich zur Losung aus
Ditferentiation des Verschiebungsfeldes nicht befriedigend ist.

]
]
_1 5
16 16 -0,005 /\/‘ 0,282
9 15
~16 16 —0,604 L 0,792
M [ —____ ] — — )
O 84 O 84.
o - -6 - - o ®
I8, 4 L Lol
_% \ \_% 0,03 " T 0,217
1 — 5 _
-+ = 0,005 0

Bild 3.22 : Gendherte Randspannung ohne zusdtzliche Belastung

Es erfolgt weiterhin eine Berechnung mit zusitzlicher Belastung an den Eckknoten. Dafiir wird
aus dem Verschiebungszustand, der mit den Gleichungen (38) und (39) gewonnen wird, zunéchst
ein geglitteter Spannungszustand S" bestimmt. In dieser Aufgabe ist dieser geglittete Wert
wiederum gleich dem analytisch exakten Wert. Gemil3 der Interpolation der unbekannten Rand-
spannung wird daher das analytisch exakte Ergebnis aus Bild 3.21 als Belastung s, aufgebracht,
wie es in Bild 3.23 dargestellt ist.

1 1
2 2
— @ *—o o 9o
—1 O S 1 1 O 8y %
o o o o
1 1
Y, L L 2
-1 _4
2 2

Bild 3.23 :

Zusdtzliche Belastung auf Fy
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Spannungsberechnung mit dem erweiterten Prinzip

Die Losung der Gleichung (40) erfolgt unter Beriicksichtigung der zusétzlichen Belastung s,
die die Auflagerkrifte mindert. Die aus der LOsung resultierenden Randspannungen As sind in
Bild 3.24 dargestellt. Die Randspannungen der Aufgabe setzen sich aus der Summe der in
Bild 3.23 und Bild 3.24 dargestellten Randspannungen zusammen. Fiir beide Elementierungen
wird wiederum exakt das analytische Ergebnis erreicht.

L PP NP N—
O 81 O 81,
O Sy O 52:

=

Bild 3.24 : Ermittlung der restlichen Randspannung

Beurteilung: Die Untersuchung weiterer Aufgaben zeigt: Wenn die analytische Verschiebungs-
16sung einer Aufgabe durch den Elementansatz exakt dargestellt werden kann, dann sind die mit
dem erweiterten Prinzip und zusitzlicher Belastung berechneten Randspannungen unabhingig
von der Geometrie des Losungsgebietes und unabhéngig von dessen Elementierung auch exakt.
Zudem stimmen sie dann offenbar auch mit den Randspannungen iiberein, die durch Differentia-
tion des Verschiebungszustands im Element ermittelt werden kdnnen.

Fiir eine realistische Aufgabenstellung wird die Verschiebungslsung nur niherungsweise
bestimmt. Unabhingig davon, ob eine zusétzliche dullere Belastung aufgebracht wird, stellen die
Randspannungen aus dem erweiterten Prinzip das Gleichgewicht mit den duf3eren Belastungen
fiir die Nidherung her. Durch die zusitzliche, fiktive Belastung auf F, an Eckpunkten oder an
Punkten von Kanten dreidimensionaler Losungsgebiete wird erreicht, daf} alle verfiigbaren
Informationen iiber den Spannungszustand eingebracht werden. Das dient dem einzigen Fall, wo
ein nachteiliges Ergebnis gegeniiber den Spannungen aus Differentiation zu erwarten ist:
Uberbestimmte, aber konsistent formulierte Verschiebungsrandbedingungen, die zudem fiir eine
Verfeinerung der Diskretisierung asymptotisch exakt befriedigt werden.

Es steht somit ein zu der Glittung der Geometrie alternatives, heuristisches Vorgehen zur
Verfiigung, um die identifizierten Méngel in der Anwendung der Erweiterung des Prinzips
virtueller Verschiebungen zu iiberwinden. Das Vorgehen ist absolut stabil, auch wenn
Randbedingungen auf F, inkonsistent spezifiziert wurden oder im Widerspruch zur schwachen
Ldsung stehen. Es wird in diesem Zusammenhang noch einmal betont, daf3 nicht das erweiterte
Prinzip diese heuristische Erginzung notwendig macht, sondern die Uberbestimmtheit der
Aufgabe an Ecken und Kanten dreidimensionaler Losungsgebiete.
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4 Konvergenzuntersuchungen

Vorgehensweise: In diesem Kapitel wird die Giite der Randspannung untersucht, die aus der
Erweiterung des Prinzips virtueller Weggré3en gewonnnen wird. Diese Randspannung wird
nachfolgend als du3ere Randspannung bezeichnet. Das Untersuchungsziel ist die Abschitzung
der Konvergenzrate der dulleren Randspannung. Die Rate wird der Konvergenzrate der Rand-
spannung gegeniibergestellt, die aus Differentiation der Verschiebungsldsung gewonnen wird.
Diese Randspannung wird nachfolgend als innere Randspannung bezeichnet. Fiir den Vergleich
der Raten der Randspannungen wird zusitzlich die Konvergenzrate im gesamten Gebiet
ermittelt. Dazu werden eine Reihe numerischer Studien an veschiedenen Beispielen ausgefiihrt:

<& Stellvertretend fiir Aufgaben, die maBgeblich durch einen Zug- bzw. Druckzustand
charakterisiert sind, wird eine zugbeanspruchte Scheibe mit einem Loch untersucht. Im
Gebiet wird ein lineares Dreieckselement eingesetzt. Der untersuchte Rand ist geradlinig.
Auf dem Rand wird ein linearer Ansatz fiir die Randspannung gewéhlt.

<& Stellvertretend fiir Aufgaben, die durch einen Biegezustand charakterisiert sind, wird ein
schubverformter Balken untersucht. Im Gebiet werden rechteckige Elemente mit
unterschiedlichem Polynomgrad des Verschiebungsansatzes eingesetzt. Der untersuchte
Rand ist geradlinig. Auf dem Rand werden werden lineare und quadratische Ansitze fiir
die Randspannung gewébhlt.

<& Stellvertretend fiir Aufgaben, die durch einen rotationssymmetrischen Zustand
charakterisiert sind, wird ein Zylinder unter Innendruck untersucht. Im Gebiet wird ein
isoparametrisches bilineares Element eingesetzt. Untersucht werden radiale sowie ring-
térmige Rinder. Die Verfeinerung der Diskretisierung fiihrt zu einer Glittung der ring-
térmigen Réinder. Auf dem Rand wird ein linearer Ansatz fiir die Randspannung gewihlt.

<& Stellvertretend fiir Aufgaben, die durch eine inhomogene Materialbelegung
charakterisiert sind, wird ein kreisférmiger Einschlu3 eines Materials in ein anderes
untersucht. Im Gebiet werden isoparametrische Dreiecks- und Viereckselemente
eingesetzt. Untersucht werden radiale sowie ringférmige Rinder. Die Verfeinerung der
Diskretisierung fiihrt zu einer Gléttung der ringférmigen Rinder. Auf dem Rand wird ein
linearer Ansatz fiir die Randspannung gewihlt.

<& Stellvertretend fiir Aufgaben, die durch lokale Singularititen charakterisiert sind, wird ein
Halbraum unter Einzellast untersucht. Im Gebiet werden quaderférmige Elemente mit
unterschiedlichem Polynomgrad des Verschiebungsansatzes eingesetzt. Der untersuchte
Rand besitzt auch bei asymptotischer Verfeinerung eine nicht eindeutige Auflennormale.
Fiir den Rand werden viereckige ebene Elemente mit unterschiedlichem Polynomgrad des
Ansatzes fiir die Randspannung eingesetzt.

Fiir die Beispiele existieren analytisch exakte Losungen, die in geschlossener Form angegeben
werden kénnen. Die Untersuchung der Konvergenzrate fiir Aufgaben, deren LOsung nicht
bekannt ist, kann durch den Vergleich der Ergebnisse fiir unterschiedliche Diskretisierungen mit
anschliefender Extrapolation erfolgen. Fiir Aufgaben, die nur in einem schwachen Sinn geldst
werden, fiihrt die Anwendung solcher Methoden aber nicht zu einer zuverldssigen Prognose der
Konvergenzrate sondern erlaubt nur eine Abschitzung des Fehlers. Diese Methoden finden
daher hier keine Anwendung.
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4.1 Konvergenzrate

Zur Definition von Konvergenzraten werden zundchst Begriffe fiir den Fehler einer
Niherungslosung eines elastischen Problems eingefiihrt. Dafiir wird ein Gebiet Q und dessen
Rand I'betrachtet. Mit u wird das exakte Verschiebungsfeld, mit e das exakte Dehnungstfeld und
mit E die Materialmatrix fiir alle x € Q notiert. Mit s wird das Randspannungsfeld fiiralle x € T
notiert. Das Superskript h kennzeichnet analog die Ndherungsldsungen.

Verschiebungsfehler: Die L?-Fehlernorm | u — u® | bewertet die Abweichung der

LA(@)
Verschiebung im Quadrat summiert iiber die Koordinatenrichtungen i im Gebiet Q:

| w—ub ||L2(Q) = [ [ (ui — uih) (ui - uih) dQ] (85)
Q

Energiefehler: Die Energie Fehlernorm | u — u" [, bewertet die Abweichung in der poten-
tiellen Energie. Sie ist ein MaB fiir die Giite der Spannungen im Gebiet Q:

| w—uh ||E(Q) - [% I (e — eh)T E (e — Eih) dQ] (86)
Q

Randspannungsfehler. Die L2-Fehlernorm | s — s* | ,  bewertet die Abweichung der Rand-

LAT)
spannungen im Quadrat summiert iiber die Koordinatenrichtungen i auf dem Rand T :

” S — sh ||L2(F) = |:[ (Si — Sih) (Si - Sih) dr] (87)
r

Relativer Fehler: Fine relative Fehlernorm wird durch Quotientenbildung der absoluten
Normen des Unterschiedes zwischen exakter und gendherter Losung mit der absoluten Norm der
exakten Losung definiert. So ist beispielsweise der relative Fehler der potentiellen Energie:

u — ub
| e o8

— h =
| u—n ”relE(Q) | g

Gleichgewichtsfehler: Der Fehler in der Befriedigung des Kriftegleichgewichts r = 0 und des
Momentengleichgewichts m = 0 auf dem Rand T ergibt sich aus:

r=[s—shdr (89)
r

m=[x><(s—sh)dr (90)
r

Der Gleichgewichtsfehler ist keine Norm. Fiir die Untersuchung dieses Fehlers werden selektiv
Komponenten des Fehlervektors r fiir die Kraft und des Fehlervektors m fiir das Moment auf
Teilen des Randes T betrachtet. Die genidherte Komponente wird durch die analytisch exakte
Komponente der Kraft bzw. des Momentes geteilt, um ein relatives Mall zu erhalten. Im
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vorgestellten Verfahren ist das Kréfte- sowie das Momentengleichgewicht tiir die Randspannun-
gen exakt befriedigt. Die Fehlervektoren r und m sind daher immer Null. Die Giite des Verfah-
rens ist durch den L2-Fehler der Randspannungen niher quantifiziert.

Konvergenzrate: Die Diskretisierung der Ndherungsldsung ist durch den durchschnittlichen
Gitterabstand h charakterisiert. Eine Nidherungslésung konvergiert, wenn der relative Fehler
., in einer der genannten Normen mit feinerer Diskretisierung h abnimmt. Das Verhilt-
nis der Anderung des relativen Fehlers zu einer infinitesimalen Anderung des Gitterabstandes
wird als Konvergenzrate bezeichnet.

[u—u|

Erwartungswert der Konvergenzrate: Abschitzungen der Konvergenzrate setzen eine prézise
und formale Beschreibung des Ansatzraumes voraus. Die Eigenschaften eines Ansatzraumes
konnen die zu 16sende Aufgabe stark einschrinken. Fiir technische Produkte treffen diese
Einschrinkungen meist nicht zu. Beispielsweise werden glatte Rénder, homogene
Materialbelegungen, nicht gemischte Randbedingungen oder stetige Belastungsverldufe
gefordert. Eine unter den vorangehend genannten Einschrinkungen getroffene Abschitzung fiir
lineare, elliptische Randwertprobleme 2. Ordnung wird aus [9] entnommen:

< Ch? | u < ChP (91)

” u - uh ”relE(Q)

—u" ”rel L¥(Q)
Dabei ist C eine beliebige Konstante, h die durchschnittliche Gitterweite und p der Grad eines
vollstindigen Polynoms, das den Ansatzraum aufspannt. Aus der Abschitzung folgt
beispielsweise fiir einen Elementansatz mit p = 1 (linearer Ansatz), daf} bei doppelt feiner
Diskretisierung der Fehler in der potentiellen Energie mindestens halbiert wird. Der
Erwartungswert der Konvergenzrate ist daher FEins. Hingegen wird der Fehler in der
Verschiebung mindestens geviertelt. Der Erwartungswert der Konvergenzrate ist daher Zwei.
Diese Erwartungswerte sind aber nur Anhaltswerte und weder eine obere noch eine untere
Schranke fiir die Konvergenzrate, da die fiir Gl. (91) vorgenommenen Einschrinkungen fiir
keine der untersuchten Aufgaben zutreffen.

Von besonderem Interesse ist in dieser Arbeit der Fehler (87) fiir die Randspannung. Da der
Fehler der potentiellen Energie das Konvergenzverhalten der Spannung im LOsungsgebiet
charakterisiert, ist fiir die innere Randspannung, die aus Differentiation gewonnen wird, eine
dhnliche Konvergenzrate zu erwarten, wie die der potentiellen Energie. Wird weiterhin
argumentiert, daf} der Fehler in der potentiellen Energie mit dem Fehler in den Auflagerkréften
korreliert, so ist diese Rate vermutlich auch fiir die duflere Randspannung aus dem erweiterten
Prinzip maf3geblich.

Berechnung der Fehler: Die Berechnung der genannten Fehler erfolgt, indem die Beitridge der
Elementintegrale im Gebiet oder auf dem Rand des Gebietes summiert werden. Die Element-
integrale werden numerisch integriert. Dafiir ist eine hohe Anzahl von Integrationspunkten
notwendig. Diese Anzahl ist nimlich auch abhiingig von der Beschaffenheit der analytischen
Losung und nicht ausschlieBlich von der Beschaffenheit der Ansatzfunktion, wie bei der
Ermittlung der Niherungslosung. Ublicherweise stehen analytische Losungen als Funktion
globaler Koordinaten bereit. Die Werte der Nidherungsldsung werden im Element an den
Integrationspunkten interpoliert. Die Werte der analytischen LOsung werden aus der
Transformation der normalisierten Koordinaten der Integrationspunkte in globale Koordinaten
gewonnen.

_57_



Konvergenzuntersuchungen

4.2 Scheibe mit Loch

Aulfgabe: Betrachtet wird eine elastische, unendlich ausgedehnte Scheibe mit einem kreisférmi-
gen Loch. Die Scheibe wird im Unendlichen durch eine konstante horizontale Normalspannung
vom Betrag Eins beansprucht. Die anderen Spannungskomponenten sind dort Null. Der Ur-
sprung des Koordinatensystems befindet sich im Mittelpunkt des Lochs, dessen Rand span-
nungsfreiist. Die analytische Losung der Aufgabe wird in [52]in Zylinderkoordinaten entwickelt
und lautet fiir die Verschiebungen:

u,(r,0) = %[%(k + 1)cos6 + 2%((1 + k) cos 0 + cos30) — 2?—33cos36]
U,(r,0) = 2L (k — 3)sin0 + 22((1 — k)sin0 + sin30) — 228%6in30 (92)
’ 8G|la T 3
Dabei ist k die Kosolov Konstante mit k = i—;z fir den ebenen Spannungszustand und

k = 3 — 4v fiir den ebenen Dehnungszustand. Die Losung fiir die Spannungen lautet:

0y4(r,0) = — ?—;(%COSZ@ + cos46> + %?—:COS46 +1
05(r,0) = — a—Z(lCOSZG - cos46> - §a—4cos46
2\> r2\2 214
01, 0) = = (1sin20 + sin40) + 32 sin40 (93)

Aufgrund der Symmetrie in Geometrie und Belastung wird nur ein Viertel der Scheibe als
Rechenmodell verwendet, wie in Bild 4.1 dargestellt ist. Auller den Symbolen fiir die Maf3e und
die Belastung sind die Punkte A, B, C, D und E der Scheibe gekennzeichnet sowie die
verwendeten Stoffparameter und Abmessungen zusammengestellt.

41 ®  J

B C

A =
L 11% v =0.2
L=05m
a X, U
2> 72 a=01m
E D
- X1,U1v L J

Bild 4.1 : Unendlich ausgedehnte Scheibe mit Loch unter horizontaler Einheitsspannung

Da eine unendliche Ausdehnung mit konventionellen finiten Elementen nicht dargestellt werden
kann, werden an den Réindern der Scheibe die analytisch exakten Randbedingungen in linearer
Niherung aufgebracht. Das Randstiick AB ist in der x,- Richtung und das Randstiick DE in der
x,-Richtung Verschiebungsrand. Sie gehorchen in diesen Richtungen Gl. (92). Alle weiteren
Randstiicke sind in allen Richtungen Spannungsrinder und gehorchen Gl. (93).
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Losung: Im Gebiet werden lineare Dreieckselemente eingesetzt. Auf dem Rand AB wird fiir
die Komponente s, der Randspannung und auf dem Rand DE fiir die Komponente s, der Rand-
spannung ein linearer Ansatz unternommen. Die im Gebiet verwendeten Elementierungen sind
in Bild 4.2 dargestellt.

s

k:9 k:25 k

I
@]
—_

k =289

Bild 4.2 : Elementierungen lineares Dreieckselement

Tabelle 4.1 zeigt die Ergebnisse fiir die ausgezeichneten Punkte A, B und C. Aufgrund der
Symmetrie bleibt das Randstiick DE spannungsfrei. Anhand von Punkt C kann die Konvergenz
in den Verschiebungen beobachtet werden. Von besonderem Interesse ist die Randspannung o
an den Punkten A und B fiir die unterschiedlichen Elementierungen: Der erste der vertafelten
Werte ist die innere Spannung, die aus Differentiation des Verschiebungsverlaufs im Element
erhalten wird. Da die betrachteten Punkte inzident zu mehreren Elementen sind, ist innerhalb der
Tabelle das arithmetische Mittel aufgefiihrt. Bei der nachfolgenden Berechnung der Fehler ist
dieser Wert am Integrationspunkt eindeutig. Der zweite, fett gedruckte Wert ist die dullere
Randspannung, die mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren bestimmt wird.

Ot | GroBe exakt k=9 k=25 k = 81 k =289

A Uo -50,0 -22,77 -34,89 -45,20 -48,51
o 3.0 1,265/ 2,650 1,833/ 3,440 2,394/3,618 2,753/ 3,386

B Uo -63,76 -49,10 -52,27 -61,64 -62,83
o 1,022 1,020/ 1,051 1,032 /1,019 1,028 /1,017 1,025/1,016

C Uy 257,06 246,92 252,72 255,74 256,62
Uo -51,06 -43,93 -48,40 -50,32 -50,80

Tabelle 4.1 :  Ergebnisse Scheibe mit Loch

Die Verschiebungen an den betrachteten Punkten ndhern sich monoton von unten dem exakten
Wert. Entsprechend werden zu geringe Spannungen aus Differentiation am Punkt A berechnet.
Die Spannungen am Punkt A aus dem vorgestellten Verfahren sind deutlich grofer, zeigen aber
kein monotones Verhalten. Ursache dafiir ist, daf3 nicht nur die Losung sondern gleichzeitig das
Losungsgebiet im Bereich des Lochs angendhert wird. Die Spannungen am Punkt B entziehen
sich einer Bewertung, da bereits mit wenigen Elementen eine gute Niherung erreicht ist.
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Konvergenz im Gebiet: Der Verschiebungsfehler und der Energiefehler werden fiir jede
Elementierung berechnet. In Bild 4.3 sind die Berechnungsergebnisse in doppelt loga-
rithmischer Darstellung in Diagrammen aufgetragen. Stellvertretend fiir die durchschnittliche
Gitterweite h wird die Quadratwurzel der Knotenanzahl k verwendet. Die Berechnungs-
ergebnisse werden linear interpoliert. Die Steigung der Ausgleichsgeraden wird berechnet.

Die negative Steigung der dargestellten Kurven entspricht der Konvergenzrate. Fiir den
Verschiebungsfehler wird die Rate R = 1,86 ermittelt. Das Ergebnis liegt nahe an der theoreti-
schen Rate R = 2. Fiir den Energiefehler wird die Rate R = 1, 11 ermittelt und liegt damit nahe
an der theoretischen Rate R = 1. Diese Raten sind in dhnlicher Giite fiir diese Aufgabe von
anderen Autoren berichtet worden [51].

. Infu—wf .. _171n [u =

] ]

3] 3]

4] n

5] s

JR=186 In/k G R=11T In/k

1 2 3 1 2 3
Bild 4.3 : Konvergenz | u —u" |, und | u—u" | im Gebiet

Konvergenz auf dem Rand: Auf dem Rand AB wird sowohl fiir die innere Spannung aus
Ditferentiation als auch fiir die dulere Spannung aus der Erweiterung des Prinzips der Fehler
in der Normalkraft, in der Querkraft und in den Randspannungen ermittelt. In Bild 4.4 sind diese
Fehler in jeweils einem Diagramm in Abhédngigkeit der Knotenanzahl k aufgetragen. Im Dia-
gramm des Fehlers in den Randspannungen ist eine doppelt logarithmische Darstellung gewihlt.

Der Fehler in der Normalkraft und der Querkraft ist fiir die dullere Randspannung Null. Im
Gegensatz dazu ist der Fehler in der Normalkraft und der Querkraft fiir die innere Randspannung
erst fiir k = 81 geringer als 3%. Der Fehler in den Randspannungen ist fiir die duflere Randspan-
nung durchweg geringer. Beispielsweise betréigt fiir k = 9der Fehler e "° = 18% im Gegensatz
zu e % =~ 31% fiir die innere Randspannung. Zudem ist die Konvergenzrate R, fiir die duflere
Randspannung grofler. Beide Konvergenzraten liegen in der GroBenordnung der Rate des
Energiefehlers.

h
Nrel Qrel In H s—Ss Hrele(I‘)
0,1 0,1 0
] ] 1 R, = 0,84
0’07 VI
In/k In/k In/k
-0,1 ‘ -0,1 ‘
1 2 3 1 2
X' innerere Randspannung ® Huflere Randspannung

Bild 4.4 : Konvergenz N,Q und | s — s" | auf dem Rand T .y

relL2(T)
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4.3 Schubverformter Balken

Aufgabe: Betrachtet wird ein Balken der Linge L mit rechteckigem Querschnitt, Einheitsbreite
und Hohe H. Der linke Rand des Balkens ist eingespannt und der rechte Rand wird durch eine
vertikale Einzellast P beansprucht. Der Ursprung des Koordinatensystems befindet sich auf dem
linken Rand der Mittellinie des Balkens. Die analytische Losung der Aufgabe wird in [52] in
kartesischen Koordinaten entwickelt und lautet fiir die Verschiebungen:

_ P £\ 2 3H? *

ul(xlyxz) = - 6E*I[(6L - 3X1) X, + ((2 +v )Xz) - T(l +v )]

u(X X) = L[(3L—X)3V*X2+(3L—X)Xz] (94)
Dabei ist das Flichentrdgheitsmoment I = — % sowie Materialkennwerte E* = E bzw. v' = v
fiir den ebenen Spannungszustand und E" = i ‘_EVZ bzw. v = i s v fiir den ebenen Dehnungs-
zustand. Die Losung fiir die Spannungen lautet:

P
opxpXy) = - T(L — %)%
Ozz(Xsz) =0
P (H?

In Bild 4.5 ist das Rechenmodell des Balkens dargestellt. Die antimetrische Belastung des sym-
metrischen Systems wird nicht ausgenutzt, um auch den linken Rand des Balkens mit einem
einzigen Element modellieren zu kdnnen. Auller den Symbolen fiir die Mae und die Belastung
sind die Punkte A, B und Cdes Balkens gekennzeichnet sowie die verwendeten Stoffparameter
und Abmessungen zusammengestellt.

| A KN
Xol, U - 6 KIN
D/2 2‘ 2 P E 2 x 10 m2
v =0.2
— 0—>X1,U1
C L=4m
D/2 _
1 ‘B D=1m

P=Irdr=1KN
T

L

Bild 4.5 : Schubverformbarer Balken

Fiir die folgenden Berechnungen wird ein ebener Spannungszustand gewihlt. An den Réndern
der Scheibe werden die analytisch exakten Randbedingungen in linearer Niherung aufgebracht.
Das linke Randstiick ist in beiden Richtungen Verschiebungsrand und gehorcht Gl. (94). Alle
tibrigen Randstiicke sind Kraftrinder und gehorchen Gl. (95). Insbesondere wird am rechten
Rand anstelle der Einzellast P der parabolische Schub aufgebracht.
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Losung: Im Gebiet werden zunichst bilineare Rechteckelemente verwendet. Auf dem linken
Rand des Balkens wird ein linearer Ansatz fiir die Randspannung gewihlt. Die im Gebiet
verwendeten Elementierungen sind in Bild 4.6 dargestellt.

k =297 k = 1105

Bild 4.6 : Elementierungen des Balkens mit bilinearen Elementen

Tabelle 4.2 zeigt die Ergebnisse fiir die ausgezeichneten Punkte A,B und C. Anhand von Punkt
A kann die Konvergenz in den Verschiebungen beobachtet werden. Von besonderem Interesse
ist die Randspannung ¢ und t an den Punkten B und C fiir die unterschiedlichen
Elementierungen: Der erste der vertafelten Werte ist die innere Spannung, die aus Differentiation
des Verschiebungsverlaufs im Element erhalten wird. Der zweite, fett gedruckte Wert ist die
dulere Spannung, die mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Verfahren bestimmt wird. Werte,
die als exakt gekennzeichnet sind, unterscheiden sich nicht vom analytischen Wert der in der
Tabelle gewihlten Darstellungsgenauigkeit.

Ot | GroBe analytisch | k =27 k =85 k =297 k=1105

A Uy -23,38 -20,89 -22,69 -23,19 -23,32

Uz 128,0 114,43 124,27 127,04 127,75

B o 240,0 | 205,57 /240,0 | 227,82 / 247,87 | 235,47 | 245,78 | 238,16 / 243,37

T 0,0 50,49/ 2,84 28,98/1,75 15,23/1,09 7,78/ 0,63

C o 0,0 exakt exakt exakt exakt

T 15,0 53,28 /17,16 37,62 /15,72 26,99 /15,12 21,13/15,02
Tabelle 4.2 :  Ergebnisse bilineares Rechteckelement

Die Verschiebungen am Punkt A nihern sich erwartungsgeméf monoton von unten dem exakten
Wert an. Entsprechend werden am Punkt B zu geringe Werte fiir die innere Normalspannung o
ermittelt. Der parabolische Schubverlauf wird mit den inneren Spannungen nur unzulidnglich
erfallt. Die Spannungen an den Punkten B und C aus dem vorgestellten Verfahren werden
erheblich besser eingeschitzt und sind zudem alle gréBer oder gleich dem exakten Wert. Die
Normalspannung o fiir die Elementierung k = 27 ist wegen der Symmetrie und wegen des
linearen Verlaufs der analytischen Losung sowie des Ansatzes zwangsldufig exakt.
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Konvergenz im Gebiet: Die Diagramme in Bild 4.7 stellen den Verschiebungstehler und den
Energiefehler in Abhingigkeit der uniformen Gitterweite h dar. Fiir die Diagramme ist eine
doppelt logarithmische Darstellung gewihlt. Die Ergebnisse stehen in sehr gutem Einklang mit
den theoretischen Erwartungswerten R = 2 fiir die Verschiebungen und R = 1 fiir die Energie.

In|u—u® Hrele(m In [u—u"| pq

-1 -1 /

-3 -39

-5 -5+
i R = 1,91 i R =0,95

7 | | Inh -7 ‘ ‘ Inh
-3 -2 -1 0 -3 -2 -1 0

Bild 4.7 : Konvergenz | u —u" | und | u —u" | o im Gebiet Q

relL2(Q)

Konvergenz auf dem Rand: Die Diagramme in Bild 4.8 stellen den Fehler im Moment, in der
Querkraft und in den Randspannungen am linken Rand des Balkens dar.

_ Gh
Mrel Qrel In H S S Hrele(I‘)
02 1
8 o o o -9 R, = 0,95
0,1+ -1 ]
_34
0,0 =34 _5|
1 i . R, =124
0.1 ‘ ‘ Inh 4 ‘ ‘ Inh - ‘ ‘ Inh
-3 -2 -1 0 -3 -2 -1 0 -3 -2 -1 0
X' innere Randspannung ® juBere Randspannung

Bild 4.8 : Konvergenz Q M.  und | s — auf dem Rand

rel® Sh ||L2(F)

Der Fehler in der Querkraft fiir die inneren Spannungen betrigt selbst fiir die feinste
Elementierung 61% im Gegensatz zum exakten Wert fiir die dulleren Spannungen. Dieser Fehler
kennzeichnet den fiir diese Aufgabe hdufig beobachteten Schubversteifungseffekt beim Einsatz
konformer Verschiebungselemente. Entsprechend ist auch der Fehler in der Randspannung fiir
die innere Spannung deutlich groB3er als der Fehler fiir die dulere Spannung. Beispielsweise
betrdgt der Fehler unter Verwendung der feinsten Elementierung 5% fiir die innere Spannung
im Gegensatz zu 0.5% fiir die duflere Spannung. Zudem ist die Rate der dufleren Spannung
groBer als die Rate der inneren Spannung. Letztere ist fiir diese Aufgabe identisch mit der Rate
des Energiefehlers.
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Weitere Losung: Die Untersuchung der Aufgabe wird mit einem unvollstindig quadratischen
acht Knoten Rechteckelement durchgefiihrt. In Bild 4.9 werden die verwendeten Elementierun-
gen gezeigt. Die Knoten auf den Seitenmitten sind nicht dargestellt. Auf dem linken Rand des
Balkens wird nun ein quadratischer Ansatz fiir die Randspannung unternommen.

k=23 k =69
k =233 k = 849
Bild 4.9 : Elementierungen des Balkens mit quadratischen Elementen

Tabelle 4.3 zeigt die Ergebnisse fiir die ausgezeichneten Punkte A, B und C in Analogie zur
Tabelle 4.2:

Ot | GroBe analytisch | k =23 k =69 k =233 k = 849

A Uy -23,38 -23,36 exakt exakt exakt
Us 128,0 127,82 exakt exakt exakt

B o 240,0 | 237,68/ exakt | 239,69 /exakt| 235,47 /exakt| 238,16/ exakt
T 0,0 13,02/ 8,33 3,31/ 2,20 0,83/ 0,56 0,21/ 0,14

C o 0,0 exakt exakt exakt exakt
T 15,0 14,27,/10,83 | 18,31/ 17,27 | 15,83/ 15,56 15,21 /15,14

Tabelle 4.3 :  Ergebnisse quadratisches Rechteck Element

Die Verschiebungen am Punkt A erreichen schnell den exakten Wert im Rahmen der fiir die Ta-
belle gewihlten Darstellungsgenauigkeit. Abgesehen von dem Wert fiir die Schubspannung bei
der grébsten Elementierung am Punkt C sind die Ergebnisse fiir die duleren Randspannungen
aus dem vorgestellten Verfahren wiederum besser und oberhalb oder gleich der exakten Werte.

Konvergenz im Gebiet: Die Diagramme in Bild 4.10 stellen den Verschiebungsfehler und den
Energiefehler in Abhingigkeit der uniformen Gitterweite h dar. Fiir die Diagramme ist eine
doppelt logarithmische Darstellung gewihlt. Die Ergebnisse stehen in gutem Einklang mit den
theoretischen Erwartungswerten R = 4 fiir die Verschiebungen und R = 2 fiir die Energie.

h
Infu—u| . Inu— v e

24 2
N B /
-10- -10-

1 R =365 R=197
14 ‘ ‘ Inh 14 E—— " Inh

-3 -2 -1 0 -3 -2 -1 0

Bild4.10:  Konvergenz| uw—u" |, und | u—u" | im Gebiet

L2(Q)
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Konvergenz auf dem Rand: Die Diagramme in Bild 4.11 stellen den Fehler im Moment, in
der Querkraft und in den Randspannungen am linken Rand des Balkens in Abhéngigkeit der uni-
formen Gitterweite h dar.

_ Gh
Mrel Qrel In H S S Hrele(I‘)
0.2 0,1+
, h -1
-0,0 R, = 1,39
0,1+ N N
-0,1 3]
-0,2+ 7
00 H—m——8 | ]
i -0,34 | R, = 1,36
_051 T T _054 T T -7 T T lnh
-3 -2 -1 0 -3 -2 -1 0 -3 -2 -1 0
X' innere Spannung ® uBere Spannung
; . _ h _ h
Bild4.11 :  Konvergenz | s —s ||L1(F) und | s —s ||L2(r) auf dem Rand

Der Fehler im Moment betrdgt bei der grobsten Elementierung ca.1% und ist dann
vernachléssigbar gering. Der Fehler in der Querkraft schwindet von ca. 38% zu0.6%. Der Fehler
in der Randspannung ist fiir das vorgestellte Verfahren nur geringfiigig kleiner. Die Raten sind
insbesondere fiir die feineren Elementierungen nahezu identisch. Die analytische Losung ist fiir
diese Elementierungen weitgehend reproduziert.
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4.4 Zylinder unter konstantem Innendruck

Aufgabe: Betrachtet wird ein Zylinder unter einem konstanten Innendruck p. Der Innenradius
des Zylinders wird mit a und der Au3enradius mit b bezeichnet. Die Linge des Zylinders istidea-
lisiert unendlich. Die analytische Losung der Aufgabe wird in [52] entwickelt. Aufgrund der
Rotationssymmetrie hingt die Losung in Zylinderkoordinaten r, 6 nur von der Koordinate r ab.

Die Verschiebungslosung lautet:

2
u(r) = ﬁ{l —y +tr’—§(1 + v)}

ug(r) =0 (96)

Die Radialspannung o, und die Ringspannung o, im Zylinder sind nachfolgend gegeben. Die
Schubspannung o, ist wie die Verschiebung u, in Ringrichtung 0 aufgrund der Rotationssym-

metrie Null.

__ap b2
O'rr(r) = b2 — a2{1 — ﬁ}

Org(r) =0 (97)

Bild 4.12 zeigt das verwendete Rechenmodell. Wegen der Symmetrie in Geometrie und Bela-
stung wird nur ein Viertel des Zylinders betrachtet. Auler den Symbolen fiir die Malle und die
Belastung sind die Punkte A, B und C des Zylinders gekennzeichnet sowie die verwendeten

Stoffparameter und Abmessungen zusammengestellt.

1 B
| A
E =2 x 106 &I
m
v =102
b P
a a = 10 mm
Uo I, Uy b = 50 mm
1l DC KN
=1
P mm?
| a N
b
Bild4.12 :  Zylinder unter konstantem Innendruck

Das Randstiick AB und das Randstiick DC sind in der 6-Richtung Verschiebungsrinder und
gehorchen (96) . Alle tibrigen Randstiicke sind Kraftrdnder und gehorchen (97).
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Losung: Der Zylinder wird als ebener Dehnungszustand modelliert. Bild 4.13 stellt die verwen-
deten Elementierungen mit einem isoparametrischen, bilinearen Viereckselement dar.

i
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k:9 k:25

Bild4.13 :  Elementierungen des Zylinders mit bilinearen Flementen

Tabelle 4.4 zeigt die Ergebnisse fiir den ausgezeichneten Punkt A. Von besonderem Interesse ist
die Spannung normal zum Rand AB fiir die unterschiedlichen Elementierungen: Der erste der
vertafelten Werte ist die innere Spannung, die aus Differentiation des Verschiebungsverlaufs im
Element erhalten wird. Der zweite, fett gedruckte Wert ist die dullere Spannung, die mit dem in
dieser Arbeit vorgestellten Verfahren bestimmt wird.

Ot | GroBe analytisch | k=9 k=25 k =81 k =289

A Uy [mm] 6,416 4,997 5,804 6,246 6,371
O [N /mm?2] 1083 983 /924 1111 / 999 1141 /1083 1128 / 1103
T [N /mm?] 0 -226 [ exakt -141 / exakt -83 / exakt -45 [ exakt

Tabelle 4.4 :  Ergebnisse bilineares Viereckelement

Das vorgestellte Verfahren liefert aufgrund der Lagerungsbedingungen keine Schubspannung.
Die Schubspannung aus Differentiation ist auch fiir die feinste Elementierung nicht befriedi-
gend. Fiir die Normalspannung ist aus den Ergebnissen am Punkt A keine Beurteilung des vorge-
stellten Verfahrens mdglich. Auch in dieser Aufgabe ist zu beriicksichtigen, daf gleichzeitig mit
der Losung das Losungsgebiet angenihert wird.

Konvergenz im Gebiet: Die Diagramme in Bild 4.14 stellen den Energiefehler und den Ver-
schiebungsfehler in Abhingigkeit der Diskretisierung dar. Stellvertretend fiir die durch-
schnittliche Gitterweite h wird die Quadratwurzel der Knotenanzahl k verwendet. Die Ergeb-
nisse stehen in sehr gutem Einklang mit den theoretischen Konvergenzraten.

In|u—u® Hrele(m In [u—u"| pq

-4 -4
4 R=2,07]jp & 7 _R=094, k
] 5 3 1 2 3
Bild4.14:  Konvergenz | u —u" | und | u — u® | im Gebiet Q

relL2(Q) relE(Q)
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Konvergenz auf dem Rand: Die Diagramme in Bild 4.11 stellen den Fehler im Moment, in der
Querkraft und in den Randspannungen am linken Rand des Balkens in Abhidngigkeit der
Quadratwurzel der Knotenanzahl k dar.

_ Gh
Nrel In H S S Hrele(I‘)
0,5
-1 R, = 1,17
0@&‘
-4
1 R, =1,20
Invk
-0,5 T ln‘/E -7 T ‘/_
1 2 3 1 2 3
X' innere Spannung ® uBere Spannung

Bild4.15:  Konvergenz | s —s" | und | s — st | auf dem Rand T .y

relL (1) relL2(T)

Der Fehler in der Normalkraft fiir die innere Spannung sinkt von 28% auf ca. 1% gegeniiber dem
exakten Wert. Im Gegensatz zu den vorherigen Beispielen entsteht in diesem Beispiel auch fiir
die dulere Spannung ein geringer Fehler (< 1%) in der Normalkraft, da die berechnete Normal-
kraft im Gleichgewicht mit der linearen Niherung der Belastung und nicht mit der fiir die
Berechnung des Fehlers verwendeten analytisch exakten Belastung steht. Der Fehler in den
Randspannungen ist fiir die dulleren Spannungen durchweg geringer. Sowohl die Konvergenz-
rate R, = 1,20 der dulleren Spannung als auch die Konvergenzrate R; = 1,17 der inneren Span-
nung sind von der Gréenordnung vergleichbar mit der Rate des Energiefehlers R = 0,94.

Radialer Schnitt: In Bild 4.16 ist links ein radialer Schnitt mit 0 = fz“ durch das Losungsgebiet

dargestellt. Die Ergebnisse fiir die &u3eren Spannungen auf diesem Schnitt sind wegen der Rota-
tionssymmetrie identisch zu den in Tabelle 4.4 und Bild 4.15 dargestellten Ergebnissen. Fiir die
inneren Spannungen besteht nun die Mdglichkeit zunéichst das arithmetische Mittel des Span-
nungszustands S der Punkte auf dem Schnitt zu bilden, um darauf die Werte der Randspannung
snormal zur Schnittlinie zu bestimmen. Wegen der Rotationssymmetrie ist dann auch die Schub-
spannung aus Differentiation Null. Fiir die Normalspannung ergibt sich keine Anderung. Der
Fehler fiir die innere Spannung wird durch die Mittelwertbildung verringert und ist in Bild 4.16
zusammen mit dem Fehler fiir die dullere Spannung rechts dargestellt. Der Fehler liegt nach wie
vor oberhalb des Fehlers fiir die du3ere Spannung. Die Konvergenzraten sind unverindert.

ln H s — Sh Hrele(I‘)

R, = 1,17

1

X' innere Spannung

® uflere Spannung

-7 : In \/E

ath 1 2 3

Bild4.16 :  Konvergenz | s —s" | auf radialem Schnitt

relL2(T)
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Ringformiger Schnitt: In Bild 4.17 ist links ein ringférmiger Schnitt mit r = %3 durch den

Punkt F des Losungsgebietes gefiihrt. Am Punkt Fsind vier Elemente inzident, deren Lage mit
den Symbolen o, B, v und d bezeichnet ist. Fiir jedes der Elemente sind in Tabelle 4.5 die Werte
der inneren Spannung normal zur Schnittlinie in Abhidngigkeit der Knotenanzahl k vertafelt.
Die Ergebnisse der Elemente «und p beziechungsweise vy und dunterscheiden sich nur im Vorzei-
chen der Schubspannung. Sie sind daher in einer gemeinsamen Tabellenzeile aufgefiihrt. In den
letzten beiden Tabellenzeilen sind die Werte der dufleren Randspannung, die mit dem in dieser
Arbeit vorgestellten Verfahren am Punkt F bestimmt werden, fett gedruckt vertafelt.

Ort GroBe analytisch | k=9 k=25 k =81 k =289
F O [N/mm?] -74,07 -263,03 -133,43 -100,36 -86,63
Ta,p [N/mm2] 0] +-73,70 +-26,74 +-12,28 +-5,91
Oy,5 [N/mm?] -74,07 -9,51 -34,18 -51,97 -62,50
Ty,d [Nmm?] 0] +-31,70 +-18,84 +-10,37 +-5,43
o [Nmm2 -74,07 -64,75 -70,40 -72,94 -73,71
T [N/mm? 0 0 0 0 0
Tabelle 4.5 :  Ergebnisse bilineares Viereckelement

Die Giite der inneren Spannung normal zum Schnitt fiir die einzelnen Elemente ist gering. Es
wird daher wiederum an den Integrationspunkten der Randspannung auf dem Schnitt das arith-
metische Mittel des Spannungszustands s ermittelt, um darauf die Werte s = Sn normal zur
Schnittlinie zu bestimmen. Mit diesen gemittelten Werten wird der Fehler in den Randspannun-
gen fiir die innere Spannung ermittelt. Es mull betont werden, daf3 diese Gléttung nicht das vorge-
stellte Verfahren beriihrt, sondern notwendig ist, um konkurrenzfidhige Werte fiir das Verfahren
zu erzielen.

ln H s — Sh Hrele(I‘)

X' innere Spannung -1

R, = 2,81

® uflere Spannung -4

ln/E

Bild4.17:  Konvergenz | s — s" || auf radialem und ringférmigem Schnitt

relL2(T)
Der Fehler in den Randspannungen ist in Bild 4.17, rechts, dargestellt. Trotz des Einsatz dieses,
wenn auch einfachen, Glattungsverfahrens wird nicht die Giite der dufleren Randspannungen aus
dem vorgestellten Verfahren erreicht. Der Fehler der inneren Spannungen ist fiir alle Elementie-
rungen groBer als der Fehler der du3eren Spannungen. Die hohe KonvergenzrateR; = 2,81 fiir
die inneren Spannungen ist mit der geringen Giite fiir die grobe Elementierung zu erklidren. Sie
gleicht sich zunehmend an die Rate R, = 1,87 des vorgestellten Verfahrens an. Der ringfGrmige
Schnitt illustriert die Qualitit des Verfahrens fiir eine in einem asymptotischen Sinn
ausgerundete Geometrie.
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45 Unendliche Scheibe mit EinschluB

Aufgabe: Betrachtet wird eine unendlich ausgedehnte Scheibe mit einem kreistérmigen Ein-
schluf3, dessen Radius R ist. Die Materialkonstanten von Lamé werden fiir den Einschluf3 mit
u, und A, sowie fiir die Scheibe mit u, und A, bezeichnet. Der Einschluf3 unterliegt einem initial
eingeprigten, konstanten dilatorischen Eigendehnungszustand des Betrags d,. Aufgrund der
Rotationssymmetrie hingt die analytische Losung der Aufgabe in Zylinderkoordinaten r, 6 nur
von der Koordinate r ab. Aus dem gleichen Grund sind auch die Verschiebung u,(r), die Deh-

nung e,,(r) sowie die Spannung o,4(r) Null. Die Losung fiir die Verschiebung lautet:

u(r)=Cr Vr: r=<=R
ur(r)=CRT2 Vr: r >R
. (Ml + )‘1) dg
mit =
My + A+,
ug(r) = 0 (98)

Unter Beriicksichtigung der Zylinderkoordinaten folgt fiir die Dehnungen:

en(r) = €go(r) = C Vr: r=<=R
en(r) = — ego(r) = — clr‘—j Vi: >R
€o(r) =0 (99)

Bei Anwendung des Materialgesetzes in der Darstellung von Lamé folgt fiir die Spannungen:

Or(r) = Ogg(r) = 2C(u; + 1) Vr: 1=<R
On(r) = — Ogg(r) = — 2Cu21§—22 Vi: >R
0,0(r) = 0 (100)

In Bild 4.18 sind die Aufgabe, die gewihlten Abmessungen und Materialparameter sowie eine
Elementierung des Losungsgebietes dargestellt. Fiir die Berechnung wird ein kreisfGrmiger
Bereich aus dem Kontinuum ausgeschnitten. Wegen der Symmetrie in Geometrie und Belastung
wird nur ein Viertel des Ausschnitts modelliert. Die Randstiicke zwischen den Punkten AB und
AC des Symmetrierandes sind in der 6-Richtung gefesselt. Das Randstiick BC gehorcht (98).

Uy I, u, C

E, = 1000 131_1:1

' E, = 900 131_1:1
'A v, = 0,28
w v, = 0,33

d, = 10%

Bild 4.18 : Unendliche Scheibe mit Einschlufs
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Losung: Der Einschluf3 wird mit linearen Dreieckselementen angenihert. Fiir den iibrigen Aus-
schnitt werden bilineare Viereckselemente eingesetzt. In Bild 4.19 ist die Radialverschiebung
u,, die Radialdehnung €,, und die Ringdehnung €., der analytischen Losung in Abhéngigkeit
von der Koordinate r aufgetragen. Zusitzlich ist die Ndaherungsldsung fiir u; markiert, die mit
der in Bild 4.18 dargestellten Elementierung gewonnen wird. Die Niherung fiir die Dehnungen
€r SOWie €, wird aus deren Differentiation bestimmt. Dargestellt ist deren Wert im Fldchen-
schwerpunkt des Elementes. Die Verschiebungen und dementsprechend die Dehnungen der
Niherungslosung sind erwartungsgemdl} zu gering. Die Diskontinuitét in der Radialdehnung
wird qualitativ reproduziert.

ur(r) Err(r) Eee(r)
04 0,10 0,10
i - - analytisch | - - analytisch - - analytisch
034 / X genéhert 0,05 X genihert I X gendhert
1 | |
[ \
0,2+ 0,00 0,05 \
/ N\
- / \ - \
0,1+ -0,054 | / i
A i V m
050 T T T T T T T T T _0910 T T T T T T T T T 0900 T T T T T T T T T r
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Bild 4.19 : Verschiebungen u,(r) sowie Dehnungen e..(r) und ey(r)

Die Auflennormale am Rand ABistn = [0, — 1]T. Dort ist die Randspannung s der analytischen

Losung s = [0, —oee]T. Die dullere Spannung ist fiir die erste Komponente dieses Vektors per
Definition exakt. Von besonderem Interesse ist die Diskontinuitit der analytischen Losung an
der Stelle r = R fiir die zweite Komponente dieses Vektors. Die dullere Spannung ist fiir diese
Komponente wegen des € -kontinuierlichen Ansatzes stetig. Diese Niherung ist in Bild 4.20
zusammen mit der Ndherung der inneren Spannung links aufgetragen.

Ogo(T) Ogo(T)
50

5
i \ «
I\
254 N\ 25 \

P N

-25+ -25+
i - - analytische Losung _* - - analytische Losung
-50 —- ® Huflere Spannung - 50?.74( — - ® iduflere Spannung
X' innere Spannung X' innere Spannung
T T
_75 T T T T _75 T T T T
0 5 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

Bild 4.20 :  Ringspannung o(r) inhomogen (links) und homogen (rechts)
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Die Spannungen aus Differentiation vermdgen die Diskontinuitéit der Ringspannung o (r) an
der Stelle r = R qualitativ wiederzugeben. Das Ergebnis fiir die du3ere Spannung ist aufgrund
der Annahme der Stetigkeit der Randspannungen kontinuierlich und damit unbefriedigend.

Radialer Schnitt: Das unbefriedigende Ergebnis kann durch geeignete Schnittfiihrung verbes-
sert werden, indem der Einschluf aus der Scheibe ausgeschnitten wird. Die Analyse der Rand-
spannung auf dem Schnittrand wird mit der Gleichung (40) fiir das Randstiick AD sowie das
Randstiick DB separat durchgefiihrt. Das damit erzielte Ergebnis fiir die Ringspannung o ist
auf der rechten Seite von Bild 4.20 dargestellt. Durch die Trennung des Ldsungsgebietes in Teil-
gebiete mit homogener Materialbelegung wird das Ergebnis insbesondere an der Stelle r = R
wesentlich verbessert.

Ringformiger Schnitt: Eine Niherung fiir die Radialspannung o, wird erhalten, indem
mehrere ringférmige Schnitte lings der in Bild 4.18 dargestellten Elementierung gefiihrt
werden. Ein derartiger Schnitt ist auf der linken Seite von Bild 4.21 illustriert. Auf jedem der
Schnitte wird eine Analyse der Randspannung vorgenommen. Aufgrund der Symmetrie des
Modells wird auf jeder Schnittfliche ein konstanter Wert fiir die Normalspannung erhalten. Die
Werte stellen eine Néiherung des Verlaufs der Radialspannung o, dar und werden als lineare In-
terpolation zusammen mit der analytisch exakten Losung in das Diagramm in Bild 4.21 aufge-
nommen. Zusdtzlich ist die Losung fiir die inneren Spannungen aufgetragen. Fiir die Darstellung
dieser Ndherungsldsung wird der Wert in Elementmitte herangezogen.

Or(1)
0

e

-254

- - analytische Losung

® uflere Spannung

X' innere Spannung

" _50 T T T T
0 5 10 15 20 25

Bild 4.21 :  Prinzipskizze Schnitt und Radialspannung o..(r)

Die Radialspannung aus Differentiation wird dem Verschiebungsergebnis entsprechend zu
gering eingeschiitzt. Die Ergebnisse aus dem vorgestellten Verfahren zeigen eine gute Uberein-
stimmung mit der analytischen Losung fiir den jeweiligen Schnitt. Der ringfGrmige Schnittillu-
striert wiederum die Qualititdes Verfahrens fiir eine in einem asymptotischen Sinn ausgerundete
Geometrie.
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4.6 Einzellast auf Halbraum

Aulfgabe: Betrachtet wird ein linear isotroper elastischer Halbraum, der durch eine vertikale Ein-
zellast P beansprucht wird. Der Ursprung des Koordinatensystems befindet am Angriffspunkt
der Last. Die analytische Losung der Aufgabe wird in [52] in Zylinderkoordinaten entwickelt.
Sie lautet fiir die rotationssymmetrischen Verschiebungen:

u(r,z) = 47512}21 {% -1 - 2\/)a _r'_ Z}

uy(r,z) = 0

um¢)=%gJ§—za—w} (101)

Dabei bezeichnet die Funktion a(r, z) den Abstand eines Punktes A zum Angriffspunkt der Last.
Die zugehorigen Spannungen lauten:

_ P J1—-2v_3zr?
Ore(r,2) = %{m - ?}

Caol1. 2) =%{a—€— 1 }

o = -

Ou(r,z) = — 321;_2252

o T = (102)

Aufgrund der Symmetrie wird ein Viertel des Halbraums betrachtet und mit einem Viertel der
Kraft belastet. Ein wiirfelférmiger Kérper mit Kantenldnge k wird ausgeschnitten. In Bild 4.22
sind der Wiirfel sowie die gewiéhlten Abmessungen und Stoffparameter dargestellt.

k=15m

E =107 BN

v =02

P = 1KN
X3, Z

Bild 4.22 : Einzellast auf Halbraum

Auf den Symmetriefldchen sind die Verschiebungen normal zur Fliche gesperrt. Auf der Ober-
fliche ist eine reine Spannungsrandbedingung mit Betrag Null angesetzt. Auf den {ibrigen
Flichen des Ausschnittes sind reine Verschiebungsrandbedingungen angesetzt, deren Werte aus
der analytischen Losung (101) entnommen sind.
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Losung im Gebiet: In Bild 4.23 ist die Elementierung des Lsungsgebietes dargestellt. Das
Ldsungsgebiet ist mit einem orthogonalen Raster iiberzogen. Die Rasterflichen x(j) werden in
jeder Raumrichtung i mit einer quadratischen Funktion in Abhingigkeit von ihrer Anzahl N und
von dem Laufindex j erzeugt. Es werden sowohl ein isoparametrisches trilineares 8 Knoten
Quaderelement als auch ein isoparametrisches triquadratisches 27 Knoten Quaderelement
eingesetzt. Wegen des quadratischen Bildungsgesetzes der Knotenkoordinaten ist die
Elementierung dem qualitativen Verlauf der L&sung angepalit. Die Raster mit N = {3,5,9,17}
werden fiir die Konvergenzanalyse herangezogen.

1 1 9
16 4 16 1 X
1 - i
1677 7 © j
jooo ,,,,,, i-1\
AR | Xi])‘(ﬁ)k
oo
6] ‘ i=1,273
o | i=1,.N
1 0-0—o0 O
X
VvV x

Bild 4.23 : Einzellast auf Halbraum

In Bild 4.24 ist fiir das Raster mit N = 5 jeweils der Verschiebungsverlauf u,(r,0) und u,(0,z) in
einem Diagramm aufgetragen. Fiir die Darstellung der Ndherungslosungen in den Diagrammen
sind die Verschiebungswerte zwischen den Knoten linear interpoliert.

E E
P u.(r, 0) P u,(0, )
600
500+
400
- - analytisch 3004 - - analytisch
® linerarer Ansatz 4 \ ® linerarer Ansatz
X ; 200+ X .
] quadratischer Ansatz quadratischer Ansatz
|
| 100+
! ; .
-100 | ‘ ‘ 0 ‘ ‘ | Z
0 5 10 15 0 5 10 15

Bild 4.24 : Verschiebungen u,(r,0) und v,(0,z) im Gebiet

Da am Auflenrand die analytische Losung eingeprigt ist, nimmt die Giite des Ergebnisses in der
Nihe der Singularitit unter der Einzellast ab. Das gilt gleichermal3en fiir die inneren Spannun-
gen, die aus Differentiation der Verschiebungen bestimmt werden. Die Auswirkung des Wider-
spruchs zwischen der Symmetriebedingung u, = 0 und der analytischen Lésung u, = « am Ur-
sprung ist ersichtlich.
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Konvergenz im Gebiet: In Abhidngigkeit vom Abstand a ist die analytische Losung qualitativ
durch einen Ausdruck der Form % fiir Verschiebungen und einen Ausdruck der Form % fiir

Spannungen bestimmt. Wegen des divergierenden Integrals

1 1

lim,_, I %da = lim, _, I Lda = tim_, Ine =

€ €

ist sowohl die Verschiebungsnorm | u |, als auch die Energienorm | unbeschrinkt. Fir

1L2(Q) u HE(S!)

die Konvergenzanalyse im Gebiet werden daher die Verschiebungen mit a und die Spannungen
mit a®> multipliziert. Es werden also die Ergebnisse mit zunehmender Entfernung zur Singularitit
stirker gewichtet. Das Ergebnis der Analyse ist in Bild 4.25 dargestellt.

In [u—u"|, In [u—u"|,

Ry, = 2,36 8 Ry, = 1,27

| unad‘ = 27 ?’5
1 2 3

InN -4 InN

® linerarer Ansatz X quadratischer Ansatz

Bild4.25:  Konvergenz | u —u" | und | u —u" | o im Gebiet Q

relL2(Q)

Aufgrund des Gewichtungsfaktors entsprechen die in den Diagrammen aufgetragenen Werte
nicht den zu Beginn dieses Kapitels eingefiihrten Normen. Durch die Gewichtung wird dem
Ansatzraum eine andere Metrik zu Grunde gelegt. Dennoch ist ein polynominaler
Zusammenhang zwischen der Rasteranzahl N und dem Fehler erkennbar, der in der doppelt
logarithmischen Skalierung des Diagramms als Gerade hervortritt. Die erzielte Rate des
quadratischen Elementansatzes ist sowohl fiir die Verschiebungen als auch fiir die Spannungen
groBer als die entsprechende Rate des linearen Ansatzes. Der Fehler des linearen Ansatzes ist fiir
die groben Elementierungen hingegen geringer. Damit wird illustriert, daf3 trotz des gréeren
Losungsaufwands mit h6herem Polynomgrad in der Néhe einer Singularitit keine Verbesserung
des Ergebnisses erzielt wird. Fiir die feineren Elementierungen iiberwiegt der Beitrag zum
Fehler, der in groBerer Entfernung von der Singularitit erzielt wird.

Losung auf dem Rand, linear: Die Randspannungen werden auf den drei Flidchen des Wiirfels
untersucht, die weder Oberfliche des Halbraums noch Symmetriefliche des Ausschnitts sind.
Der Verschiebungsansatz auf diesen Flichen ist durch die Elementierung in Bild 4.23 bereits
gegeben. Fiir die Randspannung wird im Falle des trilinearen Verschiebungsansatzes ein
bilinearer Ansatz und fiir den Fall des triquadratischen Verschiebungsansatzes ein
biquadratischer Ansatz gewihlt.

An allen Punkten auf einer Schnittkante zweier Flichen besitzt der Rand zwei Aul3ennorma-
len. Am Schnittpunkt A der drei Flichen mit den Koordinaten x, = x, = x; = 15 m besitzt der
Rand drei Aulennormalen n, mit i = 1,2,3. Die Aulennormalen n, entsprechen dort den Basis-
vektoren der kartesischen Einheitsbasis, die in Bild 4.22 dargestellt ist. Die Spannungsvektoren
s, mit i = 1,2,3 auf diesen Flidchen stimmen daher mit den Spaltenvektoren der Spannungs-
matrix S des Punktes A beziiglich dieser Basis iiberein.
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Zunichst wird die Ndherung der Randspannung am Punkt A fiir das Raster N = 5 untersucht.
In Bild 4.26 ist das Resultat dargestellt, das mit linearen Elementansitzen erzielt wird. Zur
besseren Illustration der Zahlen ist als Belastung des Halbraums P = — 1 MN angesetzt. Die
analytisch exakte Spannungsmatrix S ist der Matrix der inneren Spannungen S, .. gegeniiber-
gestellt, die aus Differentiation der Ndherungsldsung fiir die Verschiebung gewonnen wird. Die
Spaltenvektoren dieser Matrix entsprechen der Niherung fiir die innere Randspannung auf den
drei zum Punkt P inzidenten Randflichen. Die unmittelbare Anwendung des vorgestellten
Verfahrens fiihrt zum &duBleren Randspannungsvektor s, der fiir alle drei Randflichen

gleichermallen giiltig ist.

95 87 136 171 119 233 106 — 68
s=| 87 95136 s.. =119 171 233| s, = | 106 As,=| —68
136 136 136 233 233 274 120 — 126

Bild 4.26 :  Spannungen fiir x, = x, = x; = 15 m lineare Elementansditze

AuBerdem wird in dieser Aufgabe die in Kapitel 3.3 dargestellte, heuristische Erginzung des
erweiterten Prinzips angewendet: Am Punkt A wird ein Niherungswert fiir den Spannungs-
zustand als zusitzliche Belastung des Randes F, aufgebracht. Als Niherungswert des
Spannungszustands am Punkt A werden die inneren Spannungen S, ., verwendet. Die
Anwendung des vorgestellten Verfahrens fiihrt dann auf den in Bild 4.26 dargestellten Vektor
As, der dul3eren, restlichen Randspannung. Die absoluten, dulleren Randspannungsvektoren s,
tiir jede Fliache imit i = 1,2,3 ergeben sich dann aus der Summe As, mitdem i-ten Spaltenvektor

vonS, ...

Die inneren Spannungen S, .. liegen deutlich oberhalb des analytisch exakten Wertes. Das

Ergebnis fiir S, ., ist plausibel, wenn der lineare Elementansatz und der zum Abstand a
umgekehrt quadratisch proportionale Verlauf der analytischen Verschiebung beriicksichtigt
wird. Der dullere Spannungsvektor s, aus der unmittelbaren Anwendung des vorgestellten
Verfahrens liefert eine akzeptable Nidherung. Die Nidherung wird durch die Summe von
2=5 + As, weiter verbessert. Allerdings fiihrt weder die unmittelbare Anwendung des
Verfahrens noch die zusitzliche Belastung des Verschiebungsrandes auf den symmetrischen
Spannungstensor S am Punkt A, der in dieser Aufgabe aus der Differentiation der eindeutigen

Ldsung hervorgeht und zudem widerspruchsfrei zu den Randbedingungen ist.

S

innentli

Losung auf dem Rand, quadratisch: In Bild 4.27 ist das Resultat der Untersuchung am Punkt
A, das mit quadratischen Elementansitzen und dem Raster N = 5 erzielt wird, dargestellt. Die
Spannungen S, .. aus Differentiation werden im Vergleich zum linearen Ansatz deutlich besser
eingeschitzt. Wegen des quadratischen Verschiebungsansatzes, der quadratischen Vorschrift der
Elementgeometrie und der auf den Aulenflichen eingeprigten analytisch exakten Werte wird

die analytische Losung bereits weitgehend erreicht.

95 87 136 107 93 149 111 -5
Sua=| 87 95136 s, = 93107149 s =]111 As,=| -5
136 136 136 149 149 140 161 ~ 16

Bild 4.27 :  Spannungen fiir x, = x, = x; = 15 m quadratische Elementansdtze
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Der dullere Spannungsvektor s, aus der unmittelbaren Anwendung des Verfahrens fiihrt am
Punkt A zu keiner Verbesserung des Ergebnisses. Eine Belastung des Randes mit den Spannun-
gen S, ., aus Differentiation fiihrt wegen deren Giite auf geringe zusétzliche Randspannungen
As, . Die absoluten, duleren Randspannungsvektoren s, fiir jede Flidche i mit i = 1,2,3 ergeben
sich wiederum aus der Summe As, mit dem i-ten Spaltenvektor von S Diese Vektoren lie-

fern eine verbesserte Nidherung der Spannung am Punkt A.

innen®

Konvergenz auf dem Rand: Da am betrachteten Rand keine Singularitit vorliegt, kann der
Fehler in den Randspannungen berechnet werden. In Bild 4.28 ist das Konvergenzverhalten der
Randspannung fiir den linearen Elementansatz dargestellt. Im linken und mittleren Diagramm
sind die Komponenten des Fehlers r im Gleichgewicht der Krifte aufgetragen. Aufgrund der
Symmetrie ist das Ergebnis fiir die Komponenten r, und r, identisch. Fiir diese Diagramme ist
unerheblich, ob die Werte fiir die dullere Randspannung mit oder ohne zusétzliche Belastung
gewonnen werden. Im rechten Diagramm ist der Fehler in den Randspannungen dargestellt. Fiir
dieses Diagramm sind die Werte fiir die dulleren Spannungen mit der zusétzlichen Belastung her-
angezogen worden. Die Ergebnisse, die aus unmittelbarer Anwendung des vorgestellten
Verfahrens gewonnen werden, unterscheiden sich nur geringfiigig zu Gunsten der inneren
Spannungen von den in diesem Diagramm dargestellten Ergebnissen.

Ill,rel = Il2,rel Il3,rel ln H s — Sh Hrele(I‘)

R, = 1,17

04 0+ -2+
R,=1,20
-1 ‘ InN ‘ InN N InN
1 2 3 1 2 3 1 2 3
X' innere Spannung ® iHulere Spannung

Bild 4.28 :  Konvergenz r,,und | s — s" | auf den Randflichen, linear

rel relL2(T)

Der Fehler im Gleichgewicht der inneren Spannungen ist selbst bei feinster Elementierung noch
grofler als 6% gegeniiber dem exakten Wert fiir die dufleren Spannungen. Fiir die groben
Elementierungen ist hingegen der Fehler der inneren Spannung geringer als der Fehler der dul3e-
ren Spannung. Dieses Ergebnis wird niher untersucht.

Der wesentliche Beitrag zum Fehler entsteht aus einer falschen Einschidtzung eines positiven
Schubs o,,(r,z) > 0 fiir kleine Werte von z. Wegen der spannungsfreien Oberfliche ist aber
0,4(1,0) = 0,(r,0) = 0 und weiterhin durch Gleichung (102) im Verlauf bestimmt. Dieser Fehler
riihrt aus einer Fehleinschitzung der Auflagerkrifte in z-Richtung an der freien Oberflédche. Ur-
sache fiir diese Einschitzung der Auflagerkrifte ist der Widerspruch zwischen der
Symmetriebedingung u, = 0und der analytischen Losung u, = « am Ursprung. Dieser Wider-
spruch kann nicht durch Anderung der Lagerungsbedingungen oder eine verinderte
Modellbildung {iberwunden werden, sondern charakterisiert die Singularitit.

Auch im Falle des biquadratrischen Ansatzes fiir die Randspannung zeigt sich, daf3 fiir grobe
Elementierungen ein Ergebnis zu Gunsten der inneren Spannungen erhalten wird. Fiir feine Ele-
mentierungen sind die Fehler in den inneren und dufleren Randspannungen weitgehend iden-
tisch. Aus dem geringen Fehler im Gleichgewicht der inneren Spannungen fiir die feinen Ele-
mentierungen ist ersichtlich, daf3 dann am betrachteten Rand die analytische Losung weitgehend
reproduziert ist.
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5 Bestimmung aktueller Oberflachen

Vorgehensweise: Die Ermittlung von Randspannungen auf Schnitten durch den zu untersuchen-
den Korper ist in Kapitel 2.4 dargestellt. Die softwaretechnische Umsetzung beschrinkt sich auf
Schnitte ldngs der Rinder der gegebenen Elementierung eines Korpers. Auf interaktive Anfor-
derung des Nutzers werden die Elemente einzeln aus dem Ldsungsgebiet ausgeschnitten. Die
ausgeschnittenen Elemente werden in einen Stapel eingestellt. Von dort kann das zuletzt ausge-
schnittene Element wieder dem Korper hinzugefiigt werden. Das Ausschneiden und das Hinzu-
fiigen von Elementen dndert die Oberflidche des Korpers. Die aktuelle Oberfliche ist fiir die
Bestimmung der Randspannungen sowie fiir die Visualisierung des geschnittenen Korpers
notwendig. Dafiir wird der K&rper zunichst mit einer abstrakten Zellzerlegung beschrieben.
Anhand derer wird die Losung der Aufgabe unabhiingig von der softwartechnischer Umsetzung
aufgezeigt. Die Umsetzung erfolgt darauf mit unterschiedlichen Datenstrukturen, die
gegeneinander abgewogen werden.

5.1 Topologische Grundlagen

Topologischer Raum: Betrachtet werden alle Punkte des euklidischen Raums RP der
Anschauung mit D = 1,2,3. Die Metrik d(x,y) = |x — y| bestimmt den Abstand zweier

Punkte x und y dieses Raums. Mit U(x, €) = {y |y € RP A d(x,y) < e} wird eine Umgebung
U(x, €) eines Punkte x € RP mit Radius € € R bezeichnet. Eine Teilmenge des euklidischen
Raums heif3t offen, wenn zu jedem Punkt x der Teilmenge eine Umgebung U(x, €) existiert, die
in der Teilmenge enthalten ist. Damit wird der euklidische Raum RP zum topologischen Raum.

Topologische Abbildung: Betrachtet wird die abgeschlossenen Kugel EP, die durch die Unglei-
chung x> < 1 definiert wird. Der Rand der Kugel ist die Sphiire SP~1, die durch die Gleichung
x?> = 1 beschrieben ist. Das Innere der Kugel ist die offenen Menge EP—SP~1 die durch das
Komplement der Schnittmenge von EP und SP-! gebildet wird und durch die Ungleichung

x? < 1 beschrieben ist. Die topologischen Riume R und EP—-SP~!sind umkehrbar eindeutig
und stetig aufeinander abbildbar. Eine derartige Abbildung heif3t topologisch oder hom&omorph.

VRN
\ |
® < © OO0 <> Q} /\ ) \ |
~ L1

EO _ SO—l ZO El _ SO Zl EZ _ Sl ZZ

Bild 5.1 : Offene Kugeln und Zellen

Zelle: Eine D-dimensionale Zelle ZP ist ein topologischer Raum, der zu EP—SP~! homéo-
morph ist. Die Abbildung einer spezifischen Zelle heif3t charakteristische Abbildung. Die Zelle
schlieBtihren Rand nicht ein. Der um eine Dimension reduzierte Rand der Zelle ergibt sich, wenn
die charakteristische Abbildung auf die Punkte der Sphire SP ~! angewendet wird. Die charakte-
ristische Abbildung ist nicht gleichzusetzen mit der Formgleichung x(z) eines finiten Elementes.
Ihre Existenz kann jedoch mit der Invertierbarkeit von x(z) nachgewiesen werden. In Bild 5.1
ist die Abbildung von offenen Kugeln EP—-SP-! auf Zellen ZP fiir unterschiedliche
Dimensionen D dargestellt.
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Orientierung einer Zelle: Jede Zelle ZP mit D > 0 kann in eine von zwei moglichen Richtun-
gen orientiert werden. Eine anschauliche Deutung des Begritfs Orientierung wird aus [28] ent-

nommen: Bine Zelle Z! wird orientiert, indem fiir ihre beiden Randpunkte eine Reihenfolge

erklirt wird. Bine Zelle Z? wird orientiert, indem fiir die Eckpunkte eines auf sie gelegten Drei-
ecks eine Reihenfolge erkldrt wird. Das entspricht der Festlegung eines Drehsinns. Eine Zelle

Z3 wird orientiert, indem fiir die Eckpunkte eines in sie gelegten Tetraeders eine Reihenfolge
erkldrt wird. Das entspricht der Festlegung des Drehsinns einer Schraube. Die Orientierung einer
Zelle induziert die Orientierung ihres Randes.

Geometrie des finiten Elementes: Fiir die Beschreibung der Geometrie eines finiten Elementes
wird zuniichst ein normalisierter Punktraum Z C R¥ betrachtet. Die Festlegung dieses Raums
erfolgt mittels offener Intervalle der normalisierten Koordinaten z € R¥. Der normalisierte
Raum P ist homSomorph zur Einheitskugel EX—S¥-1, Die Punkte von Z werden mittels der
Formgleichung x(xi, z) auf den globalen Punktraum X C R/ mit den globalen Koordinaten
x € R des finiten Elementes abgebildet. Die Abbildung erfolgt, indem zunéchst einige ausge-
zeichnete Punkte z; € I* umkehrbar eindeutig auf Punkte x; € R abgebildet werden. Die
{ibrigen Punkte x € R/ des finiten Elementes werden durch die Formgleichung x(xi, z) implizit
erfalit. Die Gewihrleistung der HomSomorphie des Punktraumes X des finiten Elementes zum

normalisierten Punktraum Z und damit zur Einheitskugel E¢—S9-1 ist dabei abhiingig von einer
geeigneten Wahl der Punkte x..

3)
72,=0 z, =0 4)
ANSAN
e, (1)Wz3 =0 \"(2) . )
L 0<2z,2,2; <1 szz
€ Z,+ 2, +2z2,=1 €

Bild 5.2 : Punktraum Z und Punktraum X

Beispiel: In Bild 5.2 wird ein gekriimmtes finites Element betrachtet. Auf der linken Seite ist
der orientierte, normalisierte Punktraum Z und auf der rechten Seite der Punktraum X des finiten
Elementes dargestellt. Die Punkte von Z werden durch die offenen Intervalle der
Dreieckskoordinaten z erfaBt. Zwei dieser Koordinaten sind unabhiingig, so da Z C K2 Die
Punkte z mit i = 1,..,4 werden ausgezeichnet. Die umkehrbar eindeutige Abbildung dieser

Punkte auf Punkte x ;) € K3 ist durch die Wahl gleicher Identifikatoren gekennzeichnet. Die

Formgleichung dieses Elementes wurde bereits in Kapitel 3.2 mit Gleichung (60) genannt. Thre
Anwendung auf die Intervallgrenzen der normalisierten Koordinaten liefert den orientierten
Rand des finiten Elementes.
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Korper: Ein Korper K der Dimension D wird als Vereinigung einer Menge von paarweise
disjunkten, offenen Zellen Z¢ mit d < D beschrieben. Folgende Bedingungen werden fiir die
Vereinigung der Zellen gefordert:

i) Der Rand jeder Zelle Z4ist in einer Teilmenge von K enthalten
ii) Jede Zelle Z¢mit d < D liegt auf dem Rand von mindestens einer Zelle Z4+! aus K

iii) Der Durchschnitt des Randes zweier Zellen ZP ist leer oder enthilt eine Zelle ZP !

Bedingung i) gewihrleistet, dal der Korper abgeschlossen ist. Bedingung ii) fiihrt zu reguldren
Ko6rpern. Mit Bedingung ii) und iii) ist gewéhrleistet, daf} jede Umgebung eines Punktes auf dem
Rand des Korpers homdomorph zu einer offenen Hyperkugel der Dimension ZP ™! ist. Der
Korper ist damit D—1-mannigfaltig.

Beispiel: Bild 5.3 stellt Mengen von paarweise disjunkten Zellen mit Dimension D < 2 im
Raum F? dar. Diese Mengen verletzen die oben genannten Bedingungen. Der Korper im linken
Teilbild ist nicht abgeschlossen. Drei Zellen sind nicht durch eine Zelle niedrigerer Dimension
berandet. Bedingung i) ist verletzt. Der K6rper im mittleren Teilbild ist nicht reguldr und auch
nicht mannigfaltig. Die hingende Kante liegt nicht auf dem Rand einer zweidimensionalen
Zelle. Bedingung ii) ist verletzt. Der Korper im rechten Teilbild ist regulér aber nicht mannigtal-
tig. Der Durchschnitt des Randes der zweidimensionalen Zellen enthilt einen Punkt. Bedingung
iii) ist verletzt.

Bild 5.3 : Unzulissige Korper

Einschrinkung: Mit der zweiten und dritten Bedingung werden die aus der mathematischen
Literatur bekannten CW-Zellkomplexe weiter eingeschrinkt. Durch die vorgenommenen
Einschrinkungen werden die Mdglichkeiten, die Geometrie eines Losungsgebietes mit finiten
Elementen zu modellieren, nicht ausgeschopft. Alternativ zur Beschreibung des Korpers als eine
Vereinigung paarweise disjunkter offener Zellen kann die Beschreibung als eine Vereinigung
abgeschlossener Zellen vorgenommen werden. Es miissen dann aber Bedingungen an die
Schnittmengen gestellt werden. Die systematische Umsetzung nicht mannigfaltiger Modelle
erfordert weitergehende Konzepte, die nicht Gegenstand dieser Arbeit sind. Es wird daher auf
die Literatur verwiesen [55]/[54]/[7].

Weiterhin muf3 fiir eine vollstindige Beschreibung der topologischen Eigenschaften
zwischen der Beschreibung der Geometrie und der Beschreibung des Zustands unterschieden
werden. Es werden in diesem Kapitel nur die geometrische Zusammenhinge diskutiert. Fiir
isoparametrische Elementansitze ist diese Unterscheidung nicht notwendig

Adjazenz und Inzidenz: Zwei Zellen unterschiedlicher Dimension heiflen inzident, wenn eine
der Zellen auf dem Rand der anderen Zelle liegt. Zwei Zellen gleicher Dimension, die eine ge-
meinsame Randzelle besitzen, heilen adjazent.
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Kohiirente Orientierung: Wenn alle adjazenten Zellen ZP eines Korpers K der Dimension D
gleichsinnig orientiert sind, dann ist der Korper kohirent orientiert. Dadurch sind auch alle
Zellen ZP~!auf dem Rand des Korpers orientiert. Die kohérente Orientierbarkeit eines Korpers
ist invariant gegeniiber einer topologischen Abbildung.

Inzidenz- und Adjazenzrelationen: Die Topologie eines in Zellen zerlegten Korpers K der
Dimension D wird mit D heterogenen bindren Relationen R, C 7k x Z5¥ 1 mit k = D, ..., 1
erfa3t. Die Paare der Relation beschreiben die Inzidenz einer Zelle zu einer Randzelle, deren
Dimension um Eins niedriger ist. Aus der Kettung R, O R, _, folgt die Relation der Inzidenz
von Zellen zu Randzellen, deren Dimension um Zwei niedriger ist. Aus der Kettung der

Relationen R, O RkT folgt die Relation der Adjazenz von Zellen gleicher Dimension. Die
Anwendung einer derartigen Kettung ist bereits in Kapitel 3.5 bei der Bestimmung adjazenter
Elemente vorgestellt worden.

Zellinzidenzgraph: Der ungerichtete Graph der Relationen R, wird als Zellinzidenzgraph
bezeichnet. Der Zellinzidenzgraph einer Zerlegung eines einfach zusammenhingenden,
zweldimensionalen Gebietes ist in Bild 3.18 dargestellt. Neben den Inzidenzrelationen R;
undR, sind zusitzlich die Relation R; und die Relation R, dargestellt. Die Relation R driickt
die Adjazenz der flichigen Zellen des Korpers zu einer gedachten Zelle homdomorph zum
Raumi? aus. Die Relation R, beschreibt die Adjazenz der punktférmigen Randzellen zur leeren
Menge.

Bild 5.4 : Zerlegtes Gebiet und Zellinzidenzgraph

Implementierung: Die Frage nach einer zweckméfligen Implementierung der Inzidenzrelatio-
nen ist nur aus dem Kontext der Anwendung heraus entscheidbar. Zur Entscheidungsfindung
konnen die folgenden Fragen dienen: Welche Nachbarschaftsbeziehungen werden wie hiufig
benotigt? Welche Zellen werden wie hdufig erzeugt und geldscht? Ist der Graph stindig in einen
konsistenten Zustand zu {iberfithren? Dabei ist weiterhin zu beriicksichtigen, da Anwendungen
neben den topologischen Zusammenhingen auch geometrische Zusammenhinge wie das
Suchen einer Zelle zu einem gegebenen Punkt anfragen. Zur effizienten Bearbeitung solcher An-
fragen miissen daher zusitzliche geometrische Suchstrukturen wie Raster, Quadtrees oder bindre
Halbzerlegungen mitgefiihrt werden [34].
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5.2 Objektorientierte Modellbildung

Klassen und Beziehungen: Der Zellinzidenzgraph offenbart mégliche Implementierungen der
topologischen Zusammenhinge. Die Knoten des Graphen werden mit der Aquivalenzrelation
“ist homoomorph zu” in Klassen zerlegt. Die Kanten des Graphen werden als Beziehungen
zwischen den Klassen ausgedriickt. Die Beziehungen stehen damit stellvertretend fiir die topolo-
gischen Relationen. Klassen und deren Beziehungen beschreiben den statischen Aspekt eines
objektorientierten Modells. Dessen Prigung zu einem Zeitpunkt der Laufzeit eines Programms
wird als Objektgraph bezeichnet. Nachfolgend werden objektorientierte Modelle aus dem
Anwendungskontext der Finite Elemente Methode untersucht. Anstelle des abstrakten
Zellbegritfs werden die Begriffe aus diesem Kontext verwendet.

Symbole: Mit einer aus der Unified Modelling Language[17] entlehnten Symbolik werden die
Relationen in Hinblick auf eine Implementierung qualifiziert. Rechtecke stehen stellvertretend
tiir Klassen. Eine Verbindungslinie zwischen zwei Klassen kennzeichnet eine Relation zwischen
den Objekten dieser Klassen. Ein Kreis- oder eine Raute-Symbol am Ende einer solchen Linie
kennzeichnet, welche Navigationsrichtung fiir die Objekte des Modells implementiert sein mul3.
Dadurch ist keine Datenstruktur festgelegt, obwohl das Symbol hiufig als Verweis von einem
Objekt der Klasse ohne Symbol auf ein Objekt der Klasse mit Symbol interpretiert wird. Im
Unterschied zum Kreissymbol wird mit einem Rautensymbol ein Hinweis darauf gegeben, daf3
die semantische Integritit eines Objektes nur zusammen mit den durch die Raute verbundenen
Objekten gewihrleistet ist [25]. Die Angabe von Zahlen an den Enden von Linien kennzeichnet
die Kardinalitit eines Verweises. Die Angabe von Folgen kennzeichnet, daf} die Verweise eine
Ordnung besitzen.

| Element |

Bild 5.5 : Konventionelles Modell: Klassendiagramm und Objektgraph

Konventionelles Modell: In Bild 5.5 ist links das Klassendiagramm eines objektorientierten,
zweidimensionalen Finite Elemente Modells dargestellt. Der Objektgraph fiir das Beispiel aus
Bild 5.4 ist in Bild 5.5 rechts nebengestellt. Das Diagramm driickt die topologischen Aspekte
der konventionellen Datenstruktur der Finite Elemente Methode aus. Ein zu untersuchender
Korper besteht aus Knoten, Kanten und Elementen. Sowohl die Elemente und als auch die
Kanten verweisen jeweils in einer geordneten Folge auf ihre Knoten. Die Angabe der Kanten
beschrinkt sich auf die Menge der Aul3enkanten. Dabei werden hiufig nur diejenigen Kanten
angegeben, die eine Verschiebungskomponente oder eine von Null verschiedene Belastungs-
komponente spezifizieren. Das Modell ist hinsichtlich des Speicherbedarfs und des Zeitbedarfs
der auf dem Modell operierenden Algorithmen sehr bewéhrt.
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Reduktion des Zellinzidenzgraphen: Der fiir die geometrischen Zusammenhinge wesentliche
Aspekt des konventionellen Modells liegt darin, da die Elemente mit der Aquivalenzrelation
“hat identische Formgleichung” in Klassen zerlegt werden kdnnen. Dadurch kann die Informa-
tionsmenge des Zellinzidenzgraphen auf die Menge der im Objektgraph von Bild 5.5
dargestellten Informationen reduziert werden. Es gehen aber keine Informationen verloren.
Diejenigen Inzidenzbeziehungen, die nicht explizit im Objektgraph aufgefiihrt werden, kénnen
algorithmisch bestimmt werden. Der Zeitbedarf fiir die Ausfiihrung dieser Algorithmen
kompensiert die erzielte Ersparnis im Speicherbedart.

Softwaretechnisch kann die Zerlegung in Formen durch Einfilhrung von Subklassen der
Elementklasse umgesetzt werden. In Bild 5.6 werden beispielhaft einige Formen als Kind-
klassen der Vaterklasse Element abgeleitet. Solche Vererbungsbeziehungen werden mit einem
Dreiecksymbol gekennzeichnet. Zwei der dargestellten Subklassen verwenden vier Knoten zur
Spezifikation der Form. Dadurch ist ersichtlich, daf3 allein die Kardinalitéit der Folge von Knoten
eines Elementes zur Spezifikation der Elementgeometrie nicht hinreichend ist. Erst mit der
Information iiber die Form und der Folge von Eckknoten kann der Zellinzidenzgraph
algorithmisch vollstindig bestimmt werden.

Element

4

A | L | LT

Bild 5.6 : Element: Klasse und Subklassen

Ausschneiden eines Elementes: Das Ausschneiden eines Elementes illustriert eine
algorithmische Bestimmung von Information, die implizit durch den Objektgraphen gegeben ist.
Die Menge der Finiten Elemente und die der Auflenkanten sind gegeben. Ein Finites Element
wird ausgeschnitten. Mittels der Form und der geordneten Folge der Eckknoten werden
temporir alle Kanten des ausgeschnittenen Elementes erzeugt. Fiir jede temporire Kante mul
gepriift werden, ob in der Menge der Auflenkanten bereits eine Kante mit identischer
Reihenfolge der Eckknoten enthalten ist. In diesem Fall wird die Kante aus der Menge der
AuBenkanten entfernt. Andernfalls wird die Orientierung der temporiren Kante durch Anderung
der Reihenfolge der Eckknoten geéndert. Die temporire Kante wird darauthin als neues Element
in die Menge der Auflenkanten dauerhaft aufgenommen.

Bild 5.7 : Ausschneiden eines Ilementes
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Beispiel: Das Vorgehen ist in Bild 5.7 an einem Beispiel illustriert. Gegeben sei die
Elementierung eines LOsungsgebietes. Die orientierten Au3enkanten des Gebietes sind mit
schwarzen Pfeilspitzen markiert. Das Element mit dem Identifikator “B” wird ausgeschnitten.
Die mit weilen Pfeilspitzen gekennzeichneten Auflenkanten des Elementes “B” werden
temporir erzeugt. Die Kante “d” ist bereits in der Menge der Auflenkanten enthalten und wird
aus der Menge entfernt. Die Orientierung der beiden iibrigen Kanten “c” und “f” wird getauscht.
Sie werden in die Menge der Au3enkanten eingestellt.

Hinzufiigen eines Elementes: Das Hinzufiigen von Elementen erfolgt analog zum Ausschnei-
den. Der Unterschied zum Ausschneiden besteht allein darin, da3 die tempordren Rinder mit
umgekehrter Orientierung erzeugt werden miissen. Es ist daher zweckmiBig fiir jede Form eine
Methode bereitzustellen, die den Rand dieser Form liefert, sowie eine weitere Methode, um die
Orientierung des Randes zu tauschen. Ausgehend vom initial leeren Modell des K&rpers wird
mittels dieser Methoden inkrementell mit dem Erzeugen jedes finiten Elementes die Oberfliche
des Korpers aktualisiert. Eine Spezifikation des gesamten Auflenrandes durch den Benutzer des
Programms ist dann nicht notwendig.

Verallgemeinerung: Das Vorgehen beim Ausschneiden und Hinzufiigen unter Beibehaltung des
konventionellen Modells kann auf gekriimmte Ridnder sowie flichige Rénder dreidimensionaler
Korper verallgemeinert werden. Im dreidimensionalen Fall bilden die Eckknoten einer
temporiren Randfliche einen Zyklus. Fiir die Darstellung des Zyklus in einer Folge existieren
soviele Moglichkeiten, wie der Zyklus Knoten besitzt. Da in der Menge der Identifikatoren der
Eckknoten eine strenge Ordnung herstellbar ist, wird diejenige Folge von Eckknoten des Zyklus
gewiihlt, die mit einem minimalen Identifikator beginnt. Dadurch ist sichergestellt, dafl beim
Ausschneiden oder Hinzufiigen eines dreidimensionalen Elementes fiir jede temporire
Randflidche nur eine einzige Folge dahingehend gepriift werden muf3, ob in der Menge der
AuBenflichen eine Randfliche mit identischer Folge existiert.

Winged Edge Modell: In Bild 5.8 ist links das Klassendiagramm eines anderen zweidimensio-
nalen Finite Elemente Modells dargestellt. Der Objektgraph fiir das Beispiel aus Bild 5.4 istin
Bild 5.9 gezeigt. Das Diagramm driickt die geometrischen Aspekte des als “Winged Edge”
bezeichneten Modells der Finiten Elemente aus. Ein zu untersuchender Korper besteht
wiederum aus Knoten, Kanten und Elementen. Sowohl die Elemente als auch die Knoten
verweisen jeweils auf eine einzige inzidente Kante. Jede Kante besitzt acht Verweise, die mit vier
zweigliedrigen Folgen geordnet sind.

Vorginger links ' Nachfolger links
linkes Element.

| e

1
Modell }—< % Kante Vorginger O (O Nachfolger
1

T ' rechtes Element T

Vorginger rechts

Bild 5.8 : Klassendiagramm “Winged Edge” Modell und stellvertretende Kante

Die Bedeutung der von einer Kante ausgehenden Verweise ist in Bild 5.8 rechts erldutert. Ein
Verweis auf einen beliebigen Eckknoten wird als Vorginger bezeichnet. Der Verweis auf den an-
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deren Eckknoten der Kante heiflt dann Nachfolger. Beziiglich dieser Ordnung werden die Ver-
weise auf die zwei zur Kante inzidenten Elemente als linkes Element und rechtes Element geord-
net. Zudem verweist die Kante auf alle adjazenten Kanten, die inzident zu den linken und rechten
Elementen sind. Auch diese Verweise werden beziiglich der Folge der Eckknoten geordnet.

—» Nachfolger - -» linke Fliche —» Nachfolger rechts —p Nachfolger links
—> Vorginger - -> rechte Fliche —b> Vorginger rechts —P> Vorginger links

Bild 5.9 : Objektgraph “Winged Edge” Modell

Reduktion des Zellinzidenzgraphen: Auch das “Winged Edge” Modell reduziert die Informa-
tionsmenge des Zellinzidenzgraphen. Gegeniiber dem konventionellen Modell ist die Menge
aber grof3er, da alle Kanten mit jeweils acht Verweisen mitgefiihrt werden. Die Anzahl iiberwiegt
die Ersparnis, die mit einem einzigen Verweis von jedem Element auf einen Eckknoten gegen-
tiber allen Eckknoten im konventionellen Modell erzielt wird. Andererseits ist der Zeitbedarf der
algorithmischen Bestimmung impliziter Informationen aus dem Objektgraphen hiufig geringer.

Beispiel: Fiir den Einbau einer Elementmatrix in die Systemmatrix wird die Inzidenz des
Elementes zu seinen Eckknoten benétigt. Der zugehdrige Algorithmus verwendet zunédchst den
einzigen Verweis auf eine zum Element inzidente Kante. Darauf wird das Element zyklisch
umfahren. Dafiir werden die Verweise der Kante auf adjazente Kanten verwendet. Aus dem
Objektgraph in Bild 5.9 ist ersichtlich, da3 mit Verweisen auf “linke Kanten“ eine Umfahrung
in positiver Orientierung und mit Verweisen auf “rechte Kanten” eine Umfahrung in negativer
Orientierung moglich ist. Mit dem Zyklus der Kanten ist auch der Zyklus der Eckknoten
bestimmt. Der Zeitbedarf der Operation ist dabei allein abhdngig von der Anzahl der das Element
berandenden Kanten. Diese Anzahl ist unabhingig von der Modellgréf3e durch eine Konstante
beschrinkt. Das gilt gleichermaBen fiir das Ausschneiden eines Elementes, da nur Verweise von
berandenden Kanten aktualisiert werden miissen, um den Objektgraph in einen konsistenten
Zustand zu tberfiihren.

Verallgemeinerung: Das “Winged Edge” Modell ist auch auf gekriimmte Rinder anwendbar.
Eine Erweiterung auf nicht mannigfaltige Korper ist in [54] beschrieben. In der Erweiterung auf
dreidimensionale K&rper nehmen Flidchen die Rolle der Kanten an [7]. Die topologischen Anfra-
gen sind dann aber ungleich schwieriger zu implementieren, da die Flidchen keinen einfachen
Zyklus um ein Element bilden. Ein beziiglich der Dimension generalisiertes “Winged Border”
Modell, welches das beschriebene zweidimensionale Modell als Spezialisierung enthlt, ist nicht
bekannt.
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Das “Winged Edge” Modell wird im Zusammenhang mit adaptiven Finite Elemente Methoden
genutzt [23]. Die Adaption eines Elementes kann die Anderung seiner Form, seine Zerlegung
in kleinere Elemente oder eine Anreicherung des Elementansatzes erforderlich machen. Daraus
folgen unmittelbare Anderungen der zum adaptierten Element inzidenten Kanten. Die Anderung
der zum adaptierten Element adjazenten Elemente wird erst bei der Umfahrung von deren Kan-
ten erfalt. Daraus wird der Elementansatz zur Laufzeit konstruiert. Allerdings ist die Konstruk-
tion eines Elementansatzes allein aus der Kenntnis der Randkanten und ihrer Ansétze nur in ein-
fachen Fillen moglich. Daher ist dieses Verfahrens nur im Zusammenhang mit p-adaptiver
Verfeinerung drei-und viereckiger Elementformen erfolgreich nachgewiesen worden.

5.3 Datenstrukturen

Unstrukturierte Menge: In der vorliegenden Arbeit wird das konventionelle Modell der Fini-
ten Elemente Methode, das fiir den zweidimensionalen Fall im Bild 5.5 dargestellt ist, weit-
gehend aufrecht erhalten. Es wird lediglich die Menge der Auflenkanten geeignet strukturiert.
Da dieser Menge zunichst keine Struktur aufgeprigt ist, erfordert das Priifen jeder temporiren
Kante eine Suche, deren Zeitbedarf proportional zur Anzahl der Aulenkanten ist. Wird diese
Anzahl mit N bezeichnet, so ist der Aufwand des Algorithmus von der Ordnung O(N).

Ordnungsrelation: Der Zeitbedarf der Priifung kann gesenkt werden, indem der Menge eine
Struktur aufgeprigt wird. Mitder Relation “ist kleiner als” werden die Folgen der Identifikatoren
der Eckknoten von Kanten paarweise geordnet. Dadurch wird eine strenge, lexikographische
Ordnung in der Menge hergestellt. Die geordnete Menge kann in einem Feld oder einem Baum
abgespeichert werden. Da beim Fiihren mehrerer Schnitte Elemente hdufig entfernt oder hinzu-
gefiigt werden, ist ein Baum besser geeignet als ein Feld.

Wurzel

Tiefe 1

Tiefe 2

Bild 5.10 : Anordnung der Kanten in einem Baum

Suchbaum: Die Anordnung von Kanten in einem bindren Suchbaum wird anhand des Beispiels
von Bild 5.7 erldutert. In Bild 5.10 ist der zugehdrige Baum vor dem Ausschneiden des Elemen-
tes auf der linken Seite und nach dem Ausschneiden auf der rechten Seite dargestellt. Ein Knoten
des Baums beherbergt die Identifikatoren der Eckknoten einer Kante und verweist auf diese. Zu-
dem verweist ein Knoten auf héchstens zwei nachfolgende Knoten. Die Verweise sind beziiglich
der Identifikatoren dieser Nachfolger geordnet. In der Darstellung ist der Nachfolger mit kleine-
rem Identifikator links und der Nachfolger mit gréerem Identifikator rechts angeordnet. Eine
Suche im Baum nach einem gegebenen Identifikator beginnt mit der Wurzel und verfolgt dann
in Abhiingigkeit vom Ergebnis des Vergleichs mit den eingetragenen Identifikatoren einen Weg
im Baum.
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Aufwand: Die Anzahl der Vorgiinger eines Knotens bis hin zur Wurzel wird als Tiefe bezeichnet.
Die Aste des Baumes in Bild 5.10 besitzen unterschiedliche Tiefe. Im schlechtesten Fall haben
alle Knoten des Baums eine unterschiedliche Tiefe. Die Suche nach einer Kante ist dann propor-
tional zur Anzahl N der eingetragenen Kanten. Im besten Fall ist unterscheiden sich Knoten, die
keine zwei Nachfolger haben, in der Tiefe um hichstens Eins. Die Suche ist dann proportional
zum Logarithmus der Anzahl N der eingetragenen Kanten zur Basis Zwei. Die Ordnung eines
Algorithmus, der eine Suche im Baum vornimmt, liegt daher zwischen O(log N} und O(N).

Bidume werden im wesentlichen durch die Methoden zur Herstellung einer ausgeglichenen
Tiefe unterschieden. In dieser Arbeit wird eine im Java2 Sprachumfang enthaltene Implemen-
tierung eines Bruder-Baums verwendet, der im Quellcode von Java2 als Rot-Schwarz-Baum
bezeichnet wird [60]. Ein Bruder-Baum zeichnet sich gegeniiber anderen bindren Suchbdumen
durch einen giinstigen durchschnittlichen Aufwand fiir jede der drei Elementaroperationen
Einfiigen, Entfernen und Suchen aus [34]. Der giinstige Aufwand wird erzielt, indem einige
Knoten des Baums nicht auf ein eingetragenes Objekt verweisen. Dadurch ist zwar der Speicher-
bedarf dieser Baums gegeniiber anderen ausgeglichenen Bdumen grofer, aber durch die

Konstante %N beschrinkt [34]. Eine Leistungsbeurteilung dieses Verfahrens bei der Bestim-

mung von Randkanten wird im Kapitel 5.5 vorgenommen.

Hashing: Eine weitere Reduktion des Zeitbedarfs kann mit einem Hash-Verfahren erreicht
werden. Hash-Verfahren sind dann sinnvoll, wenn wenige Elemente einer potentiell grof3en
Urmenge auf Elemente einer Bildmenge abgebildet werden. Ein Identifikator eines Elementes
der Urmenge wird als Schliissel bezeichnet. Mittels einer Hashfunktion wird aus dem Schliissel
eine natiirliche Zahl berechnet. Diese Zahl dient als Index eines Feldes, das als Hashtabelle be-
zeichnet wird. Die Grof3e der Hashtabelle ist durch die Wertemenge der Hashfunktion bestimmt.
Die Eintrige der Hashtabelle sind Verweise auf geordnete Paare, die aus dem Element der
Urmenge und dem der Bildmenge bestehen.

® o e © i e
o :
& mod 8 431 21, a modSi 21, a
@ 2 5. b @ 5 (13,6 )
@ 6
7 7 54, £
Schliissel Hashtabelle Paar Schliissel Hashtabelle Paar

Bild 5.11 : Bestimmung von Randkanten durch Hashing

Das Ausschneiden und Hinzufiigen eines Elementes unter Anwendung des Hash-Verfahrens
wird anhand des Beispiels von Bild 5.7 erldutert. Auf der linken Seite von Bild 5.11 ist die
Anordnung der Menge der Auenkanten [g, d, a, b}in der Hashtabelle vor dem Ausschneiden und
auf der rechten Seite ist die Anordnung der Menge der Aullenkanten [g, f,c, a, b] in der Hashta-
belle nach dem Ausschneiden dargestellt. Das Einstellen einer Kante in die Tabelle erfolgt,
indem die geordnete Folge der Identifikatoren ihrer Eckknoten zu einem Schliissel zusammen-
gekettet wird. Beispielsweise erhilt die Kante “g” mit den Eckknoten 3 und 5 die natiirliche Zahl
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35 als Schlissel. Die Hashfunktion Modulo 8 liefert den Index 3 der Hashtabelle. Dort ist ein
Verweis auf das Paar (35,”g”) eingetragen.

Beim Ausschneiden des Elementes mit dem Identifikator “B” aus Bild 5.7 werden die drei
Kanten dieses Elementes temporér erzeugt. Fiir jede der Kanten wird mittels der Hashfunktion
gepriift, ob fiir deren geketteten Identifikator bereits ein Eintrag vorliegt. Fiir den Schliissel 52
der Aul3enkante “d” ist das der Fall. Der Eintrag wird aus der Hashtabelle entfernt. Die Orientie-
rung der temporir erzeugten Kanten “c” und “f” wird getauscht und sie werden mitsamt ihren
Schliisseln in die Hashtabelle eingestellt. Die Hashtabelle ist nun aktualisiert. Anstelle einer
Suche, deren Zeitbedarf proportional zur Anzahl der Aulenkanten des Korpers ist, werden Be-
rechnungen der Hashfunktion ausgefiihrt, deren Zeitbedarf im besten Fall proportional zur An-
zahl der AuBlenkanten eines Finiten Elementes sind.

Der beste Fall tritt genau dann ein, wenn die Hashfunktion fiir jeden auftretenden Schliissel
einen unterschiedlichen Index berechnet. In Bild 5.11 wird aus den Schliisseln der Kanten “a”
und “b” der gleiche Index bestimmt. Es kommt zur Kollision. Im Beispiel von Bild 5.11 werden
die Eckknoten mit den natiirlichen Zahlen {1, 2, 3, 4, 5} identifiziert. Die Urmenge besitzt poten-
tiell 5% = 25 Elemente. Mit der Hash-Funktion Modulo 25 ist garantiert, da e¢ine Kollision
nicht auftreten kann. Es geniigt dann, anstelle eines Verweises auf ein Schliissel-Kante Paar ei-
nen Verweis allein auf die Kante in die Tabelle einzutragen. Die Tabelle ist dann aber grof3 und
eine Traverse iiber die Kanten hat deshalb einen erhéhten Zeitbedart.

Aufwand: Hash-Verfahren unterscheiden sich wesentlich in der Behandlung von Kollisionen.
Fiir die Kollisionsbehandlung kann entweder eine Folge unterschiedlicher Hashfunktionen so-
lange angewendet werden, bis ein freier Index bestimmt worden ist oder aus Paaren mit gleichem
Index kann eine verkettete Liste konstruiert werden. Dabei konnen die Glieder der Liste in einer
sekunddren Struktur oder in die Tabelle selbst aufgenommen werden. Eine Entscheidung dar-
tiber, welche Kollisionsbehandlung Anwendung findet, ist abhiingig vom Umfang des Hinzufii-
gens und Entfernens von Paaren zur Laufzeit sowie der Grof3e der zu speichernden Eintrége.
Hash-Verfahren unterscheiden sich weiterhin in den Hashfunktionen. Die Wahl einer Hashfunk-
tion ist abhéingig von der stochastischen Verteilung der Schliisselmenge iiber der Urmenge. Im
schlechtesten Fall degeneriert das Hash- Verfahren zu einer Struktur, fiir die die Bestimmung des
Paars fiir einen gegebenen Schliissel proportional zur Anzahl der Eintrige ist. Die Ordnungeines
Algorithmus, der mittels eines Hashverfahrens die Aulenkanten bestimmt, liegt daher zwischen
O(1) und O(N).

In dieser Arbeit wird eine imJava2 Sprachumfang enthaltene Implementierung eines Hash-
Verfahrens verwendet. Dort werden Kollisionen mittels einer sekundiren, einfach verketteten
Liste behandelt. Die Hashfunktion kann durch die Anwendung indirekt gesteuert werden, indem
geeignete Schliissel als Argumente des Modulo Operators erzeugt werden. Mittels der
stochastischen Verteilung dieser Schliissel kann der Aufwand eines Hashverfahrens néher
abgeschiitzt werden. Die Wahl eines solchen Schliissels bei der Bestimmung von Randkanten
wird im nachfolgenden Kapitel 5.4 diskutiert. Fine Leistungsbeurteilung der vorgestellten
Datenstrukturen wird in Kapitel 5.5 vorgenommen.
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5.4 Wahl eines Schliissels

Aufwandsabschitzung: Der Quotient A =1\—I\/} aus der Anzahl N tatsichlicher gespeicherter

Paare und der Grofle M einer Hashtabelle wird als Lastfaktor A bezeichnet. Der Lastfaktor A
charakterisiert den Zustand eines Hashverfahrens zur Laufzeit. Fine Aufwandsabschitzung wird
aus [32] entnommen: Mittels des Lastfaktors A wird der theoretische Zeitbedarf eines Hashver-
fahrens niherungsweise quantifiziert, welches alle Eintrdge in der Tabelle selbst und nicht in
einer sekundiren Struktur beherbergt. Fiir ein derartiges Hashverfahren ist der Lastfaktor sinn-
voll im Intervall 0 < A < 1 definiert. Es wird ferner angenommen, daf3 Kollisionen mittels auf-
einander folgender Aufrufe unterschiedlicher Hashfunktionen behandelt werden.

Wenn eine Gleichverteilung der Schliissel vorausgesetzt wird, dann ist die Wahrscheinlich-
keit p(L) einen kollisionsfreien Eintrag eines neuen Paars P in die Tabelle vorzunehmen gleich
1 — L. Diese Wahrscheinlichkeit entspricht der Wahrscheinlichkeit das zuvor eingetragene neue

Paar P mit genau einem Aufruf der Hashfunktion zu bestimmen. Der Kehrwert v(i) = 1 wird

1-A
als Nédherung fiir die Anzahl der dafiir notwendigen Aufrufe der Hashfunktionen herangezogen.
Mit einem Neueintrag verindert sich der Lastfaktor A. Die Anderung wird niherungsweise
als kontinuierlich unterstellt. Die durchschnittliche Anzahl an Operationen S()) fiir die Bestim-
mung eines Paares aus der Menge aller Paare wird aus der Integration tiber die Anzahl der Opera-
tionen v(u) fiir jedes Paar mit u < A bestimmt.
s

1[_1 1,1
NOEES dp =3 In 103
) x[ i (103)

1 A1 =04
0

Aus den Eigenschaften der Funktion S(}) ist ersichtlich, daf3 fiir A — 1 der Zeitbedarf des
Verfahrens unbeschrinkt wiichst. Aus der Definition des Lastfaktors folgt, daB3 fiir A — 0 der
Speicherbedarf relativ zur Anzahl eingetragener Paare stark wichst. Fiir eine Kollisionsbehand-
lung mittels einer verketteten Liste trifft der Grenzwert fiir A — 1 nicht zu, da im schlechtesten
Fall die Anzahl der Operationen nicht gré3er als die Anzahl der Paare ist. Dennoch wird die
Gleichung (103) als empirische Grundlage herangezogen.

Hashtabelle: Eine zweckmiige Balance des Lastfaktors Aist durch das Intervall % <)s %gege-
ben. Daraus ergibt sich das Intervall 1,2 < S(») < 1,8 fiir die durchschnittliche Anzahl S(A) not-
wendiger Operationen und das Intervall 4N = M < %N tiir den Speicherbedarf M der Tabelle.

Wesentlich ist, da3 mit der Beschrinkung von Aauch S(A) durch eine Konstante beschrinkt ist.
Somit kann die Ordnung eines Hashalgorithmus unabhédngig von der Kardinalitit der Eingangs-
menge mit O(1) angegeben werden.

Da die Anzahl N der tatsichlichen Eintrige in die Tabelle in der Regel nicht a priori bekannt
ist, verfolgt das Hash-Verfahrens von JavaZ2 eine einfache Strategie, um den Lastfaktor A unter
einem Schwellwert A, zu halten: Fortgesetztes Eintragen in die Tabelle findet so lange statt, bis
der Lastfaktor A grofer als der Schwellwert A, ist. Darauthin wird eine neue Tabelle doppelter
GroBe abziiglich Eins angelegt. Alle bisherigen Eintrige werden in die neue Tabelle eingestellt.
Die initiale Grof3e M, der Hashtabelle sowie der Schwellwert A, konnen durch die Anwendung
festgelegt werden, oder sie sind zu 4, = % und M, = 101 gesetzt. Ein dynamisches Schrumpfen

der Tabelle bei fortgesetztem Entfernen von Eintrdgen ist nicht implementiert.

Die einfache Strategie des Verdoppelns gewihrleistet, daf} der Lastfaktor im Intervall % <k =y
liegt und daB3 unabhidngig von der Anzahl der Verdopplungen die gesamte Anzahl
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vorgenommener Eintridge nicht groBer als zweimal der Anzahl N der Paare ist. Es muf} aber
betont werden, daf3 damit nur dann eine konstante Anzahl von Operationen fiir die Suche
gewihrleistet ist, wenn die Schliissel gleichverteilt aus der Urmenge entnommen werden.
Andernfalls kann die Tabelle degenerieren, da sie sich adaptiv zur Anzahl der Eintrdge und nicht
zur Anzahl der Kollisionen anpalf3t.

Hashfunktion: Als Argument der Hashfunktion werden 32 Bit breite Ganzzahlen verwendet.
Die Urmenge des Hashing in Java2 sind daher die Ganzzahlen im Intervall |- 2%, 23! — 1]. Die

Hashfunktion in Java2 addiert zundchst 2°' zum Argument, um ein positives Vorzeichen
sicherzustellen. Die bei der Addition {iberlaufenden Bits werden abgeschnitten. Der Index in der
Hashtabelle wird daraufhin aus dem Rest der ganzzahliger Division mit der Tabellengré3e M
bestimmt. In die Tabelle werden Objektpaare eingestellt. Das erste Objekt wird als
Schliisselobjekt bezeichnet. Ein Element der Urmenge wird durch Aufruf der Methode
hashCode() am Schliisselobjekt gewonnen. Die Implementierung dieser Methode in der Klasse
Object, die Oberklasse aller Objekte ist, liefert die eindeutige 32 Bit breite Objektreferenz.

Objektidentifikatoren: Die Methode hashCode() kann durch andere Klassen iiberladen
werden. Dabei ist es nicht notwendig, einen eindeutigen Objektidentifkator als Schliissel zu
liefern. Zwei unterschiedliche Objekte, die den gleichen Schliissel besitzen, werden zwar
zwangsldufig auf die gleiche Position in der Tabelle abgebildet, es wird dann aber mittels der
Methode equals() deren Aquivalenz gepriift. Die Implementierung dieser Methode in der
Oberklasse Object vergleicht die beiden Objektreferenzen. Durch das Uberladen dieser Methode
kénnen Objekte mit unterschiedlichem Speicherbereich anhand ihrer Attribute verglichen
werden. Das ist fiir die vorliegende Anwendung wesentlich, da die Aquivalenz zweier Kanten
mittels deren Knotenfolge festgestellt wird.

Fortlaufende Numerierung: Wenn Objekte, die als Schliisselobjekt eines Eintrags in eine
Hashtabelle dienen, mit einer fortlaufenden Ganzzahl identifiziert werden und diese Ganzzahl
als Riickgabewert der Methode hashCode() dient, dann ist aus den Eigenschaften der Modulo
Funktion ersichtlich, da3 das Hashverfahren nicht degeneriert. Das gilt auch wenn jedes Objekt
mit einem einzigen Zeichen der Aufzihlung des Alphabets identifiziert wird, da die Zeichen im
Unicode fortlautende Ganzzahlen représentieren.

Referenzen: Objektreferenzen sind Zahlen des 32 Bit breiten virtuellen Adressraumes. Fiir
nacheinander erzeugte Objekte ist die Wahrscheinlichkeit groB3, daf3 diese Zahlen in einer
strengen Folge und bei Objekten gleichen Typs in einer Sprungfolge geordnet sind. Wenn der
Sprung einer solchen Folge ein gemeinsames Vielfaches mit der Tabellengrof3e M besitzt, dann
degeneriert die Tabelle aufgrund der Eigenschaften der Modulo Funktion. Die initiale Wahl der
Primzahl M, = 101, die Subtraktion von Eins nach deren Verdopplung und unterschiedliche
ObjektgréBBen machen die Existenz eines solchen Faktors unwahrscheinlich. Mit einer Reihe
verschiedener Testszenarien wurde diese Annahme experimentell verifiziert.

Zusammengesetzte Identifikatoren: Wenn Objekte {iber mehrere Attribute identifiziert
werden, dann werden die Attribute zu einer bindren Zahl hintereinander gekettet. Die Zahl ist
meist groBBer als die grof3te Zahl der Urmenge eines Hashverfahrens. In Java2 muf} diese Zahl
daher unter Verwendung der Methode hashCode() zunéchst auf die Urmenge abgebildet werden.
Erst danach wird die oben beschriebene Hashfunktion angewendet. Grundsitzlich ist es auch
mdoglich, den Modulo Operator auf beliebig lange Zahlen anzuwenden [39]. Unabhiingig davon
mul} aber die Verteilung innerhalb des Datentyps jedes Attributes genau gepriift werden.

Zeichenketten: Betrachtet wird eine Zeichenkette von < z,,z,....zy > von N Zeichen, die als
zusammengesetzter Identifikator eines Objektes dienen. Fiir die Bearbeitung von Zeichenketten
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steht in JavaZ2 die Klasse String zur Verfiigung. Die Implementierung der Methode hashCode()
in dieser Klasse bildet die Zeichen nach folgender Formel auf 32 Bit breite Ganzzahlen h ab:

h =z *31N"1 4z, *31N=2__. Zno1 ¥ 31 + zy (104)

Jedes Zeichen z, mit i = 1,...,N wird mit der (N — i)-ten Potenz der Basis 31 multipliziert.
Daraufhin wird die Summe der Produkte gebildet. Der Uberlauf wird abgeschnitten. Dabei
erklirt sich die Wahl der Basis 31 aus den nachfolgenden heuristischen Uberlegungen:

Es ist zu vermeiden, dal} die Basis ein gemeinsames Vielfaches mit der Tabellengré3e M
besitzt. Daraus folgt die Wahl einer Primzahl. Zudem wird angestrebt, daf3 fiir eine geringe
Anzahl Zeichen die berechnete Ganzzahl h mdéglichst eindeutig ist. Bei der Verwendung des
lateinischen Alphabets sind nur die letzten sechs Bits jedes 16 Bit breiten Zeichens in Java
signifikant. Daraus folgt eine Basis deren Darstellung ca. sechs Bits breit ist. Weiterhin wird eine
schnelle Berechenbarkeit von h angestrebt. Binire Multiplikationen mit 2X—1, k = 0,1,...,N
konnen mittels einer Verschiebung des Operanden um k Bits und Subtraktion desselben vom
Resultat schnell ausgefiihrt werden.

Zusammengesetzer Identifikator einer Kante: In der vorgestellten Anwendung des
Hashverfahrens werden Kanten iiber die Folge ihrer Eckknoten identifiziert. Aus den
Identifikatoren der Eckknoten muf3 daher in Analogie zur Formel (104) ein geeigneter
Identifikator h fiir die Kante erstellt werden. Das ist nur mdglich, wenn der Wertebereich der
Identifikatoren der Eckknoten beriicksichtigt wird. Die einfachste Ldsung dieser Aufgabe
besteht darin, die Eckknoten mit Zeichenketten zu identifizieren. Der zusammengesetzte
Identifikator einer Kante folgt dann aus der Kettung dieser Ketten. Hinsichtlich des
Speicherbedarfs fiir Zeichenketten und des Zeitbedarfs fiir deren Bearbeitung ist dieses
Verfahren aber nicht optimal. Weiterhin kénnen fortlautende Ganzzahlen fiir die Identifikatoren
der Eckknoten genutzt werden. Dann ist die Konstruktion einer zweckméfigen Formel aber
abhiingig von der Anzahl der erzeugten Eckknoten. Werden anstelle von fortlaufenden
Ganzzahlen die Referenzen der Eckknoten verwendet, dann ist die Konstruktion nicht nur
abhingig von der Anzahl und sondern auch von der Gréf3e der Objekte der Eckknoten.

Eine Unabhingigkeit von der Verteilung der Identifikatoren der Knoten wird mit folgender
Methode angestrebt: Mit einem gleichverteilenden Zufallsgenerator wird bei der Erzeugung
jedes Knotens eine 32 Bit breite Zufallszahl erzeugt und am Knoten gespeichert. Diese Zahl dient
als gleichverteilter, randomisierter Identifikator eines Knotens. Die Methode hashCode() einer
Kante verkniipft die randomisierten Identifikatoren ihrer Eckknoten mit einem boolschen XOR
zu einem Identifikator der Kante. Der verkniipfte Identifikator dient dann als gleichverteiltes
Argument fiir den Modulo Operator. Dieses Vorgehen erweist sich fiir die Problemstellung auch
im rdumlichen Fall als duBerst stabil und effizient. Ahnliche, auf Zufallsgeneratoren basierende
Methoden zur Erzeugung von Eingangswerten des Modulo Operators, finden sich auch in der
Fachliteratur [34].

Im Rahmen dieser Arbeit wurden weitere numerische Studien unternommen, n-stellige
Relationen mit Hashverfahren softwaretechnisch umzusetzen. Dabei zeigt sich, daf3 diese sehr
sensibel gegentiber stochastischen Verteilungen in den n-Grundmengen sind, deren kartesisches
Produkt die Urmenge des Verfahrens ist. Die Schwierigkeit liegt darin, daf} die Verteilung
entweder a priori nicht bekannt ist oder da3 eine systematische Abschidtzung der Verteilung
voneinander abhiingige stochastische Parameter beriicksichtigen mulf3.
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5.5 Leistungsbeurteilung

Modellaufgabe: Der tatsichliche Zeit- und Speicherbedarf fiir das Ausschneiden und Hinzufii-
gen von Elementen wird anhand einer Modellaufgabe diskutiert: Im dreidimensionalen Raum
sind in jeder Raumrichtung i = 1,2,3 R, + 1 orthogonale Rasterfldchen aufgespannt. Die
duleren Rasterflichen begrenzen damit einen Quader, der unter Verwendung der inneren Raster-
flichenin E = R * R, * R; quaderférmige Elemente zerlegt wird. Die Belegung der Inzidenz-
relationen eines volumenhaften Losungsgebietes wird durch eine konstante Anzahl Rasterfla-
chen R, = R in allen drei Raumrichtungen imitiert. Die Belegung fiir ein flichenhaftes
Ldsungsgebiet wird durch eine konstante Anzahl R, = R, = R in zwei Raumrichtungen und
die Anzahl R; = 1inder dritten Raumrichtung ausgedriickt. Die Anzahl N der rechteckformi-

gen AuBenflichen betrigt fiir die volumenhafte Anordnung N = 6 * R? und fiir die fliichenhafte
Anordnung N = 2*R? + 4R.

Speicherbedarf: Die Elemente und Knoten werden in Feldern abgelegt. Dabei muf3 beriicksich-
tigt werden, daf3 inJava, im Gegensatz zu C+ +, kein zusammenhéngender Speicherbereich fiir
mehrere Objekte einer Klasse herstellbar ist. In einem Feld kénnen lediglich Werte von Basis-
datentypen oder typsichere Verweise auf Objekte eingetragen werden. Der Speicherbedarf fiir
Elemente, Knoten und deren Felder wird gemeinsam bestimmt. Fiir die Au3enfldchen kommen
die Datenstrukturen doppelt verkettete Liste, Baum und Hashtabelle zum Einsatz. Der Speicher-
bedarf jeder Datenstruktur wird gemeinsam mit dem Bedarf fiir die eingetragenen Aullenflichen
bestimmt.

Erwartungswert des Speicherbedarfs: Die Anzahl von Objekten der jeweiligen Klassen kann
mit der Rasterflichenanzahl R bestimmt werden. Der Erwartungswert fiir den Speicherbedarf
folgt aus der Summe des Bedarfs der erzeugten und nicht freigegebenen Objekte. Auf einem 32
Bit System nimmt eine Objektrereferenz inJava 4 Byte in Anspruch. Die GréBe eines Objektes,
das keine Attribute besitzt, ist in der Spezifikation der Laufzeitumgebung, die als Java Virtual
Machinebezeichnet wird, nicht festgelegt. Die gebriduchlichen Laufzeitumgebungen verwenden
hingegen 16 Byte fiir jedes erzeugte Objekt. Wegen der konsequenten Unterstiitzung nebenldufi-
ger Prozesse mit gemeinsamem Adressbereich geniigen die aus C++ bekannten 8 Byte nicht.

Beispielsweise erfordert das Einstellen einer neuen Aullenfliche in die verkettete Liste ein
Objekt fiir das Glied der Liste sowie ein Objekt fiir die AuBenfliche selbst. Das Glied verweist
auf Vorginger, Nachfolger und die Au3enfliche selbst. Die Aullenfliche verweist auf ein Feld
von Knoten, das seinerseits auf vier Eckknoten verweist. Damit betrdgt der Speicherbedarf einer
AuBenfliche unter Beriicksichtigung der Gré3e von Objekten und Referenzen bei der Verwen-
dung einer doppelt verketteten Liste insgesamt 2%16 + 3%4 + 1%4 + 4*4 = 64 Byte.

Zeitbedarf: Unter Verwendung eines gleichverteilenden Zufallsgenerators wird ein Element
aus dem Quader ausgeschnitten und unmittelbar im Anschlufl daran wieder eingefiigt. Die Ober-
fliche des Korpers wird in beiden Schritten aktualisiert. Der Vorgang wird E-fach fiir E > 1000
und 1000-fach fiir eine kleinere Anzahl von Elementen wiederholt. Zu bestimmen ist der Zeit-
bedarf fiir die 2E bzw. 2000 Aktualisierungen. Daraus wird ein durchschnittlicher Wert fiir die
Aktualisierung des Ausschneidens und Einfiigens eines Elementes abhéngig von der Anzahl N
der AuBlenflichen fiir die unterschiedlichen Datenstrukturen ermittelt.

Erwartungswert des Zeitbedarfs: Der Aufwand fiir die Suche in der doppelt verketteten Liste
ist proportional zur Anzahl der Au3enflichen N. Der Aufwand fiir die Suche im Binédrbaum ist
proportional zum Logarithmus dieser Anzahl zur Basis 2. Der Aufwand fiir das Hashverfahren
ist dann konstant, wenn die Schliissel gleichverteilt sind. Es werden daher zwei unterschiedliche
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Implementierungen der Methode hashCode() von Kanten eingesetzt: In dem einem Fall wird die
Formel (104) eingesetzt. Dabei werden die Knoten der Aufgabe mit einer fortlautenden Ganz-
zahl identifiziert. In dem anderen Fall werden die Identifikatoren der Knoten zufillig erzeugt
und mit boolschen XOR verkniipft.

Die zugehorigen Proportionalititskonstanten kénnen durch detaillierte Betrachtung der im
Quelltext des Progamms niedergeschriebenen Anweisungen fiir eine Aullenfliche ermittelt
werden. Der Erwartungswert fiir eine Anweisung ist abhingig von deren Typ, den voran-
gehenden und nachfolgenden Anweisungen, der Laufzeitumgebung und der Maschine. Da das
wesentliche Untersuchungsziel der Nachweis der weitgehenden Konstanz der Proportionalitiits-
faktoren ist, wird auf eine Analyse der Konstanten verzichtet.

Umgebung: Die Messung erfolgt mit einem Intel PII Prozessor, 400 MHz Taktung, 512K Level
2 Chache und 256 MB Arbeitsspeicher. Als ausfiihrendes Programm dient die Standard-Lauf-
zeitumgebung vonJava 1.2 unter dem Betriebssystem Windows NT 4.0. Die Laufzeitumgebung
wird angewiesen initial 124 MB Arbeitsspeicher bereitzustellen. Sie gestattet es, aus dem
Anwendungsprogramm heraus zu jedem Zeitpunkt der Laufzeit niherungsweise den nicht ver-
brauchten, verfiigbaren Teil dieser Zuweisung zu ermitteln.

Fiir die Bestimmung der Zeitbedarfs wird anstelle der Prozef3zeit niherungsweise die Sys-
temzeit gemessen. Der Einfluf} der Prozel3verwaltung des Betriebssystems auf diese Messung
wird minimiert, indem keine weiteren Anwendungsprogramme laufen und Mittelwerte aus meh-
reren Durchlidufen gebildet werden. Der Einfluf3 der Freispeicherverwaltung der Laufzeitumge-
bung wird durch die initiale Speicherzuweisung minimiert. Zudem wird diesem nebenldufigen
und nicht zu unterdriickenden Prozel3 vor jeder Messung etwas Zeit zur Aufiihrung gegeben.

Messung: In Bild 5.12 ist das Ergebnis der Messung des Zeitbedarfs auf der linken Hélfte und
das Ergebnis der Messung des Speicherbedarfs auf der rechten Hélfte dargestellt. Der obere Teil
des Bildes zeigt das Ergebnis fiir die volumenhafte Elementierung und der untere Teil fiir die
flichenhafte Elementierung. Der Bedarf ist in Abhidngigkeit der Anzahl N der AuBlenflichen
aufgetragen. Zusitzlich sind die zugehdrige Elementanzahl E sowie die Anzahl der Rasterfla-
chen R angegeben. In den Diagrammen fiir den Zeitbedarf ist eine logarithmische Darstellung
zur Basis 2 fiir die Anzahl N gewihlt worden. In den Diagrammen fiir den Speicherbedarf ist
der Bedarf jeweils nur fiir die drei gro3ten verwendeten Werte von N dargestellt.

Beurteilung des Speicherbedarfs: Die gemessenen Werte fiir den Speicherbedarf entsprechen
den Erwartungswerten. Beispielsweise sind fiir 9600 Aullenflichen in der verketteten Liste
9600 * 64 Byte = 0,59 MB notwendig und es werden 0, 64 MB gemessen. Eine Abweichung bis
zu ca.10% des geforderten zum tatséchlichen Bedarf ist auch fiir alle anderen Messungen zu
beobachten. Die Abweichung ist durch die Freispeicherverwaltung der Laufzeitumgebung
bedingt, die ihrerseits blockweise virtuellen Speicher vom Betriebssystem anfordert. Der
Gesamtbedarf der Aullenfldchen ist fiir die volumenhafte Elementierung unerheblich und fiir die
flichenhafte Elementierung wesentlich. Der Bedarf fiir die Hashtabelle ist im Vergleich zu der
verketteten Liste nur geringfiigig gréfer. Der Bedarf des Baums ist niherungsweise um einen
konstanten Faktor grofer als der Bedarf der Hashtabelle. Auch dieser Faktor entspricht dem
Erwartungswert. Fiir die grof3te Anzahl AuBlenflidchen {ibersteigt der Gesamtbedarf die initial
angeforderten 124 MB.

Beurteilung des Zeitbedarfs: Die Kurven tiir die Darstellung des Zeitbedarfs entsprechen sehr
gut den Erwartungen. Beziiglich der logarithmischen Darstellung verlduft die Kurve fiir die ver-
kettete Liste parabolisch. Diese Datenstruktur ist nicht tragtidhig, wenn eine grolle Anzahl von
Elementen aus dem Losungsgebiet ausgeschnitten wird. Die verkettete Liste wird daher im Dia-
gramm fiir die flichenhafte Elementierung nicht fortgesetzt. Die Kurve des Baums ist gerade und
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die Kurve des Hashverfahrens mit randomisierten Identifikatoren konstant. Die Uberlegenheit
des Hash-Verfahrens in diesem Anwendungskontext ist damit nachgewiesen. Jenseits der initial

angeforderten 124 MB ist fiir beide Verfahren ein deutlicher Zuwachs im Zeitbedarf ersichtlich.

13 23 334353 103 203 40% 803 403 603 803
600 E = RS E = RS
10-mem [ MB ]
| | 45MB
8,
400 |
6,
200 H
4 2
O T N 0 9600 15000 38400 N
22 28 26 28 210 212 214 216
X Verkettete Liste Elemente und Knoten in Feldern
A Balancierter Baum Fldachen im balancierten Baum
® Hashing mit sequentieller ID Fléachen in Hashtabelle
B Hashing mit zufilliger ID Flachen in verketteter Liste
202 402 802 1602 3202 6402 3202 5002 6402
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t[lO‘Gsek] |mem [ MB ]
60|
400
4 404
200 i
20|
0 T T T T T T T T N N
206080 50200 821760
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Bild 5.12 :  Zeit-und Speicherbedarf in Abhdngigkeit der Anzahl Aufienflachen N

Es ist deutlich, daf3 bei der Anwendung von Formel (104) mit fortlaufenden Ganzzahlen als Iden-
tifikator das Hashverfahren mit bereits N = 15000 Eintrigen dem Baum unterlegen ist und dann
zu einer linearen Struktur degeneriert. Wenn als Identifkator eines Knotens die Referenz gewihlt
wird und die Knoten annéhernd sequentiell erzeugt werden, dann kann bei Verwendung von For-
mel (104) die gleiche Beobachtung gemacht werden. Bessere Formeln konnen nur unter Beriick-
sichtigung der jeweils verwendeten Objektanzahl gefunden werden. Mit randomisierten
Identifikatoren wird eine Unabhingigkeit davon erreicht.
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6 Evaluation von Elementintegralen

Vorgehensweise: Die Berechnung der Elementintegrale (35) und das Losen der linearen Glei-
chungssysteme (38), (39) und (40) bestimmen den numerischen Aufwand fiir das erweiterte
Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Im Folgenden wird ein generalisiertes, objektorientiertes
Modell zur Berechnung von Elementintegralen vorgestellt. Das Modell wird aus den software-
technischen Forderungen nach Effizienz, Erweiterbarkeit und Anwendbarkeit hergeleitet. Mit
dem Modell wird anschlieBend der numerische Aufwand fiir das erweiterte Prinzip anhand einer
Modellaufgabe untersucht.

6.1  Objektorientierte Modellbildung

Die softwaretechnische Umsetzung der Finite Elemente Methode erfolgt mittels der Einfiihrung
eines Datentyps fiir Elemente und eines Datentyps fiir Knoten. Mittels der Datentypen wird von
den spezifischen Stiitzstellen der Geometrie und des Zustands eines finiten Elementes abstra-
hiert. Diese werden erst mit der Prigung von Knoten und Elementen als Instanz des jeweiligen
Typs festgelegt. Diese Datentypen sind notwendig, um unabhéiingig von spezifischen Stiitzstellen
Methoden zu implementieren, die die Evaluation der Elementintegrale ausfiihren, und um die
Ergebnisse in den Systemgleichungen unterzubringen. Dieses bewiéhrte Konzept wird nicht auf-
gegeben.

In einem objektorientierten Modell werden Typen und deren Prigungen durch Klassen und
Objekte ersetzt. Klassen erweitern Datentypen um Methoden, die Zugriff auf die Variablen des
Objektes besitzen. Es liegt nun nahe, die Evaluation eines Elementintegrals als eine Methode der
Klasse eines Elementes zu implementieren und die Ausfiihrung dieser Methode am Elementob-
jekt anzusto3en. Derartige Modelle sind von verschiedenen Autoren berichtet worden|11][44].
Dieser Weg wird hier nicht verfolgt. Vielmehr wird ein Modell aufgebaut, das die Klasse des
Elementes von Klassen trennt, die Methoden fiir die Berechnung von Elementintegralen definie-
ren. Die Ausfiihrung dieser Methoden wird weiterhin am Elementobjekt angestofen.

© Knoten © Knoten

Wﬁ<1,2,3> <f<1,2,3>
OA Element A Element

double[ ][] gibMatrix() double[ ][] gibMatrix()
{return evaluiere();} { return m.evaluiere(k); }
double[ ][] evaluiere() J)
{...}

O

Iaf UdFA Matrix

double[][ ] evaluiere(Knoten[])

{-.:}

Bild 6.1 : Grobe Modellbildung: links konventionell, rechts neuartig
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Der wesentliche Unterschied beider Konzepte ist in Bild 6.1 an einem vereinfachten Beispiel
illustriert. Auf der linken Seite ist eine Klasse fiir Elemente sowie eine Klasse fiir Knoten
dargestellt. Die Elementklasse besitzt eine Objektmethode gibMatrix() zur Bestimmung der
Elementmatrix. Diese Methode wird im Zuge des Autbaus der Systemgleichungen angestof3en.
Sie zwingt ihrerseits die Objektmethode evaluiere() der selben Klasse zur Ausfiihrung.
Mittels der Verweise auf Knoten kann schlieflich der Einbau der Elementmatrix in die
Systemmatrix erfolgen.

Im Unterschied dazu ist auf der rechten Seite die Methode evaluiere (Knoten] 1) in einer
Klasse mit der Bezeichnung Matrix angeordnet, die mit einem Integralsymbol gekennzeichnet
ist. Dieser Methode werden die fiir die Berechnung der Elementmatrix notwendigen Knoten
tibergeben. Mit dem Ringsymbol an der Matrixklasse wird gekennzeichnet, daf3 alle dreieckigen
finiten Elemente auf dasselbe und einzige Objekt dieser Klasse verweisen.

Strukturierung der Menge: Der Vorteil dieser Betrachtungsweise offenbart sich, wenn der Ver-
such unternommen wird, die Menge unterschiedlicher Elementintegrale zu strukturieren. Dafiir
werden Unterscheidungsmerkmale von Elementintegralen aufgezeigt:

Die Elementstufe bzw. die Anzahl lokaler Koordinaten der Elementgeometrie
Die geometrische Dimension der Punkte der Elementgeometrie
Die Interpolationsvorschrift der Elementgeometrie

Die Integrationsregel

I R R C R

Der Aufbau des Integranden

Dabei kann der Autbau des Integranden nach folgenden Gesichtspunkten unterschieden werden:

<&  Anzahl der Faktoren des Integranden

<&  Stufe und Dimension des Tensorfeldes des jeweiligen Faktors
<& Interpolationsvorschrift des Tensorfeldes des jeweiligen Faktors
&

Stiitzwerte der Interpolationsvorschrift des jeweiligen Faktors bekannt bzw. unbekannt

Beispielsweise besitzt ein Elementintegral fiir eine Linienlast am Rand einer Scheibe die
Elementstufe 1 und die geometrische Dimension 2. Ist die Linie eine Gerade, so kann die
Interpolationsvorschrift durch Anfangs- und Endpunkt spezifiziert sein. Als Integrationsregel
kann eine Formel nach Gauf} dienen. Der Integrand setzt sich aus dem Produkt der
Interpolationsvorschrift fiir die Verschiebung und der Interpolationsvorschrift fiir die Belastung
zusammen. Die beiden Faktoren sind daher Tensorfelder der Stufe 1 und der Dimension 2. Dabei
mag der Verschiebungsverlauf linear und der Belastungsverlauf quadratisch interpoliert werden.
Fiir letzteren sind die Stiitzwerte der Interpolation bekannt.
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Weitere Beispiele der Unterscheidung von Elementintegralen nach den aufgestellten Merkmalen
sind in Bild 6.2 dargestellt.

Integrationsbereich e, @d e, Q e e @\@/jﬂ e, \ \
2= e,
L, t e b 1l ﬁi
2 2 2

€

Stufe 2
Dimension 2 2 3 3

Interpolation @ & i%i

A

v

Integrationsregel

Integral I@eEeOdF I@eEedF I@gngF I@upOdF
Faktor 1, Zustand unbekannt unbekannt unbekannt unbekannt
Stufe 2 2 1 1
Dimension 2 2 2 3
A
Interpolation & > & &
Faktor 2, Stoff bekannt bekannt bekannt -
Stufe 4 4 2 _
Dimension 2 2 2 -
A
Interpolation konstant > konstant -
Faktor 3, Zustand bekannt unbekannt unbekannt bekannt
Stufe 2 2 1 1
Dimension 2 2 2 3
A
Interpolation & > & konstant

+ + +
+ o+ o+
+ o+ o+

/A

Bild 6.2 : Beispiele von Elementintegralen
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Vertikale Klassifikation: In den Spalten der Tabelle von Bild 6.2 sind unterschiedliche
Elementintegrale dargestellt. Fiir jede Spalte der Tabelle wird eine eigene Klasse definiert.
Diese vertikale Klassifikation entspricht einer Strukturierung der Menge der Elementintegrale
einer Aufgabe durch die Aquivalenzrelation “evaluiert identisches Elementintegral”. Die
potentielle Anzahl der Spalten in der Tabelle ist sehr grof3, wobei offensichtlich eine Vielzahl
identischer Eintridge in der Tabelle stehen.

Mittels der Aquivalenzrelation “besitzt identische Interpolation fiir Geometrie, zu bestim-
mendes Tensorfeld, Stoff und Belastungen” kann die Anzahl der Klassen zweckmif3ig reduziert
werden. Die dadurch entstehenden Klassen entsprechen dem gebrduchlichen Verstindnis von
Elementtypen oder Elementklassen in der Ingenieurliteratur [2][4][57]. Dabei wird héufig
implizit vorausgesetzt, da die Belastungen mit der gleichen Interpolation wie das zu
bestimmende Tensorfeld eingeprigt werden und die Interpolation des Stoffs konstant ist. Das ist
zweckmif3ig aber nicht notwendig. Die Menge dieser Klassen bleibt nach wie vor grof3.

In Bild 6.3 sind solche Elementklassen dargestellt. Die Klassen entsprechen den Spalten 2
und 3 aus Bild 6.2. Zur Klassifikation werden alle in diesen Spalten dargestellten Informationen
herangezogen. Dadurch ist die Interpolation der Geometrie, des zu bestimmenden Feldes und
des Stoffs festgelegt. Damit kann die Berechnung der Elementmatrix in der Methode
evaluiere() implementiert werden. Die Methode evaluiere() wird zweckmifig in einer
Oberklasse Element deklariert und in den Subklassen definiert. Dadurch werden Verzweigun-
gen bei der Berechnung der Elementmatrix in Abhéingigkeit des Typs vermieden. Das der Dekla-
ration der Methode vorangestellte Schliisselwort abstract driickt aus, dal deren Definition
zwangsldufig in einer Kindklasse vorgenommen werden muf}. Das Modell entspricht einer
Verfeinerung des linken Modells von Bild 6.1.

<1,..K>
Element Knoten
double[ ][] gibMatrix(){
return evaluiere();}
abstract double[][] evaluiere();

evaluiere(){...}

e, e
L Qj &ez
e, €

double[ ][]

double[][] evaluiere(){...}

Bild 6.3 : Vertikale Klassifikation

Die vertikale Klassifikation ist unbefriedigend, da eine Vielzahl von identischen Eintrigen in
Bild 6.2 mehrfach definiert werden miissen. Soll fiir eine Elementklasse beispielsweise der Ver-
lauf einer eingeprigten Belastung quadratisch anstatt linear interpoliert werden, fiihrt das zur
Definition einer neuen Klasse, die sich allein durch die Interpolation der Belastung und gegebe-
nenfalls durch Anderung der Anzahl der Gau3punkte fiir deren Integration von der alten unter-
scheidet. Sollen bestehende Elementklassen beispielsweise um ein neues Stoffgesetz erweitert
werden, fiihrtdas auf eine Verdopplung der bestehenden Klassen, die sich allein durch das Stoff-
gesetz unterscheiden.
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Horizontale Klassifikation: Fiir jede durch einen Doppelstrich getrennte, unterschiedliche
Zeile der Tabelle von Bild 6.2 werden Klassen eingefiihrt. Weiterhin wird eine Klasse fiir die
Interpolation eingefiihrt. Das fiihrt auf die in Bild 6.4 dargestellten Klassen fiir Geometrie,
Zustand, Stoff, Integral und Integrationsregel. Jedes Objekt der Klassen Geometrie, Zustand und
Stoff verweist auf ein Objekt aus der Klasse der Interpolation. Eine Unterscheidung zwischen
der Klasse fiir den Stoff und der Klasse fiir den Zustand ist aus formaler Sicht nicht notwendig.
Sie wird aus Griinden der Effizienz getroffen.

Geometrie Zustand Stoff
ol &1 1
Integral Integrationsregel Interpolation

Bild 6.4 : Horizontale Klassifikation

Die Klasse fiir die Geometrie wird nicht weiter zerlegt. Die Objekte dieser Klasse unterscheiden
sich ausschliellich durch den Verweis auf unterschiedliche Interpolationsvorschriften. Die iibri-
gen Klassen werden weiterhin in Subklassen zerlegt. Fiir den Zustand und fiir den Stoff sind die
Subklassen die Tensorfelder unterschiedlicher Stufen, fiir das Integral die Elementmatrix, die
Randgleichgewichtsmatrix und der Elementvektor, fiir die Integrationsregel die mit unterschied-
lichen Interpolationen assozierten Regeln und fiir die Interpolation die unterschiedlichen Inter-
polationsansitze. Die horizontale Klassifikation vermeidet mehrfache Definition identischer
Eintriige in Bild 6.2. Sie entspricht der Strukturierung der Menge mit mehreren Aquivalenz-
relationen, wie beispielsweise der Relation “besitzt identisches Stoffgesetz”. Eine Aquivalenz-
relation vermeidet mehrfache Definitionen, weil ihre Quotientenmengen disjunkt sind.

Unzulingliche Zusammenfithrung: Die Zusammenfiihrung der Funktionalitit der Klassen aus
Bild 6.4 kann in unterschiedlicher Weise erfolgen. Bild 6.5 zeigt zunichst eine vereinfachte
Zusammenfiihrung der Klassen in einem Modell, das aus einer Verfeinerung des in Bild 6.3 ge-
zeigten Modells hervorgeht. Die Klassen fiir Geometrie, Zustand, Stoff und Integrationsregel
werden als Subklasse der allgemeinen Elementklasse ausgebildet. Fiir diese Klassen wird die
oben beschriebene Zerlegung in Subklassen vorgenommen, die zur Férderung der Ubersicht-
lichkeit im Klassendiagramm nicht dargestellt ist. Die Klasse fiir einen Elementtyp wird schlief3-
lich mittels mehrfacher Vererbung aus jeweils einer Subklasse fiir Geometrie, Zustand, Stoff und
Integrationsregel gebildet.

Einer mehrfachen Vererbung liegt keine Aquivalenzrelation zu Grunde. Sie fiihrt nicht zu
disjunkten Objektmengen der jeweiligen Klassen. Es kommt daher zu Namenskonflikten und
mehrdeutigen Interpretationen der Attribute eines Objekts. Beispielsweise entsteht ein Namens-
konflikt, indem sowohl die Klasse fiir die Geometrie als auch die Klasse fiir den Zustand einen
identischen Bezeichner fiir eine Methode oder ein Attribut verwenden. Eine mehrdeutige Inter-
pretation von Attributen liegt beispielsweise dann vor, wenn zwischen dem Zustand des zu
bestimmenden Feldes und dem Zustand der Belastung unterschieden werden soll. Es miissen
dann zwei Zustinde ererbt und unterschieden werden. In einigen Programmiersprachen, die
mehrfache Vererbung erlauben, kénnen diese Schwierigkeiten unter erheblichen Einbuflen an
die Ubersichtlichkeit des Programmtextes syntaktisch aufgelést werden. Klassifikationen
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mittels mehrfacher Vererbung dienen allein der Vermeidung mehrfacher Definitionen und
fiihren nur selten zu einer {ibersichtlichen Modellstruktur.

Element

Geometrie Zustand Stoff Integrationsregel

Bild 6.5 : Unzuldngliche Zusammenfiihrung mittels mehrfacher Vererbung

ZweckmiiBige Zusammenfiihrung: Eine zweckmifige Zusammenfiihrung unter Vermeidung
von Vererbungsbeziehungen ist bereits in Bild 6.4 vorgenommen worden. Die fiir die Definition
der Geometrie, des Zustands oder des Stoffs notwendige Interpolationsvorschrift wird nicht aus
einer Subklasse der Interpolationsklasse ererbt, sondern mittels eines Verweises auf ein Interpo-
lationsobjekt gewonnen. Entsprechend wird die fiir die Definition der Berechnung einer
Elementmatrix notwendige Geometrie, der Zustand und der Stoff nicht aus mehrfacher Verer-
bung sondern mittels Verweisen auf Objekte aus diesen Klassen gewonnen. Schlie3lich wird in
konsequenter Anwendung dieses Prinzips das Element aus Verweisen auf Objekte zur Berech-
nung der Elementmatrix und des Elementvektors gebildet.

Das Klassendiagramm des zugehdrigen Modells ist in Bild 6.6 dargestellt. Ein Objekt der
Klasse fiir das Element verweist auf ein Objekt der Klasse Integral. Die Subklassen dieser Klasse
definieren die Methoden zur Evaluation der unterschiedlichen Elementintegrale. Die Objekte
der Subklassen verweisen auf die fiir die Evaluation notwendigen Objekte aus den Klassen Geo-
metrie, Zustand, Stoff und Integrationsregel. In diesem Modell wird weder mehrfache Verer-
bung angewandt, noch kommt es zur mehrfachen Definition gleicher Funktionalitét. Insbeson-
dere werden die Methoden zur Berechnung eines Integrals, wie beispielsweise der
Elementmatrix, nur einmalig und unabhidngig von der Interpolation der Geometrie, des
Zustands, des Stoffs und der Integrationsregel definiert.

Mit diesem Modell wird eine generalisierte Berechnung der Elementintegrale erzielt, die im
Zusammenhang mit strukturierter Programmierung bereits von anderen Autoren berichtet
worden [24][35] ist. Die Zusammentfiihrung der mit den Klassen von Bild 6.4 beschriebenen
Funktionalitit geschieht dort mittels Funktionszeigern. Die Programme besitzen einen hohen
Abstraktionsgrad und zeichnen sich durch eine geringe Anzahl von Funktionen und iiber-
sichtliche FluBdiagramme aus. Hier werden zusitzlich die Vorteile der objektorientierten
Programmierung genutzt, indem die Funktionen als Objektmethoden von Klassen ausgebildet
werden. Deren Objektvariablen sind im wesentlichen die fiir die Berechnung notwendigen
Felder. Im Gegensatz zum strukturierten Ansatz werden die Felder zusammen mit den
Funktionen bereit gestellt. Dabei schiitzen die Klassen der Objekte den Zugrift auf die Felder.
Sie sorgen zudem fiir eine klare Trennung der Namensrdume von Bezeichnern. Aus der Sicht
der Anwendung entsprechen die Objekte aus diesen Klassen weitgehend den in Integralformen
verwendeten Symbolen.
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Dynamische Klassifikation: Aus dem Diagramm in Bild 6.6 ist ersichtlich, daf} die Objekte der
Elementklasse keinerlei statische Informationen iiber das zu evaluierende Elementintegral
tragen. Vielmehr wird der Elementtyp durch einen oder mehrere Verweise m des Objektes der
Elementklasse auf Objekte der Integralklasse bestimmt. Die Zuweisung dieser Objekte kann zur
Laufzeit erfolgen, beispielsweise indem ein Elementobjekt angestoen wird, eine
Elementmatrix oder einen Elementvektor fiir einen bestimmten Elementtyp zu berechnen. Die
Klassifikation in Elementtypen erfolgt bei diesem Modell daher dynamisch.

Integral o—0 Element

abstrakt double[ ][]
evaluiere(Knoten[]);

I@eEedF I@upOdF
\
)
1 Ol él gl 2 1 1
Stoff Geometrie Zustand Integrationsregel

Bild 6.6 : Zweckmdfige Zusammenfiihrung mittels Typzuweisung

Im Sprachgebrauch der objektorientierten Modellierung entspricht die dynamische Klassifika-
tion einem Rollenmuster[25]. Beispielsweise nimmt ein Objekt der Elementklasse zur Laufzeit
zunichst die Rolle zur Berechnung der Elementmatrix einer Warmestromaufgabe an. Nach der
Ermittlung des Temperaturverlaufs kann dasselbe Objekt eingesetzt werden, um den Element-
vektor eines eingeprigten Dehnungsverlaufs zu ermitteln. Die Detaillierung des Modells zeigt,
daB eine sehr grofle Flexibilitit in der Wahl der Rollen erreicht wird, indem die Stiitzstellen der
Elementgeometrie getrennt von Stiitzstellen der Zustinde des Elements behandelt werden und
deren Anzahl in den Klassen fiir die Berechnung nicht angefragt wird.

Eine prizise Detaillierung eines objektorientierten Modells mit graphischen Symbolen fiir
Klassen und deren Beziehungen ist wegen deren informellen Charakters nicht méglich. Das ist
insbesondere fiir ein numerisches Modell der Fall, wenn eine effiziente Implementierung
angestrebt wird. Die Detaillierung des Modells wird daher mit Ausziigen aus dessen prototypi-
scher Implementierung in der Programmiersprache Java vorgenommen. Es werden ausschlief3-
lich die Grundelemente dieser Sprache herangezogen. Da die Schliisselworter der Programmier-
sprache aus dem Englischen entstammen, werden zur besseren Lesbarkeit auch die eingefiihrten
Klassen und Variablen englisch bezeichnet. Weiterhin werden aus gleichem Grund die Modifika-
toren fiir Zugriffsrechte public, protected und private und der fiir die Effizienz wichtige
Modifikator £inal, der den Aufruf einer Methode durch ihren Inhalt ersetzt, nicht aufgefiihrt.
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6.2 Objektorientierte Programmierung

6.2.1 Interpolation

Formfunktionen: Funktionen werden in Abhidngigkeit normalisierter Koordinaten z
interpoliert. Die Interpolationsvorschrift setzt sich aus dem Produkt von Stiitzwerten mit Form-
funktionen zusammen. Die gleichartige Nutzung unterschiedlicher Formfunktionen und ihrer
Ableitungen nach den normalisierten Koordinaten z wird durch die Einfiihrung der Schnittstelle
ShapeInterface ermdglicht:

interface ShapeInterface{

int getNumberOfSupports();

double[ ] getShapeFunctions(double[] 2z);
double[][] getShapeDerivatives(double[] z);

int getNumberOfIndependantCoordinates();
int getNumberOfNormalizedCoordinates();
double[][] getDependencyMatrix();

}
Die Schnittstelle deklariert Methoden, um fiir eine Interpolationsvorschrift die Anzahl der
verwendeten Stiitzstellen, die Formfunktionen, die Ableitungen und die Anzahl unabhingiger
und abhingiger normalisierter Koordinaten sowie deren Beziehung zueinander anzufragen. Die
in der Schnittstelle deklarierten Methoden werden dafiir in Klassen fiir Interpolations-
vorschriften definiert.

In Bild 6.7 ist das Klassendiagramm fiir exemplarische Interpolationsvorschriften darge-
stellt. Gezeigt ist die lineare Lagrange Interpolation und die lineare Interpolation in einem Sim-
plex mittels baryzentrischer, abhidngiger Koordinaten. Fiir diese Interpolationsvorschriften wird
nichtjeweils eine eigene Klasse fiir jede unterschiedliche Anzahl unabhidngiger Koordinaten ein-
gefiihrt. Sie besitzen stattdessen eine Objektvariable fiir diese Anzahl.

ShapeInterface

LagrangeLinear ) SimplexLinear
A

— O — & /N

Bild 6.7 : Interpolation: Schnittstelle und implementierende Klassen

Klassifikation nach einem Attribut: Die Objekte aus einer dieser Klassen werden mittels des
Wertes der Variablen fiir die Anzahl unabhingiger Koordinaten klassifiziert. Das entspricht einer
Klassifikation nach einem Attribut. Fine Klassifikation nach einem Attribut ist immer dann
zweckmifig, wenn die Definition der Methoden einer Klasse unabhingig von ihren Attributen
vorgenommen werden kann. Dadurch wird die Einfiihrung einer Vielzahl von Bezeichnern fiir
Subklassen einer solchen generalisierten Klasse vermieden, die sich allein in der Belegung der
Variablen unterscheiden. Interpolationsvorschriften kénnen mittels Attributen fiir Ansatzgrade
und fiir optionale Korrekturfunktionen noch sehr viel weitergehend generalisiert werden, als es
hier dargestellt ist [24].
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Beispiel: Gesucht sind die Werte der Formfunktionen einer bilinearen Interpolationsvorschrift
am Ursprung des normalisierten Koordinatensystems:

// schaffe eine bilineare Interpolation
ShapeInterface shape = new LangrangelLinear(2);
// evaluiere am Ursprung

double[] z = {0.0,0.0};

double[] s = shape.getShapeFunctions(z);

Es wird zunichst ein Interpolationsobjekt fiir eine Lagrange Interpolation geschaffen. Die
Anzahl der unabhingigen Koordinaten wird im Konstruktor des Objekts angegeben. Darauthin
wird die Interpolationsvorschrift am Ursprung ausgewertet. Das Interpolationsobjekt der
bilinearen Interpolation muf3 dabei nur einmalig fiir alle Auswertungen geschaffen werden.

Schnittstellen: Auf eine Interpolationsvorschrift wird ausschlielich {iber die in der Schnitt-
stelle deklarierten Methoden zugegriffen. Dafiir ist allein die Kenntnis der Schnittstelle und nicht
die Kenntnis tiber die tatséchlich unterliegende Interpolationsvorschrift notwendig. Fiir diejeni-
gen Objekte, welche die Schnittstelle nutzen, ist die Interpolation transparent. Die Nutzung von
Schnittstellen entspricht daher der Nutzung abstrakter Klassen. Im Klassendiagramm werden
Schnittstellen deshalb mit den gleichen Symbolen wie Klassen und deren Vererbungsbeziehun-
gen dargestellt. Zur Unterscheidung wird anstelle einer durchgezogenen eine gestrichelte Linie
verwendet.

Da Schnittstellen im Gegensatz zu abstrakten Klassen keine Attribute besitzen, ist eine
mehrdeutige Interpretation von Attributen ausgeschlossen, wenn eine Klasse mehrere
Schnittstellen implementiert. InJava kann eine Klasse mehr als eine Schnittstelle implementie-
ren, mehrfache Vererbung ist hingegen nicht erlaubt. Es besteht also in Java fiir eine Klasse,
welche die Methoden einer Schnittstelle definiert, die Moglichkeit, weitere Schnittstellen zu
definieren oder Subklasse einer anderen Klasse zu sein. Schnittstellen sind daher nach
Moglichkeit abstrakten Klassen vorzuziehen. Namenskonflikte miissen jedoch vom
Programmierer durch die Wahl geeigneter Bezeichner verhindert werden. Ein Resolutions-
operator zur Auflésung von Namenskonflikten existiert in Java nicht.
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6.2.2 Geometrie

Punkte: Der Zugriff auf die Stiitzstellen zur Interpolation der Geometrie eines Elementintegrals
wird mit der Schnittstelle PointInterface festgelegt:

interface PointInterface{
int getDimension();
double getCoordinate(int direction);

}

Die in der Schnittstelle deklarierten Methoden sind durch die Anwendung zu definieren. Die
Anwendung definiert die Methoden entweder in einer Klasse fiir Knoten, die Stiitzstellen der
Geometrie mit den Stiitzstellen des Zustands biindelt, oder sie definiert Klassen fiir Punkte
unterschiedlicher geometrischer Dimension, wie es in Bild 6.8 illustriert wird.

PointInterface ——— abstract Point
. A 4
PointlD —o» Point2D o Point3D io
1 15

Bild 6.8 : Punkte: Schnittstelle und Klassen

Geometrie: Die gleichartige Nutzung unterschiedlicher Elementgeometrien wird durch die
Einfiihrung der Schnittstelle GeometryInterface ermdglicht:

interface GeometryInterface/{

void set(PointInterface[] p);
double getDetJacobi (double[] z);
double[][] getLocalDerivatives(double[] 2z);

}

Die Schnittstelle deklariert eine Methode zum Setzen der spezifischen Stiitzstellen einer
Elementgeometrie. Die Stiitzstellen werden der Methode als Argument {ibergeben. Deren Klasse
definiert die zuvor eingefiihrte Schnittstelle PointInter face. Weiterhin werden Methoden
zur Berechnung der Determinante der Jacobi Matrix und der Ableitungen der lokalen Koordina-
ten der Elementgeometrie nach den normalisierten Koordinaten z deklariert. Als Argument
dieser Methoden dient ein Punkt der Elementgeometrie in normalisierten Koordinaten z.

Die in der Schnittstelle GeometryInterface deklarierten Methoden werden in der Klasse
Geometry definiert:
class Geometry implements GeometryInterface

ShapeInterface shape = null;
// define interface

Geometry(ShapeInterface shape) {
this.shape = shape;
...// alloc
}

}

Die Definition erfolgt unter Nutzung der zuvor eingefiihrten Schnittstelle ShapeInterface.
Ein Objekt der Klasse Geometry verweist auf ein Interpolationsobjekt, dessen Klasse die
Schnittstelle ShapeInter face definiert, wie es in Bild 6.9 illustriert wird. Das Interpolations-
objekt wird dem Konstruktor des Geometrieobjektes als Argument {ibergeben. Mit dessen
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Schnittstelle kann die Groe der fiir die Berechnung notwendigen Felder ermittelt werden, die
darauthin erzeugt werden. Mit den in der Schnittstelle ShapeInterface deklarierten Metho-
den kann die Definition der Klasse Geometry unabhingig von dem Interpolationsansatz der
Elementgeometrie vorgenommen werden.

GeometryInterface |— — — Geometry ShapeInterface

Bild 6.9 : Geometrie: Schnittstelle und Klasse

Die Klasse Geometry unterstiitzt insbesondere gekriimmte Elementgeometrien deren Element-
stufe kleiner als die geometrische Dimension ist. Dabei wird die Stufe mittels der Schnittstelle
des Interpolationsobjekts aus der Anzahl unabhingiger Koordinaten und die geometrische
Dimension mittels der Schnittstelle der Stiitzstellen aus der Dimension dieser Punkte bestimmt.

Beispiel: Gesucht ist die Determinate der Jacobi Matrix am Mittelpunkt einer riumlichen, bili-
near interpolierten Fldche:

// schaffe eine bilineare Interpolation der Geometrie

int stufe = 2;

GeometryInterface geometry = new Geometry(new LangrangeLinear(stufe));
// erzeuge und setze spezifische Stilitzstellen

Point3D[] points = ...;

geometry.set(points);

// evaluiere am Mittelpunkt

double[] z = {0.,0.}

double det = geometry.getDetJacobi(z);

Es wird zunichst ein Geometrieobjekt fiir die bilineare Interpolation von Flidchen geschatfen.
Darauthin werden dem Objekt die spezifischen Stiitzstellen einer Fliche zugewiesen. Schliel3-
lich wird die Determinante der Jacobi Matrix am Mittelpunkt dieser Fliche ausgewertet. Das
Geometrieobjekt muf3 dabei nur einmalig fiir alle bilinearen Interpolationen einer Fldche
geschaffen werden. Sind die spezifischen Stiitzstellen einer Fliche gesetzt, so konnen die iibri-
gen Methoden des GeometryInterface an beliebigen Punkten dieser Fliche ausgewertet
werden.
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6.2.3 Zustand

Basis: Fiir die allgemeine Beschreibung des Zustands sind Tensoren unumgénglich. Die Koordi-
naten eines Tensors nehmen Bezug auf seine Basis. Die prototypische Implementierung unter-
stiitzt ausschlieBlich orthonormale Basen. Dafiir wird die Klasse Base eingefiihrt. Die Basis-
vektoren werden in Feldern von Gleitpunktzahlen abgelegt. Basen werden entweder aus linearen
Transformationen anderer Basen oder durch die Angabe von Punkten erzeugt :

class Base
double[][] base = null;
int dimension;
...// define linear transforms
Base(PointInterface[] points){...}

}

Tensor: Die gleichartige Nutzung unterschiedlicher Tensoren wird durch die Einfiihrung der
Schnittstelle TensorInterface ermdglicht:

interface TensorInterface

int getOrder();

int getDimension();

Base getBase();

void setBase(Base b);

double getCoordinate(int index);

void setCoordinate(int index, double coor);
boolean getStatus(int index);

void setStatus(int index, boolean status);

}

Mit diesen Methoden wird der Zugriff auf die Stufe, die Dimension und die Koordinaten eines
Tensors festgelegt. Da einige Koordinaten eines Tensors erst nach der Durchfiihrung einer
Berechnung bekannt sind, besteht weiterhin die Mglichkeit, Koordinaten des Tensors zu setzen.
Mit der Abfrage nach dem Status wird zwischen unbekannten und bekannten Tensorkoordinaten
unterschieden. Zudem besteht die Mdglichkeit, die Bezugsbasis der Koordinaten eines Tensors
anzufragen oder diese beziiglich einer gegebenen Basis zu transformieren. In Ermangelung
variabler Argumentlisten inJava wird unabhingig von der Stufe des Tensors auf dessen Koordi-
naten mit einem einzigen Index zugegriffen. Dafiir wird eine Reihenfolge der Koordinaten fest-
gelegt.

0,1 '

TensorInterface ——— abstract Tensor 2 Base 4
K »

Tensor0 . Tensorl /7 Tensor2 X

Bild 6.10 : Tensor: Schnittstelle und Klassen

Die in der Schnittstelle deklarierten Methoden werden durch die in Bild 6.10 dargestellten Klas-
sen fiir Tensoren unterschiedlicher Stufen definiert. Unterstiitzt werden Tensoren der Stufen 0
und 1 sowie symmetrische Tensoren der Stufe 2, die als Subklasse einer abstrakten Tensorklasse
ausgebildet werden. Die Klassifikation nach der Dimension der Tensoren erfolgt mittels eines
Attributes. Die Koordinaten der Tensoren sind Gleitpunktzahlen. Fiir die Stufen 1 und 2 werden
die Koordinaten in Feldern abgelegt. Besitzt der Verweis auf die Basis den Wert null, so nehmen
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die Koordinaten implizit Bezug auf die globale kartesische Einheitsbasis. In gleicher Weise wird
nur dann ein Feld von Wahrheitswerten fiir den Status erzeugt, wenn fiir eine der Koordinaten
der Status wahr ist. Dadurch kénnen Methoden, die auf das TensorInterface zugreifen, be-
schleunigt und der Speicherbedarf gesenkt werden. In der Programmierung ist dann aber eine
Verzweigung in Abhingigkeit von den Werten der Verweise auf Basis und Status erforderlich.

Tensorfeld: Die iiber die Elementgeometrie zu integrierenden Gréfen sind Tensorfelder und
deren Ableitungen. Fiir die gleichartige Nutzung der Interpolation von Tensorfeldern wird die
Schnittstelle StateInterface ecingefiihrt:

interface StateInterface{

int getOrder();
int getDimension();
// Anzahl Stiitztensoren
int getNumberOfSupports();
// Koordinaten eines Tensorfeldes
double[ ] interpolate( double[] 2z,

TensorInterface[] t);
// Koordinaten des Gradienten bzw. des Dehnungstensors
double] ] interpolateDerivative( double[] gz,
double[][] localDerivatives,
TensorInterface[] t);
// Interpolationsvektor einer Koordinate eines Tensorfeldes

double[ ] getCoordinate( double[] 2z);
// Interpolationsmatrix des Gradienten bwz. des Dehnungstensors
double[][] getDerivative( double[] z,
double[][] localDerivatives);

}

Uber die Schnittstelle kann die Anzahl der Stiitztensoren sowie die Stufe und die Dimension
eines Tensorfeldes angefragt werden. Mittels der iibrigen Methoden wird die Interpolation eines
Feldes und dessen Gradienten an einer in normalisierten Koordinaten zspezifizierten Stelle an-
gestollen. Dabei wird zwischen der Berechnung von Interpolationsmatrizen ohne gegebene
Stiitztensoren und einer vollstindig ausgefiihrten Interpolation mit gegebenen Stiitztensoren
unterschieden. Letztere liefern aus Effizienzgriinden als Riickgabewerte Felder von Gleitpunkt-
zahlen anstelle von Objekten aus den eingefiihrten Klassen fiir Tensoren. Fiir die Interpolation
der Gradienten eines Tensorfeldes sind auflerdem die Ableitungen der lokalen Element-
koordinaten nach den normalisierten Koordinaten zu tibergeben.

Statelnterface ——— abstract State ShapeInterface

A

TensorQ0Field TensorlField

Bild 6.11 : Zustand: Schnittstelle und Klasse

Die Schnittstelle StateInter face unterstiitzt keine allgemeine Interpolation von Tensorfel-
dern beliebiger Stufe. Eine allgemeine Schnittstelle muf die Indices einer Koordinate des Feldes
beriicksichtigen, um die Koordinate sowie deren Gradienten zu interpolieren. Die Methoden der
Schnittstelle StateInterface haben keinen Index zur Bezeichnung einer Koordinate des
Tensorfeldes. Fiir Tensorfelder der Stufe O wird implizit die einzige Koordinate dieses Feldes
unterstellt. Fiir Tensorfelder der Stufe 1 wird anstelle eines Tensors der Dehnungsvektor in Inge-
nieurdarstellung als Feld von Gleitpunktzahlen beziehungsweise dessen Interpolationsmatrix
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zuriickgegeben. Der Vorteil dieser Beschrinkung liegt darin, da3 bei der Evaluation von Ele-
mentintegralen anstelle allgemeiner Tensorprodukte effizientere Matrizenprodukte ausgefiihrt
werden konnen.

Die in der Schnittstelle StateInterface deklarierten Methoden werden durch die in
Bild 6.11 dargestellten Klassen definiert. Zur Definition wird wiederum die Schnittstelle
ShapeInterface herangezogen. Dafiir wird analog zur Klasse Geometry im Konstruktor
der abstrakten Klasse State ein Interpolationsobjekt angegeben. Die Anzahl der Stiitztensoren
ergibt sich aus der Anzahl der Stiitzstellen des Interpolationsobjekts. Die Dimension des Tensor-
feldes ergibt sich aus der Anzahl unabhingiger Koordinaten des Interpolationsobjektes. Die
Klassifikation nach dem Interpolationsansatz sowie nach der Dimension des Tensorfeldes
erfolgt daher mittels eines Attributes. Die Klassifikation nach der Stufe wird durch die
Einfiihrung von Subklassen fiir die Stufen O und 1 vorgenommen. Mit der Stufe, der Dimension
und der Anzahl der Stiitztensoren liegen die GréBen der fiir die Interpolation notwendigen
Matrizen und Felder vor. Sie werden daraufthin im Konstruktor eines Zustandsobjektes erzeugt.

Beispiel: Uber der bilinear interpolierten Fliiche aus dem vorangehenden Beispiel wird ein Ver-
schiebungsfeld biquadratisch interpoliert. Gesucht ist der Dehungszustand am Mittelpunkt der
Flidche in normalisierten Koordinaten z:

// schaffe eine biquadratische Interpolation des Zustands
StateInterface state = new TensorlField(new LangrangeQuadratic(2));
// erzeuge spezifische Stilitztensoren
Tensorl[] tensors = ...;
// evaluiere am Mittelpunkt
Tensor2 strain = new Tensor2(

state.interpolateDerivative(

z,geometry.getlLocalDerivatives(z),tensors));

Es wird zunichst ein Zustandsobjekt fiir die biquadratische Interpolation eines Tensorfeldes der
Stufe 1 geschaffen. Darauthin werden die Stiitztensoren eines spezifischen Verschiebungsfeldes
erzeugt. SchlieBlich wird die Interpolation mit den Stiitztensoren und dem Geometrieobjekt aus
dem vorangehenden Beispiel ausgewertet. Das Ergebnis der Auswertung dient als Argument
eines Konstruktors fiir einen Tensor der Stufe 2. Das Zustandsobjekt muf3 nur einmalig fiir alle
biquadratischen Zustandsinterpolationen geschaffen werden.
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6.2.4 Stoffgesetze

Die Schnittstelle ConstitutiveInterface wird fiir die gleichartige Nutzung von Stoff-
gesetzen eingefiihrt:

interface ConstitutiveInterface/
void set(double[] parameters, Base base);
double[ ][] get();
TensorInterface getBehaviour(TensorInterface t);
TensorInterface getInverseBehaviour(TensorInterface t);

}

Mit der Methode set(double[] parameters, Base base) kOnnen spezifische Stoftpara-
meter und eine Bezugsbasis fiir die Koordinaten eines Stofftensors gesetzt werden. Die Koordi-
naten des Tensors werden mit der Methode get () als Matrix von Gleitpunktzahlen erhalten.
Weiterhin werden in der Schnittstelle optionale Methoden deklariert, die fiir einen gegebenen
Tensor das Stoffgesetz auswerten. Diese Methoden miissen gegebenenfalls leer definiert wer-
den, da in Java nicht zwischen optional und obligatorisch zu definierenden Methoden unter-
schieden werden kann.

Die Schnittstelle ConstitutiveInterface unterstiitzt ausschlieBlich konstante Stoff-
tensoren der Stufen 2 und 4. Dabei wird fiir einen Stofftensor der Stufe 4 vorausgesetzt, daf3 die
Definition der Methode get () so vorgenommen wird, daf} unmittelbar die Ingenieurdarstellung
des Elastizititstensors zuriickgegeben wird. Dieses Vorgehen ist konsistent mit der vorangehend
beschriebenen Zustandsinterpolation und dient einer effizienten Berechnung.

ConstitutivelInterface

Tensor20rthotropic Tensor4Orthotropic PlaneStress

Bild 6.12 : Stoff: Schnittstelle und implementierende Klassen

Die Schnittstelle ConstitutiveInterface wird durch die in Bild 6.12 dargestellten Klas-
sen fiir Stoffgesetze definiert. Isotrope Stoffgesetze gehen als Sonderfall aus den orthotropen
Stoffgesetzen hervor.

Beispiel: Fiir den Dehnungszustand aus dem vorangehenden Beispiel ist der ebene Spannungs-
zustand zu bestimmen.

// schaffe ein Stoffgesetz

ConstitutiveInterface constitutive = new PlaneStress();
// setze spezifische Parameter

double[] params={2.1E8,0.2};
constitutive.set(params,null);

// evaluiere

Tensor2 stress = constitutive.getBehaviour(strain);

Zunichst wird ein Objekt fiir den ebenen Spannungszustand geschaffen. Die spezifischen Para-
meter eines Stoffs werden gesetzt. Das Gesetz wird mit dem Dehnungstensor des vorangehenden
Beispiels evaluiert. Dabei muf} das Stoffgesetz unabhingig von den Stoffparametern nur einma-
lig erzeugt werden.
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6.2.5 Integrationsregeln

Die Schnittstelle IntegrationRuleInterface wird fiir die gleichartige Nutzung von
Integrationsregeln eingefiihrt:

interface IntegrationRulelInterface/
int getNumberOfIntegrationPoints();
double] ] getIntegrationPoint(int index);
double getIntegrationWeight(int index)

}

Die Schnittstelle deklariert Methoden, um fiir eine Integrationsregel die Integrationspunkte, die
Integrationsgewichte sowie deren Anzahl anfragen zu knnen. Die Methoden werden durch die
in Bild 6.13 exemplarisch dargestellten Klassen definiert. Einige Integrationsregeln sind hin-
sichtlich der Elementstufe sowie der Anzahl von Integrationspunkten in den Koordinatenrich-
tungen weitergehend generalisierbar.

14

IntegrationRulelInterface

LagrangeQuadrature SimplexQuadrature
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Bild 6.13 : Integration: Schnittstelle und Klassen

Fir die Herleitung der Integrationsregeln werden Interpolationsvorschriften herangezogen.
Daher kénnen Integrationsregeln in gleicher Weise wie Interpolationsvorschriften klassifiziert
werden. Es ist aber nicht zweckmif3ig eine Regel zusammen mit der assoziierten Interpolation
in einer Klasse zu definieren, da nur selten allein {iber eine einzige Interpolationsvorschrift in
normalisierten Koordinaten zu integrieren ist.

Beispiel: Der Flicheninhalt der in den vorangehenden Beispielen bilinear interpolierten Flidche
ist durch numerische Integration mit 3 Gaulpunkten fiir jede normalisierte Koordinate zu be-
stimmen:

// schaffe eine Integrationsregel

IntegrationRuleInterface rule = new LagrangeQuadrature(3,3,0);

// initialisiere Ergebnis

double area = 0.0;

// integriere

for(int i = 0; i1 < rule.getNumberOfIntegrationPoints(); i++)
area += geometry.getDetJacobi(rule.getIntegrationPoint(i))

*rule.getIntegrationWeight(i);

Dem Konstruktor eines Objektes fiir die Integration wird die Anzahl der Integrationspunkte in
drei normalisierten Richtungen tibergeben. Anschlie3end wird eine Variable fiir das Ergebnis der
Integration initialisiert. Die spezifischen Stiitzstellen des Geometrieobjektes sind bereits gesetzt.
In einer Schleife {iber die Anzahl der Integrationspunkte wird die Determinate der Jacobi Matrix
an den Integrationspunkten ausgewertet und mit dem Integrationsgewicht multipliziert. Dabei
mul} die Regel unabhiingig von ihrer Anwendung nur einmalig erzeugt werden.
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6.2.6 Integrale

Algebraische Operationen: Die Grofle ecines Feldes kann in Java zur Laufzeit bestimmt
werden. Operatoren kdnnen inJava nicht tiberladen werden. Aus diesen Griinden werden keine
Klassen fiir Matrizen und Vektoren eingefiihrt, sondern es wird die Definition der abstrakten
Klasse MatVeec vorgenommen:

abstract class MatVec({

static void mv (double[][] res, double[ ][] m, double[] Vv){...}
static void vPv(double[] res, double[] v, double[] Vv){...}
static void vEs(double[] v, double s){...}

}

Die Klasse MatVec besitzt ausschlieBlich Klassenmethoden, denen Felder von Gleitpunktzah-
len als Argumente iibergeben werden. Das erste Argument einer Methode steht fiir das Ergebnis
einer Operation. Die weiteren Argumente sind Operanden. Fiir die Bezeichner der Methoden
wird eine Syntax festgelegt: Die Zeichenm, v und s bezeichnen Matrizen, Vektoren und Skalare.
Hintereinander gestellte Zeichen kennzeichnen eine Produktbildung. Mit den Zeichen P, S und
T werden Addition, Subtraktion und Transposition gekennzeichnet. Mit dem Zeichen E wird
das Ergebnis einer Operation linksassoziativ iiberschrieben.

Beispiel: Die oben dargestellten Methoden der Klasse MatVec definieren das Produkt einer
Matrix mit einem Vektor, die Addition zweier Vektoren sowie die Multiplikation eines Vektors
mit einem Skalar.

Integral: Alle Elementintegrale werden numerisch integriert. Dafiir wird der Integrand eines
Integrals an Integrationspunkten ausgewertet und mit einem Integrationsgewicht multipliziert.
Das Integrationsergebnis folgt aus der Summe des Ergebnisses an den Integrationspunkten. Fiir
die Ausfiihrung der Integration wird die abstrakte Klasse Integral eingefiihrt:

abstract class Integral{

GeometryInterface geometry = null;
IntegrationRuleInterface rule = null;
double[ ][] result = null;

// liefert den Integranden
abstract double[][] evaluate(double[] 2z);

// flihrt Integration aus
void integrate(){
// erster Integrationspunkt
MatVec.ms( result,
evaluate(rule.getIntegrationPoint(0)),
rule.getIntegrationWeight(0)

*geometry.getDetJacobi(rule.getIntegrationPoint(0)));
// weitere Integrationspunkte
for(int i = 1; i < rule.getNumberOfIntegrationPoints(); i++)

MatVec.mPEms (result,
evaluate(rule.getIntegrationPoint(i)),
rule.getIntegrationWeight (i)
*geometry.getDetJacobi(rule.getIntegrationPoint(i)));

P}

GeometryInterface [O—— abstract Integra141© IntegrationRuleInterface

Bild 6.14 : Integral: verwendete Schnittstellen
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Eine Objekt der Klasse Integral verweist auf ein Objekt, dessen Klasse die Schnittstelle
GeometryInterface definiert, sowie auf ein Objekt, dessen Klasse die Schnittstelle
IntegrationRuleInterface definiert, wie in Bild 6.14 dargestellt ist. Zudem existiert mit
der Variablen double[][] result ein Verweis auf Felder von Gleitpunktzahlen, die das
Ergebnis einer ausgefiihrten Integration reprisentieren. Diese Verweise werden in Subklassen
der Klasse Integral initialisiert. Weiterhin ist in der Klasse die abstrakte Methode
evalutate(double[] z) deklariert. Diese Methode wird in Subklassen der Klasse geeignet
definiert. Sie liefert den Wert des Integranden an einem Integrationspunkt z.

In der Methode integrate() der Klasse Integral ist die Ausfilhrung der Integration
bereits vollstindig definiert. Dabei wird die Transformation des Integrationsbereichs in eine nor-
malisierte Darstellung beriicksichtigt. In einer Schleife {iber die Anzahl der Integrationspunkte
wird der Integrand an jedem Integrationspunkt evaluiert. Der Integrand wird darauthin mit dem
zugehdrigen Integrationsgewicht und der Determinate der Jacobi Matrix multipliziert. Im ersten
Schleifendurchlauf wird der Speicherbereich fiir das Ergebnis der Integration iiberschrieben. In
den weiteren Durchlidufen wird auf den Speicherbereich fiir das Ergebnis aufaddiert.

Die Klasse Integral wird durch Subklassen fiir die unterschiedlichen Elementintegrale
weiter zerlegt. Einige der in dieser Arbeit definierten Subklassen sind in Bild 6.15 dargestellt.
Neben einer Klasse zur Berechnung des iiberstrichenen Rauminhaltes sind ein Klasse fiir
Elementmatrizen, eine Klasse fiir Elementvektoren sowie eine Klasse fiir Elementvektoren aus
initial eingepridgten Gradienten im Klassendiagramm aufgetragen. Weitere Klassen fiir die
Berechnung der Randgleichgewichtsmatrizen aus Kapitel 2 und fiir die Berechnung der in
Kapitel 3 untersuchten Fehlernormen existieren.

abstract Integral

A A A

Volume ElementMatrix ElementVector Initialvector

Bild 6.15 : Integrale

Die Subklassen der Klasse Integral in Bild 6.15 unterscheiden sich allein durch die Defini-
tion des Integranden in der Methode evaluate(double[] z) sowie durch die Initialisierung
der Felder fiir den Integranden und das Integrationsergebnis. Die Definition einer solchen Sub-
klasse wird zunichst fiir die Klasse Volume erldutert:

class Volume extends Integral{
double[ ][] integrand={{l.}};
Volume ( GeometryInterface geometry,
IntegrationRuleInterface rule) {

this.geometry = geometry;
this.rule = rule;
this.result = new double[l][1l];

}

double[ ][] evaluate(double[] z){ return integrand;}

double get(PointInterface[] p){
geometry.set(p);
integrate();
return result[0][0];}
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Beim Erzeugen eines Objektes der Klasse volume wird dem Konstruktor der Klasse ein Objekt
tiir die Geometrie und ein Objekt fiir die Integrationsregel tibergeben. Diese Objekte definieren
die zuvor eingefiihrten Schnittstellen in ihren jeweiligen Klassen. Die Verweise auf diese
Objekte werden in den zugehdrigen Variablen der Oberklasse Integral gespeichert. Fiir eine
Berechnung des Rauminhaltes ist der Integrand konstant Eins. Dieser Wert wird in einer Matrix
von Gleitpunktzahlen abgelegt, um die Definition der Methode evaluate(double[] z) vor-
nehmen zu kénnen. Der Methode get (PointInterface[] p) werden die spezifschen Stiitz-
stellen einer Geometrie libergeben. Sie st63t darauthin die Integration an.

Beispiel: Der Inhalt der Fliche aus den vorangehenden Beispielen ist durch numerische Integra-
tion mit drei Gau3punkten fiir jede normalisierte Koordinate zu bestimmen:

// schaffe ein Integral

Integral integral = new Volume( new Geomety( new LagrangeLinear(2)),

new LagrangeQuadrature(3,3,0));

// initialisiere Eckpunkte

Point3D[] p = ...;

// integriere

area = integral.get(p);
Zunichst wird ein Objekt der Integralklasse fiir die Integration bilinear interpolierter Flichen
geschaffen. Darauthin werden spezifische Stiitzstellen einer Fliche erzeugt mit denen die
Integration ausgefiihrt wird. Das Objekt der Integralklasse mul} dabei unabhingig von den
Stiitzstellen nur einmalig geschaffen werden.

Elementmatrix: Eine weitere Definition einer Subklasse der Klasse Integral nimmt die
Klasse ElementMatrix vor:

class ElementMatrix extends Integral{

StateInterface state=null;
ConstitutiveInterface constitutive=null;
double[ ][] integrand=null;
ElementMatrix( GeometryInterface geometry,

StateInterface state,

ConstitutiveInterface constitutive

IntegrationRuleInterface rule) {
...//schaffe Speicher fiir result und integrand

}

double[ ][] evaluate(double[] z){
double[][] 2zV¥ = geometry.getLocalDerivatives(z);
double[][] g = state.getDerivative(z,zy);
double[][] ¢ = constitutive.getMatrix();

MatVec.mmmT (integrand, g,c);
return integrand;

}

double[ ][] get(PointInterface[] p, double[] params,Base base){
geometry.set(p);
constitutive.set(params,base);
integrate();
return result;

}o}
Beim Erzeugen eines Objektes der Klasse ElementMatrix wird dem Konstruktor der Klasse
jeweils ein Objekt fiir die Geometrie, fiir den Zustand, fiir das Stoffgesetz und fiir die
Integrationsregel iibergeben. Die Klassen dieser Objekte definieren die zuvor eingefiihrten
Schnittstellen, wie in Bild 6.16 dargestellt ist. Die Verweise auf diese Objekte werden in den
zugehdrigen Variablen gespeichert. Mittels der Schnittstelle des Zustandsobjekts wird die Grof3e
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der Elementmatrix ermittelt. Fiir diese sowie fiir den Integranden werden darauthin Felder von
Gleitpunktzahlen angefordert.

1
GeometryInterface (O—— abstract Integral —O IntegrationRuleInterface

1 , .
StateInterface C—— ElementMatrix —(CJ constitutiveInterface

Bild 6.16 : Elementmatrix: verwendete Schnittstellen

In der Methode evaluate(double[] z) wird der Integrand am Integrationspunkt ausgewertet.
Datfiir werden zunichst die lokalen Ableitungen mit der Schnittstelle des Geometrieobjektes
gewonnen, um darauthin mit der Schnittstelle des Zustandsobjektes die Interpolationsmatrix des
Gradienten oder die des Dehnungstensors zu bestimmen. Weiterhin wird mittels der Schnittstelle
des Stoffs die Stoffmatrix ermittelt. Schlief3lich wird das symmetrische Matrizenprodukt ausge-
fiihrt, das fiir die Elementmatrix einer Galerkin Methode kennzeichnend ist. Damit ist der Wert
des Integranden am Integrationspunkt bestimmt und wird zurlickgegeben.

Die Methode double[ ][] get(PointInterface[] p, double[] params, Base b)
liefert die Elementmatrix fiir ein spezifisches Element. Der Methode werden die Stiitzstellen
dieses Elementes und die Parameter sowie die Basis fiir das Stoffgesetz iibergeben. Die
spezifischen Stiitzstellen des Zustands sind fiir die Berechnung der Elementmatrix nicht
notwendig. Die Objekte fiir die Geometrie und den Stoff werden daraufhin mit ihren
Schnittstellen initialisiert. Schlielich wird die Integration in der Oberklasse angesto3en und das
Ergebnis der Integration, die Elementmatrix, zurlickgegeben.

Beispiel: Fiir das geometrisch bilinear und physikalisch biquadratisch interpolierte Element aus
den vorangehenden Beispielen ist ein Elementmatrixobjekt zu erzeugen. Mit dem Objekt soll
darauthin die Steifigkeitsmatrix fiir spezifische Stiitzstellen berechnet werden.

// schaffe einen Elementtyp
ElementMatrix matrix= new ElementMatrix(
new Geometry(new LangrangeLinear(2),
new TensorlField(new LangrangeQuadratic(2),
new PlaneStress(),
new GaussQuadrature(3,3,0));
// erzeuge spezifisches Element
Point3D[ ] points = ...
double[] parameters {2.1E8,0.2};
// stosse Berechnung an
double[][] ke = matrix.get(points,parameters,null);

Zunichst werden Objekte aus den Klassen der horizontalen Zerlegung erzeugt. Diese Objekte
werden dem Konstruktor eines Objektes fiir die Berechnung der Elementmatrix iibergeben.
Darauthin werden die Stiitzstellen der Geometrie eines spezifischen Elementes erzeugt und
dessen Elastizititsmodul und Querdehnzahl in ein Feld eingestellt. Schlielich wird die
Berechnung der Steifigkeitsmatrix am Elementmatrixobjekt angestofen. Dabei muf3 die
Erzeugung des Elementmatrixobjektes nur einmalig fiir alle Steifigkeitsmatrizen dieses
Elementtyps erfolgen.
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Vorteil: Die gezeigte Definition der Klasse ErLementMatrix ist nicht nur unabhingig von den
spezifischen Stiitzstellen eines Elementes, sondern sie ist auch unabhiingig von der Interpola-
tionsvorschrift der Geometrie, des Zustands und des Stoffs des Elementes. Die Definition der
Berechnung einer Elementmatrix wird nur einmalig und im Gegensatz zu konventionellen
Modellen nicht fiir jeden Elementtyp vorgenommen. Ein Elementtyp im konventionellen Sinn
wird bei diesem Modell durch Konstruktion eines Objektes der Klasse ElementMatrix
erzeugt und nicht durch eine Klasse statisch festgelegt. Darin liegt die Zielsetzung und die Neu-
artigkeit des vorgestellten Modelles.

Die Definition weiterer Subklassen der Klasse Integral erfolgt analog zur Klasse
ElementMatrix. Im Unterschied zu dieser Klasse beriicksichtigen diejenigen Klassen, die
stellvertretend fiir die Berechnung von Elementlastvektoren stehen, neben den Stiitzstellen der
Geometrie auch die Stiitztensoren der zu integrierenden Tensorfelder. In diesem Zusammenhang
wird noch einmal auf Bild 6.6 verwiesen.

Statthalterklasse: Alle Objekte, die aus einer der Subklassen der Klasse Integral geprigt
werden, werden zweckmiBig in einer Statthalterklasse abgelegt. In einer Anwendung wird auf
diese Objekte iiber die Statthalterklasse zugegriffen. Sie gewdhrleistet, dal} von jeder Subklasse,
héchstens einmalig ein Objekt mit unterschiedlichen Attributen gepridgt wird. Da die Objekte
aus den Subklassen der Klasse Integral stellvertretend fiir Typen stehen, wird die
Statthalterklasse in Anlehnung an Datenbanken als Repository bezeichnet.

Beispiel: Fiir die Spalten der Tabelle von Bild 6.2 sind Integraltypen zu erzeugen und in einer
Statthalterklasse abzulegen.

abstract class Repository{
static Integral spaltel = null;
static Integral spalte2 = null;

static Integral getSpaltel(){
if(spaltel == null)
spaltel = new InitialVector(
new Geometry(new SimplexLinear(2)),
new TensorlField(new SimplexLinear(2)),
new Orthotropic2D(),
new TensorlField(new SimplexQuadratic(2)),
new SimplexQuadrature(2,3));
return spaltel;
}
static Integral getSpalte2(){
if(spalte2 == null)
spalte?2 = new ElementMatrix(
new Geometry(new LagrangeLinear(2)),
new TensorlField(new LagrangeLinear(2)),
new Orthotropic2D(),
new LagrangeQuadrature(3,3,0));
return spalte2;

}

Fiir jede Spalte der Tabelle von Bild 6.2 ist eine Klassenvariable angelegt. Dadurch ist gewéhr-
leistet, dall unabhéngig von der Elementanzahl die Felder der Elementmatrizen und Elementvek-
toren nur einmalig angelegt werden. Zudem werden die Variablen erst und nur dann initialisiert,
wenn das Objekt tatsichlich bendtigt wird. Dadurch kann auch bei einer Vielzahl von Integralty-
pen, die in ein Repository eingetragen sind, ein geringer Speicherbedarf gewihrleistet werden.
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Aus dem Beispiel ist ersichtlich, dal} einige Objekte aus den Klassen der horizontalen Zerlegung
mehrfach erzeugt werden, obwohl sie sich in ihren Attributen nicht unterscheiden. Dieser
unndtige Speicherverbrauch kann nicht durch die Verwendung von Klassenvariablen anstelle
von Objektvariablen vermieden werden, da die Objekte der horizontalen Zerlegung nicht nur
durch Subklassen sondern auch {iber ihre Attribute klassifiziert sind. Eine Vermeidung ist
mdglich, indem auch die Objekte der horizontalen Zerlegung in einer Statthalterklasse abgelegt
werden. In Hinblick darauf, daf} die Anzahl der in einer Berechnung verwendeten Integraltypen
gegeniiber der Anzahl der zu evaluierenden Integrale gering ist, kann darauf jedoch verzichtet
werden.

Bibliothek: Der Aufbau einer Elementbibliothek im konventionellen Sinn erfolgt, indem fiir
jeden Elementtyp ein manueller FEintrag fiir sein Elementmatrixobjekt und sein
Elementvektorobjekt in ein Repository vorgenommen wird. Mittels der softwaretechnischen
Umsetzung einer mehrstelligen Relation kann dieser Vorgang automatisiert werden. Die Stellen
der n-Tupel dieser Relation entsprechen den Bezeichnern von Klassen und optionalen
Attributen aus den Klassen. Da fiir eine gro3e Anzahl von Elementen sehr hédufig auf das
Repository zugegriffen wird, kommt diese deutlich kompaktere, aber zeitaufwendigere Losung
nicht zum Einsatz.
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6.3 Leistungsbeurteilung

Vorgehensweise: Ein Vergleich der Evaluation eines Integrals nach dem vorgestellten Modell
mit einem Elementtyp, der nach dem konventionellen Modell in der Sprache Java implementiert
wird, zeigt, dal3 fiir beide Modelle die gleiche Rechenleistung erzielt wird. Dieses Ergebnis wird
durch konsequente Verwendung des Modifikators £inal und durch den vorangehend beschrie-
benen Entwurf der Schnittstellen erreicht: Fiir die Evaluation des Integranden liefern die Schnitt-
stellen ausschlieBlich Felder von Gleitpunktzahlen und nicht Objekte, so daf} in den
zeitkritischen algebraischen Operationen nicht aut Objekte mittels derer Methoden zugegritfen
wird.

Ein Vergleich weitgehend identischer Programmierungen eines Elementtyps in der Sprache
Java und der Sprache C+ + zeigt, dal mit dem derzeitigen Stand der vorausschauenden Interpre-
ter fiir diese Aufgabe Java ca. 70% der Leistung von C++ erreicht. Fiir Maschinen aus der IBM
RS6000 Reihe existiert zudem ein Compiler, der den plattformunabhingigen Bindrcode von
Java in spezifischen Code dieser Maschinen iibersetzt. Insbesondere kann bei diesem Compiler
die bei der Ausfiihrung von Java Programmen vorgenommene Uberpriifung des Giiltigkeits-
bereichs der Indices von Feldern unterdriickt werden. Dadurch kann Java fiir diese Aufgabe die
gleiche Leistung wie C++ erreichen.

Aus den Vorbemerkungen ist ersichtlich, daf die absolute numerische Leistung in Abhingig-
keit der Maschine, des Compilers und des Interpreters stark schwanken kann. Es wird daher der
Zeitbedarf der Berechnung der Elementintegrale (35) relativ zum Bedarf fiir die Losung der
linearen Gleichungssysteme (38), (39) und (40) beurteilt. Die Leistung wird in einer typischen
Ingenieurumgebung untersucht. Dafiir wird in Analogie zur Bestimmung aktueller Oberflichen
aus Kapitel 6 eine Modellaufgabe spezifiziert.

Fiir die Evaluation der Elementintegrale (35) wird das zuvor beschriebene objektorientierte
Modell eingesetzt. Fiir die Losung der linearen Gleichungssysteme werden Verfahren aus der
Literatur herangezogen [18], die in Java implementiert wurden. Die Losung der linearen Glei-
chungssysteme (38), (39) und (40) erfolgt entweder durch das direkte Verfahren von Cholesky
oder durch das iterative Verfahren der konjugierten Gradienten. Fiir das iterative Verfahren wird
die Konditionierung der Systemmatrix durch unvollstindige Cholesky Zerlegung verbessert.

Umgebung: Die Messungen erfolgen auf einem Personal Computer mit Intel PII Prozessor mit
400 MHz, 512K Level 2 Chache und 256 MB Arbeitsspeicher. Als ausfiihrendes Programm dient
die Standard-Laufzeitumgebung von Java 1.2 fiir x86 Architekturen [60] unter dem Betriebs-
system Windows NT 4.0. Mit einer in Java geschriebenen Version der gebrduchlichen LINPACK
Eichung werden in dieser Konfiguration 34,3 MFLOPS erreicht [58]. Der Laufzeitumgebung
wird initial soviel Arbeitsspeicher zugewiesen, daf3 fiir alle Untersuchungen kein Speicher auf
sekundidre Medien ausgelagert wird.

Modellaufgabe: Im dreidimensionalen Raum ist in jeder Raumrichtung i = 1,2,3 die Anzahl
R, + 1 orthogonale Rasterflichen aufgespannt. Der Abstand benachbarter Rasterflichen
betrigt 1m. Die dulBeren Rasterflichen begrenzen damit einen Quader, der unter Verwendung der
inneren Rasterflichen in E = R * R, * R; wiirfelférmige Elemente zerlegt ist. Der Quader
besteht aus einem homogen isotropen Stoff mit den Paramtern E = 1% und v = 0.2. Die
Belegung der Inzidenzrelationen eines volumenhaften Ldsungsgebietes wird durch eine
konstante Anzahl Rasterflichen R, = R in allen drei Raumrichtungen imitiert. Die Belegung
eines flachenhaften Losungsgebiets wird durch eine konstante Anzahl R, = R, = R in zwei
Raumrichtungen und die Anzahl R; = 1 in der dritten Raumrichtung ausgedriickt.
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Auf dem gesamten AuBlenrand des Quaders ist der Verschiebungszustand mit u,(x) = x
gegeben. Die Wiirfel werden trilinear isoparametrisch interpoliert. Der Verschiebungsansatz
kann die gegebenen Verschiebungen exakt darstellen. Die Berechnung des Gleichungssystems
(38) ist daher nicht notwendig. Die Randspannungen auf den quadratischen Auf3enflidchen wer-
den biliniear interpoliert. Sowohl fiir die Elementintegrale des Gebietes als auch fiir die Element-
integrale auf dem Rand werden zwei Gaul3punkte in jeder Richtung verwendet. Untersucht wird
der Zeitbedarf und der Speicherbedarf fiir unterschiedliche Werte der Rasteranzahl R.

Erwartungswert des Speicherbedarfs: Der Speicherbedarf fiir Elemente, Aulenflichen und
Knoten entspricht weitgehend demjenigen aus der Modellaufgabe von Kapitel 5.5. Dabei miis-
sen die Knoten noch mit einem konstanten Faktor fiir die Koordinaten der Punkte, des Verschie-
bungstensors und des Randspannungstensors beaufschlagt werden. Fiir die Darstellung des
Bedarfs wird daher auf die Diagramme von Bild 5.12 verwiesen. Der Speicherbedarf fiir die
Evaluation der Elementintegrale ist vernachlédssigbar gering und wird daher nicht aufgefiihrt.

Der Speicherbedarf fiir die Losung der linearen Gleichungssysteme kann fiir die gegebene
Aufgabe gut abgeschitzt werden. Dabei wird die Abschitzung auf den Bedarf fiir die System-
matrizen beschrinkt, da diese den wesentlichen Anteil des verfiigbaren Speichers verbrauchen.
Die Dimension des Gleichungssystems wird mit D bezeichnet. Fiir die Bestimmung des Erwar-
tungswertes fiir die Systemmatrizen aus Gleichung (39) und (40) werden zunéichst die Daten-
strukturen der beiden eingesetzten Losungsverfahren vorgestellt.

Fiir das direkte Verfahren von Cholesky mit Profilstruktur sind alle Koeffizienten innerhalb
des Profils zeilenweise in einem einzigen Koeffizientenfeld von Gleitpunktzahlen gespeichert.
In einem Feld von Ganzzahlen der Linge D ist die Tiefe des Profileinschnitts fiir jede Zeile der
Matrix vermerkt. In einem weiteren Feld von Ganzzahlen der Linge D ist der Anfangsindex des
Koeffizientenfeldes fiir jede Zeile des Systems eingetragen. Der Bedarf fiir die Felder von Ganz-
zahlen kann vernachlissigt werden. Fiir das direkte Verfahren ergibt sich bei einer mittleren
Bandbreite b daher ein Bedarf von b * D Gleitpunktzahlen.

Fiir das iterative Losungsverfahren sind alle tatsidchlich besetzten Koeffizienten zeilenweise
in einem einzigen Koeffizientenfeld von Gleitpunktzahlen abgelegt. Bei einer mittleren Anzahl
k tatsdchlich besetzter Koeffizienten einer Zeile kann die Linge des Koeffizientenfeldes mit
k * D abgeschitzt werden. Die unvollstindige Zerlegung dieses Feldes fiihrt zu einem weiteren
Feld gleicher Linge und gleichen Typs. Weiterhin wird ein Feld gleicher Linge vom Typ Ganz-
zahl verwendet, das fiir jeden Koeffizienten in den zuvor genannten Feldern den Spaltenindex
der Systemmatrix speichert, sowie ein Feld vom Typ Ganzzahl der Linge D, das den Index des
Beginns jeder Zeile im davor genannten Feld speichert. Unter Vernachlidssigung des zuletzt
genannten Feldes und unter Beriicksichtigung, dal fiir eine Ganzzahl die Héilfte des Bedarfs
einer Gleitpunktzahl veranschlagt wird, folgt fiir das iterative Verfahren ein Bedarf von
2,5 *k * D Gleitpunktzahlen.

An jedem Knoten der Modellaufgabe sind drei Freiheitsgerade zu beriicksichtigen. Fiir die
Abschiitzung der Bandbreite b des direkten Verfahrens wird eine lexikographische Sortierung
der Punktkoordinaten der Knoten unterstellt. Fiir das iterative Verfahren wird mittels der Adja-
zenzrelation der Knoten die Anzahl tatsdchlich besetzter Koeffizienten k in einer Zeile fiir die
Steifigkeitsmatrix aus (39) mit k = 3 * 33 und fiir die Randgleichgewichtsmatrix aus (40) mit
k = 3 * 32 abgeschiitzt. Der Bedarf fiir eine Gleitpunktzahl betriigt 8 Byte. In Tabelle 6.1 sind
die Erwartungswerte des Speicherbedarfs fiir die Matrizen fiir einige der verwendeten Elemen-
tierungen in Abhéngigkeit der Rasteranzahlen R, zusammengestellt.
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Raster Steifigkeitsmatrix aus (47) Randgleichgewichtsmatrix aus (48)
R1xRoxRa D |PCG [MB] |LLT [MB] D |PCG [MB] |LLT [MB]
8x8x8 1029 1,7 1,2 1158 0,6 0,2
16x16x16 10125 16,4 54,7 4614 25 1,5
32x32x32 89373 144.,8 2061,3 18438 9,3 12,9
32x32x1 0 0 0 6534 3,3 4,6
64x64x1 0 0 0 25350 13,2 37,7
128x128x1 0 0 0 99846 53,1 302,0

Tabelle 6.1 :  Erwartungswerte des Speicherbedarfs

Fiir die flichenhafte Elementierung muf3 kein Gleichungssystem zur Bestimmung der unbekann-
ten Verschiebungen geldst werden, da an allen Knoten die Verschiebungen eingeprigt sind. Fiir
die fett gedruckten Eintrdge steht nicht genligend Arbeitsspeicher zur Verfiigung. Fiir eine grof3e
Anzahl von Freiheitsgraden ist der Speicherbedarf des konjugierten Gradientenverfahrens deut-
lich geringer als der Bedarf des Cholesky Verfahrens. Dieser Vorteil ist im rdumlichen Fall noch
ausgeprigter, da dort die Bandbreite des direkten Verfahrens quadratisch mit der Rasteranzahl
wichst. Die gemessenen Werte weichen bis zu 10% von den Erwartungswerten ab. Unter
Beriicksichtigung der fiir die Abschitzung der Erwartungswerte vorgenommenen
Vereinfachungen und der im Kapitel 5.5 erwihnten Meftoleranz ist die Abweichung plausibel.
Auf eine Dokumentation der MeBergebnisse wird verzichtet.

Erwartungswert des Zeitbedarfs: Die Absolutwerte des Zeitbedarfs sind von nachrangigem
Interesse. Untersucht wird der Zeitbedarf fiir die Evaluation der Elementintegrale im Verhéltniss
zum Zeitbedarf der Losung der zugehorigen Gleichungssysteme. Datfiir wird der Gesamtbedarf
des Losungsvorgangs einschlieSlich des Aufbaus der Systemgleichungen und abziiglich des
Bedarfs der Evaluation der Integrale bewertet. Fiir die Evaluation der Elementintegrale ist dabei
ein linearer Zusammenhang des Zeitbedarfs mit der Anzahl von Elementen bzw. Au3enflichen
zu erwarten. Der Aufwand fiir die Losung der linearen Gleichungssysteme wird in Abhdngigkeit
der Anzahl der Freiheitsgrade abgeschitzt.

Eine Aufwandsabschitzung fiir das Cholesky Verfahren wird aus [40] entnommen. Der Auf-
wand wird dort getrennt fiir die Zerlegung der Koeffizientenmatrix, der Vorwirts- und der Riick-
wirtsauflosung abgeschitzt. Wesentlich ist die Zerlegung mit einem Aufwand O(b2 N), wobei
b die mittlere Bandbreite und N die Dimension des Gleichungssystems bezeichnet. Fiir das
konjugierte Gradientenverfahren gilt zunéichst, daf3 in N Schritten die Losung erreicht ist, so dal3
der Aufwand pessimistisch mit O(k N2) abgeschiitzt werden kann, wobei k die mittlere Anzahl
besetzter Koeffizienten in einer Zeile und N die Dimension des Systems bezeichnet. Unter dieser
Abschiitzung ist mit dem konjugierten Gradientenverfahren nur dann ein Gewinn hinsichtlich

des Zeitbedarfs zu erzielen, wenn b? > k * N. Eine engere Abschiitzung wird daher aus [8]
entnommen:

" oa i
u— u —
i Sz(ﬁ 1) 105
| w = g Jk+1
Dabei bezeichnet u die Losung, u, die Niherung im i-ten Schritt, |- - - |; die quadratische Norm

der Systemmatrix und « deren Spektralradius. Aus der Formel ist ersichtlich, da3 mit dem Spek-
tralradius eine Obergrenze der Konvergenzrate des Iterationsverfahrens festgelegt werden kann.
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Mit einem geringen Spektralradius ist eine hohe Konvergenzrate zu erzielen, so daf eine Losung
im Rahmen einer vorgegebenen Genauigkeit in deutlich weniger als N Schritten erreicht ist. Die
Vorkonditionierung des Verfahrens mit der unvollstindigen Cholesky Zerlegung zielt darauf ab,
den Spektralradius zu senken. Auch die Abschitzung (105) ist pessimistisch [8]. Eine akkurate
Abschitzung mufl die Verteilung aller Eigenwerte der Matrix im Spektrum beriicksichtigen.

Messung: In Bild 6.17 ist das Ergebnis der Zeitmessung in doppelt logarithmischen Diagram-
men zur Basis Zwei dargestellt. Die beiden Diagramme im oberen Teil des Bildes vertafeln die
Ergebnisse der volumenhaften Elementierung und das untere Diagramm steht fiir die flichige
Elementierung.

8 122 16° 243 328 83 123 16° 24° 32°
512,00
E 20,48 t [sek E
256,00 1024
128,00 512
64,00 2,56+
32,00+ 1,28+
16,00+ 0,64
8,00 0,32
4,00 0,16+
2,007 Lésung im Gebiet N 0,08 Losung auf dem Rand N
1900 T T T T T 0504 T T T T T
210 212 214 216 210 212 214 216
167 322 642 1282
X Evaluation der Elementintegrale 2048+ ¢ [sek ] E
10,24
A Konjugiertes Gradientenverfahren 5:124
2,56
1,28
® Cholesky Verfahren
0,64
0,32
N Anzahl der Freiheitsgerade
0,16
0,08 ;
E  Anzahl der Elemente im Gebiet Losung auf dem Rand N
0504 T T T T T
210 212 214 216

Bild 6.17 :  Zeitbedarf des erweiterten Prinzips fiir die Modellaufgabe

Beurteilung: Die Absolutwerte des Zeitbedarfs zeigen, dall die Berechnung des Rand-
gleichgewichts aus der Erweiterung des Prinzips virtueller Verschiebungen zu einem deutlich
geringeren Zeitbedarf gegeniiber der Losung im Gebiet fiihrt. In allen Diagrammen ist der
erwartete lineare Zusammenhang zwischen der Anzahl der Freiheitsgerade und dem Zeitbedarf
fir die Evaluation der Elementintegrale ersichtlich. Weiterhin bestitigt sich die Aufwands-
abschitzung fiir das Cholesky- Verfahren in allen Diagrammen. Dabei ist aber fiir die Losung
des Randgleichgewichts zu beriicksichtigen, dal} die lexikographische Anordnung der Knoten
nach ihren Koordinaten zu einer suboptimalen Anordnung fiihrt, so dal} der Absolutwert des
Zeitbedarfs noch gesenkt werden kann.
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Gegentiber dem Verfahren von Cholesky ist der erheblich geringere Zeitbedarf des konjugierten
Gradientenverfahrens deutlich. Dabei streuen die Werte stirker als im deterministischen
Verfahren nach Cholesky. Auf dem Rand wird fiir grobe und mittlere Elementierungen ein fast
lineares Wachstum zur Aufgabengrole erzielt. Insbesondere gegeniiber dem konjugierten
Gradientenverfahren zeigt sich, dal} der Zeitbedarf fiir die Evaluation der Elementintegrale auch
fiir eine lineare Aufgabe nicht zu vernachlissigen ist. Das gilt auch fiir Ansidtze mit geringem
Polynomgrad, wie in dieser Aufgabe.

Die dargestellten Kurven kénnen nicht dazu dienen, die Verfahren zur Ldsung positiv
definiter linearer Gleichungssysteme zu vergleichen. Die betrachteten Systemmatrizen sind
durch die Wahl eines uniformen Gitters und eines linearen Elementansatz sehr gut konditioniert,
wie eine Priifung des Spektralradius zeigt. Zudem ist die Materialbelegung im Gebiet homogen.
Andererseits zeigt sich fiir das System auf dem Rand auch fiir nicht uniforme Gitter eine hohe
Konvergenzrate des konjugierten Gradientenverfahrens. Da fiir die Elementbeitrige zur
Randgleichgewichtsmatrix C aus GI. (40) nicht iiber die Ableitungen der Ansitze integriert
wird und keine Stoffmatrix eingeht, ist die Matrix C stark diagonal dominant.
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7 Instationare Warmestromung

Die in dieser Arbeit diskutierte Erweiterung des Prinzips virtueller Verschiebungen entsteht aus
der Wahl, einen Ansatz fiir die energetisch konjugierte Grée auf dem Verschiebungsrand aufzu-
stellen. Die resultierende Arbeitsgleichung folgt aus der konsequenten Anwendung der Methode
der gewichteten Reste. Dieses Vorgehen ist nicht auf das lineare Randwertproblem der
Elastostatik beschrinkt. An Beispiel des Anfangswertproblems der instationiren Wérme-
strobmung wird gezeigt, dal} die gewonnenen Ergebnisse auf erweiterte Aufgabenstellungen
tibertragbar sind.

7.1 Differentialform

Betrachtet wird ein Gebiet V C R? und dessen Rand F C V. Im Gebiet V sind Feldfunktionen
tiir alle Punkte x € V und alle Zeitpunkte t € R zu bestimmen:

T = T(t,x) Temperaturfeld T
f = f(t, x) Wirmeflu3dichte £
w = w(t,x) Wirmequelldichte w

Im Gebiet V sind folgende Funktionen bekannt und {iber die Zeit t als konstant vorausgesetzt:

A = A(x) Wirmeleittdhigkeit A
c = ¢(x) spezifische Wirmespeicherkapazitit ¢
0 = 0(x) Dichte ©

Unter Beriicksichtigung der Linearisierung der stoffabhingigen Gréflen folgen die Bestim-
mungsgleichungen der instationiren Wirmestrémung:

f=—-AVT VxEevV Leitungsrelation (106)
w =0 c% =ocT VxEevV Speicherungsrelation  (107)
V-t+w=0 VxEevV Leistungsbilanz (108)

Der Rand F des betrachteten Gebietes besitzt bis auf eine endliche Menge von Punkten eine
eindeutige Aullennormale n(x). Die aus dem Rand tretende Energiemenge pro Flichen- und
Zeiteinheit wird als Wiarmestromdichte bezeichnet. Fiir den Wirmestrom q(x) auf dem Rand
gilt:

q= f(x)Tn(x) Vx€EF Wirmestrom (109)

Die Menge der Randpunkte kann disjunkt in die Teilmengen F und Fq zerlegt werden. An
jedem Punkt des Randes ist fiir jeden Zeitpunkt eine der nachfolgenden Randbedingungen
gegeben:

T = Ty(t,x) Vx € Fp Temperaturrand (110)

q = qo(t.x) Vx € Fq Wirmestromrand (111)
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Zum Anfangszeitpunkt t, sind die Werte des Temperaturverlaufs Tim Losungsgebiet V bekannt:

T = T(to, x) VxEevV Anfangswerte (112)

Die Gleichungen (106), (107), (108) und (109) beschreiben die Wirmeleitung als lineares An-
tangswertproblem erster Ordnung mit der Anfangsbedingung (112) und den Randbedingungen
(110) und (111).

Eine Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der obigen Beziehungen ist, daf die materiellen Teil-
chen des K&rpers um eine feste Mittellage schwingen. Diese Voraussetzung trifft fiir realistische
Problemstellungen hiufig nicht zu. An dem Ubergang zu einem konvektiven Bereich wird dann
eine geeignete Randbedingung spezifiziert:

q=a (T — TO) Vx € Fy Konvektionsrand (113)

Mit Gleichung (113) wird eine lineare Beziechung zwischen dem Wirmestrom q und der Diffe-
renz aus Umgebungstemperatur T, und vorhandener Temperatur T auf dem betrachteten
Konvektionsrand eingefiihrt. Die Proportionalititskonstante o wird als Wiarmetibergangskoefti-
zient bezeichnet. Sie wird experimentell ermittelt.

Eine weitere Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der obigen Beziehungen ist, daf} die Wirme
nicht durch Strahlung iibertragen wird. Auch diese Annahme trifft fiir realistische Problemstel-
lungen hiufig nicht zu. An dem Ubergang zu einem angestrahlten Bereich wird dann eine
Strahlungsrandbedingung spezifiziert:

q=x (T4 — T04> Vx € Fy Strahlungsrand (114)

Die Konstante k wird aus der Stefan-Boltzmann Konstanten unter Beriicksichtigung des
Emissionsvermdgens des Strahlers, des Absorptionsvermdgens des Randes und geometrischer
Faktoren bestimmt [4]. Unter Beriicksichtigung von Gleichung (114) wird das Anfangswertpro-
blem nicht linear. Fiir eine geringe Temperaturdifferenz zwischen Umgebungstemperatur T,
und vorhandener Temperatur T kann die Strahlungsrandbedingung (114) durch eine lineare
Beziehung der Form (113) ersetzt werden.
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7.2 Integrale Form

Fiir die Herleitung der Arbeitsgleichung wird ein Ansatz T fiir die Temperatur im Losungs-
gebiet V und ein unabhiingiger Ansatz g" fiir den Wirmestrom auf dem gesamten Auf3enrand
F fiir alle Zeitpunkte t gewéhlt. Der Wéarmefluf3 wird mittels der Leitungsrelation (106) und die
Wirmequelle mittels der Speicherungsrelation (107) aus dem Ansatz T ermittelt. Der Ansatz
q" fiir den Wiirmestrom nimmt auf dem Wirmestromrand (111) die eingeprigten Werte q,, an.
Dadurch sind die Gleichungen (106), (107) und (111) a priori befriedigt.

Die Gleichung (109) driickt die Vertréglichkeit des Wirmestroms, der mit den Gleichungen
(106) und (107) aus dem Ansatz T" ermittelt wird, mit dem Wirmestrom des Ansatzes q" aus.
Diese Gleichung ist im Gegensatz zu der konventionellen Ableitung der Arbeitsgleichung hier
wegen der Unabhiingigkeit der Ansiitze T" und q" nicht befriedigt. Weiterhin wird im Gegensatz
zur Ableitung der Arbeitsgleichung in der konventionellen Form nicht gefordert, daf3 der Ansatz
T" die eingeprigten Werte T, auf dem Rand Fyannimmt. Es verbleiben daher die Gleichungen
(108), (109) und (110) fiir die Anwendung der Methode der gewichteten Reste:

IéT(V-f+w)dV+[

8T(q — n"f) dF + [ 8q(T — Ty)dF = 0
FT,Fq

Fp

Nach Anwendung des Gaul3schen Integralsatzes auf den ersten Term der obigen Gleichung folgt:

[ —6(VT)deV+[ 6TandF+[ STwdV
\% Fp.Fy \%

+[ 6T(q—an)dF+[ 8q(T — Ty)dF =0
F;F F

"4 T

Die Variationen 8T der Temperatur sind auf dem gesamten Rand F zuldssig. Nach Aufhebung
von Identititen und Substitution der a priori befriedigten Bestimmungsgleichungen (106), (107)
und (111) folgt die Arbeitsgleichung der instationiren Wéarmestromung in der erweiterten Form:

[6TQC%dV +[ SVT) A VTdV+I 6quF+[ 8q T dF =
\% \% F

T FT

IéTquF+I dqT,dF (115)
F

q FT

Diese Vorgehensweise impliziert, daf3 bei der Formulierung der differentiellen Form der Bestim-
mungsgleichungen keine der Gleichungen, die nicht a priori befriedigt sind, in eine der anderen
Gleichungen substituiert wird. Das gilt insbesondere fiir die Substitution von Gleichung (109)
in Gleichung (111).
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7.3 Raumliche Diskretisierung

Die Integralgleichung wird in eine Summe von Elementintegralen zerlegt. Dafiir wird der
globale Ansatz fiir die Temperatur als Summe lokaler Ansétze mit € -Kontinuitéit ausgedriickt.
Entsprechend der Zerlegung des Gebietes wird der globale Ansatz tiir den Wiarmestrom am Rand
des Gebietes als Summe lokaler Ansétze mit C,-Kontinuitét ausgedriickt.

T(x) = Z Tc(x(z)) Te(x(z)) = q)e(z)'i‘e Te=R.T VxEV

~

q(x) = qu(x(z)) q:(x(z)) = o(z) q, q,= Ri q Vx € F; (116)

Substitution der Ansétze (116) in die Arbeitsgleichung (115) liefert folgende Systembeitrige:

[ 85To cﬂ dv = 8T M7 aT Speichermatrix M

\

[ d(V T) A VTdV = STKT Leitmatrix K

[ dTqdF = 6 T Cq Randgleichgewichtsmatrix  C

[ ST q, dF = 8T q, Flichenstromvektor a0

[ 8qT,dF = 6(]T ’i’o Flachentemperaturvektor ’i’o (117)

Jede Variation 8T der Stiitzwerte der Temperatur und jede Variation 8q der Stiitzwerte des
Wirmestroms auf dem Rand F; liefert jeweils eine Zeile des nachfolgenden Systems linearer
Ditferentialgleichungen erster Ordnung:

M | 0 [[¢T] | K | C ||T d
at B
N -
0 0 0 CcT | 0 q T
° (118)
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Zur Losung des Systems wird der Stiitzwertevektor der Temperatur Tin einen Stiitzwertevektor

der Temperatur ’i‘T auf dem Temperaturrand F; und einem Stiitzwertevektor ’i“q der tibrigen
Stiitzwerte geteilt:

qu MqT 0 Tq qu KqT 0 Tq ‘A10q
My, My 0 Tr|+ | Ky |[Ker| C || Tr | |Qq
0| 0/0(]o0 0| C"l0|]|q T,

(119)

Aus der dritten Zeile der Gleichung (119) folgt ein lineares, symmetrisches, regulires

Gleichungssystem fiir die unbekannten Temperaturen ’i‘T fiir jeden Zeitpunkt t :

A A

Cl'T; =T, (120)

Wird der gegebene Temperaturverlauf T(t,x) auf dem Rand F; vom Ansatz fiir die Temperatur

T(t,x) exakt erfal’t, so nehmen die Stiitzwerte ’i‘T berechnet mit Gleichung (120) genau den
gegebenen Wert an dieser Stelle an. Die Berechnung dieser Gleichung ist dann nicht notwendig.

Aus der Substitution der Losung ’i‘T aus Gleichung (120) in die erste Zeile der Gleichung
(119) folgt das aus der Literatur bekannte System linearer Differentialgleichungen der
instationdren Wirmestrdomung [4][41]. Die Koeffizientenmatrizen dieses Systems sind
symmetrisch und positiv definit.

My Tq+ Kgq Tg= qoq = M Ty — K7 Ty (121)

Aus der Substitution der Losung ’i“q und ’i“q aus Gleichung (121) und der Ldsung ’i‘T aus
Gleichung (120) in die zweite Zeile der Gleichung (119) folgt ein lineares, symmetrisches,
reguliires Gleichungssystem fiir den Wiirmestromq auf dem Rand F, fiir jeden Zeitpunkt t :

~ ~

C ‘Al = (A]OT - MTq Tq =My Tp— KTq Tq— Kpp Ty (122)

Die rechte Seite der Gleichung (122) liefert das integrale Residuum beziiglich der inneren
Leistungsbilanz. Ist durch die Bearbeitung der Gleichung (121) die Temperatur im gesamten
Ldsungsgebiet fiir einen Zeitpunkt t gegeben, so kdnnen fiir diesen Zeitpunkt durch Lésung des
linearen Gleichungssystems (122) die Wirmestrome q auf dem Rand F; bestimmt werden.
Diese Wirmestrome stehen dabei zu jedem Zeitpunkt t im Gleichgewicht mit den Wérme-
stromen, die auf dem Rand F, eingepridgt werden.

Der Ansatz q" fiir den Wirmestrom muf nicht auf den AuBenrand F beschrinkt werden,
sondern kann auch auf Schnitten durch das Losungsgebiet unternommen werden. Dafiir wird in
Analogie zu Kapitel 2.4 die Aufgabe durch Ubergangsbedingungen fiir die Temperatur und den
Wirmestrom auf dem Schnitt erweitert. Folglich geniigt es auch hier, einmalig die Temperatur
im Gesamtgebiet zu bestimmen, um anschlieend auf beliebigen Schnitten die Stiitzwerte des
Wiirmestroms q mit Gleichung (122) zu ermitteln. Zur Férderung der Ubersichtlichkeit wird
diese Eigenschaft fiir die instationire Wérmestrdmung nicht nachgewiesen.
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7.4  Zeitliche Diskretisierung

Zur Forderung der Ubersichtlichkeit werden die Subskripte in der zeitabhiingigen Gleichung
(121) nicht aufgefiihrt und die rechte Seite der Gleichung im Vektor b zusammengetal3t:

MT(t) + K T(t) = b(t) (123)

Auf der Zeitachse t werden Stiitzstellen t, mit i = 0,1, ...., o fiir die Komponenten des unbe-

kannten Stiitzwertevektors T(ti) = T' und des bekannten Vektors b(ti) = b! eingefiihrt. Unter
Verwendung einer normalisierten Koordinate wird ein linearer Ansatz fiir den Verlauf der
Stiitzwerte in einem Zeitintervall h unternommen:

h=t_, -t

1

t=1t+hs Vs:1=2s=0
T(t) = T'+ (T - Ti)s
b(t) = b+ (bi*! — bi)s

f(t) - W (124)

Die Aufgabe wird wiederum mit der Methode der gewichteten Reste geldst. Durch Substitution
der Ansitze (124) in Gleichung (123) wird das Residuum r(s) ermittelt:

I‘(S) :MW-F K (Tl + (Ti+1 _ Tl) S) _ bi_ (bi+l _ bi)s (125)

Das Residuum r(s) wird iiber das Zeitintervall hintegriert. Als Gewichtung wird die Kollokation
am Zeitpunkt t = t._ , verwendet. Daraus folgt eine Iterationsvorschrift fiir den Stiitzwertevek-

tor der Temperatur T', die in der Literatur [4] als explizites Bulerverfahren bezeichnet wird:

(M +hK) T'*'=MT !+ hbit! (126)

Bei gegebener Anfangsldsung TYkann die Losung fiir die nachfolgenden Zeitpunkte T!, T2... T
iterativ bestimmt werden, indem das lineare Gleichungssystem (126) in jedem Zeitschritt gelOst
wird. Im Fall eines linearen Anfangswertproblems bleibt dabei die Systemmatrix unverdndert
und es geniigt, sie einmalig zu zerlegen. Als Anfangslosung wird im Folgenden die stationdre
Losung verwendet.

Durch Substitution der Lésung Ti*! der Gleichung (126) in das Gleichungssystem (122)

kénnen fiir jeden Zeitschritt die unbekannten Stiitzwerte des Wirmestroms q auf dem Rand F,
oder auf einem Schnitt durch das Ldsungsgebiet V bestimmt werden. Die Bestimmung des

Wirmestroms q muf} dabei nicht in jedem Zeitschritt erfolgen und die Schnitte konnen
festgelegt werden, nachdem die Losung T'*! der Gleichung (126) bestimmt worden ist.
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7.5 Beispiel: Warmestromung in einem Konstruktionsdetail

Aufgabe: Untersucht wird das sommerliche Wiarmeverhalten eines Konstruktionsdetails. Dazu
wird ein Wiirfel mit 1,44 m Kantenlinge aus einem Bauwerk ausgeschnitten. Die Wénde und
Decken des Bauwerks sind mehrschichtig aufgebaut. Der Autbau istin Bild 7.1 gezeigt. Auf der
linken Seite ist der Ausschnitt und auf der rechten Seite sind die Schichten des Ausschnitts
dargestellt.

Bild 7.1 : Konstruktionsdetail

Innerhalb einer Schicht werden die Materialparameter als konstant vorausgesetzt. Tabelle 7.1
stellt die Werte der in der Untersuchung verwendeten Parameter und Schichtdicken zusammen:

Material Dicke [m] Leitfahigkeit [W/mK] Kapazitat [Nm/kgK] Dichte [kg/m9]

Ziegel 0,24 0,96 1000 2000
Luft 0,12 0,07 1000 1,25
Dammung 0,12 0,15 1300 500
Mauerwerk 0,36 0,70 1000 1400
Beton 0,24 2,1 1000 2400

Tabelle 7.1 :  Geometrie und Materialparameter

Randbedingungen: Auf den Schnittflichen des Detailausschnittes wird ein Wiarmestrom mit
Betrag Null eingeprigt. Hier herrscht vollkommene Isolation normal zur Flidche. An den {ibrigen
Aulenflichen der Konstruktion wird eine Konvektionsrandbedingung (113) angesetzt. Dazu

wird an der AuBenseite des Hauses ein sinusférmiger Temperaturverlauf zwichen 10° und 30°
Celsius angenommen. Oberhalb der Betondecke wird die Temperatur mit konstant 20° Celsius

und unterhalb mit 15° Celsius festgelegt. Die Wirmeiibergangskoeffizienten e, = 0—104 mVZVK
_ 1 W ST
und oy, = 0.3 mK werden bauphysikalischen Tabellen entnommen.
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Losung im Gebiet: Die Aufgabe wird mittels der Iterationsvorschrift von Gleichung (126)
geldst. Dafiir wird zunéchst die stationdre Losung ermittelt. Ausgehend von diesem Anfangszu-
stand wird mit Zeitschritten von h = 30 miniteriert. Bild 7.2 zeigt die Isofldchen der Temperatur
tiir den Anfangszustand t = 0 h sowie fiir den Zeitpunkt t = 12 h. Der Verlauf wird im Intervall

[10°520°] linear zwischen Rot und Blau im RGB Modell interpoliert.

Bild 7.2 : Temperaturen t = 0hund t = 12h im Gebiet

Bild 7.3 zeigt die zugehdrigen Temperaturgradienten an den Integrationspunkten. Die Gradien-
ten werden als Pfeile innerhalb der transparent gezeichneten Konstruktion dargestellt. Bertick-

sichtigt sind alle Gradienten, deren Betrag den Schwellwert 10 % tibersteigt. Der maximale

Betrag ist ca. 20 % . Der gewiinschte, steile Temperaturabfall in der Ddmmschicht wird erzielt.

1
x'lrf‘f;'rf;"‘f

Bild 7.3 : Gradienten t+ =0hund t = 12h im Gebiet

Bild 7.4 zeigt die zugehdrigen Wirmefliisse an den Gaul3punkten. Die Fliisse werden als Pfeile
innerhalb der transparent gezeichneten Konstruktion dargestellt. Aufgetragen sind alle Fliisse,

deren Betrag den Schwellwert 5 mVyK tibersteigt. Der maximale Betrag ist ca. 15mVyK. Ein
Wirmeabfluf3 durch die stark leitende Betondecke ist erkennbar. Die geringe Leitfihigkeit der
Wirmeddmmung sowie die hohe Kapazitit des Mauerwerks verhindern ein starkes Zustrémen

von Wirme bei hoher Aulentemperatur.
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Bild 7.4 : Wirmefliisse t = 0hund t = 12h im Gebiet

Losung auf dem Rand: Auf dem gesamten Aullenrand der Aufgabe sind die Wirmestréme
durch die Randbedingungen (111) und (113) bereits vorgegeben. Eine Randbedingung in Form
von Gleichung (110) liegt nicht vor, so daf} das Gleichungssystem (122) fiir die Wirmestréme
auf dem Aullenrand nicht zu 16sen ist. Das Beispiel wird daher eingesetzt, um die in Kapitel 3.5
und Kapitel 5 diskutierten, interaktiv gefiihrten Schnitte zu illustrieren. Der Ansatz fiir den
Wirmestrom wird in der Schnittfliche aufgestellt. Daraus ergibt sich ein Gleichungssystem der
Form (122), dessen Losung die Wiarmestrome an den Stiitzstellen des Ansatzes auf der Schnitt-
flidche sind.

[=340 IS [=1E ﬂ]ﬂMauemelkBuundaw O] %]
L3 Tahelle  Bearheiten  LookaFeel  Hife
=1 Model
[ modes i Die Tabelle enthalt 284 Objekte der Klasse heat.Face
N f i Mol P T, et P P e Lol Top Lon Ll Tne
[ Elements 1 925 | 934|935 | 926 | 0.0 0.0 | 00 00| 00 | 00 | 00| 0.0 [hea.| (o
[ Faces 905 | 913 [ @14 [ 906 (200 | 76.[ 00 00 [0z 03.[03.|02. hea
@_%;Z';jmmmm' 721 | 728643 [ 834 00 | 00 [ 00 00 ][00 00[00] 00 hea.| |
oo 716 [ 831 [ 840723 |00 o000 00 |00 | o000/ 00 hea| [

B16 | 625 | 680 | 679 | 0.0 00 | 00 00 |00 | 00|00 00 hea
910 | 918 | 918 | 911 | 200 | 76.. | 0.0 ) 00 (02, 0200303 hea
823 824 | B33 | 832 00 00 |00 00 00| 00|00 00 hea

@[ Daemmung
@ [ Mauerwerk ]
D Elements

AR
| OO O = O = = O E O O

[ Fases. 723 | 240 [ 840 [ 730 [ 00 [ o0 [ o0 oo 00| oo 00 o0 hea

D DomainContral

O mausnerk obsn 786 | 794 | 795 | 787 (150 76..| 0.0 | 0.0 [02. |03 |03 |02 hea

© [ Mauenverk urten = 694 | 695 | 702 [ 701 [ 00 00 |00 00 [ 00| 00| 00| 00 hea
¥ [ Mausrwerkunlen e e R TARTERT R TRETRR TR TR TR
Init teration 963 | 966 | 967 | 964 | 0.0 | 0.0 | 0.0 0.0 [ 00| 00 | 00| 00 hea
Step atTime 12.0 B18 | 736 | 737 | 619 | 0.0 0.0 | 0.0 | 00 | 00 | 00 | 00 | 00 hea.| | |
] I3 740 764 | 765 | 741 |00 00 [ 00 00 [ 00| 00| 00| 00 [hea.| v

Bild 7.5 : Disjunkte Teilmengen und Oberflichenbestimmung

Die Elemente des Losungsgebietes werden in einem hierarchischen Mengensystem verwaltet.
Die Menge aller zur Berechnung herangezogenen finiten Elemente ist die Wurzelmenge. Die
Wurzelmenge wird in disjunkte Teilmengen zerlegt. Durch fortgesetzte Zerlegung der Teil-
mengen entsteht ein Baum. Fiir das Beispiel wird die Menge aller finiten Elemente zunichst in
Mengen fiir Elemente gleichen Materials zerlegt. Innerhalb einer Menge gleichen Materials wer-
den die Elemente in Mengen fiir die in Bild 7.1 dargestellten TeilkSrper zerlegt. In Bild 7.5 links
ist die graphische Navigationskomponente des Baums dargestellt. Mittels der Navigationskom-
ponente kann die Zerlegung interaktiv gedndert werden.
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Die Bestimmung der Oberfliche einer Teilmenge ist als Objektmethode einer Knotenklasse des
Baums implementiert. Dafiir wird das in Kapitel 5.4 beschriebene Verfahren eingesetzt. Die
Anwendung dieser Objektmethode auf die Wurzelmenge liefert den gesamten Auflenrand des
Modells. In Bild 7.5 ist auf der rechten Seite das Ergebnis der Anwendung auf eine Teilmenge
der Wurzelmenge in der zugehdrigen Tabellenkomponente der graphischen Nutzeroberfliche
dargestellt.

Unter Verwendung der Oberfliche einer Teilmenge kann der unbekannte Wirmestrom q auf
dieser Fliche berechnet werden. Bild 7.6 zeigt die Isolinien des Wirmestromes auf der Schnitt-

fliche der Betondecke zu den angrenzenden Bauteilen zum Zeitpunkt t = 12 h. Der Verlauf wird

A%

linear im Intervall [— 5; 5] —K

zwischen Rot und Blau im RGB Modell interpoliert.

Bild 7.6 : Wirmestrom auf Schnitt an der Betonoberfliche t = 12h

Die Berechnung kann entweder mit der Oberfliche, die aus der Menge der Elemente der Beton-
decke bestimmt wird, oder mit der Oberflidche aller iibrigen Elemente vorgenommen werden.
Das Ergebnis ist fiir beide Berechnungen abgesehen vom Vorzeichen identisch, da die Wérme-
strome auf dem Schnitt im Gleichgewicht stehen.
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8 AbschlieBende Betrachtung

Zusammenfassung: Durch Anwendung der Methode der gewichteten Reste konnte eine
Integralform hergeleitet werden, die einer Erweiterung des Prinzips virtueller Verschiebungen
entspricht. Aus dieser theoretischen Grundlage folgen unmittelbar Spannungen an den
Auflagerflichen des Bauwerks. Diese Spannungen stehen im Gleichgewicht zu den
angreifenden Lasten. Es wurde nachgewiesen, dafl der stationdre Punkt des zugehdrigen
quadratischen Funktionals ein Minimum ist. Damit ist eine robuste, numerische Losung der
zugehdrigen Galerkin Gleichungen garantiert.

An einem Eckpunkt oder an Punkten einer Kante eines dreidimensionalen Lésungsgebietes
kénnen die mit dem erweiterten Prinzip ermittelten Randspannungen die Uberbestimmtheit der
Aufgabe nur in einem schwachen Sinn befriedigen. Die schwache Befriedigung ist nachteilig,
wenn trotz der Uberbestimmtheit der Aufgabe eine Losung existiert, die am Eckpunkt oder an
Punkten der Kante widerspruchsfrei ist. Es wurde fiir diesen Fall gezeigt, dal das Ergebnis fiir
die Randspannung auf einer asymptotisch geglitteten Geometrie in die widerspruchsfreie
Losung iibergeht. Alternativ zu diesem Vorgehen wurde gezeigt, da das Ergebnis aus
Ditferentiation der Verschiebung an Ecken und Kanten genutzt werden kann, um das Ergebnis
fiir die Randspannung aus dem erweiterten Prinzip in die widerspruchsfreie Losung tibergehen
zu lassen.

Mit dem Integral {iber das Quadrat der Abweichung der geniherten Randspannung zu einer
vorhandenen analytischen Losung konnte ein geeignetes Kriterium zur Bewertung des Fehlers
der Spannungen am Rand des Ldsungsgebietes aufgestellt werden. Die Konvergenzrate des
Fehlers fiir die Spannungen aus dem erweiterten Prinzip ist vergleichbar mit der Rate, die aus
der Differentiation der Verschiebungslésung gewonnen wird. AuBler fiir die groben
Elementierungen in der Nihe einer Singularitit sind die Absolutwerte dieses Fehlers jedoch fiir
alle untersuchten Beispiele durchweg geringer. Damit wurde die ZweckmiBigkeit des
vorgestellten Verfahrens in einer Vielzahl von Féllen nachgewiesen.

Die Anwendung des erweiterten Prinzips auf Auflager- oder Schnittflidchen erforderte die
Bestimmung dieser Flidchen aus einer gegebenen Elementierung des Losungsgebietes. Mit der
Relationenalgebra [37] erschlossen sich die topologischen Zusammenhédnge in natiirlicher
Weise. Die rechnergestiitzte Umsetzung auf diesem Abstraktionsniveau steht jedoch im
Spannungsfeld zwischen kompakter, transparenter Programmierung und numerischer Effizienz.
Es wurde die Wahl getroffen, fiir die Elementierung im LOsungsgebiet die bewdhrte
Datenstruktur der Finite Elemente Methode weitgehend aufrecht zu erhalten. Die Bestimmung
der Flichen erfolgte mit einem Hashverfahren. Der Zeit- und Speicherbedarf fiir das Finite
Elemente Modell des erweiterten Prinzips wurde mit diesen Datenstrukturen quantifiziert.

Die Programmierung des erweiterten Prinzips 1463t die grole Menge potentieller
Elementtypen weiter wachsen. Es wurde daher von der in der objektorientierten
Programmierung gebrduchlichen Methode, fiir Elementtypen Klassen einzufiihren, Abstand
genommen. Stattdessen wurde nach algorithmischen Kriterien klassifiziert. Daraus resultiert ein
tibersichtliches Modell von Klassen mit einem geringem Umfang an Programmcode.
Elementtypen werden mit diesem Modell als Objekte geprigt und sind nicht statisch festgelegt.
Daraus resultiert eine gro3e Flexibilitit bei der Anwendung dieses Modells. Der Zeit- und
Speicherbedarf fiir Berechnungen mit dem erweiterten Prinzip wurde mit diesem Modell
quantifiziert.
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Ausblick: Das Verfahren ist unter der Voraussetzung kleiner Verschiebungen und linear
elastischen Materialverhaltens hergeleitet worden. Der Anwendung des Verfahrens auf
geometrisch und physikalisch nichtlineare Theorien steht zunichst nichts entgegen. Der
Nachweis darliber muf3 aber noch erbracht werden. In diesem Zusammenhang wire es
wiinschenswert, das Modell zur Evaluation der Elementintegrale um Algorithmen fiir
Materialgesetze und zur Berechnung der Elementmatrizen aus geometrischer Nichtlinearitit zu
erweitern. Diese Erweiterung betrifft insbesondere die Parameterlisten in den eingefiihrten
Schnittstellen um Argumente fiir die Tensoren aus vorangehenden Berechnungsschritten.

Das Verhalten des Verfahrens in der Nihe von Singularititen ist noch nicht erschopfend
erforscht. Hier ist insbesondere die Frage des Einflusses einer lokalen Ausrundung auf die
Losung im Gesamtgebiet weiter zu untersuchen. Der Zusammenhang des vorgestellten
Verfahrens mit residualen Fehlerschitzern, die beispielsweise in [31] dokumentiert werden, ist
herzustellen. Dort wird der Fehler im Gleichgewicht als Mal} fiir die Bewertung der
Diskretisierung genutzt. In diesem Themenkreis ist auch zu erforschen, ob das vorgestellte
Verfahren bei der Berechnung von Spannungsintensititsfaktoren Vorteile besitzt.

Die rechnergestiitzte Umsetzung des Verfahrens blieb auf nicht mannigfaltige
Bauwerksgeometrien beschrinkt. Die gewdhlten Anwendungsbeispiele waren fiir das
untersuchte physikalische Verhalten des Bauwerkes signifikant, besallen aber nicht die
geometrische Komplexitit realistischer Bauwerksmodelle. Die systematische Erfassung
mannigfaltiger, komplexer Bauwerksmodelle fiir die Niherung physikalischen Verhaltens ist
insbesondere in Hinblick auf eine verdnderliche Granularitit des Modells Gegenstand weiterer
Forschung.
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