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1
Einleitung

In vielen Bereichen der Wissenschaft, Industrie und Wirtschaft treten lineare Gleichungs-
systeme bei den verschiedensten Anwendungen auf, sei es beim Lösen von partiellen Differen-
tialgleichungen [62, 91], bei linearen Ausgleichsproblemen [15, 20], in der Bildbearbeitung
[2, 96] oder bei der Simulation von stochastischen Prozessen [94]. Diese Gleichungssysteme
besitzen die Gestalt Ax = b mit einer gegebenen Matrix A, einer rechten Seite b und einem
gesuchten Vektor x. Zu den Aufgaben der numerischen linearen Algebra gehört sowohl das
Lösen solch eines linearen Gleichungssystems, also die Entwicklung schneller und effizienter
Verfahren, als auch die theoretische Analyse der verschiedenen Lösungsstrategien.

Die linearen Gleichungssysteme aus den angesprochenen Anwendungen sind nicht selten mit
über 1 Million Unbekannter und Gleichungen sehr groß. Des Weiteren ist die zu dem System
assoziierte Matrix A in der Regel schlecht konditioniert und dünn besetzt, d.h. die meisten
Einträge in der Matrix sind gleich Null. Obwohl die Systemmatrix A wenig Nichtnulleinträge
im Vergleich zu ihrer Größe besitzt, ist ihre Inverse A−1, sofern diese existiert, üblicherweise
voll besetzt, was häufig zu einem hohen numerischen Aufwand bei der Anwendung sogenannter
direkter Verfahren, wie z.B. dem Gauß-Eliminations-Verfahren führt. In dieser Arbeit wird
vorausgesetzt, dass A invertierbar ist.

Durch die Struktur der dünnbesetzten Matrix A können sehr effiziente iterative Verfahren
entwickelt werden, die die Lösung x = A−1b nicht exakt bestimmen, sie aber durch eine Folge
{x[k]} zufriedenstellend approximieren. In der Regel basieren diese Art von Verfahren auf
einer schnellen Berechnung eines Matrix-Vektor-Produkts A ·r, da nur wenige Einträge in der
Matrix A ungleich Null sind. Zu den iterativen Verfahren gehört unter anderem die Klasse
der stationären Verfahren, für die eine Approximation B−1 von A−1 definiert und die Folge
durch x[k+1] = x[k] + B−1(b − Ax[k]) und einen Startvektor x[0] rekursiv gebildet wird. Der
Vektor r[k] := b−Ax[k] wird als das k-te Residuum und T := I −B−1A als Iterationsmatrix
bezeichnet. Eine Möglichkeit, die Güte eines solchen iterativen Verfahrens zu messen, bietet
der Spektralradius, also der betragsmäßig größte Eigenwert von T , ρ(T ), der die Gleichung

limk→∞ ‖T k‖ 1
k = ρ(T ) erfüllt und daher als asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit betitelt

wird, siehe z.B. [40, Satz 1.8.9]. Außerdem gilt für den Fehler e[k] = x − x[k], dass e[k+1] =
e[k] − B−1Ae[k] = Te[k] ist, und daher der gewichtete Fehler (gemessen in einer geeigneten
Norm ‖ · ‖), also ‖e[k]‖/‖e[0]‖, pro Iterationsschritt durchschnittlich um den Faktor ρ(T )
abnimmt. Des Weiteren kann gezeigt werden, siehe z.B. [75, Satz 4.5], dass ein stationäres
Verfahren genau dann gegen die Lösung x = A−1b konvergiert, wenn ρ(T ) < 1 ist. Beispiele
für stationäre Verfahren sind das Jacobi-Verfahren mit B = diag(A), als auch das Gauß-
Seidel-Verfahren mit B = triu(A). Hierbei bezeichnen diag(A) und triu(A) die Diagonale
bzw. das obere Dreieck, einschließlich der Diagonalen, von A.
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1. Einleitung

Als weitaus effektivere iterative Verfahren gelten die sogenannten Krylov-Unterraum-Verfah-
ren, die z.B. in [65] erläutert werden. Zu der Klasse dieser Verfahren gehört das conjugate
gradient Verfahren (CG-Verfahren) von Hestenes und Stiefel [56]. Für dieses Verfahren muss
A ∈ Rn,n symmetrisch positiv definit (spd) oder A ∈ Cn,n hermitesch positiv definit (hpd)
sein. Das CG-Verfahren minimiert das Funktional f(x) = 1

2x
HAx−xHb auf einem Suchraum

Vk = x0 +Kk(r0, A), wobei Kk(r0, A) = Spann{r0, Ar0, . . . , A
k−1r0} ein sogenannter Krylov-

Unterraum ist. Dabei gilt, dass in x̃ genau dann das Minimum auf Rn bzw. Cn angenommen

wird, wenn x̃ = A−1b ist. Es kann für den Fehler die Ungleichung ‖e[k+1]‖2
A ≤ 2Ck‖e[0]‖2

A

mit C :=
√

κ−1√
κ+1

gezeigt werden, siehe z.B. [47] oder auch [54, Satz 8.3]. Hierbei ist ‖ · ‖A

die Energie-Norm und κ die Konditionszahl bzgl. der 2-Norm von A. Diese Fehlerschranke
bedeutet, dass eine kleine Konditionszahl eine schnelle Konvergenz garantiert, wodurch die
Konditionszahl in der Literatur häufig als Maß für die Konvergenzgeschwindigkeit des CG-
Verfahrens verwendet wird. Es sei angemerkt, dass es sich „nur“ um eine obere Schranke des
Fehlers handelt und das CG-Verfahren trotz einer großen Konditionszahl schnell konvergieren
kann. Ungeachtet dessen führt eine Vorkonditionierung in der Regel zu einer Beschleunigung
des CG-Verfahrens. Dazu wird, wie auch bei den stationären Verfahren, eine Approximation
B−1 an A−1 bestimmt, wobei B als spd bzw. hpd vorausgesetzt werden muss. Anstatt des
Systems Ax = b wird dann das System B− 1

2AB− 1
2 y = B− 1

2 b mit x = B− 1
2 y gelöst, wobei

die Konditionszahl von B− 1
2AB− 1

2 deutlich kleiner, als die von A sein sollte. Eine mögliche
Wahl eines Vorkonditionierers B ist gegeben durch B = diag(A); eine Übersicht über Vokon-
ditionierer liefert die Arbeit von Benzi [16]. Häufig werden sogenannte Mehrgitterverfahren
(MGV) als Vorkonditionierer verwendet.

Die ersten Ideen zu Mehrgitterverfahren wurden von Fedorenko [49] und Bakhvalov [12] vor-
gestellt. Nach einer Arbeit von Brandt [26] entwickelten sich Mehrgitterverfahren zu effek-
tiven und robusten Verfahren [23–25], die sowohl als stationäre Verfahren sowie auch als
Vorkonditionierer verwendet werden. Die Idee der Mehrgitterverfahren ist es, für das gege-
bene Problem eine Gitterhierarchie aufzubauen. Dafür benötigt es Transfer-Operatoren, die
zwischen den verschiedenen Gittern für den nötigen Informationsaustausch sorgen und auf
der jeweiligen Geometrie des Problems basieren. Daher ist die Anwendbarkeit klassischer
Mehrgitterverfahren, auch geometrische MGV genannt, durch die jeweilig gegebene Geo-
metrie eingeschränkt. Des Weiteren bestehen Mehrgitterverfahren in der Regel aus einer
Kombination von zwei stationären Verfahren. Das erste ist ein sogenannter Glätter, der
stark oszillierende Fehler auf glatte überführt. Diese glatten Fehler können ohne starken
Informationsverlust auf das nächst gröbere Gitter mittels des Transfer-Operators restringiert
werden. Dies geschieht durch die Anwendung einer Grobgitterkorrektur, welche das zweite
Verfahren darstellt. Für eine ausführliche Beschreibung und Analyse von Mehrgitterverfah-
ren sei hier auf die Arbeiten von W. Hackbusch [55], Wesseling [97], Trottenberg, Oosterlee,
Schüller [90] und Köckler [59] verwiesen. Damit Mehrgitterverfahren auch bei Problemen ohne
Geometrie bzw. Problemen mit schwer beherrschbarer Geometrie angewendet werden können,
wurden algebraische Varianten, also algebraische Mehrgitterverfahren (AMG’s), von Brandt,
McCormick und Ruge [30] entwickelt. In weiteren Untersuchungen konnten Ruge und Stüben
[84, 85] zeigen, dass AMG’s für eine große Menge verschiedener Matrizen effiziente Verfahren
darstellen.

Algebraische Mehrgitterverfahren wurden in den letzten 30 Jahren stetig weiterentwickelt und
an den verschiedensten Problemen getestet [6, 19, 21, 22, 36, 41, 57, 58, 68, 77, 78, 80, 81, 89].
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1. Einleitung

Für die Analyse von AMG’s benötigt es gewisse Voraussetzungen an die Matrix A. In der
Regel soll A spd bzw. hpd oder auch eine M-Matrix sein. In dieser Arbeit wird A, abhängig
von dem jeweiligen Kontext, als symmetrisch positiv definit oder hermitesch positiv definit
vorausgesetzt. Eine Analyse von AMG’s für M-Matrizen kann in [76–78] gefunden werden.
Die Möglichkeit, AMG’s auf semidefinite Systeme zu erweitern, wird z.B. in [22] vorgestellt.
Für die Konstruktion eines algebraischen Mehrgitterverfahrens benötigt es zunächst einen
Coarser, der ähnlich wie bei den geometrischen MGV, Gitter bzw. Level in Abhängigkeit
der Matrix A erzeugt. Ruge und Stüben [85] führten dazu den Begriff der starken Nachbarn
ein. Die Einteilung in ein “grobes„ und ein “feines„ Gitter erfolgt mithilfe des Graphen der

Matrix A. Innerhalb der letzten zehn Jahre wurden alternative Coarsing-Strategien entwickelt.
Zu diesen zählen das CR-Coarsening [32, 34, 66] und der Greedy-Coarser [70, 71]. Beide
haben gemeinsam, dass sie nicht auf einer Einteilung in starke Nachbarn basieren. Die CR-
Coarsening-Strategie verwendet compatible relaxation [27] und teilt die Unbekannten mithilfe
des Glätters in Grob- und Feingitterpunkte ein. Der Greedy-Coarser verfolgt das Ziel, dass
die zu den Feingitterpunkten assoziierte Matrix durch eine Diagonalmatrix zufriedenstellend
approximiert werden kann. In dieser Arbeit wird ausschließlich der Greedy-Coarser verwendet.

Um ein effizientes AMG zu konstruieren, benötigt es neben einem Coarser einen effektiven
Glätter, eine Grobgittermatrix Ac und den zugehörigen Transferoperator bzw. einen Interpo-
lationsoperator P . Häufig wird bei algebraischen Mehrgitterverfahren die Grobgittermatrix
durch Ac = PHAP , den Galerkin-Ansatz, definiert. Als Glätter kann z.B. das Jacobi- oder
auch das Gauß-Seidel-Verfahren gewählt werden. Jedoch ist es in der Regel nicht notwendig,
dass auf allen Unbekannten geglättet wird. Stattdessen reicht es aus, einen F -Glätter, der nur
auf den Feingitterpunkten operiert, zu betrachten. Beispiele für derartige Verfahren sind das
AMGr-Verfahren von MacLachlan, Manteuffel und McCormick [68] und das mathematisch
dazu äquivalente MAMLI-Verfahren von Mense und Nabben [76–78].

Das Ziel dieser Arbeit liegt in einer umfangreichen Analyse algebraischer Mehrgitterverfahren
bei der Verwendung einer F -Glättung. Es werden Zusammenhänge verschiedener Verfahren,
basierend auf F -Glättung, wie dem Multilevel-Block-Faktorisierungs-Verfahren (MBF) [81]
und dem reduction-based AMG (AMGr) [68] aufgezeigt. Obwohl diese Verfahren unterschied-
lich hergleitet wurden, lassen sie sich mit den gleichen Methoden analysieren. Diese Methoden
basieren insbesondere auf der Verwendung von generalisierten hierarchischen Basen [6, 81, 93]
und der damit verbundenen Abschätzung der Cauchy-Bunyakovski-Schwarz-Konstante. Der
Fokus der Arbeit liegt dabei auf dem AMGr-Verfahren, welches im Jahr 2006 von MacLachlan,
Manteuffel und McCormick entwickelt wurde und seitdem viel Beachtung erhielt. In [68] konn-
te gezeigt werden, dass das AMGr-Verfahren für symmetrisch positiv definite Matrizen unter
gewissen Voraussetzungen konvergiert. Diese Voraussetzungen werden im weiteren Verlauf
dieser Arbeit detailliert untersucht; es wird insbesondere der Zusammenhang zur Cauchy-
Bunyakovski-Schwarz-Konstante, als auch zu den Tschebysheff Polynomen vorgestellt, was zu
einer neuen Interpretation der von MacLachlan, Manteuffel und McCormick zur Analyse des
AMGr-Verfahrens verwendeten Parameter führt.

Diese Untersuchung ermöglicht es, das AMGr-Verfahren auf ein polynombasiertes AMG (AMGp)
zu verallgemeinern. Es kann gezeigt werden, dass diese Verallgemeinerung auf eine bessere
Konvergenzschranke im Vergleich zu dem AMGr-Verfahren ohne zusätzlichen numerischen
Aufwand führt. Des Weiteren sind die Voraussetzungen an die verschiedenen Matrizen, die
bei dem AMGr-Verfahren benötigt werden, sehr restriktiv. Zum einen können durch die Ver-
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1. Einleitung

wendung der Tschebysheff Polynome allgemeinere Matrizen als Glätter verwendet werden,
zum anderen erlaubt die Untersuchung des AMGr-Verfahrens, mittels generalisierter hierar-
chischer Basen, allgemeinere Voraussetzungen für die Interpolationsmatrix und Grobgitter-
matrix zu treffen. Diese detaillierten Untersuchungen bilden den Kern dieser Arbeit. Um eine
vollständige Analyse des polynombasierten AMGs durchzuführen, benötigt es weitere Hilfs-
mittel. Diese basieren zum großen Teil auf einer Transformation des AMGp-Verfahrens auf
ein Block-Faktorisierungs-Verfahren. Diese Transformation wurde erstmals in [76] vorgestellt.
In [93] wird gezeigt, dass solch eine Transformation für eine sehr große Menge verschiedener
AMGs möglich ist. Aus diesen Gründen beschäftigt sich ein Großteil dieser Arbeit mit den
AMG-verwandten MBF-Verfahren, die z.B. in [10, 11] und [81] analysiert werden. In die-
sen Arbeiten werden MBF- und MBF-ähnliche Verfahren mithilfe gewisser Voraussetzungen
untersucht. Einige dieser Ideen werden in dieser Arbeit aufgegriffen, um zu zeigen, dass ana-
loge Ergebnisse unter allgemeineren und damit auch schwächeren Voraussetzungen bewiesen
werden können.

Eine dieser Verallgemeinerungen bezieht sich auf ein Resultat von Notay [81]. In [81] werden
algebraische Mehrgitterverfahren sowie Block-Faktorisierungs-Verfahren verglichen, wozu eine
Abschätzung der C.B.S. Konstante einer Matrix Â, die durch eine Kongruenztransformation
der Matrix A hervorgeht, benötigt wird (siehe [81, Theorem 7]). Das Besondere an der Matrix
Â ist ihre 2 × 2-Blockstruktur, da der (2 × 2)-Block identisch zu der Grobgittermatrix Ac bei
der Verwendung des Galerkin-Ansatzes ist und dadurch eine spektrale Äquivalenz zwischen
der optimalen Grobgittermatrix und der Matrix Ac, abhängig von der C.B.S. Konstante von
Â, erzielt werden kann. Eine Besonderheit der Abschätzung von Notay ist ihre Unabhängigkeit
von der C.B.S. Konstante von A. Stattdessen werden nur algebraische Voraussetzungen an die
Matrix A und die Interpolationsmatrix P benötigt. Dieses Resultat scheint bis zum heutigen
Tag die einzige bekannte Abschätzung der C.B.S. Konstante von Â unabhängig von der C.B.S.
Konstante von A zu sein (siehe [93, Seite 86]), wobei die Voraussetzungen nicht für jede
Matrix A erfüllbar sind. In Kapitel 6 werden weitere Abschätzungen in ähnlicher Form von
Theorem 7 aus [81] vorgestellt. Eine dieser Abschätzungen (Satz 6.11) stellt insbesondere
eine echte Verallgemeinerung von Notays Theorem dar. Des Weiteren wird gezeigt, dass die
Voraussetzungen von Satz 6.11 immer erfüllbar sind, sobald die C.B.S. Konstante von A

kleiner als
√

4
5 ist, was wiederum bei vielen Anwendungen unter der Verwendung von einer

sogenannten hierarchischen finiten Elemente Basis der Fall ist [18, 63, 83]. Des Weiteren kann
für generelle elliptische 2D Probleme mit stückweisen linearen Basisfunktionen gezeigt werden,

dass die C.B.S. Konstante von A kleiner als
√

3
4 ist [5, 72]. In [73] wurde dieselbe Schranke

für 2D Elastizitäts-Probleme gefunden, siehe dazu [6].

Die theoretische Analyse von AMG’s mit F -Glättung, die den Hauptbestandteil dieser Arbeit
bildet, wird durch numerische Berechnungen ergänzt. Diese Berechnungen orientieren sich an
den Modellproblemen aus den Arbeiten [33] und [68]. In [68] wird das AMGr-Verfahren auf
die Poisson-Gleichung angewendet. Mit diesem Modellproblem beschäftigt sich der erste Teil
der Berechnungen. Dabei werden die Vorteile des AMGp- im Vergleich zum AMGr-Verfahren
verdeutlicht. Als zweites Modellproblem wird die Gauge-Laplace-Matrix verwendet, die in
vielen Arbeiten als Modellproblem für die Quantenelektrodynamik und die Quantenchromo-
dynamik verwendet wird, [1, 31, 33, 43, 43, 57, 58]. In diesen numerischen Berechnungen wird
eine adaptive Version des AMGp-Verfahrens (αAMGp), welches sich an αAMGr [68] orien-
tiert, vorgestellt. Adaptive Verfahren stellen eine Möglichkeit dar, lokale Eigenschaften des
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1. Einleitung

Problems auszunutzen, um die Konvergenzgeschwindigkeit zu beschleunigen [33, 35, 37, 68].
Häufig benötigen adaptive Verfahren Informationen über Kern-nahe Vektoren von A. Es wird
das Ziel verfolgt, Interpolationsmatrizen zu erzeugen, die auf die Kern-nahen Vektoren die-
selbe Wirkung haben, wie die „optimale“ Interpolationsmatrix. Dies bedeutet jedoch, dass
eine Approximation eines Eigenvektors zum kleinsten Eigenwert von A benötigt wird. In den
letzten Jahren wurden verschiedene Möglichkeiten zur Konstruktion einer, auf das jeweilige
Problem angepassten, Interpolationsmatrix vorgestellt. Neben den erwähnten adaptiven Ver-
fahren und der Verwendung von Eigenvektorapproximationen ist die Verwendung von Aus-
gleichsproblemen ein vielversprechender Ansatz, der z.B. bei dem Bootstrap AMG [21, 28, 29]
Anwendung findet.

Diese Arbeit ist in 10 Kapitel und 2 Kapitel im Anhang unterteilt. In Kapitel 2 werden zwei
Modellprobleme, die Poisson-Gleichung und die Gauge-Laplace-Gleichung, eingeführt und
ihre wichtigsten Eigenschaften für die spätere Analyse vorgestellt. Kapitel 3 und 4 dienen
zur Darstellung der Grundlagen algebraischer Mehrgitterverfahren. Dazu werden zunächst
in Kapitel 3 stationäre Verfahren und anschließend Mehrgitterverfahren im Allgemeinen be-
sprochen. Das Kapitel 4 befasst sich detaillierter mit den algebraischen Mehrgitterverfahren
bei der Verwendung einer F -Glättung und führt das Multilevel-Block-Faktorisierungs- sowie
das AMGr-Verfahren ein. Das Multilevel-Block-Faktorisierungsverfahren wird schließlich in
den Kapiteln 5 und 6 analysiert. Dabei wird in Kapitel 5 dargestellt, wie gewisse spektra-
le Eigenschaften des Systems von einem zum nächsten Level transportiert werden. Kapitel
6 bildet einen Hauptbestandteil dieser Arbeit. Die in diesem Kapitel angesprochene C.B.S.
Konstante wird sowohl bei der Analyse von Block-Faktorisierungs,- als auch bei algebrai-
schen Mehrgitter-Verfahren benötigt. Es wird zum einen erläutert, warum diese Konstante
bei der Untersuchung von AMG’s nicht vernachlässigt werden darf, aber auch, wie die Kon-
stante abgeschätzt werden kann, um effektive AMG’s zu konstruieren. In Kapitel 7 werden
als weiterer Hauptbestandteil dieser Arbeit AMG’s mit F -Glättung und deren Beschleuni-
gung durch Tschebysheff Polynome untersucht. Es wird gezeigt, dass das AMGr-Verfahren in
einer allgemeineren Form, als der bisher bekannten, dargestellt und untersucht werden kann.
Außerdem wird in diesem Kapitel verdeutlicht, wie hilfreich ein gutes Verständnis der Block-
Faktorisierungs-Verfahren bei der Analyse algebraischer Mehrgitterverfahren mit F -Glättung
ist. Ergänzend wird in Kapitel 8 gezeigt, dass einige der vorgestellten Ideen auch bei vol-
ler Glättung Anwendung finden. Kapitel 9 verifiziert die theoretischen Ergebnisse anhand
numerischer Versuche und der Modellprobleme aus Kapitel 2. Hierbei sei darauf hingewie-
sen, dass das Ziel dieser Arbeit nicht die Konstruktion eines neuen AMGs für die jeweiligen
Modellprobleme verfolgt. Vielmehr steht die theoretische Analyse der wichtigsten AMG’s mit
F -Glättung und das Finden neuer Zusammenhänge und Interpretationsmöglichkeiten bekann-
ter Resultate im Mittelpunkt, was zu Verallgemeinerungen von Resultaten von Notay sowie
von MacLachlan, Manteuffel und McCormick führt.

Zum Verständnis dieser Arbeit wird eine gewisse Vorkenntnis der numerischen linearen Al-
gebra vorausgesetzt. Begriffe wie Norm, Eigenwerte oder auch Singulärwerte werden daher
nicht definiert. Des Weiteren werden die üblichen Notationen aus der Literatur verwendet,
so bezeichnet z.B. λ(B) einen Eigenwert einer Matrix B ∈ Rn,n(Cn,n) und Rn,n(Cn,n) den
Vektorraum aller n× n Matrizen mit reellen (komplexen) Koeffizienten. Die Matrix I ist die
Einheitsmatrix aus dem in dem Kontext betrachteten Vektorraum.
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2
Die Modellprobleme

Hier werden die verwendeten Modellprobleme erläutert. In Abschnitt 2.1 wird zunächst auf
ein Standardproblem in der numerischen Mathematik, die Poisson-Gleichung1, eingegangen.
Anhand dieser Gleichung können wichtige Ideen und Grundkonzepte numerischer Verfahren
erläutert werden, siehe Kapitel 3. Des Weiteren eignet sich die Poisson-Gleichung für nume-
rische Berechnungen, da eine fortgeschrittene Analyse dieser Gleichung vorhanden ist, die es
erlaubt, die Konzentration bei numerischen Berechnungen auf das Wesentliche zu beschrän-
ken. Dies wird im ersten Teil von Kapitel 9 genutzt, um die theoretischen Ergebnisse dieser
Arbeit zu verifizieren.

Diese ersten numerischen Resultate helfen, die vorgestellten Varianten von Mehrgitterverfah-
ren numerisch zu analysieren. Das Problem bei der Verwendung der Poisson-Gleichung liegt je-
doch darin, dass die betrachteten Verfahren nur selten an ihre Grenzen geführt
werden. Um eine effizientere Analyse durchführen zu können, wird ein komplexeres
Problem, die Gauge-Laplace-Gleichung, eingeführt, siehe Abschnitt 2.2. Diese Gleichung dient
des Öfteren zur Analyse neu entwickelter algebraischer Mehrgitterverfahren [33, 57, 58].
Um die Herleitung der Gauge-Laplace-Gleichung verstehen zu können, werden in Anhang
B die wichtigsten Grundbausteine der Quantenelektrodynamik (QED) sowie der Quanten-
chromodynamik (QCD) vorgestellt.

2.1
Die Poisson-Gleichung - 1D und 2D. In diesem Abschnitt wird die
Poisson-Gleichung

−∆u = f (2.1)

untersucht. Hierbei sei f : Rm → R eine stetige Funktion, wobei m ∈ {1, 2} sein soll und ∆
der Laplace-Operator2. Für f = 0 heißt die Gleichung (2.1) auch die Laplace-Gleichung. In
diesem Zusammenhang wird angenommen, dass u : Rm → R genügend oft differenzierbar ist.
Andernfalls müsste zur schwachen Formulierung der Gleichung (2.1) übergegangen werden,
dazu siehe [86].

Die Gleichung (2.1) findet vor allem in Teilgebieten der Physik, wie der Wärmeleitung oder
der Elektrostatik, ihre Anwendung. In dieser Arbeit wird sie verwendet, um zum einen die
fundamentalen Ideen der Mehrgitterverfahren zu erläutern und zum anderen, um die theore-
tischen Ergebnisse experimentell zu bestätigen.

Die Darstellung und Entwicklung der Ergebnisse orientiert sich an [39] bzw. [86].

1Benannt nach Siméon Denis Poisson (1781-1840), einem französischen Mathematiker und Physiker.
2Eingeführt von Pierre-Simon Laplace (1749-1827), französischer Mathematiker, Physiker und Astronom, der

sich insbesondere mit Wahrscheinlichkeitstheorie und Differentialgleichungen beschäftigte.
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2. Die Modellprobleme

Die Gleichung (2.1) kann auf verschiedenen Mengen Ω unterschiedlicher Dimensionen betrach-
tet werden, wobei hier das Einheitsintervall Ω = [0, 1] bzw. das Einheitsquadrat Ω = [0, 1]2

betrachtet wird. Im eindimensionalen Fall erhält man −u′′(x) = f(x) und im zweidimensio-

nalen −∂u(x,y)
∂x2 − ∂u(x,y)

∂y2 = f . Des Weiteren werden Dirichlet-Randbedingungen3 , also u = 0
auf dem Rand Γ = ∂Ω gefordert.

Um dieses Randwertproblem zu untersuchen, wird (2.1) durch finite Differenzen diskretisiert.

2.1.1
Der eindimensionale Fall. Zunächst wird der eindimensionale Fall be-
trachtet. Das Intervall Ω = [0, 1] wird in n + 2 gleich verteilte Punkte xj =

jh , j = 0, . . . , n + 1 für n ∈ N aufgeteilt, wobei h = 1
n+1 ist. Dies führt auf das diskretisierte

Gebiet Ωh = {xj | j = 0, . . . , n+ 1}.

Wird die zweite Ableitung in (2.1) durch den zentralen Differenzenquotienten ersetzt, so erhält
man für die Elemente aus Ωh

−u′′(xj) = −u(xj−1)+2u(xj)−u(xj+1)
h2 + τj = f(xj), i = 1, . . . , n, (2.2)

wobei die Randbedingung u(x0) = u(xn+1) = 0 verwendet wurde. Der Term τj stellt den
Diskretisierungsfehler dar, der im Weiteren vernachlässigt wird. Definiert man die Vektoren
x, b ∈ Rn durch

x =



u(x1)

...
u(xn)


 und b = h2



f(x1)

...
f(xn)


 ,

so erhält man aus (2.2) das lineare Gleichungssystem

Ax = b

mit

A =




2 −1
−1 2 −1

. . .
. . .

. . .
−1 2 −1

−1 2




∈ Rn,n. (2.3)

Bemerkung 2.1. Die Art der Diskretisierung durch die Wahl des Differenzenquotienten (2.2)
wird als zentrierter Differenzenquotient bezeichnet und kann abkürzend als 3-Punkte-Stern
wie in Abbildung 2.1 geschrieben werden.

-1 2 -1

Abbildung 2.1.: 3-Punkte-Stern mit zentrierten Differenzen für −u′′ = f .

3Benannt nach Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), deutscher Mathematiker, der in Berlin und Göt-
tingen lehrte und im Wesentlichen in den Gebieten der Analysis und der Zahlentheorie arbeitete.
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2. Die Modellprobleme

In Kapitel 3 wird gezeigt, dass die Eigenwerte und Eigenvektoren dieser Matrix eine
wichtige Rolle spielen. Dazu sei bemerkt, dass die Matrix A aus (2.3) symmetrisch posi-
tiv definit (spd) ist. Dies bedeutet, dass A = AT und yTAy ≥ 0 für alle y ∈ Rn erfüllt ist und
yTAy = 0 nur für y = 0 gilt. Insbesondere hat A nur reelle Eigenwerte λ(A) > 0.

Um die Eigenvektoren der Matrix A zu bestimmen, betrachtet man für θk = kπ
n+1 , k ∈ N die

Vektoren vk = [vk
j ] ∈ Rn mit den Einträgen vk

j = sin(jθk), j = 1, . . . , n. Aus der Identität

sin(x) + sin(y) = 2 sin(x+y
2 ) cos(x−y

2 ), die für alle x, y erfüllt ist und der speziellen Wahl
x = (j + 1)θk als auch y = (j − 1)θk kann die Gleichung sin((j + 1)θk) + sin((j − 1)θk) =
2 sin(jθ) cos(iθk) gefolgert werden. Also sind die Einträge von Avk gegeben durch

(Avk)j = − sin
(
(j − 1)θk

)
+ 2 sin

(
jθk

)− sin
(
(j + 1)θk

)
= 2

(
1 − cos

(
θk)
)

sin
(
jθk

)
.

Damit erhält man die Eigenwerte von A

λk(A) = 2
(
1 − cos(θk)

)
= 4 sin2(θk

2 ), k = 1, . . . , n (2.4)

mit den zugehörigen Eigenvektoren

vk =




sin(θk)
...

sin(nθk)


 =




sin( kπ
2(n+1) )
...

sin( nkπ
2(n+1) )


 , k = 1, . . . , n. (2.5)

Die Komponenten der Eigenvektoren können zu sin(jθk) = sin(kπxj) umgeschrieben
werden und stellen damit eine Diskretisierung der Eigenfunktionen fk(x) = sin(kπx) auf
Ωh dar. Für n = 10 können die 10 Eigenfunktionen auf dem diskretisierten Gebiet Ωh in
Abbildung 2.2 gefunden werden.
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Abbildung 2.2.: Die zehn Eigenfunktionen uk(x) = sin(kπx) des 1D Laplace-Operators für
n = 10 mit x ∈ Ωh.

Anhand Abbildung 2.2 erkennt man, dass die zu den kleinen Eigenwerten zugehörigen
Eigenfunktionen bzw. die Einträge der zugehörigen Eigenvektoren von A nur leicht oszillieren
und die zu den größeren Eigenwerten stark oszillieren.
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2. Die Modellprobleme

2.1.2
Der zweidimensionale Fall. Die 2D Poisson-Gleichung mit
homogener Dirichlet-Randbedingung ist gegeben durch

−
(

∂u
∂x2 + ∂u

∂y2

)
= f in Ω,

u = 0 auf Γ.

Hier wird das Gebiet Ω = [0, 1] × [0, 1] in n+ 2 Gitterpunkte pro Richtung aufgeteilt, also

xj = jh, yj = jh, j = 0, . . . , n+ 1.

Der Einfachheit halber wird in beide Richtungen der gleiche Gitterabstand h gewählt. Nach
einer analogen Diskretisierung wie in (2.2) erhält man für die 2D Poisson-Gleichung das lineare
Gleichungssystem

A =




T −I
−I T −I

. . .
. . .

. . .
−I T −I

−I T




∈ Rn2,n2
, T =




4 −1
−1 4 −1

. . .
. . .

. . .
−1 4 −1

−1 4




∈ Rn,n. (2.6)

Der zugehörige 5-Punkte-Stern für die Diskretisierung ist in Abbildung 2.3 dargestellt.

-1 4 -1

-1

-1

Abbildung 2.3.: 5-Punkte-Stern mit zentrierten Differenzen für −∆u = f .

Eine elegante und nützliche Variante, um die obige Matrix zu beschreiben, nutzt das Ten-
sorprodukt bzw. Kroneckerprodukt4. Dies ist für zwei Matrizen B = [bij ] ∈ Rn,n, C ∈ Rm,m

durch B ⊗ C = [bijC] definiert. Damit erhält man A = I ⊗ Kx + Ky ⊗ I, wobei Kx und Ky

durch die Matrix aus (2.3) gegeben sind. Diese Schreibweise hilft bei der Charakterisierung
des Spektrums von A. Seien vx

k und vy
l Eigenvektoren zu den jeweils n Eigenwerten λx

k(Kx)
und λy

l (Ky) von Kx bzw. Ky, k, l = 1, . . . , n, dann sind vx
k ⊗vy

l Eigenvektoren von A zu den n2

Eigenwerten λkl(A)) = 4
(
sin2( kπ

2(n+1) ) + sin2( lπ
2(n+1) )

)
, k, l = 1, . . . , n, (vgl. (2.5)), was aus

dem Satz von Stephanos folgt, siehe z.B. in [64, Satz 20.9]. Die Eigenvektoren entsprechen

4Benannt nach Leopold Kronecker (1823-1891), deutscher Mathematiker. Doch vermutlich wurde das
Kroneckerprodukt zuerst durch Johann Georg Zehfuss (1832-1901) im Jahre 1858 definiert.
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2. Die Modellprobleme

erneut einer Diskretisierung der Eigenfunktionen fkl(x, y) = sin(kπx) sin(lπy) auf Ωh. Für
den Fall n = 10 sind diese in Abbildung 2.4 dargestellt.
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Abbildung 2.4.: Die ersten 25 Eigenfunktionen ukl(x, y) = sin(kπx) sin(lπy) des 2D Laplace-
Operators für n = 10 mit (x, y) ∈ Ωh
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2.2
Gauge-Laplace. Die Gauge-Laplace-Matrix ist ein Modellproblem, um Ver-
fahren für numerisch anspruchsvolle Probleme aus der Quantenelektro- und
Quantenchromodynamik zu testen. In diesen physikalischen Gebieten werden

Bewegungsgleichungen in Form der Dirac-Gleichung untersucht. Da sich die analytische Be-
handlung, insbesondere auf dem Gebiet der Quantenchromodynamik, als äußerst schwierig
erwies, hat sich der Ansatz der numerischen Betrachtung durch eine Diskretisierung durch-
gesetzt [98].

Die Quantenchromodynamik gehört in das weite Gebiet der Teilchenphysik und ist eine Eich-
feldtheorie. Wie bei einer Modellierung von Bewegungsgleichungen üblich, treten partielle
Ableitungen in den drei Ortsvariablen x, y, z und der Zeitvariablen t auf. Durch eine gewis-
se Eigenschaft, die ein physikalisches System erfüllen soll (Eichinvarianz), ergibt sich eine
modifizierte Ableitung.

Definition 2.2. Seien für µ ∈ {0, 1, 2, 3} sogenannte Eichfelder Aµ gegeben. Für diese Eich-
felder werden kovariante Ableitungen Dµ durch

Dµ := ∂µ + iAµ, µ = 0, 1, 2, 3 (2.7)

definiert. Hierbei entspricht ∂0 der Ableitung nach der Zeit und ∂1, ∂2, ∂3 den partiellen Ab-
leitungen nach dem Ort und i ist die imaginäre Einheit.

Für die Gauge-Laplace-Matrix werden nur D1 und D2 benötigt. Diese Matrix entspricht
einer Diskretisierung des 2D Laplace-Operators, wobei die gewöhnlichen Ableitungen durch
die kovarianten Ableitungen ersetzt werden. Diese Matrix wurde unter anderem für
numerische Berechnungen in [33, 45, 50, 57, 69] verwendet.

Weitere Darstellungen zur Quantenchromodynamik sowie eine Möglichkeit der Diskretisierung
werden im Anhang B erläutert.

Für eine kurze Herleitung der Gauge-Laplace-Matrix sei Ω ein zweidimensionales Gebiet, über
welches ein Gitter mit den Gitterpunkten {(k, l) | k, l = 1, . . . , N} gelegt wird. Hierbei sei der
Abstand zwischen den Gitterpunkten h = 1, d.h. anstatt die Diskretisierung feiner zu machen,
ist man an einer Vergrößerung des Gebietes interessiert. Jeder Kante wird ein sogenanntes
diskretes Eichfeld aus

U(1) := {eiβθ
(k,l)
ν | k, l = 1, . . . , N ; ν = 1, 2}

zugewiesen. Dabei wird β ∈ R+ als Temperaturparameter bezeichnet. β = 0 wird als kalte
und β → ∞ als warme Konfiguration definiert. Es ergibt sich das zu lösende Problem

(−∆D +m)u(x, y) = f(x, y). (2.8)

Dabei ist

∆D :=
2∑

µ=1

D2
µ

und m ∈ R ein Parameter, der physikalisch als Masse interpretiert werden kann. Mit einer,
zu zentralen finiten Differenzen ähnlichen, Diskretisierung kann (2.8) in das diskrete Problem

(4 +m)ukl −
(
eiβθ

(k,l)
1 uk−1,l + eiβθ

(k,l)
2 uk,l−1 + e−iβθ

(k+1,l)
1 uk+1,l + e−iβθ

(k,l+1)
2 uk,l+1

)
= fkl

12
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überführt werden. Hierbei sind ukl := u((k, l)), fkl := f((k, l)) und es werden periodische
Randbedingungen verwendet. Detaillierte Informationen zur Diskretisierung können im An-
hang B gefunden werden.

In der Literatur [33, 45, 57, 69] wird die entstehende Matrix in der Form A = I − κD
geschrieben, wobei D als Hopping-Matrix und die Konstante κ = 1

4+m
als Hopping-Parameter

bezeichnet werden.

In Abbildung 2.5 ist der zugehörige 5-Punkte-Stern angegeben.

−eiβθ
(k,l)
1 4 −e−iβθ

(k+1,l)
1

−e−iβθ
(k,l+1)
2

−eiβθ
(k,l)
2

Abbildung 2.5.: Der 5-Punkte-Stern von −∆Du = f .

Man erkennt, dass die Matrix A ∈ Cn,n hermitesch ist, also A = AH . Der Hopping-Parameter
kann verwendet werden, um für verschiedene physikalisch relevante Situationen gewünschte
Eigenwerte der Matrix A zu erzeugen. In den numerischen Berechnungen sind vor allem
Situationen mit λmin(A) = 10−m, m = 0, 1, . . . , 6 von Interesse.

Bemerkung 2.3. Für m = 0 und β = 0 (also eine kalte Konfiguration) ergibt sich

{eiβθ
(k,l)
ν | k, l = 1, . . . , N ; ν = 1, 2} = {1} und damit entspricht die Gauge-Laplace-Matrix

der Laplace-Matrix aus (2.6).
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3
Von einfachen stationären Verfahren zu

Mehrgitterverfahren

Die Lösung eines linearen Gleichungssystems Ax = b kann durch iterative Verfahren appro-
ximiert werden. Einfache stationäre Verfahren, wie das Jacobi- und das gewichtete Jacobi-
Verfahren, gehören zu dieser Klasse. Bei der Analyse der Stärken und Schwächen solcher
Verfahren werden die Grundideen der Mehrgitterverfahren veranschaulicht, die erstmals in
[49] und [12] betrachtet wurden und seit Brandt [26] für die Verwendung als iterative Verfah-
ren immer mehr Anwendungen fanden. Dies soll auf das darauffolgende Kapitel vorbereiten,
in dem die Algebraischen Mehrgitterverfahren (AMG) eingeführt und erläutert werden, die in
verschiedenen Variationen den Hauptteil der theoretischen Analyse dieser Arbeit einnehmen.

3.1
Stationäre Verfahren. Im ersten Abschnitt dieses Kapitels
werden stationäre Verfahren im Allgemeinen erläutert. Ziel dieser Verfahren
ist es, für eine gegebene Matrix A ∈ Rn,n oder auch A ∈ Cn,n mit det(A) 6= 0

und b ∈ Rn bzw. b ∈ Cn das Gleichungssystem

Ax = b, (3.1)

zu lösen. Die Lösung ist gegeben durch x = A−1b.

Bemerkung 3.1. In Abschnitt 2.2 wurden komplexwertige Matrizen A ∈ Cn,n betrachtet.
Sowohl in diesem, als auch zu Beginn des nächsten Kapitels werden die verschiedenen Kon-
zepte ausschließlich für reelle Matrizen besprochen. Diese Kapitel dienen zur Darstellung der
wichtigsten Ideen der Mehrgitterverfahren. Ab Kapitel 5 wird die Beschränkung aufgehoben
und komplexwertige Matrizen werden zugelassen.

Eine Alternative zu direkten Lösungsverfahren, wie der Gauß-Elimination oder der LU-
Zerlegung, bieten iterative Verfahren, die die Lösung x durch eine Folge {x[k]} annähern.
Definiert man eine Iterationsmatrix T ∈ Rn,n, wird ausgehend von einem Startvektor x[0] die
Folge durch die Vorschrift x[k+1] = Tx[k] +c gebildet. Hierbei muss c ∈ Rn so gewählt werden,
dass die Lösung von (3.1) ebenfalls eine Lösung von der Fixpunktgleichung x = Tx+ c ist. Es
lässt sich zeigen, dass die so gebildete Folge {x[k]} genau dann gegen x = A−1b konvergiert,
wenn der Spektralradius ρ(T ) kleiner Eins ist, siehe z.B. [75, Satz 4.5].

Eine Iterationsmatrix T kann durch eine Zerlegung von A = M − N mit M invertierbar
erzeugt werden. Das lineare Gleichungssystem Ax = b ist mit dieser Zerlegung äquivalent
zu x = M−1Nx + M−1b = (I − M−1A)x + M−1b. Somit ist die Iterationsmatrix durch
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3. Von einfachen stationären Verfahren zu Mehrgitterverfahren

T = I−M−1A gegeben. Eine einfache Möglichkeit, solch eine Zerlegung zu finden, ergibt sich
aus einer Aufteilung

A = D −R− L,

mit D = diag(A) und −R,−L der obere rechte Block bzw. der untere linke Block der Matrix
A. Wird außerdem gefordert, dass D nichtsingulär ist (z.B. wenn A spd ist), dann kann
M = D gewählt werden und es ergibt sich die Iteration

x[k+1] = (I −D−1A)x[k] +D−1b = x[k] +D−1(b−Ax[k]).

Diese Iteration nennt man Jacobi-Iteration.

3.2
Das Jacobi- und gewichtete Jacobi-Verfahren. Für D = diag(A) bil-
det die Iterationsmatrix T1 = I −D−1A bzw. die gewichtete Jacobi-Iterations-
matrix

Tω = I − ωD−1A

mit einem Gewicht ω ∈ R eines der einfachsten stationären Verfahren. In diesem Abschnitt
wird dieses Iterationsverfahren auf die 1D Laplace-Matrix (2.3) angewendet und ihre Wirkung
analysiert. Sei A gegeben durch (2.3). Dann ist D = diag(2, . . . , 2) ∈ Rn und damit

Tω = I − ω
2A.

Mit den Eigenwerten von A, gegeben durch (2.4), lassen sich die Eigenwerte von Tω angeben:

λk(Tω) = 1 − 2ω sin2( kπ
2(n+1) ), k = 1, . . . , n.

Der Sinusterm sin( kπ
2(n+1) ) bewegt sich zwischen den extremen Werten für k = 1 bzw. k = n.

Setzt man s := sin( π
2(n+1) ), dann ist λk(Tω) ≤ 1 − 2ωs2 für alle k = 1, . . . , n und

λk(Tω) ≥ 1 − 2ω sin2( nπ
2(n+1) ) = 1 − 2ω sin2(π

2 + π
2(n+1 )

= 1 − 2ω
(
cos( π

2(n+1) ) − sin( π
2(n+1) ) cos(π

2 )
)2

= 1 − 2ω(1 − s2)

= 1 − 2ω + 2ωs2, k = 1, . . . , n.

Daher liegen die Eigenwerte von Tω im Intervall [1−2ω+2ωs2, 1−2ωs2] und der Spektralradius
von Tω erfüllt die Gleichung

ρ(Tω) = max
{∣∣ (1 − 2ω) + 2ωs2

∣∣,
∣∣ 1 − 2ωs2

∣∣
}
.

Somit ist das gewichtete Jacobi-Verfahren konvergent, wenn ω ∈ [0, 1] ist. Interessanterweise
ist die optimale Wahl von ω für eine Minimierung des Spektralradius’ gegeben durch ω = 1.
Diese Wahl von ω entspricht dem Jacobi-Verfahren, das im Folgenden auf die 1D Laplace-
Matrix (2.3) angewendet wird.

Gegeben sei die Matrix aus (2.3) für n = 10. Als rechte Seite wird b = 0 ∈ Rn und als
Startvektor x[0] = [ 1 ... 1 ]T ∈ Rn gewählt. Die Folge x[k] wird solange iteriert, bis ‖x[k]‖2

kleiner als 10−3 ist.
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(a) Jacobi und CG
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(b) Jacobi und CG - logarithmische Darstellung

Abbildung 3.1.: Das Konvergenzverhalten des Jacobi-Verfahrens, angewandt auf die 1D
Laplace-Matrix. Hier ist die Norm des Fehlers (gewichtet mit dem Anfangs-
fehler) über die Anzahl der benötigten Iterationen aufgetragen. Zum Vergleich
ist das Konvergenzverhalten des CG-Verfahrens dargestellt.

In Abbildung 3.1 ist das typische Konvergenzverhalten des Jacobi-Verfahrens aufgetragen.
Dieser Verlauf der Fehlerreduktion lässt sich bei vielen einfachen stationären Verfahren beob-
achten. Nach einer schnellen Reduktion des Fehlers nimmt die Konvergenzgeschwindigkeit ab.
In der Abbildung erkennt man, dass nur 50 Iterationen benötigt werden, um den gewichteten
Fehler bis zu einem Zehntel zu reduzieren. Jedoch werden weitere 150 Schritte gebraucht, um
die Lösung zufriedenstellend zu approximieren.

Um dieses Phänomen zu verstehen, sind weitere Untersuchungen erforderlich. Da die betrach-
tete Matrix A spd ist, existiert eine Basis des Rn aus Eigenvektoren von A, die mit v1, . . . , vn

bezeichnet werden und gegeben sind durch (2.5). Sei e[m] = x−x[m] der Fehler nach der m-ten
Iteration mit x = A−1b. Dann existieren α1, . . . , αn ∈ R mit

e[m] =
n∑

k=1

αkvk. (3.2)

Betrachtet man die Wirkung der Iterationsmatrix T1 auf e[m], so erhält man

e[m+1] = T1e
[m] =

(
I − 1

2A
)( n∑

k=1

αkvk

)
=

n∑

k=1

αk

(
1 − λk(A)

2

)
vk.

Dabei sind die Eigenwerte λk(A) von A gegeben durch (2.4). Dies ergibt für den Fehler

e[m] = Tm
1 e[0] =

n∑

k=1

αk

(
1 − λk(A)

2

)m

vk.

Das bedeutet, dass der Fehler in den Summanden mit λk(A) ≈ 0 bzw. λk(A) ≈ 4 nicht
genügend reduziert wird, jedoch Eigenwerte λk(A) ≈ 2 zu einer schnellen Verkleinerung der
entsprechenden Fehleranteile führen. Nach genügend Iterationen wird der Fehler daher nur
noch durch wenige Eigenvektoren dominiert.
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Mit dem Wissen, dass Eigenwerte existieren, die zu einer langsamen Reduktion des Fehlers
führen, als auch solche, die die Konvergenz beschleunigen, wird erneut das gewichtete Jacobi-
Verfahren betrachtet. In Sachen Konvergenz wurde in dem Spezialfall der 1D Laplace-Matrix
festgestellt, dass die optimale Wahl von ω gleich Eins ist. Im Folgenden soll jedoch nicht mehr
der Spektralradius von Tω minimiert, sondern eine Wahl von ω angegeben werden, die zu einer
vernünftigen Aufteilung der Eigenvektoren von A führt. Diese Aufteilung soll so erfolgen, dass
gewisse Anteile im Fehler reduziert werden, andere beinahe erhalten bleiben. Ferner wird ω
so gewählt, dass die schwach oszillierenden Anteile (gegeben durch die Eigenvektoren zu den
kleinen Eigenwerten, vgl. Abbildungen 2.2 und 2.4) dominant bleiben, die stark oszillierenden
Anteile jedoch verschwinden. Dies führt zu der Möglichkeit, die Diskretisierung zu überdenken
und den Gitterabstand h zu vergrößern.

In Abbildung 3.2 sind die Eigenfunktionen der 1D Laplace-Matrix aufgetragen. Im Gegensatz
zur Abbildung 2.2 wurden hier zusätzlich die Funktionen auf einem gröberen Gitter mit
Gitterabstand 2h aufgetragen. Man erkennt, dass die schwach oszillierenden Funktionen auch
noch auf dem groben Gitter hinreichend repräsentiert werden. Diese Funktionen werden in
Zukunft als glatte Funktionen bezeichnet. Die oszillierenden Funktionen verlieren dagegen
jegliche Information.

Diese Beobachtung führt auf eine Wahl von ω, so dass die Reduktionsrate von Tω bei den
Eigenvektoren für k > n

2 möglich groß ist, d.h. λk(Tω) = 1 − 2ω sin2( kπ)
2(n+1) ) ist möglichst

klein. Für k > n
2 und s = sin( π

2(n+1) ) ist s2 ≥ 1
2 und damit gilt

1 − 2ω < 1 − 2ω + 2ωs2 ≤ λk(Tω) ≤ 1 − 2ωs2 < 1 − ω.

Daher erhält man die optimale Reduktion der oszillierenden Eigenvektoren, wenn
∣∣ 1 − 2ω

∣∣ =∣∣ 1 − ω
∣∣ erfüllt ist, also für ω = 2

3 . Hier werden die Vektoren um den Faktor 1
3 reduziert.

Im weiteren Verlauf werden solche einfachen stationären Verfahren wegen der gezeigten Ei-
genschaften als Glätter bezeichnet. Es werden abhängig vom Kontext sowohl M , als auch
I −M−1A als Glätter betitelt.

Glätter werden durch den folgenden Algorithmus beschrieben. Dabei sei M ∈ Rn,n eine leicht
zu invertierende Approximation an A.

Algorithmus 1: u = Glätterν(A,M,x0, b)

1 for k = 1, . . . , ν do

2 r[k] = b−Ax[k],

3 x[k+1] = x[k] +M−1r[k].

4 return x[ν+1]

Obwohl bisher nur die 1D bzw. 2D Laplace-Gleichung betrachtet wurde, lassen sich viele der
gezeigten Eigenschaften und Zusammenhänge auf andere Probleme übertragen. Dazu sei z.B.
auf [38, 55] verwiesen.
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(c) k = 3
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(d) k = 4
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(e) k = 5
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(f) k = 6
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(g) k = 7
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(h) k = 8
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(i) k = 9
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(j) k = 10

Abbildung 3.2.: Die zehn diskretisierten Eigenfunktionen uk(x) = sin(kπx) des 1D Laplace-
Operators für n = 10 jeweils auf dem Originalgitter mit Gitterabstand h und
dem gröberen Gitter mit Gitterabstand 2h.
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3.3
Mehrgitterverfahren. Um die wichtigsten Ideen von Mehrgitterverfahren
zu erklären, werden die Beobachtungen aus Abschnitt 3.2 aufgegriffen. Es wur-
de festgestellt, dass gewisse Operationen den Fehler e[k] = x− x[k] glätten und

es daher erlaubt ist, auf einem gröberen Gitter zu operieren. Um die Hauptideen im Detail zu
verstehen, werden zunächst nur zwei verschiedene Gitter betrachtet. Seien also Ωh,ΩH zwei
diskretisierte Gebiete von Ω mit Gitterabstand h bzw. H. Für die Anschauung kann z.B.
H = 2h gewählt werden.

Geht man davon aus, dass der Fehler e[k] ∈ Ωh aus (3.2) von der Iterierten x[k] und der Lö-
sung x genügend glatt ist, also wenig oszilliert, so kann die Größe des zu lösenden Problems
maßgeblich reduziert, also ein Repräsentant von e[k] auf ΩH gefunden werden. Es gibt viele
denkbare Varianten, solch einen Repräsentanten anzugeben. Die wohl einfachste ist eine ka-
nonische Einbettung (Injektion). Dafür sei auf dem feinen Gitter der Fehler mit eh := e[k]h

und den Einträgen [eh
j ] und analog auf dem groben Gitter mit e2h := e[k]2h

und den Einträgen

[e2h
j ] bezeichnet. Dann soll gelten

e2h
j = eh

2j .

In Matrixform ergibt das die Gleichung

e2h = R2h
h eh (3.3)

mit

R2h
h : Ωh → Ω2h, R2h

h = [rjk] =

{
1, k = 2j − 1
0, sonst

.

Eine weitere und mehr gebräuchlichere Möglichkeit, genannt full weighting (FW), kann wie
folgt definiert werden

e2h
j = 1

4(eh
2j−1 + 2eh

2j + eh
2j+1)

bzw. erneut in der Matrixschreibweise

R2h
h =

1

4




1 2 1
1 2 1

1 2 1
. . .

. . .
. . .

1 2 1


 .

Die Matrizen lassen sich ähnlich wie bei einem Diskretisierungs-Stern (vgl. Abbildungen 2.1,
2.3) abkürzend als 1

4 [ 1 2 1 ] aufschreiben. Für ein analoges 2D Problem erhält man den Stern

1
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1 2 1
2 4 2
1 2 1


 .

Damit wurde das zu lösende Problem auf ein gröberes Gitter restringiert. Auf diesem Git-
ter muss das Problem schließlich gelöst bzw. die Lösung approximiert und anschließend das
Ergebnis auf das feine Gitter interpoliert werden. Dieser Operator wird mit P h

H : ΩH → Ωh

bezeichnet. Auch hier gibt es verschiedene Möglichkeiten, diese Interpolation durchzuführen.
Es soll im Eindimensionalen zunächst für H = 2h gelten eh

2j = e2h
j . Für die hinzukommenden

Punkte muss dann gewichtet interpoliert werden, z.B.

eh
2j+1 =

e2h
j +e2h

j+1

2 .
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Dies ergibt eh = P h
2he

2h mit

P h
2h = 1

2




1
2
1 1

2
1 1

. . .
. . .
1 1

2
1




und in der Stern-Schreibweise 1
2

]
1 2 1

[
.

Die offenen Klammern bezeichnen die spaltenweise Schreibweise. So erhält man analog für
den 2D Fall den Stern

1
4




1 2 1
2 4 2
1 2 1


.

Die Verwendung von lediglich zwei Gittern ist für praktische Probleme im Allgemeinen jedoch
ungeeignet, da das Grobgitter-Problem mit dem Gitterabstand H immer noch zu groß ist,
um es exakt zu lösen. Überträgt man die vorgestellten Ideen auf mehrere Gitter, so erhält
man ein Mehrgitterverfahren. Für die theoretische Analyse von Mehrgitterverfahren reicht es
jedoch häufig aus, das zugehörige Zweigitterverfahren zu betrachten, da sich die Ergebnisse
durch eine rekursive Anwendung auf weitere Gitter übertragen lassen.

Ein Mehrgitterverfahren basiert in der Regel auf zwei Phasen:

1. Es müssen geeignete Gitter bzw. Diskretisierungen auf diesen Gittern angegeben wer-
den. Des Weiteren benötigt man Interpolations- und Restriktionsoperatoren. Diese erste
Phase nennt man Setup- Phase und sie kann wie folgt beschrieben werden.

Algorithmus 2: Setup-Phase eines Mehrgitterverfahrens

Input : Ein Problem, z.B. eine partielle Differentialgleichung; Anzahl der
Gitterebenen L, eine Gitterhierarchie Ωh1, . . . ,ΩhL

.

Output : Systemmatrizen A(k), k = 1, . . . , L; Interpolationen P k
k+1, Restriktionen

Rk+1
k , k = 1, . . . , L− 1; Glätter M (k), k = 1, . . . , L− 1.

1 for k = 1, . . . , L do

2 Finde durch Diskretisierung auf jedem Gitter k eine Systemmatrix A(k). Hierbei

ist A(L) die Matrix auf dem gröbsten und A(1) die auf dem feinsten Gitter.

3 for k = 1, . . . , L− 1 do

4 Definiere geeignete Interpolationen P k
k+1 : Ωhk+1

→ Ωhk
und Restriktionen

Rk+1
k : Ωhk

→ Ωhk+1
sowie Glätter M (k).

2. Der zweite Teil eines Mehrgitterverfahrens ist die Lösungsphase. Diese wird durch den
folgenden Algorithmus realisiert.
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Algorithmus 3: x(k) = Mehrgitter(A(k), x
(k)
0 , b(k))

1 x(k) = Glätterν1(A(k),M (k), x
(k)
0 , b(k)), // Vorglättung

2 r(k) = b−A(1)x(k), // Berechne das Residuum
3 r(k+1) = Rk+1

k r(k), //Restringiere auf das gröbere Gitter
4 if k = L− 1 then

5 Löse: A(L)x(L) = r(L), // exakte Lösung auf dem gröbsten Gitter

6 else

7 x(k+1) = Mehrgitter(A(k+1), 0, r(k+1)) // Rekursion

8 x(k) = x(k) + P k
k+1x

(k+1), //Korrektur durch prolongierte Grobgitterlösung
9 x(k) = Glätterν2(A(k),M (k), x(k), b), // Nachglättung

10 return x(l).

Mit Algorithmus 3 erhält man für l = 1 eine Approximation an x = A(1)−1
b(1). Dazu werden

ν1 Vorglättungsschritte und ν2 Nachglättungsschritte verwendet, welche durch Algorithmus
1 gegeben sind.

Wird L = 2 gesetzt, so erhält man den Algorithmus für das Zweigitterverfahren. Anstatt
in 5 exakt zu lösen, ist es jedoch für den Zweigitterfall empfehlenswert, die Lösung x(L) zu
approximieren.

Die resultierende Iterationsmatrix des Zweigitterverfahrens ist gegeben durch

T2g := I − C2gA := T ν2
s · Tc · T ν1

s ,

wobei hier Ts der Glätter (smoother) und Tc die sogenannte Grobgitterkorrektur (coarse grid
correction) ist. Die beiden Matrizen haben folgende Gestalt

Ts := I −M−1A, (3.4)

Tc := I − PA−1
c RA. (3.5)

Die Matrix M wird normalerweise als M = diag(A) (Jacobi), M = 1
ω

· diag(A) (gewichtetes
Jacobi) oder als obere/ untere Dreiecksmatrix von A (Gauß-Seidel) gewählt. Die Matrix R =
R2

1 : Ωh → ΩH beschreibt die Restriktion. Die Matrix P = P 1
2 stellt die Interpolation dar,

also P : ΩH → Ωh. Wenn aus dem Kontext der Bild- und Urbildbereich von P und R deutlich
wird, wird auf die Indexierung verzichtet. Da in dieser Arbeit ausschließlich symmetrische
bzw. hermitesche Probleme betrachten werden, wird R = P T bzw. R = PH gefordert.

Die Iterationsmatrix des Mehrgitterverfahrens kann am einfachsten rekursiv angegeben wer-
den:

T (1)
mg := I − C(1)

mgA
(1)

wobei C(k)
mg für k = 1, . . . , L− 1 gegeben ist durch

I − C(k)
mgA

(k) := T (k)ν2

s (I − P k
k+1C

(k+1)
mg P kT

k+1A
(l)) · T (k)ν1

s .

Die Matrix C(L)
mg ist dabei eine Approximation an A(L)−1

bzw. wenn exakt gelöst wird C(L)
mg =

A(L)−1
gesetzt. Außerdem sind

T (k)
s := I −M (k)−1

A(k) (3.6)
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3. Von einfachen stationären Verfahren zu Mehrgitterverfahren

die Glätter auf dem k-ten Gitter.

Eine Abwandlung des Mehrgitterverfahrens wird durch eine mehrmalige Anwendung der Re-
kursion in Schritt 7 erreicht. Dies führt zur Lösungsphase, gegeben durch Algorithmus 4.

In diesem Algorithmus wird in Schritt 7 derselbige γ-mal durchgeführt. Für γ = 1 erhält
man den Algorithmus 3 und nennt das resultierende Verfahren V-Zyklus, siehe Abbildung 3.3.
Wählt man γ = 2, so erhält man den W-Zyklus, dargestellt in Abbildung 3.4. Im Allgemeinen
nennt man diese Art von Rekursion γ-Zyklus.

Algorithmus 4: x(k) = MG(A(k), x
(k)
0 , b(k))

1 x(k) = Glätterν1(A(k),M (k), x
(k)
0 , b(k)), // Vorglättung

2 r(k) = b−A(k)x(k), // Berechne das Residuum

3 r(k+1) = Rk+1
k r(k), //Restringiere auf das gröbere Gitter

4 if k = L− 1 then

5 Löse: A(L)x(L) = r(L), // exakte Lösung auf dem gröbsten Gitter

6 else

7 x(k+1) = MGγ(A(k+1), 0, r(k+1)) // Rekursion

8 x(k) = x(k) + P k
k+1x

(k+1), //Korrektur durch prolongierte Grobgitterlösung
9 x(k) = Glätterν2(A(k),M (k), x(k), b), //Nachglättung

10 return x(l).

L = 2

L = 3

L = 4

Abbildung 3.3.: Veranschaulichung des V-Zyklus’ für verschiedene Gitterhierarchien.

L = 2

L = 3

L = 4

Abbildung 3.4.: Veranschaulichung des W-Zyklus’ für verschiedene Gitterhierarchien.
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3. Von einfachen stationären Verfahren zu Mehrgitterverfahren

Die Iterationsmatrizen für die verschiedenen Zyklen lassen sich sehr elegant über die Ver-
wendung eines Polynoms Pγ(t) = (1 − t)γ definieren. Für den allgemeinen γ-Zyklus erhält
man

T (1)
mg,γ := I − C(1)

mg,γA
(1)

wobei für k = 1, . . . , L− 1 die Matrizen C
(k)
mg,γ rekursiv durch

I − C(k)
mg,γA

(k) := T (k)ν2

s (I − P k
k+1S

(k+1)−1

mgγ
P kT

k+1A
(k)) · T (k)ν1

s mit (3.7)

S(k+1)
mg,γ := A(k+1)

[
I − (

I − C(k+1)
mg,γ A(k+1))γ]−1

(3.8)

gegeben sind. Die Matrix C(L)
mg,γ ist erneut eine Approximation an A(L)−1

bzw. durch C
(L)
mg =

A(L)−1
definiert. Die Glätter T (k)

s auf dem k-ten Level sind gegeben durch (3.6). Für γ = 1

ergibt sich T
(1)
mg,γ = T

(1)
mg .

In den 80er und 90er Jahren wurde daraus ein Ansatz entwickelt, der erst wieder in den letz-
ten Jahren aufgegriffen wurde, siehe [60, 61]. Die Idee stammt von Axelsson und Vassilevski
[11] und beinhaltet die Verwendung von Tschebysheff Polynomen für die Konstruktion der
Grobgittermatrix. Man betrachtet in (3.8) anstatt des Polynoms (1 − t)γ ein beliebiges Poly-

nom Pγ(t) vom Grad γ und den Eigenschaften P (0) = 1 sowie Pγ(t) 6= 1 auf σ
(
C

(k+1)
mg,γ A(k+1)

)

und erhält

S(k+1)
mg,γ = A(k+1)

[
I − Pγ

(
C(k+1)

mg,γ A(k+1))]−1
. (3.9)

Der nächste Abschnitt behandelt bestimmte Polynome, die den Ausdruck 1 −P (t) möglichst

auf 1 skalieren sollen bzw. die auf den Eigenwerten von C
(k+1)
mg,γ A(k+1) minimal sind.

3.4
Tschebysheff Polynome. Die Tschebysheff Polynome spielen in vielen Be-
reichen der numerischen linearen Algebra eine wichtige Rolle. Ihre Darstellung
in diesem Abschnitt basiert auf [86].

Definition 3.2. Das reelle Tschebysheff Polynom erster Art vom Grad γ wird für t ∈ [−1, 1]
definiert durch

Tγ(t) := cos
(
γ cos−1(t)

)
.

Eine äquivalente Darstellung erhält man durch die trigonometrische Identität

cos
(
(γ + 1)θ

)
+ cos

(
(γ − 1)θ

)
= 2 cos(θ) cos(γθ) für alle γ ≥ 1, θ ∈ [0, 2π)

und mittels der Substitution θ = cos−1(t). Es ergibt sich die rekursive Darstellung

Tγ+1(t) = 2tTγ(t) − Tγ−1(t) mit T0(t) = 1, T1(t) = t. (3.10)

Damit kann der Definitionsbereich von Tγ für
∣∣ t
∣∣ > 1 erweitert werden. Eine besondere

Eigenschaft der Tschebysheff Polynome ist eine gewisse Minimierungseigenschaft auf dem
Intervall [−1, 1], die durch eine Translation auf ein beliebiges Intervall [a, b] überführt werden
kann. Die Darstellung dieses Satz findet sich in [86, Theorem 6.25] wieder.
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3. Von einfachen stationären Verfahren zu Mehrgitterverfahren

Satz 3.3. Sei c ∈ R mit c /∈ [a, b] mit a < b, dann wird das Minimum

min
p∈Rc

≤γ
[t]

max
t∈[a,b]

∣∣ p(t)
∣∣

durch das Polynom

Πc
γ(t) :=

Tγ

(
b+a−2t

b−a

)

Tγ

(
b+a
b−a

)

angenommen. Hierbei ist Rc
≤γ [t] := {p ∈ R≤γ [t] mit p(c) = 1} und R≤γ [t] bezeichnet die

Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten vom Grad kleiner oder gleich γ.

In [42, Seite 61] wird diese Aussage für das Intervall [−1, 1] bewiesen. Die allgemeinere Aussage
für das Intervall [a, b] erfolgt durch eine Variablentransformation t̃ = b+a−2t

b−a
, siehe [6, Theorem

B.1].

Durch ihre Minimierungseigenschaft nehmen die Tschebysheff Polynome eine wichtige Rolle
im späteren Verlauf dieser Arbeit ein. Für den Spezialfall c = 0 und b > a > 0 ergibt sich

Π0
γ(t) =

Tγ

(
b+a−2t

b−a

)

Tγ

(
b+a
b−a

) . (3.11)

Beispiel 3.4. Betrachtet man die Matrix S
(k+1)
mg,γ aus (3.9) und nimmt an, dass C(k+1)

mg,γ und

A(k+1) spd sind, dann gilt für das Spektrum von C
(k+1)
mg,γ A(k+1), dass σ(C(k+1)

mg,γ A(k+1)) ⊂ R.

Das Polynom Pγ sollte dann möglichst auf einem Intervall [a, b] mit σ(C(k+1)
mg,γ A(k+1)) ⊂ [a, b]

minimal sein. Daher ist die optimale Wahl des Polynoms durch (3.11) gegeben.

Es stellt sich die Frage, ob auch ein geeignetes Polynom gewählt werden kann, wenn C
(k+1)
mg,γ

unsymmetrisch ist. Damit befinden sich die Eigenwerte von C
(k+1)
mg,γ A(k+1) nicht mehr auf der

reellen Achse. Mit der Annahme, dass die beiden Matrizen ein konvergentes Iterationsverfah-
ren induzieren, d.h. es gilt

∥∥∥I − C(k+1)
mg,γ A(k+1)

∥∥∥
A(k+1)

= ρ < 1, (3.12)

liegen die Eigenwerte von C
(k+1)
mg,γ A(k+1) in Bρ(1) := {t ∈ C mit

∣∣ t− 1
∣∣ ≤ ρ}.

Da die Minimierungseigenschaft der Tschebysheff Polyonome die für diese Arbeit zentrale
Eigenschaft dieser Polynome ist, wird eine verallgemeinerte und in der komplexen Analysis
übliche Definition der Tschebysheff Polynome eingeführt, siehe z.B. [88, Seite 46] oder [95,
Seite 89].

Definition 3.5. Sei Q ⊆ C. Ein Polynom Πc
γ{Q} ∈ Cc

≤γ [t] heißt in c ∈ R normiertes Tsche-
bysheff Polynom auf Q vom Grad höchstens γ, wenn es für t ∈ C die Minimierungseigenschaft

max
t∈Q

∣∣Πc
γ{Q}(t)

∣∣ = min
p∈Cc

≤γ
[t]

max
t∈Q

∣∣ p(t)
∣∣,

erfüllt. Hierbei werden Cc
≤γ [t] und C≤γ [t] analog zu den reellen Pandons definiert.
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3. Von einfachen stationären Verfahren zu Mehrgitterverfahren

Für Q = [−1, 1] stimmt Definition 3.5 durch Anwendung von Satz 3.3 mit der Definition 3.2
überein. Außerdem ist für Q = [a, b]

Π0
γ

{
[a, b]

}
(t) =

Tγ

(
b+a−2t

b−a

)

Tγ

(
b+a
b−a

) . (3.13)

Die Gleichung (3.12) verlangt eine Untersuchung, wie das auf c normierte Tschebysheff Poly-
nom für Q = Bρ(1) mit ρ < 1 aussieht. Dazu ist das folgende Resultat hilfreich, dass in dieser
Form in [86, Lemma 6.26] wiedergefunden werden kann.

Satz 3.6 (Zarantonello). Sei Bρ(0) ⊂ C ein Kreis um den Ursprung mit Radius ρ und
c /∈ Bρ(0), dann gilt

min
p∈Cc

≤γ
[t]

max
t∈Bρ(0)

∣∣ p(t)
∣∣ = max

t∈Bρ(0)

(
t
c

)γ

=
(

ρ
|c|

)γ

.

Ein Beweis kann in [88, Theorem 3, Seite 367] gefunden werden. Durch Verwendung einer
Variablentransformation erhält man das gewünschte Resultat für die Minimierung auf Bρ(1),
also

min
p∈Cc

≤γ
[t]

max
t∈Bρ(1)

∣∣ p(t)
∣∣ = max

t∈Bρ(1)

( t− 1

c− 1

)γ

.

Daher ist
Π0

γ

{
Bρ(1)

}
(t) = (1 − t)γ .
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4
Algebraische Mehrgitterverfahren

Im vorangegangenen Kapitel wurde bei der Einführung der Mehrgitterverfahren die Bedeu-
tung der Gitterhierarchie sowie der zugrunde liegenden partiellen Differentialgleichung (partial
differential equation, kurz PDE) deutlich. Jedoch kann nicht immer ein geeignetes Gitter und
damit verbundene Operatoren angegeben werden. Sei es wegen eines schwer zu diskretisieren-
den Gebietes Ω oder, dass für das gegebene Problem keine partielle Differentialgleichung zu
Grunde liegt bzw. diese unbekannt ist. Abhilfe schaffen algebraische Varianten von Mehrgit-
terverfahren, die erstmals in einer Arbeit von Brandt, McCormick und Ruge [30] eingeführt
wurden und ein Jahr später durch Ruge und Stüben [85] Bekanntheit erlangten. In diesem
Kapitel werden zunächst die Hauptideen algebraischer Mehrgitterverfahren (AMG) anhand
grundlegender Konzepte von Ruge und Stüben erläutert. Einer der wesentlichen Unterschiede
zu den Mehrgitterverfahren aus Abschnitt 2 ist, dass die Matrizen A(k) nicht mehr über eine
Diskretisierung gröberer Gitter erklärt werden können. Des Weiteren können auch Interpola-
tionen und Restriktionen nicht über die Gitterhierarchie definiert werden und der Begriff der
glatten Fehler, so wie er definiert wurde, macht ohne eine Geometrie nur noch wenig Sinn.

Das AMG von Ruge und Stüben lieferte die ersten Ideen zur Entwicklung eines Mehrgitterver-
fahrens ohne Nutzung der Geometrien. Eine detaillierte Darstellung dieses Verfahrens kann
unter anderem in [51] gefunden werden. Dieses AMG liefert auch heute noch die Grundlagen
für immer weitere Abwandlungen. Im Anschluss an diese Schilderung werden einige wich-
tige Varianten verschiedener AMG’s vorgestellt, wie z.B. Multilevel-Block-Faktorisierungs-
Verfahren oder auch das sogenannte reduction-based AMG (AMGr). Diese Verfahren nehmen
im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine zentrale Rolle ein.

4.1
Grobgittermatrix, Interpolationsmatrix und Coarsening. Im Fol-
genden wird erläutert, wie ein algebraisches Mehrgitterverfahren konstruiert
werden kann. Ein wesentlicher Unterschied zu den bisher betrachteten Mehr-

gitterverfahren ist, dass die Matrizen A(k) auf den verschiedenen Gittern nicht mehr durch
eine geeignete Diskretisierung entstehen. Geht man davon aus, dass eine Interpolation P k

k+1

von Gitter k+1 zu Gitter k bereits gefunden wurde, so ist ein häufig gewählter Ansatz für die
Konstruktion der Matrix auf dem nächst gröberen Gitter der sogenannte Galerkin-Ansatz1.
Hier wird vorausgesetzt, dass A symmetrisch und damit die entsprechende Restriktion durch
Rk+1

k =
(
P k

k+1

)T
definiert ist. Setzt man auf dem (k + 1)-ten Gitter die Matrix als

A(k+1) = (P k
k+1)TA(k)P k

k+1,

1Benannt nach Boris Grigorjewitsch Galjorkin (1871-1945), einem sowjetischen Ingenieur und Mathematiker.
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4. Algebraische Mehrgitterverfahren

so nennt man A(k+1) die Galerkin-Matrix. Im Laufe dieser Arbeit werden noch weitere Mög-
lichkeiten dargestellt, eine Gitterhierarchie aufzubauen; jedoch werden in diesem Abschnitt
AMG’s anhand des Galerkin-Ansatzes eingeführt. Der Einfachheit halber werden ausschließ-
lich Zweigitterverfahren betrachtet. Die Verallgemeinerung auf Mehrgitterverfahren erfolgt
rekursiv, wie im letzten Kapitel beschrieben.

Im nächsten Satz wird dargelegt, dass der Galerkin-Ansatz für spd Matrizen als optimal
interpretiert werden kann. Dazu wird eine bestimmte Norm, die A-Norm oder auch Energie-
Norm, benötigt, die sich wie folgt definiert.

Definition 4.1. Sei A ∈ Cn,n hermitesch positiv definit (hpd), dann ist die A-Norm eines
Vektors x ∈ Cn definiert durch

‖x‖A :=
√
xHAx.

Die zugehörige Matrix-Norm ist für B ∈ Cn,n gegeben durch

‖B‖A := sup
‖x‖A=1

‖Bx‖A.

Damit erhält man das folgende Resultat, was allgemein bekannt ist und in einer äquivalenten
Form in [67] wiedergegeben wird. Zur Vollständigkeit wird der Beweis vorgeführt.

Satz 4.2. Sei A ∈ Rn,n spd und P ∈ Rn,n1 eine Interpolationsmatrix mit Rang(P ) = n1,
n1 < n. Dann gilt für alle x ∈ Rn

‖x+ Py‖A = min ⇔ y = −(P TAP )−1P TAx.

Beweis. Zuerst sei angemerkt, dass P TAP spd und damit nichtsingulär ist, da P vollen Rang
hat. Weiter ist

‖x+ Py‖A = xTAx+ 2yTP TAx+ yTP TAPy =: f(y).

Die Funktion f wird extremal, wenn

0 = f ′(y) = 2P TAx+ 2P TAPy,

also für y0 = −(P TAP )−1P TAx. Da f ′′(y0) = 2P TAP positiv definit ist, befindet sich bei y0

ein Minimum. ✷

Satz 4.2 besagt insbesondere, dass zur Minimierung der A-Norm die Iterationsmatrix Tc =
I−P (P TAP )−1P TA zu wählen ist. Vergleicht man dies mit (3.5), so erhält man als optimale
Wahl der Grobgittermatrix Ac = P TAP .

Anschließend wird untersucht, wie eine geeignete Interpolationsmatrix P gewählt wird. In
Kapitel 3 wurde gezeigt, dass es gewisse Anteile im Fehler e[k] = x− x[k] gibt, die durch den
Glätter nur langsam reduziert werden. Es konnte beobachtet werden, dass diese Anteile zu
entsprechend glatten Eigenvektoren von A gehören. Diese Glattheit hängt von der gewählten
Diskretisierung und insbesondere vom Gitterabstand h ab. Daher kann diese Beobachtung
nicht auf algebraische Mehrgitterverfahren übertragen werden. Trotzdem gibt es weiterhin
entsprechende Anteile im Fehler e[k], die nur langsam reduziert werden. Diese hängen jedoch
von dem gewählten Glätter Ts := I−M−1A ab. Mithilfe dieses Glätters lassen sich algebraisch
glatte Vektoren definieren.
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Definition 4.3. Sei A ∈ Rn,n spd und Ts = I − M−1A ein Glätter. Dann heißt e ∈ Rn ein
glatter Fehler bzgl. Ts, wenn gilt

‖Tse‖A ≈ ‖e‖A .

Es gibt weitere Varianten, glatte Fehler zu definieren, jedoch ist Definition 4.3 die geläufigs-
te und kann z.B. in [85] und [86] wiedergefunden werden. Dabei ist zu beachten, dass die
Glattheit von Vektoren im Gegensatz zu geometrisch glatten Vektoren nicht mehr von geo-
metrischen Gegebenheiten eines Gitters abhängt, sondern einzig von der Wahl des Glätters.

Betrachtet man einen in seinen glatten und seinen nicht glatten, genannt oszillierenden, Anteil
aufgeteilten Fehler, also e = eglatt + eosz, und nimmt an, dass der Glätter Ts den Anteil eosz

weitestgehend eliminiert, also Tse ∈ {eglatt ∈ Rn | ‖Tseglatt‖A
≈ ‖eglatt‖A

}, dann resultiert
daraus eine Eigenschaft, die von der Interpolationsmatrix P erfüllt werden sollte: Betrachtet
man die Iterationsmatrix T2g = Tc · Ts, so ist

T2ge = 0,

falls
{eglatt ∈ Rn | ‖Tseglatt‖A

≈ ‖eglatt‖A
} ∈ Bild(P ). (4.1)

Denn unter dieser Voraussetzung existiert ein x mit Px = Tse und daher gilt

T2ge = (I − P (P TAP )−1P TA)Px = Px− Px = 0.

Für die Interpolation P wird folglich gefordert, dass P vollen Rang hat und die algebraisch
glatten Vektoren möglichst im Bild von P liegen.

Bisher ist ungeklärt, auf welchen Raum P abbildet. Den Prozess, diesen Raum zu finden,
nennt man Coarsening oder Coarsing-Prozess. Dazu werden die Unbekannten in sogenannte
Fein (F )- und Grobgitterunbekannte (C) aufgeteilt, was auf verschiedene Weisen geschehen
kann. Eine der ersten Varianten war die von Ruge und Stüben [85].

Aufgrund algebraischer Umformungen und der Annahme, dass A eine symmetrische M-Matrix
ist, d.h. A = AT nichtsingulär, A−1 hat nur nicht negative Einträge und die Nichtdiagonal-
einträge von A sind nicht positiv, kann gezeigt werden, dass für glatte Fehler e = [ej ] gilt

∑

k 6=j

∣∣ akj

∣∣
ajj

(ej−ek)2

e2
j

≪ 1. (4.2)

Eine Herleitung von 4.2 findet sich in [86, Seite 457 (13.70)].

Dies bedeutet, dass Verbindungen zwischen j und k charakterisiert werden können. Man sagt,
dass zwischen j und k eine starke Verbindung besteht, wenn der Faktor

∣∣ ajk

∣∣
ajj

hinreichend groß ist. Mit Hilfe eines zu wählenden Parameters θ, kann eine Einteilung wie
folgt vorgenommen werden: k hat eine starke Verbindung zu j, wenn

∣∣ ajk

∣∣
ajj

≥ θ.
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Für diese starken Verbindungen erhält man durch (4.2), dass

(ej−ek)2

e2
j

klein ist, also die j-te und k-te Komponente des Fehlers nur gering variiert. Daher lässt sich
der Eintrag ek gut durch ej interpolieren. Ziel ist es, eine Einteilung von U := {1, . . . , n} in
feine und grobe Unbekannte zu finden, so dass für jedes j ∈ F mindestens ein k ∈ C existiert,
welches sich eine starke Verbindung mit j teilt. Im Laufe der letzten 30 Jahre haben sich viele
Varianten entwickelt, die eine Einteilung von U mithilfe starker Verbindungen vornehmen. Der
Fokus dieser Arbeit soll aber unter anderem darauf liegen, auch komplexwertige Matrizen zu
behandeln. Dies fällt bei der Charakterisierung mit starken Verbindungen im Allgemeinen
schwer, siehe dazu [69].

Ungeachtet dessen wird ein Coarsing-Prozess benötigt. Die Methode der Wahl ist der soge-
nannte Greedy-Coarser aus [71], der in Kapitel 6 eingeführt wird. Ist ein Coarsing-Prozess
durchgeführt worden, erhält man eine Permutation der Matrix A, gegeben durch

πAπT =

[
AF F AF C

ACF ACC

]
,

wobei die Permutation π ∈ Rn,n so konstruiert wird, dass die Unbekannten x in Fein-und
Grobgitter-Unbekannte aufgeteilt sind, also πTx = [ xF

xC ] erfüllt ist.

Abgesehen von den hier vorgestellten Abweichungen entsprechen algebraische Mehrgitterver-
fahren den im letzten Kapitel vorgestellten Mehrgitterverfahren. Insbesondere kann weiter-
hin der Algorithmus 3 für die Lösungsphase verwendet werden. Die Setup-Phase wird jedoch
durch eine algebraische Variante ersetzt, in der auch der zugrunde liegende Coarser verwendet
wird. Dies führt zu einem höheren Rechenaufwand der algebraischen Mehrgitterverfahren, im
Vergleich zu Mehrgitterverfahren, die auf einer Geometrie basieren.

Im Verlauf dieses Abschnittes werden ein paar Vereinbarungen getroffen. In Kapitel 3 und auch
in diesem Abschnitt wurden ausschließlich reellwertige Matrizen betrachtet, jedoch lassen sich
die vorgestellten Zusammenhänge problemlos auf komplexwertige Matrizen verallgemeinern.
Da zum Ende der Arbeit das Modellproblem die Gauge-Laplace-Matrix aus Abschnitt ??

untersucht werden soll, ist A in Zukunft eine hermitesch positiv definite (hpd) Matrix, die
bereits eine Aufteilung

A =

[
A11 A12

A21 A22

]
∈ Cn,n (4.3)

mit A11 ∈ Cn1,n1, A22 ∈ Cn2,n2 und n = n1 + n2 besitzt. Die häufig verwendete Darstellung

A =
[

AF F AF C

ACF ACC

]
wird vermieden, um deutlich zu machen, dass der verwendete Ansatz keine

starken Verbindungen benötigt, es daher keine „typische“ Aufteilung in Fein-und Grobgitter-
punkte gibt. Des Weiteren wird der Begriff „Gitter“ durch „Level“ ersetzt, um dem Leser vor
Augen zu führen, dass keine Gitter mehr im herkömmlichen Sinn für die Konstruktion der
hier zu untersuchenden Verfahren benötigt werden. Einzig in der Bezeichnung „algebraisches
Mehrgitterverfahren“, kurz AMG, wird weiterhin dieses Wort verwendet, da die Bezeichnung
AML eher unüblich und eine Verwechslung mit dem sogenannten AMLI-Verfahren, welches
in Kapitel 5 eingeführt wird, möglich ist.
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Zum Ende dieses Kapitels werden zwei Varianten von AMG’s besprochen, die ihre Gemein-
samkeit in der Nutzung eines sogenannten F -Glätters haben. Dies ist ein Glätter, der aus-
schließlich die Fehler glättet, die nicht mit den Grobgitterpunkten assoziiert werden können,
was nicht mit einem Glätter zu verwechseln ist, der auf einem feinen Gitter operiert, um die
oszillierenden Anteile zu eliminieren. Vielmehr arbeitet dieser auf Fehleranteilen, die durch
die Grobgittermatrix unberührt bleiben. Das hat zur Folge, dass der numerische Aufwand
verkleinert wird, da die glatten Anteile des Fehlers vom Glätter nicht erfasst werden. Für eine
Aufteilung wie in (4.3) hat solch ein Glätter die Gestalt

TsF
= I −

[
M−1

s 0
0 0

]
A, (4.4)

wobei Ms eine leicht zu invertierende Approximation an A11 sein soll.

4.2
F -Glättung. Eine F -Glättung ist eine besondere Art der Glättung, welche
unter anderem in [33, 68, 77, 78] betrachtet wird. Für den Rest der Arbeit sei
A ∈ Cn,n hpd und abkürzend wird dies wie folgt beschrieben: Wenn

xHBx ≥ xHCx

für alle x ∈ Cn, und zwei hpd Matrizen B,C ∈ Cn,n erfüllt ist, wird die Notation B � C
verwendet. In ähnlicher Weise werden B ≻ C,B ≺ C,B � C definiert. Für A gilt somit
A ≻ 0. Weiter sei A wie in (4.3) partitioniert.

Wie im letzten Abschnitt besprochen (siehe Definition 4.3), hängen die algebraisch glatten
Vektoren von der Wahl des Glätters ab. Hier wird ein Glätter der Form (4.4), der nur auf einem
Teil der Unbekannten operiert, betrachtet. Für die algebraisch glatten Vektoren v = [ v1

v2 ] ∈ Cn

soll gelten TsF
v = v, also dass

(
I −

[
M−1

s 0
0 0

]
A

)
v = v ⇔

[
M−1

s A11v1 +M−1
s A12v2

0

]
= 0

bzw. v1 = −A−1
11 A12v2 erfüllt ist. Diese Vektoren werden vom Glätter nicht verändert und

spielen daher bei der Konstruktion der Grobgitterkorrektur eine zentrale Rolle. Wie zuvor
besprochen (siehe (4.1)), sollen glatte Vektoren möglichst im Bild der Interpolationsmatrix P
liegen, d.h.

Popt =

[
−A−1

11 A12

I

]
(4.5)

ist die bestmögliche Wahl. Daher wird diese Interpolationsmatrix als optimal bezeichnet.

Betrachtet man eine Zerlegung eines Vektors e ∈ Cn in seinen glatten und oszillierenden
Anteil

e =

[
−A−1

11 A12

I

]
v

︸ ︷︷ ︸
=eglatt

+

[
I
0

]
w

︸ ︷︷ ︸
=eosz

mit eindeutig bestimmten v ∈ Cn2 , w ∈ Cn1, wird deutlich, dass ein algebraisches Mehrgitter-
verfahren mit F -Glättung eine Grobgitterkorrektur benötigt, die eglatt ausreichend reduziert,
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4. Algebraische Mehrgitterverfahren

da der Glätter nur auf den oszillierenden Anteil wirkt, den glatten Anteil aber weitestgehend
unberührt lässt. Der Glätter benötigt zur Reduktion des oszillierenden Anteils eine leicht zu
invertierende Matrix Ms, so dass ρ(I −M−1

s A11) möglichst klein ist.

Da im Allgemeinen die Berechnung der Inversen von A11 sehr aufwändig ist, wird diese in (4.5)
durch eine weitere, leicht zu invertierende Matrix Dp ∈ Cn ersetzt, wobei Dp hpd sein soll. Für
die Anschauung kann Dp als diagonal vorausgesetzt werden. Dann ist die Grobgitterkorrektur
durch

Tc = I −
[

−D−1
p A12

I

]
A−1

c

[
−A21D

−1
p I

]
A

gegeben. Hier ist Ac die Matrix auf dem groben Level. Bezüglich der Minimierung der A-

Norm wurde in Satz 4.2 festgestellt, dass die beste Wahl Ac = [ −A21D−1
p I ]A

[
−D−1

p A12

I

]
ist.

Allerdings berücksichtigt diese Optimalität nicht, dass die Grobgitterkorrektur nur gewisse
Vektoren reduzieren muss. Durch das Ersetzen von A11 durch Dp in Popt entsteht nicht nur
eine Bedingung für Dp an A11, sondern auch eine für Ac. Betrachtet man die Wirkung der
Grobgitterkorrektur auf die glatten Vektoren, so erhält man

(
I −

[
−D−1

p A12

I

]
A−1

c

[
−A21D

−1
p I

]
A

)[
−A−1

11 A12

I

]
v

=

[
−A−1

11 A12

I

]
v −

[
−D−1

p A12

I

]
A−1

c (A22 −A21A
−1
11 A12)v

=

([
−(A−1

11 −D−1
p )A12

I

]
+

[
−D−1

p A12

I

]
(
I −A−1

c (A22 −A21A
−1
11 A12)

)
)
v. (4.6)

Um glatte Fehler zu reduzieren, wird zum einen eine gute Approximation Dp an A11, als auch
eine Grobgittermatrix Ac, die das Schurkomplement von A bzgl. A11 approximiert, benötigt.
Für Dp = A11 sind trivialerweise beide Bedingungen erfüllt. Jedoch bedeutet ein gut durch
Dp approximiertes A11 nicht automatisch, dass

Ac =
[

−A21D
−1
p I

]
A

[
−D−1

p A12

I

]

auch A22 −A21A
−1
11 A12 ausreichend gut approximiert. Im späteren Stadium dieser Arbeit wird

dieses Problem näher erläutert und die Güte einer solchen Approximation charakterisiert. Da
das Schurkomplement im Weiteren eine zentrale Rolle einnimmt, wird abkürzend

S(A,B11) := A22 −A21B
−1
11 A12

für eine Matrix A partitioniert wie in (4.3) und ein invertierbares B11 ∈ Cn1,n1 definiert.

4.3
Spezielle algebraische Mehrgitterverfahren. In diesem Abschnitt
werden die wichtigsten Multilevel-Verfahren eingeführt, die eine F -Glättung
verwenden. Das erste dieser Verfahren ist das sogenannte reduction-based AMG

oder kurz AMGr-Verfahren.
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4. Algebraische Mehrgitterverfahren

4.3.1
Reduction-based AMG. Dieses Verfahren wurde erstmals von MacLach-
lan, Manteuffel und McCormick im Jahr 2006 in [68] vorgestellt.

Das AMGr-Verfahren nutzt in seiner ursprünglichen Form einen F -Glätter. In [36] wurde
dieses Verfahren modifiziert und ein Gauß-Seidel-Glätter verwendet, der auf allen Unbekann-
ten arbeitet. Aus denselben Gründen, die im letzten Abschnitt formuliert wurden, wird die

Interpolationsmatrix als P =
[

−D−1A12
I

]
gewählt. Des Weiteren nutzt das AMGr-Verfahren

in seiner Ursprungsform für die Interpolation und den F -Glätter dieselbe Approximation D
von A11, wobei D als diagonal vorausgesetzt wird.

Definition 4.4. Sei A ∈ Cn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Dann ist AMGr-Verfahren
gegeben durch

Tamgr
:= I −B−1

amgr
A := T amgr

c · T amgr
s , (4.7)

wobei

T amgr
c := I − P (PHAP )−1PHA,

T amgr
s := I − σ

[
D−1 0

0 0

]
A.

Hierbei ist σ ∈ R noch geeignet zu bestimmen.

Das Besondere bei der Definition des AMGr-Verfahrens ist die Gewichtung des Glätters mit
der Konstante σ. Diese soll so gewählt werden, dass

ρ(I −A
1
2
11D

−1A
1
2
11)

möglichst klein ist. Für die Approximation D wird außerdem gefordert, dass σ(D−1A11) ⊆
[1, 1 + ε] für ein ε > 0 ist. Hierbei bezeichnet σ(·) das Spektrum einer Matrix.

Mit dieser Eigenschaft gilt

ρ(I − σA
1
2
11D

−1A
1
2
11) ≤ max(

∣∣ 1 − σ
∣∣,
∣∣ (1 + ε)σ − 1

∣∣).

Dieser Term wird minimal, wenn

∣∣ 1 − σ
∣∣ = 1 − σ = (1 + ε)σ − 1 =

∣∣ (1 + ε)σ − 1
∣∣.

Daraus folgt die Wahl σ = 2
2+ε

.

Um die Konvergenz des AMGr-Verfahrens, also ρ(I − B−1
amgr

A) < 1, zu zeigen, benötigt es
noch eine weitere Eigenschaft, die in dieser Arbeit eine zentrale Rolle einnimmt. Die Matrix[

D A12
A21 A22

]
soll hermitesch positiv semidefinit (hpsd) sein. Nimmt man alle Voraussetzungen an

D zusammen, erhält man zum einen 1
1+ε

A11 � D � A11, d.h. D soll in der positiv definiten
Relation kleiner als A11 sein, doch zum anderen soll die Matrix A trotz des Ersetzens von A11

durch D weiterhin hpsd bleiben. Folgendes Konvergenzresultat wird in [68] für den reellen
Fall, also A spd, gezeigt.
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Satz 4.5 ([68]). Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Des Weiteren sei D eine Approxi-

mation an A11 und es gelte 1
1+ε

A11 � D � A11, sowie
[

D A12
A21 A22

]
sei hpsd. Dann ist

∥∥∥I −B−1
amgr

A
∥∥∥

A
≤
(

ε

1 + ε

(
1 +

(
ε

(2 + ε)2

))) 1
2

< 1, (4.8)

wobei Bamgr
durch (4.7) mit σ = 2

2+ε
definiert ist.

Üblicherweise wird in derartigen Beweisen ausgenutzt, dass xTAx ∈ R für alle x abgeschätzt
werden kann. Da für hermitesche Matrizen A ∈ Cn,n ebenfalls xHAx ∈ R für alle x ∈ Cn

erfüllt ist, stellt das Verallgemeinern auf komplexwertige Matrizen keine Schwierigkeit dar.
Die gleiche Argumentation kann bei den Sätzen 5.1, 6.2, 6.3, 6.6, 7.1, 8.1 angewendet werden.

Betrachtet man das AMGr-Verfahren mit mehr als nur einem Glätter, erhält man folgendes
Resultat.

Satz 4.6 ([68]). Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Des Weiteren sei D eine Approxi-

mation an A11 und es gelte 1
1+ε

A11 � D � A11, sowie
[

D A12
A21 A22

]
sei hpsd. Dann ist

∥∥∥I −B−1
amgr,ν

A
∥∥∥

A
≤
(

ε

1 + ε

(
1 +

(
ε

2 + ε

)2(ν−1) ( ε

(2 + ε)2

))) 1
2

< 1,

wobei Bamgr,ν
für σ = 2

2+ε
definiert ist durch

I −B−1
amgr,ν

A := T amgr
c ·

(
T amgr

s

)ν

.

Die zweite Klasse von AMG’s mit F -Glättung, die betrachtet werden, basieren auf einer
Block-Faktorisierung der Matrix A.

4.3.2
Multilevel-Block-Faktorisierungs-Verfahren. Basierend auf einer
Block-Faktorisierung der Systemmatrix A lassen sich AMG-ähnliche Verfahren

entwickeln.

Betrachtet man eine Block-Faktorisierung der Matrix A

A =

[
I 0

A21A
−1
11 I

] [
A11 0
0 S(A,A11)

] [
I A−1

11 A12

0 I

]
, (4.9)

mit S(A,A11) = A22 −A21A
−1
11 A12, dann ist die Inverse von A durch

A−1 =

[
I −A−1

11 A12

0 I

] [
A−1

11 0
0 S(A,A11)−1

] [
I 0

−A21A
−1
11 I

]

gegeben. Man reduziert somit das zu lösende System mit A in zwei kleinere Probleme mit
A11 bzw. S(A,A11). Anstatt diese Systeme exakt zu lösen, bietet es sich an, diese zu appro-
ximieren, was auf die folgende Definition führt.
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Definition 4.7. Sei A ∈ Cn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter seien E und S
hermitesch positiv definite Approximationen an A11 bzw. S(A,E) = A22 −A21E

−1A12. Dann
wird das Zweilevel-Block-Faktorisierungs-Verfahren (2BF) durch

B2bf :=

[
E A12

A21 S +A21E
−1A12

]
(4.10)

definiert.

In dieser Definition wird auf die Darstellung I − B−1
2bfA als Iterationsmatrix verzichtet. Im

weiteren Verlauf der Arbeit soll nicht nur die Konvergenz, sondern auch eine mögliche Ver-
wendung algebraischer Mehrgitterverfahren als Vorkonditionierer untersucht werden. Durch
eine Analyse des Spektrums von B−1

2bfA kann sowohl eine Aussage über den Spektralradius
von ρ(I −B−1

2bfA) gemacht, als auch eine Abschätzung von

κ(B−1
2bfA) :=

λmax(B−1
2bfA)

λmin(B−1
2bfA)

erreicht werden. Hierbei und im weiteren Verlauf ist κ(·) die Konditionszahl einer hpd Matrix
bzgl. der 2-Norm und λmax(·) bzw. λmin(·) der größte bzw. der kleinste Eigenwert einer hpd
Matrix.

Die durch (4.10) definierte Matrix ist erstmals durch Bank and Dupont [13] als Vorkondi-
tionierer publiziert und von Axelsson und Gustafsson [7] sowie von Vassilevski [92] studiert
worden. Ein auf Probleme der QCD, wie z.B. der Gauge-Laplace-Matrix aus Abschnitt ??,
angepasstes Block-Faktorisierungsverfahren wurde in [74] entwickelt, auf das nicht näher ein-
gegangen wird, da im weiteren Verlauf Block-Faktorisierungs-Verfahren sowie algebraische
Mehrgitterverfahren im Allgemeinen untersucht und nicht auf ein bestimmtes Problem ange-
passt werden sollen.

Bevor dieses Verfahren rekursiv auf ein Mehrlevelverfahren überführt wird, wird der Zusam-
menhang solcher Verfahren mit „typischen“ AMG’s, die in Abschnitt 4.2 besprochen wurden,
erläutert. Dieser basiert auf den Arbeiten Mense und Nabben [76–78], in denen verschiedene
Varianten von Multilevel-Verfahren auf Konvergenz untersucht werden. Zwei dieser Verfahren
sind gegeben durch die Iterationsmatrizen

I −B−1
mamliA := I −B−1

mamliA := Tmamli
c · Tmamli

s und (4.11)

I −B−1
smamliA := I −B−1

smamliA := Tmamli
s · Tmamli

c · Tmamli
s , (4.12)

wobei

Tmamli
c := I −

[
−D−1

p A12

I

]
S−1

[
−A21D

−1
p I

]
A, (4.13)

Tmamli
s := I −

[
M−1

s 0
0 0

]
A (4.14)

sind. In den Arbeiten von Mense und Nabben werden diese Iterationsmatrizen in allgemei-
ner Form betrachtet, da die Konvergenz für nichtsymmetrische M-Matrizen untersucht wird.
Hier werden ausschließlich hermitesche Matrizen untersucht, daher wird die hier aufgezeigte
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Einschränkung betrachtet und insbesondere gefordert, dass Nachglätter und Vorglätter bei
dem SMAMLI-Verfahren identisch sind. Die Matrix S in (4.13) soll eine Approximation an die
Grobgittermatrix Ac sein, was einen wesentlichen Unterschied zum AMGr-Verfahren darstellt,
indem für die Konvergenzanalyse eine exakte Lösung auf dem groben Gitter gefordert wird.
Als Grobgittermatrix werden in den Arbeiten von Mense und Nabben drei Fälle besprochen:

Ac = A22, Ac = S(A,Dp) und Ac = [ −A21D−1
p I ]A

[
−D−1

p A12

I

]
.

Die Konvergenz dieser Verfahren wird in [76] über die Konstruktion eines allgemeinen Mehr-
gitterverfahrens gezeigt. Die wesentliche Aussage beinhaltet das folgende Lemma.

Lemma 4.8 ([76] Lemma 5.3). Sei A ∈ Cn,n partitioniert wie in (4.3) and A11 nichtsingulär.
Desweiteren sei ν ∈ N mit ν ≥ 1 und es sei die folgende Iterationsmatrix eines algebraischen
Mehrgitterverfahrens gegeben

I −B−1
amgν

A :=

(
I −

[
M−H

s 0
0 0

]
A

)ν

·
(
I −

[
−D−1

p A12

I

]
S−1

[
−A21D

−1
p I

]
A

)

·
(
I −

[
M−1

s 0
0 0

]
A

)ν

. (4.15)

Hier seien Ms,Dp Approximationen an A11 und die Matrix S approximiere die Galerkin-

Matrix Ac := [ −A21D−1
P

I ]A
[

−D−1
P

A12

I

]
. Dann erfüllt Bamgν die Identität

B−1
amgν

=

[
M̃−1

s 0
0 0

]
+

[
−E−1

p A12

I

]
S−1

[
−A21E

−H
p I

]
, (4.16)

wobei

M̃s := A11

[
I − (I −M−H

s A11)ν(I −M−1
s A11)ν

]−1
, (4.17)

Ep := A11

[
I − (I −M−H

s A11)ν(I −D−1
p A11)

]−1
(4.18)

sind.

Dieses Resultat wird in [76], wo AMG’s für nicht symmetrische M-Matrizen untersucht wer-
den, in einer allgemeineren Form dargestellt. Lemma 4.8 ist eine, für diese Arbeit ausreichen-
de, Simplifikation für symmetrische bzw. hermitesche Matrizen. Des Weiteren wird gefordert,
dass S die Galerkin-Matrix approximiert, was, wie in Satz 4.2 gesehen, die natürliche Wahl
darstellt. In den Arbeiten [76–78] wird das obige Lemma verwendet, um Konvergenzaussa-
gen für allgemeine Mehrgitterverfahren bei Verwendung eines F -Glätters für M-Matrizen zu
zeigen. Dazu werden gewisse Splitting-Eigenschaften auf einem groben Level gefordert, um
anschließend zu zeigen, dass diese auf das nächste Level transportiert werden. In Kapitel 5
wird eine ähnliche Untersuchung für den hpd Fall durchgeführt.

Doch zuvor wird die Matrix in (4.16) etwas genauer betrachtet. Diese erfüllt die Gleichung

B−1
amgν

=

[
I −E−1

p A12

0 I

] [
M̃−1

s 0
0 S−1

] [
I 0

−A21E
−H
p I

]
, (4.19)
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stellt also eine Block-Faktorisierung dar. Wird Ms = Dp sowie ν = 1 gewählt und definiert

man E := A11

[
I − (I −M−1

s A11)2
]−1

, so ist

Bamgν
=

[
E A12

A12 S +A21E
−1A12

]
.

Für diese spezielle Wahl der Approximation sowie Anzahl der Glättungsschritte entspricht
Bamgν

dem Zweilevel-Block-Faktorisierungs-Verfahren aus Definition 4.7. Daher ist eine wei-
tere Betrachtung solcher Faktorisierungen auch für das Verständnis sowie der Analyse von al-
gebraischen Mehrgitterverfahren sinnvoll. Aufbauend auf dem 2BF-Verfahren kann ein Multi-
level-Block-Faktorisierungs-Verfahren definiert werden.

Definition 4.9. Sei A(1) ∈ Rn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Für k = 1, . . . , L−1 werden

hpd Approximationen E(k) für A(k)
11 und aufbauend auf E(k) die Grobgittermatrix A(k+1) :=

S(Ak, Ek) definiert, welche wiederum wie in (4.3) mit entsprechenden Abwandlungen der

Räume partitioniert werden. Auf dem gröbsten Level L sei B(L)
mbf eine hpd Approximation an

A(L). Das Multilevel-Block-Faktorisierungsverfahren wird rekursiv durch

B
(k)
mbf :=

[
E(k) A

(k)
12

A
(k)
21 B

(k+1)
mbf +A

(k)
21 E

(k)−1
A

(k)
12

]
. (4.20)

definiert.
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5
Multilevel-Block-Faktorisierungs-Verfahren:

Der Transport von Informationen

Hier wird das Multilevel-Block-Faktorisierungsverfahren, das die Grundlage für viele algebrai-
sche Mehrgitterverfahren mit F -Glättung bildet, betrachtet. In [76–78] wurde dieses Verfahren
für unsymmetrische M-Matrizen analysiert, indem gezeigt wird, wie Konvergenzeigenschaften
von einem groben zu einem feinen Level transportiert werden. Dass eine ähnliche Analyse im
hpd Fall möglich ist, zeigt das folgende Resultat, welches in [11] für reellwertige Matrizen A
bewiesen wurde, hier aber für komplexwertige Matrizen wiedergegeben wird.

Satz 5.1 ([11]). Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3) sowie B2bf geben durch (4.10), wobei
E und S hpd Approximationen an A11 and A22 sind, so dass

A11 � E � βA11, (5.1)

A22 � S � θA22 (5.2)

erfüllt sind. Dann gilt
A � B2bf � θ[11]A

mit

θ[11] := 1 + 1
1−γ(A)2

{
1
2 (b+ d) +

[
1
4(b− d)2 + bdγ(A)2

] 1
2

}
(5.3)

und b = β−1, d = θ+γ(A)2 −1. Hierbei ist γ(A) die kleinste Konstante, die die Ungleichung
xH

1 A12x2 ≤ γ(A)(xH
1 A11x1x

H
2 A22x2)

1
2 für alle x1 ∈ Cn1, x2 ∈ Cn2 erfüllt. Diese Konstante

wird Cauchy-Bunyakovski-Schwarz (C.B.S.) Konstante von A genannt.

Satz 5.1 gibt den weiteren Ablauf vor. Es wird gefordert, dass die Approximationen in der po-
sitiv definiten Halbordnung größer als die Originale sind. Im letzten Abschnitt wurde gezeigt,
dass bei dem AMGr-Verfahren genau die andere Richtung verlangt wird. Es stellt sich somit
die Frage, ob die Relationen (5.1) und (5.2) aus Satz 5.1 in der dargestellten Halbordnung
benötigt werden. Den zweiten Ansatzpunkt für eine detaillierte Analyse bietet die Wahl der
Grobgittermatrix Ac = A22. Obwohl für das numerische Verfahren nur die Matrix S, also die
Approximation von Ac, benötigt wird und nicht Ac selbst, können numerische Berechnun-
gen nur dann erfolgreich sein, wenn S eine Approximation einer geeigneten Matrix darstellt.
Beachtet man, dass die hier betrachteten Verfahren aus einer Block-Faktorisierung entstan-
den sind, ist die beste Wahl Ac = S(A,A11) und daher bietet sich Ac = S(A,E) an, wobei
S(A,E) = A22 − A21E

−1A12 ist. Mit der eben angesprochenen Variation zur Originalarbeit
[11] wird im Weiteren gezeigt, dass gewisse spektrale Eigenschaften von einem groben Level
zum nächst feineren „transportiert“ werden.
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Vorher wird jedoch auf die wichtigsten Eigenschaften der im Satz 5.1 erwähnten C.B.S. Kon-
stante eingegangen, die später in Kapitel 6 detailliert behandelt wird.

Lemma 5.2 ([3, 4, 7, 11]). Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei γ(A) die zu
A assoziierte C.B.S. Konstante. Dann gilt

γ(A)2 = max
x2 6=0

xH
2 A21A

−1
11 A12x2

xH
2 A22x2

= max
x1 6=0

xH
1 A12A

−1
22 A21x1

xH
1 A11x1

, (5.4)

1 − γ(A)2 = min
x2 6=0

xH
2 S(A,A11)x2

xH
2 A22x2

= min
x1 6=0

xH
1 S(A,A22)x1

xH
1 A11x1

, (5.5)

max
x2 6=0

xH
2 S(A,A11)x2

xH
2 A22x2

≤ 1, max
x1 6=0

xH
1 S(A,A22)x1

xH
1 A11x1

≤ 1. (5.6)

Außerdem erhält man für alle zur Partition von A assoziierten x = [ x1
x2 ] ∈ Cn und für alle µ,

γ ≤ µ ≤ γ−1 die Ungleichung

xHAx ≥ (1 − µγ)xH
1 A11x1 + (1 − µ−1γ)xH

2 A22x2, (5.7)

xHAx ≥xH
2 S(A,A11)x2. (5.8)

Die Resultate dieses Kapitels können in [52] wiedergefunden werden.

5.1
Spektrale Äquivalenz. In der Arbeit [11] werden nur Approximationen
betrachtet, die in der positiv definiten Halbordnung größer als die Originale
sind. Dies wird verallgemeinert, wofür das Konzept der spektralen Äquivalenz

benötigt wird, das in vielen Arbeiten eine zentrale Rolle einnimmt, siehe z.B. [11, 68, 93].

Definition 5.3. Seien A,B ∈ Cn,n hpd. B heißt spektral äquivalent zu A mit 0 < α ≤ 1 ≤ β,
wenn die Relation

αA � B � βA

erfüllt ist.

Wie bereits festgestellt, spielt es oft eine wichtige Rolle, ob eine Approximation größer oder
kleiner als das Original ist. Daher lohnt sich eine Unterteilung der spektralen Äquivalenz.

Definition 5.4. Seien A,B ∈ Cn,n hpd.

1. B heißt spektral-kleiner (σ-kleiner) als A mit 0 < α ≤ 1, wenn

αA � B � A

erfüllt ist.

2. B heißt spektral-größer (σ-größer) als A mit β ≥ 1, wenn

A � B � βA

erfüllt ist.
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3. B heißt spektral-unsortiert (σ-unsortiert) zu A mit 0 < α ≤ 1 ≤ β, wenn

αA � B � βA, A ⊀ B, B ⊀ A

erfüllt ist.

Diese Unterteilung hat verschiedene Vorteile. Zum einen werden die verschiedenen Fälle in der
gängigen Literatur bereits genutzt, ohne die obige Terminologie zu verwenden, siehe [8, 11, 79].
Definition 5.4 hilft, zwischen den verschiedenen Fällen zu unterscheiden.

Zum anderen resultiert aus dieser Unterteilung das folgende, in der Literatur häufig verwende-
te Lemma, das bei der Abschätzung des Spektrums und damit der Konditionszahl verwendet
werden kann.

Lemma 5.5. Seien A,B ∈ Rn,n hpd.

1. Wenn B σ-kleiner als A mit α ist, dann gilt

σ(B−1A) ⊂ [1, 1
α

] und κ2(B−1A) ≤ 1
α
.

2. Wenn B σ-größer als A mit β ist, dann gilt

σ(B−1A) ⊂ [ 1
β
, 1] und κ2(B−1A) ≤ β.

3. Wenn B σ-unsortiert zu A mit α und β ist, dann gilt

σ(B−1A) ⊂ [ 1
β
, 1

α
] und κ2(B−1A) ≤ β

α
.

Beweis. Dieses Lemma folgt durch elementare Umformungen. ✷

5.2
Analyse der 2BF- und MBF-Verfahren. Dieser Abschnitt behandelt
die Fragestellung: Wenn E bzgl. A11 und S bzgl. S(A,E) dieselbe spektrale
Äquivalenz vorweisen, hat dann B2bf ebenfalls diese Eigenschaft bzgl. A? Im

folgenden Resultat wird der Transport spektraler Eigenschaften vom groben zum feinen Level
erläutert.

Satz 5.6. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei B2bf definiert durch (4.10) und
es seien γ(A) und γ(B) die C.B.S. Konstanten A bzw. B2bf . Außerdem wird gefordert, dass
die Matrix S(A,E) hpd ist.

1. Wenn E σ-kleiner als A11 mit α und S σ-kleiner als S(A,E) mit ξ ist, dann ist B2bf

σ-kleiner als A mit der Konstante

ξ2bf =

(
1
α

− 1

1 − γ(B)2
+

1

ξ

)−1

. (5.9)

2. Wenn E σ-größer als A11 mit β und S σ-größer als S(A,E) mit θ ist, dann ist B2bf

σ-größer als A mit der Konstante

θ2bf = 1 + 1
β

{
θ− 1 + 1

2
β−1

1−γ(A)2 ·
(
β+ θ− 1 +

[
(β + θ− 1)2 + β(θ− 1)γ(A)2]1

2
)}
. (5.10)
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3. Wenn E σ-unsortiert zu A11 mit α und β sowie S σ-unsortiert zu S(A,E) mit ξ und θ
ist, dann ist B2bf σ-unsortiert zu A mit den Konstanten ξ2bf und θ2bf , die durch (5.9)
bzw. (5.10) gegeben sind.

Beweis. Zunächst werden die Schranken θ2bf und ξ2bf mit der Annahme, dass E spektral
äquivalent zu A11 mit α ≤ 1 und β ≥ 1 ist sowie, dass S spektral äquivalent zu S(A,E) mit
ξ ≤ 1 und θ ≥ 1 ist, hergeleitet. Im Anschluss werden die speziellen spektralen Eigenschaften
gezeigt.

Sei zunächst x = [ x1
x2 ] ∈ Cn in der zu A gehörenden Partition gegeben. Um die obere Schranke

herzuleiten, betrachte

xH(B2bf −A)x = xH

([
E A12

A21 S +A21E
−1A12

]
−
[
A11 A12

A21 A22

])
x

= xH

([
E −A11 0

0 S − (A22 −A21E
−1A12)

])
x (5.11)

= xH
1 (E −A11)x1 + xH

2 (S − S(A,E))x2.

Durch die Voraussetzungen lassen sich die Approximationen durch ihre Originale abschätzen
und es gilt

xH(B2bf −A)x = xH
1 (E −A11)x1 + xH

2

(
S − S(A,E)

)
x2

≤ (β − 1)xH
1 A11x1 + (θ − 1)xH

2 S(A,E)x2

≤ (β − 1)xH
1 A11x1 + (θ − 1)xH

2 (A22 −A21E
−1A12)x2. (5.12)

Mit der spektralen Äquivalenz von E zu A11 gilt xH
1 Ex1 ≤ βxH

1 A11x1 und daher
−xH

2 A21E
−1A12x2 ≤ − 1

β
xH

2 A21A
−1
11 A12x2. Wird dies in (5.12) eingesetzt, so erhält man

xH(B2bf −A)x ≤(β − 1)xH
1 A11x1 + (θ − 1)xH

2 (A22 − 1
β
A21A

−1
11 A12)x2

=(β − 1)xH
1 A11x1 + θ−1

β
xH

2 S(A,A11)x2 + (θ − 1)
(

1 − 1
β

)
xH

2 A22x2

=(β − 1)
(
xH

1 A11x1 + θ−1
β
xH

2 A22x2
︸ ︷︷ ︸

(⋆)

)
+
θ − 1

β
xH

2 S(A,A11)x2. (5.13)

Es bleibt der Term (⋆) abzuschätzen. Mit (5.7) folgt, dass

xH
1 A11x1 + 1−µ−1γ(A)

1−µγ(A) xH
2 A22x2 ≤ 1

1−µγ(A)x
HAx

für alle x = [ x1
x2 ] und µ ∈ [γ(A), γ(A)−1] erfüllt ist.

Die bestmögliche Abschätzung ergibt sich für ein µ mit 1−µ−1γ(A)
1−µγ(A) = θ−1

β
. Für θ > 1 ist die

zu lösende Gleichung gegeben durch

θ−1
β

= µ−γ(A)
µ(1−µγ(A)) ⇔ µ− γ(A) =

(
µ− µ2γ(A)

) · θ−1
β

⇔ (
µγ(A)

)2
+ β−(θ−1)

θ−1 · (µγ(A)
)− βγ(A)2

θ−1 = 0.

42



5. Multilevel-Block-Faktorisierungs-Verfahren: Der Transport von Informationen

Diese Gleichung hat die positive Nullstelle

µγ(A) = 1
2

(
1 − β

θ−1

)
+
[

1
4

(
1 − β

θ−1

)2
+ β

θ−1γ(A)2
] 1

2

.

Um den Term 1
1−µγ(A) zu vereinfachen, betrachte

1 − µγ(A) = 1
2

(
1 + β

θ−1

)
−
[

1
4

(
1 − β

θ−1

)2
+ β

θ−1γ(A)2
] 1

2

⇔ (
1 − µγ(A)

) ·
{

1
2

(
1 + β

θ−1

)
+
[

1
4

(
1 − β

θ−1

)2
+ β

θ−1γ(A)2
] 1

2

}

= 1
4

(
1 + β

θ−1

)2
− 1

4

(
1 − β

θ−1

)2
− β

θ−1γ(A)2

= β
θ−1 · (1 − γ(A)2).

Dies führt auf die Identität

1
1−µγ(A) = 1

1−γ(A)2

{
1
2

(
1 + θ−1

β

)
+
[

1
4

(
1 − θ−1

β

)2
+ θ−1

β
γ(A)2

] 1
2
}
.

Damit folgt aus (5.13)

xH(B2bf −A)x ≤ β−1
1−γ(A)2

{
1
2

(
1 + θ−1

β

)
+
[

1
4

(
1 − θ−1

β

)2
+ θ−1

β
γ(A)2

]1
2
}
xHAx

+ θ−1
β
xHAx.

Zusammenfassend wurde eine obere Schranke unabhängig von α und ξ durch

xHB2bfx ≤ θ2bfx
HAx

mit

θ2bf = 1 + 1
β

{
θ − 1 + 1

2
β−1

1−γ(A)2

(
β + θ − 1 +

[
(β + θ − 1)2 + β(θ − 1)γ(A)2

] 1
2

)}

gefunden.

Die untere Schranke kann vergleichsweise einfach gezeigt werden. Mit der Voraussetzung
αA11 � E und ξS(A,E) � S, was gleichbedeutend zu A11 −E � ( 1

α
−1)E und S(A,E)−S �

(1
ξ

− 1)S ist, und mit (5.11) folgt für alle x = [ x1
x2 ]

xH(A−B2bf)x = xH
1 (A11 − E)x1 + xH

2 (S(A,E) − S)x2

= ( 1
α

− 1)xH
1 Ex1 + (1

ξ
− 1)xH

2 Sx2. (5.14)

Da

B−1
2bf =

[
I 0

]H
E−1

[
I 0

]
+
[
A21E

−1 I
]H

S−1
[
A21E

−1 I
]

≻ 0,

43



5. Multilevel-Block-Faktorisierungs-Verfahren: Der Transport von Informationen

ist B2bf hpd und γ(B) wohldefiniert. Die Gleichung (5.7) induziert weiter, dass xH
1 Ex1 ≤

1
1−γ(B)2x

HB2bfx gilt. Außerdem ist

S(B2bf , E) = S +A21E
−1A12 −A21E

−1A12 = S,

d.h. S ist das Schurkomplement von B2bf bzgl. E. Zusammen mit (5.8) ergibt das die Unglei-
chung xHB2bfx ≥ xH

2 Sx2.

Aus (5.14) folgt

xH(A−B2bf)x ≤
(

1
α

− 1

1 − γ(B)2
+

1

ξ
− 1

)
xHB2bfx

und damit

xHB2bfx ≥
(

1
α

− 1

1 − γ(B)2
+

1

ξ

)−1

xHAx.

Hiermit erhält man, dass B2bf spektral äquivalent zu A mit ξ2bf =
(

1
α

−1

1−γ(B)2 + 1
ξ

)−1

und

θ2bf = β−γ2

1−γ2 · β+θ−1
β

ist.

Um zu zeigen, dass B2bf σ-unsortiert zu A ist, muss dargelegt werden, dass B−1
2bfA mindestens

einen Eigenwert besitzt, der größer oder gleich Eins ist, und mindestens einen, der kleiner
oder gleich Eins ist. Da E und S σ-unsortiert zu A11 bzw. S(A,E) sind, erhält man mit
Lemma 5.5, dass Vektoren x1 ∈ Cn1, x2 ∈ Cn2 mit x1 6= 0 und x2 6= 0 zu Eigenwerten λ ≤ 1
und µ ≤ 1 existieren, so dass

xH
1 A11x1

xH
1 Ex1

= λ ≤ 1 und
xH

2 S(A,E)x2

xH
2 Sx2

= µ ≤ 1

erfüllt ist. Damit sind die Ungleichungen

xH
1 A11x1 ≤ xH

1 Ex1 und xH
2 S(A,E)x2 ≤ xH

2 Sx2

gezeigt. Setzt man x = [ x1
x2 ] ∈ Cn und Ã =

[
E A12

A21 A22

]
∈ Rn,n, dann induziert die Voraussetzung

S(A,E) ≻ 0, dass Ã ≻ 0 gilt und damit

xHAx

xHB2bfx
=
xHAx

xHÃx
· xHÃx

xHB2bfx

=

(
1 +

xH
1 (A11 − E)x1

xHÃx

)
·
(

1 +
xH

2 (S(A,E) − S)x2

xHB2bfx

)

=

(
1 − xH

1 Ex1

xHÃx
+
xH

1 A11x1

xHÃx

)
·
(

1 − xH
2 Sx2

xHB2bfx
+
xH

2 S(A,E)x2

xHB2bfx

)

≤
(

1 − xH
1 Ex1

xHÃx
+
xH

1 Ex1

xHÃx

)
·
(

1 − xH
2 Sx2

xHB2bfx
+

xH
2 Sx2

xHB2bfx

)
= 1.

Die obige Rechnung zeigt, dass der kleinste Eigenwert von C2bfA kleiner oder gleich Eins ist.
Mit denselben Argumenten erhält man einen Eigenwert, der größer oder gleich Eins ist.
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Ferner bleibt zu zeigen, dass die anderen beiden spektralen Eigenschaften auf dem groben
Level jeweils dieselben auf dem feinen Level implizieren. Dazu setzt man β = 1, um die
untere Schranke zu beweisen. Es bleibt zu überprüfen, ob A � B2bf erfüllt ist. Da A11 � E
und S(A,E) � S gilt

A−B2bf =

[
A11 − E 0

0 S(A,E) − S

]
� 0.

In ähnlicher Weise kann Teil 2 des Satzes gezeigt werden. ✷

Die untere Schranke ξ2bf aus Satz 5.6 hängt von der C.B.S. Konstante von B2bf ab. Dies macht
es schwierig, qualitative Aussagen über die Schranke zu treffen. Jedoch kann diese C.B.S.
Konstante unter gewissen Voraussetzungen an die Approximationen abgeschätzt werden.

Satz 5.7. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei B2bf definiert durch (4.10) und
γ(A), γ(B) die C.B.S. Konstanten von A bzw. B2bf . Zusätzlich wird gefordert, dass

E � αA11 mit α > γ(A)2,

S � ξS(A,E).

Dann lässt sich die C.B.S. Konstante von B2bf durch

γ(B)2 ≤ γ(A)2

γ(A)2 + (α− γ(A)2)ξ
< 1

abschätzen.

Beweis. Für diesen Beweis wird die Gleichung (5.4) und die Darstellung der C.B.S. Konstan-
ten

γ(B)2 = max
x2 6=0

xH
2 A21E

−1A12x2

xH
2 (S +A21E−1A12)x2

.

sowie

γ(A)2 = max
x2 6=0

xH
2 A21A

−1
11 A12x2

xH
2 A22x2

benötigt. Da S � ξS(A,E) sowie E � αA11 vorausgesetzt werden, erhält man

γ(B)−2 = min
x2 6=0

xH
2 (S +A21E

−1A12)x2

xH
2 A21E−1A12x2

≥ min
x2 6=0

xH
2 (ξA22 + (1 − ξ)A21E

−1A12)x2

xH
2 A21E−1A12x2

= min
x2 6=0

xH
2 ξA22x2

α−1xH
2 A21A

−1
11 A12x2

+ 1 − ξ = αξγ(A)−2 + 1 − ξ

=
αξ + (1 − ξ)γ(A)2

γ(A)2
.

Daher lässt sich die C.B.S. Konstante von B2bf durch

γ(B)2 ≤ γ(A)2

αξ + (1 − ξ)γ(A)2
=

γ(A)2

γ(A)2 + (α− γ(A)2)ξ

45



5. Multilevel-Block-Faktorisierungs-Verfahren: Der Transport von Informationen

abschätzen. Mit der Voraussetzung α > γ(A)2, ergibt sich

γ(B)2 ≤ γ(A)2

γ(A)2 + (α − γ(A)2)ξ
< 1,

was zu zeigen war. ✷

Mit dem bisher Gezeigten und der rekursiven Konstruktion des Multilevel-Block-Faktor-
isierungs-Verfahrens kann dieses analysiert werden.

Satz 5.8. Sei A(1) ∈ Cn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei B(k)
mbf für k =

1, . . . , L− 1 gegeben durch (4.20).

1. Wird gefordert, dass für j ∈ {1, . . . , L − 1}, E(k) σ-kleiner als A(k)
11 mit α(k) für jedes

k = j, . . . , L − 1 und B
(L)
mbf σ-kleiner als A(L) mit ξ(L)

mbf ist, dann ist B(j)
mbf σ-kleiner als

A(j) mit

ξ
(j)
mbf =




L−1∑

k=j

α(k)−1 − 1

1 − γ(B(k))
+ ξ

(L)−1

mbf




−1

. (5.15)

2. Wird gefordert, dass für j ∈ {1, . . . , L − 1}, E(k) σ-größer als A(k)
11 mit β(k) für jedes

k = j, . . . , L − 1 und B
(L)
mbf σ-größer als A(L) mit θ(L)

mbf ist, dann ist B(j)
mbf σ-größer als

A(j) mit

θ
(j)
mbf = 1 + 1

β(j+1)

{
θ

(j+1)
mbf − 1 + 1

2
β(j+1)−1

1−γ(A(j+1))2 ·
(
β(j+1) + θ

(j+1)
mbf − 1

+
[
(β(j+1) + θ

(j+1)
mbf − 1)2 + β(j+1)(θ(j+1)

mbf − 1)γ(A(j+1))2] 1
2

)}
. (5.16)

3. Wird gefordert, dass für j ∈ {1, . . . , L− 1}, E(k) σ-unsortiert zu A(k)
11 mit α(k) und β(k)

für jedes k = j, . . . , L− 1 sowie B(L)
mbf σ-unsortiert zu A(L) mit ξ(L)

mbf und θ(L)
mbf ist, dann

ist B(j)
mbf σ-unsortiert zu A(j) mit ξ(j)

mbf and θ(j)
mbf , wobei die Konstanten durch (5.15) und

(5.16) gegeben sind.

Beweis. Es genügt, die Konstante (5.15) herzuleiten, da (5.16) direkt durch die rekursive
Anwendung von Satz 5.6 folgt.

Aus Satz 5.6 folgt

ξ
(L−1)
mbf =

(
α(L−1)−1 − 1

1 − γ(B(L−1))
+ ξ

(L)−1

mbf

)−1

.
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Sei ξ(j)
mbf =

(
L−1∑
k=j

α(k)−1 −1
1−γ(B(k))

+ ξ
(L)−1

mbf

)−1

für j ∈ {L − 1, L− 2, . . . ,m}. Durch Anwendung von

Satz 5.6 ergibt sich

ξ
(j)
mbf =

(
α(j−1)−1 − 1

1 − γ(B(j−1))
+ ξ

(j)−1

mbf

)−1

=


 α(j−1)−1 − 1

1 − γ(B(j−1))
+

L−1∑

k=j

α(k)−1 − 1

1 − γ(B(k))
+ ξ

(L)−1

mbf




−1

=




L−1∑

k=h−1

α(k)−1 − 1

1 − γ(B(k))
+ ξ

(L)−1

mbf




−1

.

Dies bedeutet, es ist ξ(j)
mbf =

(
L−1∑
k=j

α(k)−1 −1
1−γ(B(k))

+ ξ
(L)−1

mbf

)−1

für j = {L − 1, L − 2, . . . ,m − 1}.

✷

Satz 5.8 zeigt, wie durch die Mehrlevelstruktur und ihre rekursive Konstruktion Abschät-
zungen der Eigenwerte auf jedem Level erreicht werden. Außerdem ist mit (5.15) sogar eine
explizite Formel gegeben, aus der abgelesen werden kann, wie stark die jeweiligen, durch die
Approximation gegeben, Größen die Eigenwerte beeinflussen. Des Weiteren stellt Satz 5.8 eine
vollständige Analyse der MBF-Verfahren für alle möglichen Varianten von Approximationen
dar.

5.3
Polynombasierte Approximationen. Polynome können auf verschie-
dene Weise benutzt werden, um Mehrgitter- oder auch Mehrlevelverfahren zu
beschleunigen. In Kapitel 3 und insbesondere in (3.8) wurden Polynome ver-

wendet, um verschiedene Zyklen, wie z.B. den V-Zyklus und den W-Zyklus von Mehrgit-
terverfahren darzustellen. Diese Idee wurde von Axelsson and Vassilevski [11] aufgegriffen,
um das MBF-Verfahren zu „stabilisieren“. Jedoch wurde die Wahl des Polynoms nicht auf
Pγ(t) := (1 − t)γ eingeschränkt. Dies führt auf das sogenannte AMLI-Verfahren.

Definition 5.9. Sei A(1) ∈ Rn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Für k = 1, . . . , L−1 werden

hpd Approximationen E(k) für A(k)
11 und Grobgittermatrizen durch A(k+1) = S(A(k), E(k))

definiert, welche wiederum wie in (4.3) partitioniert seien. Auf dem gröbsten Level L sei B(L)
amli

eine hpd Approximation für A(L). Das AMLI Verfahren B(1)
amli ist dann rekursiv gegeben durch

B
(k)
amli =

[
E(k) A

(k)
12

A
(k)
21 S

(k+1)
amli +A

(k)
21 E

(k)−1
A

(k)
12

]
,

wobei

S
(k+1)
amli = A(k+1)

[
I − P (k+1)

γk+1

(
B

(k+1)−1

amli A(k+1))]−1
. (5.17)

Hierbei seien P
(k+1)
γk+1 ∈ R≤γk+1

[t] Polynome jeweils vom Grad γk+1, die die Bedingungen

P
(k+1)
γk+1 (0) = 1 und

∣∣P (k+1)
γk+1 (t)

∣∣ < 1 für t ∈ [t(k+1), t
(k+1)] erfüllen, wobei die Intervalle

[t(k+1), t
(k+1)] jeweils die Eigenwerte von B

(k+1)−1

amli A(k+1) einschließen.
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Im Gegensatz zur Originalarbeit [11], in der Polynome ausschließlich für die Konstruktion
einer Grobgittermatrix benutzt werden, siehe (5.17), wird im Folgenden ein allgemeinerer
Ansatz verfolgt. So wird, ähnlich wie in [11], analysiert, wie die spektralen Eigenschaften durch
verschiedene Möglichkeiten der Wahl des Polynoms transportiert werden. Außerdem wird die
Verwendung eines Polynoms zur Verbesserung der Approximation E an A11 besprochen.

Um die folgende Theorie aus den eben genannten Gründen allgemein zu halten, wird eine
Approximation definiert, die auf einem Polynom basiert.

Definition 5.10. Seien m ∈ N und die Matrizen C, C̃0 ∈ Cm,m hpd, wobei C̃0 eine Appro-
ximation an C darstellt. Weiter sei Pγ ∈ R≤γ [t] ein Polynom mit reellen Koeffizienten und
Pγ(0) = 1 sowie

∣∣Pγ(t)
∣∣ < 1 für t ∈ σ(C̃−1

0 C). Dann heißt die Matrix

C̃ := C
[
I − Pγ

(
C̃−1

0 C
)]−1

(5.18)

die Pγ-Approximation an C von C̃0. Wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht, dass sich das
Polynom auf C und C̃0 bezieht, wird sie auch mit Pγ-Approximation bezeichnet.

Bemerkung 5.11. Anstatt der Voraussetzung
∣∣Pγ(t)

∣∣ < 1 genügt es in diesem Kontext

Pγ(t) < 1 für t ∈ σ(C̃−1
0 C) zu fordern. Für die Invertierbarkeit von I − Pγ(C̃−1

0 C) muss
Pγ(t) 6= 1 auf σ(C̃−1

0 C) verlangt werden. Um sicherzustellen, dass die neue Approximation C̃
hpd ist, benötigt man Pγ(t) < 1 für t ∈ σ(C̃−1

0 C). Da im späteren Verlauf der Arbeit Matrizen
mit komplexen Eigenwerten als Argument des Polynoms betrachtet werden, wird zusätzlich
in der ganzen Arbeit

∣∣Pγ(t)
∣∣ < 1 gefordert. Dies ist keine große Einschränkung und es wird

sichergestellt, dass σ(C̃−1C) ⊂ (0, 2) ist.

Zu beachten ist außerdem bei der Definition 5.10, dass bei der Verwendung der Approxima-
tion (5.18) der Term I − Pγ(C̃−1

0 C) in der Praxis nicht invertiert werden muss bzw. darf.
Normalerweise ist man nur an der Wirkung von C̃−1 auf einen Vektor r ∈ Cn interessiert,
also

C̃−1r =
[
I − Pγ

(
C̃−1

0 C
)]
C−1r.

Durch die Einführung eines zweiten Polynoms

Qγ−1(t) :=
1 − Pγ(t)

t

erhält man

C̃−1r = Qγ−1

(
C̃−1

0 C
)
C̃0r,

eine Berechnung der Wirkung von C̃−1, wobei nur die Inverse von C̃0 benötigt wird. Diese
Möglichkeit der Polynomauswertung wird Horner’s Methode genannt.

Das nächste Resultat beantwortet die Frage, welche spektralen Eigenschaften eine Pγ-Approxi-
mation in Abhängigkeit von Pγ und dem Spektrum von C̃−1

0 C, auf dem das Polynom operiert,
erhält.
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Satz 5.12. Seien m ∈ N sowie C, C̃0 ∈ Cm,m hpd. Weiter sei Pγ ∈ R≤γ [t] und C̃ eine
Pγ-Approximation wie in (5.18). Dann gilt

1. C̃ ist σ-kleiner als C mit α genau dann, wenn Pγ(t) ∈ [1 − 1
α
, 0] für t ∈ σ

(
C̃−1

0 C
)
.

2. C̃ ist σ-größer to C mit β genau dann, wenn Pγ(t) ∈ [0, 1 − 1
β

] für t ∈ σ
(
C̃−1

0 C
)
.

3. C̃ ist σ-unsortiert zu C mit α und β genau dann, wenn Pγ(t) ∈ [1 − 1
α
, 1 − 1

β
] für

t ∈ σ
(
C̃−1

0 C
)

und Eigenwerte λ sowie λ von C̃−1
0 C existieren, so dass Pγ(λ) > 0 und

Pγ(λ) < 0.

Beweis. Die Pγ-Approximation lässt sich zu

C̃ = C
[
I − Pγ

(
C̃−1

0 C
)]−1

= C
1
2

[
I − Pγ

(
C

1
2 C̃−1

0 C
1
2
)]−1

C
1
2

umschreiben. Damit können die spektralen Eigenschaften mit den folgenden Umformungen
beschrieben werden.

1 − 1
α

≤ Pγ(t) ≤ 1 − 1
β

∀t ∈ σ
(
C̃−1

0 C
)

⇔
(
1 − 1

α

)
I � Pγ

(
C

1
2 C̃−1

0 C
1
2

)
�
(
1 − 1

β

)
I

⇔ α
[
I − Pγ

(
C

1
2 C̃−1

0 C
1
2
)] � I � β

[
I − Pγ

(
C

1
2 C̃−1

0 C
1
2

)]

⇔ 1
β

[
I − Pγ

(
C

1
2 C̃−1

0 C
1
2
)]−1

� I � 1
α

[
I − Pγ

(
C

1
2 C̃−1

0 C
1
2

)]−1

⇔ 1
β
C− 1

2 C̃C− 1
2 � I � 1

α
C− 1

2 C̃C− 1
2

⇔ 1
β
C̃ � C � 1

α
C̃ ⇔ αC � C̃ � βC.

Damit ist gezeigt, dass

1 − 1

α
≤ Pγ(t) ≤ 1 − 1

β
für alle t ∈ σ

(
C̃−1

0 C
)

genau dann gilt, wenn C̃ spektral äquivalent zu C mit α und β ist. Mit der Voraussetzung,
dass Pγ(λ) > 0 und Pγ(λ) < 0 für gewisse Eigenwerte λ und λ von C̃−1

0 C erfüllt ist, folgt,
dass C̃ σ-unsortiert zu C ist. Für den Beweis der anderen beiden spektralen Eigenschaften
setzt man α = 1 bzw. β = 1. ✷

Satz 5.12 beschreibt, wie mithilfe eines Polynoms gewisse spektrale Eigenschaften erreicht
werden können. Es wurde gezeigt, dass dafür eine Kenntnis des Spektrums von C̃−1

0 C not-
wendig ist. In dem folgenden Resultat wird dies ausgenutzt, um die Approximation E von
A11 im Vergleich zu einer initialen Approximation E0 zu verbessern. Sei E0 mit einer der
spektralen Eigenschaften gegeben, dann soll mithilfe eines Polynoms eine Matrix E, wie in
(5.18), erzeugt werden, so dass das Spektrum von E−1A11 nahe Eins liegt.
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Satz 5.13. Seien n1 ∈ N sowie A11, E0 ∈ Cn1,n1 hpd.

1. Mit der Annahme, dass E0 σ-kleiner als A11 mit α0 ist und Pγ ∈ R≤γ [t] mit Pγ(0) = 1
und Pγ( 1

α0
) = min{Pγ(t) | t ∈ [1, 1

α0
]} sowie Pγ(t) ≤ 0 auf [1, 1

α0
], erhält man, dass die

Pγ-Approximation E aus (5.18) σ-kleiner als A11 mit

α =
α0

Qγ−1

(
1

α0

) (5.19)

ist, wobei Qγ−1 durch (5.3) gegeben ist.

2. Mit der Annahme, dass E0 σ-größer als A11 mit β0 ist und Pγ ∈ R≤γ [t] mit Pγ(0) = 1
und Pγ( 1

β0
) = max{Pγ(t) | t ∈ [ 1

β0
, 1]} sowie 0 ≤ Pγ(t) < 1 auf [ 1

β0
, 1] ist, erhält man,

dass die Pγ-Approximation E aus (5.18) σ-größer als A11 mit

β =
β0

Qγ−1

(
1

β0

) (5.20)

ist, wobei Qγ−1 durch (5.3) gegeben ist.

3. Mit der Annahme, dass E0 σ-unsortiert zu A11 mit α0 und β0 und Pγ ∈ R≤γ [t] mit
Pγ(0) = 1, Pγ(t) < 1 auf [ 1

β0
, 1

α0
] , Pγ( 1

α0
) = min{Pγ(t) | t ∈ [ 1

β0
, 1

α0
]} und Pγ( 1

β0
) =

max{Pγ(t) | t ∈ [ 1
β0
, 1

α0
]} sowie es λ, λ ∈ σ(C̃−1

0 C) gibt mit P (λ) > 0 und P (λ) < 0,
erhält man, dass die Pγ-Approximation E aus (5.18) σ-unsortiert zu A11 mit α und β
gegeben durch (5.19) bzw. (5.20) ist.

Beweis. Hier reicht es aus, die dritte Aussage zu beweisen. Die ersten beiden folgen dann
durch die jeweiligen Voraussetzungen und Satz 5.12.

Da für σ(E−1
0 A11) ⊂ [β−1

0 , α−1
0 ] die Ungleichung

min
t∈[ 1

β0
, 1

α0
]
Pγ(t) ≤ Pγ(t) ≤ max

t∈[ 1
β0

, 1
α0

]
Pγ(t)

gilt, erhält man mit Satz 5.12, dass E σ-unsortiert zu

α =
(
1 − min

t∈I
P (k)

γ (t)
)−1

und β =
(
1 − max

t∈I
P (k)

γ (t)
)−1

ist. Durch die Definition von α0 sowie β0 folgt

α =
(
1 − Pγ(α−1

0 )
)−1

=
(
α−1

0 Qγ−1(α−1
0 )
)−1

= α0
(
Qγ−1(α−1

0 )
)−1

und
β =

(
1 − Pγ(β−1

0 )
)−1

=
(
β−1

0 Qγ−1(β−1
0 )

)−1
= β0

(
Qγ−1(β−1)

)−1
.

Damit sind die Schranken (5.19) und (5.20) gezeigt. ✷

Im nächsten Beispiel werden zwei Möglichkeiten angesprochen, ein Polynom zu wählen, wel-
ches die Approximation E im Vergleich zu E0 verbessert.

Beispiel 5.14. Es sei E0 σ-größer als A11 mit β0 ≥ 1, was der verwendeten Voraussetzung
aus [11] entspricht.
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1. Eine mögliche Wahl des Polynoms ist gegeben durch P2(t) = (1 − t)2. Dies führt auf
Q1(t) = −t + 2. Da das Polynom P2 für t > 0 streng monoton wachsend ist, ist die
Identität P2( 1

β0
) = max{P2(t) | t ∈ [ 1

β0
, 1]} erfüllt. Mit dem Satz 5.13 erhält man für

E = A11

[
I − (

I − E−1
0 A11

)2]−1
,

dass E σ-größer als A11 mit

β =
β0

− 1
β0

+ 2
≤ β0

ist. Hierbei ging die Ungleichung − 1
β0

+ 2 ≥ 1 ein.

2. Im zweiten Beispiel wird ein Tschebysheff Polynom, das in Abschnitt 3.4 definiert wurde,
betrachtet. Damit die neue Approximation

E = A11

[
I − P̃2

(
E−1

0 A11
)]−1

weiterhin σ-größer als A11 ist, wird das Polynom verschoben und es ergibt sich

P̃2(t) =
T2

(
β0+1−2t

β0−1

)
+ 1

T2

(
β0+1
β0−1

)
+ 1

mit T2(t) = 2t2 − 1 und P̃2( 1
β0

) = max{P̃2(t) | t ∈ [ 1
β0
, 1]} sowie

P̃2(t) = 1 − 4

β + 1
t+

4

(β + 1)2
t2.

Daraus resultiert

Q̃1(t) =
4

β + 1
− 4

(β + 1)2
t,

also Q̃1( 1
β0

) > 1. Dies führt auf

β =
β0

Q̃1

(
1

β0

) ≤ β0.

Abschließend wird in diesem Kapitel Satz 5.13 verwendet, um das AMLI-Verfahren, siehe
Definition 5.9, auf den Transport der spektralen Eigenschaften zu untersuchen.

Korollar 5.15. Sei A(k) hpd, S(k)
amli definiert durch (5.17) und Q(k)

γ−1 ∈ R≤γ−1[t] gegeben durch

Q
(k)
γ−1(t) =

1 − P
(k)
γ (t)

t
.

Dann erhält man die folgenden Zusammenhänge:

1. Sei B(k)
amli σ-kleiner als A(k) mit ξ(k). Weiter erfülle P (k)

γ die Bedingungen P
(k)
γ (t) ≤ 0

sowie Pγ(ξ(k)−1
) = min{Pγ(t) | t ∈ [1, ξ(k)−1

]}. Dann ist S(k)
amli σ-kleiner als A(k) mit

ξ
(k)
S = ξ(k) ·

(
Q

(k)
γ−1(ξ(k)−1

)
)−1

.
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2. Sei B(k)
amli σ-größer als A(k) mit θ(k) ist. Weiter erfülle P (k)

γ die Bedingungen P (k)
γ (t) ≥ 0

und Pγ(θ(k)−1
) = max{Pγ(t) | t ∈ [θ(k)−1

, 1]}. Dann ist S(k)
amli σ-größer als A(k) mit

θ
(k)
S = θ(k) ·

(
Q

(k)
γ−1(θ(k)−1

)
)−1

.

3. Sei B(k)
amli σ-unsortiert zu A(k) mit ξ(k) und θ(k) ist. Weiter existieren λ, λ ∈ σ(B(k)−1

amli A
(k))

mit P (λ) > 0 und P (λ) < 0 und Pγ erfülle die Bedingungen

Pγ(ξ(k)−1
) = min{Pγ(t) | t ∈ σ(B(k)−1

amli A
(k))} sowie

Pγ(θ(k)−1
) = max{Pγ(t) | t ∈ σ(B(k)−1

amli A
(k))}.

Dann ist S(k)
amli σ-unsortiert zu A(k) mit

ξ
(k)
S = ξ(k) ·

(
Q

(k)
γ−1(ξ(k)−1

)
)−1

and θ
(k)
S = θ(k) ·

(
Q

(k)
γ−1(θ(k)−1

)
)−1

.

Zusammen mit Satz 5.8 führt Korollar 5.15 zu einer vollständigen Analyse des AMLI-
Verfahrens in Bezug auf den Transport von spektralen Eigenschaften.

In diesem Abschnitt wurde eine Analyse von spektralen Eigenschaften durchgeführt. Dies
führt zu Eigenwert- bzw. Konditionszahl-Abschätzungen, wie in Lemma 5.5 beschrieben, wo-
bei eine Diskussion und Analyse der Güte dieser Abschätzungen vernachlässigt wurde. In
Theorem 5.6 wurde gezeigt, dass diese Güte stark von der C.B.S. Konstante von A abhängt,
welche in Satz 5.1 eingeführt wurde. Insbesondere sind die Schranken nicht aussagekräftig,
wenn diese Konstante γ(A) nahe Eins ist.

Im folgenden Kapitel wird detaillierter auf die Konstante eingegangen und Möglichkeiten
angegeben, auch bei Matrizen A mit γ(A) ≈ 1 Block-Faktorisierungs-Verfahren zu entwickeln,
die eine gute Performance versprechen.
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6
Die C.B.S. Konstante

Die sogenannte Cauchy-Bunyakovski-Schwarz (C.B.S.)-Ungleichung und ihre assoziierte
Konstante nehmen in der Analyse von Zwei- und somit auch von Mehrlevelverfahren eine
zentrale Rolle ein, [4, 6, 46]. In Satz 5.1 wurde diese Konstante ohne detaillierte Betrach-
tung eingeführt. Die Konstante darf aber bei der Konstruktion einer Grobgittermatrix nicht
vernachlässigt werden, da durch sie Aussagen über die Approximation der optimalen Grob-
gittermatrix, also das Schurkomplement, getroffen werden können. Der Vollständigkeit halber
wird die Definition der C.B.S. Konstante erneut angegeben.

Definition 6.1. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Die zu dieser Matrix und ihrer
Partition assoziierte C.B.S. Konstante wird durch

γ(A) = inf{γ̂ |xH
1 A12x2 ≤ γ̂(xH

1 A11x1x
H
2 A22x2)

1
2 für alle x1 ∈ Cn1 , x2 ∈ Cn2}

definiert.

6.1
Hierarchische Basis. Die Abschätzungen der Eigenwerte aus den Sätzen
5.1 sowie 5.6 und deren Folgerungen sind nur dann hilfreich, wenn die C.B.S.
Konstante γ(A) von A, die durch das jeweilige Problem gegeben ist, von Eins

weg beschränkt ist. Daher sind Variationen von den in Kapitel 5 vorgestellten Verfahren zu
finden, die trotz einer C.B.S. Konstante γ(A) ≈ 1 gut arbeiten.

Die Methoden, solche Verfahren zu entwickeln, basieren auf der folgenden Idee: Man führt
eine Transformation der Matrix A durch, so dass die C.B.S. Konstante der transformierten
Matrix möglichst klein wird, also

Atrafo = JHAJ (6.1)

mit γ(Atrafo) ≪ 1 und einer geeigneten Matrix J , siehe [6, 14, 81]. Doch anstatt ein AMG,
definiert durch I −B−1

amgA, auf die neue Matrix anzuwenden, nutzt man die Identität

σ(B−1
amgAtrafo) = σ

(
B−1

amgJ
HAJ

)
= σ

(
(J−HBamgJ

−1)−1A
)

und definiert ein neues AMG durch Bamg,mod := J−HBamgJ
−1.

In diesem Abschnitt werden Möglichkeiten aufgezeigt, wie die Matrix J gewählt werden kann.
Die erste Variante wurde von Bank, Dupont und Yserentant [14] entwickelt. Diese Arbeit nutzt
jedoch die Geometrie der gegebenen PDE und ist daher auf algebraische Mehrgitterverfahren
nicht anwendbar. Um eine Idee zu erhalten, wie die Matrix J auf einem algebraischen Weg
konstruiert werden kann, ist die Theorie aus [14] jedoch hilfreich.
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Ausgehend von einer Diskretisierung einer partiellen Differentialgleichung mit finiten Elemen-
ten ist es möglich, durch einen Wechsel auf eine geeignete finite Elemente Basis, die C.B.S.
Konstante der neuen Matrix zu reduzieren. Wird zunächst das Problem auf einem groben
Gitter diskretisiert und werden anschließend die finiten Elemente vom groben Gitter durch
eine geeignete Ergänzung auch auf dem feinen Gitter verwendet, erhält man eine sogenannte
hierarchische Basis, siehe Abbildung 6.1. In [14] wird gezeigt, dass sich die Transformation von
der sogenannten Knoten-Basis auf eine hierarchische Basis wie eine Kongruenztransformation
der Form (6.1) mit

J =

[
I J12

0 I

]

verhält und für die C.B.S. Konstante der neuen Matrix die Relation γ(Atrafo) ≤ 1
1+c

< 1 mit
c > 0 unabhängig von der Anzahl der Gitterpunkte erfüllt und die C.B.S. Konstante damit
von der Eins weg beschränkt ist, siehe [6]. Die Matrix J12 stellt die Transformation von der
Knoten- zur hierarchischen Basis dar.

hierarchischen Basis Knoten-Basis

Finites Element

...wird ergänzt zur... ...wird neu erstellt zur...

V
erfein

eru
n

g
d

es
G

itters

Abbildung 6.1.: Entwicklung der hierarchischen Basis im Vergleich zur Knoten-Basis.

Auf dieser Transformation basiert auch die Analyse in [10] sowie [11], was die Qualität der
Abschätzung der Eigenwerte in Satz 5.1 begründet. Es wird also angenommen, dass die ge-
gebene Matrix in der hierarchischen Basis vorliegt und daher eine C.B.S. Konstante besitzt,
die von Eins weg beschränkt ist.

Aufbauend auf diesem Ansatz führte Axelsson [6] im Jahre 2003 eine algebraische Variante
ein. Der Vorteil des algebraischen Ansatzes ist, dass im Gegensatz zu der hierarchischen Basis
eine Verwendung auf AMG’s möglich ist. Ausgehend von der Block-Faktorisierung

[
I 0

−A21A
−1
11 I

]
A

[
I −A−1

11 A12

0 I

]
=

[
A11 0
0 S(A,A11)

]
=: AD
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wird ersichtlich, dass die Transformation aus (6.1) mit

J =

[
I −A−1

11 A12

0 I

]

zu einer Matrix AD mit γ(AD) = 0 führt.

Ähnlich zum Kapitel 5 muss die Matrix A11 durch eine leicht zu invertierende Matrix ersetzt
werden, um den numerischen Aufwand zu verringern. In dem bisherigen Verlauf wurden die
hpd Approximationen E und D an A11 eingeführt. D soll dabei verdeutlichen, dass die Matrix
möglichst dünn besetzt bzw. sogar diagonal sein soll. In der Regel wird D verwendet, um eine
Grobgittermatrix Ac zu konstruieren. Im Gegensatz dazu stellt Matrix E eine beliebige, leicht
zu invertierende Matrix, die nicht notwendigerweise dünn besetzt ist, dar. Um die Theorie
allgemein wie möglich zu gestalten, wird für die hierarchischen Transformationen eine weitere
invertierbare Approximation H ∈ Cn1,n1 eingeführt. Im Folgenden werden Transformationen
der Form

Â := JHAJ mit J :=

[
I −H−1A12

0 I

]
(6.2)

untersucht.

In [6] wird der folgende Satz für reelle Martizen bewiesen. In diesem Kontext wird das Resultat
direkt für den komplexen Fall dargestellt.

Satz 6.2 ([6]). Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Außerdem sei Â definiert durch (6.2)
mit H ∈ Cn1,n1 nichtsingulär, so dass ρ =

∥∥I −H−1A11

∥∥
A11

< 1. Des Weiteren sei γ(A)die

C.B.S. Konstante von A. Dann erfüllt die C.B.S. Konstante von Â die Ungleichung

γ(Â) ≤
√

1 − 1 − γ(A)2

ρ2γ(A)2 + 1 − γ(A)2
. (6.3)

Wendet man diese Art der Transformation auf die Block-Faktorisierungs-Verfahren aus Kapi-
tel 5 an, so erhält man für den Zweilevelfall und den Spezialfall H = E (vergleiche Definition
4.7) ein transformiertes Verfahren, gegeben durch

B̂−1
2bf =

[
E−1 0

0 0

]
+
[

−(2E−1−E−1A11E−1)A12

I

]
S−1 [ −A21(2E−1−E−1A11E−1), I ] . (6.4)

Ebenso ergibt sich ein modifiziertes Mehrlevelverfahren, siehe Algorithmus 5.

Aus Theorem 6.2 wird jedoch nicht ersichtlich, ob die Transformation hilfreich ist. Die Schran-
ke der C.B.S. Konstante von Â hängt ebenfalls stark von der C.B.S. Konstante von A ab. Es
gilt γ(Â) ≈ 1, falls γ(A) ≈ 1.

Für einen Spezialfall fand Notay 2005 eine Abhilfe, siehe [81]. Dort wird gezeigt, dass unter
starken Voraussetzungen an die Matrix A die C.B.S. Konstante γ(Â) unabhängig von γ(A)
abgeschätzt werden kann. Dieses Resultat wird ebenfalls für den komplexen Fall verallgemei-
nert.
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Satz 6.3 ([81]). Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei Â definiert wie in (6.2)
mit H hpd, so dass

• H � A11,

•
[

H A12
A21 A22

]
hermitesch positiv semidefinit ist.

Dann erfüllt die C.B.S. Konstante von Â die Ungleichung

γ(Â) ≤
√

1 − 1

λmax(H−1A11)
. (6.5)

Algorithmus 5: Berechnung von d = B̂−1
multr

Input : r = [ r1
r2 ]

Output : B̂−1
multr

1 //Restriktion:
2 for k = 1, . . . , L− 1 do

3 löse E(k)w
(k)
E = r1,

4 löse E(k)f = A
(k)
11 w

(k)
E ,

5 setze r = r2 −A
(k)
21 (2w(k)

E − f), //Restringiere auf das nächste Level
6 partitioniere r = [ r1

r2 ].

7 //Lösen auf dem gröbsten Gitter:
8 Löse A(L)d = r.
9 //Interpolation:

10 for k = L− 1, . . . , 1 do

11 Setze e = A
(k)
12 d,

12 löse E(k)fE = e,

13 löse E(k)f = A
(k)
11 fE,

14 setze d1 = w
(k)
E − 2fE + f //Update durch den additiven Glätter

15 setze d2 = d und d =
[

d1
d2

]
. //Interpoliere auf das nächste Level

Die vorgestellten algebraischen Kongruenztransformationen der Matrix A werden in Anleh-
nung an die Transformation auf eine hierarchische Basis aus [14] in der Literatur als Transfor-
mationen auf generalisierte hierarchische Basen bezeichnet. Ein Überblick einiger Variationen
kann in [46, 48, 92] gefunden werden. Satz 6.3 gibt wahrscheinlich die einzige bekannte Ab-
schätzung der C.B.S. Konstante von Â an, die unabhängig von der C.B.S. Konstante von
A ist. In Abschnitt 6.5 wird eine weitere Abschätzung unter schwächeren Voraussetzungen
angegeben.

Im nächsten Abschnitt wird gezeigt, dass die Voraussetzungen von Satz 6.3 garantieren, dass
die Galerkin-Matrix PHAP eine gute Approximation an das Schurkomplement S(A,A11)
darstellt. Dieser Zusammenhang wird bei dem AMGr-Verfahren benötigt.
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6.2
Zusammenhang zur Grobgittermatrix. Eine der wichtigsten Fragen
bei algebraischen Mehrgitterverfahren ist, wie eine Grobgittermatrix erzeugt
werden kann, die die notwendigen Informationen auf dem groben Level aus-

reichend enthält. Wie in Kapitel 4 beschrieben, ist für eine gegebene Interpolationsmatrix P
eine häufige Wahl

Ac = PHAP. (6.6)

Mit Satz 4.2 folgt, dass diese Wahl für die Minimierung der A-Norm in Bezug auf einen
Rekursionsschritt als optimal aufgefasst werden kann.

Dies allein garantiert nicht, dass die Wahl der Grobgittermatrix zu einer schnellen Konvergenz
führt. Für die hier betrachteten F -Glätter wurde in (4.6) gezeigt, dass die Grobgittermatrix
Ac eine gute Approximation von S(A,A11) darstellen soll, wobei die Identität

S(A,A11) = PH
optAPopt für Popt =

[
−A−1

11 A12

I

]

gilt. Um eine schnelle Konvergenz zu erhalten, muss folglich eine Interpolationsmatrix P
gefunden werden, so dass Ac = PHAP die Relation

αS(A,A11) � Ac � βS(A,A11)

für Konstanten α und β, die möglichst nahe der Eins liegen, erfüllt ist.

Um diese Konstanten zu erhalten, kann die C.B.S. Konstante verwendet werden. Dazu be-
trachtet man die Matrix Â aus (6.2) und ihre 2 × 2-Blockstruktur. Insbesondere ist

Â22 =

[
−H−1A12

I

]H

A

[
−H−1A12

I

]
. (6.7)

Definiert man die Grobgittermatrix als

Ac := Â22, (6.8)

so folgt aus Lemma 5.2 das folgende Hilfsresultat.

Lemma 6.4. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Des Weiteren seien Ac und Â gegeben
durch (6.7) bzw. (6.2). Außerdem sei γ(Â) die C.B.S. Konstante von Â. Dann ist

S(A,A11) � Ac � 1

1 − γ(Â)2
S(A,A11). (6.9)

Es ist folglich notwendig, die C.B.S. Konstante von Â für die Konstruktion einer Interpolations-
matrix zu berücksichtigen. Mit Lemma 5.2 kann festgestellt werden, dass die Abschätzung
nach oben scharf ist, also

min
x 6=0

xHS(A,A11)x

xHAcx
= 1 − γ(Â)2.

Die Voraussetzungen des Konvergenzresultats des AMGr-Verfahrens (Satz 4.5) implizieren
mit Anwendung des Satzes 6.3, dass die optimale Interpolation Popt durch die Matrix

P =

[
−H−1A12

I

]
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ausreichend gut approximiert wird, wenn H hpd ist und λmax(H−1A11) nicht zu groß wird.

Im nächsten Abschnitt wird untersucht, für welche Art von Matrizen die hierfür notwendigen
Bedingungen

0 � H � A11 und

[
H A12

A21 A22

]
� 0 (6.10)

stets erfüllt werden können.

6.3
Der Greedy-Coarser und diagonaldominante Matrizen. Wie in
[71] gezeigt wird, ist es für diagonaldominante hpd Matrizen möglich, durch
eine geeignete Diagonalmatrix H die Voraussetzung 6.10 zu erfüllen. Außerdem

stellen MacLachlan und Saad in [71] einen Coarser vor, den sogenannten Greedy-Coarser, der
eine Abschätzung der Eigenwerte von H−1A11, basierend auf dem Satz von Gershgorin, liefert,
was für die Konstruktion von AMG’s, wie zum Beispiel dem AMGr-Verfahren und solchen,
die in Kapitel 7 vorgestellt werden, hilfreich ist. Der folgende Satz kann z.B. in [86, Theorem
4.6.] gefunden werden.

Satz 6.5 (Gershgorin). Sei A ∈ Cn,n mit den Einträgen aij. Dann ist jeder Eigenwert λ(A)
von A in einer geschlossenen Kreisscheibe mit dem Mittelpunkt aii, i ∈ {1, . . . , n} und dem
Radius

ρi :=
∑

i6=j

∣∣ aij

∣∣

lokalisiert, d.h. für alle λ(A) ∈ σ(A) existiert ein i ∈ {1, . . . , n}, so dass

∣∣λ− aii

∣∣ ≤ ρi.

Der Greedy-Coarser verfolgt zwei Ziele:

1. Die Kondition der Untermatrizen auf den F -Punkten soll möglichst klein sein. Nach
der Anwendung des Greedy-Coarsers auf die Matrix A ist diese in einer Blockstruktur
wie in (4.3) gegeben. Dann kann eine Diagonalmatrix H angegeben werden, so dass
κ2(H−1A11) abhängig von einem Parameter ϕ ∈ (1

2 , 1) abgeschätzt werden kann. Ins-
besondere ist die Konditionszahl durch eine geeignete Wahl von ϕ klein. Dies ist für
algebraische Mehrgitterverfahren und die Verwendung eines F -Glätters notwendig, wie
in [81] gezeigt wird. Es gilt

κ2(B−1
2bfA) ≥ κ2(H−1A11).

2. Die zweite Eigenschaft des Greedy-Coarsers ist eine gewisse Diagonaldominanz bezüg-
lich der F -Punkte, d.h. für ϕ ∈ (1

2 , 1) und i ∈ F wird die Eigenschaft

∣∣aii

∣∣ ≥ ϕ
∑

j∈F

∣∣ aij

∣∣

erfüllt. Für ϕ = 1
2 heißt dies, dass A auf den F -Punkten diagonaldominant ist. Umso

größer ϕ gewählt wird, desto größer wird die Anzahl der Grobgitter-Punkte.
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Der Coarser ist durch den folgenden Algorithmus gegeben.

Algorithmus 6: Der Greedy-Coarser

Input : A ∈ Cn,n, ϕ ∈ (1
2 , 1).

Output : F,C, ϕi, i = 1, 2 . . . , n.

1 Setze U = {1, 2, . . . , n}, F = C = ∅.

2 Berechne ϕi =

∣∣ aii

∣∣
∑

j∈F ∪U

∣∣ aij

∣∣ .

3 for i = 1, . . . , n do

4 if ϕi ≥ ϕ then

5 F = F ∪ {i}, U = U\{i}.

6 while U 6= ∅ do

7 Finde j = argmini∈U {ϕi}.
8 C = C ∪ {j}, U = U\{j}.
9 for i ∈ U ∩ Adj(j), wobei Adj(j) := {k : ajk 6= 0} do

10 Aktualisiere ϕi =

∣∣ aii

∣∣
∑

j∈F ∪U

∣∣ aij

∣∣ .

11 if ϕi ≥ ϕ then

12 F = F ∪ {i}, U = U\{i}.

Im folgenden Resultat werden die wichtigsten Eigenschaften der Matrix A nach dem Coarsing-
Prozess angegeben.

Satz 6.6 ([71]). Sei A hpd. Setzt man ϕ ∈ (1
2 , 1) und wendet den Greedy-Coarser auf A an,

dann erhält man eine zu A permutierte Matrix
[
A11 A12

A21 A22

]
.

1. Wählt man H = diag(A11), so ist

λmin(H−1A11) ≥ 2 − 1
ϕ
, λmax(H−1A11) ≤ 1

ϕ
.

2. Ist A ∈ Cn,n diagonaldominant sowie A11 = [a(11)
jk ] ∈ Cn1,n1 und wählt man H = [hjk]

mit
hjj = a

(11)
jj −

∑

j 6=k

∣∣ a(11)
jk

∣∣ und hjk = 0 für j 6= k, (6.11)

dann gilt die Abschätzung

λmin(H−1A11) ≥ 1, λmax(H−1A11) ≤ 1
2ϕ−1 .

Außerdem ist die Matrix [
H A12

A21 A22

]

hpsd.
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Durch die Kombination des Greedy-Coarsers und der Diagonaldominanz von A (die nicht
strikt sein muss) erhält man die Erfüllbarkeit der Voraussetzung 6.10, die für die Sätze 4.5
sowie 6.3 notwendig ist, sowie eine Abschätzung der Eigenwerte von H−1A11. In den folgenden
Kapiteln nehmen die Eigenwerte von H−1A11 eine zentrale Rolle für die Entwicklung weiterer
AMG’s ein. Aus diesem Grund wird der Greedy-Coarser die Grundlage für alle numerischen
Berechnungen in Kapitel 9 sein.

Damit wurde eine Klasse von Matrizen (diagonaldominante hermitesche Matrizen) vorgestellt,
für die effektive Block-Faktorisierungs-Verfahren konstruiert werden können.

6.4
Adaptive Konstruktion der Interpolationsmatrix und M-Matriz-
en. Eine weitere Möglichkeit, Interpolationsmatrizen für algebraische Mehr-
gitterverfahren zu erzeugen, bieten sogenannte adaptive Verfahren. Die Idee der

Adaption wurde in den Arbeiten [35–37] entwickelt. Dabei ist für A ∈ Rn,n eine Interpolati-
onsmatrix zu konstruieren, die auf glatten Vektoren w ∈ Rn mit Aw ≈ 0 arbeitet. In diesem
Abschnitt werden Varianten vorgestellt, die für die Verwendung eines F -Glätters entwickelt
wurden. Details dazu können in [33, 67] sowie [68] gefunden werden. Als Grundlage wird in
diesem Abschnitt der Körper der reellen Zahlen betrachtet.

Das Hauptaugenmerk bei adaptiven Varianten von Mehrgitterverfahren liegt auf der Bestim-
mung von Vektoren, die nahe dem Kern von A liegen. Eine Möglichkeit, dies zu erreichen,
ist, parallel zu dem System Ax = b mit b ∈ Rn, das gelöst werden soll, das homogene System

Ax = 0 zu betrachten. Dadurch erhält man eine Folge von Lösungen {x[k]
hom} des homogenen

Systems. Stellt man im k-ten Schritt fest, z.B. durch Berechnung und Vergleich der Norm von

x
[k]
hom, dass die Konvergenzgeschwindigkeit abnimmt, so nutzt man x[k]

hom für die Konstruktion

einer neuen Interpolationsmatrix. Dabei geht man davon aus, dass Ax[k]
hom ≈ 0 erfüllt ist. Bei

AMG’s mit F -Glättung kann ein anderer Ansatz aus [68] verfolgt werden, der im Folgenden
beschrieben wird.

In (4.5) wurde festgestellt, dass

Popt =

[
−A−1

11 A12

I

]

die optimale Interpolationsmatrix ist. Ausgehend von dieser Matrix wird eine neue Interpo-
lationsmatrix konstruiert. Dazu wird zunächst ein sogenannter Prototyp w[1] ∈ Rn „geraten“,
der nahe des Kerns von A liegt. Glatte Vektoren sollen möglichst im Bild der Interpolations-
matrix liegen, d.h. für Popt gilt

Poptw
[1]
2 =

[
−A−1

11 A12w
[1]
2

w
[1]
2

]
mit w[1] =

[
w

[1]
1

w
[1]
2

]
. (6.12)

Mit dem Ansatz

P =

[
−H−1A12

I

]

als Interpolationsmatrix, wobei H ∈ Rn1,n1 eine Diagonalmatrix ist, erhält man mit (6.12)
die Gleichung

−A−1
11 A12w

[1]
2 = −H−1A12w

[1]
2 (6.13)
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und den folgenden Algorithmus aus [68].

Algorithmus 7: Adaptive Bestimmung der Interpolation

Input : A ∈ Rn,n, einen Prototypen w[1] ∈ Rn, Anzahl der Iterationen kmax.

Output : Interpolationsmatrix P .

1 for k = 1, . . . , kmax do

2 Es ist w[k] =
[

w
[k]T

1 w
[k]T

2

]T
.

3 Löse A11w
[k]
1 = −A12w

[k]
2 .

4 Definiere P =
[

−H−1A12
I

]
für die Diagonalmatrix H, die H−1A12w

[k]
2 = −w[k]

1

erfüllt.

5 Setze w[k+1] = P

(
argmin
w∈Rn2

wT P T AP w
wT P T P w

)
.

In Schritt 5 muss das verallgemeinerte Eigenwertproblem

P TAPw = λminP
TPw

gelöst werden, siehe z.B. [67]. Wenn kmax groß genug gewählt wird, ist Aw[kmax] ≈ 0. Die
bisher dargestellten Ideen der adaptiven Verfahren basieren auf Beobachtungen und nume-
rischen Berechnungen. In [68] wurde gezeigt, dass der Algorithmus 7 das AMGr-Verfahren
beschleunigt und die beste Performance durch die Interpolationsmatrix erzielt wird, die die
Gleichung (6.13) erfüllt, wenn w[1] als Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert von A gewählt
wird.

Im zweiten Teil dieses Abschnittes wird gezeigt, dass die Wahl der Interpolationsmatrix durch
den Algorithmus (7) für eine bestimmte Klasse von Matrizen auch in der Theorie zu einer
guten Performance im Sinne von Satz 6.3 bzw. Lemma 6.4 führt.

Die angesprochene Klasse von Matrizen, die ähnliche Eigenschaften wie diagonaldominante
Matrizen besitzen, ist die Menge der M-Matrizen.

Definition 6.7. Man definiert die Menge

Zn,n := {A = [aij ] ∈ Rn,n | aij ≤ 0, i 6= j}.

Eine Matrix A ∈ Zn,n heißt (nichtsinguläre) M-Matrix, wenn ein Vektor w ∈ Rn, w > 0 mit

Aw > 0

existiert. Gilt Aw = 0 für ein w > 0, so heißt A singuläre M-Matrix. Hierbei wird die Relation
„> “ durch Rn ∋ x = [xk] > 0 ⇔ xk > 0 für alle k definiert.

Dies ist eine von vielen möglichen Charakterisierungen von M-Matrizen, die in [17] gefunden
werden können. Insbesondere gibt es einen engen Zusammenhang zu nicht negativen Matrizen,
denn es gilt, dass A genau dann eine M-Matrix ist, wenn eine Matrix B ≥ 0 mit

A = sI −B und s > ρ(B)

existiert.
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Mithilfe des Satzes von Perron1-Frobenius2 können nicht negative Matrizen und daher auch
M-Matrizen analysiert werden. Ein Beweis dieses Satzes kann u.a. in [17] gefunden werden.

Satz 6.8 (Perron-Frobenius). Sei A ∈ Rn,n nicht negativ, d.h. A ≥ 0, und irreduzibel, das
bedeutet, es existiert keine Permutationsmatrix π ∈ Rn,n, so dass

πAπT =

[
A11 A12

0 A22

]
.

Dann gilt:

1. Der Spektralradius ρ(A) ist einfacher Eigenwert von A.

2. Zu ρ(A) existiert ein positiver Eigenvektor w ∈ Rn, d.h. Aw = ρ(A)w, w > 0.
w heißt dann Perron-Vektor und ist - bis auf Skalierung - eindeutig.

3. Jeder Eigenvektor v ∈ Rn,n mit v > 0 von A ist Eigenvektor zum Eigenwert ρ(A), ist
also ein Perron-Vektor.

Wendet man dieses Resultat auf M-Matrizen an, erhält man das folgende Korollar.

Korollar 6.9. Sei A ∈ Rn,n eine (singuläre) M-Matrix, dann existiert ein Eigenvektor w ∈ Rn

von A mit w > 0 und Aw ≥ 0. Ist A zusätzlich symmetrisch, dann ist A symmetrisch positiv
semidefinit (spsd) und es gilt

Aw = λmin(A)w.

Beweis. Da A eine (singuläre) M-Matrix ist, existieren B ≥ 0 und s > ρ(B) mit A = sI−B.
Mit Satz 6.8 existiert w > 0, der ein Eigenvektor von B zum Eigenwert ρ(B) ist. Damit gilt

Aw = sw −Bw =
(
s− ρ(B)

)
w,

also ist w Eigenvektor von A zum Eigenwert s−ρ(B) ≥ 0. Ist A symmetrisch, so ist σ(A) ⊂ R

und der kleinste Eigenwert von A ist gegeben durch s− ρ(B). Daher ist A spsd. ✷

Dieses Korollar vereinfacht die Überprüfung einer Matrix auf ihre positive Definitheit. Anstatt
zu überprüfen, ob für eine symmetrische Matrix A ∈ Rn,n und allen x ∈ Rn die Ungleichung
xTAx > 0 gilt, reicht es für eine symmetrische Matrix A ∈ Zn,n zu zeigen, dass ein Vektor
w ∈ Rn mit w > 0 existiert, so dass Aw ≥ 0 ist.

Sei im Folgenden A ∈ Rn,n eine symmetrische M-Matrix mit Aw > 0 und partitioniert wie
in (4.3). Mit dem eben gezeigten Zusammenhang ist die Voraussetzung von Satz 6.3 erfüllt,
wenn eine Matrix H ∈ Zn1,n1 mit

H � A11 und (6.14)
[

H A12

A21 A22

]
w ≥ 0 (6.15)

1Oskar Perron (1880-1975) war ein deutscher Mathematiker. Unter anderem beschäftige er sich mit mehr-
dimensionale Kettenbrüche, himmelsmechanischen Problemen und Matrizentheorie.

2Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917) war ein deutscher Mathematiker. Er beschäftigte sich hauptsächlich
mit Gruppentheorie.
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existiert. Dabei soll H leicht zu invertieren, z.B. eine Diagonalmatrix sein.

Da A eine M-Matrix ist, existiert ein positiver Vektor w = [ wT
1 wT

2 ]T mit Aw > 0. Sei H so
konstruiert, dass H eine Diagonalmatrix ist und die Gleichung

w1 = −H−1A12w2 (6.16)

erfüllt, dann gilt [
H A12

A21 A22

]
w ≥ 0, (6.17)

also ist die Bedingung (6.15) gezeigt.

Um die Bedingung (6.14) nachzuweisen, setzt man w̃1 := H
1
2w1 > 0. (6.16) impliziert

Hw1 ≤ A11w1

und damit
H− 1

2A11H
− 1

2 w̃1 ≥ w̃1. (6.18)

Seien aii, hii die Diagonaleinträge von A11 bzw. H, dann erhält man

hii ≤ aii und damit H− 1
2A11H

− 1
2 − I ∈ Zn,n.

Da mit (6.18) (H− 1
2A11H

− 1
2 − I)w̃1 ≥ 0 ist, ist H− 1

2A11H
− 1

2 − I eine (singuläre) M-Matrix

und die Eigenwerte von H− 1
2A11H

− 1
2 − I liegen in der rechten Halbebene. Außerdem ist

H− 1
2A11H

− 1
2 − I symmetrisch, daher auch spd und es folgt, dass H− 1

2A11H
− 1

2 � I und
damit (6.14) erfüllt ist. Der folgende Zusammenhang wurde gezeigt:

Satz 6.10. Sei A ∈ Rn,n eine symmetrische M-Matrix und partitioniert wie in (4.3). Weiter
sei H ∈ Rn1,n1 hpd und eine Diagonalmatrix, die die Gleichung

w1 = −H−1A12w2

erfüllt, wobei w = [ wT
1 wT

2 ]T ∈ Rn mit w > 0 und Aw > 0. Dann lässt sich die C.B.S.
Konstante von Â, definiert wie in (6.2), durch (6.5) abschätzen.

Der benötigte Vektor w kann dabei durch Algorithmus 7 approximiert werden.

6.5
Verallgemeinerung der Abschätzung der C.B.S. Konstante von
Notay. In diesem Abschnitt wird eine weitere Abschätzung der C.B.S. Kon-
stante, ähnlich der aus Satz 6.3, vorgestellt und damit eine Alternative zu der

Voraussetzung H � A11 besprochen.

Satz 6.11. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei Â definiert durch (6.2) mit
einer Approximation H, die die Bedingungen

• H � A11 und

•
[

H(H+HA−1
11 H−A11)−1H A12

A21 A22

]
sei hpsd
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erfüllt. Dann gilt für die C.B.S. Konstante von Â die Ungleichung

γ(Â) ≤
√

1 − λmin(H−1A11). (6.19)

Beweis. Um dies zu beweisen, ist eine obere Schranke von

xH
2 Â22x2

xH
2 S(Â, Â11)x2

für alle x2 ∈ Cn2

zu finden. Mithilfe der Gleichung (5.5) aus Lemma 5.2 erhält man eine Abschätzung der
C.B.S. Konstante.

Da die Matrix [
H(H+HA−1

11 H−A11)−1H A12

A21 A22

]

nach Voraussetzung hpsd ist, folgt

xH
2 A22x2 ≥ xH

2 A21(H−1 +A−1
11 −H−1A11H

−1)A12x2. (6.20)

Dies führt für alle x2 ∈ Cn2 und c = β − 1, β =
(
λmin(H−1A11)

)−1
auf

(1 + c)xH
2 S(Â, Â11)x2 − xH

2 Â22x2

= (1 + c)xH
2 (A22 −A21A

−1
11 A12)x2 − xH

2 (A22 −A21(2H−1 −H−1A11H
−1)A12)x2

(6.20)

≥ cxH
2 A21(H−1 +A−1

11 −H−1A11H
−1)A12x2

+ xH
2 A21(2H−1 − (1 + c)A−1

11 −H−1A11H
−1)A12x2

= xH
2 A21A

− 1
2

11

(
(2 + c)A

1
2
11H

−1A
1
2
11 − I − (1 + c)A

1
2
11H

−1A11H
−1A

1
2
11

)
A

− 1
2

11 A12x2.

Der letzte Term ist genau dann nicht negativ, wenn das Polynom

p(t) = (2 + c)t− 1 − (1 + c)t2

auf σ(H−1A11) ⊆ [ 1
β
, 1] nicht negativ ist. Durch

p(t) = −
(
1 + c

)(
t2 − 2 + c

1 + c
t +

1

1 + c

)
= −

(
1 + c

)(
t− 1

)(
t− 1

1 + c

)
,

folgt, dass p auf
[

1
1+c

, 1
]

=
[

1
β
, 1
]

nicht negativ ist.

Damit wurde gezeigt, dass

xH
2 Â22x2

xH
2 S(Â, Â11)x2

≤ 1 + c = β für alle x2 ∈ Cn2.

✷

Betrachtet man die Voraussetzungen des obigen Satzes, erkennt man die Ähnlichkeit zu Satz
6.3. Auch hier wird in der Matrix A der (1 × 1)-Block durch eine weitere Matrix ersetzt, die
im hpd Sinn kleiner als A11 ist.
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Nachfolgend wird gezeigt, dass Satz 6.11 eine Verallgemeinerung von Satz 6.3 ist. Satz 6.3
benötigt eine Approximation H mit H � A11 und bei Satz 6.11 soll H � A11 erfüllt sein. Sei
zunächst H so konstruiert, dass die Voraussetzung von Satz 6.11 erfüllt ist. Dann gilt für diese
Matrix die Bedingung σ(H−1A11) ⊆ [a, 1] mit a = λmin(H−1A). Nach einer Skalierung der
Approximation H mit a und anschließender Umbenennung zu H̃ erhält man σ(H̃−1A11) ⊆
[1, 1

a
]. Die Approximation H̃ erfüllt die erste Voraussetzung von Satz 6.3. Es gilt sogar

1

λmax(H̃−1A11)
=

1

λmax
(
(aH)−1A11

) = λmin(H−1A11).

Das heißt, beide Sätze erzielen dieselbe Abschätzung für die C.B.S. Konstante von Â.

Wie verhält es sich mit der jeweiligen zweiten Voraussetzung für H bzw. H̃? Dazu betrachtet
man den jeweiligen (1× 1)-Block von der 2× 2 Matrix, die nach Voraussetzung hpsd sein soll.
Für Satz 6.11 ist dies H(H + HA−1

11 H − A11)−1H und für Satz 6.3 H̃ = aH. Damit erhält
man für alle x1 ∈ Cn1

xH
1 H(H +HA−1

11 H −A11)−1Hx1 ≥ xH
1 aHx1

⇔ xH
1 Hx1 ≥ xH

1 a(H +HA−1
11 H −A11)x1 (6.21)

⇔ xH
1 (1 − a)Hx1 + axH

1 H
1
2 (H

1
2A−1

11 H
1
2 −H− 1

2A11H
− 1

2 )H
1
2x1 ≥ 0.

Da a ≤ 1 ist, ist der erste Term xH
1 (1 − a)Hx1 nicht negativ. Der zweite Term ist ebenfalls

nicht negativ, da die Abbildung t 7→ 1
t

− t für 0 ≤ t ≤ 1 nicht negativ ist.

Zusammenfassend wurde gezeigt, dass die Voraussetzungen von Satz 6.11 schwächer, als die
von Satz 6.3 sind. Deshalb stellt Satz 6.11 eine Verallgemeinerung von Satz 6.3 dar und es
können die für Satz 6.11 benötigten Voraussetzungen durch eine Skalierung bei diagonaldomi-
nanten Matrizen immer erfüllt werden, siehe Satz 6.6. Durch Anwendung des Greedy-Coarsers
kann außerdem eine weitere Approximation für diagonaldominante hpd Matrizen angegeben
werden, mit der die Voraussetzung von Satz 6.11 erfüllt ist.

Satz 6.12. Sei A = [ajk] hpd und diagonaldominant. Weiter seien ϕ ∈ (3
4 , 1) und

[
A11 A12

A21 A22

]

die permutierte Matrix nach Anwendung des Greedy-Coarsers auf A. Außerdem sei H =
diag(h11, . . . , hn1,n1) ∈ Cn1,n1 mit hjj :=

∑n1
k=1

∣∣ ajk

∣∣, dann gilt

A11 � H � 1
2ϕ−1A11

und [
H(H +HA−1

11 H −A11)−1H A12

A21 A22

]
ist hpsd.

Beweis. Definiert man ϕj :=

∣∣ ajj

∣∣
∑n1

k=1

∣∣ ajk

∣∣ , so ist ϕj ≥ ϕ und hjj =

∣∣ ajj

∣∣
ϕj

. Daher folgt

P = [pjk] := H−1A11 mit pjk = ajk∣∣ ajj

∣∣ϕj ,
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wobei
∣∣ ajj

∣∣ = ajj. Mit dem Satz von Gershgorin (Satz 6.5) ergibt sich für die Eigenwerte
λ(P ) von P

∣∣λ(P ) − ϕj

∣∣ =
∣∣λ(P ) − pjj

∣∣ ≤
n1∑

k=1
k 6=j

pjk =
n1∑

k=1
k 6=j

∣∣ ajk

∣∣
∣∣ ajj

∣∣ϕj

=
n1∑

k=1

(∣∣ ajk

∣∣
∣∣ ajj

∣∣ − 1
)
ϕj =

(
1

ϕj
− 1

)
ϕj = 1 − ϕj .

Das impliziert
σ(H−1A11) ⊂ [2ϕ − 1, 1].

Damit folgt außerdem, dass λmin(H−1A11) ≥ 2 · 3
4 − 1 = 1

2 .

Um die zweite Bedingung zu zeigen, sei Ĥ definiert durch Gleichung (6.11). Mit Satz 6.6 folgt,
dass [

Ĥ A12

A21 A22

]

hpsd ist und σ(Ĥ−1A11) ⊂ [1, 1
2ϕ−1 ]. Mit (6.21) folgt für H̃ := 1

2ϕ−1Ĥ, dass

A11 � H̃ � 1
2ϕ−1A11 und

[
H̃(H̃ + H̃A−1

11 H̃ −A11)−1H̃ A12

A21 A22

]
� 0.

Im weiteren Verlauf stellen hjj, ĥjj und h̃jj die Diagonaleinträge der Matrizen H, Ĥ bzw. H̃
dar. Da ĥjj = (2 − 1

ϕj
)ajj ist, erhält man

h̃jj = 1
2ϕ−1 ĥjj = 1

2ϕ−1 (2 − 1
ϕj

)ajj ≥ 1
ϕj
ajj = hjj ,

also H � H̃. Da das Polynom P (t) = t+ 1 − t2 auf [1
2 , 1] monoton wachsend ist, folgt

A− 1
2

[
A

1
2H−1A

1
2 + I −A

1
2H−1AH−1A

1
2

]
A− 1

2 � A− 1
2

[
A

1
2 H̃−1A

1
2 + I −A

1
2 H̃−1AH̃−1A

1
2

]
A− 1

2

und daher
H(H +HA−1

11 H −A11)−1H � H̃(H̃ + H̃A−1
11 H̃ −A11)−1H̃.

✷

Außerdem gibt es weitere Klassen von Matrizen, für die die Erfüllbarkeit der Voraussetzungen
von Satz 6.11 nachgewiesen werden kann.

Satz 6.13. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei γ(A) die C.B.S. Konstante
von A und H eine Approximation von A11 mit H � A11. Falls eine der folgenden Bedingungen

1. γ(A) ≤
√

4
5 ≈ 0.8944 oder

2. λmin(H−1A11) ≥
√

5γ(A)2−4+γ(A)

2γ(A) für γ(A) >
√

4
5

erfüllt ist, erfüllt H die Voraussetzung von Satz 6.11.
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Beweis. Die 2 × 2-Block Matrix ist genau dann hpsd, wenn der (1 × 1)-Block sowie das
zugehörige Schurkomplement hpsd sind. Durch (5.4) folgt xH

2 A22x2 ≥ 1
γ(A)2x

H
2 A21A

−1
11 A12x2

für alle x2 ∈ Cn2 . Mit

H(H +HA−1
11 H −A11)−1H = (H−1 +A−1

11 −H−1A11H
−1)−1

und xH
1 Hx1 ≥ xH

1 A11x1 ist die Voraussetzung von Satz 6.11 erfüllt, wenn für alle x2 ∈ Cn2

gilt

xH
2

(
A22 −A21(H−1 +A−1

11 −H−1A11H
−1)A12

)
x2 ≥ 0.

Damit ist

xH
2

(
A22 −A21(H−1 +A−1

11 −H−1A11H
−1)A12

)
x2

≥xH
2

(
1

γ(A)2
A21A

−1
11 A12 −A21(H−1 +A−1

11 −H−1A11H
−1)A12

)
x2

=xH
2 A21A

− 1
2

11

(
(

1

γ(A)2
− 1)I −X +X2

)
A

− 1
2

11 A12x2 (6.22)

mit X = A
1
2
11H

−1A
1
2
11. Hierbei ist (6.22) nicht negativ, wenn p(t) := t2 − t + ( 1

γ(A)2 − 1) ≥ 0

auf σ(H−1A11). Für das Polynom p gilt

p = t2 − t+ (
1

γ(A)2
− 1) = (t− 1

2
)2 +

1

γ(A)2
− 5

4
≥ 0

⇔ (t− 1

2
)2 ≥ 5γ(A)2 − 4

4γ(A)2
(6.23)

für t ∈ σ(H−1A11).

Daher ist für γ(A) ≤
√

4
5 die Ungleichung (6.23) erfüllt. Falls γ(A) ≥

√
4
5 ist, folgt die

Bedingungen für die Eigenwerte von H−1A11. ✷

Insbesondere das erste Kriterium ist erwähnenswert. In [6] nutzt Axelsson solche Approxima-
tionen H für die Reduktion der C.B.S. Konstante einer Matrix A, die in einer hierarchischen
Basis gegeben ist, vergleiche Abschnitt 6.1. In solch einer Basis ist die C.B.S. Konstante

gewöhnlich nach oben durch
√

4
5 beschränkt, siehe [18], [63] und [83]. Des Weiteren kann

für generelle elliptische 2D Probleme mit stückweisen linearen Basisfunktionen gezeigt wer-
den, dass γ(A)2 < 3

4 , [5, 72]. In [73] wurde dieselbe Schranke für 2D Elastizitäts-Probleme
gefunden, siehe dazu [6].

Mit dem Gezeigten lässt sich das 2BF-Verfahren nach einem Basiswechsel analysieren.

Korollar 6.14. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3) mit der C.B.S. Konstante γ(A).
Weiter sei B̂2bf definiert durch (6.4), so dass E σ-größer als A11 mit β ist und eine der
folgenden Bedingungen erfüllt ist

1. γ(A) ≤
√

4
5 ≈ 0.8944,

2. λmin(E−1A11) ≥
√

5γ(A)2−4+γ(A)

2γ(A) , für γ(A) >
√

4
5 .
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Außerdem sei S σ-größer als

Ac := A22 −A21

[
I − (

I − E−1A11
)3]
A−1

11 A12 (6.24)

mit θ. Dann ist B̂2bf σ-größer als A mit

θtwo = 1 +
1

β

{
θ − 1 +

1

2

β − 1

β

(
β + θ − 1 +

[
(β + θ − 1)2 + (θ − 1)(β − 1)

] 1
2

)}
. (6.25)

Beweis. Mit Satz 5.6 folgt, dass

θtwo = 1+
1

β

{
θ − 1 +

1

2

β − 1

1 − γ(Â)2

(
β + θ − 1 +

[
(β + θ − 1)2 + β(θ − 1)γ(A)2

] 1
2

)}
, (6.26)

wobei γ(Â) die C.B.S Konstante von der durch (6.2) definierten Matrix Â ist. Durch die
Anwendung von Satz 6.13 kann diese durch

√
1 − λmin(E−1A11) abgeschätzt werden. Dies

führt auf

1

1 − γ(Â)2
≤ 1

λmin(E−1A11)
≤ β

und

γ(Â)2 ≤ 1 − 1

λmin(E−1A11)
≤ β − 1

β
.

Diese Ungleichung eingesetzt in (6.26) schließt den Beweis ab. ✷

Die durch (6.25) erhaltene obere Schranke der Konditionszahl von B̂−1
2bfA ist unabhängig

von der C.B.S. Konstante von A. Anhand dieses Korollars kann beobachtet werden, dass
insbesondere eine geeignete Wahl der Grobgittermatrix Ac, gegeben durch (6.24), zu einer
Konditionsabschätzung unabhängig von γ(A) führen kann.

6.6
Konstruktion eines polynombasierten Vorkonditionierers. Bisher
wurde der Vorkonditionierer B2bf und einige Abwandlungen analysiert. Die-
ser Vorkonditionierer basiert auf einer Block-Faktorisierung der Systemmatrix

A, siehe Abschnitt 4.3.2. Durch eine Kongruenztransformation auf verallgemeinerte hierar-
chische Basen kann das Konvergenz- bzw. Vorkonditionierungsverhalten verbessert werden,
siehe Abschnitte 6.1 und 6.5. In diesem Abschnitt wird eine Möglichkeit hergeleitet, um die-
ses Verhalten durch rekursive Anwendung geeigneter Kongruenztransformationen weiter zu
verbessern. Dazu wird erneut die Block-Faktorisierung (4.9) und der daraus entstandene Vor-
konditionierer

B2bf =

[
I 0

A21E
−1 I

] [
E 0
0 S

] [
I E−1A12

0 I

]
(6.27)

mit E und S (beide hpd) betrachtet. Setzt man

J−1 =

[
I E−1A12

0 I

]
bzw. J =

[
I −E−1A12

0 I

]
,
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so ergibt (6.27) die Gleichung B2bf = J−HBdiagJ
−1 bzw. B−1

2bf = JB−1
diagJ

H mit

Bdiag :=

[
E 0
0 S

]
.

Durch die spektrale Identität

σ
(
B−1

2bfA
)

= σ
(
JB−1

diagJ
HA

)
= σ

(
B−1

diagJ
HAJ

)

wird deutlich, dass der Vorkonditionierer B2bf als eine, durch hierarchische Basen transfomier-
te, Abwandlung des Block-Jacobi-Vorkonditionierers Bdiag gesehen werden kann. Verfolgt man
diesen Gedanken weiter, so entsteht B̂2bf aus der Matrix Bdiag durch zweimalige Anwendung
der Kongruenztransformation. Im weiteren Verlauf werden Vorkonditionierer untersucht, die
durch eine k-fache rekursive Anwendung solcher Transformationen hervorgehen. Als Grund-
lage bzw. 0-te Iteration wird die Matrix Bdiag verwendet, die unter anderem in [4, 5, 9] und
[81] untersucht wird.

Sei A ∈ Cn,n gegeben und partitioniert wie in (4.3). Diese Matrix stellt die „Ausgangsmatrix“
dar und wird im Folgenden auch als A[0] bezeichnet. Durch rekursiv definierte generalisierte
hierarchische Basen kann eine ganze Klasse von Matrizen konstruiert werden.

Lemma 6.15. Sei A = A[0] partitioniert wie in (4.3). Weiter seien für k = 0, 1, 2, . . . Matri-
zen auf rekursiv definierten generalisierten hierarchischen Basen durch

A[k+1] := JH
[k]A[k]J[k] (6.28)

definiert, wobei die Transformationsmatrizen durch

J[k] :=

[
I −H−1A[k]12

0 I

]
,

mit H ≈ A11 hpd gegeben sind. Dann erfüllt A[k] die Gleichung

A[k] =

[
A11 (I −A11H

−1)kA12

A21(I −H−1A11)k A22 +A21

[
I − (I −H−1A11)2k

]
A−1

11 A12

]
. (6.29)

Beweis. Der Beweis wird per vollständiger Induktion durchgeführt. Für den Induktionsanfang
ist

A[1] = JH
[0]AJ[0] =

[
I 0

−A21H
−1 I

] [
A11 (I −A11H

−1)A12

A21 A22 −A21H
−1A12

]

=

[
A11 (I −A11H

−1)A12

A21(I −H−1A11) A22 −A21
(
2H−1 −H−1A11H

−1
)
A12

]
.

Mit

A22 −A21
(
2H−1 −H−1A11H

−1)A12 = A22 +A21

[
I − (

I −H−1A11
)2]
A−1

11 A12

69
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folgt die Behauptung für k = 1. Nun sei die Gleichung

A[k] =


 A11 (I −A11H

−1)kA12

A21(I −H−1A11)k A22 +A21

[
I − (

I −H−1A11
)2k
]
A−1

11 A12




für ein k ∈ N erfüllt. Dann folgt für k + 1

A[k+1] = JH
[k]A[k]J[k] =

[
I 0

−A[k]21
H−1 I

]
A[k]

[
I −H−1A[k]12

0 I

]

=

[
I 0

−A21(I −H−1A11)kH−1 I

] [
A11 (I −A11H

−1)kA12

A21(I −H−1A11)k ⋆

]

·
[
I −H−1(I −A11H

−1)kA12

0 I

]

=

[
A11 (I −A11H

−1)kA12

A21(I −H−1A11)k(I −H−1A11) ⋆

]

·
[
I −H−1(I −A11H

−1)kA12

0 I

]

=

[
A11 (I −A11H

−1)k+1A12

A21(I −H−1A11)k+1 A[k+1]22

]
.

Es bleibt zu zeigen, dass

A[k+1]22
= A22 +A21(I − (I −H−1A11)2(k+1))A−1

11 A12

ist, was mithilfe des Schurkomplements gezeigt werden kann. Durch Transformationen der
Art (6.28) wird sowohl der (1 × 1)-Block sowie das Schurkomplement nicht verändert. Es gilt
daher für alle k = 1, 2, 3, . . . , dass A11 = A[k]11

und

S(A[k], A11) = S(A,A11) = A22 −A21A
−1
11 A12.

Daher ist

S(A[k+1], A11) = A22 −A21A
−1
11 A12 = A[k+1]22

−A[k+1]21
A−1

11 A[k+1]12

und das impliziert

A[k+1]22
= A22 −A21A

−1
11 A12 +A[k+1]21

A−1
11 A[k+1]12

= A22 −A21A
−1
11 A12 +A21(I −H−1A11)(k+1)A−1

11 (I −A11H
−1)(k+1)A12

= A22 −A21A
−1
11 A12 +A21(I −H−1A11)(k+1)(I −H−1A11)(k+1)A−1

11 A12

= A22 −A21

[
I − (I −H−1A11)2(k+1)

]
A−1

11 A12.

Damit ist die Induktion abgeschlossen. ✷

Durch Lemma 6.15 ist es gelungen, die Matrix A durch eine rekursiv definierte Basistransfor-
mation auf eine generalisierte hierarchische Basis zu bringen. Das nächste Resultat gibt eine
explizite Darstellung der Transformationsmatrizen an.
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Lemma 6.16. Sei A = A[0] partitioniert wie in (4.3) und die Voraussetzungen von Lemma
6.15 erfüllt . Weiter seien für k = 0, 1, 2, . . . Matrizen A[k] rekursiv definiert durch (6.28).
Dann ist

A[k] = JH
[→k]AJ[→k]

mit

J[→k] :=



I −

k−1∑
j=0

H−1(I −A11H
−1)jA12

0 I


 . (6.30)

Beweis. Mit (6.28) ist

A[k] = JH
[k−1]A[k−1]J[k−1] = JH

[k−1]

(
JH

[k−2]A[k−2]J[k−2]

)
J[k−1] =

( k−1∏

j=0

J[j]

)H
A
( k−1∏

j=0

J[j]

)
,

mit

J[j] =

[
I −H−1A[j]12

0 I

]
=

[
I −H−1(I −A11H

−1)jA12

0 I

]
.

Weiter ist

k−1∏

j=0

J[j] =
k−1∏

j=0

[
I −H−1(I −A11H

−1)jA12

0 I

]
=



I −

k−1∑
j=0

H−1(I −A11H
−1)jA12

0 I


 .

Mit der Definition von J[→k] folgt daher

A[k] = JH
[→k]AJ[→k],

was zu zeigen war. ✷

Die Konstruktion der rekursiv definierten hierarchischen Basen ist eine elegante Möglichkeit,
die Ideen der generalisierten hierarchischen Basis aus [6, 81] zu verallgemeinern. Dass die-
se Verallgemeinerung einen Nutzen im Sinne eines besseren Konvergenzverhaltens mit sich
bringt, wird in Kapitel 7 erläutert. Doch zuvor motiviert die folgende Betrachtung die Ver-
wendung dieser Transformationen.

Mit der Annahme, dass A11 und H ein konvergentes Splitting erzeugen, also ρ(H−1A11) < 1
ist, folgt mit der Neumann’schen Reihe

lim
k→∞

k∏

j=0

J[j] = lim
k→∞



I −

k∑
j=0

H−1(I −A11H
−1)jA12

0 I




=


 I −H−1

∞∑
j=0

(I −A11H
−1)jA12

0 I




=

[
I −H−1

[
I − (I −A11H

−1)
]−1

A12

0 I

]

=

[
I −A−1

11 A12

0 I

]
,
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also
γ
(

lim
k→∞

A[k]

)
= 0.

Der Sinn der rekursiv definierten hierarchischen Basis ist es, Vorkonditionierer für die Matrix
A zu konstruieren, die wie folgt definiert werden.

Definition 6.17. Sei A ∈ Cn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Dann wird der k-fache
h-transformierte Vorkonditionierer von A durch

B[k] := J−H
[→k]BdiagJ

−1
[→k]

definiert. Hierbei ist

Bdiag =

[
E 0
0 S

]
(6.31)

mit E und S hpd und J[→k] definiert durch (6.30).

Für diesen Vorkonditionierer gilt

σ
(
B−1

[k] A
)

= σ
(
J[→k]B

−1
diagJ

H
[→k]A

)
= σ

(
B−1

diagJ
H
[→k]AJ[→k]

)
= σ

(
B−1

diagA[k]

)
(6.32)

mit A[k] gegeben durch (6.29). Des Weiteren kann eine explizite Darstellung gefunden werden.

Lemma 6.18. Sei B[k] gegeben wie in Definition 6.17, dann gilt

B[k] =




E EH−1
k−1∑
j=0

(I−A11H−1)jA12

A21

k−1∑
j=0

(I−H−1A11)jH−1E, S+A21

k−1∑
j=0

(I−H−1A11)jH−1EH−1
k−1∑
j=0

(I−A11H−1)jA12


 .

Beweis. Durch die Definition von B[k] folgt

B[k] = J−H
[→k]BdiagJ

−1
[→k]

=



I −

k−1∑
j=0

H−1(I −H−1A11)jA12

0 I




−H

Bdiag



I −

k−1∑
j=0

H−1(I −A11H
−1)jA12

0 I




−1

=




I 0

A21

k−1∑
j=0

(I −H−1A11)jH−1 I


Bdiag



I H−1

k−1∑
j=0

(I −A11H
−1)jA12

0 I




=




E 0

A21

k−1∑
j=0

(I −H−1A11)jH−1E S






I H−1

k−1∑
j=0

(I −A11H
−1)jA12

0 I




=




E EH−1
k−1∑
j=0

(I−A11H−1)jA12

A21

k−1∑
j=0

(I−H−1A11)jH−1E, S+A21

k−1∑
j=0

(I−H−1A11)jH−1EH−1
k−1∑
j=0

(I−A11H−1)jA12


 .

Dies war zu zeigen. ✷

Dass der Vorkonditionierer B[k] eine echte Verallgemeinerung bekannter Vorkonditionierer
darstellt, zeigt das folgende Beispiel.
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6. Die C.B.S. Konstante

Beispiel 6.19. Für den Spezialfall H = E ergibt sich:

1. Wäht man k = 1, so ist

B[1] =

[
E A12

A21 S +A21E
−1A12

]
,

was identisch zu dem Zweilevel-Block-Faktorisierungs-Vorkonditionierer aus Definition
4.7 ist.

2. Für k = 2 ist B[k] gegeben durch

B[2] =

[
E (2I −A11E

−1)A12

A21(2I − E−1A11) S +A21(2I − E−1A11)E−1(2I −A11E
−1)A12

]
.

Diese Matrix entspricht B̂2bf , definiert in (6.4).

Im nächsten Kapitel wird der k-fache h-transformierte Vorkonditionierer analysiert, indem
dieser ein weiteres Mal verallgemeinert wird.

Dazu wird die Inverse von B[k], die durch

B−1
[k] =

[
E−1 0

0 0

]
+

[
−H−1

k−1∑
j=0

(I−A11H−1)jA12

I

]
S−1

[
−A21

k−1∑
j=0

(I−H−1A11)jH−1, I

]
(6.33)

gegeben ist, betrachtet. Die Terme

H−1
k−1∑

j=0

(I −A11H
−1)j und

k−1∑

j=0

(I −H−1A11)jH−1

sollen durch ein geeignetes Polynom ersetzt werden, was die Darstellung von (6.33) verein-
facht. Zu diesem Zweck wird das Polynom Qk−1 aus (5.3) für ein Polynom Pk mit Pk(0) = 1
definiert. Für den hier gegebenen Spezialfall bietet sich die Wahl

Pk(t) := (1 − t)k

und damit

Qk−1(t) = 1−Pk(t)
t

= 1−(1−t)k

1−(1−t) =
k−1∑

j=1

(1 − t)j

an. Damit erhält man

k−1∑

j=0

(I −H−1A11)jH−1 = Qk−1(H−1A11)H−1 =
[
I − Pk(H−1A11)

]
A−1

11 HH
−1

=
[
I − (

I −H−1A11
)k]

A−1
11 ,

was auf

B−1
[k] =

[
E−1 0

0 0

]
+
[

−A−1
11

[
I−Pk(A11H−1)

]
A12

I

]
S−1 [−A21

[
I−Pk(H−1A11)

]
A−1

11 I
]

(6.34)
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mit Pk(H−1A11) = (I − H−1A11)k führt. Anstatt der Spezialisierung mit Pk(t) = (1 − t)k

wird der Vorkonditionierer für ein beliebiges Polynom Pk ∈ R≤k[t] mit Pk(0) = 1 untersucht.
Abschließend sei bemerkt, dass B−1

[k] aus (6.34) die Gleichung

B−1
[k] =

[
E−1 0

0 0

]
+
[

−
[
I−Pk(H−1A11)

]
A−1

11 A12

I

]
S−1 [−A21A−1

11

[
I−Pk(A11H−1)

]
, I
]

(6.35)

erfüllt. Die Darstellung (6.35) wird im nächsten Kapitel verwendet.
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Mehrgitterverfahren

In Abschnitt 6.6 wurde gezeigt, dass sich die Analyse von Verfahren, gegeben durch (6.35), auf
die Untersuchung des Block-Diagonal-Vorkonditionierers der Form (6.31) zurückführen lässt.
Mithilfe dieses Resultats werden in diesem Kapitel polynombasierte Block-Faktorisierungs-
Verfahren sowie polynombasierte algebraische Mehrgitterverfahren untersucht. Dazu bedarf
es der Analyse des Block-Diagonal-Vorkonditionierers.

Satz 7.1 ([4], Theorem 9.3). Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3) sowie γ(A) ihre asso-
ziierte C.B.S. Konstante. Weiter sei Bdiag durch (6.31) mit

αA11 � E � βA11,

ξA22 � S � θA22

gegeben. Dann erfüllen die extremen Eigenwerte von B−1
diagA die Abschätzungen

λmax(B−1
diagA) ≤ 1

α

{
1
2

(
1 + α

ξ

)
+
[

1
4

(
1 − α

ξ

)2
+ α

ξ
γ(A)2

] 1
2

}
,

λmin(B−1
diagA) ≥ 1−γ(A)2

β

{
1
2

(
1 + θ

β

)
+
[

1
4

(
1 − θ

β

)2
+ θ

β
γ(A)2

] 1
2

}−1

.

Mithilfe dieses Resultats wird zunächst der Vorkonditionierer aus (6.35) analysiert.

7.1
Analyse der Block-Faktorisierungs-Verfahren. Ziel dieses Abschnit-
tes ist es, Abschätzungen der Eigenwerte von B−1

[k] A zu erhalten, wobei B[k]

durch (6.35) gegeben ist. Zunächst wird jedoch das Polynom in dieser Dar-
stellung nicht festgelegt. Dies führt zu der folgenden Verallgemeinerung des k-fachen h-
transformierten Vorkonditionieres aus Definition 6.17.

Definition 7.2. Sei A ∈ Cn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiterhin seien E und
H hpd Approximationen von A11. Außerdem seien S ∈ Cn2,n2 hpd und Pk ∈ R≤k[t] mit
Pk(0) = 1. Dann wird der polynombasierte Block-Faktorisierungs-Vorkonditionierer durch

B−1
pbf :=

[
E−1 0

0 0

]
+
[

−
[
I−Pk(H−1A11)

]
A−1

11 A12

I

]
S−1 [−A21A−1

11

[
I−Pk(A11H−1)

]
, I
]

(7.1)

definiert.
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7. Polynombasierte algebraische Mehrgitterverfahren

Zur Analyse dieses Vorkonditionierers kann die spektrale Identität aus (6.32) und der Satz 7.1
verwendet werden, was erneut auf die Notwendigkeit der Abschätzung einer C.B.S. Konstante
führt. In den Sätzen 6.3 bzw. 6.11 wird die Voraussetzung H � A11 bzw. H � A11 gefordert,
wobei in Abschnitt 6.5 gezeigt wurde, dass die Voraussetzungen von Satz 6.11 einfacher, als
die von Satz 6.3 erfüllt werden können. Daher wird ferner vorausgesetzt, dass H � A11 erfüllt
ist. Im Anhang A werden Abschätzungen der C.B.S. Konstante vorgestellt, die weder H � A11

noch H � A11 benötigen, aber von starker technischer Natur sind.

Satz 7.3. Sei A ∈ Cn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei Bpbf definiert durch
(7.1) mit

αeA11 � E � βeA11,

A11 � H � βhA11,

ξAc � S � θAc,

wobei

Ac := A22 −A21

[
I −

(
Pk(H−1A11)

)2
]
A−1

11 A12. (7.2)

Das für die Definition von Bpbf notwendige Polynom Pk ∈ R≤k[t] erfülle die Bedingungen
Pk(0) = 1, Pk(1) = 0 und

∣∣Pk(t)
∣∣ < 1 für t ∈ [ 1

βe
, 1]. Außerdem sei

Π2k(t) := P 2
k (t) · t

1−t
∈ R≤2k[t]

ein weiteres Polynom und es gelte

A22 −A21

[
I + Π2k(H−1A11)

]
A−1

11 A12 ist hpsd.

Dann ist

λmax
(
B−1

pbfA
) ≤ 1

αe

{
1
2

(
1 + αe

ξ

)
+
[

1
4

(
1 − αe

ξ

)2
+ αe

ξ
(1 − 1

βh
)
] 1

2

}
und

λmin
(
B−1

pbfA
) ≥ 1

βeβh

{
1
2

(
1 + θ

βe

)
+
[

1
4

(
1 − θ

βe

)2
+ θ

βe
(1 − 1

βh
)
] 1

2

}−1

.

Beweis. Der Beweis gliedert sich in mehrere Teile.

1. Spektrale Identität

Der polynombasierte Block-Faktorisierungs-Vorkonditionierer aus (7.1) ist durch

B−1
pbf =

[
I −H−1

p A12

0 I

] [
E−1 0

0 S−1

] [
I 0

−A21H
−H
p I

]
(7.3)

mit Hp := A11
[
I − Pk(H−1A11)

]−1
darstellbar. Da Pk(t) < 1 auf σ(H−1A11), ist Hp

invertierbar und es gilt Hp = HH
p . Die Hermitizität von Hp wird für diesen Beweis

jedoch nicht benötigt, was ein analoges Vorgehen für den Beweis von Satz 7.9 aus dem
nächsten Abschnitt erlaubt, bei dem diese Eigenschaft nicht vorliegt.
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7. Polynombasierte algebraische Mehrgitterverfahren

Mit der Faktorisierung (7.3) erhält man die Identität

σ
(
B−1

pbfA
)

= σ

([
E−1 0

0 S−1

] [
I 0

−A21H
−H
p I

]
A

[
I −H−1

p A12

0 I

])
. (7.4)

Definiert man die Matrix

Â :=

[
I 0

−A21H
−H
p I

]
A

[
I −H−1

p A12

0 I

]
, (7.5)

so ist die vorkonditionierte Matrix B−1
diagÂ mithilfe von Satz 7.1 zu untersuchen.

2. Abschätzung der C.B.S. Konstante

Um die C.B.S. Konstante von Â abzuschätzen, wird Satz 6.11 verwendet. Dazu benötigt
es eine Matrix Avor ∈ Cn,n, die die Gleichung

Â =

[
I 0

−Avor
21 H

−H I

]
Avor

[
I −H−1Avor

12

0 I

]
(7.6)

erfüllt. Da Pk(1) = 0 ist, existiert ein P̃k−1 ∈ R≤k−1[t] mit Pk(t) = (1−t)P̃k−1(t). Daher
erfüllt Avor die Gleichung

Avor =

[
A11 P̃k−1(A11H

−1)A12

A21P̃k−1(H−HA11) Avor
22

]
(7.7)

mit Avor
22 := A22 −A21

[
I − P̃k−1(H−HA11)P̃k−1(H−1A11)

]
A−1

11 A12.

Um zu bestätigen, dass durch diese Wahl (7.6) erfüllt ist, betrachtet man Â aus (7.5).
Es gilt

Â =

[
I 0

−A21H
−H
p I

] [
A11 (I −A11H

−1
p )A12

A21 A22 −A21H
−1
p A12

]

=

[
I 0

−A21H
−1
p I

] [
A11 Pk(A11H

−1)A12

A21 A22 −A21
[
I − Pk(H−1A11)

]
A−H

11 A12

]

=

[
A11 Pk(A11H

−1)A12

A21(I −H−H
p A11) Â22

]

=

[
A11 Pk(A11H

−1)A12

A21Pk(H−HA11) Â22

]

mit
Â22 := A22 −A21

[
I − Pk(H−HA11)Pk(H−1A11)

]
A−1

11 A12(= Ac).

Andererseits erhält man mit (7.6)

Â =

[
I 0

−A21P̃k−1(H−HA11)H−H I

]

·
[

A11 (I −A11H
−1)P̃k−1(A11H

−1)A12

A21P̃k−1(H−HA11) ⋆

]

=

[
A11 Pk(A11H

−1)A12

A21Pk(H−HA11) ⋆

]
.
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Da sich das Schurkomplement durch die gegebenen Transformationen nicht ändert, muss
⋆ = Â22 sein und damit folgt die Gleichheit. Wendet man Satz (6.11) auf Avor an, erhält
man die folgende Abschätzung für die C.B.S. Konstante von Â

γ(Â)2 ≤ 1 − λmin(H−1A11) ≤ 1 − 1
βh
.

Dabei muss H die beiden Voraussetzungen

• H � A11,

•
[

H(H+HA−1
11 H−A11)−1H Avor

12
Avor

21 Avor
22

]
� 0

erfüllen. Die zweite Bedingung ist äquivalent zu

Avor
22 −Avor

21 H
−1(H +HA−1

11 H −A11)H−1Avor
12

= A22 −A21

[
I − (

P̃k−1(H−1A11)
)2]
A−1

11 A12

−A21P̃k−1(H−1A11)(H−1 +A−1
11 −H−1A11H

−1)P̃k−1(A11H
−1)A12

= A22 −A21

[
I + P̃k−1(H−1A11)H−1A11(I −H−1A11)P̃k−1(H−1A11)

]
A−1

11 A12

= A22 −A21

[
I + Π2k(H−1A11)

]
A−1

11 A12

mit Π2k(t) = t(1 − t)P̃ 2
k−1(t) ∈ R≤2k[t]. Damit folgt

[
H(H+HA−1

11 H−A11)−1H Avor
12

Avor
21 Avor

22

]
� 0 ⇔ A22 −A21

[
I + Π2k(H−1A11)

]
A−1

11 A12 � 0.

3. Abschätzung der Eigenwerte

Mithilfe von Satz 7.1 können die extremen Eigenwerte von B−1
pbfA abgeschätzt werden.

Es gilt

λmax
(
B−1

pbfA
)

= λmax
(
B−1

diagÂ
)

≤ 1
αe

{
1
2

(
1 + αe

ξ

)
+
[

1
4

(
1 − αe

ξ

)2
+ αe

ξ
γ(Â)2

] 1
2

}

≤ 1
αe

{
1
2

(
1 + αe

ξ

)
+
[

1
4

(
1 − αe

ξ

)2
+ αe

ξ
(1 − 1

βh
)
] 1

2

}

und

λmin
(
B−1

pbfA
)

= λmin
(
B−1

diagÂ
)

≥ 1−γ(Â)2

βe

{
1
2

(
1 + θ

βe

)
+
[

1
4

(
1 − θ

βe

)2
+ θ

βe
γ(Â)2

] 1
2

}−1

≥ 1
βeβh

{
1
2

(
1 + θ

βe

)
+
[

1
4

(
1 − θ

βe

)2
+ θ

βe
(1 − 1

βh
)
] 1

2

}−1

.

✷

Die Aussage von Satz 7.3 erlaubt die folgende Interpretation. Die schwer erfüllbaren Voraus-
setzungen des Satzes 6.11 lassen sich auf Kosten einer aufwändig zu berechnenden Grobgitter-
matrix Ac, definiert wie in (7.2), abschwächen. Es muss allerdings bei der Suche nach einem
geeigneten Vorkonditonierer der Mehraufwand beachtet werden.
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Beispiel 7.4. Das Polynom Pk(t) = (1 − t)k, k ≥ 2 erfüllt die Voraussetzungen des Satzes
7.3. Wählt man H, so dass H � A11, so muss k so groß gewählt werden, dass für Π2k(t) =
t(1 − t)2k−1 die Matrix

A22 −A21

[
I + Π2k(H−1A11)

]
A−1

11 A12 hpsd ist.

Dies kann in jedem Fall erreicht werden; jedoch unter Umständen nur durch eine aufwändig
zu berechnende und voll besetzte Grobgittermatrix Ac, die durch (7.2) gegeben ist.

Bemerkung 7.5. Obwohl die Voraussetzungen des Satzes zu mehr Aufwand des Mehrlevel-
verfahrens führen, können diese, im Gegensatz zu der Voraussetzung 6.10, stets erfüllt werden.
Dazu bedarf es keiner weiteren Bedingung an die Matrix A.

Zusammenfassend wurde gezeigt, dass Block-Faktorisierungs-Verfahren durch ihre einfache
Darstellung umfangreich analysiert werden können. Für das Lösen von linearen Gleichungs-
systemen finden diese allerdings nur bei einfachen Problemen Anwendung, da sie im Vergleich
zum numerischen Aufwand keine gute Performance erreichen. Stattdessen werden algebrai-
sche Mehrgitterverfahren für die verschiedensten Probleme verwendet. Mithilfe von Lemma
4.8 kann die Analyse der MBF-Verfahren verwendet werden, um AMG’s zu untersuchen.

7.2
Analyse des polynombasierten AMGs. Mit Lemma 4.8 steht ein Werk-
zeug zur Verfügung, welches eine Umwandlung von algebraischen Mehrgitter-
verfahren zu Block-Faktorisierungs-Verfahren ermöglicht. In Abschnitt 7.1 wur-

den diese Faktorisierungs-Verfahren untersucht. Dabei wurde gezeigt, dass die Verwendung
eines Polynoms die Abschätzungen der Eigenwerte verbessert. Hier werden diese Ergebnisse
verwendet, um polynombasierte algebraische Mehrgitterverfahren für eine hpd Matrix A zu
analysieren.

Definition 7.6. Sei A ∈ Cn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Dann wird das polynomba-
sierte algebraische Mehrgitterverfahren bzw. das symmetrische polynombasierte algebraische
Mehrgitterverfahren durch

I −B−1
amgp

A := C · Rpre, (7.8)

I −B−1
amgp,s

A := Rpost · C · Rpre (7.9)

definiert, wobei

C :=

(
I −

[
−D−1

p A12

I

]
S−1

[
−A21D

−1
p I

]
A

)
, (7.10)

Rpre :=

(
I − w1

[
M−1

s 0
0 0

]
A

)
. . .

(
I −wν

[
M−1

s 0
0 0

]
A

)
, (7.11)

Rpost :=

(
I − wν

[
M−H

s 0
0 0

]
A

)
. . .

(
I − w1

[
M−H

s 0
0 0

]
A

)
. (7.12)

Hierbei sind w1, . . . , wν ∈ R zu bestimmende Gewichte. Des Weiteren seien Dp,Ms invertier-
bare Approximationen von A11, wobei Dp zusätzlich hpd sein soll. Außerdem sei S ebenfalls
hpd.
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Die Definition 7.6 enthält einige Besonderheiten. Zunächst werden Gewichte w1, . . . , wν benö-
tigt, was an die Definition des AMGr-Verfahrens erinnert (Definition 4.4). Außerdem wurde
nicht spezifiziert, welche Matrix durch S approximiert werden soll. Dies wird die Grobgitter-
matrix Ac sein, auf die zunächst nicht näher eingegangen wird. Ferner sei darauf hingewiesen,
dass die Matrix Ms nicht als hpd vorausgesetzt wird.

Um diese Art von algebraischen Mehrgitterverfahren zu untersuchen, werden sie auf Block-
Faktorisierungs-Verfahren transformiert. Hierbei ist der erste Schritt das Zusammenfassen
aller Vor- bzw. Nachglätter.

Satz 7.7. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter seien Rpre und Rpost gegeben durch
(7.11) bzw. (7.12) mit w1, w2, . . . , wν ∈ R. Dann ist

Rpre = I −

 [I −

1∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)]A−1

11 0

0 0


A,

Rpost = I −

 [I −

ν∏
i=1

(I − wiM
−H
s A11)]A−1

11 0

0 0


A.

Beweis. Zunächst werden zwei Glätter
(
I −

[
wνM−1

s 0
0 0

]
A
)

·
(
I −

[
wν−1M−1

s 0
0 0

]
A
)

betrachtet.

Durch eine kurze Rechnung erhält man

(
I −

[
wνM

−1
s 0

0 0

]
A

)
·
(
I −

[
wν−1M

−1
s 0

0 0

]
A

)

=I −
([

wνM
−1
s 0

0 0

]
+

[
wν−1M

−1
s 0

0 0

]
−
[
wνM

−1
s 0

0 0

]
A

[
wν−1M

−1
s 0

0 0

])
A

=I −
[

(wν + wν−1)M−1
s 0

0 0

]
−
[
wνM

−1
s A11 wνM

−1
s A12

0 0

] [
wν−1M

−1
s 0

0 0

]
A

=I −
([

(wν + wν−1)M−1
s − wνwν−1M

−1
s A11M

−1
s 0

0 0

])
A

=I −
[

[I − (I − (wν + wν−1)M−1
s A11 − wνwν−1M

−1
s A11M

−1
s A11]A−1

11 0
0 0

]
A

=I −
[

[I − (I − wνM
−1
s A11)(I − wν−1M

−1
s A11)]A−1

11 0
0 0

]
A.

Induktiv folgt schließlich für j = ν, ν − 1, . . . , 1

(
I −


 [I −

j−1∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)]A−1

11 0

0 0


A

)
·
(
I −

[
wjM

−1
s 0

0 0

]
A

)

= I −


 [I −

j∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)]A−1

11 0

0 0


A.
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Dies folgt durch

(
I −


 [I −

j−1∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)]A−1

11 0

0 0


A

)
·
(
I −

[
wjM

−1
s 0

0 0

]
A

)

= I −
(
 [I −

j−1∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)]A−1

11 0

0 0


+

[
wjM

−1
s 0

0 0

])
A

+


 [I −

j−1∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)]A−1

11 0

0 0


A

[
wjM

−1
s 0

0 0

]
A

= I −


 [I −

j−1∏
i=ν

(I −wiM
−1
s A11)]A−1

11 + wjM
−1
s 0

0 0


A

+


 [I −

j−1∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)]wjM

−1
s 0

0 0


A

= I −


 A−1

11 −
j−1∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)A−1

11 0

0 0


A

−




j−1∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)wjM

−1
s A11A

−1
11 0

0 0


A

= I −


 A−1

11 −
j−1∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)(I − wjM

−1
s A11)A−1

11 0

0 0


A

= I −


 [I −

j∏
i=ν

(I − wiM
−1
s A11)]A−1

11 0

0 0


A.

Damit ist gezeigt

(
I −

[
wνM

−1
s 0

0 0

]
A

)
·
(
I −

[
wν−1M

−1
s 0

0 0

]
A

)
. . .

(
I −

[
w1M

−1
s 0

0 0

]
A

)

=I −

 [I −

1∏
i=ν

(I −wiM
−1
s A11)]A−1

11 0

0 0


A.

Analog funktioniert die Berechnung für Rpost. ✷

Im nächsten Schritt wird der Zusammenhang zwischen den Gewichten w1, . . . , wν und den
vorher angesprochenen Polynomen verdeutlicht.
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Korollar 7.8. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Betrachtet man das polynombasierte
AMG aus Definition 7.6 mit Gewichten wi = 1

ri
, i = 1, . . . , ν, wobei r1, r2, . . . , rν ∈ R ν reelle

Nullstellen eines Polynoms Pν ∈ R≤ν[t] vom Grad ν mit Pν(0) = 1 sowie
∣∣Pν(t)

∣∣ < 1 für
t ∈ σ(M−1

s A11) seien, dann erfüllen Rpre und Rpost die Gleichungen

Rpre = I −
[ [

I − Pν(M−1
s A11)

]
A−1

11 0
0 0

]
A,

Rpost = I −
[ [

I − Pν(M−H
s A11)

]
A−1

11 0

0 0

]
A

und die Matrizen
[
I − Pν(M−1

s A11)
]
A−1

11 sowie
[
I − Pν(M−H

s A11)
]
A−1

11 sind invertierbar.

Beweis.

Das Polynom Pν sei gegeben. Zu zeigen ist

Pν(t)
!

=
ν∏

i=1

(1 −wit) =
ν∏

i=1

(1 − t
ri

) =: P̃ (t).

Da P̃ (ri) = 0 = Pν(ri) für alle j = 1, . . . , ν und P̃ (0) = 1 = Pν(0) ist, stimmen die beiden
Polynome an ν + 1 Interpolationspunkten überein und sind identisch.

Da
∣∣Pν(t)

∣∣ < 1 auf σ(M−1
s A11) gefordert ist, folgt die geforderte Invertierbarkeit. ✷

Mithilfe von Lemma 4.8 und Korollar 7.8 kann die Analyse des symmetrischen polynomba-
sierten AMGs auf die Untersuchung von Block-Faktorisierungs-Verfahren und damit Satz 7.3
zurückgeführt werden.

Satz 7.9. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter seien Dp,Ms ∈ Rn1,n1 Approxi-
mationen von A11. Hierbei soll Ms invertierbar sein und Dp hpd mit

A11 � Dp � βdA11.

Weiter sei Pν ∈ R≤k[t] ein Polynom mit ν reellen Nullstellen r1, . . . , rν und den Eigenschaften
Pν(0) = 1 sowie

∣∣Pν(t)
∣∣ < 1 für t ∈ σ(M−1

s A11). Außerdem approximiere S die Grobgitter-
matrix Ac, definiert durch

A22 −A21

[
I − Pν(M−H

s A11)
(
I −D−1

p A11
)2
Pν(M−1

s A11)
]
A−1

11 A12. (7.13)

Hier soll die spektrale Äquivalenz

ξAc � S � θAc

gelten. Zusätzlich sei

A22 −A21

[
I + Pν(M−H

s A11)D−1
p A11

(
I −D−1

p A11
)
Pν(M−1

s A11)
]
A−1

11 A12 � 0. (7.14)
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Betrachtet man mit diesen Voraussetzungen die Matrix Bamgp,s definiert durch (7.9) mit den
Gewichten wi = 1

ri
, dann gilt

λmax
(
B−1

amgp,s
A
) ≤

{
1
2

(
1 + 1

ξ

)
+
[

1
4

(
1 − 1

ξ

)2
+ 1

ξ
(1 − 1

βd
)
] 1

2

}
und (7.15)

λmin
(
B−1

amgp,s
A
) ≥ 1−σmax

βd

{
1
2

(
1 + θ(1 − σmax)

)

+
[

1
4

(
1 − θ(1 − σmax)

)2
+ θ(1 − σmax)(1 − 1

βd
)
] 1

2

}−1

, (7.16)

wobei σmax := σmax

(
Pν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11)
)

der größte Singulärwert von Pν(A
1
2
11M

−1
s A

1
2
11) ist.

Beweis. Der Beweis gliedert sich erneut in mehrere Teile.

1. Transformation auf ein PBF-Verfahren

Mit Lemma 4.8 erhält man

B−1
amgp,s

=

[
M̃−1

s 0
0 0

]
+

[
−H−1

p A12

I

]
S−1

[
−A21H

−H
p I

]

=

[
I −H−1

p A12

0 I

] [
M̃−1

s 0
0 S−1

] [
I 0

−A21H
−H
p I

]
(7.17)

mit

M̃s := A11

[
I − Pν(M−H

s A11)Pν(M−1
s A11)

]−1
, (7.18)

Hp := A11

[
I − Pν(M−1

s A11)(I −D−1
p A11)

]−1
. (7.19)

Hierbei lässt sich feststellen, dass (7.17) die gleiche Struktur wie (7.3) besitzt. Einzig
die Matrix E aus (7.3) muss durch M̃s ersetzt und Hp modifiziert werden. Daher kann
die Abschätzung der Eigenwerte in gleicher Weise wie im Beweis von Satz 7.3 erfolgen.
Dort wurde die Eigenschaft Pν(1) = 0 vorausgesetzt. Das Polynom in (7.19) hat die
Gestalt Pν(t) · (1 − t̃), also einen um Eins größeren Grad und besitzt bei Eins eine
Nullstelle. Weiterhin muss beachtet werden, dass dieses, im Gegensatz zum Beweis von
Satz 7.3, kein Polynom in einer Variable ist. Vielmehr bezieht sich Pν auf M−1

s A11 und
das Polynom (1− t̃) auf D−1

p A11. In der Transformation (7.6) und den darauf folgenden
Umformungen wurde nicht berücksichtigt, dass die Matrizen in den Polynomen dieselben
sein müssen.

2. Nutzung des Beweises von Satz 7.3

Die Matrix Dp und das Polynom (1 − t̃) benötigt man für die Transformation auf eine
generalisierte hierarchische Basis, siehe (7.6). Im Gegensatz dazu benötigt man das
Polynom Pν(t) und die Matrix Ms für die „Voraussetzungsmatrix “

Avor :=

[
A11 Pν(A11M

−1
s )A12

A21Pν(M−H
s A11) A22 −A21

[
I − Pν(M−H

s A11)Pν(M−1
s A11)

]
A−1

11 A12

]
,
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analog zu (7.7). Damit ergibt sich die natürliche Grobgittermatrix durch eine analoge
Definition von Â wie in (7.6) durch

Ac = Â22 :=
[

−Avor
21 D

−1
p I

]
Avor

[
−D−1

p Avor
12

I

]

= A22 −A21

[
I − Pν(M−H

s A11)
(
I −D−1

p A11

)2
Pν(M−1

s A11)
]
A−1

11 A12.

Die Voraussetzung zur Abschätzung der C.B.S. Konstante verändert sich zu

Dp � A11 und
[

Dp(Dp+DpA−1
11 Dp−A11)−1Dp Pν(A11M−1

s )A12

A21Pν(M−H
s A11) A22−A21

[
I−Pν(M−H

s A11)Pν(M−1
s A11))

]
A−1

11 A12

]
� 0. (7.20)

Die Bedingung (7.20) ist dabei äquivalent zu

A22 −A21

[
I + Pν(M−H

s A11)D−1
p A11

(
I −D−1

p A11
)
Pν(M−1

s A11)
]
A−1

11 A12 � 0.

Dies führt zu den Abschätzungen der extremen Eigenwerte

λmax
(
B−1

amgp,s
A
) ≤ 1

αe

{
1
2

(
1 + αe

ξ

)
+
[

1
4

(
1 − αe

ξ

)2
+ αe

ξ
(1 − 1

βd
)
] 1

2

}
(7.21)

und

λmin
(
B−1

amgp,s
A
) ≥ 1

βeβd

{
1
2

(
1 + θ

βe

)
+
[

1
4

(
1 − θ

βe

)2
+ θ

βe
(1 − 1

βd
)
] 1

2

}−1

. (7.22)

Hierbei sind αe :=
(
λmax(M̃−1

s A11)
)−1

und βe :=
(
λmin(M̃−1

s A11)
)−1

.

3. Abschätzung der Konstanten αe und βe

Um die Eigenwerte von M̃−1
s A11 abzuschätzen, betrachtet man

A
1
2
11M̃

−1
s A

1
2
11 = I − Pν(A

1
2
11M

−H
s A

1
2
11)Pν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11). (7.23)

Damit erhält man

α−1
e = λmax(M̃−1

s A11) = 1 − min
‖x‖2=1

∥∥∥∥Pν(A
1
2
11M

−1
s A

1
2
11)

∥∥∥∥
2

≤ 1,

β−1
e = λmin(M̃−1

s A11) = 1 − max
‖x‖2=1

∥∥∥∥Pν(A
1
2
11M

−1
s A

1
2
11)
∥∥∥∥

2
≥ 1 − σmax,

wobei σmax := σmax

(
Pν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11)
)

der größte Singulärwert von Pν(A
1
2
11M

−1
s A

1
2
11) ist.

Eingesetzt in (7.21) bzw. (7.22) ergibt dies

λmax
(
B−1

amgp,s
A
) ≤

{
1
2

(
1 + 1

ξ

)
+
[

1
4

(
1 − 1

ξ

)2
+ 1

ξ
(1 − 1

βd
)
] 1

2

}
bzw.

λmin
(
B−1

amgp,s
A
) ≥ 1−σmax

βd

{
1
2

(
1 + θ(1 − σmax)

)

+
[

1
4

(
1 − θ(1 − σmax)

)2
+ θ(1 − σmax)(1 − 1

βd
)
] 1

2

}−1

.
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Dies beendet den Beweis. ✷

Mithilfe von Satz 7.9 kann für jede hpd Matrix A ein algebraisches Mehrgitterverfahren
entwickelt werden, das eine gute Performance sichert. Ungeachtet dessen muss auf einige
Details eingegangen werden.

Das Polynom Pν ∈ R≤ν [t] stellt den Hauptbestandteil für dieses AMG dar und garantiert
durch eine eventuelle Vergrößerung des Grades ν die Realisierbarkeit der Voraussetzung (7.14).
Anders als bei dem AMGr-Verfahren, siehe Satz 4.5, wird bei dem polynombasierten AMG
keine bestimmte Struktur, wie z.B. Diagonaldominanz, der Matrix A benötigt. Trotz dieses
enormen Vorteils darf dabei nicht außer Acht gelassen werden, dass eine Erhöhung des Gra-
des den numerischen Aufwand bei der Bildung der Grobgittermatrix (7.13) vergrößert. Des
Weiteren scheint diese Wahl der Grobgittermatrix widersprüchlich zu der Optimalität der
Galerkin-Matrix zu sein, siehe Satz 4.2. Führt man einen Iterationsschritt der Grobgitterkor-
rektur durch, verspricht in der Tat der Galerkin-Ansatz die schnellste Reduktion des Fehlers
in der A-Norm, wobei dabei vernachlässigt wird, dass ein AMG nicht nur aus einer Grobgit-
terkorrektur besteht, sondern für die Konvergenz mindestens ein Glättungsschritt benötigt
wird. Bei der Verwendung von F -Glättern ist es möglich, diesen Zusammenhang auch bei der
Frage der optimalen Grobgittermatrix zu verwenden.

Satz 7.10. Sei A ∈ Cn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei (oB.d.A für b = 0)
ein Iterationsschritt gegeben durch

x[k+1] = x[k] −
[
M̃−1

s 0
0 0

]
Ax[k] + Py

mit x[k] ∈ Cn, M̃ ∈ Cn1,n1 hpd und P =
[

−H−1
p A12

I

]
mit Hp ∈ Cn1,n1 invertierbar. Dann gilt

∥∥∥x[k+1]
∥∥∥

A
= min ⇔ y = −A−1

c RAx[k]

mit Ac := PHAP und R =
[

−A21

[
I − (I −H−H

p A11)(I − M̃−1
s A11)

]
A−1

11 I
]
.

Beweis. Für die A-Norm von x[k+1] gilt

∥∥∥x[k+1]
∥∥∥

2

A
=

{[
x

[k]H

1 (I −A11M̃
−1
s ) − x

[k]H

2 A21M̃
−1
s − yHA21H

−H
p , x

[k]H

2 + yH
]

· A

·
[

(I − M̃−1
s A11)x[k]

1 − M̃−1
s A11x

[k]
2 −H−1

p A12y

x
[k]
2 + y

]}
.

Leitet man diesen Term nach y ab und vereinfacht ihn, erhält man

∇y

∥∥∥x[k+1]
∥∥∥

2

A
= A21H

−H
p A11(I − M̃−1

s A11)x[k]
1 +A21H

−H
p A11M̃

−1
s A12x

[k]
2

+A21H
−H
p A11H

−1
p A12y −A21H

−1
p A12x

[k]
2 +A21(I − M̃−1

s A11)x[k]
1

−A21M̃
−1
s A12x

[k]
2 − 2A21H

−H
p A12y +A21M̃

−1
s b1 +A22x

[k]
2 +A22y

= Acy +RAx[k]
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mit Ac = PHAP , P =

[
−H−1

p A12

I

]
und

R =
[

−A21[I − (I −H−H
p A11)(I − M̃−1

s A11)]A−1
11 I

]
.

Daher wird die A-Norm minimal für

x[k+1] =

(
I −

([
M̃−1

s 0
0 0

]
+ PA−1

c R

)
A

)
x[k]

mit Ac = PHAP . ✷

Dieses Resultat lässt interessante Interpretationen zu. Die Interpolationsmatrix P wurde

durch P =
[

−H−1
P

A12

I

]
vorgegeben. Diese ist ausschließlich für die Konstruktion der Grob-

gittermatrix Ac = PHAP verantwortlich, was dem Satz 4.2 entspricht. Wird dieser Zusam-
menhang auf das AMG aus (7.9) angewendet, stecken in der Matrix Hp bereits Informationen
aus dem Glätter, denn Hp ist gegeben durch (7.19). Die Grobgittermatrix ist daher gegeben
durch

Ac = PHAP =

[
−H−1

p A12

I

]H

A

[
−H−1

p A12

I

]

= A22 −A21

(
H−1

p +H−H
p −H−H

p A11H
−1
p

)
A12

= A22 −A21

[
I − (

I −H−H
p A11

)(
I −H−1

p A11
)]
A−1

11 A12

= A22 −A21

[
I − Pν(M−H

s A11)
(
I −D−1

p A11

)2
Pν(M−1

s A11)
]
A−1

11 A12,

was der Matrix aus (7.13) entspricht.

Ebenfalls auffallend ist die Wahl der Restriktion R, die nicht R = PH entspricht, sondern

R =
[

−A21[I − (I −H−H
p A11)(I − M̃−1

s A11)]A−1
11 I

]
.

Zur Konstruktion dieser Restriktion wird folglich der Nachglätter benötigt. Es ergibt sich die
Gleichung

R =

((
I −

[
M̃−1

s 0
0 0

]
A

)
P

)H

. (7.24)

Zusammengefasst wird die Grobgittermatrix durch die Interpolation konstruiert, aber auf die
Restriktion nimmt zusätzlich der Nachglätter Einfluss. Bei dieser Wahl von R erhält man
einen nicht hermiteschen Vorkonditionierer B(·). Für den Beweis des Satzes 7.9 wird jedoch
vorausgesetzt, dass Bamgp,s

= BH
amgp,s

erfüllt ist, daher ist R = PH die geeignete Wahl.
Dennoch entspricht Ac in diesem Satz der optimalen Wahl aus Satz 7.10.

Im Satz 7.9 ist außerdem erwähnenswert, dass unsymmetrische Approximationen Ms im Glät-
ter zugelassen werden. Abhängig von dieser Approximation muss ein geeignetes Polynom Pν

bestimmt werden. Im nächsten Abschnitt werden die folgenden Möglichkeiten betrachtet:

• Ms ist hpd, dann existieren a, b > 0 mit σ(M−1
s A11) ⊆ [a, b].

• Ms ist unsymmetrisch und invertierbar, sowie es existiert ein ρ < 1 mit
∥∥I −M−1

s A11

∥∥
A11

≤
ρ.
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7.3
Optimierung durch Tschebysheff Polynome. Das Ziel ist es, den
größten Singulärwert aus dem Satz 7.9 für die obigen Varianten abzuschät-
zen. Dies wird für ganz bestimmte Polynome, die Tschebysheff Polynome aus

Abschnitt 3.4, geschehen.

7.3.1
Der hermitesche Fall. Die in Satz 7.9 vorgestellten Abschätzungen der
Eigenwerte hängen vom größten Singulärwert der Matrix

Pν(A
1
2
11M

−1
s A

1
2
11)

mit Pν ∈ R≤ν [t] ab. Für eine hpd Matrix Ms ∈ Cn1,n1 mit σ(M−1
s A11) ⊆ [a, b] kann dieser

direkt angegeben werden, denn es gilt

σmax = σmax

(
Pν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11)
)

= max
k

∣∣λk

(
Pν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11)
) ∣∣ ≤ max

t∈[a,b]

∣∣Pν(t)
∣∣, (7.25)

da Pν(A
1
2
11M

−1
s A

1
2
11) hermitesch ist. Um den Singulärwert zu minimieren, muss ein Polynom

Pν gewählt werden, welches auf dem Intervall [a, b] im Betrag minimal wird. Polynome mit
dieser Eigenschaft wurden in Abschnitt 3.4 eingeführt. Betrachtet man das in 1 normierte
Tschebysheff Polynom auf [a, b] aus (3.13), ergibt sich die Abschätzung

σmax ≤ max
t∈[a,b]

∣∣∣∣∣
Tν( b+a−2t

b−a
)

Tν( b+a
b−a

)

∣∣∣∣∣ =
1

Tν( b+a
b−a

)
. (7.26)

Mit den Eigenschaften der Tschebysheff Polynome, siehe dazu [6], kann der Nenner umgeformt
werden und man erhält

Tν( b+a
b−a

) = 1
2

[(
b+a
b−a

+
√

( b+a
b−a

)2 − 1
)ν

+
(

b+a
b−a

−
√

( b+a
b−a

)2 − 1
)ν]

= 1
2

[( b+a+
√

(b+a)2−(b−a)2

b−a

)ν
+
( b+a−

√
(b+a)2−(b−a)2

b−a

)ν]

= 1
2

[(
b+a+2

√
ab

b−a

)ν
+
(

b+a−2
√

ab
b−a

)ν]
= 1

2

[( (
√

b+
√

a)2

b−a

)ν
+
( (

√
b−√

a)2

b−a

)ν]

= 1
2

[(√
b+

√
a√

b−√
a

)ν
+
(√

b−√
a√

b+
√

a

)ν]
. (7.27)

Damit ergibt sich

σmax ≤ 1

Tν( b+a
b−a

)
=
{

1
2

[(√
b+

√
a√

b−√
a

)ν
+
(√

b−√
a√

b+
√

a

)ν]
}−1

=
{

(
√

b+
√

a)2ν +(
√

b−√
a)2ν

2(
√

b+
√

a)ν(
√

b−√
a)ν

}−1

= 2 (
√

b+
√

a)ν(
√

b−√
a)ν

(
√

b+
√

a)2ν+(
√

b−√
a)2ν

, (7.28)

was Folgendes impliziert

1 − σmax ≥ 1 − 2 (
√

b+
√

a)ν(
√

b−√
a)ν

(
√

b+
√

a)2ν+(
√

b−√
a)2ν

=

(
(
√

b+
√

a)ν−(
√

b−√
a)ν
)2

(
√

b+
√

a)2ν+(
√

b−√
a)2ν

.
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Somit lässt sich der Term 1 − σmax in (7.16) aus Satz 7.9 durch

1 − σmax ≥
(

(
√

b+
√

a)ν−(
√

b−√
a)ν
)2

(
√

b+
√

a)2ν+(
√

b−√
a)2ν

(7.29)

abschätzen.

Für Satz 7.9 wird vorausgesetzt, dass das Polynom ν reelle Nullstellen besitzt. Die Nullstellen
des hier betrachteten Polynoms sind

ri = 1
2

(
b+ a− ti(b− a)

)
für ti = cos

(
π
2 · 2i−1

ν

)
, i = 1, 2, . . . , ν. (7.30)

Im Satz 7.9 werden hpd Approximationen Ms und auch allgemeinere und insbesondere nicht
hermitesche Matrizen betrachtet.

7.3.2
Der nicht hermitesche Fall. Mit der Annahme, dass Ms eine nicht hermi-
tesche, invertierbare Matrix mit

∥∥I −M−1
s A11

∥∥
A11

≤ ρ für ein ρ < 1 ist, ist das
zugehörige in 1 normierte Tschebysheff Polynom auf Bρ(1) gegeben durch Pν(t) = (1 − t)ν ,
siehe dazu Abschnitt 3.4. Damit ergibt sich für den größten Singulärwert von

Pν(A
1
2
11M

−1
s A

1
2
11)

die Abschätzung

(
σmax

(
Pν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11)
))2

= λmax

(
Pν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11)HPν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11)
)

= max
x1 6=0

xH
1 Pν(A11M

−H
s )A11Pν(M−1

s A11)x1

xH
1 A11x1

(7.31)

=
∥∥∥Pν(M−1

s A11)
∥∥∥

2

A11

=
∥∥∥(I −M−1

s A11)ν
∥∥∥

2

A11

≤ (ρν)2.

Daher ist für (7.16) die Identität

1 − σmax ≥ 1 − ρν

gegeben. Hier sind die Nullstellen des Polynoms r1 = · · · = rν = 1 und damit die Gewichte
ebenfalls w1 = · · · = wν = 1.

Für hermitesche Approximationen Ms wurden in Satz 6.6 Abschätzungen der Eigenwerte von
M−1

s A11 vorgestellt, die es ermöglichen, die auf 1 normierten Tschebysheff Polynome auf [a, b]
zu konstruieren. Für die in 1 normierten Tschebysheff Polynome auf Bρ(1) ist die Kenntnis
von ρ nicht nötig, da die Polynome stets durch (1 − t)ν gegeben sind. Ist man aber an der
Abschätzung 1 − σmax = 1 − ρν interessiert, so ist es hilfreich, ρ angeben zu können. Für den
Spezialfall, dass Ms als obere Dreiecksmatrix von A11 gewählt wird, bezeichnet mit triu(A11),
kann ρ bei Verwendung des Greedy-Coarsers angegeben werden:

In [82, Theorem 10.24] wird gezeigt, dass die Ungleichung

∥∥∥I − triu(A11)−1A11

∥∥∥
∞

≤
∥∥∥I − diag(A11)−1A11

∥∥∥
∞

(7.32)
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für diagonaldominante Matrizen A11 erfüllt ist. Hierbei ist ‖·‖∞ : Cn,n → R+ die Matrix-Norm
bzgl. der Vektor-Norm

‖x‖∞ := max
j

∣∣xj

∣∣, wobei x = [xj ].

Es kann gezeigt werden, dass

‖B‖∞ = max
j

n∑

k=1

∣∣ bjk

∣∣, wobei B = [bjk].

Für eine bessere Übersicht wird Cjac := [cjac
jk ] := diag(A11)−1A11 und Cgs := [cgs

jk] :=

triu(A11)−1A11 definiert. Um die Ungleichung (7.32) zu beweisen, wird in [82] für den Beweis
von Theorem 10.24 die Beziehung

∣∣ I − Cgs

∣∣e ≤ ‖I − Cjac‖∞e (7.33)

mit e = [ 1 ... 1 ]H verwendet.

(7.33) impliziert für alle j

∣∣ 1 − cgs
jj

∣∣+
∑

k 6=j

∣∣ cgs
jk

∣∣ ≤ max
j

( ∣∣ 1 − cjac
jj

∣∣
︸ ︷︷ ︸

=0

+
∑

k 6=j

∣∣ cjac
jk

∣∣
)
. (7.34)

Für die Einträge cjac
jk gilt die Identität cjac

jk = ajk

ajj
, wobei ajk die Einträge von A11 sind. Durch

die Anwendung des Satzes von Gershgorin (Satz 6.5) existiert für jeden Eigenwert von Cgs

ein j, so dass die Ungleichung

∣∣λ(Cgs) − cgs
jj

∣∣ ≤
∑

k 6=j

∣∣ cgs
jk

∣∣ (7.34)
≤

(
max

j

∑

k 6=j

∣∣ cjac
jk

∣∣
)

−
∣∣ 1 − cgs

jj

∣∣

=
(

max
j

∑

k 6=j

∣∣ ajk

∣∣
∣∣ ajj

∣∣
)

−
∣∣ 1 − cgs

jj

∣∣ (7.35)

erfüllt ist. Betrachtet man ϕ und ϕj aus Algorithmus 6, dann gilt ϕ ≤ ϕj und die Abschätzung

ϕ−1
j =

∑
k

∣∣ ajk

∣∣
∣∣ ajj

∣∣ = 1 +
∑

k 6=j

∣∣ ajk

∣∣
∣∣ ajj

∣∣ . (7.36)

Aus (7.35) und (7.36) folgt

∣∣λ(Cgs) − 1
∣∣ ≤

∣∣λ(Cgs) − cgs
jj

∣∣+
∣∣ 1 − cgs

jj

∣∣ ≤ max
j

∑

k 6=j

∣∣ ajk

∣∣
∣∣ ajj

∣∣

≤ max
j
ϕ−1

j − 1 ≤ 1
ϕ

− 1.

Damit lassen sich die Eigenwerte von triu(A11)−1A11 abschätzen und es gilt

σ(triu(A11)−1A11) ⊆ B
(

1
ϕ

−1)
(1),

also 1 − σmax ≤ 1 − ρν ≤ 1 − ( 1
ϕ

− 1)ν .
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7.4
Konvergenz des polynombasierten AMGs. In diesem Abschnitt wird
das polynombasierte AMG aus (7.8) betrachtet. Die hier aufgeführten Resulta-
te können in [53] wiedergefunden werden. Da Bamgp

keine hermitesche Matrix
ist, benötigt es andere Hilfsmittel, als die bisher betrachteten. Transformiert man dieses Ver-
fahren auf ein Block-Faktorisierungs-Verfahren, so erhält man

B−1
amgp

=

([
M

−1
s 0
0 0

]
+

[
−D−1

p A12

I

]
A−1

c

[
−A21H

−H
p I

])
(7.37)

mit Hp definiert wie in (7.19) und

M s := A11

[
I − Pν(M−1

s A11)
]−1

. (7.38)

Die Interpolationsmatrix ist bei diesem Verfahren gegeben durch P =
[

−D−1
p A12

I

]
, daher ist

nach Satz 7.10 die optimale Grobgittermatrix gegeben durch

Ac =
[

−D−1
p A12

I

]H
A
[

−D−1
p A12

I

]
. (7.39)

Mit Satz 7.10 und der Gleichung (7.24) erhält man als Restriktion die optimale Matrix

RH =
(
I −

[
M

−1
s 0
0 0

]
A
)
P

=

[
I −

[
I − Pν(M−1

s A11)
]

−
[
I − Pν(M−1

s A11)
]
A−1

11 A12

0 I

] [
−D−1

p A12

I

]

=

[
−Pν(M−1

s A11)D−1
p A12 −

[
I − Pν(M−1

s A11)
]
A−1

11 A12

I

]

=

[
−
[
I − Pν(M−1

s A11)
(
I −D−1

p A11
)]
A−1

11 A12

I

]

=

[
−H−1

p A12

I

]
.

Folglich ist mit (7.37) und Satz 7.10 die optimale Kombination bzgl. der Interpolation P
gewählt. Es lässt sich zeigen, dass dieses Verfahren konvergent ist. Der Beweis orientiert sich
zum Teil an der Arbeit [68]. Im Unterschied zu Satz 7.9 wird vorausgesetzt, dass Dp � A11

ist. Dies ermöglicht einen Vergleich mit dem AMGr-Verfahren aus Abschnitt 4.3.1.

Satz 7.11. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei Dp eine hpd Approximation
von A11 mit

αA11 � Dp � A11 (7.40)

für α ≤ 1, so dass [
Dp A12

A21 A22

]
hpsd ist. (7.41)

Außerdem sei Ms eine weitere (möglicherweise nicht hermitesche) Approximation von A11

und Pν ∈ R≤ν [t] ein Polynom mit ν reellen Nullstellen r1, r2, . . . , rν , Pν(0) = 1 sowie
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∣∣Pν(t)
∣∣ < 1 für t ∈ σ(M−1

s A11), so dass der größte Singulärwert von Pν(A
1
2
11M

−1
s A

1
2
11),

also σmax := σmax

(
Pν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11)
)

, die Ungleichung σmax < 1 erfüllt. Dann gilt

∥∥∥I −B−1
amgp

A
∥∥∥

A
≤
(
1 − α(1 − σ2

max)
) 1

2
< 1, (7.42)

wobei Bamgp
durch (7.8) mit den Gewichten wi = 1

ri
, i = 1, . . . , ν gegeben ist und S = Ac

gilt, wobei Ac durch die Galerkin-Matrix aus (7.39) definiert ist.

Beweis. Jeder Vektor e ∈ Cn kann als eine A-orthogonale Summe

e = η

[
−A−1

11 A12

I

]
v + µ

[
I
0

]
w, (7.43)

mit v ∈ Cn2 , w ∈ Cn1 und ‖v‖S(A,A11) = ‖w‖A11 = 1 geschrieben werden. Hierbei sind η, µ ∈ C

die entsprechenden Koordinaten. Um die A-Norm der Iterationsmatrix abzuschätzen, wird ein
normierter Vektor, also e ∈ Cn mit ‖e‖A = 1, betrachtet. Für die Koordinaten η und µ in
(7.43) impliziert dies η2 + µ2 = 1.

Mit (7.37) erhält man

I −B−1
amgp

A = I −
([

M
−1
s 0
0 0

]
+

[
−D−1

p A12

I

]
A−1

c

[
−A21H

−H
p I

])
A

mit M s und Hp wie in (7.38) bzw. (7.19).

Durch die Anwendung von Satz 7.10 gilt die Identität

∥∥∥(I −B−1
amgp

A)e
∥∥∥

A
= min

y

(∥∥∥
(
I −

[
M

−1
s 0
0 0

]
A
)
e+

[
−D−1

p A12

I

]
y
∥∥∥

A

)
. (7.44)

Der erste Summand kann zu
(
I −

[
M

−1
s 0
0 0

]
A

)
e = e− µ

[ [
I − Pν(M−1

s A11)
]
w

0

]

= η

[
−A−1

11 A12

I

]
v + µ

[
Pν(M−1

s A11)
0

]
w (7.45)

umgeformt werden.

Folgt man den Ideen aus [68] und schätzt den zweiten Summanden aus (7.45) bzgl. der A-
Norm ab, so erhält man

∥∥∥∥∥

[
Pν(M−1

s A11)
0

]
w

∥∥∥∥∥

2

A

=
∥∥∥Pν(M−1

s A11)w
∥∥∥

2

A11

≤ max
x1 6=0

xH
1 Pν(A

1
2
11M

−H
s A

1
2
11)Pν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11)x1

xH
1 x1

=
(
σmax

(
Pν(A

1
2
11M

−1
s A

1
2
11)
))2

= σ2
max.
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Es existiert folglich ein ŵ ∈ Cn1 mit ‖ŵ‖A11
= 1 und

(
I −

[
M

−1
s 0
0 0

]
A

)
e = η

[
−A−1

11 A12

I

]
v + µ̂

[
I
0

]
ŵ,

wobei die Ungleichung
∣∣ µ̂
∣∣ ≤

∣∣µσmax

∣∣ erfüllt ist.

Durch Einsetzen von y = ηθv in (7.44) mit θ ∈ C und der Gleichung

[
−D−1

p A12

I

]
v =

[
−A−1

11 A12

I

]
v +

[
−(D−1

p −A−1
11 )A12

0

]
v

erhält man

∥∥∥(I −B−1
amgp

A)e
∥∥∥

2

A

= min
θ

∥∥∥∥∥η(1 − θ)

[
−A−1

11 A12

I

]
v + µ̂

[
I
0

]
ŵ − ηθ

[
−(D−1

p −A−1
11 )A12

0

]
v

∥∥∥∥∥

2

A

≤ min
θ

[
η2(1 − θ)2

∥∥∥∥∥

[
−A−1

11 A12

I

]
v

∥∥∥∥∥

2

A

+
∥∥∥µ̂ŵ + ηθ(D−1

p −A−1
11 )A12v

∥∥∥
2

A11

]

≤ min
θ

[
η2(1 − θ)2 +

(
µ̂+ ηθ

∥∥∥(D−1
p −A−1

11 )A12v
∥∥∥

A11

)2
]
. (7.46)

Da die Matrix
[

Dp A12

A21 A22

]
als hpsd vorausgesetzt ist, ist A22 � A21D

−1
p A12. Des Weiteren wurde

gefordert, dass λmax(D−1
p A11) ≤ 1

α
. Definiert man ε := 1

α
− 1, so ergibt sich

∥∥∥(D−1
p −A−1

11 )A12v
∥∥∥

2

A11

= vHA21A
− 1

2
11 (A

1
2
11D

−1
p A

1
2
11 − I)2A

− 1
2

11 A12v (7.47)

≤ εvHA21A
− 1

2
11 (A

1
2
11D

−1
p A

1
2
11 − I)A

− 1
2

11 A12v

≤ εvHA21(D−1
p −A−1

11 )A12v ≤ εvH(A22 −A21A
−1
11 A12)v

≤ ε ‖v‖2
S(A,A11) = ε.

Dies führt auf
∥∥∥(I −B−1

amgp
A)e

∥∥∥
2

A
≤ min

θ

[
η2(1 − θ)2 +

(
µ̂+ ηθ

√
ε
)2]

.

Zur Minimierung dieses Ausdrucks wird die Ableitung bestimmt und diese gleich Null gesetzt.
Mit dem Ergebnis

θ =
η − √

εµ̂

(1 + ε)η
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ergibt sich

∥∥∥(I −B−1
amgp

A)e
∥∥∥

2

A
≤ η2

[
(1 + ε)η − η +

√
εµ̂

(1 + ε)η

]2

+

[
µ̂+

η − √
εµ̂

1 + ε

√
ε

]2

=
ε

(1 + ε)2

(
[√
εη + µ̂

]2
+
[
µ̂√
ε

+ η

]2
)

=
ε

(1 + ε)2

(
(1 + ε)η2 + (1 + ε)(

µ̂√
ε

)2 + (1 + ε)2η
µ̂√
ε

)

=
ε

1 + ε

(
η +

µ̂√
ε

)2

.

Zum Abschluss wird die rechte Seite maximiert, wobei zu beachten ist, dass µ =
√

1 − η2 mit
η ∈ [0, 1] und

∣∣ µ̂
∣∣ ≤

∣∣µσmax

∣∣ gilt. Das Maximum erhält man bei

η =

√
ε

σ2
max + ε

und µ =

√
σ2

max

σ2
max + ε

.

Dies führt auf

∥∥∥(I −B−1
amgp

A)e
∥∥∥

2

A
≤ ε

1 + ε

(√
ε

σ2
max + ε

+

√
σ2

max

ε
· σ2

max

σ2
max + ε

)2

=
ε

1 + ε

(
ε+ σ2

max√
σ2

max + ε · √
ε

)2

=
1

1 + ε
· 1

σ2
max + ε

(
ε+ σ2

max

)2

=
ε

1 + ε

(
1 +

σ2
max

ε

)
.

Durch die Resubstitution ε = 1
α

− 1 ergibt sich

∥∥∥(I −B−1
amgp

A)e
∥∥∥

2

A
≤

1
α

− 1
1
α

(
1 +

σ2
max

1
α

− 1

)
= (1 − α)

(
1 +

σ2
maxα

1 − α

)

= 1 − α+ σ2
maxα = 1 − α(1 − σ2

max).

Dies schließt den Beweis ab. ✷

Die Abschätzung der A-Norm in (7.42) hängt ebenfalls von dem größten Singulärwert von

Pν(A
1
2M−1

s A
1
2 ) ab, wie dies auch bei Satz 7.9 der Fall war. Der Singulärwert kann, wie

in Abschnitt 7.3, durch die Verwendung von Tschebysheff Polynomen optimal abgeschätzt
werden.

Das polynombasierte AMG ähnelt dem AMGr-Verfahren aus Definition 4.7, wobei die jewei-
ligen Gewichte verschieden hergeleitet wurden. Das folgende Beispiel zeigt, dass die beiden
Verfahren in einem Spezialfall identisch sind.

Beispiel 7.12. Setze Ms = DP hpd und sei ν = 1 sowie P1 ∈ R≤1[t] das Tschebysheff
Polynom, welches auf dem Intervall [1, 1 + ε] für ein ε > 0 minimal ist. Dann hat das poly-
nombasierte AMG die Form

I −B−1
amgp

A =

(
I −

[
−D−1

p A12

I

]
A−1

c

[
−A21D

−1
p I

]
A

)(
I − w1

[
D−1

p 0
0 0

]
A

)
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mit w1 = 1
r1

und r1 gegeben durch (7.30), also

w1 =
[

1
2

(
1 + ε+ 1

)]−1
= 2

2+ε
.

Dies bedeutet, dass für den Spezialfall k = 1 sowie a = 1 und b = 1 + ε das polynombasierte
AMG und das AMGr-Verfahren übereinstimmen, vergleiche mit Definition 4.7. Außerdem
sind die Konvergenzschranken ebenfalls identisch, denn mit (7.28) folgt

σmax ≤ 2 (
√

b+
√

a)1(
√

b−√
a)1

(
√

b+
√

a)2+(
√

b−√
a)2

= 2 (
√

1+ε+1)(
√

1+ε−1)

(
√

1+ε+1)2+(
√

1+ε−1)2 = 2ε
2ε+4 .

Setzt man α = 1
1+ε

, so ergibt sich für die Normabschätzung (7.42)

∥∥I −Bamgr
A
∥∥2

A
≤ 1 − α

(
1 − σ2

max

)
≤ 1 − 1

1+ε

(
1 − 4ε2

4ε2+16ε+16

)

= ε
1+ε

(
1+ε

ε
− 1

ε
· 4ε+4

ε2+4ε+4

)
= ε

1+ε

(
1 + (1+ε)(2+ε)2−(4ε+4)−ε(2+ε)2

ε(2+ε)2

)

= ε
1+ε

(
1 + (2+ε)2−4ε−4)

ε(2+ε)2

)
= ε

1+ε

(
1 + ε

(2+ε)2

)
,

was der Abschätzung aus Satz 4.5 entspricht.

Obiges Beispiel verdeutlicht, dass das polynombasierte AMG als eine Verallgemeinerung des
AMGr-Verfahrens betrachtet werden kann. Es gibt zwei wesentliche Verbesserungen.

1. In dem Glätter werden auch nicht hermitesche Approximationen Ms zugelassen. In
diesem Fall ist wj = 1, j = 1, . . . , n. Bei dieser Wahl der Gewichte entspricht das
polynombasierte AMG dem MAMLI-Verfahren aus (4.11) und das symmetrische poly-
nombasierte AMG dem SMAMLI-Verfahren aus (4.12), siehe [76–78]. In diesen Arbeiten
werden nichtsymmetrische M-Matrizen betrachtet, daher stimmen die Beobachtungen
überein.

2. Für hpd Approximationen Ms erhält man das AMGr-Verfahren. Jedoch nutzt dies bei
der Verwendung mehrerer Glätter stets das Gewicht wj = σ = 2

2+ε
, siehe Satz 4.6. Für

die Analyse mit Satz 7.11 führt dies auf das Polynom

Pν(t) =
(
1 − 2t

2+ε

)ν
.

Das Maximum dieses Polynoms auf [1, 1 + ε] ist größer, als bei der Verwendung der
Tschebysheff Polynome. Daher erhält man eine Verbesserung der Konvergenzschranke
durch die polynombasierten AMG’s. Wie stark diese Verbesserung in der Praxis ausfällt,
wird in Kapitel 9 untersucht.

Sowohl beim AMGr-Verfahren und dem polynombasierten AMG (AMGp-Verfahren), als auch
bei der Abschätzung der C.B.S Konstante von Â in Satz 6.3 wurde dieselbe Voraussetzung

Dp � A11,

[
Dp A12

A21 A22

]
� 0 (7.48)

verwendet. Das folgende Lemma zeigt, dass bei den AMGr- und AMGp-Verfahren implizit
die C.B.S. Konstante abgeschätzt wurde. Dafür sei daran erinnert, dass die Voraussetzung
(7.48) bei der Abschätzung (7.47), also bei

∥∥∥(D−1
p −A−1

11 )A12v
∥∥∥

2

A11

≤ ε ‖v‖2
S(A,A11) ,
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verwendet wurde.

Lemma 7.13. Sei A ∈ Cn,n hpd und partitioniert wie in (4.3) und γ(Â) sei die C.B.S.
Konstante von

Â =

[
I −D−1

p A12

0 I

]H

A

[
I −D−1

p A12

0 I

]
.

Dann gilt ∥∥∥(D−1
p −A−1

11 )A12v
∥∥∥

A11

≤ √
ε ‖v‖S(A,A11) (7.49)

für ε > 0 und alle v ∈ Cn2 genau dann, wenn γ(Â) ≤
√

1 − 1
1+ε

.

Beweis. Sei (7.49) erfüllt, dann gilt für

Â22 =

[
−D−1

p A12

I

]H

A

[
−D−1

p A12

I

]

die Ungleichung

vH
(
Â22 − S(A,A11)

)
v = vHA21

[
A−1

11 − (D−1
p +D−H

p −D−H
p A11D

−1
p )

]
A12v

=
∥∥∥(D−1

p −A−1
11 )A12v

∥∥∥
2

A11

≤ ε ‖v‖2
S(A,A11) = εvHS(A,A11)v

Daher ist (7.49) äquivalent zu

vHÂ22v ≤ (1 + ε)vHS(A,A11)v

bzw. zu
vHS(A,A11)v

vHÂ22v
≥ 1

1 + ε

für alle v ∈ Cn2 . Mit (5.5) erhält man

1 − γ(Â)2 = min
v 6=0

vHS(A,A11)v

vHÂ22v
≥ 1

1 + ε

und damit die Behauptung. ✷

Durch Anwendung von Lemma 7.13 kann die Voraussetzung von Satz 7.11 modifiziert werden.
Z.B. kann

Dp � A11,

[
Dp A12

A21 A22

]
� 0

durch

Dp � A11,

[
Dp(Dp +DpA

−1
11 Dp −A11)−1Dp A12

A21 A22

]
� 0

ersetzt werden, siehe Satz (6.11). Weitere Varianten werden im Anhang A vorgestellt.

In Kapitel 6 wurde gezeigt, dass die Voraussetzung von Satz 7.11 sowohl für diagonal domi-
nante, als auch für M-Matrizen erfüllt werden kann. Im Fall der M-Matrizen muss dafür ein
Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert bekannt sein bzw. gut approximiert werden können. Der
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Ansatz, diesen Eigenvektor zur Konstruktion der Interpolationsmatrix zu verwenden, ist auch
für Matrizen mit weniger Struktur bzw. komplexwertige Matrizen ein erfolgreicher Ansatz,
wie in den numerischen Berechnungen in [33] dargestellt wird, führt aber zu einer Diagonal-
matrix Dp mit nicht reellen Einträgen, also insbesondere DH

p 6= Dp. In dem folgenden Lemma
wird dargelegt, wie Satz 7.11 trotzdem angewendet werden kann.

Lemma 7.14. Sei A ∈ Cn,n hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei Dp ∈ Cn1,n1

nichtsingulär und ε > 0, so dass

D−1
p +D−H

p −A−1
11 � εA−1

11 und (7.50)

εA22 � A21D
−H
p A11D

−1
p A12, (7.51)

dann gilt für alle v ∈ Cn2

∥∥∥(D−1
p −A−1

11 )A12v
∥∥∥

A11

≤ √
ε ‖v‖S(A,A11) .

Beweis. Es ist für alle v ∈ Cn2

∥∥∥(D−1
p −A−1

11 )A12v
∥∥∥

2

A11

= vHA21

[
A−1

11 − (D−H
p +D−1

p ) +D−H
p A11D

−1
p )

]
A12v

(7.50)

≤ vHA21D
−H
p A11D

−1
p A12v − εvHA21A

−1
11 A12v

(7.51)
≤ εvH

(
A22 −A21A

−1
11 A12

)
v = ε ‖v‖2

S(A,A11) .

Damit ist die Behauptung gezeigt. ✷

Dieses Lemma erlaubt es, nicht hermitesche Approximationen Dp für das AMGp-Verfahren
zu betrachten.

Abschließend wird ein weiteres Mal das symmetrische polynombasierte AMG betrachtet, nun
aber mit derselben Voraussetzung, die für Satz 7.11 verwendet wurde und unter anderem für
diagonaldominante hpd Matrizen erfüllbar ist, siehe Abschnitt 6.3.

Dafür wird benötigt, dass C definiert durch (7.10) eine Projektion ist, also C2 = C gilt. Für
die A-Norm der Iterationsmatrix bedeutet das

‖I −B−1
amgp,s

‖A = ‖RpostCRpre‖A
= ‖RpostCCRpre‖A

≤ ‖RpostC‖
A

‖CRpre‖A

= ‖CRpre‖2
A

= ‖I −B−1
amgp

A‖2
A ≤ 1 − α(1 − σ2

max).

Damit folgt schließlich

λmax

(
B−1

amgp,s
A
)

≤ 2 + α(1 − σ2
max) und (7.52)

λmin

(
B−1

amgp,s
A
)

≥ α(1 − σ2
max). (7.53)

Dies führt auf das folgende Korollar.
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Korollar 7.15. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter seien die Voraussetzungen
von Satz 7.11 erfüllt. Dann gilt

κ2

(
I −B−1

amgp,s
A
)

≤ 1 + 2
α(1−σ2

max) , (7.54)

wobei Bamgp,s
durch (7.9) mit den Gewichten wi = 1

ri
, i = 1, . . . , ν gegeben ist und S = Ac

gilt. Die Matrix Ac sei wie in (7.39) definiert.
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8
AMG’s mit voller Glättung basierend auf

Tschebysheff Polynomen
In dieser Arbeit werden AMG’s mit F -Glättung untersucht und dafür polynombasierte AMG’s
betrachtet. In der ersten Hälfte dieses Kapitels soll gezeigt werden, dass einige der vorgestellten
Ideen auch bei AMG’s mit voller Glättung Anwendung finden. Insbesondere durch die Theorie
aus [48] und [93] können AMG’s mit voller Glättung und der Verwendung von Tschebysheff
Polynomen untersucht werden.

In der Arbeit [48] wird ein zu C isomorpher Vektorraum V in eine Summe

V = SV1 + PV2, (8.1)

für gewisse Räume V1 und V2 aufgeteilt. Ein allgemeines Zweilevelverfahren wird definiert
durch

Ttl := I −B−1
tl A := (I − SM−H

s SHA)(I − PA−1
c PHA)(I − SM−1

s SHA). (8.2)

Hierbei sind Ms ≈ As := SHAS and Ac := PHAP . Wird S =
[

I
0

]
gewählt, so entspricht

(8.2) den in dieser Arbeit betrachteten AMG’s mit F -Glättung. Für S = I ergibt sich ein
Zweigitterverfahren mit Glättung auf allen Unbekannten

Ttg = I −B−1
tg A = (I −M−HA)(I − PA−1

c PHA)(I −M−1A). (8.3)

In [48, 93] werden sowohl Ttl, als auch Ttg analysiert und insbesondere wird eine scharfe
Abschätzung der Konditionszahl angegeben.

Für die in [48] bzw. [93] vorgestellte Analyse wird ein sogenannter symmetrisierter Glätter

M̃ := MH(MH +M −A)−1M = A
[
I − (I −M−1A)(I −M−HA)

]−1
(8.4)

eingeführt und damit der folgende Satz gezeigt. Dieses Resultat wird in [48] für reellwerti-
ge Matrizen bewiesen, eine Verallgemeinerung auf komplexwertige Matrizen folgt denselben
Ideen.

Satz 8.1 ([48], Theorem 5.1). Seien A ∈ Cn,n hpd, M̃ ≈ A mit

A � M̃ � βA und Ac � θSA,

wobei SA das Schurkomplement ist, definiert durch

xHSAx = inf
y

(Sy + Px)HA(Sy + Px), (8.5)

dann gilt
A � Btg � βθA.
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Bemerkung 8.2. Das Schurkomplement aus (8.5) entspricht dem in dieser Arbeit verwende-
ten Schurkomplement. Um das einzusehen, betrachtet man den zu minimierenden Term aus
(8.5)

(Sy + Px)HA(Sy + Px) =

[
x
y

]H [
SHAS SHAP
PHAS PHAP

] [
x
y

]
.

Definiert man die übliche Blockdarstellung
[
SHAS SHAP
PHAS PHAP

]
=

[
A11 A12

A21 A22

]
,

so erhält man

inf
y

(Sy + Px)HA(Sy + Px) = xHA22x+ inf
y

(
yHA11y + 2yHA12x

)
.

Dabei wird das Minimum bei y = −A−1
11 A12x angenommen und es ergibt sich mit (8.5)

xHSAx = inf
y

(Sy + Px)HA(Sy + Px) = xH
(
A22 −A21A

−1
11 A12

)
x,

also SA = A22 −A21A
−1
11 A12.

Im Folgenden wird zunächst das durch (8.3) gegebene Zweigitterverfahren mit voller Glättung
betrachtet und untersucht. In der Darstellung (8.3) ist dies ein Zweilevelverfahren, basierend
auf einem V (1, 1)-Zyklus, also einem Vor- und einem Nachglätter. Analog dazu definiert man
ein polynombasiertes AMG auf einem V (ν, ν)-Zyklus durch

I −B−1
tgp
A := (I −M−H

p A)(I − PA−1
c PHA)(I −M−1

p A),

vergleiche Kapitel 7. Dabei ist der Glätter gegeben durch

I −M−1
p A :=

(
I − 1

r1
M−1A

)
. . .
(
I − 1

rν
M−1A

)

mit M ≈ A und rj definiert durch die Nullstellen der auf 1 normierten Tschebysheff Polynome.
Analog zum Beweis von Korollar 7.8 ergibt sich die Darstellung

Mp = A
[
I − Pν(M−1A)

]−1

mit Pν gegeben durch (3.11) für hermitesch positiv definites M bzw. (3.4) für nichtsinguläres
M mit

∥∥I −M−1A
∥∥

A
< 1. Eingesetzt in (8.4) erhält man

M̃p = A
[
I − Pν(M−HA)Pν(M−1A)

]−1
,

und damit (vgl. (7.23))

A
1
2 M̃−1

p A
1
2 = I − Pν(A

1
2M−HA

1
2 )Pν(A

1
2M−1A

1
2 ).

Mit der Abschätzung

λmin(M̃−1
p A) = 1 − max

‖x‖2=1

∥∥∥Pν(A
1
2M−1A

1
2 )x

∥∥∥
2

≥ 1 − σmax, (8.6)

wobei σmax = σmax
(
Pν(A

1
2M−1A

1
2 )
)

der größte Singulärwert von Pν(A
1
2M−1A

1
2 ) ist, ergeben

sich die folgenden Aussagen.
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Satz 8.3. Seien A ∈ Cn,n hpd und
Ac � θSA,

wobei SA das Schurkomplement ist, was durch

xHSAx = inf
y

(y + Px)HA(y + Px)

definiert ist. Weiter sei

I −Btgp
A = (I − ωνM

−HA) · · · (I − ω1M
−HA)

· (I − PA−1
c PHA)

· (I − ω1M
−1A) · · · (I − ωνM

−1A).

1. Falls M ≈ A hpd mit σ(M−1A) ⊆ [a, b] ist, sowie die Gewichte durch ωj = 1
rj

mit rj

aus (7.30) gegeben sind, dann gilt

A � Btgp
� θ

1−σmax
A,

wobei σmax durch (7.28) gegeben und damit die Ungleichung

1 − σmax ≥
(

(
√

b+
√

a)ν−(
√

b−√
a)ν
)2

(
√

b+
√

a)2ν +(
√

b−√
a)2ν

erfüllt ist.

2. Falls M ≈ A nichtsingulär mit
∥∥I −M−1A

∥∥
A

≤ ρ, ρ < 1 ist und ωj = 1, j = 1, . . . , ν,
so gilt

A � Btgp
� θ

1−ρνA.

Beweis. Es ist Satz 8.1 anzuwenden. Für diesen Satz wird gefordert, dass A � M̃p �
βA und Ac � θSA erfüllt ist. Damit ist ein geeignetes β zu bestimmen, dass diese Un-
gleichung erfüllt. Mit (8.6) ergibt sich

β−1 := λmin(M̃−1
p A) ≥ 1 − σmax.

Damit folgt durch Satz 8.1
A � Btgp

� θ
1−σmax

A.

Für den Fall, dass M hpd ist, ist Pν gegeben durch (3.11) und damit kann der Singulärwert
durch (7.28) abgeschätzt werden. Im zweiten Fall ist Pν definiert durch Pν(t) = (1 − t)ν und
daher σmax ≤ ρν , vergleiche (7.31). ✷

Folglich bietet die Konstruktion eines polynombasierten AMGs auch bei voller Glättung eine
Möglichkeit zur Beschleunigung. Es bleibt aber die Schwierigkeit bestehen, eine geeignete In-
terpolationsmatrix P zu bestimmen, so dass θ nicht zu groß wird, was erneut eine Abschätzung
der C.B.S. Konstante einer Matrix Â mit sich bringt, siehe Lemma 6.4.

Die vorgestellte Arbeit von Falgout, Vassilevski, Zikatanov [48] verallgemeinert klassische Re-
sultate für AMG’s und gibt eine scharfe Schranke der Eigenwerte von B−1

tl A und B−1
tg A an;
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hierbei sind B−1
tl , B

−1
tg gegeben wie in (8.2) bzw. (8.3). Außerdem werden Kriterien hergelei-

tet, wie die Interpolationsmatrix P und damit auch die Grobgittermatrix Ac = PHAP im
optimalen Fall gewählt werden muss.

Im zweiten Teil dieses Kapitels wird untersucht, ob diese allgemeinen Resultate hilfreich
sind, AMG’s mit F -Glättung zu analysieren und gegebenenfalls die Ergebnisse dieser Ar-
beit verallgemeinert werden können. Dazu werden einige Resultate aus Abschnitt 4 von [48]
zusammengefasst. Sei A partitioniert wie in (4.3). Durch die Wahl von S =

[
I
0

]
bei dem Zwei-

levelverfahren aus (8.2) erhält man ein AMG, dass sich, mit den in dieser Arbeit besprochenen,
vergleichen lässt.

Um einen effizienten Vorkonditionerer zu konstruieren, müssen zwei Bedingungen erfüllt sein.

1. Der symmetrisierte Glätter M̃s := MH
s (MH

s +M −A)−1M erfülle die Bedingung

xHAsx ≤ xHM̃sx ≤ βxHAsx, (8.7)

für ein möglichst kleines β ≥ 1 und alle x ∈ V1 mit V1 wie in (8.1). Mit der Wahl S =
[

I
0

]

entspricht As = A11 und die Bedingung (8.7) wird durch die Wahl der Tschebysheff
Polynome erfüllt.

2. Die zweite Bedingung charakterisiert die Wahl der Interpolation und der Grobgitterma-
trix. Es soll gelten, dass

xHAcx ≤ θ inf
y

(Sy + Px)HA(Sy + Px) (8.8)

für alle x ∈ V2 erfüllt ist. Hierbei sei θ ≥ 1 möglichst klein. Setzt man S =
[

I
0

]
ein und

betrachtet die Interpolationsmatrix P =
[

−H−1A12
I

]
, so erhält man

[
S P

]H
A
[
S P

]
=

[
I −H−1A12

0 I

]H

A

[
I −H−1A12

0 I

]

und damit [
S P

]H
A
[
S P

]
= Â

mit Â definiert wie in (6.2). Wie in Bemerkung 8.2 festgestellt wurde, gilt

inf
y

(Sy + Px)HA(Sy + Px) = S(Â, Â11).

Da Â11 = A11 und S(Â, Â11) = S(A,A11) ist, wie im Beweis von Lemma 6.15 bemerkt
wurde, ist (8.8) äquivalent zu

xHAcx ≤ θxHS(A,A11)x.

Dies entspricht der Aussage aus Lemma 7.13. Daher muss auch hier die C.B.S. Konstante
abgeschätzt werden (siehe Sätze 6.3 und 6.11).

Folglich scheint durch die Theorie aus [48] und [93] für den Spezialfall der F -Glättung und

P =
[

−H−1A12
I

]
keine Verbesserung möglich zu sein.
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9
Numerische Resultate

In diesem Kapitel werden die theoretischen Resultate anhand numerischer Berechnungen ve-
rifiziert. Als Coarser wird für alle Experimente der Greedy-Coarser, Algorithmus 6, verwen-
det. Daher wird vorausgesetzt, dass A wie in (4.3) partitioniert ist. Durch die Wahl von
ϕ ∈ (1

2 , 1) ermöglicht dieser Coarser, das Verhältnis nf/nc mit nf = #Feingitterpunkte und
nc = #Grobgitterpunkte zu variieren, was bei der Analyse der Verfahren hilfreich ist. Hierbei
bezeichnet #M die Anzahl der Elemente in einer Menge M .

9.1
Poisson-Gleichung. Die ersten numerischen Berechnungen werden anhand
der 2D Poisson-Gleichung aus Abschnitt 2.1 durchgeführt. Dieses Modellpro-
blem wurde unter anderem auch in [68] zur Verifizierung des AMGr-Verfahrens

betrachtet. Da in den Arbeiten [33, 68] bereits gezeigt wurde, dass das AMGr-Verfahren für
verschiedene Probleme gute Ergebnisse liefert, wird in diesem Abschnitt lediglich ein Vergleich
auf einem kleinen Testproblem zwischen dem AMGr- und dem AMGp-Verfahren durchge-
führt, wobei folgende Varianten betrachtet werden:

1. Ein Vergleich anhand des Spektralradius’ zwischen dem AMGr-Verfahren und dem po-
lynombasierten AMG, das mit AMGp bezeichnet wird.

2. Ein Vergleich verschiedener hpd Approximationen Ms an A11, wobei Ms die Matrix im
Glätter darstellt.

3. Ein Vergleich verschiedener hpd Approximationen Dp an A11, wobei Dp die Matrix in
der Interpolation darstellt.

4. Ein Vergleich einer hpd Approximation Ms an A11 mit einer nicht hermiteschen Appro-
ximation Ms.

5. Die Verwendung eines adaptiv-ähnlichen Prozesses für die Konstruktion der Interpola-
tionsmatrix.

Zunächst wird das AMGr-Verfahren mit seiner Verallgemeinerung, dem polynombasierten
AMG, verglichen. Wie bei dem klassischen AMGr-Verfahren aus [68] wird D = Dp = Ms so
gewählt, dass D � A11 und die Matrix

[
D A12

A21 A22

]
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hpsd ist, vergleiche Definition 4.4 und Satz 4.5. Dafür wird D = diag(d11, . . . , dn1,n1) mit

djj = 2ajj −
nf∑

j=1

∣∣ ajk

∣∣

gesetzt. Durch die M-Matrix Struktur der Matrix A entspricht dies

D = diag(A11e)

mit e = [ 1 ... 1 ]H . Mit Satz 6.6 folgt, dass D die benötigten Voraussetzungen erfüllt.

Für den Vergleich mit dem polynombasierten AMG werden die Gewichte als Kehrwerte der
Nullstellen von dem in 1 normierten Tschebysheff Polynom auf [1, 1 + ε] definiert, wobei ε
mithilfe von Satz 6.6 abgeschätzt oder durch ein verallgemeinertes Eigenwertproblem appro-
ximiert werden kann. Das abgeschätzte ε wird mit εt und das approximierte bzw. exakte mit
εe bezeichnet. Des Weiteren wird das Zweilevelverfahren betrachtet und S = Ac = PHAP als
Galerkin-Matrix gesetzt, siehe dazu Definition 7.6.

ρ(εt) ρ(εe)
ϕ nc Verfahren εt ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4 εe ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4

16 × 16

0.65 126
AMGr

2.33
.54 .29 .16 .10

1.33
.40 .24 .06 .11

AMGp .54 .17 .11 .10 .40 .17 .08 .10

0.60 126
AMGr

4
.67 .44 .30 .20

1.33
.40 .24 .06 .11

AMGp .67 .29 .11 .10 .40 .17 .08 .10

4/7 98
AMGr

6
.75 .59 .55 .54

3.92
.66 .71 .45 .60

AMGp .75 .42 .59 .54 .66 .63 .50 .54

.55 98
AMGr

9
.82 .67 .57 .55

3.92
.66 .71 .45 .60

AMGp .82 .50 .48 .58 .66 .63 .50 .54

32 × 32

0.65 510
AMGr

2.33
.54 .29 .16 .10

1.33
.40 .24 .06 .12

AMGp .54 .17 .11 .10 .40 .17 .08 .10

0.60 510
AMGr

4
.67 .44 .30 .20

1.33
.40 .24 .06 .12

AMGp .67 .29 .11 .10 .40 .17 .08 .10

4/7 450
AMGr

6
.75 .59 .55 .54

3.92
.66 .71 .45 .60

AMGp .75 .42 .59 .54 .66 .63 .51 .54

.55 450
AMGr

9
.82 .67 .57 .55

3.92
.66 .71 .45 .60

AMGp .82 .50 .48 .58 .66 .63 .50 .54

Tabelle 9.1.: Vergleich des AMGr Verfahrens und des polynombasierten AMGs (AMGp), an-
gewandt auf die 2D Poisson-Gleichung auf einem 16 × 16 bzw. 32 × 32 Gitter.

Aus der Tabelle 9.1 wird die bessere Performance von AMGp im Vergleich zu AMGr deutlich.
Insbesondere, wenn das Intervall [1, 1+ε] nicht zu groß ist, geht die Wirkung des Tschebysheff
Polynoms in das AMGp-Verfahren ein. Man erkennt aber auch, dass in Spezialfällen der
Spektralradius des AMGr-Verfahrens kleiner, als der des AMGp-Verfahrens ist. Um diese
Beobachtung zu erklären, werden in Abbildung 9.1 die verwendeten Polynome der beiden
Verfahren betrachtet.
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Abbildung 9.1.: Die Polynome der AMGr- und AMGp-Verfahren vom Grad ν bei ϕ = 0.55,
wobei die Intervallgrenzen exakt bestimmt wurden. Mit ∗ sind die Eigenwerte
von Pν(D−1A11) für das jeweilige Polynom mit dem jeweils kleinen Betrag

markiert: t = min
(
λj

(
P

amgr
ν (D−1A11)

)
, λj

(
P

amgp
ν (D−1A11)

))
.

In Abbildung 9.1b ist einer der Fälle skizziert, in dem der Spekralradius des AMGr-Verfahrens
kleiner als der des AMGp-Verfahrens ist. In der Konstruktion des AMGp-Verfahrens geht
ausschließlich der kleinste und der größte Eigenwert von D−1A11 ein. Es wird lediglich auf
dem, durch diese beiden Eigenwerte gegebenen, Intervall minimiert. Dabei werden die ande-
ren Eigenwerte außer Acht gelassen. Daher ist es in Spezialfällen möglich, dass das AMGr-
Verfahren asymptotisch schneller, als das AMGp-Verfahren konvergiert. In Tabelle 9.1 wird
aber deutlich, dass dies tatsächlich nur in Ausnahmen der Fall ist und das AMGp-Verfahren
im Allgemeinem einen kleineren Konvergenzradius als das AMGr-Verfahren besitzt.
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Ein weiterer Vorteil des AMGp-Verfahrens ist, dass eine gewisse Freiheit bei der Wahl der
Approximation Ms besteht. Folgende drei Varianten werden untersucht.

1. M [1]
s := diag(m[1]

1 , . . . ,m
[1]
n1) mit m[1]

j := 2ajj −
nf∑

k=1

∣∣ ajk

∣∣,

2. M [2]
s := diag(m[2]

1 , . . . ,m
[2]
n1) mit m[2]

j := ajj,

3. M [3]
s := diag(m[3]

1 , . . . ,m
[3]
n1) mit m[3]

j :=
nf∑

k=1

∣∣ ajk

∣∣.

Die Matrix Dp wird zunächst durch Dp = Ms festgelegt.

ρ(at, bt) ρ(ae, be)
ϕ Glätter [at, bt] ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4 [ae, be] ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4

0.65
M

[1]
s [1, 3.33] .54 .17 .11 .11 [1, 2.33] .40 .17 .08 .10

M
[2]
s [0.46, 1.54] .37 .17 .07 .04 [0.65, 1.35] .37 .19 .06 .06

M
[3]
s [0.3, 1] .54 .17 .05 .06 [0.47, 1] .41 .14 .08 .08

0.6
M

[1]
s [1, 5] .67 .29 .11 .10 [1, 2.33] .40 .17 .08 .10

M
[2]
s [0.33, 1.67] .38 .29 .13 .04 [0.65, 1.35] .37 .19 .06 .06

M
[3]
s [0.2, 1] .67 .29 .11 .08 [0.47, 1] .41 .14 .08 .08

0.55
M

[1]
s [1, 10] .81 .50 .48 .58 [1, 4.9] .66 .63 .50 .54

M
[2]
s [0.18, 1.82] .70 .50 .37 .27 [0.41, 1.59] .70 .47 .38 .37

M
[3]
s [0.1, 1] .82 .50 .37 .34 [0.25, 1] .74 .50 .43 .41

Tabelle 9.2.: Vergleich verschiedener Approximationen Ms im Glätter, wobei Dp = Ms gesetzt
wird. Hier wird das AMGp-Verfahren auf die Poisson-Gleichung auf einem 16×16
Gitter angewendet.

In Tabelle 9.2 ist ersichtlich, dass für dieses Beispiel die Diagonale von A11 die beste Ap-
proximation von den drei betrachteten darstellt. In der nächsten Berechnung wird erneut
Ms = diag(A11) gesetzt, doch dieses Mal wird Dp variiert. Die gewählten Approximationen

werden analog zu Ms definiert und mit D[1]
p ,D

[2]
p ,D

[3]
p bezeichnet.

ρt ρe

ϕ Interpolation ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4 ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4

0.65
D

[1]
p .36 .17 .13 .08 .36 .15 .08 .10

D
[2]
p .38 .17 .07 .04 .37 .12 .06 .06

D
[3]
p .40 .17 .05 .06 .40 .13 .08 .07

0.6
D

[1]
p .36 .29 .19 .07 .36 .15 .08 .10

D
[2]
p .38 .29 .12 .04 .37 .12 .06 .06

D
[3]
p .40 .29 .11 .05 .40 .13 .08 .07

0.55
D

[1]
p .63 .51 .61 .49 .63 .61 .52 .54

D
[2]
p .56 .36 .39 .37 .70 .47 .38 .37

D
[3]
p .73 .50 .31 .34 .73 .50 .43 .41

Tabelle 9.3.: Vergleich verschiedener Approximationen für die Interpolationsmatrix bei Ver-

wendung von Ms = M
[2]
s . Hier wird das AMGp-Verfahren auf die Poisson-

Gleichung auf einem 16 × 16 Gitter angewendet. Die Werte a, b werden approxi-
miert.

Tabelle 9.3 zeigt, dass diese drei verschiedenen Möglichkeiten der Wahl von Dp nur geringen
Einfluss auf den Spektralradius haben. Die nächste Berechnung vergleicht eine hpd Approxi-
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mation Ms mit einer nicht hermiteschen Approximation. Dazu werden die erzielten Ergebnisse

bei der Verwendung von M
[2]
s mit denen durch M

[4]
s := triu(A11), was der oberen Dreiecks-

matrix von A11 entspricht, verglichen.

ρ

ϕ nc Glätter ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4

16 × 16

0.65 126
M

[2]
s .37 .16 .07 .04

M
[4]
s .17 .07 .06 .06

0.6 126
M

[2]
s .37 .28 .13 .04

M
[4]
s .17 .07 .06 .06

0.55 98
M

[2]
s .70 .50 .37 .27

M
[4]
s .56 .44 .39 .37

0.51 98
M

[2]
s .70 .86 .73 .58

M
[4]
s .56 .44 .39 .37

32 × 32

0.65 126
M

[2]
s .37 .17 .07 .04

M
[4]
s .17 .07 .06 .06

0.6 126
M

[2]
s .38 .29 .13 .04

M
[4]
s .17 .07 .06 .06

0.55 98
M

[2]
s .70 .50 .37 .28

M
[4]
s .59 .45 .40 .38

0.51 98
M

[2]
s .70 .86 .73 .58

M
[4]
s .59 .45 .40 .38

Tabelle 9.4.: Vergleich nicht hermitescher Approximation M [4]
s mit hermitescher Approximati-

on M [2]
s . Das AMGp-Verfahren wird auf die Poisson-Gleichung auf einem 16×16

bzw. 32 × 32 Gitter angewendet. Dabei ist Dp = D
[2]
p und die Werte a, b werden

approximiert.

Tabelle 9.4 zeigt die Verbesserung durch die Verwendung von M
[4]
s = triu(A11) im Vergleich

zu den Diagonalmatrizen im Glätter auf. Hervorzuheben ist die Performance für kleiner wer-
dendes ϕ. Das polynombasierte AMG mit hermitescher Approximation Ms, welches auf dem
Intervall [a, b] arbeitet, hängt stark von der Approximation dieses Intervalls ab. Dies ist durch
die Wahl von (1 − t)ν im nicht hermiteschen Fall anders.

Um die bisher erhaltenen Ergebnisse zu verifizieren, wird eine modifiziere Poisson-Gleichung

(∆ −m)u(x, y) = f(x, y)

mit verschiedenen Massen m betrachtet. Hierbei wird m so gewählt, dass das jeweils resultie-
rende lineare Gleichungssystem die Gestalt

(A− cI)x = b

hat und A − cI den kleinsten Eigenwert 10−s, s = 2, 3, 4, 5 besitzt. A entspricht der zuvor
betrachteten 2D Laplace-Matrix.

In Tabelle 9.5 wird die Performance des AMGp-Verfahrens für verschiedene Systemmatrizen
mit kleiner werdenden Eigenwerten untersucht. Als Approximationen an A11 in der Interpo-
lation wird Dp = diag(A11) gewählt und das Grobgittersystem mit Ac = PHAP wird auf
dem zweiten Level exakt gelöst. Für die Approximation Ms an A11 wird erneut zwischen der
hermiteschen und der nicht hermiteschen Approximation unterschieden.
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ρ
λmin ϕ Glätter ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4

1e−2

0.65
M

[2]
s .39 .17 .08 .06

M
[4]
s .19 .09 .07 .07

0.60
M

[2]
s .39 .29 .14 .04

M
[4]
s .19 .09 .07 .07

0.55
M

[2]
s .86 .70 .69 .67

M
[4]
s .80 .74 .72 .71

1e−3

0.65
M

[2]
s .43 .17 .15 .14

M
[4]
s .26 .16 .15 .15

0.60
M

[2]
s .43 .29 .18 .12

M
[4]
s .26 .16 .15 .15

0.55
M

[2]
s .98 .94 .96 .93

M
[4]
s .97 .96 .96 .96

1e−4

0.65
M

[2]
s .66 .53 .53 .53

M
[4]
s .59 .54 .54 .53

0.60
M

[2]
s .66 .48 .53 .52

M
[4]
s .59 .54 .54 .53

0.55
M

[2]
s .99 .99 .99 .99

M
[4]
s .99 .99 .99 .99

1e−5

0.65
M

[2]
s .94 .91 .91 .91

M
[4]
s .93 .92 .92 .92

0.60
M

[2]
s .94 .91 .91 .91

M
[4]
s .93 .92 .92 .92

0.55
M

[2]
s .99 .99 .99 .99

M
[4]
s .99 .99 .99 .99

Tabelle 9.5.: Das AMGp-Verfahren, angewendet auf die verschobene Poisson-Gleichung auf
einem 16 × 16 Gitter. Hierbei werden die Ergebnisse bei der Verwendung einer

hermiteschen (M [2]
s ) und einer nicht hermiteschen (M [4]

s ) Approximation vergli-

chen. Außerdem ist Dp = D
[2]
p und die Werte a, b werden approximiert.

In Tabelle 9.5 ist zu erkennen, dass eine gute Performance für ein fast singuläres System nur
schwer zu sichern ist. Insbesondere wird die „schlechte“ Wahl der Interpolationsmatrix und
damit auch der Grobgittermatrix im Vergleich zu der Performance des Glätters dominant.
Weitere Glättungsschritte haben keinen weiteren Effekt.

Wie in Kapitel 6.4 festgestellt wurde, kann ein adaptives Verfahren Abhilfe schaffen. In diesem
Abschnitt wird eine Abwandlung dieses Verfahrens verwendet. Dazu sei bemerkt, dass die hier
betrachtete Matrix eine M-Matrix ist. Dp wird so gewählt, dass Dp diagonal und Dpw1 =
A11w1 erfüllt ist, wobei w = [ wT

1 wT
2 ]T > 0 der Perron-Vektor ist, also Aw > 0 gilt.

ρ
λmin ϕ nc Glätter ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4

1e−4 0.6 98
M

[2]
s .61 .52 .59 .56

M
[4]
s .57 .57 .57 .57

1e−5 0.6 98
M

[2]
s .93 .92 .93 .92

M
[4]
s .93 .93 .93 .93

Tabelle 9.6.: Das AMGp-Verfahren, angewendet auf die verschobene Poisson-Gleichung auf
einem 16 × 16 Gitter, wobei Dp die Gleichung Dpw1 = A11w1 erfüllt. Außerdem

wird eine hermitesche (M [2]
s ) mit einer nicht hermiteschen Approximation (M [4]

s )
verglichen. Die Werte a, b werden approximiert.
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In Tabelle 9.6 ist die numerische Berechnung aus Tabelle 9.5 auf dem 16 × 16 Gitter mithilfe
des Eigenvektors Dp wiederholt worden. Die Matrix des betrachteten Systems besitzt den
kleinsten Eigenwert 10−4 bzw. 10−5 und für den Greedy-Coarser wird ϕ = 0.6 gesetzt. Der
adaptive Prozess bringt in diesem Beispiel keine Verbesserung, was an der schlechten Wahl
von Dp liegt, denn es gilt

α = (λmax(D−1
p A11))−1 = 3 · 10−6,

was zu einer schlechten Abschätzung der A-Norm von I −B−1
amgp

A führt, siehe Satz 7.11.

In Abschnitt 9.2 wird die Variante des adaptiven Verfahrens aus Abschnitt 6.4, Algorithmus
7, verwendet, wodurch eine starke Verbesserung eintritt. Doch auch in dem hier besproche-
nen Fall kann die Performance durch eine kleine Manipulation verbessert werden. Da durch
die Wahl von Dp die Voraussetzungen von Satz 7.11 durch Anwendung von Satz 6.10 erfüllt
sind, können der Spektralradius von I − B−1

amgp
A und die Eigenwerte von B−1

amgp,s
A, siehe

Korollar 7.15, abgeschätzt werden. Im Folgenden wird das symmetrisierte polynombasierte
AMG betrachtet. Durch die Verwendung eines auf 1 normierten Tschebysheff Polynoms Pγ

auf [λmin, λmax], wobei [λmin, λmax] die Eigenwerte von B−1
amgp,s

A einschließt, kann das sym-
metrische AMGp-Verfahren beschleunigt werden. Diese Beschleunigung entspricht derjenigen,
die in (3.9) beschrieben, und deren Wirkung in Korollar 5.15 untersucht wurde. Die Ergeb-
nisse werden mit denen bei der Verwendung des γ-Zyklus’, also P̃γ(t) = (1 − t)γ , was einer
γ-fachen Anwendung des Verfahrens entspricht, verglichen. Außerdem wird ein drittes Poly-
nom, was eine Kombination der beiden darstellt, verwendet. Dieses Polynom P̂γ entspricht
der Multiplikation des Tschebysheff Polynoms vom Grad γ − 1 mit 1 − t.

ρ

λmin Polynom γ ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4

1e−5

Tschebysheff
1

.93 .93 .93 .93
γ-Zyklus .93 .93 .93 .93

Kombination .93 .93 .93 .93
Tschebysheff

2
.99 .99 .99 .99

γ-Zyklus .88 .86 .86 .86
Kombination .86 .86 .86 .86
Tschebysheff

3
.55 .40 .40 .40

γ-Zyklus .89 .80 .80 .80
Kombination .70 .67 .67 .66
Tschebysheff

4
.99 .99 .99 .99

γ-Zyklus .77 .74 .74 .73
Kombination .44 .38 .37 .37

1e−6

Tschebysheff
1

.99 .99 .99 .99
γ-Zyklus .99 .99 .99 .99

Kombination .99 .99 .99 .99
Tschebysheff

2
.99 .99 .99 .99

γ-Zyklus .99 .98 .98 .98
Kombination .99 .99 .99 .99
Tschebysheff

3
.94 .93 .93 .93

γ-Zyklus .98 .98 .98 .98
Kombination .97 .96 .96 .96
Tschebysheff

4
.99 .99 .99 .99

γ-Zyklus .97 .97 .97 .97
Kombination .93 .92 .92 .92

Tabelle 9.7.: Das symmetrische AMGp-Verfahren, angewendet auf die verschobene Poisson-
Gleichung auf einem 16 × 16 Gitter. Dargestellt wird die Beschleunigung
durch Verwendung von Tschebysheff Polynomen vom Grad γ. Außerdem wird
Ms = diag(A11) gewählt. Die Werte a, b werden durch den Greedy-Coarser und
[λmin, λmax] durch Satz 7.15 approximiert. Dp erfüllt die Gleichung Dpw1 =
A11w1 und es ist ϕ = 0.6.
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Aus den Ergebnissen aus Tabelle 9.7 wird deutlich, dass eine Verbesserung durch Tschebysheff
Polynome möglich ist, was vom Grad des Polynoms und von den Eigenwertschranken abhängt.
Außerdem fällt auf, dass der γ-Zyklus, was einer mehrmaligen Ausführung des Verfahrens
entspricht, besser ist, als die Nutzung der optimalen Tschebysheff Polynome. Abbildung 9.2
zeigt die Graphen der Tschebysheff Polynome aus der obigen Berechnung für λmin = 10−5 und
verdeutlicht die Problematik bei der Verwendung dieser. Die Eigenwerte von Pγ(B−1

amgp,s
A)

sollen möglichst nahe bei Null liegen. Durch die starke Oszillation der Tschebysheff Polynome
kann es passieren, dass die Bilder der Eigenwerte nahe der Eins liegen. Anders verhält es sich
bei der Kombination von Tschebysheff Polynomen und dem γ-Zyklus.
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(a) Tschebysheff Polynome
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(b) Kombinierte Polynome

Abbildung 9.2.: Vergleich der Tschebysheff Polynome bzw. kombinierten Polynome vom Grad
γ auf dem durch Satz 7.15 gegebenen Intervall. ∗ markiert jeweils das Bild
der Eigenwerte von B−1

amgp,s
A.
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In der Grafik 9.3 wird die Konvergenzgeschwindigkeit unter Verwendung der drei Polynome
dargestellt. Dazu wird die modifizierte Laplace-Matrix mit dem kleinsten Eigenwert λmin =
10−5, die rechte Seite b = Ae mit e = [ 1 ... 1 ]T und der Startvektor x0 = [ 0 ... 0 ]T betrachtet.
Die anderen Größen sind identisch zu dem Setting aus der Berechnung aus Tabelle 9.7.
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(a) Bei γ = 1 sind die drei Polynome iden-
tisch.
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(b) Bei γ = 2 stimmen γ-Zyklus und das
kombinierte Polynom noch überein.
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(c) Bei γ = 3 erzielt das Tschebysheff Poly-
nom das beste Resultat.
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(d) Bei γ = 4 erkennt man bereits den Vor-
teil der Kombination.
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(e) γ = 5.
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(f) γ = 6.

Abbildung 9.3.: Konvergenz für die drei Polynome. Man erkennt die gute Performance bei
Verwendung der Kombination.

111



9. Numerische Resultate

Die polynomielle Beschleunigung kann auf jedem Level angewendet werden und sichert somit
eine gute Konvergenzrate für den Multilevelfall.

Anhand der Berechnungen für die Poisson-Gleichung wurde festgestellt, dass das polynom-
basierte AMG im Allgemeinen schnellere Konvergenz als das AMGr-Verfahren aufweist. Des
Weiteren erlaubte die für das AMGp-Verfahren allgemeine Theorie die Verwendung und den
Vergleich verschiedener und sogar nicht hermitescher Approximationen Ms.

Trotzdem hat das AMGp-Verfahren, angewandt auf ein fast singuläres Problem, seine Schwie-
rigkeiten. Hier kann aber mithilfe des adaptiven Verfahrens und einer Beschleunigung durch
Polynome Abhilfe geschaffen werden.

Dabei ist zu beachten, dass in diesem Abschnitt eine spezielle Struktur der Laplace-Matrix
nicht ausgenutzt wurde. Die Matrix kann durch einen geeigneten Coarser (odd-even-Reduk-
tion) auf die Hälfte ihrer Größe reduziert werden. Die gleiche Eigenschaft besitzt auch die
Gauge-Laplace-Matrix, die im nächsten Abschnitt untersucht wird.

9.2
Gauge-Laplace. Eine größere Herausforderung als die Poisson-Gleichung
stellt die Gauge-Laplace-Gleichung aus Abschnitt 2.2 dar. Bevor numerische
Berechnungen durchgeführt werden, werden einige wichtige Vereinbarungen be-

züglich der Gauge-Laplace-Matrix A wiedergegeben.

1. Die Matrix A wird in der Form A = I − κD mit κ = 1
4+m

geschrieben.

2. Die Einträge der Matrix A hängen von der Temperatur β ∈ (0,∞) ab.

3. Eine Partitionierung der Matrix durch eine Aufteilung in gerade und ungerade Punkte
im Gitter führt zu einer Reduktion der Größe des Systems. Teilt man dazu die Gitter-
punkte in

O :=
{

(k, l) : k + l ungerade (odd)
}
, E :=

{
(k, l) : k + l gerade (even)

}

auf und ordnet man die ungeraden Variablen vor die geraden, dann ist A eine Permu-
tation von

A =

[
I Aoe

Aeo I

]

mit dem Schurkomplement See := I − AeoAoe. Im Folgenden wird dieses Schurkomple-
ment als Systemmatrix betrachtet, also A = See und daher

See = A =

[
A11 A12

A21 A22

]
.

4. In den numerischen Berechnungen wird der Hopping-Parameter κ so variiert, dass die
Matrix A hpd und fast singulär ist.

In der ersten Berechnungen zur Gauge-Laplace-Matrix wird Dp = diag(A11) und Ac = PHAP

mit P =
[

−D−1
p A12

I

]
gesetzt. Zunächst wird der Zweilevelfall betrachtet und als Systemma-

trix das Schurkomplement nach der oben angesprochenen Reduktion verwendet. Des Weite-
ren wird das polynombasierte AMG für hermitesches Ms = diag(A11) (mit approximierten
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Schranken) und für nicht hermitesches Ms = triu(A11) betrachtet. Der Spektralradius wird
abhängig von dem Greedy-Parameter ϕ, der Temperatur β, der Anzahl der Glätter ν und dem
kleinsten Eigenwert λmin(A) der Matrix vor der odd-even-Reduktion bestimmt. Zum Ende
dieses Abschnittes wird das AMGp-Verfahren als Vorkonditionierer des CG-Verfahrens ver-
wendet. Daher werden die Berechnungen alle anhand des symmetrisierten polynombasierten
AMGs durchgeführt.

ρ
λmin ϕ nc Glätter ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4

1e-1

.70 250
diag(A11) .16 .06 .06 .06
triu(A11) .11 .06 .06 .06

.65 199
diag(A11) .23 .09 .09 .09
triu(A11) .17 .09 .09 .09

.60 135
diag(A11) 35 .13 .13 .13
triu(A11) .27 .14 .13 .13

.55 83
diag(A11) .44 .25 .16 .14
triu(A11) .32 .15 .13 .12

1e-2

.70 280
diag(A11) .52 .47 .47 .47
triu(A11) .49 .47 .47 .47

.65 258
diag(A11) .53 .48 .48 .48
triu(A11) .50 .48 .48 .44

.60 204
diag(A11) .77 .70 .70 .70
triu(A11) .74 .70 .70 .70

.55 146
diag(A11) .85 .77 .77 .77
triu(A11) .82 .78 .77 .77

1e-3

.70 281
diag(A11) .91 .90 .90 .90
triu(A11) .91 .90 .90 .90

.65 262
diag(A11) .92 .91 .91 .91
triu(A11) .91 .91 .91 .91

.60 208
diag(A11) .97 .96 .96 .96
triu(A11) .97 .96 .96 .96

.55 157
diag(A11) .98 .97 .97 .97
triu(A11) .98 .97 .97 .97

1e-4

.70 281
diag(A11) .99 .99 .99 .99
triu(A11) .99 .99 .99 .99

.65 263
diag(A11) .99 .99 .99 .99
triu(A11) .99 .99 .99 .99

.60 208
diag(A11) .99 .99 .99 .99
triu(A11) .99 .99 .99 .99

.55 158
diag(A11) .99 .99 .99 .99
triu(A11) .99 .99 .99 .99

Tabelle 9.8.: Die Konvergenzrate des AMGp-Verfahrens, angewendet auf das Schurkomple-
ment A = See ∈ C512,512 der Gauge-Laplace-Matrix auf einem 32 × 32 Gitter für
β = 1.

In Tabelle 9.8 erkennt man, dass das AMGp-Verfahren eine gute Performance vorweist, wenn
der kleinste Eigenwert nicht zu nahe an der Null liegt.

In der folgenden Berechnung wird ein adaptiver Prozess verwendet, um die Matrix Dp zu
konstruieren. Dp soll dabei diagonal sein und die Gleichung

[
−D−1

p A12

I

]
w2 =

[
−A−1

11 A12

I

]
w2

erfüllen, wobei w = [ wH
1 wH

2 ]H ein Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert von A ist. Bei dieser
Konstruktion ist zu beachten, dassDp Einträge enthält, die nicht reell sind, also gilt Dp 6= DH

p .
Diese Konstruktion und auch einige der weiteren Ideen wurden in [33] dargestellt. Ein wesent-
licher Unterschied besteht darin, dass in [33] der Gauß-Seidel-Glätter auf allen Unbekannten
verwendet wird. Hier wird der Glätter nur auf F -Punkten definiert, außerdem wird gezeigt,
dass eine Diagonalmatrix als Glätter ausreicht, und kein Gauß-Seidel-Verfahren für die Glät-
tung verwendet werden muss. In dem in [68] und [33] eingeführten adaptiven Prozess muss ein
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System mit A11 gelöst werden. In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass dies nicht notwendig
ist. Stattdessen kann, basierend auf Satz 7.9, eine Approximation von A11 verwendet werden.
Das adaptive AMGp-Verfahren wird in Anlehnung an [68] als αAMGp bezeichnet.

ρ

λmin ϕ nc Glätter ν = 1 ν = 2 ν = 3 ν = 4

1e-3

.70 281
diag(A11) .49 .47 .47 .47
triu(A11) .48 .47 .47 .47

.65 262
diag(A11) .74 .73 .73 .73
triu(A11) .73 .73 .73 .73

.60 208
diag(A11) .77 .76 .75 .75
triu(A11) .75 .75 .75 .75

.55 157
diag(A11) .92 .93 .92 .92
triu(A11) .92 .92 .92 .92

1e-4

.70 281
diag(A11) .50 .48 .48 .48
triu(A11) .49 .48 .48 .48

.65 263
diag(A11) .76 .74 .74 .74
triu(A11) .75 .74 .74 .74

.60 208
diag(A11) .78 .77 .76 .76
triu(A11) .77 .76 .76 .76

.55 158
diag(A11) .93 .94 .93 .92
triu(A11) .93 .92 .92 .92

1e-5

.70 281
diag(A11) .50 .48 .48 .48
triu(A11) .49 .48 .48 .48

.65 263
diag(A11) .76 .75 .74 .74
triu(A11) .75 .74 .74 .74

.60 208
diag(A11) .78 .77 .76 .76
triu(A11) .77 .76 .76 .76

.55 158
diag(A11) .93 .94 .93 .92
triu(A11) .93 .92 .92 .92

1e-6

.70 281
diag(A11) .50 .48 .48 .48
triu(A11) .49 .48 .48 .48

.65 263
diag(A11) .76 .75 .74 .74
triu(A11) .75 .74 .74 .74

.60 208
diag(A11) .78 .77 .76 .76
triu(A11) .77 .76 .76 .76

.55 158
diag(A11) .93 .94 .93 .92
triu(A11) .93 .92 .92 .92

Tabelle 9.9.: Die Konvergenzrate des αAMGp-Verfahrens, angewendet auf das Schurkomple-
ment A = See ∈ C512,512 der Gauge-Laplace-Matrix auf einem 32 × 32 Gitter für
β = 1, wobei Dp mit Hilfe eines Eigenvektors bestimmt wird.

Mit Hilfe der Tabelle 9.9 wird ersichtlich, dass eine Matrix Dp konstruiert werden kann, so
dass das AMGp Verfahren auch für fast singuläre Systeme schnell konvergiert. Um dieses Dp

zu bestimmen, wurde ein Eigenvektor der Matrix A berechnet und ein System A11x1 = b1

gelöst. Im Folgenden werden Möglichkeiten angegeben, diese beiden Prozesse zu umgehen.

Anstatt das System mit A11 zu lösen, kann dieses approximiert werden. Nun stellt sich die
Frage, wie solch eine Approximation aussehen soll. Die Aufgabe besteht darin, eine Matrix
Hp zu finden, so dass

[
−H−1

p A12

I

]
≈
[

−A−1
11 A12

I

]
. (9.1)

Die Matrix Hp muss aber im Gegensatz zu der Matrix Dp nicht notwendigerweise dünn besetzt
sein, daher kann Satz 7.9 verwendet und Hp durch (7.19) definiert werden. Da diese Matrix
von der Anzahl der Glätter abhängt, wird in der nächsten Berechnung die Anzahl der Glätter
erhöht. Des Weiteren wird der numerisch günstigere Fall Ms = diag(A11) betrachtet, da die
Performance für Ms = triu(A11) und Ms = diag(A11) in etwa gleich ist.
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ρ
λmin ϕ nc Glätter ν = 4 ν = 5 ν = 6 ν = 7

1e-4

.70 281 diag(A11) .48 .48 .48 .48

.65 262 diag(A11) .75 .74 .74 .74

.60 208 diag(A11) .78 .77 .76 .76

.55 157 diag(A11) .94 .94 .93 .93

1e-5

.70 281 diag(A11) .49 .48 .48 .48

.65 263 diag(A11) .75 .74 .74 .74

.60 208 diag(A11) .78 .77 .76 .76

.55 158 diag(A11) .99 .94 .93 .93

1e-6

.70 281 diag(A11) .48 .48 .48 .48

.65 263 diag(A11) .75 .74 .74 .74

.60 208 diag(A11) .97 .84 .76 .76

.55 158 diag(A11) .99 .99 .93 .93

Tabelle 9.10.: Die Konvergenzrate des αAMGp-Verfahrens, angewendet auf das Schurkomple-
ment A = See ∈ C512,512 der Gauge-Laplace-Matrix auf einem 32 × 32 Gitter
für β = 1, wobei Dp mit Hilfe eines Eigenvektors und der Matrix Hp bestimmt
wird.

In Tabelle 9.10 erkennt man, dass die Konstruktion von Dp mittels Hp qualitativ ähnliche
Ergebnisse liefert, wie bei der Verwendung von A11. Dabei wurde Hp durch

Hp = A11

[
I − Pν(M−1

s A11)(I − D̃−1
p A11)

]−1
(9.2)

bestimmt, wobei D̃p = diag(A11) gesetzt wurde und nicht der Matrix Dp, welche in einem
AMG Schritt für die Interplationsmatrix verwendet wird, entspricht. Der Grad ν wurde mit
der Anzahl der Glätter gleichgesetzt. Dies wird im Weiteren entkoppelt und es wird der
Zweilevel V(2,2)-Zyklus betrachtet, also ν = 2. Der Grad des Polynoms in (9.2) wird zur
besseren Differenzierung mit νa bezeichnet.

Um eine möglichst leicht zu berechnende Approximation Hp zu bestimmen, wird Ms = D̃p =
diag(A11) gesetzt. −H−1

p A12w2 kann durch den folgenden Algorithmus günstig bestimmt
werden. Dazu sei Qνa ∈ R≤νa[t] durch

Qνa(t) := 1−Pνa (t)(1−t)
t

:=
νa∑

k=0

qkt
k

definiert, wobei Pνa durch (3.13) mit a = 2 − 1
ϕ

und b = 1
ϕ

(siehe Satz 6.6) gegeben ist.

Algorithmus 8: w1 = −H−1
p A12w2 = −Qνa(M−1

s A11)M−1
s A12w2

Input : w2, Qνa(t)

Output : w1 = −H−1
p A12w2

1 r = −A12w2,
2 d = qνar,
3 for k = 0, . . . , νa − 1 do

4 löse Msw1 = d,
5 setze d = A11w1 + qνa−1−kr,

6 löse Msd = w1.

In der folgenden Tabelle wird aufgezeigt, wie sich der Spektralradius in Abhängigkeit von
νa ändert. Als Referenz wird das adaptive Verfahren mit der Verwendung von A11 gewählt.
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Zudem wird das Gitter auf 64 × 64 vergrößert und die Systemmatrix so skaliert, dass λmin =
10−6 ist.

ρ

mit A
−1
11

mit H
−1
p

ϕ β νa = 2 νa = 4 νa = 6 νa = 8 νa = 10

.70
0.1 .76 .93 .76 .76 .76 .76
0.2 .83 .84 .83 .83 .83 .83
1 .97 .97 .97 .97 .97 .97

.65
0.1 .53 .98 .72 .53 .53 .53
0.2 .84 .99 .84 .84 .84 .83
1 ..97 .97 .97 .97 .97 .97

0.60
0.1 .86 .99 .97 .86 .86 .86
0.2 .87 .99 .97 .87 .87 .87
1 .99 .99 .99 .99 .99 .99

0.55
0.1 .92 .99 .99 .98 92 .91
0.2 .91 .99 .99 .98 .91 .91
1 .98 .99 .99 .98 .98 .98

Tabelle 9.11.: Das Zweilevel V(2,2) αAMGp-Verfahren, angewandt auf das Schurkomplement
A = See ∈ C2048,2048 der Gauge-Laplace-Matrix auf einem 64 × 64 Gitter.
Hier wird das original adaptive Verfahren mit dem hierarchisch motivierten
verglichen. Der kleinste Eigenwert liegt bei 1e-6 .

In Tabelle 9.11 wird der Vorteil bei der Verwendung von H−1
p deutlich. Hier muss kein System

mit A11 gelöst werden und man benötigt lediglich νa Matrix-Vektor-Multiplikationen und νa

Lösungen eines Gleichungssystems mit Ms = diag(A11), wie aus Algorithmus 8 deutlich wird.
Trotz dieser numerisch günstigeren Variante sind die Ergebnisse ab νa = 6 identisch.

Des Weiteren erkennt man in Tabelle 9.11, dass für größer werdendes β die asymptotische
Konvergenzgeschwindigkeit abnimmt. Durch solch eine Wahl von β nimmt die Zufälligkeit in
dem System zu, was zu einer größeren Unstrukturiertheit führt. Dadurch werden die glatten
Vektoren nicht mehr ausreichend durch Kern-nahe Vektoren repräsentiert, siehe dazu [33].

Eine Möglichkeit, dieses Problem zu umgehen, wird ebenfalls in [33] vorgestellt. Anstatt den
Eigenvektor zum kleinsten Eigenwert für die adaptive Konstruktion wie in (9.2) zu nehmen,
wird stattdessen das homogene System Ax = 0 mit dem Gauß-Seidel-Verfahren, also

x[k+1] = x[k] − (
triu(A)

)−1
Ax[k], k = 0, 1, 2, . . . , kmax

approximiert. Der Startvektor x[0] wird dabei als Prototyp bezeichnet.

ρ(β)
64 × 64 128 × 128

kmax β = 0.1 β = 0.2 β = 1 β = 0.1 β = 0.2 β = 1

50 .99 .99 .99 .99 .99 .95
100 .99 .99 .98 .99 .99 .98
150 .97 .98 .90 .99 .99 .98
200 .98 .95 .82 .99 .99 .97
250 .98 .83 .89 .99 .95 .96
300 .98 .92 .80 .99 .99 .99
350 .95 .77 .83 .99 .90 .99
400 .89 .82 .93 .99 .98 .99
450 .67 .88 .92 .99 .93 .99
500 .79 .82 .95 .99 .90 .99

Tabelle 9.12.: Das Zweilevel V(2,2) αAMGp Verfahren, angewandt auf das Schurkomplement
nach der odd-even-Reduktion der Gauge-Laplace-Matrix auf einem 64×64 und
einem 128 × 128 Gitter. Der kleinste Eigenwert liegt bei 1e-6 und es ist ϕ = .65
sowie νa = 10.
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In der Tabelle 9.12 erkennt man, dass die Verwendung des Gauß-Seidel-Verfahrens zur Kon-
struktion von Dp eine Verkleinerung des Spektralradius’ bewirkt, jedoch hängt dies stark
von lokalen Größen des Problems ab. Die adaptive Konstruktion von Dp hat einen lokalen
Charakter und weist daher global nicht die gleichen Eigenschaften wie A11 oder auch Hp auf.
Mit den lokalen Eigenschaften lassen sich nichtlineare AMG’s konstruieren, siehe dazu [33].
Dazu wird parallel zu dem System Ax = b auch das System Ax = 0 gelöst und bei langsamer

Konvergenzgeschwindigkeit des homogenen Systems wird x[k]
hom als Prototyp für den adaptiven

Prozess genommen. Es wird AMGp mit Dp = diag(A11) mit dem αAMGp verglichen. Bei
dem adaptiven Verfahren wird zwischen der Konstruktion durch den Eigenvektor und dem
nichtlinearen Verfahren durch einen Neustart differenziert. Das CG-Verfahren dient hier als
Richtgröße, um zu verdeutlichen, dass mit größer werdender Matrix auch die Anzahl der Ite-
rationen zunimmt. Die AMG-Verfahren werden in dieser numerischen Berechnung als V(2,2)
Zyklus verwendet. Das Grobgittersystem wird exakt gelöst, sobald es kleiner als 10 × 10 ist.
Als Startvektor wird x[0] = [ 1 ... 1 ]H , also Lösung x = [xj ] mit xj = j und als rechte Seite
b = Seex gewählt. Die Iteration wird abgebrochen, wenn entweder ‖x[k] − x‖2 < 1e − 4 ist
oder mehr als 1000 Iterationen benötigt werden. Der Neustart bei dem nichtlinearen Verfah-
ren wird ausgelöst, sobald ‖x[k] − x‖2 − ‖x[k+1] − x‖2 <

1
5 · ‖x[k] − x‖2 ist, wobei mindestens

fünf Iterationen vor jedem Neustart durchlaufen werden müssen.

AMGp αAMGp mit EV αAMPp mit Neustart CG
β Gitter #It. #It. #It. #Neustart #It.

0.1

32 × 32 - 35 33 3 99
64 × 64 - 170 44 6 194

128 × 128 - 201 87 14 388
256 × 256 - - 68 7 446

1

32 × 32 - 53 54 4 94
64 × 64 - 453 53 6 156

128 × 128 - - 63 8 178
256 × 256 - - 62 5 201

Tabelle 9.13.: Das V(2,2) αAMGp Verfahren, angewandt auf das Schurkomplement der
Gauge-Laplace-Matrix auf verschiedenen Gittern für β = 0.1 und β = 1.
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(a) 32 × 32 Gitter - kompletter Bereich
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(b) 32 × 32 Gitter - Ausschnitt

Abbildung 9.4.: Der Konvergenzverlauf von αAMGp. Auf der rechten Seite befindet sich je-
weils ein Ausschnitt. ∗ markieren die Stellen, an denen neu gestartet wurde.
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(c) 64 × 64 Gitter - kompletter Bereich
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(d) 64 × 64 Gitter - Ausschnitt
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(e) 128 × 128 Gitter - kompletter Bereich
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(f) 128 × 128 Gitter - Ausschnitt

Abbildung 9.4.: Der Konvergenzverlauf von αAMGp. Auf der rechten Seite befindet sich je-
weils ein Ausschnitt. ∗ markieren die Stellen, an denen neu gestartet wurde.

Zum Abschluss dieser Arbeit wird das AMGp-Verfahren als Vorkonditonierer für das CG-
Verfahren verwendet. Dabei ist Dp = Ms = diag(A11) und das AMGp-Verfahren wird als
V(2,2) Mehrlevelverfahren verwendet. Der Greedy-Parameter wird als ϕ = 0.55 bzw. ϕ = 0.65
gewählt.

#It.
β Verfahren ϕ 32 × 32 64 × 64 128 × 128 256 × 256

0.1

AMGp
0.55 28 56 108 126
0.65 22 39 75 86

αAMGp
0.55 16 25 50 55
0.65 8 11 19 35

CG - 99 194 388 446

1

AMGp
0.55 25 41 47 54
0.65 17 27 30 34

αAMGp
0.55 20 42 97 179
0.65 11 21 55 91

CG - 94 156 178 201

Tabelle 9.14.: V(2,2) AMGp Verfahren angewandt als Vorkonditionierer für das CG-Verfahren
auf das Schurkomplement S der Gauge-Laplace-Matrix auf verschiedenen Git-
tern für β = 0.1 und β = 1.
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Man erkennt, dass die symmetrischen AMGp und αAMGp-Verfahren als Vorkonditionierer
geeignet sind und die Anzahl der Iterationen deutlich senken. Auf die Frage des numerischen
Aufwandes wird in dieser Arbeit nicht näher eingegangen, es sei dazu auf [67] verwiesen.

In diesem Abschnitt wurden die Ideen aus [33] aufgegriffen und so ein adaptives polynomba-
siertes AMG (αAMGp) konstruiert. Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass eine
F -Glättung qualitativ ähnliche Ergebnisse liefert, wie die Verwendung eines vollen Gauß-
Seidel-Glätters, vergleiche dazu [33]. Eine Neuerung stellt die Approximation von A11 durch
Hp, siehe (9.1) und (9.2), dar. Dies ermöglicht es, den adaptiven Prozess durchzuführen, ohne
ein lineares Gleichungssystem mit A11 zu lösen.
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10
Zusammenfassung

Diese Arbeit befasst sich mit zwei Varianten algebraischer Mehrgitterverfahren, dem Multi-
level-Block-Faktorisierungs-Verfahren und dem polynombasierten AMG, einer Verallgemeine-
rung des von MacLachlan, Manteuffel und McCormick eingeführten AMGr-Verfahrens. Beide
Verfahren können mithilfe generalisierter hierarchischer Basen umfassend analysiert werden.

Eines der wichtigsten Instrumente ist dabei durch die C.B.S. Konstante gegeben, die in einem
direkten Zusammenhang zur spektralen Äquivalenz zwischen der Grobgittermatrix Ac und
dem Schurkomplement S(A,A11) steht, siehe Lemma 6.4. Daher wird eine Abschätzung dieser
Konstante für die Analyse von MBF- aber auch anderen algebraischen Mehrgitterverfahren
benötigt. Bis zum Zeitpunkt dieser Arbeit scheint das einzig anwendbare Resultat in diesem
Zusammenhang Satz 6.3 von Notay zu sein. In dieser Arbeit wird mit Satz 6.11 nicht nur eine
Abschätzung der C.B.S. Konstante unter anderen Voraussetzungen vorgestellt, sondern auch
gezeigt, dass Satz 6.11 die Aussage von Notay verallgemeinert. Des Weiteren wird gezeigt,
dass die Voraussetzungen von Satz 6.11 immer erfüllbar sind, sobald die C.B.S. Konstante

von A kleiner als
√

4
5 ist, was wiederum bei vielen Anwendungen unter der Verwendung von

einer sogenannten hierarchischen finiten Elemente Basis der Fall ist [18, 63, 83]. Des Weiteren
kann für generelle elliptische 2D Probleme mit stückweisen linearen Basisfunktionen gezeigt

werden, dass die C.B.S. Konstante von A kleiner als
√

3
4 ist [5, 72]. In [73] wurde dieselbe

Schranke für 2D Elastizitäts-Probleme gefunden, siehe dazu [6].

In Abschnitt 6.6 wird gezeigt, dass eine k-fache rekursive Anwendung von generalisierten hier-
archischen Basen auf ein spezielles polynombasiertes MBF-Verfahren führt, mit dessen Hilfe
polynombasierte AMG’s eingeführt (Definition 7.6) und analysiert (Satz 7.9) werden können.
Es stellt sich heraus, dass das polynombasierte AMG bei der Verwendung von Tschebysheff
Polynomen eine Verallgemeinerung des AMGr-Verfahrens von MacLachlan, Manteuffel und
McCormick darstellt. In Satz 7.11 wird gezeigt, dass das AMGp-Verfahren unter den gleichen
Voraussetzungen wie das AMGr-Verfahren konvergiert und eine bessere Konvergenzschranke
mit sich bringt. Diese Analyse führt des Weiteren zu einer neuen Interpretation des AMGr-
Verfahrens mittels Tschebysheff Polynomen und der C.B.S. Konstante.

Ein weiterer Bestandteil ist die Analyse, unter welchen Voraussetzungen die Interpolationsma-

trix P =
[

−D−1
p A12

I

]
eine gute Approximation an die optimale Matrix Popt aus (4.5) darstellt.

Obwohl diese Voraussetzungen für eine Matrix A ∈ Cn,n im Allgemeinen nur schwer mit einer
dünn besetzten Matrix Dp erfüllt werden können, kann gezeigt werden, dass für diagonal-
dominante Matrizen (dies wurde erstmals in [70] nachgewiesen) und für M-Matrizen (Satz
6.10) solch eine Matrix Dp angegeben werden kann. Für die anderen Fälle wird mit Satz 7.9
eine Möglichkeit vorgestellt, eine Interpolationsmatrix P mittels der Matrix Hp aus (7.19) zu
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konstruieren, so dass die Konditionszahl des AMGp-Verfahrens abgeschätzt werden kann. Die
Grobittermatrix ist dann durch Ac = PHAP bzw. (7.13) gegeben.

In Kapitel 9 wird diese Interpolation verwendet, um die Wirkung von Popt auf einen Vektor
w2 mittels einer Approximation Hp ≈ A11 und Algorithmus 8 darzustellen, ohne ein System
mit A11 lösen zu müssen. Dies führt auf die Erstellung eines adaptiven AMGp-Verfahrens
(αAMGp). Dafür wird Dp nicht länger als globale Approximation von A11 betrachtet, sondern
es genügt, dass −D−1

p A12w2 = −A−1
11 A12w2 = −H−1

p A12w2 für einen geeigneten Vektor w2

erfüllt ist. Resultierend aus dem adaptiven Prozess ist die Matrix Dp nicht länger hpd, jedoch
wird mit Lemma 7.14 ein Hilfsmittel für diesen Fall angegeben.

Zusammenfassend stellen die erzielten Ergebnisse dieser Arbeit eine ausführliche Analyse alge-
braischer Mehrgitterverfahren mit F -Glättung mit dem Fokus auf dem Block-Faktorisierungs-
und dem AMGr-Verfahren dar. Diese Verfahren wurden in den letzten zehn Jahren separat
betrachtet und untersucht, wobei die wichtigsten Ergebnisse von Notay [81] (2005) für das
MBF-Verfahren und MacLachlan, Manteuffel und McCormick [68] (2006) für das AMGr-
Verfahren erzielt wurden. Die Ergebnisse dieser Arbeit verallgemeinern beide Resultate, zei-
gen neue Interpretationsmöglichkeiten und stellen die Zusammenhänge der beiden Verfahren
dar.
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A
Eine allgemeine Abschätzung der C.B.S.

Konstante

In diesem Abschnitt werden zwei Verallgemeinerungen der Sätze 6.3 sowie 6.11 angegeben.
Zum einen kann durch eine geeignete Skalierung auf die Bedingung H � A11 bzw. H � A11

verzichtet werden.

Satz A.1. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei Â gegeben durch (6.2) mit
H ∈ Rn1,n1 hpd, so dass σ(H−1A11) ⊆ [a, b] für b > 1

a
und für

δ := 1 − (1−a)(b−1)
a+b−2

die Matrix [
δH A12

A21 A22

]

hpsd ist. Dann erfüllt die C.B.S. Konstante von Â die Abschätzung

γ(Â) ≤
√

1 − 1
a·b < 1.

Beweis. Mit (5.5) folgt

1 − γ(Â)2 = min
x2 6=0

xH
2 S(Â, Â11)x2

xH
2 Â22x2

,

wobei

S(Â, Â11) = S(A,A11) = A22 −A21A
−1
11 A12 und Â22 = A22 −A21(2H−1 −H−1A11H

−1)A12

sind.

Es ist zu zeigen, dass xH
2 (S(Â, Â11) − 1

a·bÂ22)x2 ≥ 0 für alle x2 ∈ Cn2 erfüllt ist. Dies führt
schließlich auf die Abschätzung

1 − γ(Â)2 = min
x2 6=0

xH
2 S(Â, Â11)x2

xH
2 Â22x2

≥ 1
a·b

und damit auf
γ(Â)2 ≤ 1 − 1

a·b .

Mit der Annahme b > 1
a

ist 1 − 1
a·b > 0.
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Durch die Abschätzung

a+ b− 2 > a+ 1
a

− 2 = 1
2(a2 − 2a+ 1) = (1−a)2

a
> 0

folgt
δ = 1 − (1−a)(b−1)

a+b−2 = a+b−2+1−a−b+ab
a+b−2 = ab−1

a+b−2 > 0.

Folglich ist die Matrix δH hpd und mit der Voraussetzung, dass

[
δH A12

A21 A22

]

hpsd ist, folgt für dessen Schurkomplement A22 −δ−1
A21H

−1A12 � 0 mit δ
−1

= a+b−2
a·b−1 . Daher

ist für x2 ∈ Cn2 :

(1 − 1
a·b)xH

2 A22x2 = a·b−1
a·b xH

2 A22x2 ≥ a+b−2
a·b xH

2 A21H
−1A12x2. (A.1)

Betrachte für alle x2 ∈ Cn2

xH
2 (S(Â, Â11) − 1

a · bÂ22)x2

= xH
2

(
A22 −A21A

−1
11 A12 − 1

a·b

(
A22 −A21(2H−1 −H−1A11H

−1)A12

))
x2

= xH
2

(
(1 − 1

a·b)A22 −A21A
−1
11 A12 + 1

a·bA21(2H−1 −H−1A11H
−1)A12

)
x2

(A.1)

≥ xH
2

(
a+b−2

a·b A21H
−1A12 −A21A

−1
11 A12 + 1

a·bA21(2H−1 −H−1A11H
−1)A12

)
x2

= xH
2

(
a+b
a·b A21H

−1A12 −A21A
−1
11 A12 − 1

a·bA21H
−1A11H

−1A12

)
x2

= xH
2 A21A

− 1
2

11

(
a+b
a·b A

1
2
11H

−1A
1
2
11 − I − 1

a·bA
1
2
11H

−1A11H
−1A

1
2
11

)
A

− 1
2

11 A21x2.

Der letzte Term ist nicht negativ, wenn das Polynom p(t) = a+b
a·b t− 1 − 1

a·bt
2 nicht negativ auf

dem Spektrum von σ(H−1A11) ⊆ [a, b] ist. Es gilt

p(t) = ( 1
a

+ 1
b
)t− 1 − 1

a·bt
2 = ( t

a
− 1)(1 − t

b
)

und damit p(t) ≥ 0 für t ∈ [a, b]. ✷

Die zweite Verallgemeinerung bezieht sich auf Satz 6.11. Man kann zeigen, dass die C.B.S.
Konstante auch unter schwächeren Voraussetzungen abgeschätzt werden kann, was eine Ver-
schlechterung der Schranke mit sich bringt. Die Voraussetzung von Satz 6.11 ist, dass H � A11

und
[

H(H+HA−1
11 H−A11)−1H A12

A21 A22

]
� 0 . Die zweite Bedingung ist äquivalent zu

A22 −A21(H−1 +A−1
11 −H−1A11H

−1)A12 � 0.

Unter Umständen ist dies für die gegebene Matrix nur schwer mit einer dünn besetzten Matrix
H zu erfüllen. Es gilt aber in jedem Fall, dass

A22 −A21A
−1
11 A12 � 0.
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Diese beiden Bedingungen werden zu der folgenden kombiniert

s
(
A22 −A21(H−1 +A−1

11 −H−1A11H
−1)A12

)
+ (1 − s)

(
A22 −A21A

−1
11 A12

)

= A22 −A21

(
s(H−1 +A−1

11 −H−1A11H
−1) + (1 − s)A−1

11

)
A12

= A22 −A21

(
s(H−1 −H−1A11H

−1) +A−1
11

)
A12.

Hierbei ist s ∈ [0, 1] ein Parameter zur Steuerung der Voraussetzung. Damit kann folgendes
Resultat gezeigt werden.

Satz A.2. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei Â definiert wie (6.2) mit H
hpd, so dass

1. A11 � H � βA11 und

2. die Matrix
[

H
(

s(H−A11)+HA−1
11 H

)−1
H A12

A21 A22

]
hpsd ist.

Dann erfüllt die C.B.S. Konstante von Â die Abschätzung:

γ(Â) ≤
√

1 − s
s+β−1 . (A.2)

Beweis. Der Beweis verläuft analog zum Beweis des Satzes 6.11. Die Voraussetzung 2 ist
äquivalent zu

xH
2 A22x2 ≥ xH

2 A21
(
s(H−1 −H−1A11H

−1) +A11
)
A12x2 für alle x2 ∈ Cn2. (A.3)

Sei c = β−1
s

, dann gilt für x2 ∈ Cn2

(1 + c)xH
2 S(Â, Â11)x2 − xH

2 Â22x2

= (1 + c)xH
2 (A22 −A21A

−1
11 A12)x2 − xH

2 (A22 −A21(2H−1 −H−1A11H
−1)A12)x2

(A.3)
≥ cxH

2 A21(s(H−1 −H−1A11H
−1) +A11)A12x2

+ xH
2 A21(2H−1 − (1 + c)A−1

11 −H−1A11H
−1)A12x2

= xH
2 A21A

− 1
2

11

(
(2 + cs)A

1
2
11H

−1A
1
2
11 − I − (1 + cs)A

1
2
11H

−1A11H
−1A

1
2
11

)
A

− 1
2

11 A12x2.

Dieser Ausdruck ist nicht negativ, wenn das Polynom

p(t) := (2 + cs)t− 1 − (1 + cs)t2

auf σ(H−1A11) ⊆ [ 1
β
, 1] nicht negativ ist. Dies ist erfüllt, da

p(t) = −
(
1 + cs

)(
t2 − 2+cs

1+cs
t+ 1

1+cs

)
= −

(
1 + cs

)(
t− 1

)(
t− 1

1+cs

)
,

auf
[

1
1+cs

, 1
]

=
[

1
β
, 1
]

nicht negativ ist.

Damit ergibt sich
1

1−γ(Â)2
≤ 1 + c = s+β−1

s
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und
γ(Â)2 ≤ 1 − s

s+β−1 .

✷

Mithilfe von Satz A.2 kann Satz 6.13 ebenfalls verallgemeinert werden.

Satz A.3. Sei A hpd und partitioniert wie in (4.3). Weiter sei γ(A) die C.B.S. Konstante
von A und H eine Approximation A11 mit H � A11. Falls eine der folgenden Bedingungen

1. γ(A) ≤
√

4
4+s

,

2. λmin(H−1A11) ≥
√

(4+s)γ(A)2−4+
√

sγ(A)

2
√

sγ(A)
für γ(A) >

√
4

4+s

erfüllt ist, erfüllt H die Voraussetzung 2 von SatzA.2.

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 6.13 kann eine Bedingung angegeben werden, so dass
das Schurkomplement hpsd ist. Betrachtet man dazu

xH
2 (A22 −A21(s(H−1 −H−1A11H

−1) +A−1
11 )A12)x2

≥xH
2 A21A

− 1
2

11

(
( 1

γ(A)2 − 1)I + s(X2 −X)
)
A

− 1
2

11 A12x2 (A.4)

mit X = A
1
2
11H

−1A
1
2
11, so ist (A.4) nicht negativ, wenn p(t) := t2 − t + 1

s
( 1

γ(A)2 − 1) ≥ 0 auf

σ(H−1A11) gilt.

Dies ist erfüllt, wenn

p(t) := t2 − t+ (
1

γ(A)2
− 1) = (t− 1

2 )2 − 1
4 + s−1 · 1−γ(A)2

γ(A)2 ≥ 0

⇔ (t− 1
2 )2 ≥ (4+s)γ(A)2−4

4sγ(A)2 (A.5)

für t ∈ σ(H−1A11).

Falls γ(A) ≤
√

4
4+s

ist, ist die rechte Seite von (A.5) kleiner gleich Null. Andernfalls erhält

man die Bedingung für die Eigenwerte von H−1A11. ✷
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B
Eine kurze Einführung in die

Quantenchromodynamik

Im Folgenden wird eine kurze Einführung in die Quantenchromodynamik (QCD) gegeben.
Die Quantenchromodynamik ist eine Eichfeldtheorie, die vor allem auf der Quantenelektro-
dynamik (QED) basiert. Sie ist der Teilchenphysik zuzuordnen und beschreibt starke Wechsel-
wirkungen zwischen Quarks und Gluonen. Im Laufe dieses Abschnittes wird der Leser durch
die verschiedenen Aspekte der Quantenchromodynamik geführt, wozu einige Grundkenntnisse
zum Aufbau der Materie nötig sind.

B.1
Das Quarkmodell. In diesem kurzen Abschnitt werden die wichtigs-
ten Grundbegriffe der Teilchenphysik besprochen, um eine Vorstellung zu
erlangen, woraus Materie besteht. Insbesondere wird die Frage beantwortet,

warum sich Protonen in einem Atomkern trotz ihrer positiven Ladung nicht abstoßen. Diese
Fragestellung führt auf den Begriff der starken Wechselwirkungen, welche zwischen sogenann-
ten Quarks herrschen, die die Grundbausteine der Materie darstellen. Zuvor wird beschrieben,
wie es überhaupt zur Suche nach diesen Quarks kam. Hierfür werden Quantenzahlen einge-
führt.

Die Quantenzahlen charakterisieren den Zustand eines Elektrons. Zunächst wird zwischen
vier verschiedenen Quantenzahlen unterschieden.

1. Die Hauptquantenzahl n bezeichnet das grundlegende Energieniveau bzw. im Schalen-
modell, die Schale, auf der sich das Elektron mit einer Wahrscheinlichkeit von 90%
befindet. Diese Zahl kann Werte n ∈ {1, 2, 3, . . . } annehmen.

2. Die Nebenquantenzahl l, welche auch Drehimpulsquantenzahl genannt wird, kennzeich-
net die Form des Orbitals in einem Atom. Die Zahl l kann die Werte l ∈ {0, 1, . . . , n−1}
annehmen.

3. Die Magnetquantenzahl m beschreibt die räumliche Orientierung des Elektron-Bahn-
drehimpuls’. Sie nimmt Werte m ∈ {−l,−l + 1, . . . ,−1, 0, 1 . . . , l − 1, l} an.

4. Die Spinquantenzahl s des Elektrons beschreibt die Orientierung des Spins des Elektrons,
d.h. den Eigendrehimpuls und kann nur Werte s ∈ {−1

2 ,
1
2} annehmen.

Eines der wichtigsten Prinzipien der Teilchenphysik ist das Pauli-Prinzip1 oder auch Pau-
li’sches Ausschlussprinzip, welches besagt:

1Formuliert im Jahre 1925 von Wolfgang Pauli (1900 - 1958), einem österreichischer Physiker, der im Jahr
1945 den Nobelpreis der Physik für das Ausschlussprinzip erhielt.
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„Eine Wellenfunktion eines Teilchens muss beim Vertauschen von Elektronen total antisym-
metrisch sein.“

In Formeln ausgedrückt, bedeutet das, dass für zwei Elektronen, die durch ihren Ort x bzw.
x̃ und ihre Ladung q bzw. q̃ beschrieben werden, und ihre assoziierte Wellenfunktion ψ die
Gleichung

ψ(x, q, x̃, q̃) = −ψ(x̃, q̃, x, q)

erfüllt ist.

Mithilfe der Spinquantenzahl lassen sich Teilchen in verschiedene Gruppen unterteilen.

Definition B.1. Hat ein Teilchen

1. einen halbzahligen Spin, so gehört es zu der Gruppe der Fermionen.

2. einen ganzzahligen Spin, so gehört es zu der Gruppe der Bosonen.

Die Menge der Fermionen und Bosonen wird unter dem Begriff der Hadronen zusammenge-
fasst.

Bei dieser Definition ist zu beachten, dass das Pauli-Prinzip nur bei den Fermionen Anwen-
dung findet.

Durch verbesserte Messapparaturen und Teilchenbeschleuniger wurden Teilchen gefunden, die
sich nicht mehr mit dem bestehenden Modell erklären ließen. Das veranlasste, nach weiteren
Fermionen und Bosonen zu suchen, was zu weiteren Teilchen, den sogenannten Quarks führte.
Diese haben den Spin 1

2 und sechs Freiheitsgrade: Up, Down, Charm, Strange, Top und
Bottom, die als flavours bezeichnet werden. Zum Beispiel besteht ein Proton aus zwei Up-
und einem Down-Quark, siehe Abbildung B.1.

d

u u

Abbildung B.1.: Der Aufbau eines Protons bestehend aus zwei Up-Quarks und einem Down-
Quark.

In der Natur treten nur bestimmte Kombinationen von Hadronen, bestehend aus zwei bzw.
drei Quarks, auf.

Definition B.2. Ein Hadron bestehend aus drei Quarks heißt Meson. Bilden ein Quark und
ein zugehöriges Antiquark ein Hadron, so nennt man dieses Baryon.
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Durch weitere Forschung wurden Teilchen gefunden, die sog. ∆++, dargestellt in Abbildung
B.2, welche aus drei Up-Quarks bestehen und deren Spin kollinear zueinander ausgerichtet
ist. Die Wellenfunktion solch eines Teilchens ist in dem vorhandenen Modell symmetrisch
unter Vertauschung zweier Quarks, was gegen das Pauli-Prinzip verstößt. Da man von diesem
Prinzip nicht abweichen wollte, wurde eine weitere Quantenzahl postuliert und mit „Farbe
(chrom)“ bezeichnet. Um das Pauli-Prinzip zu erhalten, wurde die Existenz von drei Farben,
rot, blau und grün, vorausgesagt. Dies führte auf eine neue Theorie: Die Quantenchromody-
namik.

u

u u

Abbildung B.2.: Das Teilchen ∆++ besteht aus drei Up-Quarks. Es veranlasste zur Suche
nach einer weiteren Quantenzahl und führte auf die QCD.

B.2
Quantenchromodynamik. Wie oben angedeutet, behandelt die Quan-
tenchromodynamik (QCD) Wechselwirkungen zwischen Quarks. Sie
beschreibt den Übergang der Farbladung und wird als starke Wechselwir-

kung bezeichnet. Es wurde festgestellt, dass Teilchen in der Natur immer als weiße Teilchen
auftreten, d.h. die Farbladung neutral ist. Daher ist es nicht möglich, einzelne Quarks mit nicht
neutraler Farbe zu beobachten. Diese Wechselwirkungen sind dafür verantwortlich, dass sich
Protonen trotz gleicher Ladung in einem Atomkern nicht abstoßen. Obwohl sie durch ihre je-
weilige positive Ladung Abstoßungskräfte entwickeln, werden sie durch die deutlich stärkeren
Verbindungen der Farbladungen zusammengehalten. Dieses Phänomen wird als Confinement
bezeichnet. Hadronen bestehen entweder aus drei Quarks, die jeweils paarweise verschiedene
Farbladungen besitzen („rot+blau+grün=weiß“), oder aus einem Quark - Antiquark - Paar.
Erstere werden als Baryonen und die Pärchen als Mesonen bezeichnet. Dies wird in Abbildung
B.3 veranschaulicht. Der Zusammenhang zwischen den drei verschiedenen Ladungen, die sich
nur mit ihrer Antifarbe oder in einer Kombination aus drei verschiedenen Farben auslöschen,
ist auch der Grund für die Namensgebung der QCD.

Eine weitere wichtige Größe in der QCD sind die sogenannten Gluonen. Sie übernehmen die
Rolle der Protonen aus der Quantenelektrodynamik und dienen als eine Art Kleber zwischen
den Quarks. Ein wichtiger Unterschied zu den Protonen aus der QED besteht darin, dass die
Gluonen selbst auch Farbladungen besitzen, bestehend aus einer Farbe und einer Anti-Farbe.
Daher wechselwirken diese mit den Quarks, was zu einer komplexeren Theorie führt und auch
der Grund für die Stärke der Wechselwirkung ist.

Die QCD basiert zum großen Teil auf Beobachtungen und Anwendungen der theoretischen
Konzepte der Quantenelektrodynamik. Daher lohnt sich ein Blick auf dieses verwandte Gebiet,
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welches im nächsten Abschnitt besprochen wird.

+ + =

+ + =

+ + +

= = =

Abbildung B.3.: Die Farbwahl in der QCD. In der ersten Zeile sind die drei Grundfarben
dargestellt, die die Quarks annehmen können, in der zweiten Zeile ihre Anti-
Farben. In der Summe muss jeweils die Farbe weiß erreicht werden. Von oben
nach unten erhält man die realisierbaren Mesonen und von links nach rechts
die realisierbaren Baryonen.

B.3
Quantenelektrodynamik (QED). Dieser Abschnitt basiert auf dem
Buch von Peter Schmüser, [87]. Zunächst wird erläutert, warum der Sprung
von der klassischen Physik zur relativistischen Physik vollzogen wurde. Dazu

wird auf die Herleitung der Schrödinger-Gleichung2 zurückgegriffen. Die Grundideen kamen
von Max Planck3. Ausgehend von der Annahme, dass Energie nur „gequantelt“ in der Form
E = ~ω emittiert wird - hierbei ist ~ das Plancksche Wirkungsquantum und ω die Frequenz
der Strahlung - wurde die Physik neu entwickelt.

Louis-Victor de Broglie4 schloss im Jahre 1924 sein Studium mit der Arbeit „Recherches sur
la theorie des quanta“ ab. Mit den Ergebnissen von Albert Einstein5 (E = mc2) kam er zu
dem Entschluss, dass, bei der von Planck postulierten Beziehung E = ~ω, jeder Masse m eine
Frequenz ω = mc2

~
zugeordnet werden kann. Diese Frequenz ist nicht auf das Teilchenvolumen

beschränkt, sondern begleitet das Teilchen in Form einer Welle auch in großen Raumberei-
chen. Daraus resultiert, dass der Welle-Teilchen-Dualismus nicht nur bei Photonen, sondern
auch bei anderer Materie Anwendung findet, d.h. dass auch Elektronen Welleneigenschaften
zugesprochen werden können. Für die Wellenlänge ergibt sich

λ = ~
p
, wobei p = mv√

1−( v
c )

2

2Im Jahre 1926 formuliert von Erwin Rudolf Alexander Schrödinger (1887-1961), österreichischer Physiker
und Wissenschaftstheoretiker. 1933 erhielt er zusammen mit Paul Dirac den Nobelpreis der Physik.

3Max Planck (1858-1947) war ein deutscher Physiker auf dem Gebiet der Theoretischen Physik. Für die
Entdeckung des Planckschen Wirkungsquantums erhielt er im Jahre 1918 den Nobelpreis der Physik.

4Mit vollem Namen Louis-Victor Pierre Raymond de Broglie, 7. Herzog de Broglie (1892-1982), war ein
französischer Physiker. Er erhielt im Jahre 1929 für die Entdeckung der Wellennatur des Elektrons den
Nobelpreis der Physik.

5Albert Einstein (1879-1955), deutscher Physiker, erhielt im Jahre 1922 für seine Erklärung des photoelek-
trischen Effekts den Nobelpreis der Physik.
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der relativistische Impuls des Teilchens ist. Hierbei ist m die Masse, v die Momentangeschwin-
digkeit des Teilchens und c die Lichtgeschwindigkeit.

Ein Elektron kann daher durch eine Wellenfunktion der Form

Ψ(x, t) = Ceikxe−iωt

mit C ∈ C beschrieben werden. Die Variablen sind hierbei die Zeit t, der Ort x und k ist ein
Parameter mit k = 2π

λ
.

Eine weitere Errungenschaft in der Quantentheorie ist die Darstellung physikalischer Grö-
ßen durch Operatoren. Diese wirken auf die Wellenfunktionen, deren Eigenwerte mögliche
Messwerte darstellen.

Definition B.3. Sei Ψ(x, t) = Ceikxe−iωt die Wellenfunktion eines Elektrons im Ort x zum
Zeitpunkt t. Dann werden der Energieoperator E und der Impulsoperator P durch die Eigen-
wertgleichungen

EΨ = ~ωΨ sowie PΨ = ~kΨ

definiert. Damit können diese Operatoren als Differentialoperatoren

E = i~
∂

∂t
und P = −i~∇.

aufgefasst werden.

Im weiteren Verlauf werden Operatoren durch „fettgedruckte“ Buchstaben gekennzeichnet.

Die Quantentheorie basiert trotz aller Innovationen auf der klassischen Physik. Betrachtet
man die Impuls-Energie-Beziehung aus der klassischen Physik E = p2

2m
, so erhält man durch

Substitution mittels der Operatoren die Schrödingergleichung

i~
∂Ψ

∂t
= − ~

2m
∇2Ψ.

Im relativistischen Fall lautet die Beziehung zwischen Energie, Impuls und Ruhemasse

E2 = p2c2 + (mc2)2,

welche durch Einsetzen der Operatoren auf die Gleichung

−~2∂
2Ψ

∂t2
=
(
−~2c2∇2 + (mc2)2

)
Ψ

führt. Durch Umstellung gelangt man zur sogenannten Klein-Gordon-Gleichung6

[
1

c2

∂2Ψ

∂t2
− ∇2 +

(
mc

~

)2
]

Ψ = 0.

Dies ist die relativistische Erweiterung der Schrödinger-Gleichung für ein Teilchen, dessen Spin
den Wert 0 annimmt. Beim Lösen dieser Gleichung tritt das Ereignis auf, dass Zustände mit

6Benannt nach Oskar Klein (1894-1977), einem schwedischen Physiker und Walter Gordon (1983-1939), deut-
scher Physiker.
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den Energien E = ±
√
c2p2 +m2c4 existieren; insbesondere treten Zustände mit negativer

Energie auf. Um dieses Problem zu umgehen, sollte eine Bewegungsgleichung konstruiert
werden, bei der keine negativen Energien auftreten. Die Ursache für solche Energien ist bei
der Klein-Gordon-Gleichung die zweite Ableitung in der Zeit.

Paul Dirac7 stellte 1928 die nach ihm benannte Dirac-Gleichung

(i/∂ −m)Ψ(x, t) = 0 (B.1)

auf, wobei /∂ die sogenannte Feynman-Slash-Notation8 /∂ :=
∑3

µ=0 γ
µ∂µ verwendet. Die Terme

γµ und ∂µ sind sogenannte Vierervektoren

γµ =
[
γ0 γ1 γ2 γ3

]
und∂µ =

[
∂
∂t

∇
]

mit γi ∈ C4,4, i = 0, . . . , 3, die die Anti-Vertauschungsrelation

{γµ, γν} := γµγν + γνγµ = 2gµνI (B.2)

erfüllen. Hierbei ist gµνdefiniert durch gµν = 0 für µ 6= ν sowie g11 = g22 = g33 = −1 und
g00 = 1. Z.B. erfüllen die Matrizen

γ0 =

[
1

1
−1

−1

]
, γ1 =

[
1

1
−1

−1

]
, γ2 =

[
−i

i
i

−i

]
, γ3 =

[
1

−1
−1

1

]
(B.3)

die Gleichung (B.2) und werden als Repräsentanten bezeichnet.

Bemerkung B.4. Mathematisch formuliert, betrachtet man einen sogenannten Minkowski-
Raum9, d.h. einen R-Vektorraum mit einer nicht ausgearteten Bilinearform β(·, ·), die die
Grundlage der angesprochenen Analyse bildet. In diesem konkreten Fall handelt es sich um
den 4D Minkowski-Raum mit dem inneren Produkt

v · w := β(v,w) = v0w0 − v1w1 − v2w2 − v3w3, wobei v =
[ v0

v1
v2
v3

]
, w =

[w0
w1
w2
w3

]
.

Oft wird in der Literatur auch v ·w := β(v,w) = −v0w0 + v1w1 + v2w2 + v3w3 verwendet. Die
erste Variable v0 (bzw. w0) ist eine Transformation der Zeit v0 = ct.

Ausgeschrieben hat die Dirac-Gleichung die folgende Gestalt:

0 = (i/∂ −m)Ψ(x, t) =
[
i

(
γ0 ∂

∂t
+ γ1 ∂

∂x1
+ γ2 ∂

∂x2
+ γ3 ∂

∂x3

)
−mI

]
Ψ

=




i ∂
∂t

−m 0 i ∂
∂x3

i ∂
∂x1

+ ∂
∂x2

0 i ∂
∂t

−m i ∂
∂x1

− ∂
∂x2

−i ∂
∂x3

−i ∂
∂x3

−i ∂
∂x1

− ∂
∂x2

−i ∂
∂t

−m 0

−i ∂
∂x1

+ ∂
∂x2

i ∂
∂x3

0 −i ∂
∂t

−m




[
Ψ1
Ψ2
Ψ3
Ψ4

]
=




i
∂Ψ1

∂t
−mΨ1+i

∂Ψ3
∂x3

+i
∂Ψ4
∂x1

+
∂Ψ4
∂x2

i
∂Ψ2

∂t
−mΨ2+i

∂Ψ3
∂x1

− ∂Ψ3
∂x2

−i
∂Ψ4
∂x3

−i
∂Ψ1
∂x3

−i
∂Ψ2
∂x1

− ∂Ψ2
∂x2

−i
∂Ψ3

∂t
−mΨ3

−i
∂Ψ1
∂x1

+
∂Ψ1
∂x2

+i
∂Ψ2
∂x3

−i
∂Ψ4

∂t
−mΨ4


 .

7Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984) war ein britischer Physiker und erhielt im Jahre 1933 zusammen
mit Schrödinger den Nobelpreis der Physik. Er gilt als Mitbegründer der Quantenphysik.

8Eingeführt von Richard Feynman (1918-1988), einem amerikanischen Physiker und Nobelpreisträger des
Jahres 1965.

9Eingeführt im Jahre 1907 von Hermann Minkowski (1864-1909), deutscher Mathematiker und Physiker.

134



B. Eine kurze Einführung in die Quantenchromodynamik

Für ein ruhendes Elektron hat diese Gleichung vier Lösungen

Ψ1(x, t) =




1
0

pz
E+m

px+ipy
E+m


 exp(−iEt) exp(ip · x), Ψ2(x, t) =




0
1

px−ipy
E+m
−pz

E+m


 exp(−iEt) exp(ip · x),

Ψ3(x, t) =




px−ipy
E+m
−pz

E+m

0
1


 exp(iEt) exp(−ip · x), Ψ4(x, t) =




pz
E+m

px+ipy
E+m

1
0


 exp(iEt) exp(−ip · x).

Hierbei ist E =
√
p2 +m2. Die ersten beiden Zustände haben die positive Energie E, doch

bei den Zuständen Ψ3,Ψ4 treten erneut negative Energien auf.

Im Jahr 1928 erklärte Dirac die Zustände mit negativer Energie durch die Existenz von Anti-
teilchen. Z.B. besitzt das Elektron ein Antielektron, das sogenannte Positron. Dieses Positron
wurde 1932 von Carl David Anderson10 experimentell nachgewiesen. Mit dieser Entdeckung
ergibt sich, dass jedes Teilchen aus Symmetriegründen ein Antiteilchen mit identischer Masse
besitzt.

Im Weiteren ist die Bewegungsgleichung von Teilchen, auf die eine äußere Kraft wirkt, von
zentraler Bedeutung. Zum Beispiel hat die Dirac-Gleichung für ein Teilchen mit Ladung q im
elektromagnetischen Feld die folgende Gestalt

(i/∂ −m)Ψ(x, t) = q /AΨ mit /A :=
3∑

µ=0

γµAµ. (B.4)

Hierbei symbolisieren Aµ Wirkungen eines elektromagnetischen Feldes und werden Eichfelder
genannt.

B.4
Eichtheorie. Eine der wichtigsten Bedingungen, die an eine physikali-
sche Theorie gestellt werden, ist die von Albert Einstein eingeführte Inva-
rianz bzgl. zueinander bewegter Inertialsysteme (Koordinatensysteme). Dies

bedeutet, dass eine Bewegungsgleichung nicht von dem Beobachter abhängt bzw. die Bewe-
gungsgleichungen in allen Inertialsystemen dieselbe Form haben. Die Zustände (Lösungen
der Gleichungen) müssen folglich in Abhängigkeit vom Betrachter transformiert werden. Im
Folgenden werden die Variablen x und t als gleichwertig betrachtet und zu der Variablen x
zusammengefasst.

Seien also Σ und Σ′ zwei zueinander gleichförmig bewegte Koordinatensysteme. Dann soll
gelten

(i/∂ −m)Ψ(x) = 0 in Σ,

(i/∂ −m)Ψ′(x) = 0 in Σ′.

Hierbei soll es eine Vorschrift geben, wie sich Ψ(x) in Ψ′(x) transformiert. Anders ausgedrückt
bedeutet das, dass die Zustände entsprechend zum Betrachter geeicht werden können. Der
Begriff der Eichtheorie wurde 1929 von Herrmann Weyl11 geprägt.
10Carl David Anderson (1905-1991) war amerikanischer Physiker. Er erhielt für die Entdeckung des Positrons

im Jahr 1936 den Nobelpreis für Physik.
11Herrmann Weyl (1885-1955) war ein deutscher Mathematiker, Physiker und Philosoph. Er führte bereits

1918 das Konzept der Eichtheorie ein, hatte jedoch mit viel Widerstand, unter anderem von Einstein, zu
kämpfen. 1929 gelang es ihm, diese Theorie soweit voranzutreiben, dass sie allgemein anerkannt wurde.
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Zunächst wird untersucht, wie sich die Zustände der Dirac-Gleichung bei globalen Transfor-
mationen der Form Ψ′(x) = eqiϕΨ(x) ändern, wobei q eine Ladung ist. Diese betrachtete
Transformation ist eine Phasentransformation. Des Weiteren soll das Teilchen „frei “ sein, es
sollen also keine äußeren Kräfte wirken. Dazu betrachtet man (B.1). Wird nun Ψ′ in (B.1)
eingesetzt, ergibt sich

(i/∂ −m)Ψ′(x) = 0,

also erfüllt ein global phasentransformierter Zustand (Spinor) die Dirac-Gleichung. Es stellt
sich die Frage, ob dies bei lokalen Transformationen, auch Eichtransformationen genannt,
ebenfalls der Fall ist. Sei nun

Ψ′(x) = eqiϕ(x)Ψ(x) (B.5)

eine transformierte Wellenfunktion mit Ladung q. Es ist zu untersuchen, wie die zu der Wel-
lenfunktion Ψ′ assoziierte Dirac-Gleichung aussieht. Betrachtet man dazu

(i/∂ −m)Ψ′(x) =(i/∂ −m)eiqϕ(x)Ψ(x)

=i
[
(/∂eiqϕ(x))Ψ(x) + eiqϕ(x) /∂Ψ(x)

]
−meiqϕ(x)Ψ(x)

=eiqϕ(x) (i/∂ −m)Ψ(x)︸ ︷︷ ︸
=0

+i(/∂eiqϕ(x))Ψ = −q(/∂ϕ(x))Ψ′(x)

und definiert A′
µ := −∂µϕ(x), dann gilt

(i/∂ −m)Ψ′(x) = q /A
′
Ψ′(x).

Hierbei ist /A
′
analog zu /A in (B.4) definiert. Man sieht, dass die transformierte Wellenfunktion

nicht mehr die homogene Dirac-Gleichung erfüllt. Dies bedeutet, es wurde durch die lokale
Phasentransformation eine äußere Kraft erzeugt.

Wird stattdessen bei der Wellengleichung eine äußere Kraft Aµ(x) vorausgesetzt, die z.B.
durch ein elektromagnetisches Feld gegeben ist, erfüllt die Wellenfunktion die Gleichung

(i/∂ −m)Ψ(x) = q /A(x)Ψ(x). (B.6)

Mit der Transformation (B.5) erhält man

(i/∂ −m)Ψ′(x) = q /A
′
Ψ′(x), (B.7)

wobei Ψ′(x) = eiqϕ(x)Ψ(x) und A′
µ(x) = Aµ(x) − ∂µϕ(x).

Das heißt, dass bei lokalen Transformationen äußere Kräfte ebenfalls transformiert werden
und somit die Eichinvarianz erfüllt ist.

Die Gleichung (B.6) lässt sich auf eine homogene Gestalt überführen, indem die Ableitungen
durch kovariante Ableitungen, Definition 2.2, ersetzt werden, also Dµ = ∂µ + iAµ und D′

µ =
∂µ + iA′

µ.

Die kovarianten Ableitungen berücksichtigen äußere Kräfte bzw. Krümmungen im Raum.
Damit erfüllt die Dirac-Gleichung (B.1) die Eichinvarianz, d.h für Ψ und Ψ′ gilt

(i /D −m)Ψ(x) = (i /D
′ −m)Ψ′(x) = 0 mit /D :=

3∑

µ=0

γµDµ und /D
′ :=

3∑

µ=0

γµD′
µ.
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Es wurde damit gezeigt, dass Bewegungsgleichung eines Elektrons unter der Eichtransforma-
tion Ψ′(x) = eqiϕ(x)Ψ(x) invariant ist.

Bemerkung B.5. Die Menge U(1) := {eqiϕ |ϕ ∈ [0, 2π[} beinhaltet die betrachteten Eich-
transformationen. In der modernen Physik sagt man, es liegt eine Symmetrie zu Grunde,
wenn gewisse Eigenschaften bei einer Transformation erhalten bleiben. Aus diesem Grund
wird U(1) als die Symmetriegruppe der QED bezeichnet. In der QCD ist die zugrunde liegende
Symmetriegruppe die SU(3) := {U ∈ C3,3 |UUH = I,det(U) = 1}. Dies führt auf Eichfelder
Aµ ∈ C3,3 und damit auf einen etwas anderen Dirac-Operator.

B.5
Dirac-Operator in der QCD. Analog zu den Ergebnissen der QED wird
versucht, eine Theorie für die QCD zu entwickeln. Um die Dirac-Gleichung für
die QCD anzugeben, muss erneut die lokale Eichinvarianz gefordert werden.

Dies führt auf die kovariante Ableitung (2.7) mit dem Eichfeld Aµ. Dabei muss beachtet
werden, dass Aµ ∈ C3,3. Mit ähnlichen Überlegungen wie bei der QED erhält man den Dirac-
Operator für die QCD

D =
4∑

µ=1

(γµ ⊗ (I3∂µ + iAµ)) −mI12,

wobei I12 ∈ R12,12 ist. Hier wurde bereits in Anlehnung an [57, 58] die Transformation vom
Minkowski-Raum auf einen 4D euklidischen Raum durchgeführt. Dabei wurde anders als im
letzten Abschnitt x4 = ict gesetzt. Die hier betrachteten Repräsentanten im Vergleich zu
(B.3) sind gegeben durch

γ1 =

[
i

i
−i

−i

]
, γ2 =

[
−1

1
1

−1

]
, γ3 =

[
i

−i
−i

i

]
, γ4 =

[
1

1
1

1

]
.

Setzt man Dµ = I3∂µ + iAµ, sieht der Dirac-Operator ausgeschrieben wie folgt aus

D =

[ −mI3 0 iD3−D4 iD1−D2
0 −mI3 iD1+D2 −D3−D4

iD3−D4 −iD1+D2 −mI3 0
−iD1−D2 iD3−D4 0 −mI3

]
.

Es stellt sich die Frage, wie dieser Operator analysiert werden kann, um die entsprechenden
Wechselwirkungen zu verstehen. Bei der QED und den schwachen Wechselwirkungen kann
man mithilfe der Störungstheorie und asymptotischer Analysis eine Lösung konstruieren.
Dies funktioniert bei starken Wechselwirkungen nicht mehr. Daher wird versucht, die Lösung
numerisch durch Diskretisierung auf einem Gitter zu bestimmen.

B.6
QCD auf einem Gitter. Um den Dirac-Operator in der QCD zu analy-
sieren, schlug Wilson in [98] vor, die Wechselwirkungen zu simulieren, indem
ein diskreter Dirac-Operator entwickelt wird. Dazu bediente er sich der Git-

tereichtheorie. Man betrachte ein Gitter im vierdimensionalen Raum mit N1 ×N2 ×N3 ×N4

Gitterpunkten, wobei N1, N2, N3, N4 ∈ N die Anzahl der Gitterpunkte in jeder Dimension
sind, also Ωh := {x = (x1, x2, x3, x4) |xj = j · a, j = 0, . . . , Nj − 1}, und periodischen Rand-
bedingungen. Hierbei wird o.B.d.A. angenommen, dass das Gitter in den Ursprung (0, 0, 0, 0)
verschoben ist. Des Weiteren sei der Gitterabstand a, wobei oft a = 1 gefordert wird. Um den
Dirac-Operator zu diskretisieren, muss zunächst eine diskrete Variante der Eichfelder (gauge
fields) Aµ angegeben werden. Die Darstellung basiert auf [58].
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Definition B.6. Sei µ ∈ {1, 2, 3, 4} und x ∈ Ωh. Dann wird das diskretisierte Eichfeld durch

Ux
µ := e−iAµ(x+

1
2 eµ) ≈ e−i

∫ x+eµ

x
Aµ(s) ds

definiert. Dabei ist eµ der µ-te Einheitsvektor in C4, µ = 1, 2, 3, 4. Eine Ansammlung {Ux
µ }

von diskretisierten Eichfeldern wird als eine Gauge-Konfiguration bezeichnet.

Die Gauge-Konfiguration kann als eine Approximation der Wirkung des Eichfeldes Aµ ent-
lang der Kanten des Gitters interpretiert werden. Zu solch einer Konfiguration wird eine
Temperatur β zugeordnet, die die Zufälligkeit des zugehörigen Eichfeldes wiedergibt. Analog
zu Abschnitt 2.1 müssen die Ableitungen durch finite Differenzen ersetzt werden. Hier sehen
die zentralen finiten Differenzen von ψ auf einem Gitterpunkt x ∈ Ωh unter Berücksichtigung
der speziellen Struktur der Ableitungen Dµ = I3∂µ + iAµ wie folgt aus:

Dµψx ≈ 1
2

(
Ux

µψx+eµ − (Ux−eµ
µ )Hψx−eµ

)
,

wobei x + eµ der Nachbargitterpunkt in Richtung µ und ψx = ψ(x) ist. Für weitere Details
sei auf [58] verwiesen. Damit lässt sich der diskretisierte Dirac-Operator durch

Ddiskret := 1
2

4∑

µ=1

(
γµ ⊗ (

Ux
µψx−eµ − (Ux−eµ

µ )Hψx+eµ

))
+mI (B.8)

angeben. Wie in der Literatur üblich, wurde der Term mit −1 multipliziert, so dass die Masse
als positiver additiver Term auftritt. Diese Art der Diskretisierung führt zu numerischen
Instabilitäten, welche durch die Addition des Terms

4∑

µ=1

D2
µ = ∆D (B.9)

beseitigt werden, siehe [44, 98].

Die Aufgabenstellung ist daher: Finde zu einer Indexmenge I und einem Satz {ϕj | j ∈ I} die
Lösungen ψj von den linearen Gleichungssystemen

Dwψj :=
(

1
2

4∑

µ=1

(
γu ⊗ (

Ux
µψx−eµ − (Ux−eµ

µ )Hψx+eµ

)−D2
u

)
+mI

)
ψj = ϕj .

Der Operator Dw = Ddiskret − 1
2∆D wird als Wilson-Dirac-Operator bezeichnet.

Anhand dieses Systems erkennt man schnell die Schwierigkeiten numerischer Berechnungen in
der QCD. Die Größe der Systemmatrix nimmt durch den vierdimensionalen Raum schnell zu.
Es ist n = nxnynznt, wobei nx, ny, nz, nt die Anzahl der inneren Gitterpunkte in den jeweiligen
Koordinaten bezeichnet. Des Weiteren ist das System sehr unstrukturiert und komplexwertig.
In der Physik ist man außerdem nicht nur an einer Lösung für eine rechte Seite interessiert,
sondern möchte für einen ganzen Satz von rechten Seiten die Lösungen berechnen. Dies kann
soweit gehen, dass der Dirac-Operator invertiert werden soll. Solch komplexe Berechnungen
sind nur auf Supercomputern möglich. Um neue Verfahren für diese Problemstellung zu ent-
wickeln und analysieren, wird in der Literatur [33, 45, 50, 57, 69] häufig als Modellproblem
die Gauge-Laplace-Matrix aus Abschnitt ?? betrachtet.
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