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2 MENGENLEHRE #3235

T Uin E, E niU Z, E niUin D und 0, {0}

Ersterstellung: 27/03/13 Letzte Anderung: 02/04/13
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235-1. Erginzend zu Vorhergehendem und in Vorbereitung von Folgendem wer-
den hier einige spezielle Terme der Grundform E ;U x betrachtet. Die Beweis-
Reihenfolge ist @) -b) -c) -e) -f) -g) -d) - h):

235-1(Satz)
a) 0,,U0=0.
b) 0,U{0}=0.
c) {0} U0 = {0}.
d) {0} .U {0} = {{0}}.
e) {0} uUz = {x}.
£) “0# {0} niUx” genau dann, wenn “x Menge”.
g) “{0} Uz =07genau dann, wenn “x Unmenge”.

h) E .U {0} = {AU{0}: \ e E}.

{AU{0}: X € E} 220-2(Def)

Beweis 235-1 a)

Via 220-11 gilt: 0,:U0=0.
b)
Via 220-11 gilt: 0 .U {0} =0.
c)

Via 220-11 gilt: {0} nsU 0 = {0}.



Beweis 235-1 e)
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3.2:

a € {0} U,
2: Aus Themal.1“a € {0} yUz”
folgt via 220-4: (x Menge) A (AQ: (Q € {0}) A (a=QU)).
: Aus 2“x Menge...”
folgt via 1-3: x € {z}.
Aus 2¢...Q€e€{0}...”
folgt via 1-6: Q=0
tAus 2. ..a=QU2z” und
aus 3.2“Q0 =07
folgt: a=0Ux
azouz’Z 2
: Ausb“a=...=2” und
aus 3.1z € {z}”
folgt: a € {z}.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € {0} nUz) = (a € {z}).

A1 “{0} Uz C {a}”

2:

: Aus2a==x...

Aus Themal.2%a € {z}”
folgt via 1-6:

: Via 1-5 gilt:
: Aus 3“0 € {0}” und

aus 2“...x Menge”
folgt via 220-4:

b2

und
aus 4“0Uz e {0} Uz”
folgt:

: Via 2-17 gilt:
: Aus6“a=0U«” und

aus 50U af{0} pUz”
folgt:

a € {z}.

(v = z) A (x Menge).
0 € {0}.

OU.’L’G{O}HIUZE

OUa« € {0} nUz.
a=0Ua.

a € {0} U,

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € {z}) = (o € {0} piU ).

A2| “{z} C {0} Ua”
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Beweis 235-1 ¢e) ...

2: Aus A1 gleich “{0} Uz C {z}” und
aus A2 gleich “{z} C {0} U z”

folgt via Gleichheits Axiom: {0} piUz = {z}.
f) VS gleich 0# {0} U .
1: Via des bereits bewiesenen e) gilt: {0} iUz = {z}.

2: Aus VS gleich “0 # {0} ;U z” und
aus 1“{0} yUz = {z}”

folgt: 0 # {z}.
3: Aus 240 # {z}”
folgt via 1-3: x Menge.
) VS gleich x Menge.
1: Aus VS gleich “x Menge”
folgt via 1-3: 0 # {z}.
2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: {0} Uz = {x}.

3: Aus 1“0 # {z}” und
aus 2“{0} Ujp v = {z}”
folgt: 0 # {0} Uiy .
g) {0} iUz =0
& 2(0# {0} aUx)
a4 —(x Menge)

< 2 Unmenge.

d)
Via des bereits bewiesenen e) gilt: {0} U {0} = {{0}}.
h)
Via 220-1(Def) gilt: Eu{0} ={Au{0}: X e E}.

]
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Nun wird das Analagon von 235-1 fiir spezielle Terme der Form zUj;, E etabliert:

235-2(Satz)
a) 0U;, 0=0.
b) 0U;, {0} ={0}.
¢) {0} U 0 = 0.
d) {0} Ui {0} = {{0}}.
e) x U, {0} = {x}.
£) “0 # x Ui, {0} 7 genau dann, wenn “x Menge” .
g) “x Ui, {0} =07 genau dann, wenn “x Unmenge”.

h) {0} Ui, E={{0}UX: X € FE}.

{{0}UX: X € E} 4-1(Def)

Beweis 235-2 a)

Via 220-12 gilt: 0U;p 0=0.
b)
Via 220-12 gilt: 0 Ui {0} = {0}.
c)
Via 220-12 gilt: {0} Usn 0 = 0.
d)
1: {0} Usn {0} P27 {0} s {0} =7 {{0}}.
2: Aus 1

folgt: {0} Usn {0} = {{0}}.
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Beweis 235-2 e)
1:

2: Aus 1
folgt:

)
1.1: Via 235-1 gilt:
1.2: Via 220-7 gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

g)
1.1: Via 235-1 gilt:
1.2: Via 220-7 gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

h)

Via 220-2(Def) gilt:

z U {0} 227 {0} Uz PZ {2,

2 Usn {0} = {z}.

(0 # {0} U ) < (x Menge).

2 U {0} = {0} U .

(0 # x U, {0}) < (x Menge).

({0} iU x = 0) & (z Unmenge).

2 U {0} = {0} U .

(x Uin {0} = 0) < (z Unmenge).

{0} Usa BE={{0}UN: A€ E}.
]



8 MENGENLEHRE #3235

235-3 Hier wird Ahnliches wie in 235-1,2 fiir spezielle Terme der Form E ,{J;, D
gezeigt. Die Beweis-Reihenfolge ist e) - £) -a) -b) -¢c) - g) - h) - d):

235-3(Satz)
a) 0,Uin 0=0.
b) 0nUin {0} =0.
c) {0} 5iUin 0 =0.
d) {0} nUin {0} = {0}.
e) F,iUin 0=0.
) 0,Uin D =0.
g) E Ui, {0} = E.

h) {O} niUin D - _D
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Beweis 235-3 e)

2: Aus Themal“a € F ;Ui 07

folgt via 220-6:

AV (QeE)AN(VT ) A(a=2UT).

3: Esgilt 2“... ¥ €0...”.
Via 0-19 gilt “¥ ¢ 0”.
Ex falso quodlibet folgt:

a € E niUin 0.

[0 ¢ E niUin 0.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

f)
1:

2: Aus 1
folgt:

a)

Via des bereits bewiesenen e) gilt:

b)

Via des bereits bewiesenen e) gilt:

c)

Via des bereits bewiesenen f) gilt:

Vo (Oé €eF nilJin 0) = (Oé ¢ E nilJin 0)

0 niU in D

E niUin 0 - 0
207 D U 02 0.
0 niUin .D - 0
O niUin 0 - 0

0 niUin {O} - 0

{O} niUin 0 - 0
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Beweis 235-3 g)

o € E nilUsa {0}

2: Aus Themal.l“a € E ,;U;, {0}
folgt via 220-6:
UV (Qe E)AN (Y e{0})A(a=QUT).

3: Aus 2“... 0 € {0}...7

folgt via 1-6: v = 0.

4: Aus2“...a=QUY” und
aus 3“¥ =0"
folgt: a=0QU0.

5: aZ2ouoiEiq.

6: Ausb“a=...=Q” und
aus 2“...Qe E...”
folgt: ac k.

Ergo Themal.1: Va: (a € E Ui {0}) = (e € E).

Konsequenz via 0-2(Def): Al| “E Ui, {0} C E”
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Beweis 235-3 g). ..

ae k.
2: Via 1-5 gilt: 0 € {0}.
3: Aus Themal.2“a € E7 und
aus 2“0 € {0}”
folgt via 220-6: aU0 € F 4Us, {0}
4: aZ="auo.
5: Aus4“a=...=aU0” und
aus 3“aU0 € E 3U;, {0}
fOlth a€Fl niYJin {0}
Ergo Themal.2: Va: (o € E) = (a € E Uiy {0}).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “E C E ,Us, {0}
2: Aus A1 gleich “FE ,;U;, {0} € E” und
aus A2 gleich “FE C F ,;U;, {0}7
folgt via GleichheitsAxiom: E .Uin {0} = E.
h)
1: {0} niUin D 22&77 D niUin {0} g:) D.
2: Aus 1
fOlgt: {O} niYin D= {0}
d)

Via des bereits bewiesenen f) gilt: {0} niUs, {0} = {0}.
O]
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235-4. Es gilt 0 € F ;U D genau dann, wenn 0 € EF und 0 € D:

235-4(Satz)
a) “0€ FE ,Usn D7 genau dann, wenn “0€ E,D”7.

b) “0¢ E Uiy D7 genau dann, wenn “0 ¢ E” oder “0 ¢ D”.
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Beweis 235-4 a) VS gleich 0€ F 3Uin D.

1: Aus VS gleich “0 € E ,;Us, D7
folgt via 220-6: IV (Qe E)yA(LeD)AN(0=QUV).

3.1

2: Aus 14...0=QUU”

folgt via 2-18:

: Aus 2“0 =0...”7 und

aus 1¢...Qe E...7

folgt:

3.2: Aus 2“... U =07 und

aus 1“...veD...”

folgt:

a) VS gleich

b)

1: Aus VS gleich “0 € E...” und

aus VS gleich “...0€...D”
folgt via 220-6:

2: Via 2-17 gilt:

3: Aus2“0U0 =07 und

aus 1“0U0 € F ;Ui D7
folgt:

: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

0ek

0eD

0€E,D.

0UO0 € E 4iUin D.
0uU0=0.

0ec F Uiy D.

2: Aus1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

4: Aus 3
folgt:

(0 € FEUin D)< (0 € E, D).

(0€ EUin D)< ((0€ E)A (0 € D)).

(=(0 € E 4iUin D)) < (=((0 € E) A (0 € D))).

(0 ¢ EniUin D) < ((0 ¢ E) V(0 ¢ D)).
[l
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Einiges iiber {x,...} mit 0 < .
ISZ fir x € £ C N.

Ersterstellung: 28/03/13 Letzte Anderung: 03/04/13
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236-1. Ergénzend zu 169-2 wird hier p € {z,...} im Fall 0 < x betrachtet:

15

236-1(Satz)
a) Aus “0<z”und “p € {z,...} " folgt “x <peN”.
b) Aus “x € N”und “p € {x,...}" folgt “x <peN”.

c) Aus “x <peN”folgt “p e {x,...}"”.

<-Notation.
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Beweis 236-1 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “...pe{z,...}”
folgt via 169-2:

2: Aus VS gleich “0 < z...” und
aus 1“z <p...”
folgt via 107-8:

3: Aus 2“0 < p” und
aus 1“...peZ”
folgt via 164-6:

4: Aus 1“z <p...” und
aus 3“p € N”
folgt:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “x e N...”
folgt via 164-6:

2: Aus 1“0 < 2”7 und
aus VS gleich “...p e {z,...}”

folgt via des bereits bewiesenen a):

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “...p e N”
folgt via 164-6:

2: Aus VS gleich “z <p...” und
aus 1“pe Z”
folgt via 169-2:

ZAHLENTHEORIE #236

0<z)A(ped{x,...}).

r<pel.

p e N

r<pelN

(x eN)A(p €{x,...}).

r<peN.

r<peN.

p € 2.

pe{x,...}.
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236-2. Im Fall £ C N und # € N nimmt - mit den dortigen Notationen - ISZ
die nunmehrige, mitunter einfacher als ISZ einsetzbare Form an:

236-2(Satz)
Es gelte:
—) x € ECN.
—) Va: (o€ FE)=(1+a€kFE).

Dann folgt “{z,...} CE”.

RECH-Notation.

Beweis 236-2

1.1: Aus ) “ze F...” und
aus ) “...F CN”
folgt via 0-4: r € N.

BELZNE.

2: Aus Themal.2“f € ZNE"”
folgt via 2-2: pek.

3: Aus2“p € E” und
aus =) “Va: (o€ E)=(1+a € E)”
folgt: 1+p5€k.

Ergo Themal.2: Al “VB: (BEZNE)= (1+p€E)”

2: Aus1.1“2z e N”
folgt via 164-6: x € 4.

3: Aus 2“x € Z” und
aus =) “x e B...7
folgt via 2-2: reZNk.

4: Aus3“x € ZNE” und
aus Al gleich “Vf: (€ ZNE)=(1+p€E)”
folgt via ISZ: {z,...} CE.
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236-3. Auch im Fall £ C Z und = € Z nimmt - mit den dortigen Notationen -
ISZ die nunmehrige, mitunter einfacher als ISZ einsetzbare Form an:

236-3(Satz)
Es gelte:

—) z € ECZ.

—) Va:(a€E)= (1+a€E).
Dann folgt “{x,...} CE”.

Beweis 236-3

1.1: Aus =) “zc F...”7 und

aus =) “...EF CZ”
folgt via 0-4: x € 4.
BEZNE.
2: Aus Themal.2“B € ZNE”
folgt via 2-2: geEkE.

3: Aus2“p e E” und
aus =) “Va: (€ E)= (1+a € E)”
folgt: 1+p8€klL.

Ergo Themal.2: Al| “VB: (fEZNE)= (1+p0€E)”

2: Aus 1.1“z € 7Z” und
aus =) “x e E...7
folgt via 2-2: reZNE.

3: Aus 2z € ZNE” und
aus Al gleich “V@: (F€ZNE)= (1+p€kE)”
folgt via ISZ: {z,...} CE.
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236-4. Mit der nun zu beweisenden Gleichung N = {0, ...} kann aus 236-2 eine
weitere Version des ISN gewonnen werden:

236-4(Satz)

N={0,...}.
Beweis 236-4
o €N.
2: Aus Themal.1“a € N”
folgt via 164-6: 0<ac’Z.
3: Aus 2“0< acZ”
folgt via 169-2: aeA{0,...}.
Ergo Themal. 1: Va: (aeN) = (ae{0,...}).
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “N CHo0,...}”
ae{0,...}.
2: Aus Themal.2“a € {0,...}”
folgt via 169-2: 0<aelZ.
3: Aus2“0< e’
folgt via 164-6: a € N.
Ergo Themal.2: Va: (a€d{0,...}) = (¢ € N).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “{0,...} CN”

2: Aus A1 gleich “N C {0,...}” und
aus A2 gleich “{0,...} CN”
folgt via GleicheitsAxiom: N={0,...}.
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236-5. Werden 236-2 und 236-4 geeignet kombiniert ergibt sich die nunmehrige,
vertraut scheinende Aussage:

236-5(Satz)
Es gelte:

—) 0e ECN.

—) Va:(a€eE)= (1+ackE).
Dann folgt “N C E”und “E =N".

RECH-Notation.

Beweis 236-5

1: Aus =) “0€ EFECN” und
aus =) “Va: (€ E)= (1+a € E)”
folgt via 236-2: {0,...} C E.

2: Aus 236-4“N = {0,...}" und
aus 1“{0,...} CE”

folgt: NCFE

3: Aus =) “...ECN” und
aus 2“N C E7

folgt via Gleicheits Axiom: E=N
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Einiges tiber {x,...,y}, {z,...}, {...,y}.
Aus n € N folgt n ={0,...,—1+n}.

Ersterstellung: 03/04/13 Letzte Anderung: 16/04/13
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237-1. Als Vorbereitung fiir Weiteres werden nun einige Aussagen iiber C und
{z,...,y} bewiesen. Interessanter Weise gelten Aussagen fgj) unabhingig da-
von, ob —a + x € S oder nicht. Ahnliches gilt fiir gi) beziiglich a 4 y und fiir j)
beziiglich b+ y:

237-1(Satz)
a) Aus “u<x”und “y<wv”folgt “{x,...,yt CHu,...,v}”.
b) Aus “u <z’ folgt “{x,...,y} C{u,...,y}”.
c) Aus “u <z’ folgt “{x,...} C{u,...}”.
d) Aus “y <v”folgt “{...,y} C{...,v}".
e) Aus “y <wv”folgt “{x,...,y} C{x,...,0}".
£) Aus “0 < a”folgt “{x,...,yt C{—a+uz,...,y}".
g) Aus “0 < a”folgt “{x,...,y} C{x,...,a+y}”.
h) Aus “0 <a”folgt “{z,...} C{—a+u=x,...}".
1) Aus “0<a”folgt “{...,y} <{...,a+y}”.

j) Aus “0 < a,b”folgt “{x,...,y} C{—a+=z,....,b+y}".

RECH. <-Notation.
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Beweis 237-1 a) VS gleich (u<z)A(y <v).
ae{z,... .y}
2: Aus Themal“a € {z,...,y}”
folgt via 169-2: (eZ)N(x < a<y).
3.1: Aus VS gleich “u < zx...” und
aus 2“. .. x < w...”
folgt via 107-8: u < .

3.2: Aus2“...a<y” und
aus VS gleich “...y <wv”
folgt via 107-8: a<wv.

4: Aus2“a€Z...”,
aus 3.1%u < a” und
aus 3.2“a <wv”

folgt via 169-2: a€{u,...,v}.
Ergo Themal: Va: (ae{x,...,y}) = (e € {u,...,v}).
Konsequenz via 0-2(Def): {z,...,y} TH{u,...,v}.
b) VS gleich u<uw.
a€ {z,... .y}
2: Aus Themal“a € {z,...,y}”
folgt via 169-2: (€eZ)N(x <a<y).
3: Aus VS gleich “u < z” und
aus 2“. .. x < a...”
folgt via 107-8: u < .

4: Aus2“a€Z...”,
aus 3“u < «a” und
aus 2“...a<y”
folgt via 169-2: a€{u,...,y}

Ergo Themal: Va:(aef{x,...,y}) = (@ €{u,...,y}).
Konsequenz via 0-2(Def): {z,...,y} TH{u,...,y}.
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Beweis 237-1 c¢) VS gleich u<uw.

o€z, }.

2: Aus Themal“a € {z,...}”
folgt via 169-2: (0 €Z)A(x < a).

3: Aus VS gleich “u < z” und
aus 2“...x < a”
folgt via 107-8: u < a.

4: Aus2“a € Z...” und
aus 3“u < a”
folgt via 169-2: a€{u,...}.

Ergo Themal: Va: (ae{z,...}) = (a € {u,...}).
Konsequenz via 0-2(Def): {z,...} T {u,...}.
d) VS gleich y <.

ae{..y}

2: Aus Themal“a € {...,y}”
folgt via 169-2: (€ Z) A (o < ).

3: Aus2“...a<y” und
aus VS gleich “y <wv”

folgt via 107-8: a <.
4: Aus2“a € Z...” und
aus 3“a <v”
folgt via 169-2: aec{..,v}
Ergo Themal: Va:(ae{ .. ,y}) = (ae{...,v}).

Konsequenz via 0-2(Def): {...,y} C{...,v}
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Beweis 237-1 e) VS gleich

folgt via 169-2:

3: Aus2“...a<y” und
aus VS gleich “y <wv”
folgt via 107-8:

4: Aus2“a €eZ...”,
aus 2“...x < «...” und
aus 3“a <v”
folgt via 169-2:

2: Aus Themal“a € {xz,...,y}”

ae{zr,...,y}.

(eZ)N(x < a<y).

ae{zr,...,v}.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
f) VS gleich

Va:(aef{z,...,y}) = (e €{zx,...,v}).

{z,...;y} TH{z,... v}
0<a.

1: Es gilt: (x = +00) V (z # +00).
Fallunterscheidung‘
© = oo
2.1 {z,.. .y} "B oo,y 280,

2.2: Via 0-18 gilt:

folgt:

3: Aus2.1%{x,...,y}t=...

aus 2.2“0 C{—-a+uxz,...,y}”

0C{-a+z,...,y}
=0" und

{z,...,yt C{-a+az,...,y}.
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Beweis 237-1 ) ...

’Fallunterscheidung‘

1.2.Fall x # 4o0.
s (o )
3: Aus Thema2“p € {x,...,y}”
folgt via 169-2: (BeZ)N(x<B<Ly).
4: Aus 3“...x <pB...7
folgt via 107-3: x €S.

5: Aus 1.2.Fall“z # +o00”,
aus 4“x € S” und
aus VS gleich “0 < a”
folgt via 165-2: r—a<z.

6: Via FS—+ gilt: —a+x=2x—a.

7: Aus6“—a+x=2z—a” und
aus b“r—a < zx”
folgt: —a+x <.

8: Aus7“—a+x <z” und
aus 3“...x < fB...7
folgt via 107-8: —a+x<p.

9: Aus3“peZ...”,
aus 8“—a+x < 7 und
aus 3“...0<y”

folgt via 169-2: Be{-a+uz,...,y}
Ergo Thema2: VB:(BE{r,....,y}) = (BeE{-a+=z,...,y}).
Konsequenz via 0-2(Def): {z,...,y} C{-a+z,...,y}.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: {z,...,y} C{—-a+ =z, ..., y}.
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Beweis 237-1 g) VS gleich

1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall

{z.....y}
: Via 0-18 gilt:

: Aus 2.14{x,...,y} =...=0" und
aus 2.2“0 C {x,...a+y}”
folgt:

{zy...,—
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Beweis 237-1 g) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

ZAHLENTHEORIE #237

0<a.

y # —oo.

3: Aus Thema2“p € {x,...,y}”

4: Aus 3“...6<y”
folgt via 107-3:

5: Aus 1.2.Fall“y # —o0”,
aus 4“y € S” und
aus VS gleich “0 < a”
folgt via 165-2:

7: Aus5“y<y+a” und
aus 6“y+a=a+y”
folgt:

8: Aus 3“...6<y” und
aus 7y < a+y” folgt via 107-8:

9: Aus3“peZ...”,
aus 3“...x < f...”7 und
aus 8“f<a+y”

se fa....

folgt via 169-2: (BeZ)N(x<B<Ly).

y<y+a.
6: Via FSA gilt: y+a=a+y.

y<a-+y.

B<a+y.

folgt via 169-2: Be{x,...,a+y}.

Konsequenz via 0-2(Def): {z,...

Ergo Thema2: VB:(Be{r,....,y}) = Be{zr,...,a+y}).

yr Sz, aty)

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Syt CH{a,. . ,a+y}
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Beweis 237-1 h) VS gleich 0<a.
1: Aus VS gleich “0 < a”
folgt via des bereits bewiesen f): {z,..., 40} C{—-a+=x,...,+o0}.
_ 1 _
2: {z,. . } % (o, 400} C{—a+umz, ..., +oo} P {—atua, . .}
3: Aus 2
folgt: {z,..}C{-a+u=x,.. .}
i) VS gleich 0<a.
1: Aus VS gleich “0 <a”
folgt via des bereits bewiesen g): {=00,...,y} C{—00,...,a+y}.
1698 ! 169-8
2: {..,y} ="{—00,...;y C{—00,...,a+y} ="{..,a+y}.
3: Aus 2
folgt: {.ytCH{ . ..,a+y}
j) VS gleich 0<a,b.

1: Aus VS gleich “0<a...”
folgt via des bereits bewiesenen f): {z,...,y} C{—a+=z, ...y}

2: Aus VS gleich “0 < ...b"
folgt via des bereits bewiesenen g):
{-a+z,.. ...y} C{-a+uz,....,b+y}

3: Aus 1“{x,...,y} C{—a+=x,...,y}” und
aus 2“{—a+uz,...,y} C{—-a+zx,...,0+y}”
folgt via 0-6: {z,...,y} C{—a+=x, ..., 0+y}
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237-2. Nun wird der Frage nachgegangen, wann = € {z,...,y}, z € {z,...} und
ye{r,...,yt,ye{ .., y} gt

237-2(Satz)
a) “axe{z,...,y}” genau dann, wenn “‘Z>x <y”.
b) “z e {x,...}” genau dann, wenn “x € Z”.
c) “ye{x,...,y} " genau dann, wenn “x <y € L”.

d “‘yed{...,y} " genau dann, wenn “y € 7Z”.

<-Notation.
Beweis 237-2 a) VS gleich re{zr,...,y}.
Aus VS gleich “x € {z,...,y}”
folgt via 169-2: (z € Z) A (z <y).
a) VS gleich (x € Z) N (z < y).
1: Aus VS gleich “x € Z...”
folgt via 164-5: x €S.
2: Aus 1“2z € 8S”
folgt via 107-5: z < .

3: Aus VS gleich “z € Z...”,
aus 2“2 < 2”7 und
aus VS gleich “...x <y”
folgt via 169-2: re{r,...,y}.
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Beweis 237-2 b) VS gleich

Aus VS gleich “x € {x,...}”
folgt via 169-2:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “xz € Z”
folgt via 164-5:

2: Aus 1“2z € S”
folgt via 107-5:

3: Aus VS gleich “z € Z” und
aus 2“x < zx”
folgt via 169-2:

c) VS gleich

Aus VS gleich “y € {z,...,y}”
folgt via 169-2:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “ye Z...”
folgt via 164-5:

2: Aus 14y e S”
folgt via 107-5:

3: Aus VS gleich “yeZ...”,
aus VS gleich “...x <y” und
aus 2“y <y’
folgt via 169-2:

31

re{x,...}.

r €.

r € 7.

x € S.

<z
re{z,...}
ye{zr,...,y}
€Z)N(x <y).
(e Az <y).
yEeS

y<y.
yed{zr,...,y}
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Beweis 237-2 d) VS gleich

Aus VS gleich “y e {... y}”
folgt via 169-2:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “y € Z”
folgt via 164-5:

2: Aus 1y e S”
folgt via 107-5:

3: Aus VS gleich “y € Z” und
aus 2¢Ly S y77
folgt via 169-2:

ZAHLENTHEORIE #237

yed{. . .,y}

Yy € 2.
Yy € 2.
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237-3. Aus x <m € Z folgt {x,...,—1+m}U{m}={x,...,m}:

33

237-3(Satz)
a) Aus “m e Z” folgt “{x,...,m} C{z,....,—1+m}uU{m}”.

b) Aus ‘@ <m e Z”folgt “{x,...,—1+m}uU{m}={zx,...,m}”.

RECH. <-Notation.
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Beweis 237-3 a) VS gleich

ZAHLENTHEORIE #237

m € 7.

2: Aus Themal“a € {z,...,
folgt via 169-2:

3: Aus2“...a<m”
folgt via 41-5:

’Fallunterscheidung‘

ae{zr,...,m}.

m}”
(€Z)N(xr <a<m).

(a<m)V (x

4: Aus2“a€Z...”,

aus 3.1.Fall“a <
folgt via LSZ:

: Aus 2 €Z...7,
aus 2“... .z < ...
aus 4“a < —-1+m?”
folgt via 169-2:

2

folgt via 2-2:

aus VS gleich “m € Z” und

: Aus5¢ae{x,...,—1+m}”

a < m.

m”
a<—1+m.

und

a€{z,...,—1+m}.

ac{zr,...,—1+m}U{m}.

4: Aus2“a€Z...”

aus 4“a Menge”
folgt via 1-6:

: Aus5“a € {m}”
folgt via 2-2:

folgt via ElementAxiom:

: Aus 3.2.Fall“a =m" und

o Menge.

a € {m}.

ac{zr,...,—1+m}U{m}.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

ac{zr,...,—1+m}uU{m}.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(ae{z,....m})= (o€ {z,...,—1+m}U{m}).

{z,....m} C{z,... = 1+m}uU{m}.
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Beweis 237-3 b) VS gleich

1.1:

Aus VS gleich “...m € Z” und
aus <schola“0 < 1”
folgt via 166-2:

: Aus VS gleich “x <m € Z”

35

z<mée€ 7.

folgt via 237-2: m e {x,...,m}.
: Aus VS gleich “...m € Z”

folgt via des bereits bewiesenen a):

{z,...,m} C{z,...,—1+m}uU{m}.

: Via FS—+ gilt: —14+m=m-—1.
Aus1.2“me {x,...,m}”

folgt via 1-8: {m} CA{xz,...,m}.
tAus2.1“-14+m=m—1" und

aus 1.1“m—-1<m?”

folgt: —1+m<m.
:Aus 3“—14+m<m”

folgt via 237-1: {z,...,—14+m} C{z,...,m}.
: Aus 4“{z,...,—14+m} C{z,...,m}” und

aus 2.2“{m} C {x,...,m}”

folgt via 2-12: {z,...,—14+m}U{m} C{z,...,m}.
c Aus 5{x,...,—1+m}tu{m} C{z,...,m}” und

aus 1.3“{z,....,m} C{x,...,—1+m}uU{m}”

folgt via GleichheitsAxiom: {z,...,—14+m}uU{m} ={z,...,m}.
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237-4. Auch die vorliegenden Resultate wollen erst bewiesen und dann verwendet

werden:

237-4(Satz)
Es gelte:
—) x Zahl.
Dann folgt:
a) —-1+(1+2z) ==z

b) 1+ (-1+2z)=u=z.

RECH-Notation.

Beweis 237-4 a)

Aus €schola“1 € C” und
aus —) “x Zahl”
folgt via 160-3:

b)

Aus ¢schola“1 € C” und
aus —) “a Zahl”
folgt via 160-3:

-1+ (1+2z) ==

1+ (-1+2x)=u
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237-5. Die nun eingefithrte parameterfreie Klasse 237.0() entpuppt sich in 237-6

als N:

237-5(Definition)

237.0() ={w: (weN)A(w={0,..., -1 +w})}.

RECH-Notation.
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237-6. Nach einige Vorbereitungen wird n = {0,...,—1 4+ n} und 1 +n =
{0,...,n} fur n € N bewiesen:

237-6(Satz)

a) ‘pe{w:(weN)A(w={0,...,—14+w})}”
genau dann, wenn “p € N”und “p=1{0,...,—1+p}”.

b) {w:(weN)A(w={0,...,-1+w})} CN.
c) De{w: (weN)A(w=H{0,...,-14+w})}.

d) Va:(aef{w: (weN)A(w={0,...,—1+w})})
= (14+ac{w: (weN)A(w={0,...,—14+w})}).

e) {w: (weN)A(w={0,...,—1+w})}=N.
£) Aus “n € N”folgt “n={0,...,—1+n}".

g) Aus “n e N”folgt “1+n=1{0,...,n}”.

{w:(weN)A(w=A{0,...,—1+w})} 237-5(Def)

RECH-Notation.

Beweis 237-6 a) VS gleich pe{w:(weN)A(w={0,...,—1+w})}.
Aus VS gleich “pe{w: (weN)A (w={0,...,—1+w})}”
folgt: (peN)A(p=1{0,...,—1+p}).
a) VS gleich peN)A(p={0,...,—1+p}).
1: Aus VS gleich “pe N...”
folgt via Element Axiom: p Menge.

2: Aus 2“p Menge” und
aus VS gleich “(p e N)A(p={0,...,—1+p})”
folgt: pef{w:(weN)A(w={0,...,—1+wh}.
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Beweis 237-6 b)
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ac€{w: (weN)A(w=A{0,...,—1+w}}.
Aus Themal“a € {w: (weN)A (w={0,...,—1+w})}”

folgt via des bereits bewiesenen a):

a e N,

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def): {w:(weN)A(w=A{0,...,-1+w})} CN.
c)
1.1: Via +schola gilt: —-14+0=-1.
1.2: Via <schola gilt: -1 <0.
2: Aus 1.2“-1<0”
folgt via 169-7: {0,...,—1} =0.
3: 02{0,...,—1} ={0,...,—1+0}
4: Aus 159-10“0 € N” und
aus 3“0=...={0,...,—1+0}”

folgt via des bereits bewiesenen a):

0e{w: (weN)A

Va: (a € {w: (weN)A (w={0,..

L—14+wh}) = (e eN).

(w=10,...,~1+wh}.
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Beweis 237-6 d)

ZAHLENTHEORIE #237

: Aus 2.1“a e N”

folgt via ANAxiom:

: Aus 2.1“a € N”

folgt via 164-6:

: Aus 3.1%q Zahl”

folgt via 237-4:

: Aus 3.4“0< e Z”

folgt via 237-3: {0,.

ac{w: (weN)A(w=A{0,...,—1+w})}.
2.1: Aus Themal“a € {w: (weN)A(w={0,..., -1+ w})}”
folgt via des bereits bewiesenen a): a € N.
: Aus Themal“a € {w: (weN)A(w={0,...,—14+w})}”
folgt via des bereits bewiesenen a):

a={0,...,—1+a}.

: Aus 2.1“a € N7
folgt via 159-11: a Zahl.

: Aus 2.1“a e N”
folgt via 159-10: l+aeN.

l+a={a}Ua.

0< el

—1+(1+a)=a

o, —1+atuU{a}=A0,...,a}.

l+aZ{a}Ua

KGU

= aU{a}
2.2
={0,...,—14+a}U{a}
2700,...,0}
200, —1+(1+a)}
6: Aus 3.2“14+a € N” und
aus 5l +a=...={0,..., -1+ (1+a)}”

folgt via des bereits bewiesenen a):
l+ac{w:(weN)A(w={0,...,—1+w})}.
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Beweis 237-6 4) ...

Ergo Themal:
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Va:(ae{w: (weN)A(w={0,...,—1+w})})
= (l4+ac{w: (wWeN)A(w={0,...,—1+w})}).
e)
Ausc)“0e{w: (weN)A(w={0,...,—-14+w})}",
aus b) “{w: (weN)A (w={0,...,—1+w})} CN"und
aus d) “Va: (ae{w: (weN)A(w={0,...,—14+w})})
= (1l+ac{w: (wWeN)A(w=A{0,...,-14+w})})”
folgt via 236-5:
{fw:(weN)A(w=A{0,...,—1+w})} =N.
f) VS gleich n € N.
1: Aus VS gleich “n € N7 und
aus e) “{w: (weN)A (w={0,...,—1+w})} =N
folgt: nef{w:(weN)A(w={0,...,-1+w})}.
2: Aust“nef{w: (wWeN)A(w={0,...,—1+w})}”
folgt via des bereits bewiesenen a): n=A{0,...,—1+n}.
g) VS gleich n € N.
1.1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 159-11: n Zahl.
1.2: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 159-10: 1+nelN
2.1: Aus 1.1%n Zahl”
folgt via 237-4: -1+ (1+n)=n.
2.2: Aus1.2“1+neN”
folgt via des bereits bewiesenen f): 14n={0,...,—1+(1+n)}.

3: Aus2.2“1+n={0,...,—14+(14+n)}”

aus 2.1“—1+ (14+n)=n"
folgt:

und

1+n={0,...,n}.
[
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237-7. Falls n,m € Nmit n < m, dannn € 1 + m. Falls n € Nund x € 1 4+ n,
dann x € Nund « <n:

237-7(Satz)
a) Aus “n,m € N7und “n <m7” folgt “nel+m?”.

b) Aus “n € N7und “x € 1+ n”folgt “x € N”und “x <n”.

<-Notation.
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Beweis 237-7 a) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “n... e N”
folgt via 164-6:

1.2: Aus VS gleich “...m e N...”
folgt via 237-6:

2: Aus1.1“..neZ”,
aus 1.1“0<n...” und
aus VS gleich “...n <m”
folgt via 169-2:

3: Aus 2“n € {0,...,m}” und
aus 1.2“1+m ={0,...,m}”
folgt:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via 237-6:

2: Aus VS gleich “...x € 14+n” und
aus 1“14+n={0,...,n}”
folgt:

3: Aus 2“2 € {0,...,n}”
folgt via 169-2:

4.1: Aus 3

folgt:

4.2: Aus3“z € Z...” und
aus 3“...0<x...”

folgt via 164-6:

43

(n,m e N)A (n<m).

0<neZ.

1+m={0,...,m}.

n € {0,...,m}.

nel+m.

(neN)A(z €1+n).

14+n={0,...,n}.

ze€{0,...,n}.

(x €eZ)N(0<z<mn).

zeN
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Ungeordnete Tupel: Vereinigung.
{p,q} = {r} mit Mengen p,q.
(tU)\ 2= (@\2) Uy 2).
Einiges tiber ({p} Uz) \ {q¢}.

Ersterstellung: 05/04/13 Letzte Anderung: 15/04/13
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238-1. Erginzend zu den Betrachtungen von 209 wird hier der die binére Verei-
nigung von ungeordneten Tupeln, deren Definition auf Klassen-Sequenzen beruht,
durch eine allgemeine Regel festgelegt. Offenbar erweitert diese allgemeine Regel
bekannte Aussagen iiber die Vereinigung geordneter Paare, so dass eine spezielle
Erwéhnung dieser bereits behandelten Fille nicht erforderlich ist:

Ungeordnete Tupel: bindre Vereinigung

Ist “#” eine Klassen-Sequenz und ist “@” eine Klassen-Sequenz,

so gilt {#} U {@} = {#, @}
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238-2. Falls p, ¢ Mengen sind und falls {p, g} = {r} gilt, so folgt p = ¢ = r und
r ist eine Menge:

238-2(Satz)
Es gelte:
—) p,q Menge.
= {p,q} ={r}.
Dann folgt:

a) r Menge.

b) p=q=r=p.

Beweis 238-2

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

4.a):

4.b):

Aus =) “p... Menge”
folgt via 4-9:

Aus =) “...q Menge”
folgt via 4-9:

Aus 1.1“p € {p,q}” und

aus =) “{p,q} = {r}”
folgt:

Aus 1.2%g € {p,q}” und

aus =) “{p,q} = {r}”
folgt:

Aus 2.1“p e {r}”
folgt via 1-6:

Aus 2.2%q € {r}”
folgt via 1-6:

Aus 3.1

folgt:

Aus 3.1“p=r...”7 und
aus 3.2“q=r"

folgt:

p€{p,q}-

q € {p,q}-

pe{r}

qe{r}

(p =7) A (r Menge).

q=r
r Menge
p:q:’]":
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238-3. Falls ¢ # p, dann ({p} U x) \ {¢} = {p} U (z \ {q}). Aus ¢ = p folgt
{p} Ux)\ {¢} = =\ {¢q}. Im Speziellen gilt die auch anderwertig verfiighare

Formel ({p} Uz)\ {p} =2\ {p}:

238-3(Satz)

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

(zUy)\z=(z\2)U(y\2)

Aus “q 7 p” folgt “{p} \{q} = {p} " und “{q} \{p} ={a}".
Aus “q #p” folgt “({p} Ux) \{q¢} = {p} U (z\ {q})”.

Aus “q # p” folgt “({q} V) \ {p} ={q} U (@ \ {p})".

Aus “q =p” folgt “{p} \{q} = 0"und “{q} \ {p} =0".
Aus “q=p” folgt “({p} Ux)\{q} =\ {qa}".

Aus “q=p” folgt “({q} V) \ {p} =2\ {p}”.

{pyuz)\ {p} =2\ {p}.

Beweis 238-3 a)

1:

2: Aus 1
folgt:

(xUy)\ =
=% (zUy) N 2C
PEY (220 U (yn 29)
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Beweis 238-3 b) VS gleich

1.1: Via 5-5 gilt:

MENGENLEHRE #3238

q#Dp.
{r} \{a} € {p}

2: Aus Themal.2“a € {p}”
folgt via 1-6:

3: Aus2“a=p” und
aus VS gleich “q # p”
folgt:

4: Aus 3“a#q”
folgt via 1-7:
5: Aus Themal.2“a € {p}” und

aus 4“a ¢ {q}”
folgt via 5-3:

o € {p}.

a =p.

a #q.

a ¢ {q}.

a € {p} \{q}.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € {p}) = (a € {p} \ {g}).
At “{p} C{p}\ {a}”

1.3: Via 5-5 gilt: {g} \ {pr} € {q}.
Themal.4 a € {q}.

2: Aus Themal.4“a € {q}”

folgt via 1-6: oa=q.
3: Aus2“a=¢” und

aus VS gleich “q # p”

folgt: a #p.
4: Aus 3“a#p”

folgt via 1-7: a ¢ {p}.
5: Aus Themal.4“a € {¢}” und

aus 4“a ¢ {p}”

folgt via 5-3: ofq} \ {p}-

Ergo Themal . 4:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vo (a € {q}) = (o € {qg} \ {p}).
A2 “{q} S {q} \ {p}”
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Beweis 238-3 b) VS gleich

2.1: Aus 1.14{p} \ {¢} € {p}” und
aus A1 gleich “{p} € {p}\ {q}”

folgt via Gleichheits Axiom:

2.2: Aus 1.3“{q} \ {p} € {¢q}” und
aus A2 gleich “{q} C {q} \ {p}~

folgt via Gleichheits Axiom:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “q # p”
folgt via des bereits bewiesenen b):

49

q#Dp.

{p}\{a} = {p}

{a3\ {p} ={a}

q # p-

{r} \{a} = {p}

2: ({prua)\ {g} 2 ({p} \ {ah U@\ {a}) = {pHU =\ {a}).

3: Aus 2
folgt:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “q # p”
folgt:

2: Aus 1“p #¢q”
folgt via des bereits bewiesenen c):

{ptUx)\{q} ={p} U (z\{q}).
q # p-

PF#q.

{at uz)\{p} ={at U (@ \ {q}).
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Beweis 238-3 e) VS gleich

MENGENLEHRE #3238

q=p.

2: Aus Themal.l“a € {p}\ {q}”
folgt via 5-3:

3: Aus 2“a e {p}...” und
aus VS gleich “q=p”
folgt:

4: Esgilt 3“a € {q} 7.

Esgilt 2“...a ¢ {q} 7.
Ex falso quodlibet folgt:

a € {p}\{dq}-

(€ {p}) A (a ¢ {q}).

a € {q}.

a ¢ {p}\{q}.

Ergo Themal.1:

Va: (e {pt\{a}) = (@ € {p} \{d}):

Konsequenz via 0-19: {p}\{¢} =0
o € {g}\ {p}.

2: Aus Themal.2“a € {q¢} \ {p}”
folgt via 5-3: (v € {q}) N (a & {p}).

3: Aus2“a e {¢}...” und
aus VS gleich “q =p”
folgt: a € {p}.

4: Esgilt 3“a € {p}”.
Es gilt 2“...a ¢ {p}”.
Ex falso quodlibet folgt: a ¢ {q}\ {pr}

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-19:

Va: (e {g}\{p}) = (a ¢ {g} \ {p})-

{3\ {p} =0
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Beweis 238-3 £) VS gleich

1: Aus VS gleich “g =p”

folgt via des bereits bewiesenen e):

q=p.

{r}\{q} =0.

2: ({prue)\ {a} 2 {3\ {ah) U@\ {a}) 20U @\ {a}) *=" 2\ {a}.

3: Aus 2
folgt:

g) VS gleich

1: Aus VS gleich “g=p”
folgt:

2: Aus1“p=gq"

folgt via des bereits bewiesenen f):

h)

Aus “p — p77
folgt via des bereits bewiesenen f):

{pyuz)\{q¢} =2\ {q}.

{gp uz)\ {p} =2\ {p}.

{pyuz)\{p} =2\ {p}.
0
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2=1{0,1}. 3=1{0,1,2}. 4 = {0,1,2,3}. 5= {0,1,2,3,4}. 6 = {0,1,2,3,4,5}.
7=10,1,2,3,4,5,6}. 8 = {0,1,2,3,4,5,6,7}. 9 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
ten = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
Aus n € N folgt n = (1+n)\ {n}.

Ersterstellung: 05/04/13 Letzte Anderung: 15/04/13
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239-1. Bei den hier aufgelisteten Eigenschaften von 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, ten kommen
bei den Beweisen ab 3 ohne explizites Zitieren Manipulations-Regeln ungeordne-
ter Paare zum Einsatz:

239-1(Satz)

a) 2=1{0,1}.

b) 3=1{0,1,2}.

¢) 4=1{0,1,2,3}.

e) 5=1{0,1,2,3,4}.

£) 6=1{0,1,2,3,4,5}.

g) 7=1{0,1,2,3,4,5,6}.
h) 8=1{0,1,2,3,4,5,6,7}.

i) 9=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8}.

j) ten = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

Beweis 239-1

RECH-Notation.

a)

2: 2

1: Aus éschola“]1 € N”

folgt via ANAxiom:

fecholay 4 1 L yut’?

3: Aus 2

folgt:

1+1={1}Ul.

5—1(Def

P01y u {0} *E€Y oy u 1) *2 0,13

2= {0,1}.
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Beweis 239-1 b)

1: Aus €schola“2 € N”
folgt via ANAxiom: 1+2={2}U2

2: gsolay oL oy U2 ou o) 20,1} U {2} = {0,1,2}.
3: Aus 2
folgt: 3=140,1,2}.
c)
1: Aus €schola“3 € N”
folgt via ANAxiom: 1+3={3}uU3.
2: gscholay 32 iy 3 KEY 3 531 2r0 1,20 U {3 = {0,1,2,3).
3: Aus 2
folgt: 4=140,1,2,3}.
d)
1: Aus €schola“4 € N”
folgt via ANAxiom: 1+4={4} U4
2: 5l g2 g XY 4y £40,1,2,3) U {4} = {0,1,2,3,4}.
3: Aus 2
folgt: 5=1{0,1,2,3,4}.
e)
1: Aus €schola“j € N”
folgt via ANAxiom: 1+5={5}Ub.
2: 672 5L 51055 5u05) 2 0,1,2,3,4U{5) = {0,1,2,3,4,5).
3: Aus 2
folgt: 6 =1{0,1,2,3,4,5}.
f)
1: Aus €schola“6 € N”
folgt via ANAxiom: 14+6={6}U6.
2: 7ol 6L 61 U6 SV 6u {6 2 {0,1,2,3,4,5} U {6}
= {0,1,2,3,4,5,6}.
3: Aus 2

folgt: 7=1{0,1,2,3,4,5,6}.
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Beweis 239-1 g)

1: Aus €schola“7 ¢ N”

folgt via ANAxiom: 1+7={7}uUT.
2: gtskolay 4 72 7 ¥ 707y 240,1,2,3,4,5,6) U {7}
={0,1,2,3,4,5,6,7}.
3: Aus 2
folgt: 8 =1{0,1,2,3,4,5,6,7}.
h)
1: Aus €schola“8 € N”
folgt via ANAxiom: 14+8={8}Us.
2: g schola g 4 g2 gy U KEY s (8} £ {0,1,2,3,4,5,6,7) U {8}
=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
3: Aus 2
folgt: 9=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
i)
1: Aus €schola“9 € N”
folgt via ANAxiom: 1+9={9}uo.
2: ten P21 4 9 L 11 y9 Y9y [0V 2 {0,1,2,3,4,5,6,7,8} U {9}
— {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.
3: Aus 2
folgt: ten = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

]
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239-2. Die mit Hilfe der allgemeinen Regeln zur Manipulation ungeordneter
Tupel gewonnenen Aussagen von 239-1 haben unter anderem die nunmehri-
gen, weitreichenden Konsequenzen. Ab sofort werden die allgemeinen Regeln
zur Manipulation ungeordneter Tupel ohne weiteren Kommentar auf Singeltons
und ungeordnete Paare angewendet, so dass unter anderem kommentarlos aus
“x € {0,1}” die Aussage “x = 0" oder “x = 1” folgt:

239-2(Satz)
a) ~(Ja: (e € N)A(a<0)).
b) “xz e N7und “x < 17”genau dann, wenn “x =0".
c) “zeN’"und “xz < 2”genau dann, wenn “x = 0"oder “x =1".

d) “zeN7und “x < 3”7 genau dann, wenn
“=0"oder “x=1"oder “z=27.

e) “x e N7und “x <47 genau dann, wenn
“v=0"oder “x =1"oder “x=2"
oder “xz =3".

f) ‘e N7und “x < 5”genau dann, wenn
“=0"oder “x=1"oder “x =2"
oder “x =37 oder “x =4".

g) “zeN"und “x < 6”genau dann, wenn
“=0"o0der “x=1"oder “x =2"
oder “x =3"oder “x =4"oder “x =5".

h) “ax e N7und “x <77 genau dann, wenn
“=0"oder “x=1"oder “x =2"
oder “x =3"oder “x =4"oder “x =15"
oder “x=06".

<-Notation.
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239-2(Satz)

i) “z e N"und “x < 8”genau dann, wenn
“r=0"oder “x=1"o0der “z =2"
oder “x = 3" oder “rx =4"oder “x=>5"
oder “x =6"oder “x="T".

j) “zeN7und “x <97 genau dann, wenn
“e=0"oder “v=1"oder “x =2"
oder “x =3"oder “x =4"oder “x =25"
oder “x =6"oder “x ="T7"oder “x =8".

k) “xeN’und “x < ten” genau dann, wenn
“v=0"oder “x =1"oder “x=2"
oder “x =37 oder “z =4"oder “x =15"
oder “x =6"oder “xz =7"oder “x =8"
oder “x=9".

<-Notation.

Beweis 239-2 a)

1: Es gilt: (Fa: (e eN)A(a<0))V(~FBa: (aeN)A(a<0))).

’ wiFallunterscheidung ‘

Ja: (@ e N) A (a <0).

2: Aus1.1.Fall“...a e N...”,
aus €schola“0 € N” und
aus 1.1.Fall“...a<(0”
folgt via 197-5: a €.

3: Esgilt 2“a € 0”.
Via 0-19 gilt “a ¢ 07
Ex falso quodlibet folgt: —(Fa: (@ € N)A (a <0)).

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
—(Fa: (e € N)A (a <0)).




o8

Beweis 239-2 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € N...”,
aus €schola“1 € N” und
aus VS gleich “...x <17
folgt via 197-5:

2: Aus 1“2z €1” und
aus 95-1(Def)“1 = {0}”
folgt:

3: Aus 2“z € {0}”
folgt:

VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x =07 und
aus €schola“0 € N”

folgt:

1.2: Aus VS gleich “x =07 und
aus <schola“0 < 1”

folgt:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “z € N...” |
aus €schola“2 € N” und
aus VS gleich “...z <27
folgt via 197-5:

2: Aus 1“2z €2” und
aus 239-1“2 = {0, 1}”
folgt:

3: Aus 2“z € {0,1}”
folgt:

ZAHLENTHEORIE #239

(x e N)A(x <1).

r €l

z €N

r<l1

(x e N)A (x < 2).

T E 2.
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Beweis 239-2 ¢) VS gleich

1: Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

2: Aus1.1.Fall“z=0"
folgt via des bereits bewiesenen b):

3: Aus2“...2<1” und
aus <schola“1 < 2”
folgt via 107-8:

4: Aus1“zeN...” und
aus 3“x < 27
folgt:

T < 2.

(x eN)A(z <2).

2.1: Aus1.2.Fall“z =1" und
aus €schola“1 € N”
folgt:
2.2: Aus1.2.Fall“z =1"und
aus <schola“1 < 2”
folgt:
3: Aus 2.1 und

aus 2.2
folgt:

z € N.

T < 2.

(x eN)A(z < 2).

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“3 € N” und
aus VS gleich “...z < 37
folgt via 197-5:

2: Aus 1“2z € 3”7 und
aus 239-143 = {0,1,2}”
folgt:

3: Aus 2“x € {0,1,2}”

folgt: (x

(x e N)A(x < 2).

(x e N) A (z < 3).

T € 3.
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Beweis 239-2 d) VS gleich

1: Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

ZAHLENTHEORIE #239

2: Aus1.1.Fall“(z=0)V (z=1)"

3: Aus2“...2<2” und
aus <schola“2 < 3”
folgt via 107-8:

4: Aus1“zeN...” und
aus 3“x < 37
folgt:

folgt via des bereits bewiesenen c):

T < 3.

(x e N) A (z < 3).

2.1: Aus1.2.Fall“x = 2" und
aus €schola“2 ¢ N”
folgt:

2.2: Aus 1.2.Fall“x = 2" und
aus <schola“2 < 3”
folgt:

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

z € N.

T < 3.

(x e N) A (z < 3).

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

e) VS gleich

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“4 € N” und
aus VS gleich “...z <47
folgt via 197-5:

2: Aus 1z €4” und
aus 239-1“4 = {0,1,2,3}”
folgt:

3: Aus 2“2 €{0,1,2,3}”

folgt: (x

(x e N) A (x < 3).

(x e N) A (x < 4).

T € 4.

z € {0,1,2,3}.
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Beweis 239-2 e) VS gleich (x=0)V(z=1)V(x=2)V(z=23)
1: Nach VS gilt: (z=0)V(z=1)V(x=2)V(r=3)
Fallunterscheidung‘
(2=0)V(@=1)V (=2

2: Aus1.1.Fall“(z=0)V(z=1)V (z=2)
folgt via des bereits bewiesenen d):
3: Aus 2“...2 <37 und

aus <schola“3 < 4”
folgt via 107-8:

4: Aus1“zeN...” und
aus 3“x < 4”7
folgt:

T < 4.

(x e N) A (xz < 4).

2.1: Aus1.2.Fall“z = 3" und
aus €schola“3 € N”
folgt:

Aus 1.2.Fall“xz = 3” und
aus <schola“3 < 4”
folgt:

2.2:

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

z € N.

r < 4.

(x e N)A (z < 4).

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

£) VS gleich

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“b € N” und
aus VS gleich “...z <57
folgt via 197-5:

2: Aus 1“2z €57 und
aus 239-15 = {0,1,2,3,4}”
folgt:

3: Aus 2“2 €{0,1,2,3,4}”
folgt:

(x e N) A (x < 4).

(x e N) A (x < 5).

T € 5.

z €{0,1,2,3,4}.
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1: Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

ZAHLENTHEORIE #239

(z=0)V(z=1)

folgt via des bereits bewiesenen e):

: Aus 2¢...2<4” und
aus <schola“4 < 5”
folgt via 107-8:

: Aus 1z e N...” und
aus 3“x < 5”
folgt:

V(z=2)V(z
2: Aus1.1.Fall“(z=0)V(z=1)V(r=2)V (x=23)"

(x e N)A (z < 4).

T < 5.

(x e N) A (z < 5).

2.1: Aus1.2.Fall“x =4” und
aus €schola“4 ¢ N”
folgt:

Aus 1.2.Fall“x = 4” und
aus <schola“4 < 5”
folgt:

2.2:

: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

z € N.

T < 5.

(x e N) A (z < 5).

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

g) VS gleich

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“6 € N” und
aus VS gleich “...z <67
folgt via 197-5:

2: Aus 1“2z €6” und
aus 239-1“6 = {0,1,2,3,4,5}”
folgt:

3: Aus 2“2 €{0,1,2,3,4,5}”

folgt: (x=0)V(z

(x e N) A (x < 5).

(x € N) A (z <6).

T € 6.

z€{0,1,2,3,4,5}.
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Beweis 239-2 g)
VS gleich

1: Nach VS gilt:

(x

(x=0)V(z=1)V(z

’Fallunterscheidung‘

63

1.1.Fall (x=0)V(x=1)V(@=2
2: Aus1.1.Fall“(z=0)V(x=1)V (x
folgt via des bereits bewiesenen £):

: Aus 2¢...2 <57 und
aus <schola“5 < 6”
folgt via 107-8:

Aus 1“2z e N...” und
aus 3“x < 6”7
folgt:

x < 6.

(x € N) A (z < 6).

2.1: Aus1.2.Fall“z =5" und
aus €schola“b € N”

folgt:

Aus 1.2.Fall“z = 5" und
aus <schola“5 < 6”

folgt:

: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

2.2:

z € N.

x < 6.

(x € N) A (z < 6).

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

h) VS gleich

1: Aus VS gleich “x e N...”,
aus €schola“7 € N” und
aus VS gleich “...z <77
folgt via 197-5:

: Aus 1“2z € 7”7 und
aus 239-1“7 = {0,1,2,3,4,5,6}”
folgt:

. Aus 242 € {0,1,2,3,4,5,6) 7
folgt: (z=0)V(z=1)V(r=2)V (z

(x € N) A (z <6).

(x eN)A(x <T).

reT.

z€{0,1,2,3,4,5,6}.



64 ZAHLENTHEORIE #239

Beweis 239-2 h)
VS gleich (x =0)V(z=1)V(zx=2)V(z=3)V(z=4)V(z =5)V(z = 6).

1: Nach VS gilt:
(x=0)V(@=1)V(@=2)V(x=3)V(z=4)V(r=2>5))V(x=56).

’Fallunterscheidung‘

1.1.Fall (x=0V(@e=1)V(z=2

(
2: Aus1.1.Fall“(z=0)V (z=1)V(

8 =
<
S
Il
RS
<
L w
Il
R
N <
oo
~—
|
=

folgt via des bereits bewiesenen g): (x e N) A (z <6).

3: Aus2“...2<6” und
aus <schola“6 < 77
folgt via 107-8: T <T.

4: Aus1“z e N...” und
aus 3“x <77
folgt: (x eN)A(x<T).

v=6

2.1: Aus 1.2.Fall“z = 6" und
aus €schola“6 € N”
folgt: zeN.

2.2: Aus 1.2.Fall“z = 6" und
aus <schola“6 < 7”7

folgt: x<T.
3: Aus 2.1 und

aus 2.2

folgt: (x eN)A(z<T).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: (x eN)A(x <T).
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Beweis 239-2 i) VS gleich (x e N)A (z < 8).

1: Aus VS gleich “x € N...”,
aus €schola“8 € N” und
aus VS gleich “...z < 8”
folgt via 197-5: x € 8.

2: Aus 1“2z € 8”7 und
aus 239-1“8 = {0,1,2,3,4,5,6,7}”
folgt: x€40,1,2,3,4,5,6,7}.

3: Aus 2“2 €{0,1,2,3,4,5,6,7}”
folgt: (x=0)V(ez=1)V(@e=2)V(xz=3)V(z=4)V(z=0>5)

i) VS gleich (x = 0)V(z =1)V(z =2)V(x =3)V(z =4)V(x = 5)V(z = 6)

1: Nach VS gilt:
(z=0)V(z=1)V(@=2)V(x=3)V(r =4)V(x =5)V(z =6))V(z =T).

Fallunterscheidung‘

(z=0)V(z =1)V(z=2)V(z =3)V(z=4)V(z =5)V(z = 6).

2: Aus1.1.Fall“(z=0)V(z=1)V(r=2)V(x=3)V (z=4)

folgt via des bereits bewiesenen h): (x eN)A(x<T).

3: Aus2“...2<7” und
aus <schola“7 < 8”
folgt via 107-8: T < 8.

4: Aus1“z e N...” und
aus 3“x < 8”7
folgt: (x e N) A (x < 8).
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Beweis 239-2 i) VS gleich (z =

’Fallunterscheidung‘
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OV(Ex=1)V(e=2)V(x=3)V(r=4)
)

2.1: Aus1.2.Fall“z = 7" und
aus €schola“7 € N7
folgt:

2.2: Aus 1.2.Fall“z = 7" und
aus <schola“7 < &”
folgt:

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

z € N.

T < 8.

(x € N) A (x < 8).

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (x e N) A (z <8).

3 VS gleich

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“9 € N” und
aus VS gleich “...2 < 9”
folgt via 197-5:

2: Aus 1“2 €9” und

(x eN)A(x <9).

T €9.

aus 239-149 = {0,1,2,3,4,5,6,7,8}”

folgt:

3: Aus 2“2 €{0,1,2,3,4,5,6,7,8}”

z€{0,1,2,3,4,5,6,7,8}.

folgt: (x=0)V(z=1)V(@e=2)V(z=3)V(z=4)V(z=25)

V(z=6)V(r="T)V(z=238).
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Beweis 239-2 j) VS gleich (z=0)V(z=1)V(z=2)V(xr=3)V(z=4)
V(z=5)V(x=6)V(x=T7)V(zr=2_8).
1: NachvSgilt: ((z=0)V(zx=1)V(z=2)V(x=3)V(r=4)V(z=05)
Vz=6)V(x=T7))V(z=2_8).
’Fallunterscheidung‘
(z=0)V(z=1)V(@=2)V(x=3)V(r=4)V(x=5)
V(iz=6)V(x=T).
2: Aus1.1.Fall“(z=0)V(z=1)V(r=2)V(x=3)V(z=4)
Viz=5)V(x=6)V(x=T)"
folgt via des bereits bewiesenen i): z e N)A(z <8).
3: Aus 2“...x < 8”7 und
aus <schola“8 < 9”
folgt via 107-8: x < 9.
4: Aus1“z e N...” und
aus 3“x < 9”7
folgt: (x e N)A(z <9).
v=38
2.1: Aus1.2.Fall“z =8” und
aus €schola“8 ¢ N”
folgt: z eN.
2.2: Aus 1.2.Fall“z =8 und
aus <schola“8 < 9”
folgt: r <9.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: (xeN)A(xz<9).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(x eN)A(x <9).
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Beweis 239-2 k) VS gleich (x € N) A (x < ten).

1: Aus VS gleich “x € N...”,
aus €schola“ten € N” und
aus VS gleich “...x < ten”
folgt via 197-5: x € ten.

2: Aus 1%z € ten” und
aus 239-1“ten = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}”

folgt: r€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

3: Aus 2“2 € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
folgt: (x=0)V(ez=1)V(@e=2)V(xz=3)V(z=4)V(z=25)
Viz=6)V(x=T)V(x=8)V (r=09)
k)VSgleich (z=0)V(z=1)V(r=2)V(x=3)V(zr=4)

1: Nach vSgilt: ((z=0)V(z=1)V(z=2)V(r=3
(

Fallunterscheidung‘

(z=0V(@=1)V(@=2)V(@=3)V(@=4)V (=5
V = 38).

2: Aus1.1.Fall¢“(z=0)V(z=1)V(z=2)V(x=3)V(z=4)
Viz=5)V(x=6)V(z=T)V (z=_8)
folgt via des bereits bewiesenen j): (reN)A(x<9).

3: Aus2“...2<9” und
aus <schola“9 < ten”
folgt via 107-8: x < ten.

4: Aus1“z e N...” und
aus 3“x < ten”
folgt: (x € N) A (z < ten).
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Beweis 239-2 k) VS gleich (z =0
V(z =5)

’Fallunterscheidung‘

z=9

2.1: Aus1.2.Fall“z =9” und
aus €schola“9 € N7
folgt: rz e N.

2.2: Aus1.2.Fall“z =9" und
aus <schola“9 < ten”

folgt: z < ten.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: (r € N) A (z < ten).
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (x € N) A (z < ten).

]
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239-3. Gleichsam als Intermezzo werden die nunmehrigen Aussagen im Umgang
mit den kleinsten zehn natiirlichen Zahlen# 0 nachgereicht:

239-3(Satz)
a) Aus “x € N7und “xz <17 folgt “x <07.
b) Aus “z € N7und “x <27 folgt “x <17.
c) Aus “x € N7und “x < 37 folgt “x <27.
d) Aus “x € N”und “x <47 folgt “o < 37.
e) Aus “x € N7und “x <57 folgt “o <47.
f) Aus “x € N”und “ox < 6” folgt “x <5”.
g) Aus “z € Nund “x <77 folgt “x <67.
h) Aus “x € N7und “x < 87 folgt “x <77
i) Aus “z € N7und “x <97 folgt “x < 8”.

j) Aus “x € N”und “x < ten” folgt “x <97.

<-Notation.

Beweis 239-3

RECH-Notation.

a) VS gleich (x e N)A (z < 1).

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“1 € N” und
aus VS gleich “...z <17
folgt via LSN: r<-—-1+1.

2: Aus 1“2 < —-1+1" und
aus +schola“—-1+1=10"
folgt: x < 0.
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Beweis 239-3 b) VS gleich (x e N)A(z <2).

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“2 € N” und
aus VS gleich “...z <27
folgt via LSN: < =142

2: Aus 1“2 < —-1+27 und
aus +schola“—-1+2=1"
folgt: r <1

c) VS gleich (x e N)A (z < 3).

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“3 € N” und
aus VS gleich “...z < 37
folgt via LSN: r<—-1+3.

2: Aus 1“2 < —-1+3" und
aus +schola“—-1+3=2"
folgt: r < 2.

d) VS gleich (x e N)A (z < 4).

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“4 € N” und
aus VS gleich “...z <47
folgt via LSN: < —1+4.

2: Aus 1“2 < —-1+47 und
aus +schola“—-1+4 = 3"
folgt: x < 3.

e) VS gleich (x € N)A (z < 5).

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“b € N” und
aus VS gleich “...z <57
folgt via LSN: r<—-1+5.

2: Aus 1“2 < —-1+5" und
aus +schola“—-1+5=4"
folgt: r < 4.
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Beweis 239-3 £) VS gleich (x € N) A (x <6).

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“6 € N” und
aus VS gleich “...z <67
folgt via LSN: r<—-1+6.

2: Aus 1“2 < —-1+6" und
aus +schola“—-1+6=5"
folgt: x < 5.

g) VS gleich (xeN)A(z<T7).

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“7 € N” und
aus VS gleich “...z < 77
folgt via LSN: < —-1+T7.

2: Aus 1“2 < —-1+7" und
aus +schola“—-1+7=6"
folgt: x < 6.

h) VS gleich (x € N)A (z < 8).

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“8 € N” und
aus VS gleich “...z < 8”7
folgt via LSN: r<—-1+8.

2: Aus 1“2 < —-1+8” und
aus +schola“—-1+8 =7
folgt: x <T.

i) VS gleich (x e N)A (z <9).

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“9 € N” und
aus VS gleich “...z < 9”
folgt via LSN: r<-1+9.

2: Aus 1“2 < —-1+9” und
aus +schola“—-1+9=28"
folgt: r < 8.
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Beweis 239-3 j) VS gleich

1: Aus VS gleich “z e N...” |
aus €schola“ten € N” und
aus VS gleich “...z < ten”
folgt via LSN:

2: Aus 1“2 < —1+ten” und
aus +schola“—1+ten =9
folgt:

73

(x € N) A (x < ten).

r < —1+4 ten.
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239-4. Aus 239-2,3 ist die nun vorliegende “<-Version” ohne allzu viel Miihe
deduzierbar:

239-4(Satz)
a) “xz e N7und “z <07 genau dann, wenn “x =07.
b) “ax e N7und “x <17genau dann, wenn “x =07 oder “z=1".

c) “zeN"und “x <27 genau dann, wenn
“=0"oder “x=1"oder “z=27.

d) ‘e N7und “x <37 genau dann, wenn
“v=0"oder “x =1"oder “x=2"
oder “x =37.

e) “xeN”und “x <47 genau dann, wenn
“=0"oder “x=1"oder “x =2"
oder “x = 3" oder “x =4".

f) “x e N7und “x <57 genau dann, wenn
“=0"oder “x=1"oder “x =27
oder “x = 3" oder “x =4"oder “x =5".

g) “zeN"und “x <67 genau dann, wenn
“o=0"oder “r=1"oder “x=2"
oder “x = 3" oder “x =4"oder “x =>5"
oder “x=16".

h) “ax e N7und “x <77 genau dann, wenn
“e=0"oder “x=1"oder “x=2"
oder “x =3"oder “x =4"oder “x =>5"
oder “x =6"oder “x =17".

<-Notation.
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239-4(Satz)

i) “x e N7und “x <87 genau dann, wenn
“=0"oder “x=1"oder “z =2"
oder “xz = 3" oder “rx =4"oder “x=>5"
jgder “x =6"oder “x="7"oder “x=238".

j) “z e N7und “x <97 genau dann, wenn
“e=0"oder “x=1"oder “x=2"
oder “x =37 oder “z =4"oder “x =15"
oder “x =6"oder “z =7"oder “x =8"
oder “x=9".

k) “x e N7und “x <ten”genau dann, wenn
“r=0"o0der “x=1"oder “x=2"
oder “x = 3”oder “x =4"oder “x =>5"
oder “x = 6" oder “x =7"oder “x =28"
oder “x =9"oder “xr =ten”.

<-Notation.
Beweis 239-4 a) VS gleich (x e N)A (z <0).
1: Aus VS gleich “z € N...”
folgt via 159-11: 0< .

2: Aus VS gleich “...2 <0” und
aus 1“0 < z”
folgt via 107-13: x=0.
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Beweis 239-4 a) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x =07 und
aus €schola“0 ¢ N”

folgt:
1.2: Aus VS gleich “x =07 und
aus <schola“0 < 0”

folgt:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “...x <17
folgt via 41-5:

’Fallunterscheidung‘

ZAHLENTHEORIE #239

z=0.

zeN

(x e N)A(x <1).

(x<1)V (z

1).

Aus VS gleich “x € N...” und
aus 1.1.Fall“z < 1”
folgt via 239-2:

T <1

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “(z =0)V (z=1)"
folgt via 239-2:

2: Aus1“z &€ N...” und
aus 1“...x. <27
folgt via 239-3:

3: Aus 1“2z e N...” und
aus 2“x <17
folgt:

(x eN)A(x <1).
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Beweis 239-4 ¢) VS gleich (x e N)A(x <2).
1: Aus VS gleich “...x <27
folgt via 41-5: (x<2)V(x=2).

’Fallunterscheidung‘

r<2,

Aus VS gleich “x € N...” und
aus 1.1.Fall“x < 2”

folgt via 239-2: (x=0)V(x=1).
1.2.Fall T =2

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: (z = 0)V(z = 1)V (z = 2).

c) VS gleich (x=0)V(x=1)V(z=2).
1: Aus VS gleich “(z =0)V (z=1)V (z =2)”
folgt via 239-2: (x e N)A (z < 3).
2: Aus 1“2z e N...” und
aus 1“...x < 37
folgt via 239-3: x < 2.

3: Aus 1“2z e N...” und
aus 2“x <27
folgt: (x e N)A (x <2).
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Beweis 239-4 d) VS gleich (z € N) A (z < 3).
1: Aus VS gleich “...x <37
folgt via 41-5: (x <3)V(z=23).

’Fallunterscheidung‘

v <3,

Aus VS gleich “x € N...” und
aus 1.1.Fall“z < 3”

folgt via 239-2: (x=0)V(z=1)V(x=2).
1.2.Fall T =3.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(x=0)V(z=1)V(r=2)V(z=3).

d)VSgleich (z=0)V(@e=1)V(@=2)V(zr=23).
1: Aus VS gleich “(z=0)V(z=1)V(z=2)V (x =3)”
folgt via 239-2: (x e N)A (z < 4).
2: Aus 1“2z € N...” und
aus 1“...x <47
folgt via 239-3: r < 3.

3: Aus 1“2z e N...” und
aus 2“2 < 3”7
folgt: (x e N) A (x < 3).
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Beweis 239-4 e) VS gleich (x e N) A (x < 4).
1: Aus VS gleich “...x <47
folgt via 41-5: (x<4)V(x=4).

’Fallunterscheidung‘

r<d,

Aus VS gleich “x € N...” und
aus 1.1.Fall“x < 4”

folgt via 239-2: (z=0)V(@e=1)V(z=2)V(z=3).
1.2.Fall z=4.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(x=0)V(z=1)V(x=2)V(r=3)V(r=4).

e)VSgleich (x=0)V(@z=1)V(@=2)V(z=3)V(r=41).
1: Aus VS gleich “(z=0)V(z=1)V(z=2)V(x=3)V(z=4)"
folgt via 239-2: (x € N)A (z < 5).
2: Aus 1“2z € N...” und
aus 1“...x <5”
folgt via 239-3: r < 4.

3: Aus 1“2z e N...” und
aus 2“x <47
folgt: (x e N) A (x < 4).
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Beweis 239-4 £) VS gleich (z € N) A (z < 5).
1: Aus VS gleich “...2 <57
folgt via 41-5: (x <B)V(z=05).

’Fallunterscheidung‘

v <5,

Aus VS gleich “x € N...” und
aus 1.1.Fall“z < 5”

folgt via 239-2: (z=0)V(e=1)V(@=2)V(z=3)V(z=4).
1.2.Fall T =0.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(x=0)V(e=1)V(@=2)V(x=3)V(r=4)V(r=>,).

f)VSgleich (x=0)V(@z=1)V(@=2)V(z=3)V(r=4)V(r=5).

1: Aus VS gleich “(z=0)V(z=1)V(z=2)V(x=3)V(zr=4)V (z=5)"
folgt via 239-2: reN)A(x <6).
2: Aus 1“2z e N...” und
aus 1“...x <6”
folgt via 239-3: x < 5.

3: Aus 1“2z e N...” und
aus 2“2 < 5”7
folgt: (x e N) A (x <5).
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Beweis 239-4 g) VS gleich (z € N) A (z < 6).
1: Aus VS gleich “...2 <67
folgt via 41-5: (x <6)V(z=06).

’Fallunterscheidung‘

<6,

Aus VS gleich “x € N...” und
aus 1.1.Fall“z < 6”
folgt via 239-2: (z=0)V(z=1)V(z=2)V(z=3)V(z=4)V (z=5).

r=6.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(x=0)V(ez=1)V(@=2)V(x=3)V(r=4)V(r=>5)V(x=56).

folgt via 239-2: (x eN)A(x <T).

2: Aus 1“2z e N...” und
aus 1“...a < 7”
folgt via 239-3: z < 6.

3: Aus1“z e N...” und
aus 2“2z < 6”7
folgt: (x e N) A (x <6).
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Beweis 239-4 h) VS gleich (x eN)A(x <T).
1: Aus VS gleich “...2 <77
folgt via 41-5: (x<T)V(x=T).

’Fallunterscheidung‘

r<T,

Aus VS gleich “x € N...” und
aus 1.1.Fall“z < 77
folgt via 239-2: (z=0)V(z=1)V(z=2)V(z=3)V(z=4)V (x=5)

r=T.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(x=0)V(r=1)V(@x=2)V(x=3)V(x=4)V(x=5)V(@x=6)V(x="7).

h)VSgleich (x=0)V(e=1)V(@e=2)V(x=3)V(zr=14)

1: Aus VS gleich “(z=0)V(z=1)V(z=2)V(xr=3)V (z=4)

folgt via 239-2: (x e N)A (z <8).

2: Aus1“z e N...” und
aus 1“...x < 8”
folgt via 239-3: z <T.

3: Aus 1“2z e N...” und
aus 2“x <77
folgt: (xeN)A(x <T7).
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Beweis 239-4 i) VS gleich (z € N) A (z < 8).
1: Aus VS gleich “...z <87
folgt via 41-5: (x <8)V(z=28).

’Fallunterscheidung‘

r<8,

Aus VS gleich “x € N...” und
aus 1.1.Fall“z < &”
folgt via 239-2: (z=0)V(z=1)V(z=2)V(z=3)V(z=4)V (x=5)

r=8.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(x=0)V(@E=1)V(@e=2)V(@z=3)V(x=4)V(r=5)V(r=06)

i) [[= ]| VS gleich (z=0)V(@E=1)V(@=2)V(c=3)V(r=4)

1: Aus VS gleich “(z=0)V(z=1)V(z=2)V(r=3)V (z=4)

folgt via 239-2: (x e N)A (z <9).

2: Aus 1“2z e N...” und
aus 1“...x<9”
folgt via 239-3: x < 8.

3: Aus 1“2z e N...” und
aus 2“x < 87
folgt: (x e N)A (x <38).
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Beweis 239-4 ) VS gleich (z e N) A (z <9).
1: Aus VS gleich “...2 <97
folgt via 41-5: (x<9)V(zx=29).

’Fallunterscheidung‘

v <9,

Aus VS gleich “x € N...” und
aus 1.1.Fall“z < 9”
folgt via 239-2: (z=0)V(z=1)V(z=2)V(z=3)V(z=4)V (x=5)

v =9,

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(xr=0)V(@E=1)V(@e=2)V(@z=3)V(x=4)V(r=5)V(r=06)
Viz=T)V(x=8)V(x=9).

P [=J|vsgleich  (z=0)V(e=1)V(r=2)V(z=3)V(r=4)V(z=5)

1: Aus VS gleich “(z=0)V(z=1)V(z=2)V(r=3)V (z=4)

folgt via 239-2: (x € N) A (z < ten).
2: Aus1“z e N...” und

aus 1“...x < ten”

folgt via 239-3: x <09.

3: Aus 1“2z e N...” und
aus 2“x <97
folgt: (x e N)A(x <9).
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Beweis 239-4 k) VS gleich (x € N) A (z < ten).
1: Aus VS gleich “...z <ten”
folgt via 41-5: (x < ten) V (x = ten).

’Fallunterscheidung‘

v < ten.

Aus VS gleich “x € N...” und
aus 1.1.Fall“x < ten”
folgt via 239-2: (z=0)V(z=1)V(z=2)V(z=3)V(z=4)V (x=5)

T =ten.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(x=0)V(@E=1)V(@e=2)V(@z=3)V(x=4)V(r=5)V(r=06)
Viz=T)V(x=8)V(x=9)V (r = ten).
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Beweis 239-4 k) VS gleich (x=0)V(z=1)V(r=2)V(x=3)
Vie=4)V(e=5)V(=6)V(r="T)
V(zr=8)V (r=9)V (x = ten)
1: NachvSgilt: ((z=0)V(r=1)V(x=2)V(z=3)V(r=4)V(z=5)
Viz=6)V(x=T)V(x=8)V(r=29))V(xr=ten)
’Fallunterscheidung‘
(=0)V(x=1)V(@=2)V(r=3)V(>=4)
Viz=5)V(z=6)V(z=T)V(z=8)V(x=09)
2: Aus1.1.Fall“(z=0)V(z=1)V(e=2)V(z=3)V (z=4)
Vix=5)V(e=6)V(e="V(@=8)V(r=9)
folgt via 239-2: (r € N) A (x < ten)
3: Aus2“...z <ten”
folgt via 41-5: x < ten.
4: Aus2“z e N...” und
aus 3“z < ten”
folgt: (x € N) A (z < ten).
T =ten.

2.1: Aus 1.2.Fall“xz =ten” und
aus €schola“ten € N”
folgt: zeN.

2.2: Aus 1.2.Fall“z =ten” und
aus <schola“ten < ten”
folgt: z < ten.

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: (x € N) A (z < ten).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: (x € N) A (z < ten).

]
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239-5. Ausn e Nfolgt n €1 +nund n=(1+n)\ {n}:

87

239-5(Satz)

a) Aus “ne N”folgt “n<1+n"und “nel+n”.

b) Aus “n € N”folgt “n=(1+n)\{n}.”
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Beweis 239-5 a) VS gleich n € N.
1.1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 164-6: n e Z.
1.2: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 159-10: 1+neN
1.3: Via <schola gilt: 0<1.
2: Aus1.1“n € Z” und
aus 1.3“0< 1”7
folgt via 166-2: n<n+ 1.
3: Via FSA gilt: n+1=1+n.

4: Aus2“n<n-+1" und
aus 3“n+1=1+n"

folgt: n<l+n

5: Aus VS gleich “n € N” |
aus 1.2“14+n € N” und
aus4“n<1+n”

folgt via 197-5: nel+n
b) VS gleich n € N.

1: Aus VS gleich “n € N”

folgt via ANAxiom: 1+n={n}Un.
2: (L+n)\ {n} = ({n} un)\ {n} =" n\ {n}.
3: Aus VS gleich “n € N”

folgt via 197-4: né¢n.
4: Aus 3“n¢n”

folgt via 5-17: n\{n}=n.
5: Aus2“(1+n)\{n}=...=n\{n}” und

aus 4“n\ {n}=n"

folgt: (1+n)\{n}=n.
6: Aus 5

folgt: n=(1+n)\{n}
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U,, n € N.

Ersterstellung: 27/03/13 Letzte Anderung: 12/04/13
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240-1. Als Vorbereitung fiir die erste “rekursive Parameter-Definition” wird nun
273.0() eingefiihrt:

240-1(Definition)

240.0() = {w: (3Q: w = {Q})}.
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240-2. Mit dem nun in den Essays eingebrachten Konstruktions-Element einer
“rekursiven Parameter-Definition” wird nicht nur “rekursives” Neuland betreten
- was sich in der Vorgehensweise, anzugeben, wie die “Start-Klasse” fest gelegt ist
und dann anzugeben, wie aus einer Klasse die néichste, darauf aufbauende Klasse
definiert ist - es werden gleichzeitig unendlich viele neue Parameter - hier sind
es die Klassen U,,, n € N - in die Essays eingebracht. Da es nicht vorstellbar ist,
wie diese unendlich vielen Parameter mit strukturell unterschiedlichen Symbolen
bezeichnet werden sollten, wird zu einer indizierte Schreibweise - die im Rahmen
der Essays ausdriicklich nichts mit einer “Folge” oder einer anderen Funktion
zu tun hat - iibergegangen, wodurch sich moglicherweise eine Irrtumsquelle im
Umgang mit den Parametern U,, n € N, ergibt, wenn an einer Stelle versucht
werden sollte, ein Symbol der Form “U,” fiir eine Klasse x zu betrachten. Obwohl
strukturell an U,,, n € N, erinnernd ist ein derartiges Symbol nur fiir z € N als
Bestandteil der Essays eine Klasse. Dabei soll sich das allgemeine Ersetzungs-
prinzip auch auf die “Indizes” von U,, n € N, erstrecken, so dass etwa Uy = Uy,
und Uy = Uy, gilt. Nur eine Spur verwickelter ist die Frage, wieso die Parameter
U,, n € N, nicht unter Einbeziehung einer “Folge” , also etwa einer Abbildung
f N — U, in die Essays eingebracht werden. Dies ist nicht moglich, da, wie sich
bald herausstellt, U,, 0 # n € N, eine Unmenge(# U) ist.

240-2(Rekursive Parameter-Definition)

a) Z/{o = {0}

b) Aus “n € N”folgt “Uyy,, = 240.0() niUsn U, 7"

240.0() = {w: (3Q: w = {Q})} 240-1(Def)
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240-3. Nun werden einige U; betreffende Aussagen bewiesen. Insbesondere Uy =
240.0() rechtfertigt 240.0() nicht genauer untersucht zu haben:

240-3(Satz)
a) Uy = 240.0().
b) Aus “n € N folgt “Uprn = Uy miUsn Uy, .
c) Aus “pelUy” folgt “3IQ:p={0}".
d) {q} €U.
e) 0el,.
) 1el.
g) 2¢U,.
h) U = {0} Ulsngltn-
i) U, Unmenge.
) U #U.

240.0() = {w: (IQ: w = {Q})} 240-1(Def)

Beweis 240-3 a)

1: Aus €schola“0 € N”
folgt via 240-1(RekParDef): U0 = 240.0() niUsn Up.

2: Aus 14Uy o = 240.0() nUin Up” und
aus +schola“1 +0=1"
f()lgt: Z/[l = 2400() niJin Z/{O.

3: Aus 2“U; = 240.0() nUinUp” und
aus 240-1(RekParDef) “Uy = {0}”
fOlgt: Z/ﬁ = 2400() nilJin {0}

4: Via 235-3 gilt: 240.0() niUsn {0} = 240.0()..

5: Aus 3“U; = 240.0() 53U {0}7 und
aus 4“240.0() 53Uin {0} =240.0() 7
folgt: Uy = 240.0() .
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Beweis 240-3 b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 240-1(RekParDef):

1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

c) VS gleich

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2: Aus VS gleich “p € U;” und
aus 1“U; = 240.0() ”
folgt:

3: Aus 2“p € 240.0() 7 und

aus “240.0() ={w: (AN : w={Q}H}

folgt:

4: Aus 3%p € {w: (32 :w ={Q})}"
folgt:

93
n € N.
u1+n = 2400() niUin Z/[n

U, = 240.0().

ul—l—n = Z/{1 nilJin un

pE Z/{l.
Uy, = 240.0().
p € 240.0().

pefw:(30:w={)}

Q0 :p={Q}.
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Beweis 240-3 d)

1.1:

1.2:

e)

)

1.1:

1.2:

Via SingeltonAxiom gilt:

Es gilt:

: Aus 1.2¢...Q=¢q"

folgt:

: Aus 1.249Q...7 und

aus 2 {q} = {0}
folgt:

: Aus 1.1“{q} Menge” und

aus 3“3Q : {¢} = {Q}”
folgt:

t Aus 4“{¢} € {w: (32w ={Q})}” und
aus “{w: (30 : w = {Q})} = 240.0()”

folgt:

: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

: Aus 5.1 und

aus 5.2
folgt:

: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

: Aus 1-5“{U} = 0" und

aus 1“{U}y e Uy”
folgt:

Via 95-1(Def) gilt:

Via des bereits bewiesenen d) gilt:

: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt:

MENGENLEHRE #3240

{q} Menge.
d0:Q=q.

{g} = {9}

20 {q) = {}.

{¢} e {w:(32:w={Q}}.

{q} € 240.0().

U, = 240.0().

{a} € Us.

{U} € Uy.

0et.

1 = {0}.
{0} e Uy.

1elh.
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Beweis 240-3 g)

1: Es gilt:

’ wiFallunterscheidung

95

2eU)V (2¢U).

2: Aus1.1.Fall“2ely”

3: Aus 239-142 = {0,1}” und
aus 2“...2={Q}”
folgt:

4: Aus €schola“0 Menge”
aus €schola“1 Menge und
aus 3“{0,1} = {Q}”
folgt via 238-2:

5: Esgilt 4“0=1".

Via #schola gilt “0 # 17.
Ex falso quodlibet folgt:

folgt via des bereits bewiesenen c):

2 € U.

302 = {0}

{0,1} = {Q}.

Ende wifFallunterscheidung ‘
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Beweis 240-3 h)

Themal.l a € U.

2: Aus Themal.1“a e U;”

folgt via des bereits bewiesenen c): 30 a = {Q}.
3: Es gilt: (€ Menge) V (22 Unmenge).
Q Menge.
4: Aus 3.1.Fall“Q Menge”
fOlgt via 27-6: {Q} € usngltn-

5: Aus2“...a={Q}” und
aus 4“{Q} € Usngitn”

fOlgtI Q€ Z/{sngltn~
6: Aus 5“a € Usngltn

folgt via 2-2: a € {0} Ulsnglin-

3.2.Fall Q Unmenge.

4: Aus 3.2.Fall“Q Unmenge”

folgt via 1-4: {Q}=0.
5: Aus 2“...a={Q}” und

aus 4“{Q} =07

folgt: a=0.

6: Aus5“a=0" und
aus 1-5“0 € {0}”

folgt: a € {0}.
7: Aus6“a € {0}”
folgt via 2-2: a € {0} Ulsngitn-

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
a € {O} U Z/lsnglm.

Ergo Themal. 1: Va: (aelh) = (a € {0} Ulsngitn)-
Konsequenz via 0-2(Def): A1} “Uy € {0} Ulsngitn”
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Beweis 240-3 h) ...
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2: Aus Themal.2«a € {0} U Usngitn "
folgt via 94-8:

’Fallunterscheidung‘

a € {O} U usng]tn.

(Oé = 0) N (Oé € Z/{Sngltn)-

2.1.Fall a=0.
3: Via des bereits bewiesenen e) gilt: 0elU.
4: Aus 2.1.Fall“a =0"und
aus 3“0 € Uy”
folgt: a€el.
2.2.Fall a € Z/lsngltn-
3: Aus 2.2.Fall“«a € Usngien”
folgt via 27-6: I0:a={0}.
4: Via des bereits bewiesenen d) gilt: {Q} e Uy
5: Aus 3“...a={Q}” und
aus 4“{Q} e Uy”
folgt: aelU.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: o € U.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € {0} Ulsngitn) = (o € Uy).

A2| ¢ {O} U usngltn g ul K

1.3: Aus A1 gleich “U; C {0} UlUspgien ” und

aus A2 gleich “{0} UUsngitn € Uy ”

folgt via Gleichheits Axiom:

z/{l = {O} U Z/{sngltn-
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Beweis 240-3 i)

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

3)

Via 2-7 gilt:

Via des bereits bewiesenen h) gilt:

Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

Via 27-15 gilt:

0 Aus 2.1%Uspgien € Uy 7 und

aus 2.2 “Usngien Unmenge”
folgt via 0-7:

: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

: Aus €schola“2 Menge” und

aus 1“2 ¢ U, ”
folgt via 0-21:
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usngltn g {O} U Z/{sngltn-
{0} U z/{sngltn = Z/{l'

Z/{sngltn g Z/{1-

Usngltn Unmenge.

U; Unmenge.

2¢ U.

U # U.
O
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240-4. Die nunmehrige parameter-freie Klassenklammer bereitet den Beweis von
240-5 vor, mit dem - wie zu erwarten - 0 € U,,, n € N, bewiesen wird:

240-4(Definition)

240.1() = {w: (w e N) A (0 € U}
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240-5. Hier werden einige Aussagen iiber {w : (w € N) A (0 € U,,)} bewiesen, die
in der Aussage 0 € U,,, n € N, gipfeln:

240-5(Satz)

a) ‘ne{w:(weN)A(0el,)}”genau dann, wenn
“neN”7und “0elU,”.

b) {w: (weN)A(0eU,)} CN.
c) De{w: (weN)A(0elU,)}.

d) Va:(aef{w: (weN)A0eU,)})
= 1+ae{w: (weN)A(0el,)}).

e) {w: (weN)A(0elU,)} =N.
f) Aus “n e N7 folgt “0clU,”.

{w:(weN)A(0elU,)} 240-4(Def)

Beweis 240-5 a) VS gleich ne{w: (weN)A0el,)}.
Aus VS gleich “ne{w: (weN)A(0elU,)}”
folgt: (n e N)A (0 €eU,).
a) VS gleich (n € N)A (0 €Uy,).
1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via Element Axiom: n Menge.

2: Aus 1“n Menge” und
aus VS gleich “(n e N)A (0 €U,)”
folgt: nef{w: (weN)A(0el,)}.
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Beweis 240-5 b)

ac{w: (weN)A(0elU,)}.
2: Aus Themal“a € {w: (weN)A(0elU,)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): a € N.
Ergo Themal: Va:(ae{w: (weN)A(0el,)}) = (a €N).
Konsequenz via 0-2(Def): {wi(lweN)A(0eU,)} CN.
c)
1: Via 1-5 gilt: 0 € {0}.

2: Aus 1“0 € {0}” und
aus 240-2(RekParDef) “U, = {0}”
folgt: 0 € Up.

3: Aus eschola“0 € N” und
aus 2“0 € Uy ”
folgt via des bereits bewiesenen a): De{w: (weN)A(0eU,)}.
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Beweis 240-5 d)

ac{w: (weN)A(0elU,)}.

2: Aus Themal“a € {w: (weN)A(0elU,)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): (o € N) A (0 € U,).

3.1: Aus2“aeN...”
folgt via 159-10: l1+aeN.

3.2: Aus2“aeN...”
fOlgt via 240-3: Z/{1+a = L{l niUin Z/[a.

4: Aus 240-3“0 € U;” und
aus 2“...0e U,”
fOlgt via 220-6: OuUo e Z/{l niUin Z/{a.

5.1: Via 2-17 gilt: 0Ou0=0.

5.2: Aus 4“0U0 €Uy piUin U, 7 und
aus 3.2“U 1o = Uy niUsn Uy ”

folgt: 0U0 € Uiiq.-
6: Aus 5.1 und

aus 5.2

folgt: 0€lUiia.

7: Aus 3.1“1+a € N” und
aus 6“0 € Uy,
folgt via des bereits bewiesenen a):

l+ac{w: (weN)A(0eU,)}.

Ergo Themal:
Va:(ae{w: (weN)AOel,)}) = (1+ace{w: (weN)A0eU,)}).
e)
Aus)“0ef{w: (weN)A(0eU,)}”,
aus b) “{w: (weN)A (0 €eU,)} €N’ und

ausd) “Va: (ae{w: (weNAO0el,)}) = (1+ae{w: (we N)A0 e U,)})”
folgt via 236-5: {w:(weN)A(0el,)} =N.
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Beweis 240-5 £) VS gleich
1: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

2: Aus VS gleich “n € N” und
aus 1“qw: (weN)A(0elU,)} =N”
folgt:

3: Aus2“ne{w: (weN)A(0elU,)}”
folgt via des bereits bewiesenen a):

103

n € N.

{fw:(weN)A(0elU,)} =N.

ne{w: (weN)A(0elU,)}.

0cU,.
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240-6. Mit der nunmehrigen, parameterfreien Klasse wird der Weg zu U,, C Uy,
n € N, von 240-7 eroffnet:

240-6(Definition)

240.2() = {w: (w e N) A U, € Uss)}.
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240-7. Hier werden einige Aussagen iiber {w : (w € N)A (U, C U4,,)} bewiesen,
die in der Aussage U,, C Uy, n € N, gipfeln:

240-7(Satz)

a) ‘nef{w: (weN)A U, CU+,)}" genau dann, wenn
“ne N"und “U, CUy4,"7.

b) {w:(weN)A U, CU+,)} CN.
c) De{w: (weN)A (U, ClUitw)}-

d) Va:(aef{w: (weN)A U, ClUu)})
= 14+aec{w: (weN)A (U, ClUi1,)}).

&) {w:(weN)A U CUsw) =N.

£) Aus “n € N”folgt “Uyp C Upsr” .

{w: (weN)A U, CU,)} 240-6(Def)

Beweis 240-7 a) VS gleich ne{w: (weN)A U, CUt,)}
Aus VS gleich “n € {w: (w e N)A (U, CUi4)}7
folgt: (ne N)A (U, CUyn).
a) VS gleich (n e N)A (U, CUyn).
1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via Element Axiom: n Menge.

2: Aus 1“n Menge” und
aus VS gleich “(n € N) A (U, CUi44)”
folgt: nef{w: (weN)A U, CUtw)}-
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Beweis 240-7 b)

a€{w: (weN)A U, CU )}
2: Aus Themal“a € {w: (weN)A U, CUiyu)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): a € N.
Ergo Themal: Va:(ae{w: (weN)A U, CU1w)}) = (0 € N).
Konsequenz via 0-2(Def): {w: (weN)A U, CU+,)} CN.
c)
o € Up.
2: Aus Themal.1“a € Uy” und
aus 240-2(RekParDef) “U, = {0}”
folgt: a € {0}.
3: Aus 2“a € {0}”
folgt via 1-6: a=0.
4: Aus 3“a=0" und
aus 240-3“0 e U,”
folgt: o€ U.
5: Aus +schola“1+4+0=1"
fOlgt: Lﬁ = Z/{H_o.
6: Aus4“acU;” und
aus 5“2/[1 = Z/{l—i-O 7
folgt: o € Urto.
Ergo Themal.1: Va: (a € Uy) = (o € Ur4o)
Konseqeuenz via 0-2(Def): Al “Uy CU1407

1.2: Aus eschola“0 € N” und
aus Al gleich “Uy C Ui1o”
folgt via des bereits bewiesenen a): Oe{w: (weN)A (U, CUitw)}-
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Beweis 240-7 d)

2:

3.1:

3.2:

ac{w: (weN)A U, CUy)}

Aus Themal“a € {w: (w e N)A (U, CUiyu)}”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(Oé € N) N (Z/{a g Z/{1+a)-

Aus 2“a e N...”
folgt via 159-10:

Aus 2“a e N...”
folgt via 240-3:

1+a€eN.

ulJra = Z/{l nilUin z/{a-

B € Unya.

5: Aus Themasd.1“( € Uy, ” und

aus 3. 2“(/{1_;,_(1 = ul niUin ua K

folgt: B € Uy niUin Uy
: Aus 5“6 S Z/{l niYin Z/{a 7

folgt via 220-6:

TV (Qelh) N(F elU,) N(B=2U V).
: Aus6“... v el,...” und

aus 2“U, C U7

folgt via 0-4: Ve Uia.
: Aus6“...Qel;...” und

aus 7V € Uy,

folgt via 220-6: QU € Uy 1iUsin Uy iq-
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Beweis 240-7 4) ...

a€{w: (weN)A U, CU L)}
B € Unsa

9.1: Aus6“...0=QUVY¥” und
aus 8“QU W € ul nilYin ul+0¢ 7
folgt: B € U niUin Ui 1q-

9.2: Aus3.1“14+a e N”
fOlgt via 240-3: Z/{1+(1+a) = Z/ﬁ niUin Z/{1+a.

10: Aus 9.1%“8 € Uy niUsn Uy, ” und
aus 9.2% u1+(1+a) = Uy niUin ul+a 7

folgt: B € Uit(i4a)-
Ergo Thema4. 1: VB : (B €Uira) = (B €Utata)-
Konsequenz via 0-2(Def): All “Uiya CUi+(140)”

4.2: Aus 3.1“1+a e N” und
aus Al gleich “Ui1q C Uit (14a)”
folgt via des bereits bewiesenen a):
l+ae{w: (weN)A U, CUiiw)}-

Ergo Themal:

Va:(ae{w: (weN)A U, CUw)})
= (1+aec{w: (weN)A (U, CUi+y,)}).
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Beweis 240-7 e)

Aus ) “0e{w: (weN)A (U, CUi1w)}"
aus b) “{w: (we N)A (U, CUi4w)} €N und
aus d) “Va: (a € {w: (w e N)A (U, CU114)})
= (1l+ac{w: (weN)A U, CU1,)})

folgt via 236-5: {w: (weN)A U, CUi4y)} =N.
f) VS gleich n € N.
1: Via des bereits bewiesenen e) gilt: {w:(weN)A U, CU+,)} =N

2: Aus VS gleich “n € N” und
aus 1“{w: (weN)A U, CU1u)}”
folgt: nef{w: (weN)A U, CUit,)}-

3: Aus2“ne{w: (weN)A (U, CU+,)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): U, C U ip.

]
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240-8. Mit der nunmehrigen, parameterfreien Klasse wird der Weg zu U,, Un-
menge, n € N, von 240-9 eroffnet:

240-8(Definition)

240.3() = {w: (w € N) A (U, Unmenge)}.
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240-9. Hier werden einige Aussagen iiber {w : (w € N) A (U, Unmenge)} bewie-
sen, die in der Aussage U,, Unmenge, 1 < n € N, gipfeln:

240-9(Satz)

a) “ne{w: (weN)A U, Unmenge)}” genau dann, wenn
“n e N”7und “U, Unmenge”.

b) {w: (we N)A (U, Unmenge)} C N.
c) le{w: (weN)A U, Unmenge)}.

d) Va: (o€ {w: (weN)A (U, Unmenge)})
= (1+a€{w: (weN)A (U, Unmenge)}).

e) {1,...} C{w: (weN)A (U, Unmenge)}.
) Aus “1 <n e N”folgt “U, Unmenge” .

g) —(Uy Unmenge).

{w: (weN)A (U, Unmenge)} 240-8(Def)

Beweis 240-9 a) VS gleich n € {w: (we N)A (U, Unmenge)}.
Aus VS gleich “n € {w: (w € N) A (U, Unmenge)}”
folgt: (n € N) A (U, Unmenge).
a) VS gleich (n € N) A (U, Unmenge).
1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via Element Axiom: n Menge.

2: Aus 1“n Menge” und
aus VS gleich “(n € N) A (U, Unmenge)”
folgt: n€{w: (w e N)A (U, Unmenge)}.
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Beweis 240-9 b)

a € {w: (weN)A (U, Unmenge)}.
2: Aus Themal“a € {w: (w € N) A (U, Unmenge)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): a € N.
Ergo Themal: Va: (o € {w: (we N)A (U, Unmenge)}) = (a € N).
Konsequenz via 0-2(Def): {w: (we N)A (U, Unmenge)} C N.

c)

Aus €schola“1 € N” und
aus 240-3“U; Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen a): le{w: (weN)A (U, Unmenge)}.
d)
a € {w: (weN)A (U, Unmenge)}.

2: Aus Themal“a € {w: (w € N) A (U, Unmenge)}”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(v € N) A (U, Unmenge).

3.1: Aus2“a € N...”

folgt via 159-10: l1+aeN.
3.2: Aus2“a e N...”
folgt via 240-7: Uy, CTUrtq.
4: Aus 3.2“U, CU11o” und
aus 2“. ..U, Unmenge”
folgt via 0-7: U1+, Unmenge.

5: Aus 3.1“1+a € N” und
aus 4“U; ;o Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen a): l+ae{w: (we

N) A (U, Unmenge)}.

Ergo Themal: Va: (a € {w: (w e N)A (U, Unmenge)})
= (1+a€{w: (weN)A (U, Unmenge)}).
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Beweis 240-9 e)

Aus ¢)“l € {w: (w € N) A (U, Unmenge)}”,
aus b) “{w : (w € N) A (U, Unmenge)} C N” und
aus d) “Va: (o € {w : (w € N) A (U, Unmenge)})
= (1+a€{w: (weN)A (U, Unmenge)})”
folgt via 236-2: {1,...} C{w: (w e N)A (U, Unmenge)} = N.

f) VS gleich 1<neN.

1.1: Aus VS gleich “1 <n e N”
folgt via 236-1: ne{l, ...}

1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

{1,...} C{w: (w e N) A (U, Unmenge)} = N.

2: Aus1.1“ne{1,...}” und
aus 1.2“{1,...} C{w: (we N) A (U, Unmenge)}”

folgt via 0-4: n € {w: (we N)A (U, Unmenge)}.
3: Aus 2“n € {w: (w € N) A (U, Unmenge)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): U, Unmenge.
g)
1: Via SingeltonAxiom gilt: {0} Menge.
2: Aus 1
folgt: —({0} Unmenge).

3: Aus 2“—=({0} Unmenge)” und
aus 240-2(RekParDef) “U, = {0}”
folgt: —(Uy Unmenge).

[]
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240-10. Die nunmehrige parameter-freie Klassenklammer bereitet den Beweis
von 240-11 vor, mit dem - wie zu erwarten - n € U,,, n € N, bewiesen wird:

240-10(Definition)

240.4() = {w: (W e N) A (w € U)}.




MENGENLEHRE #240 115

240-11. Hier werden einige Aussagen iiber {w : (w € N) A (w € U,)} bewiesen,
die in der Aussage n € U,,, n € N, gipfeln:

240-11(Satz)

a) ‘ne{w:(weN)A(wel,)}”genau dann, wenn
“ne N"und “nel,”.

b) {w:(weN)A(weld,)} CN.
c) De{w: (weN)A(weld,)}.

d) Va:(ae{w: (weN)A(wel,)})
= 14+ae{w: (weN)A(weld,)}).

e) {w:(weN)A(weld,)} =N.

£f) Aus “n e N”folgt “neld,”.

{w:(weN)A (wel,)} 240-10(Def)

Beweis 240-11 a) VS gleich nef{w: (weN)A(wel,)}.
Aus VS gleich “n e {w: (weN)A(wel,)}”
folgt: (neN)A (nel,).
a) VS gleich (n € N)A (n €U,).
1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via Element Axiom: n Menge.

2: Aus 1“n Menge” und
aus VS gleich “(n e N)A (n €U,)”
folgt: nef{w: (weN)A(weld,)}.
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Beweis 240-11 b)

acf{w: (weN)A(wel,)}
2: Aus Themal“a €{w: (weN)A (wel,)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): a € N.
Ergo Themal: Va:(a€e{w: (weN)A(wel,)}) = (aeN).
Konsequenz via 0-2(Def): {w:(weN)A(wel,)} CN.
c)
1: Via 1-5 gilt: 0 € {0}.

2: Aus 1“0 € {0}” und
aus 240-2(RekParDef) “U, = {0}”
folgt: 0 € Up.

3: Aus eschola“0 € N” und
aus 2“0 € Uy ”
folgt via des bereits bewiesenen a): De{w: (weN)A(well,)}
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Beweis 240-11 d)

ac{w: (weN)A(weld)}

2: Aus Themal“a €{w: (weN)A (wel,)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): (o € N) A (a € U,).

3.1: Aus2“aeN...”
folgt via 159-10: l1+aeN.

3.2: Aus2“aeN...”
fOlgt via 240-3: Z/{1+a = L{l niUin Z/[a.

4: Aus 240-3“{a} € U;” und
aus 2“...a €U,”
folgt via 220-6: {a} Ua € Uy 1iUsn U,.

5.1: Aus2“aeN...”
folgt via ANAxiom: l+a={a}Ua.

5.2: Aus4“{a}Ua €Uy nUsn U, " und
aus 3. 2“1/{1—&-04 = Z/{l niUin Ua 7

folgt: {a} Ua € Uptq.
6: Aus 5.1 und

aus 5.2

folgt: 14+ aeliia.

7: Aus 3.1“14+a € N” und
aus 6“1+ a €Uy
folgt via des bereits bewiesenen a):
l+ac{w: (weN)A(wel,)}.

Ergo Themal:
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Va:(ae{w: (weN)A(weld,)}) = 1+ae{w: (weN)A(wel,)}).

e)

Aus)“0ef{w: (weN)A (wel,)}”,
aus b) “{w: (weN)A (welU,)} €N’ und
aus d) “Va: (e € {w: (weN)A(wel,)})
= 14+aec{w: (weN)A(
folgt via 236-5: {w: (weN)A(we

weU)y)

U,)} = N.
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Beweis 240-11 £) VS gleich

1: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

2: Aus VS gleich “n € N” und
aus 1“{w: (weN)A(wel,)} =N
folgt:

3: Aus2“ne{w: (weN)A(wel,)}”
folgt via des bereits bewiesenen a):
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n € N.

{w:(weN)A(weld,)}=N.

ne{w: (weN)A(wel,)}.

n e€U,.
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240-12. Die hier angegebenen Aussagen iiber Elemente von Uy, n € N, sind
an spéaterer Stelle gut einsetzbar:

240-12(Satz)

a) Aus “ne N"und “xely,”
folgt “3IQWU : (Ve l,) A (z={QtUT)”.

b) Aus “n € N”und “z € U,” folgt “{q} Ux € Uiy,”.
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Beweis 240-12 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “n e N...”
folgt via 240-3:

: Aus VS gleich “...z € Uy,,” und

aus 1“u1+n =U 2iUin Uy,
folgt:

: Aus 2%z ¢ Z/{l 2iUin Z/{n K

folgt via 220-6:

s Aus 3“..decldy...”

folgt via 240-3:

: Aus 3“...x=dUVY” und

aus 4“... 9 ={Q}”
folgt:

: Aus 4440 .7

aus 3“3...W...7

Aus 3“... W elf,...” und
aus 5z ={QfUw”

folgt:

b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “n € N...”

1.

2:

folgt via 240-3:

Via 240-3 gilt:

: Aus 1.2“{q} €U;” und

aus VS gleich “...x e U,”
folgt via 220-6:

: Aus 2“{q} Uz € Uy niUin U,” und

aus 1.1 “Z/{prn = Z/{l niUin Z/[n 7
folgt:

MENGENLEHRE #3240

(ne N)A(x € Upsn).

ul—f—n - ul niUin un

T e Z/[1 niUin Un

AU (Pelh) ANV el N(z=DUV).

Qe ={Q}.

r={Q}UW.

30,0 (U € Uy) A (= {QUD).

(n € N)A (z € Uy).

Uipn = Uy niUsn Uy,
{Q} c Z/{l.

{Q} Uz € Z/{l niUin Z/{n

{q} Uz € u1+n.

]
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240-13. Die nunmehrige parameter-freie Klassenklammer bereitet den Beweis
von 240-14 vor:

240-13(Definition)

2405() ={w: (we N)ANVa,5: (B € a € Uiry) = (\{F} € U,))}.
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240-14. Hier werden einige Aussagen iiber 240.5() {w : (w € N) A (Yo, B : (B €
a €Uii,) = (a\{B} €U,))} bewiesen, die in der Aussage gipfeln, wonach fiir
alle n € Nund alle p € x € Uy, auf =\ {p} € U, geschlossen werden kann:

240-14(Satz)

a) “n € 240.5() " genau dann, wenn
“ne N"und Vo,B: (€ a €l = (a\{B} el,)”.

b) 240.5() C N.
c) 0 € 240.5().
d) Vv :(y€240.5()) = (1+~ € 240.5())
e) 240.5() = N.

£) Aus “n € N7und “p € x € Uy, ” folgt “x\ {p} € U,”.

240.5() ={w: (W EN) A (Va, B: (B € a € Uniw) = (@ \ {B} € U))}
240-13(Def)

Beweis 240-14 a) VS gleich n € 240.5().

1:

2:

Aus VS gleich “n € 240.5() 7 und
aus “240.5() ={w: (weN)A(Va,[: (B € a €Uiy,) = (a\{B} €eU,))}
folgt: nef{w:(wWeN)ANMa,B: (B €acl,) = (a\{5} el,))}

Aus1“nef{w: (weN)A Vo, B: (B €ae€lhiy) = (a\{B} elUy,))}”
folgt: meN)ANVo,B: (B €acl) = (a\{B} e)).

a) VS gleich (neN)A Vo, B: (f € aely,) = (a\{5} el)).

1:

2:

3:

Aus VS gleich “n e N...”
folgt via Element Axiom: n Menge.

Aus 1“n Menge” und
aus VS gleich “(n € N)A (Va, 5: (B € a € Urn) = (a\ {B
folgt: nef{w: (weN)ANMa,B: (B €acli,) = (

Aus 2“ne{w: (weN)ANa,B: (B €aeliiy)

= (a\ {f} € Uy))}” und
aus “240.5() ={w: (w e N)ANVa,B: (B € a € Urtu) = (a\{B} € U,))}”
folgt: n € 240.5().
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Beweis 240-14 b)
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Aus Themal“~y € 240.5() ”

folgt via des bereits bewiesenen a):

v € 240.5().

v e N.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vv : (v €240.5()) = (y €N).
240.5() C N.
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Beweis 240-14 c¢)

Themal.1 B e aelyy.

2: Aus Themal.1“f € a € U;1o” und
aus +schola“1 +0=10"

folgt: g e ael.
3: Aus2“...aely”

folgt via 240-3: Qo= {Q}.
4: Aus Themal.1“f € «...” und

aus 3“...a={Q}”

folgt: B e{}.
5: Aus 4“f e {Q}”

folgt via 1-6: g =AQ.

6: Auss5“5=Q"

folgt: {8} = {Q}.
7: Aus 3“...a={Q}"” und

aus 6“{f} = {Q}”

folgt: a\ {8} ={Q\ {9}
8: o\ {8} = {2\ {2} *="0.
9: Aus 8“a\{f} =...=0" und

aus 1-5“0 € {0}”

folgt: a\ {B8} € {0}.

10: Aus 9“a\ {B} € {0}” und
aus 240-2(RekParDef) “U, = {0}”
folgt: a\ {8} € Up.

Ergo Themal.1: Al| “Va,p: (B €ac€liio) = (a\{B} eUy)”

1.2: Aus eschola“0 € N” und
aus A1 gleich “Vo, 5 : (8 € a € Ur10) = (a\ {8} € Up)”
folgt via des bereits bewiesenen a): 0 € 240.5() .
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Beweis 240-14 d)

7 € 240.5().

2:

Aus Themal“~y € 240.5() ”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(yeN)A Vo, 5: (B € aelipy) = (a\{B} €Uy))).

: Aus 2y e N...7
folgt via 159-10: l1+veN.
Thema4. 1 € €0 € U411y

5: Aus 3“1+ v € N” und
aus Themad.1%...6 € U149
folgt via 240-12:
QU (¥ e Uyyy) N0 ={Q}UVT).

6: Es gilt: (e=Q)V (e # Q).

’Fallunterscheidung‘

e=90.

7: Aus6.1.Fall“e = Q" und
aus 5“...0 = {QUuT”

folgt: d={e;u .

8: 5\ {e}
L({GuD)\{e}

ARARG

9: Es gilt: (e€ W)V (eg V).

Fallunterscheidung‘

125
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Beweis 240-14 4) ...
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v € 240.5().

Thema4. 1 €€0E€ U414y
’Fallunterscheidung‘
6.1.Fall e=Q.
’Fallunterscheidung‘
9.1.Fall eec V.
10: Aus 9.1.Fall“ee U7,
aus 5“... ¥ € U4 ...”7 und
aus 2“... Vo, B (B € a € U 4)
= (a\{B} € Uy)”
folgt: U\ {e} e U,.
11: Aus 8“0\ {e} = ...
...=U\ {e}” und
aus 10“W\ {e} € U,”
folgt: d\{e} eld,.
12: Aus 2“y e N7
folgt via 240-T: Uy S UL
13: Aus 11460\ {e} € U,” und
aus 12U, CUi4~"
folgt via 0-4: O\ {e} € Uiyy.
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Beweis 240-14 4) ...

v € 240.5().

Thema4. 1 € €0 € UL(14~)-

’Fallunterscheidung‘

e=9.

’Fallunterscheidung‘

¢
10: Aus 9.2.Fall“e ¢ ¥”
folgt via 5-17: U =0\ {e}.
11: Aus 8“0\ {e} = ...
...=U\ {e}” und
aus 1040 = U\ {e}”
folgt: 0\ {e} =0.

12: Aus 11“6\ {e} = ¥” und
aus 5“... ¥V e Uy, ...”7
folgt: O\ {e} € Ur44.

Ende Fallunterscheidung‘
In beiden Fillen gilt: O\ {e} € Ui4s.
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v € 240.5().

Thema4. 1 € €0 € UL(14~)-
’Fallunterscheidung‘
€ # Q.
7.1: Aus 6.2.Fall“e # 7
folgt via 238-3:
{QFU )\ {e} ={Q} U (T \{e}).
7.2: Aus Thema4.1“e€§...” und
aus 5“...0 ={QuT”
folgt: ec {QUT.
8.1: Aus5¢...0={Q}UT” und
aus 7.1“({Q}U )\ {e}
= {Q U T\ {e})
folgt: 0\ {e} ={QU (T \ {e}).
8.2: Aus7.2“e € {QUT”
folgt via 94-8: (e=Q)V(ceW).
9: Aus8.2%(e=Q)V(e€ ¥)” und
aus 6.2.Fall“e # Q7
folgt: ec V.
10: Aus 9%e € U7 |
aus 5“... ¥ € U4, ...”7 und
aus 2“.. Vo, B : (B € a € Ui4+)
= (a\{f} eUt,)”
folgt: U\ {e} e U,.
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Beweis 240-14 4) ...

v € 240.5().

Thema4. 1 € €0 € UL(14~)-

’Fallunterscheidung‘

e# .

11: Aus 2“yeN...” und
aus 10U\ {e} e U,”
folgt via 240-12:
(U (U {e}) € Uysr.
12: Aus 8.140\{e} = {Q}U(T\{e})” und
aus 11“{Q} U (¥ \ {e}) €e U141+
folgt: O\ {e} € Ury.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
) \ {6} € Z/{1+,y.

Ergo Thema4.1:
Al

“\VIE, 0: (E €€ Z/{1+(1+7)) = (5 \ {E} € Z/{1+,y) 7

4.2: Aus 3“1+~ € N” und
aus Al gleich “Ve, d: (e € 6 € Ui(14))

S 0\ (e} €thyn)
folgt via des bereits bewiesenen a): 1+~ € 240.5().

Ergo Themal: Vy (v €240.5()) = (1 +v € 240.5() ).
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Beweis 240-14 e)

Aus ¢)“0 € 240.5() 7,
aus b) “240.5() € N” und
aus d) “Vvy: (o € 240.5() ) = (1 + v € 240.5() )"

folgt via 236-5: 240.5() = N.
f) VS gleich meN)A(p €x€Upn).
1: Via des bereits bewiesenen e) gilt: 240.5() = N.

2: Aus VS gleich “n € N” und
aus 1“240.5() = N7
folgt: n € 240.5() .

3: Aus 2“n € 240.5() 7
folgt via des bereits bewiesenen a):

Va,B: (8 € a €Uyr,) = (a\ {8} €U,).

4: Aus VS gleich “...pex e lU,” und
aus 3“\7&,6 : (ﬂ cac ul-‘rn) = (a\{ﬂ} € Z/{n) 7
folgt: z\ {p} € U,.

]
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240-15. Die nunmehrige parameter-freie Klassenklammer bereitet den Beweis
von 240-16 vor, mit dem 1+ n ¢ U,,, n € N, bewiesen wird:

240-15(Definition)

240.6() = {w: (W eEN)A (1 +w ¢ U)}.
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240-16. Hier werden einige Aussagen iiber {w : (w € N)A(1+w ¢ U,,)} bewiesen,
die in der Aussage 1 +n ¢ U,,, n € N, gipfeln:

240-16(Satz)

a) ‘nef{w:(weN)A1+wéeU,)}” genau dann, wenn
“neN"und “1+né¢U,”.

b) {w:(weN)AN1+w¢lU,)} CN.
c) De{w: (weN)AN14+wé¢U,)}.

d) Va:(ae{w:(weN)A1+we¢EU,)})
= 1+ae{w: (weN)A1+wel,)}).

e) {w:weN)A1+wel,)} =N.
£) Aus “n e N”folgt “14+n ¢ U,”.

(w:(WeN)A(l+wé¢ )} 240-15(Def)

Beweis 240-16 a) VS gleich ne{w:(wWeN)ALl+wélU,)}.
Aus VS gleich “ne{w: (weN)A(1+w ¢ U,)}”
folgt: meN)A(1+n¢l,).
a) |[[= | VS gleich meN)A(1+n¢U,).
1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via Element Axiom: n Menge.

2: Aus 1“n Menge” und
aus VS gleich “(n e N)A(1+n ¢ U,)”
folgt: nef{w:(wWeN)A(l4+wel,)}.
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Beweis 240-16 b)

acf{w: (weNA1+weU,)}
2: AusThemal“ac{w: (weN)A1+w¢&lU,)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): a € N.
Ergo Themal: Va:(ae{w: (weN)A(1+wé¢U,)}) = (0 eN).
Konsequenz via 0-2(Def): {w:(weN)A(1+weU,)} CN.
c)
1: Es gilt: (14+0ely) V(1+0¢U).

‘ wiFallunterscheidung

1+0 € Up.

2: Aus 1.1.Fall“1+40 € Uy” und
aus 240-2(RekParDef)“U, = {0}”

folgt: 14+0e€{0}.
3: Aus2“1+4+0€{0}”
folgt via 1-6: 1+0=0.

4: Aus3“1+0=0" und

aus +schola“1+0=1"

folgt: 1=0.
5: Esgilt 4“1=0".

Via #schola gilt “0 # 17

Ex falso quodlibet folgt: 1+0¢ Up.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: Al “140¢ Uy”

2: Aus eschola“0 € N” und
aus Al gleich “14+0 ¢ Uy”
folgt via des bereits bewiesenen a): De{w:(weN)A1+weEU,)}.
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Beweis 240-16 d)

ac{w: (weN)AN1+wdélU,)}

2: Aus Themal“a € {w: (weN)A(1+wel,)}”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(aeN)AN(14+a¢U,).

3: Aus2“aeN...”
folgt via 159-10: 1+a€eN.

4: Es gilt: 1+ (1+a)elhia) VII+(1+a)¢Uia).

’ wiFallunterscheidung ‘

4.1.Fall 14 (1+a) € Usia.
5: Aus3“l+aeN”
folgt via 239-5: l+ael+(1+a).

6.1: Aus3“l+a€eN",
aus 5“1l +a€l+(1+«)” und
aus 4.1.Fall“l + (1+ ) € Upsa”

folgt via 240-14: 1+ 1+ a)\{1+a}tel,.
6.2: Aus3“l14+a€N”
folgt via 239-5: 1+a=0+04+a)\{1+a}.
7: Aus 6.1 und
aus 6.2
folgt: 1+ acel,.

8: Esgilt 7“1 +acld,”.
Esgilt 2“...1+a ¢ U,” .
Ex falso quodlibet folgt: 1+ (1+a) ¢ Uita.

Ende Wﬂ:‘allunterscheidung‘ Al‘ “UI+(1+a) ¢liia”

5: Aus 3“1+ a € N” und
aus Al gleich “1+ (1+ «) ¢ Ui1o”
folgt via des bereits bewiesenen a):
l+ace{w:(weN)A1+weEU,)}.

Ergo Themal: Va:(ae{w: (weN)A1+wé¢lU,)})
= (l+ac{w: (wWeN)A1+w&U,)}).
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Beweis 240-16 e)

Ausc)“0€e{w: (weN)AN1+weEl,)}",
aus b) “{w: (weN)AN(1+w ¢ U,)} €N und
aus d) “Va: (e {w: (weN)A(1+wd¢U,)})
= (l+ac{w: (wWeN)A1+wd¢U,)})

folgt via 236-5: {w:(weN)AN1+wé¢U,)} =N.
f) VS gleich n € N.
1: Via des bereits bewiesenen e) gilt: {w:weNAN1+wél,)} =N

2: Aus VS gleich “n € N” und
aus 1'{w:(weN)A(1+wd¢l,)} =N"
folgt: nef{w: (wWeN)AN1+wd¢lU,)}

3: Aus2“ne{w: (weN)AN1+wé¢lU,)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): l+né¢U,.

]
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240-17. Fiir n € N umfasst Uy, die Klasse U,, echt:
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240-17(Satz)

b) Aus “n € N7 folgt “U, C Uy, .

a) Aus “n € N7 folgt “U, # U und “Uy, # Upsn” .

Beweis 240-17 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 159-10:

1.2: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 240-7:

1.3: Aus VS gleich “n € N7
folgt via 240-16:

2: Aus1.1“14+neN”
folgt via 240-11:

3.1: Aus 2“1 +4+n € Uyy,” und
aus 1.3“1+n ¢ U,”
folgt via 0-10:

3.2: Aus 2“1 +4+n€ely,”
folgt via Element Axiom:

4.1.a): Aus 3.1“Uyyp #U,”
folgt:
4.2.a): Aus 3.2“1+n Menge” und
aus 1.3“1+n ¢ U,”
folgt via 0-21:
5.b): Aus 1.2“U, CU;,” und

aus 4.1.a)“U, # Ui.,”
folgt via 57-1(Def):

n € N.

1+neN.

un g ul—l—n-

1+n¢U,.

14+n GU1+n.

Usin £ U,

1 4+ n Menge.

Z/{n 7£ ul—l—n

U, U

U, C U in.
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240-18. Mit der nunmehrigen parameter-freien Klassen-Klammer 240.7() wird
der Beweis der - eventuelle erwarteten - Aussage U,, C Penai, n € N, vorbereitet:

240-18(Definition)

240.7() = {w: (W € N) A Uy, € Penar)}-
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240-19. Hier werden einige Aussagen iiber {w : (w € N)A (U, C Pena1) } bewiesen,
die in der Aussage U,, C Pena1, n € N, gipfeln:

240-19(Satz)

a) ‘nef{w: (weN)A U, C Penar)}” genau dann, wenn
“n c N”und “Z/{n Q Pendl 7

b) {w : (w € N) N (Z/{w - Pendl)} C N.
c) De{w: (weN)A U, C Penal)}-

d) Va: (ae{w: (weN)A U, C Pepal)})
= (1 +a € {w : (w € N) VAN (Z/Iw - Pend1>}).

e) {w:(weN)A Uy € Pena)} =N.
) Aus “n € N7 folgt “U, C Penar” -

g) Aus “n € N7und “x € U,” folgt “x endlich”.

{w: (W eN)A Uy C Pena)} 240-18(Def)

Beweis 240-19 a) VS gleich ne{w: (weN)A U, C Pua)}-
Aus V8 gleich “n € {w: (w € N) A (U, C Penar)}”
fOlgt: (n € N) A (Z/{n g 7Dendl)-
a) VS gleich (n € N) A (U, C Pena)-
1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via Element Axiom: n Menge.

2: Aus 1“n Menge” und
aus VS gleich “(n € N) A (U, C Pepar)”
folgt: ne{w: (weN)A U, C Peal)}-
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Beweis 240-19 b)

a€{w: (weN)A U, S Pena)}-
2: Aus Themal“a € {w: (w € N) A (Uy C Pepar)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): a € N.
Ergo Themal: Va: (e € {w: (w e N)A Uy C Pepa)}) = (a € N).
Konsequenz via 0-2(Def): {w: (weN)A Uy C Penar)} CN.
c)
o € Up.

2: Aus Themal.1“a € Uy” und
aus 240-2(RekParDef) “U, = {0}”
folgt: a € {0}.

3: Aus 2“a € {0}”
folgt via 1-6: a=0.

4: Aus 3“a =07 und
aus 28-9“0 E ,Pendl”

folgt: @ € Peonal-
Ergo Themal. 1: Va: (o € Uy) = (a0 € Pepar)-
Konseqeuenz via 0-2(Def): Al “Uy € Penar”

1.2: Aus eschola“0 € N” und
aus A1 gleich “Uy C Pepat”
folgt via des bereits bewiesenen a): De{w: (weN)A Uy C Pepa) }-
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Beweis 240-19 d)

a€{w: (weN)A U, S Pena)}-
2: Aus Themal“a € {w: (w € N)A (U, C Pepa)}”

4.2:

folgt via des bereits bewiesenen a):
(v € N) A (Uy C Penar)-

: Aus2“aeN...”
folgt via 159-10: l1+aeN.
Thema4.1 B €U iq-

5: Aus2“a e N...” und
aus Themad .10 € Ui,
folgt via 240-12:
QU (v eld,) N(B={Q}UV).

6: Aus5“... vV eld,...” und
aus 2“...Uy C Pepar”

fOlgt via 0-4: v e Pendl-
7: Aus 6V € Poal”
folgt via 28-9: {Q}UT € Pear-

8: Aus5“.../={Q}UT” und
aus 7{Q} UV € Popar”

folgt: B € Penar-
Ergo Thema4. 1: VB : (B € Uta) = (B € Penal)-
Konseqeuenz via 0-2(Def): A “Uio CPena”

Aus 3“1 4+ a € N” und
aus A1 gleich “Ui o C Penar”
folgt via des bereits bewiesenen a):
l+aef{w: (weN)A U, C Pena)}-

Ergo Themal:

Va: (a € {w: (weN)A U, C Peoa)})
= 14+aec{w: (weN)A Uy € Penal)})-
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Beweis 240-19 e)

Ausc)“0€e{w: (weN)A (U, C Penal)}”,
aus b) “{w: (w e N)A (U, C Penar)} € N’ und
aus d) “Va: (e € {w: (w e N)A (U, C Penal)})

141

> (l+ac{w: (wWeN)AU, C Pea)})”

folgt via 236-5: {w:(weN)A Uy C Pepa)} =N.
f) VS gleich n € N.
1: Via des bereits bewiesenen e) gilt: {w:(weN)A U, € Pena)} =N.
2: Aus VS gleich “n € N” und
aus 1“{w: (w e N)A (U, C Pepar) }”
folgt: ne{w: (weN)A U, C Penal)}-
3: Aus2“n €{w: (weN)A (U, C Pepal)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): U,, € Ponal-

g) VS gleich

1: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via des bereits bewiesenen f):

2: Aus VS gleich “...x € U,” und
aus 1 “un g Pendl K
folgt via 0-4:

3: Aus 2“2 € Popa”
folgt via 28-7:

(n € N) A (z € Uy,).

Z/{n g 7Dendl .

T € Pepal-

x endlich.

]
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240-20. In 240-19 wird gezeigt, dass U,,, n € N, aus endlichen Mengen besteht.
Nun wird vorbereitet, dass jede endliche Menge in einer Klasse U,,, n € N, liegt:

240-20(Definition)

240.8() = {w: (3Q: (L€ N) A (w € Un))}.
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240-21. Die Klasse 240.8() entpuppt sich als Pe,q. Konsequenter Weise gibt es
zu jeder endlichen Menge x ein n € N mit z € U,,:

240-21(Satz)

a) Aus “z € 240.8() 7 folgt “IQ: (Q e N)A (z € Uq)”.

b) Aus “n € N”und “xz € U,” folgt “x € 240.8() ”.

) 240.8() C Penal.

d) 0 € 240.8().

e) Va,B: ((a eU) N (5 €240.8())) = ({a} UB € 240.8() ).
£) 240.8() = Ponal-

g) Aus “x endlich” folgt “IQ: (Q e N) A (z € Ug)”.

240.8() ={w: (IQ: (2 e N) A (w € Ug))} 240-20(Def)

Beweis 240-21 a) VS gleich x € 240.8() .

1: Aus VS gleich “x € 240.8() 7 und
aus “240.8() ={w: (32 : (QeN) A (w € Uq))}”
folgt: re{w: (AN: (ReN)A (welyn))}

2: Aus 1z e{w:(AQ: (QeN)A (w e lUq))}”
folgt: 0 (QeN)A (z € Ug).
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Beweis 240-21 b) VS gleich (neN)A (z el,).

1.1:

1.2:

c)

Es gilt: 30 :Q =n.

Aus VS gleich “...x €U,,”
folgt via Element Axiom: x Menge.

: Aus1.1“...Q=n" und

aus VS gleich “(n e N) A (x € U,)”
folgt: (QeN)A (z € Uy).

: Aus 1.143dQ...7 und

aus 2“(Q e N) A (x € Ug)”
folgt: IQ: (QeN)A (z €lUy).

: Aus 1.2“z Menge” und

aus 3“30: (e N) A (w e lUq)”
folgt: re{w: (AN: (NeN)A (wely))}

cAus 4z e{w: (AN (QeN)A (welUy))}” und
{w

aus “240.8() L (3Q: (VeEN)A (wely))}
folgt: T € 240.8() .

o € 240.8() .

2: Aus Themal“« € 240.8() ”

3: Aus 2“...Q2eN...” und

4: Aus 3“«a endlich”

folgt via des bereits bewiesenen a):
AQ: (Q e N)A (a € Uy).

aus 2“...a € Uy”
folgt via 240-19: a endlich.

folgt via 28-T7: @ € Penal-

Ergo Themal: Va: (o € 240.8() ) = (a € Penar)-

Konsequenz via 0-2(Def): 240.8() € Penar-
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Beweis 240-21 d)

1:

e)

Aus 1-540 € {0}” und
aus 240-2(RekParDef) “Uy = {0}”
folgt: 0 € Up.

: Aus €schola“0 € N” und

aus 1“0 e Uy”
folgt via des bereits bewiesenen b): 0 € 240.8() .

(e eU) A (B € 240.8() ).

3: Aus2“...Q&N...” und

4: Aus2“...Q0eN...”

2: Aus Themal.2“...[5 € 240.8() ”
folgt via des bereits bewiesenen a):
A (QeN)A (B €lUy)).

aus 2“... 0 € Uy’
folgt via 240-12: {a}Up e lUiiq.

folgt via 159-10: 1+QeN.

5: Aus 4“1+ Qe N” und
aus 3“{atUp € Uitq”
folgt via des bereits bewiesenen b):  {a} U € 240.8() .

Ergo Themal: Vo, : ((a eU) N (5 €240.8())) = ({a} UB € 240.8() ).
)
1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: 0 € 240.8() .
1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt:
Va,[: (e elU) N (B €240.8() ) = ({a} U S € 240.8()).
1.3: Via des bereits bewiesenen c¢) gilt: 240.8() C Pepar-
2: Aus 1.1%0 € 240.8() 7 und
aus 1.2V, B: ((a eU) N (5 € 240.8())) = ({a} U B €240.8())”
folgt via PopaInduktion: Penar € 240.8() .
3: Aus 1.3%240.8() C Pepar” und

aus 2“ Pepar € 240.8() 7
folgt via GleichheitsAxiom: 240.8() = Penar-
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Beweis 240-21 g) VS gleich x endlich.
1.1: Aus VS gleich “z endlich”
folgt via 28-7: T € Pendl-
1.2: Via des bereits bewiesenen f) gilt: 240.8() = Penar-
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: T € 240.8() .

3: Aus 3“x € 240.8() ”
folgt via des bereits bewiesenen a): IQ: (QeN)A (z €ly).

[]
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Aus n € N folgt n endlich.
N unendlich.

Ersterstellung: 16/04/13 Letzte Anderung: 16/04/13
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241-1. Jede natiirliche Zahl ist endlich. N ist unendlich. Beim Beweis wird hier
zum ersten Mal eine sprachlich offensichtliche AusschlieBung - endlich versus un-
endlich - nicht detailgetreu bis zur Definition dargelegt sondern durch kurzen
Verweis auf die zu Grunde liegende Definition - hier 29-1(Def) - begriindet.
Diese abkiirzende Beweisfithrung wird hier und im Folgenden zur Vereinfachung
eingesetzt:

241-1(Satz)
a) Aus “n € N7 folgt “n endlich”.
b) 0#N.
c) N unendlich.
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Beweis 241-1 a) VS gleich n € N.
1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 240-11: n € U,.
2: Aus VS gleich “n € N” und
aus 1“neld,”
folgt via 240-19: n endlich.
b)
Aus €schola“0 € N”
folgt via 0-20: 0#N.
c)
1: Via 29-1(Def) gilt: (N endlich) V (N unendlich).

’ wiFallunterscheidung ‘

1.1.Fall N endlich.
2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: 0#N.

3: Aus2“0#N7,
aus 159-10“N C S” und
aus 1.1.Fall“N endlich”
folgt via < _Satz vom Maximum:
30 : Q ist < Maximum von N.

4: Esgilt 3«...Q ist < _Maximum von N” .
Es gilt 176-1“N hat kein < Maximum” .
Ex falso quodlibet folgt: N unendlich.

Ende wfFallunterscheidung N unendlich.

]
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241-2. Nun wird ein auch an sich ansprechender Hilfs-Satz bewiesen:

241-2(Satz)
Es gelte:

—) ECN.

—) neN.

—) n obere < _Schranke von E.
Dann folgt:

a) FECl4+n

b) E endlich.
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Beweis 241-2

<-Notation.

a)

@€ b

2.1: Aus Themal.1“a € E” und
aus —) “EF C N7
folgt via 0-4: aeN.

2.2: Aus =) “n obere < _Schranke von E” und
aus Themal.1“a € E”
folgt via 35-1(Def): a<n.

3: Aus2.1“a e N” |
aus —) “n € N7 und
aus 2.2a <n”
folgt via 237-7: acl+n.

Ergo Themal. 1: Va:(a€ E)= (e €1+n).

Konsequenz via 0-2(Def): EC1l+n.
b)

1.1: Aus D “ECN”,
aus —) “n € N” und
aus —) “n obere < _Schranke von E”
folgt via des bereits bewiesenen a): EC1+n.

1.2: Aus »)“neN”
folgt via 159-10: l1+neN

2: Aus1.2“14+neN”
folgt via 241-1: 1 + n endlich.

3: Aus1.1“EC1+n” und
aus 2“1 + n endlich”
folgt via 213-5: E endlich.

]
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241-3. Nun wird eine durch 241-1 inspirierte Aussagensammlung bewiesen:

241-3(Satz)

a) Aus “0# E CN”und “FE endlich”
folgt <3 : Q ist < _Mazximum von E7.

b) Aus “E C N”und “max ist < _Mazximum von E” folgt “FE endlich” .
c) Aus “E CN”und “E unendlich” folgt “FE hat kein < _Maximum” .

d) Aus “0# E C N”und “E hat kein < _Maximum”
folgt “E unendlich” .

Beweis 241-3 a) VS gleich (0 # E C N) A (E endlich).

1: Aus VS gleich “... F CN...” und
aus 159-10“N C §”
folgt via 0-6: ECS.

2: Aus VS gleich “0# FE...”,
aus 1“F CS” und
aus VS gleich “... FE endlich”

folgt via < _Satz vom Maximum: 40 : Q ist < Maximum von F.
b) VS gleich (E € N) A (mazx ist < _Maximum von F).
1: Aus VS gleich “...max ist < Maximum von E”
folgt via 38-7: (max € E) A (max obere < _Schranke von FE).
2: Aus 1“mazr € E...” und
aus VS gleich “EF CN...”
folgt via 0-4: max € E.

3: Aus VS gleich “E CN...” |
aus 2“mar € N” und
aus 1“...max obere < _Schranke von E”
folgt via 241-2: E endlich.
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Beweis 241-3 c¢) VS gleich

1: Via 38-1(Def) gilt:
(32 : Qist < _Maximum von F) V (E hat kein < Maximum).

wfFallunterscheidung ‘

1.1.Fall J0 : Q ist < Maximum von E.

2:

Aus VS gleich “E CN...” und
aus 1.1.Fall“...Q ist < _Maximum von E”

folgt via des bereits bewiesenen b): FE endlich.

: Es gilt 2“ F endlich” .

Es gilt VS gleich “... F unendlich” .

Ex falso quodlibet folgt: E hat kein < _Maximum.

’ Ende wfFallunterscheidung ‘

d) VS gleich

1: Via 29-1(Def) gilt:
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(E € N) A (E unendlich).

FE hat kein < Maximum.

(0 # E C N) A (E hat kein < Maximum).

wiFallunterscheidung ‘

E endlich.

2:

Aus VS gleich “0# EF CN...” und
aus 1.1.Fall“F endlich”
folgt via des bereits bewiesenen a):

J0 : Q ist < Maximum von E.
: Esgilt 2430 : Q ist < Maximum von E 7.

Es gilt VS gleich “... F hat kein < Maximum” .

Ex falso quodlibet folgt: FE unendlich.

Ende wfFallunterscheidung

(E endlich) V (E unendlich).

FE unendlich.

]
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paar(z, y).

Ersterstellung: 23/04/13 Letzte Anderung: 06/05/13
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242-1. Mit der nun in die Essays eingebrachten Klasse paar(z,y) wird der Bo-
den fiir etliche interessante Funktionen geebnet. Hier miissen weder x noch y
Funktionen oder Relationen sein:

242-1(Definition)

paar(z,y)

= 242.0(x,y)

- {(A’ (:u’ V)) :
={w: (3O, I,V : ((QP) ex)A((QT) €y

~—
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242-2. Nun wird das “ Element-Sein” in paar(x, y) thematisisert. Der Umgang mit
paar(z,y) erfolgt einer ab sofort eingesetzten, auf Vereinfachungen abzielenden
Strategie zu Folge durch Hinweis auf Definition 242-1(Def):

242-2(Satz)

a) Aus “w € paar(x,y)”
folgt “3Q, @, T : ((2,P) € ) A((Q,T) € y) A(w= (2, (P,1))”.

b) Aus “(p,q) € paar(z,y)”
folgt “30,1": ((p,®) € 2) A((p.T) € y) A (g = (2,1)) 7.

c) Aus “(p,r) € x”und “(p,s) € y” folgt “(p,(r,s)) € paar(x,y)”.

Beweis 242-2 a) VS gleich w € paar(x,y).

1: Aus VS gleich “w € paar(z,y)”
folgt via 242-1(Def):
30,6,T,0 : ((9,8) € 2) A (1) € ) A (¥ = (,T)) A (w = (©, 1))

Y

2: Aus1%...0 = (§,I)..."
folgt via PaarAxiom I: (Q,0) = (Q,(9,1N).

Y

3: Aus1“...w = (,V¥)” und
aus 2“(Q,¥) = (Q,(2,1")”
folgt: w=(,(2,1)).

4: Aus 1“3Q,0,T. ..
aus 1“...((, Q) € ) (,T)ey)...” und
aus 3“w = (2, (®,1))”
folgt: 30,0, T : ((2,P) e ) A ((T) € y) A(w = (Q,(P,1))).
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Beweis 242-2 b) VS gleich (p,q) € paar(zx,y).

1: Aus VS gleich “(p,q) € paar(z,y)”
folgt via des bereits bewiesenen a):

3Q,@,1: (2, @) € 2) A((2,T) € y) Al(p, @) = (2,(2,1))).

2: Aus VS gleich “(p,q) € paar(z,y)”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

3: Aus 1“...(p,q) = (©,(®,I'))” und
aus 2“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=Q)A(¢g=(2,1)).

4.1: Aus3“p=Q...7
folgt via PaarAxiom I: (p, @) = (2, D).

4.2: Aus3“p=0Q...7
folgt via PaarAxiom I: (p, ) = (Q,T).

5.1: Aus4.1“(p,®) = (2, 9)” und
aus 1“...(Q,®) ex...”
folgt: (p, @) € x.

5.2: Aus4.2“(p,I') = (,I')” und
aus 1“...(Q, ) ey...”
folgt: (p,I') €.

6: Aus1¢“3d...0,I"...7,
aus 5.1 (p,®) € z”
aus 5.2“(p,I') € y” und
aus 3“...q = (9,17

folgt: 30,I': ((p, @) € 2) A ((p, 1) €y) A (g = (,T)).
c) VS gleich ((p,r) € x) A((p,s) €y).
1.1: Es gilt: 3Q2:Q =p.
1.2: Es gilt: J3P: P =r.
1.3: Es gilt: dr:T'=s.
1.4: Es gilt: VU= (P, I).

1.5: Aus VS gleich “(p,r) € z”
folgt via 12-7: p,r Menge.

1.6: Aus VS gleich “...(p,s) € y”
folgt via 12-7: s Menge.
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Beweis 242-2 c¢) VS gleich

2.

1:

Aus 1.1¢...Q=p” und
aus 1.2“... ¢ =r"
folgt via PaarAxiom I:

D Aus1.14...Q=p” und

aus 1.3“...I'=gs"
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.2%...® =7" und

aus 1.3“...I'=gs"
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.4%...0 = (&,I)”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.5“...r Menge” und

aus 1.6“s Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.14(Q,®) = (p,r)” und

b

aus VS gleich “(p,r) € x...
folgt:

i Aus 2.24(Q,T) = (p,s)” und

aus VS gleich “...(p,s) € y”
folgt:

:Aus1.1“...Q=p” und

aus 2.3“(®,I") = (r,s)”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.5“p... Menge” und

aus 2.5“(r, s) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.44(Q,0) = (2, (P,T))” und
1)) = (p. (r,s))”

aus 3.3“(Q, (P
folgt:

: Aus 4

folgt:

MENGENLEHRE #242

((p,r) € ) A ((p, s) € y).

(€2, @) = (p, 7).
(Qa F) - (p, 8)'
(®,T) = (r, s).

(Q,U) = (Q,(2,1N).

(r,s) Menge.

(Q,P) € x.

(Q,T) ey.

(Q7 ((I)7 F)) = (pv (T’ S))

(p, (r,s)) Menge.

(2, W) = (p, (r,9)).

(P, (r,8)) = (2, ).
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Beweis 242-2 c) VS gleich ((p,r) € x) A((p,s) €y).

6: Aus 1.1“dQ...7,
aus 1.2“40...7
aus 1.3“dI'...7,
aus 1.4“3w...7 |
aus 3.1“(Q, @) € 7,
aus 3.2“(Q, TN ey”,
aus 1.4“...¥ = (0, I")” und
aus 5 (p, (r,5)) = (
folgt: 3,0, T, 0 : ((Q,®) e x) A ((Q,T) €y) A (¥ =(D,1))

AP, (1, ) = (©,)).

7: Aus 3.4%(p,(r,s)) Menge” und
aus 6“3Q, ¢, I, U : ((Q,®) € ) A((QT) €ey) A(V = (P,1"))

folgt via 242-1(Def): (p, (

]
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242-3. paar(z,y) ist eine Relation:

242-3(Satz)

paar(x,y) Relation.

Beweis 242-3

a € paar(z, y).

Aus Themal“«a € paar(z,y)”

folgt via 242-1(Def): IV a=(2,V).
Ergo Themal: Va: (a € paar(z,y)) = (3 V:a = (Q,¥)).
Konsequenz via 10-3: paar(z,y) Relation.

]
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242-4. Nun werden Definitions- und Bild-Bereich von paar(z, y) untersucht. Aus-
sage b) zeigt, dass mit paar(x,y) = paar(y, x) wohl nur in Spezialfillen zu rechnen
ist:

242-4(Satz)

a) dom (paar(x,y)) = (domz) N (domy).

b) ran (paar(z,y)) =yox L.

Beweis 242-4 a)

o € dom (paar(z, y)).
2: Aus Themal.1“« € dom (paar(z,y))”
folgt via 7-2: 30 (a, Q) € paar(z,y).

3: Aus 2¢...(a, Q) € paar(z,y)”
folgt via 242-2: 30, T : ((a, @) € 2) A ((o, T') € ).

4.1: Aus3“...(o,®)€x...”
folgt via 7-5: a € domx.

4.2: Aus 3“...(a,T") €y”
folgt via 7-5: o € domy.

5: Aus4.1“a €domz” und
aus 4.2“a € domy”
folgt via 2-2: a € (domz) N (domy).

Ergo Themal.1: Vo : (a € dom (paar(z,y))) = (o € (domzx) N (domy)).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “dom (paar(z,y)) C (domz) N (domy)”
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Beweis 242-4 a) ...

a € (domz) N (dom ).
2: Aus Themal.2“«a € (domz) N (domy)”
folgt via 2-2: (v € domx) A (v € domy).

3.1: Aus2“a €domuax...”
folgt via 7-2: 3P : (a,P) € x.

3.2: Aus 2“...a €domy”
folgt via 7-2: (o, 1) €y.

4: Aus 3.1“...(a,®) € 7 und
aus 3.2“. .. (a,T) € y”

folgt via 242-2: (o, (®, 1)) € paar(z,vy).
5: Aus 4“(a, (®,1")) € paar(z,y)”
folgt via 7-5: a € dom (paar(z,y)).
Ergo Themal.2: Va: (a € (domz) N (domy)) = (a € dom (paar(z,y))).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “(domz) N (domy) C dom (paar(x,y))”

1.3: Aus A1 gleich “dom (paar(z,y)) C (domz) N (domy)” und
aus A2 gleich “(domx) N (domy) C dom (paar(z,y))”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (paar(z,y)) = (domz) N (domy).
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Beweis 242-4 b)
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2:

: Aus 3¢..

Aus Themal.1“« € ran (paar(z,y))”
folgt via 7-4:

: Aus 2¢...(Q, ) € paar(z,y)”

folgt via 242-2:
AP, T : ((2,@) € ) A ((Q,T)

: Aus 3¢...(Q,d)ex...”

folgt via 11-4:

: Aus 44(®,Q) € 271”7 und

aus 3“... () ey...”
folgt via 14-5:

.a=(®,I')” und
aus 5“(®,T') e yoax™t”
folgt:

a € ran (paar(z,y)).

30 :

ey A (a=(P,1)).

(Q, o) € paar(z,y).

(©,Q) €zt

(®,T)eyoxt

a€yox

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vo : (a € ran (paar(z,y))) = (e € yoz ™).

A1l “ran(paar(z,y)) Cyox™!”
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Beweis 242-4 b) ...

acyor.

2: Aus Themal.2“a €yox™!”
folgt via 14-3:
30,0,T: ((2,2) e 27) A((2,T) € y) A (e = (,T)).

3: Aus 2¢...(Q,®) ezt
folgt via 11-4: (0,Q) € .

4: Aus 3“(®,Q) € 2”7 und
aus 2“... (@, ") €y...”
folgt via 242-2: (D, (Q,1") € paar(z,y).

5: Aus 4“(®,(QQ, 1)) € paar(x,y)”
folgt via 7-5: (Q,T') € ran (paar(z,y)).

6: Aus 2“...a=(2,I')” und
aus 5 (,T") € ran (paar(z,y))”

folgt: a € ran (paar(z,y)).
Ergo Themal.2: Va: (a€yox™t) = (a € ran(paar(z,y))).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “yox~! Cran(paar(z,y))”
1.3: Aus A1 gleich “ran (paar(z,y)) Cyoxz~!” und
aus A2 gleich “yox~! C ran (paar(z,y))”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (paar(z,y)) = yox L.

[]
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242-5. Falls x oder y injektiv sind ist paar(z,y) injektiv. Sind f, g Funktionen,
so ist paar(f,g) eine Funktion:

242-5(Satz)
a) Aus “x ingektiv” folgt “paar(x,y) injektiv”.
b) Aus “y injektiv” folgt “paar(z,y) injektiv”.
c) Aus “f,g Funktion” folgt “paar(f,g) Funktion”.

d) Aus “f, g Funktion”
folgt “paar(f,g) : (dom f) N (domg) — go f~17.

e) Aus “f,qg Funktion” und “f injektiv”
folgt “paar(f,g) : (dom f) N (domg) — go f~! bijektiv”.

f) Aus “f, g Funktion” und “g injektiv”
folgt “paar(f,g) : (dom f) N (domg) — go f~! bijektiv”.
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Beweis 242-5 a) VS gleich x injektiv.
(v, 8), (v, B) € paar(z,y).
2.1: Aus Themal“(«a,f3)... € paar(z,y)”

folgt via 242-2:
397 P ((OQQ) S I) N ((Oé, (I)> < y) A (6 - (Q, (I)))
2.2: Aus Themal“...(v,f) € paar(z,y)”
folgt via 242-2:
3T (7, W) ex) A (1, T) ey) A (B = (V,T).
3.1: Aus 2.1¢...4=(2,®)” und
aus 2.2“...0 = (v, )"
folgt: (Q,®) = (v, I).
3.2: Aus Themal“(a,f3)... € paar(z,y)”
folgt via 12-7: B Menge.
4: Aus2.1“...6=(Q,9)” und
aus 3“8 Menge”
folgt: (Q, @) Menge.
5: Aus 3.14(Q,®) = (¥, I")” und
aus 4“ (£, @) Menge”
folgt via IGP: Q=v
6: Aus5“Q=v"
folgt via PaarAxiom I: (o, Q) = (a, V).
7: Aus 6“(a, Q) = (o, ¥)” und
aus 2.1, .. (a,Q) € x...”
folgt: (o, W) € x
8: Aus VS gleich “x injektiv”,
aus 7“(a, V) € z” und
aus 2.2, .. (y,¥) €ex...”
folgt via 8-1(Def): a=r.

Ergo Themal:

Konsequenz via 8-1(Def):

Va, 8,7 : ((a, B), (7, B) € paar(z,y)) = (a = 7).

paar(z,y) injektiv.
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Beweis 242-5 b) VS gleich y injektiv.
(@, 8), (v, B) € paar(z,y).
2.1: Aus Themal“(«a,f3)... € paar(z,y)”

folgt via 242-2:
30,2 (0, ) € 2) A ({0 8) € ) A (5 = (0,))
2.2: Aus Themal“...(v,f) € paar(z,y)”
folgt via 242-2:
3T (7, W) ex) A(( 1) ey) A (B = (B, 1),
3.1: Aus2.1¢...4=(2,®)” und
aus 2.2“...0 = (v,I")”
folgt: (Q,®) = (v, I).
3.2: Aus Themal“(a,f3)... € paar(z,y)”
folgt via 12-7: B Menge.
4: Aus 2.1“...6=(Q,9)” und
aus 3“8 Menge”
folgt: (Q, @) Menge.
5: Aus 3.14(Q,®) = (¥,I")” und
aus 4“ (£, @) Menge”
folgt via IGP: d=r
6: Aus5“®d =T"
folgt via PaarAxiom I: (v, ®) = (v,1).
7: Aus 6“(7,®) = (7,I")” und
aus 2.2“...(y,[) ey...”
folgt: (7,®) €y
8: Aus VS gleich “y injektiv”,
aus 2.1“...(a,®) € y...” und
aus 7 (v, P) € y”
folgt via 8-1(Def): a=r.

Ergo Themal:

Konsequenz via 8-1(Def):

Va, 8,7 (o, B), (7, B) € paar(z,y)) = (a =7).
paar(z,y) injektiv.
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Beweis 242-5 c¢) VS gleich

f, g Funktion.

2.2:

3.1:

3.2:

(@, 8), (e, 7) € paar(f,g).

2.1:

Aus Themal“(a, f) ... € paar(f,g)”
folgt via 242-2:
30, @ (o, Q) € f) A, @) € g) A (B = (2, D))

Aus Themal“...(«a,7) € paar(f,g)”
folgt via 242-2:
I (o, ¥) € f)A((e, 1) € g) A(y = (T, 1)

Aus VS gleich “ f ... Funktion” ,

aus 2.1“...(a, ) € f...” und

aus 2.2, .. (a, W) € f...”7

folgt via 18-18(Def): Q=1

Aus VS gleich “...g Funktion” ,

aus 2.1“...(a,®) € g...” und

aus 2.2“. .. (a,T) €g...”

folgt via 18-18(Def): o =T.

: Aus 3.1“0Q =0 und

aus 3.2“® =17
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (v, I).

: Aus 2.14...0=(2,9)” und

aus 4“(Q,®) = (v,IN)”
folgt: g =(v,TI).

: Aus 5“5 = (¥, I")” und

aus 2.2%...y = (¥,I")”
folgt: B=n.

Ergo Themal.1: Al| “Va,B,7: ((a, B), (o, y) € paar(f,g))

1.2: Via 242-3 gilt:

= (B=7)"

2: Aus 1.2“paar(f, g) Relation” und
aus Al gleich “Va, 8,7 : (o, ), (o, 7) € paar(f,g)) = (B=17)"

folgt via 18-18(Def):

paar(f,g) Relation.

paar(f, g) Funktion.
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Beweis 242-5 d) VS gleich f, g Funktion.
1.1: Via 242-4 gilt: dom (paar(f,g)) = (dom f) N (dom g).
1.2: Via 242-4 gilt: ran (paar(f,g)) =go f1.

1.3: Aus VS gleich “ f, g Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen c): paar(f, g) Funktion.

2: Aus 1.3“paar(f, g) Funktion” ,
aus 1.1“dom (paar(f,g)) = (dom f) N (domg)” und

aus 1.2%ran (paar(f,g)) =go 717

folgt via 21-2: paar(f,g) : (dom f) N (domg) — go f~1.
e) VS gleich (f, g Funktion) A (f injektiv).
1.1: Via 242-4 gilt: ran (paar(f,g)) = go fL.

1.2: Aus VS gleich “ f, g Funktion...”
folgt via des bereits bewiesenen d):

paar(f,g) : (dom f) N (domg) — go 1.

1.3: Aus VS gleich “... f injektiv”
folgt via des bereits bewiesenen a): paar(f, g) injektiv.

2: Aus 1.2%paar(f,g) : (dom f) N (domg) — go f717,
aus 1.1%ran (paar(f,g)) =go f~!” und
aus 1.3“paar(f, g) injektiv”
folgt via 22-1(Def): paar(f,g) : (dom f) N (domg) — go f~! bijektiv.

f) VS gleich (f, g Funktion) A (g injektiv).
1.1: Via 242-4 gilt: ran (paar(f,g)) = go fL.

1.2: Aus VS gleich “ f, g Funktion...”
folgt via des bereits bewiesenen d):

paar(f,g) : (dom f) N (domg) — go 1.
1.3: Aus VS gleich “...g injektiv”

folgt via des bereits bewiesenen b): paar(f, g) injektiv.

2: Aus 1.2%paar(f,g) : (dom f) N (domg) — go f717,
aus 1.1%ran (paar(f,g9)) =go f~!” und
aus 1.3“paar(f, g) injektiv”
folgt via 22-1(Def): paar(f,g) : (dom f) N (domg) — go f~! bijektiv.

]
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242-6. Es gilt (paar(z,y)) '[E x D] = z ' [E]|Nny~![D]:

242-6(Satz)

(paar(z,y)) '[E x D] = 2 '[E] Ny~ '[D].

Beweis 242-6

o € (paar(w,y))'[E x D.

2: Aus Themal.1“«a € (paar(z,y)) '[E x D]”
folgt via 11-21:
30 : (e ExD)A((a, ) € paar(z,y)).

3: Aus 2¢...(a, Q) € paar(z,y)”
folgt via 242-2:
30,1 : ((a, @) € 2) A ((a,T) € y) A (2 = (2, 1)).

4: Aus 3“...Q= (0, I")” und
aus 2“...Qe ExD...”

folgt: (®,I') e E x D.
5: Aus 4“(®,I")e Ex D”
folgt via 6-6: (®e E)n(I'e D).
6.1: Aus3“...(a,®) € x...” und
aus b5“d e F...7
folgt via 11-22: a €z E].

6.2: Aus3“...(a,I')€y...” und
aus 6“...I'e D”
folgt via 11-22: a €y D]

7: Aus 6.1%a € 7 [E]” und
aus 6.2“a € y H[D]”
folgt via 2-2: a €z HE| Ny YD

Ergo Themal.1: Va: (a € (paar(z,y)) ' [E x D]) = (a € z7'{E] Ny ' [D]).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “(paar(z,y)) '[E x D] C z 'E]ny '[D]”
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Beweis 242-6 ...

o €27 [E]ny~!(D].
1: Aus Themal.2“a € 27 '[E] Ny }[D]”
folgt via 2-2: (a € 7' [E]) N (a € y1[D]).

2.1: Aus 1“a ez [E]...”
folgt via 11-21: 4 : (¢ € E) A ((a, @) € ).

2.2: Aus 1“...a €y YD]”
folgt via 11-21: aA:(TeD)A((a,T) €y).

3.1: Aus2.1“...dc E...” und
aus 2.2“...I'e D...”
folgt via 6-6: (¢.T') e E x D.

3.2: Aus2.1“. .. (o, ®) € 2”7 und
aus 2.2%. .. (a,T) € y”
folgt via 242-2: (a, (@,T)) € paar(z,y).

4: Aus 3.2%(a, (®,1)) € paar(z,y)” und
aus 3.14(0,T) € Ex D7
folgt via 11-22: « € (paar(z,y)) '[E x D].

Ergo Themal.2: Va: (a € x7 ' {E]Ny ' [D]) = («a € (paar(z,y))'[E x DJ).

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “x7YE|Ny D] C (paar(x,y)) '[E x D]”

1.3: Aus A1 gleich “(paar(x,y)) '[E x D] C 2 '[E] Ny '[D]” und
asu A2 gleich “z7'[E]| Ny '[D] C (paar(x,y))"'[E x D]”
folgt via GleichheitsAxiom:  (paar(x,y)) '[E x D] = 2 [E] Ny D]

O



172 MENGENLEHRE #3243

p-E.x. x.Ep x.E.y.

Ersterstellung: 16/04/13 Letzte Anderung: 23/04/13
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243-1. Obwohl wohl hauptséchlich fiir Algebren £ und Funktionen z oder y
gebraucht werden hier allgemeine Definitionen von p_E.x, x.F_p und z.E.y gege-

ben:

243-1(Definition)

1) p.Ex
=243.0(x,p,F) =p.E.x
={w: (3O, V: ((QP) cx)A(((p,®), V) € E)
ANw = (2,9)))}.

2) v.Ep
=243.1(x,p,E) =x.Ep
={w: (3O, V: ((QP) cx)A(((P,p), V) € F)
ANw = (2,9)))}

3) z.E.y

=243.2(x,y,F) =z.Ey

={w: (3O, T, V: ((Q,®) ecx)A((QT) €vy)
(2, 1), ¥) € E) A (w=(2,7)))}.
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243-2. Nun wird das “Element-Sein” in p_E.z, in xE.p und in x.E.y thematisi-
sert:

243-2(Satz)

a) Aus “we p_E.x”
folgt “3Q, @, W : ((Q,®) € 2) A (((p, ®),¥) € E) A (w = (€, 1)) "

b) Aus “(q,r) € p_E.x” folgt “IQ: ((¢,2) € x) A (((p,Q),r) € E)”.
c) Aus “(q,s) € x”und “((p,s),r) € E” folgt “(¢q,7) € p-E.x”.

d) Aus “w € z.Ep”
folgt “3Q, @, W : (2, Q) € x) A (((P,p),¥) € E) A (w=(2,¥))”.

e) Aus “(q,r) € x.E_p” folgt “I0: ((¢,Q) € ) A(((Q,p),r) € E)”.
£) Aus “(q,s) € x”und “((s,p),r) € E” folgt “(q,r) € x.E_p”

g) Aus “w € x.E.y” folgt “IQ, &, T, ¥ : ((Q, @) € x) A ((Q,T) €y)
AN((@,T), W) € E) A (w = (2,9)) 7.

h) Aus “(q,r) € x.E.y” folgt “3®,T": ((¢,®) € ) A((¢,;T) € y)
A((®.T),r) € E)”.
i) Aus “(q,r) € x”und “(q,s) € y"und “((r,s),t) € E”
folgt “(q,t) e x.E.y”.

Beweis 243-2 a) VS gleich w e p-E.x.

Aus VS gleich “w e p_.E.x”
folgt via 243-1(Def):
30,0, 0 ((Q,2) € 2) A(((p, @), ¥) € E) A (w = (2,7)).
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Beweis 243-2 b) VS gleich (q,7) € p-E.x.

1: Aus VS gleich “(q,r) € p_.E.x”
folgt via des bereits bewiesenen a):
30,0, ((B,0) € 1) A (5, 2), ) € E) A ((q,7) = (B, V).

2: Aus VS gleich “(¢,r) € p_.E.x”
folgt via Element Axiom: (g, ) Menge.

3: Aus 1“...(¢,7) = (P, ¥)” und
aus 2“(q,r) Menge”
folgt via IGP: (q=P)A(r="0).

4.1: Aus3“g=9o...”7
folgt via PaarAxiom I: (q,9) = (9,Q).

4.2: Aus3“...r=""
folgt via PaarAxiom I: ((p,Q2),r) = ((p,Q), V).

5.1: Aus4.1%(¢,) = (9,2)” und
aus 1“...(®,Q)ex...”
folgt: (q,92) € .

5.2: Aus 4.24((p,Q),r) = ((p, ), ¥)” und
aus 1“...((p,Q), V) e E...”
folgt: ((p? Q),T) € E

6: Aus1“d...Q...7,
aus 5.1%(¢,2) € 2”7 und
aus 5.2“((p,Q),r) € E7

folgt: 302 ((¢, Q) € 2) A (((p, Q),7) € E).
c) VS gleich ((g,8) € ) A (((p,s),7) € E).
1.1: Es gilt: 302 :Q=q.
1.2: Es gilt: 3¢ : P =s.
1.3: Es gilt: JU U =r.

1.4: Aus VS gleich “(¢q,s) € x...”
folgt via 12-7: q Menge.

1.5: Aus VS gleich “...((p,s),r) € E”
folgt via 12-7: r Menge.
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Beweis 243-2 c¢) VS gleich

2.

1:

Aus 1.1¢...Q=¢q” und
aus 1.2“... ¢ =35"
folgt via PaarAxiom I:

:Aus 1.14...Q =¢” und

aus 1.3“... U =r"
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.2¢... & =g"

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.4“¢g Menge” und

aus 1.5%r Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.14(Q,P) = (¢,s)” und

aus VS gleich “(¢,s) € z...”
folgt:

: Aus 2.2

folgt:

: Aus 2.3 (p,®) = (p,s)” und

aus 1.3“... U =r"
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3.3“((p, ®),¥) = ((p, s),r)” und
aus VS gleich “...((p,s),r) € E”

: Aus 2.4“(q,r) Menge” und
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((g,8) € 2) A((p, 5),7) € E).

(2, @) = (q,9).

(Qv \Ij) = (Q7 T)'

(p, ®) = (p, 5).

(q,r) Menge.

(Q,P) € x.

(q,r) = (2, ¥).

((p, @), ¥) = ((p, 5),7)-

folgt: ((p,®),¥) € E.
: Aus 1.143Q...7,

aus 1.2“4%...7,

aus 1.3“3Jw...7,

aus 3.1“(Q,®) e 7,

aus 4“((p,®),¥) € E” und

aus 3.2“(q,r) = (2, V)"

folgt: 30,0, 0 : ((2,P) € x) A (((p, D), V) € E)A((q,7) = (2, 0)).

aus 5430, 3,0 : () € 2) A (((p, ), T) € E) A ((q,7) = (Q,T))”

folgt via 243-1(Def):

(q,r) € p_E.x.
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Beweis 243-2 d) VS gleich w e x.Eop.

Aus VS gleich “w € z.E p”
folgt via 243-1(Def):
20,8, : ((2,0) € 2) A ((D,p), ) € E) A (1w = (2, 1),

e) VS gleich (q,7) € z.E p.

1: Aus VS gleich “(q,r) € z.E_p”
folgt via des bereits bewiesenen d):

A0, QU : ((¢,Q) € 2) A (((2,p), V) € E)A((q,7) = (P, V)).

2: Aus VS gleich “(¢,r) € v.Ep”
folgt via Element Axiom: (g, ) Menge.

3: Aus 1“...(¢,7) = (®,¥)” und
aus 2“(q,r) Menge”
folgt via IGP: (q=P)A(r="0).

4.1: Aus3“g=9o...”7
folgt via PaarAxiom I: (q,9) = (9,Q).

4.2: Aus3“...r="v"
folgt via PaarAxiom I: (Q,p),r) = (2, p), V).

5.1: Aus4.1%(¢,Q) = (9,92)” und
aus 1“...(9,Q) € x...”
folgt: (q,92) € z.

5.2: Aus 4.24((2,p),r) = (2,p),¥)” und
aus 1“...((Qp), V) e E...”
folgt: (@p),r) € E.

6: Aus143...Q.. .7
aus 5.1%(¢,§2) € 2”7 und
aus 5.2((Q,p),r) € E7
folgt: 0 ((¢,Q2) € x) A(((Q2,p),r) € E).
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Beweis 243-2 £) VS gleich
1.

1.

1:

2:
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((g,8) € x) A(((s,p),7) € E).

Es gilt: 0 :Q=q.
Es gilt: 3P : P =s.
: Es gilt: U .U =r.

: Aus VS gleich “(¢,s) € z...”

folgt via 12-7: q Menge.

: Aus VS gleich “...((s,p),r) € E7

folgt via 12-7: r Menge.

: Aus 1.1“...Q =¢” und

aus 1.2°... & =s"
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (g, ).

:Aus1.1¢...Q=¢q” und

aus 1.3%... ¥ =1r"
folgt via PaarAxiom I: QW) =(q,7).

: Aus 1.24...d=3g"

folgt via Paar Axiom I: (®,p) = (s,p).

: Aus 1.4“¢g Menge” und

aus 1.5“r Menge”
folgt via PaarAxiom I: (q, ) Menge.

: Aus 2.14(Q,®) = (¢q,$)” und

aus VS gleich “(q,s) € z...”

folgt: (Q,9) € x.
: Aus 2.2
folgt: (q,m) = (2, V).

: Aus 2.3%“(®,p) = (s,p)” und

aus 1.3%... U =r"
folgt via PaarAxiom I: ((®,p), V) = ((s,p),7).

: Aus 3.3“((®,p), ¥) = ((s,p),r)” und

aus VS gleich “...((s,p),r) € E”
folgt: ((®,p), V) € E.
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Beweis 243-2 f) VS gleich

5: Aus 1.1“dQ...7,
aus 1.2“40...7
aus 1.3“3W¥...7,
aus 3.1“(Q,®) € z”,
aus 4 ((®,p),¥) € E” und
aus 3.2“(q,r) = (Q,¥)”
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((g,8) € ) A(((s,p),7) € E).

folgt: 30, ®, 0 : (2, ) € 2) A ((®,p), ¥) € E) A ((g,7) = (Q, 1)),

6: Aus 2.4“(q,7) Menge” und

aus 530, 0, ¥ : ((Q,P) € ) A (((P,p), V) € E)A ((q,7) = (Q,¥))”

folgt via 243-1(Def):

g) VS gleich

Aus VS gleich “w € z.E.y”
folgt via 243-1(Def):

(q,r) € z.Ep.

we x.Ey.

30, 0,T, 0 : (2, ®) € 2) A ((LT) € y) A(((®,T), 1) € E) A (w = (Q, T)).

h) VS gleich

1: Aus VS gleich “(¢,r) € x.E.y”

folgt via des bereits bewiesenen g):

2: Aus VS gleich “(¢,7) € z.E.y”
folgt via Element Axiom:

3: Aus 1“...(¢,7) = (2, ¥)” und

aus 2“(q,r) Menge”
folgt via IGP:

4.1: Aus3“q=9Q...7
folgt via PaarAxiom I:

4.2: Aus3“q=Q...7
folgt via PaarAxiom I:

4.3: Aus 3“...r=v"
folgt via PaarAxiom I:
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Beweis 243-2 h) VS gleich (q,7) € z.E.y.

5.1: Aus4.1%(q,®) = (Q,P)” und

aus 1“...(Q,®) e x...”

folgt: (q,®) € .
5.2: Aus4.2“(¢,I') = (Q,I')” und

aus 1“...(Q, ) ey...”

folgt: (¢.1) €y.
5.3: Aus 4.3“((®,I),r) = ((®,I'),¥)” und

aus 1“...((®,1),¥) e E...”

folgt: (®,T),r) € E.

6: Aus1“4...9,I"...7,

aus 5.1(¢q,®) € 27,

aus 5.2%(¢,I') € y” und

aus 5.3“((®,I'),r) € E”

folgt: 30, 1: (¢, @) € 2) A (¢, 1) € y) A (2, T),7) € E).
1) VS gleich (4.7) € 2) A (4,5) € 1) A (), 1) € B).
1.1: Es gilt: J0:Q=q.
1.2: Es gilt: 3P : P =r.
1.3: Es gilt: ar: I' =s.
1.4: Es gilt: JU U =t.
1.5: Aus VS gleich “(¢,r) € x...”

folgt via 12-7: q Menge.
1.6: Aus VS gleich “...((r,s),t) € E”

folgt via 12-7: t Menge.
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Beweis 243-2 i) VS gleich

2.

1:

Aus 1.1¢...Q=¢q” und
aus 1.2“... ¢ =r"
folgt via PaarAxiom I:

:Aus 1.14...Q =¢” und

aus 1.3“...I'=gs"
folgt via PaarAxiom I:

:Aus 1.14...Q =¢” und

aus 1.4“... .U =1¢”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.2%...®d =7" und

aus 1.3%... I'=s"
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.4¢.. U =¢7

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.5%“¢g Menge” und

aus 1.6“t Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.14(Q,®) = (¢,r)” und

bM

aus VS gleich “(¢,7) € x...
folgt:

: Aus 2.2“(Q,T) = (gq,s)” und

aus VS gleich “...(¢,s) €y...”
folgt:

: Aus 2.3

folgt:

i Aus 2.44 (9, 1) = (r,s)”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.4%((9,T), ) = ((®,T),)” und

aus 3.4“((®,1),t) = ((r,s),t)”
folgt:
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((q,r) € ) A((g,8) € y) A(((r,8),1) € E).

(2, @) = (g,7).
(Q.T) = (¢, 9).
(2, ) = (g, 1).
(@,T) = (r,5).

(((I)’ F)? \I}) = (((I), F)? t)'

(q,t) Menge.

(Q,P) € x.

(Q,T) ey.

(q,1) = (2, ).

((CI)) F)v t) = ((T7 S)? t)'

((CI)) F)? \II) = ((Ta 8)7 t)'
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Beweis 243-2 i) VS gleich ((g,r) € ) A((¢g,8) € y) A(((r,9),t) € E).

5: Aus 4“((®,T),¥) = ((r,s),t)” und
aus VS gleich “((r,s),t) € E”
fOlgt: (((I)v F)? \Ij) S E

6: Aus 1.1“3Q...7,
aus 1.2“40...7
aus 1.3“dI'...7,
aus 1.4“3w...7,

folgt: d0,¢, 1", ¥ .
A

7: Aus 2.5%(q,t) Menge” und
aus 6“3Q, ¢, T, U : ((Q,®) € 2) A((Q,T) €y) A(((,T),¥) € E)

A(g, 1) = (2, 1))
folgt via 243-1(Def): (q,t) € z.E.y.

O
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243-3. p_F.x,x.E_p,x.E.y sind Relationen.

243-3(Satz)
a) p_E.x Relation.
b) x.E_p Relation.

c) z.E.y Relation.

Beweis 243-3 a)

a€pBu.

Aus Themal“a € p_ E.x”

folgt via 243-2: QT a=(Q,0).
Ergo Themal: Va: (o €p.Ex)= 30V :a=(QVU)).
Konsequenz via 10-3: p_E.x Relation.
b)

o €a.Ep.

Aus Themal“a € z.E p”

folgt via 243-2): QU a=(Q,V).
Ergo Themal: Va:(a€pEx)= 30V :a=(QV)).
Konsequenz via 10-3: x.F_p Relation.
c)

acx.bly.

Aus Themal“a € z.F.y”

folgt via 243-2: QT a=(Q,V).
Ergo Themal: Va: (e €x.Ey) = (IQ, ¥ : a=(Q,V)).
Konsequenz via 10-3: x.E.y Relation.

]
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243-4. Nun werden Definitions- und Bild-Bereiche von p_FE.z, x.FE_p untersucht:

243-4(Satz)
2) dom (p_E.z) = &~ 1[(dom E)[{p}]].
b) ran(p_E.x) = E[{p} x ranz].
c) dom (z.E_p) = z~[(dom E)~'[{p}]].

d) ran(xz.E_p) = E[(ranz) x {p}].

Beweis 243-4 a)

o € dom (p_E.x).
2: Aus Themal.l“a € dom (p_E.x)”
folgt via 7-2: 3Q : (Q Menge) A ((a, Q) € p_E.x).

3: Aus 2“(a, Q) € p_E.x”
folgt via 243-2: 3P : (o, @) € ) A (((p, @), Q) € E).

4: Aus 3“...((p,®),Q) € E”
folgt via 7-5: (p,®) € dom E.

5: Aus 4“(p,®) € dom E”
folgt via 9-15: ® € (dom E)[{p}].

6: Aus 3“...(a,®) €x...” und
aus 5“® € (dom E)[{p}]”
folgt via 11-22: a € z~(dom E)[{p}]].

Ergo Themal.1: Va: (a € dom (p_E.z)) = (a € 7' [(dom E)[{p}]]).

Konsequenz via 0-2(Def): A1l “dom (p_E.x) C 2~ '[(dom E)[{p}]]”
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2: Aus Themal.2“a € z7![(dom E)[{p}]]”
AQ: (Q € (dom E)[{p}]) A (o, Q) € ).

folgt via 11-21:

3: Aus 2“...Q € (dom E)[{p}]...”

folgt via 9-15:

4: Aus 3“(p,§2) € dom E”

folgt via 7-2:

5: Aus 2“... (a,Q) € x
aus 4“...((p,),V) € E”

folgt via 243-2:

6: Aus5“(a, V) e p.E.x”

folgt via 7-5:

a € 27 1{(dom E)[{p}]]

(p,Q) € dom E.

30 ((p,Q),0) € E.

” und

(a,V) € p_E.x.

a € dom (p_E.x).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € 27 (dom E)[{p}]]) = (« € dom (p_E.x)).

A2| “z7[(dom E)[{p}]] C dom (p_E.x)”

1.3: Aus A1 gleich “dom (p_E.z) C 7 ![(dom E)[{p}]]” und
aus A2 gleich “z~![(dom E)[{p}]] C dom (p_E.z)”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (p_E.z) = x~'[(dom E)[{p}]].
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2: Aus Themal.1“«a €ran(p_.E.x)”

folgt via 7-4:

3: Aus 2¢...(Q,a) e p Ex”

folgt via 243-2: U (QU)ex)A(((p,V),a) € E).

4: Aus 3“...((p,V),a) € E”
folgt via 12-7:

5: Aus 4“(p, V) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

6.1: Aus 5“p Menge”
folgt via 1-3:

6.2: Aus 3“...(Q,¥)ex...”
folgt via 7-5:

7: Aus 6.1“p € {p}” und
aus 6.2“U € ranx”
folgt via 6-6:

8: Aus 3“...((p,¥),a) € E” u
)

aus 7“(p, ¥
folgt via 8-8:

p} X ranz”

nd

a €ran(p_E.x).

10 : (Q,a) € p_E.x.

(p, ¥) Menge.

p Menge.

p € {p}.

U € ranz.

(p, V) € {p} xranz.

a € El{p} x ranz].

Ergo Themal.1: Vo :

Konsequenz via 0-2(Def):

(a €ran (p-E.x)) = (a € E[{p} x ranz]).

A1| “ran (p_E.z) C E[{p} x ranz]”
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2: Aus Themal.2“a € E[{p} x ranz]”
30 : (2 e{p} xranz) A ((Q,a) € E).

4.1:

4.2:

10:

folgt via 8-7:

: Aus 2¢...Q € {p} xranz...”

folgt via 6-5:

AV, P (Ve {p}) AP eranz) A (2= (T, D)).

Aus 3¢... ¥ € {p}...

folgt via 1-6:

Aus 3“...® €ranz...”

folgt via 7-4:

: Aus 4.14“0 =p”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3“...Q = (¥, P)” und
aus 5“ (U, ®) = (p, d)”

folgt:

: Aus 6“Q = (p,®)”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 74 (2, a) = ((p, P),a)” und
aus 2“...(Q,a) € 7

folgt:

: Aus 4.2 . . (I,®) e z”
aus 8 ((p,®),a) € E7

folgt via 243-2:

Aus 9“(I', ) e p_E.x”

folgt via 7-5:

a € E[{p} x ranzx]

((p,®?),) € E.

und

(I'a) e p_E.x.

a €ran(p_E.x).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € E[{p} x ranz]) = (a € ran (p_E.x)).

A2| “E[{p} x ranz] Cran (p_-E.x)”
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1.3: Aus A1 gleich “ran (p_E.z) C E[{p} x ranz” und

aus A2 gleich “ E[{p}

x ranzx] Cran (p_E.x)”

folgt via GleichheitsAxiom: ran (p_E.x) = E[{p} x ranz].
c)
o € dom (2.E.p).

folgt via 7-2:

folgt via 243-2:

folgt via 7-5:

folgt via 12-7:

folgt via 11-22:

2: Aus Themal.1“«a € dom (z.E_p)”

3: Aus 2“... (o, Q) € x.Ep”

4: Aus 3“((9,p),Q) € E7

5: Aus 4“(®,p) € domE”

6: Aus 3“...(a,P) €
aus 5“® € (dom E)~'[{p}]”

30 : (2 Menge) A ((or, Q) € z.E_p).
30 : ((o, @) € 2) A (((P,p), Q) € E).
(®,p) € dom E.

@ € (dom E)~[{p}].

7

z...” und

a € x~![(dom )~ [{p}]].

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € dom (z.E_p)) = (a € x(dom E) ' [{p}]]).

A1| “dom (z.E_p) C a2~ [(dom E)~'[{p}]]”
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folgt via 11-21:

folgt via 12-7:

folgt via 7-2:

folgt via 243-2:

folgt via 7-5:

2: Aus Themal.2“a € 7 ![(dom E)~'[{p}]]”

Q2 : (Q € (dom E)H[{p}]) A ((a, Q) € ).
3: Aus 2“...Q € (dom E)~'[{p}]...”

4: Aus 3“(Q,p) € domE”

5: Aus 2“...(a,Q) €
aus 4“...((Q,p), V) € E”

6: Aus 5“(a, V) € x.E p”

a € x4 [(dom E)~H[{p}]]

(2,p) € dom E.

30 (), ) € E.

z” und

(a, V) € x.Ep.

a € dom (z.E p).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va : (a € 2~ [(dom E)"'[{p}]]) = (a € dom (z.E_p)).

A2| “z~[(dom E)~'[{p}]] € dom (2.E_p)”

1.3: Aus Al gleich “dom (x.E_p) C z7![(dom E)~'[{p}]]” und
aus A2 gleich “z71[(dom E)~![{p}]] C dom (z.E_p)”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (x.E_p) = x~(dom E)~[{p}]].
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2: Aus Themal.l“a € ran(xz.E_p)”
folgt via 7-4:

3: Aus 2¢...(Q,a) e z.Ep”
folgt via 243-2: U ((2,7)

4: Aus 3“...((V,p),a) € E”
folgt via 12-7:

5: Aus 4“(V¥,p) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

6.1: Aus 5“p Menge”
folgt via 1-3:

6.2: Aus 3“...(Q,¥)ex...”
folgt via 7-5:

7: Aus 6.2“¥ € ranz” und
aus 6.1%p € {p}”
folgt via 6-6:

8: Aus 3“...((¥,p),a) € E” und
aus 7¢ (U, p) € (ranz) x {p}”
folgt via 8-8:

a € ran (z.E_p).

3Q: (Q,a) € z.E_p.

cex)AN(((¥,p),a) € E).

(¥, p) Menge.

p Menge.

p € {p}.

U € ranz.

(U, p) € (ranx) x {p}.

a € El{p} x ranz].

Ergo Themal. 1: Va: (a €

ran (x.E_p)) = (a € E[(ranz) x {p}]).

Konsequenz via 0-2(Def):

A1l “ran(z.E_p) C E[(ranz) x {p}]”
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2: Aus Themal.2“«a € Ef(ranz) x {p}]”
folgt via 8-T: IQ: (2 € (ranzx) x {p}) AN (2, a) € E).

a € E[(ranz) x {p}]

3: Aus 2¢...Q € (ranz) x {p}...”
folgt via 6-5:
AV, O (Veranx) A (D € {p}) A (2= (T,D)).
4.1: Aus3“... ¥ €ranzx...”
folgt via 7-4: a:(ILv) € x.
4.2: Aus 3“... & e {p}...”
folgt via 1-6: b =p.
5: Aus 4.2 =p”
folgt via PaarAxiom I: (U, ) = (¥, p)
6: Aus 3“...Q0 = (¥, P)” und
aus 5“ (U, ®) = (¥, p)”
folgt: Q= (¥,p)
7: Aus 6“Q = (U, p)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,a) =((V,p),a)
8: Aus 7 (Q2,a) = ((¥,p),a)” und
aus 2“...(Q,a) € E7
folgt: (¥,p),a) € E.
9: Aus4.1“... (T, V) € x” und
aus 8“((V,p),a) € E”
folgt via 243-2: (I'a) € z.E p.
10: Aus 9“(I',0) € z. Ep”
folgt via 7-5: a € ran (z.E_p).
Ergo Themal.2: Va: (a € E[(ranzx) x {p}]) = (o € ran (z.E_p)).

Konsequenz via 0-2(Def):

A2| “El(ranz) x {p}] Cran(z.Ep)”
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Beweis 243-4 4) ...

1.3: Aus A1 gleich “ran(xz.E_p) C E[(ranx) x {p}” und
aus A2 gleich “ E[(ranz) x {p}] Cran(x.E_p)”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (z.E_p) = E|(ranx) x {p}].

]
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243-5. In vielleicht erwarteter Weise gilt z.E.y = F o paar(x,y):

243-5(Satz)
a) z.E.y=FE opaar(z,y).
b) dom (z.E.y) = (paar(z,y))~[dom E].
¢) ran(z.B.y) = Elyoa].

Beweis 243-5 a)

wenby
2: Aus Themal.1“a € x.E.y”
folgt via 243-2:  3Q, ¢, T,V : ((Q,P) € z) A ((2,T) € y)
AN(2,T), W) € E) A (= (2, 7)),
3: Aus 2¢...(Q,P) €x...” und
aus 2“... () ey...”
folgt via 242-2: (Q,(®,1") € paar(z,y).
4: Aus 3“(Q, (?,T)) € paar(z,y)” und
aus 2“...((®,1),¥) € E7
folgt via 14-5: (Q,V) € F o paar(z,y).
5: Aus 2“...a=(2,V)” und
aus 4 (Q, V) € E o paar(z,y)”
folgt: a € E o paar(z,y).
Ergo Themal.1: Va: (a € z.Ey) = (o € Eopaar(z,y)).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “z.E.y C F o paar(z,y)”
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Beweis 243-5 a) ...

a € E o paar(z,y).
2: Aus Themal.2“«a € E o paar(z,y)”
folgt via 14-3:
30, @,T': ((Q, @) € paar(z,y)) A ((2,T) € E)
Na = (2,T)).
3: Aus 2“...(Q,®) € paar(z,y)...”
folgt via 242-2: T ((LY)ex)A(2,T) €y)
AP = (T,7)).
4: Aus 3“... 0 = (¥, T)”
folgt via PaarAxiom I: (®,T) = ((v,1),T).
5: Aus 4“(0,T") = ((V,7),I")” und
aus 2“... (¢, e E...”7
folgt: (¥, 7),I') € E.
6: Aus 3“...(Q,¥)ex...”
aus 3“...(,T)€y...” und
aus 5 (v, 1),I") € E7
folgt via 243-2: (Q,T) ex.Ey.
7: Aus 2¢...a=(Q,')” und
aus 6 (2,1 € v.E.y”
folgt: acxBly.
Ergo Themal.2: Va: (a € Eopaar(z,y)) = (o € .E.y).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “Fopaar(z,y) Cxz.Ey”

1.3: Aus Al gleich “2.F.y C E o paar(z,y)” und
aus A2 gleich “ F o paar(z,y) C z.E.y”
folgt via GleichheitsAxiom: x.E.y = E o paar(z,y).
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Beweis 243-5 b)

1: dom (z.E.y) 2 dom (E o paar(z,y)) "£° (paar(z,y))~![dom E].
2: Aus 1
folgt: dom (z.E.y) = (paar(z,y)) '[dom E].
c)
1: ran(z.E.y) 2 ran (E o paar(z,y)) 1o Elran (paar(z,y))] 2z Elyoz™.
2: Aus 1
folgt: ran (z.E.y) = Elyoxz™1].

]



196 MENGENLEHRE #3243

243-6. Nun wird die Injektivitat von p_E.x,z.E _p, x.E.y untersucht:

243-6(Satz)
a) Aus “x, E injektiv” folgt “p_E.x injektiv”.
b) Aus “x, E injektiv” folgt “x.E_p injektiv” .
c) Aus “x, E injektiv” folgt “x.E.y injektiv”.

d) Aus “y, E injektiv” folgt “x.E.y injektiv”.
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x, F injektiv.

(a, 8), (v, 8) € p-E.w.

2.1:

2.2:

Aus Themal“(a,f)... € p_-E.x”

folgt via 243-2: 3 (o, ) € x) A (((p, ), 8) € E).

Aus Themal“...(vy,0) € p-E.x”

folgt via 243-2: AP : ((7,@) € ) A (((p, @), B) € E).

: Aus VS gleich “... FE injektiv”

aus 2.1“...((p,),8) € E” und
aus 2.2“...((p,®),8) € E”

folgt via 8-1(Def): (p, Q) = (p, D).

: Aus 2.14...((p,Q),8) € E”
folgt via 12-7: (p, 2) Menge.

: Aus 3“(p, Q) = (p,®)” und

aus 4“(p, ) Menge”

folgt via IGP: Q=7a.

: Aus 5“0 = &7
folgt via PaarAxiom I: (a, ) = (o, D).

folgt: (o, @) € x.

: Aus VS gleich “x ... injektiv” |

aus 7“ (o, ®) € 7 und
aus 2.2“...(y,®) ex...”

folgt via 8-1(Def): a=-.

Ergo Themal: Vo, 8,7 : ((a, B), (7, B) € p-E.x) = (o =7).

Konsequenz via 8-1(Def):

p_FE.x injektiv.
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Beweis 243-6 b) VS gleich x, F injektiv.
(. 8), (7. ) € z.Ep.
2.1: Aus Themal“(a,f3)... € z.Ep”
folgt via 243-2: 3 (o, Q) € ) A (((Q2,p),B8) € E).

2.2: Aus Themal®...(vy,0) € z.Ep”
folgt via 243-2: AP : ((7,P@) € ) A (((P,p),B) € E).

3: Aus VS gleich “... FE injektiv”,
aus 2.1“...((2,p),B) € E” und
aus 2.2“...((®,p),5) € E”
folgt via 8-1(Def): (Q,p) = (P,p).

4: Aus2.1¢...((Q,p),p) € E”
folgt via 12-7: (2, p) Menge.

5: Aus 3“(Q,p) = (®,p)” und
aus 4“ (€2, p) Menge”
folgt via IGP: Q=9a.

6: Aus5“Q = @7
folgt via PaarAxiom I: (a, ) = (o, D).

folgt: (o, @) € x.

8: Aus VS gleich “z... injektiv”,
aus 7“ (o, ®) € 7 und
aus 2.2“...(7,®) ex...”
folgt via 8-1(Def): a=-.

Ergo Themal: Vo, 8,7 : (o, B), (7, B) € 2. Ep) = (a =7).

Konsequenz via 8-1(Def): x.E_p injektiv.
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Beweis 243-6 c) VS gleich x, F injektiv.

1: Aus VS gleich “z ... injektiv”
folgt via 242-5: paar(z,y) injektiv.

2: Aus VS gleich “... E injektiv” und
aus 1“paar(z,y) injektiv”
folgt via 14-9: E o paar(z,y) injektiv.

3: Via 243-5 gilt: x.E.y = F o paar(z,y).

4: Aus 3“x.F.y = Eopaar(x,y)” und
aus 2“ F o paar(z,y) injektiv”
folgt: x.F.y injektiv.

d) VS gleich y, E injektiv.

1: Aus VS gleich “y... injektiv”
folgt via 242-5: paar(z,y) injektiv.

2: Aus VS gleich “... E injektiv” und
aus 1“paar(z,y) injektiv”
folgt via 14-9: E o paar(z,y) injektiv.

3: Via 243-5 gilt: x.FE.y = E o paar(x,y).

4: Aus 3“x.FE.y = F o paar(z,y)” und
aus 2“ F o paar(z,y) injektiv”
folgt: x.FE.y injektiv.

]
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243-7. Nun werden unter geeigneten Voraussetzungen p_E.f, f.E_p, f.E.g auf
“Funktions-Figenschaften” untersucht:

243-7(Satz)
a) Aus “f, E Funktion” folgt “p_E.f Funktion”.
b) Aus “f, E Funktion” folgt “f.E_p Funktion” .

c) Aus “f,qg, E Funktion” folgt “f.E.qg Funktion”.
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f, E Funktion.

2.

2.

1: Aus Themal.1“(q,
folgt via 243-2:

2: Aus Themal.1“...
folgt via 243-2:

3: Aus VS gleich “f ..

aus 2.1, .. (a, Q) € f...” und
aus 2.2%. .. (a,®) € f...”
folgt via 18-18(Def): Q=7a.

4: Aus3“Q =7

folgt via PaarAxiom I: (p, Q) = (p, D).

5: Aus 4“(p,Q) = (p,

folgt via PaarAxiom I:

6: Aus 5“((p,Q),5) = ((p,®),5)” und

aus 2.1“...((p,),B) € E”

folgt: ((p, ®),8) € E.
7: Aus VS gleich “... F Funktion” |

aus 2.2°...((p,®),v) € E” und

aus 6“((p,®),p) € £

folgt via 18-18(Def): v =p.
8: Aus 7

folgt: 8 =7

(o, B), (o, ) € p_E.f

B)...€pE.f"
30 (0, Q) € £) A (((p, ), B) € B).

(a,y) € p-E.f7
3% : (o, @) € ) A (((p, @),7) € E).

. Funktion” |

d)”
((p, ), 8) = ((p, @), B).

Ergo Themal.1:

1.

2:

Via 243-3 gilt:

ALl “Va,B,v: (o, B), (a,7) €Ep-E.f) = (B=7)"

p_E.f Relation.

: Aus 1.2“p_E.f Relation” und

aus Al gleich “Vao, 8,7 : (o, B), (a,7) €p-E.f) = (B=7)"

folgt via 18-18(Def):

p_E.f Funktion.
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f, E Funktion.

(@, 8), (@,7) € f.Ep
2.1: Aus Themal.1“(«a,f)... € f.Ep
folgt via 243-2: 30 ((o, Q) € ) A (((2,p),B) € E).
2.2: Aus Themal.1“...(«a,vy) € f.Ep”
folgt via 243-2: AP : ((a, @) € f) A (((P,p),7) € E).
3: Aus VS gleich “ f... Funktion”
aus 2.1 .. (a,2) € f...” und
aus 2.2%. .. (a,®) € f...”
folgt via 18-18(Def): Q=7a.
4: Aus 3“Q =7
folgt via PaarAxiom I: (Q,p) = (P,p).
5: Aus 4“(Q,p) = (®,p)”
folgt via Paar Axiom I: (2,p),8) = (P,p),B).
6: Aus 5“((2,p),5) = ((®,p),5)” und
aus 2.1“...((£, ,B)GE”
folgt. (@.p).5) € E.
7: Aus VS gleich “... F Funktion”
aus 2.2°...((®,p),y) € E” und
aus 6“((®,p), ) € £
folgt via 18-18(Def): v =p.
8: Aus 7
folgt: B =n7.
Ergo Themal. 1: Yo, 8,7 : (0, B), (0,7) € f.Ep) = (B=7)"
1.2: Via 243-3 gilt: f-E_p Relation.
2: Aus 1.2“ f.E_p Relation” und

aus Al gleich “Va, 5,7 : ((«
folgt via 18-18(Def):

) (7)€ f.Ep) =

(ﬁ — ,7> 7
f-E_p Funktion.
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Beweis 243-7 c¢) VS gleich

1: Aus VS gleich “f,g... Funktion”
folgt via 242-5:

2: Aus VS gleich “... E Funktion” und
aus 1“paar(f,g) Funktion”
folgt via 18-46:

3: Via 243-5 gilt:

4: Aus 3“f.FE.g = Eopaar(f,g)” und
aus 2“ F o paar(f, g) Funktion”
folgt:

203

f, g, E Funktion.

paar(f, g) Funktion.

E o paar(f, g) Funktion.

f.-E.g = Eopaar(f,g).

f.E.g Funktion.

]
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Subtraktion. S. Division. D.

Ersterstellung: 29/04/13 Letzte Anderung: 30/04/13
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244-1. Mit den beiden nun vorgelegten, parametfreien Klassen-Termen, werden

Subtraktion und Division in die Essays eingebracht:

244-1(Definition)

1) S
= 2440() = {(()\,/L),)\ - :u) : >‘>:U’ € u}

2) “€ Subtraktion” genau dann, wenn

¢=S.

3) D
=244.1() ={((\, p), A:p): A\, u €U}

= {w: (30,0, U, T: (2= (,T)) A (T
A (w

4) “¢ Division” genau dann, wenn
b

¢=D.

={w: (3P, U.T: (Q=(®,T)A (T =& —T)

= (Q,

RECH-Notation.
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244-2. S ist die Subtraktion. D ist die Division:

244-2(Satz)
a) S Subtraktion.
b) Aus “C Subtraktion” und “® Subtraktion” folgt “€ =27 .

c) D Division.

d) Aus “€ Division” und “® Division” folgt “€ =27

Beweis 244-2 a)

Aus “S =57
folgt via 244-1(Def): S Subtraktion.
b) VS gleich (€ Subtraktion) A (® Subtraktion).
1.1: Aus VS gleich “€ Subtraktion...”

folgt via 244-1(Def): ¢=S.
1.2: Aus VS gleich “...® Subtraktion”

folgt via 244-1(Def): D =S.

2: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: c=9.
c)
Aus “D =D”
folgt via 244-1(Def): D Division.
d) VS gleich (€ Division) A (® Division).
1.1: Aus VS gleich “¢€ Division...”

folgt via 244-1(Def): ¢ =D.
1.2: Aus VS gleich “...® Division”

folgt via 244-1(Def): D =D.

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: C=29.
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244-3. Bei fritheren Untersuchungen taucht vorliegendes, im Folgenden benttig-
tes Resultat iiber z — y nicht auf. Die Beweis-Reihenfolge ist 1) - ii) - iv) - vi)
-1iii) - v) - vii) - i):

244-3(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v), vi), vii) sind dquivalent:
i) x,y Zahl.
ii) x —y Zahl
iii) y —x Zahl
iv) x —y Menge.
v) y —x Menge.
vi) x—y #U.
vii) y—x #U.

RECH-Notation.

Beweis 244-3 VS gleich 2,y Zahl.

1: Aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-11: —y Zahl.

2: Aus VS gleich “z ... Zahl” und
aus 1“—y Zahl”
folgt via 96-13: r + (—y) Zahl.

3: Aus “z—y=2x+ (—y)" und
aus 2“z + (—y) Zahl”
folgt: x —y Zahl.

VS gleich x —y Zahl.

Aus VS gleich “x — y Zahl”
folgt via 95-6: x — y Menge.
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Beweis 244-3 VS gleich

Aus VS gleich “z — y Menge”
folgt via 0-17:

VS gleich

1: Via FS—+ gilt:

2: Aus1“z—y=—(y—x)” und
aus VS gleich “oz —y #U”
folgt:

3: Aus 2“—(y—x) #U”
folgt via 96-11:

VS gleich

Aus VS gleich “y — x Zahl”
folgt via 95-6:

VS gleich

Aus VS gleich “y — x Menge”
folgt via 0-17:

VS glich

1: Aus “y+ (—x) =y — 2” und
aus VS gleich “y —xz #U”
folgt:

2: Aus 1%y + (—z) #U”
folgt via 96-13:

3: Aus 2“...—x Zahl”
folgt via 96-11:

4: Aus 3“x Zahl” und
aus 2“y ... Zahl”
folgt:

ARITHMETIK #244

x —y Menge.
r—y#U.
r—y#U.

r—y=—(y—ux).

—(y—x) #U.

y — x Zahl.

y — x Zahl.

y —x Menge.

y — x Menge.
y—c#U.

y—x#U.

y+(—z) #U.

y, —x Zahl.

x Zahl.

x,y Zahl.
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244-4. Vorliegendes ist die “Negations-Version” von 244-3.
Die Beweis-Reihenfolge ist i) - ii) - iii) - v) - vii) - vi) - iv) - i):

244-4(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v), vi), vii) sind dquivalent:
i) “x ¢ AVoder “y & A”.
ii) x —y ¢ A.
iii) y—x ¢ A.
iv) = —y Unmenge.
v) y —x Unmenge.
vi) z—y=U.

vii) y—xz=U.

RECH-Notation.
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1:

ARITHMETIK #244

1:

: Via FS—+ gilt:

: Aus 2“y —x = —(x —y)” und

aus 1“—(z —y) ¢ A7
folgt:

Beweis 244-4 VS gleich (x ¢ A)V (y ¢ A).
Nach VS gilt: (x¢ A)V (y ¢ A).
Fallunterscheidung‘

[1.1.Fall] v A
2: Aus1.1.Fall“xz ¢ A”
folgt via 96-14: x+ (—y) ¢ A.
3: Aus “z—y=2a+ (—y)” und
aus 2“x + (—y) ¢ A7
folgt: x—y¢A.
[1.2.Fa1l] y ¢ A.
2: Aus 1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-12: —y ¢ A.
3: Aus2“—y ¢ A7
folgt via 96-14: z+ (—y) ¢ A.
4: Aus “z—y=z+ (—y)” und
aus 3“z 4+ (—y) ¢ A”
folgt: x—y¢A.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: r—yé¢A.

VS gleich r—yd A
Aus VS gleich “z—y ¢ A”
folgt via 96-12: —(x—y) ¢ A.

y—x=—(r—y).

y—ax & A.
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Beweis 244-4 VS gleich

1: Aus “y+ (—x) =y — 2” und
aus VS gleich “y —x ¢ A”
folgt:

2: Aus 14y + (—z) ¢ A”
folgt via 96-14:

VS gleich

1: Aus “y+ (—x) =y — 2" und
aus VS gleich “y — 2 Unmenge”
folgt:

2: Aus 1“y + (—x) Unmenge”
folgt via 96-14:

3: Aus “y—az=y+ (—z)" und
aus 2“y + (—x) =U"
folgt:

S gleich

1:

2: Aus 1
folgt:

VS gleih

Aus VS gleich “z —y=U" und
aus 0 Axiom“U Unmenge”
folgt:
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y—x ¢ A

y+(—x) ¢ A

y + (—2) Unmenge.

y — x Unmenge.

y — x Unmenge.

y+(—x)=U

y—xrx=U

y—xrx=Uu
e
r—y=U

r—y=U

x —y Unmenge.
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Beweis 244-4 VS gleich

1:

ARITHMETIK #244

x —y Unmenge.

Es gilt: (x,y Zahl) V (= (z,y Zahl)).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x,y Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“z,y Zahl”
folgt via 244-3: x —y Menge.

3: Esgilt 2“2 — y Menge” .
Es gilt VS gleich “z —y Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

(x & A)V(y ¢ A).

2: Aus 1.2.Fall
folgt:

3.1: Aus?2
folgt:
3.2: Via 95-4(Def) gilt:
3.3: Via 95-4(Def) gilt:
4: Aus 3.1,
aus 3.2 und

aus 3.3
folgt:

5: Aus 4
folgt:

—(z,y Zahl).
—((x Zahl) A (y Zahl)).

(=(z Zahl)) v (=(y Zahl)).
(x Zahl) & (z € A).
(y Zahl) & (y € A).

(m(z € A)) V (=(y € A)).

(x ¢ A)V(y ¢ A).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(x g A)V(y & A).

]
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244-5. Nun wird das “Element-Sein” in S, D thematisiert:

244-5(Satz)
a) Aus “w € S” folgt “30,T : (®,T Zahi) A (w = ((®,T),® —T))”.

b) Aus “(p,q) € S”
folgt “30,T: (®,T Zah) A (p = (B,T)) A (q=d —T)".

c) Aus “((r,s),q) € S” folgt “r,s,q Zahl”und “q=1—s".
d) Aus “r,s Zahl” folgt “((r,s),r —s) €S”.
&) Aus “w e D’ folgt “30,T : (®,T Zahl) A (w = ((®,T),® : T))".

£) Aus “(p,q) € D”
folgt “30,T : (®,T Zahl) A (p= (®,T)) A (q=:T)".

g) Aus “((r,s),q) € D” folgt “r,s,q Zahl”und “q=r:s".

h) Aus “r,s Zahl” folgt “((r,s),r :s) € D”.

RECH-Notation.
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Beweis 244-5 a) VS gleich w € S.

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “w € S”
folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus VS gleich “w € S”
folgt via 244-1(Def):
AU T:(Q=(P,T)HA(T=D—-T)A (w=(Q,0)).

: Aus 1.24...Q=(9,')...” und

aus 1.2°... V=@ —-T...7
folgt via PaarAxiom I: (QU)=((o,I'),®-1).

:Aus 1.2 . w=(Q,¥)” und

aus 2“(Q,0) = ((¢,1),®-T)"
folgt: w=((?,I),—-T).

: Aus 3“w = ((¢,T),® —T)” und

aus 1.1“w Menge”
folgt via 12-7: ® — I' Menge.

: Aus 4P — I Menge”

folgt via 244-3: ®,T" Zahl.

: Aus1.2“4...0,...T"...7,

aus 5“®,I" Zahl” und
aus 3“w = ((¢,I'),o —-1')"
folgt: 3¢, T : (&, Zahl) A (w = ((®,1),d —1T)).

b) VS gleich (p,q) €S.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € S”

1.

2:

folgt via ElementAxiom: (p, q) Menge.

Aus VS gleich “(p,q) € S”
folgt via des bereits bewiesenen a):
39,1 : (&, T Zahl) A ((p.q) = ((®,T),® —T)).

. Aus 1.2 (p,q) = (®,1),& —T)” und

aus 1.1“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=(2, 1) A(g=P—-T).

: Aus 1.2“39,I': @, 1" Zahl...” und

aus 2“(p=(®,I) A (g=D-T1)"
folgt: 30, T : (&, Zah) A (p= (P, 1)) A(g=D —T).
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Beweis 244-5 c) VS gleich ((r,s),q) €5S.
1.1: Aus VS gleich “((r,s),q) € S”
folgt via 12-7: (r,s),q Menge.
1.2: Aus VS gleich “((r,s),q) € S”
folgt via des bereits bewiesenen b):
39, T : (¢, Zahl) A ((r,s) = (D, T))A(¢g=P —T).
2: Aus 1.2 ..(r,s) = (®,I')...” und
aus 1.1“(r,s) ... Menge”
folgt via IGP: (r=®)A(s=T).
3.1: Aus2“r=®...” und
aus 1.2“...¢q=o -1
folgt: g=r—1T.
3.2: Aus2“r=®...” und
aus 1.2“... 9 ... Zahl...”
folgt: r Zahl
3.3: Aus 2“...s=T1" und
aus 1.2%...1" Zahl...”
folgt: s Zahl
4.1: Aus2“...s=1" und
aus 3.1%g=r -1
folgt: q=1r—=s
4.2: Aus 3.2“r Zahl” und
aus 3.3%s Zahl”
folgt via 244-3: r — s Zahl.
5: Aus4.1“g=r—s” und

aus 4.2“r — s Zahl”

folgt: q Zahl
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Beweis 244-5 d) VS gleich

1.

1:

Es gilt:

1.2: Es gilt:

1.

1.

3:

4:

Es gilt:

Es gilt:

: Aus VS gleich “r... Zahl” und

aus VS gleich “...s Zahl”
folgt via 244-3:

: Aus VS gleich “r... Zahl”

folgt via 95-6:

: Aus VS gleich “...s Zahl”

folgt via 95-6:

: Aus 1.1“...®d =7" und

aus 1.2¢... I'=gs"
folgt via PaarAxiom I:

: Aus1.1¢... & =17¢"

folgt:

: Aus 1.5%“r — s Zahl”

folgt via 95-6:

: Aus 1.6“r Menge” und

aus 1.7“s Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.34...Q = (,I')” und

aus 1.4“.. . V=0 -1
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.2, .. I'=3s"

folgt:

: Aus 2.4“(r,s) Menge” und

aus 2.3“r — s Menge”
folgt via PaarAxiom I:

ARITHMETIK #244

r, s Zahl.
J0: P =r.
dr: T =s.

10 : Q= (9,1).
WU =0T
r — s Zahl.

r Menge.

s Menge.

(®,T) = (r, s).

r—s=%®—s.

r — s Menge.

(r,s) Menge.

(Q,9) = ((9,T),® —T).

O—-—s5s=0-1T.

((r,s),r — s) Menge.
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Beweis 244-5 d) VS gleich r,s Zahl.

10:

i Aus 2.2 —s=® — s” und

aus 3.1 —s=¢ -1

folgt: r—s=o&—-1T.
: Aus 4
folgt: S—-TI'=r—s.

: Aus 2.14(P,T") = (r,s)” und

aus 5 —I'=r —s”
folgt via Paar Axiom I: (&, 1), —T) = ((r,s),r — s).

: Aus 2.54(Q,¥) = ((¢,1),o—-T')” und

aus 6“((®,1),® —T) = ((r,s),r—s)”
folgt: (Q0) = ((r,s),r —s).

: Aus 7

folgt: ((r,s),r—s) = (Q,WV).

: Aus 1.3“dQ...7,

aus 1.1“40...7
aus 1.2“dl'...7,
aus 1.4“3w...7 |
aus 1.3“...Q = (9,17,
aus 1.4“... V=0 —T'" und
aus 8 ((r,s),r —s) = (Q,¥)”
folgt:
30,0, T, 0 : (Q=(P,D)A (T =D —-T)A(((r,s),r—s) = (2,V)).

Aus 9430, 0, T, 0 : (Q = (&, 1)) A (¥ =& —T)

A(((r,8),r—s) = (Q,¥))" und
aus 3.2“((r,s),r —s) Menge”
folgt via 244-1(Def): ((r,s),r—s) eS.
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Beweis 244-5 e) VS gleich w € D.

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “w € D”
folgt via Element Axiom: w Menge.

Aus VS gleich “w € D”
folgt via 244-1(Def):
AP, U T: (A= (P, THA (T =D :T)A (w=(Q,V)).

: Aus 1.24...Q=(®,')...” und

aus 1.2°... . =@ :1"...7
folgt via PaarAxiom I: (QU)=((®,IN),®:1).

: Aus 1.2 . w=(Q,¥)” und

aus 2 (Q,0) = ((¢,1),®:1")”
folgt: w=((¢,T),®: ).

: Aus 3“w = ((¢,1),®:T)” und

aus 1.1“w Menge”
folgt via 12-7: ® : " Menge.

: Aus 4P : " Menge”

folgt via 96-17: ®,T" Zahl.

: Aus1.2“3...0,...T"...7,

aus 5“®,I" Zahl” und
aus 3“w = ((¢,I),®:T)”
folgt: A9, ' : (¢, Zahl) A (w = ((®,1), P : T)).

f) VS gleich (p,q) € D.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € D”

1.

2:

folgt via ElementAxiom: (p, q) Menge.

Aus VS gleich “(p,q) € D”
folgt via des bereits bewiesenen e):
39,1 : (T Zahl) A ((p,q) = (9,T),® : I)).

: Aus 1.2, .. (p,q) = ((®,1),® : T)” und

aus 1.1“(p, q) Menge”
folgt via IGP: (p=(2,T)A(g=:T).

: Aus 1.2“39, 1" : &, " Zahl...” und

aus 2“(p=(P,I))A(g=:1)”
folgt: 30, : (¢, Zah) A(p= (P, 1) A(g=P: T).
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Beweis 244-5 g) VS gleich ((r,s),q) € D.
1.1: Aus VS gleich “((r,s),q) € D”

folgt via 12-7: (r,s),q Menge.
1.2: Aus VS gleich “((r,s),q) € D”

folgt via des bereits bewiesenen f):

39, : (¢, Zahl) A ((r,s) = (P, 1)) A (¢g=D: T).
2: Aus 1.2 ..(r,s) = (®,I')...” und

aus 1.1“(r,s) ... Menge”

folgt via IGP: (r=®)A(s=T).
3.1: Aus2“r=®...” und

aus 1.2“...¢q=®:1'”

folgt: qg=r:T.
3.2: Aus2“r=®...” und

aus 1.2“... 9 ... Zahl...”

folgt: r Zahl
3.3: Aus 2“...s=T1" und

aus 1.2%...1" Zahl...”

folgt: s Zahl
4.1: Aus2“...s=1" und

aus 3.1“q=r:1'"

folgt: q=r1:s
4.2: Aus 3.2“r Zahl” und

aus 3.3%s Zahl”

folgt via 96-17: r: s Zahl.

5: Aus4.1“g=r:s" und

aus 4.2%r : s Zahl”

folgt: q Zahl
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Beweis 244-5 h) VS gleich r,s Zahl.
1.1: Es gilt: J3P: P =r.
1.2: Es gilt: dr': T' =s.
1.3: Es gilt: 10 : Q= (9,1).
1.4: Es gilt: U v =30:T.
1.5: Aus VS gleich “r... Zahl” und

aus VS gleich “...s Zahl”

folgt via 96-17: r: s Zahl.
1.6: Aus VS gleich “r... Zahl”

folgt via 95-6: r Menge.
1.7: Aus VS gleich “...s Zahl”

folgt via 95-6: s Menge.
2.1: Aus1.1“...® =7r" und

aus 1.2%... I'=s"

folgt via PaarAxiom I: (®,T) = (r,s).
2.2: Aus1.1“... & =1r"

folgt: r:s=%o:s.
2.3: Aus 1.5%r: s Zahl”

folgt via 95-6: r : s Menge.
2.4: Aus 1.6“r Menge” und

aus 1.7“s Menge”

folgt via PaarAxiom I: (r,s) Menge.
2.5: Aus 1.3“...Q = (,I')” und

aus 1.4“... 0V =0 : 1"

folgt via PaarAxiom I: (Q,0) =((®,I),d:T).
3.1: Aus1.2¢... I'=g"

folgt: P:5=P:T.
3.2: Aus 2.4“(r,s) Menge” und

aus 2.3“r : s Menge”
folgt via PaarAxiom I: ((r,s),r : s) Menge.
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Beweis 244-5 h) VS gleich

10:

: Aus 2.14(P,T") = (r,s)” und

aus 5“¢ :I'=r:s”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.54(Q,¥) = ((¢,1"),®:T")” und

aus 6“((¢,I),®:I") = ((r,s),r : 5)”
folgt:

: Aus 7

folgt:

: Aus 1.3“dQ...7

aus 1.1“340...7

aus 1.2“dl'...7,

aus 1.4“3w...7 |
aus 1.3“...Q = (9,7,
aus 1.4“... V=& :I'" und
aus 8 ((r,s),r:s)=(Q,¥)”
folgt:
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r, s Zahl.

(®,1),®:T)=((r,s),7:9).

(Q0) = ((r,s),r:s).

((r,s),r:s)=(Q,V).

A0, T, 0 (Q=(P,))A (T =D:T)A((r,s),r:5) =(Q,V).

Aus 9430, 0, 1,0 : (Q= (&, 1)) A (U =D :T)

aus 3.2“((r,s),r : s) Menge”
folgt via 244-1(Def):

A((rys),r:s) = (2, ¥)” und

((r,s),r:s)eD.
O
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244-6. Unter anderem gilt x — 0 = = genau dann, wenn = Zahl oder z = U:

244-6(Satz)
Die Aussagen 1), ii), iii) sind dquivalent:
i) x—0=u=x.
ii) —0+4+2x=u=x.

iii) “a Zahl” oder “x =U".

RECH-Notation.

Beweis 244-6 VS gleich r—0=u.
1: —O+xFS:_+x—0v:Sm.
2: Aus 1

folgt: —0+z=u.

VS gleich 042 ==z
1: 042 2="° 04222
2: Aus1“0+zx=...=2"

folgt via FSAQ: (x Zahl) V (x = U).

VS gleich (x Zahl) V (z = U).

1: Aus VS gleich “(z Zahl) V (z =U)”

folgt via FSAO: r+0=uz.
2 0%, 0L,
3: Aus 2

folgt: r—0=uz.
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244-7. Klarer Weise ist die Subtraktion eine Algebra in A. Falls p, ¢ Zahlen sind,

so gilt S(p,q) =p — ¢:

244-7(Satz)
a) domS =A x A.
b) ranS = A.
c) S Relation.
d) S Funktion.
e) StAxA— A
£) S Algebra in A.

g) Aus “p,q Zahl” folgt “S(p,q) =p—q”.

h) S Menge.

ALG-Notation.
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Beweis 244-7

RECH-Notation.

a)
o € domS.
2: Aus Themal.1“«a € domS”
folgt via 7-2: 30 (o, ) € S.
3: Aus 2¢... (o, Q) €S”
folgt via 244-5: 3@, I': (@, Zahl) A (a = (@,1)).
4.1: Aus 3“...®... Zahl...”
folgt via 95-4(Def): dc A
4.2: Aus 3“...I' Zahl...”
folgt via 95-4(Def): I'e A
5: Aus4.1“® € A” und
aus 4.2“I' e A7
folgt via 6-6: (@, ') € A x A.
6: Aus 3“...a=(?,I")” und
aus 5 (0,I") € A x A”
folgt: a e A xA.
Ergo Themal.1: Va: (o€ domS) = (o € A x A).

Konsequenz via 0-2(Def): A1l| “domS C A x A”
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Beweis 244-7 a) ...
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2: Aus Themal.2“a € A x A”
folgt via 6-5:

3.1: Aus2“...d...€ A...7
folgt via 95-4(Def):

3.2: Aus2“...'e A...”
folgt via 95-4(Def):

4: Aus 3.1“® Zahl” und
aus 3.2“I" Zahl”
folgt via 244-5:

5: Aus 4“((®,1), o -T)€eS”
folgt via 7-5:

6: Aus 2“...a = (9,I')” und
aus 5“(®,I") € domS”
folgt:

3, T : (0,1 € A) A (= (®,T)).

ac A xA.

® Zahl.

I' Zahl.

(®,T),® —T) €S.

(®,T') € domS.

o € domS.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus A1 gleich “domS C A x A” und
aus A2 gleich “A x A C domS”
folgt via GleichheitsAxiom:

Va: (a€ Ax A)= (o € domS).

A2 “A x A CdomS”

domS = A x A.
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Beweis 244-7 b)

Themal.1 o € ranS.
2: Aus Themal.1“« € ranS”
folgt via 7-4: 30 (Q,a) €S.

3: Aus 2¢...(Q,a) €S”
folgt via 244-5: 3¢, I': (®,I' Zahl) A (a =@ —T).

4: Aus 3“...®,I" Zahl...”
folgt via 244-3: ® — I' Zahl.

5: Aus3“...a=® —-I"" und
aus 4“® — I Zahl”

folgt: a Zahl.
6: Aus 5“«a Zahl”
folgt via 95-4(Def): acA.
Ergo Themal.1: Va: (a€ranS) = (a € A).

Konsequenz via 0-2(Def): A1l| “ranS C A”
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Beweis 244-7 b) ...
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Thema1.2]

2: Aus Themal.2“a € A”
folgt via 95-4(Def):

3: Aus 2“« Zahl” und
aus €scola“0 Zahl”
folgt via 244-5:

4.1: Aus 2%« Zahl”
folgt via 244-6:

4.2: Aus 3“((a,0),a —0) € S”
folgt via 7-5:

5: Aus4.1“a—0=a” und
aus 4.2“a—0 €ranS”
folgt:

o€ A.

« Zahl.

((@,0),00 — 0) € S.

a—0=oa.

oa—0¢€ranS.

a € ranS.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus Al gleich “ranS C A” und
aus A2 gleich “A CranS”
folgt via GleichheitsAxiom:

c)

Va: (a € A) = (o €ran$).

A2 “A CranS”

ranS = A.

| Themat]

Aus Themal“a € S”
folgt via 244-1(Def):

o €S.

QW a=(Q,0).

Ergo Themal:

Konsequenz via 10-3:

Va:(a€S)= (IQV:a=(0Q,V)).
S Relation.
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Beweis 244-7 d)

(a, 8), (a,7) €S.
2.1: Aus Themal.1“(«a,f3)...€S”
folgt via 244-5: 0. I': (= (D, ) A (f=D-T).

2.2: Aus Themal.1“...(a,7y) €S”
folgt via 244-5: T (a=QT)A(y=02-T7).

2.3: Aus Themal.1“(a,f3)... €S”
folgt via 12-7: a Menge.

3.1: Aus2.1“...a=(?,I")...” und
aus 2.3“«a Menge”

folgt: (,I") Menge.
3.2: Aus2.1“...a=(P,I")...” und

aus 2.2, ..a=(Q,7)...”

folgt: (¢,T) =(Q,7).

4: Aus 3.24(9,I") = (Q,7)” und
aus 3.1“(®,I') Menge”

folgt via IGP: (=N T =17).
5.1: Aus4“d=0Q...7

folgt: d-TI'=0Q-T.
5.2: Aus4“...I'=7T"

folgt: Q-I=Q-T.

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: d-TI=0-"7.

7: Aus2.1“...6=® 1" und
aus 6“d —I'=Q-71"
folgt: L=0-T.

8: Aus 7“8 =Q—-7T" und
aus 2.24...y=Q-7_"
folgt: B =n.
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Beweis 244-7 4) ...

Ergo Themal.1:

1.2:

2:

ef)

1.1:
1.2:
1.3:

2.e):

3.f):
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ALl “Yo,B,7: (o, B), (a,7) €S) = (B=7)"

Via des bereits bewiesenen c) gilt:

Aus 1.2“S Relation” und
aus A1 gleich “Va, 5,7 : ((a, §), («
folgt via 18-18(Def):

Via des bereits bewiesenen d) gilt:
Via des bereits bewiesenen a) gilt:
Via des bereits bewiesenen b) gilt:

Aus 1.1“S Funktion” ,

aus 1.2“domS =A x A” und
aus 1.3“ranS = A7

folgt via 21-2:

Aus 2.e)“S:AxA— A7
folgt via 93-5(Def):

g) VS gleich

1:

h)

Aus VS gleich “p, q Zahl”
folgt via 244-5:

: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

: Aus 2¢4S Funktion” und

aus 1“((p,q),p —q) €S”
folgt via 18-20:

: Via des bereits bewiesenen f) gilt:

: Aus 1“S Algebra in A” und

aus AAI“A Menge”
folgt via 93-9:

S Relation.

) €S) = (B=7)"

S Funktion.

S Funktion.
domS = A x A.
ranS = A.

S:AxA—A.

S Algebra in A.

P, q Zahl.

((p,q),p—q) €S.

S Funktion.

S(p,q) =p—q.

S Algebra in A.

S Menge.
O
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244-8. Klarer Weise ist die Division eine Algebra in A. Sind p, ¢ Zahlen, so gilt
D(p.g) =p: ¢

244-8(Satz)
a) domD = A x A.
b) ranD = A.
c) D Relation.
d) D Funktion.
e) D:AxA— A
f) D Algebra in A.
g) Aus “p,q Zahl” folgt “D(p,q) =p:q”.
h) D Menge.

ALG-Notation.
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Beweis 244-8

RECH-Notation.

a)
a € domD.
2: Aus Themal.1“a € domD”
folgt via 7-2: 30 : (a,2) € D.

3: Aus 2¢... (o, Q) € D”
folgt via 244-5: 3®,I': (@, Zahl) A (a = (®,1)).

4.1: Aus3“...d...Zahl...”
folgt via 95-4(Def): dc A

4.2: Aus 3“...I' Zahl...”
folgt via 95-4(Def): I'e A

5: Aus4.1“d c A” und
aus 4.2“T" e A7
folgt via 6-6: (@, ') € A x A.

6: Aus 3“...a=(?,T)” und
aus 5 (0,I") € A x A”
folgt: a € A xA.

Ergo Themal.1: Va: (o € domD) = (a € A x A).

Konsequenz via 0-2(Def): A1| “domD C A x A”
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Beweis 244-8 a) ...

ARITHMETIK #244

2: Aus Themal.2“a € A x A”
folgt via 6-5:

3.1: Aus2“...®...€¢A..”
folgt via 95-4(Def):
3.2: Aus2“...'e A...”

folgt via 95-4(Def):

4: Aus 3.1“® Zahl” und
aus 3.2“I" Zahl”
folgt via 244-5:

5: Aus 4“((®,1),®:T) e D”
folgt via 7-5:

6: Aus 2“...a = (9,I')” und
aus 5 (®,I") € domD”
folgt:

30, T : (0, € A) A (= (®,T)).

ac€ A xA.

® Zahl.

I' Zahl.

((®,T),®:T) €D.

(®,T) € domD.

« € domD.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus Al gleich “domD C A x A” und
aus A2 gleich “A x A CdomD?”
folgt via GleichheitsAxiom:

Va: (o€ Ax A)= (o €domD).

A2 “A x A CdomD”

domD = A x A.
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Beweis 244-8 b)

Themal.1l o € ranD.
2: Aus Themal.1“a €ranD”
folgt via 7-4: 30 (Q,«a) € D.

3: Aus 2¢...(Q,a) € D”
folgt via 244-5: 3¢, I': (&, Zah) A (a =@ : I).

4: Aus 3“...®0,I" Zahl...”
folgt via 96-17: ® . I' Zahl.

5: Aus3“...a=®:T"” und
aus 4“® : I" Zahl”

folgt: a Zahl.
6: Aus 5“«a Zahl”
folgt via 95-4(Def): acA.
Ergo Themal.1: Va: (a€ranD) = (o € A).

Konsequenz via 0-2(Def): A1l| “ranD C A”
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Beweis 244-8 b) ...

acA.
2: Aus Themal.2“a € A”
folgt via 95-4(Def): « Zahl.

3: Aus 2“« Zahl” und
aus €scola“1 Zahl”
folgt via 96-17: ((a, 1), : 1) € D.

4.1: Aus 2“« Zahl”
folgt via FSD1: a:l=a.

4.2: Aus 3“((a,1),a:1) € D”
folgt via 7-5: a:1€eranD.

5: Aus4.1“a:1=a” und
aus 4.2“a: 1 €ranD”

folgt: a €ranD.
Ergo Themal.2: Va: (a€ A)= (o €ranD).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “ACranD”

1.3: Aus A1 gleich “ranD C A” und
aus A2 gleich “A CranD”

folgt via GleichheitsAxiom: ranD = A.
c)
o €D.
Aus Themal“a € D”
folgt via 244-1(Def): QW a=(Q,0).
Ergo Themal: Va:(w€D)= (I YV :a=(Q,V)).

Konsequenz via 10-3: D Relation.
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Beweis 244-8 d)

(@, 8), (@,7) € D.
2.1: Aus Themal.1“(«a,f)...€D”
folgt via 244-5: 0. I': (a= (D, )A(f=D:1).

2.2: Aus Themal.1“...(a,7y) € D”
folgt via 244-5: T : (a=(QL)A(y=Q:T).

2.3: Aus Themal.1“(a,f)...€D”
folgt via 12-7: a Menge.

3.1: Aus2.1“...aa=(?,I")...” und
aus 2.3“«a Menge”

folgt: (,T") Menge.
3.2: Aus2.1“...a=(P,I")...” und

aus 2.2, ..a=(Q,7)...”

folgt: (¢,T) = (2, 7).

4: Aus 3.24(9,I") = (©,7)” und
aus 3.1“(®,I') Menge”

folgt via IGP: (P=Q)ANT=17).
5.1: Aus4“d=0Q...7

folgt: &:T'=0Q:T.
5.2: Aus4“...I'=7T"

folgt: Q:T'=Q:7.

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: O:I'=0Q:7.

7: Aus2.1“...4=®:T'” und
aus 6“® . I'=Q: 7”7
folgt: g=Q:7T.

8: Aus 7“8 =Q:7T"” und
aus 2.2, .y =Q: 1"
folgt: B =n.
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Beweis 244-8 4) ...

Ergo Themal. 1: ALl “Va, 5,7 : ((a, B), (a,7) € D) = (B=17)7

1.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt: D Relation.

2: Aus 1.2“D Relation” und
aus Al gleich “Vao, 8,7 : ((a, ), (a,7) €D) = (B=17)"

folgt via 18-18(Def): D Funktion.
ef)
1.1: Via des bereits bewiesenen d) gilt: D Funktion.
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: domD = A x A.
1.3: Via des bereits bewiesenen b) gilt: ranD = A.

2.e): Aus 1.1“D Funktion”
aus 1.2“domD = A x A” und
aus 1.3“ranD = A”

folgt via 21-2: D:AxA— A
3.f): Aus2.e)“D:Ax A — A"
folgt via 93-5(Def): D Algebra in A.
g) VS gleich p,q Zahl.
1: Aus VS gleich “p, g Zahl”
folgt via 244-5: ((p,q),p:q) €D.
2: Via des bereits bewiesenen d) gilt: D Funktion.

3: Aus 2“D Funktion” und

aus 1“((p,q),p:q) € D”
folgt via 18-20: D(p,q) =p:q.

h)
1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: D Algebra in A.

2: Aus 1“D Algebra in A” und
aus AAI“A Menge”
folgt via 93-9: D Menge.

]
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p-E.x,x.E p x.E.y: E Funktion.
p E.f, f.E p: f Funktion.
f-E.g: f,g Funktion.
p E.f, f.E p: E, f Funktion.
f-E.g: E, f, g Funktion.

Ersterstellung: 30/04/13 Letzte Anderung: 04/05/13
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245-1. Falls E eine Funktion ist stellt sich Einiges von p_F.x,x.E p,x.FE.y in
einem etwas anderen Licht dar:

245-1(Satz)
Aus “E Funktion” und . ..

a) ...und “w € p_E.x” folgt “3Q, P : ((2,P) € x) A ((p, P) € dom E)
ANw = (2, E(p,®)))”.

b) ...und “(q,r) € p_E.x” folgt “3Q: ((¢,Q) € x) A ((p,2) € dom E)
A= E(p,Q))”.

c) ...und “(¢,s) € x”und “(p,s) € domE”

folgt “(q, E(p,s)) € p-E.x”.

d) ...und “w € x.E_p”folgt “IQ,D: ((Q,P) € x) A ((P,p) € dom E)
Alw = (2 B(@,p)))”.

e) ...und “(q,r) € x.Ep” folgt “IN: ((¢,2) € z) A ((,p) € dom E)
ANr=E(Q,p))”.

£) ...und “(q,s) € x”und “(s,p) € domE”
folgt “(q, E(s,p)) € x.Ep”.

g) ...und “w € x.E.y” folgt “IQ, . T : ((Q,®) €x)A((QT) €y)
A(D,T) € dom EYA (w=(Q,E(®,T))).

((¢,®) € 2) A ((¢,T) € w)

h) ...und “(q,r) € x.E.y” folgt “30,T
A((®,T) € dom E) (T E(®,T))”.

A

A\
i) ...und “(¢q,r) € ”und “(q,s) € y"und “(r,s) € domE”
folgt “(q,E(r,s)) € x.E.y”.

ALG-Notation.
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Beweis 245-1 a) VS gleich (E Funktion) A (w € p_E.x).

1: Aus VS gleich “...w e p_F.x”
folgt via 243-2:
20,0, : (2,0) € 2) A (p, @), ) € E) A (w = (2, 1)),

2.1: Aus 1“... ((p,®),¥) € E7
folgt via 7-5: (p, ®) € dom E.

2.2: Aus VS gleich “FE Funktion...” und
aus 1“...((p,®), V) e E...”
folgt via 18-20: U = E(p, D).

3: Aus 2.2“U = E(p,®)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,0) = (Q, E(p, D)).

4: Aus 1“...w=(,V¥)” und
aus 3“(Q, V) = (Q, E(p,®))”
folgt: w=(Q,E(p,®)).

5: Aus 143Q,9...7,
aus 1“...(Q, ) ex...”
aus 2.1 (p,®) € dom E£” und
aus 4“w = (0, E(p, ®))”
folgt: 30, @ : ((2, Q) € 2) A ((p, P) € dom E) A (w = (2, E(p, ))).

b) VS gleich (E Funktion) A ((¢,7) € p_E.x).

1: Aus VS gleich “...(q,7) € p_E.x”
folgt via 243-2: 30 ((¢,Q2) € x) A(((p,Q2),7) € E).

2.1: Aus 1“... ((p,Q),r) € E7
folgt via 7-5: (p,Q) € dom E.

2.2: Aus VS gleich “FE Funktion...” und
aus 1“... ((p,Q),r) € E7
folgt via 18-20: r = E(p, Q).

3: Aus 143Q: (¢, Q) €x...”,
aus 2.1“(p,Q) € domE” und
aus 2.2“r = E(p,Q)”
folgt: 30 ((¢,92) € x) A((p,2) € dom E) A (r = E(p,Q)).
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Beweis 245-1 c¢) VS gleich (E Funktion) A ((¢,s) € ) A ((p,s) € dom E).
1: Aus VS gleich “E Funktion...” und
aus VS gleich “...(p,s) € domE”
folgt via 18-22: ((p,s), E(p,s)) € E.
2: Aus VS gleich “...(¢,s) € z...” und
aus 1“((p, s), E(p,s)) € E”
folgt via 243-2: (q¢,E(p,s)) € p-E.x.
d) VS gleich (E Funktion) A (w € z.E_p).
1: Aus VS gleich “...w € x.E_p”
folgt via 243-2:
302, @, 0 : ((2,2) € z) A (9, p), ¥) € E) A (w = (2,7)).
2.1: Aus 1“...((®,p), V) € E...7
folgt via 7-5: (®,p) € dom E.
2.2: Aus VS gleich “FE Funktion...” und
aus 1“...((®,p), V)€ E...”
folgt via 18-20: U =FE(®,p).
3: Aus 2.24VU = E(P,p)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,0) =(Q,E(P,p)).
4: Aus1“...w=(Q,¥)” und
aus 3°(€, ) (2, E(®,p))”
folgt: w = (2, E(®,p)).
5: Aus 1“dQ,P...7

aus 1“...(Q, ) ex...”,

aus 2.1“(®,p) € dom E” und

aus 4“w = (Q, E(®,p))”

folgt: 30,0 : ((Q,@) € 2) A ((P,p) € dom E)(w = (2, E(P, p))).
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Beweis 245-1 e) VS gleich (E Funktion) A ((¢,7) € z.E_p).

1: Aus VS gleich “...(q,7) € x.Ep”
folgt via 243-2: A ((¢,92) € x) A(((2,p),r) € E).

2.1: Aus 1“...((2%p),r) € £
folgt via 7-5: (€2, p) € dom E.

2.2: Aus VS gleich “FE Funktion...” und
aus 1“...((p),r) € E7
folgt via 18-20: r=FE(Q,p).

3: Aus 143Q: (¢, Q) €x...”,
aus 2.1“(2,p) € domE” und
aus 2.2“r = E(Q,p)”
folgt: 30 ((¢,92) € ) A((2,p) € dom E) A (r = E(Q2,p)).

£) VS gleich (E Funktion) A ((q,s) € x) A ((s,p) € dom E).

1: Aus VS gleich “ E Funktion...” und
aus VS gleich “...(s,p) € domE”
folgt via 18-22: ((s,p), E(s,p)) € E.

2: Aus VS gleich “...(¢,s) € x...” und
aus 1“((s,p), E(s,p)) € E7
folgt via 243-2: (q,E(s,p)) € x.E p.
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Beweis 245-1 g) VS gleich (E Funktion) A (w € z.E.y).

1: Aus VS gleich “...w e xz.E.y”
folgt via 243-2:
90,0, : (,0) € 2) A (1) € ») A(((D,T), ) € B)A(w = (2, ).

2.1: Aus 1“...((®,I"), V) e E...”
folgt via 7-5: (®,T') € dom E.

2.2: Aus VS gleich “FE Funktion...” und
aus 1“... (¢, 1), V) e E...”7

folgt via 18-20: U =FE®T).
3: Aus 2.24U = E(9,T")”

folgt via PaarAxiom I: (Q,0) =(Q,E(D,T)).
4: Aus 1“...w=(,V¥)” und

aus 3°(0, ‘1’) (©2, E(,1))”

folgt: w=(Q,E(P,1)).
5: Aus 1“3Q, 0. T

aus 1. (L, ®) € 2) A (UT) €y)...7

aus 2.14(®,I') € dom E” und

aus 4“w = (Q, E(P,1"))”

folgt: 30,0,T: (2, @) € 2) A (1) € y) A (B, T) € dom E)
ANw = (2, E(®,I))).

h) VS gleich (E Funktion) A ((¢,7) € z.E.y).

1: Aus VS gleich “...(¢q,r) € z.E.y”
folgt via 243-2: 30, T : ((¢,®) € 2) A ((¢,T) € y) A(((®,T),7) € E).

2.1: Aus 1“...((®,I"),r) € E”
folgt via 7-5: (®¢,I') € dom E.

2.2: Aus VS gleich “FE Funktion...” und
aus 1“...((®,I),r) € E”
folgt via 18-20: r=FE(®,T).

3: Aus 1430, T: ((¢,P) e 2) A ((¢, 1) €y)...7,
aus 2.1“(®,I') € dom E” und
aus 2.2r = E(®,I')”
folgt: 40, I': ((¢q,®) € 2) A (¢, 1) € y) A (r = E(D,T)).
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Beweis 245-1 i)
VS gleich (E Funktion) A ((¢,7) € ) A ((q,8) € y) A((r,s) € dom E).

1: Aus VS gleich “FE Funktion...” und
aus VS gleich “...(r,s) € dom E”
folgt via 18-22: ((r,s),E(r,s)) € E.

2: Aus VS gleich “...(¢,7) €x...”
aus VS gleich “...(¢,s) € y...” und
aus 1“((r,s), E(r,s)) € E7
folgt via 243-2: (q,E(r,s)) € z.E.y.

[]
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245-2. Falls f eine Funktion ist, stellt sich Einiges von p_E.f, f.E_p leicht mo-
difiziert dar:

245-2(Satz)
Aus “f Funktion” und . ..

a) ...und “wepFE.f7
folgt “3Q, W : (2 €dom f)A (((p, f(Q)),¥) € E)A (w = (,V))”.

b) ...und “(q,r) € p_E.f” folgt “q € dom f”und “((p, f(q)),r) € E”.

c) ...und “((p, f(q)),r) € E” folgt “(q,r) € p_.E.f”.

d) ...und “we f.Ep”
folgt “3Q, W : (2 €dom f)A(((f(Q),p),¥) € E)A (w=(Q,¥))”.

e) ...und “(q,r) € f.E_p” folgt “q € dom f”und “((f(q),p),r) € E”.

£) ...und “((f(q);p),r) € E7 folgt “(q,7) € [.Ep”.
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Beweis 245-2 a) VS gleich (f Funktion) A (w € p_E.f).

1: Aus VS gleich “...w e p E.f”
folgt via 243-2:
90,0, 0 (2,0) € £) A (((p, ), V) € B) A (w = (2, 7).

2.1: Aus1“...(Q,®)e f...”

folgt via 7-5: Q) € dom f.
2.2: Aus VS gleich “ f Funktion ...” und

aus 1“...(Q,®) € f”

folgt via 18-20: O = f(Q).
3: Aus 2.2“d = f(Q)”

folgt via PaarAxiom I: (p,®) = (p, f(V)).
4: Aus 3“(p,®) = (p, f(2))”

folgt via PaarAxiom I: ((p, @), V) = ((p, f()), V).

5: Aus 4“((p,®),¥) = ((p,
aus 1“...((p,®),¥) € F.

6: Aus143Q,... 0. .7
aus 2.1“Q e dom f7 |
aus 5 ((p, f(Q)),¥) € E” und
aus 1“...w = (Q,¥)”
folgt: Q¥ (Q edom f) A ((p, (), V) € E)A(w=(Q,¥)).

( )) U)” und
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Beweis 245-2 b) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € p-E.f).

1: Aus VS gleich “...(q,r) € p_E.f”
folgt via 243-2: 30 : ((¢,92) € f) A (((p,Q2),7) € E).

2.1: Aus 1“... (¢, Q) e f...”

folgt via 7-5: q € dom f

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“...(¢,Q) e f...”7

folgt via 18-20: Q= f(q).
3: Aus 2.2“Q = f(q)”

folgt via PaarAxiom I: (p, Q) = (p, f(q)).
4: Aus 3%(p, Q) = (p, f(q))”

folgt via PaarAxiom I: ((p, ), r) = ((p, f(@), 7).

5: Aus 4%((p,Q),7) = ((p, f(¢)),r)” und
aus 1“...((p,Q),r) € E7

folgt: ((p, f(q),r) € E

c) VS gleich (f Funktion) A (((p, f(q)),r) € E).

1: Aus VS gleich “...((p, f(q)),r) € E”
folgt via 12-7: (p, f(q)) Menge.

2: Aus 1“(p, f(q)) Menge”
folgt via PaarAxiom I: f(g) Menge.

3: Aus 2“ f(q) Menge”
folgt via 17-5: q € dom f.

4: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 3“q € dom f”
folgt via 18-22: (¢, f(q)) € [

5: Aus 4“(q, f(q)) € f” und
aus VS gleich “...((p, f(q)),r) € E”
folgt via 243-2: (q,r) € p_E.f.
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Beweis 245-2 d) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “...w € f.Ep”
folgt via 243-2:

247

(f Funktion) A (w € f.E_p).

30,0, 0 : ((Q,8) € f)A((®,p),T) € B) A (w = (Q,T)).

Aus 14...(Q,®) e f...7
folgt via 7-5:

Aus VS gleich “ f Funktion ...” und
aus 1“...(Q,®) € f”
folgt via 18-20:

: Aus 2.240 = f(Q)”

folgt via PaarAxiom I:

0 Aus 3“(®,p) = (f(Q),p)”

folgt via PaarAxiom I:

t Aus 4% ((®,p), ¥) = ((f(),p),¥)” und

aus 1“...((®,p), V)€ E...”
folgt:

D Aus 143Q,... 0.7,

aus 2.1“Q e dom 7|
aus 5 ((f(2),p),¥) € E” und
aus 1“...w = (Q,¥)”

Q2 € dom f.

folgt: IO, - (Q € dom f) A ((F(),p), ) € BE) A (w = (Q, 1))



248 MENGENLEHRE #245

Beweis 245-2 e) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € f.E_p).

1: Aus VS gleich “...(q,r) € f.Ep”
folgt via 243-2: 30 : ((¢,9Q) € f) A (((Q2,p),7) € E).

2.1: Aus 1“... (¢, Q) e f...”

folgt via 7-5: q € dom f

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“...(¢,Q) e f...”7

folgt via 18-20: Q= f(q)
3: Aus 2.2“Q = f(q)”

folgt via PaarAxiom I: (Q,p) = (f(qg),p).
4: Aus 3“(Q2,p) = (f(q),p)”

folgt via PaarAxiom I: ((Q,p),r) = ((f(a),p). 7).

5: Aus 4“((Q,p),7) = ((f(g),p),r)” und
aus 1“...((Q,p),r) € E7

fOlgtI ((f(q)7p)7 T) S

£) VS gleich (f Funktion) A (((f(q),p),r) € E).

1: Aus VS gleich “...((f(q),p),r) € E”
folgt via 12-7: (f(q),p) Menge.

2: Aus 1“(f(q),p) Menge”
folgt via PaarAxiom I: f(g) Menge.

3: Aus 2“ f(q) Menge”
folgt via 17-5: q € dom f.

4: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 3“q € dom f”
folgt via 18-22: (¢, f(q)) € [

5: Aus 4“(q, f(q)) € f” und
aus VS gleich “...((f(¢),p),r) € E”
folgt via 243-2: (q,r) € f.Ep.
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245-3. Falls f, g Funktionen ist, stellt sich Einiges von f.F.g leicht modifiziert
dar:

245-3(Satz)
Aus “f, g Funktion” und ...

a) ...und “w € f.E.g” folgt “IQ, ¥ : (Q € (dom f) N (domg))
A((F(8),9(€)), W) € E) A (w = (2, F)) 7.

b) ...und “(q,r) € f.E.g”
folgt “q € (dom f) N (domg)”und “((f(q),9(q)),r) € E”.

c) ...und “((f(q),9(q)),7) € E” folgt “(q,7) € f.E.97.




250 MENGENLEHRE #245
Beweis 245-3 a) VS gleich (f, g Funktion) A (w € f.E.g).
1: Aus VS gleich “...w € f.E.g”
folgt via 243-2: 30,0, 10 : ((2,®) € /)N ((Q,T) € 9)
A(®,T), ) € B) A (w = (2, ).
2.1: Aus1“...(Q,®)e f...7
folgt via 7-5: Q2 € dom f.
2.2: Aus VS gleich “ f... Funktion” und
aus 1“...(Q,®) e f...7
folgt via 18-20: O = f(Q).
2.3: Aus1“...(Q,T)eg...”
folgt via 7-5: ) € domg.
2.4: Aus VS gleich “...g Funktion” und
aus 1“...(Q, ) eg...”
folgt via 18-20: I'=g(Q).
3.1: Aus 2.1“Q € dom f” und
aus 2.3“€) € domg”
folgt via 2-2: 2 € (dom f) N (dom g).
3.2: Aus 2.2 = f(Q)” und
aus 2.4“T' = g(Q)”
folgt via PaarAxiom I: (&, 1) = (f(2),9(2)).
4: Aus 3.2%(®,T) = (f(©2),9(22))”
folgt via PaarAxiom I: (®,1),¥) = ((f(2),9(2)), V).
5: Aus 1¢...((®,I"),¥) € E...” und
aus 4% ((.1). ) = ((/(©). 9(€2)). ¥)”
folg: (). (). ) € E.
6: Aus 1“3Q...¥...7

aus 3.1“Q € (dom f) N (domg)”,
aus 5 ((f(22),9()),¥) € E” und
aus 1“...w = (Q,V)”
folgt:
AQ, U : (2 € (dom f) N (domg)) A ((f(R2),9(R)) € E)A (w = (Q,V)).
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Beweis 245-3 b) VS gleich (f,g Funktion) A ((¢,7) € f.E.q).

1: Aus VS gleich “...(q,7) € f.E.g”
folgt via 243-2: 30, T : ((q,®) € /)N ((¢,T) € 9) A(((®,T),r) € E).

2.1: Aus1“...(¢,®) e f...”
folgt via 7-5: q € dom f.

2.2: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und
aus 1“...(¢,®) e f...”
folgt via 18-20: ® = f(q).

2.3: Aus1“... (¢, €g...”
folgt via 7-5: q € domg.

2.4: Aus VS gleich “... ¢ Funktion...” und
aus 1“...(¢,I) €g...”
folgt via 18-20: I'= f(q).

3.1: Aus2.1“g e dom f” und
aus 2.3“g € domg”

folgt via 2-2: q € (dom f) N (dom g)

3.2: Aus 2.2“® = f(q)” und
aus 2.4“I" = g(q)”

folgt via PaarAxiom I: (@,T) = (f(q),9(q)).
4: Aus 3.2°(2,T) = (f(9),9(q))”
folgt via PaarAxiom I: (@,1),7) = ((f(q),9(q)),7).

5: Aus 4°((®, ), ) = ((£(a),9(@),7)" und
aus 1“...((®,I"),r) € E”

folgt: ((f(@),9(q)),r) € E
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Beweis 245-3 c) VS gleich (f,g Funktion) A (((f(q),9(q)),r) € E).
1: Aus VS gleich “...((f(q),9(q)),r) € E”
folgt via 12-7: (f(q),9(q)) Menge.
2: Aus 1%(f(q), 9(q)) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (f(q) Menge) A (g(q) Menge).

3.1: Aus 2“ f(q) Menge...”
folgt via 17-5: q € dom f.

3.2: Aus 2“...¢g(q) Menge”
folgt via 17-5: q € dom g.

4.1: Aus VS gleich “ f... Funktion...” und
aus 3.1“q € dom f”
folgt via 18-22: (¢, f(q)) € [

4.2: Aus VS gleich “...g Funktion...” und
aus 3.2“q € domg”
folgt via 18-22: (¢,9(9)) € g.

5: Aus 4. 1“(q,f(q))€f”
aus 4.2%(q, g (())

aus VS gleich “((f(q), ( )) r)eE”
folgt via 243-2: (q,r) € f.E.g.



MENGENLEHRE #245

245-4. Sind E, f Funktionen, so wird 245-2 in Vorliegendes iibergefiihrt:

253

245-4(Satz)
Aus “E, f Funktion” und . ..

a) ...und “w e p E.f”folgt “3Q: (Q € dom f) A ((p, f(2)) € dom E)
ANw = (2
b) ...und “(q,r) € p_E.f”

folgt “q € dom f”und “(p, f(q)) € dom E”und “r = E(p, f(q))”.

c¢) ...und “(p, f(q)) € dom E” folgt “(q, E(p, f(q))) € p-E.f".
d) ...und “we f.Ep”folgt “3IQ: (Qedom f)A((f(Q),p) € dom E)

ANw = (€, E(f(2),p)))”-

e) ...und “(q,r) € f.Ep”

folgt “q € dom f”und “(f(q),p) € dom E”und “r = E(f(q),p)”.

£) ...und “(f(q),p) € dom E” folgt “(q, E(f(q),p)) € f-Ep”.

E(p, [(92)))) 7

ALG-Notation.
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Beweis 245-4 a) VS gleich (E, f Funktion) A (w € p_E.f).

1: Aus VS gleich “... f Funktion...” und
aus VS gleich “...wep E.f”
folgt via 245-2:
QW (Q edom f) A (((p, (), V) € E)A (w = (Q,¥)).

2.1: Aus 1“...((p, f(V),¥) e E...7
folgt via 7-5: (p, £(22)) € dom E.

2.2: Aus VS gleich “FE ... Funktion...” und
aus 1“...((p, f(Q)),V) e E”

folgt via 18-20: U = E(p, f(2)).
3: Aus 2.2°VU = E(p, f(Q2))”
folgt via PaarAxiom I: (Q,W) = (Q, E(p, f())).

4: Aus 3“(Q,¥) = (2, E(p, f(£2)))” und
aus 1“...w = (Q,¥)”
folgt: w = (2, E(p, f())).

5: Aus 144Q...7,
aus 1“...Q edom f...”,
aus 2.1“(p, f(2)) € dom E” und
aus 4“w = (Q, E(p, f(€2)))”
folgt: 3Q: (2 € dom f) A ((p, f(R2)) € dom E) A (w = (2, E(p, f(2)))).

b) VS gleich (E, f Funktion) A ((¢,7) € p_E.f).

1: Aus VS gleich “... f Funktion...” und
aus VS gleich “...(q,r) € p_E.f”

folgt via 245-2: (¢ € dom f) A (((p, f(q)),7) € E).
2.1: Aus 1
folgt: q € dom f

2.2: Aus1“...((p, f(q)),r) € E”

folgt via 7-5: (p, f(q)) € dom E

2.3: Aus VS gleich “FE ... Funktion...” und
aus 1“...((p, f(q)),r) € E”

folgt via 18-20: r=E(p, f(q))
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Beweis 245-4 c) VS gleich (E, f Funktion) A ((p, f(¢q)) € dom E).

1:

Aus VS gleich “E ... Funktion...” und
aus VS gleich “...(p, f(q)) € dom E”

folgt via 18-22: ((p, f(@), E(p, f(q))) € E.
2: Aus VS gleich “...f Funktion...” und
aus 1°((p, f(q)), E(p, f(q))) € E7
folgt via 245-2: (¢, E(p, f(q))) € p_E.f.
d) VS gleich (E, f Funktion) A (w € f.E_p).
1: Aus VS gleich “... f Funktion...” und
aus VS gleich “...w € f.Ep”
folgt via 245-2:
30,0 (@ € dom f) A ((F(2), ), 9) € B) A (1 = (9, 1)
2.1: Aus 1“... ((f(Q),p),¥) e E...7
folgt via 7-5: (f(22),p) € dom E.
2.2: Aus VS gleich “FE... Funktion...” und
aus 1“...((f(Q),p), V) e E”
folgt via 18-20: U =FE(f(Q),p).
3: Aus 2.2“V = E(f(Q),p)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,0) =(QE(f(Q),p)).
4: Aus 3“(Q,¥) = (Q,E(f(Q2),p))” und
aus 1“...w = (Q,¥)”
5: Aus 143Q...7,

aus 1“...Qedomf...”,

aus 2.1“(f(Q),p) € dom E” und

aus 4w — (2, E(f(2),p))”

folgt: 3Q: (2 edom f) A ((f(2),p) € dom E) A (w = (2, E(f(2),p)))-
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Beweis 245-4 e) VS gleich (E, f Funktion) A ((¢,7) € f.E_p).

1: Aus VS gleich “... f Funktion...” und
aus VS gleich “...(q,r) € f.E_p”

folgt via 245-2: (¢ € dom f) A (((f(q),p),7) € E).
2.1: Aus 1
folgt: q € dom f

2.2: Aus 1“...((f(q),p),r) € E”

folgt via 7-5: (f(q),p) € domE

2.3: Aus VS gleich “FE ... Funktion...” und
aus 1“...((f(q),p),r) € E”

folgt via 18-20: r=E(f(q),p)

£) VS gleich (E, f Funktion) A ((f(q),p) € dom E).

1: Aus VS gleich “FE ... Funktion...” und
aus VS gleich “...(f(¢q),p) € domE”
folgt via 18-22: ((f(2),p) E(f(q),p)) € E.

2: Aus VS gleich “... f Funktion...” und

aus 1% ((f(q),p), E(f(q),p)) € E”
folgt via 245-2: (¢, E(f(q),p)) € f-Ep.
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245-5. Sind f, g und F Funktionen, so wird 245-3 in Vorliegendes iibergefiihrt:

245-5(Satz)

Aus

a) ...

b) ...

c) ...

“E, f,q Funktion” und . ..

und “w e f.E.g”
folgt “3Q : (Q € (dom f) N (domg)) A ((f(£2),9(2)) € dom E)

ANw = (2, E(f(2),9(2))))”.

und “(q,r) € f.E.g”
folgt “q € (dom f) N (domg)”und “(f(q),g(q)) € dom E”
und “r = E(f(q),9(q))”.

und “(f(q),9(q)) € dom E” folgt “(q, E(f(q),9(q))) € f.E.9”.

ALG-Notation.
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Beweis 245-5 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “...
aus 1“...we f.E.g”
folgt via 245-3:

QW : (2 € (dom f)N

Aus 1¢...
folgt via 7-5:

2.1:

2.2: Aus VS gleich “FE ...
aus 1°...((f(©2),9(2)),¥) € E”

folgt via 18-20:

3: Aus 2.2°VU = E(f(Q),q9(2)”
folgt via PaarAxiom I:

4: Aus1“...w=(Q,¥)” und
aus 3“ (2, V) =
folgt:

5: Aus 1430 ...7
aus 1“...Q € (dom f) N
aus 2.1“(f(Q2),9(2)) € dom E”
aus 4“w = (Q, E(f(2),9()))”
folgt:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “...
aus VS gleich “...(q,

folgt via 245-3:
2.1: Aus 1

folgt:

2.2: Aus 1“...

((f(@),9(q),r) € E”

folgt via 7-5:

2.3: Aus VS gleich “FE ...

aus 1...((f(q), 9(q)),r) € E7

folgt via 18-20:

f, g Funktion...”

(dom g)) A
((f(Q),g(), V)€ E...”

Funktion...”

30 : (Q € (dom f) N

f, g Funktion...”
r)e f.E.g”
(g € (dom f)N

Funktion...”
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(E, f, g Funktion) A

und

(we f.E.q).

(((F(2),9(1)), ¥) € E) A (w = (2, V).

(f(€),9(2)) € dom E.

(2, BE(f(€),9()))”

und
U= E(f(),9(2))
(2, 9) = (2, E(f(2),9(2)))
w = (9, E(f(),9(R)))

(domg)...”
und

(dom g)) A ((/(

2),9(2)) € dom E)
ANw = (Q,

E(f(82),9(2))))-

(E, f, g Funktion) A ((¢,r) € f.E.g).

und

(domg)) A (((f(q),9(9)),7) € E).

q € dom f

(f(¢),9(q)) € dom E

und
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Beweis 245-5 c) VS gleich (E, f, g Funktion) A ((f(q),9(q)) € dom E).

1: Aus VS gleich “FE ... Funktion...” und
aus VS gleich “(f(q),9(q)) € domE”

folgt via 18-22: ((f(a):9(9)), E(f(a),9(q))) € E.

2: Aus VS gleich “... f, g Funktion...” und
aus 1“((f(q),9(q)), E(f(q),9(q))) € E”
folgt via 245-3: (¢, E(f(9),9(q))) € [.E.g.
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245-6. Nun werden (p_E.f)(q), (f-E-p)(q), (f-E.g)(q) fir Funktionen F, f, g und
q in den jeweiligen Definitions-Bereichen thematisiert:

245-6(Satz)

a) Aus “E, f Funktion” und “q € dom (p_E.f)”
folgt “(p-E.f)(q) = E(p, f(q))".

b) Aus “E, f Funktion” und “q € dom (f.E_p)”
folgt “(f.E_p)(q) = E(f(q).p)”.

c) Aus “E, f,g Funktion”und “q € dom (f.E.g)”
folgt “(f-E.g)(q) = E(f(q),9(q))”

ALG-Notation.

Beweis 245-6 a) VS gleich (E.f Funktion) A (¢ € dom (p_E.f)).

1: Aus VS gleich “FE, f Funktion...”
folgt via 243-7: p_E.f Funktion.

2: Aus 1“p_E.f Funktion” und
aus VS gleich “...q € dom (p_E.f)”
folgt via 18-22: (q,(p-E.f)(q)) € p-E.f.

3: Aus VS gleich “FE, f Funktion...” und

aus 2“(q, (p-E.f)(q)) € p-E.f7
folgt via 245-4: (p-E.f)(q) = E(p, f(q)).

b) VS gleich (E.f Funktion) A (¢ € dom (f.E_p)).

1: Aus VS gleich “FE, f Funktion...”
folgt via 243-7: f.E_p Funktion.

2: Aus 1“ f.E _p Funktion” und
aus VS gleich “...q € dom (f.E_p)”
folgt via 18-22: (¢, (f-Ep)(q)) € f.Ep.

3: Aus VS gleich “F, f Funktion...” und

aus 2“(q, (f.Ep)(q)) € f.Ep”
folgt via 245-4: (f.Ep)(q) = E(f(q),p).
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Beweis 245-6 c) VS gleich (E, f, g Funktion) A (¢ € dom (f.E.qg)).

1: Aus VS gleich “FE, f, g Funktion...”
folgt via 243-7: f-E.g Funktion.

2: Aus 1“ f.F.g Funktion” und
aus VS gleich “...q € dom (f.E.g)”
folgt via 18-22: (q¢,(f-F.9)(q) € f.E.qg.

3: Aus VS gleich “F, f, g Funktion...” und
aus 2“(q, (f.£.9)(q)) € p-E.f”
folgt via 245-5: (f-E.9)(q) = E(f(q),9(q))-

]
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Aus 27! injektiv und E C ranz folgt E = z[x~1[E]|.

Ersterstellung: 06/05/13 Letzte Anderung: 06/05/13
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246-1. Nacharbeiten hilft. So bin ich bei der nachtréglichen Erstellung der For-
melsammlung fiir Suite I - Die StrukturGebende auf 13-5 gestofien, wo aus
7! injektiv und F C ranz und z Relation auf F = x[x~'[E]] geschlossen wird.
In der Tat muss fiir die Schlussfolgerung £ = z[z~![E]] die Klasse z nicht not-
wendiger Weise eine Relation sein. Die Definition von Bild und Urbild blenden
mogliche “Nicht-Relations-Anteile von z” von z geflissentlich aus:

246-1(Satz)

Es gelte:
- o7t injektiv.
—) EF Cranz.

Dann folgt “FE = z[z~[E]]”.
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Beweis 246-1

a € zfz~![E]].
2: Aus Themal.l“« € z[z '[E]]”
folgt via 8-7: 30 (Q ez E]) A ((Q ) € 2).

3: Aus2¢...QeaYE]...”
folgt via 11-21: AV (Ve B)A((2,7) € x).

4.1: Aus 2“...(Qa)ex”
folgt via 11-4: (a, Q) € 271

4.2: Aus 3“...(Q0) ex”
folgt via 11-4: (0,Q) ezt

5: Aus —) “27 ! injektiv” ,
aus 4.1%(a, Q) € z71” und
aus 4.2 (0, Q) € z71”
folgt via 8-1(Def): a=V.

6: Aus 5“a=V" und
aus 3“... v e F...7

folgt: ac k.
Ergo Themal.1: Va: (o € z[zY[E]]) = (0 € E).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “z[z7ME]] CE”

1.2: Aus ) “FE Cranz”
folgt via 13-1: E C z[z71[E]].

2: Aus 1.2“F C z[z7'[E]]” und
aus Al gleich “z[z '[E]] C E”
folgt via GleichheitsAxiom: E = z[z71[E]].
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O Algebra in A: p_ O.x, z.0_p, x.0.y.
ALG-Fortsetzung.

Ersterstellung: 06/05/13 Letzte Anderung: 08/05/13



266 ALGEBRA #247

247-1. Ist O eine Algebra in A, so stellen sich einige Resultate iiber p_O.z, z.0_p
und z.0.y in eigener Form dar:

247-1(Satz)
Aus “0O Algebra in A” und . ..

a) ...und “w € p_O.x”folgt “pe A”
und “3Q, 0 : ((Q, Q) e ) AN (P € A) A (w = (Q,p-0.D))".

b) ...und “(q,r) € p.O.x” folgt “pec A”
und “I: ((¢,Q) €ex) AN Qe A A (r=p0Q)".

c) ...und “(q,v) € x”und “p,r € A” folgt “(q,p-Or) € p.O.x”.

d) ...und “w e z.0p” folgt “pe A”
und “3Q0,® : (L D) € ) A (D € A) A (w=(Q,_Op))”.

e) ...und “(q,r) € z.0_p” folgt “p € A”
und “3Q: ((¢,Q) €ex) AN (Qe A)A(r=0Q0p)”.
) ...und “(q,r) € x”und “p,r € A” folgt “(q,r_0_ x.Op”.

p) €
g) ...und “w e x.0y” folgt “IQ, &, T : ((Q,P) € 2) A ((Q,T) € y)
AN@,T € A) A (w :(QQJDF)) .

h) ...und “(q,r) € x.0.y” folgt “ID, T : ((¢,P) € ) A ((¢,T) € y)
NS, T e A)AN(r=2.0T)".

i) ...und “(q,7r) € x”und “(q,s) € y"und “r,s € A”
folgt “(q,r0.s) € x.0.y”.

ALG-Notation.
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Beweis 247-1 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”

4.2:

folgt via 93-6:

: Aus 1“0 Funktion...” und

aus VS gleich “...w e p O.x”
folgt via 245-1:
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(O Algebra in A) A (w € p-O.x).

(O Funktion) A (domO = A x A).

30,0 : (2, @) € ) A ((p, ®) € domO) A (w = (Q,p-0_D)).

: Aus 2“...(p,®) €edomO...” und

aus 1“...domd=Ax A”
folgt:

: Aus 3“(p, ) € Ax A”

folgt via 6-6:

Aus 3“(p,®) € Ax A”
folgt via 6-6:

© Aus 2430, P

aus 2“...(Q,®)ex...”,
aus 4.2“d € A” und
aus 2“...w = (Q,p.0.®)”

(p, @) € Ax A.

peEA

de A

folgt:

30,0 : ((Q,P) e x) A (P € A) A (w = (Q,p-0.9))
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Beweis 247-1 b) VS gleich (O Algebra in A x A) A ((¢,7) € p-D.z).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”

folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).
2: Aus 1“0 Funktion...” und

aus VS gleich “...(¢,r) € p.O.2”

folgt via 245-1: 30 : ((¢,92) € ) A ((p, ) € domO) A (r = p_O.Q).
3: Aus 2“...(p,?) €edomO...” und

aus 1“...domO =A x A”

folgt: (p, Q) e Ax A

4.1: Aus 3“(p,Q) € Ax A”

folgt via 6-6: peA

4.2: Aus 3“(p,Q2) € Ax A”
folgt via 6-6: Qe A

5: Aus 2¢“dQ...7,
aus 2“...(¢, Q) €x...”,
aus 4.2“Q € A” und
aus 2“...r =p.0.07

folgt: A0 : ((¢,Q) ex)AN(Q2e A) A (r=p-0.Q)

c) VS gleich (O Algebra in A x A) A ((¢,7) € ) A (p, 7 € A).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

2: Aus VS gleich “...p,r e A”
folgt via 6-6: (p,r) € Ax A.

3: Aus 2“(p,r) € Ax A” und
aus 1“...domO =A x A”
folgt: (p,r) € domO.

4: Aus VS gleich “...(¢,7) €x...”
aus 3“(p,r) € domO” und
aus 1“0 Funktion...”
folgt via 245-1: (¢,p-0.r) € pO.z.
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Beweis 247-1 d) VS gleich

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”

4.2:

folgt via 93-6:

: Aus 1“0 Funktion...” und

aus VS gleich “...w € x.0.p”
folgt via 245-1:
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(O Algebra in A) A (w € z.0p).

(O Funktion) A (domO = A x A).

30,0 : (2, @) € ) A ((P,p) € domO) A (w = (2, _0O_p)).

: Aus 2“...(P,p) €domO...” und

aus 1“...domd=Ax A”
folgt:

: Aus 3“(®,p) € Ax A”

folgt via 6-6:

Aus 3“(P,p) € Ax A”
folgt via 6-6:

© Aus 2430, P

aus 2“...(Q,®)ex...”,
aus 4.2“d € A” und
aus 2“...w = (Q,d_0p)”

(®,p) € Ax A

peEA

de A

folgt:

30,0 : ((2,P) e 2) A (P € A) A (w=(Q,P_0p))
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Beweis 247-1 e) VS gleich (O Algebra in A x A) A ((¢,7) € z.0O_p).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”

folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).
2: Aus 1“0 Funktion...” und

aus VS gleich “...(¢,r) € z.0p”

folgt via 245-1: 30 : ((¢,9Q) € ) A ((2,p) € domO) A (r = Q_O_p).
3: Aus 2“...(Q,p) €domO...” und

aus 1“...domO =A x A”

folgt: (Q,p) e Ax A.

4.1: Aus 3“(Q,p) € Ax A”

folgt via 6-6: peA

4.2: Aus 3“(Q,p) € Ax A”
folgt via 6-6: Qe A

5: Aus 2¢“dQ...7,
aus 2“...(¢, Q) €x...”,
aus 4.2“Q € A” und
aus 2“...r=Q.07p”

folgt: A0 : ((¢,Q) ex)AN (e A) A (r=0Q0p)

£) VS gleich (O Algebra in A x A) A ((q,7) € z) A (r,p € A).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

2: Aus VS gleich “...r,pe A”
folgt via 6-6: (r,p) € Ax A.

3: Aus 2“(r,p) € Ax A” und
aus 1“...domO =A x A"
folgt: (r,p) € dom O.

4: Aus VS gleich “...(¢,7)€x...”
aus 3“(r,p) € domO” und
aus 1“0 Funktion...”
folgt via 245-1: (¢,70.p) € x.0p.
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Beweis 247-1 g) VS gleich (O Algebra in A) A (w € z.0.y).
1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).
2: Aus 1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “...w € x.0.y”
folgt via 245-1: 30,0, T: ((2,®) € 2) A ((Q,T) € y)
A(P,T") € domO) A (w = (2,9.0.1"))
3: Aus 2“...(9,I') edomD...” und
aus 1“...domO =A x A”
folgt: (®,I') € Ax A
4: Aus 3“(9,I') e Ax A”
folgt via 6-6: o, T e A
5: Aus 2¢3Q,®,I"...7,

aus 2“...((Q,®) e x) A ((,T) €y)...”
aus 4“®, '€ A” und
aus 2“...w = (Q,0.0TI)"
folgt:
30,0, T: ((Q,®) e ) A((AT) ey) AP, T € A) A (w = (Q,9.0T1)).
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Beweis 247-1 h) VS gleich (O Algebra in A) A ((¢,7) € z.0O.y).
1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).
2: Aus 1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,7) € x.0.y”
folgt via 245-1: 30, T : ((¢,®) € 2) A ((¢,T) € y) A ((P,T) € domDO)
A(r=®_0T).
3: Aus 2¢...(®,T) edomO...” und
aus 1“...domO =A x A”
folgt: (¢,I') € Ax A.
4: Aus 3“(9,I') e Ax A”
folgt via 6-6: o, T e A
5: Aus 239, I"...7,
aus 2“...((¢,®) e x) A ((¢,T) €y)...”,
aus 4“®, '€ A” und
aus 2“...r =017
folgt:
30, T: ((¢,®@) € x) A ((¢.T) ey) AN(®, T € A) A (r=0.0T).
i) VS gleich (O Algebra in A x A) A ((¢,7) € ) A ((g,s) € y) A (r,s € A).
1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).
2: Aus VS gleich “...r,s € A”
folgt via 6-6: (r,s) € Ax A.
3: Aus 2“(r,s) € Ax A” und
aus 1“...domO =A x A”
folgt: (r,s) € domO.
4: Aus VS gleich “...((¢,7) € ) N ((¢,8) €y)...”,

aus 3“(r,s) € domO” und
aus 1“0 Funktion...”
folgt via 245-1: (g,rO.s) € z.0.y.

[]
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247-2. Nun werden Definitions- und Bild-Bereich von p_O.z, z.0_p, x.0O.y fiir eine
Algebra O in A thematisiert:

247-2(Satz)
Es gelte:

—) O Algebra in A.
Dann folgt:

a) dom (p_-O.z) C z7![A].

b) dom (z.0_p)

c) dom(z.0.y) =z ANy '[A].

d) dom (p_O.z) = dom (z.0_p).

e) dom (z.0.y) = dom (y.O.x).
f) ran(p.O.x) C A
g) ran(z.0p) C A.

A

h) ran(z.0.y) C
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Beweis 247-2 abc)

1: Aus VS gleich “0O Algebra in A”

folgt via 93-6: domO = A x A.
2.1: Via 9-23 gilt: (A x A)[{p}] C A.
2.2: Via 12-14 gilt: (Ax A)'[{p}] C A
2.3: Via 242-6 gilt: (paar(z,y)) '[A x Al =z A Ny~ [A]
3.1: Aus 2.1%(A x A)[{p}] C A~

folgt via 11-18: 2 (A x A)[{p}] € z~[A].
3.2: Aus2.2¢(Ax A)~'[{p}] C A~

folgt via 11-18: (A x A)~{p}] C 2~ 1[A].
4.1 dom (p-0.) *2* [ (dom 0) [{p}]] £ =~ [(A x A)[{p}]) € =~'[A].

4.2:  dom (x.0.p) 2% o1 [(dom O)[{p}]] £ 21 [(A x A)[{p}]] € = [A].

4.3: dom (z.0.y) **2° (paar(z,y))~![dom O] = (paar(az, y)) A x A

= ANy~ [A]

5.a): Aus 4.1
folgt: dom (p.O.z) C z71[A].

5.b): Aus 4.2
folgt: dom (z.0.p) C 2 [A].

5.c): Aus 4.3
folgt: dom (z.0.y) =z~ [A] Ny [A].
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Beweis 247-2 d)

e)

1.

1.

1:

1:

2:

Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 93-6: domO = A x A.

dom (p_O.x)
#2271 (dom O) [{p}]]
L 271(A x A)[{p}]]
12213 114 % A) (Y]]

= 2 "[(dom D) " [{p}]]

22 dom (2.0.p).
: Aus 2
folgt: dom (p_O.z) = dom (z.0O_p).
Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via des bereits bewiesenen c): dom (z.0.y) = 71 [A] Ny [A].
Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via des bereits bewiesenen c): dom (y.0.z) = y~ Al Nnat[A].
dom (2.0.y) = 271 [A] Ny~ [A] “E" y=1[A] N 27 [A4] £ dom (y.0.2).
: Aus 2
folgt: dom (z.0.y) = dom (y.0O.x).
: Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 93-6: rand C A.

243-4 8-10 1
ran (p_.0.z) C O[{p} xranz] C ranO C A.

: Aus 2

folgt via 0-6: ran (p_O.z) C A.
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Beweis 247-2 g)

1: Aus —) “0O Algebra in A”

folgt via 93-6: ran0 C A.
243—4 8-10 1
2: ran (z.0_p) C O(ranz) x {p}] € ranO C A.
3: Aus 2
folgt via 0-6: ran (z.0_p) C A.
h)
1: Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 93-6: ran0 C A.
— 8-10 1
2: ran (z.0.y) 23S Ofyox!] C ranOC A.
3: Aus 2

folgt via 0-6: ran (z.0.y) C A.
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247-3. Der Definitions-Bereich und gelgentlich der Bild-Bereich von p_0O.x und
x.0_p kann fiir eine Algebra O in A prézisiert werden, wenn bekannt ist, ob p ein
Element von A ist - oder nicht:

247-3(Satz)

Aus “0O Algebra in A” und . ..
a) ...und “p € A” folgt “dom (p-O.x) = z~[A]”.
b) ...und “p € A’ folgt “dom (z.0.p) = x~[A]”.

c) ...und ‘pg A”
folgt “dom (p-O.x) =07 und “ran (p-O0.2) =0"und “p.O0.x=0".

d) ...und “pg A”
folgt “dom (z.0_p) = 0" und “ran(z.0p) =0"und “x.0p=0".

Beweis 247-3 ab) VS gleich (O Algebra in A) A (p € A).
1.1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”

folgt via 93-6: domO = A x A.
1.2: Aus VS gleich “...pe A”

folgt via 2-29: 0#{p}nA.

2: Aus 1.2“0# {p} N A~

folgt via KGn: 0# An{p}.
3.1: Aus 2“0 # An{p}”

folgt via 9-23: (A x A)[{p}] = A.
3.2: Aus 2“0 # An{p}”

folgt via 12-14: (Ax A)~Y{p}] = A
4.1: dom (p-O.z) *=* 271(dom O)[{p}]] = 2~ [(A x A)[{p}]] ¥ 27'[A],

4.2:  dom (z.0.p) *E " 27 (dom O) " [{p}]] = 2 ' [(A x A)~[{p}]] E 27 [A].

5.a): Aus 4.1
folgt: dom (p_O.x) =z~ '[A].

5.b): Aus 4.2
folgt: dom (z.0_p) = 7 '[A].
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Beweis 247-3 c¢) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “0O Algebrain A. ..

1.2:

1.3:

6.1:

6.2:

folgt via 93-6:

Aus VS gleich “...p¢ A”
folgt via 2-30:

Via 243-3 gilt:

: Aus 1.2“{p}NA=0"

folgt via KGN:

: Aus 2“ANn{p} =0"

folgt via 9-23:

2

ALGEBRA #247

(O Algebra in A) A (p ¢ A).

domO = A x A.

{p}NnA=0.

p-O.x Relation.

An{p}=0.

(Ax A)[{p}] =0.

dom (p-0.2) * 2 &~ (dom O) [{p}]] £ 2 1[(A x A)[{p}]] £ 20 =T 0.

: Aus 4

folgt:

Aus 5“dom (p_O0.2) =07

folgt via 7-7:

Aus 1.3“p_0O.x Relation” und
aus 5“dom (p_-O.z) =07

folgt via 92-5:

dom (p_.O0.2) =0

ran (p-O0.2) =0

p-Oxz=0
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Beweis 247-3 d) VS gleich (O Algebra in A) A (p ¢ A).
1.1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: domO = A x A.
1.2: Aus VS gleich “...p¢ A”
folgt via 2-30: {p}NA=0.
1.3: Via 243-3 gilt: x.0_p Relation.
2: Aus 1.2“{p}NA=0"
folgt via KGnN: An{p}=0.
3: Aus 2“ANn{p} =0"
folgt via 12-14: (A x A~ {p} =0.
4: dom (2.0-p) *=* 27! [(dom O)[{p}]] = ~*[(A x A)~'[{p}]]
3 1 11-17
=z 0] "="0.
5: Aus 4
folgt: dom (z.0p) =0

6.1: Aus 5“dom (z.0._p) =07

folgt via 7-T7: ran (z.0_p) =0

6.2: Aus 1.3“z.0_p Relation” und
aus 5“dom (z.0_p) =07

folgt via 92-5: x.Op=0
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247-4. Ist O eine Algebra in A, so steht das vorliegende, geféllige Kriterium fiir
q € dom (p_O.z) zur Verfiigung:

247-4(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) O Algebra in A.
...sind die Aussagen 1), ii), iii) dquivalent:
i) ¢ € dom (p_O.z).
ii) ¢ € dom (z.0p).

iii) “p e A7und “q € xz71[A]”.

Beweis 247-4

ALG-Notation.

VS gleich q € dom (p_O.x).

1: aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 247-2: dom (p_O.x) = dom (z.O_p).

2: Aus VS gleich “q € dom (p_O.x)” und
aus 1“dom (p-O.z) = dom (z.0_p)”
folgt: q € dom (x.0_p).
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Beweis 247-4 VS gleich q € dom (z.O_p).
1.1: Aus —)“0O Algebra in A”
folgt via 247-2: dom (z.0_p) C = ![A].

1.2: Aus VS gleich “¢ € dom (z.0_p)”
folgt via 7-2: Q0 : (¢, Q) € z.0p

2.1: Aus VS gleich “¢q € dom (z.0_p)” und
aus 1.1“dom (x.0_p) C z71[A]”

folgt via 0-4: q € x'[A]

2.2: Aus —) “0O Algebra in A” und
aus 1.2%...(q,Q) € z.0p”

folgt via 247-1: peA
VS gleich (p € A) A (g ![4]).
1: Aus VS gleich “...q € z71[A]”
folgt via 11-21: A0 : (e A) A ((¢, ) € x).

2: Aus —) “0O Algebra in A7,
aus 1“...(¢,Q) € a7,
aus VS gleich “p e A...” und
aus 1“..Q e A...”
folgt via 247-1: (¢,p-0.Q) € pO.x.

3: Aus 2¢(q,p-00Q) € p-O.z”
folgt via 7-5: q € dom (p_O.2).

]
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247-5. Ist O eine Algebra in A, so steht ein Kriterium fiir ¢ € dom (x.0.y) zur
Verfiigung:

247-5(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) O Algebra in A.
...sind die Aussagen 1), ii), 1ii), iv), v), vi) dquivalent:
i) ¢ € dom (z.O.y).
ii) ¢ € dom (y.0O.x).
iii) gez A Ny '[A4].
iv) g ey ANz A

v) “gex'A]7und “qeytA]”.

vi) “q ey '[A]"und “q € x7A]”
Beweis 247-5 VS gleich q € dom (z.0O.y).
1: Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 247-2: dom (z.0.y) = dom (y.0O.x).

2: Aus VS gleich “¢ € dom (z.0.y)” und
aus 1“dom (z.0.y) = dom (y.0O.2)”
folgt: q € dom (y.0O.x).

VS gleich q € dom (y.0O.x).

1: Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 247-2: dom (y.0.z) = y~[A] Nz~ 1[A].

2: Aus VS gleich “¢q € dom (z.0.y)” und
aus 1“dom (y.0.z) = y ' [A] Na'[A]”
folgt: q €y [A]NnatA]

3: Via KGN gilt: y Al Na Al = 2 A Ny AL

4: Aus 1“qey ANz A]” und
aus 3“y ANz Al = 2 A Ny [A]”
folgt: g€ x A Ny A
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Beweis 247-5 VS gleich q € x A Ny A
1: Via KGN gilt: A Ny Al =y A Nz~ [A].

2: Aus VS gleich “q € 7' [A] Ny~ '[A]” und
aus 1“7 Al Ny Al = y A Nz~ [A]”

folgt: q €y A Nna A
VS gleich q €y A Na A
1: Aus VS gleich “q € y 'A] Nz [A]”
folgt via 2-2: (g € yHA]) A (¢ € 7 HA]).
2: Aus 1
folgt: (g €z A A (g € y~'[A]).
US gleich (9. € 27" [A) A (g € y~'[A])
Aus VS
folgt: (¢ € yH[A]) A (g € 27 H[A]).
US gleich (g€ y[A) A (g € 2 [A])..

1: Aus VS gleich “...q € z71[A]” und
aus VS gleich “q € y~'[A]...”
folgt via 2-2: q € z Al Ny A

2: Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 247-2: dom (z.0.y) =z~ [A] Ny [A].

3: Aus 1“gex ANy '[A]” und
aus 2“dom (z.0.y) = x A Ny [A]”
folgt: q € dom (z.0.y).



284 ALGEBRA #247

247-6. Ist O eine Algebra in A und ist f eine Funktion, so steht ein gefilliges
Kriterium fiir ¢ € dom (p_0O.f) zur Verfiigung:

247-6(Satz)
Unter den Voraussetzungen . ..
—) O Algebra in A.
—) [ Funktion.
...sind die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:
i) ¢ € dom (p_O.f).
ii) ¢ € dom (f.O_p).

iii) p, f(q) € A.
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Beweis 247-6 VS gleich

Aus —) “0O Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (p_0O.f)”
folgt via 247-4:

v gleich

1.1: Aus —) “0O Algebra in A” und

1.

2:

aus VS gleich “¢q € dom (f.0_p)”
folgt via 247-4:
Aus —) “0O Algebra in A” und

aus VS gleich “q € dom (f.0.p)”
folgt via 247-4:

: Aus —) “ f Funktion” und

aus 1.2%¢q € f~1A]”

folgt via 18-29:

VS gleich

1:

Aus =) “ f Funktion” und
aus VS gleich “... f(q) € A”
folgt via 18-29:

: Aus —) “0O Algebra in A7,

aus VS gleich “p... € A” und
aus 1“q € f1A]”
folgt via 247-4:

285

p € dom (p_O.f).

q € dom (f.0_p).

q € dom (f.0_p).

peA

qe ['A]

q € dom (p_O.f).
]
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247-7. Ist O eine Algebra in A und sind f, g Funktionen, so steht ein gefilliges
Kriterium fiir ¢ € dom (f.0.g) zur Verfiigung:

247-7(Satz)
Unter den Voraussetzungen . ..
—) O Algebra in A.
=) f, g Funktion.
...sind die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:
i) ¢ € dom(f.O.g).
ii) g € dom (g.0O.f).

iii) f(q),9(q) € A.
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Beweis 247-7 VS gleich q € dom (f.0O.g).

Aus —) “0O Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (f.0.g)”

folgt via 247-5: q € dom (¢.0.f).
VS gleich q € dom (¢.0.f).

1: Aus —) “0O Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (¢.0.f)”
folgt via 247-5: (ge fHAD) A (g € g7 A)]).

2.1: Aus =) “ f... Funktion” und
aus 1“q € f71A]...”

folgt via 18-29: flqg)e A

2.2: Aus =) “...¢g Funktion” und
aus 1“...q € g7 '[A]”

folgt via 18-29: g(q) € A
VS ghich Fa)ola) € A

1.1: Aus =) “f... Funktion” und
aus VS gleich “ f(q)... € A”
folgt via 18-29: q e fHA].

1.2: Aus —) “...g Funktion” und
aus VS gleich “...¢g(q) € A”
folgt via 18-29: qe g A]

2: Aus =) “0O Algebrain A” |
aus 1.1%¢g € f~'[A]” und
aus 1.2q € g7'[A]”
folgt via 247-5: q € dom (f.O.g).
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ALG-Notation(Fortsetzung) Mit der nun vorliegenden Konvention vereinfa-
chen sich etliche Schreibweisen:

ALG-Notation

1) p-Dx(q) = p-O(x(q)).
2) x(p)-O-g = (z(p))-D-g.

3) a(p)-Dx(q) = (x(p))-B(x(q))-
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247-8. Vielleicht am haufigsten kommen p_O. f, f.0_p zum Einsatz, wenn O eine
Algebra in A und f eine Funktion ist. Fiir diesen Fall ist Vorliegendes entworfen:

247-8(Satz)
Aus “0O Algebra in A” und “f Funktion” und . ..

a) ...und “w € p.O.f7 folgt “pe A”
und “3Q: (2 edom f)A(f(R2) € A) A (w=(Q2,p-0_f()))”.

b) ...und “(q,r) € p_.O.f” folgt “p, f(q) € A”
und “q € dom f”und “r=p-0_f(q)”.

c) ...und “p, f(q) € A7
folgt “(q,p-0_f(q)) € p-O.f"und “(p-O.f)(q) = p-O_f(q)”.

d) ...und “q € dom (p-O.f)” folgt “(p-0.f)(q) = p-O-f(q)”.

e) ...und “w e f.Op”folgt “pe A”
und “3Q: (2 €dom f) A (f(2) € A) A (w= (2, f(2)-O.p))”.

£) ...und “(q,r) € f.O_p” folgt “p, f(q) € A”
und “q € dom f”und “r = f(q)-O_p”.

g) ...und “p, f(q) € A”
folgt “(q, f(¢)-D-p) € f.Op"und “(f.0p)(q) = f(q)-Op”.

h) ...und “q € dom (f.0_p)” folgt “(f.0.p)(q) = f(q)-Op”.

ALG-Notation.
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Beweis 247-8 a) VS gleich

1:

4.2:

Aus VS gleich “0O Algebrain A...”

ALGEBRA #247

(O Algebra in A) A (f Funktion) A (w € p_O.f).

folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

: Aus VS gleich “...w e p. O.f7,

2

aus 1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “... f Funktion...”
folgt via 245-4:

301 (Q € dom f) A ((p, £()) € dom O A (w = (Q, p_O_f())).

: Aus 2¢...(p, f(Q)) €domO...” und

aus 1“...domO=A4Ax A”
folgt:

: Aus 3“(p, f(2) e Ax A”

folgt via 6-6:

Aus 3“(p, f(2)) € Ax A”
folgt via 6-6:

: Aus 243Q: (Q €dom f)...7

aus 4.2 f(Q2) € A” und
aus 2“...w = (Q,p.O_f(Q))”

(p, f(Q)) € Ax A.

peA

f(Q) e A.

folgt: Q0 (Q e dom f) A (f(Q) € A) A (w = (2, p-O_f()))
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Beweis 247-8 b) VS gleich
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(O Algebra in A) A (f Funktion) A ((q,r) € p-0O.f).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”

3.1:

3.2:

3.3:

4.2:

folgt via 93-6:

2

aus 1“0 Funktion...” und

(O Funktion) A (domO = A x A).

: Aus VS gleich “...(¢,r) € p.O.f7,

aus VS gleich “... f Funktion...”

folgt via 245-4: (g € dom f) A ((p, f(q)) € domO) A (r = p-O_f(q)).
Aus 2

folgt: q € dom f
Aus 2

folgt: r=p.0_f(q)

Aus 2¢...(p, f(q)) € domO...

aus 1“...domd=A x A”
folgt:

: Aus 3.3%(p, f(q)) € Ax A”

folgt via 6-6:

Aus 3.3%(p, f(q)) € Ax A”

folgt via 6-6:

und

(p, f(q)) € Ax A

peEA
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Beweis 247-8 c) VS gleich (O Algebra in A) A (f Funktion) A (p, f(q) € A).

1.1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

1.2: Aus VS gleich “...p, f(q) € A”
folgt via 6-6: (p, flq) € Ax A

2.1: Aus 1.2%(p, f(q)) € Ax A” und
aus 1.1“...domO=Ax A”

folgt: (p, f(q)) € dom 0.

2.2: Aus 1.1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “... f Funktion...”
folgt via 243-7: p-0O.f Funktion.

3: Aus 2.1%(p, f(¢)) € domD”,
aus 1.1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “... f Funktion...”

folgt via 245-4: (¢,p-O-f(q) €pO.f

4: Aus 2.2“p_0O.f Funktion” und
aus 3% (¢,p-0-f(q)) € p-O.f7

folgt via 18-20: (p-0.f)(g) = p-D-f(q)

d) VS gleich (O Algebra in A) A (f Funktion) A (¢ € dom (p_O.f)).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: O Funktion.

2: Aus VS gleich “...q € dom (p_-O.f)”,
aus 1“0 Funktion” und
aus VS gleich “... f Funktion...”

folgt via 245-6: (p-0.f)(q) = p-O_f(q).
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Beweis 247-8 e) VS gleich (O Algebra in A) A (f Funktion) A (w € f.0_p).

1:

4.2:

Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

: Aus VS gleich “...w € f.Op”,

7

aus 1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “... f Funktion...”
folgt via 245-4:
3Q: (Q edom f) A ((f(2),p) € domDO) A (w = (2, £(©2)-Op)).

: Aus 2¢...(f(Q),p) €domO...” und

aus 1“...domO=A4Ax A”
folgt: (f(Q),p) € Ax A.

: Aus 3¢(f(Q2),p) € Ax A”

folgt via 6-6: peA

Aus 3“(f(Q2),p) € Ax A”
folgt via 6-6: f(Q) e A

: Aus 243Q: (Q €dom f)...7

aus 4.2 f(Q2) € A” und
aus 2“...w = (2, f(2)Op)”

folgt: 3Q: (Q e dom f) A (f(Q) € A) A (w=(Q, f(Q)_Op))
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Beweis 247-8 £) VS gleich (O Algebra in A) A (f Funktion) A ((¢,7) € f.O.p).

1:

3.1:

3.2:

3.3:

4.2:

Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

: Aus VS gleich “...(¢q,r) € f.Op”,

7

aus 1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “... f Funktion...”

folgt via 245-4: (g € dom f) A ((f(q),p) € domO) A (r = f(q)-O-p).
Aus 2

folgt: q € dom f
Aus 2

folgt: r= f(q)-Op

Aus 2¢“...(f(¢q),p) €domO...” und
aus 1“...domO =A x A”
folgt: (f(q),p) € Ax A.

: Aus 3.3“(f(q),p) € Ax A”

folgt via 6-6: peA

Aus 3.3“(f(q),p) € Ax A”

folgt via 6-6: flg) e A
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Beweis 247-8 g) VS gleich (O Algebra in A) A (f Funktion) A (p, f(q) € A).

1.1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

1.2: Aus VS gleich “...p, f(q) € A”
folgt via 6-6: (f(g),p) € Ax A.

2.1: Aus 1.2“(f(q),p) € Ax A” und
aus 1.1“...domO=Ax A”

folgt: (f(q),p) € domO.

2.2: Aus 1.1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “... f Funktion...”
folgt via 243-7: f.O_p Funktion.

3: Aus 2.1“(f(q),p) € domD”,
aus 1.1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “... f Funktion...”

folgt via 245-4: (¢, f(¢)-Op) € fOp

4: Aus 2.2° f.0_p Funktion” und
aus 3% (g, f(¢)-0-p) € f.O0p”

folgt via 18-20: (f.O0p)(q) = f(q)Op

h) VS gleich (O Algebra in A) A (f Funktion) A (¢ € dom (f.0_p)).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: O Funktion.

2: Aus VS gleich “...q € dom (f.Op)”,
aus 1“0 Funktion” und
aus VS gleich “... f Funktion...”

folgt via 245-6: (f.0p)(q) = f(q)-Op.
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247-9. Vielleicht am haufigsten kommt f.0.g zum Einsatz, wenn O eine Algebra
in A und f, g Funktionen sind. Fiir diesen Fall ist Vorliegendes entworfen:

247-9(Satz)
Aus “0O Algebra in A”und “f,g Funktion” und . ..

a) ...und “we f.0Ogq"
folgt “3Q: (Q € (dom f) N (domg)) A (f(£2),9(2) € A)
ANw = (€, f(2) Bg(2)))”.

b) ...und “(q,r) € f.0.q”
folgt “q € (dom f) N (domg) " und “f(q),g(q) € A”
und “r = f(q)-O-g(q)”.

c) ...und “f(q),9(q) € A” folgt “(q, f(q)-D-g(q)) € f.0.9”
und “(f.0.9)(q) = f(g)-B-g(q)”.

d) ...und “q € dom(f.0.g)” folgt “(f.0.9)(q) = f(q)-B_g(q)”.

ALG-Notation.
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Beweis 247-9 a) VS gleich (O Algebra in A) A (f, g Funktion) A (w € f.0O.g).

1:

Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

: Aus 1“0 Funktion...” |

7

aus VS gleich “... f, g Funktion...” und
aus VS gleich “...w € f.0.g”
folgt via 245-5: 3Q: (Q € (dom f) N (domg))

A(f(82),9(2)) € domB) A (w = (2, f(€2) O9(12))).

: Aus 2¢...(f(Q2),9(R)) €edomD...” und

aus 1“...domO=A4A x A”

folgt: (f(2),9()) € A x A.
0 Aus 3“(f(2),9(Q) e Ax A”

folgt via 6-6: f(82),9(Q2) € A.
: Aus 2¢3Q: (Q € (dom f) N (domg))...”,

aus 4“ f(€2),9(2) € A” und

aus 2°...w = (Q, f(Q)_O_g(Q))”

folgt: Q2 : (2 € (dom f) N (domg)) A (f(2), g(€2)
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Beweis 247-9 b) VS gleich (O Algebra in A) A (f, g Funktion) A ((¢,7) € f.0.g).

1:

3.1:

3.2:

3.3:

Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

: Aus 1“0 Funktion...” |

7

aus VS gleich “... f, g Funktion...” und

aus VS gleich “...(¢,r) € f.0.¢7

folgt via 245-5: (g € (dom f)N(domg)) A ((f(q),g9(q)) € domO)
A = fq)-B-9(q)).

Aus 2

folgt: q € (dom f) N (dom g)

Aus 2

folgt: r= f(q)-O-g(q)

Aus 2“...(f(q),9(q)) € domDO...” und
aus 1“...domO=Ax A”

folgt: ((9).9(g)) € A x A.

: Aus 3.3“(f(q),9(q)) € Ax A”

folgt via 6-6: f(§2),9(02) € A
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Beweis 247-9 c) VS gleich (O Algebra in A) A (f, g Funktion) A (f(q),9(q) € A).

1.1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

1.2: Aus VS gleich “... f(q),9(q) € A”
folgt via 6-6: (f(q),9(q)) € Ax A.

2.1: Aus 1.2“(f(q),9(q)) € Ax A” und
aus 1.1“...domO=Ax A”

folgt: (f(q).9(q)) € dom .

2.2: Aus 1.1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “... f, g Funktion. ..
folgt via 243-7: f.0O.g Funktion.

7

3: Aus 2.1“(f(q),9(q)) € domO”
aus 1.1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “... f, g Funktion...”

folgt via 245-5: (¢, f(9)-D-g(q) € f.0O.9

4: Aus 2.2“ f.0.g Funktion” und
aus 3% (q, f(q)-Dg(q) € f.DO.g”

folgt via 18-20: (f.0.9)(q) = f(9)-O-g(q)

d) VS gleich (O Algebra in A) A (f, g Funktion) A (¢ € dom (f.0O.g)).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: O Funktion.

2: Aus VS gleich “...q € dom (f.O.9)”,
aus 1“0 Funktion” und
aus VS gleich “... f, g Funktion. ..

folgt via 245-6: (f.0.9)(q) = f(9)-B-g(q).

2
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247-10. Ist O eine Algebra in A, die kommutativ auf A ist, so gilt p_-O.x = x.0p
und z.0.y = y.O.x:

247-10(Satz)

Es gelte:

—) O Algebra in A.

—) O kommutativ auf A.
Dann folgt:

a) pOx=x0Op.

b) z.0y=y.0O.x.
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Beweis 247-10
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ALG-Notation.

a)

1: Aus —) “0O Algebra in A”

folgt via 93-6:

3.1:

3.2:

Thema?2.1 a € pOx.

2:

Aus —) “0O Algebra in A” und

aus Thema2.1“aq € p.O.z”

folgt via 247-1: (pe A)A (I, P : ((2,P) e ) A (P € A)
Na = (Q,p.0_D))).

Aus —) “0O Algebra in A”,

aus 2“...(Q,®) e x...”

aus 2“p€ A...”7 und

aus 2“... e A...”

folgt via 247-1: (Q,®_0p) € z.0p.

Aus =) “0 kommutativ auf A” und
aus 1“domOd =A x A”
folgt via 233-3: p 0. ¢ =& 0Op.

: Aus 3.2“p 0 ¢ =0 0Op”

folgt via PaarAxiom I: (Q,p.0.9) = (2,0_0Op).

:Aus 2¢...a = (Q,p.0.9)” und

aus 4“(Q,p-0.0) = (2,0_.0.p)”
folgt: a= (2,9 0p).

: Aus 5“a = (2,9 0.p)” und

aus 3.1“(Q,®_0p) € x.0p”
folgt: a € x.0p.

Ergo Thema2.1:

domO = A x A.

Va: (€ p.O.x) = (o € x.0.p).

Konsequenz via 0-2(Def): Al| “p.Ox Cz.Op”
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Beweis 247-10 a) ...

Thema?2.?2 a € x.0p.

2: Aus —) “0O Algebra in A” und
aus Thema2.2“q € z.0_p”
folgt via 247-1: (p € A) A (FQ, P : ((2,P) € z) A (P € A)
Ao = (2, 9.0.p)).

3.1: Aus —) “0O Algebra in A7,
aus 2“...(Q,®)ex...”
aus 2“p € A...” und
aus 2“... o e A...”7
folgt via 247-1: (Q,p0.9) € pO.x.

3.2: Aus —) “0O kommutativ auf A” und
aus 1“domd =A x A”
folgt via 233-3: O Op=p 0O

4: Aus 3.2“¢ 0 p=p 0O~
folgt via PaarAxiom I: (Q,®.0p) = (Q,p.0.D).

5: Aus2“...a=(Q,®.0.p)” und
aus 4“ (2,0 p) = (Q,p.0.0)”
folgt: a=(Q,p0).

6: Aus 5“a = (2,p.0.®)” und
aus 3.1“(Q,p.0.®) e p O.x”

folgt: a € pOx.
Ergo Thema2. 2: Va: (o € 2.0p) = (0 € p.O.x).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “x.0p CpOx”

2.3: Aus Al gleich “p O.x C 2.0 p” und
aus A2 gleich “z.0p C p O.x”
folgt via Gleichheits Axiom: p.O.x=x.0p.
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Beweis 247-10 b)

1: Aus —) “0O Algebra in A”
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folgt via 93-6: domO = A x A.
a€z.0y.
2: Aus —) “0O Algebra in A” und
aus Thema2.1“«a € xz.0.y”
folgt via 247-1: 30,0, : ((2,P) e ) A((Q,T) € y)
AP, T € A) A (a= (9, ,DI))).
3.1: Aus —) “0O Algebrain A",
aus 2“...(Q,T) €
aus 2“...(Q,®) e x
aus 2“...'e A...” und
aus 2¢...d...€ A...”
folgt via 247-1: (Q,I'.0.9) € y.O.x.
3.2: Aus —) “0O kommutativ auf A” und
aus 1“domOd = A x A”
folgt via 233-3: ¢ OTI'=I.0090.
4: Aus 3.2 0 I1'=T_0¢"
folgt via PaarAxiom I: (Q,¢.07T) =(Q,I.0.9).
5: Aus 2“...a=(Q,9.0T)” und
aus 4“(Q,¢ 01) =(Q, I .0d)”
folgt: = (Q,I.0.D).
6: Aus 5“a = (2, '0.9)” und
aus 3.14(Q,I'.0.9) € y.O.x”
folgt: a €y Oz,
Ergo Thema2. 1: Va: (o € 2.0y) = (o € y.0O.x).

Konsequenz via 0-2(Def):

Al

“r.0y Cy.0Ox”
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Beweis 247-10b) ...

Thema2.1 acyUox.

2: Aus —) “0O Algebra in A” und
aus Thema2.1“«a € y.O.2”
folgt via 247-1: 301,90 : (Q,T) e y) A((Q,P) € x)
AT, ® € A) A (= (Q,T-0.9))).

3.1: Aus —) “0O Algebra in A7,
aus 2“...(Q,®)ex...”
aus 2“...(Q, N ey...”

aus 2¢... &€ A...” und
aus 2¢...I'...e A...”
folgt via 247-1: (Q,0.07T) € z.0.y.

3.2: Aus —) “0O kommutativ auf A” und
aus 1“domd =A x A”
folgt via 233-3: roe¢=%o0IrI.

4: Aus 3.2“I'0 o =001
folgt via PaarAxiom I: (Q,I''0.¢)=(Q,o.0T).

5: Aus2“...a=(Q,I'_0.9)” und
aus 4“(Q,I'.0.¢) = (2,¢.0.1)”
folgt: a=(2,001T).

6: Aus 5“a = (Q,¢.01I)” und
aus 3.1“(Q,¢.0T) € z.0.y”

folgt: a € x.0y.
Ergo Thema2. 1: Va: (a€y.0rx) = (e e x.0Oy).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “y.O.x Cx.0Oy”

2.3: Aus A1l gleich “2.0.y C y.O.2” und
aus A2 gleich “y.0.x C z.0.y”
folgt via GleichheitsAxiom: .0y =y.0.x.
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247-11. Bereits mehrfach implizit verwendet werden nun einige “Funktions-

Eigenschaften” explizit festgehalten:

247-11(Satz)

Aus “0O Algebra in A” und . ..

a) ...und “f Funktion” folgt “p_0.f, f.O_p Funktion”.

b) ...und “f,g Funktion” folgt “f.0.g,9.0.f Funktion”.

Beweis 247-11 a) VS gleich (O Algebra in A) A (f Funktion).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6:

2.1: Aus 1“0 Funktion” und
aus VS gleich “... f Funktion”

O Funktion.

folgt via 243-7:

p-0.f Funktion

2.2: Aus 1“0 Funktion” und
aus VS gleich “... f Funktion”

folgt via 243-7:

f.0O_p Funktion

b) VS gleich (O Algebra in A) A (f, g Funktion).

1: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6:

2.1: Aus 1“0 Funktion” und
aus VS gleich “... f, g Funktion”

O Funktion.

folgt via 243-7:

f.0O.g Funktion

2.2: Aus 1“0 Funktion” ,
aus VS gleich “...g Funktion” und
aus VS gleich “... f... Funktion”

folgt via 243-7:

¢.0. f Funktion
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RECH-Fortsetzung.
p+.x,x.+p, T .+.9.
DT, TP, T Y.
P—. T, T .—D, T .—. Y.
DT, T.IP, X .Y

Ersterstellung: 08/05/13 Letzte Anderung: 08/05/13
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RECH-Notation. Fortsetzung. In Fortsetzung der RECH-Notation werden nun
die Klassen p_O.z, z.0_p, .0y fir O = A,S,M,D mit eigenen Abkiirzungen
versehen. Hierfiir eine eigene Notations-Bezeichnung einzufiihren erscheint mir
mehr zu verwirren als Vorteile zu bringen:

RECH-Notation

41) p+.z=pA.x.
42) x .+p=2x.Ap.
43) . +.y=x.Ay.
44) p-.x = p_M.x.
45) x .-p=x.Mp.
46) x .-.y = x.M.y.
47) p—.x =pS.z.
48) x.—p=2x.Sp.
49) x.—. y=uz.Suy.
50) p:.x=pD.x.
51) z.:p=ux.Dyp.

52) z.:.y=uxz.Duy.
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248-1. Als Vorbereitung fiir Weiteres wird nun bewiesen, dass A, M kommutativ

auf A sind:

248-1(Satz)
a) A kommutativ auf A.

b) M kommutativ auf A.

Beweis 248-1

RECH-Notation.

a)

a,B €A

Via FSA gilt: a+pB=p0+a.
Ergo Themai: Vo,B: (a, 5 €A) = (a+ =0+ a).
Konsequenz via 210-1(Def): A kommutativ auf A.
b)

@, € A.

Via KGM gilt: a-f=0-a.
Ergo Themal: Va,f: (a, 0 €A) = (a-=0"a).
Konsequenz via 210-1(Def): M kommutativ auf A.

]
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248-2. Da es sich bei A um eine Algebra in A handelt ergeben sich die nunmeh-
rigen Aussagen ohne viel Miihe aus bereits Bekanntem:

248-2(Satz)

a) Aus “w € p+.x” folgt “p Zahl”
und “3Q, 0 : ((Q, @) € x) A (P Zahl) A (w = (2, p+ P))”.

b) Aus “(q,r) € p+.x” folgt “p Zahl”
und “3Q0: ((¢,Q2) € ) AN(Q Zahl) A (r=p+Q)”.

c) Aus “(q,r) € x”und “p,r Zahl” folgt “(¢,p+r) Ep+.x”.

d) Aus “w € x .+ p” folgt “p Zahl”
und “3Q, 0 : ((Q,P) € ) AN (P Zahl)) A (w = (2, P +p))”.

e) Aus “(q,7) € x .+ p” folgt “p Zahl”
und “3Q: ((¢,Q2) € ) AN (2 Zahl) AN (r=Q+p)”.

£) Aus “(q,7) € x”und “p,r Zahl” folgt “(q,r +p) € x .+ p”.

g) Aus “w e x .+.y" folgt “IQ, P, T : ((Q,P) € x) A((Q,T) €y)
AP, T Zahl) A (w = (2, +1))".

h) Aus “(¢,r) € x .+ y” folgt “I0,T: ((q,®) € 2) A ((¢.T) € y)
NP, T Zahl) N(r=2+1)7.

1) Aus “(q,r) € 7 und “(q,s) € y”und “r,s Zahl”
folgt “(g,r+s)ex .+.y".

RECH-Notation.
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Beweis 248-2 a) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus AAII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “w e p+. 27
folgt via 247-1:

ARITHMETIK #248

wep+. .

peAund 30D (D) €x)A(DeA)A (w=(Qp+d)).

b) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus AAII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “(¢,r) € p+. 2"
folgt via 247-1:

Aus 1“pe A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus 1¢...d € A..”

folgt via 95-4(Def): ® Zahl.

:Aus 1¢...30,9: (Q, ) ex...7,

aus 2.2“® Zahl” und

aus 1“...w = (Q,p+ d)”

folgt: 30,0 : ((Q,P) € x) A (P Zahl) A (w = (Q,p + D))
(¢,r) €Ep+. .

pe€Aund IQ: ((¢,Q) € ) AN(QEAAN(r=p+Q).

Aus 1“pe A...”

folgt via 95-4(Def):

Aus 1“..QeA...”
folgt via 95-4(Def):

Aus 1¢...3Q: (¢,Q) €x...7,

aus 2.2“€) Zahl” und
aus 1“...r=p+ Q7

p Zahl

) Zahl.

folgt: A ((¢,92) € ) A (2 Zahl) A (r =p+ Q)
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Beweis 248-2 c¢) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...p,r Zahl”
folgt via 95-4(Def):

: Aus AAII“A Algebra in A” |

aus VS gleich “(¢,r) € z...” und
aus 1“p,r € A7
folgt via 247-1:

d) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus AAII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “w € x .+ p”
folgt via 247-1:

311

((g,7) € x) A (p,r Zahl).

p,r € A.

(¢,p+7)€p+. 2.

weT .+ p.

peAund 3Q,®: ((Q,0) € x) A (D e A)A (w=(Q,d+p)).

Aus 1“pe A...”

folgt via 95-4(Def):

Aus 1“... o A...7
folgt via 95-4(Def):

Aus 1¢...3Q,0: (Q,P) € x...7,

aus 2.2“® Zahl” und
aus 1“...w=(Q,®+p)”

p Zahl

O Zahl.

folgt: 30,0 : ((2,P) € ) A (P Zahl) A (w = (2, D + p))
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Beweis 248-2 e) VS gleich (q,7) €z .+ p.

1:

2.1:

2.2:

Aus AATII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “(q,r) € x .+ p”
folgt via 247-1:
peAund 3Q: ((¢,Q) € ) AN(QLEA)AN(r=Q+0Dp).

Aus 1“pe A...7

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus 1. Q€A .7
folgt via 95-4(Def): 2 Zahl.

:Aus 1¢...3Q: (¢,Q) ex...”,

aus 2.2“€Q) Zahl” und
aus 1“...r=Q+p”

folgt: 30 ((q,Q2) € x) A(Q Zahl) A (r = Q + p)

£) VS gleich ((q,7) € x) A (p,r Zahl).

1:

Aus VS gleich “...p,r Zahl”
folgt via 95-4(Def): p,r € A.

: Aus AAII“A Algebra in A” |

aus VS gleich “(¢,7) € z...” und
aus 1“p,r € A7
folgt via 247-1: (g7 +p) €Ex .+ p.

g) VS gleich weT.+.y.

1:

Aus AAII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “w ez .+.y”
folgt via 247-1:
30,0, : ((,®) e ) A ((QT) ey) AN(P, T € A) A (w=(Q,P+T)).

: Aus 1.0, T'eA..”

folgt via 95-4(Def): ®,T Zahl.

D Aus 1439, 0,17 : ((Q, @) e ) A (2, 1) €y)...7,

aus 2“®, I' Zahl” und
aus 1“...w=(Q,&+1)”
folgt:
3,0, T: ((2,®@) € x) A((T) € y) A (P, T Zahl) A (w = (2, +T)).
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Beweis 248-2 h) VS gleich (¢,7) €z .+.y.

1: Aus AAII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “(¢,7) €z .4.y”
folgt via 247-1:
40, T : ((¢,®) e 2) A ((¢,T) e y) N(D, T € A)A(r =D +1).

2: Aus1“... o, TTeA...”
folgt via 95-4(Def): @, I' Zahl.

3: Aus 1“30,T: ((¢,P) e 2) A ((¢, 1) €y)...7,
aus 2“®,I" Zahl” und
aus 1“...r=o 417
folgt: 3. : ((¢, @) € z) A((¢,T) € y) A (@, I Zahl) A (r =2 +1).

i) VS gleich ((g,r) € ) A ((¢,8) € y) A (r, s Zahl).

1: Aus VS gleich “...r, s Zahl”
folgt via 95-4(Def): r,s € A.

2: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus VS gleich “(¢q,r) € z...”,
aus VS gleich “...(q,s) €y...
aus 1“r,s € A”
folgt via 247-1: (¢,7+s)€x .+.y.

7

und

O
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248-3. Nun werden Definitions- und Bild-Bereich von p +. z, x .+ p, x .4+. y
thematisiert:

248-3(Satz)
a) dom (p+.z) C 2~ '[A].
b) dom (z .+ p) C z A
c) dom(z.+.y) =z ANy Al
d) dom (p+. z) = dom (x .+ p).
e) dom (x .4.y) =dom (y .+. z).
f) ran(p+.z) CA.
g) ran(z .+p) CA.

h) ran(x .+.y) C A.

RECH-Notation.
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Beweis 248-3

1.a):

1.b):

1.¢c):

1.4):

l.e):

1.f):

1.g):

Aus AAII“A Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAII“A Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAII“A Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAII“A Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAII“A Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AATII“A Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAII“A Algebra in A”
folgt via 247-2:

: Aus AAII“A Algebra in A”

folgt via 247-2:
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dom (p+. z) C z Al

dom (z .+ p) C z[A].

dom (z .+.y) =z [A] Ny [A].

dom (p +. z) = dom (z .+ p).

dom (z .+. y) = dom (y .+. x).

ran(p +. z) C A.

ran (z .+ p) C A.

ran (z .+. y) C A.
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248-4. Je nachdem, ob es sich p um eine Zahl oder nicht handelt, stellen sich die
Definitions-Bereiche von p +. = und x .4 p unterschiedlich dar:

248-4(Satz)

a) Aus “p Zahl”

folgt “dom (p +. x) = 7 [A]”und “dom (x .+ p) =z 1[A]”.

b) Aus “p & A” folgt “dom (p+.z) =0"und “ran(p+.x) =0"

c) Aus “p ¢ A7 folgt “dom (z .4+ p) =0"und “ran(z .+ p)=0"

und “p+.x=0".

und “x . +p=07".

RECH-Notation.

Beweis 248-4 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “p Zahl”
folgt via 95-4(Def):

2.1: Aus AAII“A Algebra in A” und
aus 1“pe A”

folgt via 247-3:

2.2: Aus AAII“A Algebra in A” und
aus 1“p e A”

folgt via 247-3:

p Zahl.

p € A.

dom (p +. z) = 2 [A]

dom (z .+ p) = 27 '[A]

b) VS gleich p ¢ A.
Aus AAII“A Algebra in A” und

aus VS gleich “p ¢ A”

folgt via 247-3: (dom(p+.2)=0)A(ran(p+.2) =0) A (p+. 2 =0).
c) VS gleich pé A
Aus AAII“A Algebra in A” und

aus VS gleich “p ¢ A”

folgt via 247-3: (dom (x .+ p) =0)A(ran(x .4+ p) =0) A (z .+ p=0).

]
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248-5. Es steht das vorliegende, gefillige Kriterium fiir ¢ € dom (p +. x) zur
Verfiigung:

248-5(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:
i) ¢ € dom(p+. x).
ii) ¢ € dom(z .+ p).

1ii) “p Zahl”und “q € z71[A]”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-5 VS gleich q € dom (p+. z).

Aus AATII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (p+. z)”

folgt via 247-4: q € dom (x .+ p).
VS gleich q € dom (x .+ p).

1.1: Aus AAII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “¢ € dom (z .+ p)”
folgt via 247-4: p € A.

1.2: Aus AAII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (xz .+ p)”

folgt via 247-4: q € z71[A]

2: Aus1.1“pe A”

folgt via 95-4(Def): p Zahl
VS gleich (p Zahl) A (g € =71 [A]).
1: Aus VS gleich “p Zahl...”
folgt via 95-4(Def): p €A

2: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus 1“p € A” und
aus VS gleich “...q € x7[A]”
folgt via 247-4: q € dom (p+. z).

]
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248-6. Nun steht ein Kriterium fiir ¢ € dom (z .+. y) zur Verfiigung:

248-6(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v), vi) sind dquivalent:
i) g € dom (z .+. y).
ii) g € dom(y .+. x).
iii) ¢ ez HA Ny Al
iv) gey ANz AL
v) “gexA]"und “qeyA]”.

vi) “g ey '[A]”und “q e x7A]”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-6 VS gleich q € dom (z .+. y).

Aus AATII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (x .+. y)”

folgt via 247-5: g € dom(y .+. x).
VS gleich q € dom (y .+. x).

Aus AAII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “¢ € dom (y .+. x)”

folgt via 247-5: g€z Al Ny A
VS gleich g € z7 A Ny A

Aus AAII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “q € z ANy '[A]”

folgt via 247-5: g€y '[AlnalA]
VS gleich g€y [AlNnalA]

Aus AATII“A Algebra in A” und
aus VS gleich “g € y '[A] Nz 1[A]”

folgt via 247-5: (q € z71[A]) A (q € y~HA]).
US gleich (g€ 7' [A]) A (g € y~'[A)).
Aus VS gleich “(¢ € 7'[A]) A (¢ € y[A])”

folgt: (g € y~[A]) A (g € 27 [A)).
US gleich (g€ y~'[A]) A (g € 27'[A)).

Aus AATII“A Algebra in A” und

aus VS gleich “(q € y A]) A (¢ € 27 HA])”

folgt via 247-5: q € dom (z .+. y).
[l
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248-7. Ist f eine Funktion, so steht ein gefiilliges Kriterium fiir ¢ € dom (p+. f)
und fiir ¢ € dom (f .4 p) zur Verfiigung:

248-7(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) [ Funktion.
...sind die Aussagen 1), 1i), 1ii) dquivalent:
i) g €dom(p+. f).
ii) g €dom(f .+ p).
iii) p, f(q) Zahl.

RECH-Notation.
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Beweis 248-7 VS gleich q € dom (p+. f).

Aus AATII“A Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (p+. f)”

folgt via 247-6: q € dom (f .+ p).
VS gleich q € dom (f .+ p).

1: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (f .4+ p)”

folgt via 247-6: p, f(q) € A.
2: Aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 95-4(Def): p, f(q) Zahl.
VS gleich p, f(q) Zahl.
1: Aus VS gleich “p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): p. f(q) € A.

2: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und
aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 247-6: q € dom (p+. f).

[]
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248-8. Sind f, g Funktionen, so steht ein gefélliges Kriterium fiir ¢ € dom (f +. g)
und fiir ¢ € dom (g .+. f) zur Verfiigung;:

248-8(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) f,g Funktion.
...sind die Aussagen 1), ii), iii) dquivalent:
i) g €dom(f .+.g).
ii) g €dom(g .+. f).

iii) f(q),9(q) Zahi.

RECH-Notation.
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Beweis 248-8 VS gleich g€ dom(f .+.g).

Aus AATII“A Algebra in A” |
aus —) “ f, g Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (f .+. g)”

folgt via 247-T: g €dom (g .+. f).
VS gleich g €dom (g .+. f).

1: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus —) “ f, g Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (g .+. f)”

folgt via 247-7: f(q),9(q) € A.
2: Aus 1% f(q),g(q) € A7
folgt via 95-4(Def): f(q), 9(q) Zahl.
VS gleich f(q),9(q) Zahl.
1: Aus VS gleich “ f(q), g(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): f(q),9(q) € A.

2: Aus AAII“A Algebra in A” ,
aus —) “ f, g Funktion” und

aus 1% f(q), g(q) € A7
folgt via 247-T: g€ dom(f .+.g).

[]
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248-9. Nun wird das “Element-Sein” in p+ f, f +p fiir Funktionen f untersucht:

248-9(Satz)

Aus “f Funktion” und . ..

a) ...

b) ...

c) ...

d) ...

e) ...

) ...

g ...

h) ...

und “w € p+. f7 folgt “p Zahl*®

und “3Q : (2 € dom ) A (f(2) Zahl) A (w = (2,p+ f()))”.

und “(q,7) € p+. f” folgt “p, f(q) Zahl“und

“gedom f’und “r=p+ f(q)”.

und “p, f(q) Zahl”

folgt “(q,p+ f(q)) €p+. f7und “(p+. f)(q) =p+ f(q)”.

und “q € dom (p+. f)” folgt “(p+. f)(q) =p+ f(q)”.

und “w € f .+ p” folgt “p Zahl“

und “3Q : (Q € dom f) A (f() Zahl) A (w = (2, f(Q) +p)) 7.

und “(q,7) € f .+ p” folgt “p, f(q) Zahl“und

“q € dom f"und “r= f(q)+p”.

und “p, f(q) Zahl”

folgt “(q, f(q) +p) € f . +p"und “(f .+p)(q) = f(q) +p".

und “q € dom (f .+ p)” folgt “(f .+p)(q) = f(q) +p”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-9 a) VS gleich (f Funktion) A (w € p+. f).

1: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...w ep+. f”
folgt via 247-8:
pe€Aund 3Q: (Q edom f)A(f(Q) € A)A(w=(Q,p+ f())).

2.1: Aus1“peA..”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

2.2: Aus1“... f(Q) eA..”
folgt via 95-4(Def): f(82) Zahl.

3: Aus 1“...3Q:Qedomf...”,
aus 2.2 f(Q2) Zahl” und
aus 1“...w = (Q,p+ f(N))”

folgt: AQ: (Q € dom f) A (f(Q2) Zahl) A (w = (2,p+ f(2)))

b) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € p+. f).

1: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,r) € p+. f”
folgt via 247-8: (p, f(q) € A)A (g €dom f)A(r=p+ f(q)).

2.1: Aus1“p...€ A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl
2.2: Aus 1
folgt: q € dom f

2.3: Aus1“...f(qg) e A...”

folgt via 95-4(Def): f(q) Zahl

2.4: Aus 1

folgt: r=p+ f(q)




ARITHMETIK #248 327

Beweis 248-9 c) VS gleich (f Funktion) A (p, f(q) Zahl).
1: Aus VS gleich “...p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): p, f(g) € A.
2: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 247-8: ((gp+f@) ep+. )N p+. )l =p+ f9)
d) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (p+. f)).

Aus AAII“A Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...q € dom (p+. f)”

folgt via 247-8: (p+. e =p+ f(g).
e) VS gleich (f Funktion) A (w € f .+ p).

1:

2.1:

2.2:

Aus AAII“A Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...we f.+p”
folgt via 247-8:
peAund IQ: (Q edom f) A (f(Q) € A) A (w = (Q, F(Q) + p)).

Aus 1“pe A...7

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus 1¢... f(Q) € A...”
folgt via 95-4(Def): f(2) Zahl.

s Aus 1¢...3Q:Qedom f...7,

aus 2.2 f(Q) Zahl” und
aus 1“...w = (Q, f(Q2) +p)”

folgt: 30 : (Q € dom f) A (f(R2) Zahl) A (w = (2, f(2) +p))
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Beweis 248-9 f) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € f .+ D).

1: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,r) € f .+p”
folgt via 247-8: (p, f(q) € A) A (q € dom f) A (r = f(q) + p).

2.1: Aus1“p...€e A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

2.2: Aus1

folgt: q € dom f

2.3: Aus1“...f(q) e A...”

folgt via 95-4(Def): f(q) Zahl
2.4: Aus 1
folgt: r=f(g)+p
g) VS gleich (f Funktion) A (p, f(q) Zahl).
1: Aus VS gleich “...p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): p, f(q) € A.
2: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1°p, f(q) € A”
folgt via 247-8: (¢, f(@) +p) € [+ p) NS -+p)9) = f(a) +p)-
h) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (f .+ p)).

Aus AAII“A Algebra in A” |

aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus VS gleich “...q € dom (f .4+ p)”

folgt via 247-8: (f +p)q) = flg)+p.
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248-10. Vielleicht am héufigsten kommt f .4. g zum Einsatz, wenn f, g Funk-
tionen ist. Fiir diesen Fall ist Vorliegendes entworfen:

248-10(Satz)

Aus “f, g Funktion” und . ..

a) ...und “‘we f.+.g9”7
folgt “3Q: (Q € (dom f) N (domg)) A (f(2),9() Zahl)
ANw = (€, f(2) +9(2))) 7.

b) ...und “(q,r) € f .+.9”
folgt “q € (dom f) N (dom g) "und “f(q), g(q) Zahl”
und “r = f(q)+g(q)”.

c) ...und “f(q),g(q) Zahl” folgt “(q, f(q) +g(q)) € f .+. 9"
und “(f .+. 9)(q) = f(a) +9(a)”"

d) ...und “qg€dom (f .+.gq)" folgt “(f .+.9)(q) = f(q) +g(q)”.

RECH-Notation.

Beweis 248-10 a) VS gleich (f Funktion) A (w € f .+. g).

1: Aus AAII“A Algebra in A” |
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und
aus VS gleich “...we f .+.g”
folgt via 247-9:
30 - (Q € (dom f)N(domg)) A (f(2),9(2) € A) A(w = (2, £(2) +9(£2))).

2: Aus 14...f(Q),9(Q) e A...”
folgt via 95-4(Def): f(€2), g(2) Zahl.

3: Aus 130 : Q € (dom f) N (domg)...”,
aus 2“ f(€2), g(2) Zahl” und
aus 1“...w = (Q, f(Q) +¢9(Q))”
folgt: Q0 : (2 € (dom f) N (domg)) A (f(R2), g(2) Zahl)
Aw = (9, F() + 9(2)))
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Beweis 248-10 b) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € f .+. g).

1:

Aus AAII“A Algebra in A” |

aus VS gleich “ f, g Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢q,7) € f .+.g”
folgt via 247-9:

(g € (dom f) N (domg)) A (f(q),9(q) € A) A (r = f(q) +9(q)).

b}

2.1: Aus 1
folgt: q € (dom f) N (dom g)
2.2: Aus 1“...f(q),9(q) € A...”
folgt via 95-4(Def): f(a), 9(q) Zahl
2.3: Aus 1
folgt: r=f(qg) +9(q)
c) VS gleich (f Funktion) A (f(q), g(q) Zahl).
1: Aus VS gleich “... f(q), g(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): f(@),9(q) € A.
2: Aus AAII“A Algebra in A”,
aus VS gleich “ f, ¢ Funktion...” und
aus 1° f(q), g(q) € A7
folgt via 247-9:
(¢, f(@) +9(@) € f -+ g) AN((F -+ 9)(a) = fla) + 9(q)).
d) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (f .+. g)).

Aus AATII“A Algebra in A” |

aus VS gleich “ f, g Funktion. ..

”? und

aus VS gleich “...q € dom (f .+.g)”
folgt via 247-9: (f +.9)(q) = flq)+ 9(q).



ARITHMETIK #248 331

248-11. Wenig iiberraschend gilt p+. x =2 .+ pund z .4+. y =y .+. x. Falls
f eine Funktion ist, so sind p +. f und f .+ p Funktionen. Falls f, g Funktionen
sind, sind f .4. g und ¢ .+. f Funktionen:

248-11(Satz)

a) p+.x=x.+0p.
b) x . +.y=y.+.x.
c) Aus “f Funktion” folgt “p+. f, f .4+ p Funktion”.

d) Aus “f, g Funktion” folgt “f .+.g,9 .4+. f Funktion”.

RECH-Notation.

Beweis 248-11 a)

Aus AATII“A Algebra in A” und
aus 248-1“A kommutativ auf A”
folgt via 247-10: p+.x=z.+0p.

b)
Aus AATII“A Algebra in A” und

aus 248-1“A kommutativ auf A”
folgt via 247-10: x4 y=y.+. .

c) VS gleich f Funktion.
Aus AATII“A Algebra in A” und

aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 247-11: p+. f, f .+ p Funktion.

d) VS gleich f, g Funktion.

Aus AAII“A Algebra in A” und

aus VS gleich “ f, g Funktion”

folgt via 247-11: f.+.9,9.+. f Funktion.
O
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248-12. Da es sich bei M um eine Algebra in A handelt ergeben sich die nun-
mehrigen Aussagen ohne viel Miihe aus bereits Bekanntem:

248-12(Satz)

a) Aus “w € p-.x” folgt “p Zahl”
und “3Q, 0 : ((Q, @) € x) A (P Zahl) A (w = (Q,p-P))”.

b) Aus “(q,r) € p-. x” folgt “p Zahl”
und “3Q0: ((¢,Q2) € ) AN(Q Zahl) A (r=p-Q)”.

c) Aus “(q,r) € x”und “p,r Zahl” folgt “(¢,p-r) €Ep-. x”.

d) Aus “w € x .- p” folgt “p Zahl”
und “3Q, P ((Q, D) € z) A (P Zahl) A (w=(Q,D-p))”.

e) Aus “(q,r) € x .-p” folgt “p Zahl”
und “3IQ: ((¢,Q2) € ) A (Q Zahl) N (r=Q-p)”.

£) Aus “(q,7) € x”und “p,r Zahl” folgt “(q,r-p) € x .-p”.

g) Aus “w € x ... y” folgt “3Q,®,T: ((Q,P) € ) A((Q,T) € )
AN®, T Zahl) A (w = (Q,®-T))”.
(

h) Aus “(q,r) € x .-.y” folgt “ID, T : ((¢q,®) € z) A ((¢,T) € y)
AN®,T Zahl) A (r = & -T)”.

1) Aus “(q,r) € x”und “(q,s) € y"und “r,s Zahl”
folgt “(q,r-s)ex.-.y”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-12 a) VS gleich weEp-. T

1:

2.1:

2.2:

Aus AAIT“M Algebra in A” und
aus VS gleich “w ep-. 2"
folgt via 247-1:
peAund 3Q, @ : ((2,@) e ) AN (P e A)A (w=(2,p-D)).

Aus 1“pe A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus1“... o A...”
folgt via 95-4(Def): ® Zahl.

:Aus 1¢...30,9: (Q, ) ex...”,

aus 2.2“® Zahl” und
aus 1“...w = (Q,p-d)”

folgt: 30,0 : ((Q, @) € x) A (P Zahl) A (w = (2, p- D))

b) VS gleich (q,r) €p-. x.

1:

2.1:

2.2:

Aus AAIT“M Algebra in A” und
aus VS gleich “(¢,7) €p-. x”
folgt via 247-1:
peAund IQ: ((¢,Q) € ) AN(QEA)N(r=p-Q).

Aus 1“pe A...7

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus 1“..QeA...”
folgt via 95-4(Def): Q) Zahl.

Aus 1¢...3Q: (¢,Q) € x...7,

aus 2.2“€) Zahl” und
aus 1“...r=p-Q7

folgt: 3 ((¢,92) € x) A(Q2 Zahl) A (r =p- Q)
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Beweis 248-12 ¢) VS gleich

1: Aus VS gleich “...p,r Zahl”

folgt via 95-4(Def):

: Aus AAIT“M Algebra in A” |

aus VS gleich “(¢,7) € z...” und
aus 1“p,r € A7
folgt via 247-1:

d) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus AAIT“M Algebra in A” und
aus VS gleich “w ez .-p”
folgt via 247-1:
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((g,7) € x) A (p,r Zahl).

p,r € A.

(¢,p-r)ep-. o

wexr.p.

peAund 30, ¢ : ((2,P) cx) A (P e A)A (w=(Q,P-p)).

Aus 1“pe A...”

folgt via 95-4(Def):

Aus 1“... o A...7
folgt via 95-4(Def):

cAus 1¢...3Q0,0: (Q,P) € x...7,

aus 2.2“® Zahl” und
aus 1“...w=(Q,®-p)”

p Zahl

O Zahl.

folgt: 30,0 : ((2,P) € ) A (P Zahl) A (w = (2, D - p))
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Beweis 248-12 e) VS gleich (q,r) € x .- p.

1: Aus AAII“M Algebra in A” und
aus VS gleich “(¢q,r) € x .-p”
folgt via 247-1:

peAund 3Q: ((¢,Q) € ) AN(QLEA)AN(r=Q"p).

2.1: Aus1“pe A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

2.2: Aus1“...QeA..”
folgt via 95-4(Def): 2 Zahl.

3: Aus 1¢...3Q: (¢,Q) ex...”,
aus 2.2“€) Zahl” und
aus 1“...r=Q-p”

folgt: 30 ((¢,92) € x) A (2 Zahl) A (r =2 - p)
£) VS gleich ((q,7) € x) A (p,r Zahl).
1: Aus VS gleich “...p,r Zahl”
folgt via 95-4(Def): p,r € A.
2: Aus AAII“M Algebra in A” |
aus VS gleich “(¢,7) € z...” und
aus 1“p,r € A7
folgt via 247-1: (q,7-p) €Ex .- p.
g) VS gleich weET..Y.

1: Aus AAIT“M Algebra in A” und
aus VS gleich “w ez .-.y”
folgt via 247-1:
30,0, : ((2,0) e x) A((QT) ey AN(P,T € A)A (w=(2,D-T)).

2: Aus1“... ¢, "'e A...”
folgt via 95-4(Def): &, T" Zahl.

3: Aus 13,0, T : (Q,P) e ) A (2, 1) €y)...7,
aus 2“®, I' Zahl” und
aus 1“...w = (Q,0-I)”
folgt:
30,0, : ((2,®) e ) A ((2,T) € y) A (P, Zahl) A (w = (2,2 -T)).
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Beweis 248-12 h) VS gleich (¢,7) € .- Y.

1: Aus AAII“M Algebra in A” und
aus VS gleich “(¢,7) €z ... y”
folgt via 247-1:
A0, : ((¢,P) e x) A ((¢, 1) ey) N(, T €e M)A (r=D-T).

2: Aus1“... ¢, TTeA...”
folgt via 95-4(Def): &, T" Zahl.

3: Aus 1430, T: ((¢,P) e 2) A (¢, 1) €y)...7,
aus 2“®,I" Zahl” und
aus 1“...r=¢ .1
folgt: 30,1 : ((¢,®) € 2) A ((¢,T) € y) A (@, Zahl) A (r =@ -T).

i) VS gleich ((g,r) € x) A ((¢,8) € y) A (r, s Zahl).

1: Aus VS gleich “...r,s Zahl”
folgt via 95-4(Def): r,s € A.

2: Aus AAII“M Algebra in A” |
aus VS gleich “(¢q,r) € z...”,
aus VS gleich “...(q,s) €y...
aus 1“r,s € A”
folgt via 247-1: (q,r-s)€x ... y.

7

und
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248-13. Nun werden Definitions- und Bild-Bereich von p-. z, .- p, x .-. y
thematisiert:

248-13(Satz)

a) dom(p-. z) C 2 Y[A].

b) dom (z .-p) C x7'[A].

¢) dom (z ... y) = 2~ [A] Ny L[A].
d) dom(p-.x) =dom (z . p).

e) dom(z ... y) = dom (y .-. z).
f) ran(p-. x) C A.

g) ran(z.-p) CA.

h) ran(z ... y) CA.

RECH-Notation.
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Beweis 248-13

1.a)

1.b):

1.¢c):

1.4):

l.e):

1.f):

1.g):

: Aus AAII“M Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAII“M Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAIT“M Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAIT“M Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAIT“M Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAIT“M Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus AAII“M Algebra in A”
folgt via 247-2:

: Aus AAII“M Algebra in A”
folgt via 247-2:
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dom(p-.z) C z'[A].

dom (z .-p) C z71[A].

dom (z .. y) = x A Ny 'A].

dom (p-. ) = dom (z .- p).

dom (z .-. y) =dom (y .-. x).

ran(p-. z) C A.

ran (x .- p) C A.

ran (z ... y) C A.
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248-14. Je nachdem, ob es sich p um eine Zahl oder nicht handelt, stellen sich
die Definitions-Bereiche von p -. x und x .- p unterschiedlich dar:

248-14(Satz)

a) Aus “p Zahl”
folgt “dom (p-. x) = x71[A]”und “dom (z .-p) =z '[A]”.

b) Aus “p & A7 folgt “dom (p-.z) =0"und “ran(p-.x) =0"
und “p-.x=0".

c) Aus up ¢ A”fOlgt “dom ($ p> =0”und “ran (SL’ p) —0”
und “x.-p=07.

RECH-Notation.

Beweis 248-14 a) VS gleich p Zahl.
1: Aus VS gleich “p Zahl”
folgt via 95-4(Def): p €A,
2.1: Aus AAII“M Algebra in A” und
aus 1“pe A”
folgt via 247-3: dom (p-. x) = z7[A]

2.2: Aus AAII“M Algebra in A” und

aus 1“p e A”
folgt via 247-3: dom (z .- p) = a7 1[A]
b) VS gleich p ¢ A.

Aus AAII“M Algebra in A” und
aus VS gleich “p ¢ A”
folgt via 247-3: (dom(p-.z)=0)A(ran(p-.2) =0)A(p-. 2 =0).

c) VS gleich pé¢A.
Aus AAIT“M Algebra in A” und

aus VS gleich “p ¢ A”
folgt via 247-3: (dom(z .-p) =0)A(ran(xz .-p) =0) A (xz .-p = 0).
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248-15. Es steht das vorliegende, gefillige Kriterium fiir ¢ € dom (p -. x) zur
Verfiigung:

248-15(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:
i) g€ dom(p-. ).
ii) ¢ € dom(z .- p).

1ii) “p Zahl”und “q € z71[A]".

RECH-Notation.
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Beweis 248-15 VS gleich

Aus AAII“M Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (p-. z)”
folgt via 247-4:

v gleich

1.1: Aus AAII“M Algebra in A” und
aus VS gleich “¢q € dom (x .- p)”

folgt via 247-4:

1.2: Aus AAII“M Algebra in A” und
aus VS gleich “¢q € dom (z .- p)”

folgt via 247-4:

2: Aus1.1“pe A”

folgt via 95-4(Def):

VS gleich

1: Aus VS gleich “p Zahl...”
folgt via 95-4(Def):

2: Aus AAII“M Algebra in A” |

aus 1“p € A” und

aus VS gleich “...q € x7[A]”

folgt via 247-4:
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q € dom(p-. z).

q € dom (x .- p).

q € dom (x .- p).

p € A.

q € x[A]

p Zahl

(p Zahl) A (q € z71[A]).

p € A.

q € dom(p-. z).

]




342 ARITHMETIK #248

248-16. Nun steht ein Kriterium fiir ¢ € dom (z .-. y) zur Verfiigung:

248-16(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii), iv), v), vi) sind dquivalent:
i) g € dom(z .-. y).
ii) g €dom(y .-. x).
iii) ¢ ez ANy Al
iv) gey ANz AL
v) “gexA]"und “qeyA]”.

vi) “g ey '[A]”und “q e x7A]”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-16 VS gleich

Aus AAII“M Algebra in A” und
aus VS gleich “¢q € dom (x .-. y)”
folgt via 247-5:

(=R
(=N
p—
I
-
(=R
[N

) || VS gleich

Aus AAIT“M Algebra in A” und
aus VS gleich “¢q € dom (y .-. z)”
folgt via 247-5:

iii) = iv) || VS gleich

Aus AAIT“M Algebra in A” und
aus VS gleich “¢ € z ANy '[A]”
folgt via 247-5:

iv) = v) || VS gleich

Aus AAII“M Algebra in A” und
aus VS gleich “q € y '[A] Nz 1[A]”
folgt via 247-5:

v) = vi) || VS gleich

Aus VS gleich “ (¢ € 7'[A]) A (¢ € y[A])”

folgt:

vi) = 1) || VS gleich

Aus AAIT“M Algebra in A” und

aus VS gleich “(q € y A]) A (¢ € 27 HA])”

folgt via 247-5:
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q € dom (z .-. y).

g €dom(y ... x).

q € dom(y .-. z).

g€z [A]Ny~'[A].

g€z [A]Ny~'[A].

g€y '[AlnzT1A]

g ey 'AlnzT1A]

(g € 27 'AD) A (g € yHA]).

(g €z '[A]) A (g € yA]).

(g €y ' A]) A (g € 71 [A]).
(g €y 'A]) A (g € 1 [A]).

q € dom (z .-. y).
[



344 ARITHMETIK #248

248-17. Ist f eine Funktion, so steht ein gefilliges Kriterium fiir ¢ € dom (p-. f)
und fiir ¢ € dom (f .- p) zur Verfiigung:

248-17(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..
—) [ Funktion.
...sind die Aussagen 1), 1i), 1ii) dquivalent:
i) g€ dom(p-. f).
ii) g€dom(f .-p).
iii) p, f(q) Zahl.

RECH-Notation.
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Beweis 248-17 VS gleich

Aus AAII“M Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und

aus VS gleich “q € dom(p-. f)”
folgt via 247-6:

vS gleich

1: Aus AAII“M Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (f .-p)”
folgt via 247-6:

2: Aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 95-4(Def):

VS gleich

1: Aus VS gleich “p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def):

2: Aus AAII“M Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und
aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 247-6:
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g €dom(p-. f).

g €dom (f .-p).

g €dom (f .-p).

p, f(q) € A

p, f(q) Zahl.

p, f(q) Zahl.

p, f(q) € A.

g€ dom(p-. f).
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248-18. Sind f, g Funktionen, so steht ein gefilliges Kriterium fiir ¢ € dom (f - g)
und fiir ¢ € dom (g .-. f) zur Verfiigung;:

248-18(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..

—) f,g Funktion.

...sind die Aussagen 1), ii), iii) dquivalent:
i) g€ dom(f .-. g).

ii) g €dom (g .-. f).

iii) f(q),g(q) Zahl.

RECH-Notation.
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Beweis 248-18

VS gleich

Aus AAII“M Algebra in A” |

aus —) “ f, g Funktion” und

aus VS gleich “q € dom (f .-.

folgt via 247-7:

vS gleich

g) 2

1: Aus AAII“M Algebra in A” |

aus —) “ f, g Funktion’

’ und

aus VS gleich “q € dom (g .-. f)”

folgt via 247-7:

2: Aus 1% f(q),g(q) € A7
folgt via 95-4(Def):

VS gleich

1: Aus VS gleich “ f(q), g(q) Zahl”

folgt via 95-4(Def):
2: Aus AAII“M Algebra

in A"

aus —) “ f, g Funktion” und

aus 1% f(q), g(q) € A7
folgt via 247-7:
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g€ dom(f.-.g).

g €dom (g .-. f).

g €dom (g .-. f).
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248-19. Nun wird das “Element-Sein” in p-. f, f .p fiir Funktionen f untersucht:

248-19(Satz)

Aus “f Funktion” und . ..

a) ...und “wep-. f7folgt “p Zahl“
und “3Q : (Q € dom f)A(f(Q) Zahl) A (w=(Q,p- f(Q)))”.

b) ...und “(q,r) € p-. f”folgt “p, f(q) Zahl“und
“gedom f’und “r=p- f(q)”.

c) ...und “p, f(q) Zahl”
folgt “(q,p- f(q)) €p-. f7und “(p-. f)la)=p- f(a)”.

d) ...und “gedom(p-. f)" folgt “(p-. f)q)=p- flq)”.

e) ...und “we f.-p”folgt “p Zahl“
und “3Q: (Q € dom f) A (f(2) Zahl) A (w = (2, f(2)-p))”.

) ...und “(q,r) € f.-p” folgt “p, f(q) Zahl“und
“q € dom f"und “r= f(q)-p”.

g) ...und “p, f(q) Zahl”
folgt “(q, f(q)-p) € f.-p"und “(f .-p)(q) = f(q)-p”.

h) ...und “qg € dom (f .-p)”folgt “(f.-p)(q) = f(q)-p”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-19 a) VS gleich (f Funktion) A (w € p-. f).

1: Aus AAII“M Algebra in A”,
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...wep-. f”
folgt via 247-8:
peAund 3Q: (Q edom f)A(f(Q) € A)A(w=(Qp-f(Q))).

2.1: Aus1“peA..”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

2.2: Aus1“... f(Q) eA..”
folgt via 95-4(Def): f(82) Zahl.

3: Aus 1“...3Q:Qedomf...”,
aus 2.2 f(Q2) Zahl” und

aus 1“...w = (Qp- f(Q))”

folgt: 30 (Q € dom f) A (f(Q) Zahl) A (w = (Q,p- f(2)))

b) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € p-. f).

1: Aus AAII“M Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,r) €p-. f”
folgt via 247-8: (p, f(q) € A) A (g edom fYA(r=p- f(q)).

2.1: Aus1“p...€ A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl
2.2: Aus 1
folgt: q € dom f

2.3: Aus1“...f(qg) e A...”

folgt via 95-4(Def): f(q) Zahl

2.4: Aus 1

folgt: r=p- f(q)
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Beweis 248-19 c) VS gleich (f Funktion) A (p, f(q) Zahl).
1: Aus VS gleich “...p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): p, f(q) € A.
2: Aus AAII“M Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 247-8: ((g.p-fl@)) ep-- HIN(p-- Ne) =p- f(q))-
d) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (p-. f)).

Aus AAII“M Algebra in A” |

aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus VS gleich “...q € dom (p-. f)”

folgt via 247-8: (p-- @) =p- flq).

e) VS gleich (f Funktion) A (w € f .- p).

1: Aus AAII“M Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...we f.-p”
folgt via 247-8:
p€Aund 3Q: (Q e dom f)A(f(Q) € A) A (w = (2, f(22) - p)).

2.1: Aus1“peA..”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

2.2: Aus1“... f(Q) eA..”
folgt via 95-4(Def): f(2) Zahl.

3: Aus 1“...3Q:Qedomf...”,
aus 2.2° f(Q2) Zahl” und
aus 1“...w = (Q, f(Q2) -p)”

folgt: Q0 (Q e dom f) A (f(Q) Zahl) A (w = (2, f(2) - p))
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Beweis 248-19 f) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € f .- p).

1: Aus AAII“M Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,r) € f.-p”
folgt via 247-8: (p, f(q) € A) A (g € dom f) A (r = f(q) - p).

2.1: Aus1“p...€e A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

2.2: Aus1

folgt: q € dom f

2.3: Aus1“...f(q) e A...”

folgt via 95-4(Def): f(q) Zahl
2.4: Aus 1
folgt: r=[f(qg)-p
g) VS gleich (f Funktion) A (p, f(q) Zahl).
1: Aus VS gleich “...p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): p, f(q) € A.
2: Aus AAII“M Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1p, f(q) € A”
folgt via 247-8: (¢, f(q)-p) € [ -p)AS - P)a) = f(a) - p)-
h) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (f .- p)).

Aus AAII“M Algebra in A” |

aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus VS gleich “...q € dom (f .-p)”

folgt via 247-8: (f -p)(q) = flq)-

O
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248-20. Vielleicht am haufigsten kommt f .. g zum Einsatz, wenn f, g Funktionen
ist. Fiir diesen Fall ist Vorliegendes entworfen:

248-20(Satz)

Aus “f, g Funktion” und ...
a) ...und “‘we f..g
folgt “3Q: (Q € (dom f) N (domg)) A (f(2),9() Zahl)
ANw = (€, f(€2) - 9())) "
b) ...und “(¢,r)E€ f ... g
folgt “q € (dom f) N (dom g)” und “f( ),9(q) Zahl”
und “r = f(q) - 9(q)”.

c) ...und “f(q),g(q) Zahl” folgt “(q, f(q)-9(q)) € f .. g
und “(f .- 9)(q) = f(q) - 9(q)”.

d) ...und “qg€dom(f ... g)" folgt “(f .-. 9)(q) = f(q)-g(q)”.

RECH-Notation.

Beweis 248-20 a) VS gleich (f Funktion) A (w € f .-. g).

1: Aus AAII“M Algebra in A”,
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und
aus VS gleich “...we f ... g
folgt via 247-9:

32 : (€ € (dom f) N (dom g)) A (f(£2),9(2) € A) A (w = (2, f(2) - 9(2))).

2: Aus 1¢... f(Q),9(Q) e A...”
folgt via 95-4(Def): f(€2), g(2) Zahl.

3: Aus 1430 : Q € (dom f) N (domg)...”
aus 2“ f(€2), g(2) Zahl” und
aus 1“...w = (Q, f(Q)-g(Q))”
folgt: Q2 : (2 € (dom f) N (domg)) A (f(22), g(2
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Beweis 248-20 b) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € f .. g).

1:

Aus AAII“M Algebra in A” |
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,r) € f ... g”
folgt via 247-9:
(¢ € (dom f) N (domg)) A (f(q),9(q) € A) A (r = f(q) - 9(q)).

2.1: Aus 1

folgt: q € (dom f) N (dom g)
2.2: Aus 1“...f(q),9(q) € A...”

folgt via 95-4(Def): f(a), 9(q) Zahl
2.3: Aus 1

folgt: r=f(q)-9(q)
c) VS gleich (f Funktion) A (f(q), g(q) Zahl).

1: Aus VS gleich “... f(q), g(q) Zahl”

folgt via 95-4(Def): f(@),9(q) € A.

: Aus AAII“M Algebra in A” |

aus VS gleich “ f, ¢ Funktion...” und
aus 1% f(q), g(q) € A7

folgt via 247-9:
(g, f(@) - 9(q) € f - g) AN(f -+ 9)(@) = f(a) - 9(q))-

d) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (f .-. g)).
Aus AAII“M Algebra in A” |

aus VS gleich “ f, g Funktion. ..

” und

aus VS gleich “...q € dom (f .-. g)”
folgt via 247-9: (f - 9)a) = fa) - g(a).
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248-21. Wenig iiberraschend gilt p-.x =2 .-pund x .-. y =y .-. x. Falls f eine
Funktion ist, so sind p-. f und f .- p Funktionen. Falls f, ¢ Funktionen sind, sind

f.-.gund g .-. f Funktionen:

248-21(Satz)

a) p-.x=2x. p.

b) x.-.y=y.-.x.

c) Aus “f Funktion” folgt “p-. f, f .- p Funktion”.

d) Aus “f, g Funktion” folgt “f .-. g, g .-. f Funktion” .

RECH-Notation.

Beweis 248-21 a)

Aus AAIT“M Algebra in A” und
aus 248-1“M kommutativ auf A”
folgt via 247-10:

b)
Aus AAIT“M Algebra in A” und

aus 248-1“M kommutativ auf A”
folgt via 247-10:

c) VS gleich
Aus AAII“M Algebra in A” und

aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 247-11:

d) VS gleich
Aus AAII“M Algebra in A” und

aus VS gleich “ f, g Funktion”
folgt via 247-11:

f Funktion.

p-. f, f .- p Funktion.
f, g Funktion.

f - g,9.-. f Funktion.
O
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248-22. Da es sich bei S um eine Algebra in A handelt ergeben sich die nunmeh-
rigen Aussagen ohne viel Miihe aus bereits Bekanntem:

248-22(Satz)

a) Aus “w € p—.x” folgt “p Zahl”
und “3Q, 0 : ((Q,P) € x) A (P Zahl) A (w = (Q,p—P))”.

b) Aus “(q,r) € p—.x” folgt “p Zahl”
und “3IQ: ((¢,Q) € ) AN (Q Zahl) N (r=p—Q)”.

c) Aus “(q,r) € x”und “p,r Zahl” folgt “(¢,p—1r)€p—.2".

d) Aus “w € x .—p” folgt “p Zahl”
und “3Q, P ((Q,P) € x) A(P Zahl) A (w = (Q,P—p))”.

e) Aus “(q,7v) € x .— p” folgt “p Zahl”
und “3Q: ((¢,Q2) € 2) AN (2 Zahl) AN (r=Q —p)”.

£) Aus “(q,7r) € x”und “p,r Zahl” folgt “(q,r —p) €Ex .—p”.

g) Aus “w e x .—.y”" folgt “IQ, D, T: ((P) €x)A((QT)€y)
AP, T Zahl) A (w = (2,0 —T))".

h) Aus “(q,r) € x .—.y” folgt “ID, T : ((¢,®) € x) A ((¢,T) € v)
NP, T Zahl) N (r= —1")".

1) Aus “(q,r) € 7 und “(q,s) € y”und “r,s Zahl”
folgt “(qg,r —s)ex.—. y”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-22 a) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “w ep—.z”
folgt via 247-1:

ARITHMETIK #248

wep—.xT.

peAund 3Q, ¢ : ((Q,P) e ) A (P e A)A (w=(2,p—D)).

b) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “(¢q,r) € p—. a”
folgt via 247-1:

Aus 1“pe A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus 1¢...d € A..”

folgt via 95-4(Def): ® Zahl.

:Aus 1¢...30,9: (Q, ) ex...7,

aus 2.2“® Zahl” und

aus 1“...w = (Q,p—P)”

folgt: 30,0 : ((Q, @) € x) A (P Zahl) A (w = (Q,p — D))
(¢,7) €p—. .

pe€Aund IQ: ((¢,Q) €x)AN(QeEAMAN(r=p—Q).

Aus 1“pe A...”

folgt via 95-4(Def):

Aus 1“..QeA...”
folgt via 95-4(Def):

Aus 1¢...3Q: (¢,Q) €x...7,

aus 2.2“€) Zahl” und
aus 1“...r=p—Q7

p Zahl

) Zahl.

folgt: 30 ((¢,2) € ) A (2 Zahl) A (r =p — Q)
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Beweis 248-22 ¢) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...p,r Zahl”
folgt via 95-4(Def):

: Aus 244-7“S Algebra in A” |

aus VS gleich “(¢,7) € z...” und
aus 1“p,r € A7
folgt via 247-1:

d) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “w ez .—p”
folgt via 247-1:
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((g,7) € x) A (p,r Zahl).

p,r € A.

(p—r)€EpP—. 2.

wer.—p.

pe€Aund 3Q, D : ((2,P) e ) A (P € A) A (w= (2, P —p)).

Aus 1“peA...”

folgt via 95-4(Def):

Aus 1“... o A...7
folgt via 95-4(Def):

Aus 1¢...3Q,0: (Q,P) € x...7,

aus 2.2“® Zahl” und
aus 1“...w=(Q,®—p)”

p Zahl

O Zahl.

folgt: AQ, P : ((2,P) € ) A (P Zahl) A (w = (Q,P —p))
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Beweis 248-22 e) VS gleich (q,r) € x.— p.

1:

2.1:

2.2:

Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “(¢q,r) € x .—p”
folgt via 247-1:
peAund IQ: ((¢,Q) € ) AN(QeA)AN(r=Q—p).

Aus 1“pe A...”7

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus 1. Q€A .7
folgt via 95-4(Def): 2 Zahl.

:Aus 1¢...3Q: (¢,Q) ex...”,

aus 2.2“€Q) Zahl” und
aus 1“...r=Q —p”

folgt: A0 : ((q,Q2) € ) A(Q Zahl) A (r =Q — p)

£) VS gleich ((q,7) € x) A (p,r Zahl).

1:

Aus VS gleich “...p,r Zahl”
folgt via 95-4(Def): p,r € A.

: Aus 244-7“S Algebra in A” |

aus VS gleich “(¢,r) € z...” und
aus 1“p,r € A7
folgt via 247-1: (g7 —p) €x.—p.

g) VS gleich weET.—. Y.

1:

Aus 244-7«S Algebra in A” und
aus VS gleich “w ez .—.y”
folgt via 247-1:
30,0, : ((2,0) e ) A((QT) ey) AP, T € A) A (w=(Q,P-T1)).

: Aus1“... 0, T"eA..”

folgt via 95-4(Def): ®,T Zahl.

:Aus 1439, 0,17 : ((Q, @) e ) A (2, 1) €y)...7,

aus 2“®,I' Zahl” und
aus 1“...w=(Q,&—-1)"
folgt:
3,0, T: ((2,®2) € x) A((T) € y) AP, T Zahl) A (w = (2, P —T)).
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Beweis 248-22 h) VS gleich (¢g,r) €T . —. y.

1: Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “(¢,r) €z .—. y”
folgt via 247-1:
A0, : ((¢,P) e x) A (¢, 1) ey) N(®, T € A)A(r=P—-T).

2: Aus1“... ¢, TTeA...”
folgt via 95-4(Def): &, T" Zahl.

3: Aus 1430, T : ((¢,P) e 2) A (¢, 1) €y)...7,
aus 2“®,I" Zahl” und
aus 1“...r=¢ -1
folgt: 30,1 : ((¢,®) € 2) A ((¢,T) € y) A (@, Zahl) A (r =P —T).

i) VS gleich ((g,r) € x) A ((g,8) € y) A (r, s Zahl).

1: Aus VS gleich “...r,s Zahl”
folgt via 95-4(Def): r,s € A.

2: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus VS gleich “(¢,r) € z...”,
aus VS gleich “...(¢,s) €y...
aus 1“r,s € A”
folgt via 247-1: (¢,r —s)€x.—.y.

7

und
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248-23. Nun werden Definitions- und Bild-Bereich von p —. z, x .—p, z .—. y
thematisiert:

248-23(Satz)

a) dom(p—. ) C 2 YAl

b) dom (z .—p) C z'[A].

¢) dom(z.—.y) =2~ [A] Ny YAl
d) dom (p—. z) = dom (z .— p).

e) dom(z.—.y) =dom(y.—. z).
f) ran(p —. x) C A.

g) ran(z.—p) CA.

h) ran(z.—.y) CA.

RECH-Notation.
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Beweis 248-23

1.a):

1.b):

1.¢c):

1.4):

l.e):

1.f):

1.g):

Aus 244-7¢S Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-7“S Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-7“S Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-7“S Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-7«S Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-7«S Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-7«S Algebra in A”
folgt via 247-2:

: Aus 244-7«S Algebra in A”

folgt via 247-2:
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dom(p—. z) C z'[A].

dom (z .— p) C z7[A].

dom (z .—.y) =z ANy 'A].

dom (p —. z) = dom (z .— p).

dom (z .—.y) =dom(y .—. z).

ran(p —. x) C A.

ran (z .—p) C A.

ran (z .—.y) C A.
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248-24. Je nachdem, ob es sich p um eine Zahl oder nicht handelt, stellen sich
die Definitions-Bereiche von p —. x und = .— p unterschiedlich dar:

248-24(Satz)

a) Aus “p Zahl”

folgt “dom (p —. x) = x71[A]”und “dom (z .—p) =z '[A]”.

b) Aus “p & A7 folgt “dom (p—.z) =0"und “ran(p—.x) =0"

c) Aus “p ¢ A7 folgt “dom (x .—p) =0"und “ran(xz.—p)=0"

und “p—.xz=0".

und “x.—p=07.

RECH-Notation.

Beweis 248-24 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “p Zahl”
folgt via 95-4(Def):

2.1: Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus 1“pe A”

folgt via 247-3:

2.2: Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus 1“p e A”

folgt via 247-3:

p Zahl.

p € A.

dom (p —. z) = z71[A]

dom (x .— p) = a7 '[A]

b) VS gleich p ¢ A.
Aus 244-7“S Algebra in A” und

aus VS gleich “p ¢ A”

folgt via 247-3: (dom(p—.z)=0)A(ran(p—.2) =0) A (p—. x=0).
c) VS gleich pé A
Aus 244-7“S Algebra in A” und

aus VS gleich “p ¢ A”

folgt via 247-3: (dom(z.—p)=0)A(ran(x .—p) =0) A (xz.—p=0).

]
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248-25. Es steht das vorliegende, gefillige Kriterium fiir ¢ € dom (p —. ) zur

Verfiigung:

248-25(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:

i) ¢ € dom(p —. z).
ii) ¢ € dom(z .— p).

1ii) “p Zahl”und “q € z71[A]”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-25 VS gleich q € dom (p —. z).

Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (p —. x)”

folgt via 247-4: q € dom (x .— p).
VS gleich q € dom (x .— p).

1.1: Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “¢ € dom (z .—p)”
folgt via 247-4: p € A.

1.2: Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “¢q € dom (z .—p)”

folgt via 247-4: q € z71[A]

2: Aus1.1“pe A”

folgt via 95-4(Def): p Zahl
VS gleich (p Zahl) A (g € =71 [A]).
1: Aus VS gleich “p Zahl...”
folgt via 95-4(Def): p €A

2: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus 1“p € A” und
aus VS gleich “...q € x7[A]”
folgt via 247-4: q € dom (p —. z).
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248-26. Nun steht ein Kriterium fiir ¢ € dom (z .—. y) zur Verfiigung:

248-26(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii), iv), v), vi) sind dquivalent:
i) g € dom(z .—. y).
ii) g € dom(y .—. ).
iii) ¢ ez ANy Al
iv) gey ANz AL
v) “gexA]"und “q ey A]”.

vi) “g ey '[A]”und “q e x7A]”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-26 VS gleich

Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (z .—. y)”
folgt via 247-5:

(=R
(=N
p—
I
-
(=R
-

) || VS gleich

Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “¢q € dom(y .—. z)”
folgt via 247-5:

iii) = iv) || VS gleich

Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “¢ € z ANy '[A]”
folgt via 247-5:

iv) = v) || VS gleich

Aus 244-7“S Algebra in A” und
aus VS gleich “q € y '[A] Nz 1[A]”
folgt via 247-5:

v) = vi) || VS gleich

Aus VS gleich “(¢ € 7'[A]) A (¢ € y[A])”

folgt:

vi) = 1) || VS gleich

Aus 244-7«S Algebra in A” und

aus VS gleich “(q € y A]) A (¢ € 27 HA])”

folgt via 247-5:

ARITHMETIK #248

q € dom (z .—. y).

q € dom(y .—. x).

q € dom (y .—. x).

g€z [A]Ny~'[A].

g€z [A]Ny~'[A].

g€y '[AlnzT1A]

g ey 'AlnzT1[A].

(g € 27 A A (g € yA]).

(g €z '[A]) A (g € y'A]).

(g €y ' A]) A (g € 71 [A]).
(g €y A A (g € 1 [A]).

q € dom (z .—. y).
[
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248-27. Ist f eine Funktion, so steht ein gefilliges Kriterium fiir ¢ € dom (p—. f)
und fiir ¢ € dom (f .— p) zur Verfiigung:

248-27(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..
—) [ Funktion.
...sind die Aussagen 1), 1i), 1ii) dquivalent:
i) g €dom(p —. f).
ii) g €dom(f .—p).
iii) p, f(q) Zahl.

RECH-Notation.
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Beweis 248-27 VS gleich q € dom (p —. f).

Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (p —. f)”

folgt via 247-6: q € dom (f .—p).
VS gleich q € dom (f .—p).

1: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (f .—p)”

folgt via 247-6: p, f(q) € A.
2: Aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 95-4(Def): p, f(q) Zahl.
VS gleich p, f(q) Zahl.
1: Aus VS gleich “p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): p. f(q) € A.

2: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und
aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 247-6: q € dom(p—. f).
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248-28. Sind f, g Funktionen, so steht ein gefilliges Kriterium fiir ¢ € dom (f .—
. g) und fiir ¢ € dom (g .—. f) zur Verfiigung:

248-28(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..

—) f,g Funktion.

...sind die Aussagen 1), ii), iii) dquivalent:
i) g €dom(f .—.g).

ii) g €dom(g.—. f).

iii) f(q),9(q) Zahi.

RECH-Notation.
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Beweis 248-28 VS gleich g€dom(f.—.g).

Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus —) “ f, g Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (f .—. g)”

folgt via 247-T: g €dom(g.—. f).
VS gleich g €dom(g.—. f).

1: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus —) “ f, g Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (g .—. f)”

folgt via 247-7: f(q),9(q) € A.
2: Aus 1% f(q),g(q) € A7
folgt via 95-4(Def): f(q), 9(q) Zahl.
VS gleich f(q),9(q) Zahl.
1: Aus VS gleich “ f(q), g(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): f(q),9(q) € A.

2: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus —) “ f, g Funktion” und

aus 1% f(q), g(q) € A7
folgt via 247-T: g€dom(f.—.g).
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248-29. Nun wird das “Element-Sein” in p —. f, f .— p fiir Funktionen f unter-
sucht:

248-29(Satz)

Aus “f Funktion” und . ..

a) ...und “wé€p—. f7folgt “p Zahl“
und “3Q : (2 € dom f) A (f(2) Zahl) A (w = (2,p— f(2)))”.

b) ...und “(q,r) € p—. f”folgt “p, f(q) Zahl“und
“q € dom f"und “r=p— f(q)”.

c) ...und “p, f(q) Zahl”
folgt “(q,p— f(q)) €p—. f"und “(p—. f)(q) =p— fla)”.

d) ...und “q€dom(p—. f)"folgt “(p—. f)(q) =p— fla)”.

e) ...und “we f.—p”folgt “p Zahl“
und “3Q : (2 € dom f) A (f(2) Zahl) A (w = (2, f(2) —p))”.

£) ...und “(q,r) € f.—p” folgt “p, f(q) Zahl“und
“g € dom f7und “r= f(q) —p”.

g) ...und “p, f(q) Zahl”
folgt “(q, f(q) —p) € f.—p"und “(f .—p)(q) = flg) —p”.

h) ...und “q € dom (f .—p)” folgt “(f .—p)(q) = f(q) —p".

RECH-Notation.
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Beweis 248-29 a) VS gleich (f Funktion) A (w € p—. f).

1: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...wep—. f”7
folgt via 247-8:
pe€Aund 3Q: (Q e dom f)A(f(R) € A) A (w=(2,p— f())).

2.1: Aus1“peA..”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

2.2: Aus1“... f(Q) eA..”
folgt via 95-4(Def): f(82) Zahl.

3: Aus 1“...3Q:Qedomf...”,
aus 2.2 f(Q2) Zahl” und
aus 1“...w = (Q,p— f(Q))”

folgt: 3Q : (Q e dom f) A (f(Q2) Zahl) A (w = (2, p — f(£2)))

b) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € p—. f).

1: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,r) €p—. f”
folgt via 247-8: (p, f(q) € A) A (g €dom f) A (r=p— f(q)).

2.1: Aus1“p...€ A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl
2.2: Aus 1
folgt: q € dom f

2.3: Aus1“...f(qg) e A...”

folgt via 95-4(Def): f(q) Zahl

2.4: Aus 1

folgt: r=p-— f(q)
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Beweis 248-29 c) VS gleich (f Funktion) A (p, f(q) Zahl).
1: Aus VS gleich “...p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): p, f(q) € A.
2: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 247-8: ((gp=Ffl@)ep—HAp— ) =p—Fa)
d) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (p —. f)).

Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...q € dom (p —. f)”

folgt via 247-8: (p—. f)lq) =p— fq).
e) VS gleich (f Funktion) A (w € f .— p).
1: Aus 244-7“S Algebra in A” |

2.1:

2.2:

aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...we f.—p”
folgt via 247-8:
p€Aund 3Q: (Q € dom f) A (f(R) € A) A (w= (2, f(Q) —p)).

Aus 1“pe A...7

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus 1¢... f(Q) € A...”
folgt via 95-4(Def): f(2) Zahl.

s Aus 1¢...3Q:Qedom f...7,

aus 2.2 f(Q) Zahl” und
aus 1“...w = (Q, f(Q) —p)”

folgt: IQ: (Q e dom f) A (f(Q) Zahl) A (w = (2, f(2) — p))
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Beweis 248-29 f) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € f .—p).

1: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,r) € f.—p”
folgt via 247-8: (p, f(q) € A) A (q € dom f) A (r = f(q) —p).

2.1: Aus1“p...€e A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

2.2: Aus1

folgt: q € dom f

2.3: Aus1“...f(q) e A...”

folgt via 95-4(Def): f(q) Zahl
2.4: Aus 1
folgt: r=flqg)—p
g) VS gleich (f Funktion) A (p, f(q) Zahl).
1: Aus VS gleich “...p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): p, f(q) € A.
2: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1°p, f(q) € A”
folgt via 247-8: (¢, fle) =p) e [ .=p) A .= p)(@) = flg) = ).
h) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (f .—p)).

Aus 244-7“S Algebra in A” |

aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus VS gleich “...q € dom (f .—p)”

folgt via 247-8: (f.—p)(q) = flqg) —

S
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248-30. Vielleicht am héufigsten kommt f .—. g zum Einsatz, wenn f, g Funk-
tionen ist. Fiir diesen Fall ist Vorliegendes entworfen:

248-30(Satz)

Aus “f, g Funktion” und . ..

a) ...und “‘wef.—. g”
folgt “3Q: (Q € (dom f) N (domg)) A (f(2),9(Q) Zahl)
ANw = (€, f(2) = g()))”.

b) ...und “(q,r) € f.—. g”
folgt “q € (dom f) N (dom g) "und “f(q), g(q) Zahl”
und “r = f(q) —g(q)”.

c) ...und “f(q),g(q) Zahl” folgt “(q, f(q) —g(q)) € f.—. g
und “(f .—. 9)(q) = f(q) —9(q)”-

d) ...und “g€dom(f.—.g)"folgt “(f.—.g)(q) = f(q) —g(q)”.

RECH-Notation.

Beweis 248-30 a) VS gleich (f Funktion) A (w € f.—. g).

1: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und
aus VS gleich “...we f.—.g”
folgt via 247-9:
30 - (Q € (dom f)N(domg)) A (f(2),9(2) € A) A (w = (£, f(©2) —g(£2))).

2: Aus 1¢... f(Q),9(Q) e A...”
folgt via 95-4(Def): f(€2), g(92) Zahl.

3: Aus 130 : Q € (dom f) N (domg)...”,
aus 2“ f(), g(2) Zahl” und
aus 1“...w = (Q, f(Q) —g(Q))”
folgt: AQ: (2 € (dom f) N (dom g)) A (f(R2), g(2) Zahl)
Alw = (9, /() - 9(2)))
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Beweis 248-30 b) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € f .—. g).

1: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢q,r) € f.—. ¢g”
folgt via 247-9:
( € (dom f) N (dom g)) A (f(a), 9(a) € A) A (r = F(a) — g(a)).

b}

2.1: Aus 1

folgt: q € (dom f) N (dom g)

2.2: Aus 1“...f(q),9(q) € A...”

folgt via 95-4(Def): f(a), 9(q) Zahl
2.3: Aus 1

folgt: r=f(q) —9(q)
c) VS gleich (f Funktion) A (f(q), g(q) Zahl).

1: Aus VS gleich “... f(q), g(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): f(@),9(q) € A.

2: Aus 244-7“S Algebra in A” |
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und

aus 1° f(q), g(q) € A7
folgt via 247-9:

(g, fl@) —g(@) € f.— ) AN(f -— 9)(a) = f(q) — 9(q))-

d) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (f .—. g)).

Aus 244-7¢S Algebra in A” |
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und

aus VS gleich “...q € dom(f .—.¢g)”
folgt via 247-9: (f = 9)(q) = fla) — 9(q).
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248-31. Falls f eine Funktion ist, so sind p —. f und f .— p Funktionen. Falls
f, g Funktionen sind, sind f .—. g und g .—. f Funktionen:

248-31(Satz)

a) Aus “f Funktion” folgt “p —. f, f .— p Funktion” .

b) Aus “f,g Funktion” folgt “f .—. g,q9 .—. f Funktion”.

RECH-Notation.

Beweis 248-31 a) VS gleich f Funktion.

Aus 244-7«S Algebra in A” und
aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 247-11: p—. f, f .— p Funktion.

b) VS gleich f, g Funktion.

Aus 244-7«S Algebra in A” und

aus VS gleich “ f, g Funktion”

folgt via 247-11: f.—.9,9.—. f Funktion.
O
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248-32. Da es sich bei D um eine Algebra in A handelt ergeben sich die nun-
mehrigen Aussagen ohne viel Miithe aus bereits Bekanntem:

248-32(Satz)

a) Aus “w € p:.x” folgt “p Zahl”
und “3IQ, D ((Q,P) € ) A (P Zahl) A (w = (2,p: D))",

b) Aus “(q,r) € p:.x” folgt “p Zahl”
und “3Q0: ((¢,Q2) € 2) AN(Q Zahl) AN (r=p:Q)”.

c) Aus “(q,r) € x”und “p,r Zahl” folgt “(q,p:r) €p:.x”.

d) Aus “w € x .: p” folgt “p Zahl”
und “3Q, P : ((Q,P) € x) A (P Zahl) A (w = (Q,P:p))”.

e) Aus “(q,7) € x .: p” folgt “p Zahl”
und “3Q: ((¢,Q2) € x) A (Q Zahl) N (r =Q:p)”.

£) Aus “(q,7) € x”und “p,r Zahl” folgt “(q,r® :p) €x .:p”.

g) Aus “w e x.:.y” folgt “IQ, P, T : ((Q,P) € ) A((Q,T) €y)
NP, T Zahl) A (w = (2, :1))”

h) Aus “(q,r) €z .:.y” folgt “I. T : ((¢,P) € z) A ((¢,]) € y)
NP, T Zahl) N (r=@:1)”

1) Aus “(q,r) € x”und “(q,s) € y"und “r,s Zahl”
folgt “(q,r:s)€x.:.y”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-32 a) VS gleich weEp:. T.

1:

2.1:

2.2:

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “w ep:. z”
folgt via 247-1:
peAund 3Q,@: ((,@) e ) A (P e A)A(w=(2,p:D)).

Aus 1“pe A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus1“... o A...”
folgt via 95-4(Def): ® Zahl.

:Aus 1¢...30,9: (Q, ) ex...”,

aus 2.2“® Zahl” und
aus 1“...w = (Q,p: )7

folgt: 3,0 : ((Q,P) € x) A (P Zahl) A (w = (Q,p: D))

b) VS gleich (¢g,r)€p:. x

1:

2.1:

2.2:

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “(q,r) €p:. x”
folgt via 247-1:
peAund IQ: ((¢,Q) € x) AN(QeA)A(r=p: Q).

Aus 1“pe A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus 1“..QeA...”
folgt via 95-4(Def): Q) Zahl.

Aus 1¢...3Q: (¢,Q) € x...7,

aus 2.2“€) Zahl” und
aus 1“...r=p: Q7

folgt: 30 ((¢,2) € x) A(Q2 Zahl) A (r =p: Q)
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Beweis 248-32 ¢) VS gleich

1: Aus VS gleich “...p,r Zahl”

folgt via 95-4(Def):

: Aus 244-8“D Algebra in A” |

aus VS gleich “(¢,7) € z...” und
aus 1“p,r € A7
folgt via 247-1:

d) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

D Aus14...30,0: (0, P) € x...”

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “w ez .:p”
folgt via 247-1:

ARITHMETIK #248

((g,7) € x) A (p,r Zahl).

p,r € A.

(¢,p:r)€EP:. 2.

wex.:p.

peAund 3Q, P : (2, P) e ) A (P € A)A (w=(2,D:p)).

Aus 1“pe A...”

folgt via 95-4(Def):

Aus 1“... o A...7
folgt via 95-4(Def):

aus 2.2“® Zahl” und
aus 1“...w=(Q,®:p)”

p Zahl

O Zahl.

folgt: 3Q,®: ((2,P) € ) A (P Zahl) A (w = (Q, D : p))
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Beweis 248-32 e) VS gleich (qg,7) €z .:p.

1:

2.1:

2.2:

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “(¢q,r) € x .: p”
folgt via 247-1:
peAund 3Q: ((¢.Q) € x) AN(QeA)A(r=Q:p).

Aus 1“pe A...”7

folgt via 95-4(Def): p Zahl

Aus 1. Q€A .7
folgt via 95-4(Def): 2 Zahl.

:Aus 1¢...3Q: (¢,Q) ex...”,

aus 2.2“€Q) Zahl” und
aus 1“...r=Q:p”

folgt: 30 : ((q,Q) € x) A(Q Zahl) A (r =Q : p)

£) VS gleich ((q,7) € x) A (p,r Zahl).

1:

Aus VS gleich “...p,r Zahl”
folgt via 95-4(Def): p,r € A.

: Aus 244-8“D Algebra in A” |

aus VS gleich “(¢,r) € z...” und
aus 1“p,r € A7
folgt via 247-1: (g,7:p) €x.:p.

g) VS gleich weET.I.Y.

1:

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “w ez .:. y”
folgt via 247-1:
3,0, : ((2,P) e x) A((QT) ey AN(P, T € A)A (w=(2,D:T)).

: Aus1“...0,T'eA..”

folgt via 95-4(Def): ®,T Zahl.

D Aus 1439, 0,17 : (Q, @) e ) A (2, 1) €y)...7,

aus 2“®, I' Zahl” und
aus 1“...w=(Q,®:1)"
folgt:
30,0, T : ((2,®) € 2) A ((Q,T) € y) A (P, T Zahl) A (w = (Q, D : T)).
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Beweis 248-32 h) VS gleich (¢,7) €T i Y.

1: Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “(¢,r) €z .:.y”
folgt via 247-1:
A0, : ((¢,P) e x) A ((¢,T) ey) N(, T €e M)A (r=D:T).

2: Aus1“... ¢, TTeA...”
folgt via 95-4(Def): &, " Zahl.

3: Aus 130, T : ((¢, ) e 2) A ((¢, 1) €y)...7,
aus 2“®,I" Zahl” und
aus 1“...r=¢: 1”7
folgt: 3. T : ((¢, @) € z) A((¢,T) € y) A (@, I Zahl) A (r = : I).

i) VS gleich ((g,r) € x) A ((¢,8) € y) A (r, s Zahl).

1: Aus VS gleich “...r, s Zahl”
folgt via 95-4(Def): r,s € A.

2: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus VS gleich “(¢q,r) € z...”,
aus VS gleich “...(¢,s) €y...
aus 1“r,s € A”
folgt via 247-1: (q,r:s)€x ... y.

7

und
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248-33. Nun werden Definitions:und Bild-Bereich von p :. x, x .:p, x .:. y
thematisiert:

248-33(Satz)

a) dom (p:.z) C 2 V[A].

b) dom (z .: p) C 2~ '[A].

¢) dom (z.:.y) = 21 [A] Ny Y[A].
d) dom (p:. z) = dom (z .: p).

e) dom (z.:.y) =dom(y.:. z).
£) ran(p:. z) C A

g) ran(z.:p) CA.

h) ran(z.:.y) CA.

RECH-Notation.
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Beweis 248-33

1.a)

1.b)

1.¢c):

1.4):

l.e):

1.f):

1.g):

: Aus 244-8“D Algebra in A”
folgt via 247-2:

: Aus 244-8“D Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-8“D Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-8“D Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-8“D Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-8“D Algebra in A”
folgt via 247-2:

Aus 244-8“D Algebra in A”
folgt via 247-2:

: Aus 244-8“D Algebra in A”
folgt via 247-2:

ARITHMETIK #248
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248-34. Je nachdem, ob es sich p um eine Zahl oder nicht handelt, stellen sich
die Definitions-Bereiche von p :. x und z .: p unterschiedlich dar:

248-34(Satz)

a) Aus “p Zahl”
folgt “dom (p :. x) = x71[A]”und “dom (x .:p) =z '[A]”.

b) Aus “p ¢ A7 folgt “dom (p:.x) =0"und “ran(p:.x)=0"
und “p:.x=0".

c) Aus “p ¢ A7 folgt “dom (z .: p) =0"und “ran(xz .:p)=0"
und “x.:p=07".

RECH-Notation.

Beweis 248-34 a) VS gleich p Zahl.
1: Aus VS gleich “p Zahl”
folgt via 95-4(Def): p €A,
2.1: Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus 1“pe A”
folgt via 247-3: dom (p:. x) = z71[A]

2.2: Aus 244-8“D Algebra in A” und

aus 1“p e A”
folgt via 247-3: dom (z .: p) = x1[A]
b) VS gleich p ¢ A.

Aus 244-8“D Algebra in A” und

aus VS gleich “p ¢ A”

folgt via 247-3: (dom(p:.z)=0)A(ran(p:.z) =0)A(p:. x =0).
c) VS gleich pé A

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “p ¢ A”
folgt via 247-3: (dom(x.:p)=0)A(ran(z .:p) =0)A(z.: p=0).
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248-35. Es steht das vorliegende, geféllige Kriterium fiir ¢ € dom (p :. z) zur

Verfiigung:

248-35(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:

i) g€ dom(p:.x).
ii) ¢ € dom(z .: p).

1ii) “p Zahl”und “q € z71[A]”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-35 VS gleich

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom(p:. x)”
folgt via 247-4:

v gleich

1.1: Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (x .: p)”
folgt via 247-4:

1.2: Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “q € dom (z .: p)”

folgt via 247-4:

2: Aus1.1“pe A”

folgt via 95-4(Def):

VS gleich

1: Aus VS gleich “p Zahl...”
folgt via 95-4(Def):

2: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus 1“p € A” und
aus VS gleich “...q € x7[A]”
folgt via 247-4:

387

g € dom (p:. x).

g € dom (x .: p).

q € dom (z .: p).

p € A.

q € x[A]

p Zahl

(p Zahl) A (q € z71[A]).

p € A.

g € dom (p:. x).
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248-36. Nun steht ein Kriterium fiir ¢ € dom (z .:. y) zur Verfiigung:

248-36(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii), iv), v), vi) sind dquivalent:
i) g € dom(z .:.y).
ii) g edom(y .:. z).
iii) ¢ ez HA] Ny Al
iv) gey ANz AL
v) “gexA]"und “qeyA]”.

vi) “g ey '[A]”und “q e x7A]”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-36 VS gleich

Aus 244-8“D Algebra in A” und

aus VS gleich “q € dom (x .:. y)

2

folgt via 247-5:

(=R
(=N
p—
I
-
(=R
[N

VS gleich

Aus 244-8“D Algebra in A” und

aus VS gleich “¢q € dom (y .:. z)

7

folgt via 247-5:

iii) = iv

VS gleich

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “¢ € z ANy '[A]”
folgt via 247-5:

iv) = v)

VS gleich

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “¢ € y '[A] Nz~ 1[A]”
folgt via 247-5:

v) = vi)

Aus VS gleich “ (¢ € 7'[A]) A (¢ € y[A])”

folgt:

vi) = i)

VS gleich

VS gleich

Aus 244-8“D Algebra in A” und

aus VS gleich “(q € y A]) A (¢ € 27 HA])”

folgt via 247-5:
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q € dom (z .:. y).

g €dom(y .:. x).

q € dom(y.:. x).

g€z [A]Ny~'[A].

g€z [A]Ny~'[A].

g ey 'AlnzT1A]

g ey 'AlnzT1A]

(g € 27 AD) A (g € y[A]).

(g €z '[A]) A (g € yA]).

(g €y ' A]) A (g € 71 [A]).
(g €y 'A]) A (g € 1 [A]).

q € dom (z .:. y).
[
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248-37. Ist f eine Funktion, so steht ein gefilliges Kriterium fiir ¢ € dom (p :. f)
und fiir ¢ € dom (f .: p) zur Verfiigung:

248-37(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..
—) [ Funktion.
...sind die Aussagen 1), 1i), 1ii) dquivalent:
i) g €dom(p:. f).
ii) g €dom(f .: p).
iii) p, f(q) Zahl.

RECH-Notation.
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Beweis 248-37 VS gleich

Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und

aus VS gleich “q € dom(p:. f)”
folgt via 247-6:

vS gleich

1: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (f .: p)”
folgt via 247-6:

2: Aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 95-4(Def):

VS gleich

1: Aus VS gleich “p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def):

2: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus —) “ f Funktion” und
aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 247-6:
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g€ dom(p:. f).

g €dom(f .:p).

g €dom(f .:p).

p, f(q) € A

p, f(q) Zahl.

p, f(q) Zahl.

p, f(q) € A.

g €dom(p:. f).
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248-38. Sind f, g Funktionen, so steht ein gefilliges Kriterium fiir ¢ € dom (f .:
. g) und fiir ¢ € dom (g .:. f) zur Verfiigung;:

248-38(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..

—) f,g Funktion.

...sind die Aussagen 1), ii), iii) dquivalent:
i) ge€dom(f .:. g).

ii) g €dom(g.:. f).

iii) f(q),9(q) Zahi.

RECH-Notation.
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Beweis 248-38 VS gleich

Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus —) “ f, g Funktion” und

aus VS gleich “q € dom (f .:. g)”
folgt via 247-7:

vS gleich

1: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus —) “ f, g Funktion” und
aus VS gleich “q € dom (g .:. f)”
folgt via 247-7:

2: Aus 1% f(q),9(q) € A7
folgt via 95-4(Def):

VS gleich

1: Aus VS gleich “ f(q), g(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def):

2: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus —) “ f, g Funktion” und

aus 1% f(q), g(q) € A7
folgt via 247-7:
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g€ dom(f.:. g).

g €dom(g.:. f).

g €dom(g.:. f).
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248-39. Nun wird das “FElement-Sein” in p :. f, f .: p fiir Funktionen f unter-

sucht:

248-39(Satz)

Aus “f Funktion” und . ..

a) ...

b) ...

c) ...

d) ...

e) ...

) ...

g) ...

h) ...

und “w € p:. f7 folgt “p Zahl*
und “3Q : (2 € dom f) A (f(Q2) Zahl) A (w = (2,p: f(R)))”.

und “(q,7) €p:. f7 folgt “p, f(q) Zahl“und
{(qedomf”und ({T:p:f<q)77.

und “p, f(q) Zahl”
folgt “(q,p: f(q)) €p:. frund “(p:. f)(q) =p: flqg)"-

und “q € dom (p:. f)” folgt “(p:. f)(q) =p: f(q)”.

und “w € f.:p” folgt “p Zahl*
und “3Q: (Q € dom f) A (f(2) Zahl) A (w = (2, f(2) : p))”.

und “(q,r) € f .. p” folgt “p, f(q) Zahl“und
“q € dom fund “r= f(q):p”.

und “p, f(q) Zahl”
folgt “(q, f(q) :p) € f.:p"und “(f .:p)(q) = f(q):p”.

und “q € dom (f .:p)” folgt “(f .:p)(a) = f(q) : p”.

RECH-Notation.
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Beweis 248-39 a) VS gleich (f Funktion) A (w € p:. f).
1: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...wep:. f”
folgt via 247-8:
peAund IQ: (Q e dom f)A(f(Q) € A)A(w=(Qp: f(Q))).

2.1: Aus1“peA..”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

2.2: Aus1“... f(Q) eA..”
folgt via 95-4(Def): f(82) Zahl.

3: Aus 1“...3Q:Qedomf...”,
aus 2.2 f(Q2) Zahl” und
aus 1“...w = (Qp: f(Q))”

folgt: 3 (2 € dom f) A (f(Q) Zahl) A (w = (2,p: f(2)))

b) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € p:. f).

1: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,r) €p:. f”
folgt via 247-8: (p, f(q) € A)A (g€ dom fYN(r=1p: f(q)).

2.1: Aus1“p...€ A...”

folgt via 95-4(Def): p Zahl
2.2: Aus 1
folgt: q € dom f

2.3: Aus1“...f(qg) e A...”

folgt via 95-4(Def): f(q) Zahl

2.4: Aus 1

folgt: r=p: f(q)
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Beweis 248-39 c) VS gleich (f Funktion) A (p, f(q) Zahl).
1: Aus VS gleich “...p, f(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): p, f(q) € A.
2: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“p, f(q) € A”
folgt via 247-8: ((g.p: fl@) ep:- HNp: Nl =p: fg)-
d) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (p :. f)).

Aus 244-8“D Algebra in A” |

aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus VS gleich “...q € dom (p:. f)”

folgt via 247-8: (p:. f)lq) =p: flq).

e) VS gleich (f Funktion) A (w € f .: p).

1: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...we f.:p”
folgt via 247-8:
pe€Aund IQ: (Q € dom f)A(f(Q) € A) A (w = (2, £(2) : p)).

2.1: Aus1“peA..”

folgt via 95-4(Def): p Zahl

2.2: Aus1“... f(Q) eA..”
folgt via 95-4(Def): f(2) Zahl.

3: Aus 1“...3Q:Qedomf...”,
aus 2.2° f(Q2) Zahl” und
aus 1“...w = (Q, f(Q2) : p)”

folgt: AQ: (Q € dom f) A (f(QQ) Zahl) A (w = (2, () : p))
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Beweis 248-39 f) VS gleich

1: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,r) € f.:p”
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(f Funktion) A ((¢,7) € f .: p).

folgt via 247-8: (p, f(q) € A) A (q € dom f) A (r = f(q) : p).

2.1: Aus1“p...€e A...”

folgt via 95-4(Def):

2.2: Aus1

folgt:

2.3: Aus1“...f(q) e A...”

folgt via 95-4(Def):

2.4: Aus 1

folgt:

g) VS gleich

1: Aus VS gleich “...p, f(q) Zahl”

p Zahl

q € dom f

f(q) Zahl

r=f(q):p

(f Funktion) A (p, f(q) Zahl).

folgt via 95-4(Def): p, f(q) € A.
2: Aus 244-8“D Algebra in A” |

aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus 1, f(q) € A”

folgt via 247-8: ((q, f(@) :p) € f =) NS -2 0)(@) = Flg) - p)-

h) VS gleich

Aus 244-8“D Algebra in A” |

aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...q € dom (f .:p)”
folgt via 247-8:

(f Funktion) A (¢ € dom (f .: p)).

(f :p)(q@) = f(q) : p.
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248-40. Vielleicht am héufigsten kommt f .:. g zum Einsatz, wenn f, g Funktio-
nen ist. Fiir diesen Fall ist Vorliegendes entworfen:

248-40(Satz)

s “f, g Funktion” und . ..

a) ...und “wef.:.g
folgt “3Q : (Q € (dom f) N (domg)) A
ANw = (

(f(52),9(8) Zahl)
0, 1(€) - 9(2)))”.

b) ...und “(¢,7) € f.:. g
folgt “q € (dom f) N (dom g) "und “f(q),g(q) Zahl”
und “r = f(q):g(q)”.

c) ...und “f(q),g(q) Zahl” folgt “(q, f(q) : 9(q)) € f .:. g”
und “(f .. 9)(q) = f(a) : 9(q)”.

d) ...und “g&dom(f.:.g)" folgt “(f .:. g)(q) = f(q):g9(q)”.

RECH-Notation.

Beweis 248-40 a) VS gleich (f Funktion) A (w € f .:. g).

1: Aus 244-8“D Algebra in A” ,
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und
aus VS gleich “...we f.:. g
folgt via 247-9:

32 - (€ € (dom f) N (dom g)) A (f(€2),9(€) € A) A (w = (2, £(2) : 9(2))).

2: Aus 14... f(Q),9(Q) e A...”
folgt via 95-4(Def): f(€2),g(92) Zahl.

3: Aus 1430 : Q € (dom f) N (domg)...”
aus 2“ f(€2), g(2) Zahl” und
aus 1“...w = (Q, f(Q): g(Q))”
folgt: 3Q: (2 € (dom f) N (domg)) A (f(R2), g(2) Zahl)
Aw = (9, £(9) - 9(2))).
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Beweis 248-40 b) VS gleich (f Funktion) A ((¢,7) € f .:. g).

1: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und
aus VS gleich “...(¢,r) € f.:. g7
folgt via 247-9:
(¢ € (dom f) N (dom g)) A (f(a), 9(q) € A) A (r = f(q) : 9(q))-

2.1: Aus 1

folgt: q € (dom f) N (dom g)

2.2: Aus 1“...f(q),9(q) € A...”

folgt via 95-4(Def): f(a), 9(q) Zahl
2.3: Aus 1

folgt: r=f(q):g(q)
c) VS gleich (f Funktion) A (f(q), g(q) Zahl).

1: Aus VS gleich “... f(q), g(q) Zahl”
folgt via 95-4(Def): f(@),9(q) € A.

2: Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und

aus 1% f(q), g(q) € A7
folgt via 247-9:
((a, f(@) 2 9(@)) € f o) N((f - 9)(@) = f(q) = 9(q))-

d) VS gleich (f Funktion) A (¢ € dom (f .:. g)).

Aus 244-8“D Algebra in A” |
aus VS gleich “ f, g Funktion...” und

aus VS gleich “...qg € dom(f .:. g)”
folgt via 247-9: (f -2 9)(0) = fa) : g(a)-

R
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248-41. Falls f eine Funktion ist, so sind p :. f und f .: p Funktionen. Falls f, g
Funktionen sind, sind f .:. g und g .:. f Funktionen:

248-41(Satz)

a) Aus “f Funktion” folgt “p:. f, f .: p Funktion” .

b) Aus “f,g Funktion” folgt “f ... g,q .:. f Funktion”.

RECH-Notation.

Beweis 248-41 a) VS gleich f Funktion.

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 247-11: p:. f,f .. p Funktion.

b) VS gleich f, g Funktion.

Aus 244-8“D Algebra in A” und
aus VS gleich “ f, g Funktion”

folgt via 247-11: f.:.9,9.:. f Funktion.
O
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