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Kapitel 0
Symbolverzeichnis

Allgemein gilt in dieser Arbeit die EINSTEINsche Summenkonvention. Ausnahmen
werden an entsprechender Stelle gekennzeichnet.

Tensoren 4—er Stufe

Zeichen H Bedeutung/Bemerkung ‘ Einheit

C Elastizitétstensor N/mm?
<4>
1 Einheitstensor 1

Tensoren 2—er Stufe (Dyaden)

Zeichen | Bedeutung/Bemerkung Einheit
1 Einheitstensor 1
B linker CAUCHY-GREENscher Verzerrungstensor 1
C rechter CAUCHY-GREENscher Verzerrungstensor 1
D Streckungsgeschwindigkeitstensor st
E GREEN-LAGRANGESscher Verzerrungstensor 1
F Deformationsgradient 1
H Verschiebungsgradient 1
P 1. P1oLA-KIRCHHOFFscher Spannungstensor N/mm?
R Rotationstensor 1
S 2. P1oLA-KIRCHHOFFscher Spannungstensor N/mm?
T CAUCHYscher Spannungstensor N/mm?
U symmetrischer Strecktensor 1
\% symmetrischer Strecktensor 1
€ linearer Verzerrungstensor 1
o linearer Spannungstensor 1
T KIRCHOFFscher Spannungstensor N/mm?
X Gegenspannungstensor/ Kinematische Verfestigung | N/mm?




0. Symbolverzeichnis

Tensoren 1—er Stufe (Vektoren)

Zeichen Bedeutung/Bemerkung Einheit
dA infinitesimales Oberflichenelement m?
Ex, K =1,2,3 || Kartesische Basisvektoren in der Anfangskonfiguration 1
e,1=1,2,3 Kartesische Basisvektoren in der Momentankonfiguration 1
f massebezogene Volumenkraft N/kg
h Wirmestromvektor W/m?
u Verschiebung m
v Geschwindigkeitsvektor m/s
X Ortsvektor eines Teilchens in der Anfangskonfiguration m
X Ortsvektor eines Teilchens in der Momentankonfiguration m
Skalare

Skalare mit dem tiefgestellten rechten Index ,0 beziehen sich i.dR. auf den An-

fangszustand.
Zeichen || Bedeutung/Bemerkung Einheit
A Fliche m?
Cp spezifische Warmekapazitit bei konstantem Druck | W/kgK
c Komplexe Steifigkeit N/mm?
C Komplexe Steifigkeit (Kap. 2) Nm/rad
C’ dynamische Steifigkeit (Kap. 2) Nm/rad
c’ Verluststeifigkeit (Kap. 2) Nm/rad
d dynamische Steifigkeit N/mm?
o4 Verluststeifigkeit N/mm?
C1, Oy Konstanten der Verformungsenergiefunktion N/mm?
von Mooney
Dy Materialfunktion, Teil der 1
van—der—Waals—Verformungsenergiefunktion
E Elastizitidtsmodul N/mm?
f Frequenz Hz
J Determinante des Deformationsgradienten 1
J1, Jo, J3 || Invarianten des Verzerrungstensors 1
G Gleitmodul N/mm?
k Wirmeleitfahigkeit W/mK
k BoLTzMANN-Konstante J/K
K Kompressionsmodul N/mm?
M, Drehmoment Nm
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Anzahl der effektiven Kettensegmente
hydrostatischer Druck

Wairmemenge

spezifische Wirmemenge

Entropie

Zeit

spezifische innere Energie

Volumen

Verformungsenergiefunktion

Arbeit

Innere Energie

Wiérmeiibergangszahl
Wiérmeiibergangszahl-Luft
Wiérmeiibergangszahl-Stahl
Bias-Parameter

Konstante der
van—der—Waals—Verformungsenergiefunktion
Konstante der
van—der—Waals—Verformungsenergiefunktion
Dehnung

allgemeiner Funktionswert
KRONECKER-Symbol

Gleitung

Gedéachtnisparameter des Fiillstoffmaterialgesetzes
massensperzifische Entropiedichte
Streckungsverhéltnis, Hauptdehnung
Verdrehwinkel

Dichte

Spannung

Torsionsspannung := o,

absolute Temperatur

verhiltnisméakige Dampfung
HELMHOLTZsche freie Energie
thermodynamische Wahrscheinlichkeit
akkumulierte viskoplastische Verzerrung

Indizes

1
N/mm?
J
J/kg
J/K
s

J/kg

m3

Nm/kg bzw. Nm/m?
J
J
W/m*K
W/m?K
W/m?K
1
1

1
1
1
1

1
Nm/kg s
1
rad bzw.

kg/m?
N/mm?
N/mm?
K
1
Nm/kg s
1
1

ol

Laufende Indizes fiir Tensoren werden mit lateinischen Buchstaben be-

setzt. Sie werden auf der rechten Seite des Tensors tiefgestellt. r, ¢, =z

werden als sprechende Indizes, d.h. Indizes mit Bezug auf ein bestimmtes

Koordinatensystem, fiir Zylinderkoordinaten und =z, y, z fiir kartesische Ko-
ordinaten eingesetzt. Weitere sprechende Indizes sind I, II, III, womit die

!Einheit wird je nach Kontext an entsprechender Stelle angegeben



0. Symbolverzeichnis

Hauptspannungs-

Zeichen

bzw.
Bedeutung/Bemerkung

Hauptdehnungsrichtungen gekennzeichnet

werden.
Platzierung

ZZ Mmoo

~

N <

elastischer Anteil

Deviatoranteil

Extra—Tensor ohne Zwingungsanteil
Fiillstoffanteil

Matrixanteil

Nennamplitude,
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Kapitel 1
Einleitung

Gefiillte Elastomere, im technischen Sprachgebrauch auch Gummi genannt, sind
im Maschinenbau weit verbreitet. Hiufig finden sie Einsatz im Bereich der An-
triebstechnik zur gezielten Beeinflussung des Schwingungsverhaltens von An-
triebsstréingen mittels drehelastischer Kupplungen (Elastomer-Kupplung), wobei
das Zusammenspiel der elastischen Eigenschaften von Gummi und die erzeugte
Déampfung durch den Fiillstoff die Abstimmung von Antriebsstringen ermoglicht.
Zur Vorhersage des Drehschwingungsverhaltens solcher Antriebsstriange werden
ausreichend genaue Berechnungsmodelle von Elastomer-Kupplungen benotigt.

Ein wichtiger Schritt zur Kennzeichnung des Kupplungsverhaltens fiir stationéren
und instationdren Betrieb gelang mittels sog. Kupplungswirkmodelle (KWM),
die durch Zusammenschalten verschiedener rheologischer Elemente, z.B. Feder-,
Dampfer-, Kontakt- und Spielelemente, aufgebaut werden kénnen. Diese bieten
bei der Vorhersage des dynamischen Drehschwingungsverhaltens eines Antriebs-
stranges eine schnelle Hilfe und werden im Sinne einer Klassifizierung nach dem
ABC-Konzept! als C/B-Methode (geringer Zeitaufwand und mittlere Aussage-
giite) eingestuft. Die Entwicklung derartiger KWM erfolgte in Rahmen mehrerer
Forschungsprojekte, die von der FVA gefordert wurden [5,77,80]. Der Einsatz der
KWM wurde in der Industrie inzwischen vielfach erfolgreich erprobt. Hervorzu-
heben ist die Arbeit von ZIEGENHAGEN, die mit einer vergleichsweise geringen
Anzahl von Modellparametern auskommt und bereits Ansétze zur Beschreibung
der Warmeentwicklung enthélt. Ein Nachteil der KWM ist, dass Modellparame-
ter fiir jede Kupplungsvariante vorab mittels harmonischer Versuche mit unter-
schiedlicher Frequenz und Amplitude bestimmt werden miissen und selbst fiir
dhnliche Kupplungen kein ausreichend genaues Umrechnungsverfahren existiert.
Eine Einschriankung der Anwendbarkeit bisheriger KWM ergibt sich weiter aus
der Tatsache, dass die Kupplungsparameter auch vom aktuellen Betriebszustand,
von der Alterung und speziell von der zeitlich verdnderlichen Temperaturvertei-
lung, also von der Erwérmung abhéngen. Die im Rahmen der vorliegenden Arbeit
durchgefiihrten Versuche zeigen, dass insbesondere das Démpfungsverhalten der

'Niheres in [52,53] bzw. ab S. 7.
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untersuchten Priifkupplung im Laufe eines Tages infolge Erwidrmung bei Dauerbe-
trieb um 20% abnehmen kann, sich aber im Ruhezustand infolge der Abkiihlung
wieder erholt.

Durch ungleichmifige Temperaturerh6hungen entstehen im Inneren von Kupp-
lungen sogenannte Warmenester. Das lokal stirkere Setzen in diesen Nestern
macht sie zu potentiellen Rissorten. KUMMLEE verwendete zur Bestimmung der
Temperaturverteilung in einer Elastomer-Kupplung ein Mischverfahren zwischen
FEM? und KWM [43]. Wegen der Kombination von linearen FEM und KWM ist
sein Vorgehen den B/A-Methoden (mittlere Zeitaufwand und hohe Aussagegiite)
zuzuordnen. Er konnte mit diesem Vorgehen bereits die Temperaturverteilung
in der untersuchten Elastomer-Kupplung beschreiben. Eine weitere Begleiter-
scheinung der Temperaturerh6hung zeigt sich darin, dass die anvulkanisierten
Gummi-Metall-Verbindungen sich 16sen. So kann im Betrieb bei vergleichsweise
niedrigeren Belastungen ein Versagen auftreten.

Die erwidhnten Vorgehensweisen konnen Beanspruchungen aus beliebigen mehr-
achsigen Belastungszustéinden nicht verarbeiten. Insbesondere ist es nicht mog-
lich, diese Methoden einzusetzen, wenn keine geschlossenen Hystereseschleifen
existieren. Die Beschreibung solcher Beanspruchungszustande erfordert die Ver-
wendung einer A aus A-Methode (hohe Aussagegiite).

In der vorliegenden Arbeit wird angestrebt, eine solche A-Methode zu entwickeln.
Es werden verschiedene Materialmodelle mit temperaturabhéngigen Materialpa-
rametern diskutiert. Fiir die Erprobung wurde ein FEM/FVM-Programm? ge-
schrieben. Grundlagen zu geeigneten Materialgesetzen sind in der Dissertation
von PIRSCHER [62] (s. auch S. 18) zu finden, deren Ansatz fiir die thermome-
chanische Berechnung erweitert und erprobt wird. Weiter wird eine Standard-
Priifkupplung zur Bestimmung der notwendigen Modellparameter erprobt. Die
vorliegende Arbeit liefert die Grundlagen fiir die Formulierung verbesserter Me-
thoden, aus denen B/A- bzw. C/A-Methoden fiir Elastomer-Kupplungen ableit-
bar sein sollten.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeiten wurden folgende Studien und Diplomar-
beiten betreut, CAPEK [14], GIESELER [26], MOHRER [55], STEUDEL [72].

2FEM: Finite-Elemente-Methode
3FVM: Finite-Volumen-Methode



Kapitel 2

Stand der Technik in der
Elastomer-Kupplungsforschung

Viele Fachgebiete befassen sich mit Elastomerforschung. Die Zielsetzung , Ther-
momechanische Berechnung von Elastomerbauteilen® setzt voraus, dass Arbeiten,
die sich mit Bauteil-Modellierungen (sog. Wirkmodellen), Materialgesetzen, der
Anwendung der Materialgesetze in FEM-Programmen, grofen Deformationen so-
wie Thermodynamik befassen, beriicksichtigt werden miissen. Um eine gemeinsa-
me Diskussionsgrundlage fiir die Klassifizierung dieser verschiedenen Methoden
und Bereiche in der Elastomer-Kupplungsentwicklung zu ermoglichen, wird im
Folgenden das ABC-Konzept von MERTENS vorgestellt (s. [52,53]).

2.1 Das ABC-Konzept

Um den Produktentstehungsprozefs im Hinblick auf die Lebensdaueroptimierung
zu beschleunigen und Versuchszeiten zu kiirzen oder gar Versuche einzusparen,
werden unterschiedliche Berechnungsmethoden eingesetzt. Der Idealfall fiir die
Konstruktionsabteilung eines Unternehmens ist das Erreichen maximaler Aussa-
gegiite bei moglichst geringem Zeitaufwand fiir die Vorbereitung, Durchfiihrung
und Dokumentation solcher Berechnungen. Im realen Produktentwicklungsprozef;
ist dieser Idealfall selten zu erreichen. Die Erfahrung sagt vielmehr:

e Einfache und schnell handzuhabende Berechnungsvorschriften haben oft ei-
ne geringe Aussagegiite.

e Die Erzielung einer hohen Aussagegiite ist durch hohen Berechnungs-
und/oder Versuchsaufwand und komplizierte Anwendungen méglich.

Mit dem ABC-Konzept von MERTENS erfolgt eine Strukturierung des Zeitauf-
wandes und der Aussagegiite verschiedener Methoden (siehe Abb. 2.1). Der
Zeitaufwand wird dabei nicht exakt in Minuten oder Stunden angegeben, sondern

7
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als relativ zu betrachtende Groéfse behandelt. Methoden mit hohem Zeitaufwand
werden der Zeitebene A zugeordnet, Methoden mit geringem Zeitaufwand der
Zeitebene C. Die Zeitebene B wird Methoden, die einen mittleren Zeitaufwand
erfordern, zugeordnet.

Zeit-
aufwand

Aussage- C B A

giite

Abbildung 2.1: Natiirliche Zuordnung von Aussagegiite und Zeitaufwand fiir Pro-
duktunabhéngige Berechnungs- und Bewertungsmethoden [53].

Entsprechend dem Zeitaufwand wird auch die Aussagegiite verschiedener Metho-
den als relative Grofe betrachtet. Die Aussagegiite A kennzeichnet eine Methode
mit einer hohen Aussagegiite und die Aussagegiiten B bzw. C kennzeichnen Me-
thoden mit mittlerer bzw. niedriger Aussagegiite. In diesem Sinne kann auch eine
Klassifizeriung von Versuchsmethoden durchgefiihrt werden.

Bei der Weiterentwicklung eines Produktes kommt das Erfahrungswissen aus den
fritheren Konstruktionen zum Einsatz. Dies hat i.A. zur Folge, dass zeitlich giin-
stigere Verfahren entstehen. So werden aus zeitaufwendigem Verfahren Sonder-
verfahren mit niedrigem Zeitaufwand'. MERTENS klassifiziert solche Methoden
nach der Aussagegiite:

e (B aus A)- oder (C aus A)-Methoden mit der Aussagegiite A. Kurzform
B/A bzw. C/A.

e (C aus B)-Methoden mit der Aussagegiite B. Kurzform C/B.

1Gilt sowohl fiir Berechnungs- als auch fiir Bewertungsmethoden [53].
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2.2 Kupplungswirkmodelle

Das Drehschwingungsverhalten einer Elastomer-Kupplung kann bei stationdrem
Betrieb mit harmonischer Belastung durch ein zweiparametriges Voigt-Kelvin-
Modell beschrieben werden. Bereits bei mehrfrequentem instationdren Betrieb
erreicht das Modell seine Grenzen, so dass der Ubergang vom Zweiparameter-
Modell zu einem mehrparametrigem KWM notwendig wird.

Historisch ist anzumerken, dass die ersten KWMe von JAPS [37| die Frequenz-
und die Amplitudenabhingigkeit von Elastomeren additiv durch eine Parallel-
schaltung abgefederter Démpfer- und Reibelemente erfassten (s. Abb. 2.2). Die-
ser Ansatz wurde von KUMMLEE [43| weiterentwickelt und vereinheitlicht sowie
von ZIEGENHAGEN [80] um ein nichtlineares Federelement ergéinzt.
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JAPS (1273 KUMMLEE (1985) JAECGENHAGEN1994)

Abbildung 2.2: Geschichtliche Entwicklung rheologischer Modelle in der
Elastomer-Kupplungsforschung.

ZIEGENHAGEN gelang weiterhin mittels einer normierten Darstellung in Form
von Masterkurven eine praxisgerechte Beschreibung der frequenz- und amplitu-
denabhéngigen Kennwerte. Mit Hilfe des entwickelten Masterkurven-Konzepts
kann das Kennwertverhalten iiber die gemessenen Betriebspunkte hinaus inter-
oder in gewissen Grenzen extrapoliert werden. Das Kennwertverhalten wird mit
einem Produktansatz beschrieben.

Die Stéarken von KWMen resultieren aus der relativ einfachen Abbildung der kom-
plizierten Bauteileffekte. Die KWMe sind eindimensionale Modelle und erreichen
schnell ihre Grenzen, wenn es um die Behandlung lokaler Phéinomene, wie Spielef-
fekte, Kontaktprobleme oder eben Wiarmenester geht. Durch die ,Verschmierung*
dieser lokalen Effekte werden KWMe aber dufserst wirksam.

Die mechanischen Eigenschaften von Elastomeren selbst hdngen nicht nur vom
Betrag, sondern auch von der Einwirkungszeit der Belastungen ab. Starke lokale
Temperaturunterschiede im Material konnen zu unterschiedlichen Werkstoffkenn-
werten fiihren. Unter Umstidnden sinkt durch Temperaturerh6hung das Damp-
fungsvermogen des Materials, was zu einer nicht unerheblichen Anderung des dy-
namischen Verhaltens im Antriebsstrangs fithren kann. Ferner trennt sich erwar-
tungsgemél die anvulkanisierte Gummi-Metall-Verbindung ab einer bestimmten
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Temperatur auf, wodurch eine irreversible Schidigung auftritt und der gesamte
Antriebsstrang sein Verhalten zunehmend &ndert.

Grundsétzlich kann entstehende Wiarme in Elastomerbauteilen durch Berech-
nung der Dampfungsleistung ermittelt werden. Die entstehende Wérme muss
iiber Warmeleitung oder Konvektion abgefiihrt oder durch Temperatursteigerung
aufgefangen werden. Von Bedeutung ist, dass bei Fluchtungsfehlern der Kupp-
lungshilften die Warmeerzeugung durch die Walkarbeit ansteigt und die Tem-
peraturverteilung im Elastomerbauteil inhomogener als ohne Fluchtungsfehler
werden kann. Es ist bekannt, dass der Werkstoff Gummi mit starken physikali-
schen Nichtlinearitdten behaftet ist. Deshalb ist es notwendig, zur Bestimmung
von Wirmenestern und weiterer lokaler Phiinomene rechnerisch geeignete konti-
nuumsmechanische Ansitze auszuwéhlen. KWM-Modelle sind hierfiir ungeeignet.
Dennoch bietet die KWM-Modellierung einen guten Startpunkt zur Verallgemei-
nerung auf mehrachsige Materialgesetze. Zur Losung des Warmenester-Problems
wird in dieser Arbeit von einem mehrachsigen Materialgesetz Gebrauch gemacht,
welches an der TU Berlin von PIRSCHER [62], ausgehend von der Arbeit von
ZIEGENHAGEN, entwickelt wurde.

Mit einem KWM werden neben dem Materialverhalten weitere Phinomene, wie
beispielsweise Kontaktprobleme zwischen Elastomer-Federelement und Metall
,verschmiert® beschrieben. Fiir Drehschwingungsbelastungen kénnen ohne Ein-
satz von aufwendigem Theoriewissen relativ schnell Simulationen von Antriebs-
strangen durchgefiihrt werden. Voraussetzung ist die Durchfiihrung mehrerer Ver-
suche fiir die einzusetzende Kupplung. Damit fangen aber die Nachteile solcher
Wirkmodelle an. Der Abbildung aller Phinomene mit einer relativ einfachen Mo-
dellierung steht der riesige Versuchsaufwand wegen der Nicht-Extrapolierbarkeit
der Kupplungskennwerte auf andere Kupplungsformen gegeniiber. Ein Materi-
algesetz ist dagegen i.A. von der Kupplungsgeometrie unabhingig, da das Ver-
halten eines differentiellen Elastomer-Elements abgebildet wird. Lést man das
Problem der geometrischen Modellierung beispielsweise mit einem kommerziellen
Finite-Elemente-Programm, muss nur noch das Materialgesetz in die Routinen
eingebaut werden. Durch ausgewédhlte Experimente an geeigneten Probekorpern
sind nur noch ihre Materialkennwerte zu bestimmen. Die anfingliche aufwendi-

gere Formulierung der Theorie wird durch die Einsparung von teueren Versuchen
belohnt.

Wie oben schon erwéhnt, werden zur Aufstellung eines thermomechanischen Mo-
dells fiir Elastomer-Kupplungen, sei es numerisch, experimentell oder analytisch,
verschiedene Werkzeuge bendétigt. In diesem Sinne wird hier der Stand der For-
schung in Gebiete unterteilt wiedergegeben. Bevorzugt findet man praxisnahe
Bauteilmodellierungen, wobei in solchen Arbeiten durchaus von kontinuumsme-
chanischen bzw. rheologischen Ansitzen Gebrauch gemacht wird. Eine zweite
Gruppe bilden die Arbeiten, die sich mit Materialgesetzen befassen. So sind vie-
le Arbeiten, die Gummielastizitit, grofse Deformationen, Viskoelastizitdt und -
plastizitit, thermomechanische Modellierungen oder aber die numerische Um-
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setzung und experimentelle Validierung behandeln, ebenso zu beriicksichtigen.
Zuletzt werden einige Arbeiten, die sich mit Alterung von Elastomeren befassen,
vorgestellt.

2.3 Bauteilmodellierungen

In der Konstruktionspraxis wird oft mit der statischen Federkennlinie des Ela-
stomers gearbeitet. Dabei wird meist von kleinen Deformationen ausgegangen.
Als Beispiel sei an dieser Stelle der Beitrag von Lutz [47] erwdhnt, wo auch die
Anwendung eines geometrischen Formfaktors fiir die Anpassung der Federkenn-
linien eingefiihrt wird. Fiir diese Vorgehensweise ist es iiblich, die Shore-Hérte
als unterscheidendes Merkmal fiir die Steigung der statischen Federkennlinie zu
nehmen (s. Abb. 2.3).

103
N/mm?
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0 20 40 60 80 100
Hdrte in Shore A

Abbildung 2.3: Abhingigkeit des E-Moduls bei 10%iger Druckverformung von
der Shore-A-Hirte eines Elastomers, giiltig fiir einen geometrischen Formfaktor
von 0.2 [60].

Bei der Untersuchung von dynamischen Eigenschaften von Elastomeren miis-
sen viele Abhingigkeiten beriicksichtigt werden. Alle mafgeblichen Grofen, wie
z.B. Temperatur, Frequenz, dynamische Steifigkeit und Verluststeifigkeit sind mit-
einander verkniipft. Durch das Einfiihren eines modifizierten Moduls gelang es
erst PAYNE iibersichtlichere Darstellungsmethoden zu entwickeln [59].

Bei dynamischen Betrachtungen in der Praxis wird oft von dem sog. Poynting—
Thompson—-Modell Gebrauch gemacht, wie z.B. in [7] oder [31]. Auch bei der
Auslegung von Schwingungstilgern wird dieses Drei-Parametermodell eingesetzt
[29].

BENNER |[8] zieht ein Modell mit Gedéchtnisfunktionen in integraler Darstellung
fiir Elastomer-Kupplungen heran. Ferner trennt er das an der Kupplung wirkende
Moment additiv in einen elastischen Anteil (statisch), Reibungs- (statisch) und



12 2. Stand der Technik

Gedéchtnisanteil (zeitabhéingig). In seiner Dissertation |7] verwendet BENNER ein
Poynting—Thompson—Modell (in [7] Zerner-Modell genannt). Ferner fiihrt er eine
frequenznormierte Ddmpfung ein. Temperatureffekte werden nicht beriicksichtigt.

Eine besondere Stellung ist der Arbeit von KUMMLEE [43] zuzuordnen. Er ent-
wickelte ein Berechnungsverfahren, das die Werkstoffeigenschaften von Gummi im
Betrieb beriicksichtigt. Versuche fiihrte er an einer Kupplung mit gleichméfiger
Schubverzerrung durch, wodurch er die Ergebnisse direkt als Werkstoffeigenschaf-
ten interpretieren konnte. Durch sein FEM-Vorgehen konnte er erstmalig lokale
Temperaturerh6hungen in einer Kupplung berechnen und konstruktive Verbesse-
rungen vorschlagen (s. Abb. 2.4).

80 max Kuppl

temperatur mi
Kihlblech:
. Tra$8°C

Abbildung 2.4: Anderung der Temperaturverteilung im Kupplungsquerschnitt
durch Einbau einer Kiihlscheibe [43].

KUMMLEE hat ein nichtlineares rheologisches KWM entwickelt, das in Abb. 2.2
zu sehen ist. Die Striange dieses Modells setzen sich aus einer linearen Feder,
einem geschwindigkeitsabhingigen Dampfer und einem Coulombschen Reibungs-
element in Reihenschaltung zusammen. Die einzelnen Strénge werden parallel
zusammengeschaltet. Mit diesem sog. Wirkmodell war es moglich, einachsige Be-
anspruchungszustinde zu simulieren.

Um die Temperaturentwicklung bei Torsionsbelastung in der Kupplung zu be-
rechnen, hat KUMMLEE eine lineare mechanische FEM-Berechnung mit einer
thermischen FEM-Berechnung gekoppelt. Kiimmlee hat bei der thermischen Be-
rechnung der Kupplung die Ddmpfungshysterese zu Hilfe genommen. Die in einer
Hystereseschleife erzeugte Warme wurde einem finiten Element zugefiihrt. Dieser
Prozess wurde solange wiederholt bis der stationédre Zustand fiir Bauteilsteifigkeit
und -dampfung erreicht war (s. Abb. 2.5). Die Verformungsanalyse erfolgte mit
Hookeschem Materialverhalten. KUMMLEE konnte deshalb mit seiner Methode
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Programmsystem zur Berechnung des dynamischen Verhaltens drehelastischer
Kupplungen unter Betriebsbedingungen
Eingabedaten:

-Bauteilgeometrie

-Randbedingungen (Umgebungstemperatur,...)
-Beanspruchungen (Verformungsamplitude, Schwingfrequenz)
-Kennwerte des Werkstoffersatzmodells

k.

Berechnung der Werkstoffkennwerte als Funktion
-des Ortes

-der lokalen Temperatur

-der lokalen Verformung

FEM-Programm ADINA:
-Bauteilverformungen und -spannungen

l

Berechnung der aktuellen Kupplungssteifigkeit und -dampfung

stationdre Werte fiir Bauteilsteifigkeit und -dampfung
erreicht?

Nein

v

Berechnung der Warmequellen infolge Werkstoffdampfung

FEM-Programm ADINAT:
-Temperaturverteilung in der drehelastischen Kupplung

Stop [«

Abbildung 2.5: KUMMLEES Vorgehen bei der Kopplung von mechanischen und
thermischen FEM-Berechnungen [43].

keine geometrischen Nichtlinearitdten berechnen. Wegen der damaligen Rechner-
kapazititen war es mit vertretbarem Zeitaufwand nicht mdglich, entsprechende
Formulierungen zu verwenden. Er konnte trotzdem iiber den Verlauf der Warme
qualitative Aussagen treffen und konstruktive Verbesserungen fiir eine optimier-
te Warmeabfuhr, wie den Einsatz eines Kiihlblechs, vorschlagen. In Abb. 2.4 ist
zu sehen, dass durch das Kiihlblech die auftretende Temperaturspitzen geglittet
werden konnen.

VOGE [77] hat das Modell von KOMMLEE durch Reihenschaltung von drehwin-
kelgesteuerten Anschlagelementen auf Kupplungen mit Spiel erweitert. Zusétz-
lich wurde ein lineares Federelement parallel zu den anderen Stringen geschal-
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tet. Hierdurch wurde eine Annidherung an die statischen Eigenschaften dieser
Kupplungen erzielt. Es wurden experimentell und analytisch das Ubertragungs-
verhalten der Kupplungen in Abhéngigkeit der Schwingfrequenz, Belastungszeit,
Schwingamplitude, Kupplungsvorspannung und -temperatur untersucht. VOGE
betrieb im Sinne einer Systemidentifikationsaufgabe Systemanalyse und Para-
meterbestimmung. Seine Versuchsreihen zu diesem Zweck beschrinkten sich auf
harmonische Belastungen und periodische Trapezverformungen, mit denen auch
das Relaxationsverhalten untersucht werden konnte. Er integrierte in seinen Ver-
suchsaufbau auch eine Klimakammer, mit deren Hilfe wihrend der Versuche de-
finierte Umgebungsbedingungen eingehalten werden konnten.

BARUTZKI [5] untersuchte verschiedene Einflussgrofen systematisch. Dabei ent-
wickelte er Priifverfahren, mit deren Hilfe definierte mehrfrequente Schwingungs-
anregungen durchgefiihrt werden konnten. Da das Ubertragungsverhalten der
Elastomer-Kupplungen von vielen Einfliissen wie Frequenz, Temperatur und Bela-
stungsamplitude, abhingt, sind mehrere Parametervariationen unabdingbar. Zu-
sitzlich zu den experimentellen Arbeiten entwickelte Barutzki ein Temperaturmo-
dell. Mit Hilfe dieses Temperaturmodells konnten iterativ die temperaturabhén-
gigen Kupplungsparameter berechnet und das Steifigkeits- und Dampfungsver-
halten iiberschligig bestimmt werden. Ahnlich wie bei Kiimmlee war dieses Tem-
peraturmodell fiir stationdre Zustinde giiltig. Zusatzlichen Warmeeintrag aus der
Walkarbeit hat Barutzki nicht untersucht.

1 Widerlager 4 Thermische Kapselung 7 Induktiver Drehwinkelaufnehmer
2 DrehmomentmeBnabe 5 Priifkupplung 10 DrehmomentmeBnabe (Regelung)
3,8,9 Zwischenflansch 6 Temperaturfihler 11 Hydropulszylinder

Abbildung 2.6: Versuchsanlage von Ziegenhagen [80].

ZIEGENHAGEN [80] untersuchte auch das Elastomer-Kupplungsverhalten auf ana-
lytischem und experimentellem Wege. In Abb. 2.7 sind gemessene Hysteresekur-
ven fiir niedrige Belastungsgeschwindigkeiten zu sehen?. Experimentell gab Zie-

2In Abb. 2.7 ist zu sehen, dass viskose- und Amplitudeneffekte nicht eindeutig getrennt
werden kénnen. Dies war auch der Grund, warum Kiimmlee im Gegensatz zu Japs [37] auf eine
additive Trennung dieser Effekte verzichtete (siehe auch Abb. 2.2). Neuerdings wird eine solche
additive Trennung bei Gummilagern durch den Einsatz von Polyurethan erreicht [74].
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genhagen sich die Zielsetzung vor, die Versuche beziiglich Elastomer-Kupplungen
zu vereinheitlichen. Dies erreichte er durch Masterkurven? fiir Schwingwinkelamp-
litude, Frequenz, Vorspannwinkel-Kupplungstemperatur. Die Kenngréfen konn-
ten mit Masterkurven dimensionslos formuliert werden. Somit erreichte er eine
stufenweise Reduzierung des Beschreibungsaufwandes des Kennwertverhaltens
mittels Bezugskennwerten. Damit sank auch die Anzahl der bendétigten Versu-
che. Fiir die erwdhnten drei Masterkurven braucht er elf Versuche mit harmo-
nischer Schwingbelastung ohne Kupplungserwiarmung bei unterschiedlichen Be-
triebspunkten.

Scheibenkupplung (FVA—Typ 2)

500

— Temperatur ¥, =10" C .
£ 400qFrequenz f =0.005 Hz A/
Z, 300 / /
x
WX 200
< 100 W
: V.
o WV
£ -100
2 [
c -200
5 7
n -300
5 v
= —400 24

-500

-12 -8 -4 0 4 8 12
rel. Verdrehwinkel Apy [Grad]

Abbildung 2.7: Viskose- und Schubwinkelamplitudeneffekte [80].

Bei der Erstellung einer Schwingwinkelamplituden-Masterkurve sind die konstan-
ten Grofen die Kupplungstemperatur und der Vorspannwinkel. Fiir eine be-
liebig gewédhlte Nennamplitude ¢y wird die dynamische Steifigkeit C'(oy, f)
und Verluststeifigkeit C”(Qy, f) bestimmt?. Fiir jede gewihlte Frequenz f wer-
den die Kennwertverldufe C'(¢, f), C"(¢n, f) auf C'(¢n, f) bzw. C"(pn, f) be-
zogen und iiber ¢/ aufgetragen. Die sich ergebende Kurve kann iiber ei-
ne einheitliche Ausgleichsfunktion beschrieben werden, deren Koeffizienten iiber
Versuche zu bestimmen sind. Bei der Erstellung von Masterkurven fiir Fre-
quenz, Vorspannwinkel-Kupplungstemperatur wird eine dhnliche Vorgehensweise
gewahlt.

Analytisch hat ZIEGENHAGEN die hohe Anzahl der Striange, die zur Kupplungssi-
mulation notwendig waren, reduzieren wollen. Das geschwindigkeitsunabhéangige
Dampfungsverhalten der Kupplung wurden bis dahin durch Coulombsche Rei-
bungselemente beschrieben. Mit diesen Elementen kénnen nur stiickweise stetig—
differenzierbare Hysteresen simuliert werden, wodurch sich eine hohe Anzahl der
Strénge ergibt. Ziegenhagen umging dieses Problem, indem er ein nichtlineares
Coulombsches Reibungselement zu dem Maxwellstrang in Reihe schaltete und

3siehe auch [50]

“Das Zeichen (.) steht fiir maximale Amplitude



16 2. Stand der Technik

Markierung

Thermoelement

A1 14

Einstichpunkt

Einstechtiefe

| MeBstelle
Ausstichpunkt

Abbildung 2.8: Versuchskupplung von Becker [6]. Abbildung 2.9: Montage der
Thermoelemente [6].

fiir die numerische Simulation einen Masing-Memory-Algorithmus einsetzte. So
konnte auch der Bauschinger Effekt abgebildet werden.

Ferner nutzte ZIEGENHAGEN die Bestimmung der Beharrungstemperatur fiir
einen Standardkorper® fiir die Erweiterung seines KWMs um eine Temperaturbe-
rechnung, wobei er auch Effekte, wie die Umstromungsgeschwindigkeit der Kupp-
lung beriicksichtigte.

BECKER [6] legte besonderen Wert auf die thermische Dimensionierung der
Elastomer—Kupplung bei dynamischer Belastung, um eine thermische Zersetzung
zu vermeiden. Wie schon bei KUMMLEE, wihlte er eine Versuchskupplung mit
einer konstanten Schubspannungsverteilung (Abb. 2.8). BECKER beriicksichtig-
te bei seinen Uberlegungen nicht nur die Verdrehung, sondern auch den Radial-,
Winkel- und Axialversatz. Zur Temperaturmessung wurden mehrere Thermoele-
mente auf dem Umfang (s. Abb. 2.9) verteilt. Unter der Annahme einer konstan-
ten Energiedissipation wurde eine allgemeine Losung der Fourierschen Differen-
tialgleichung der Wérmeleitung gesucht, woraus ein Temperaturprofil ermittelt
wurde. Die experimentellen Ergebnisse sind zu Kontrollzwecken verwendbar. Sei-
ne analytischen Ansétze beziehen sich speziell auf die Bestimmung des stationéren
Temperaturprofils der Kupplung.

2.4 Materialgesetze

MOHR-MATUSCHEK vergleicht in seiner Arbeit [54] mehrere Modelle der Gum-
mielastizitdt. In Abb. 2.10 ist der Vergleich von vier Materialgesetzen fiir Hy-
perelastizitdt mit experimentellen Ergebnissen zu sehen. Aus der Abb. 2.10 wird
deutlich, dass im Bereich kleiner Deformationen die Materialgesetze mit klei-

5in diesem Fall ein Zylinder.
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Abbildung 2.10: Uniaxiale Versuche [54].

neren Abweichungen {ibereinstimmen. Im Bereich grofer Deformationen werden
die Unterschiede deutlicher. Das Materialverhalten wird vom Kilian- und vom
Ogden-Modell sehr gut wiedergegeben. Bei den folgenden Ausfiihrungen favori-
sieren MOHR-MATUSCHEK aus zwei Griinden das Kilian-Modell gegeniiber dem
Ogden-Modell. Kilian erreicht die Giite des sechsparametrigen Ogden-Modells
bereits mit drei Parametern. Weiterhin ist die Bestimmung der Parameter des
Ogden-Modells aufwendiger. Nach den Aussagen von MOHR-MATUSCHEK er-
weist sich das Kilian-Modell auch als numerisch stabil. Das Modell besteht aus
einem nichtlinearen Gleichungssystem, welches mit einem iterativen Verfahren
geldst wird.

LION [46] geht von durch SEDLAN durchgefiihrten Zugversuchen aus®. Hierbei
handelt es sich um Versuche mit periodischen Belastungen und zwischenzeitli-
chen Belastungspausen von einer Stunde. Die Versuche erfolgten bei konstanten
Temperaturen. Es wurden verschiedene Temperaturen und Dehnraten auspro-
biert. Ausgehend von den Messungen wird der Deformationsgradient in einen
mechanischen und thermischen Anteil zerlegt (s. Gl. 2.1):

F =FyF, (2.1)

F); ist zustindig fiir den isothermen Spannungsanteil der Deformation , Fy ver-
ursacht die spannungsfreie Warmedehnungen. Der mechanische Anteil wird dann
nochmal in einen elastischen und inelastischen Anteil zerlegt. Lion kommt auf
einen Gleichungssatz bestehend aus der freien Energie, Potentialbeziehungen,
Spannungszerlegung, Entropie und Evolutionsgleichungen. Er kommt mit einem
Materialgesetz von 13 Parametern aus. Im untersuchten Bereich zeigen die expe-
rimentellen und theoretischen Ergebnisse eine gute Ubereinstimmung. Der Autor
gibt an, dass die Ergebnisse fiir vergleichsweise kleine Deformationsraten gelten
und erweitert werden miissen.

6Fiir genauere Angaben zur Quelle s. [46]
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Abbildung 2.11: Vereinfachte rheologische Interpretation des mehrachsigen Ma-
terialgesetzes von Pirscher.

PIRSCHER [62]| formuliert ein mehrachsiges Materialgesetz fiir gefiillte Elastome-
re (s. Abb. 2.11). Er wiihlt eine multiplikative Trennung des Materialverhaltens
in einen nichtlinear elastischen und einen viskoplastischen Anteil. Im eindimen-
sionallen Fall wurde bei ZIEGENHAGEN die korrekte Abbildung der Kurveniste
der Dampfungshysterese durch Speicherung der vorher durchlaufenen Kurveniste
erreicht. Im Hinblick auf eine dreidimensionale Erweiterung ist diese Vorgehens-
weise problematisch, da ein vorher durchlaufener Kurvenast im dreidimensionalen
Raum nicht notwendigerweise wieder erreicht werden muss. Ebenfalls 14sst sich die
Speicherung der Spannungswerte am Umkehrpunkte der Belastung nicht direkt
auf den dreidimensionalen Fall iibertragen. Zum Erkennen des Belastungswech-
sels liefe sich das Konzept der plastischen Fliefflichen mit der entsprechenden
Definition von Belastung und Entlastung heranziehen. Anstelle der Speicherung
der Spannungen am Umkehrpunkt im einachsigen Modell setzt Pirscher das Kon-

zept der kinematischen Verfestigung fiir die dreidimensionale Verallgemeinerung
ein (siehe auch Tab. 2.1).

Tabelle 2.1: Mechanismen fiir die Ubertragung von 1-D- Materialgesetzen auf 3-D

1-D [ 3-D
Erkennung des Das Konzept des
Belastungswechsels plastischen Fliefens
Speicherung der Das Konzept der
Spannungen am Umkehrpunkt || kinematischen Verfestigung

Fiir das nichtlinear elastische Verhalten wird das Kilian-Modell” verwendet.
Die Vorteile durch die Auswahl dieses Gesetzes werden auf S. 17 bzw. durch
Abb. 2.10 verdeutlicht. Das viskoplastische Materialverhalten wird ausgehend

"Auch Kilian-Van-der-Waals genannt.
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vom Chaboche-Modell [15,16], das bei der Metallplastizitéit verwendet wird, ent-
wickelt. Naheres zu diesem Modell ist im Abschnitt 3.3.2 zu lesen.

Als letzer Punkt in diesem Abschnitt sollte angesprochen werden, dass ein Materi-
algesetz mit mehreren Parametern auch das Problem der Parameteridentifikation
mit sich bringt. Eine kurze und schnelle Einfiihrung in dieses einerseits numeri-
sche und andererseits experimentelle Problem ist der Beitrag von KREISSIG [42],
in dem auch Anforderungen an die durchzufiihrende Experimente aufgelistet wer-
den.

2.5 Alterung

Es ist allgemein bekannt, dass bei Elastomeren verschiedene Alterungsprozesse
stattfinden. Um vollstindige Versagenskriterien aufstellen zu konnen, sind bei
Elastomeren Kurzzeitversuche bzw. -simulationen nicht ausreichend. Dem Lang-
zeitverhalten sollte auch Beachtung geschenkt werden.

In seiner Arbeit geht BOHM [13] auf drei Phénomene ein. Unter dem Begriff Al-
terung wird eine Anderung der physikalischen Eigenschaften aufgrund von Oxi-
dationsprozessen oder anderen Umgebungseinfliissen verstanden. Der Betrag der
Oxidation steigt mit zunehmender Temperatur an. Im Innern von Elastomeren
kann durch die fehlende Sauerstoffzufuhr keine Oxidation stattfinden. Ferner geht
BOHM auch auf die Dehnungskristallisation ein, welche sich aus der statistischen
Thermodynamik herleiten lisst. Die Priiffrequenz betrdgt maximal 5 Hz.

BOuM stellt Lebensdaueruntersuchungen an Flachproben nach DIN 53504 dar.
Als mogliche Ausfallkriterien gibt er an

e cinen Anriss des Priiflings mit einer definierten Lénge,
e das Abfallen der Federsteifigkeit um einen bestimmten Betrag,

e die vollstidndige Zerstérung des Priiflings.

In [13] befindet sich auch ein Vergleich beziiglich des Alterungsverhaltens zwi-
schen Silikon- und Naturkautschuk. Da Silikonkautschuk in der vorliegenden Ar-
beit nicht von Interesse ist, wird lediglich auf Ergebnisse der Versuche mit Natur-
kautschuk eingegangen. In Abb. 2.12 ist der Vergleich beziiglich der Schwingfe-
stigkeit von gealterten und ungealterten Naturkautschukproben® abgebildet. Hier
sind grofe Unterschiede zwischen den Lebensdauern der Proben zu sehen. Natiir-
lich muss erwidhnt werden, dass diese Ergebnisse als Tendenz aufzufassen sind.
Wie in [13] auch vermerkt wird, sind die Versuche wegen der geringen Anzahl
der Proben statistisch nicht abgesichert, andererseits entspricht der Zeitraffer-
Alterungsprozess im Warmeofen ohne Belastung nicht einer dynamischen Alte-
rung durch mechanische und thermische Belastung im Betrieb.

8Zugproben nach DIN 53504
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Abbildung 2.12: Lebensdauer von Naturkautschukproben [13].

Dass im Betrieb unterschiedliche Alterungsprozesse wirken, war auch die Moti-
vation fiir KASLER Priifverfahren fiir Langzeitversuche zu entwickeln [38]. KAs-
LER untersuchte zwei Moglichkeiten der Versuchsregelung (siehe Abb. 2.13 und
2.14) und entschied sich letzlich fiir eine Kraftregelung, da diese auch in den mei-
sten reellen Antriebssystemen eingesetzt werden. Durch diese Entscheidung wird
der Vergleich mit anderen wissenschaftlichen Arbeiten erschwert, da fiir Kurzzeit-
versuche aus Griinden der Genauigkeit die Wegregelung gewihlt wird. Trotzdem
konnen aus KASLERs Versuchen mehrere generelle Aussagen hergeleitet werden.

Es fillt auf, dass es nicht moglich ist, eine direkte Proportionalitit zwischen
der Temperatur und Steifigkeit bzw. Dampfung festzustellen. Die in den Abbil-
dungen aufgezeichnete Dampfungskurve ist die sog. bezogene verhiltnisméfige
Dampfung. Diese Ddmpfung kann als das Verhiltnis der Didmpfungsarbeit zur
elastischen Arbeit aufgefasst werden. Somit bedeutet in Abb. 2.13 das Konstant-
bleiben der DiAmpfungswerte ab ca. 1 - 10° Lastwechseln bei steigender dynami-
scher Steifigkeit nicht ein Konstantbleiben der Dampfungsarbeit. Diese nimmt
dann auch ab, was auch der Vorstellung einer Verhdrtung im Material entspricht.
Die Zunahme an Verhédrtung kann auch durch die dynamische Setzung ausge-
driickt werden.

Bei der Temperaturmessung stellt KASLER fest, dass die Lage des Temperatur-
maximums im Bauteil lediglich von der Bauteilgeometrie abhiingt®. Diese Fest-
stellung macht deutlich, dass selbst bei einer relativ einfachen Geometrie —Késlers
Aussage bezieht sich auf ein balliges Gummielement— ein mehrachsiges thermome-
chanisches Materialmodell fiir eventuelle Simulationsberechnungen unabdingbar
ist.

In den Abbildungen 2.15 und 2.16 sind Ergebnisse der Langzeitversuche von

9siehe S. 44 in [38].
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Késler mit unterschiedlichen Probekorpern abgebildet. Aufféllig ist u.a. der dhn-
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lich bleibende Temperaturverlauf '°. Ab einer bestimmten Lastwechselzahl hort
der Aufstieg der Temperatur auf und der Abstieg mit vergleichsweise leichtere
Tangente fingt an. Wihrend die Probengeometrie fiir den Verlauf der dynami-
schen Steifigkeit {iber der Anzahl der Lastwechsel eine Rolle spielt, ist dies bei
dem Temperaturverlauf nicht der Fall.

ACHENBACH und DUARTE gehen fiir ihre Alterungsmodellierung mehr auf phy-
sikalische Hintergriinde ein [2]. Irreversible Vorgéinge bei Elastomeren sind auf
Anderungen der Netzwerkdichte zuriickzufiihren. Dies hat unmittelbar eine Aus-
wirkung auf die elastische Forméinderungsenergie. Der Umbau von Elastomer-
netzwerken kann durch dufsere Einfliisse, wie die Einwirkung von Sauerstoff, wel-
cher ein Abbauen der Schwefelbriicken hervorruft, verursacht werden. Es kann
aber auch wihrend des Einsatzes durch Temperaturbelastung zu einer Nachvul-
kanisation kommen. Diese Nachvulkanisation duftert sich in einer Verhartung des
Materials |2]. Die Autoren schlagen ein Alterungsmodell fiir stationére Zustin-
de vor. Mit Hilfe dieses Modells werden durch FEM-Simulationen Aussagen iiber
die Lebensdauer von Dichtungen getroffen.Dabei ist das Kriterium, eine bleibende
kritische Verformung A.,;; zu bestimmen, bei deren Erreichen die Dichtungsfunk-
tion nicht mehr gewéahrleistet ist.

Ferner fiihren die Autoren einen Vergleich zwischen der phénomenologischen
Theorie und der kinetischen Theorie der Gummielastizitéit!! durch. Im Folgenden
wird am Beispiel einer einachsigen Zug-Druck-Verformung angegeben

—=N-k-0 2.2
A— A2 ’ (22)

wobei

o Hauptspannung in Stabrichtung auf den Anfangsquerschnitt bezogen

A Streckungsverhéltnis in Stabrichtung,

N Anzahl der effektiven Kettensegmente,

k BoLTzZMANN-Konstante (k = 1,38044 - 102 J/K),

0 aktuelle Temperatur.

ist.

GL. 2.2 beschreibt eine lineare Funktion in Abhéingigkeit der Temperatur. Da diese
Abhéngigkeit bei lange andauernder Temperaturbelastung nicht in dieser Form
beobachtet wird, muss weiter gedacht werden. Eine Nachvulkanisation hat zur
Folge, dass die Anzahl der effektiven Kettensegmente sich &ndern. In [2] wird in
diesem Sinne eine Differentialgleichung fiir die Variable N aufgestellt und gelost.

19Der Begriff ,shnlich“ ist mit Vorsicht zu behandeln, die Last in beiden Fillen ist nicht
dquivalent. Diese Aussage bezieht sich ebenfalls auf die restlichen Vergleiche in diesem Absatz.
1 Entropieelastizitéit
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2.6 FEM-Modellierungen

Jede Arbeit, sei es Bauteilmodellierung oder Materialmodellierung, muss nume-
risch umgesetzt werden. In diesem Abschnitt werden Arbeiten, die sich die FEM—
Modellierung von Elastomeren zum Thema machen, vorgestellt.

In [34] ist eine ausfiihrliche Ubersicht iiber den Einsatz von FE-Berechnungen bei
der Elastomer-Bauteilentwicklung aus dem Jahre 1995 angegeben. Die Schnitt-
stellenarbeit der Berechnungsabteilung zur Konstruktionsabteilung oder gar Pra-
sentationen mittels FE-Simulationen bei den Kunden zeigen, dass der Einsatz
von FE-Software unverzichtbar geworden ist, wobei bei solchen Bauteilentwick-
lungen FE-Berechnungen zu qualitativen Aussagen dienen. Dabei ist der Betrag
der maximalen Spannung nicht vom primérem Interesse, sondern die Stelle,wo
diese maximale Spannung auftritt und welche Anderung eine optimalere Kon-
struktion hervorruft.

Es gibt eine Vielzahl von Arbeiten, die sich mit FE-Berechnungen fiir Elastomere
bzw. grofe Deformationen befassen. Um den Rahmen nicht zu sprengen, werden
hier exemplarisch nur einige erwahnt.

Die Reifenindustrie ist der Impulsgeber fiir viele Untersuchungen, wobei fiir sie
verstirkt Kontakt-und Verschleifsprobleme bzw. die Interaktion verschiedener
Reifenschichten von Interesse sind (z.B. [27,36, 78]). Aus diesem Grund werden
Arbeiten aus diesem Bereich hier nicht beriicksichtigt. Ferner werden auch keine
Risswachstumsmodellierungen bei Elastomeren verfolgt, wie z.B. in [30] oder [17].

DOPPER und ORSCHALL haben auch die Zielsetzung, Wérmenester in Elasto-
merbauteilen zu bestimmen [20]. Die Autoren beschrinken sich hierbei auf das
stationdre Temperaturverhalten. Die Inkompressibilitdt der Elastomere wird um-
gangen, indem mit Hilfe der Penalty-Methode eine Inkompressibilitdtsfunktion
verwendet wird. Fiir das Materialgesetz wird die Verformungsenergiefunktion von
Mooney-Rivlin verwendet. Dieses wird in tensorieller Schreibweise fiir ein FE-
System formuliert. Zyklische bzw. dynamische Beanspruchungen werden nicht
beriicksichtigt.

Auf [20] baut die Dissertation von ORSCHALL [58] auf. BENNERs Ansatz (s. [7])
fiir Torsionsbeanspruchungen wird auf mehrachsige Spannungszustinde erwei-
tert. Die Spannung setzt sich aus einem hyperelastischen, einem reibungsbehaf-
teten und einem viskoelastischen Anteil zusammen. Die Temperaturabhingikeit
des Elastomers wird gelost indem ein dritter Mooney-Rivlin-Parameter einge-
fiihrt wird, der selbst eine Funktion der Temperatur ist. Somit werden die Er-
warmungseffekte iiber das hyperelastische Materialgesetz abgebildet. Mit einem
frequenzabhéngigen Reibungsanteil wird die Verdnderung der Dampfungsarbeit
bei unterschiedlichen Frequenzen erreicht. Letzlich wird mit Hilfe von Ged#cht-
nisintegralen der viskoelastische Anteil aufgestellt.

In [63] werden mit Hilfe von FEM-Modellierungen zwei hyperelastische Verfor-
mungsenergiefunktionen —Kilian und Mooney-Rivlin—miteinander verglichen, wo-
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bei das Kilian-Gesetz besser abschneidet. Dies entspricht auch der Aussage von
MOHR-MATUSCHEK [54]. Als Anwendungsbeispiel wird der Montagevorgang ei-
ner Dichtung simuliert.

BESDO und IHLEMANN [10]| formulieren ein Materialgesetz auf phinomenologi-
scher Basis. Das Modell hat einen inelastischen und nichtlinear elastischen Anteil,
die auf klassische Weise iiber die multiplikative Zerlegung des Deformationsgra-
dienten zusammengefiihrt werden. Die Validierung erfolgt anhand von Zug- und
Scherungsmessungen, wobei acht materialspezifische Parameter zu identifizieren
sind. BESDO und THLEMANN erreichen ihre Zielsetzung, grofe reversible Verform-
barkeit, Hysteresen und den Einfluss der Verformungsgeschichte auf das aktuelle
Verformungsgeschichte niherungsweise abzubilden. Bei der Modellierung wird der
Einfluss der Verzerrungsgeschwindigkeit nicht berticksichtigt. Es wird eine quasi-
inkompressible Beschreibung des hyperelastischen Anteils bevorzugt.

ITSKOV [35] gibt eine Methode an, um mit der Inkompressibilitdt des Gummis
umzugehen. Es wird das bedingte Extremum des elastischen Potentials W bei
genauer Erfiillung der Inkompressibilitdtsbedingungen fiir die Modellierung des
nichtlinearen Verhaltens angewandt. Fiir das elastische Potential werden die iib-
lichen hyperelastischen Modelle'? fiir Gummi beriicksichtigt. Die Inkompressi-
bilitdtsbedingung der linearisierten Form wird als Nebenbedingung verwendet.
Mit Hilfe der Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren wird das Problem ge-
16st. Itskovs Vorgehen dhnelt der von Dépper und Orschall eingesetzten Penalty-
Methode (s. S. 24).

Im Bereich der Elastomer-Kupplungsherstellung werden FEM-Analysen schon in
der frithen Konzeptphase von Konstrukteuren eingesetzt. Ziel hierbei ist nicht
eine hundertprozentig exakte Aussage zu treffen, sondern eher die unterschied-
lichen Antriebsbedingungen und das Festigkeitsverhalten des Elastomers zu be-
riicksichtigen. So konnen mehrere konstruktive Alternativen verglichen werden.
In diesem Sinne benutzt MAHFOUDH [48]| die FEM-Software MARC und ein von
dieser Software angebotenes nichtlinear-elastisches, erweitertes Mooney-Modell
fiir Elastomere. MAHFOUDH erstellte ein Gesamtkonzept, das von der Auswahl
der Gummimischung bis hin zur Fertigung der Elastomer-Kupplung alle Phasen
der Produktentwicklung beriicksichtigt. Diese Berechnungen dienen zur Ausle-
gung von Kupplungen. Zur Beriicksichtigung von viskoelastischen Effekten und
der Temperaturverteilung in der Kupplung wird analog zu KUMMLEE vorgegan-
gen. MAHFOUDH fiihrte auch Versuche durch, mit denen er Ergebnisse aus FEM-
Berechnungen vergleicht. Zusétzlich untersucht er die Rissbildung im Elastomer-
element der Kupplung.

12Neo-Hooke-Modell, Mooney-Rivlin-Modell und ein Sonderfall des Ogden-Modells
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2.7 Zielsetzung der vorliegenden Arbeit

Bei der Konstruktion und Optimierung von Maschinensystemen haben sich Si-
mulationsberechnungen zur Vorhersage des zu erwartenden Schwingungsverhal-
tens bewidhrt. Im Konstruktionsalltag werden fiir solche Berechnungen bevor-
zugt schnelle und hochgenaue Berechnungs- und Bewertungsmethoden —C/A-
Methoden— angestrebt. Die Entwicklung solcher Methoden koénnte nur gelin-
gen, wenn zuvor fiir alle Systembauteile solche schnellen und hochgenauen
Berechnungs- und Bewertungsmethoden entwickelt worden wiren. Die hochste
Genauigkeit solcher Methoden liefse sich dann erreichen, wenn durch umfassende,
praxisnahe Bauteilversuche das relevante Bauteilverhalten fiir die Gesamtlebens-
dauer des Bauteils abgeleitet werden konnte. Dies ist aber in der Praxis aus
zeitlichen und finanziellen Griinden nicht mdglich, der Versuchsaufstand muss
beschriankt werden!

Man behilft sich, indem man C/B-Methoden, also schnelle und hinreichend ge-
naue Methoden anwendet und bei der Bewertung durch die Erfahrung begriin-
dete Sicherheitsabstinde fordert. Fiir drehelastische Elastomer-Kupplungen wur-
den inzwischen solche C/B-Methoden entwickelt, s. Abschnitt 2.2. Als Berech-
nungsmodell stehen dafiir Kupplungswirkmodelle zur Verfiigung, deren Parame-
ter durch genormte Kurzzeit-Priifstandsversuche ermittelt werden kénnen. Der
Nachteil dieser Vorgehensweise ist, dass fiir jede Kupplungsbaugrosse diese Para-
meter experimentell vom Kupplungshersteller ermittelt werden miissen.

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es grundsitzlich, den Versuchsaufwand bei der
Kupplungsentwicklung zu verringern, die Genauigkeit der Berechnungs- und Be-
wrtungsmethode durch Beriicksichtigung der zeitlich verdnderlichen Wirmeent-
wicklung zu steigern und den Anwendungsbereich auf mehrachsige Belastungen zu
erweitern. Auf kurze Rechenzeiten soll im Rahmen dieser Arbeit kein Wert gelegt
werden. Dies bleibt einer spiateren Arbeit vorbehalten. Ziel ist also die Entwick-
lung einer A-Methode mit hoher Aussagegiite, mit der spiater B/A- bzw. C/A-
Methoden entwickelt werden kénnen. Die gesamten Gleichungen sind so aufzu-
bereiten, dass sie moglichst leicht in Form eines benutzergeschriebenen Unter-
programms in ein kommerzielles FEM-Programm, z.B. ABAQUS, eingebunden
werden konnen.

Kern der Arbeit ist die Entwicklung und Erprobung eines geeigneten mehrach-
sigen Materialgesetzes fiir gefiillte Elastomere. Die Ansétze von PIRSCHER [62],
die in erster Linie auf die Formulierung eines mehrachsigen Materialgesetzes fiir
Elastomer-Kupplungen zur Spannungs- und Verformungsermittlung zielen, sind
durch die zusétzlich zur Warmeflussberechnung notwendigen thermodynamischen
Gleichungen zu erginzen. Die Differentialgleichung zur Ermittlung der Warme-
entwicklung ist bereits aus Pirschers Arbeit bekannt. Als Alternative zur verwen-
deten Verformungsenergiefunktion nach KiLIAN soll auch der Ansatz von OGDEN
mitgefiihrt werden.

Flankierend ist ein standardisierbares, moglichst einfaches Versuchs- und
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Auswertekonzept zur optimalen Ermittlung der Parameter des Materialgesetzes
vorzuschlagen und zu erproben. Die prinzipielle Vorgehensweise ist in Abb. 2.17
angedeutet. Hierzu ist ein speziell auf den vorzuschlagenden Standardpriifkorper
abgestimmtes spezielles FEM-Programm zu schreiben.

Einfache Hastomer-Kupplung
mit imhomggene{_Verzerrung

T e N o ) . s
g Diskrefisierung i L S
/ \ zB. mittels FEM Ausfuhrung der
—_—) —_— benctigren
K / LSmquTomeﬂ
\\_\ ’_/" N, / [0} ///
Versuche an Standard- T o T
Prufkupplung mit harmanischey
Wegeregung

Fararmetesatlz der Gurmmirmischung
(Werkstoffkernwerte)

Simulaticn mit der Standard-Prufkupplung
fur die Bestimmung dar Mdfelidparameter
(Optimierungsschrift)

Abbildung 2.17: Vereinheitlichung der Vorgehensweise fiir verschiedene Kupp-
lungstypen



Kapitel 3

Theoretische Grundlagen

3.1 Molekulare Struktur des gefiillten Elastomers

Um die Ausfithrungen zum Stand der Technik (ab S. 7) und zu eigenen Arbeiten
zu verdeutlichen, wird an dieser Stelle die molekulare Struktur von Elastomeren
anhand einfacher Modelle erlautert.

Abbildung 3.1: Die molekulare Struktur vom Naturkautschuk

Der Hydrocarbon-Gummi besteht aus einer Serie von Isopren-Einheiten (C5Hsg),
die eine kontinuierliche Kette wie in Abb. 3.1 bilden. In dieser regelméfigen Ket-
te, trigt jedes einzelne Kohlenstoffatom eine Methyl-Gruppe (CHs). Der doppelte
Bund an dem Kohlenstoffatom bestimmt das chemische Reaktionsverhalten der
Kette. Der zweite Bund ist nicht notwendig, um die Einheit zusammenzuhalten.
An dieser Stelle werden wihrend der Vulkanisation Schwefel oder andere Reagen-
zien gebunden. Das Schwefelatom hat eine Valenzzahl von zwei und kann somit
zwei Isopren-Einheiten miteinander verbinden. An diesem kann ausserdem auch
Sauerstoff eingebunden werden, wodurch die Oxidations-Alterung entsteht.

Eine typische Naturkautschukkette (Polyisopren) enthélt etwa 5000 Isopren-
Einheiten und ist ca. 107* c¢m lang. Nach diesen Ausfiithrungen kann man sich

28
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suchsfithrung in Abhéingigkeit von der suchsfiihrung und konstanter Last.
Dehnung.

vorstellen, dass eine Isopren-Einheit in einem beliebigen Winkel an die andere
Isopren-Einheit angehéingt wird. Hierdurch entsteht ein komplexes dreidimensio-
nales Gebilde. In Abb. 3.4 ist die zweidimensionale Abbildung einer einzigen
Kette zu sehen. In einem Netzwerk sind die einzelnen Ketten durch Verschlau-
fungen miteinander verbunden. Bei Deformation werden die Verbindungen des
Netzwerkes auseinander gezogen, so dass die Verkndulungen gelost werden. Dies
erkldrt die grosse Deformierbarkeit vom Gummi. Es soll bemerkt werden, dass
nach diesem Konzept die intermolekulare Potentialenergie durch eine Deformati-
on sich nicht verdndert, weil der Abstand benachbarter Atome als konstant ange-
nommen werden kann. Durch die Vulkanisation wird der Gummi nicht nur durch
Verkndulungen, sondern auch durch Schwefelbriicken vernetzt. Diese 16sen sich
nicht bei Belastung, was auch die Erklarung fiir die Abnahme der Dehnbarkeit
nach der Vulkanisation ist.

JOULE hat im Jahr 1859 folgende zwei Phédnomene bei isothermer Versuchsfiih-
rung an Gummi beobachtet, Abb.3.3.

1. Wenn einem unter konstanter Last gedehnt gehaltenem Gummi Wérme
zugefiihrt wird, dann zieht er sich zusammen.

2. Gummi gibt Warme ab (reversibel), wenn er gedehnt wird.
Diese zwei Phinomene werden iiblicherweise als GOUGH-JOULE-Effekte bezeich-
net.
MULLER schreibt zur inneren Energie [56]:
Wir wissen aus der Mechanik, dass die kinetische Energie eines Kor-

pers in potentielle Energie umgewandelt werden kann und umge-
kehrt.
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Hier ist wichtig, dass die kinetische Energie eines Korpers nicht
verschwinden kann; sie kann sich jedoch auf die Atome verteilen,
d.h. sie kann {ibergehen in kinetische Energie der ungeordneten
Atombewegung und in potentielle Energie zwischen den Atomen.
Man sieht die Energie dann nicht mehr und sagt darum, die kine-
tische Energie sei in innere Energie iibergegangen. Aber man kann
sie fithlen und als Temperatur messen: Tatsdchlich ist die Tempe-
ratur ein Maf fir die (mittlere) kinetische Energie der Atome in
einem ruhenden Korper.

Die Verinderung der inneren Energie, AU, in einem beliebigen Prozess ist,
AU = AQ + AW (3.1)

wobei AQ die zugefiihrte Warme und AW die durch die dussere Kraft geleistete
Arbeit bezeichnet. Der zweite Hauptsatz der Thermodynamik besagt weiter, dass
die Entropiedifferenz in einem reversiblen Prozess

_AQ
0

ist. Wie oben erwihnt, gibt es bei der Deformation von Gummi keine Anderung
der potentiellen Energie. Bei isothermer Versuchsfithrung ist AU = 0 und es folgt
aus GI. 3.1

AS (3.2)

AW = —AQ. (3.3)

Wenn die zugefiihrte Verformungsarbeit positiv angenommen wird, dann ist die
zugefithrte Warme AQ negativ, d.h.. dass bei Verformung Wérme abgegeben
wird. Die Menge der abgegeben Wérme ist wegen AU = 0 exakt gleich der
Arbeit, die durch die eingeprigte Arbeit geleistet wird.

Die innere Energie von Gummi ist auf die thermische Schwankungen der einzelnen
konstituierenden Kettenatome zuriickzufiihren und somit rein kinetisch. Damit ist
die innere Energie lediglich eine Funktion der Temperatur und unabhingig von
dem Zustand/Lage der Ketten. Solange die innere Energie sich nicht &ndert, muss
die durch eine eingeprigte Kraft verursachte isothermische Deformation durch ei-
ne dquivalente Wiarmemenge ausgeglichen werden. Wenn diese Warme bei adia-
batischer Versuchsfiihrung nicht weitergeleitet werden kann, erhéht die durch die
dussere Kraft eingebrachte Energie die molekularen thermischen Schwankungen,
mit anderen Worten; die Temperatur erhéht sich, Abb. 3.2. Dabei ist die Tem-
peraturerhthung, nennen wir sie Af, gleich AQ/C, wobei C' die Warmekapazitét
und AQ der dquivalente Warmeemission bei einer Dehnung [ — [y bei konstanter
Temperatur sind.

In Gl. 3.2 wurde die Entropiedifferenz eingefiihrt. Die Entropie S selbst lifst sich
berechnen, wenn man fiir {2 = 1 die Entropie S = 0 setzt.

S=k-InQ. (3.4)
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k ist die Boltzmannsche Konstante und €2 ist die Zahl der Moglichkeiten mit der,
der Zustand von Gummi realisiert werden kann'.

S=0

S0

Abbildung 3.4: Entropie als Maf fiir Ordnung.

Erlduterung: Es gibt viele Diskussionen und Deutungen fiir den Begriff der Entro-
pie. Eine allgemein bekannte Deutung ist, dass die Entropie ein Mafs fiir Ordnung
ist. Am Beispiel einer einzelnen Gummikette kann dieser Erkldrung Rechnung
getragen werden. Man stelle sich eine entkndulte und zu einem geraden Strang
gesetzte Gummikette vor (s. Abb. 3.4, oben). Offensichtlich gibt es nur eine ein-
zige Moglichkeit diesen Zustand zu realisieren, also 2 = 1, dem S = 0 zugewiesen
wird. Dieser ist der ordentlichste Zustand. Fiir den zweiten Zustand aus Abb. 3.4
gibt es aus statistischer Sicht offenbar eine grosse Anzahl von Moglichkeiten diesen
zu realisieren, entsprechend ist die Entropie auch grésser. Bei Streckung nimmt
folglich die Entropie ab. Streckung und Entropie sind also gekoppelt. Man spricht
i.A. von einer Entropie-Elastizitat bzw. speziell von Gummi-Elastizitét.

Abbildung 3.5: Modell des ungefiillten und gefiillten Elastomers [62].

In Abb. 3.5a links ist die schematische Darstellung eines ungefiillten Elastomers

1Q) ist in der statistischen Physik bekannt als die thermodynamische Wahrscheinlichkeit:
Anzahl der Mikrozustinde, durch die der betrachtete thermodynamische Zustand (,Makrozu-
stand“) realisiert werden kann [76].
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zu sehen. Die zugehérige Matrix, die mit Schwefelbriicken? verkniipft ist, zeigt
nichtlinear-elastische Eigenschaften (Abb. 3.5a rechts). Durch den Zusatz von
Fiillstoffen wie Rufs oder Kieselsdure wird eine Verdnderung der mechanischen
Eigenschaften der Elastomere erzielt (Abb. 3.5b links). Das Material gewinnt
an Festigkeit und Hérte. Hierdurch bekommt es auch die erwiinschten Damp-
fungseigenschaften. In der Modellierung wird diese Tatsache durch die Damp-
fungselemente im Fiillstoffstrang ausgedriickt (Abb. 3.5b rechts). Zusétzlich zu
den Hauptvalenzbindungen entstehen noch Bindungen zwischen zwei oder mehr
Fiillstoffteilchen und Bindungen zwischen Fiillstoffteilchen und der Matrix, wobei
die verwendeten Fiillstoffe keine Valenzbindungen mit der Matrix eingehen. Diese
beiden Arten von Bindungen sind im Gegensatz zu den Hauptvalenzbindungen
nicht fest, sie l6sen sich bei einer ausreichenden Spannung; die beteiligten Ketten
kénnen dann segmentweise gleiten (Slipmechanismus). Wéhrend der Entlastung
werden die Bindungen erneut aufgebaut. Dies entspricht in der Modellierung ei-
nem Reibungselement mit einer bestimmten Haftgrenze. Die nichtlinear-elastische
Eigenschaften des Fiillstoffs wird in der Modellierung durch ein Federelement dar-
gestellt, das zu den Reibungs- und Ddmpfungselementen in Reihe geschaltet wird.

Die molekulare Struktur des Elastomers gibt auch Aufschluss iiber die Alterungs-
prozesse des Werkstoffs. Beispielsweise verursacht die Einwirkung von Sauerstoff
Oxidationsprozesse, die iiber verschiedene Zwischenstufen zu einer weiteren ko-
valenten Bindung fiihren. Bei Einwirkung von Ozon hingegen werden die unge-
siattigten Polymerketten an den Doppelbindungsstellen abgebaut und es kommt
zu Rissen [13].

3.2 Finite—Elemente—Verfahren

Beim klassischen R1TZ—Verfahren werden fiir Verschiebungen Ansatzfunktionen
eingefiihrt, die iiber das gesamte Tragwerk erstreckt sind. Die Ansatzfunktionen
miissen zuléssig sein, sie sind zuldssig, wenn die geometrischen Randbedingungen
erfiillen und stetig sind.

Mathematisch ausgedriickt wird beim Verfahren von Ritz eine gesuchte Verschie-
bung u(z,y), in einem Problemgebiet G, aus einem Satz von linearunabhéngigen
Verschiebungsfunktionen, 1ug(, y) bis tm(z,y) mit 0 > m > oo, aufgebaut. So-
mit kann mit dem geeigneten Gewichtungskoeffizienten a; die gesuchte Funktion
angegeben werden:

u(z,y) = oz, y) + Z arty,(,y) (3.5)
k=1

Die Koeffizienten ergeben sich aus der Extremaluntersuchung des Verformungs-
potentials. Dieses setzt sich aus der Verzerrungsenergie und der negativen Arbeit
der dufseren Krifte zusammen. Da ein stationdrer Wert fiir das Gesamtpotential

2Die Matrix besteht aus den Monomeren und den Schwefelbriicken.
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Abbildung 3.6: Gleichgewicht der inter- Abbildung 3.7: Statisches Gleichgewicht
nen und externen Kréfte am FE-Netz  im Netz

vorausgesetzt wird, muss die Ableitung des Verformungspotentials nach den Ge-
wichtungskoeffizienten ein Minimum ergeben. Der Grundgedanke des Verfahrens
kann z.B. [40] entnommen werden.

Selbst bei nur kleineren Unregelmifigkeiten in der geometrischen Struktur wird
die Suche nach einem geeigneten Ansatzfunktion fiir das gesamte Gebiet schwie-
rig. Bei der Formulierung der Methode der finiten Elemente wird der Verschie-
bungszustand deshalb aus Ansétzen aufgebaut, die sich auf Teilbereiche beschran-
ken. Diese Teilbereiche werden als Finite Elemente bezeichnet. Die Verwendung
von bereichsweisen Ansétzen liefert also nur Naherungslosungen. Die Ausfiihrun-
gen in diesem Abschnitt zu finiten Elementen lehnen sich an die Ausarbeitung
von WRIGGERS [75] an.

Der Grundannahme des statischen Gleichgewichts ist, dass die inneren Kréfte I
an den Knoten, die sich aus den Elementspannungen ergeben, und die externen
Kréfte P an jedem Knoten sich ausgleichen (s. Abb. 3.6, 3.7):

P(u)—I(u)=0 (3.6)

Viele kommerzielle FE-Programme benutzen iterative Verfahren, die auf dem
NEWTON-RHAPHSON-Verfahren basieren. Um einen kurzen Uberblick zu geben,
wird das Verfahren in Stichpunkten beschrieben.

Beim NEWTON-RHAPHSON-Verfahren wird iiber einen Schritt (Step) eine vorge-
gebene Last aufgebracht. In nichtlinearen Berechnungen wird die Gesamtlast aus
einem Schritt inkrementweise aufzubringen, wobei innerhalb eines Inkrementes
mehrere Iterationen durchgefiihrt werden kénnen um ein Gleichgewichtszustan
zu erreichen. D.h. in diesem Verfahren wird angenommen, dass die Losung ug
zum vorhergehenden Lastinkrement bekannt ist. Nach einer iten Iteration wird
eine Niherungslosung u; erzielt (s. Abb. 3.8).

Die Gleichgewichtsbedingung 3.6 kann in einer diskreten Form angegeben werden,

wobei k;,; die Differenz zwischen der Ndherung u; und der verbesseten Lisung
u;y1 ist. Die Entwicklung der Gl. 3.7 in eine TAYLOR-Reihe um die Nidherungs-
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L ast
A
[terationen
Total,ink2
Total,ink1
-
u u u Ver schiebung

Schritt (STEP)
- |

Abbildung 3.8: NEWTON-RHAPHSON-Verfahren

16sung u; ergibt:

Plug) — I(u;) + (a];(:”) - 818(51-)) ki1 +--=0 (3.8)

Durch Vernachlissigung hoherer Terme der TAYLOR-Reihe ergibt sich

wobei K; die sog. Tangentensteifigkeit ist.

Ki = ou ou

(3.10)
Die néchste Naherungslosung ist

Ujr1 = Uy + kiJrl (311)

Am einfachen Beispiel einer nichtlinearen Feder mit einer verschiebungsabhéngi-
gen Federsteifigkeit (s. Abb. 3.9) kann das Verfahren verdeutlicht werden. Dabei
wird iiber eine bestimmte Zeit die dufkere Kraft von 0 auf P,,; aufgebracht. Als
Aufgabe mochten wir die Last in Abhéngigkeit der Verschiebung beschreiben.

Angenommen die Lésung ug bei der Last F, ist bekannt. Ein kleines Lastinkre-
ment, AP wird auf die Feder appliziert. In Abhéngigkeit der Tangentsteifigkeit,
Ko(up), der Endlast P,,q und der internen Kréfte aus dem vorherigen Inkrement,
wird eine Verschiebungskorrektur k; berechnet.

KO : kl - Pend - [0 (312)
= AP (3.13)
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Abbildung 3.9: Einfaches Federelement

Ausgehend von der Verschiebung u;, die am Ende der ersten Iteration bestimmt
wird, werden Kj und I; neuformuliert und berechnet (s. Abb. 3.10).

Last 4
1
K
0 K, 1
End 1
LT 7 7
& ¢ w ‘
Il ,,,,,,,,, 1o |
o |
< | }
Kk | |
- 1 |
FE)_IO’ : |
>
u, u, Verschiebung

Abbildung 3.10: Verlauf des ersten Inkrementes beim NEWTON-RHAPSON -
Verfahren.

Die Differenz zwischen der eingeprigten Gesamtkraft und der inneren Kraft wird
das Residium genannt® und oft mit R bezeichnet:

Rl = Pend - Il (314)

3In diesem Fall Kraftresiduum
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Jedes FE-Software wird an dieser Stelle einen Vergleich zwischen einem vorgege-
benem oder voreingestelltem Toleranz stellen und falls das Residuum auferhalb
der Toleranzgrenze liegt, wird eine weitere Iteration mit neuem k; gestartet.

3.3 Materialbeschreibung auf der Grundlage der
Kontinuumsmechanik

Als ein Eingang zu den kontinuumsmechanischen Formulierungen soll hier vorerst
der linearelastische Fall betrachtet werden. Die Dehnung in Belastungsrichtung

Abbildung 3.11: Volumenelement in der unverformten und verformten Lage

kann in LAGRANGEschen oder in EULERschen Betrachtungsweise angegeben wer-

den.
LAGRANGE EULER
EL:@ EE:@: a’U//ax
ox 0X " 1—0u/ox

So wird beispielsweise die LAGRANGEsche Dehnung in EULERsche Dehnung iiber-

Bei einem eindimensionalen Stabelement, dass an einem Ende festgehalten wird,
kann die Verformungsenergie in Abhingigkeit der Verschiebung angegeben wer-
den:

1
W= ic-u2. (3.16)

Bei einem elastischen Stab mit der Stabsteifigkeit ¢ = F' A/l und einer Dehnung
von € & e¥ m el

1
W = §EA552 (3.17)
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Beim Ubergang zu einem elastischen Volumenelement lautet die Verzerrungsener-
gie entsprechend mit dem Verzerrungstensor € = ¢;; €; ® e; und dem Elastizitats-
tensor C = Cjjpe; ®e; e, X e

1 1
W = ieijoijklekl = 55 :C: e (318)
wobei die Operation ,,:“ einer zweifachen Verjiingung entspricht*. Die Gl. 3.18
ergibt
W = [011118%1 + 02222652 + 03333533

(Chi22 + Coar1)er1€22 + (Cazss + Cs322)e20633 + (Cs311 + Chiss)essen
(Cha12 + Co191 + Chao1 + Co112)e%,

+(Cas3 + Cs232 + Coassa + Cs203)35

+(C3131 + Chz13 + Ca113 + Clgzn )3y

+ + e

(3.19)
In FEM-Programmen wird zwecks einer iibersichtlicheren Darstellung die Matrix
des Elastizitédtstensors unter Beriicksichtigung der Symmetrieeigenschaften bei or-
thotropem Materialverhalten Cjji = Cji = Cijie = Chyij in der sog. VOIGTschen
Notation angegeben:

[ Ciin Crze Cuss 0 0 0
Coanr Cozzg Cazz 0 0 0
A Cssin Csaza Czzz 0 0 0
Ci| = 3.20
i 0 0 0 Ci2 0 0 (3:20)
0 0 0 0 Chz 0
| 0 0 0 0 0 Csiz |
Der Verzerrungstensor wird als Verzerrungsvektor geschrieben:
{&:} = (en, €22, €33, 2e12, 2623, 2831)" (3.21)
Die volumenbezogene Verformungsenergiefunktion wird geschrieben als
1 .
Fiir linearelastisches Material gilt
ow
=—=C:¢. 3.23
o= € (3.23)
bzw. in der Matrixschreibweise (Voigt-Notation)
o = Criél (3.24)
mit dem Spannungsvektor
{61} = (011, 022, 033, 012, 033, 031)" . (3.25)

Das linearelastisches Materialverhalten in kartesischen Koordinaten lautet:

Oij = Uijki€kl (3-26)

4auch doppeltes Skalarprodukt genannt.
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3.3.1 Hyperelastisches Gesetz fiir die Elastomermatrix

Bei der Aufstellung nichtlinearer elastischer Materialgesetze wird haufig von mas-
sebezogene Verformungsenergiefunktionen® Gebrauch gemacht.

W =W(C) = W =W(L(C), J5(C), J5(C)), (3.27)

wobei J; die Invarianten des Verzerrungstensors C sind. Grundsitzlich kann der
2. Piola-Kirchoff-Spannungstensor durch Differenzieren der Verformungsenergie-
funktion )V nach dem rechten Cauchy-Green-Verzerrungstensor erzeugt werden:

oMy <8MW oC, oMW oC, oMW 8(];;)

(3.28)

YeS =255 ac, oC " ac, aC | ac, aC

wobei hier der Index FE fiir den Extra-Spannungstensor ohne Zwéingungsanteil und
der Index M fiir den Matrix steht. Bei der Offnung der partiellen Ableitung 3.28
wird von den Hauptwerten Cx des Tensors C, bzw. C;; in Indexschreibweise,
Gebrauch gemacht. Unter Beriicksichtigung der Zwingungsspannung setzt sich
der Cauchyspannungstensor aus zwei Anteilen:

T =,T 4+,T (3.29)

7T ist die sogenannte Zwangungsspannung und ergibt sich in diesem Fall aus der
Inkompressibilitdtsbedingung:
4 = —pl (3.30)

Die partiellen Ableitungen 0Cx/0C,mit K = 1...3, kénnen mit Hilfe der spek-
tralen Zerlegung bestimmt werden (s. z.B. [12,75]):

C=CjeRe; = Z(J )N @ Ny = C1N; @ Ny + CoNo @ Ny + C3N3 @ N3
K=1

(3.31)
Ny sind die orthonormalisierten Eigenvektoren von C. Entsprechend der Nota-
tion in [75] werden durch die Klammer am Index die Summation im Sinne der
Einsteinschen Konvention ausgesetzt.

Die Ableitung von Cx nach dem rechten Cauchy-Green-Verzerrungstensor C lie-

fert:
0Cxk

—— =N N 3.32
50 () ® Nx) (3.32)
somit folgt aus GI. 3.28
oMw
M8 =2 Z Nx) ® Nx) (3.33)
K= 1\,_/
Sk /2

Sk entspricht den Eigenwerten von 5S. Cx und N lassen sich aus dem Eigen-

wertproblem
(C—Ckl)-Ng=0 (3.34)

Sbzw. Forminderungsenergiefunktion
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bestimmen. Die Eigenwerte von C entsprechen dem Quadrat der Hauptdehnun-
gen, A\, mit Mg stets grofser Null.

Fiir den symmetrischen reelwertigen Tensor® C gilt mit Cx = X% (s. z.B. [75]):

1

p = 27 (-24(C) + 9 (C)A(C) 27 1(C))
1
7 =3 (JF(C) = 3.5(C))
_ p
w = arccos | ——
<¢?>
w 1
Cl = —2\/§COS (g) + ng(C)
2 1
Cy = —2,/qcos (w—i;) 7T) +§J1(C)
w—=27 1
Cy = —2,/qcos ( 3 > + ng(C) (3.35)
Fiir den allgemeinen Fall, ('} # Cy # Cj, sind die Eigenrichtungen
Ck 9 J3
N Ny = C - (i —Cg)C+ ==1 3.36
(&) ® Ny 20%_J10§(+J3< (1 K) —I—CK), (3.36)

mit JK(C) = JK. Fiir Ol 7é CQ = Cg und 01 = CQ = Cg siehe [75]

3.3.2 Die Gleichungen des Materialgesetzes von Pirscher

Die rechte Seite der Gl. 3.28 erfordert die Kenntnis der Verformungsenergie-
funktion MW. Fiir V) kénnen Ansitze verwendet werden, die das hyperelasti-
sche Verhalten von Gummi beschreiben. Die bekanntesten Ansitze stammen von
Mooney, Mooney-Rivlin und Ogden. Der Mooney—Ansatz wird wegen der relativ
einfachen Handhabbarkeit sehr hidufig eingesetzt. Ein Sonderfall dieses Ansatzes
ist als Neo-Hooke—Gesetz bekannt. Bei kleineren Verzerrungen stimmt der Ansatz
recht gut mit Versuchsergebnissen iiberein. Grofere Verzerrungen fiihren aber zu
deutlicheren Abweichungen vom realen Verhalten.

Genauere Angaben und ein Vergleich dieser Ansiitze kann [73| entnommen wer-
den. PIRSCHER verwendet den Ansatz von KILIAN (van-der-Waals-Modell). Der
Ansatz fiir die massebezogene Verformungsenergiefunktion nach KiLIAN sieht fol-
gendermafen aus:

M, M M
_¢ 2Mpy |In [ 1= Da D

Mypy _
W= p MD * MD

In der Funktion D, werden die ersten beiden Invarianten” des Verzerrungsten-
sors C gewichtet.

6da C = FTF, wird diese Bedingung von dem rechten Cauchy-Green-Tensor erfiillt.
"Wegen der Inkompressibilititsbedingung ist die 3. Invariante J3(C) gleich ,,1¢
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MDy =M Dy(C) = = [MBL(C)+ (1 -YB) J2(C) — 3] (3.38)

N | —

Somit enthilt die Verformungsenergiefunktion nach der Gleichung 3.37 vier Ma-

terialparameter.
Ma Gleitmodul
Mg Gewichtung des Einflusses der beiden Invarianten

Mg und ™Dy, beschreiben die Wechselwirkungen der Ketten untereinander und
der Ketten zu den Fiillstoffteilchen.

3.3.3 Das Fiillstoff-Materialgesetz

Kinematische Verfestigung entspricht der Translation des elastischen Bereichs
wihrend des Fliefvorgangs im allgemeinen Spannungsraum. Es wird angenom-
men, dass das Material im Anfangszustand isotrop ist und das FlieRen ohne An-
derung des Volumens stattfindet. Bei der Formulierung wird von der sog. Ge-
genspannung® X Gebrauch gemacht. Die Gegenspannung gilt als das momentane
Zentrum des elastischen Bereiches. Aus diesem Grund wird die Dissipationspoten-
tial als eine Funktion der elementaren Invarianten von T — X und X formuliert.
Da die dritte Invariante ein Mak fiir die Volumenénderung ist, kann ihr Ein-
fluss vernachléssigt werden. Fiir das Dissipationspotential wird von CHABOCHE
folgende Form gewéhlt:

Q=Q (LT - X), (X)) (3.39)

Da das Fliessen ohne Volumeninderung stattfindet, werden nur die Deviatoran-
teile benutzt:

3
jz(FT—X):\/i(FI‘D—XD):(FI‘D—XD) (3.40)
In Abb. 3.12 wird im projizierten Hauptspannungsraum die Bewegung der
Fliessfliche vereinfacht dargestellt. Die Form und die Gréfse der Fliche dndert
sich beim Verfestigungsvorgang nicht. Die Berechnung der Gegenspannung ba-
siert auf einer Evolutionsgleichung, die aus zwei Anteilen besteht.

2 2 ~ N
X = oD, — aXxP (3.41)
3 H/—/
SN—— Memory-Term

kinematischer Verfestigungsanteil

Die Bedeutung der Grofsen befinden sich in der Tabelle 3.1.

Ausgehend vom CHABOCHE-Modell [15,16] leitet PIRSCHER ein Materialgesetz

8auch kinematische Verfestigung genannt, s. Tab. 3.1
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0111

o1 g1

Abbildung 3.12: Kinematische Verfestigung im projizierten Hauptspannungsraum
fiir gefiillte Elastomere her. Der Gleichungssatz fiir dieses Gesetz lautet

. 3 . FTD o .XA'D
D, = 27 (3.42)

5 <j2 <FTDXA'D>> (3.43)
: (3.44)

o= FG( VD —Fa\/ﬁ) B, (3.45)

e
Il

| Do
S
s
<

|“11
—
_[.
e

!

Dy = =[h(Bo) -3 (3.46)

In GI. 3.43 wurden die Fopplklammer verwendet:

g a fir a>0
0 fir a<0
Die Bedeutung der einzelnen Groéfsen kann der Tab. 3.1 entnommen werden.
Die in der Tab. 3.1 dargestellten GréRen der Zwischenplazierung® kénnen durch
folgende Operation in der Momentanplazierung angegeben werden:

X=F'xr 7T (3.47)

Das Ausgangsmodell von CHABOCHE ist in seiner urspriinglichen Form ein
Gegenspannungsmodell mit Evolutionsgleichungen. Die Form der Spannungs-
Dehnungskurve wird bei zyklischen Beanspruchungen im wesentlichen durch die
kinematische Verfestigung vorgegeben. Dieser viskose Spannungsanteil beschreibt

9Zwischenplazierung, s. auch PIRSCHER [62]
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Tabelle 3.1: Groken des Gleichungsatzes des Fiillstoff-Materialgesetzes Glgn. 3.42
bis 3.46

‘ Grofse H Bedeutung/Bemerkung Einheit
Skalare
FC viskose Materialparameter des Fiillstoff-Materialgesetzes m]TVnQ
FT Gedéchtnisparameter des Fiillstoff-Materialgesetzes -
T akkumulierte viskoplastische Verzerrung -
FDm Materialparameter zur Erfassung der Wechselwirkungen der Ketten zu Fiillstoffteilchen -
FDl Materialfunktion, in Anlehnung an die Van-der-Waals-Funktion -
Tensoren zweiter Stufe
Fr Fiillstoff-Spannungstensor (Cauchy) m]xﬁ
DV viskoplastischer Streckungsgeschwindigkeitstensor in der Zwischenplazierung %
X kinematische Verfestigung in der Zwischenplazierung m]XnQ
Be Elastischer linker Cauchy-Green-Verzerrungstensor in der Momentanplazierung -

das zeitabhingige Materialverhalten. Ein Vergleich mit einem vereinfachten rheo-
logischen Modell verdeutlicht die Funktionsweise von der Gegenspannungsglei-
chung. Im eindimensionalem Fall bei einem Material mit der Viskositédt n hat der
Maxwellstrang die Materialgleichung:

o+ %d = e (3.48)

3.4 Das hyperelastische Ogden-Modell

Als Alternative zum KILIAN-Modell kann auch der Ansatz von OGDEN eingesetzt
werden. OGDEN wihlt folgenden Ansatz fiir die volumenbezogene Verformungs-

energiefunktion
m

ATF A+ AR+ A3 —3
W = Z“k L 2 3 . (3.49)

8}
k=1 k

Es ist moglich diese Verformungsenergiefunktion in andere bekannte Funktionen
zu iiberfithren. Als Beispiel liefert die Konstellation m = 1, ay = 2, u1 = G,
Schubmodul, die sog. Neo-Hookesche Verformungsenergiefunktion:

N4 -3 @

w=ao 2 )

(J1(C) —3) (3.50)

3.4.1 Quasi-Inkompressibilitit mit dem Ogden-Modell

Viele Arbeiten beschéftigen sich mit der Quasi-Inkompressibilitidt in der hyper-
elastischen Formulierung. Um einige zu nennen, kénnen wir PENG [61], WRIG-
GERS |75] und OGDEN [57] auflisten.
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Die Eigenwerte des Cauchy-Spannungstensors T ohne Zwingungsspannungen
sind:

Aj oW
=——— j=1,2,3 3.51
A1) VA (3:51)
Fiir isotrop inkompressibles Material lautet die Zwangsbedingung:

Unter Beriicksichtigung der Zwingungsspannungen p, auch hydrostatischer Druck
genannt, kdnnen die Eigenwerte des CAUCHY-Spannungstensors entsprechend
ow

T, =\

——— — 1 =1,2.3 3.53
J Ja)\j p J ) 4 ( )

berechnet werden. Es gibt verschiedene Vorgehensweisen um den hydrostatischen
Druck zu bestimmen. Eine iibliche Vorgehensweise ist die Variationsmethode, in
der die Verformungsenergie in ein isochoren und volumetrischen Anteil aufgespal-
ten wird,

H(C, p) = W(C) +pP(C) (3.54)

mit der Druckiinderung p infolge der Kompressibilitit und P(C) = P(J) = 0 fiir
J = 1. Das neue Verformungsenergiepotential erfordert die Einfiihrung einer neu-
en Variable und eines neuen Materialkennwertes. Mit der sog. Penalty—Methode
wird durch Variation des Potentials eine optimale Aufteilung erreicht:

oH _ oW 0P
oc ~ oc Pac

OH OW 0P
- =—+p—+P(C) = 0 (3.56)

Op Op Op

= 0 (3.55)

oP

Der Penalty-Parameter = <4~ ist als Materialkennwert zu betrachten. So wird

p
die Anpassung zu verschiedenen Randbedingungen moglich. Die Gleichung 3.56
vereinfacht sich, wenn man

p= —%f(J) (3.57)

setzt. P(C) bzw. P(J) sind ein Mass fiir die Volumenverzerrung in der Niihe von
J =1, welcher folgende Bedingungen erfiillen muss:

P(J=1) = 0
P(J) # 0 VJ#1 (3.58)

Gebrauchliche Funktionen sind:

(J) = In(J) (3.59)
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wobei die zweite Funktionen durch den linearen Anstieg im Bereich groéferer
Deformationen immer ungiinstiger wird. Mit 3.59 ergibt sich der hydrostatische
Druck zu: ]

p= —=In(J) (3.61)
Mit Gl 3.53 und 3.61 konnen die Eigenwerte des modifizierten Cauchy-
Spannungstensors fiir den quasi inkompressiblen Fall angegeben werden:

1 m .
T, = = E AE — o — 3.62
J £ HkA;" =P —D (3.62)

Im spannungsfreien Zustand mit A; = 1 und 1*9 ergibt sich der hydrostatische
Druck p zu

1 m
== 3.63
p=7 gl ik (3.63)

Um eine physikalische Deutung des Penalty-Parameters ¢ zu finden, wird der
Fall der reinen Dilatation betrachtet. Fiir diesen Fall sind die Spannungen und
Verzerrungen einheitlich, so dass

= = = 3
ohac o
Der bekannte Kompressionsmodul K wird definiert als
K = }qu % (3.65)
Der Einsatz von K in den Gln. 3.61 und 3.62 liefert:
K= an ! (3.66)
3 — L

In GI. 3.65 entspricht P dem eingeprigten hydrostatischen Druck. Der Vergleich
mit der Definition des Kompressionsmoduls K = 2G/3+ A, mit Lames Konstante
A, liefert, dass ¢ der Inverse der Lames Konstante entspricht. Damit wird aus
Gl. 3.61

p=—AlnJ,. (3.67)

PENG [61] modifiziert Ogdens Verformungsenergiefunktion um:

- ATE AT 4+ ASF -3
H:ZM( [ —1nJ)+A(J1nJ—J+1) (3.68)
k=1 Xk
Bei Wahl der Neo-Hookeschen Parameter wird die Verformungsenergiefunktion
1
W= 3G (AT + A3+ A -3) (3.69)

Zur Trennung der kompressiblen und inkompressiblen Anteile der Verformungs-
energiefunktion schligt PENG folgende Druckfunktion vor:

* A1 1
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Einsetzen von Gl. 3.70 fiihrt zu der Verformungsenergiefunktion

A ASE A% — 3 A
H:Z,uk( 1A i —1nJ)+8—1(91nJ—|—J_9—1) (3.71)

a
k=1 k

Dies entspricht der Verwendung einer Penalty-Funktion von:
_ D 1/1 1
=>=——|=—-—= 72
P(J) A 9 (J Jlo) (372)

3.4.1.1 Bestimmung des Cauchy-Spannungstensors T

Die Eigenwerte in der Momentankonfiguration lassen sich aus der Verformungs-
energiefunktion Gl. 3.62 berechnen (s. [57]):

A OW
T = 22 5 _p miti=1.2.3
I J O\; b, it J T

1 a
= 5 p (AF —1) —p, (3.73)

wobei 1*9 dem hydrostatischen Druck entspricht. Hier kann eine der Funktionen
aus dem vorhergehenden Abschnitt z.B. GI. 3.70, eingesetzt werden.

Fiir isotrope Festkorper haben der linke Cauchy-Green-Verzerrungstensor B und
der Cauchy-Spannungstensor T die gleichen Eigenvektormatrix [n]. Die Trans-
formationsvorschrift lautet

3
Ty =Y iaTiye bzw. T =Tin' @’ + Tn' @n' + Ty @0’ (3.74)
k=1

Die Eigenvektoren von B werden analog Gl. 3.36 berechnet!®
B J:
k k k 2 3

= B°—(Ji—By)B+ —1 3.75

wen 2B,§;—JlB,3+J3( (3 = By) +Bk;)’ (3:79)

By, sind die Eigenwerte des Tensors B. Die Matrix der Eigenvektoren wird im
folgenden angegeben:

ni oy
] = [Ay] = ni' ny' ng (3.76)

111 117 111

Mit ¢ =1, II, II] und 5 = 1,2, 3. Die Eigenvektoren konnen aus der charakteri-
stischen Gleichung berechnet werden.

Beim gefiillten Gummi ergeben Messungen eine Poissonszahl zwischen 0,4985 und
0,4995 [73]. Bei den tiblichen double precision-Format stellt dies nicht wirklich ein
Problem dar. Das OGDEN-Modell kann fiir ein quasi-inkompressibles Material mit
den Parametern aus [57] (s. Tab. 3.2) eingesetzt werden. Fiir die Bestimmung

10 7:.(B) = Ji(C).
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Tabelle 3.2: Parameter des OGDEN-Modells fiir gefiillten Gummi

Index k 1 2 3
pr [MPal | 0,618 | 0.001245 | -0,00982
Qg 1,3 5,0 -2,0

der Druckfunktion 3.70 wird eine Poissonszahl von v = 0,49932 genommen!!.

Diese Poissonszahl entspricht einer Laméschen Konstante von A ~ 304,62 MPa.
In Abb. 3.13 ist der Verlauf der Druckfunktion mit den entsprechenden Werten

dargestellt.

140 -

120 -

80 -

60 -

p [MPa]

40 -

—40 L 1
0.8 0.85 0.9

0.95

1
J

1.05 1.1 1.15 1.2

Abbildung 3.13: Verlauf der Druckfunktion p iiber die JAKOBIsche Determinante

J nach Gl. 3.70

Damit kénnen die Cauchy-Spannungen fiir das Matrix-Stoffgesetz fiir By # By #

B3 hergeleitet werden:

3
M 1 ar 1\ By < 2 - Js )
+ lEglu(/\“’“—l)—p B, <B2—(J—B)B+i1>
= 2B — J, BZ+ Js 1= B2)B A p,
LS~ o0 1 s <B2 J, — Bs)B + L 1)
T et ) = o e (/i = By)B+ .
(3.77)

Fiir die Bestimmung von p siehe Gl. 3.63. Auf dhnliche Art und Weise kann der

2. Piola-Kirchhoff-Tensor ™S bestimmt werden. Die Hauptspannungen werden

"'Wert aus [61]
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mit Hilfe der Verformungsenergiefunktion GIl. 3.71 bestimmt.

3
Sk:Akla—W:)\Q{ZM (A“m—l)—jaj} j=1,2.3 (3.78)
oN, F ATk T

m=1

Fiir isotrope Festkorper haben der 2. Piola-Kirchoff-Spannungstensor und der
rechte Cauchy-Green-Tensor die gleichen Eigenwerte (s. Gl. 3.36). Mit Hilfe der
Eigenvektormatrix N und den Hauptspannungen S

3
MSIJ = ZleSkNJk (379)

3.5 Theorie der Warmeleitung

3.5.1 Die Gesamtenergie eines Korpers

Die Gesamtenergie besteht aus innerer und kinetischer Energie. Die innere Energie
setzt sich aus der kinetischen Energie der ungeordneten Atombewegung und der
potentiellen Energie zwischen den Atomen zusammen. Definiert man eine innere
spezifische Energie u, so gilt fiir die innere Energie U des Kérpers:

U:/pudV. (3.80)
v

Die kinetische Energie des Kérpers wird durch die Summe der kinetischen Ener-
gien der Einzelpunkte gebildet:

1
Eyin = —/ pv - vdV. (3.81)
2 Jy
Damit gilt fiir die Gesamtenergie:
1
W =U + Eyp = / pudV + 5/ pv - vdV. (3.82)
1% 1%

3.5.2 Der erste Hauptsatz der Thermodynamik
Jedes ruhende thermodynamische System besitzt eine charakteristische Zustands-

grofe , die innere Energie U. Sie wichst durch die dem System zugefiihrte Warme
und die zugefiihrte Arbeit |76].

AU = dQ + dW. (3.83)
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Die Ableitung der Gl. 3.83 nach der Zeit, ergibt die Anderung der Energie iiber
der Zeit als Summe aus thermischer und mechanischer Leistung:

dU .
— =Q+ P 3.84
dt ( )

3.5.3 Zugefiihrte Leistung
Die gesamte zugefiihrte Leistung setzt sich zusammen aus der Leistung, die {iber
die Oberfliche A zugefiihrt wird, und der Leistung die im Volumen V' eingebracht

wird. Die mechanische Leistung P wird durch die Leistung der Oberflichen- und
Volumenkrifte bestimmt zu:

P:/TvdA—i—/pfvdV, (3.85)
A v

wobei T den Cauchyschen Spannungstensor, f die massebezogenen Volumen-
krifte bezeichnet.

Die Wirmezufuhrleistung @ wird iiber die im Innern durch Wirmequellen ¢ einge-
brachte und die durch den Warmestromvektor h abgefiihrte Leistung berechnet:

Q= /V pgdV — /A hdA. (3.86)

3.5.4 Die Hauptgleichungen der Energieerhaltung

Mit dem ersten Hauptsatz und den GIl. 3.82 bis 3.86 kann die Bilanzgleichung
aufgestellt werden:

d

1
— [ (pu+ spv-v)dV = /(Tv —h)dA + / p(fv +q)dV. (3.87)
dt Jy 2 A v

In differentieller Form lautet die Gleichung nach [67]| unter Beriicksichtigung der
Impulserhaltung:

d(pu)
ot

+ V(puv) =T Vv — Vh + pg (3.88)
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3.6 Warmeleitung

Die Energiebilanz in Gl. 3.88 ist eine Gleichung mit mehreren Unbekannten. De-
ren Losung braucht weitere Gleichungen, die in Form von Materialgesetzen zur
Verfiigung stehen. In diesem Abschnitt werden die Materialgréften der Warmelei-
tung am ruhenden Korper vorgestellt. Die Dichte wird als konstant angenommen.
Damit vereinfacht sich die Energiebilanz zu:

ou

= —Vh+ pg .
pat Vh + pq (3.89)

Die Definition der spezifischen Wérmekapazitit lautet

_ 4

_— 3.90
c= (3.90)

Die bei konstantem Volumen zugefiihrte Warmemenge wird direkt in innere Ener-
gie umgewandelt. Bei konstantem Druck wird zusétzlich Arbeit durch die Warme-
dehnung gegen den duferen Druck geleistet. Die Warmekapazitét fiir konstantes
Volumen

() oo

und fiir konstanten Druck:

e (2, 0) () o)

Die Annahme, daf das spezifische Volumen eines Festkorpers annédhernd konstant
bleibt, fithrt zu einer anniherungsweise Gleichheit der beiden Terme:

Cp Ry (3.93)
Mit dem Gesetz von Fourier wird der Warmestromvektor h bestimmt. Fiir ein
isotropes Material, d.h. die Wiarmeleitfdhigkeit k ist in allen Richtungen gleich,
gilt:

h = —kV0. (3.94)

Das Minuszeichen zeigt an, dass der Wérmestrom dem Temperaturgradienten
entgegengerichtet ist.
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Mit den gewihlten Voraussetzungen lautet die Differentialgleichungen 3.89 der
Wirmeleitung und 3.94 fiir den ruhenden Kérper in der neuen Form:

o0 .
Py = V(kV0) + pq. (3.95)

3.7 Die Wiarmeentwicklung infolge mechanischer

Beanspruchung

Unter Vernachlissigung der duferen Warmequellen kann eine Energiegleichung
aus den Bilanzsitzen fiir das Materialgesetz von PIRSCHER formuliert werden.
Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, deren Losung numerisch erfol-
gen sollte. Man erhélt somit die Temperaturverteilung im Elastomerkorper:

peyf— kAG —sp <FT F—TEVF—l) n <X X) —0, (3.96)

2rc P
Die Grofen der Gl. 3.96 sind in der Tabelle 3.3 aufgelistet.

Tabelle 3.3: Groken der Energiegleichung 3.96

‘ Grofse H Bedeutung/Bemerkung Einheit
Skalare
p Dichte des Elastomers, wird als konstant angenommen %
0 Temperatur K
k Wirmeleitkoeffizient m—”;(
e Materialparameter des Fiillstoffmaterialgesetzes m]fn 5
Cp spezifische Warmekapazitét ,WLK
Tensoren zweiter Stufe
F Deformationsgradient -
Fr Fiillstoff-Spannungstensor (Cauchy) 2
E, viskoplastischer Green-Verzerrungstensor in der Bezugsplazierung -
X kinematische Verfestigung in der Zwischenplazierung m]fn 5

Dabei stellt die Warmeentwicklungsgleichung 3.96 die Wérmeerzeugung und -

verteilung durch mechanische Leistung dar. Diese Gleichung gilt es numerisch

zu 16sen. Wie auch aus der Arbeit von PIRSCHER hervorgeht, ist die spezifische

Wirmekapazitéit
In

=0— . 3.97

CP 60 ( )

wobei die massenspezifische Entropiedichte 1 die Ableitung der volumenspezifi-

schen Helmholtzschen freien Energie ¢ nach der Temperatur 6 ist:
_H
00

(3.98)
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Abbildung 3.14: Wérmekapazitét versus Temperatur [79).

In der Arbeit von YU [79] wird unter anderem die spezifische Wirmekapazitit
eines Elastomers in Abhéngigkeit von der Temperatur und dem Weichmacheran-
teil'? untersucht. In Abb. 3.14 ist ein eindeutiger linearer Verlauf der Wirmeka-
pazitiit iiber die Temperatur im untersuchten Temperaturbereich zu erkennen'?.
Mit Hilfe dieser linearen Abhéingigkeit kann hergeleitet werden, dass 0n/00 einem
konstanten Faktor entspricht und ¢, somit linear von der Temperatur abhingt.
Die Temperaturabhingigkeit der Warmekapazitiat kann mittels eines bekannten
Wertes fiir die Wiarmekapazitdt bei einer Bezugstemperatur als eine Funktion

angegeben werden werden. Somit vereinfacht sich die Gl. 3.97 zu

oc
Cp(e) = a—ep(e - eBezug> + Cp, Bezug - (399)

Der Ableitungsterm % kann aus Abb. 3.14 bestimmt werden.

Fiir den Warmeleitkoeffizienten k ist ebenfalls ein lineares Verhalten zu beobach-
ten. DOPPER [18] nimmt in seinem Beitrag den konstanten Wert 0,23 W/mK
fiir diesen Koeffizienten an. Aus Abb. 3.15 geht jedoch hervor, dass bis zu ei-
nem Rufgehalt von 40% die Moglichkeit besteht, eine von der Temperatur linear
abhéngende Funktion anzugeben. Als ein erster Ansatz kann der untersuchte Be-
reich auf ein Rufsgehalt von 0 bis 40% beschrankt werden.

12in diesem Fall Paraffinél
13In der Abbildung aus der Arbeit von YU ist die Temperatur mit 7 bezeichnet, in der
vorliegenden Arbeit wird fiir die Temperatur 6 verwendet



52 3. Theoretische Grundlagen

T R} 1 T
0,30 i
" %
b [EE} 60
Q
- 40
o o2t -
el
:Jg
“ 20
-~
)]
o 02F i
1=
ke
= GUMo——o- <ty —0> —g
1 1 1 1
0 50 100 150 200 [°C) 250
Temperatur

Abbildung 3.15: Warmeleitkoeffizient versus Temperatur mit der Rufmischung
als Parameter [18].

Die Warmeleitkoeffizient kann ebenfalls als eine Funktion der Temperatur ange-

geben werden:
ok
k= % |Ru1’$geha1t -0 + k|9:000 (3100)

Damit kann die Gl. 3.96 beispielsweise mit Hilfe eines Runge-Kutta-Verfahrens

nach der Temperatur geldst werden.



Kapitel 4

Durchfihrung der Versuche

4.1 Die Auswahl eines geeigneten Probekorpers

Wie schon mehrmals erwidhnt wurde, treten bei Elastomeren sowohl geometrische
als auch materielle Nichtlinearitdten auf. Bei alleinigen Einsatz von Zugstédben
als Probekorper oder auch Parallelschubfeder ist nicht zu erwarten, dass die Aus-
wirkungen der Nichtlinearitit getrennt werden kénnen. Die von KUMMLEE [43]
oder BECKER [6] gewéhlten Kupplungen scheinen fiir kupplungsrelevante Unter-
suchungen am geeignetesten zu sein. Deshalb kam in dieser Arbeit eine dhhnli-
che Kupplung zum Einsatz. Die Geometrie der ausgesuchten Kupplung ist aus

4
o

i
e
55
5
2

<

o
3
o

o
S5

e
5

<

%

<

by
<ced
8!

25

<

<5

!

ol

25
L%

-
<
5
%
>
o
rtatetel!
o
<

£
D0

s
£4.9,4
e
oatels
S0
o203

.::::é: .’
22565
o0
2%

TR
alsie!
L5050
pesesse
23S

7

LI,

Abbildung 4.1: Die Beanspruchungen an der VULKAN-Vulkardan E-Kupplung

Abb. 4.1 zu ersehen. Als Priifbelastung werden zeitverdnderliche Drehmomente
angesetzt. Fiir nicht zu grofe Deformationen kann davon ausgegangen werden,

23
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dass sich in den Gummi-Elementen nahezu gleiche Schubverzerrung einstellen.

Fiir ein statisches Drehmoment gilt mit der Drehsteifigkeit ¢, und dem Drehwin-
kel
M, =c,-p (4.1)

Bei der Bestimmung der Materialparameter werden vergleichsweise kleine Defor-
mationen vorausgesetzt, so dass mit dem Schubmodul G und der Schubverzerrung

~
7 =G -tanvy (4.2)

gilt.

Fiir die Schubverzerrung ergibt sich mit der Probenbreite b(r)

tany = % . (4.3)

Fiir die Schubspannung gilt

T=G p-—. (4.4)

Die Kupplung ist so konstruiert, dass das Verhéltnis b(r)/r anndhernd konstant
ist. Damit ergibt sich eine nahezu konstante Schubspannung 7 im Gummielement
der Kupplung;:

Wegen der konstanten Spannungsverteilung kénnen gemessene Werte direkt zur
Bestimmung von Materialparametern benutzt werden. Da es sich bei Schubbe-
anspruchungen um Spannungen handelt, die sich nicht auf der Diagonale des
Spannungstensors befinden, ermdéglicht die Messung von 7 zusétzlich die Bestim-
mung von Materialparametern ohne die Beriicksichtigung der Zwangsspannungen,
die sich aus den Materialgesetzen von MOONEY oder von KILIAN aus der In-
kompressibilitdt ergeben. Bei der Ermittlung von Materialparametern aus einem
Zugversuch muss nebst der geometrischen Faktoren auch die Zwingungsspan-
nung mit Hilfe des Materialgesetzes und Randbedingungeng berechnet werden.
In Abb. 4.2 werden die hydrostatischen Spannungen an einem Zugstab nach
Mooney und Kilian berechnet und gegeniibergestellt.

In dieser Arbeit wird angestrebt die Materialparameter méglichst direkt aus dem
Probekorper zu bestimmen Bei den Messungen sind Spieleffekte unerwiinscht.
Deshalb kommen nur Kupplungen mit anvulkanisierten Gummi-Metall-Ubergang
in Frage. Aus diesem Grund fiel die Wahl auf eine Vulkardan E-Kupplung der Fir-
ma VULKAN. Die vom Werk vorgesehene Welle-Nabe-Verbindung wurde durch
einen Kegelpressverband ersetzt, um auch hier Spieleffekte auszuschliessen.

Im Vorfeld zu dieser Arbeit wurde der Einfluss der Kupplungsstahlflansche auf
die Messwerte durch eine FEM-Simulation untersucht. Theoretisch kann die Ver-
formung der Stahlflansche einen Einfluss auf die Krafteinleitung und damit auf
die Messwerte haben. Um dies auszuschliessen, wurde ein Modell mit Starrkoérper
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Abbildung 4.2: Unterschiede in der Berechnung der Hydrostatischen Druckes nach
unterschiedlichen hyperelastischen Materialgesetzes

| Elastomer Elastomer

Abbildung 4.3: Krafteinleitung iiber Starrkérper bzw. iiber Stahlflansche
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anstatt Flanschen und ein Modell mit den entsprechenden Stahlflanschen erstellt
(s. Abb. 4.3). Da hier lediglich eine qualitative Aussage benétigt wird, wur-
de ein hyperelastisches Materialgesetz nach Mooney-Rivlin fiir die Modellierung

angewendet.
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Abbildung 4.4: Schubspannungen bei Krafteinleitung iiber Stahlflansche.
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Abbildung 4.5: Schubspannungen bei Krafteinleitung iiber Starrkorper.

Die Ergebnisse im Gummielement sind kaum zu unterscheiden, so dass der Priif-
korper ohne Bedenken eingesetzt werden kann. Die Schubspannungsverlidufe bei-
der Modelle sind im entsprechenden Schnitt in den Abbildungen 4.4 und 4.5
dargestellt.

4.2 Das Priif- und Melisystem

Die erforderlichen Versuche fiir die Bestimmung der Materialkennwerte werden
mit einem Drehpriifstand durchgefiihrt. Der Antrieb erfolgt tiber ein Hydropuls-
system, das aus einem Hydraulikaggregat, einem hydraulischen Drehzylinder und
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einem Steuerschrank besteht. Der Drehzylinder wird von einer Hydraulikpum-
pe iiber zwei Druckspeicher versorgt. Im Abb. 4.6 ist der Priifstand und der
Signalfluss schematisch dargestellt. Das Drehmoment wird am festen Ende des
Wellenstranges mit einer Drehmomentmefnabe (3) gemessen. Der relative Ver-
drehwinkel (Ay) wird direkt an der Kupplungsnabe aufgenommen. In Abb. 4.7

—{ Regler ‘ H A/D-Wandler

T |

Frequenzgenerator H| Mefrechner ”

MefBverstarker (M)

Mefiverstirker (T)

Abbildung 4.6: Versuchsaufbau

ist der prinzipielle Aufbau des Priifstandes mit dem Klimakammer zu sehen. Die
Elastomer-Kupplung wird in einer Klimakammer (1), die iiber ein Geblise (3) mit
einem Kiélte-Wérme-Priifschrank zu einem geschlossenen Kreislauf verbunden ist,
auf die richtige Temperatur gebracht.

4.3 Auswahl der Kennwerte bei Messung der ge-
dampften Schwingungen

Zur Beschreibung des frequenzabhingigen Schwingungsverhaltens von Elastomer-
Kupplungen hat sich die komplexe Steifigkeit C' bewihrt.

C=C"+i-C" (4.5)
Die komplexe Form der harmonischen Schubwinkelerregung lautet:

1 — ,Ay.ez'wt
= 4-(coswt+i-sinwt) (4.6)

Die Schubspannungsantwort auf die Gleitwinkelerregung 4.6 ist ein Frequenzge-
misch, das in Form einer Fourier-Reihe dargestellt werden kann:

T=Ty+ T ~€i(wH51)—|—7A'2 CefWtHoe) (4.7)
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Abbildung 4.7: Aufbau eines Klima- Abbildung 4.8: Geodffnete Klima-
systems am Priifstand kammer

Bei gemessenen Hystereseschleifen haben wir es allgemein mit Nichtlinearitidten
zu tun. Um dennoch Kennwerte der linearen Viskoelastizidtstheorie verwenden
zu konnen, wird das Verfahren der harmonischen Balance benutzt (s. [23]). Die
dissipierte Energie Wp pro Schwingpeiode héingt lediglich von der ersten Harmo-
nischen ab. Die Schubspannungsantwort reduziert sich zu:

= Fy - el (4.8)

N

Die komplexe Steifigkeit, C' = 7 /v, ergibt sich dann zu:

A i(wt+61)
71 el(“’
¢ = —/————

,3/ . eiwt

A~

= % (cosdy + i - sindy) (4.9)

Der Realteil der komplexen Steifigkeit wird ,dynamische Steifigkeit genannt:

Ul

C'= — cosd (4.10)
Y

Entsprechend ist die Verluststeifigkeit das Imaginérteil von C":

A

" =2 sing, (4.11)
Y
Die zur Bestimmung der beiden Kennwerte notwendigen Gréfen 7 und + kénnen
einer Hystereseschleife in Abb. 4.9 entnommen werden. Allerdings ist die direkte
Entnahme dieser Werte aus einer gemessenen Hystereseschleife nicht empfehlens-
wert. Da die Mefstreuungen am Umkehrpunkten und Nulldurchgéngen grofe
prozentuelle Abweichungen bei der Bestimmung der Kennwerte bewirken.
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Schubspannung T ‘

1(y) = Tcos &

fsin57-- _
> ¥

Verzerrungswinkel 7

Abbildung 4.9: Darstellung der Kennwerte an einer Hystereseschleife

An einem Voigt-Kelvin-Modell (s. Rechts) konnen Verkniip-
fungen zu weiteren, in Schwingungstechnik iiblichen Damp-
fungsgrofen verdeutlicht werden. Fiir ein auf Schub bean-
spruchtes Voigt-Kelvin-Modell ergibt sich die Spannung zu:

T=c-yv+b-% (4.12)

Fiir eine harmonische Winkelerregung mit v = #-sin wt lautet
die Schubspannungsantwort des Modells:

T(t) = A-[c-sinwt+b-w-coswt]

b-
= c-ﬁ(sinw-t—l——wcosw-t) (4.13)
¢

Der Faktor bT“’ = tan ¢ ist die sog. Verlustzahl. Die Dampfungsarbeit, die bei einer
Periode geleistet wird, entspricht:

2 2
d
WD:/Td( 7t)d<w-t>=/<c&smt+b-w-&-coswt)%oswtcl(w-t)
w.
t=0 t=0

(4.14)
Die Auswertung des Integrals iiber ergibt die Dadmpfungsarbeit pro Periode:

Wp =b-42wr (4.15)

Durch Bestimmung von Wp, 4 und w kann b berechnet werden.

In der Regel zeigen Gummiwerkstoffe kein ideales Voigt-Kelvin-Verhalten In die-
sem Fall wird eine Fourier-Analyse durchgefiihrt.

Ay By

—~ . — .
T = Ceq - YSINWt + bey - 7 - weoswt + Ag - sin 2wt + By - cos 2wt + ... (4.16)
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wobei die in Gl. 4.16 die dquivalenten Steifigkeiten der Fourieranalyse,

2w

/Tsinwtd(wt) = T Ceq Y (4.17)

t=0
2

/Tcoswtd(wt) = Tbeg-w-% (4.18)

t=0

zum Einsatz kommen. Somit lautet die Verlustarbeit
Wp = beg - 5w (4.19)

Die Verlustarbeit wird in Abb. 4.10 veranschaulicht. Die potentielle und dissi-

Schubspannung T ‘

i

Y

Verzerrungswinkel 1

[l potentieile Energie der Endlage

D Verlustarbeit

Abbildung 4.10: Hystereseschleife mit Energieanteilen W, und Wp

pative Energie konnen ins Verhéltnis gesetzt werden:

b-
Wo _q. 0w (4.20)

U —
Wpot &

Damit ergibt sich die Verluststeifigkeit zu
Wp

A~

T A2

d"'=c-tand = (4.21)

Auf der Basis dieser Gleichungen wird ein robuster Auswertungsalgorithmus rea-
lisiert. Das Integral zur Berechnung des Flicheninhalts wird mittels der Trapez-
methode numerisch gelost.

Die Auswertungsroutine erfiillt folgende Aufgaben:

e FKinlesen der Meflwerte

e Identifikation der auswertungsrelevanten Mefwertbereiche
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Mittelwertbestimmung

Gléattung

— Ruhesignalentfernen

Nullstellensuche

Periodenweise Extremwertsuche

e Extraktion einer geeigneten Schwingungsperiode
e Berechnung der Hysteresefliche Wp

e Berechnung von dynamischer Steifigkeit ¢’ und Verluststeifigkeit ¢’

4.4 Ergebnisse

4.4.1 Kurzzeitversuche

Die Basismessungen zur Kennwertbestimmung werden bei verschiedenen Fre-
quenzen, Amplituden und Temperaturen bei harmonischer Wegerregung in Kurz-
zeitversuchen durchgefiihrt. Bei héheren Temperaturen wurde der Warmeschrank
zwei Stunden vor Versuchsbeginn eingeschaltet, um eine gute Durchwirmung der
Versuchskupplung in der Klimakammer zu gewéhrleisten.

Im Betrieb wird die Temperaturverteilung in der Kupplung nach ldngerer Zeit in-
homogen. Bei der Versuchsdurchfithrung wird vereinfachend angenommen, dass
sich die Kupplungstemperatur bei dynamischer Belastung, wihrend der ersten Pe-
rioden noch nicht wesentlich dndert, sondern zunéchst ndherungsweise homogen
verteilt und gleich der Umgebungstemperatur ist. Diese Annahme wird dadurch
bekriftigt, dass die in den durchgefiihrten Versuchen ermittelten Systemeigen-
schaften des Versuchsstandes sich innerhalb der ersten Perioden kaum &ndern.

In Abb. 4.11 wird anhand von Hystereseschleifen der Amplitudeneinfluss auf
die mechanischen Eigenschaften eines Elastomers gezeigt. Es ist zu erkennen,
dass sich mit zunehmender Amplitude eine flachere Lage der Hystereseschleifen
zeigt. Die Kupplung zeigt eine relativ geringe Ddmpfung

Die dynamische Steifigkeit ¢’ des verwendeten Elastomers féllt mit Zunahme des
Verzerrungswinkels ab (s. Abb. 4.12). Dieser Effekt steht nicht mit den Er-
gebnissen von linearen viskoelastischen Modellierung im Einklang. Da mit ho-
heren Erregungsamplituden bei gleichbleibender Frequenz die Beanspruchungs-
geschwindigkeit ansteigt, wire mit einem Ansteigen der dynamischen Steifigkeit
mit zunehmender Amplitude zu rechnen.

Der gemessene Riickgang der dynamischen Steifigkeit ist auf den Einfluss der Fiill-
stoffe, die wie Reibelemente wirken, zuriickzufithren. Mit zunehmender Belastung
l6sen sich kurzzeitig immer mehr Graphiteinschliisse und rutschen durch. So-
mit entspannen sich die viskoelastischen Monomere der Matrix. Da die einzelnen
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Abbildung 4.12: Dynamische und Verluststeifigkeiten in Abhéingigkeit der Fre-
quenz fiir T=42°C

Reibelemente unterschiedliche Haftungsmomente aufweisen und auch mehrfach
gleiten konnen, ist die Abnahme der dynamischen Steifigkeit ein kontinuierlicher

Prozess.
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Die Verluststeifigkeiten zeigen fiir jede Frequenz bei konstanter Temperatur eben-
falls einen mit zunehmender Amplitude degressiv abfallenden Ablauf (Abb. 4.12),
jedoch ist die Abhéngigkeit von der Temperatur und Frequenz bei diesem Kenn-
wert wesentlich stirker (Abbildungen 4.13-4.16) als bei der dynamischen Stei-
figkeit ab. Im Intervall von 22°C bis 62°C sinkt die Verluststeifigkeit auf etwa 60%
ihres Wertes bei 22°C. Die Verluststeifigkeit dndert sich im untersten Temperatur-
bereich am stirksten, was sicherlich mit der gréfseren Wiarmeaufnahmefihigkeit
des Elastomers in diesem Bereich zu tun hat. Bei der dynamischen Steifigkeit sind
keine markanten Verdnderungen festzustellen.

Dynamische Steifigkeiten fur f=0.1 Hz i A. v. d. TemperaturVerlust-Steifigkeiten far f=0.1 Hz i A. v. d. Temperatur
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Abbildung 4.13: Temperaturabhingigkeit der Kupplungskennwerte bei f=0,1 Hz.

4.4.2 Langzeitversuche

Die erginzenden Langzeitversuche wurden iiber einen Zeitraum von fiinf bis sechs
Stunden an verschiedenen Tagen durchgefiihrt. Zusétzlich wurden quasistatische
Versuche (f=0,05 Hz.) vor und nach jeder Langzeitbelastung gefahren, um die
Auswirkungen der Langzeitbelastung auf das statische Verhalten aufzudecken.

In Abb. 4.17 werden Kennwertverldufe fiir die maximalen Wegerregungen von
zwei und vier Grad in Abhéngigkeit von der Lastspielzahl abgebildet, wobei die
Versuche jeweils bis zu einem Lastspielzahl von ca. 2.5 - 10° durchgefiihrt wer-
den. Die Frequenz ist 10Hz, die Umgebungstemperatur wird konstant bei 23°C
gehalten. Es wird zum Teil eine Abnahme der Verluststeifigkeit bis zu 25% fest-
gestellt. Diese Tendenz der Kurvenverldufe ist auch bei anderen Frequenzen und
Umgebungstemperaturen festzustellen. Eine Pause von ca. 24 Stunden trug zu
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Abbildung 4.14: Temperaturabhingigkeit der Kupplungskennwerte bei f=1 Hz.
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Abbildung 4.15: Temperaturabhingigkeit der Kupplungskennwerte bei f=5 Hz.
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Abbildung 4.16: Temperaturabhingigkeit der Kupplungskennwerte bei f=10 Hz.
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Abbildung 4.17: Abhéngigkeit der dynamischen Steifigkeit und der Verluststeifig-
keit von der Lastspielzahl bei 10 Hz (Laufzeit ca. 6 Stunden).

einer fast vollkommenen Erholung des Materials bei. Am nichsten Tag! konn-
ten nahezu identische Kennwertverlaufe wie bei den Kurzzeitversuchen gemessen
werden. Aus diesem Grund kann gefolgert werden, dass die bei Langzeitversuchen
beobachtete Abnahme der Kennwerte eindeutig auf die Temperaturinderungen
infolge der mechanischen Belastung zuriickzufiihren ist.

INach 18 Stunden.



Kapitel 5

Numerische Umsetzung des
viskoplastischen Stoffgesetzes

PIRSCHERs Materialgesetz wurde in der vorliegenden Arbeit fiir kleine Verzer-
rungen und Drehungen in FORTRAN 90 numerisch umgesetzt. Diese Program-
miersprache wurde ausgewéhlt, weil so das Einbauen in einem FEM-Programm
wie MSC MARC oder ABAQUS wesentlich einfacher erfolgen kann. Der Ablauf
des Berechnungsganges fiir die Simulation entspricht in groben Unterpunkten der
Abb. 5.1.

gemessene Verdrehwinkel

9

v

Bestimmung des

Green-St. Venant-Verzerrungstensors

E (@, z2)

)

Materialmodell

Y

Spannungstensor

T (¥,r,z)

y

Abbildung 5.1: Allgemeine Vorgehensweise fiir die Simulation

Im Kapitel 7 wird in diesen Ablauf auch die thermische Beanspruchung eingebaut.

66
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Die Gleichungen des Fiillstoffgesetzes werden mit dem Projektionsverfahren
Radial-Return geldst. Dieses Verfahren ist in die Klasse der Priadiktor-Korrektor-
Verfahren einzuordnen. Betrachtet wird ein beliebiger Zeitpunkt in der Iteration.
Die Spannungen /T der i-ten Iteration sind unbekannt. Mit Hilfe der elastischen

Abbildung 5.2: Das Projektionsverfahren ,Radial-Return“

Verzerrung B, wird eine Spannung T* geschitzt. Diese Spannung wird in der

normalen Richtung % auf die Fliefflache projiziert (s. Abb. 5.2).
Zur numerischen Umsetzung mit dem Radial-Return—Algorithmus wird von ei-
ner Gesamtverzerrung ausgegangen. Dabei wird iiber den halben Kupplungsquer-
schnitt ein bilinearer Verschiebungsansatz verwendet. Im Sinne einer rheologi-
schen Veranschaulichung (s. Abb. 5.3) sind die elastischen und viskoplastischen
Anteile des Fiillstoffgesetzes in Reihe geschaltet Die Eingangsgrofe Gesamtver-
zerrung E wird in einem elastischen Anteil Eq und viskoplastischen Anteil E,
unterteilt!. In einer Reihen-Schaltung miissen an beiden Teilen die gleiche Kraft
wirken. Dies ist auch der Ansatzpunkt zur Einleitung eines Korrektorschrittes.
Doch zuerst der Pradiktorschritt:

Mit Hilfe der Gesamtverzerrung wird eine elastische Vorverzerrung geschitzt?.
EX(t + At) = E(t + At) — E (1) (5.1)

Wie aus Gl. 5.1 ersichtlich ist, wird bei der ersten Belastung in der Schleife
(1. Zeitschritt) die viskoplastische Verzerrung zu Null gesetzt3. Bei spéteren Zeit-
schritten existiert in der Regel auch fiir den Pradiktoranteil eine von Null verschie-
dene viskoplastische Verzerrung. Mit Hilfe der vorgeschétzten elastischen Verzer-
rung wird ein vorldufiger elastischer linker Cauchy-Green-Verzerrungstensor B
und eine vorliufige Fiillstoffspannung “T* berechnet. Der Verlauf des Verfahrens

IDie linearisierten Gréfen sind mit einem ,,~“ versehen
2Geschitzte Grofen sind mit einem * versehen.
3Der sogenannte ungestdrte Zustand
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Abbildung 5.3: Zur rheologischen Veranschaulichung des Pradiktor-Korrektor-
Schritts [62]

wird unten fiir kleine Deformationen angegeben, so dass B ~ C ist.
Bi(t) ~ 2E:(t)+1 (5.2)

O ORe ( N F?Tf/ﬁ —Fa\/FT)l> B: (5.3)

Glg. 5.3 ist der Spannungs-Pradiktor-Schritt. Da der viskoplastische und hyper-

elastische Anteil in Reihe geschaltet sind, kann die hyperelastische (vorlaufige)
Fillstoffspannung FT* zur Berechnung der viskoplastischen Verzerrungsgeschwin-
digkeit E(t + At) und der kinematischen Verfestigung X (t + At) verwendet
werden. Es folgt die Berechnung der viskoplastischen Verzerrungsgeschwindigkeit

FT*D o XD(t)
Jo("T* — X (1))

Bt + Af) = gf’(t + A (5.4)

mit dessen Hilfe die kinematische Verfestigung, auch Gegenspannung genannt,
bestimmt werden kann:

X(t+ A1) — % OB (t+ At) — it + A (1) (5.5)
X(t+At) = X(t)+X(t+ At)AL . (5.6)

Mit Ey (¢ + At) kann der Korrekturschritt fiir Verzerrungen eingeleitet werden:

W) + Byt + AtAL (5.7)

E,(t+At) =
E. (t) + By (t + At)

(t+At) =

h

Nun ist auch eine Korrektur der Fiillstoffspannung moglich:

o+ At =@ (\/W” F?r\"/ﬁ —Fa\/FDl) B.(t + At) (5.9)
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Wegen der Reihenschaltung reicht die Berechnung einer Spannung,
L =T, =F'T..

Da der elastische Strang von der Matrix zum Fiillstoffstrang in Serie geschaltet
wird, rechnet man dort aus der Gesamtverzerrung mit Hilfe der hyperelastischen
Ansatzes von Kilian eine Matrixspannung T aus. Im Sinne einer Serienschaltung
ist die endgiiltige Spannungszustand zum Zeitpunkt ¢ + At aus der Uberlagerung
der beiden Spannungen zu bestimmen:

T(t + At) =FT(t + At) +MT(t + At) (5.10)

5.1 Bestimmung des Verzerrungstensors fiir die
ausgewahlte Versuchskupplung

Die Umsetzung des Materialgesetzes wird an dem Beispiel der oben bereits be-
schriebenen Kupplung mit gleicher Schubverzerrung realisiert. Die Bezeichnungen
der geometrischen Abmessungen und das verwendete Koordinatensystem konnen
Abb. 5.4 entnommen werden. Die wichtigen geometrischen Abmessungen sind
im folgenden explizit angegeben.

H r, T; h b
[mm] || 90 45 18 9

Sowohl bei der Darstellung als auch der Modellierung wird von der Symmetrie
der Kupplung Gebrauch gemacht und nur die Hélfte der Kupplung dargestellt.

Es wird dhnlich dem Vorgehen beim RITZ-Verfahren ein globaler Ansatz ge-
wahlt, der sich {iber den Elastomerbereich der Kupplung erstreckt und der Rand-
bedingungen geniigt. Aus den Abbildungen 4.4 und 4.5 geht hervor, dass die
Flansche als starr angenommen werden konnen. Entsprechend dem Vorgehen von
PIRSCHER [62] wird ein bilinearer Ansatz fiir die Verschiebungen gewihlt, der
folgenden Randbedingungen, bei einer vorgegebenen relativen Verdrehung der
Stahlflansche gegeneinander um 24, geniigen muss.

3. *u=r,(cos? — 1)e, + r,sinde,

4. *u=r;(cos — 1)e, + r;sin e,

Der Ansatz

u(r, z) = (a1 + agr + azz + asrz)e, + (as + agr + a7z + agrz)e, (5.11)
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Abbildung 5.4: Kupplungsgeometrie

erfiillt diese Anforderung. Die Konstanten werden aus den Randbedingungen be-
stimmt.

Wegen %‘1 = % = H gilt

as = r—}j(cosﬁ —1) (5.12)
ar = %sinﬁ . (5.13)
Fiir die restlichen Koeffizienten gilt
a; =0 (5.14)
Mit dem Deformationsgradienten
F. =gradu+1 (5.15)
kann der GREENsche Verzerrungstensor
L o
E(0,r,z) == (F-F.—1) (5.16)

2

bestimmt werden. Nun kann fiir die Vulkardan-Kupplung ein Verzerrungstensor
bestimmt werden. Die Komponenten dieses symmetrischen Tensors werden un-
ten in der Vektornotation angegeben. Es wird die zylindrische Basis (e; ® e;‘-F>
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verwendet?.
¢ 3
( )
E,, 0
Ta (Ta , 22 _ 2) qin2?
ESOSD 2 h ( h 72 7") Sin 2
Ezz 27’3 in2 Y
_ 2 gin” 2
g = Rl ; (5.17)
— = . a b =
(o) 5 g - Zsin
By, 5 - fesind
FE _Ta 2 Y
\ Lzr ) L 2 sin” 3 )

Dieser ist einer der moglichen Verzerrungstensoren mit der relativen Verdre-
hung 2¢. Die allgemeine Formulierung fiir eine Kupplung gleicher Bauart kann
[62] entnommen werden. Es wurde die vereinfachende Annahme getroffen, dass
die Kupplung an den Punkten 1 und 2 (s. Abb. 5.4) keine Verschiebung
in 7—Richtung erfihrt. Es wurde mit MSC.MARC/Mentat eine entsprechende
Elastomer—Kupplung modelliert und berechnet. Das Elastomer wird mit einem
hyperelastischen Materialmodell nach Mooney—Rivlin modelliert. Die sich einstel-
lende radiale Verschiebung ist in Abb. 5.5 dargestellt.

Radiale Verschiebung der "AuRenflache" der Kupplung
T T T T

-0.01r

-0.02

-0.03-

-0.041

radiale Verschiebung
s o
o o
(<2} o

|
o
o
N

|
o
o
&

-0.09

~0.11 i i i L i i
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
Breite z der Kupplung

Abbildung 5.5: Radiale Verschiebungen aus der MSC.MARC/Mentat-
Berechnung.

Aus Abb. 5.5 geht hervor, dass Ansétze quadratischer Ordnung iiber den Kupp-
lungsquerschnitt verwendet werden sollten. Dies wiirde zu einer besseren Nahe-
rung der Verschiebungen fiihren, aber gleichzeitig die Anzahl der zu bestimenden
Konstanten erhchen. Da diese Berechnung eine qualitative Aussage ergeben sollte,
wurde eine grobe Modellierung gewdhlt, wodurch eine spitze Form in der Mitte
der Kupplung entsteht. Bei Verfeinerung der Modellierung ist hier ein weicher
Ubergang zu erwarten, dessen Tangente der Abzisse parallel ist.

*Mit den Basisvektoren e, e, €.
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5.1.1 Weitere Deformationsgradienten

Eine dhnliche Vorgehensweise kann auch fiir eine hochelastische Scheibenkupp-
lung, welche ebenfalls eine Kupplung gleicher Schubverzerrung ist (s. Abb. 5.6),
benutzt werden.

EEIIIRSIRIIIIS
SORRRLLILLIELRS]
3XXKS

00g0se%es

L5IIREIIN
255

Abbildung 5.6: Kupplung gleicher Schubverzerrung

Fiir die Bestimmung des Deformationsgradienten werden Zylinderkoordinaten
(r, ¢, z) zu Grunde gelegt. Weiterhin wird davon ausgegangen, dass die Nabe
sich um einen Winkel ¥ relativ zu der Aufenscheibe verdreht. So kann angenom-
men werden, dass die Kupplung am Aufsenradius festgehalten wird. In 2-Richtung
werden keine Verschiebungen zugelassen. Damit lauten die Randbedingungen

u = ulr=r;,2=0)=0
u u(r=r;, z2=5)=0
“u u(r =r,, 2 =0) =1, (sinve, + (cos — 1)e,)
‘u = ur=r,, z2="h)=r,(sinve, + (cos — 1)e,)

(5.18)

Wie bei der Versuchskupplung aus dem vorherigen Abschnitt kann ein linearer
Ansatz gewéhlt werden, der aber von z unabhéingig ist:

u = (a; + asr)e, + (az + aqsr)e, (5.19)

Die Konstanten a; bis a4 lassen sich aus den Randbedingungen 5.18 bestimmen.

Tals

a = — (cos? — 1)
Ta — T4
,
a; = —(cosv — 1)
Ta — T
Tals .
a3 = — sin o
Tag — T4
r .
ay = 2 sind
Ta — T

(5.20)
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Der lineare Ansatz nimmt seinen endgiiltigen Form an
u(r, z) = as(r —ry)e, + as(r —r;)e, (5.21)

Der Deformationsgradient kann mit Hilfe des Verschiebungsgradienten berechnet
werden. Es folgt die Gradientenbildung der Verschiebung u:

ou,

(gradu),, = 7 = as
(gradu)w = %%—qg — % — —CL4T —r T
(gradu),, = 81? = 0
b,
(gradu),, = ? = a4
(gradu),, = %8&; + % = ayt - T (5.22)
(gradu),, = % = 0
(gradu),, = 3%2 = 0
(gradu),, = % a/l;z = 0
(gradu),, = %7”;2 = 0
Der Deformationsgradient wird aus H wird gebildet
(gradu),. +1  (gradu),, (gradu),.,
F = (gradu),,  (gradu),, +1  (gradu),, (ei®@e]) (5.23)
(gradu),, (gradu),, (gradu)..+1

5.2 Ergebnisse

5.2.1 Viskoplastische Berechnungen

Im folgenden wird die Aussagegiite des Materialgesetzes anhand bekannter Effek-
te von Elastomeren mit dem eigenen Programm qualitativ getestet. Als Berech-
nungsbeispiel wird eine Elastomer-Kupplung mit gleichméfiger Schubverzerrung
gewdhlt (s. Abb. 5.4).

Die in den folgenden drei Abbildungen (5.7 bis 5.9) dargestellten Spannungen
7 entsprechen der Komponente 7T,. des Spannungstensors. Bei der Berechnung
dieser Ergebnisse wurde jeweils ein linearer Ansatz in e, und e, gewéhlt. Eine
Anpassung dieser Ergebnisse in den Bereich grofer Deformationen ist durch die
Erhéhung des Polynomgrades der Verschiebungsansitze mdoglich.

In Abb. 5.7b wird der berechnete Verlauf der Schubspannung fiir zwei harmo-
nische Verdrehwinkelverlaufe nach Abb. 5.7a dargestellt. Die Erregeramplitu-
den sind fiir beide Verldufe gleich, wihrend die Frequenzen sich unterscheiden.
Die Simulation ergibt fiir héhere Frequenzen steilere Spannungsverldufe, was ei-
ner hoheren Steifigkeit entspricht. Die eingeschwungene Spannungs-Verformungs-
Hysterese der hoherfrequenten Erregung hat zusétzlich eine grofere Fliache. Die
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a) Verdrehungsverlauf b) Spannungsverlauf
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Abbildung 5.7: Frequenzeffekte: Gleiche Verdrehungsamplitude; 10 Hz. und 40
Hz.

Simulationsergebnisse stimmen mit Betrachtungen an Elastomer-Kupplungen
iiberein.

a) Verdrehungsverlauf b) Spannungsverlauf bei 1 Hz

.
e
e //
/

9 in Bogenmaf

Abbildung 5.8: Amplitudeneffekte: Gleiche Frequenz; 1 Hz.

In Abb. 5.8b wird dagegen der Verlauf der Schubspannung fiir zwei Verdrehwin-
kelverlaufe nach Abb. 5.8a mit gleicher Frequenz, aber unterschiedlicher Amp-
litude dargestellt. Fiir die hohere Drehwinkelamplitude ergibt sich bei gleicher
Frequenz eine hohere Verzerrungsgeschwindigkeit. Abb. 5.8 besagt, dass im vor-
liegenden Fall mit steigender Amplitude die dynamische Steifigkeit abnimmt. Die-
ser Effekt ist ebenfalls bekannt und bei der Darstellung der Versuchsergebnisse
erklirt® und kann auf die Reibungseffekte im Elastomer zuriickgefiihrt werden.

Wegen der Nichtlinearitdt von Elastomeren ist es nicht zuldssig, nicht harmoni-
sche Schwingungsgemische durch Superposition der jeweiligen Frequenzantwor-
te zu generieren®. Vielmehr ist eine gleichzeitige Simulation aller Erregeranteile
notwendig. Exemplarisch zeigt Abb. 5.9 die Simulation eines Schwingungsge-
mischs. Die Kupplungserregung wird durch eine Superposition zweier harmoni-
schen Schwingungen mit unterschiedlichen Frequenzen erreicht.

Es soll hier betont werden, dass das Programm dreidimensionale Spannungs- und

5Siehe S. 61
6Mit diesem Thema hat sich Barutzki an der TU Berlin ausfiihrlich beschiiftigt [5].
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a) Verdrehungsverlauf b) Spannungsverlauf
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Abbildung 5.9: Schwingungsgemische: Uberlagerung von zwei unterschiedlichen
Frequenzen und Amplituden

a) Verdrehungsverlauf b) Spannungsverlauf
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Abbildung 5.10: Anfachung der Wegerregung bei 1 Hz.

Verzerrungszustinde verarbeitet, was mit rheologischen Modellen nur mit grofen
Vereinfachungen moglich ist (s. z.B. [43]).

5.2.2 Berechnungen mit dem OGDEN-Ansatz

Als eine mogliche Alternative zum KILIAN-Ansatz wurden auch exemplarisch
FEM-Berechnungen mit dem OGDEN-Ansatz durchgefiihrt (s. Abb. 5.11). Als
Werkstoffparameter wurden die Werte aus Tab. 3.2 verwendet. Als FE-Software
kam ABAQUS zum Einsatz. In dem vorliegenden Beispiel wurde ein Verdrehungs-
winkel von 8° als Belastung eingeleitet. Die dargestellte Spannung entspricht der
T.,-Komponente der CAUCHY-Spannung. Auch bei diesem Winkel herrscht in
der Kupplung eine ndherungsweise gleichméfige Spannungsverteilung.

5.3 UMAT-Erstellung fiir ABAQUS

Es ist nicht immer moglich Ansétze zu finden, die fiir das gesamte Problemgebiet
giiltig sind. Eine Losung ist das Problemgebiet in einer geeigneten kommerziellen
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Abbildung 5.11: Kupplungsmodellierung mit ABAQUS

FE-Umgebung wie MARC oder ABAQUS zu modellieren und das Materialgesetz
iiber die hierfiir vorgesehene Schnittstelle, in Form eines benutzergeschriebenen
Unterprogrammes, einzubinden. Die Schnittstelle von ABAQUS heiflt UMATY,
und kann in FORTRAN oder C geschrieben werden. In diesem Abschnitt wird
die Vorgehensweise zur Erstellung eines UMATSs erlautert.

5.3.1 Allgemeine Vorgehensweise

Die Vorgehensweise fiir UMAT-Erstellung kann [1| entnommen werden. An dieser
Stelle wird diese kurz erldutert.

Das Materialgesetz wird mit einer der folgenden Definitionen benotigt:

e Explizite Definition der Spannung, fiir grofe Deformationen die CAUCHY—
Spannung.

e Definition der Spannungsrate.
Zusétzlich werden, so fern vorhanden, benétigt:

e Zeitabhingigkeit,
e Temperaturabhingigkeit,

e Definition der internen Zustandsvariablen in expliziter oder Ratenform.

Die konstitutive Evolutionsgleichung wird durch die Verwendung einer passen-
den numerischen Integrationsmethode (s. Abschnitt 7.2.1) in eine inkrementellen

Gleichung umgewandelt. Hierzu miissen die internen Zustandsvariablen auch in
inkrementeller Form vorliegen.

7Abkiirzung fiir ,,User Material“~Benutzerschnittstelle fiir selbstgeschriebene Unterprogram-
me zwecks Formulierung von eigenen Materialgesetzen
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Im weiteren Vorgehen wird die konsistente Jacobische Matrix bestimmt. Fiir li-
neare Elastizitit oder grofse Verformungen mit kleinen Volumenédnderungen ist

diese
l OA(JT)

J aAgHenck;y

Fiir hyperelastische Materialgesetze wird die konsistente Jacobische Matrix iiber

C-= (5.24)

die Verzerrungsrate definiert:
§(JT)=JC: D, (5.25)

mit der virtuellen Deformationsrate 6D = sym (6F - F~1).

Zur Handhabung der materiellen Gleichungen stehen folgende Variablen als
Schnittstellengréfen eines UMATS:

e Aktueller Schritt und aktuelle Inkrementnummer,
e Element- und Integrationspunktnummer,
e Spannung, Verzerung und Zustandsvariablen am Anfang der Iteration,

e Verzerrungsinkrement, Rotationsinkrement und Deformationsgradient am
Anfang und am Ende der Iteration,

e Totale und inkrementelle Werten der Zeit, Temperatur und benutzerdefi-
nierten Feldvariablen,

e Materialkonstanten, Positionen der Materialpunkte

Fiir eine UMAT-Verwendung muss nicht notwendigerweise auf all oben genannten
Grofen zugegriffen werden. Es reicht die Definition von Spannung, Jacobischer
Matrix und Zustandsvariablen. Es ist auch méglich bereits in ABAQUS vorhande-
nen Unterprogramme oder selbstgeschriebene Unterprogramme von UMAT aus
aufzurufen. So kénnen beispielsweise die Invarianten, Hauptspannungen und -
richtungen durch ABAQUS-Unterprogramme bestimmt werden.

Fiir das Programmieren des Fiillstoffmaterialgesetz (Gln. 3.46) miissen die Glei-
chungen in inkrementelle Form umgewandelt werden. Hierzu wird als objektive
Spannungsrate die JAUMANNsche Zeitableitung des Spannungstensors benétigt,

drT,
dt

T = — eimwr " Tij — €jwr " T (5.26)
wobei diese Zeitableitung mit dem Symbol (°) gekennzeichnet wird. In Gl. 5.26
entspricht € dem LEVI-CIVATA-Symbol, w der Winkelgeschwindigkeit des materi-
ellen Punktes und d/dt der materiellen Zeitableitung. Die materielle Zeitableitung
fiir den Spanungstensor lautet:

A’y _ 9T, 0T,

_ 2
dt ot | 7 o, (5.27)
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Fiir das LEVI-CIVATA-Symbol gilt (s. z.B. [66])

1 fiir 4k=123 und seine zyklischen
Permutationen 231 und 312,
€ijr = —1 fiir 4/4=321 und seine zyklischen (5.28)
Permutationen 213 und 132
0 Fiir alle anderen Kombinationen

Fiir das vorliegende Problem ist die einfachste Vorgehensweise an der Modellie-
rung die Netzknoten zu verdoppeln und fiir jedes Inkrement eine hyperelastische
und viskoplastische Berechnung durchzufiihren. Am Ende des Inkrementes werden
die Spannungen zusammenaddiert. Bei dieser Vorgehensweise muss nur das visko-
plastische Materialgesetz programmiert werden. Fiir den hyperelastischen Anteil
stehen verschiedene Ansitze wie Neo Hooke, Mooney-Rivlin, Ogden, Arruda-
Boyce und Van der Waals in ABAQUS zur Verfiigung.

Eine ausfiihrliche Beschreibung des Vorgehens bei der Erstellung eines UMATSs
findet man in [41]. In der Arbeit von KOTTGEN und Mitautoren wird anhand
eines MROZ-Modells die Grundlagen, Flufidiagramme und fiir einige Werkstoffe
die Unterpogramme bereitgestellt.

5.3.2 Angabe einer Tangentenmatrix fiir das Fiillstoffge-
setz

Bei der Bestimmung der Tangentenmatrix wird von dem Kettenregel Gebrauch
gemacht. Aus Vereinfachungsgriinden wird der Fiillstoffindex F' weggelassen.

a_T . aT‘ab o aT‘ab 8Beh
OE  0E. 0B, 0E.

Clabed = (5.29)

Diese Gleichung kann termweise abgearbeitet werden. Fiir die Ableitung der Span-
nung nach Gl. 5.9 nach dem Verzerrungstensor wird die Ableitung der Material-

funktion /Dy = /% [J1(B) — 3] gebildet. Mit

011(B)
0B

=1 (5.30)

folgt

1

ovD, |1
N 8(/1(B) = 3)

1 1
2B, 3 [§(J1(B) —3) } Se, = O,

(5.31)

Nun kann die Ableitung des Spannungstensors gebildet werden. Zur Erinnerung
werden die Komponenten des Spannungstensors nach Gl. 3.45 in Indexschreib-
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weise wiedergegeben:

Tab = G ( D m —a Dl) (532)
oT, G v D
63:; = 5 ( o —av/D ) (0aeObn + Oandpe) +
¢ w— ) ( VD, ) B (5.3
S =31 \ (VD - VD)’
0B, <
cd
= (5605hd —I— 6ed6h6) (534)

Die Komponenten der Tangentenmatrix in Indexschreibweise lauten:

aTab aBll aT‘ab aBlQ aT‘ab aBlB

OT., OBy 0Ty OBas  OThp OBos
OBy 0F.; OBy 0B | 0By 0E. ©

Cabcd

(5.35)

Die Tangentenmatrix 5.35 kann durch das Einsetzen der Gleichungen 5.33 und
5.34 in VoiGTsche Notation angegeben werden:

oy, 9Ty 0Ty 0Ty OTy 9Ty
OE. OBy OFs; OBy OFEs 0OF
a7-‘22 a 22 a7-‘22 a 22 a7122 a7-‘22
OE, OFEs OFs; OBy 0OEs 0OF
8T33 a 33 8T33 a 33 87133 8T33

0Ly 0Ty 013 Olos O0lss 0103 (5.36)

o)
I
Q)
IS
Q)
&5
Q)
S
Q)
&5
Q)
S
Q)
=

ij

Beispielhaft wird hier eine Komponente angegeben:

én = 2G

(5 37)
Entsprechend Gl. 3.20 ist die Tangentenmatrlx nicht vollbesetzt. D.h. Cyy =
051 = 061 =Cp = 052 = 062 = Cy3 = Cs3 = Coz = Css = Coy = Cos = Ciy =
Cis = Cho = Cay = Coz = Cyg = Cyy = C5 = C'ys = Cys = Cyg = C'ss = 0.

Die Bestimmung der restlichen Gleichungen des Materialgesetzes kann in UMAT
geméls dem Vorgehen aus S. 67ff ausgefithrt werden.

(7o vmi) ( <J1<§>—3>><<«D—m@m>2‘a> B“]



Kapitel 6

Parameteroptimierung fur das
Materialmodell

In diesem Kapitel wird eine Systemidentifikation zwecks Anpassung der Material-
parameter durchgefiihrt. Die Parameter werden jeweils fiir eine Umgebungstem-
peratur, jedoch mehrere Frequenzen angepasst, so dass zunéchst fiir Umgebungs-
temperatur einen Parametersatz entsteht. Da die gekoppelte thermomechanische
Berechnung bei verschiedenen Temperaturen lokal auf den entsprechenden fre-
quenzabhingigen Parametersatz zuriickgreifen soll, muss fiir die Zwischenpunkte
interpoliert werden. Letztlich 1auft die Identifikation darauf hinaus, dass verschie-
dene temperaturabhingige Funktionen fiir die mechanischen Parameter erstellt
werden.

6.1 Auswahl des Optimierungsverfahrens

Die Anpassung der Modellparameter fiir das Materialmodell an die vorliegenden
Messwerte fiihrt zu einen klassischen Optimierungsproblem:.

Fiir Optimierungsprobleme existieren analytische, deterministische und stocha-
stische Verfahren.

Analytische Verfahren finden in einem Berechnungsvorgang das Optimum. Die
zweimalige stetige Differenzierbarkeit der zu optimierenden Funktion innerhalb
des Losungsraumes wird vorausgesetzt. Da in vorhergehenden Abschnitten vor-
gestellten Materialgleichungen sich nur iterativ 16sen lassen, kann zwischen
Eingangs- und Ausgangsgrofen kein direkter analytischer Zusammenhang ange-
geben werden.

Die deterministischen und stochastischen Methoden sind zwar in der Lage, lokale
Extrema zu finden, bendétigen jedoch zur Ermittlung des globalen Extremums
einen bereits bekannten hinreichend optimalen Startpunkt oder -vektor.

Unter einer weniger strengen Voraussetzung als der des optimalen Startpunk-

80
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tes sind genetische Algorithmen in der Lage, globale Optima unabhingig vom
Startpunkt zu finden. Dies gelingt in einer geschachtelten Form durch die Uber-
lagerung mehrerer Optimierungsprozeduren. Die basieren i.a. auf ableitungsfreie
Optimierungsalgorithmen, so dass auch nichtlineare Probleme bearbeitet werden
konnen, bei denen keine direkten analytischen Beziehungen zwischen Ein- und
Ausgangsgrofsen bekannt sind. Aus den oben angefiihrten Griinden wird hier die
Evolutionsstrategie von RECHENBERG verwendet [64].

6.1.1 Evolutionsstrategie [64]

Die Evolutionsstrategie von RECHENBERG gehort zur Gruppe der stochastischen
Optimierungsalgorithmen. Grundlage fiir dieser Strategien sind die natiirlichen
genetischen Abldufe wie Fortpflanzung, Mutation und Selektion. Mit der Evolu-
tionsstrategie gelingt es, ableitungsfreie Optimierungsverfahren zu erstellen, wenn
die lokalen Extrema einer gewissen Ordnung unterliegen, insbesondere die Extre-
ma raumlich zusammenhéngen und ein Evolutionsweg iiber Qualitédtskriterien
zum globalen Extremum fiihrt.

Die Bezeichnungen zur Beschreibung der Evolutionsstrategie (ES) lehnen sich
stark an die der biologischen Vorginge an: Eine Anzahl von p Elter(n) erzeugen
A Nachkommen, aus denen der beste oder die p besten selektiert werden. Dies
wird u.U. in Populationen iiber eine Anzahl von Generationen durchgefiihrt. Diese
Bezeichnungen sollen im folgenden beibehalten werden. Es werden hauptséchlich
zwischen zwei Strategien unterschieden:

e (1, A)-Evolutionsstrategie

e (i + A)-Evolutionsstrategie

Bei der (p, A)-ES werden aus p Eltern A mutierten Nachkommen erzeugt, von
denen die i Besten die Eltern der ndchsten Generation werden. Das Komma be-
deutet, dass die Eltern nicht mit in die Selektion einbezogen werden, sondern
lediglich aus den A Nachkommen die p Besten iiberleben. Die zweite Variante,
(1 + M)-ES, bezieht die Eltern mit in die Auswahlmenge ein, was jedoch Nach-
teile bei der Mutations-Schrittweiten-Regelung nach sich zieht. Eine ausfiihrliche
Behandlung des Algorithmus kann [64] entnommen werden.

6.1.1.1 Evolutionsstrategie am Beispiel eines Voigt-Kelvin-Modells

Um das Prinzip der Parameteroptimierung mit der Evolutionsstrategie zu ver-
deutlichen, wird an dieser Stelle an dem einfachen Beispiel eines Voigt-Kelvin-
Modells eine Berechnung durchgefiihrt. Ziel ist hierbei die Anpassung der zwei
Parameter Federsteifigkeit ¢ und Dampfungskonstante b an eine willkiirlich vor-
gegebene Hysteresekurve. Die in diesem Fall elliptische Hysterese ist durch drei
Kennwerte eindeutig definiert:
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1. Die maximale Erregeramplitude 3y,
2. Die Kraft bei maximaler Amplitude F'(5),

3. Der Flacheninhalt Ay als Mafs der dissipierten Energie.

Die Erregung erfolgt sinusférmig. Eine entsprechende Hysterese zeigt Abb. 6.1.
Die Kurven wurden fiir die Vorgabewerte ¢ = 2,98 N/mm und b = 1,12 Ns/mm
berechnet.

Schwingungsverdauf Hysteresekurve der Vorgabraerte

| — Wegampitude in mem
Kraftamplitude in N

I
-

[
[

Weg- und Kraftampitude in mm und B
b fa =1
Kraftin M
ra =)

i
2

0 z 4 6 T2 A 0 1 2
Zeilin s Vegeregung in mm

Abbildung 6.1: Schwingungs- und Hystereseverldufe der Vorgaben fiir das Voigt-
Kelvin-Modell

Die Qualitit der mutierten Nachkommen wird {iber eine Simulation mit dem je-
weiligen Parametersatz, bestehend aus Federsteifigkeit ¢ und Dampfungskonstan-
te b, bestimmt. Der Maximalwert der Erregeramplitude sy dient als Eingabewert
fiir die Simulation, somit miissen lediglich die errechneten Krifte und Fliachenin-
halte an die Vorgabe angepasst werden.

Fiir die Optimierung wird eine (1,5)-Evolutionsstrategie verwendet, als Quali-
tatskriterium ) zur Selektion soll die Summe der relativen Fehlerquadrate fiir
die Kraft! bei maximaler Auslenkung und die Hysteresefliche dienen, die mini-

miert werden soll:
F = Fn\ (Ao = Asin
Q:(OFSOS ) +( 1 ) (6.1)

Die Optimierung per Evolutionsstrategie fiihrt im Schnitt nach etwa 70-
Generationen zu einer Losung, die innerhalb der definierten Toleranz liegt. Das
entspricht einer Menge von 350 generierten Losungsvektoren. Der dabei zuriickge-
legte Weg im Losungsraum ist in Abb. 6.2 {iber der Qualitatsfunktion dargestellt,
eingezeichnet ist jeweils der beste Nachkomme einer Generation:

L Alternativ wire das Quadrat der Kraft zu erproben.
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Craadldbstunition dber Stefighad ¢ und Damplung b

Suaital O

Seifickeii ¢

Dampfung b

Abbildung 6.2: Verlauf der Optimierung mittels Evolutionsstrategie iiber die Qua-
litatsfunktion @)

Den zugehorigen Verlauf der Mutationsschrittweiten zeigt Abb. 6.3. Die Schritt-
weite, ausgehend vom Initialwert 1,0 zunéchst stark ansteigt, um mit geringer
werdendem Zielabstand wieder stetig abzunehmen.

Wrrtaif car Mitatinns sonnthesiien

bl Enataeds
a

T s b B | AL

=

Abbildung 6.3: Schrittweitenverlauf in Abhingigkeit von der Generationszahl

Abb. 6.4 zeigt den Vergleich zwischen vorgegebener (durchgezogener) und an-
gepasster (gepunkteter) Hysteresekurve bei einem gesetzten Qualitétskriterium
von () = 0,01, das entspricht einer durchschnittlichen Abweichung von 0,7%.
Der in diesem Fall errechnete Qualititswert betrigt 0,0056, was einer mittleren
Abweichung des Qualitiatskriteriums von 0,56% entspricht.
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Hysteresevergleich Vorgabewerte / Optimierung

6.1

Kraft in N

53

52

1.75 1.8 1.85 1.8 1.95 2
WWegerregung in mm

Abbildung 6.4: Optimierungsergebnis fiir das Beispiel am Umkehrpunkt der Hy-
sterese, vorgegebene (durchgezogene Linie) und angepasste (gepunktete) Hyste-
resekurve.

6.1.2 Qualitatsfunktion

FEvolutionsstrategisch arbeiten heisst, nach einer Qualitit zu selektieren. Reale
Probleme sind so einfach nicht. Wie ldsst sich nach mehreren Kriterien zugleich
optimieren??

Fiir die Bewertung der erzeugten Lésungsmenge wird eine Qualitdtsfunktion be-
nétigt. Der Differenz zwischen dem Soll- und Istwert kann absolut oder relativ
zum Sollwert berechnet werden, wobei hier der relativen Abweichung der Vorzug
gegeben wird. So kénnen die Restabweichungen, verursacht durch mit Schwan-
kungen behafteten Messwerte, die Qualitdtswerte nicht beeintréchtigen.

Im Verlauf der vorliegenden Optimierungsaufgabe wird iiber eine grofere Anzahl
von Hysteresekurven mit je zwei Kennwerten, der Fliache Wp bzw. Ag,, und der
Spannung bei maximalem Verzerrungswinkel 7(7,,q, ) optimiert. Die Verkniipfung
von 2n Qualitdtswerten durch die Methode der quadratischen Mittelwertbildung:

n

> Qi+ 0%

Q= 5 :

wobei (Q1; und (Qy; jeweils die Giitefunktionen der zwei Kennwerten sind.

(6.2)

2Aus [64]. Frage 11 aus dem Kapitel ,,Diskussion um die Evolutionsstrategie”
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6.1.3 Der Optimierungsalgorithmus

Die fiir die Parameteroptimierung des Materialgesetzes eingesetzte Variante der
Evolutionsstrategie ist, schon wegen der Dimension des Losungsraumes (> 8)
und der iterativen Berechnung des Verzerrungswinkel-/Schubspannungsverlaufes,
komplizierter als das obige Beispiel aufgebaut, wobei viele der im Beispiel genann-
ten Ansétze auch hier zum Einsatz kommen.

Prinzipiell soll fiir die Parameteroptimierung eine einfach geschachtelte Variante
der Evolutionsstrategie eingesetzt werden. Dies hat den Vorteil, dass zum einen
bei Existenz mehrerer lokaler Minima der Qualitatsfunktion unter den o.g. Vor-
aussetzungen das globale Maximum gefunden werden und zum anderen bei An-
ndherung an das Optimum ein schnelles Verkleinern der Schrittweiten in einer
neuen Populationsgeneration bei Bedarf korrigiert werden kann. Die grundlegen-
de Struktur des Optimierungsalgorithmus ist in Abb. 6.5 dargestellt. SIMGUM,
ein selbstgeschriebenes Institutsprogramm auf der Basis des KILIAN-Ansatzes
und des Fiillstoffmaterialgesetzes, bildet den Fortran 90-Kern der mechanischen
Berechnung.

6.2 Die Parameter des Materialgesetzes

Das Materialgesetz setzt sich aus einem hyperelastischen und viskoplastischen An-
teil zusammen. Aussagen zur Temperaturabhingigkeit der einzelnen Parameter
kénnen durch Beriicksichtigung verschiedener physikalischer Hintergriinde getrof-
fen werden.

An dieser Stellen werden die Gleichungen aus dem Abschnitt 3.3.2 wieder aufge-
listet:

&

I

|
o}
o

<
B!
-
_l.
=
S
>
&

D, = Z[Ji(Be) — 3] (6.7)
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Startvektor Vorgaben: Aus Messwerten:
Parametersatz T g g ), We oder o' o

Mutation auf
Populationsebens

= I ——

Mutation auf
Individuenebene

Qualitatsbestimmung
| SIMGUM |

Integration (@ ) We. oder &2',es™) |
i Qualitdtswert des Individuums |

Selektion auf
Individuensbene
Selektion auf
Populationsebene

Abbruchkriterium
{z.B. edaubte Abweichung der Warte von ¢ und ¢

Parametersatz

. ES auf Populatiornshesis . E% auf Individuerasis

Abbildung 6.5: Struktur des Optimierungsalgorithmus zur Bestimmung der Mo-
dellparameter.

6.2.1 Zur Strategie der Kurvenanpassung

Je mehr Parameter das Materialgesetz hat, desto einfacher ist die Anpassung
des Simulationergebnisses auf ein breiteres Spektrum von Versuchsergebnissen.
Gleichzeitig erhoht sich die Rechenzeitanforderungen. Fiir diesen Konflikt muss
ein Optimum gefunden werden.

Zur besseren Anpassung der Kurven des Kiimmlee-Versuchs wird zuerst additiv
die Fiillstoff-Spannung auf mehrere Stréange erweitert, welche die erste Moglichkeit
zur Erh6éhung der Parameteranzahl ist. Die M&glichkeiten sind,

1. Additive Erweiterung des Fiillstoff-Spannungstensors T auf n-Teile. Diese
entspricht bei einem rheologischen Modell der Addition von n — 1 zusétzli-
chen Stringen.

2. Erhohung der Anzahl der Variablen der kinematischen Verfestigung X
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3. Kombination der ersten beiden Mdoglichkeiten

Das Stoffgesetz der Matrix hat den verinderlichen Schubmodulparameter “G.
Bei der Aufstellung hat das Fiillstoffgesetz folgende Parameter:

Tabelle 6.1: Groken des Fiillstoff-Materialgesetzes
‘ 1fd. H Symbol | Bedeutung

1 FG Schubmodul des Fiillstoffgesetzes

2 Fn zur Anpassung der Geschwindigkeitsabhéngigkeit> 0
3 FK zur Anpassung der Geschwindigkeitsabhéngigkeit> 0
4 FF Gedéchtnisparameter der Evolutionsgleichung

5 FC viskose Parameter der Evolutionsgleichung

Fiir das Gesamtgesetz gibt es im hyperelastischen Teil die zusitzlichen drei Va-
riablen Y3, Mg und ™ D,,, die festgesetzt werden und somit keine Parameter,
sondern Kennwerte sind. Diese Werte werden spiter keinem Optimierungsalgo-
rithmus unterworfen. Vorerst gibt es zusammen mit dem elastischen Schubmodul
M@ sechs Parameter.

Um die Kurvenanpassung zu erleichtern kann das Stoffgesetz auf zwei parallele
Stréange ausgedehnt werden:

Fr =T +5,T (6.8)

Dieser Schritt erfordert allerdings zwei Parametersitze:
1. fT (FGh Fnh FK17 Frla FCl)
2. gT (FG27 F”Q) FKZ) FTQ, FCQ)

Es wird eine Verdopplung der plastischen Parameteranzahl notwendig und man
erhélt elf Parameter.

Eine zuséatzliche Mo6glichkeit zur besseren Kurvenanpassung kann iiber eine Erho-
hung der Anzahl der Variablen der kinematischen Verfestigung erreicht werden:

-5(1 = ;Vl,l + -5(1,2 (6.9)
.i’g = i’271 + A?g,g (6.10)
Xy = Xyi1+Xno (6.11)

Insgesamt ergeben sich vier Evolutionsgleichungen. Da nun auch zwei unterschied-
liche viskoplastische Verzerrungsakkumulationen existieren, miissen die folgenden
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Evolutionsgleichungen nochmals aktualisiert werden.

X = FCl,l Ev ein —FF1,1 ‘év,em|-5(1,1 (6.12)
/.%1,2 = FClaépein —T1a |év,ein|;¥1,2 (6.13)
&2,1 = FC2,1 Ev ein —FF2,1 ‘év,em|-5(2,1 (6.14)
Koy = FCooéuein —Taa fueinl Xaz (6.15)

Mit der letzten Erweiterung wird eine Parameteranzahl von 15 erreicht.

6.2.2 Ergebnisse der Parameteranpassung

Als erstes wird eine Optimierung mit einem einstrangigen Materialgesetz durch-
gefithrt. Die Evolutionsgleichungen 6.12 bis 6.15 werden damit vereinfacht. Es
ergibt sich eine Gesamtparameterzahl von Acht. Die Optimierungsprozedur wur-
de zunichst fiir die Umgebungstemperatur von T=42°C und den Frequenzbereich
von f=0,1 bis 10 Hz durchgefiihrt. Der ermittelte Parametersatz kann Tab. 6.2
entnommen werden.

Tabelle 6.2: Parametersatz des Materialgesetzes (einstréngig)

‘ Ifd. H Parameter ‘ Parametersatz T—=42°C ‘
|1 || MG  ]0.609955365848 |

e 0.209696301212
Fny 2.0745399843472
FK, 0.004659598182
Ty, 22.071311242470
Ty, 1922.92882749100
o 0.225746556078
Oy, 6.076795481576

| | Fehler |0.05566

O ~J| S| U =|W| DN

Die Kennwerte der komplexen Steifigkeit ¢ und ¢’ bei einem einstrangigen Ma-
terialgesetz sind in Abb. 6.6 dargestellt. Trotz des akzeptablen Qualititswertes
von ca. 0,056 mittlerer Abweichung zeigt die grafische Auswertung, dass insbeson-
dere die Hystereseflichen nur sehr unzureichend approximiert wurden. Bei beiden
Kennwerten gelingt keine betragsméfig gute Abbildung der Frequenzabhéingig-
keiten. Die prinzipielle Ordnung der Kurven ist hingegen vorhanden.

Das 8-Parameter-Modell ist somit ungeeignet. Durch Hinzufiigen eines viskopla-
stischen Stranges wird die Anzahl der Parameter insgesamt auf 15 erweitert.

Fiir das 15-Parameter-Modell werden Parametersétze fiir die Temperaturen 22°C,
42°C, 62°C ermittelt. Diese befinden sich in Tab. 6.3.
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Abbildung 6.6: Vergleich der Kupplungskennwerte ¢ und ¢” der Simulation und
Mefswerte (o) fiir 8 Parameter — 1-Strang-Modell.

Tabelle 6.3: Parametersatz des Materialgesetzes (zweistréngig)

‘ Ifd. H Parameter ‘ T=22°C

\ T—42°C

| T=62°C |

|1 || MG  [0.315222150317 | 0.298028131777 | 0.322431771646 |
2 PGy ]0.004128419834 | 0.003402414360 | 0.002608470710
3 Pny 0116786524999 | 0.221572539557 | 0.117476119629
1 FKy [ 0.000002480435 | 0.000000332136 | 0.000002223224
5 Ty, ]0.690686847503 | 0.352166902146 | 0598455960012
6 T, | 3.907039536347 | 12.030382741331 | 8.645665104714
7 Py, ]0.579182991450 | 0.770190631047 | 0.534253820830
8 "Cy,  ]0.287791620407 | 0.145732711170 | 0.252868394472
9 "G,  ]0.485346347035 | 0.457550196915 | 0.423800474090
10 Pny | 3919277278657 | 4412978994683 | 5.031016606250
11 PK, [ 0.027771854023 | 0025500535816 | 0.022049940111
12 Ty ]0.050426291886 | 0.184353521494 | 0070000468339
13 Ty, | 52.702818760848 | 48.730140877353 | 47.792086871699
14 | TGy | 2138394110681 | 2.616772992852 | 2.699920490399
15 PCh, | 1.311967135041 | 1.310350780733 | 1.300290018727

| | Fehler |0.04776

0.02365

0.02738

Die grafischen Ergebnisse der Optimierung fiir das 15-Parameter-Modell wird
ebenfalls fiir T=42°C und einen Frequenzbereich von 0,1 Hz bis 10 Hz in Abb. 6.7
dargestellt. Es wird sichtbar, dass der ermittelte Parametersatz leichte Schwichen
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in der Abbildung der Frequenzabhéingigkeit der dynamischen Steifigkeit ¢’ besitzt.
Die Kurven der Simulationen liegen dichter beieinander als die gemessenen Kur-
ven, obgleich die prinzipielle Ordnung auch in der Simulation abgebildet wird.
Dagegen ist die Ubereinstimmung der Verluststeifigkeiten ¢’ deutlich besser. Da
die Verluststeifigkeit fiir die Temperaturentwicklung in der Kupplung ausschlag-
gebend ist, kann in Rahmen dieser Arbeit auf eine Verbesserung verzichtet wer-
den.

Trotzdem wurde eine weitere Optimierung fiir ein 22-Parameter-Modell getestet.
Bei einer geringfiigigen Verbesserung der Qualitét, stieg die Rechenzeit erheb-
lich, so dass dieses Modell fiir den untersuchten Bereich als unlohnend eingestuft
wurde.
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Abbildung 6.7: Vergleich der Kupplungskennwerte ¢/ und ¢” der Simulation und
Mefswerte (o) fiir 15 Parameter, T=315,5°K — 2-Strang-Modell.

6.3 Temperaturfunktionen fiir die Parameter des

Materialgesetzes

Die Messungen bei unterschiedlichen Temperaturen wurden auf einige Stiitzpunk-
te beschrénkt. Um bei der Simulation auch zwischen den gemessenen Werten Pa-
rameter zu haben, werden mit Hilfe einer linearen Regressionsanalyse Funktionen
in Abhéngigkeit der Parameter bestimmt. Die Koeffizienten der 15 Regression-
funktionen nach der Form

TO)=a+b-0

sind in Tab. 6.4 aufgelistet. Das Beispiel einer linearen Regressionsberechnung
befindet sich im Anhang C.
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Tabelle 6.4: Die Koeffizienten der temperaturabhéngigen Parameterfunktionen

| Parameter || a | b |
MG, () 0,315 2,314-1074
FG1(0) 5,879 -1073 —4,713-107° ~ 0
n41(0) 0,164 1,749-107*
FK10) | 2,933-107~0 | —5,199-107%~ 0
r11(0) 0,787 —6,022-1073
Ty 5(0) 5,954 0,088
FC11(0) 0,911 —4,862-1073
FCy5(0) 0,266 —8,505- 107
FGy(9) 0,494 —1,521-1073
Fny(0) 2,936 0,041
Fra(0) 0,032 —2,087-10~4
Ty.1(0) 0,078 2,142-1073
Ty5(0) 51,286 0,267
FCy1(0) 1,616 0,017
FCy2(0) 1,076 6,006- 1073

6.4 Schlufifolgerungen aus der Parameteroptimie-

rung

Die Anzahl der gefahrenen Versuche ist als ,beschrinkter Stichprobenumfang"
einzustufen, so dass maximal eine Aussagegiite von B erreichbar ist (s. [53]). Die
Ergebnisse der Optimierung bestitigen, dass die gefahrenen Temperaturversu-
che nicht ausreichend sind und lediglich einen Trend wiedergeben kénnen. Die-
sem wurde durch die Wahl einer linearen Regressionfunktion teilweise Rechnung
getragen. Ausser der Erhohung der Versuchsanzahl ist die Wahl einer zweiten
Versuchsmethode unabdingbar. Beispielsweise erzeugt in dem 15-parametrigen-
Modell die Variation von fTy, (s. Tab. 6.3) kaum nennenswerte Anderungen
in den Ergebnissen. So kommt die Frage auf, ob dies bei einer anderen Bean-
spruchungsart anders wére. Eine zu den gefahrenen Drehschwingungsversuchen
,orthogonale® Versuchsklasse —wie die Zugbeanspruchung— wiirde ausserdem den
Geltungsbereich der Parameter vergrofern. Fiir zukiinftige Untersuchungen wird
die parallele Durchfithrung von schwingenden Torsions- und Zugversuchen emp-
fohlen. Nur so konnen aus den Versuchen Parameter mit der Aussagegiite A
gewonnen werden.
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6.5 Ein Modifizierungsvorschlag fiir Pirschers
Materialgesetz

Die nihere Betrachtung der Gleichungen 3.37 und 3.38 zeigt, dass bei der numeri-
schen Realisierung Instabilitdten auftreten konnen. Eine angenommene Gleichheit

MDy =MD,y (6.16)

fiihrt zu einer numerischen Singularitit des Terms In <1 — ,/%). Die Fest-

setzung des Gewichtungsterms ™3 zu Eins bei reiner Torsion, ergibt D, ~
+(J1(C) — 3), was zu Unstetigkeiten fiihrt. Singularitiiten verursachen bei der
Parameteroptimierung und spéter bei der Simulation Probleme. Der Ansatz von
KILIAN erweist sich im Gegensatz zum bisherigen Stand der Forschung als nicht
robust in der Anwendung. Aus diesem Grund wird hier eine Modifikation fiir
Pirschers Materialgesetz vorgeschlagen. Fiir den elastischen Anteil im viskopla-
stischen Fiillstoff und fiir den hyperelastischen Anteil wird der numerisch stabilere
OGDEN-Ansatz eingesetzt.

Die neue viskoplastische Formulierung lautet:

R 3 . FTD_A?D
D, = -7 - - (6.17)
2 7 (v - &P)
- - i
' j2<FTD XD)
T = 7 (6.18)
X 2 ~ N
X = gF(JDV—FF'IXD (6.19)
1 & P B 1
fpo = (= PO —1 ! B’ - (Ji — B)B+ —1
J;“’“( T (i=B)B+ 5
+ li,uF()\Fo"“—l) = B?— (J; — B)B+ —1
J £ PR 2B3 — J, B2 + 1 b 2
+ li,ﬁ(ﬂk—n Bs B?— (J; — Bs)B+ —1
e 2B3 — J, B2 +1 Bs

Entsprechend den Ausfiihrungen im Kapitel Theoretische Grundlagen folgt die
hyperelastische Formulierung;:

]

MTI

—N

@ 1) _ By < 2 _ (7 _ J3 )
N = 1) p} BT, Bl g, \B (BB
Mgt = 1) p} B Bty \B T im BB 71)

o B J.
(6.21)
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Kapitel 7

Numerische Berechnung der
Warmeentwicklung

Unter Vernachlissigung dufserer Wiarmequellen kann eine Energiegleichung aus
den Bilanzsitzen fiir das Materialgesetz von PIRSCHER formuliert werden. Diese
Gleichung ist eine Differentialgleichung erster Ordnung, deren numerische Losung
die Temperaturverteilung im Elastomerkorper liefert. Im Abschnitt 3.7 wurden
bereits einige Ansétze zur Losung der Glg. 7.1 vorgestellt.

erzeugte Wirmeleistung
7\

. 7 . 3 R :\ N
pc,0 —kAG —sp (FTFiTEVFil)—f—QFCSp <XX):0 (7.1)
Spannur:grsleistung Verfestiglrnrgsleistung

Der dritte und vierte Term aus Gl. 7.1 reprisentieren gemeinsam eine Warmequel-
le. Das ,,A“ in Gl. 7.1 ist der sog. LAPLACE-Operator. Die Interaktion einzelner
Quellen und der Warmetransport im Material iiber die Rénder wird durch die
restlichen Faktoren zum Ausdruck gebracht. Die Angabe der Gl. 7.1 in verall-
gemeinter Form ermoglicht den Vergleich mit bereits bekannten Lsungen der
Gl. 3.95 bzw. eine strukturierte Vorgehensweise fiir die numerische Umsetzung.

a0 :
Py = V(kV0) + pg (7.2)

Die Temperatur im Innern wird der Kupplung durch Gl. 7.2 und die Randbedin-
gungen bestimmt. Die Verluste durch Strahlung seien zu vernachléssigen. Damit
ergibt sich fiir den Wéarmestrom in die Luft,

hL = OéL((g — 6a> . (73)

Die Aussentemperatur 6, wird als konstant angenommen. Beim Versuch wird
dies durch vorheriges Einschalten des Wiarme- /Kélteschranks gewihrleistet. Der
Quellterm (s. Gl. 7.1) wird zusammenfassend mit pg bezeichnet. Die Berechnung
des Quellterms findet mit dem mechanischen Programm statt. Die zu betrach-
tende Gleichung lautet damit umgestellt:

93
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Abbildung 7.1: Kupplungsgeometrie

V(kV0) + pg = pc,b. (7.4)

Die Differentialgleichung wird somit iiber die temperaturabhingigen Groéfen
P4, p, k, ¢, gesteuert. Das Elastomer—Element ist als homogen anzunehmen. So
entfillt die Ortsabhdngigkeit der Grofen p, k, c¢,. Die Rotationssymmetrie der
Kupplung wird durch Uberfiihrung der Gl. 7.4 in zylindrischen Koordinaten zum
Ausdruck gebracht.

10 00 10, 00 o, 00 ) .
;E(kTE)Jrﬁ%(k%)JrE(kE)+pq-pcp9. (7.5)

Die Belastungsart der Versuchskupplung ist Torsion. Durch diese rotationssym-
metrische Belastung stellt sich eine von der Koordinate ¢ unabhingige Tempe-
raturverteilung ein. Die Gl. 7.5 vereinfacht sich zu:

10 00 o .00 ) .
;E(kra)—l—&(l{&)ijq—pcpe. (7.6)

7.1 Eingabedaten fiir die Kupplung

Die geometrischen Daten fiir die Kupplung (s. Abb. 7.1) sind

r; = 0,045 m, r, = 0,087 m,
b=0,009m, h =0,018 m.

7.1.1 Materialkennwerte
Dichte p: Da die Kontrollvolumina als nahezu konstant angenommen werden,

wird eine Volumendehnung nicht beriicksichtigt. Die Dichte wird als konstanter
Faktor betrachtet und betriigt p = 930 kg/m?3 (p-Wert aus [65]).
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Wirmeleitfdhigkeit k:  Ansétze zur Behandlung der Wiarmeleitfihigkeit wur-
den bereits auf S. 52 beschrieben. In der vorliegenden Arbeit wird von zwei An-
sitzen Gebrauch gemacht:

1. Konstante Warmeleitfahigkeit: Fiir Naturkautschuk wird eine Wiarmeleit-
fahigkeit von k = 0,23 W/m K empfohlen (s. [51]).

2. Temperaturabhéngigkeit: Die Abhéngigkeit fiir eine Rufimischung von 20%
nach Abb. 3.15 wird linearisiert,

— k= (0,23 —0,0002 - ) [W/mK]

Wirmekapazitdt ¢,: Nach Abb. 3.14 (S. 51) werden zwei Félle eingesetzt:

1. KOMMLEEs Vorschlag von ¢, = 1600 J/kg K wird angenommen [43].

2. Die Abhéngigkeit wird angenédhert durch die lineare Funktion,
— ¢, = [1700 4 2,5(0 — 273,15)] [J /kg K]

Wairmeiibergangszahl o: Das Temperaturgefille senkrecht zum Stahlblech
wird vernachlissigt. Fiir den Warmeiibergang an den Innen- und Aussenseiten
der Kupplung wird in erster Ndherung von einer freien Stréomung ausgegan-
gen. Bei freier Konvektion an einem waagerechten Zylinder wird ein Bereich von
ar = 3... 20 W/m?K angegeben (s. [28]). In dem eigenen Versuchsstand findet
eine Kiihlung der Flansche durch Rotation nicht statt. Da hauptsichlich Kurz-
zeitbelastungen aufgebracht werden, wird vereinfachend bei Stillstand mit dem
gleichen o -Wert gearbeitet wie in [43].

Das vorliegende Problem wurde mit der Finite-Differenzen— und mit der Finite—
Volumen—Methode numerisch umgesetzt. Beide Verfahren wurde in Anlehnung
an [67] durchgefiihrt. Im folgenden wird die Umsetzung dargestellt.

7.2 Finite—Differenzen—Methode

Die Gleichung 7.2 ist unter Beriicksichtigung entsprechender Rand- und Anfangs-
bedingungen numerisch l6sbar. Da es sich bei der betrachteten Priifkupplung um
eine relativ einfache Geometrie handelt, kann die Finite-Differenzen—-Methode
eingesetzt werden. Bei der Finite-Differenzen-Methode wird das Problemgebiet
mittels Gittern und Gitterpunkten diskretisiert. Differenzenquotienten ersetzen
an den Gitterpunkten die Differentialquotienten, womit ein lineares Gleichungs-
system entsteht, das mit den iiblichen numerischen Verfahren gelost werden kann.
Die Finite-Differenzen-Methode ermdglicht eine schnelle Ergebniserzielung.
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7.2.1 Differenzenquotienten

Die partiellen Ableitungen in der Gl. 7.2 kénnen durch Differenzenquotienten er-
setzt werden. Das lineare Gleichungssystem der materiellen Punkte im Problem-
gebiet konnen so numerisch gelost werden. Die Ableitung wird durch folgende
Differenzenquotienten angenihert (s. z.B. [67]):

00\ e —0p _

00\  _ Op—Ow

(%)P N Ay = Olp (7.8)
AN

(2) = o2ty o)

Abb. 7.2 verdeutlicht die Gln. 7.7 bis 7.9, wobei fiir Az entweder xp — x,, oder
rp—xp ist. Wegen der Lage des Punktes P werden die Ausdriicke auch Vorwérts-,
Riickwirts-, und Zentraldifferenz genannt.

A 0

X
! ! »
T >

x‘W -%i"w x‘P Te l"E
Abbildung 7.2: Approximation der Ableitung durch Differenzenquotienten, ange-
deutet durch die gestrichelten Linien

Die Approximation der Steigung in Punkt e zwischen xy und zp durch die
Vorwéarts- und in Punkt w zwischen zp und zg durch die Riickwértsdifferenz
fiihrt zu der zweiten Ableitung in Punkt P:
00 g —20p+ 0w
o2 ), (Az)?

7.2.2 Ortsdiskretisierung

Zunichst wird die partielle DGL beziiglich der Ortskoordinaten diskretisiert. Dies
fiithrt fiir jeden Punkt P zu einer gewohnlichen Differentialgleichung in der Zeit:
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(%) — p(0()). (7.11)

Der Operator ¢ wurde zur Abkiirzung der rechten Seite eingefiihrt. Fiir den
zweidimensionalen Fall gilt beispielsweise:

O —20p+ 0w Oy —20p+0g

v PV

+f (7.12)

7.3 Finite Volumen

7.3.1 Kontrollvolumen (KV)

Die Volumenintegration der DGL 7.2 verhilft zu der Vorstellung eines Kontroll-

volumens (KV).
/V (V(kV6)) dV = /V (% _ pq) qv. (7.13)

Angewendet auf die linke Seite, ergibt sich mit dem Satz von Gauss die Gleichung;:

| (ewoymas = [ (%—pq) av. (7.14)

wobei S die Oberfliche des KV, dS ein Oberflichenelement n den Einheitsnor-
malenvektor an der Oberfliche bezeichnen.

Fiir die Diskretisierung ist es notwendig, die Stelle innerhalb des KV festzulegen,
an der die unbekannten Variablen bestimmt werden. Es wird zwischen ecken- und
zellenorientierter Ordnung unterschieden, wobei hier der zellenorientierte Anord-
nung zum Einsatz kommt. In Abb. 7.3 wird die verwendete Kompassnotation
verdeutlicht. Fiir die Randpunkte, Seiten und Vektoren werden kleine Buchstaben
benutzt, fiir die KV-Mittelpunkte Grofsbuchstaben. Das Oberflichenintegral kann
in die Summe der vier Oberflichenintegralen iiber die vier Seiten S.(c = n, e, s, w)
aufgespalten werden:

2 / (kV0)n.dS. = /V (% - pd) dv. (7.15)

Die linke Seite der Gl. 7.15 beschreibt die Fliisse F, iiber die Rinder des Kontroll-
volumens, die in ihrer Summe dem Volumenterm entsprechen. In GI. 7.15 kommt
die Summenkonvention von EINSTEIN nicht zum Einsatz.

P = / (kV6) n.dS, (7.16)
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G
Abbildung 7.3: Bezeichnungen entsprechend der Kompassnotation

7.3.2 Auflésung der Integrale

Fiir die Approximation der Integrale wird das Mittelpunktsverfahren gewéahlt:
> / (kV0)n.dS, = n, / (kV0)dS. ~ Y " n, (kV0),S.. (7.17)

Die Oberflichenintegrale werden durch Werte im Schwerpunkt der Flachen ap-
proximiert.
Das Volumenintegral wird durch den Mittelpunktssatz des KV angenéhert:

00 : 00 .
/v (E — pq) dV =~ (a — pq> % (7.18)
P

Das Oberflichenintegral wird durch Werte in den Seitenmittelpunkten approxi-
miert. Gegeben bzw. gesucht sind die Werte fiir die Schwerpunkte der KV. Da die
Seitenmittelpunkte zwischen zwei benachbarten Kontrollvolumina liegen, bietet
sich das Zentraldifferenzenverfahren zur Bildung der Ableitungen an.

7.3.3 Nicht-kartesische Gitter

In nicht-kartesischen Koordinaten liegen im Allgemeinen entlang der Normalen-
richtung keine Gitterpunkte. Daher muss die Normalableitung nach geeigneten
anderen Koordinaten ausgedriickt werden. SCHAFER [67] schlidgt dazu die Rich-
tungen & und 7 vor (s. Abb. 7.4). £ ist definiert durch die Verbindungslinie
zwischen P und E, 77 durch die Richtung betrachteten der Seite des KV. Die Ab-
weichung zwischen den Richtungen é und 7 in den Seitenmittelpunkten £ und n
und den Richtungen € und 7 bestimmen die Grofe des Diskretisierungsfehlers.

Nach [67] erhilt man so mittels Koordinatentransformation, (z, y) — (€, #) fiir
die Normalenableitung:

00 00 1 [<6y ox )80 (8:70 oy )80
85 + 1

—nMit+t - Ne=—=|| 3= — =N —Ng — —=N
1 y2 7 (7771 (7772 (%2 0
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\ Ad

Abbildung 7.4: Approximation der Ableitung in nicht-kartesischen Gittern

mit der Jacobi-Determinante

ocon 9 on (7:20)
Die Metrikgrofen werden angenédhert mit:
Ox  Xe—Xp g 0% Xne T Xe (7.21)
8§ |XE—XP | 877 |Xne_Xse |
Bei der Bildung der Ableitungen mittels Zentraldifferenzen ist bei
00 One — Ose
R (7.22)

a_ﬁN |Xne_Xse|

zu beachten, dass die Punkte 6,,. und 6,, nicht bekannt sind und mittels Interpo-
lation ermittelt werden miissen.

7.3.4 Ortsdiskretisierung

Durch Auflosung der Integrale GI. 7.15 7.16 ergibt sich fiir jeden Punkt P eine
gewohnliche DGL in der Zeit. Durch Umformung erhilt man:

(5) vt (7.23

mit

bO(t) = 22 4 g (7.24)
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7.3.5 Zeitdiskretisierung

Fiir die Ableitung nach der Zeit stehen drei Verfahren zur Verfiigung.

Bei der Vorwirtsdifferenz ist die Ableitung zum jetzigen Zeitpunkt, angezeigt
durch den hochgestellten Index (™, bekannt. Diese setzt man dem Differenzen-
quotienten gleich. Es gilt:

= (6™). (7.25)

90 (n) gnt+1) _ gn)
(E) ~ At

Bei der Riickwértsdifferenz ist die Ableitung zu einem zukiinftigen Zeitpunkt
(("+1)) bekannt. Es gilt:

= (). (7.26)

% (n+1) N gn+1) _ gn)
ot - At

Die Zentraldifferenz wird als Mittelwert von Vorwarts- und Riickwéartsdifferenz
gebildet:

90\ " t1/2) pintl) _gn) 1
i R a——TC 1) ). 2
(%) ey cue). (72

A0 2 A0 A0

L

)'

L

)'

L
)

{n) (ntd) 1 () p(n+3) £(n+1 () nt ) 4(nt
Abbildung 7.5: Approximation der Zeitableitung nach Euler (Links, v = 0),

Crank-Nicolson (Mitte, v = 0.5) und Laasonen (Rechts, v = 1)

Oftmals wird ein Steuerparameter v € [0, 1] eingefiihrt, mit dem die Verfahren in
einer Gleichung zusammengefafst werden konnen:

96 (n+1/2) 9(n+1) _ (9(”)
( ) ~ T ) 4 (1 - (6. (1.28)

ot At



7.4 Numerische Differentiation 101

7.4 Numerische Differentiation

Ausgehend von den beschriebenen Verfahren fiir zeitliche und ortliche Ablei-
tung, bieten sich fiir die Diskretisierung der DGL drei verschiedene Verfahren
an (Tab. 7.1).

v Unbekannte Ld&sungsmethode Abschneidefehler Methode

0 1 Explizit 0[At, (Ar)?,(Az)?]  Forward-time,  central-
space  (FTCS); Euler
Methode

i 5 Implizit 0[(At)2, (Ar)?,(A2)?] Midpoint-time,  central-

space (MTCS); Crank-
Nicolson method

1 5 Implizit 0[At, (Ar)2,(Az)?]  Backward-time, central-
space (BTCS); Laasonen
method

Tabelle 7.1: Ubersicht der numerischen Differentiationsverfahren [67]

Die Genauigkeit des Crank-Nicolson Verfahrens ist um eine Ordnung besser. Man
kann zeigen, daf das Crank-Nicolson Verfahren das genaueste Verfahren zweiter
Ordnung ist [67]. Die impliziten Verfahren sind jedoch etwas aufwendiger, da zu
deren Losung das Gleichungssystem geldst werden muf. Fiir die Losung stehen
sowohl direkte als auch iterative Losungsverfahren zur Verfiigung.

7.5 Randbedingungen

7.5.1 Zellenorientierte Kontrollvolumen

Bei zellenorientierten KV liegen die Punkte P nicht in den Randpunkten
(Abb. 7.6):

Abbildung 7.6: Randkontrollvolumen mit Bezeichnungen

Bei gegebenem Wert 6. auf dem Rand erhilt man mit der Vorwirtsdifferenzen-
formel fiir den Fluf iiber die Seite ¢ (Abb. 7.6: c=w):

Op — 0.

Irp — T

F, =k 58.. (7.29)
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Ist der Strom h. senkrecht zur Oberfliche bekannt, so kann der Fluf iiber die
Seite einfach berechnet werden, in dem man den Strom mit der Fliche der Seite
multipliziert.

F, = he5S,. (7.30)

Die Bauteil- und Temperatursymmetrie stellt insofern einen Spezialfall dar, als
der Fluf die Symmetrielinie in einem rechten Winkel trifft. Damit gilt fiir den
Fluf:

F, =n, (kV0),65,. = 0. (7.31)

Deshalb kann durch Ausnutzung der Symmetrie das Gebiet analog zur mechani-
schen Modellierung halbiert werden(Abb. 7.7).

AT AT

;Z ‘Z
Abbildung 7.7: Ausnutzung der Symmetrie
Im Falle der Wérmeiibertragung ist der Strom noch zu berechnen. Es gilt:
n.(kV).= (b, —0,.) (7.32)

Da die Punkte P bei zellenorientierten KV nicht mit den Randpunkten iiberein-
stimmen, muft der Wert 6. im Randpunkt noch approximiert werden. Der Fluss
ergibt sich zu:

F, = a(6, — 0.)8S.. (7.33)
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7.5.2 Eckenorientierte Kontrollvolumen

Fiir eckenorientierte KV liegen die Punkte P exakt in den Randpunkten. Bei
gegebener Temperatur ist damit keine weitere Rechnung notig. Fiir die Rand-
bedingungen nach NEUMANN oder CAUCHY gelten die Gleichungen analog zur
zellenorientierten Betrachtung [67]. Eine Approximation ist jedoch nicht notwen-
dig.

7.5.3 Gittergenerierung

Die Vulkan-Kupplung wird durch ein Modell entsprechend Abb. 7.1 diskretisiert.
Fiir die grau hinterlegte Fliche gilt es ein Gitter zu generieren.

7.5.3.1 Kartesisches Gitter

Zunichst wird ein Gitter erzeugt und iiber das physikalische Gebiet gelegt. Als
nichstes wird aufgrund von Randfunktionen entschieden, welche Gitterpunkte
zum Problemgebiet gehdren. Die Entscheidung wird binéar in einer Matrix gespei-
chert und steht fiir die weiteren Berechnungen zur Verfiigung. Die Koordinaten
der Gitterpunkte, die nicht zum Problemgebiet gehoren, kénnen nun zu Null ge-
setzt werden (Abb. 7.8).

11 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1
1 1.0 0 0 1 1
1 1.0 0 0 1 1
1 1.0 0 0 1 1
11 1 1 1 1 1
11 1 1 1 1 1

Abbildung 7.8: Erzeugung kartesischer Gitter

Die Anndherung der Kupplungsgeometrie erfolgt durch ein kartesisches Modell
entsprechend Abb. 7.9.

Die Koordinaten (r, z) der Gitterpunkte P(i,j) mit

it = 0,..., N,
g =20...M (7.34)
werden festgelegt durch:
T(Z7.]) = 1+ raN rii ) (735)
o h—b.
2(i,j) = ——j+b (7.36)
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z

Abbildung 7.9: Anndherung der Kupplungsgeometrie

Die Punkte, fiir die gilt:

2(i,7) < iir(i,j) (7.37)

a

gehdren zum Problemgebiet.

7.5.3.2 Strukturiertes Gitter

Ziel der Gittergenerierung sei die Erzeugung eines strukturierten Gitters, bei dem
die Dichte der Gitterlinien variiert werden kann. Die Vorgehensweise besteht da-
her aus zwei Unterpunkten, wo das logische Gebiet, also das regulire Gebiet in ein
gestrecktes Gebiet abgebildet wird und das gestreckte Gebiet ins physikalische,
also in das irregulire Gebiet abgebildet wird (s. Abb. 7.10).

1. Abbildung vom logischen ins gestreckte Gebiet.

2. Abbildung vom gestreckten ins physikalische Gebiet.

/ imax=N

[

Abbildung 7.10: Abbildung vom logischen ins gestreckte und ins physikalische
Gebiet
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Die Aufgabe der Erzeugung von strukturierten Gittern besteht nach SCHAFER
[67]' darin, eine eindeutige Abbildung

(z,y) = (@(&m),y(& ) bzw. (&n) = (§(=,y),n(z,y)) (7.38)

zwischen gegebenen diskreten Werten & = 0,1,...,N und n = 0,1,..., M (lo-
gisches Gebiet) und den physikalischen Problemkoordinaten (z,y) zu finden
(Abb. 7.11).

Eine Methode zur strukturierten Gittergenerierung ist die algebraische Gitterer-
zeugung. Ausgehend von den Randpunkten des Problemgebietes

s(&), z(&, M)
(

xn(§) fur £€=0,..,N,
1) = Te

x(£,0
x(0,n) = (n) fir n=0,... M

werden die Punkte im Innern iiber eine Interpolationsvorschrift ermittelt. Fiir
eine einfache lineare Interpolation gibt SCHAFER die Vorschrift:

_ n U § §
z(n) = (1- M)ws(f) + Mwn(f) +(1— N)mw(n> + N"Be(n)
£ 1m n
1= ) [Laa0) + (- Dia0) (7.3
an, die als transfinite Interpolation bezeichnet wird.
A y
x(N,mn)
A7)
x(§
- §
01 N
x(0,m)

Abbildung 7.11: Zusammenhang zwischen physikalischem (rechts) und logischem
Gebiet [67]

Eine einfache Moglichkeit, in bestimmten Bereichen lokal die Diskretisierungs-
genauigkeit zu erhéhen, besteht darin, Gitterlinien in bestimmten Bereichen zu
verdichten. Meist sind dies Bereiche, in denen grofe Gradienten der Problemva-
riablen auftreten.

1s. S. 58 in [67]
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Mittels der Streckfunktion aus [67] verdichten sich die Gitterpunkte an der rech-
ten Seite des Intervalls. Die Verdichtung wird iiber den sog. Bias-Parameter «
(Abb. 7.12), der gewéhlt wird, gesteuert.

a=0.8 a=05

Abbildung 7.12: Beispiel fiir die Konzentration von Gitterpunkten in Abhéngig-
keit des Faktors a [67]

al —1 .
xi:x0+&N_1(xN—x0) fur i=0,...,N (7.40)

Fiir die linke Seite lautet die Funktion entsprechend:

alN=) 1
a{ J—

7.5.3.3 Streckung

Da der Temperaturgradient an den Rdndern am groften ist, wird dort eine Kon-
zentration der Gitterlinien angestrebt. Es muf ein Stretching in beiden Raum-
richtungen vorgenommen werden, jeweils zu den Rindern hin. Die Realisierung in
beiden Raumrichtungen stellt kein Problem dar; fiir jede Richtung kann dieselbe
Subroutine aufgerufen werden. Zu den Réandern hin wird das Gitter verdichtet.

7.5.3.4 Modellierung des physikalischen Gebietes

Die Kupplung wird als symmetrisch zur r-Achse angesehen. Daher verkleinert
sich das zu betrachtende Gebiet (Abb. 7.13).

Die Rander des Gebietes werden beschrieben durch die Funktionen

xs(§) = &; ri) e (7.42)

T, (§) = 3 m) e (7.43)

(
(

@, (n) = (0; et n) e (7.44)
(

-b a— Ii
b+ —— 'ri—i—r rn)e, (7.45)



7.6 Losung mittels finiter Differenzen 107

Tql Xn (6)

Xuw (1)

- Xe (1)

z

»

Abbildung 7.13: Die Rédnder des physikalischen Gebiets

wobei die Basis e = (e,, e,) verwendet wird. Gl. 7.42 bis Gl. 7.45 eingesetzt in
Gl. 7.39 ergibt die Abbildungsvorschrift.

7.6 Losung mittels finiter Differenzen

Bei Losung mittels finiter Differenzen wird die Kupplungsgeometrie durch ein
kartesisches Gitter approximiert.

7.6.1 Diskretisierung der DGL bei instationirer Betrach-
tung

Im einfachsten Fall werden die Parameter als konstant angenommen und kénnen
ausgeklammert werden. Die Anwendung des Euler Verfahrens auf das vorliegende
Problem liefert:

Ar 9(”) _ 9(”) Ar 9(") _ 6(") 9(”) _ 9(”) 9(") _ 6(")
k?nl N P—kfs]_— P S keE P—k? P w .
s AV NSE A=) ame TR e P ae T
o
= — (74

Neben ortlichen Abhingigkeit der Parameter, muss auch die zeitliche Abhingig-
keit der Parameter beriicksichtigt werden. Beim Euler-Verfahren werden die Pa-
rameter zum jetzigen Zeitpunkt berechnet und bleiben innerhalb des Zeitschrittes
konstant. Fiir das neue Temperaturfeld werden die Parameter dann neu berechnet
und stehen fiir den néchsten Zeitschritt zur Verfiigung.

7.6.1.1 Randbedingungen

Die Temperaturen an den Réndern sind nicht bekannt. Da der Fluss bekannt ist,
wird um die Randpunkte ein Kontrollvolumen gebildet und eine Energiebilanz
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aufgestellt (Abb. 7.14).

© @
F,
w3 L B

Abbildung 7.14: Bildung von KV um die Randpunkte: dufere linke Ecke (1),
dufere Kante (2), linke Kante (3), innen (4)

05 — Op O — Op e g,
kSAS AT + keAe Az + OéLAn(ea — HP) + qu = pCpVT,(747)
fiir die auflere Kante:
Og — 0 O — 0 Ow — 0
ksAs% + keAe% + kwAw% + OCLAn(ea - HP) + qu
60t — g,
und fiir die linke Kante:
Og — 0 Oy — 0 O — 0
koA o—F 4 kAP e AE TR 4 Y
Ar Az
= pc, VL A7 P (7.49)

Um die Schreibweise zu vereinfachen wurde die Indizierung des Rechenschritts
L™« in den Grossen des aktuellen Zeitpunktes weggelassen.

Die Gleichungen fiir die restlichen Ecken und Kanten lassen sich entsprechend
ableiten. Man beachte die unterschiedliche Grofe der Kontrollvolumen. Am Rand
entspricht es einer halben, an der Ecke einer viertel Zelle.

Das Gleichungssystem ist explizit l6sbar, damit konnen die Temperaturen 6p fiir
jeden Zeitschritt neu berechnet werden.
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7.7 Losung mittels finiter Volumen

7.7.1 Diskretisierung der DGL bei instationidrer Betrach-
tung

Auf das vorliegende Problem wird ebenfalls das Euler Verfahren angewendet,

womit auf einen neuen Algorithmus zur Lésung des Gleichungssystems verzichtet
werden kann (s.a. Gl. 7.17 und 7.18):

(n41) (o)
Z n, (kV0)™ 65, + pgV = R (7.50)

At ’

Die Ableitungen werden entsprechend der Gl. 7.19 gebildet. Fiir den Fluss durch
Seite e (s. Abb. 7.4) erhalten wir, unter Beachtung des zylindrischen Koordina-
tensystems analog zu SCHAFER [67]:

F. = k[D.(0p — 0p) + Ne(0ne — Ose)] Ae. (7.51)

mit den Transformationsfaktoren

\/(Tne - rse)Q + (Zne - Zse)2

O P | ey Ee sy

v (rne = 7se) (5 = 7P) + (2 — 2ee) (2 — 2p) (7.52)

(Zne - Zse)(TE - TP) - [(Tne - Tse)(ZE - ZP)] | Xne = Xse |

Die Zwischenwerte 6, und 6,. sind nicht bekannt und miissen mittels einer In-
terpolation abgeschétzt werden [67].

7.7.1.1 Veranderliche Parameter

Das Vorgehen erfolgt analog zum instationdren Fall in finiten Differenzen
(s. S. 107)

7.7.1.2 Randbedingungen

Die Randbedingungen werden analog Gl. 7.33 und GI. 7.31 aufgestellt. Die Tem-
peratur an der Oberfliche des Randvolumens wird vereinfachend durch den Wert
im Punkt P approximiert (s. Abb. 7.15). Ein genaurer Wert kann am Punkt w
ermittelt werden. Damit lautet die Energiebilanz fiir die linke, &ufere Ecke:
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N o o/ o

W, ,":P,,,.E &’ ,“:P,,,.
Gw - GP,’L ,‘:

Abbildung 7.15: Randkontrollvolumen mit Bezeichnungen und Fluss

ke[De(eE - QP) + Ne(ene - ‘986)]146 + ks[Ds(QS - QP) + Ne(‘gse - st)]As
(1) _ o

+a1(0, — 0p)A, + pgV = pc,V-L 7 , (7.53)

Fiir die obere Kante:

ke[De(eE - GP) + Ne(ene - ese)]Ae + ks[Ds(eS - HP) + Ne(ese - 9310)]145

+kw[Dw(0W - QP) + Nw(esw - enw)]Aw + al(‘ga - QP)ATL + PqV

9("+1) _ 9(”)
P P

.04

= pc,V
und fiir die linke Kante:

kn[Dn(eN — HP) + Nn(enw - ene)]An + ke[De(eE - HP) + Ne(ene - ese)]Ae
9("+1) _ 6(")

+k[Dy(0s — 0p) + Ny(Ose — 050)]As + pdV = pc,V-L—-L (7.55)

At
Die Gleichungen fiir die restlichen Ecken und Kanten lassen sich entsprechend
ableiten.

7.8 Ergebnisse

KUMMLEEs Untersuchungen legen eine Kupplung mit wassergekiihlten Stahlflan-
schen zu Grunde. Dieser Fall wurde in der vorliegenden Arbeit experimentell
nicht untersucht. Aus diesem Grund wurden Berechnungen mit nicht gekiihlten
Flanschen durchgefiihrt.

Es wurden Kontrollberechnungen fiir den instationédren Fall mit einem Quellterm
von @ = 100000 W/m? durchgefiihrt. Nach vergleichenden Beispielberechnun-
gen mit dem Finite-Differenzen- und Finite-Volumen-Verfahren wurde das Finite-
Volumen-Verfahren mit strukturierten Gittern wegen der schnelleren Rechenzei-
ten bei geringfiigigem Verlust der Genauigkeit dem Finite-Differenzen-Verfahren
vorgezogen.
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7.9 Instationire Betrachtung

Die folgenden Abbildungen zeigen den Temperaturverlauf in der Kupplung zu
verschiedenen Zeitpunkten. Hangen die Randbedingungen und Parameter nicht
direkt von der Zeit ab, so stellt sich fiir ¢ — oo der stationdre Zustand ein
(Aufheiz- oder Abkiihlprozesse).

Simuliert wird iiber einen Zeitraum von ¢ = 10000 s. Bei einer Einteilung in 100000
aquidistante Schritte erhédlt man eine Schrittweite von At = 0.1s.

Fiir die erste Berechnung wurde eine konstante Warmeiibergangszahl von a =
20W/m?K (s. Abb. 7.16) angenommen. Als Anfangstemperatur gilt die Um-
gebungstemperatur von 293,15 K. Wie erwartet tritt die maximale Temperatur
auf der Symmetrieachse der Kupplung auf. Bedingt durch die schlechte Wérme-
leitfdhigkeit vom Gummi herrschen im Inneren der Kupplung héhere Tempera-
turen. Um den Einfluk der Kiihlung zu zeigen, wurde in einer zweiten Berech-

il
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Abbildung 7.16: Verlauf der Temperatur mit nicht gekiihlten Flanschen, o = 20
W/m?K.

nung der Kupplungsbetrieb eines zweipoligen E-Motors mit einer Drehzahl von
n = 1500 min~! simuliert. In dieser Berechnung wurde ein verinderliches « an-
genommen. Fiir diesen Fall konnen Warmeiibergangszahlen in Abhéngigkeit der
Luftgeschwindigkeit dem DUBBEL entnommen werden [4]. Aus den Abbildungen
7.16 und 7.17 geht hervor, dass der Verlauf der Temperatur qualitativ dhnlich ist.
Allerdings zeigt sich, dass die Kiihlung durch die Rotationsstromung zu niedrige-
ren Temperaturwerten fiithrt (Vergleich der Maxima: 107,6°C < 80,51°).

7.10 Kopplung der mechanischen und thermi-
schen Berechnung

Zur Berechnung der Wiarmeentwicklung infolge einer Schwingbeanspruchung der
Versuchskupplung wurde das Fortran-Programm fiir das Materialgesetz nach PI1R-
SCHER (s. Abschnitt 5) mit dem schnelleren Warmeberechnungsprogramm nach
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Temperatur [°C]

rKoordinate 00 z-Koordinate

Abbildung 7.17: Verlauf der Temperatur mit nicht gekiihlten Flanschen, a =
variabel.

der Finite-Volumen-Methode entsprechend Abb. 7.18 gekoppelt. Diese Vorge-
hensweise dhnelt dem von KUMMLEE verwendeten Mischverfahren. Anders als
bei ihm findet hier die Interaktion zwischen Warme- und Spannungsberechnung
pro Zeitschritt statt. In Gl. 7.56 werden nochmals die mafgebenden Terme fiir
die Warmeentwicklung gekennzeichnet.

Gemessans Verdrahwinkel
Bastmmung des Verzermungstensors

E
—

Ifaterialgesetz

2

Spo-d-ddoag
£ ;

P

CueBterm aus der

machanischon Beanspiuchung

Temperatur
Cauchy-
S 7L

THimedale

Abbildung 7.18: Prinzip der Kopplung zwischen der mechanischen und thermi-
schen Berechnung.

Terme aus dem mechanischen Simulationsprogramm

A\

-~

peb—kAG—  sp (FT F*TEVF*) n 220 sp (x x) —0  (7.56)

Die Berechnung erfolgte bei einem Frequenz von 10 Hz und einer eingeprigten
Winkelerregung von 4°. Die Temperaturen liegen bei der Berechnung etwas héher
als bei den vorhergehenden Berechnungen (Abb. 7.19). Eine Kontrolle der ein-
zelnen Terme in der Warmeentwicklungsgleichung ergibt, dass der kinematische
Verfestigungsterm etwas stirker als die anderen Terme schwankt. Die Ursache
hierfiir ist auf die zum Teil unsicheren Parameterbestimmung zuriickzufiihren.
Die Durchfiihrung zusétzlicher Versuche, in denen auch die Terme der Hauptdia-
gonale des Spannungstensors angesprochen werden, miisste hier Abhilfe schaffen.
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Aus diesem Grund wird fiir zukiinftige Untersuchungen eine Kombination aus
Zug- und Torsionsversuchen vorgeschlagen.

25
20

g g

g g

g g
10

5 22.9064°C 5

4 4

. L 0 o
r-Koordinate 2-Koordinate r-Koordinate 2z-Koordinate

80

g T
52 5
g g o0
g2 g
H H
5 5
8 1 2 40

20

) 0o r-Koordinate °
r-Koordinate z-Koordinate
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Abbildung 7.19: Kopplung der mechanischen und thermischen Berechnung



Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde gezeigt, dass durch Anwendung eines Gesamt-
konzeptes, welches auf standardisierten Messungen, numerischen Modellierungen
und Systemidentifikation basiert, die Behandlung von lokalen Phinomenen wie
Wirmenestern moglich ist. Auch im instationdrem Betrieb konnen mechanische
Beanspruchungen als Erzeuger thermischer Quellen im Material behandelt wer-
den. Ferner wird die Anderung der Materialeigenschaften durch Veriinderung des
Temperaturbetrags beriicksichtigt und somit eine Riickkopplung zu den mecha-
nischen Beanspruchungen erstellt. Konvektionseffekte bei der Warmeberechnung
sind in der vorliegenden Arbeit nicht eingehend untersucht worden.

Durch die verallgemeinerte Vorgehensweise konnen grundsétzlich Versuche an
verschiedenen Baugrofen eingespart werden. Im Sinne einer Werkstoffprobe lie-
fert eine geeignete Priifkupplung die notwendigen Datensitze fiir eine bestimmte
Gummimischung. Die Parameteroptimierung und die Simulation verlangt von
dem Ingenieur vertieftes Fachwissen und kann wie jede A-Methode nicht ohne
weiteres durchgefiihrt werden. Um die Praxistauglichkeit zu gewéhrleisten, soll-
te in einem nichsten Schritt aus den Modellen der A-Ebene der Riickschluss
zur B-Ebene in Form von Kupplungswirkmodellen (KWM) erfolgen. Aus den
FEM-Simulationen kénnen die Parametersitze der KWM fiir verschiedene Bau-
grofen ermittelt werden. Die scheinbar aufwendigen Simulationen werden deutlich
kosten- und zeitgiinstiger als Messungen an den entsprechenden Baureihen.

Langzeitmessungen haben eine beachtliche Anderung der Bauteilkennwerte aufge-
zeigt, weswegen Langzeitsimulationen zur Vorhersage des Anderung des Schwin-
gungsverhaltens unabdingbar erscheinen. Die Bereitstellung der vorgestellten
Werkzeuge macht auch die Simulationen in diesem Bereich moglich.

Die Durchfiihrung von Langzeitsimulationen fiir Betriebsfestigkeitsberechnungen
erscheinen noch nicht sinnvoll. Vor allem miisste ein sinnvolles Schadenskriterium
gefunden werden. Hierfiir wiren Messungen mit hoheren Lastspielzahlen und Be-
lastungen notwendig, was im Priiffeld des Fachgebiets derzeit nicht méoglich ist.
Denkbar wiren Schadensuntersuchungen an Gummi-Metall-Anvulkanisierungen.
Hier konnen auch bei niedrigeren Belastungen Schiden auftreten. Die Bestim-
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mung eines lokalen Temperaturwertes, der fiir dieses Schadensbild mafgeblich
ist, ist bereits mit dem vorgestellten Modell méglich.

Bei der numerischen Umsetzung traten hdufig Instabilititen auf, die die Para-
metersuche erschwerten und die Simulationszeit verlingerten. Ferner deuten die
groferen Ungenauigkeiten bei der Optimierung der dynamischen Steifigkeiten dar-
auf hin, dass das verwendete Materialmodell fiir den untersuchten Bereich nicht
geniigend Stringe hat. Eine Erhéhung der Anzahl der Parameter fiihrt aber zu
erh6hten Rechenzeiten! Die Frage muss gestellt werden, ob das Modell in die-
ser Form beibehalten werden soll. Der Austausch des hyperelastischen Kilian-
Ansatzes durch den Ansatz von Ogden (s. Abschnitt 3.4) konnte die erwiinschte
Stabilitat bringen, dafiir miisste man drei zuséitzliche Parameter in Kauf nehmen,
womit allenfalls die minimale Parameteranzahl des Ziegenhagenschen Modells er-
reicht wird.

Das Einbauen des Materialgesetzes in einem kommerziellem Software, wie z.B.
ABAQUS ist prinzipiell moglich. Hier bietet ABAQUS eine direkte Schnittstelle,
wo das Materialgesetz, einmal als konsistente Materialtangente formuliert (s. Ab-
schnitt 5.3.2), in Form eines Unterprogramms eingebaut werden kann. Dies wiirde
die Variation der Geometrie und somit die Untersuchung von Kupplungen unter-
schiedlicher Bautypen und insbesondere Baugréfen ermdoglichen.

Mit ZIEGENHAGENs Vorgehensweise stehen dem Konstrukteur bereits sehr wirk-
same Werkzeuge fiir die Auslegung von Elastomer-Kupplungen zur Verfiigung.
Die vorliegende Arbeit macht den Anfang, weiterfithrende Methoden und Werk-
zeuge in diesem Bereich einzusetzen. Die nachfolgenden Untersuchungen soll-
ten zur Zielsetzung haben aus den fiir den konstruktiven Alltag aufwendigen
und schwer verstindlichen A-Methoden B- und C-Methoden herzuleiten. Eini-
ge Punkte sollten aus der Sicht des Autors beachtet werden. Die Bestimmung
der Parameter fiir eine Gummimischung anhand einer Versuchsklasse ist nicht
ausreichend. Die Parameteridentifikation mit der Versuchsklasse der Torsionsbe-
lastung sollte durch Zugversuchen an geeigneten Probekorper ergéinzt werden.
In der vorliegenden Arbeit stand eine Kupplung mit einer vergleichsweise ge-
ringen Hysteresefliche zur Verfiigung. Dieser Umstand war bei der Aufdeckung
von elastomerspezifischen Phinomenen ungiinstig. Mit der Umsetzung der vorge-
schlagenen Verbesserung der Versuche sollten Parameter mit der Aussagegiite A
gewonnen werden konnen. Die Beeinflussung des Wiarmeflusses durch die Rotati-
on des Antriebsstranges wurde nicht beriicksichtigt. Die offenen Punkte kénnen
Gegenstand zukiinftiger Forschungsarbeiten sein
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Anhang A

Zu den verwendeten Tensoren

In diesem Anhang werden als kleiner Uberblick einige kontimuumsmechanische
Grofken und Operationen erkldrt. Fiir detalliertere Ausfithrungen s. [11,12,75].

A.1 Bewegung eines Korpers und der Deformati-
onsgradient

Aus Abb. A.1 geht die Bewegung eines Korpers hervor. Die Konfiguration zum
Zeitpunkt ,,0 wird die Referenzkonfiguration ¢ genannt!.

Fiir die Position des Partikels X zur Zeit ¢t > 0 gilt
X = pi(X) = (X, 1) (A.1)

Die Ort des Partikels X in der Referenzkonfiguration ist X. Fiir ¢ > 0 kann auch

x = (X, 1) (A.2)
geschrieben werden.
F = gradyx — X (A.3)
= gradgx = o .
Die Inverse geht auch:
0X
Fl=— A4
I (A.4)

Damit aber die Inverse definiert ist, mufs
det(F) >0 (A.5)

gelten.

'Die Bezugskonfiguration muss nicht notwendigerweise mit der Anfangskonfiguration t = 0
iibereinstimmen, aber diese Vorgehensweise ist in vielen Anwendungen eine Erleichterung.
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Anfangskonfiguration Momentankonfiguratior

Tl

J. z/J'e

Qg

Referenzkonfiguration

Abbildung A.1: Abbildung des Deformationsgradienten |75]

Die Determinante aus der Ungleichung A.5 ist gleichzeitig die sog. Jacobische
Determinante:

al'i
J = det(F};) = det (an) (A.6)

Verschiebungsgradient:

Differenz zwischen Momentan- und Bezugsplazierung ergibt die Verschiebung:

u=x-X (A7)
Gradientenbildung an A.7 ergibt den Verschiebungsgradienten:

ox
H := gradyu = X 1 (A.8)

Einachsiger Spannungs- und Verzerrungszustand:

Fiir die Veranschaulichung eines rdumlichen Zustandes wird ein einachsig bela-
steter Zugstab mit konstantem Querschnitt betrachtet. Hierbei sind:

X Die Lange in der Anfangskonfiguration

X : Die Léange in der Momentankonfiguration

u : Die Verschiebung
Cradu)y;, = -~ A9
(Gradu);; = X (A.9)
(gradu)y; = % (A.10)

Hieraus werden die entsprechenden Komponenten des Deformationsgradienten
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hergeleitet:
u
r—X
= 1 A12
I (A.12)
x
= - Al
r—(r—X) (A13)
x
= A.14
p—— (A.14)
1
= — (A.15)

(-2

Die Beziehung zwischen dem Cauchyschen Spannungstensor und dem 2. Piola-
Kirchoff-Spannungstensor lautet bei Volumenkonstanz lautet:

o = (1 n %) S (A.16)

Transformation eines Linienelementes:

Ein Linienelement wird mit Hilfe des Deformationsgradienten von der Bezugs- in
die Momentanplazierung entsprechend Abb.A.1 transformiert:

dx = FdX (A.17)

Um den Begriff Verzerrung zu definieren, wird eine Metrik als Maf fiir die Verzer-
rungen eingefiihrt. Der Vergleich der Differenz der Quadrate der Linienelemente
ist mathematisch einfacher als unmittelbar der der Linienelemente. Wir ben6tigen
in jeder Plazierung drei unabhéngige Linienelemente.

Insgesamt ergeben sich sechs Skalarprodukte, unten werden exemplarisch zwei
angegeben:

dx; dx, = dX]F'FdX, (A.18)
dxy dx, = dX; FTFdX, (A.19)

Definition und Umrechnung von verschiedenen Verzerrungstensoren:

Der rechte Cauchy-Green-Verzerrungstensor:

C:=F'F (A.20)

Analog der linke Cauchy-Green-Verzerrungstensor:

B:=FF" (A.21)

Aus A.20 ergibt sich der Green-St. Venant-Verzerrungstensor:

.- % (C—1) (A.22)
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Ahnlich wird der sog. Hamel-Almansi- Verzerrungstensor definiert:

e:= % (1-B7) (A.23)

Mit einer pull-back-Operation gelingt die Umrechnung;:

E=F'eF (A.24)

Aus dem GREEN-St. VENANT-Verzerrungstensor entsteht durch Linearisierung
der elementare lineare Verzerrungstensor. Mit A.8 und A.20:

E— % (H+1)"(H+1) - 1) (A.25)

Durch Ausmultiplizieren und Linearisieren aus A.25 folgt

1

E=-(H+H" A2
5 (H+HY) (A.26)
oder in Indexschreibweise:
- 1 /0u; Ou;
E;;= - : J A.27

Da der GREEN-LAGRANGEsche Verzerrungstensor gegeniiber beliebigen Starr-
korperbewegungen invariant ist, wird er insbesondere bei Problemen mit grofen
Verschiebungen aber kleinen Verzerrungen eingesetzt.

Die verallgemeinerte Form fiir Verzerrungstensoren aus [75| lautet:

E°— L (U°-1), acR (A.28)
«

Zur Definition des verallgemeinerten Verzerrungsmafses wurde von den symme-
trischen Strecktensor Gebrauch gemacht.

F=RU (A.29)

R ist eine orthogonale Rotationstensor, fiir den gilt R? = R}, also

C =F'F = (RU)"RU = U'R'R U = U? (A.30)

1

C kann auch iiber die Spektralzerlegung von U mit den Eigenvektoren N; dar-
gestellt werden. In diesem Fall ist die Bestimmung der Wurzel von U nicht pro-
blematisch.

3
C=>) NN;@N; (A.31)
=1

Zur Bestimmung der Hauptstreckungen A; > 0 ist die charakteristische Gleichung

det (C— A1) =0 (A.32)
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zu losen. Somit ergibt sich mit der Normierung ||N;|| =1
U = )\1N1 ® N1 —|— )\QNQ ® N2 + )\3N3 ® N3 (A33)

bzw. in Matrizenschreibweise konnen die dyadischen Produkte N; ® N; durch
N, N7 ersetzt werden, wobei N; eine 3x1 Vektor ist. Somit ergibt sich, wie erwartet
eine 3x3-Matrix aus dem dyadischen Produkt. Der dazu gehorige orthogonale
Rotationstensor R wird aus

R=FU! (A.34)

berechnet.

A.2 Der Gradient

Wie kénnen wir beispielsweise die Ableitung der Temperatur nach dem Ort bil-
den? Differenzieren wir die Temperatur nach x, nach y oder nach z, bzw. nach r,

Y, 2.
Mit dem Nabla-Operator V

o0 00 00
grad@ = VQ = (8_1‘7 a—y, &)
060 1 00 00
baw, = (2, 2.2 ¥ A.
ww (8?“’ r Op’ 82) (4.35)

A.2.1 Der Operator V

Da sich Differentialoperatoren selbst wie die Komponenten eines Vektors trans-
formieren, konnen wir sie als Komponenten eines Vektoroperators bezeichnen.

sradd— VO — (ae 90 ae)

x> oy’ 9z
e = (222 ) a0
beispielsweise,
V, = % (A.37)

Wir wissen, dass das Verhiltnis, in dem sich # in einer Richtung &ndert, die
Komponente von V@ in dieser Richtung ist. Der Gradient von # hat die Richtung
des steilsten Anstiegs von 6.
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A.3 Operationen mit V

7.B. eine skalare Multiplikation mit einem Vektor:

V-h=V,h,+V, h,+V_ h, (A.38)

V - h ist ein skalares Feld, das die physikalische Grofe Divergenz darstellt.
V -h =divh (A.39)

A.4 Die Zeitableitungen

Die Geschwindigkeit des materiellen Punktes bezogen auf die Referenzkonfigura-
tion? wird durch die materielle Zeitableitung

v(X,1) = % _ w ) (A.40)

In der rdumlichen Beschreibung gilt fiir die Geschwindigkeit eines Punktes x zur
Zeit t in ¢(B) einnimmt,

(x,t) = ¥ (p(X.1), ) = v(X, 1) (A.41)
Die Zeitableitung des Deformationsgradienten ergibt
F = Gradg(X, t) = Gradv = gradvF (A.42)
Der rdumliche Geschwindigkeitsgradient gradv wird auch mit 1 bezeichnet.
1=FF! (A.43)
Die Zeitableitung der Green-Langrangeschen Verzerrungstensors ist

k= % <FTF + FTF) (A.44)

A.5 Verschiedene kontinuumsmechanische Gro-
fsen

A.6 Spureigenschaften

sp(a®@b) = a-b (A.45)
sp(S+T) = sp(S)+sp(T) (A.46)
sp(ST) = sp(TS) (A.47)

2auchBezugskonfiguration genannt.
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Tabelle A.1: Kontinuumsmechanische Grofien

Bezeichnun Ausgangskonfiguration B Momentankonfiguration B Mischkonfiguration
8 gang g 8 ¥ g

Green-Lagranscher

B=}(C-1)

Verzerrungstensor

Hamel-Almansische

e=2(1-B7}

Verzerrungstensor

rechter

C=FTF

Cauchy-Green-Tensor

linker

B = FFT

Cauchy-Green-Tensor

Cauchysche

T bzw. o

Spannungstensor

1. Piola-Kirchhoffsche P bZW. TP mlt

Spannungstensor PAk = JO—Z]{(E )71

2. Piola-Kirchhoffsche T bZW.
Spannungstensor S — F71P

Kirchhoffsche

+=FSF' =JT

Spannungstensor

A.7 Determinanten

det(aT) = «?det(T) (A.48)
det(ST) = det(S) det(T) (A.49)
det(T™!) = detl(T) (A.50)

A.8 Inverse von Tensoren

Fiir die Inverse der Summe eines allgemeinen zweistufigen Tensors mit einem
dyadischen Produkt gilt die SHERMAN-MORRISON-Gleichung:

T lagbT!
1+b.-Tla

T+a®b] ' =T!- (A.51)
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A.9 Ableitungen der Invarianten

J1(C), J2(C), J3(C) sind Invarianten von C und somit auch von B. Es gilt:

Jl(C> =
J2(C)
J3(C) =

dJ,1(C)
oC

0.J2(C)
oC

0J3(C)

oC

A+ AL+ A3
M2+ A2A2 +A2),
AAZAS

(A.52)
(A.53)
(A.54)

(A.55)
(A.56)

(A.57)



Anhang B

Konsistenter Materialtangente fur
elastische Deformationen

Der Einsatz eines Materialgesetzes in kommerziellen FE-Software erfordert die
Angabe des konsistenten Materialtensors. Bei der Kombination von hyperelasti-
schen und viskoplastischen Materialgesetzen wird beispielsweise in Abaqus [1] der
elastische Anteil, dhnlich dem Vorgehen in der vorliegenden Arbeit, zur Bestim-
mung der Pridiktor-Spannung verwendet. Fiir eine Kombination beider Gesetze
ist in der abaquseigenen User-Subroutine ,UMAT* der Einsatz von Inkompressi-
bilitdt des hyperelastischen recht miihsam. Aus diesem Grund wird bei der FE-
Modellierung empfohlen, den Ansatz von OGDEN in der Form, wie er im Abschnitt
3.4 vorgestellt wurde, einzusetzen. Auf den folgenden Seiten wird fiir ein solches
Vorgehen die Formulierung eines konsistenten Materialtangente nach [75] und [57]
vorgestellt.

B.1 Inkrementelles Verfahren

Fiir die Modellierung mit der Finiten Elementen Methode muss ein lineares Glei-
chungssystem fiir die Knotenfreiheitsgrade erzeugt werden. In dem die gesamte
Zeitspanne der Deformation in Zeitinkremente unterteilt wird erreicht das Glei-
chungssystem die erwiinschte Linearisierung. Die Grofen der Gleichung werden
in einer Taylorreihe entwickelt.

d¢(t)

C(t+ At) = ((t) + — AL+ O(AF) (B.1)

In inkrementelle Form lautet die Gleichung:

AC = C(t+ At — (1) = %t)m +O(AR) (B.2)

Als erstes werden die Verzerrungsinkremente in der total Lagrangeschen Betrach-
tungsweise hergeleitet.
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B.2 Verzerrungsinkremente

Das Inkrement des Verschiebungstensors lautet [49]

Au = Cfi—ltlAt + O(A#?) . (B.3)
Das Inkrement des Verschiebungsgradienten wird mit Hilfe von B.3 gebildet:
AH = H(t + At) — H(t) = Grad(u + Au) — Gradu = GradAu + O(At?) (B.4)
Das inkrementelle Deformationsgradient folgt aus dem Verschiebungsgradienten:
AF =F(t+ At) — F(t) = AH (B.5)
Das rechte Cauchy-Green-Verzerrungstensor in inkrementeller Form,

AC=C(t+At)—C(t) = AH + AH" + AH'H+ H"AH + AH"AH (B.6)

In dem Inkrement des Green-Lagrangeschen Verzerrungstensors verschwindet der
Einheitstensor durch die Differenzenbildung

1
AE = - (AH + AH" + AH"H + H"AH + AH"AH) (B.7)

B.3 Konsistenter Materialtangente fiir FEM [57,
75]

Der Materialtensor in der Total-Lagrange-Formulierung lautet
AS=£:AE (B.8)
In Hauptachsenformulierung kann die inkrementelle Spannung angegeben werden.
3
AS =) ASINA@ N+ S4 AN, @ Ny) (B.9)

A=1

Die inkrementelle Form der Hauptspannungen lauten:

3
8SA aSA
ASy = ——ACp = —AFE B.10

Die inkrementelle Form der Eigenvektorprodukt ist etwas aufwendiger (s. [75]
S. 233-236):

3 3
AN, =) (Ny@Np)- ANy = > (Np-ANy) N (B.12)
B=1 B=1

Qpa
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Damit kann die inkrementelle Form des Eigenvektorproduktes angegeben werden:

3
AN4®Ny) = Z Qpa(Np®@ N4+ Ny @ Np) (B.13)

B=1

Das Skalarprodukt zweier Eigenvektoren ist gleich dem Kronecker-Delta
A(N4-Np)=dap (B.14)

was besagt, dass 245 einer schiefsymmetrischen Matrix entspricht.

3 3 3 3
Z Z SaQpa(Np®@Ny4s+ Ny, ®Np) = Z Z(SA —Sp)2pa (N4 ® Np)
A=1B=1 A=1B=1

(B.15)
Der Spannungsinkrement ergibt sich zu:

oS
AS = Z Z “AEp N, @ Ny + (84— SB)2Ba-Ns®Np (B.16)
OFg
A=1 B=1
Das Inkrement des Cauchy-Green-Verzerrungstensors wird dhnlich berechnet:

AE = Z AE4s N @ N + Z (Es— Eg)QpaN,4 ® Np (B.17)

A=1

Der Materialtensor £ kann aus dem Verhiltnis beider Inkremente berechnet wer-
den [57]:

3
Za AEpN,® Ny @Np ® Np

[M]e

E—
A=1B=
I 1 S - S
+ X Y s MNa9Ns@N @ Ng + Ny @ Ny @ Np @ Ny
A=1B#B=1
(B.18)
Die Symmetrieeigenschaften von £ kénnen anhand der Formulierung
L£=LijnN; @N; @ N, @ Ny, (B.19)
geklart werden. Mit diag(S;}) = Sa und diag(E}}) = Ea
( 8SH
8EH fori=jund k=1
H H H H
Lijkl = ( Szk S Sil — Sjk ) . . (BQO)
+ for i # j und k #1
2\ BT - EJP} E; — Ej
0 sonst

0
Da es sich bei diag(SZ-I}) um eine Matrix handelt, die nur an der Hauptdiagonale
besetzt ist, sind alle Werte ausser ¢ = j gleich Null. Die Symmetreieigenschaften
von £ sind

Lijii = Ljiy = Lijik (B.21)
Weiterhin gilt fiir hyperelastische Materialgesetze
oSy oSl

: B.22
8Ekl - 0Ej; (B:22)

Lijii = Ly da



Anhang C

Lineare Regressionsberechnung |76]

Nicht alle Parameter lassen sich bis zu 140°C bestimmen. Die Messungen héren

bei 62°C auf und die Extrapolation der Messwerte fiihrt nicht immer zu sinnvol-

len Ergebnissen. Als Stiitzpunkte dienen Messwerte aus fiinf Temperaturen (22°C,
32°C, 42°C, 52°C, 62°C). Um die Vorgehensweise zu verdeutlichen wird eine Re-
gressionsberechnung ausfiihrlich dargestellt. Die restlichen Funktionen werden in

der Tab. 6.4 angegeben.

Schubmodul ¥G: Mittlere Temperatur:
6)mit‘tel = 42°C

Mittlerer Schubmodul:

MGmittel = 07 325 2
mim

Form der Regressionsgerade:
fO)=b-0+a

Steigung der Regressionsgerade:

n

b:

n n 2
] 1

=1 =

mit n = 5. Konstanter Term der Regressionsgerade:

= 0,0002314

a = MGmittel —b-0; = 0,315

Genauigkeit der Regressionsgerade: Mit der Varianz der 6-Werte

n n 2
Sy = % 293—%(2@) = 14,142,
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Abbildung C.1: Konfidenzintervalle fiir die Regressionsgerade

und der Varianz der MG-Werte

2
1] < 1 (¢
Sa= |2 G- (Z MG¢> — 0,03, (C.7)
=1 =1

folgt der Standardschétzfehler:

. SQ —n-b2. SQ
O standard = \/n ¢ n o — 07 039. (C8)

n—2

Bestimmung der Konfidenzintervalle fiir eine Fehlerwahrscheinlichkeit von a =
5%: Obere Grenze 1 — /2 fiir t = 3,182

1 0 — emz e 2
Acrit,oben = f(6> +t- Ustandm‘d\/g + % (Cg)

Untere Grenze o/2

1 0 — emz e 2
Acrit,umﬁen = f(6> —t- Ustandm‘d\/g + ﬂ (ClO)

2
n‘Se



