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41-1. Mit der folgenden Definition wird, wie sich spéater herausstellt, die grofite,
in M enthaltene irreflexive Klasse in die Essays eingefiihrt:

41-1(Definition)

1) M = (M) \ id.

2) “€irreflexiv M” genau dann, wenn gilt:

=M.
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41-2. Im folgenden Satz werden einige grundlegende Eigenschaften von irreflexiv
M fest gehalten:

41-2(Satz)

a) ]w irreflexiv M.
b) Aus “C irreflexiv M7 und “® irreflexiv M7 folgt “€ =27

c) Aus “w € j}”folgt TV (w=(Q,U))A QM U)A(QF£T)”.
d) Aus “(p,q) Ej{/i[”folgt “p_M_q”" und “p #q”.

e) Aus “p_M_q”und “p # q” folgt “(p,q) EM”.
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Beweis 41-2 a)

Aus [13 ]{2':];2'77 '
folgt via 41-1(Def): M irreflexiv M.
b) VS gleich (€ irreflexiv M) A (D irreflexiv M).

1.1: Aus VS gleich “€ irreflexiv M ...”
folgt via 41-1(Def): ¢=(M1H1\id

1.2: Aus VS gleich “... 90 irreflexiv M”
folgt via 41-1(Def): D=(M"1)""\id.

2: Aus1.1“€ = (M~H~71\id” und
aus 1.2“0 = (M1~ \id”

folgt: C=2.
c) VS gleich w e ]{2

1: Aus VS gleich “w € ]w” und
aus céﬁ: (Mfl)fl \ id”

folgt: we (M~1)7\id.
2: Aus 14w e (M~1)~t\id”
folgt via 5-3: (we (M)A (w ¢ id).
3: Aus 2w e (M~1)~t...”
folgt via 11-3: U, Q:(w=(QU)A(T,Q) e M.
4: Aus 3. (U,Q) e M7
folgt via 11-4: (Q,¥) € M.
5: Aus 4“(Q, V) e M”
folgt: Q_M_V.
6.1: Es gilt: (Q=")V(Q#£VU).

‘Fallunterscheidung




Beweis 41-2 ¢)

Fallunterscheidung‘
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10:
11:

12:

13:

6.1.1.Fall

T:

Aus 5“Q M ©”
folgt via 30-2:

: Aus 74 Menge”

folgt via 0-22:

: Aus 8“Q e lUd” und

aus 6.1.1.Fall“Q =v”
folgt via 20-10:

Via 20-7(Def) gilt:

Aus 94(Q,T) € idyy” und
aus 10“idy = id”
folgt:

Aus 3“...w=(Q,¥)...” und
aus 11¢(Q,¥) €id”
folgt:

Es gilt 124w € id” .
Es gilt 2“...w ¢ id” .
Ex falso quodlibet folgt:

Q=Vv.
Q Menge.

Qecl.

(Q, \I’) € idy.
idy = id.

(Q, ) €id.

w € id.

Q£ 0.

6.1.2.Fall

Q£ 0.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

6.2: Aus3“IV.Q...7

aus 3“..

w=(Q,0)...7,

aus 5“Q_M_U” und
aus Al gleich “Q # U”
folgt:

Al “Q#\Ifﬂ

30, U:

w = (Q, V)
A QMY
AN Q#£T.
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Beweis 41-2 d) VS gleich (p,q) EM.

1:

Aus VS gleich “(p, q) eM”
folgt via des bereits bewiesenen c):
30, 2 ((p.g) = (2, 9)) AQMT) A (2 # ).

: Aus 1¢... QM U ...”

folgt via 30-2: (€2 Menge) A (U Menge).

:Aus 1., . (p,q) = (Q,¥)...7,

7

aus 2“2 Menge. .. ” und
aus 2“... ¥ Menge”

folgt via IGP: p=Q)A(g=1).

s Aus 3“p=Q...” und

aus 1“...Q_M_ W .. .7
folgt: p_M_W.

s Aus 3“p=Q...” und

aus 1. Q #U”
folgt: p# V.

: Aus 4.1“p M U7 und

aus 3“...q=U"
folgt: p_M q.

: Aus 4.2p # U7 und

aus 3“...q=U"
folgt: P #q.

: Aus 5.1 und

aus 5.2
folgt: (p-M_g) A (p # q).



Beweis 41-2 e) VS gleich

1: Aus VS gleich “p_-M _q...”
folgt:

2: Aus 1“(p,q) e M”
folgt via 11-4:

3.1: Es gilt:
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(p-M_q) N\ (p # ).

(p,q) € M.

(p,q) € (M~1)".

((p,g) €id) V ((p, ) & id).
Fallunterscheidung‘
(p.q) € id.
4: Via 20-7(Def) gilt: id = idy,.
5: Aus 3.1.1.Fall“(p,q) € id” und
aus 4“id = idy ”
folgt: (p,q) € idy.
6: Aus 5“(p,q) €idy”
folgt via 20-10: p=q
7: Esgilt 6“p=q".
Es gilt VS gleich “...p#q”.
Ex falso quodlibet folgt: (p,q) ¢ id
3.1.2.Fall (p.q) ¢ id.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: A1l| “(p,q) ¢ id”

3.2: Aus 2“(p,q) € (M~')™'” und
aus Al gleich “(p,q) ¢ id”
folgt via 5-3:

4: Via 41-1(Def) gilt:

5: Aus 3.2%(p,q) € (M~1)"'\id” und
aus 44 (Mfl)fl \ Id :ﬁn
folgt:

(p.q) € (M~H)7'\id.

(M-1)~1\ id =17.

ir

(p,q) EM.



#41 MENGENLEHRE 9

41-3. Im folgenden Satz wird das in 41-2 cd) enthaltene Kriterium mit Hilfe der
Relations-Notation benutzerfreundlicher reformuliert:

41-3(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) p_ M 4.
il) ((p_M_q”und ﬂp#qﬂ.

Beweis 41-3 VS gleich p- ]Q q.

1: Aus VS gleich “p_ Zw q”

ir

folgt: (p,q) EM.

2: Aus 14(p,q) eM”
folgt via 41-2: (p-M_q) A (p # q).
VS gleich (p-M-q) A (p # q).

1: Aus VS gleich “p_M _¢q...” und
aus VS gleich “...p # ¢q”

ir

folgt via 41-2: (p,q) EM.

2: Aus 1%(p,q) eM”
folgt: D- ]{2 -q-
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41-4. Im folgenden Kriterium wird ein Zusammenhang zwischen “p_M _¢” und

“p ]{2 _q” hergestellt:

41-4(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) p_M q.

ii) “p- M -q”oder “(p-M_g)N(p=14q)”.
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Beweis 41-4 VS gleich p-M q.

1: Es gilt: (p- M -q) V (=(p- M —q)).

Fallunterscheidung‘

p- M 4.

Aus 1.1.Fall“p. ]Q -q"
folgt: (p- M -q) V ((p-M_q) A (p = q)).

~(p- M q).

2.1: Es gilt: (P=q V(p#q.

Fallunterscheidung‘

2.1.1.Fall p=4q.

2.1.2.Fall pF#q.

3: Aus VS gleich “p_M ¢” und
aus 2.1.2.Fall“p # ¢”

folgt via 41-3: p- M _q.
4: Es gilt 3“p_]lVr[ q”.

Es gilt 1.2.Fall“—(p- M q) .
Ex falso quodlibet folgt: p=4q.

Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Fillen gilt: [Al| “p=gq

2.2: Aus VS gleich “p_-M ¢” und
aus Al gleich “p =g¢”

folgt: (p-M_q) A (p=q).
3: Aus 2.2 )
folgt: (p- M -q) V ((p-M_q) A (p = q)).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(p- M Q) V ((p-M_q) N (p =q)).
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Beweis 41-4 VS gleich (p- M )V ((p-M_q) N\ (p =q)).
1: Nach VS gilt: (p- M —q) V ((p-M_q) A (p = q)).
Fallunterscheidung‘
p- M q.
Aus 1.1.Fall“p. ]Q -q"
folgt via 41-3: p-M q.
(p-M-q) A (p = q).
Aus 1.2.Fall
folgt: p_M q.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: p_M q.
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41-5. Im folgenden Satz ist in a) die im folgenden wichtige Aussage, wonach
aus “p_M _q” entweder “p_ ]{2 _q" oder “p = ¢” folgt, festgehalten. Aussage b)
besagt, dass wenn nicht einmal “p_M _q” gilt, auch nicht “p_ ji]/i[ —q" gelten kann.
In cd) wird “—(p_ Zw _p)” thematisiert:

41-5(Satz)
a) Aus “p_M_q” folgt “p_ ]{2 _q” oder “p=4q”.
b) Aus “~(p-M.q)" folgt “~(p- M q)".
c) ~(p- A ).

ir

Q) Aus “p=q” folgt “~(p- M -g)” und “~(q- M -p)”.

Beweis 41-5 a) VS gleich p-M q.
1: Aus VS gleich “p_M q”
folgt via 41-4: (p- M -q) V ((p-M_q) A (p = q))-
2: Aus 1 _
folgt: (p-M -q) V (p = q).
b)
1: Via 41-3 gilt: (p- M -q) = (p-M_q).
2: Aus 1

folgt: (=(p-M_q)) = (~(p- ]{2 -q)).
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Beweis 41-5 ¢)

ir ir
1: Es gilt: (p- M -p) V (=(p- M _p)).
Fallunterscheidung‘
p- M p.
2: Aus 1. 1.Fall“p_]§2 p”
folgt via 41-3: pFp.
3: Esgilt 2“p#p”.
Es gilt “p=1p".
Ex falso quodlibet folgt: =(p- j;[ D).
~(p- M ).
1r
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: =(p- M p).
d) VS gleich p=4q
ir
1: Via des bereits bewiesenen c) gilt: —(p- M _p).

2.1: Aus 1“—|(p_]§2 _p)” und
aus VS gleich “p=g¢q”

folgt: —(p- ]{2 q).

2.2: Aus 1“—|(p_]§2 _p)” und
aus VS gleich “p=¢”

folgt: —(g- ]{2 ).
3: Aus 2.1 und

aus 2.2 . .

folgt: (=(p- M -q)) A (—(¢- M -p)).
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41-6. Es gilt ]@ C M und hieraus werden in Bezug auf die Definitions- und
Bildbereiche von Zw und M einige Schlussfolgerungen gezogen. Ausserdem gilt

ir

M=(M~1)~L:

41-6(Satz)

a) JQQM.

1r

b) dom (M) € dom M.

ir

c) ran (M) Cran M.
d) Aus “p_ ]w -q” folgt “p € domM”.
e) Aus “p_ ]{2 _q” folgt “g € ran M ”.

ir

£f) M=(M—1YH)~L
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Beweis 41-6 a)

2: Via 13-3 gilt:

3: Aus 140/ ... C (MY~ und
aus 2¢ (Mfl)fl g M?

folgt via 0-6:

bc)

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

Aus 1“]{2 CM”
folgt via 7-10:

2.b):

2.c): Aus 1“]{2 CM”

folgt via 7-10:

de) VS gleich

1: Aus VS gleich “p_ ji]/i[ q”
folgt via 41-3:

2.¢c): Aus 1“p.M_q”

folgt via 30-2:

2.d): Aus 1“p.M_q”

folgt via 30-2:

f)

;. (Mirl)_lu—l:(])ef)

2: Aus 1“(MH 1= ...

ir

:M 2
folgt:

MENGENLEHRE #41

ir 41— e 5-5
MTED (i id S (e
(MYt CcMm
MCM
MCM

ir

dom (M) C dom M.

ir

ran (M) C ran M.

41-1(Def) ir

(MY H)=1\id "E2 ()1 \id =
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41-7. ]w ist die grofite irreflexive Relation, die in M enthalten ist:

17

41-7(Satz)
a) ]{2 wrreflexiv.
b) ]w Relation.
&) MC M.

ir
d) Aus “r irreflexiv” und “r Relation” und “r C M7 folgt “r C M 7.
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Beweis 41-7 a)

2:

b)

ir

1-1(Def)

ir

Aus 1“(M)Nid=...=0"
folgt via 30-25:

MENGENLEHRE #41

() nid TEPY (a1 id) niid BETid 0 (v id) P20 0.

ir
M irreflexiv.

Aus Themal“a € ]@”
folgt via 41-2:

30,0 o= (Q,0).

ir

a€e M.

Ergo Themal:

Konsequenz via 10-3:

c) Via 41-6 gilt:

d) VS gleich

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “...r Relation...” und
aus VS gleich “...r C M”
folgt via 13-3:

b

Aus VS gleich “r irreflexiv. ..
folgt via 30-25:

: Aus 1.147 C (MY und

aus 1.2 Nid=0"
folgt via 5-10:

rC (M) id

: Aus 3

folgt:

Va:(a €)= (30,0 a = (Q,0)).

]{2 Relation.

M C M.

(r irreflexiv) A (r Relation) A (r C M).

r C(M~H7t\id.

41-1(Def) ir

M.
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41-8. In M Ketten folgt aus =(p-M _q) die Aussage q- ]@ _p und aus —(p- ji]/i[ -q)
folgt q_M _p:

41-8(Satz)
Aus “K ist M_Kette” und “p € K7 und “q € K”und ...

a) ...und “—(p-M_q)” folgt “q_ ]{2 p”.

b) ...und “—(p- M -q)” folgt “q-M_p”.

Beweis 41-8 a) VS gleich (K ist M _Kette) A (p € K) A (g € K) A (—(p-M _q)).

1.1: Aus VS gleich “ K ist M _Kette...”,
aus VS gleich “...pe K...” und
aus VS gleich “...—=(p-M_q)”
folgt via 30-71: p #q.

1.2: Aus VS gleich “ K ist M _Kette...”,
aus VS gleich “...pe K...”,
aus VS gleich “...q € K...” und
aus VS gleich “...—(p-M_q)”

folgt via 30-71: q-M _p.
2: Aus 1.1

folgt: q 7 p-
3: Aus 1.2“¢_.M p” und

aus 2“q % p77

folgt via 41-3: q- ji/i[ .
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Beweis 41-8 b) VS gleich (K ist M _Kette) A (p € K) A (g € K) A (=(p- M -q)).

1: Aus VS gleich “ K ist M _Kette... ",
aus VS gleich “...pe K...” und
aus VS gleich “...qe K...”

folgt via 30-68(Def): (p-M_q) V (¢-M _p).
Fallunterscheidung‘
p-M.g.
2: Aus 1.1.Fall“p.M_q”
folgt via 41-5: (p- M q)V (p=q).

3: Aus 2¢ (p_]t; q)V(p=¢q)” und

aus VS gleich “...=(p- M Q)7

folgt: p=q.
4: Aus VS gleich “ K ist M Kette...”,

aus VS gleich “...pe K...” und

aus 3“p =gq”

folgt via 30-71: q_M _p.

a-Mp.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: q-M p.
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41-9. In M _Ketten gilt p_ ]@ —q oder p = q oder q_ ji]/i[ _p. Auch gilt dort p_M _q
oder ¢_ ]{2 _p:

41-9(Satz)

Es gelte:
—) K st M _Kette.
—) p€e K.
—) g€ K.

Dann folgt:
a) ::p_]{z— _q”oder «p: q”OdGT ch_ﬁ _pv'

b) “p_M_(]”OdE’I" “(]_]{2_]7”-

Beweis 41-9 a)
1: Aus —) “ K ist M _Kette” ,

aus —) “pe K...” und

aus —) “...qe K7

folgt via 30-68(Def): (p-M _q) V (¢-M _p).
2: Via 41-5 gilt: (p-M_q) = ((p- M -q) V (p = q)).
3: Aus 1 und

aus 2 .

folgt: (p-M q)V (p=1q))V (¢-M _p).
4: Via 41-5 gilt: (¢-Mp) = ((¢- M p) V (¢ =p)).
5: Aus 3 und

aus 4 ) )

folgt: (p-M -q) vV (p=1q)V ((g- M -p) V(g =p)).
6: Aus 5 _ _

folgt: (p-M )V (p=q)V(qg-M p)V(g=p).
7: Aus 6

ir

folgt: (p- M )V (p =)V (¢ M p).
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Beweis 41-9 b)

1: Aus —) “ K ist M _Kette” ,
aus —) “pe K...” und
aus =) “...q e K7

folgt via des bereits bewiesenen a):

Fallunterscheidung‘
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(p- A Q)Vp=q V(¢ M p).

1.1.Fall
2: Aus 1.1.Fall“p_ M ¢’
folgt via 41-3: p_M _q.
3: Aus 2 )
folgt: (p-M_q) V (q- M -p).
1.2.Fall p=q
2: Aus —) “K ist M Kette” ,
aus —) “pe K...” und
aus 1.2.Fall“p=¢"
folgt via 30-71: p_M _q.
3: Aus 2 )
folgt: (p-M_q) V (q- M -p).
1.3.Fall a M .
Aus 1.3.Fall )
folgt: (p-M_q) V (q- M -p).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

(p-M_q) V (q- A ).
O
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HOIR-Notation. Anstelle von “z_ % " - wobei “=<"auch durch ein anderes in
der Liste der KlassenVariablen, Teil 2, erscheinendes Symbol ersetzt werden
kann - wird “z < y” geschrieben. Eine Verwechslung mit einer KlassenVariablen
ist nicht moglich, da fiir “ <" - und fiir alle anderen in der Liste der KlassenVa-
riablen, Teil 2, erscheinenden Symbole - keine Rekursiv-Eigenschaft vorliegt:

HOIR-Notation

1) Sind “ & "und “ & ” Klassen, so gilt

_ ir __
“C& <& genau dann, wenn: ¢ &_<X_& 7.

2) Sind “ & 7 und “ & ” Klassen, so gilt

_ ir __
“Ca&k?” genau dann, wenn: ¢ &_<J_& 7.

3) Sind “ & 7 und “ & ” Klassen, so gilt

_ ir __
CC & genau dann, wenn: ¢ & C_& 7.
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41-10. Nun betreten die abgeschlossenen, die offenen und die halboffenen
M Intervalle von a bis b die Essays:
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41-10(Definition)

iy

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

[a | 6]

=41.0(a, M,b) ={w: (a-M _w) N (w_M_b)}.

“¢ abgeschlossenes M Intervall von a bis b”

genau dann, wenn gilt:

M

C=1[a| b].

M

Ja | 0]

— 41.1(a, M,b) = {w: (a- M <o) A (w- M b)}.

“¢ offenes M _Intervall von a bis b”

genau dann, wenn gilt:

M

C=]a | b[.

M

Ja [ 0]

— 41.2(a, M,b) = {w: (a_ M w) A (WMD)},

“¢ linkshalboffenes M _Intervall von a bis b’

genau dann, wenn gilt:

M

C=]a | b].

M

[a | b

— 41.3(a, M,b) = {w: (a_ M w) A (WMD)},

“¢ rechtshalboffenes M _Intervall von a bis b’

genau dann, wenn gilt:

M

C=1[a | b[.
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41-11. Die in 41-10(Def) eingefithrten M _Intervalle werden nun ein wenig kon-
kretisiert:

41-11(Satz)

M
a) [a | b] abgeschlossenes M _Intervall von a bis b.

b) Aus “€ abgeschlossenes M _Intervall von a bis b”
und “® abgeschlossenes M _Intervall von a bis b”

folgt “€=2".
M
c) Ja | b[ offenes M _Intervall von a bis b.
d) Aus “€ offenes M _Intervall von a bis b”
und “® offenes M _Intervall von a bis b”
folgt “€=2".
M
e) Ja | b] linkshalboffenes M _Intervall von a bis b.
£) Aus “C linkshalboffenes M _Intervall von a bis b”
und “® linkshalboffenes M _Intervall von a bis b”
folgt “€=2".

M
g) [a | b[ rechtshalboffenes M _Intervall von a bis b.

h) Aus “€ rechtshalboffenes M _Intervall von a bis b”
und “® rechtshalboffenes M _Intervall von a bis b”
folgt “€=2".
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Beweis 41-11 a)

M M
Aus “[a | b] = [a | b]” folgt via 41-10(Def):
M

[a | b] abgeschlossenes M Intervall von a bis b.

b) VS gleich ¢ abgeschlossenes M _Intervall von a bis b
A(D abgeschlossenes M _Intervall von a bis b).

1.1: Aus VS gleich “€ abgeschlossenes M _Intervall von a bis b...”

folgt via 41-10(Def): C=la A|J b].
1.2: Aus VS gleich “...® abgeschlossenes M Intervall von a bis b”

folgt via 41-10(Def): D= [a A|4 b].

M
2: Aus1.1“C=[a | b]” und
M
aus 1.2“0 = [a | b]”
folgt: C=2.
c)

M M
Aus “Ja | b[ =]a | b[” folgt via 41-10(Def):
M
Ja | b[ offenes M Intervall von a bis b.

d) VS gleich ¢ offenes M _Intervall von a bis b
A(D offenes M Intervall von a bis b).

1.1: Aus VS gleich “€ offenes M Intervall von a bis b...”
M

folgt via 41-10(Def): C=1la | b[.
1.2: Aus VS gleich “...® offenes M Intervall von a bis b”
M
folgt via 41-10(Def): D=]a | b[.

M
2: Aus1.1“C=]a | b[” und

M
aus 1.2 =Ja | b[”
folgt: C=2.
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Beweis 41-11 e)

M M
Aus “Ja | b] =]a | b]” folgt via 41-10(Def):
M

Ja | b] linkshalboffenes M Intervall von a bis b.

f) VS gleich ¢ linkshalboffenes M _Intervall von a bis b
A(®D linkshalboffenes M _Intervall von a bis b).

1.1: Aus VS gleich “€ linkshalboffenes M Intervall von a bis b...”

folgt via 41-10(Def): C=]a A|J b].
1.2: Aus VS gleich “...9® linkshalboffenes M _Intervall von a bis b”

folgt via 41-10(Def): D =]a A|4 b].

M
2: Aus1.1“C=1]a | b]” und

M
aus 1.2“0 =Ja | b]”
folgt: C=2.

g)

M M
Aus “[a | b[ = [a | b[” folgt via 41-10(Def):
M

[a | b[ rechtshalboffenes M Intervall von a bis b.

h) VS gleich ¢ rechtshalboffenes M _Intervall von a bis b
A(D rechtshalboffenes M _Intervall von a bis b).

1.1: Aus VS gleich “€ rechtshalboffenes M Intervall von a bis b...”

folgt via 41-10(Def): C=la A|J b[.
1.2: Aus VS gleich “...9® rechtshalboffenes M Intervall von a bis b”

folgt via 41-10(Def): D= [a A|4 b[.

M
2: Aus1.1“C=[a | b[” und

M
aus 1.2“0 = [a | b[”
folgt: C=2.
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41-12. Die in 41-10(Def) in die Essays eingefithrten M _Intervalle werden unter
dem Oberbegriff “ M Intervall von a bis 0” zusammengefasst:

41-12(Definition)

“¢ ist M _Intervall von a bis b’ genau dann, wenn gilt:

M M
C=[a | b] oder €=7]a | b[

M M
oder €=1]a | b] oder €=[a | b[
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41-13. Die in 41-12(Def) in die Essays eingefiithrten M _Intervalle von a bis b
werden nun ein wenig konkretisiert:

41-13(Satz)
M
a) [a | b] ist M_Intervall von a bis b.
M
b) Ja | b[ ist M _Intervall von a bis b.

M
c) Ja | b] ist M_Intervall von a bis b.

M
d) [a | b[ ist M_Intervall von a bis b.

Beweis 41-13

M M
1.a): Aus “[a | b] =[a | b]”
M
folgt via 41-12(Def): [a | b] ist M _Intervall von a bis b.

M M
1.0): Aus “Ja | b[=]a | b[”
M
folgt via 41-12(Def): Ja | b[ ist M _Intervall von a bis b.

M M
1.¢): Aus “Ja | b] =]a | b]”
M
folgt via 41-12(Def): Ja | b] ist M _Intervall von a bis b.

M M
1.0): Aus “[a | b[=[a | O[”
M
folgt via 41-12(Def): [a | b[ ist M _Intervall von a bis b.

O
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41-14. Nun werden die M _Intervalle ab a und die M _Intervalle bis b in die Essays
eingefiihrt:

41-14(Definition)

1) [a ]\\4 )
=414(a, M) ={z:a_M z}.

2) “¢ abgeschlossenes M _Intervall ab a”
genau dann, wenn gilt:

C=1[a | ).

 Jal ) |
=415(a, M) ={z:a M x}.

4) “C offenes M _Intervall ab a” genau dann, wenn gilt:
M
¢=]a | ).
M
5 (| 0]
=41.6(M,b) = {x: x_M_b}.

6) “¢€ abgeschlossenes M Intervall bis b”
genau dann, wenn gilt:

M

¢=( | ).

SR |
— 41.7(M,b) = {x: x_ M _b}.

8) “€ offenes M Intervall bis b” genau dann, wenn gilt:

e= (o
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41-15. Die M Intervalle ab a und die M Intervalle bis b werden nun ein wenig
konkretisiert:

41-15(Satz)

M
a) [a | -) abgeschlossenes M _Intervall ab a.

b) Aus “C abgeschlossenes M _Intervall ab a”
und “® abgeschlossenes M _Intervall ab a”

folgt “€=2".
M
c) Ja | -) offenes M _Intervall ab a.
d) Aus “€ offenes M _Intervall ab a”
und “® offenes M _Intervall ab a”
folgt “€=2".
M
e) (- | b] abgeschlossenes M _Intervall bis b.
f) Aus “C abgeschlossenes M _Intervall bis b”
und “® abgeschlossenes M _Intervall bis b”
folgt “€=2".

M
g) (- | b[ offenes M _Intervall bis b.

h) Aus “C offenes M _Intervall bis b”
und “® offenes M _Intervall bis b”
folgt “€=2".
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Beweis 41-15 a)

M M
Aus “[a | -) = [a | -)” folgt via 41-14(Def):

M
[a | -) abgeschlossenes M Intervall ab a.

b) VS gleich ¢ abgeschlossenes M _Intervall ab a
A(D abgeschlossenes M Intervall ab a).

1.1: Aus VS gleich “€ abgeschlossenes M Intervall ab a...”

M
folgt via 41-14(Def): C=1[a | ).
1.2: Aus VS gleich “...® abgeschlossenes M Intervall ab a”
M
folgt via 41-14(Def): D=1[a] ).
M
2: Aus1.1“C=[a | -)” und
M
aus 1.2“D =[a | )"
folgt: C=2.

c)

M M
Aus “Ja | -y =Ja | -)” folgt via 41-14(Def):

M
Ja | -) offenes M _Intervall ab a.

d) VS gleich (€ offenes M _Intervall ab a) A (D offenes M _Intervall ab a).
1.1: Aus VS gleich “€ offenes M Intervall ab a...”

folgt via 41-14(Def): ¢=]a ]\|4 ).
1.2: Aus VS gleich “...® offenes M _Intervall ab a”

folgt via 41-14(Def): D =]a A|4 ).

M
2: Aus1.1“C€=1]a | -)” und
M

aus 1.2“D =Ja | )7
folgt: C=2.
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Beweis 41-15 e)

M M
Aus “(- | b] = (- | b]” folgt via 41-14(Def):
M

(- | b] abgeschlossenes M Intervall bis b.

f) VS gleich ¢ abgeschlossenes M _Intervall bis b
A(D abgeschlossenes M _Intervall bis b).

1.1: Aus VS gleich “€ abgeschlossenes M Intervall bis b...”
M

folgt via 41-14(Def): C=( | b].
1.2: Aus VS gleich “...® abgeschlossenes M _Intervall bis b”
M
folgt via 41-14(Def): D= |b]
M
2: Aus1.1“C= (- | b]” und
M
aus 1.2“0 = (- | b]”
folgt: C=2.

g)

M M
Aus “(- | b[ = (- | b[" folgt via 41-14(Def):

M
(- | b[ offenes M Intervall bis b.

h) VS gleich (€ offenes M _Intervall bis b) A (D offenes M _Intervall bis b).
1.1: Aus VS gleich “€ offenes M Intervall bis b...”

folgt via 41-14(Def): ¢ = A|J b[.
1.2: Aus VS gleich “...® offenes M _Intervall bis b”

folgt via 41-14(Def): D= ( A|4 b[.

M
2: Aus1.1“C = (- | b[” und
aus 1.2 = (- A|/I b[”
folgt: C=2.
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41-16. Die in 41-14(Def) in die Essays eingefithrten M _Intervalle werden unter
den Oberbegriffen “ M _Intervall von a” und “ M _Intervall bis b” zusammengefasst:

41-16(Definition)

1) “C ist M Intervall ab a” genau dann, wenn gilt:

M M
C=[a]| ) oder €=]a | -)

2) “€ist M _Intervall bis 0” genau dann, wenn gilt:

Q::(~A|4b:| oder (’::('Afb[
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41-17. Nun werden die M _Intervalle ab a und die M _Intervalle bis b ein wenig
konkretisiert:

41-17(Satz)
M
a) [a | -) ist M_Intervall ab a.
M
b) Ja | -) ist M_Intervall ab a.
M
c) (- | b] ist M_Intervall bis b.

M
d) (- | b[ ist M_Intervall bis b.

Beweis 41-17
M M
1.2): Aus “[a | Y=T[a | -)”
M
folgt via 41-16(Def): [a | -) ist M _Intervall ab a.
M M
1.0): Aus “Ja | Yy=]a | -)”
M
folgt via 41-16(Def): Ja | -) ist M _Intervall ab a.

M M
1.¢): Aus “(- | b] =( | b]”
M
folgt via 41-16(Def): (- | b] ist M _Intervall bis b.

M M
1.d): Aus “(- | b[=( | b[”
M
folgt via 41-16(Def): (- | b[ ist M _Intervall bis b.

O
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41-18. Als - wie sich noch herausstellt: “grofites” -
M Intervall wird das “globale M _Intervall” in die Essays eingefiihrt:

37

41-18(Definition)

D¢

2) “¢ globales M _Intervall” genau dann, wenn gilt:

M

e=( 1.

= (dom M) U (ran M).
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M
41-19. Wenig iiberraschend ist (- | -) das M Intervall:

41-19(Satz)

M
a) (- | -) globales M _Intervall.

b) Aus “C globales M _Intervall” und “2 globales M _Intervall”
folgt “€=2".

Beweis 41-19 a)

M M
Aus “( [ ) =( | )7 y
folgt via 41-18(Def): (- | -) globales M _Intervall.
b) VS gleich (€ globales M _Intervall) A (D globales M _Intervall).
1.1: Aus VS gleich “¢€ globales M Intervall...”
M
folgt via 41-18(Def): C=( | ).
1.2: Aus VS gleich “...® globales M _Intervall”
M
folgt via 41-18(Def): D=(1".
M
2: Aus1.1“C=(- | -)” und
M
aus 1.2“0 = (- | )7
folgt: C=2.
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41-20. Alle bisher eingefiihrten M Intervalle werden unter dem Oberbegriff
“ M _Intervall” zusammengefasst:

39

41-20(Definition)

“¢ ist M Intervall” genau dann, wenn gilt:

oder

dQ, ¥ : € ist M _Intervall von €2 bis ¥
oder 2 : € ist M _Intervall ab
oder IV : € ist M _Intervall bis W.
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41-21.
Reihenfolge ist 1) - a) -

b) -c) -

MENGENLEHRE #41

h) - j):

Nun wird ein Uberblick iiber alle M _Intervalle gegeben. Die Beweis-
d) -e)-1)-g) -

41-21(Satz)

M
a) [a | b] ist M_Intervall.

b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

i)

M

Ja | b[ ist M_Intervall.

Ja
[a
[a
Ja
(
(

<.
j) Aus “I ist M _Intervall”

M
|
M
|
M
|
M
|
M
|
)

1

b] ist M _Intervall.
b[ ist M _Intervall.
-) ist M _Intervall.

-y ist M _Intervall.

b] ist M _Intervall.
b[ ist M _Intervall.

-y ast M _Intervall.

M

folgt “3Q, W : [ = [Q
oder “3Q, ¥ : [ =1Q

|
)

U] ”oder “3IQ, W : I =19
\If] Yoder “3IQ, W : [ = [Q

M

|
Tw

”

oder “3Q : I = [Q | 7 oder “3I0: 1 =190 |
M

oder “3WU : [ = (- | U] ”oder “3U : T = (- |
oder “I = (-

[
v
)7
w”

)

)




#41 MENGENLEHRE

Beweis 41-21 abcdefghi)

: Via 41-13 gilt:
: Via 41-13 gilt:
: Via 41-13 gilt:
: Via 41-13 gilt:
: Via 41-17 gilt:
: Via 41-17 gilt:
: Via 41-17 gilt:
: Via 41-17 gilt:

: Via 41-20(Def) gilt:

41

M
[a | b] ist M _Intervall von a bis b.

M
Ja | b[ ist M _Intervall von a bis b.

M
Ja | b] ist M _Intervall von a bis b.

M
[a | b[ ist M _Intervall von a bis b.
M
[a | -) ist M Intervall ab a.
M
Ja | -) ist M _Intervall ab a.
M
(- | b] ist M _Intervall bis b.

M
(- | b[ ist M _Intervall bis b.

M
(- | -) ist M _Intervall.
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Beweis 41-21 abcdefghi)

2.1: Aus 1.1
folgt:

2.2: Aus 1.2
folgt:

2.3: Aus 1.3
folgt:

2.4: Aus 1.4
folgt:

2.5: Aus 1.5
folgt:

2.6: Aus 1.6
folgt:

2.7: Aus 1.7
folgt:

2.8: Aus 1.8
folgt:

3Q, v

30, U

30, U

30, U

MENGENLEHRE #41

M
: [a | b] ist M _Intervall von §2 bis V.
M
:Ja | b[ ist M Intervall von €2 bis V.
M
: Ja | b] ist M Intervall von €2 bis V.
M
: [a | b[ ist M Intervall von €2 bis V.
M
AQ: [a | -) ist M _Intervall ab €.
M
30 : Ja | -) ist M_Intervall ab Q.
M
3P : (- | b] ist M _Intervall bis V.

M
W (- | b[ ist M_Intervall bis V.
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Beweis 41-21 abcdefghi)

.a):

.b):

.c):

.d):

.e):

L)

.g):

.h):

M
Aus 2.1“3Q, W : [a | b] ist M _Intervall von Q bis ¥”
M
folgt via 41-20(Def): [a | b] ist M _Intervall.

M
Aus 2.23Q, W : Ja | b[ ist M _Intervall von Q bis ¥”
M
folgt via 41-20(Def): Ja | b[ ist M _Intervall.

M
Aus 2.33Q, U : Ja | b] ist M _Intervall von €2 bis ¥”
M
folgt via 41-20(Def): Ja | b] ist M _Intervall.

M
Aus 2.4“3Q, U : [a | b[ ist M _Intervall von 2 bis ¥”
M
folgt via 41-20(Def): [a | b[ ist M _Intervall.

M
Aus 2.5“3Q : [a | -) ist M _Intervall ab Q”

M
folgt via 41-20(Def): [a | -) ist M _Intervall.
M
Aus 2.6“3Q : Ja | -) ist M _Intervall ab Q”
M
folgt via 41-20(Def): Ja | -) ist M _Intervall.
M
Aus 2.743¥ : (- | b] ist M _Intervall bis W~
M
folgt via 41-20(Def): (- | b] ist M Intervall.

M
Aus 2.8“3W : (- | b[ ist M _Intervall bis ¥”
M
folgt via 41-20(Def): (- | b[ ist M Intervall.
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Beweis 41-21 j) VS gleich
1: Aus VS gleich “[I ist M _Intervall”
folgt via 41-20(Def):
V
\%

V

Fallunterscheidung‘

)
(3Q, ¥ : I ist M _Intervall von €2 bis )
)

MENGENLEHRE #41

I ist M _Intervall.

1=

(3Q : I ist M _Intervall ab €2

(3V : I ist M_Intervall bis ¥).

M

Aus 1.1.Fall«TI =( | -)”
folgt: 3,0 :I=[Q | U]
VEQ U T=]Q | U]

V(EQ T = [Q

v
W
|

vEY T = I‘I’])

I=( 1)

M
EQU:I=10| v

M
@V : I = [Q | v

[

[

V(32 I—]QI )
Q1= |\11[
)-
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Beweis 41-21 j) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

45

I ist M _Intervall.

aus 2

folgt:

4: Aus 3
folgt:

5: Aus 4
folgt:

2: Aus 1.2.Fall“...I ist M _Intervall von Q bls v”

folgt via 41-12(Def):

3: Aus 1.2.Fall“dQ, ¥...” und

vEQU 1210 | ¥])v

3Q, ¥ : I ist M _Intervall von €2 bis ¥

M

(r=fe | V=19 | v

vi=1e " vva=ro] vp.
HQW(L{QYM)(IJQTM)
vi=1e T wva=ra] vp.

0w =10 v
@0w:1=[0] v

@0 I=[0 ] ¥])V

3,0 I =[O | v EQ T T=10 ] W)
VEQU =10 | ¥])v (30, - I_[QITI\I/[)
veasr=a ] )vEeir=1e )
VET:T=( | ¥])V

FU:I=( |\II[
M

VI =)
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Beweis 41-21 j) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #41

I ist M _Intervall.

2: Aus 1.3.Fall“...

folgt via 41-16(Def):
3: Aus 1.3.Fall“dQ...” un

I ist M _Intervall ab ©”

d

30 : I ist M Intervall ab .

g=to] yva=121 .

aus 2

folgt: I (I =1[Q A|4 NV =]Q A|4 ).
4: Aus 3 ,

folgt: 3Q:1=1[9 ]TI MNVv(EQ:T=]0 A|4 ).
5: Aus4

folgt: 3,0 :I=1[Q | U] IN,T:T=10 |[ U

VEQT=[Q | NVEQ:T= ]Q|)
Ve r=¢ vy Evir=¢ | o
vr=¢1 .

)V )

VEQ T = ]Q|\I/]])w (30,9 I_[Q| v[)
| ) )

)
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Beweis 41-21 j) VS gleich I ist M _Intervall.

‘Fallunterscheidung‘

1.4.Fall AW : I ist M _Intervall bis W.
2: Aus1.4.Fa11“”.Iim;AIJnUHVMle\V’A4 y
folgt via 41-16(Def): I=(19]))vIT=(]9T].
3: Aus 1.4.Fall“3v¥...” und
aus 2
M M
folgt: . IT=[T | HYvI=]T | ).
4: Aus 3
M M
folgt: @ I=[T | H)Vv@ET:IT=]T | ).
5: Aus 4 v
folgt: 3,0 :I=[Q | U] FQUu:.I1=10 | v[

v )
(HQ\I/ I = ]Q | \I/]) (HQ\II [—[QIT[\I/[)
veasr=a ] )vEeir=1e )
vavsr=¢ T apvEer= ¢ e
wr=¢ ).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fillen gilt:

@V T=[0 | U]V ELE: =10 | ¥])
VEQ U T=10 | W) v EL T = [0 ] u])
vEQ =[] YvEeT=10] )
VEU = ([ W) v @Y= (] w])

VI = (| ))
O
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41-22. Nun werden die M _Intervalle beziiglich “topologischer” Eigenschaften in
Gruppen zusammengefasst:

41-22(Definition)

1) “C abgeschlossenes M Intervall”
genau dann, wenn gilt:

oder

M
0,V ¢ =[Q | 7]

M
oder IN:€=[Q | )
M
oder FV:C=( | V].

2) “€ offenes M Intervall” genau dann, wenn gilt:

e=( 1)

oder

M
IO,V e=10 | U[
M
oder IN:€ =170 | )
M

oder IV :C=( | U[.

3) “¢ linkshalboffenes M _Intervall”
genau dann, wenn gilt:

M
0,V ¢e=10Q | .

4) “C rechtshalboffenes M _Intervall”
genau dann, wenn gilt:

M
IV e=[Q | V[
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41-23. In dem folgenden, wenig iiberraschenden Resultat werden die Konzepte
von 41-22(Def) umgesetzt:

41-23(Satz)
M
a) (- | -) abgeschlossenes M _Intervall.
M
b) [a | b] abgeschlossenes M _Intervall.
M
c) [a | -) abgeschlossenes M _Intervall.

M
d) (- | b] abgeschlossenes M _Intervall.

M

e) (- | ) offenes M _Intervall.
M

£) Ja | b[ offenes M _Intervall.
M

g) Ja | ) offenes M _Intervall.
M

h) (- | b[ offenes M_Intervall.

M
i) Ja | b] linkshalboffenes M _Intervall.

M
j) [a | b[ rechtshalboffenes M _Intervall.
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Beweis 41-23

1.a):

M M
Aus “( [ ) =( | )7 y
folgt via 41-22(Def): (- | -) abgeschlossenes M _Intervall.
M M
D Aus “IQ U [a | D] =[Q | ]
M
folgt via 41-22(Def): [a | b] abgeschlossenes M _Intervall.
M M
s Aus “AQ i [a | )=[Q | Y
M
folgt via 41-22(Def): [a | -) abgeschlossenes M _Intervall.
M M
D Aus “FU (- | D] =( | V]
M
folgt via 41-22(Def): (- | b] abgeschlossenes M _Intervall.
M M
CAws (] =]y )
folgt via 41-22(Def): (- | -) offenes M _Intervall.
M M
D Aus “IQ U ]a | D[ =] | ¥
M
folgt via 41-22(Def): Ja | b[ offenes M _Intervall.
M M
D Aus “IQ:]a | Y =19 | )
M
folgt via 41-22(Def): Ja | -) offenes M _Intervall.
M M
D Aus “FU (- b[=( | Y[
M
folgt via 41-22(Def): (- | b[ offenes M Intervall.
M M
s Aus “IQ U ]a | D] =]Q | ¥]”
M
folgt via 41-22(Def): Ja | b] linkshalboffenes M Intervall.
M M
D Aus “IQ U [a | B[=[Q | T[”
M
folgt via 41-22(Def): [a | b[ rechtshalboffenes M _Intervall.

O
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41-24. Abgeschlossene, offene, links- und rechtshalboffene M _Intervalle sind -

wenig iiberraschend - M _Intervalle:

41-24(Satz)

Es gelte:
I abgeschlossenes M _Intervall.
oder
I offenes M _Intervall.
—) oder
I linkshalboffenes M _Intervall.
oder

I rechtshalboffenes M _Intervall.

Dann folgt “I ist M _Intervall” .

Beweis 41-24

1: Nach “—)oder” gilt:

Fallunterscheidung

I abgeschlossenes M _Intervall

V(I offenes M _Intervall)

V(I linkshalboffenes M _Intervall)
V(I rechtshalboffenes M Intervall).



52 MENGENLEHRE #41

Beweis 41-24

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall I abgeschlossenes M Intervall
2: Aus 1.1.Fall“[ abgeschlossenes M Intervall”
M
folgt via 41-22(Def): I=¢(19
V
M
IN,T:T=[Q | V]
V
M
N:I1=[Q | )
V

3\1::1:(~A|4\1/].

Fallunterscheidung‘

I=( ).

M
Aus 2.1.Fall“l = (- | "

folgt via 41-20(Def): I ist M Intervall.

M
sowr=mo v

M
3: Aus 2.2.Fall“...I=[Q | U]
folgt via 41-12(Def): [ ist M Intervall von Q bis U.

4: Aus 2.2.Fall“dQ,¥...” und
aus 3“7 ist M _Intervall von 2 bis ¥”
folgt: 3Q, U : I ist M _Intervall von €2 bis .

5: Aus 4“3Q, W : I ist M _Intervall von Q bis ¥”
folgt via 41-20(Def): I ist M Intervall.
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Beweis 41-24

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall I abgeschlossenes M _Intervall

‘Fallunterscheidung

M
2.3.Fall 0:I=[Q] ).
M
3: Aus 2.3.Fall“...T=[Q | )
folgt via 41-16(Def): I ist M Intervall ab Q.

4: Aus 2.3.Fall“3Q)...” und
aus 3“1 ist M Intervall ab 7

folgt: 3Q : I ist M Intervall ab Q.
5: Aus 490 : [ ist M _Intervall ab Q7
folgt via 41-20(Def): I ist M Intervall.
M
2.4.Fall U T=( | T].
M
3: Aus 2.4.Fall“...I=( | ¥]”
folgt via 41-16(Def): I ist M Intervall bis .

4: Aus 2.4.Fall“3v...” und
aus 3“1 ist M _Intervall bis ¥ ”

folgt: JU : I ist M Intervall bis W.
5: Aus 4“3V : [ ist M _Intervall bis ¥”
folgt via 41-20(Def): I ist M Intervall.

Ende Fallunterscheidung ‘ In allen Fillen gilt: I ist M Intervall.

23
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Beweis 41-24

Fallunterscheidung‘

1.2.Fall I offenes M _Intervall
2: Aus 1.2.Fall“] offenes M Intervall” u
folgt via 41-22(Def): I=¢(19
V
M
I I=10 | I[
\Y
M
N:1=7Q | )
\Y
M
V. I=( | Y[
Fallunterscheidung‘
M
2.1.Fall I={(|".
M
Aus 2.1.Fall“I = (- | )"
folgt via 41-20(Def): I ist M Intervall.
M
2.2.Fall I, T1=1Q | ¢[.
M
3: Aus 2.2.Fall“...T=]Q | ¥[”
folgt via 41-12(Def): [ ist M Intervall von Q bis U.
4: Aus 2.2.Fall“dQ,¥...” und
aus 3“7 ist M _Intervall von 2 bis ¥”
folgt: 3Q, U : I ist M _Intervall von €2 bis V.
5: Aus 4“3Q, W : I ist M Intervall von Q bis ¥”
folgt via 41-20(Def): I ist M Intervall.
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Beweis 41-24

Fallunterscheidung‘

1.2.Fall I offenes M _Intervall

‘Fallunterscheidung

M
2.3.Fall 0:1=19 1 ).
M
3: Aus 2.3.Fall“...T=]Q | -y
folgt via 41-16(Def): I ist M Intervall ab Q.

4: Aus 2.3.Fall“3Q)...” und
aus 3“1 ist M Intervall ab 7

folgt: 3Q : I ist M Intervall ab Q.
5: Aus 490 : [ ist M _Intervall ab Q7
folgt via 41-20(Def): I ist M Intervall.
M
2.4.Fall I T=( | V[
M
3: Aus 2.4.Fall“...I=( | ¥[”
folgt via 41-16(Def): I ist M Intervall bis .

4: Aus 2.4.Fall“3v...” und
aus 3“1 ist M _Intervall bis ¥ ”

folgt: JU : I ist M Intervall bis W.
5: Aus 4“3V : [ ist M _Intervall bis ¥”
folgt via 41-20(Def): I ist M Intervall.

Ende Fallunterscheidung ‘ In allen Fillen gilt: I ist M Intervall.
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Beweis 41-24

Fallunterscheidung‘

1.3.Fall I linkshalboffenes M _Intervall

2: Aus 1.3.Fall“J linkshalboffenes M _Intervall”

M
folgt via 41-22(Def): INU:.I=170 | ¥].

M
: Aus2¢...1=17Q | ¥]”

folgt via 41-12(Def): I ist M Intervall von € bis U.

: Aus 2490, ¥...” und

aus 3“1 ist M _Intervall von 2 bis ¥”

folgt: 3Q, ¥ : T ist M _Intervall von €2 bis .

: Aus 44dQ, U : [ ist M _Intervall von 2 bis ¥”
folgt via 41-20(Def): I ist M _Intervall.
1.4.Fall I rechtshalboffenes M Intervall

2: Aus 1.4.Fall“J rechtshalboffenes M Intervall”

M
folgt via 41-22(Def): INU:I=[Q | V[.

M
:Aus2¢...1=[Q | I[”

folgt via 41-12(Def): I ist M Intervall von  bis U.

: Aus 2490, ¥...” und

aus 3“7 ist M _Intervall von Q bis ¥”
folgt: 3Q, ¥ : T ist M _Intervall von €2 bis .

: Aus 44dQ, U : [ ist M _Intervall von 2 bis ¥”

folgt via 41-20(Def): I ist M _Intervall.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

I ist M _Intervall.

O
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41-25. Nun werden Kriterien fiir die Zugehorigkeit zu den verschiedenen
M Intervallen angegeben:

41-25(Satz)

M

a) “p€la | b]”genau dann, wenn “a_M_p”und “p_-M_b”.
M ir ir

b) “p € ]a | b[”genau dann, wenn “a_ M _p”und “p- M b”.
M ir

c) “p€la | b]”genau dann, wenn “a- M _p”und “p_M_b".
M ir

d) “pe [a | b[”genau dann, wenn “a_M p”und “p_ M b”.
M

e) “pela | -)”genau dann, wenn “a_M_p”.
M 1r

) “pela | -)"genau dann, wenn “a- M _p”.
M

g) “pe (- | b]”genau dann, wenn “p_M_b”.
M ir

h) “pe (- | b[”genau dann, wenn “p- M -b”.

M
i) “pe (- | -)”genau dann, wenn “p € dom M ” oder “p € ran M ",
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M
Beweis 41-25 a) VS gleich p€ [a | b].
M
1: Aus VS gleich “p € [a | b]” und
M
aus “[a | b] ={w: (a-M w) A (w-M_b)}”
folgt: pe{w: (a-Mw) A (w-MDb)}.
s Aus14ped{w: (a-M_w) AN (w-M_b)}”
folgt: (a-M_p) N\ (p-M D).
a) VS gleich (a-M_p) N\ (p-M_b).
1: Aus VS gleich “a_ M _p...”
folgt via 30-2: p Menge.
: Aus VS gleich “(a-M_p) A (p-M -b)” und
aus 1“p Menge”
folgt: pe€{w: (a-Mw) A (w-MDb)}.
Aus 2“p e{w: (a-M_w) A (w-M_b)}” und
M
aus “{w: (a-Mw) A (w-MDb)} =[a | b]”
M

folgt: p€fa]b]
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M
Beweis 41-25 b) VS gleich p€la | bl

M
1: Aus VS gleich “p € Ja | b[” und

ans “Ja | B[ = {w: (a_ AT w) A (w_ AT D)} | |
folgt: pe{w: (a- M W) A (w- M b)}.

2: Aus 1“pe{w: (a_]w w) A (w_]i} b)}”

folgt: (a- M p) A (p- M _b).
b) VS gleich (a- M -p) A (p- M _b).

1: Aus VS gleich “a- ji]/i[ p...7
folgt via 30-2: p Menge.

2: Aus VS gleich “(a- M p) A (p- M -b)” und
aus 1“p Menge”

folgt: p€{w: (a- M W) A (w- M b)}.
3: Aus 2“p e {w: (a- M w) A (w_]i} b)}” und

ir ir M
aus “w:(a- M w)A(w-M b)}=]a | b[”
M
folgt: p€la | bl
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M
Beweis 41-25 c) VS gleich p€la | b].

M
1: Aus VS gleich “p € Ja | b]” und

ans “Ja | 6] = {w: (@ AT w) A (w M)} .
folgt: pe{w: (a- M w) A (w-M_b)}.

2: Aus1“pe{w: (a- M W) A (w-M_b)}”

folgt: (a- M _p) A (p_M_b).
c) VS gleich (a- M _p) A (p-M_b).

1: Aus VS gleich “a- ji]/i[ p...7
folgt via 30-2: p Menge.

2: Aus VS gleich “(a- M p) A (p-M_b)” und
aus 1“p Menge”

folgt: pe{w: (a- M W) A (w-M_b)}.
3: Aus 2“p e {w: (a- M W) A (w-M_b)}” und
ir M
aus “{w: (a- M w) AN (w-M_b)} =]a | b]”
M
folgt: p€la | b].
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M
Beweis 41-25 d) VS gleich p€ la | bl

M
1: Aus VS gleich “p € [a | b[” und

aus “[a Af b] ={w: (a-M w) N (w- ji]/i[ _b)}” ‘
folgt: pe€{w: (a-Mw) A (w- M b)}.

2: Aus1“p e{w: (a-Mw) N (w- M b}

folgt: (a-M_p) A (p- M _b).

d) VS gleich (a-M _p) A (p- M _b).
1: Aus VS gleich “a-M_p...”

folgt via 30-2: p Menge.

2: Aus VS gleich “(a-M_p) A (p- M -b)” und
aus 1“p Menge”

folgt: pe{w: (a-Mw) A (w- M b)}.
3: Aus 2“p e{w: (a-M w) N (w- M b)}” und
ir M
aus “{w: (a-M_w) A (w-M -b)} = [a | b[”
M
folgt: p€la| b[.
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M
Beweis 41-25 e) VS gleich p€la ] ).

M
1: Aus VS gleich “p € [a | -)” und

M
aus “[a | ©) ={w:a-M_w}”
folgt: p€{w:aMw}.

2: Austpef{w:aMw}”
folgt: a-M p.

e) VS gleich a_M _p.

1: Aus VS gleich “a_M p”
folgt via 30-2: p Menge.

2: Aus VS gleich “a_M p” und
aus 1“p Menge”
folgt: p€{w:aMw}.

3: Aus2“p e{w:a-M_w}” und
M
aus “dw:aMw}=1[a | ‘)
M
folgt: p€la| ).
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Beweis 41-25 ) VS gleich

M
1: Aus VS glelch “pela \ -}” und

ﬂa\ Y= {w:a M w)’
folgt:
2: Aus1“p e{w: a_ M w}”
folgt:

) VS gleich

1: Aus VS gleich “a_ Zw p”
folgt via 30-2:

2: Aus VS gleich “a_ Zw p” und
aus 1“p Menge”

folgt:

3: Aus 2“p € {w a- M _w}”
us i a b wh=Ta | )
folgt:
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pG]@%?-

pe{w:a_]w_w}.

a- M _p.

a- M _p.

p Menge.

pe{w:a_]w_w}.

pé]ayﬁ-
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M

Beweis 41-25 g) VS gleich pe (| b].
M
1: Aus VS gleich “p € (- | b]” und
M
aus “(- | b] ={w:w-M_b}"
folgt: p € {w:w_M_b}.

2: Aus1“p e {w:w_M_b}”
folgt: p-M_b.

g) VS gleich p_M _b.

1: Aus VS gleich “p_M_b”
folgt via 30-2: p Menge.

2: Aus VS gleich “p_.M b” und
aus 1“p Menge”
folgt: p € {w:w_M_b}.

3: Aus 2“p € {w:w_M_b}” und
M
aus “{w:w MDb}= (| b]”
folgt: pe( | 0b].
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Beweis 41-25 h) VS gleich

M
1: Aus VS gleich “p € (- | b[” und

M ir
aus “(- | b[ ={w:w- M b}’
folgt:

2: Aus 1“pe{w: w_ M b}
folgt:

h) VS gleich

1: Aus VS gleich “p_ Zw b7
folgt via 30-2:

2: Aus VS gleich “p_ Zw b7 und
aus 1“p Menge”

folgt:

3: Aus 2“p e{w: w_ M _b}” und
ir M
aus “{w:w_ M b} = (- | b[”
folgt:
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pe( | bl

pe{w:w_ji/i[_b}.

pe{w:w_ji/i[_b}.

pe( | b
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M

Beweis 41-25 i) VS gleich pe( | ).
M
1: Aus VS gleich “p e (- | -}” und
M
aus “(- | -) = (dom M) U (ran M)”
folgt: p € (dom M) U (ran M).
2: Aus 1“p € (dom M) U (ran M)~
folgt via 2-2: (p edom M)V (p € ran M).
i) VS gleich (p e dom M)V (p € ran M).
1: Aus VS gleich “(p e dom M)V (p €ran M)~
folgt via 2-2: p € (dom M) U (ran M).
2: Aus 1“p € (dom M) U (ran M)” und
M
aus “(dom M) U (ranM) = (- | -)”
M
folgt: pe( | )
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41-26. Jedes M _Intervall ist eine TeilKlasse von dom M oder von ran M oder von
(dom M) U (ran M):

41-26(Satz)

M

a) [a | b] C (dom M) N (ran M).
b) ]a]\|/[b|:§ (dom M) N (ran M).
c) ]a]\|4b:| C (dom M) N (ran M).

d) [a]\|4b|: C (dom M) N (ran M).

M
e) [a| ) CranM.

M
a | -

£) ] ) Cran M.

M

g) ] € dom M.

M

h) ( [ € dom M.

i) (- A\d -} C (dom M) U (ran M).

M
j) Aus “I ist M _Intervall” folgt “I C (- | -)”.
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folgt via 41-25:
folgt via 30-2:

3.2: Aus 2“...y-M_b”
folgt via 30-2:

folgt via 2-2:

M
2: Aus Themal“y € [a | b]”

3.1: Aus 2“a-M_y...”

4: Aus 3.2y edomM” und
aus 3.1“y €ranM”

’ye[a]\fb].

(a-My) A (v-Mb).
v €ran M.

~v € dom M.

v € (dom M) N (ran M).

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vy:(ye [aﬂfb]) = (v € (dom M) N (ran M)).

[a]\|4b:| C (dom M) N (ran M).
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Beweis 41-26 b)

M
y€la| bl
M
2: Aus Themal“y € Ja | b[”
folgt via 41-25: (a- M =) A (- M b).
3.1: Aus 2“a_]i]/r[_’y...”
folgt via 41-6: v € ran M.
3.2: Aus 2“...7_ji]/r[_b”
folgt via 41-6: ~v € dom M.
4: Aus 3.2y edomM” und

aus 3.1“y €ranM”

folgt via 2-2: v € (dom M) N (ran M).

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
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Yy i (y G]aﬂfb[) = (v € (dom M) N (ran M)).

]aﬂfb[ C (dom M) N (ran M).
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Beweis 41-26 c)

M
y€la|b].
M
2: Aus Themal“y € Ja | b]”
folgt via 41-25: (a_My) A (y-M_b).

3.1: Aus 2“a_]i]/r[_’y...”
folgt via 41-6: v € ran M.

3.2: Aus 2“...v-M_b”
folgt via 30-2: ~v € dom M.

4: Aus 3.2“y € dom M ” und
aus 3.1“y €ranM”
folgt via 2-2: v € (dom M) N (ran M).

Ergo Themal: Vo (ve]aﬂfb]) = (v € (dom M) N (ran M)).

M
Konsequenz via 0-2(Def): Ja | b] € (dom M) N (ran M).
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Beweis 41-26 d)

M
yelal bl
M
2: Aus Themal“y € [a | b]”
folgt via 41-25: (a-M_y) A (- M _b).

3.1: Aus 2“a-M_y...”
folgt via 30-2: v € ran M.

3.2: Aus 2“... 9. ji]/i[ b7
folgt via 41-6: v € dom M.

4: Aus 3.2y edomM” und
aus 3.1“y €ranM”

folgt via 2-2: v € (dom M) N (ran M).
M
Ergo Themal: Vy:(y € [a | b)) = (v € (dom M) N (ran M)).
M
Konsequenz via 0-2(Def): [a | b[ C (dom M) N (ran M).
e)
M
velal )
M
2: Aus Themal“y € [a | -)”
folgt via 41-25: a_M .
3: Aus 2“a_M ~”
folgt via 30-2: v € ran M.
M
Ergo Themal: Vy:(ye[a ] )= (y€ranM).

M
Konsequenz via 0-2(Def): [a | ) Cran M.
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MENGENLEHRE #41

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

M
y€lal ).
M
2: Aus Themal“y € Ja | -)”
folgt via 41-25: a- ]{2 .
3: Aus 2“a_ji]/i[ 7
folgt via 41-6: v €ran M.
M

Vy:(yela | )= (y€ranM).

M
la | -) Cran M.

g)
M
vel |l
M
2: Aus Themal“y € (- | b]”
folgt via 41-25: v-M_b.
3: Aus 2“y_M_b”
folgt via 30-2: ~v € dom M.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vy:(ye( ]ij]) = (v € dom M).

M
(- | b] € dom M.
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Beweis 41-26 h)

73

M

2: Aus Themal“y € (- | b[”
folgt via 41-25:

3: Aus 2“7_]@ b7
folgt via 41-6:

v € dom M.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
i)
1: (-

2: Aus 1
folgt:

]‘|4 41-18(Def)

)

(dom

Vy:(y e ( A\jb[) = (v € dom M).

M
(| b[ C dom M.

M) U (ran M) Oéﬁ (dom M) U (ran M).

(- A|4 -} € (dom M) U (ran M).
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Beweis 41-26 j) VS gleich

1: Aus “I ist M _Intervall”
folgt via 41-21:

MENGENLEHRE #41

I ist M _Intervall.

M M
“QU T =1[Q | ¥]”oder “IQU : T =1Q | U[”

M M
oder “30, W 1 =10 [ W] oder *30,W: 1 = [0 | W[
oder “3dQ: T = [Q | N7 oder 30 T = ]Q | )7

oder “3V : [ = (- \ U]” oder “3

Wil=( wr’

oder “I = (- | N

Fallunterscheidung‘
M
R )
2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:
M
[2 | ¥] C (domM)n (ranM).
3: Aus 1.1.Fall“...T=[Q | U]” und
M
aus 2“[Q | U] C (domM)N (ranM)”
folgt: I C (dom M) N (ranM).
4: Via 2-7 gilt: (dom M) N (ran M) C (dom M) U (ran M).
5: Aus 3“I C (domM) N (ranM)” und
aus 4“(dom M) N (ran M) C (dom M) U (ran M)”
folgt via 0-6: I C (dom M) U (ran M).
M
6: Via 41-18(Def) gilt: (domM)U (ranM) = (- | -).
7: Aus 5“1 C (domM)U (ranM)” und
M
aus 6“(domM)U (ranM) = (- | -)”
M
folgt: IC(| ).
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Beweis 41-26 j) VS gleich I ist M _Intervall.

Fallunterscheidung‘

M
sow: =107 v

2: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

]Qﬂflll[g (dom M) N (ran M).

M
3: Aus 1.2.Fall«...I=1Q | ¥[”und

M
aus 2“1Q | [ C (domM)N(ranM)”
folgt: I C (dom M) N (ranM).

4: Via 2-7 gilt: (dom M) N (ran M) C (dom M) U (ran M).

5: Aus 3“1 C (dom M) N (ran M)” und
aus 4“ (dom M) N (ran M) C (dom M) U (ran M)”
folgt via 0-6: I C (dom M) U (ran M).

M
6: Via 41-18(Def) gilt: (dom M) U (ran M) = (- | -).

7: Aus 5“I C (dom M) U (ran M)” und
M
aus 6“(domM)U (ranM) = (- | -)”
folgt: IC{( | ).
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Beweis 41-26 j) VS gleich I ist M _Intervall.

Fallunterscheidung‘

M
sowr=107 v

2: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

10 A|4 U] C (dom M) N (ran M).

M
3: Aus 1.3.Fall«...I=1Q | ¥]”und

M
aus 2“]Q | ¥] C (domM)N(ranM)”
folgt: I C (dom M) N (ran M).

4: Via 2-7 gilt: (dom M) N (ran M) C (dom M) U (ran M).

5: Aus 3“1 C (dom M) N (ran M)” und
aus 4“(dom M) N (ran M) C (dom M) U (ran M)”
folgt via 0-6: I C (dom M) U (ran M).

M
6: Via 41-18(Def) gilt: (dom M) U (ran M) = (- | -).

7: Aus 5“1 C (dom M) U (ran M)” und
M
aus 6“(domM)U (ranM) = (- | -)”
folgt: IC{( | ).
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Beweis 41-26 j) VS gleich I ist M _Intervall.
Fallunterscheidung‘
M
0w -] up

2: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

[QA|4\I/[Q (dom M) N (ran M).

M
3: Aus 1.4.Fall«...I=[Q | Y[ und

M
aus 2“[Q | Y[ C (domM)N(ranM)”
folgt: I C (dom M) N (ranM).

4: Via 2-7 gilt: (dom M) N (ran M) C (dom M) U (ran M).

5: Aus 3“1 C (dom M) N (ran M)” und
aus 4“ (dom M) N (ran M) C (dom M) U (ran M)”
folgt via 0-6: I C (dom M) U (ran M).

M
6: Via 41-18(Def) gilt: (dom M) U (ran M) = (- | -).

7: Aus 5“I C (dom M) U (ran M)” und
M
aus 6“(domM)U (ranM) = (- | -)”
folgt: IC{( | ).
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Beweis 41-26 j) VS gleich I ist M _Intervall.

Fallunterscheidung‘

M
0:I=1[0] ).

2: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

M
[Q] ) CranM.

M
3: Aus 1.5.Fall«...I=[Q | )’ und

M
aus 2“[Q | Yy CranM”
folgt: I Cran M.

4: Via 2-7 gilt: ran M C (dom M) U (ran M).

5: Aus 3“I CranM” und
aus 4“ran M C (dom M) U (ranM)”
folgt via 0-6: I C (dom M) U (ran M).

M
6: Via 41-18(Def) gilt: (dom M) U (ran M) = (- | -).

7: Aus 5“I C (dom M) U (ran M)” und
M
aus 6“(domM)U (ranM) = (- | -)”
folgt: IC{( | ).
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Beweis 41-26 j) VS gleich I ist M _Intervall.

Fallunterscheidung‘

M
0:1=10 ).

2: Via des bereits bewiesenen f) gilt:

M
1Q | -y Cran M.

M
3: Aus 1.6.Fall«...I=1Q | )’ und

M
aus 2“]Q | Y CranM”
folgt: I Cran M.

4: Via 2-7 gilt: ran M C (dom M) U (ran M).

5: Aus 3“I CranM” und
aus 4“ran M C (dom M) U (ranM)”
folgt via 0-6: I C (dom M) U (ran M).

M
6: Via 41-18(Def) gilt: (dom M) U (ran M) = (- | -).

7: Aus 5“I C (dom M) U (ran M)” und
M
aus 6“(domM)U (ranM) = (- | -)”
folgt: IC{( | ).
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Beweis 41-26 j) VS gleich

Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #41

I ist M _Intervall.

2: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

M
3: Aus 1.7.Fall«...I=( | ¥]"und

M
aus 2“(- | ¥] CdomM”
folgt:

4: Via 2-7 gilt:

5: Aus 3“] CdomM” und
aus 4“dom M C (dom M) U (ran M)”
folgt via 0-6:

6: Via 41-18(Def) gilt:

7: Aus 5“I C (dom M) U (ran M)” und
aus 6“(dom M) U (ran M) = (- A|4 N7
folgt:

dom M C (dom M) U (ran M).

I C (dom M) U (ran M).

(domM)U (ranM) = (- | -).

3@;1:(%@].

M
(- | ¥] € dom M.

I Cdom M.

M
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Beweis 41-26 j) VS gleich I ist M _Intervall.

Fallunterscheidung‘

M
3 T=( | VL.

2: Via des bereits bewiesenen h) gilt:

M
(- | ¥[ € domM.

M
3: Aus 1.8.Fall“...I=¢( | ¥["und

M
aus 2“(- | Y[ CdomM”
folgt: I CdomM.

4: Via 2-7 gilt: dom M C (dom M) U (ran M).

5: Aus 3“] CdomM” und
aus 4“dom M C (dom M) U (ran M)”
folgt via 0-6: I C (dom M) U (ran M).

M
6: Via 41-18(Def) gilt: (dom M) U (ran M) = (- | -).

7: Aus 5“I C (dom M) U (ran M)” und
M
aus 6“(domM)U (ranM) = (- | -)”

M
folgt: IC{( | ).
M
I=¢1)
M M
2: Via 0-6 gilt: CTyCE] )
M
3: Aus1.9.Fall“I = (- | -)”und
M M
aus 2°(- | ) S (| )7
M
folgt: IC(| ).
M
Ende Fallunterscheidung‘ln allen Féllen gilt: IC{(|-).
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41-27. Im folgenden Satz mit umfangreichem Beweis sind Inklusionen zwischen
M Intervallen gesammelt:

41-27(Satz)
2 [0 61 C[a] ) und[a] 6]C (] 6] wnd[a] b1 ).
b)Y Ja | b[C[a] b] undla | b[CTa | 6] undJa | B[ C [a | b
undJa | B[S [a | ) undJa | B[S Ta | )
undJa | [C (-] 6] wndJa | bLC (- | b
wndJa | LS (1.
© ol b1Clal )
undJa | 5] Ca | ) undla| 6] CTa | )
undJa | 8] € (| 8]
wndJa | €1,
O [a [ Cla | ]
und [a]\|/[b|:§ [a]\\/[~)
und [a]\|4b|:§<~]\|4b:| und [a]\|/[b|:§<-]\\db[

M

und [a | BLC (- | ).
o [a] Y],
£ Ja | yCla] Y undla |y o).

g) <-A|Jb]§(']\|4'>'

M

B) (-] B[C (| b und (| 6L (] ).
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Beweis 41-27 a)

83

M
2: Aus Themal.1“y € [a | b]”
folgt via 41-25:

3: Aus 2“a-M _y...”
folgt via 41-25:

M
v € [a | b].

(a-My) A (y-Mb).

vefal ).

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vyitrela] B)=(relal ).

M M
ALl “[a [ b] S a | )7

M

2: Aus Themal.2“y € [a | b]”
folgt via 41-25:

3: Aus 2“... v MDb”
folgt via 41-25:

v € [a ]T[ b].
(a-My) A (y-Mb).

ve (]

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Vyitrela] )= (el b)),

M M
A2l “[a [ b] C ([ 0]7
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Beweis 41-27 a)

M
y€ a0l
M
2: Aus Themal.3“y € [a | b]”
folgt via 41-25: a_M .
3: Aus 2“a_M _~”
folgt via 30-2: v € ran M.
4: Aus 3
folgt: (y € dom M) V (v € ran M).

5: Aus4“(yedomM)V (y€ranM)”
M

folgt via 41-25: ye (-] -).
M M
Ergo Themal.3: Vy:(yel[a | b])= (e | ).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): A3| “[a | ] C (- | )7
1.4: Aus A1,
aus A2 und
aus A3

M M

folg:  ([a | B1C[a| -NA(la| b1C( B Al 81| ).
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Beweis 41-27 b)

M
yela| bl
M
1: Aus Themal.1“y € Ja | b[”
folgt via 41-25: (a- M =) A (- M b).

2.1: Aus 1“a_ji]/r[_’y...”
folgt via 41-3: a_M .

2.2: Aus 1“...7_&[_()”

folgt via 41-3: v-M_b.
3: Aus 2.1“a_M_” und
aus 2.2“y_M_b"
M
folgt via 41-25: v € [a | b].
M M
Ergo Themal.1: Vy:(vyela | b)) = (y € [a | b]).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): At “la | [ C [a | B]”
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Beweis 41-27 b)

MENGENLEHRE #41

M

1: Aus Themal.2“vy € Ja | b[”
folgt via 41-25:

2: Aus 1“...7_]{2 b7
folgt via 41-3:

3: Aus 1“&]{2_7...” und
aus 2“y_M_b"

folgt via 41-25:

M
v € Ja | b].

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

(vela D= (velal b)),

M M
A2 “la | B[ C]a | B]”
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Beweis 41-27 b)
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M

1: Aus Themal.3“vy € Ja | b[”
folgt via 41-25:
2: Aus 1“&]{2 ..
folgt via 41-3:
3: Aus 2“a_M _~” und
aus 1°.. .fy_]w b7
folgt via 41-25:

M
v € Ja | b[.

(- M ) A (v- M b).

a_M .

M
v € [a | b[.

Ergo Themal.3:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.4: Via des bereits bewiesenen a) gilt:
2: Aus Al glelch “Ja | b[C [a | b]”
aus 1.4“[a \ b] C [a \ 7

folgt via 0-6:

Vyi(vela | D= (vefal bD.

Ja| B[S [a | B[

el )

4 “Ja B[S fa] )’
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Beweis 41-27 b)

M
y€la | bl
M
2: Aus Themal.5“y € Ja | b[”
folgt via 41-25: a- ji/i[ .
3: Aus 2“a_ji]/i[ 7
M
folgt via 41-25: vE€la | ).
M M
Ergo Themal.5: Vy:(vela | b)) = (ye€]la | ).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): A5| “Ja | b[C]a | -)”
M M
1.6: Via des bereits bewiesenen a) gilt: [a | b] C( | b].

2: Aus Al glelch “Ja | b[C [a | b]”
aus 1.6“[a \ b] C (- | b]”

M M
folgt via 0-6: A6| “Ja | B[ C (- | b]”
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Beweis 41-27 b)
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M
y€la | bl
M
2: Aus Themal.5“y € Ja | b[”
folgt via 41-25: - ]@ b.
3: Aus 2“7_]@ b7
M
folgt via 41-25: ve( | b[.
M M
Ergo Themal.5: Vy:(vyela | b)) = (ye (- | b]).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): AT “Ja | B[ C (- | B[”
M
y€la| bl
M
2: Aus Themal.3“y € Ja | b[”
folgt via 41-25: a- ]{2 .
3: Aus 2“a_-M _~”
folgt via 41-6: v € ran M.
4: Aus 3
folgt: (v € dom M) V (v € ran M).
5: Aus4“(yedomM)V (yE€ranM)”
M
folgt via 41-25: ye( | ).
M M
Ergo Themal.8: Vy:(vela | b])=(ye( | ).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): A8| “[a | D] C (- | )7
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Beweis 41-27 b)

1.9: Aus A1,
aus A2,
aus A3,
aus A4,
aus A5,
aus A6,
aus A7 und
aus A8
folgt:

Qa | b[C[a | B])AQa | b[CTa | 6])Aa | B[S [a] b)
AQa | B[S [a | NAQa|blCTa )
AQa | B[S ¢ B)AQa ] bS] D

Ada oL ¢ T ).

c)
M
y€la ] b].
M
1: Aus Themal.1“y € Ja | b]”
folgt via 41-25: (a- M ) A (7-M_b).
2: Aus 1“a_ji]/i[ .
folgt via 41-3: a_M .
3: Aus 2“a-M_~” und
aus 1“...y_-M_D”
M
folgt via 41-25: v € [a | b].
M M
Ergo Themal.1: Vy:(ye€la | b])= (y€ [a | b]).
M M

Konsequenz via 0-2(Def): Al “Ja | b] C[a | b]”
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Beweis 41-27 ¢)

1.2:

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

: Aus A1 glelch “Ja | b] C [a | b]”

aus 1.2“[a \ b]C[a\ 7

folgt via 0-6:

91

[a ] 5] Ca ).

M M
2| “Ja bl Cla] )7

M
2: Aus Themal.3“y € Ja | b]”

folgt via 41-25:

3: Aus 2“&]{2 ..

folgt via 41-25:

M
v € Ja | b].

ir

(a- M ) A (v-Mb).

velal ).

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.4:

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

: Aus A1 gleich “]a | b] C [a | b]”

und aus 1.4 [a | b] C (- |b:|’7

folgt via 0-6:

Vyi(rela] B) = (relal ).

M M
3| “Ja | b]C]a| )7

ahisan

M M
al“Jalrc(|n
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Beweis 41-27 ¢)

M
y€la|b].

M
2: Aus Themal.3“y € Ja | b]”

folgt via 41-25: a- ]w .

3: Aus 2“a_M ~”
folgt via 41-6: v € ran M.

4: Aus 3
folgt: (v € dom M) V (v € ran M).

5: Aus4“(yedomM)V (y€ranM)”
M
folgt via 41-25: yel | ).

Ergo Themal.5: ‘v’v:(vE]a]\fb])@(vE (]\|/[))

M M
Konsequenz via 0-2(Def): A5| “Ja | ] C (- | )7

1.6: Aus A1,
aus A2,
aus A3,
aus A4 und
aus Ab

folgt: (Ja A|4 b] C [a A|4 b])
AJa [ B Cla ] YAaQalb]cTal

N ISan)
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Beweis 41-27 d)
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M
1: Aus Themal.1“y € [a | b[”
folgt via 41-25:

2: Aus 1“...7_ji2[_b...”
folgt via 41-3:

3: Aus 1“a-M _~y...” und
aus 2“y_M_b"

folgt via 41-25:

M
v € [a] 0]

Ergo Themal. 1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:
2: Aus Al glelch “la | b[ C [a | b]”
aus 1.2“[a \ b] C [a \ 7

folgt via 0-6:

1.3: Via des bereits bewiesenen a) gilt:
2: Aus Al glelch “la | b[ C [a | b]”
aus 1.3“[a | b] C (- | b]”

folgt via 0-6:

Vyi(vela | b)) = (velal b))

“Ta ] b[C[a] 8]

[a] 5] Ca] ).

M M
2| “la | b[Cla] )"

ahisan

M M
ag “[a | B[S (] 8]
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Beweis 41-27 d)

M
y€[al bl
M
2: Aus Themal.4“y € [a | O[”
folgt via 41-25: (a-M2y) A (y- M b).
3: Aus 2“...7_]12 b7
M
folgt via 41-25: ve( | b[.
M M
Ergo Themal.4: Vy:(ye[a | b])=(ye{ | b).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): Ad| “[a | D[ C( | B[”
M
y€[al bl
M
2: Aus Themal.5“y € [a | O[”
folgt via 41-25: a_M .
3: Aus 2“a_-M _~”
folgt via 30-2: ~v € ran M.
4: Aus 3
folgt: (y € dom M) V (v € ran M).
5: Aus4“(yedomM)V (y€ranM)”
M
folgt via 41-25: ye( | ).
M M
Ergo Themal.5: Vy:(yela | b))=(ye{ | ).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): A5| “[a | B[ C (- | )7
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Beweis 41-27 d)
1.6: Aus A1,
aus A2,
aus A3,
aus A4 und
aus A5
M M
folgt: ([a | B[ C [a | b])
M M
A(fa [ o[ C [a | )
M M M M
Afa | LS | o)A (La [ O[S (| b))
M M
A(fa [ 6L S (| ).
e)
M
velal ).
M
2: Aus Themal“y € [a | -)”
folgt via 41-25: a_M .
3: Aus 2“a_M ~”
folgt via 30-2: v €ran M.
4: Aus 3
folgt: (v € dom M) V (v € ran M).
5: Aus4“(yedomM)V (y€ranM)”
M
folgt via 41-25: ye( | ).
b M
Ergo Themal: Vy:(ye[a|YM)= (ye (| ).

Konsequenz via 0-2(Def):
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Beweis 41-27 £)

M
y€la ).

M
2: Aus Themal.1“y € Ja | )"
folgt via 41-25: a- ]{2 .

3: Aus 2“a_ji]/i[ 7
folgt via 41-3: a_M .

4: Aus 3“a_M_~”
M

folgt via 41-25: vela]l ).
M M
Ergo Themal.1: Vy:(vela | ))=(Hela] ).
M M
Konsequenz via 0-2(Def): Al “Ja | YC[a | )"
M M
1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: [a | Y C{( | ).
M M
2: Aus A1 gleich “Ja | ) C [a | -)” und
M M
aus 1.2[a | Y C (- | )7
M M
folgt via 0-6: A2 “la | YC (-] )7
1.3: Aus A1 und
aus A2
M M M M

folg: QalyClal NAdal )i
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Beweis 41-27 g)

M

ye (| bl
M

2: Aus Themal“y € (- | b]”

folgt via 41-25: v_M_b.
3: Aus 2“y_Mb”

folgt via 30-2: v € dom M.
4: Aus 3

folgt: (v €dom M) V (v € ran M).

5: Aus4“(y edomM)V (y€ranM)”
M

folgt via 41-25: ye( | ).

Ergo Themal: Vy: (v e Afb]) = (v e A|4 ).

M M
Konsequenz via 0-2(Def): ]8]S | ).
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Beweis 41-27 h)

MENGENLEHRE #41

M
: Aus Themal.1“vy € (- |
folgt via 41-25:

b[??

: Aus 2“7_]@ b7
folgt via 41-3:

: Aus 3“y_Mb”
folgt via 41-25:

Ergo Themal. 1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

M
2: Aus Al gleich “ (- |

M
aus 1.2“(- | b] C(

M
b[ C (- | b]” und
)

‘> 2
folgt via 0-6:

1.3: Aus A1 gleich “(-

aus A2 gleich “ (-

folgt:
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41-28. a ist Weder in Ja | b[ noch in Ja | b] noch in Ja | -). Analog gilt, dass

b weder in ]a \ b[ noch in [a \ b[ nooch in (- | b[ ist. Die Beweis-Reihenfolge
ist c) -a) -b) -£f) -d) -e):

41-28(Satz)

2) a¢la| o[
) a¢lal b,
O aglal ).
O bela] b

e) bé¢ [a | b[.

f) b¢<~]\|4b[.
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Beweis 41-28 ¢)

a)

b)

1:

M
: Aus2“a ¢ Ja | -)” und
M

MENGENLEHRE #41

M M
Es gilt: (@€]a | )V(ad]a| ).
Fallunterscheidung‘
M
1.1.Fall ac]a|-)
M
2.1: Aus1.1.Fall“a€]a | -)”
folgt via 41-25: a- ]i;[ _a
2.2: Via 41-5 gilt: —(a- M -a)
3: Es gilt 2.2“ﬁ(a_]12[ -a)”
Es gilt 2.1“a-ﬁ a”.
Ex falso quodlibet folgt: a¢la | )
M
1.2.Fall aé¢la | -).
M
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: a¢la | ).

: Via 41-27 gilt:

: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

M
aus 1“Ja | B[ C]a | )7

folgt via 0-4:

: Via 41-27 gilt:
: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

: Aus 2“a§é]a | )7 nd

aus 1“]a \ b] C Ja | 37
folgt via 0-4:

Ja | b[CYa] .
aglal ).

agé]a]‘rb[.
Ja 8 CTal ).

aglal ).

agé]ahrb].
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Beweis 41-28 £)

d)
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M M
1: Es gilt: (be (- | b)Vv(beg (| b[).
Fallunterscheidung‘
M
1.1.Fall be (| b[
M
2.1: Aus1.1.Fall“be (- | o[’
folgt via 41-25: b- ]{2 b
2.2: Via 41-5 gilt: ~(b- M b)
3: Esgilt 2.24~(b_ M b)”.
Es gilt 2.1“b_ M b7 .
M
Ex falso quodlibet folgt: be (- | b[
M
1.2 Fall be (- | b[
M
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: be (- | b[

1: Via 41-27 gilt:

2: Via des bereits bewiesenen f) gilt:

M
3: Aus2“b ¢ (- | b[” und
M M

aus 1“Ja | [ C (- | O[”
folgt via 0-4:
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Beweis 41-28 e)

1: Via 41-27 gilt:

2: Via des bereits bewiesenen f) gilt:

M

3: Aus2“b ¢ (- | b[” und
M M

aus 1“[a | B[ C (- | O[”

folgt via 0-4:

MENGENLEHRE #41

[a | LS (] bL
be (| b

b [a | bL.
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41-29. Im Hinblick auf 41-28 liegt die Frage nahe, ob - etwa - stets “a €
M M

[a | b]” gilt. Hier ist 41-25 zu beachten, wonach “a € [a | b]” genau dann,
wenn a_M _a. Da dies nicht immer der Fall sein muss - etwa wenn M nicht

reflexiv ist - ist die folgende Bemerkung nicht iiberraschend, wonach nur aus
M M

“0# [a | b]” keineswegs auf “a € [a | b]” geschlossen werden kann. Beispiele
hierzu folgen:

41-29.Bemerkung

e Die Aussage

C0#[a | b)) = (acla| b))

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

M M
“(0F# [a | b)) = (a€[a | b))
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

O£ | = (acla] )

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

O£ | b)) = (ela ] b])

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

M M
“(0F#Ja [ b]) = (be]a | b])
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

O£ G| B = bel ] By

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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MENGENLEHRE #41

M

41-30. Im folgenden Beispiel wird klar gemacht, dass aus “0 # [a | b]” nicht

M

notwendiger Weise “a € [a | b]” folgt:

41-30.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) a #b.
—) M ={(a,b), (b,b)}.

Dann folgt:

a) [a]\|4b:| = {b}.
b) O#[a]\fb].
& ag ol b].
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M
41-31. Im folgenden Beispiel wird klar gemacht, dass aus “0 # [a | b[” nicht

M
notwendiger Weise “a € [a | b[” folgt:

41-31.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) ¢ Menge.
—) a # c.
—) b#c.
—) M ={(a,c),(c,b)}.

Dann folgt:
M
a) [a | b[ ={c}.
M
b) 0# [a | b[.

c) ad¢ [aﬂfb[.

Ad “a,b”: In diesem Beispiel kann auch “a = b” gelten. Es wurden aber ver-

schiedene Bezeichnungen gewihlt, um die kontext-bezogene Notation
M

“[a | b[” beizubehalten.
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M
41-32. Im folgenden Beispiel wird klar gemacht, dass aus “0 # [a | -)” nicht

M
notwendiger Weise “a € [a | -)” folgt:

41-32.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) ¢ Menge.
—) a # c.
—) M ={(a,c)}.

Dann folgt:
M
a) [a | ) ={c}
b) 0+# [a ]\|4 ).

O aglal )
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M
41-33. Im folgenden Beispiel wird klar gemacht, dass aus “0 # [a | b]” nicht
M
notwendiger Weise “b € [a | b]” folgt:

41-33.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) a#b.
—) M ={(a,a),(a,b)}.

Dann folgt:
M
a) [a | b] ={a}.
M
b) 0# [a | b].

c) b¢ [al‘\db].
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M
41-34. Im folgenden Beispiel wird klar gemacht, dass aus “0 # ]Ja | b]” nicht
M
notwendiger Weise “b € Ja | b]” folgt:

41-34.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) ¢ Menge.
—) a # c.
—) b#c.
—) M ={(a,c),(c,b)}.

Dann folgt:
M
a) Ja | b] ={c}.
M
b) 0# [a | b[.

c) b¢ [a]\fb[.

Ad “a,b”: In diesem Beispiel kann auch “a = 0" gelten. Es wurden dennoch

verschiedene Bezeichnungen gewihlt, um die kontext-bezogene Notation
M

“Ja | b]” beizubehalten.
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M
41-35. Im folgenden Beispiel wird klar gemacht, dass aus “0 # (- | b]” nicht
M

notwendiger Weise “b € (- | b]” folgt:

41-35.BEISPIEL

Es gelte:
—) b Menge.
—) ¢ Menge.
—) b#c.
—) M ={(c,b)}.

Dann folgt:

a) (: A\j b] = {c}.
b) O7é<~]‘\4b].
3

c) b (- | b].




110 MENGENLEHRE #41

41-36. Es folgen einige erwartete Darstellungen von M _Intervallen als binérere
Durchschnitt anderer M _Intervalle:

41-36(Satz)

M

2 [a| B =[a] )0 | ).

M

o) Ja | b[=Ta | Y| bL.

M

& Ja | b]=Ja | yn( | 6],

M

O [a | b[="[a] )¢ ] oL

Beweis 41-36 a)

M
v € fa ] b].
M
2: Aus Themal.1“y € [a | b]”
folgt via 41-25: (a-M ) N (y-M D).
3.1: Aus 2“a-M_y...”
M
folgt via 41-25: velal ).
3.2: Aus 2“...v M b7
M
folgt via 41-25: ve( | b].
M
4: Aus3.1“y€ [a | -)” und
M
aus 3.2“y € (- | b]”
M M
folgt via 2-2: vyela ] -yn{ | b].
M M M
Ergo Themal.1: Vy:(vela | b])=(yela]| - )yn{ | b]).

M M M
Konsequenz via 0-2(Def): At “fa | O] C[a | YN( | b]”
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Beweis 41-36 a)

M M
yelal YN |0l
M M
2: Aus Themal.2“y € [a | )N{(- | b]”
M M
folgt via 2-2: (vela ]| Y)N(ye( ]| b]).

M
3.1: Aus2“y€fa | -)...”
folgt via 41-25: a_M .

M
3.2: Aus Thema2“...y € (- | b]”

folgt via 41-25: v_M_b.
4: Aus 3.1“a_M_~” und
aus 3.2“y_M_b”
M
folgt via 41-25: v € [a | b].
M M M
Ergo Themal.?2: Vy:(yela | YN |b])=(y€[a] b]).
M M M
Konsequenz via 0-2(Def): A “[a| YN |b]C[a]b]”
M M M
1.3: Aus Al gleich “[a | b] C[a | )N (- | b]” und
M M M

)
aus A2 gleich “[a | YN (- | b] C[a | b]”
M M M
folgt via GleichheitsAxiom: [a | b]=T[a | )N | b].
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Beweis 41-36 b)

M
yela| bl
M
2: Aus Themal.1“y € Ja | b[”
folgt via 41-25: (a- M =) A (- M b).

3.1: Aus 2“a_]i]/r[_’y...”
M

folgt via 41-25: vE]a | ).
3.2: Aus 2“...7_]{2_17”
M
folgt via 41-25: ve (| bl
M
4: Aus3.1“y€]a | -)” und
M
aus 3.2y € (- | b[”
M M
folgt via 2-2: vyE€l]a | yn{ | b[.
M M M
Ergo Themal.1: Vy:(yvela | b)) =(ye]a | -)yn{ | b]).

M M M
Konsequenz via 0-2(Def): Al “Ja | b[C]a | YN( | b[”
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Beweis 41-36 b)

M M
ye€la | YN | oL
M 1
2: Aus Themal.2“y € Ja | )N (- | b[”
M M
folgt via 2-2: (ve]a | )N (ye (]| bl).

M
3.1: Aus2“y€]a | +)...”
folgt via 41-25: a_]w .

M
3.2: Aus Thema2“...y € (- | b[”
folgt via 41-25: Y- M .b.

4: Aus 3.1“a_j{/i[ ~y” und
aus 3.2%v_ ]{2 b7

M
folgt via 41-25: ve]a | bl
M M M
Ergo Themal.?2: Vy:(ye€la | yn{( | b[)=(y€]a | b]).
M M M
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “Ja | YN | b[C]a | b[”

1.3: Aus A1 gleich “]Ja | b[C]a | YN | b[” und
aus A2 gleich “Ja | IAKE | b[ C Ja | b[”
M M M
folgt via GleichheitsAxiom: Ja | b[=]a | YN | b[.
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Beweis 41-36 c)

M
y€la | b].
M
2: Aus Themal.1“y € Ja | b]”
folgt via 41-25: (a- M ) A (v-M_b).
3.1: Aus 2“a_]i]/r[_’y...”
M
folgt via 41-25: yela| ).
3.2: Aus 2“...v M Db”
M
folgt via 41-25: ve( | b].
M
4: Aus3.1“y€]a | -)” und
M
aus 3.2“y € (- | b]”
M M
folgt via 2-2: vyE€l]a | yn{ | b].
M M M
Ergo Themal.1: Vy:(yv€la | b])=(ye]a| - )yn{ | b]).

M M M
Konsequenz via 0-2(Def): Al “Ja | 0] Cla | YN{( | b]”
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Beweis 41-36 c)

M M
yeJa | )n{ | bl

M M
2: Aus Themal.2“y € Ja | -)N{(- | b]”

folgt via 2-2: (ve]a]\f-))/\('ye (- ]Tj b]).

M
3.1: Aus2“y€]a | +)...”
folgt via 41-25: a_]w .

M
3.2: Aus Thema2“...y € (- | b]”

folgt via 41-25: v_M_b.
4: Aus 3.1“a_ji/i[_fy” und
aus 3.2“y_M_b”
M
folgt via 41-25: v € ]a | b].
M M M
Ergo Themal.?2: Vy:(y€la | yn{(-|b])=(y€]a | b]).
M M M
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “Ja | YN | b] C]a | b]”

1.3: Aus A1 gleich “]Ja | b] C]a | YN | b]” u
aus A2 gleich “Ja | IAKE | b] C Ja | b]”
M M M
folgt via GleichheitsAxiom: Ja | b] =]Ja | YN | b].
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Beweis 41-36 d)

M
y€lal| bl
M
2: Aus Themal.1“y € [a | b[”
folgt via 41-25: (a-M_y) A (- M _b).
3.1: Aus 2“a-M_y...”
M
folgt via 41-25: vela]l ).
3.2: Aus 2“...7_]{2 b7
M
folgt via 41-25: ve( | b[.
M
4: Aus3.1“y€ [a | -)” und
M
aus 3.2y € (- | b[”
M M
folgt via 2-2: vyeEla ]| yn{ | b[.
M M M
Ergo Themal.1: Vy:(vela | b)=(yela | -)yn{ | b].

M M M
Konsequenz via 0-2(Def): At “Ta | O[C[a | YN( | b7




#41 MENGENLEHRE 117

Beweis 41-36 d)

M M
vyela )N | oL
M 1
2: Aus Themal.2“y € [a | )N (- | b[”
M M
folgt via 2-2: (vela ]| Y)N(ye( ]| bl).

M
3.1: Aus2“y€fa | -)...”
folgt via 41-25: a_M .

M
3.2: Aus Thema2“...yv € (- | b[”
folgt via 41-25: Y- M b.

4: Aus 3.1“a_M_~” und
aus 3.2“7_]{2_6”

M
folgt via 41-25: v € [a| bl
M M M
Ergo Themal.?2: Vy:(yela | YN | b)=(ye[a] b]).
M M M
Konsequenz via 0-2(Def): A “[a| YN | b[C[a] b]”

M
1.3: Aus A1 gleich “[a | b[ C [a | YN (- | b[” und

aus A2 gleich “[a | IAKE | b[ C [a | b[”
M M M
folgt via GleichheitsAxiom: [a | b[=T[a | )N | b[.

O
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41-37. Falls ein M _Intervall von a bis b nichtleer ist, dann muss a € dom M und
b € ran M gelten:

41-37(Satz)
Es gelte:

0#[@1\\46].

oder

075]a]\|46[.

—) oder

0#]@1\\46].

oder

M

0+# [a | b[.

Dann folgt:
a) a € domM.

b) bEran M.

Beweis 41-37

M
1.1: Nach “—=)oder” gilt: 0+# [a | b]
V

0#7a | b
\Y%
M

0#Ja | ]
Vv

M

0+# [a | b[.
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Beweis 41-37 ...

Fallunterscheidung‘

M
1.1.1.Fall 0 [a | b].
M
2: Aus1.1.1.Fall“0# [a | b]”
M
folgt via 0-20: IN: Qe [a | b].
M
3: Aus A2 gleich “...Q € [a | b]” 7
folgt via 41-25: (a-M_Q) A (Q-MD).
4.1: Aus3“a- M ...7
folgt via 30-2: a € dom M.
4.2: Aus 3“...Q_Mb”
folgt via 30-2: beran M.
5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: (a € dom M) A (b € ran M).
M
1.1.2.Fall 0+#7a | b[.
M
2: Aus1.1.2.Fall“0#]a | b[”
M
folgt via 0-20: IN:Qe]a | b
M
3: Aus A2 gleich “...Q € Ja | b[””
folgt via 41-25: (a- M Q) A (Q M _b).
4.1: Aus 3“a-]{2 0...7
folgt via 41-6: a € dom M.
4.2: Aus3“...Q_M b”
folgt via 41-6: beran M.
5: Aus 4.1 und
aus 4.2

folgt: (a € dom M) A (b € ran M).
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Beweis 41-37 ...

Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #41

1.1.3.Fall

M
2: Aus1.1.3.Fall“0# Ja | b]”

folgt via 0-20:

3: Aus A2 gleich “...Q € Ja | b]””

folgt via 41-25:

4.1: Aus 3“a_]lVr[ ...
folgt via 41-6:

4.2: Aus 3“...Q_Mb”
folgt via 30-2:

5: Aus 4.1 und

M
0#]a | b].

M
IN:Qe]a | b].

(a. AT Q) A (Q-M_b).

a € dom M.

beranM.

aus 4.2
folgt: (a edom M)A (be€ranM).
M
1.1.4.Fall 0 [a | b[.

M
2: Aus1.1.4.Fall“0# [a | b[”

folgt via 0-20:

M
3: Aus A2 gleich “...Q € [a | b[””

folgt via 41-25:

4.1: Aus 3“a. M Q...”
folgt via 30-2:

4.2: Aus 3. .. Q.M b”

folgt via 41-6:

5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt:

IN: Qe [aﬂ|1b|:.
(a_M_Q) A (0 M b).

a € dom M.

beranM.

(a € dom M) A (b € ran M).
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Beweis 41-37 ...

‘Fallunterscheidung‘

‘Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fillen gilt:

Al] “(aedom M)A (b€eranM)”

1.2): Aus Al

folgt: a € dom M.
1.b): Aus Al

folgt: beranM.

O
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M
41-38. Das M Intervall [a | -) ist genau dann nicht leer, wenn a € dom M. Ist
M M
das M _Intervall Ja | -) nicht leer, dann gilt @ € dom M. Analoges gilt fiir (- | b]
M
und (- | b[:

41-38(Satz)
M
a) “0+# [a | -)”genau dann, wenn “a € dom M ”.
M
b) Aus “0# Ja | -)” folgt “a € dom M " .
M
c) “0#( | b]”genau dann, wenn “b € ran M”.

M
d) Aus “0# (- | b[” folgt “b € ranM”.

M
Beweis 41-38 a) VS gleich 0+# [a | ).
M
1: Aus VS gleich “0# [a | -)”
M
folgt via 0-20: :Q€[a]| ).
M
2: Aus1“...Qe[a | )7
folgt via 41-25: a_M ().
3: Aus 2“a_M Q7
folgt via 30-2: a € dom M.
a) - VS gleich a € dom M.
: Aus VS gleich “a € dom M ”
folgt via 7-T: 30 : (a,2) € M.
2: Aus1“...(a,Q) e M”
folgt: a_M €.
3: Aus 2“a_M Q7 y
folgt via 41-25: Qelal ).

M
4: Aus3“Q e fa | )7
M
folgt via 0-20: 0+#[a | -).
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M
Beweis 41-38 b) VS gleich 0#]a | -).

M
1: Aus VS gleich “0# Ja | -)”

M
folgt via 0-20: A :Q€]a | ).
M
2: Aus1“...Q€Ja | )7
folgt via 41-25: a- ]{2 Q.

3: Aus 2“&]{2 Q7

folgt via 41-6: a € dom M.
M
c) VS gleich 0# (- | b].
M
1: Aus VS gleich “0# (- | b]”
M
folgt via 0-20: 30:Qe (- | b].
M
2: Aus1“...Qe (- | b]”
folgt via 41-25: Q_Mb.
3: Aus 2“Q_M b7
folgt via 30-2: be€ranM.
c) VS gleich b € ranM.
1: Aus VS gleich “beran M”
folgt via 7-T7: 30 (2,0) € M.
2: Aus 1¢...(Q,b0) e M7
folgt: Q_M b.
3: Aus 2“Q_M b7 .
folgt via 41-25: Qe (| b].

M
4: Aus3“Q e (- | b]”
M
folgt via 0-20: 0# (- | b].
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Beweis 41-38 d) VS gleich

M

1: Aus VS gleich “0 # (- |

folgt via 0-20:

M

2: Aus1¢...Q e (- |
folgt via 41-25:

3: Aus 2“9_]{2 b7
folgt via 41-6:

b[??

b[??

MENGENLEHRE #41

M

04 (| o[-

be&ranM.
O
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41-39. Falls a ¢ dom M, dann sind alle M _Intervalle von a bis b und alle
M Intervalle ab a leer. Die Beweis-Reihenfolge ist €) - a) -b) - ¢c) -d) - £):

41-39(Satz)
Es gelte:
—) a ¢ dom M.
Dann folgt:
M
a) [a | b] =0.
M
b) Ja | B[ =0.
M
c) Ja | b] =0.
M
d) [a | B[ =0.
M
e) [a| -)=0.
M
£) Ja | -)=0.
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Beweis 41-39

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

1.5:

1.e):

1.6:

MENGENLEHRE #41

M M
Es gilt: O#[a | )V([a])=0)
Fallunterscheidung‘
M
1.1.1.Fall 0# [a | ).
M
2: Aus 1.1.1.Fall“0# [a | -)”
folgt via 41-38: a € dom M.
3: Esgilt 2“a € domM” .
Es gilt =) “a ¢ domM 7.
M
Ex falso quodlibet folgt: [a] )=0
M
1.1.2.Fall [a | )=

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

Via 41-27 gilt:
Via 41-27 gilt:
Via 41-27 gilt:
Via 41-27 gilt:

M
Aus A1 gleich “[a | -y =07
folgt:

Via 41-27 gilt:

M
at| “fa ] ) =0

[a | ) Ca] )
Ja | b[Ca] )
Jalncrl )

o b[cal ).
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Beweis 41-39

2.1:

2.2:

2.3:

2.4:

2.5:

M M

Aus 1.2[a | b] C [a | )"
M

aus Al gleich “[a | -) =07

folgt:

M M

Aus 1.3“Ja | [ C [a | )7
M

aus Al gleich “[a | -) =07

folgt:

M M

Aus 1.4“]a | b] C[a | )"
M

aus A1 gleich “[a | -) =07

folgt:

M M

Aus 1.5%[a | B[ C [a | )"
M

aus A1 gleich “[a | -) =07

folgt:

M M

Aus1.6“Ja | Y C [a | )7
M

aus Al gleich “[a | -) =07

folgt:

und

und

und

und

und

127

[a | 5] Co.

]aﬂ\/lb[go.

Ja | b] CO.

[a]‘\db[go.
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Beweis 41-39

3.a):

3.b):

3.c):

3.d):

3.f):

M
Aus 2.1“[a | b] C 07
folgt via 0-18:

M
Aus 2.2%]a | B[ €07
folgt via 0-18:

M
Aus 2.3“]a | b] €07
folgt via 0-18:

M
Aus 2.4“[a | B[ C 07
folgt via 0-18:

M
Aus 2.5%]a | -y €07

folgt via 0-18:

MENGENLEHRE #41

o | 5] =0
Ja | B[ =0
Ja | 5] =0
[ | B[ =0
Ja | =0
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41-40. Falls b ¢ ran M, dann sind alle M _Intervalle von a bis b und alle
M Intervalle bis b leer. Die Beweis-Reihenfolge ist €) - a) -b) -¢c) -d) - £):

41-40(Satz)
Es gelte:
—) bé¢ranM.
Dann folgt:
M
a) [a | b] =0.
M
b) Ja | b[=0
M
c) Ja | b] =0
M
d) [a | b[=0
M
e) (-|b]=0
M
£) (- | b[=0
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Beweis 41-40

1.1:

1.2:

1.3:

1.4:

1.5:

l.e):

1.6:

MENGENLEHRE #41

M M
s gilt O] BV (- | 6] =0)
Fallunterscheidung‘
M
1.1.1.Fall 0# (- | b].
M
2: Aus 1.1.1.Fall“0# (- | b]”
folgt via 41-38: beran M.
3: Esgilt 2“beranM”.
Es gilt =) “b¢ranM” .
M
Ex falso quodlibet folgt: (-] b] =0.
M
1.1.2.Fall (-] b] =0.
M
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: AL “(- | b] =07

Via 41-27 gilt:
Via 41-27 gilt:
Via 41-27 gilt:
Via 41-27 gilt:
M
Aus A1 gleich “(- | b] =0”

folgt:

Via 41-27 gilt:

la | 8] C (] 0
Ja | LS B,
e

alRSan!

18] =0.

M M

(- 1o[c( | 0]
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Beweis 41-40

2.1:

2.2:

2.3:

2.4:

2.5:

M M
Aus 1.2%[a | b] C (- | b]”
M
aus Al gleich “(- | b] =07
folgt:

b] b
M
aus Al gleich “(- | b] =07

—E

Aus 1.3%]a | b[ C (-

folgt:

M
Aus 1.4“]a | b] C (| b]”

M

aus Al gleich “(- | b] =07
folgt:

M
Aus 1.5 [a | b[C (| b]”

M
aus Al gleich “(- | b] =07

folgt:

und

und

und

und

M M
Aus 1.6“(- | B[ C (- | b]” und

M
aus Al gleich “(- | b] =07
folgt:

131
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Beweis 41-40

3.a):

3.b):

3.c):

3.d):

3.f):

M
Aus 2.1“[a | b] C 07
folgt via 0-18:

M
Aus 2.2%]a | B[ €07
folgt via 0-18:

M
Aus 2.3“]a | b] €07
folgt via 0-18:

M
Aus 2.4“[a | B[ C 07
folgt via 0-18:

M
Aus 2.5“(- | B[ C0”
folgt via 0-18:

MENGENLEHRE #41

[a | 6] =0.
Ja | o[ =0,
Ja | 6] =o.
[ | b[ =0.
=0,
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41-41. a ist eine untere M _Schranke jeder nicht leeren TeilKlasse der M Intervalle
von a bis b oder der M _Intervalle ab a:

41-41(Satz)
Es gelte:
M
0#4FEC[a]|b].
oder
M
0#£FEC]a | b[.
oder
M
0#FECla | b].
—) oder
M
0£EC [a]| b
oder
M
0£EC[a] ).
oder
M
0£ECTa | ).
Dann folgt “a untere M _Schranke von E”.
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Beweis 41-41
M
1: Nach “—=)oder” gilt: 0#FEC[a ] b]
v (0£ECTa] )
v (0£EC]a | b))
v (0£EC[al oD
v 0£EC[a] )

v 0£ECTa] )

Fallunterscheidung‘

M

04Eclaln
en

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.1.Fall“...EC [a | b]”

M

folgt via 0-4: vel[a | b].
M
4: Aus3“ve[a | b]”
folgt via 41-25: a_M .
Ergo Thema?2.1: M| “Vy:(y€E)= (a-M )"

2.2: Aus 1.1.Fall“0# E...” und
aus Al gleich “Vy: (y € E) = (a-M )"
folgt via 35-3: a untere M _Schranke von F.
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Beweis 41-41. ..

Fallunterscheidung
M
1.2.Fall 0#ECla | b[.
ek,

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.2.Fall®...ECJla | b[’
M
folgt via 0-4: v€la | b[.

M
4: Aus 3“vye€]a | b[”

ir

folgt via 41-25: a- M .
5: Aus 4“(1_]{2 7
folgt via 41-3: a-M_~.
Ergo Thema?2.1: A “Vy:(y€E)= (a-M )"

2.2: Aus 1.2.Fall“0# E...” und
aus Al gleich “Vy: (y € E) = (a-M )"

folgt via 35-3: a untere M _Schranke von E.
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Beweis 41-41. ..

Fallunterscheidung

MENGENLEHRE #41

M
0£ECTa | b].

3: Aus Thema2.1“y € E” und

folgt via 0-4:

M
4: Aus 3“vye€]a | b]”
folgt via 41-25:

5: Aus 4“(1_]{2 7
folgt via 41-3:

M
aus 1.3.Fall“...E CJa | b]”

yeEE.

M
v €Ja | b].

ir

a- M .

a-M_~.

Ergo Thema?2.1:
2.2: Aus 1.3.Fall“0# E...” und

folgt via 35-3:

A “Vy:(y€E)= (a-M )"

aus Al gleich “Vy: (y € E) = (a-M y)”

a untere M _Schranke von E.
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Beweis 41-41. ..

Fallunterscheidung
M
1.4.Fall 0#EC[a | b[
ek,

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.4.Fall“...EC [a | b[”

M
folgt via 0-4: v€la | b[.
M
4: Aus 3“v e [a | b[”
folgt via 41-25: a_-M_~.
Ergo Thema?2.1: A “Vy:(y€E)= (a-M )"

2.2: Aus 1.4.Fall“0# E...” und
aus Al gleich “Vy: (y € E) = (a-M )"
folgt via 35-3: a untere M _Schranke von F.
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Beweis 41-41. ..

Fallunterscheidung
M
1.5.Fall 0£A£EC [a] ).
ek,

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.5.Fall®...EC [a | -}
M
folgt via 0-4: veE€l[a | ).

M
4: Aus3“vefa | )7
folgt via 41-25: a-M .

Ergo Thema?2.1: A “Vy:(y€E)= (a-M )"

2.2: Aus 1.5.Fall“0# E...” und
aus Al gleich “Vy: (y € E) = (a-M y)”
folgt via 35-3: a untere M _Schranke von F.
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Beweis 41-41. ..

Fallunterscheidung
M
1.6.Fall 0#£#£EC]a | ).
ek,

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.6.Fall®...ECJla | -}
M
folgt via 0-4: v€la | ).

M
4: Aus 3“vyela | )7

ir

folgt via 41-25: a- M .
5: Aus 4“(1_]{2 7
folgt via 41-3: a-M_~.
Ergo Thema?2.1: A “Vy:(y€E)= (a-M )"

2.2: Aus 1.6.Fall“0# E...” und
aus Al gleich “Vy: (y € E) = (a-M )"
folgt via 35-3: a untere M _Schranke von E.

139

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fillen gilt: a untere M _Schranke von F.

O
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41-42. b ist eine obere M _Schranke jeder nicht leeren TeilKlasse der M Intervalle
von b bis b oder der M Intervalle ab b:

41-42(Satz)

Es gelte:

0#FE C [a]TIb].

oder

M
0#£FEC]a | b[.

oder

O#Egjaﬁjb].

—) oder

0#FE C [a]TIb[.

oder

M
0£EC (] b].

oder

M

0£EC (| oL

Dann folgt “b obere M _Schranke von E7.
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Beweis 41-42
M
1: Nach “—=)oder” gilt: 0#FEC[a ] b]
v (0£ECTa] )
v (0£ECTa | b))
v (0£EC[a] b
v 0£EC( ]| 8)

v (0£EC( | 6D

Fallunterscheidung‘

M

0£EC[a | b].

[Thenaz.1] en

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.1.Fall“...EC [a | b]”
M

folgt via 0-4: v € [a | b].
M
4: Aus3“ve[a | b]”
folgt via 41-25: ~v_M b.
Ergo Thema?2.1: Al “Vy:(y € E)= (y-Mb)”

2.2: Aus 1.1.Fall“0# E...” und
aus Al gleich “Vy: (y € E) = (y-M_b)”
folgt via 35-3: b obere M _Schranke von E.
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Beweis 41-42. ..

Fallunterscheidung
M
1.2.Fall 0#ECla | b[.
ek,

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.2.Fall“...ECla | b[”

M
folgt via 0-4: v €la | b[.
M
4: Aus 3“vye]a | b[”
folgt via 41-25: V- ]ig -b.
5: Aus 4“7_]12[ b7
folgt via 41-3: v-M _b.
Ergo Thema?2.1: A “Vy:(y€E)= (y-Mb)”

2.2: Aus 1.2.Fall“0# E...” und
aus Al gleich “Vvy: (y € E) = (y-M.b)”
folgt via 35-3: b obere M _Schranke von E.
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Beweis 41-42. ..

Fallunterscheidung

M

0£ECTa | b].

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.3.Fall“...ECJa | b]”
folgt via 0-4:

M
4: Aus 3“vye€]a | b]”
folgt via 41-25:

yeEE.

M
v €Ja | b].

v-M _b.

Ergo Thema?2.1:

A “Vy:(y€E)= (y-Mb)”

2.2: Aus 1.3.Fall“0# E...” und

folgt via 35-3:

aus Al gleich “Vvy: (y € E) = (y-M.b)”
b obere M _Schranke von F.
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Beweis 41-42. ..

Fallunterscheidung
M
1.4.Fall 0#EC[a | b[
ek,

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.4.Fall“...EC [a | b[”

M
folgt via 0-4: v€la | b[.
M
4: Aus 3“ve [a | b[”
folgt via 41-25: V- ]ig -b.
5: Aus 4“7_]12[ b7
folgt via 41-3: v-M _b.
Ergo Thema?2.1: A “Vy:(y€E)= (y-Mb)”

2.2: Aus 1.4.Fall“0# E...” und
aus Al gleich “Vvy: (y € E) = (y-M.b)”
folgt via 35-3: b obere M _Schranke von E.
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Beweis 41-42. ..

Fallunterscheidung

M

0#EC( | 0]

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.5.Fall“...EC (- | b]”

folgt via 0-4:

M
4: Aus 3“vye (- | b]”
folgt via 41-25:

yeEE.

ve( |

v-M _b.

Ergo Thema?2.1:
2.2: Aus 1.5.Fall“0# E...” und

folgt via 35-3:

A “Vy:(y€E)= (y-Mb)”

aus Al gleich “Vvy: (y € E) = (y-M.b)”
b obere M _Schranke von F.
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Beweis 41-42. ..

Fallunterscheidung
M
1.6.Fall 0£EC (| b[.
ek,

3: Aus Thema2.1“y € E” und
M
aus 1.6.Fall“...EC (- | b[”

M
folgt via 0-4: ve( | bl

M
4: Aus 3“vye (- | b[”

folgt via 41-25: V- ]ig -b.
5: Aus 4“7_]12[ a’
folgt via 41-3: v-M _b.
Ergo Thema?2.1: A “Vy:(y€E)= (y-Mb)”

2.2: Aus 1.6.Fall“0# E...” und
aus Al gleich “Vvy: (y € E) = (y-M.b)”
folgt via 35-3: b obere M _Schranke von E.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fillen gilt: b obere M _Schranke von FE.

O
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41-43. a ist eine untere M _Schranke der nicht leeren M _Intervalle von a bis b
und der nicht leeren M _Intervalle ab a. b ist eine obere M _Schranke der nicht
leeren M _Intervalle von a bis b und der nicht leeren M _Intervalle bis b:

a)

b)

c)

d)

e)

)

g)

h)

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

Aus

41-43(Satz)

M
0 [a | 1]’

M
“0#7a | o[
“0#a | )7

M
0 [o | B[’

M
0 fa] )7

M
0#a | )7

M
048
0 (] b7

M

folgt “a untere M _Schranke von [a | b]”
M

und “b obere M _Schranke von [a | b]”.

M

folgt “a untere M _Schranke von Ja | b[”
M

und “b obere M _Schranke von Ja | b[”.

M

folgt “a untere M _Schranke von Ja | b]”
M

und “b obere M _Schranke von Ja | b]”.

M

folgt “a untere M _Schranke von [a | b[”
M

und “b obere M _Schranke von [a | b[”.

M
folgt “a untere M _Schranke von [a | -)”.

M
folgt “a untere M _Schranke von Ja | -)”.

M
folgt “b obere M _Schranke von (- | b]”.

M
folgt “b obere M _Schranke von (- | b[”.
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Beweis 41-43 a) VS gleich

M
1: Aus VS gleich “0# [a | b]”
folgt via 0-20:

M M
Aus 1“0 # [a | b] C [a | b]”
folgt via 41-41:

2.1:

M M

Aus 1“0 # [a | b] C [a |
folgt via 41-42:

2.2:

b] 7

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

M

MENGENLEHRE #41

M

0# [a | b].

0£ e ] B1C[a] 8],

M
a untere M _Schranke von [a | b].

M
b obere M _Schranke von [a | b].

M

(a untere M _Schranke von [a | b]) A (b obere M _Schranke von [a | b]).

b) VS gleich

M
1: Aus VS gleich “0 # Ja | b[”

folgt via 0-20:

M M
2.1: Aus1“0#]a | B[ C]a | b[”
folgt via 41-41:

M M

Aus 1“0 # Ja | B[ C ]a |
folgt via 41-42:

2.2:

b[??

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

M
(a untere M _Schranke von Ja | b[) A (b obere M _Schranke von Ja | b[).

M

0+#Ja | b[.

0#7a | b[CTa | BL

M
a untere M _Schranke von Ja | b[.

M
b obere M _Schranke von Ja | b[.

M
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Beweis 41-43 c) VS gleich

M
1: Aus VS gleich “0# Ja | b]”
folgt via 0-20:

2.1:
folgt via 41-41:

M M

Aus 1“0 # Ja | b] C]a |
folgt via 41-42:

2.2:

b] 7

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

M M
Aus 1“0# Ja | b] C]a | b]”

M
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M

0% ]a | b].

0#7a | t]CTa | b].

M
a untere M _Schranke von Ja | b].

M
b obere M _Schranke von Ja | b].

M

(a untere M _Schranke von Ja | b]) A (b obere M _Schranke von Ja | b]).

d) VS gleich

M

1: Aus VS gleich “0 # [a | b[”

folgt via 0-20:

M M
Aus 1“0 # [a | B[ C [a | b[”
folgt via 41-41:

2.1:

M M

Aus 1“0 # [a | B[ C [a |
folgt via 41-42:

2.2:

b[??

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

M

M

0# [a | b[.

0#[a| B[ [a] bl

M
a untere M _Schranke von [a | b[.

M
b obere M _Schranke von [a | b[.

M

(a untere M _Schranke von [a | b[) A (b obere M _Schranke von [a | b[).
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Beweis 41-43 e) VS gleich

M
1: Aus VS gleich “0# [a | -)”
folgt via 0-20:

M M
2: Aus1“0#[a | YC [a | )7

folgt via 41-41:

f) VS gleich

M
1: Aus VS gleich “0# Ja | -)”

folgt via 0-20:

M M

2: Aus1“0#]a | -y Cla | )7

folgt via 41-41:

g) VS gleich

M
1: Aus VS gleich “0# (- | b]”

folgt via 0-20:

M

2: Aus 1“0%(-A|/[b:| C(|0b]”

folgt via 41-42:

h) VS gleich

M
1: Aus VS gleich “0# (- | b[”

folgt via 0-20:

M M

2: Aus 1“0# (- | B[ S (- | b[”

folgt via 41-42:

MENGENLEHRE #41

M

0+ [a| ).

M M
0#La]-)CS[al)

M
a untere M _Schranke von [a | -).

M

07#]a | ).

0£%a] yClal .

M
a untere M _Schranke von Ja | -).

M

04 (| b].

M M

07 ¢ 1ol c([0]

M
b obere M _Schranke von (- | b].

M

0 (| L.

M
| b

07 (T bLc ] oL

M

b obere M _Schranke von (- | b[.

O
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41-44. Es folgt ein Kriterium, dass a eine untere M _Schranke der M Intervalle
von a bis b und der M _Intervalle ab a ist:

41-44(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v), vi), vii) sind dquivalent:

i) a € dom M.

M
ii) a untere M _Schranke von [a | b].

M
iii) a untere M _Schranke von Ja | b[.

M
iv) a untere M _Schranke von Ja | b].

M
v) a untere M_Schranke von [a | b[.

M
vi) a untere M _Schranke von [a | -).

M
vii) a untere M _Schranke von Ja | -).

Beweis 41-44 VS gleich a € dom M.

M
y€fa|b]

M
Aus Themal.1“y € [a | b]”
folgt via 41-25: a_M .

M
Ergo Themal.1: Al “Vy:(v€efa | b])= (a-My)”

1.2: Aus VS gleich “a € dom M” und

M
aus A1 gleich “Vy: (y € [a | b]) = (a-M )"

M
folgt via 35-1(Def): a untere M _Schranke von [a | b].
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M

Beweis 41-44 VS gleich a untere M _Schranke von [a | b].
M M
1: Via 41-27 gilt: la | b[ C [a | 0].
M M
2: Aus1“Ja | B[ C [a | b]” und
M
aus VS gleich “a untere M _Schranke von [a | b]”
M
folgt via 35-6: a untere M _Schranke von Ja | b[.
M
VS gleich a untere M _Schranke von Ja | b[.
M
1.1: Aus VS gleich “a untere M _Schranke von Ja | b[”
folgt via 35-1(Def): a € dom M.
M
y€la| b].
M
2: Aus Themal.2“y € Ja | b]”
folgt via 41-25: a- ]w .
3: Aus 2“a_]§2 7
folgt via 41-3: a_M .
M
Ergo Themal.?2: Al “Vy:(y€]a | b]) = (a-M )"
1.3: Aus1.1“a €domM” und
M
aus Al gleich “Vvy: (y € Ja | b]) = (a-M )"
M

folgt via 35-1(Def): a untere M _Schranke von Ja | b].
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M

Beweis 41-44 VS gleich a untere M _Schranke von Ja | b].
M
1.1: Aus VS gleich “a untere M _Schranke von Ja | b]”
folgt via 35-1(Def): a € dom M.
M
velal ol
M
Aus Themal.2“y € [a | b[”
folgt via 41-25: a_M .
M
Ergo Themal.2: Al “Vy:(ye[a | b)) = (a-My)”
1.3: Aus1.1“a €domM” und
M
aus Al gleich “Vvy: (y € [a | b]) = (a-M )"
M
folgt via 35-1(Def): a untere M _Schranke von [a | b[.
M
VS gleich a untere M _Schranke von [a | bl[.
M
1.1: Aus VS gleich “a untere M _Schranke von [a | b[”
folgt via 35-1(Def): a € dom M.
M
yelal ).
M
Aus Themal.2“y € [a | -)”
folgt via 41-25: a_M .
M
Ergo Themal.?2: Al “Yy:(v€[a | )= (a-M_y)”
1.3: Aus1.1“a € domM” undM
aus Al gleich “Vy:(ye [a | -)) = (a-My)”
M

folgt via 35-1(Def): a untere M _Schranke von [a | -).
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M

Beweis 41-44 VS gleich a untere M Schranke von [a | -).
M M
1: Via 41-27 gilt: Ja | -y [a| ).
M M
2: Aus1“Ja | -y C [a | -)” und
M
aus VS gleich “a untere M _Schranke von [a | -)”
M
folgt via 35-6: a untere M _Schranke von Ja | -).
M
VS gleich a untere M _Schranke von Ja | -).
M
Aus VS gleich “a untere M _Schranke von Ja | -)”
folgt via 35-1(Def): a € dom M.

O
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41-45. Es folgt ein Kriterium, dass b eine obere M _Schranke der M Intervalle
von a bis b und der M _Intervalle bis b ist:

41-45(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v), vi), vii) sind dquivalent:

i) b&€ran M.

M

ii) b obere M_Schranke von [a | b].
M

iii) b obere M _Schranke von Ja | b[.
M

iv) b obere M_Schranke von ]a | b].
M

v) b obere M _Schranke von [a | b[.
M

vi) b obere M_Schranke von (- | b].

M
vii) b obere M _Schranke von (- | b[.

Beweis 41-45 VS gleich beranM.

M
y€fa|b]

M
Aus Themal.1“y € [a | b]”
folgt via 41-25: v_M_b.

M
Ergo Themal.1: Al “Vy:(ye [a | b])= (y-M_b)”

1.2: Aus VS gleich “b € ran M” und
M
aus Al gleich “Vy: (y € [a | b]) = (v-M-b)”
M
folgt via 35-1(Def): b obere M _Schranke von [a | b].
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M
Beweis 41-45 VS gleich b obere M _Schranke von [a | b].
M M
1: Via 41-27 gilt: la | B[ C [a | 0].

M M
2: Aus1“Ja | B[ C [a | b]” und

M
aus VS gleich “b obere M _Schranke von [a | b]”

M
folgt via 35-6: b obere M _Schranke von Ja | b[.
M
VS gleich b obere M _Schranke von Ja | b[.
M
1.1: Aus VS gleich “b obere M _Schranke von Ja | b[”
folgt via 35-1(Def): beranM.
M
y€la| b].
M
Aus Themal.2“y € Ja | b]”
folgt via 41-25: v-M_b.
M
Ergo Themal.?2: Al “Vy:(y€]a | b]) = (v-Mb)”

1.3: Aus1.1“be€ranM” und
M
aus Al gleich “Vvy: (y € Ja | b]) = (y-M_b)”
M
folgt via 35-1(Def): b obere M _Schranke von Ja | b].
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M
Beweis 41-45 VS gleich b obere M _Schranke von Ja | b].

M
1.1: Aus VS gleich “b obere M _Schranke von Ja | b]”

folgt via 35-1(Def): b e ran M.
M
y€la] b
M
2: Aus Themal.2“y € [a | b[”
folgt via 41-25: - ji]/i[ -b.
3: Aus 2“1]& b7
foglt via 41-3: v-M_b.
M
Ergo Themal.?2: AL “Vy: (v € [a | b)) = (v-MD)”

1.3: Aus1.1“be€ranM” und
M
aus Al gleich “Vvy: (v € [a | b]) = (y-M-b)”

M
folgt via 35-1(Def): b obere M _Schranke von [a | b[.
M
VS gleich b obere M _Schranke von [a | b[.
M
1.1: Aus VS gleich “b obere M _Schranke von [a | b[”
folgt via 35-1(Def): b e ranM.
M
ye( |0
M
Aus Themal.2“y € (- | b]”
folgt via 41-25: v_M_b.
M
Ergo Themal.2: Al “Vy:(ye (- | b]) = (y-M_b)”

1.3: Aus1.1“beranM” und
M
aus Al gleich “Vvy: (y € (- | b]) = (y-M_b)”
M
folgt via 35-1(Def): b obere M _Schranke von (- | b].
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M

Beweis 41-45 VS gleich b obere M _Schranke von (- | b].
M M
1: Via 41-27 gilt: (- | b[ (| b].
M M
2: Aus 1¢(- | B[ C (- | b]” und
M
aus VS gleich “b obere M _Schranke von (- | b]”
M
folgt via 35-6: b obere M _Schranke von (- | b[.
M
VS gleich b obere M _Schranke von (- | b[.
M
Aus VS gleich “b obere M _Schranke von (- | b[”
folgt via 35-1(Def): beran M.

O
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41-46. Jedes M _Infimum einer nicht leeren TeilKlasse der M _Intervalle von a bis

M
b oder der M Intervalle ab a ist in [a | ):

41-46(Satz)
Es gelte:

—) inf ist M_Infimum von E.

0#FE C [a]TIb].

oder

M
0£EC]a | b[.

oder

O#Egjaﬁjb].

—) oder

M
0£EC [a]| b

oder

M
0£ECT[a] ).

oder

0£ECTal ).

M
Dann folgt “inf € [a | -)”.
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Beweis 41-46

1: Nach “—)oder” gilt:

Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #41

0£ECa] 6]
v (0#£BCTa ] bD
v (0£ECTa | 8)
v (0£EC[a| b
v 0£EC[a] )

v 0£ECTa] )

M
2: Aus1.1.Fall“0#EC [a | b]”
folgt via 41-41:

aus 2“a untere M _Schranke von E”
folgt via 36-1(Def):

4: Aus 3“a_M_inf”
folgt via 41-25:

3: Aus —) “inf ist M _Infimum von E” und

M
0£EC[a | b].

a untere M _Schranke von E.

a_M inf.

M

infela] ).

M
2: Aus1.2.Fall“0# ECla | b[”
folgt via 41-41:

aus 2“a untere M _Schranke von E”
folgt via 36-1(Def):

4: Aus 3“a_M_nf”
folgt via 41-25:

3: Aus —) “inf ist M _Infimum von E” und

M
0£ECTa | b[.

a untere M _Schranke von E.

a-M Zinf.

M
infela] ).
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Beweis 41-46. . .

Fallunterscheidung

M
2: Aus 1.3.Fall“0#E CJa | b]”

3: Aus —) “inf ist M Infimum von E” und
aus 2“a untere M _Schranke von E”
folgt via 36-1(Def):

4: Aus 3“a_M_inf”
folgt via 41-25:

M
0£ECTa | b].

folgt via 41-41: a untere M _Schranke von F.

a-M Zinf.

M
inf € la]| ).

M
2: Aus 1.4.Fall“0#EC[a | b[”

3: Aus —) “inf ist M Infimum von £F” und
aus 2“a untere M _Schranke von E”

M
0£AECT[a | b[.

folgt via 41-41: a untere M _Schranke von F.

folgt via 36-1(Def): a-M_inf.
4: Aus 3“a_M_inf”
M
folgt via 41-25: infela] ).
M
1.5.Fall 0£AECT[a | ).
M
2: Aus 1.5.Fall“0#EC[a | )"
folgt via 41-41: a untere M _Schranke von F.
3: Aus —) “inf ist M Infimum von E” und
aus 2“a untere M _Schranke von E”
folgt via 36-1(Def): a_M_inf.
4: Aus 3“a_M_inf”
M
folgt via 41-25: infela] ).

161



162 MENGENLEHRE #41

Beweis 41-46. . .

Fallunterscheidung

M

0£EC]a | ).

M
2: Aus 1.6.Fall“0#ECla | )"
folgt via 41-41: a untere M _Schranke von F.

3: Aus —) “inf ist M Infimum von E” und
aus 2“a untere M _Schranke von E”
folgt via 36-1(Def): a-M_inf.

4: Aus 3“a_M_inf”
M
folgt via 41-25: infela] ).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: inf e€la| ).
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41-47. Jedes M _Supremum einer nicht leeren TeilKlasse der M _Intervalle von a
M

bis b oder der M _Intervalle bis b ist in (- | b]:

41-47(Satz)
Es gelte:

—) sup ist M _Supremum von E.

0#4EC [a ij].

oder

0#FE C ]a/ﬁ{b[.

oder

M
0£EC]a | b].

—) oder

0#FE C [ajrl)f

oder

0£EC (|1

oder

M

0£EC( | b[.

M
Dann folgt “sup € (- | b]”.
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Beweis 41-47

1:

Nach “—)oder” gilt: 0£ECT[a|b]
v (0#£ECTa | b
v 0£ECTa | B))
v 0£EC[a ] b)
v 0£EC( ]| 8)

v 0£EC( ] D).

Fallunterscheidung‘
M
1.1.Fall 0#£FEC[a] b].
M
2: Aus1.1.Fall“0#EC [a | b]”
folgt via 41-42: b obere M _Schranke von E.

3: Aus —) “sup ist M _Supremum von E” und
aus 2“b obere M _Schranke von E”
folgt via 36-1(Def): sup-M b.

4: Aus 3“sup-M_b”
M

folgt via 41-25: sup € (- | b].
M
1.2.Fall 0£EC]a | b[.
M
2: Aus1.2.Fall“0# ECla | b[”
folgt via 41-42: b obere M _Schranke von E.

3: Aus —) “sup ist M _Supremum von E” und

aus 2“b obere M _Schranke von E”

folgt via 36-1(Def): sup-M_b.
4: Aus 3“sup_M_b”

M
folgt via 41-25: sup € (- | b].
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Beweis 41-47. ..

Fallunterscheidung‘

M
2: Aus 1.3.Fall“0#E CJa | b]”

folgt via 41-42: b obere M _Schranke von E.

3: Aus —) “sup ist M _Supremum von E” und
aus 2“b obere M _Schranke von E”
folgt via 36-1(Def):

4: Aus 3“sup M b”
folgt via 41-25:

M
0£ECTa | b].

sup-M _b.

M
sup € (- | b].

M
2: Aus 1.4.Fall“0#EC[a | b[”

folgt via 41-42: b obere M _Schranke von E.

3: Aus —) “sup ist M _Supremum von E” und
aus 2“b obere M _Schranke von E”

M
0£AECT[a | b[.

folgt via 36-1(Def): sup-M_b.
4: Aus 3“sup M _b”
M
folgt via 41-25: sup € (- | b].
M
1.5.Fall 0£EC (| b].
M
2: Aus 1.5.Fall“0£E C (- | b]"
folgt via 41-42: b obere M _Schranke von E.
3: Aus —) “sup ist M _Supremum von E” und
aus 2“b obere M _Schranke von E”
folgt via 36-1(Def): sup-M b.

4: Aus 3“sup M b”
folgt via 41-25:

M
sup € (- | b].
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Beweis 41-47. ..

Fallunterscheidung‘
M
1.6.Fall 0£EC (| b[.
M
2: Aus 1.6.Fall“0#EC (- | b[”
folgt via 41-42: b obere M _Schranke von E.

3: Aus —) “sup ist M _Supremum von E” und
aus 2“b obere M _Schranke von E”

folgt via 36-1(Def): sup-M_b.
4: Aus 3“sup M _b”
M
folgt via 41-25: sup € (- | b].

M
Ende Fallunterscheidung|In allen Féllen gilt: sup € (- | b].
U
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41-48. Jedes M _Infimum eines nicht le%en M _Intervalls von a bis b oder eines

nicht leeren M Intervalls ab a ist in [a | -):

41-48(Satz)

M M
a) Aus “0# [a | b] "und “inf ist M _Infimum von [a | b]”
M
folgt “inf € [a | -)”.

M M
b) Aus “0# Ja | b[7und “inf ist M_Infimum von Ja | b[”
M
folgt “inf € [a | -)”.

M

M
c) Aus “0# Ja | b]"und “inf ist M_Infimum von Ja | b]”
M
folgt “inf € [a | ).

M M
d) Aus “0# [a | b["und “inf ist M _Infimum von [a | b[”

M
folgt “inf € [a | ).

M M
e) Aus “0# [a | -)"und “inf ist M_Infimum von [a | -)”

M
folgt “inf € [a | -)”.

M M
£) Aus “0# Ja | )7 und “inf ist M_Infimum von Ja | -)”
M
folgt “inf € [a | -)”.
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M M
Beweis 41-48 a) VS gleich (0 # [a | b]) A (inf ist M Infimum von [a | b]).

M
1: Aus VS gleich “0# [a | b]...”

M M
folgt via 0-20: 0# [a | b] C[a | b].
M M
2: Aus1“0# [a | b] C[a | b]” und
M
aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von [a | b]”
M
folgt via 41-46: inf e la ] -).
M M
b) VS gleich (0#]a | b[) A (inf ist M Infimum von Ja | b[).
M
1: Aus VS gleich “0# Ja | b[...”
M M
folgt via 0-20: 0#]a | b[ C]a | b[.
M M
2: Aus1“0#]a | B[ C]a | b[” und
M
aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von Ja | b[”
M
folgt via 41-46: inf € [a | ).
M M
c) VS gleich (0# Ja | b]) A (inf ist M _Infimum von Ja | b]).
M
1: Aus VS gleich “0# Ja | b]...”
M M
folgt via 0-20: 0% Ja | b] CJa | b].
M M
2: Aus 1“0#]Ja | b] CJa | b]” und
M
aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von Ja | b]”
M
folgt via 41-46: inf € [a | ).
M M
d) VS gleich (0# [a | b[) A (dnf ist M _Infimum von [a | b[).
M
1: Aus VS gleich “0# [a | b[...”
M M
folgt via 0-20: 0#[a | B[ C [a | O[.
M M
2: Aus 1“0# [a | B[ C [a | b[” und
M
aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von [a | b[”
M

folgt via 41-46: inf e la ] -).



#41 MENGENLEHRE 169

M M
Beweis 41-48 e) VS gleich (0 # [a | -)) A (inf ist M Infimum von [a | -)).

M
1: Aus VS gleich “0# [a | -)...”
M M
folgt via 0-20: 0#[a] )yZ[a] ).

M M
2: Aus1“0# [a | YC[a | -)” und

M
aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von [a | -)”
M
folgt via 41-46: inf € [a | ).
M M
£) VS gleich (0# Ja | ) A (inf ist M_Infimum von Ja | -)).
M
1: Aus VS gleich “0# Ja | -)...”
M M
folgt via 0-20: 0#]a | -yZla | ).
M M
2: Aus1“0#]a | YCJa | -)” und
M
aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von Ja | -)”
M
folgt via 41-46: inf € [a | ).
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41-49. Jedes M _Supremum eines nicht leeren M Intervalls von a bis b oder eines

MENGENLEHRE #41

M

nicht leeren M _Intervalls bis b ist in (- | b]:

a) Aus

b) Aus

c) Aus

d) Aus

e) Aus

£f) Aus

41-49(Satz)

M
“0# [a | b] " und
M
“0# Ja | b["und
M
“0# Ja | b] " und

M
“0# [a | b["und

M
“sup ist M _Supremum von [a | b]”

M
folgt “sup e (- | b]”.

M
“sup ist M_Supremum von Ja | b[”
M

folgt “sup e (- | b]"”.

M
“sup ist M_Supremum von ]a | b]”

M
folgt “sup e (- | b]"”.

M
“sup ist M_Supremum von [a | b[”

M
folgt “sup e (- | b]”.

M M
“0# (- | b] ”und “sup ist M _Supremum von (- | b]”

M

M
folgt “sup € (- |

M

b]”.

“O (- | b["und “sup ist M_Supremum von (- | b[”

M
folgt “sup e (- | b]"”.
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M M
Beweis 41-49 a) VS gleich (0 # [a | b]) A (sup ist M _Supremum von [a | b]).

M
1: Aus VS gleich “0# [a | b]...”
M M
folgt via 0-20: 0# [a | b] C[a | b].

M M
2: Aus1“0# [a | b] C[a | b]” und
M
aus VS gleich “...sup ist M _Supremum von [a | b]”
M

folgt via 41-47: sup € (- | b].
M M
b) VS gleich (0#Ja | b[) A (sup ist M_Supremum von Ja | b[).
M
1: Aus VS gleich “0# Ja | b[...”
M M
folgt via 0-20: 0#]a | B[ C]a | b[.
M M
2: Aus1“0#Ja | b[ C]Ja | b[” und
M
aus VS gleich “...sup ist M_Supremum von Ja | b[”
M
folgt via 41-47: sup € (- | b].
M M
c) VS gleich (0#Ja | b]) A (sup ist M_Supremum von Ja | b]).
M
1: Aus VS gleich “0# Ja | b]...”
M M
folgt via 0-20: 0% Ja | b] CJa | b].
M M
2: Aus 1“0# Ja | b] CJa | b]” und
M
aus VS gleich “...sup ist M_Supremum von Ja | b]”
M
folgt via 41-47: sup € (- | b].
M M
d) VS gleich (0# [a | b[) A (sup ist M_Supremum von [a | b[).
M
1: Aus VS gleich “0# [a | b[...”
M M
folgt via 0-20: 0#[a | B[ C [a | O[.
M M
2: Aus 1“0# [a | B[ C [a | b[” und
M
aus VS gleich “...sup ist M _Supremum von [a | b[”
M

folgt via 41-47: sup € (- | b].
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M M
Beweis 41-49 e) VS gleich (0 # (- | b]) A (sup ist M _Supremum von (- | b]).

M

1: Aus VS gleich “0# (- | b]...”
M M
folgt via 0-20: 0# (| b] C( | 0b].

M M
2: Aus 1“0# (- | b] € (- | b]” und

M
aus VS gleich “...sup ist M _Supremum von (- | b]”
M
folgt via 41-47: sup € (- | b].
M M
£) VS gleich (0# (- | b[) A (sup ist M_Supremum von (- | b[).
M
1: Aus VS gleich “0# (- | b[...”
M M
folgt via 0-20: 0# (| b[<( | b
M M
2: Aus 1“0 # (- | B[ S (- | b[” und
M
aus VS gleich “...sup ist M _Supremum von (- | b[”
M
folgt via 41-47: sup € (- | b].
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41-50. Die Ermittlung der M _Infima oder der M _Suprema eines M Intervalls
von a bis b ist ohne Weiteres nicht moglich. Beispiel hierzu folgen:

41-50.Bemerkung

e Die Aussage
M

M
“(0# [a | b]) = (aist M_Infimum von [a | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M M
“(0# [a | b]) = (bist M_Supremum von [a | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M

“(0#]a | b[) = (aist M Infimum von Ja | b[)”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

M M
“(0#Ja | b[) = (bist M_Supremum von ]a | b[)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M

M
“(0#]a | b]) = (aist M_Infimum von Ja | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

M M
“(0#]a | b]) = (bist M_Supremum von Ja | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M

“(0# [a | b[) = (aist M Infimum von [a | b[)”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M

M
“(0# [a | b[) = (bist M_Supremum von [a | b[)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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M
41-51. Wie an Hand folgenden Beispiels klar wird, folgt aus “0 # [a | b]” nicht

ohne Weiteres, dass
M M

a ein M _Infimum von [a | b] ist oder dass b ein M _Supremum von [a | b] ist:

41-51.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) ¢ Menge.
—) a#b.
—) a # c.
—) b#ec.
—) M ={(a,c),(c,c),(c,b)}.
Dann folgt:
M
a) 0# [a | b] ={c}.
M
b) a,c untere M _Schranken von [a | b].
M
c) b,c obere M _Schranke von [a | b].
M

d) a kein M _Infimum von [a | b].

M
e) b kein M _Supremum von [a | b].

Ad d): Da c eine untere M _Schranke von [a A|4 b] ist, miisste, wenn a ein
M Infimum von [a A\J b] wire, c_M _a gelten.

Ad e): Da c eine obere M _Schranke von [a A\d b] ist, miisste, wenn b ein

M _Supremum von [a ]\|/[ b] wire, b_M _c gelten.
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M
41-52. Wie an Hand folgenden Beispiels klar wird, folgt aus “0 # Ja | b[” nicht

ohne Weiteres, dass
M M
a ein M _Infimum von Ja | b[ ist oder dass b ein M _Supremum von Ja | b[ ist:

41-52.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) ¢ Menge.
—) a#b.
—) a # c.
—) b#ec.
—) M ={(a,c),(c,c),(c,b)}.
Dann folgt:
M
a) 0#]a | b[ ={c}.
M
b) a,c untere M _Schranken von Ja | b[.
M
c) b,c obere M _Schranke von Ja | b[.
M

d) a kein M _Infimum von Ja | b[.

M
e) b kein M _Supremum von ]a | bl[.

M
Ad d): Da c eine untere M _Schranke von Ja | b[ ist, miisste, wenn a ein

M
M Infimum von ]a | b[ wére, c_M_a gelten.
M
Ad e): Da c eine obere M _Schranke von ]Ja | b[ ist, miisste, wenn b ein
M

M _Supremum von Ja | b[ wire, b_M _c gelten.
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M
41-53. Wie an Hand folgenden Beispiels klar wird, folgt aus “0 # Ja | b]” nicht

ohne Weiteres, dass
M M

a ein M _Infimum von Ja | b] ist oder dass b ein M _Supremum von Ja | b] ist:

41-53.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) ¢ Menge.
—) a#b.
—) a # c.
—) b#ec.
—) M ={(a,c),(c,c),(c,b)}.
Dann folgt:
M
a) 0#]a | b] ={c}.
M
b) a,c untere M _Schranken von Ja | b].
M
c) b,c obere M _Schranke von Ja | b].
M

d) a kein M _Infimum von Ja | b].

M
e) b kein M_Supremum von ]a | b].

M
Ad d): Da c eine untere M _Schranke von Ja | 0] ist, miisste, wenn a ein

M
M Infimum von ]a | b] wére, c_M_a gelten.
M
Ad e): Da c eine obere M _Schranke von ]Ja | b] ist, miisste, wenn b ein
M

M _Supremum von Ja | b] wére, b_M _c gelten.



#41 MENGENLEHRE 177

M
41-54. Wie an Hand folgenden Beispiels klar wird, folgt aus “0 # [a | b[” nicht

ohne Weiteres, dass
M M
a ein M _Infimum von [a | b[ ist oder dass b ein M _Supremum von [a | b[ ist:

41-54. BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) ¢ Menge.
—) a#b.
—) a # c.
—) b#ec.
—) M ={(a,c),(c,c),(c,b)}.
Dann folgt:
M
a) 0# [a | b[ ={c}.
M
b) a,c untere M _Schranken von [a | b[.
M
c) b,c obere M _Schranke von [a | b[.
M

d) a kein M _Infimum von [a | b[.

M
e) b kein M_Supremum von [a | b[.

Ad d): Da c eine untere M _Schranke von [a A|4 b[ ist, miisste, wenn a ein
M Infimum von [a A\J b[ wire, c_M _a gelten.

Ad e): Da c eine obere M _Schranke von [a A\d b[ ist, miisste, wenn b ein

M _Supremum von [a ]\|/[ b[ wire, b_M _c gelten.
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41-55. Auch die Ermittlung der M Infima eines M Intervalls ab a oder der
M _Suprema eines M _Intervalls bis b ist ohne Weiteres nicht moglich. Beispie-
le hierzu folgen:

41-55.Bemerkung

e Die Aussage

M M
“0# [a | ) = (aist M Infimum von [a | -))”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M M
“(0#£]Ja | -)) = (aist M_Infimum von Ja | -))”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

M M
“(0# (- | b]) = (bist M_Supremum von (- | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M M
“(0# (- | b[) = (bist M_Supremum von (- | b[)”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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M
41-56. Im folgenden Beispiel wird belegt, dass aus 0 # [a | -) - oder aus
M M
0# Ja | -) - nicht notwendiger Weise folgt, dass a ein M _Infimum von [a | ) -
M
dass a ein M _Infimum von Ja | -) - ist:

41-56.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) ¢ Menge.
—) a # c.
—) M ={(a,c),(c,c)}.

Dann folgt:

2 04 [0 ] ) ={ch

M
b) a untere M _Schranke von [a | ).

M
c) a kein M _Infimum von [a | -).

d) O#]aﬂf):{c}.

M
e) a untere M _Schranke von Ja | -).

M
£) a kein M _Infimum von Ja | -).

M
Ad ¢): Wenn a ein M _Infimum von [a | -) wire, dann miisste a_M _a gelten,

siehe 36-3.
M

Ad £): Wenn a ein M _Infimum von Ja | -) wire, dann miisste a-M _a gelten,
siche 36-3.
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M
41-57. Im folgenden Beispiel wird belegt, dass aus 0 # (- | b] - oder aus

M M

0 # (- | b[ - nicht notwendiger Weise folgt, dass b ein M _Supremum von (- | b]
M

- dass b ein M _Supremum von (- | b[ - ist:

41-57.BEISPIEL

Es gelte:

—) b Menge.

—) ¢ Menge.

—) b#c.

—) M ={(c,c),(¢,b)}.
Dann folgt:

2 04 (| 8] ={c}.

M
b) b obere M _Schranke von (- | b].

M
c) b kein M _Supremum von (- | b].

D 0# (| b[={e}.

M
e) b obere M _Schranke von (- | bl[.

M
£) b kein M _Supremum von (- | b[.

M
Ad ¢): Wenn b ein M _Supremum von (- | b] wére, dann miisste b_M _b gelten,

siche 36-4.
M

Ad £): Wenn b ein M _Supremum von (- | b[ wére, dann miisste b_M _b gelten,
siehe 36-4.
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41-58. Nun werden spezielle M _Intervalle auf spezielle M _Minima und
M _Maxima untersucht.

Die jeweilige “Element-Aussage” ist im Hinblick auf 41-29(Bem) nicht trivial,
M
da etwa nicht unbedingt “a € [a | b]” gelten muss:

41-58(Satz)

M M
a) “aist M_Minimum von [a | b]” genau dann, wenn “a € [a | b]”.

M M
b) “a ist M_Minimum von [a | b[” genau dann, wenn “a € [a | b[”.

M M
c) “a ist M_Minimum von [a | -)” genau dann, wenn “a € [a | -).”

M M
d)  “bist M_Mazimum von [a | b]” genau dann, wenn “b € [a | b]”.

M M
e) “bist M_Maximum von Ja | b]” genau dann, wenn “b € Ja | b]”.

M M
£) “b ist M_Mazximum von (- | b]” genau dann, wenn “b € (- | b].”

M

Beweis 41-58 a) VS gleich a ist M _Minimum von [a | b].

M
Aus VS gleich “a ist M _Minimum von [a | b]”

M
folgt via 38-1(Def): a€ [a | b].

M
a) VS gleich a€fa]b].

M
1: Aus VS gleich “a € [a | b]”

M
folgt via 0-20: 0# [a | b].
M
2: Aus 1“0 # [a | b]”
M
folgt via 41-43: a untere M _Schranke von [a | b].

M
3: Aus 2“a untere M _Schranke von [a | b]” und

M
aus VS gleich “a € [a | b]”
M
folgt via 38-1(Def): a ist M _Minimum von [a | b].
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M

Beweis 41-58 b) VS gleich a ist M _Minimum von [a | b[.
M
Aus VS gleich “a ist M _Minimum von [a | b[”
M
folgt via 38-1(Def): a€la| b[.
M
b) VS gleich a€fa] b
M
1: Aus VS gleich “a € [a | O[”
M
folgt via 0-20: 0# [a | b[.
M
2: Aus 1“0 # [a | b[”
M
folgt via 41-43: a untere M _Schranke von [a | bl[.
M
3: Aus 2“a untere M _Schranke von [a | b[” und
M
aus VS gleich “a € [a | b[”
M
folgt via 38-1(Def): a ist M _Minimum von [a | b[.
M
c) VS gleich a ist M _Minimum von [a | ).
M
Aus VS gleich “a ist M _Minimum von [a | -)”
M
folgt via 38-1(Def): a€la]| ).
M
c) VS gleich a€la] ).
M
1: Aus VS gleich “a € [a | -)”
M
folgt via 0-20: 0+#[a | -).
M
2: Aus 1“0 # [a | )7
M
folgt via 41-43: a untere M _Schranke von [a | -).
M
3: Aus 2“a untere M _Schranke von [a | -)” und
M
aus VS gleich “a € [a | )7
M

folgt via 38-1(Def): a ist M _Minimum von [a | -).
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Beweis 41-58 d) VS gleich b ist M _Maximum von [a
M

Aus VS gleich “b ist M _Maximum von [a | b]”

folgt via 38-1(Def): be [a

d) VS gleich be [a

M
1: Aus VS gleich “b € [a | b]”
folgt via 0-20: 0+# [a

M
2: Aus 1“0 # [a | b]”
folgt via 41-43: b obere M _Schranke von [a

M
3: Aus 2“b obere M _Schranke von [a | b]” und
M
aus VS gleich “b € [a | b]”
folgt via 38-1(Def): b ist M _Maximum von [a

e) VS gleich b ist M _Maximum von ]a

M
Aus VS gleich “b ist M _Maximum von Ja | b]”
folgt via 38-1(Def): bela

e) VS gleich bela

M
1: Aus VS gleich “b€ Ja | b]”
folgt via 0-20: 0# Ja

M
2: Aus 1“0# ]Ja | b]”
folgt via 41-43: b obere M _Schranke von ]a

M
3: Aus 2“b obere M _Schranke von Ja | b]” und
M
aus VS gleich “b € Ja | b]”
folgt via 38-1(Def): b ist M _Maximum von ]a
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M

Beweis 41-58 f) VS gleich b ist M _Maximum von (- | b].
Aus VS gleich “b ist M _Maximum von (- A\J b]”
folgt via 38-1(Def): be (- A|4 b].
) VS gleich be (A|Jb:|
M
1: Aus VS gleich “be (- | b]”
folgt via 0-20: 0# (- A|/I b].
M
2: Aus 1“0 # (- | b]”
folgt via 41-43: b obere M _Schranke von (- A|J b].
M
3: Aus 2“b obere M _Schranke von (- | b]” und
aus VS gleich “b € (- A|4 b]”
folgt via 38-1(Def): b ist M _Maximum von (- A|/I b].

O
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41-59. Auch im Fall, dass die jeweiligen Intervalle nicht leer sind, muss we-

M

der [a | b] noch eines der angegebenen Intervalle ein M _Minimum oder ein
M Maximum haben:

41-59.Bemerkung

Die Aussage

M M
“(0# [a | b]) = (32 : Qist M_Minimum von [a | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

Die Aussage
M

M
“(0# [a | b)) = (32 : Qist M_Minimum von [a | b[)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

Die Aussage

M M
“(0# [a | -)) = (3Q:Qist M_Minimum von [a | -))”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

Die Aussage
M

M
“(0# [a | b]) = (32 : Qist M _Maximum von [a | b])”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

Die Aussage
M M
“(0#]a | b]) = (32 : Qist M_Maximum von |a | b])”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

Die Aussage
M

M
“(0# (- | b]) = (3Q: Qist M_Maximum von (- | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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41-60. An Hand einer fest gew#hlten Klasse M wird klar gemacht, dass auch
wenn einige spezielle M Intervalle# 0 sind, diese M _Intervalle kein M _Minimum

oder M _Maximum haben miissen:
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41-60.

41-60.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) ¢ Menge.
—) a # c.
—) b#c.
—) M ={(a,c),(c,b)}.

Dann folgt:
2 0#[a | b] ={c}
b) 0£7a | 6] = {c}.
& 0#[a ] b[ = {c}

D 0£[a] ) ={c)

e) 07 (| b] ={c}.

M
£) [a | b] hat weder M _Minimum noch M_Maximum.
M
g) Ja | b] hat kein M_Maximum.
M
h) [a | b[ hat kein M _Minimum.

M
i) [a | -) hat kein M_Minimum.
M
|

j) (- | b] hat kein M _Maximum.
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41-60.

Ad fghij): Nur ¢ kommt als M _Minimum oder M _Maximum von {c} in Frage,
sieche 38-23. Falls ¢ ein M _Minimum oder ein M _Maximum wére, dann miisste
via 38-3/4 die Aussage c_M _c gelten.

Ad “a,b”: In diesem Beispiel kann auch “a = b” gelten. Es wurden aber ver-
schiedene Bezeichnungen gewihlt, um die kontext-bezogenen Notationen

M
“[a | b]” etc. beizubehalten.
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41-61. Von den in 41-58 nicht diskutierten M _Intervallen ist a kein M _Minimum
oder b kein M _Maximum. Das heisst aber nicht, dass diese M _Intervalle nicht
doch ein M _Minimum oder ein M _Maximum haben konnen - siehe nachfolgende
Bemerkung:

41-61(Satz)

M
a) a kein M_Minimum von Ja | b[.

M
b) a kein M_Minimum von Ja | b].

M
c) a kein M_Minimum von Ja | ).

M

d) b kein M_Mazimum von Ja | b[.
M

e) b kein M_Mazimum von [a | b[.

M
£) b kein M_Mazimum von {- | b[.
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Beweis 41-61 a)
1: Via 41-28 gilt:
M
2: Aus1“a ¢ ]a | b[”
folgt via 38-14:
b)
1: Via 41-28 gilt:
M
2: Aus1“a ¢ ]a | b]”
folgt via 38-14:
c)
1: Via 41-28 gilt:
M
2: Aus1“a ¢ ]a | )7
folgt via 38-14:
d)
1: Via 41-28 gilt:
M
2: Aus1“b¢ Ja | b[”
folgt via 38-15:
e)
1: Via 41-28 gilt:
M
2: Aus1“b ¢ [a | b[”
folgt via 38-15:
)
1: Via 41-28 gilt:
M
2: Aus1“b ¢ (- | b[”
folgt via 38-15:

MENGENLEHRE #41

a¢]a1‘|/1b|:.

M
a kein M _Minimum von Ja | b[.

a¢]a1\|4b:|.

M
a kein M _Minimum von Ja | b[.

aglal ).

M
a kein M _Minimum von Ja | ).

M
b Ja | b[.

M
b kein M _Maximum von Ja | b[.

b¢ [aj‘|4b|:.

M
b kein M _Maximum von [a | b[.

M

b (- | b[

M
b kein M _Maximum von (- | b[.

O
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M
41-62. Wie an Hand folgenden Beispiels belegt, kann etwa ]Ja | b[ sowohl ein
M _Minimum als auch ein M _Maximum haben - obwohl in 41-61 gesagt ist, dass
hierfiir weder a als M _Minimum noch b als M _Maximum zur Vefiigung stehen:

41-62.Bemerkung

e Die Aussage
M
“Ja | b[ hat kein M _Minimum”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
e Die Aussage
M
“Ja | b] hat kein M _Minimum”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
e Die Aussage
M
“Ja | -) hat kein M _Minimum”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
e Die Aussage
M
“Ja | b[ hat kein M _Maximum”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

M
“[a | b[ hat kein M_Maximum”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

M
“(- | b[ hat kein M_Maximum”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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41-63. An Hand einer fest gewéhlten Klasse M wird klar gemacht, dass etwa

M

Ja | b[ durchaus ein M _Minimum oder ein M _Maximum haben kann:

41-63.BEISPIEL

—)

a)

Es gelte:

Dann folgt:

a Menge.

b Menge.

c Menge.

a # c.

b +# c.

M = {(a,¢),(c, ), (e b)}.

0#7a | B[ ={c}.
0770 | 8] = {e}

b)
M
& 04 [a | b = {c}
M
d) 0#]Ja | ) =A{c}.
M
e) 07 [ b[={c}
M M M
£) cist M_Minimum von Ja | b[, von Ja | b] und von Ja | -).
M M M
g) cist M_Maximum von Ja | b[, von [a | b[ und von (- | b[.
Ad fg): Via 38-23 folgt aus c_M _c,

dass ¢ sowohl M _Minimum als auch M_Maximum von {c} ist.
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r Relation in x:

Ersterstellung: 08/03/07

193

ir

T,
r_Intervalle.

Letzte Anderung: 27/05/11
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42-1. Falls r eine Relation in x ist, dann ist auch T eine Relation in z und jedes
r_Intervall ist eine TeilKlasse von x:

42-1(Satz)
Es gelte:

—) 1 Relation in z.
Dann folgt:

a) r Relation in x.

ir

b) dom () C x.

ir

c) ran(r) C z.
Q) [a]b] C e
e) Ja|b[ C 2.
) ]aTb]gx.
g [a|b[Cz.
b) [af-) S
i) Ja|-) Cux.
) (|b] S
W (|b[Cu

1 (
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Beweis 42-1 abc)

1.1:

1.2:

2.1:
2.2:

2.3:

3.a):

3.b):

3.c):

)

Aus —) “r Relation in z’
folgt via 10-17:

)

Aus —) “r Relation in z’
folgt via 10-17:

Via 41-6 gilt:
Via 41-6 gilt:

Via 41-6 gilt:

Aus —) “r Relation in 7 und
aus 2.1“%@ r”
folgt via 10-20:

i

Aus 2.2%dom (') C domr” und
aus 1.1“domr C z”

folgt via 0-6:

ir

Aus 2.3“ran(7) Cranr” und
aus 1.2%ranr C z”

folgt via 0-6:

195

dom (lrl:) C domr.

ran (1';) Cranr.

ir . .
r Relation in z.

dom (1) C .

ran (1) C z.
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Beweis 42-1 defg)

1:

3.4):

3.1:

3.2:

3.3:

4.¢e):

4.f):

)

Aus —) “r Relation in z’
folgt via 10-17:

Aus 2
folgt via 0-6:

Via 41-27 gilt:
Via 41-27 gilt:
Via 41-27 gilt:

Aus 3.1“Ja |b[ C [a | b]”
aus 3.d) “[a | b] Cx”
folgt via 0-6:

Aus 3.2“]a | b] C [a|b]”
aus 3.d) “[a | b] Cx”
folgt via 0-6:

: Aus 3.3“[a | b[ C [a | b]”

aus 3.d) “[a | b] Ca”
folgt via 0-6:

MENGENLEHRE #42

domr C z.

r 41—-26 2-7

- 1
[a|b] C (domr)n(ranr) C domr C x.

[aTb] C x.
Ja|b[ C [a]b].
Ja | 8] € [a]b].

[a|b[ C [a]b].

und

Ja | o[ C z.
und

Ja|b] Cz.
und

[a|b] C .
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Beweis 42-1 hi)

1: Aus —) “r Relation in 7

folgt via 10-17: ranr C z.
ro 41-26 1
2 [a|) C ranrCux
3.h): Aus 2
folgt via 0-6: [a]|-) C .
3.1: Via 41-27 gilt: Ja|-) C[a]-).

4.1): Aus 3.1“Ja |-y C[a|-)” und
aus 3.h)“[a | ) Ca”

folgt via 0-6: Ja |-y Ca.
jk)
1: Aus —) “r Relation in z”
folgt via 10-17: domr C z.
ro_ 41-26 1
2: (-10] € domr C .
3.3): Aus 2
folgt via 0-6: (-10] Cu.
3.1: Via 41-27 gilt: (- | b[ S (-] b].

4.%): Aus 3.14(- | b[ C (- | b]” und
aus 3.j)“(- | b] Czx”
folgt via 0-6: (-1o[ Cu.
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Beweis 42-1 1)

1: Aus —) “r Relation in 7

folgt via 10-17: (domr C z) A (ranr C ).
2: Aus 1“domr C z...” und

aus 1“...ranr C z”

folgt via 2-12: (dom7r) U (ranr) C .

r _ e 2

3: ¢y P TEPD (domr) U (ranr) C a.
4: Aus 3 .

folgt: (-|)Cx
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42-2. Falls r Relation in x ist, dann ist jedes r_Intervall eine TeilKlasse von z:

42-2(Satz)

Es gelte:
—) 1 Relation in z.
—) [ st r_Intervall.

Dann folgt “I C x”.

Beweis 42-2

1: Aus —) “[ ist r_Intervall”
folgt via 41-21: (EQU:T=[Q|W])v(EQLT:T=]0]|¥])
VEQW T =10 W)V (EQ VT = [Q] U])
vEQ:T=[Q|)VEQ:T=10]))
VAT T = (| W)V EU:T= (| U]

r
VI =(1]))
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall I T=[Q]| 7]
2: Aus —) “r Relation in z” .
folgt via 42-1: Q]| 7] Cu.
3: Aus1.1.Fall«...I=[Q | ¥]” und
aus 2“[Q | U] Cz”
folgt: ICux.
1.2.Fall IV I=10]| Y[
2: Aus —) “r Relation in z”
folgt via 42-1: 1Q|9[ Ca.
3: Aus 1.2.Fall“...T=]Q | U[” und
aus 2“1Q | [ Cz”
folgt: ICzx.
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Beweis 42-2 ...

Fallunterscheidung

S0 =100 )

2: Aus —) “r Relation in x” .
folgt via 42-1: 1Q | ¥] Ca.

3: Aus 1.3.Fall“...I=]Q | ¥]” und
aus 2“]1Q | U] Cz”

folgt: ICzx.
1.4.Fall IV I=[Q]| ¥

2: Aus —) “r Relation in x”
folgt via 42-1: [Q]T[ Cu.

3: Aus 1.4.Fall«...I=[Q | ¥U[” und
aus 2“[Q | [ Cz”

folgt: ICzx.
1.5.Fall IN:I=[Q]-).

2: Aus —) “r Relation in x”
folgt via 42-1: Q] ) Cua.

3: Aus 1.5.Fall«...I=[Q|-)” und
aus 2“[Q | ) Ca”

folgt: ICux.
1.6.Fall IN:I1=101-).

2: Aus —) “r Relation in z”
folgt via 42-1: 19|y Cua.

3: Aus 1.6.Fall«...I=1Q | )" und

aus 2“1Q | ) Ca”
folgt: ICux.
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Beweis 42-2 ...

Fallunterscheidung

3 I= (| V.

2: Aus —) “r Relation in x” .
folgt via 42-1: (-] ¥] Cux.

3: Aus 1.7.Fall“...I={( | U]”und
aus 2“(- | U] Ca”

folgt: ICzx.
1.8.Fall I I=(|T[.

2: Aus —) “r Relation in x” .
folgt via 42-1: ¢ |¥Y[Cux.

3: Aus 1.8.Fall“...I={( | U[”und
aus 2“(- | V[ Ca”

folgt: ICzx.
1.9.Fall I={(|".

2: Aus —) “r Relation in z” .
folgt via 42-1: 1) Ca.

3: Aus 1.9.Fall“] = (- | -)” und

aus 2“(- | ) Ca”
folgt: ICzx.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: ICu.
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42-3. Falls r eine Relation in z ist, dann ist via 42-1 auch T eine Relation in
und das folgende Resultat ist konsequenter Weise wenig verbliiffend:

42-3(Satz)

Es gelte:
—) 1 Relation in z.
—) p_ 1; -q.

Dann folgt:
a) peEux.

b) g € x.

Beweis 42-3

1: Aus —) “r Relation in x” '
folgt via 42-1: T Relation in z.

2.a): Aus 1“ r R@lation inz” und
aus _)) “p— 17,1.‘ _q b
folgt via 34-1: pE x.

2.b): Aus 1“ r Rglation inz” und
aus _)) “p— 1;.‘ _q b
folgt via 34-1: q € x.
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M reflexiv in z: M _Intervalle.
. . .. ir

r Relation in x und r reflexiv in z: T,
untere und obere r_Schranken von 0.

untere und obere r_Schranken von z.

r_Intervalle.

Ersterstellung: 08/03/07 Letzte Anderung: 02/06/11
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43-1. Hier wird unter der Voraussetzung, dass M reflexiv in z ist und a € z gilt,
untersucht, welche “M _Schranken-Eigenschaften” a fiir die M _Intervalle von a
bis b und die M _Intervalle ab a hat. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - b) - ¢) - d)
-f) -e):

43-1(Satz)

Es gelte:
—) M reflexiv in z.
—) a € z.

Dann folgt:

M
a) a untere M_Schranke von [a | b].

M
b) a untere M _Schranke von Ja | bl[.

M
c) a untere M_Schranke von Ja | b].

M
d) a untere M _Schranke von [a | b[.

M
e) a ist M_Minimum von [a | -).

M
£) a untere M _Schranke von Ja | -).
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Beweis 43-1

1:

3.a):

3.b):

3.c):

3.d):

3.1:

3.f):

6.e):

Y

Aus —) “ M reflexiv in z’
folgt via 30-18: z C dom M.

: Aus =) “a € 2”7 und

aus 1“2z C domM?”

folgt via 0-4: a € dom M.
Aus 2“a € dom M ”
M
folgt via 41-44: a untere M _Schranke von [a | b].
Aus 2“a € dom M ”
M
folgt via 41-44: a untere M _Schranke von Ja | b[.
Aus 2“a € dom M ”
M
folgt via 41-44: a untere M _Schranke von Ja | b].
Aus 2“a € dom M ”
M
folgt via 41-44: a untere M _Schranke von [a | b[.
Aus 2“a € dom M ”
M
folgt via 41-44: a untere M _Schranke von [a | -).
Aus 2“a € dom M ”
M
folgt via 41-44: a untere M _Schranke von Ja | -).
: Aus —) “M reflexiv in 2”7 und

aus —) “a € 2”7

folgt via 30-17(Def): a_-M _a.
: Aus 4“a_M_a”

M

folgt via 41-25: a€la] ).
M
Aus 3.1“a untere M _Schranke von [a | -)” und
M
aus 5“a € [a | -)”

M

folgt via 38-1(Def): a ist M _Minimum von [a | -).

O
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43-2. Hier wird unter der Voraussetzung, dass M reflexiv in z ist und b € z
gilt, untersucht, welche “ M _Schranken-Eigenschaften” b fiir die M _Intervalle von
a bis b und die M _Intervalle bis b hat. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - b) - ¢) -
d) -1f) -e):

43-2(Satz)

Es gelte:
—) M reflexiv in z.
—) b€ z.

Dann folgt:

M

a) b obere M_Schranke von [a | b].
M

b) b obere M _Schranke von Ja | b[.
M

c) b obere M_Schranke von Ja | b].
M

d) b obere M _Schranke von [a | b[.

M
e) b ist M_Mazximum von (- | b].

M
£) b obere M _Schranke von (- | b[.
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Beweis 43-2

1:

3.a):

3.b):

3.c):

3.d):

3.1:

3.f):

6.e):

Aus —) “M reflexiv in 2’

folgt via 30-18:

: Aus =) “bc€ z” und

aus 1“2z Cran M7
folgt via 0-4:

Aus 2“beranM”
folgt via 41-45:

Aus 2“beranM”
folgt via 41-45:

Aus 2“beranM”
folgt via 41-45:

Aus 2“beranM”
folgt via 41-45:

Aus 2“bcranM”
folgt via 41-45:

Aus 2“bcranM”
folgt via 41-45:

: Aus —) “M reflexiv in 2”7 und

aus —) “bez”

folgt via 30-17(Def):
: Aus 4“b_M_b”

folgt via 41-25:

207

z Cran M.

beranM.
M

b obere M _Schranke von [a | b].
M

b obere M _Schranke von Ja | b[.
M

b obere M _Schranke von Ja | b].
M

b obere M _Schranke von [a | b[.

M
b obere M _Schranke von (- | b].

M
b obere M _Schranke von (- | b[.

b_M _b.

be (- | b].

M
Aus 3.1“b obere M _Schranke von (- | b]” und

M
aus 5“be (- | b]”
folgt via 38-1(Def):

M
b ist M _Maximum von (- | b].

O
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M
43-3. Falls M reflexiv in z ist, dann gilt 2 C (- | -):

43-3(Satz)
M
Aus “M reflexiv in z” folgt “z C (- | -)”.
Beweis 43-3 VS gleich M reflexiv in z.
1: Aus VS gleich “ M reflexiv in z”
folgt via 30-18: z C dom M.
1 2-7 _ e M
2: z CdomM C (dom M) U (ran M) 41 718(Deh) -] )
3: Aus 2
M
folgt via 0-6: 2 C (| ).

O
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43-4. Aus “p_ r _q” folgen fiir reflexive Relationen 7 in z die Aussagen p_r_p und
q-r-q:

43-4(Satz)

Es gelte:
—) 1 Relation in z.
—) 1 reflexiv in x.
—) p_ 1; -q.

Dann folgt:
a) pr.p.

b) q-rgq.

Beweis 43-4

1: Aus —) “p_ ¥ q”
folgt via 41-3: pr_q.

2.a): Aus —) “r Relation in 2”7 |
aus —) “r reflexiv in 2”7 und
aus 1“pr_q”
folgt via 34-11: D_r_p.

2.b): Aus —) “r Relation in 7,
aus —) “r reflexiv in 7 und
aus 1“pr_q”
folgt via 34-11: q-r_q.
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43-5. In reflexiven Relation r in z ist p genau dann Element von z, wenn p untere
r_Schranke der leeren Menge ist und dies ist genau dann der Fall, wenn p obere
r_Schranke der leeren Menge ist:

43-5(Satz)
Unter den Voraussetzungen . ..
—) 1 Relation in z.
—) 1 reflexiv in x.
...sind die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:
i) pex.
ii) p untere r_Schranke von 0.

iii) p obere r_Schranke von 0.

Beweis 43-5 VS gleich pE x.

Aus —) “r reflexiv in 2”7 und
aus VS gleich “p € z”

folgt via 37-3: p untere r_Schranke von 0.
VS gleich p untere r_Schranke von 0.

1: Aus —) “r Relation in 7 und
aus VS gleich “p untere r_Schranke von 0”

folgt via 37-1: pE x.
2: Aus —) “r reflexiv in 2”7 und
aus 1“pex”
folgt via 37-3: p obere r_Schranke von 0.
VS gleich p obere r_Schranke von 0.

Aus —) “r Relation in 7 und
aus VS gleich “p obere r_Schranke von 0”
folgt via 37-1: pE T.
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43-6. Eine reflexive Relation r in x ist genau dann nicht leer, wenn 0 eine untere
r_Schranke hat und dies ist genau dann der Fall, wenn 0 eine obere r_Schranke

hat:

43-6(Satz)
Unter den Voraussetzungen . ..
—) 1 Relation in z.
—) 1 reflexiv in x.
... sind die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:
i) 0# .
ii) JQ: Q untere r_Schranke von 0.

iii) dQ: Q obere r_Schranke von 0.
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Beweis 43-6 VS gleich 0 +# x.
1: Aus VS gleich “0 # z”
folgt via 0-20: J0:Q e x.

2: Aus —) “r Relation in 7,
aus —) “r reflexiv in ” und
aus 1“...Qex”
folgt via 43-5: 2 untere r_Schranke von 0.

3: Aus 1¥3Q...7 und
aus 2“() untere r_Schranke von 07

folgt: 30 : Q untere r_Schranke von 0.
VS gleich 3 : Q2 untere r_Schranke von 0.

1: Aus —) “r Relation in 2”7,
aus —) “r reflexiv in 2”7 und
aus VS gleich “...€) untere r_Schranke von 0”
folgt via 43-5: Q) obere r_Schranke von 0.

2: Aus VS gleich “3€...”7 und
aus 1“Q obere r_Schranke von 07

folgt: 3Q : Q obere r_Schranke von 0.
VS gleich 30 : Q obere r_Schranke von 0.
1: Aus —) “r Relation in 7 und
aus VS gleich “...<) obere r_Schranke von 0”
folgt via 37-1: Qe

2: Aus 1“Q ex”
folgt via 0-20: 0 # z.
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43-7. In reflexiven Relationen r in x ist p genau dann ein r_Infimum von 0, wenn
p ein r_Supremum von x ist:

43-7(Satz)

Unter den Voraussetzungen . ..
—) 1 Relation in x.
—) 1 reflexiv in x.

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) p st r_Infimum von 0.

ii) p ist r_Supremum von x.

Beweis 43-7 VS gleich p ist r_Infimum von 0.

1: Aus VS gleich “p ist r_Infimum von 0”
folgt via 36-12: p ist r_Supremum von domr.

2: Aus —) “r Relation in 2”7 und
—) “r reflexiv in 27
folgt via 34-6: domr = x.

3: Aus 1“p ist r_Supremum von domr” und
aus 2“domr =z”

folgt: p ist r_Supremum von x.
VS gleich p ist r_Supremum von .

1: Aus —) “r Relation in z”7 und
aus —) “r reflexiv in z”
folgt via 34-6: domr = x.

2: Aus VS gleich “p ist r_Supremum von z” und
aus 1“domr =z”
folgt: p ist r_Supremum von domr.

3: Aus 2“p ist r_Supremum von domr”
folgt via 36-12: p ist r_Infimum von 0.

O
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43-8. In reflexiven Relationen r in z ist v genau dann ein r_Supremum von 0,

wenn u ein r_Infimum von z ist:

43-8(Satz)

Unter den Voraussetzungen . ..
—) 1 Relation in z.
—) 1 reflexiv in x.

... sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) p ist r_Supremum von 0.

ii) p st r_Infimum von x.

Beweis 43-8 VS gleich

1: Aus VS gleich “p ist r_Supremum von 0”
folgt via 36-12:

2: Aus —) “r Relation in 7 und
—) “r reflexiv in 27
folgt via 34-6:

3: Aus 1“p ist r_Infimum von ranr” und
aus 2“ranr = x”
folgt:

VS gleich

1: Aus —) “r Relation in z”7 und
aus —) “r reflexiv in 2”7

folgt via 34-6:

2: Aus VS gleich “p ist r_Infimum von 2”7 und
aus 1“ranr = 27"
folgt:

3: Aus 2“p ist r_Infimum von ranr”
folgt via 36-12:

p ist r_Supremum von 0.

p ist r_Infimum von ranr.

ranr = .

p ist r_Infimum von x.

p ist r_Infimum von z.

ranr = .

p ist r_Infimum von ranr.

p ist r_Supremum von 0.

O
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43-9. In reflexiven Relationen r in x hat 0 genau dann kein r_Infimum, wenn x
kein r_Supremum hat:

43-9(Satz)

Unter den Voraussetzungen . ..
—) 1 Relation in x.
—) 1 reflexiv in x.

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) 0 hat kein r_Infimum.

ii) x hat kein r_Supremum.

Beweis 43-9 VS gleich 0 hat kein r_Infimum.

1: Aus VS gleich “0 hat kein r_Infimum”
folgt via 36-26: domr hat kein r_Supremum.

2: Aus —) “r Relation in 7 und
aus —) “r reflexiv in 2”7
folgt via 34-6: domr = x.

3: Aus 1“domr hat kein r_Supremum” und
aus 2“domr =z”

folgt: x hat kein r_Supremum.
VS gleich x hat kein r_Supremum.

1: Aus —) “r Relation in z”7 und
aus —) “r reflexiv in z”
folgt via 34-6: domr = x.

2: Aus VS gleich “z hat kein r_Supremum” und
aus 1“domr =2z”
folgt: domr hat kein r_Supremum.

3: Aus 2“domr hat kein r_Supremum”
folgt via 36-26: 0 hat kein r_Infimum.

O
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43-10. In reflexiven Relationen r in x hat 0 genau dann kein r_Supremum, wenn
x kein r_Infimum hat:

43-10(Satz)

Unter den Voraussetzungen . ..
—) 1 Relation in z.
—) 1 reflexiv in x.

... sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) 0 hat kein r_Supremum.

ii) x hat kein r_Infimum.

Beweis 43-10 VS gleich 0 hat kein r_Supremum.

1: Aus VS gleich “0 hat kein r_Supremum”
folgt via 36-26: ranr hat kein r_Infimum.

2: Aus —) “r Relation in 7 und
aus —) “r reflexiv in 2”7
folgt via 34-6: ranr = x.

3: Aus 1“ranr hat kein r Infimum” und
aus 2“ranr = z”

folgt: x hat kein r_Infimum.
VS gleich x hat kein r_Infimum.

1: Aus —) “r Relation in z”7 und
aus —) “r reflexiv in 2”7
folgt via 34-6: ranr = .

2: Aus VS gleich “z hat kein r_Infimum” und
aus 1“ranr = x”
folgt: ranr hat kein r_Infimum.

3: Aus 2“ranr hat kein r_Infimum”
folgt via 36-26: 0 hat kein r_Supremum.

O
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43-11. In reflexiven Relationen r in = gibt es recht einfache Kriterien dafiir, dass

r T
a ein r_Minimum von [a | b] und b ein r_Maximum von [a | b] ist:

43-11(Satz)
Unter den Voraussetzungen . ..
—) r Relation in x.
—) 1 reflexiv in x.
...sind die Aussagen i), ii), iii), iv), v) dquivalent:
i) arob.
ii) a € [a | b].
iii) b€ [a | b].
iv) a ist r_Minimum von [a | b].

v) b ist r_Mazimum von [a | b].

Beweis 43-11 VS gleich a_r_b.

1: Aus —) “r Relation in 2”7,
aus —) “r reflexiv in 7 und
aus VS gleich “a_r_b”
folgt via 34-11: a_r_a.

2: Aus 2“a_r_a” und
aus VS gleich “a_r_b”

folgt via 41-25: a€ [a]b].
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Beweis 43-11 VS gleich

1: Aus VS gleich “a € [a | b]”
folgt via 41-25:

2: Aus —) “r Relation in 7,
aus —) “r reflexiv in 2”7 und
aus 1“arb”
folgt via 34-11:

3: Aus 1%a_r_b” und
aus 2“b_r_b”

folgt via 41-25:

US gleich

1: Aus VS gleich “b € [a | b]”
folgt via 41-25:

2: Aus —) “r Relation in 7,
aus —) “r reflexiv in 2”7 und
aus 1“arb”
folgt via 34-11:

3: Aus 2“a_r_a” und
aus 1“a_r_b”

folgt via 41-25:

4: Aus 3“a € [a|b]”
folgt via 41-58:

MENGENLEHRE #43

a€ [aTb].

a_r.b.

b_r_b.

belalb].

belalb].

a € [aTb].

T
a ist r _Minimum von [a | b].
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Beweis 43-11 VS gleich a ist r_Minimum von [a | b].

1: Aus VS gleich “a ist r_Minimum von [a | b]”

folgt via 38-1(Def): a€ [a]b].

2: Aus 1“a € [a | D]”
folgt via 41-25: a_rb.

3: Aus —) “r Relation in 7,
aus —) “r reflexiv in 7 und
aus 2“a_r_b”

folgt via 34-11: b_r-b.
4: Aus 2“a_r_b” und

aus 3“b_r_b” :

folgt via 41-25: be [a]b].
5: Aus4“be [a|b]”

folgt via 41-58: b ist M _Maximum von [a | b].
v) = 1) || VS gleich b ist M _Maximum von [a | b].

1: Aus VS gleich “b ist M _Maximum von [a | b]”
folgt via 38-1(Def): be [a]b].

2: Aus1“b€ [a|b]”
folgt via 41-25: a_rb.
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43-12. Aus a_r-b folgt fiir reflexive Relationen in x, dass [a | b] nicht leer ist:

43-12(Satz)

Es gelte:
—) 1 Relation in z.
—) 1 reflexiv in x.

—) a_r_b.

Dann folgt “0 # [a | b] 7.

Beweis 43-12

1: Aus —) “r Relation in 2”7,
aus —) “r reflexiv in 7 und

aus —) “a_r.b”
folgt via 43-11:

2: Aus1“a € [a]|b]”
folgt via 0-20:

a € [aTb].

0+ [a|b].
O
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43-13. Es ist keine Nachléssigkeit, dass in 43-11 eine Implikation und keine
Aquivalenz steht. Das belegende Beispiel folgt:

43-13.Bemerkung

Die Aussage

“((r Relation in z) A (7 reflexiv in ) A (0 # [a | b])) = (a-r_b)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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43-14. Mit dem folgenden Beispiel wird belegt, dass es z, a, b und reflexive Re-

lationen in x gibt, so dass 0 # [a | b] und —(a_r_b):

43-14. BEISPIEL

—)

—)

a)

b)

c)

d)

Es gelte:

a Menge.
b Menge.

¢ Menge.

a#b.

a+ec.

b+#ec.

z ={a,b,c}.

r={(a,a), (a,c), (c,c), (c,b), (b,b)}.

Dann folgt:

r Relation in x.
r reflexiv in x.

04 [a] 4] = {c}.
—(a_r-b).

Ad d): Zum Nachweis von —(a_r_b) werden die Voraussetzungen a # b # ¢ # a
benotigt.
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43-15. In reflexiven Relationen r in = gibt es recht einfache Kriterien dafiir, dass

r T
a ein r_Minimum von [a | b[ und b ein r_Maximum von ]a | b] ist:

43-15(Satz)
Unter den Voraussetzungen . ..
—) 1 Relation in x.
—) 1 reflexiv in x.
...sind die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:

i) a_r b,

i) a€[a|b[.

iii) bE]aTb].

M
iv) a ist r_Minimum von [a | b[.

M
v) b ist r_Mazimum von ]a | b].

Beweis 43-15 VS gleich at b.

1: Aus —) “r Relation in 7,
aus —) “r reflexiv in 7 und

aus VS gleich “a_ r b7
folgt via 43-4: a_r_a.

2: Aus 2%a_r_a” und

aus VS gleich “a_ r b7
folgt via 41-25: a€ [a]b[.
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Beweis 43-15 VS gleich

1: Aus VS gleich “a € [a | b[”
folgt via 41-25:

2: Aus —) “r Relation in 27,
aus —) “r reflexiv in 7 und

aus 1a_ 7 b”
folgt via 43-4:

3: Aus 1%a_ 7 _b” und
aus 2“b_r_b”

folgt via 41-25:

VS lich

1: Aus VS gleich “b € Ja | b]”
folgt via 41-25:

2: Aus —) “r Relation in 27,
aus —) “r reflexiv in 7 und

aus 1“a. 17]5 b7
folgt via 43-4:

3: Aus 2“a_r_a” und
aus 1a_ 1 _b”
folgt via 41-25:

4: Aus 3“a € [a|b[”
folgt via 41-58:

MENGENLEHRE #43

a€ [aTb[.

b_r_b.

belalbl.

belalb].

a€ [aTb[.

,
a ist r_Minimum von [a | b[.
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Beweis 43-15

1: Aus VS gleich “a ist r_Minimum von [a | b[”

folgt via 38-1(Def):

2: Aus 1“a € [a | D[”
folgt via 41-25:

225

VS gleich a ist r_Minimum von [a | b[.

a € [aTb[.

3: Aus —) “r Relation in 27,
aus —) “r reflexiv in 7 und

aus 2%a_ 1 b”
folgt via 43-4:

4: Aus 2“a_7 _b” und
aus 3“b_rb”

folgt via 41-25:

5: Aus4“beJa|b]”
folgt via 41-58:

v) = 1)

VS gleich

b_r_b.

belalbl.

b ist M _Maximum von ]a | b].

b ist M _Maximum von ]a | b].

1: Aus VS gleich “b ist M _Maximum von Ja | b]”

folgt via 38-1(Def):

2: Aus1“beJa|b]”
folgt via 41-25:

belalb].
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43-16. Aus a_ 1 _b folgt fiir reflexive Relationen r in z, dass [a | b[ und Ja | b]

nicht leer sind:

43-16(Satz)

Es gelte:
—) 1 Relation in x.
—) 1 reflexiv in x.
—) a- T b.

Dann folgt:
a) 0#]a|b].
b) 0+# [a|b[.

Beweis 43-16

1.1: Aus —) “r Relation in 27,
aus —) “r reflexiv in 7 und

aus —) “a_r b”
folgt via 43-15:

1.2: Aus —) “r Relation in 27,
aus —) “r reflexiv in 7 und

aus —) “a_r b”
folgt via 43-15:

2.a): Aus1.2“b€]a|b]”
folgt via 0-20:

2.b): Aus1.1“a € [a | b[”
folgt via 0-20:

a€ [aTb[.

belalbl.
0#7alb].

0+ [a|b[.
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43-17. Es ist keine Nachlissigkeit, dass in 43-15 Implikationen und keine Aqui-
valenzen stehen. Die belegenden Beispiele folgen:

43-17.Bemerkung

e Die Aussage

“((r Relation in z) A (r reflexiv in z) A (0 # Ja | b])) = (a-
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

ir

r by

e Die Aussage

“((r Relation in z) A (r reflexiv in ) A (0 [a | b[)) = (a_ F _b)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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43-18. Mit dem folgenden Belsplel wird belegt, dass es x,a,b und reﬂexwe Re-
lationen in x gibt, so dass 0 # Ja | b] und —(a_ 7 _b) und dass 0 # [a | b[ und

ir

—(a- 7 _b):

43-18.BEISPIEL

Es gelte:

—) a Menge.

—) b Menge.

—) ¢ Menge.

—) a#c.

—) b#c.

—) = ={a,b,c}.

—) r={(a,a),(a,c),(cc),(c,b),(bb)}.
Dann folgt:

a) r Relation in x.

b) 7 reflexiv in =x.
) 0#]a|b] = {c}.
Q) 0+ [a|b[={c}.

d) —|(O,_T _b)

Ad “a,b” : Es kann auch a = b gelten.
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43-19. Fiir reflexive Relationen r in = sind die Aussagen ¢ € z, ¢ € [¢ | -) und

¢ € (- | c] dquivalent:

43-19(Satz)
Unter den Voraussetzungen . ..
—) 1 Relation in z.
—) 1 reflexiv in x.
... sind die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:
i) cex.
i) ce[e]-).

T

ii1) ce (| c].
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Beweis 43-19 VS gleich cEx.

1: Aus 1“7 reflexiv in 2”7 und
aus VS gleich “c € x”
folgt via 30-17(Def): cr_c.

2: Aus 1%cr_.c”

folgt via 41-25: ce [c]|).

VS gleich ce el ).

1: Aus VS gleich “c € [c]|-)”
folgt via 41-25: crc.

2: Aus 1“cr.c” .
folgt via 41-25: ce (-|c].

US gleich ce (|

1: Aus —) “r Relation in =7
folgt via 42-1: (-]c] Ca.

2: Aus VS gleich “c € (- | ¢]” und

aus 1“(- | c] Cz”
folgt via 0-4: cEx.
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43-20. Wenn c_r _d fiir eine reflexive Relation r in x, dann ist ¢ in den r_Intervallen
ab ¢ und bis c¢. Analoges gilt fiir d:

43-20(Satz)

Es gelte:
—) 1 Relation in z.
—) 1 reflexiv in x.
—) crd.

Dann folgt:

a) ce [CT)
b) c€ (Tc]
&) de[d]).

Q de (| d.
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Beweis 43-20

1.1:

1.2:

2.a):

2.b):

2.c):

2.4):

Aus —) “r Relation in 2”7 und

aus —) “c_r_d”
folgt via 34-1:

Aus —) “r Relation in 2”7 und

aus —) “c_r_d”
folgt via 34-1:

Aus —) “r Relation in 7,
aus —) “r reflexiv in 7 und
aus 1.1%cez”

folgt via 43-19:

Aus —) “r Relation in 2”7,
aus —) “r reflexiv in 7 und
aus 1.1%cez”

folgt via 43-19:

Aus —) “r Relation in 2”7,
aus —) “r reflexiv in 7 und
aus 1.2“d e x”

folgt via 43-19:

Aus —) “r Relation in 7,
aus —) “r reflexiv in 7 und
aus 1.2“d e x”

folgt via 43-19:
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cewx.

de .

cE [CT)

CE(-TC].

de[d]-).

de(-|d.
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43-21. In den speziellen Fillen, wo r eine reflexive Relation in z ist, ist 0 # [a | -)

,
dquivalent dazu, dass a ein r_Minimum von [a | -) ist:

43-21(Satz)

Unter den Voraussetzungen . ..
—) 1 Relation in z.
—) 1 reflexiv in x.

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) 0# [a] ).

T
ii) a ist r_Minimum von [a | -).

Beweis 43-21 VS gleich 0# [a]-).

1: Aus VS gleich “0 # [a | -)”
folgt via 0-20: 3Q:Q e [a] ).

2: Aus1“...Qe[a]-)”
folgt via 41-25: a_r).

3: Aus —) “r Relation in 27,
aus —) “r reflexiv in 7 und
aus 2“a_r_Q)”

folgt via 43-20: aclal-).

4: Aus 3“a € [al-)”

folgt via 41-58: a ist r_Minimum von [a | -).
VS gleich a ist r_Minimum von [a | -).

.
Aus VS gleich “a ist 7_Minimum von [a | -)”

folgt via 38-3: 0+# [a]-).
U



234 MENGENLEHRE #43

43-22. In den speziellen Fillen, wo r eine reflexive Relation in x ist, ist 0 # (- | b]

,
dquivalent dazu, dass b ein 7 _Maximum von (- | b] ist:

43-22(Satz)

Unter den Voraussetzungen . ..
—) 1 Relation in z.
—) 1 reflexiv in x.

... sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

T

) 0 (| b].

ii) b ist r_Mazimum von (- | b].

Beweis 43-22 VS gleich 0 (]b].

1: Aus VS gleich “0 # (- | b]”
folgt via 0-20: 3Q: Qe (-|b].

2: Aus1¢...Qe (-]0]”
folgt via 41-25: Q_r.b.

3: Aus —) “r Relation in 27,
aus —) “r reflexiv in 7 und
aus 2“Q._r.b”

folgt via 43-20: be (-]b].

4: Aus 3“be (- |b]”

T

folgt via 41-58: b ist r_Maximum von (- | b].
VS gleich b ist r _Maximum von (- | b].

Aus VS gleich “b ist r_Maximum von (- | b]”
folgt via 38-4: 0#(-|0].
U
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43-23. Falls r eine reflexive Relation in z ist, dann gilt (- | -) = a:

43-23(Satz)
Es gelte:
—) r Relation in x.

—) 1 reflexiv in x.

Dann folgt “(- | -) =x”.

Beweis 43-23

1.1: Aus —) “r Relation in z”

folgt via 42-1: (-])yC=z
1.2: Aus —) “r reflexiv in 27
folgt via 43-3: x C(-]-).

2: Aus1.1“(-|-) C2” und
aus 1.2 C (- | -)”
folgt via GleichheitsAxiom: |)=m=.
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M transitiv: ji/i[ .
M _Intervalle.

untere Schranke. obere Schranke.
Infimum. Supremum.
Minimum. Maximum.

Ersterstellung: 08/03/07 Letzte Anderung: 05/05/11
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44-1. Falls M transitiv ist, dann gelten zu 30-38 &hnliche Aussagen fpr j{/i[ :

44-1(Satz)

Aus “M transitiv” und . ..
a) ...und “p_M_q” und “q_ ]{2 —w” folgt “p_M w”.
b) ...und “p_ ]{2 q"und “q_-M_w?” folgt “p_M _w?”.

c) ...und “p_ ]Q —q"und “q- ]Q —w” folgt “p-M w”.
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Beweis 44-1 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “...q_ ]{2 w?”
folgt via 41-3:

2: Aus VS gleich “ M transitiv. .
aus VS gleich “...p_-M_q...”

aus 1“qg-M_w”
folgt via 30-38:

b) VS gleich

ir

1: Aus VS gleich “...p_ M q...

folgt via 41-3:

2: Aus VS gleich “ M transitiv. .

aus 1“p_M _q” und
aus VS gleich “...q .M _w”
folgt via 30-38:

c) VS gleich

ir

1.1: Aus VS gleich “...p_- M q...

folgt via 41-3:

1.2: Aus VS gleich “...q_ﬁ w?”
folgt via 41-3:

2: Aus VS gleich “M transitiv. .

aus 1.1“p_M_q” und
aus 1.2“¢q_.M_w?”
folgt via 30-38:

MENGENLEHRE #44

(M transitiv) A (p-M _q) A (q- M _w).

2
. Y

und

(M transitiv) A (p- M -q) N (¢-M w).

7

p_M q.

2
. Y

p-M _w.

(M transitiv) A (p- M -q) N (q- M _w).

7

2
N Y
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44-2. Wie an Hand folgenden Beispiels belegt, kann 44-1 nicht ohne Weiteres
verschérft werden:

44-2.Bemerkung

e Die Aussage
“((M transitiv) A (p-M_q) A (q- M -w)) = (p- M -w)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
“((M transitiv) A (p- M -q) A (@-M-w)) = (p- M w)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

“((M transitiv) A (p- M q) A (g- M w)) = (p- M -w)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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44-3. Das nachfolgende Beispiel belegt unter anderem, dass auch wenn M tran-

sitiv ist, aus p_ ]{2 _q und q_ ]{2 _q nicht notwendiger Weise p_ Zw _q folgt:

44-3.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
—) q Menge.
=) pF#q.

—) M ={(p,p),(p,q),(a,p), (¢, 9)}-

Dann folgt:

a) M transitiv.
b) “p_M_q” und «“ q- M _p77 und “_'(p_ M _p)n )
C) ccp_ M _qn und «“ Q—M—p” und «“ _|(p_ M _p>77 )

d) up_ M _q77 und « q- M _pn und “_‘(p— M _p)n )

Ad “—(p- M _p)” : Dies gilt via 41-5 stets.
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44-4. An 44-3(BSP) fillt auf, dass - mit den Bezeichnungen von 44-1 - die

Aussage “—(p- ]{2 ~w)” wegen p = w gilt. Dies ist, wie der folgende, das Thema
bis auf Weiteres abrundende Satz, zeigt, kein Zufall:

44-4(Satz)

Aus “M transitiv’ und “p # w”und ...
a) ...und “p-M_q” und “q- ]w —w?” folgt “p_ j{/i[ “w”.
b) ...und “p_ ]{2 _q"und “q_M _w?” folgt “p_ ]{2 w”.

c) ...und “p_ ]{2 _q"und “q_ ]{2 —w” folgt “p_ ]{2 “w”.
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Beweis 44-4 a) VS gleich (M transitiv) A (p # w) A (p-M _q) A (q- M _w).
1: Aus VS gleich “ M transitiv... ",
aus VS gleich “...p_-M_q...” und
aus VS gleich “...q_ ]{2 w”
folgt via 44-1: p_M w.

2: Aus 1“p.M _w” und
aus VS gleich “...p#w...”

folgt via 41-3: D- ]{2 —w.
b) VS gleich (M transitiv) A (p # w) A (p- M -q) N (¢-M _w).

1: Aus VS gleich “ M transitiv... ",

aus VS gleich “...p_ ]{2 q...” und
aus VS gleich “...q .M _w”
folgt via 44-1: p-M_w.

2: Aus 1“p_.M_w” und
aus VS gleich “...p#w...”

folgt via 41-3: P- ]@ _w.
c) VS gleich (M transitiv) A (p # w) A (p- M -q) N (q- M _w).

1: Aus VS gleich “ M transitiv... ",

aus VS gleich “...p_ j{/i[ q...7 und

aus VS gleich “...q- j{/i[ w”

folgt via 44-1: p_M w.
2: Aus 1“p.M _w” und

aus VS gleich “...p#£w...”

folgt via 41-3: D- ]{2 —w.
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44-5. Falls M transitiv ist und eines der M _Intervalle von a bis b nicht leer ist,
dann gilt a_M _b:

44-5(Satz)
Es gelte:

—) M transitiv.

0 # [a]\fb].
oder
075]a]\|46[.
—) oder
M
0+# Ja | b].
oder
0# [a | b[.

Dann folgt “a_M_b”.
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Beweis 44-5

1.

1:

Nach “—)oder” gilt:

MENGENLEHRE #44

O0#[a | )VO£]a | bDV©O£]a | B)V O | bD.

Fallunterscheidung‘

2: Via 41-27 gilt:

M
3: Aus 1.1.2.Fall“0# Ja | b[” und

M M
aus 2“]a | B[ C [a | b]”

M
1.1.1.Fall 0+ [a | b].

M
0#]a | bL.

Ja | b[C[a] B].

2: Via 41-27 gilt:

M
3: Aus 1.1.3.Fall“0# Ja | b]” und
M M
aus 2“]a | b] C [a | b]”

M
folgt via 0-20: 0+# [a | b].
M
1.1.3.Fall 0#7a | b].

Ja | 81Ca | 1],

2: Via 41-27 gilt:

M
3: Aus1.1.4.Fall“0# [a¢ | b[” und
M M
aus 2“[a | B[ C [a | b]”

folgt via 0-20:

M
folgt via 0-20: 0# [a | b].
M
1.1.4.Fall 0% [a | b[.

(o | B[C [a| 8],

M
0 [a | b].

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fillen gilt:

M
At] 0% [a | B]”
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Beweis 44-5

M
1.2: Aus A1 gleich “0# [a | 0]”
folgt via 0-20:

M
2: Aus1.2“...Q¢€ [a | b]”
folgt via 41-25:

3: Aus —) “ M transitiv”
aus 2“a_M_Q...” und
aus 2“...Q_M_b”
folgt via 30-38:

245

M
30 :Q € [a | b].

(a_M_Q) A (Q_M D).

a_Mb.
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44-6. Wie durch nachfolgendes Beispiel belegt, kann 44-5 nicht ohne Weiteres
verschérft werden:

44-6.Bemerkung

e Die Aussage
M ir
“((M transitiv) A (0 # Ja | b)) = (a- M -b)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
e Die Aussage
M ir
“((M transitiv) A (0 # Ja | b])) = (a- M -b)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage

M ir
“((M transitiv) A (0 # [a | b)) = (a- M -b)"
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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44-7. Im folgenden Beispiel wird unter anderem dargelegt, dass es transitive M
M ir
und nicht leere M _Intervalle Ja | b[ gibt, ohne dass a- M _b gilt:

44-7.BEISPIEL

Es gelte:

—) a Menge.

—) ¢ Menge.

—) a#c.

—) M ={(a,a), (a,c),(c,a),(cc)}.
Dann folgt:

a) M transitiv.

) 0£7a | af = {c}.
& 0#7a | ] = {e.
& 0£[a | af ={c}

e) —(a- ji]/i[ _a).

Ad e): Via 41-5 gilt stets —(a- M _a).
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44-8. An 44-7(BSP) fillt auf, dass - mit den Bezeichnungen von 44-5 - die

Aussage “—(a_ ]{2 _b)” wegen a = b gilt. Dies ist, wie der folgende, das Thema
bis auf Weiteres abrundende Satz, zeigt, kein Zufall:

44-8(Satz)
Es gelte:

—) M transitiv.

—) a #b.
0# [a | b].
oder
M
0+#Ja | b[.
—) oder
0% ]a | b].
oder
M
0# [a | b[.

Dann folgt “a_ ]w b7,

Beweis 44-8

1: Aus —) “M transitiv”’ und

aus =02 [a | B)V(©0£Ta | bDV©O+Ta | b))V O£ [a | b))

folgt via 44-5: a_M b.
2: Aus 1“a_M_b” und

aus —) “a £ b”

folgt via 41-3: a- ji]/i[ -b.
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44-9. Falls M transitiv ist, dann ist jedes M _Infimum und jedes M _Supremum
M

einer nicht leeren TeilKlasse eines M _Intervalls von a bis bin [a | b]:

44-9(Satz)
Es gelte:

—) M transitiv.

c 1st M _Infimum von E.

—) oder

c st M _Supremum von E.

0#FE C [a]TIb].

oder

M
0£EC]a | b[.

—) oder

O#Egjaﬁjb].

oder

0#FE C [a]TIb[.

M
Dann folgt “c € [a | b]”.
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Beweis 44-9
M
1.1: Nach “—=)oder” gilt: 0#FEC[a ] b]
M
V. (0#EC]a | b[)
M
V. (0#EC]a | b])
M
V. (0#£EC[a] b))
Fallunterscheidung‘
0£ECal .
M
0Bl
M M
2: Via 41-27 gilt: Ja | b[C [a | b].

M
3: Aus1.1.2.Fall“...EC]Ja | b["und
M M
aus 2“]a | B[ C [a | b]”
M

folgt via 0-6: EC [a | b].

4: Aus1.1.2.Fall“0# E...” und
M
aus 3“FE C [a | b]”

M

folgt: 0#FEC [a | b].
M

1.1.3.Fall 0£ECTa | b].
M M

2: Via 41-27 gilt: Ja | 8] C [a | b].

M
3: Aus1.1.3.Fall“...EC]Ja | b]”und
M M
aus 2“]a | b] C[a | b]”
M
folgt via 0-6: EC [a | b].
4: Aus1.1.3.Fall“0# E...” und
M
aus 3“E C [a | b]”
M
folgt: 0#EC [a | b].
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Beweis 44-9

Fallunterscheidung

M

1.1.4.Fall 0£ECT[a| b[.
M M

2: Via 41-27 gilt: [a | B[S [a | b].

M
3: Aus1.1.4.Fall®...EC [a | b[” und
M M
aus 2“[a | B[ C [a | b]”
M
folgt via 0-6: ECa | b].

4: Aus1.1.4.Fall“0# E...” und
M
aus 3“FE C [a | b]”
M
folgt: 0#FEC [a | b].

M
Ende Fallunterscheidung|In allen Féllen gilt: A1 “O#EC[a | b]”
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Beweis 44-9

1.2: Nach “—)oder” gilt: ¢ ist M Infimum von F
V
¢ ist M _Supremum von FE.

Fallunterscheidung‘

1.2.1.Fall c ist M _Infimum von FE.

3.1: Aus1.2.1.Fall“cist M _Infimum von E” und
M
aus Al gleich “0# E C [a | b]”

M
folgt via 41-46: cefa ] ).
3.2: Aus Al gleich “0# E...”
folgt via 0-20: d10:Q e E.
M
4.1: Aus3.1“ce€fa | )7
folgt via 41-25: a-M _c.

4.2: Aus 3.2¢...Q€ E” und
M
aus Al gleich “...E C [a | b]”
M
folgt via 0-4: Qe la] b].

4.3: Aus 1.2.1.Fall“cist M Infimum von E” und
aus 3.2“...Q ¢ E”
folgt via 36-3: c-M €.

M
5: Aus4.2“Q € [a | b]”

folgt via 41-25: Q_M b.
6: Aus —) “M transitiv”,

aus 4.3“c_M_Q” und

aus 5“Q_M_b”

folgt via 30-38: c-Mb.

7: Aus4.1“a_M_¢” und
aus 6“c_M_b”

M
folgt via 41-25: c€ [a | b].
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Beweis 44-9

‘Fallunterscheidung‘

253

3.1: Aus 1.2.2.Fall“cist M_Supremum von E” und
M
aus Al gleich “0#£ E C [a | b]”
folgt via 41-47:
3.2: Aus Al gleich “0# FE...”
folgt via 0-20:
M
4.1: Aus 3.1%ce (- | b]”
folgt via 41-25:
4.2: Aus 3.2¢...Q€ E” und
M
aus A1 gleich “...EC [a | b]”
folgt via 0-4:

4.3: Aus1.2.2.Fall“cist M _Supremum von E” und
aus 3.2“...Q € E”
folgt via 36-4:

M

5: Aus4.2“Q € [a | b]7
folgt via 41-25:

6: Aus —)“M transitiv”,
aus 5“a-M_Q” und
aus 4.3“0_M_¢”
folgt via 30-38:

7: Aus 6“a_M_¢” und
aus 4.1%c_Mb”

folgt via 41-25:

1.2.2.Fall ¢ ist M _Supremum von F.

M
Qe la ] b].

cée h|jb:|.

IN: Qe k.

c_M_b.

Q_M _c.

a_M_Q.

a_M _c.

M
ce [a | b].

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

ce[aﬂfb].



254 MENGENLEHRE #44

44-10. Wie aus folgendem Beispiel ersichtlich kann 44-9 nicht ohne Weiteres
verschérft werden:

44-10.Bemerkung

e Die Aussage
M
“(M transitiv) A (inf ist M _Infimum von E) A (0 # E C Ja | b[)
M

= (inf € Ja | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M
“(M transitiv) A (inf ist M Infimum von E)A (0# E C Ja | b])
M
= (inf €Ja [ b])”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M
“(M transitiv) A (inf ist M Infimum von E) A (0 # E C [a | b[)

M
= (inf € [a | 0[)
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M
“(M transitiv) A (sup ist M_Supremum von E)A (0 # E C Ja | b[)
M

= (sup € Ja | b[)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M
“(M transitiv) A (sup ist M _Supremum von E)A (0 # E C Ja | b])
M

= (sup € Ja | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M
“(M transitiv) A (sup ist M_Supremum von E)A (0 # E C [a | b[)
M

= (sup € [a | b[)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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44-11. Im folgenden Beispiel wird unter anderem fest gestellt, dass es a, b, c, B
M

und transitive M gibt, so dass ¢ ein M _Infimum von F mit 0 # F C Ja | b[ mit
M
cé¢Ja | b[ ist:

44-11.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) ¢ Menge.
) a#b.
D ate
Dbt
) M = {(a,q), (a,b), (a,¢), (b,a), (b,b), (b, c), (¢, a), (¢, b), (¢, )}.
) E={c).
Dann folgt:
a) M transitiv.
b) “0£ECTa | b[ = {c}” und
O£ ECTa | b] = {b e} und
“0£EBC o] b[={ach

M M
c) “aist M_Infimum von E” und “a ¢ Ja | b["und “a ¢ Ja | b]”.
M M
d) “bist M_Infimum von E” und “b ¢ Ja | b["und “b ¢ [a | b[”.
M M
e) “bist M_Supremum von E”und “b ¢ Ja | b["und “b ¢ [a | b[”.

M M
£) “aist M_Supremum von E” und “a ¢ Ja | b["und “a ¢ Ja | b]”.
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44-12. Gemaf nachfolgendem Beispiel kann 44-9 mit den dort verwendeten No-
M

tationen auch im Fall £ = ]a | b[ etc. nicht ohne Weiteres verschérft werden:

44-12.Bemerkung

e Die Aussage
M M
“(M transitiv) A (0 # Ja | b[) A (inf ist M _Infimum von Ja | b[)
M
= (inf € Ja | b[)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
e Die Aussage
M M
“(M transitiv) A (0 # Ja | b]) A (inf ist M _Infimum von Ja | b])
M
= (inf € Ja | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
e Die Aussage
M M
“(M transitiv) A (0 # [a | b[) A (inf ist M _Infimum von [a | b[)
M
= (inf € [a | b[)”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
M M
“(M transitiv) A(0 # Ja | b[) A(sup ist M _Supremum von Ja | b[)
M
= (sup € Ja | b[)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
e Die Aussage
M M
“(M transitiv) A (0 # Ja | b])A(sup ist M _Supremum von Ja | b])
M
= (sup € Ja | b])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
e Die Aussage
M M
“(M transitiv) A (0 # [a | b[)A(sup ist M _Supremum von [a | b[)
M
= (sup € [a | 0[)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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44-13. Im folgenden Beispiel wird unter anderem fest gestellt, dass es a, b, c und

M

M

transitive M gibt, so dass ¢ ein M _Infimum von 0 # Ja | b[ mit ¢ ¢ Ja | b[ ist:

44-13.BEISPIEL

b)

c)
d)
e)
)

g)

h)

Es gelte:
—) a Menge.
—) b Menge.
—) ¢ Menge.
—) a#b.
) ate
) be
=) M = {(a,a),(a,b), (a,c), (b,a), (b,b), (b, ), (¢, a). (¢, ), (¢, c)}.

Dann folgt:

a) M transitiv.

“0 %]aﬂbb[: {c}” und
“0#Ja | b] ={b,c}” und

04 [a | b[={a.c}’

M M
“a ist M _Infimum von Ja | b[”und “a ¢ Ja | b[”.

M M
“bist M _Supremum von Ja | b["und “b ¢ Ja | b[”.

M M
“@ ist M _Infimum von Ja | b]” und “a ¢ Ja | b]”.

M M

“a ist M _Supremum von ]a | b]”und “a ¢ Ja | b]”.

M M
“bist M _Infimum von [a | b["und “b ¢ [a | b[”.

M M
“b ist M _Supremum von [a | b["und “b ¢ [a | O[".
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44-14. Falls M tr%lsitiv ist und falls Mo eine obere M _Schranke einer nicht leeren

M
TeilKlasse von [a | -) (oder von Ja | -)) ist, dann folgt o € [a | -):

44-14(Satz)
Es gelte:
—) M transitiv.

—) o obere M _Schranke von E.

M
0£EC[al )

—) oder

M
0£ECTa] ).

M
Dann folgt “o € [a | ).
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Beweis 44-14

M
1.1: Nach “—=)oder” gilt: 0#AEC[a] ")
V
M
0£ECa ] ).
Fallunterscheidung‘
M
0£EC[a] ),
M
0#£EC]a | ).
M M
2: Via 41-27 gilt: Ja | yC[la | ).

M
3: Aus1.1.2.Fall“...ECJa | -)” und
M M
aus 2“]a | Y C[a | )7

folgt via 0-6: ECTla | ).
4: Aus1.1.2.Fall“0# E...” und
M
aus 3“EC [a | )7
M
folgt: 0£A£EC [a] ).

M
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: A1l “0# E C [a | -)”
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Beweis 44-14

1.2:

2.1:

2.2:

Aus Al gleich “0# FE...”
folgt via 0-20:

Aus —) “o0 obere M _Schranke von F” und

aus 1.2“...Q € E”
folgt via 35-1(Def):

Aus 1.2¢...Q2€ E” und

M
aus Al gleich “...EC [a | -)”
folgt via 0-4:

M

cAus 2.2“Q € [a | )7

folgt via 41-25:

: Aus —) “ M transitiv”

aus 3“a_M_Q7 und
aus 2.1“0O_M o7
folgt via 30-38:

: Aus 5%“a_M_o0”

folgt via 41-25:

MENGENLEHRE #44

12:Qc k.

Q_M _o.

Qe [a]\|4-).

a_M ).

a_M _o.

o€ [a | ).
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44-15. Unter Bezug auf das folgende Beispiel ist fest zu stellen, dass 44-14 nicht
ohne Weiteres verschérft werden kann:

44-15.Bemerkung

Die Aussage

M
“(M transitiv) A (o obere M _Schranke von E)A (0 # E C Ja | -))
M

=(o€]a | )
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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44-16. Es folgt ein Beispiel, in dem eine transitive Klasse M angegeben wird,
M

so dass o = a eine obere M _Schranke von £ mit 0 # E C Ja | -) ist, aber
M
o¢la | -) gilt:

44-16.BEISPIEL

Es gelte:
—) a Menge.
—) ¢ Menge.
—) a#c.
—) M ={(a,a),(a,c),(c,c),(c,a)}.
—) E ={c}.

Dann folgt:

a) M transitiv.
M
b) Ja | ) ={c}.

M
) 0£AECTa | ).

d) a obere M _Schranke von E.

& ag¢lal ).

M
Ad a # c¢: Diese Voraussetzung garantiert Ja | ) = {c}.
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44-17. Gemif nachfolgendem Beispiel kann 44-14 mit den dort verwendeten
M

Notationen auch im Fall £ = Ja | -) nicht ohne Weiteres verschérft werden:

44-17.Bemerkung

Die Aussage
M

M
“(M transitiv) A (0 # Ja | -)) A (o0 obere M _Schranke von Ja | -))
M

= (o€]a | )
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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44-18. Es folgt ein Beispiel, in dem eine transitive Klasse M angegeben wird, so
M

dass 0 = a eine obere M _Schranke des nicht leeren Intervalls ]a | -) ist, aber

0¢ ]a Af ) gilt:

44-18.BEISPIEL

Es gelte:

—) a Menge.

—) ¢ Menge.

—) a # c.

—) M ={(a,a),(a,c),(c,c),(c,a)}.
Dann folgt:

a) M transitiv.

b 047a | )= {ch

M
c) a obere M _Schranke von Ja | -).

O ag¢lal )

M
Ad a # c¢: Diese Voraussetzung garantiert 0 # Ja | -) = {c}.
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M
44-19. Wird 44-14 mit den dort eingesetzten Notationen auf E = [a | -)

angewendet, dann ist das folgende, verschérfte Resultat verfiigbar:

44-19(Satz)
Es gelte:
—) M transitiv.

D 0£[a] ).

M
—) 0 obere M_Schranke von [a | -).

M
Dann folgt “o Maximum von [a | -)”.

Beweis 44-19

M
1: Aus 0 “0# [a | )7
M M
folgt via 0-20: 0#[a] )yZla] ).
2: Aus —) “ M transitiv” ,

M
aus —) “o obere M _Schranke von [a | -)” und

aus 1904 [a | Y S [a| )’

folgt via 44-14: o€ [a]| ).
M
3: Aus —) “o0 obere M _Schranke von [a | -)” und
M
aus 2“0 € [a | )"
M
folgt via 38-1(Def): o0 ist M _Maximum von [a | -).

O
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44-20. Unter Bezugnahme auf das folgende Beispiel kann fest gestellt werden,
M

dass es transitive M und nicht leere Intervalle Ja | -) mit oberer M _Schranke o
M
gibt, so dass o kein M _Maximum von Ja | -) ist:

44-20.Bemerkung

Die Aussage
M

M
“(M transitiv) A (0 # Ja | -)) A (0 obere M _Schranke von Ja | -))
M

= (0 ist M _Maximum von Ja | -))”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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44-21. Es folgt ein Beispiel, in dem eine transitive Klasse M angegeben wird, so
M M
dass 0 = a eine obere M _Schranke von Ja | -) mit 0 # Ja | -) ist, aber o kein
M
M Maximum von |a | -) ist:

44-21.BEISPIEL

Es gelte:

—) a Menge.

—) ¢ Menge.

—) a # c.

—) M ={(a,a),(a,c),(c,c),(c,a)}.
Dann folgt:

a) M transitiv.

b 047a | )= {ch

M
c) a obere M _Schranke von Ja | -).

M
d) a kein M_Maximum von Ja | -).

M
Ad a # c: Diese Voraussetzung garantiert Ja | <) = {c} und a ¢ {c}, so dass a
M

via 38-1(Def) nicht als M _Maximum von Ja | -) = {c} in Frage kommt.
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44-22. Falls M tr%nsitiv ist und faH?w u eine untere M _Schranke ]e\?}ner nicht leeren
TeilKlasse von (- | b] (oder von (- | b[) ist, dann folgt u € (- | b]:

44-22(Satz)
Es gelte:
—) M transitiv.

—) u untere M _Schranke von E.

0£EC (1]

—) oder

M

0£EC( | b[.

M
Dann folgt “uw e (- | b]”.
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Beweis 44-22

M
1.1: Nach “—=)oder” gilt: 0#EC( | b]
V
M
0£EC( | b
Fallunterscheidung‘
M
0#£EC( | b].
M
1.1.2.Fall 0£AEC( | b[.
M M
2: Via 41-27 gilt: (-] b[C( | b].
M
3: Aus1.1.2.Fall“...EC{ | b[” und
M M
aus 2°(- | B[ C (- [ 0]7
M
folgt via 0-6: EC{( | b].

4: Aus1.1.2.Fall“0# E...” und
M
aus 3“FE C (- | b]”

M
folgt: 0£EC( | b].

M
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: |A1| “0# E C (- | b]”
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Beweis 44-22

1.2:

2.1:

2.2:

Aus Al gleich “0# FE...”
folgt via 0-20:

Aus —) “u untere M _Schranke von E” und

aus 1.2“...Q € E”
folgt via 35-1(Def):

Aus 1.2%...Q€ E” und
M

aus Al gleich “...EC (- | b]”
folgt via 0-4:

M

: Aus 2.2“Q e (- | b]”

folgt via 41-25:

: Aus —) “ M transitiv”

aus 2.1“u_M_Q7 und
aus 3“Q_M_b”
folgt via 30-38:

: Aus 5%u_M_b”

folgt via 41-25:

MENGENLEHRE #44

12:Qc k.

u_M ).

Qe (| b].

Q_Mb.

u_M _b.

ue (- | b].
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44-23. Unter Bezug auf das folgende Beispiel ist fest zu stellen, dass 44-22 nicht
ohne Weiteres verschérft werden kann:

44-23.Bemerkung

Die Aussage
“(M transitiv) A (u untere M _Schranke von E) A (0 # E C (- | b[)
M
= (ue (- | b))

M
|

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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44-24. Es folgt ein Beispiel, in dem eine transitive Klasse M angegeben wird,
M

so dass u = b eine untere M _Schranke von E mit 0 # E C (- | b[ ist, aber
M
ué (- | b[ gilt:

44-24. BEISPIEL

Fs gelte:
) b Menge.
) ¢ Menge.
—) b#c.
—) M = {(b,b), (b,c),(c,c),(c,b)}.
—) E ={c}.

Dann folgt:

a) M transitiv.
M
b) (- | b[ ={c}.

M
c) 0AEC( | b[.

d) b untere M _Schranke von FE.

&) b (| b[.

M
Ad b # c: Diese Voraussetzung garantiert (- | b[ = {c}.
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44-25. Gemif nachfolgendem Beispiel kann 44-22 mit den dort verwendeten
M

Notationen auch im Fall E'= (- | b[ nicht ohne Weiteres verschérft werden:

44-25.Bemerkung

Die Aussage

M M
“(M transitiv) A (0 # (- | b[) A (u untere M _Schranke von (- | b[)

M
= (ue (|

o)

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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44-26. Es folgt ein Beispiel, in dem eine transitive Klasse M angegeben wird, so

M
dass u = b eine untere M _Schranke des nicht leeren Intervalls (- | b[ ist, aber

wé (o[ gilt

44-26.BEISPIEL

Es gelte:

—) b Menge.

—) ¢ Menge.

—) b#c.

—) M = {(b,b), (b,c),(c,c),(c,b)}.
Dann folgt:

a) M transitiv.
M
b) 0# (- | b[ ={c}.
M
c) b untere M _Schranke von (- | b[.

d) b¢<~]\|4b[.

M
Ad b # ¢: Diese Voraussetzung garantiert 0 # (- | b[ = {c}.
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M
44-27. Wird 44-22 mit den dort eingesetzten Notationen auf E = (- | 0]

angewendet, dann ist das folgende, verschérfte Resultat verfiigbar:

44-27(Satz)
Es gelte:

—) M transitiv.
M
) 0£( | 8.

M
—) u untere M _Schranke von (- | b].

M
Dann folgt “u Minimum von (- | b]”.

Beweis 44-27

M

1: Aus =) “0# (- | b]”
M M
folgt via 0-20: 0# (| b] C( | 0]
2: Aus —) “ M transitiv”

M
aus —) “u untere M _Schranke von (- | b]” und

aus 190 (- | 6] (-] 8]

M
folgt via 44-22: uwe (- | b].
M
3: Aus —) “u untere M _Schranke von (- | b]” und
M
aus 2“u € (- | b]”
M
folgt via 38-1(Def): w ist M _Minimum von (- | b].

O
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44-28. Unter Bezugnahme auf das folgende Beispiel kann fest gestellt werden,
M

dass es transitive M und nicht leere Intervalle (- | b[ mit unterer M _Schranke u
M
gibt, so dass u kein M_Minimum von (- | b[ ist:

44-28.Bemerkung

Die Aussage

M M
“(M transitiv) A (0 # (- | b[) A (u untere M _Schranke von (- | b[)
M
| o[)”

= (u ist M _Minimum von (-
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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44-29. Es folgt ein Beispiel, in dem eine transitive Klasse M angegeben wird, so
M

M
dass u = b eine untere M _Schranke von (- | b[ mit 0 # (- | b[ ist, aber u kein

M
M _Minimum von (- | b[ ist:

44-29.BEISPIEL

Es gelte:

—) b Menge.

—) ¢ Menge.

—) b#c.

—) M = {(b,b), (b,c),(c,c),(c,b)}.
Dann folgt:

a) M transitiv.
M
b) 0# (- | b[={c}

M
c) buntere M _Schranke von (- | b[.

M
d) b kein M _Minimum von (- | b[.

M

Ad b # ¢ Diese Voraussetzung garantiert (- | b[ = {c} und b ¢ {c}, so dass b
M

via 38-1(Def) nicht als M _Minimum von (- | b[ = {c} in Frage kommt.
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M _Kette: Minimum. Maximum.
minimales Element. maximales Element.

Ersterstellung: 25/04/07 Letzte Anderung: 05/05/11



#45 MENGENLEHRE 279

45-1. Wenn in einer M _Kette K ein Element p € K von keinem anderen Element
von K “beziiglich M echt untertroffen” , dann ist p ein M _Minimum:

45-1(Satz)
Es gelte:
—) K st M _Kette.
—) pe K.
—) Va:(a€e K)= (—(a- M p)).

Dann folgt “p ist M _Minimum von K 7.
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Beweis 45-1

1.1: Aus —) “K ist M Kette”
folgt via 30-69: K C dom M.

2: Aus =) “pe K7 und
aus 1.1“K CdomM”

folgt via 0-4: Al “pedomM?”
feK.

2: Aus Themal.2“( € K7 und
aus —) “Va: (e € K) = (—(a- M )7
folgt: (6 M p).

3: Aus —) “K ist M _Kette”,
aus Themal.2“3 € K7,
aus —) “p € K”7 und

aus 244_\(5_ j} _p) )
folgt via 41-8: p-M_p3.

Ergo Themal.2: A2| “VB: (e K) = (p-M_B)”

1.3: Aus A1 gleich “p € dom M ” und
aus A2 gleich “Vf3: (8 € K) = (p-M_3)"
folgt via 35-1(Def): p untere M _Schranke von K.

2: Aus 1.3“p untere M _Schranke von K7 und
aus —) “pe K7

folgt via 38-1(Def): p ist M _Minimum von K.

O
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45-2. Wenn in einer M _Kette K ein Element p € K von keinem anderen Element
von K “beziiglich M echt {ibertroffen” , dann ist p ein M _Maximum:

45-2(Satz)
Es gelte:
—) K st M _Kette.
—) pe K.
—) Va:(ae K) = (—(p- M ).

Dann folgt “p ist M _Mazximum von K.
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Beweis 45-2

1.1: Aus —) “K ist M Kette”
folgt via 30-69: K Cran M.

2: Aus =) “pe K7 und
aus 1.1“K CranM”

folgt via 0-4: Al “peranM”
Themal.?2 geK.

2: Aus Themal.2“( € K7 und
aus —) “Va: (a € K) = (=(p- M _a))”
folgt: =(p- M _B).

3: Aus —) “K ist M _Kette”,
aus Themal.2“3 € K7,
aus —) “p € K”7 und
aus 2:4_\<p_ M —ﬁ) 9
folgt via 41-8: B_M p.

Ergo Themal.2: A2| “VB: (e K)= (B-M_p)”

1.3: Aus A1 gleich “p € ran M” und
aus A2 gleich “Vfg: (e K) = (B-M_p)”
folgt via 35-1(Def): p obere M _Schranke von K.

2: Aus 1.3“p obere M _Schranke von K7 und
aus —) “pe K7

folgt via 38-1(Def): p ist M _Maximum von K.

O
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45-3. Im folgenden Satz wird fest gestellt, dass in M _Ketten M _minimale Ele-
mente und M _Minima iibereinstimmen. Die Beweis-Reihenfolge ist ii) - i) -

ii):

45-3(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..
—) K ist M_Kette.

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) p ist M_minimales Element von K.

ii) p ist M _Minimum von K.

Beweis 45-3 VS gleich p ist M _Minimum von K..

Aus VS gleich “p ist M _Minimum von K’
folgt via 40-1: p ist M _minimales Element von K.
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Beweis 45-3 VS gleich p ist M _minimales Element von K..
1.1: Aus VS gleich “p ist M _minimales Element von K ”
folgt via 39-1(Def): Al| “pe K7
o€ K.

2: Aus —) “ K ist M _Kette”,
aus Themal.2“a € K7 und
aus Al gleich “p e K7

folgt via 30-68(Def): aM_p
V
p-M .
Fallunterscheidung‘
a-Mp.

Aus VS gleich “p ist M _minimales Element von K7 ,
aus Themal.2“ax € K7 und
aus 2.1.Fall“a_M_p”’

folgt via 39-1(Def): p-M _av.
3.2.Fall p-M _a.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: p_M _a.

Ergo Themal.2: A2| “Va: (ae€e K)= (p-M_a)”

1.3: Aus Al gleich “p € K” und
aus A2 gleich “Va : (o € K) = (p-M_a)”
folgt via 38-6: p ist M _Minimum von K.

O
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45-4. Im folgenden Satz wird fest gestellt, dass in M _Ketten M maximale Ele-
mente und M _Maxima {ibereinstimmen. Die Beweis-Reihenfolge ist ii) - i) -

ii):

45-4(Satz)

Unter der Voraussetzung . ..
—) K ist M_Kette.

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) p ist M_mazimales Element von K.

ii) p ist M_Maximum von K.

Beweis 45-4 VS gleich p ist M _Maximum von K.

Aus VS gleich “p ist M _Maximum von K’
folgt via 40-1: p ist M _maximales Element von K.
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Beweis 45-4 VS gleich p ist M _maximales Element von K.

1.1: Aus VS gleich “p ist M _maximales Element von K”

folgt via 39-1(Def): Al| “pe K7

a€K.

2: Aus —) “ K ist M _Kette”,
aus Al gleich “p € K7 und
aus Themal.2“a € K7

folgt via 30-68(Def): p-M _«o
V
a_M p.
Fallunterscheidung‘
p-M.a.

Aus —) “p ist M_maximales Element von K ” |
aus Themal.2“c € K7 und
aus 2.1.Fall“p M _o”

folgt via 39-1(Def): a-M p.
3.2.Fall a_M_p.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: a_M _p.

Ergo Themal.?2: A2| “Va: (a € K)= (a_M_p)”

1.3: Aus Al gleich “p € K” und
aus A2 gleich “Va : (o € K) = (a-M_p)”
folgt via 38-T7: p ist M _Maximum von K.

O
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M antiSymmetrisch: ji/i[ .
keine untere Schranke.

keine obere Schranke.

Infimum. Supremum.

minimales Element. maximales Element.

M Kette.

M transitiv und antiSymmetrisch: vermehrend. verringernd.
Infimum. Supremum.

ir

M.

M _Intervalle.

Ersterstellung: 20/02/06 Letzte Anderung: 25/05/11
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46-1. Nun werden einige Konsequenzen fiir ji]/i[ gezogen, wenn M antiSymmetrisch
ist. Die Beweis-Reihenfolge ist a - ¢) - b):

46-1(Satz)

Aus “M antiSymmetrisch” und . . .
a) ...und “p_ M _q” folgt “—=(q- M —p)”.
b) ...und “p_-M_q” folgt “~(q- M -p)”.

c) ...und “p_ ]{2 _q” folgt “—(q-M _p)”.
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2.c): Aus Al

ir
Beweis 46-1 ac) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (p- M _q).
1: Es gilt: (g-M p) V (—(q-M _p)).
Fallunterscheidung‘
oM.
2: Aus VS gleich “...p_ ﬁ q”
folgt via 41-3: p_M _q.
3.1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ” |
aus 2“p_M_q” und
aus 1.1.Fall“q.M_p”
folgt via 30-47: p=q
3.2: Aus VS gleich “p_ ﬁ q”
folgt via 41-3: p#q.
4: Esgilt 3.1“p=¢q”.
Es gilt 3.2“p £ q7.
Ex falso quodlibet folgt: —(q-M _p)
~(g-Mp)
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: Al| “=(¢-M_p)”
2.a): Aus Al gleich “—(¢-M_p)”
ir
folgt via 41-5: =(q- M _p).
folgt: —(q-M _p)
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Beweis 46-1 b) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (p-M _q).
1: Es gilt: (¢- M p) V (=(g- M p)).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall a. M .
2: Aus 1.1.Fall“q. ]{2 p”
folgt via 41-3: q_M _p.

3.1: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch ... ”
aus VS gleich “...p_M_¢” und
aus 2“q-M_p”
folgt via 30-47: p=q.

3.2: Aus 1.1.Fall“q_]12 p”
folgt via 41-3: q# p.

4: Esgilt 3.1“p=¢q”.
Es gilt 3.2“g #p”.

Ex falso quodlibet folgt: =(q- M p).
1.2.Fall ~(q- M -p).
ir
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: =(q- M _p).
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46-2. Falls M antiSymmetrisch ist, dann hat = hochstens ein M _Infimum und
wenn ¢n f ein M _Infimum von x ist, dann gibt es keine untere M _Schranke p von

x mit inf_ ]@ _p und ausserdem gilt fiir alle & € = die Aussage —(a- ]w _inf).
Die Beweis-Reihenfolge ist a) - ¢) - b):

46-2(Satz)

Aus “M antiSymmetrisch”
und “inf ist M _Infimum von x”
und . ..

a) ...und “j ist M _Infimum von x” folgt “inf =77.
b) ...und “inf_ Zw p” folgt “p keine untere M _Schranke von x” .

c) ...und “a € z” folgt “—(a- M _inf)”.

Beweis 46-2 a) VS gleich (M antiSymmetrisch)
A(inf ist M _Infimum von z) A (j ist M _Infimum von z).
1: Aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von z...” und
aus VS gleich “...j ist M _Infimum von z”
folgt via 36-6: (inf_M_j) N\ (j-M _inf).
2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ” |
aus 1“inf_M_j...” und
aus 1“...7_M_nf”
folgt via 30-47: inf =7j.
c) VS gleich (M antiSymmetrisch) A (inf ist M _Infimum von x) A (« € ).
1: Aus VS gleich “...inf ist M _Infimum von z...” und
aus VS gleich “...a € x”
folgt via 36-3: inf_M _o.

2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch... ” und
aus 1“inf_M_a”

folgt via 46-1: —(a- M _inf).
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Beweis 46-2 b) VS gleich
(M antiSymmetrisch) A (inf ist M_Infimum von z) A (inf-_ M _p).
1.1: Es gilt: p untere M _Schranke von x

V
—(p untere M _Schranke von z).

Fallunterscheidung‘

1.1.1.Fall p untere M _Schranke von .

2.1: Aus VS gleich “...inf ist M Infimum von z...”
und aus 1.1.1.Fall“p untere M _Schranke von z”

folgt via 36-1(Def): p-M_inf.
2.2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und

aus VS gleich “...inf_ ]& p”

folgt via 46-1: —(p-M_inf).

3: Esgilt 2.1“p_M_inf”.
Es gilt 2.2%=(p-M-inf)” .
Ex falso quodlibet folgt: —(p untere M _Schranke von x).

1.1.2.Fall —(p untere M _Schranke von ).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Al’ “=(p untere M _Schranke von z)”

1.2: Aus A1 gleich “—(p untere M _Schranke von z)”
folgt via 35-1(Def): p keine untere M _Schranke von z.

O
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3. Falls M antiSymmetrisch ist, dann hat = hochstens ein M _Supremum und

wenn sup ein M _Supremum von z ist, dann gibt es keine obere M _Schranke p von

r mit p_ ]w _sup und ausserdem gilt fiir alle a € x die Aussage —(sup- ]@ ).
Die Beweis-Reihenfolge ist a) - ¢) - b):

46-3(Satz)

Aus “M antiSymmetrisch”
und “sup ist M_Supremum von x”
und . ..

a) ...und “s ist M _Supremum von x” folgt “sup = s”.
b) ...und “p_ ]{2 _sup” folgt “p keine obere M _Schranke von x”.

c) ...und “a € z” folgt “—(sup- M ).

Beweis 46-3 a) VS gleich

(M antiSymmetrisch)
A(sup ist M _Supremum von z) A (s ist M _Supremum von x).

1: Aus VS gleich “...sup ist M_Supremum von x...” und
aus VS gleich “...s ist M _Supremum von z”
folgt via 36-6: (sup-M_s) N (s-M _sup).

2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ” |

c) VS gleich

1

2:

2

aus 1“sup_M_s...” und
aus 1“...s_M _sup”

folgt via 30-47: sup = s.

(M antiSymmetrisch) A (sup ist M _Supremum von z) A (« € z).

: Aus VS gleich “...sup ist M _Supremum von x...” und
aus VS gleich “...a € x”
folgt via 36-4: a_M _sup.
Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ” und

aus 1“a_M _sup”

folgt via 46-1: —(sup- M ).
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Beweis 46-3 b) VS gleich
(M antiSymmetrisch) A (sup ist M_Supremum von z) A (p- M _sup).
1.1: Es gilt: p obere M _Schranke von x

V
—(p obere M _Schranke von z).

Fallunterscheidung‘

1.1.1.Fall p obere M _Schranke von zx.

)

2.1: Aus VS gleich “...sup ist M _Supremum von z...’
und aus 1.1.1.Fall“p obere M _Schranke von z”
folgt via 36-1(Def): sup-M _p.

2.2: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und
aus VS gleich “...p_ ]& _sup”
folgt via 46-1: —(sup_-M _p).
3: Esgilt 2.1%sup-M_p” .
Es gilt 2.2“ = (sup-M _p)” .
Ex falso quodlibet folgt: —(p obere M _Schranke von ).

1.1.2.Fall —(p obere M _Schranke von ).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Al’ “=(p obere M _Schranke von x)”

1.2: Aus A1 gleich “—=(p obere M _Schranke von z)”
folgt via 35-1(Def): p keine obere M _Schranke von z.

O
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46-4. Falls M antiSymmetrisch ist und falls pin ein M _minimales Element von
x ist, dann ist jedes Element von z, das “von puin beziiglich M {iibertroffen
wird” gleich pin:

46-4(Satz)
Es gelte:
—) M antiSymmetrisch.
—) pin st M_minimales Element von x.
—) pE .
—) p-M _pin.

Dann folgt “p = pin”.

Beweis 46-4

1: Aus —) “puin ist M _minimales Element von x” |
aus —) “p € x” und
aus —) “p_-M _uin”
folgt via 39-1(Def): pin_M _p.

2: Aus —) “M antiSymmetrisch” |
aus —) “p_M _pin” und
aus 1“uin_M _p”
folgt via 30-47: D = pin.
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46-5. Falls M antiSymmetrisch ist und falls paz ein M _maximales Element von
x ist, dann ist jedes Element von z, das “ pax beziiglich M iibertrifft” gleich pax:

46-5(Satz)
Es gelte:
—) M antiSymmetrisch.
—) pax st M_mazximales Element von x.
—) pE .
—) pax_M_p.

Dann folgt “p = pax”.

Beweis 46-5

1: Aus —) “pax ist M _maximales Element von z” |
aus —) “p € x” und
aus —) “paxr_M_p”
folgt via 39-1(Def): p-M _pazx.

2: Aus —) “M antiSymmetrisch” |
aus 1“p-M _paz” und
aus —) “paxr_M _p”
folgt via 30-47: p = pax.
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46-6. Falls K eine M _Kette mit antiSymmetrischer M ist, dann hat K hdochstens
ein M _minimales Element:

46-6(Satz)
Es gelte:
—) M antiSymmetrisch.
—) K ist M_Kette.
—) pin st M_minimales Element von K.
—) o ist M_mainimales Element von K.

Dann folgt “pin = pu”.

Beweis 46-6

1.1: Aus —) “ K ist M _Kette” und
aus —) “pin ist M _minimales Element von K7
folgt via 45-3: pan ist M _Minimum von K.

1.2: Aus —) “ K ist M _Kette” und
aus —) “ p ist M _minimales Element von K7
folgt via 45-3: pist M _Minimum von K.

2.1: Aus 1.1%n ist M _Minimum von K7
folgt via 38-6: win ist M _Infimum von K.

2.2: Aus 1.2%p ist M _Minimum von K7
folgt via 38-6: p ist M _Infimum von K.

3: Aus 1“M antiSymmetrisch” |
aus 2.1“pin ist M _Infimum von K7 und
aus 2.2“p ist M _Infimum von K7
folgt via 46-2: Hin = [i.
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46-7. Falls K eine M _Kette mit antiSymmetrischer M ist, dann hat K hdochstens
ein M _maximales Element:

46-7(Satz)
Es gelte:
—) M antiSymmetrisch.
—) K ist M_Kette.
—) pax st M_mazximales Element von K.
—) p ist M_mazximales Element von K.

Dann folgt “pax = p”.

Beweis 46-7

1.1: Aus —) “ K ist M _Kette” und
aus —) “ pin ist M _maximales Element von K7
folgt via 45-4: pax ist M_Maximum von K.

1.2: Aus —) “ K ist M _Kette” und
aus —) “p ist M _maximales Element von K”
folgt via 45-4: w ist M _Maximum von K.

2.1: Aus 1.1%pax ist M_Maximum von K7
folgt via 38-T7: paz ist M _Supremum von K.

2.2: Aus 1.2%p ist M _Maximum von K”
folgt via 38-T7: (@ ist M _Supremum von K.

3: Aus 1“M antiSymmetrisch” |
aus 2.1“pax ist M_Supremum von K7 und
aus 2.2“p ist M _Supremum von K7
folgt via 46-3: Hin = [i.
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46-8. Falls M antiSymmetrisch ist und falls eine Klasse x sowohlein M _Minimum
als auch ein M _minimales Element hat, dann sind diese beiden Elemente von z
gleich:

46-8(Satz)
Es gelte:
—) M antiSymmetrisch.
—) man ist M _Minimum von x.
—) pn st M_minimales Element von x.

Dann folgt “min = pin”.

Beweis 46-8

1: Aus —) “min ist M _Minimum von z” und
aus —) “pen ist M _minimales Element von z”

folgt via 40-4: (min_M _pin) A (pin-M _-min).
2: Aus —) “M antiSymmetrisch” |

aus 1“min_M _pan...” und

aus 1“... pin_-M_min”

folgt via 30-47: min = pin.

O
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46-9. Falls M antiSymmetrisch ist und falls eine Klasse z sowohlein M _Maximum
als auch ein M _maximales Element hat, dann sind diese beiden Elemente von z
gleich:

46-9(Satz)
Es gelte:
—) M antiSymmetrisch.
—) max ist M_Maximum von x.
—) pax ist M_mazimales Element von x.

Dann folgt “max = pax”.

Beweis 46-9

1: Aus —) “max ist M _Maximum von x” und
aus —) “paz ist M _maximales Element von x”

folgt via 40-5: (max_M _pax) A (pax_M_maz).
2: Aus —) “M antiSymmetrisch” |

aus 1“maxr_M _pax...” und

aus 1“... pax_M _mazx”

folgt via 30-47: max = pax.

O
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46-10. Falls M antiSymmetrisch ist und falls fiir ein p € z die Aussage p- j{/i[ q
gilt, dann ist ¢ kein M _minimales Element von xz. Ahnliches gilt fiir Klassen, die
keine M _maximalen Elemente von z sind:

46-10(Satz)

Aus “M antiSymmetrisch” und . . .

a) ...und “p € x”und “p- ]w q”
folgt “q kein M _minimales Element von x” .

b) ...und “p e x’und “q- ]w p”
folgt “q kein M _mazimales Element von x” .
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A(p € ) A (p- M -q).

302
Beweis 46-10 a) VS gleich (M antiSymmetrisch)
1: Es gilt: q ist M _minimales Element von x

V(—(q ist M _minimales Element von z)).

Fallunterscheidung‘

ir

2: Aus VS gleich “...p- M q”

1.1.Fall q ist M _minimales Element von x.

folgt via 41-3: p_M _q.
3: Aus 1.1.Fall“q ist M _minimales Element von x” |

aus VS gleich “...p€x...” und

aus 2“p_-M_q”

folgt via 39-1(Def): q-M _p.
4: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch. .. ” und

aus VS gleich “...p_ ﬁ q”

folgt via 46-1: —(¢-M _p).
5: Esgilt 4“—~(¢-M p)” .

Es gilt 3“q_M_p” .

Ex falso quodlibet folgt: q kein M _minimales Element von z.

1.2.Fall —(g ist M _minimales

Aus 1.2.Fall“—(q ist M _minimales Element von x)”

folgt via 39-1(Def): q kein M _minimales Element von .

Element von z).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

q kein M _minimales Element von z.
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Beweis 46-10 b) VS gleich

1:

Es gilt:

303

(M antiSymmetrisch) A (p € x) A (¢- M p).

q ist M _maximales Element von x
V(—(q ist M _maximales Element von x)).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall q ist M _maximales Element von x.

2:

Aus VS gleich “...q- Jw p”

folgt via 41-3: q_M _p.
: Aus 1.1.Fall“q ist M _maximales Element von x” |

aus VS gleich “...p€x...” und

aus 2“q-M_p”

folgt via 39-1(Def): p-M q.

: Aus VS gleich “ M antiSymmetrisch...” und

1
aus VS gleich “...q- M p”

folgt via 46-1: —(p-M _q).
: Esgilt 4“—(p-M_q)” .

Es gilt 3“p_-M _q” .

Ex falso quodlibet folgt: q kein M _maximales Element von x.

1.2.Fall —(gq ist M _maximales Element von z).

Aus 1.2.Fall“—(q ist M _maximales Element von x)”

folgt via 39-1(Def): q kein M _maximales Element von .

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

q kein M _maximales Element von z.

O
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46-11. Das folgende, auf transitive und antiSymmetrische Klassen M zutreffende
Resultat fiir M _vermehrende Klassen ist ein Hilfsresultat fiir Spéteres:

46-11(Satz)
Es gelte:
—) M transitiv.
—) M antiSymmetrisch.
—) w ist M _vermehrend auf E.
—) 0#£y CFE.

—) sup ist M_Supremum von y.

—) p Zw _sup.
Dann gibt es Q. ¥, so dass gilt:
e.1) Qey.
e.2) (V)€ w.

e. 3) ﬁ(‘I/_M_p).
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Beweis 46-11

1:
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Es gilt: Vo, 3: ((a € y) A (e, B) € w)) = (B-M p)
V
AU (Qey) A(QT) €w)A (=(V_M_p)).
Fallunterscheidung‘
Vo, 5+ (o € 3) A ((a, B) € w)) = (B-M p).
3: Aus —)“M transitiv”,

aus —) “w ist M _vermehrend auf £ ,

aus =) “0#y C E” und

aus 1.1.Fall“Va, 5 : ((a € y) A (e, B) € w)) = (B-M p)”

folgt via 37-18: p obere M _Schranke von y.

Aus —) “sup ist M _Supremum von v” und
aus 3“p obere M _Schranke von v”
folgt via 36-1(Def): sup-M _p.

: Aus 1“... M antiSymmetrisch” und

aus 4“sup-M p”
ir

folgt via 46-1: —(p- M —_sup).

: Es gilt 5“—(p- M _sup)” .

Es gilt —) “p_ ]12 _sup” .
Ex falso quodlibet folgt:
AT (Qey) A(Q,T) € w) A (—(P_M_p)).

30,0 (€ y) A (2 0) € w) A (=(T-M p)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

QU (Qey) A(QT) €w)A (=(V_M_p)).

O
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46-12. Das folgende, auf transitive und antiSymmetrische Klassen M zutreffende
Resultat fiir M _verringernde Klassen ist ein Hilfsresultat fiir Spéteres:

46-12(Satz)
Es gelte:
—) M transitiv.
—) M antiSymmetrisch.
—) w ist M _verringernd auf E.
—) 0#£y CFE.

—) inf ist M_Infemum von y.

—) inf_]w p.
Dann gibt es Q. ¥, so dass gilt:
e.1) Qey.
e.2) (V)€ w.

e.3) —(p_M_D).
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Beweis 46-12

1: Es gilt: Va,5: ((a€y) A ((a, ) € w)) = (p-M_3)
V
AT (Qey) A(T) €w)A (=(p-M_T)).

Fallunterscheidung‘

Vo, B+ (o € y) A (@, B) € w)) = (p-M_5).

3: Aus —)“M transitiv”,
aus —) “w ist M _verringernd auf E” |
aus =) “0#y C E” und
aus 1.1.Fall“Va, 5 : ((o € y) A (e, B) € w)) = (p-M_B)”
folgt via 37-19: p untere M _Schranke von y.

4: Aus —) “inf ist M _Infimum von y” und
aus 3“p untere M _Schranke von y”
folgt via 36-1(Def): p-M_inf.

5: Aus 1“... M antiSymmetrisch” und
aus 4“p_M_inf”

folgt via 46-1: =(inf- M D).
6: Es gilt 5“~(inf- M p)7.

Es gilt —) “inf_ ]{2 p”.
Ex falso quodlibet folgt: 3Q, ¥ : (Q € y) A ((Q, V) € w) A (=(p-M_V)).

30,0 (€ y) A (2 0) € w) A ((p-MW)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
AV (Qey) A((2,¥) € w) A (=(p-M_T)).

O
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46-13. Das folgende Spezialisierung von 46-11 fiir M _vermehrende Funktionen
ein Hilfsresultat fiir Spéteres:

46-13(Satz)
Es gelte:
—) M transitiv.
—) M antiSymmetrisch.
—) [ ist M _vermehrend auf E.
—) [ Funktion.
—) 0#yC k.

—) sup ist M_Supremum von y.

—) p- M _sup.
Dann gibt es 2, so dass gilt:
e.1) Qey.

e.2) ~(f()-Mp).




#46 MENGENLEHRE 309

Beweis 46-13

1: Aus —) “ M transitiv”,
aus —) “ M antiSymmetrisch” ,
aus —) “ f ist M _vermehrend auf £7 |
aus =) “0#y C E7,
aus —) “sup ist M _Supremum von y” und

aus —) “p_ j{/f[ _sup”
folgt via 46-11: QU (Qey) A (2 T) € f)A(~(V_M_p)).

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus 1“...(Q,¥) e f...7
folgt via 18-20: U= f(Q).

3: Aus 1¢...=(V_M_p)” und
aus 2“0 = f(Q)”
folgt: =(f(2)_-M _p).

4: Aus 1“dQ...7,
aus 1“...Q €y...” und
aus 3 ~(f(2) M p)"
folgt: 3Q: (Q e y) A (—(f(Q)-M_p)).
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46-14. Das folgende Spezialisierung von 46-12 fiir M _verringernde Funktionen
ein Hilfsresultat fiir Spéteres:

46-14(Satz)
Es gelte:
—) M transitiv.
—) M antiSymmetrisch.
—) [ ust M _verringernd auf E.
—) [ Funktion.
—) 0#£yCFE.
—) anf st M_Infimum von y.
—) inf- ]w .
Dann gibt es 2, so dass gilt:
e.1) Qey.

e.2) ~(p-M_f(9)).
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Beweis 46-14

1: Aus —) “ M transitiv”,
aus —) “ M antiSymmetrisch” ,
aus —) “ f ist M _verringernd auf E” |
aus =) “0#y C E7,
aus —) “inf ist M _Infimum von y” und

aus —) “p- j{/f[ anf”
folgt via 46-12: QU (Qey) A () € f)A (—(p-M_T)).

2: Aus —) “ f Funktion” und
aus 1“...(Q,¥) e f...7
folgt via 18-20: U= f(Q).

3: Aus 1¢...=(p-M_V¥)” und
aus 2“0 = f(Q)”
folgt: —(p-M_f(Q)).

4: Aus 14“dQ...7,
aus 1“...Q €y...” und
aus 3 ~(p_M_f(©)"
folgt: 30 (Q e y) A (~(p-M_f(£2))).
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ir
46-15. Wenn M sowohl transitiv als auch antiSymmetrisch ist, dann ist M tran-
sitiv:

46-15(Satz)

Aus “M transitiv’ und “M antiSymmetrisch” folgt “ j{/i[ transitiv” .
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Beweis 46-15 VS gleich (M transitiv) A (M antiSymmetrisch).

[Themat ] (o € U) A (B € U) A (y €U) Ao M -8) A (B M ).

2.1: Es gilt: (a=7)V(x#7).
Fallunterscheidung‘

3.1: Aus2.1.1.Fall“a=+" und

aus Themal“...[3._ ]12 -7

folgt: - ]t;[ .
3.2: Aus VS gleich “... M antiSymmetrisch” und

aus Themal“...a_ ]t} £

folgt via 46-1: -(8- Jw ).

4: Bsgilt 3.1“6_ M -a”.
Es gilt 3.2% (- M ).

Ex falso quodlibet folgt: a # 7.
a 7.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:
Al [49 Q # 7 7
2.2: Aus VS gleich “ M transitiv...”
aus Al gleich “a # 7,
ir
aus Themal“...a_- M _3...”7 und
ir
aus Themal“...3_ M v”
ir
folgt via 44-4: a- M .

Ergo Themal: ' ' '
Vo 5.7 (0 € U) A (B € UY A (y € U) A(ae M B) A (8- M ) = (- A ).

Konsequenz via 30-30(Def): M transitiv in U.
Konsequenz via 30-30(Def): M transitiv.

O
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46-16. Wenn M transitiv und antiSymmetrisch ist, dann folgt - unter anderem
ir

- aus p- ]{2 _q_M w die Aussage p- M _w:

46-16(Satz)

Aus “M transitiv’ und “M antiSymmetrisch” und . ..
a) ...und “p- ]@ —q"und “p- ]@ —w” folgt “p_ ji]/i[ “w”.
b) ...und “p_ ]{2 _q”und “p_M_w?” folgt “p_ ]{2 “w?”.

c) ...und “p_M_q”und “q_ ]{2 —w” folgt “p_ ]{2 w”.

Beweis 46-16 a)
VS gleich (M transitiv) A (M antiSymmetrisch) A (p- M -q) N (q- M _w).
1: Aus VS gleich “ M transitiv...” und
aus VS gleich “... M antiSymmetrisch...”
folgt via 46-15: ]@ transitiv.

2: Aus 1“]{2 transitiv” |
ir
aus VS gleich “...p_ M —g...” und
ir
aus VS gleich “...q- M _w”

ir

folgt via 30-38: p- M _w.
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Beweis 46-16 b)

VS gleich (M transitiv) A (M antiSymmetrisch) A (p- M _q) N (q-M _w).
1.1: Es gilt: (p=w)V (p#w).
Fallunterscheidung‘

2.1: Aus1.1.1.Fall“p=w" und
aus VS gleich “...q_-M _w”
folgt: q-M _p.

2.2: Aus VS gleich “... M antiSymmetrisch...” und
aus VS gleich “...p_]E[_q...”
folgt via 46-1: —(q-M _p).
3: Esgilt 2.1%“g_-M_p”.
Es gilt 2.2%=(¢q-M_p)” .

Ex falso quodlibet folgt: p # w.
1.1.2.Fall P w.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: M| “pFw”

1.2: Aus VS gleich “ M transitiv... ”,
aus Al gleich “p # w”,

aus VS gleich “...p_ ]{2 q...7 und
aus VS gleich “...q_-M_w”

folgt via 44-4: D- ]@ “w.
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Beweis 46-16 c)

VS gleich

1.

1

1:

L2:

Es gilt:

Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #46

(M transitiv) A (M antiSymmetrisch) A (p-M _q) A (¢- M _w).

(p=w)V(p#w).

1.1.1.Fall

2.1: Aus1.1.1.Fall“p=w" und
aus VS gleich “...p_-M_q...”
folgt:

aus VS gleich “...q_]@_w...”
folgt via 46-1:

3: Esgilt 2.1“w_M_q” .
Es gilt 2.2“=(w_-M_q)” .
Ex falso quodlibet folgt:

2.2: Aus VS gleich “... M antiSymmetrisch...” und

—(w_-M q).

1.1.2.Fall

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

Aus VS gleich “ M transitiv...”,
aus Al gleich “p # w”
aus VS gleich “...p_M _q...” und

aus VS gleich “...q- j{/i[ “w”
folgt via 44-4:

A1 “p%w”

p- M —w.
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46-17. Falls M transitiv und antiSymmetrisch ist, dann folgt - unter anderem -

M ir
aus 0 # Ja | b], dass a- M -b gilt:

46-17(Satz)
Es gelte:
—) M transitiv.

—) M antiSymmetrisch.

0#]@1\\41)[.

oder

| 0470 | 8.

oder

075[a]\|46[.

Dann folgt “a_ ]w b7,
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Beweis 46-17

1:

Nach “—)oder” gilt:

Fallunterscheidung‘

MENGENLEHRE #46

0#]a | DV O#Ta | 6])VO0#£T[a | b]).

M
2: Aus 1.1.Fall“0# Ja | b[”

folgt via 0-20:
M

: Aus 2¢...Q€]a | b[7

folgt via 41-25:

: Aus —) “ M transitiv”,

aus —) “M antiSymmetrisch” ,
ir
aus 3“a_- M Q...”7 und
ir
aus 3“...Q_M b7

(a- AT Q) A (Q- 1T _b).

0£7a | b[.

M
IN:Qe]a | O[

folgt via 46-16:
M
1.2.Fall 0+#Ja | b].

M
2: Aus 1.2.Fall“0# Ja | b]”

folgt via 0-20:
M

: Aus 2¢...Q€]a | b[7

folgt via 41-25:

: Aus —) “ M transitiv”,

aus —) “ M antiSymmetrisch” ,

ir
aus 3“a- M Q...” und
aus 3“...Q_M_b”

folgt via 46-16:

M
IN:Qe]a | b].

ir

(a- M Q) A (M D).
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Beweis 46-17. ..

Fallunterscheidung‘

M
2: Aus 1.3.Fall“0# [a | b[”
folgt via 0-20:

M

3: Aus2“...Q€[a | b[7
folgt via 41-25:
4: Aus —)“M transitiv”,

aus —) “ M antiSymmetrisch” |
aus 3“a_M_b...” und

aus 3“...9_]1;[ b7
folgt via 46-16:

M
0#]a | b[.

M
IN:Qea| b

(a_M-Q) A (O AT ).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fillen gilt:

319
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M
46-18. Falls M transitiv und antiSymmetrisch ist, dann kann Ja | b] durch kein
M

M _Supremum einer nicht leeren TeilKlasse von Ja | b] verlassen werden:

46-18(Satz)
Es gelte:
—) M transitiv.

—) M antiSymmetrisch.

M
—) 0£ECla | b].

—) sup ist M _Supremum von E.

M
Dann folgt “sup € Ja | b]”.




#46 MENGENLEHRE

Beweis 46-18

1.1: Aus =) “0#FE...7
folgt via 0-20:

1.2: Aus —) “sup ist M_Supremum von E” und
M
aus =) “0# ECJa | b]”
folgt via 41-47:

2.1: Aus1.1“...Q€ E” und
M
aus =) “...ECla | b]”

folgt via 0-4:

M
2.2: Aus 1.2“sup € (- | b]”
folgt via 41-25:

2.3: Aus —) “sup ist M _Supremum von E” und
aus 1.1“...Q e E”
folgt via 36-4:

M
3: Aus2.1“Q € Ja | b]”

folgt via 41-25:
4: Aus —)“ M transitiv”

aus —) “ M antiSymmetrisch”,

aus 3“a. j{/i[ Q7 und
aus 2.3“Q_M _sup”

folgt via 46-16:

ir
5: Aus4“a_ M _sup” und
aus 2.2“sup_M_b”

folgt via 41-25:

321

N:Qek.

M
sup € (- | b].

M
Qe]a | b].
sup_M _b.
Q_M _sup.

ir

a- M S).

a- ]{2 _sup.

M
sup € la | b].

O
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M
46-19. Falls M transitiv und antiSymmetrisch ist, dann kann [a | b[ durch kein
M

M Infimum einer nicht leeren TeilKlasse von [a | b[ verlassen werden:

46-19(Satz)

Es gelte:

—) M transitiv.

—) M antiSymmetrisch.
M

—) 0#EC[a | b

—) anf st M_Infimum von E.

M
Dann folgt “inf € [a | b[”.
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Beweis 46-19

1.1: Aus =) “0#FE...7
folgt via 0-20:

1.2: Aus —) “inf ist M _Infimum von E” und
M
aus =) “0# EC [a | b7
folgt via 41-46:

2.1: Aus1.1“... Q€ E” und
M
aus =) “...EC [a | b[”

folgt via 0-4:

M
2.2: Aus 1.2%nfca | )"
folgt via 41-25:

2.3: Aus —) “inf ist M _Infimum von F” und
aus 1.1“..Q e E”
folgt via 36-3:

M

3: Aus2.1“Q € [a | b[”
folgt via 41-25:

4: Aus —)“ M transitiv”

aus —) “ M antiSymmetrisch”,
aus 2.3%nf_M €7 und

aus 3“€)_ ]w b7
folgt via 46-16:
5: Aus 2.2“a_M_inf” und
aus 4“inf_ ]{2 b7
folgt via 41-25:
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N:Qek.

inf € [a | ).

Qe [aj‘|4b|:.

a-M_nf.

inf_M .

inf- ]i/if -b.

inf € [a]‘|/[b|:.
U
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Satz vom Minimum.
Satz vom Maximum.

Ersterstellung: 08/03/07 Letzte Anderung: 07/05/11
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47-1. Mit dem Satz vom Minimum wird sicher gestellt, dass jede nicht leere,
endliche M _Kette einer transitiven Klasse K ein M _Minimum hat:

47-1(Satz) (Satz vom Minimum)
Es gelte:

—) M transitiv
—) K st M _Kette.
—) 0#K.

—) K endlich.

Dann folgt “3Q : Q ist M_Minimum von K.”.

Beweis 47-1

1: Aus —) “M transitiv”,
aus —) “0# K7 und
aus —) “ K endlich”
folgt via Satz vom minimalen Element:
3Q : Q ist M _minimales Element von K.

2: Aus —) “ K ist M _Kette” und
aus 1¢“...Q ist M _minimales Element”
folgt via 45-3: Q ist M _Minimum von K.

3: Aus 1¥3Q...”7 und
aus 2“Q ist M _Minimum von K7
folgt: 30 : Q ist M _Minimum von K.

O
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47-2. Mit dem Satz vom Maximum wird sicher gestellt, dass jede nicht leere,
endliche M _Kette einer transitiven Klasse K ein M _Maximum hat:

47-2(Satz) (Satz vom Maximum)

Es gelte:

—) M transitiv
—) K ist M_Kette.
—) 0#K.

—) K endlich.

Dann folgt “3Q : Q ist M_Maximum von K.”.

Beweis 47-2

1: Aus —) “M transitiv”,
aus —) “0# K7 und
aus —) “ K endlich”
folgt via Satz vom maximalen Element:
30 : Q ist M _maximales Element von K.

2: Aus —) “K ist M _Kette” und
aus 1¢...Q ist M _maximales Element”
folgt via 45-4: Q ist M _Maximum von K.

3: Aus 1¥3Q...”7 und
aus 2“Q ist M_Maximum von K”
folgt: 30 : Q ist M _Maximum von K.

O
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InfZwischenWertSatz.
SupZwischenWertSatz.

Ersterstellung: 21/02/06 Letzte Anderung: 07/05/11
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48-1. Der InfZwischenWertSatz ist vor allem in jenen Féllen von Interesse,
in denen ein M Infimum einer M _Kette K mit antiSymmetrischer M betrachtet
wird, das nicht in K ist. Denn in diesem Fall folgt aus dem InfZwischenWert-
Satz, dass dieses M _Infimum “beliebig gut durch Elemente der Kette von oben
M _approximiert” werden kann:

48-1(Satz) (InfZwischenWertSatz)
Es gelte:
—) M antiSymmetrisch.
—) K ist M_Kette.
—) ainf ist M_Infimum von K.
—) pe K.
—) inf- ziZ .
Dann gibt es &, so dass gilt:
e.l) (€ K.

e.2) inf_MAE.

e.3) §_Ji/if_p.
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Beweis 48-1
ir
1.1: Es gilt: Va: (a € K) = (=(a- M -p))
) V
1ir
(€€ K) A6 M ).
Fallunterscheidung‘
1.1.1.Fall Va: (a € K) = (=(a- M p)).
2.1: Aus —) “K ist M _Kette”,
aus —) “p € K7 und
aus 1.1.1.Fall“Va: (a € K) = (=(a_ M )’
folgt via 45-1: p ist M _Minimum von K.
2.2: Aus —) “M antiSymmetrisch” ,
aus —) “inf ist M _Infimum von K” und
aus —) “inf_ ]{2 7
folgt via 46-2: p keine untere M _Schranke von K.
3.1: Aus 2.1“p ist M _Minimum von K”
folgt via 38-1(Def): p untere M _Schranke von K.
3.2: Aus 2.2%p keine untere M _Schranke von K”
folgt via 35-1(Def): —(p untere M _Schranke von K).
4: Es gilt 3.1“p untere M _Schranke von K.”
Es gilt 3.2“=(p untere M _Schranke von K).”
Ex falso quodlibet folgt: 3 (€€ K)A(E M p).
1.1.2.Fall Je: (€€ K)A (€M p).

1

L2:

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

AL] “3¢: (€ € K) A (e AT )

Aus —) “inf ist M _Infimum von K7 und
aus Al gleich “...£ € K...”

folgt via 36-3:

: Aus Al gleich “3¢: e K...7

aus 1.2%nf_M_¢7 und
aus Al gleich “...&_ ]{2 p”
folgt:

mnf_ME.

ir

A1 (€€ K) A (inf M€) A (6 M ).
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48-2. Der SupZwischenWertSatz ist vor allem in jenen Fillen von Interesse, in
denen ein M _Supremum einer M _Kette K mit antiSymmetrischer M betrachtet
wird, das nicht in K ist. Denn in diesem Fall folgt aus dem SupZwischenWert-
Satz, dass dieses M _Supremum “beliebig gut durch Elemente der Kette von
unten M _approximiert” werden:

48-2(Satz) (SupZwischenWertSatz)
Es gelte:

—) M antiSymmetrisch.

—) K ist M_Kette.

—) sup ist M_Supremum von K.

—) pe K.

—) p- M _sup.
Dann gibt es &, so dass gilt:

e.l) (€ K.

e.2) p_]{}_g.
e.3) &M _sup.
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Beweis 48-2
1.1: Es gilt: Vo : (aEK):>(—|(p_]{2_a))
) V
31 (€€ K) A (p- M -£).
Fallunterscheidung‘
Va's (a € K) = (~(p- A -a))

1

L2:

2.1: Aus —) “K ist M _Kette”,
aus —) “p € K7 und

2.2: Aus —) “M antiSymmetrisch” ,
aus —) “sup ist M _Supremum von K” und

i
aus —) “p- M -sup”

3.1: Aus 2.1“p ist M _Maximum von K7
folgt via 38-1(Def):

3.2: Aus 2.2%p keine obere M _Schranke von K”
folgt via 35-1(Def):

4: Es gilt 3.1“p obere M _Schranke von K.”
Es gilt 3.2“=(p obere M _Schranke von K).”

Ex falso quodlibet folgt:

aus 1.1.1.Fall“Va: (a € K) = (~(p- M )"
folgt via 45-2: p ist M _Maximum von K.

folgt via 46-3: p keine obere M _Schranke von K.
p obere M _Schranke von K.

—(p obere M _Schranke von K).

I (e K)N(p-M £).

ir

3 (€€ K)A(p- M £).

ir

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

Al “ng(feK)/\(p-J@—f)”

Aus —) “sup ist M _Supremum von K7 und
aus Al gleich “...£ e K...”

folgt via 36-4: E_M _sup.
: Aus Al gleich “J¢: e K...7

aus Al gleich “...p_ ji/i[ £7 und

aus 1.2“¢_M _sup” '

folgt: 3¢ (€ € K) A (p M _€) A (E-M _sup).

O
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