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2 Mengenlehre #300

Mengenlehre: {.}.cup_z.
Ui n \ U, Unmenge, n € N.

Ersterstellung: 24/06/14 Letzte Anderung: 25/06/14

300-1. Auf dem Weg zum Nachweis, dass es sich bei U, \ U_14pn, n € N, um
Unmengen handelt ist {.}.cup_x ein hilfreicher Begleiter.

300-1(Satz)
a) {.}.cup_z Relation.
b) {.}.cup_x Funktion.
c) Aus “x Unmenge” folgt “{.}.cup.x =07.
d) Aus “x Menge” folgt “dom ({.}.cup_x) =U".
e) Aus “x Menge” folgt “ran ({.}.cup_z) = Usngitn niU 7.
£) Aus “x Menge” folgt “{.}.cup_z : U — Usngitn niJ 7.

g “({}.cupz)(p) = {ptua”
genau dann, wenn “(p,x Menge) V ({p} Uz =U)".

h) Aus “(p,q) € {.}.cup_x” folgt “q={ptUx”.

Beweis 300-1 a)

Via 243-3 gilt: {.}.cup_z Relation.
b)

1.1: Via 27-14 gilt: {.} Funktion.
1.2: Via 298-4 gilt: cup Funktion.

2: Aus 1.1“{.} Funktion” und
aus 1.2“cup Funktion”
folgt via 243-7: {.}.cup_z Funktion.
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Beweis 300-1 c) VS gleich

x Unmenge.

2: Aus Themal“w € {.}.cup_z”
folgt via 243-2:

3: Aus 2¢...((P,x),V) € cup”
folgt via 9-15:

4: Aus 3“(®,x) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

5: Es gilt 4“2 Menge” .
Es gilt VS gleich “2 Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

a € {.}.cup_z.

30,V : ((¢,2), V) € cup.

(®, z) Menge.

x Menge.

a ¢ {.}.cup_z.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

Va: (o € {.}.cupr) = (a ¢ {.}.cup-z).
{.}.cup_x = 0.
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Beweis 300-1 d) VS gleich

2.2:

2.3:

3.1:

3.2:

o €U.

2.1: Via SingeltonAxiom gilt: {a} Menge.

Aus Themal“a e U”

folgt via 27-10: (o, {a}) € {.}u
Via 27-8(Def) gilt: {}={}u

Aus 2.1“{a} Menge” und
aus VS gleich “x Menge”

folgt via 298-3: ({a},z),{a} Uz) € cup.

Aus 2.2 und
aus 2.3

folgt: (a,{a}) € {.}.
: Aus 3.2 (a,{a}) € {.}” und

aus 3.1“(({a},z),{a} Ux) € cup”

folgt via 243-2: (o, {a}Uz) € {.}.cupz.

: Aus 4“(a, {a}Ux) € {.}.cupz”

r Menge.

folgt via 7-5:

a € dom ({.}.cup_x).

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

Va: (a elUd) = (a € dom ({.}.cup_z)).
dom ({.}.cupx) =U.
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Beweis 300-1 e) VS gleich

x Menge.

Themal.1]

2: Aus Themal.l“«a € ran({.}.cup_x)”

folgt via 7-7:

3: Aus 2“...(Q,a) € {.}.cupx”
AP ((Q,®) € {.}) A (((P,2),a) € cup).

folgt via 243-2:

4.1: Aus3“...(Q,®)e{.}...” und
aus 27-8(Def)“{.} = {.}u/”

folgt:

4.2: Aus 3“...((®,2),«) € cup”

folgt via 298-3:

5: Aus 4.1(Q,®) € {.}y”

folgt via 27-10:

6.1: Aus5“Qeld...”
folgt via 27-3:

6.2: Aus5“...® ={Q}” und

aus 4.2
folgt:

7: Aus 6.1“{Q} € Uspgitn” und
aus VS gleich “x Menge”

folgt via 220-4:

8: Aus 6.2 und
aus 7
folgt:

a € ran ({.}.cup_x).

30 (2, ) € {.}.cup_z.

(2, @) € { Ju.

a=dUz.

(QeU)A (@ ={Q}).

{Q} € usngltn~

a={Q}Ux.

{Q} Uz € Usngitn niJ 2.

(OAS Z/{sngltn nilJ T.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a eran({.}.cup-x)) = (@ € Usngitn niU ).

A1} “ran ({.}.cup_z) € Usngltn niJ ="
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Beweis 300-1 e) VS gleich x Menge.
O € Usngiin 21 T
2: Aus Themal.2“a € Uggitn niU 27
folgt via 220-4: Q1 (Q € Usngitn) N (= QU ).

3: Aus 2°...Q € Uspgitn - - -~
folgt via 27-6: 3P : (® Menge) A (2 = {D}).

4.1: Aus 3“...Q={P}” und

aus 2“...a=QuUa”

folgt: a={P}Ux.
4.2: Aus 3“...d Menge...”

folgt via 0-19: del.
4.3: Via SingeltonAxiom gilt: {®} Menge.

5.1: Aus4.2“deld”
folgt via 27-10: (©,{®}) € { }u-

5.2: Aus 4.3“{®} Menge” und
aus VS gleich “x Menge”
folgt via 298-3: (({®},2),{P} Ux) € cup.

6: Aus5.1(®,{®}) € {.}4” und
aus 5.2 (({®},2),{P}Ux) € cup”

folgt via 243-2: (,{®}Ux) € { }y.cup_z.
7: Aus 6“(P,{P}Ux) € {.}y.cupx”

folgt via 7-5: {®} Uz € ran ({.}y.cup-x).
8: Aus 4.1 und

aus 7

folgt: a € ran ({.}y.cup-z).

9: Aus 8“«a € ran({.}y.cup_x)” und
aus 27-8(Def)“{.} = {.},/”
folgt: a € ran ({.}.cup_x).
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Beweis 300-1 e) VS gleich x Menge.
Ergo Themal.2: Va: (o € Usngltn niY ) = (o € ran ({.}.cup_x)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “Usngitn iU = C ran ({.}.cup_x)”

1.3: Aus A1 gleich “ran ({.}.cup-z) C Uspgitn niU 7 und
aus A2 gleich “Usngitn niJ « C ran ({.}.cup_z)”

folgt via GleichheitsAxiom: ran ({.}.cup-x) = Usngltn niJ .
f) VS gleich x Menge.
1.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: {.}.cup_z Funktion.

1.2: Aus VS gleich “x Menge”
folgt via des bereits bewiesenen d): dom ({.}.cup_x) = U.

1.3: Aus VS gleich “x Menge”
folgt via des bereits bewiesenen e): ran ({.}.cup-x) = Usngltn niJ .

2: Aus 1.1“{.}.cup_r Funktion” ,
aus 1.2“dom ({.}.cup_z) =U” und
aus 1.3“ran ({.}.cup_z) = Usngitn iU z”
folgt via 21-2: {.}.cupx : U — Usngitn niJ .



Beweis 300-1 g) VS gleich

1:
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({-}.cupz)(p) = {p} U .

Es gilt: (p, z Menge) V (p Unmenge) V (xz Unmenge).

’Fallunterscheidung‘

2: Aus 1.2.Fall“p Unmenge”
folgt via 17-3:

p, & Menge.
p Unmenge.

({.}.cupx)(p) = U.

2: Aus 1.3.Fall“z Unmenge”

3: Aus 2 und
aus VS
folgt:

4: Via 17-7 gilt:

5: Aus 3 und
aus 4
folgt:

3: Aus 2 und
aus VS
folgt: {ptuz=U.
1.3.Fall x Unmenge.

folgt via des bereits bewiesenen c):

{.}.cup_x = 0.

0(p) = {p} Uz,
0(p) =U.

{pfUuz=U.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

(p, z Menge) V ({p} Uz =U).
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Beweis 300-1 g) VS gleich

(p, x Menge) V ({p} Uz =U).

(p € dom ({.}.cup_z)) V (p ¢ dom ({.}.cup-z)).

1: Es gilt:
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall
2: Aus 1.1.Fall“p € dom ({.}.cup-z)”
folgt via 7-T:
3: Aus 2“...(p,Q) € {.}.cupx”
folgt via 243-2:

4.1: Aus 3“...(p,®) € {.}...” und
aus 27-8(Def)“{.} = {.}.”
folgt:

4.2: Aus 2¢...((®,2),Q) € cup”
folgt via 298-3:

5: Aus4.1%(p,®) e {}u”
folgt via 27-10:

6: Aus 4.2 und
aus 5
folgt:

7: Aus6“Q = {ptuz’
folgt via PaarAxiom I:

8: Aus 7 und
aus 2“...(p,Q) € {.}.cupx”
folgt:

9: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

10: Aus 9“{.}.cup_z Funktion” und

aus 8“(p, {p}t Uz) € {.}.cup_z”
folgt via 18-20:

3% : ((p, @) € {.}) A (((@,7),9) € cup).

p € dom ({.}.cup_z).

IQ: (p,Q) € {.}.cup_z.

(P, ®) € {}Ju-

Q=>dUuz.

® = {p}.

Q={p}uUz.

(p, ) = (p, {p} U ).

(p,{p} Ux) € {.}.cup_z.
{.}.cup_z Funktion.

({-}.cupz)(p) = {p} U .
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Beweis 300-1 g) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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(p, Menge) V ({p} Uz =U).

2.1:

2.2:
3:

Aus 1.2.Fall“p ¢ dom ({.}.cup_z)”
folgt via 17-4:

Via des bereits bewiesenen d) gilt:

Aus 1.2.Fall und
aus 2.2
folgt:

: Aus 3“p g U”

folgt via 0-23:

: Aus 4 und

aus VS
folgt:

: Aus 2.1 und

aus 5
folgt:

({-}.cupz)(p) = {p} U .

p ¢ dom ({.}.cup_x).

({-}.cupz)(p) =U
dom ({.}.cup_z) = U.

p¢U.

p Unmenge.

{p}Uz=U.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

({-}.cupz)(p) = {p} U z.
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Beweis 300-1 h) VS gleich

1.1:

1.2:

Via des bereits bewiesenen b) gilt:

Aus VS gleich “(p,q) € {.}.cup_z”
folgt via 0-20:

: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

: Aus VS gleich “(p,q) € {.}.cup-z”

folgt via 9-15:

: Aus 1.1“{.}.cup_r Funktion” und

aus VS gleich “(p,q) € {.}.cup_x”
folgt via 18-20:

: Aus 1.2 und

aus 1.3
folgt:

: Aus 1.4“p Menge” und

aus 2.2“x Menge”

folgt via des bereits bewiesenen g):

: Aus 2.1 und

aus 3
folgt:

11

(p,q) € {.}.cup_z.

{.}.cup_z Funktion.

0 # {.}.cup_z.
(z Unmenge) = ({.}.cup_z = 0).

p Menge.

¢ = ({.}.cup2)(p).

x Menge.

({-}.cupz)(p) = {p} U .

q={p}Ux.
0
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300-2. Falls p € 2¢ - also muss p im Speziellen eine Menge sein - und falls p # ¢
- hier kann ¢ eine Unmenge sein - dann folgt {p} Uz # {q} U x.

300-2(Satz)
a) Aus “p € 2% und “p # q” folgt “{p} Uz #{q}Uz”.

b) Aus “{p}Ux # {q} Uz” folgt “p+#q”.

c) Aus “p € x®"und “{p} Uz = {q} Uz’ folgt “p=q”.

Beweis 300-2 a) VS gleich

1: Es gilt:

’ wiFallunterscheidung ‘

(pea)N(p#q).

{pyVz={g V)V ({p} Uz #{q} Ua)

2.2:

2.1:

Aus VS gleich “p € 2¢...”7
folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “p € 2¢...”7
folgt via 3-2:

: Aus 2“p Menge”

folgt via 2-28:

Aus 3 und
aus 1.1.Fall
folgt:

: Aus4“p e {qtUz” und

aus 2.24p ¢ x”
folgt via 161-1:

: Aus 5“p e {¢}”

folgt via 1-6:

: Esgilt 6“p=¢q”.
Es gilt VS gleich “...p#q”.

Ex falso quodlibet folgt:

{ptuz={qgtUz.

p Menge.

péx.

pe{ptuz.

pE{gtuz.

{p}uz#{gt v

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

{ptuz#{q} U
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Beweis 300-2 b) VS gleich {p}Uz # {q}Ux.
1: Es gilt: (p=aq)V(p#q).
’ wiFallunterscheidung
2: Aus1.1.Fall“p=g¢g"
folgt: {p}Uz={¢}Ux.

3: Esgilt 2“{p}Ux={q}Ux”.
Es gilt VS gleich “{p} Ux # {q} Ux".
Ex falso quodlibet folgt: p#£q.

’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: pF#q.

c) VS gleich (pex®)AN({ptUz={q}Ux).

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

(pex)np#a)= {ptUz#{d V).

2: Aus 1 und
aus VS

folgt: pP=gq.
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300-3. Da {.}.cup_r auf x¢ injektiv ist, ist ({.}.cup_z)[E] eine Unmenge, wenn
FE eine Unmenge mit £ C 2% ist.

300-3(Satz)
a) {.}.cupz injektiv auf z°.

b) Aus “FE Unmenge” und “E C 27 und “x Menge”
folgt “({.}.cup_x)[E] Unmenge”.

c) Aus “x Menge” folgt “({.}.cup_z)[z®] Unmenge”.
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Beweis 300-3 a)

(0, 8), (7, B) € {.}.cup_) A (o, y € ).

1.1:

1.2:

Aus Themal“...(y,8) € {.}.cupz...”

folgt via 0-20: 0 # {.}.cup_z.

Aus Themal“... o,y € 2¢7

folgt via ElementAxiom: a,~y Menge.
: Via 300-1 gilt: {.}.cup_z Funktion.
: Via 300-1 gilt: (x Unmenge) = ({.}.cup_z = 0).
: Aus 1.1 und

aus 1.4

folgt: z Menge.
: Aus Themal“(«,3)... € {.}.cupz...” und

aus 1.3“{.}.cup_z Funktion”

folgt via 18-20: B = ({.}.cup-z)(c).
: Aus Themal“...(y,0) € {.}.cup-z...” und

aus 1.3“{.}.cup_x Funktion”

folgt via 18-20: B = ({.}.cup-x)(v).
: Aus 1.2“a... Menge” und

aus 2.1“x Menge”

folgt via 300-1: ({.}.cupx)(a) = {a} Uz.
: Aus 1.2%...+v Menge” und

aus 2.1“x Menge”

folgt via 300-1: ({-}.cupz)(v) = {7} Uz
: Aus 2.2 und

aus 2.3

folgt: ({-}-cupx)(a) = ({.}-cup_x)(7)-
: Aus 3.1,

aus 3.2 und
aus 3.3

folgt: {a} Uz ={y}Uuz.
: Aus VS gleich “...a...€2¢” und

aus 4“{a} Uz ={y} Uz’

folgt via 300-2: a=".

Ergp Themal:

Konsequenz via 299-1(Def):

15

Vo, 8,7 (., B), (v, 8) € {-}.cupz) A (a, v € 29)) = (o = 7).

{.}.cup_z injektiv auf 2.
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Beweis 300-3 b) VS gleich (E Unmenge) A (E C 2%) A (x Menge).
1.1: Via 300-1 gilt: {.}.cup_z Funktion.
1.2: Aus VS gleich “...z Menge”

folgt via 300-2 gilt: dom ({.}.cupx) = U.
1.3: Via 0-18 gilt: ECU.
1.4: Via des bereits bewiesenen a) gilt: {.}.cup_z injektiv auf 2.

2: Aus VS gleich “...E C 2%...” und
aus 1.3“ECU”

folgt via 2-12: ECznU.
3: Aus 2 und

aus 1.3

folgt: E C 2% ndom ({.}.cup_z).

4: Aus 1.1“{.}.cup_r Funktion” ,
aus 1.4“{.}.cup_r injektiv auf ¢,
uas 3“FE C 2 Ndom ({.}.cup_z)” und

aus VS gleich “E Unmenge...”

folgt via 299-8: ({.}.cup_z)[E] Unmenge.
c) VS gleich x Menge.
1.1: Aus VS gleich “x Menge”

folgt via 3-6: ¢ Unmenge.
1.2: Via 0-6 gilt: ¢ C 2%,

2: Aus 1.1“2% Unmenge” ,
aus 1.242¢ C €7 und
aus VS gleich “x Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): ({.}.cup_z)[x°] Unmenge.

]
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300-4. Vorliegende Definition ebnet den Weg zu der Einsicht, dass U,, \ U_11,
fiir alle n € N nicht leer ist.

300-4(Definition)

300.0() ={w: (wWeN)A0#U, \U-110)}
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300-5. Irgendwann nervt es, immer wieder 1+ (—1+n) = n fir natiirliche Zahlen
n als Zwischenschritt in Induktions-Beweisen verifizieren zu miissen. Es ist Zeit,
diese Aussage an die Oberflache zu holen. Andererseits ist 2+ (=1 +2z) =1+
universell verfiigbar.

300-5(Satz)
a) “—1+4+ (1+x)==x"genau dann, wenn “(x Zahl) vV (x =U)".
b) “l+ (=14 z) = x” genau dann, wenn “(x Zahl)V (x =U)".
c) Aus “neN”"folgt “1+(—14+n)=n".

d) 24+ (-14+2z)=1+uz.

Beweis 300-5 a) VS gleich 1+ (1+2) ==z
1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) V (x ¢ A).
’Fallunterscheidung‘
© Zahl.
¢ A.
2: Aus1.1.Fall“xz ¢ A”
folgt via 96-14: 1+z=U.
3: “1+(1+2) 2 14+u*=u.
4: Aus3“—1+(1+z)=...=U" und
aus VS gleich “—1+ (14+2)=2"
folgt: z=U.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: (x Zahl) V (x =U).
a) VS gleich (x Zahl) V (x =U).
1: Aus VS gleich “(z Zahl) V (z =U)”
folgt via FSAO: O+z=ux
2: —1+(1+x)FiA(—1+1)+x+SC£OIa0+xéx.
3: Aus 2

folgt: -1+ (1+4+2z)==x.
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Beweis 300-5 b) VS gleich 1+ (-1+2x)=u
1 =14+ (142) 2 1+ D) +2 22 0+ (1) +2 214+ ((-1) + )
:1+(—1+:p)vzsx.
2: Aus1“—1+(142z)=...=2a”
folgt via des bereits bewiesenen a): (x Zahl) V (x =U).
b) VS gleich (x Zahl) V (x = U).
1: Aus VS gleich “(z Zahl) V (z =U)”
folgt via des bereits bewiesenen a): -1+ (1+2z) ==z
20 14+ (1+2) 220+ 1))+ (D) + D) +2 "= )+ (1 +2)
=1+ (1+2) =
3: Aus 2
folgt: 1+ (-1+42z) ==
c) VS gleich n € N.
1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 159-11: n Zahl.
2: Aus 1“n Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen b): 1+ (=14n)=n
d)
1: 2+ (—142z) =24 (-1) +2 L1142
2: Aus 1
folgt: 24+ (—14+2z)=1+=.

]
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300-6. Fiir die hier benotigten Aussagen reicht 296-12 nicht aus.

300-6(Satz)

Aus “n € N7und “p ¢ x €U, \U_14,  und “p Menge”
folgt “{p} Uz ey, \U,”.

Beweis 300-6 VS gleich (meN)A(p ¢ xel, \U_11n) N (p Menge).
1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 162-2: (n=0)V(-14+neN).
’Fallunterscheidung‘
n=0.
2.1: Aus VS gleich “...p Menge”
folgt via 27-6: {r} € Usngitn-
2.2: Via 296-12 gilt: Ui \ Uy = Usnglin-

2.3: Aus VS gleich “...z e U, \U_14p ...” und
aus 1.1.Fall“n =20"

folgt: €T € Z/[O \u_1+0,
3.1: Aus 2.1 und

aus 2.2

folgt: {p} e Uy \ Up.
3.2: Aus 2.3z €Uy \Z/{71+()”

folgt via 5-3: x € Up.

4.1: Aus 3.1“{p} €Uy \Up” und

aus +schola“1+0=1"

folgt: {p} € Ui+o \U()
4.2: Aus 3.2 € Upy” und

aus 240-2(RekParDef) “Uy = {0}”

folgt: x € {0}.
5.1: Aus 4.1 und
aus 1.1.Fall
folgt: {p} € Uy 1n \ Up.
5.2: Aus 4.2%z € {0}”
folgt via 1-6: x=0.
. 2-17
6: {p}ua = (pyuo*=" {p}
7: Aus6“{p} Uz =...={p}” und
aus 5.1

folgt: {P}Ux € Uryn \U,.
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Beweis 300-6 VS gleich (neN)A(p ¢ xel, \U_1:n) N (p Menge).

’Fallunterscheidung‘

2: Aus VS gleich “n e N...”
folgt via 300-5:

aus 2

4: Aus1.2.Fall“—14+neN",
aus 3“p ¢ x € Uy (—14n) \U-14n" und
aus VS gleich “...p Menge”

3: Aus VS gleich “...p ¢z ey, \U_14y...” und

folgt: pé¢x€Uir(—11n) \U-14n.

fOlgt via 296-12: {p} Uz € u2+(71+n) \Z/{1+(,1+n).
5: Via 300-5 gilt: 2+ (-14n)=1+n.
6: Aus 4 und

aus 5

fOlth {p} Uz € Z/{1+n \ul+(71+n)-
7: Aus 6 und

aus 2

folgt: {pYUz € Uipn \ Uy.

—1+neN.

1+ (=14n)=n.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

{ptUx € Uy, \ U,.
O
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300-7. U, \ U_1,, ist fiir alle n € N nichtleer.

300-7(Satz)

a) ‘pef{w:(wWeN)AOA#U,N\U_140)}”
genau dann, wenn “(p € N) A (0 # U, \U_14p)”.

b) {w: (weN)AO#AU,\U_110)} CN.
c) De{w: (wWeN)AOAU,\U110)}).

d) Aus “‘nef{w: (wWeN)AOFAU, \U-11:.)})”
folgt “1+ne{w: (weN)AO#U, \U-140)})”.

e) {w:(weN)AO#U, \U_140)} =N.
£) Aus “n € N7 folgt “0 # U, \U_11,"7.

{w:(weN)AO£U,\U_1:0)} 300-4(Def)

Beweis 300-7 a) VS gleich pe{w: (weN)AO#U,\U-144)}
Aus VS
folgt: (pe N)A(0#U, \U_14,).
a) VS gleich (peN)A(0AUNU14p).
1: Aus VS gleich “pe N...”
folgt via Element Axiom: p Menge.

2: Aus VS gleich “(p e N) A (0 £ U, \U-14+,)” und
aus 1“p Menge”

folgt: pe{w: (weN)A0F#U,\U_144)}
b)
ac{w: (WeN)A0#U\U11w)}
Aus Themal“a € {w: (w e N)A (0 AU, \U-114,)}7
folgt: a € N.
Ergo Themal: Va:(ae{w: (weN)A0#U, \U-140)}) = (a € N).

Konsequenz via 0-2(Def): {w:(weN)AO#U, \U-14+,)} CN.
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Beweis 300-7 c)

1.1: Via 1-5 gilt: 0 # {0}.
120 U\ U 1eg +schola Up\ U 296-10(Def) U\ 0 5-11 Lo 240—2(RekParDef) (0.
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: 0 # Uy \ U140
3: Via eschola gilt: 0eN.

4: Aus 3“0 € N” und
aus 2“0 7é Z/{() \u—l—i-O 7
folgt via des bereits bewiesenen a):
Oe{w: (WeN)AO#U, \U-110)})-
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Beweis 300-7 d) VS gleich

1:

2.1:

2.2:

2.3:

Mengenlehre #300

ne{w: (wWeN)AOAU,\U11,)})-

Aus VS gleich “n e {w: (weN)A0AU,N\NU110)})7

folgt:

Aus 1“neN...”7
folgt via 159-10:

Aus 1“0 AU \ U147
folgt via 0-20:

Aus1“neN...”
folgt via 297-4:

D Aus 2.24...QelU, \U 11,7

folgt via Element Axiom:

: Aus 3“2 Menge”

folgt via 0-21:

: Aus1“neN...7” |

aus 4“... o ¢ Q7

aus 2.2“...Q e U, \U_14,” und
aus 4“...P Menge...”

folgt via 300-6:

: Aus 5{PrUQ e Uy, \ U,

folgt via 0-20:

: Aus 6 und

aus 2.3
folgt:

: Aus 2.1“1+n € N” und

aus 7“0 # Z/{1+n \Z/{_1+(1+n) 7
folgt via des bereits bewiesenen a):

I1+nef{w:

(n € N) A (0 # Un \U_14n).
1+neN.

A (L ey \U-_141).
-1+ (1+n)=n.

2 Menge.

3P : (& Menge) A (P ¢ Q).

{(I)} U e Z/{1+n \Z/ln

0 % Upn \ Uy

0 # Uipn \U-14(14n)-

(W eN)A(0# U\ U-140)}-
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Beweis 300-7 e)

1.1:

1.2:

Via des bereits bewiesenen c) gilt: 0 € {w: (w e N)A (0 AU, \U-144)}
Via des bereits bewiesenen b) gilt: {w: (w € N)A (0 #U, \U-110)} CN.

a€{w: (WeN)AO#UNU1)}

Aus Themal.3“a € {w: (wWeN)A(0#U, \U-140)}”
folgt via des bereits bewiesenen d):

l+ac{w: (wWeN)AOF#U, \U_110)}-

Ergo Themal.3:
Al “Va:(ae{w: (weN)AO#U,\U_144)})
= 14+ae{w: (WeN)AOAUNU11L)})7

cAus 1190 €{w: (wWeN)AO0AUNU110)}7,

aus 1.2{w: (weN)A (04U, \U-14,)} CN” und
aus Al gleich “Va: (e €{w: (weN)A(0£U,\U_11,)})

= 1+ae{w: (wWeN)AOAUN\NU-110)})"
folgt via 236-5: {w: (weN)A0#U, \U_14,)} =N.

f) VS gleich n € N.

1:

2:

3:

Via des bereits bewiesenen e) gilt:
{w:(weN)AOAU,N\U14,)} =N.

Aus VS und

aus 1

folgt: nef{w: (wWeN)AO#U, \U-140)}
Aus 2

folgt: 04Uy \U_110-

]



26 Mengenlehre #300

300-8. Interessanter Weise ist auch Vorliegendes bislang nicht bewiesen worden.

300-8(Satz)

Aus “n e N7 folgt “1<1+neN”.

Beweis 300-8 VS gleich n € N.
1.1: Aus VS gleich “n € N”

folgt via 159-10: 1+neN
1.2: Via eschola gilt: 1eZ.

2: Aus 1.2“1 € Z” und
aus VS gleich “n € N7

folgt via 166-2: 1<1+n
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300-9. Es ist gelegentlich hilfreich, die Aussage 1 < n € N dquivalent formulieren
zu konnen.

300-9(Satz) Die Aussagen i), ii), iii), iv) sind dquivalent:
i) 1<neN.
ii) 0 <neN.
iii) 0#neN.
iv) 3Q: (QeN)A(n=1+Q).

<-Notation.

Beweis 300-9 VS gleich 1<neN.
1.1: Aus VS

folgt: n €N
1.2: Via <schola gilt: 0<1.

2: Aus 1.2“0< 1”7 und
aus VS gleich “1 <n...”
folgt via 107-8: 0<n

[11) = 119)]| VS gleich 0<neN

1.1: Aus VS

folgt: neN

1.2: Aus VS gleich “0<n...”

folgt via 41-3: 0#neN
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Beweis 300-9 VS gleich

1.1: Aus VS

folgt:

1.2: Aus VS gleich “...n € N”
folgt via 162-2:

2: Aus 1.2 und
aus VS gleich “0#n...”
folgt:

3: Aus2“—1+neN”
folgt:

4.1: Aus 3
folgt:

4.2: Aus VS gleich “...n e N”
folgt via 300-5:

5:

6: Aus 3“dQ2...7,
aus 3“...Q2 € N” und
aus 5“n=...=1+4+Q7
folgt:

S gleich

1: Aus VS gleich “...Q e N...”
folgt via 300-8:

2: Aus 1 und
aus VS gleich “..n=1+Q7
folgt:

Mengenlehre #300

0#neN.

neN

30 (Q=—-14+n)A(2eN).
Q=—-1+4n.

1+ (=14+n)=n.

nZ14(-14+n) 21+

30 (QeEN)A(n=1+9).

IN:(QeN)A(n=1+Q).

1<1+QeN.

1<neN.
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300-10. Mit dem vorliegenden Resultat wird zunéchst ein wichtiger Beweisschrit
fiir die Verifikation, dass U4, \ U, fir jedes n € N eine Unmenge ist, vorweg-
genommen. Wie in 240-9 gesagt, ist U, fiir 1 < n € N eine Unmenge. Nun
wird fest gestellt, dass auch U4, \ U, n € N, eine Unmenge ist. Damit ist der
Nachweis erbracht, dass die Differenzklasse zweier Unmengen eine Unmenge sein
kann. Interessanter Weise ist hier kein Induktions-Beweis notwendig.

300-10(Satz)

a) Aus “n € N”folgt “0 ¢ Uy \ U,

b) Aus “n € N”und “z € U, \U_14,"
folgt “({.}.cup_z)[z°] C U, \U,".

c) Aus “n € N”folgt “Uy, \ U, Unmenge”.

d) Aus “1 <n e N”folgt “U, \U_1+, Unmenge”.

Beweis 300-10 a) VS gleich n € N.

1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 240-5: 0 eU,.

2: Aus1“0e€el,”
folgt via 5-4: 0¢ Upin \ U,.
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Beweis 300-10 b) VS gleich

Mengenlehre #300

meN)A(xel, \U_114).

| Themat]

2: Aus Themal“a € ({.}.cup_z)[z¢]”

3.1: Aus2“...Qez%...”
folgt via ElementAxiom:

3.2: Aus2“...Qez%...”
folgt via 3-2:

3.3: Aus 2¢...(Q,a) € {.}.cupz”
folgt via 300-1:

4: Aus VS gleich “neN...” |
aus 3.2“0 ¢ x”,
aus VS gleich “...z € U, \U_14,” und
aus 3.1“Q Menge”
folgt via 300-6:

5: Aus 3.3 und

a € ({.}.cupx)[z¢].

folgt via 8-7: 3Q: (Q €2 A ((,a) € {}.cupa).

{Q} Ux € Z/{1+n \Z/fn

Q) Menge.

a={Q}Uz.

aus 4
folgt: o € Upyn \ Uy.
Ergo Themal: Vo : (a € ({.}.cup)[z€]) = (o € Uy \ Uy).

Konsequenz via 0-2(Def):
c) VS gleich

1: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 300-7:

2: Aus 1“0 # U, \U 147
folgt via 0-20:

3.1: Aus2“...QelU, \U 14,”
folgt via Element Axiom:

3.2: Aus VS gleich “n € N7 und
aus 2“...Q eU, \U 11"
folgt via des bereits bewiesenen b):

4: Aus 3.1“€) Menge”
folgt via 300-3:

5: Aus 4“({.}.cup-Q)[Q°] Unmenge” und
aus 3.2“({.}.cupQ)[Q°] C Uy, \ U,
folgt via 0-7:

({-}-cup2)[z€] C Usp \ U
n € N.

0 7& un \uflJrn-
300 €Uy \U_140.

) Menge.

({-}-CUPfQ)[QC] C Unn \ Uy

({.}.cup-Q)[Q°] Unmenge.

Ui +n \ U, Unmenge.
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Beweis 300-10 d) VS gleich 1<neN.
1: Aus VS gleich “1 <n e N”
folgt via 300-9: I (QeN)A(n=1+Q).
2.1: Aus1“...QeN...”
folgt via 297-4: —1+(1+Q)=0Q.
2.2: Aus1“...QeN...”
folgt via des bereits bewiesenen c): Uiro \ Uy Unmenge.
2.3: Aus 1
folgt: n=14%.
3: U \U_144, 2 Ui \U_14(1+0) 2 Ui \ Uq.
4: Aus 3“U, \U_141p = ... =U11q \Ug” und
aus 2.2
folgt: U, \ U_1+, Unmenge.

]
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Mengenlehre: |« injektiv, wenn z eine sse_Kette injektiver Klassen ist.
J x Funktion, wenn z eine sse_Kette von Funktionen ist.
|J = Bijektion, wenn z eine sse_Kette von Bijektionen ist.

Ersterstellung: 02/07/14 Letzte Anderung: 02/07/14

301-1. Die generelle Frage der Fortsetzung von injektiven Mengen zu einer um-
fassenderen injektiven Menge erfiahrt durch vorliegendes Resultat neue Belebung.
Die Voraussetzung “Vo,8 € x : (a« C f) V (B C «) ist unschwer als “z ist
sse_Kette” erkennbar.

301-1(Satz) Es gelte:
—) Va: (a € ) = (« injektiv).
) Yo, B (B ex) = (@ AV (ECa).

Dann folgt “|Jx injektiv” .




Mengenlehre #301

Beweis 301-1

(7,6), (¢,0) € U

2.1:
2.2:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “(v,d)... e Ja”

folgt via 1-12: 3Q: (v,0) e N e x.

Aus VS gleich “...(¢,6) e Ja”

folgt via 1-12: 3P : (6,6) € P e x.

Aus 2.1¢...Q € 2” und
aus —) “Va: (a € x) = (« injektiv)”

folgt: Q2 injektiv.

Aus 2.2“... ¢ € 2”7 und
aus —) “Va : (a € x) = (« injektiv)”

folgt: ® injektiv.

: Aus 2.1¢...Q €€ z2” und

aus 2.2“... & € x” und
aus =) “Va, B : (o, €z) = (a CB) V(B
C

< a))’

folgt: (Q

’Fallunterscheidung‘

Ca))
D)V (B C Q).

33
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Beweis 301-1

(7,9), (€,6) € Uz,
Fallunterscheidung ‘
Qce.

5: Aus 2.1%...(7,0) € Q...” und

aus 4.1.Fall“Q C ®”

folgt via 0-4: (7,9) € ®.
6: Aus 3.2“® injektiv”

aus 5“(v,9) € ®)” und

aus 2.2“...(6,0) € ®...”

folgt via 8-1(Def): v =ce.
4.2.Fall o C O

5: Aus2.2“...(,0) € ®...” und
aus 4.2.Fall“® C (¥
folgt via 0-4: (€,6) € Q.

6: Aus 3.1“Q injektiv”,
aus 2.14...(7,0) € Q...” und
aus 5“(¢,0) € Q7

folgt via 8-1(Def): v =ce.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: v =¢€.
Ergo Themal: Vy,0,€: ((7,9),(6,0) e Jz) = (v =€)
Konsequenz via 8-1(Def): |J « injektiv.

[]
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301-2. Die generelle Frage der Fortsetzung von Mengen, die Funktionen sind, zu
einer umfassenderen Funktion erfahrt durch vorliegendes Resultat neue Belebung.
Die Voraussetzung “Va,f € z : (a« C ) V (B C «) ist unschwer als “x ist

sse_Kette” erkennbar.

301-2(Satz) Es gelte:

—) Vo (a € x) = (a Funktion).

Dann folgt “|Jx Funktion”.

=) Vo, B (o, fex)= (aCB) V(6 Ca)

Beweis 301-2

2: Aus Themal.1“y € 2” und
aus —) “Va : (o € ) = (a Funktion)”
folgt:

3: Aus 2“7y Funktion”
folgt via 18-18(Def):

YyeET.

~ Funktion.

v Relation.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 10-9:

Vv : (v € ) = (v Relation).

A1| “{Jz Relation”
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Beweis 301-2

(7,0), (v.¢) € Uz
2.1: Aus VS gleich “(v,0)...e Jz”
folgt via 1-12: 30 (7,0) e Qe x.

2.2: Aus VS gleich “...(y,¢) e Jz”
folgt via 1-12: AP : (v,e) € D € x.

3.1: Aus2.1“...Q € z” und
aus =) “Va : (a € x) = (a Funktion)”
folgt: Q Funktion.

3.2: Aus2.2“... o €2’ und
aus =) “Va: (a € x) = (a Funktion)”
folgt: ® Funktion.

4: Aus2.1“... Qe x” und
aus 2.2“...® € 7 und
aus =) “Va, B : (o, €z) = (a C L)V (B
folgt: (QC

’Fallunterscheidung‘
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Beweis 301-2

(.9), (v.€) € Uz
Fallunterscheidung ‘
Qce.

5: Aus 2.1“...(7,0) € Q...” und
aus 4.1.Fall“Q C ®”
folgt via 0-4: (7,9) € .

6: Aus 3.2“® Funktion”
aus 5“(v,9) € ®)” und
aus 2.2“...(v,e) € P...”7

folgt via 18-18(Def): d=e
4.2 .Fall o CO.

5: Aus2.2“...(v,e) € ®...” und
aus 4.2.Fall“® C (V7
folgt via 0-4: (v,€) € Q.

6: Aus 3.1“Q Funktion”,
aus 2.14...(7,0) € Q...” und
aus 5“(v,¢) € Q7

folgt via 18-18(Def): d=e
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 0=c¢€
Ergo Themal.2: AQ‘ ““y,0,€: ((7,9), (v,e) e ) = (6 =¢)”

1.3: Aus A1 gleich “{Jz Relation” und
aus A2 gleich “Vv,d,¢: ((7,9),(v,€) e Jx) = ( =¢€)”
folgt via 18-18(Def): J # Funktion.

]
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301-3. Wenn unter den Voraussetzungen und mit den Notationen von 301-2 ein
p € dom f mit f € x vorliegt, dann gilt f(p) = (Jx)(p)-

301-3(Satz) Es gelte:

—) Va: (o € x) = (o Funktion).
) Vo, b (o, fex)= (@S Ph)V(ECa).
—) p €dom f.

—) feux.

Dann folgt “f(p) = (Uz)(p)”.

Beweis 301-3

1.

1.

1:

2:

Aus =) “f € x” und
aus VS gleich “Va : (a € ) = («a Funktion)”
folgt:

Aus =) “Va : (o € ) = (a Funktion)” und
aus =) “Vo, B : (o, fex) = (aCB)V(BCa)”
folgt via 301-2:

: Aus 1.2 f Funktion” und

aus —) “p € dom f”
folgt via 18-22:

t Aus 2°(p, f(p)) € f7 und

aus ») “feax”
folgt via 1-12:

: Aus 1.2%J 2 Funktion” und

aus 3“(p, f(p)) e Yz~
folgt via 18-20:

f Funktion.

|J # Funktion.

(p, f(p)) € f.
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301-4. Wenn unter den Voraussetzungen und mit den Notationen von 301-2 ein
p mit p € dom (| Jz) betrachtet wird, dann gibt es ein(e Funktion) 2 € x mit

(Uz)(p) = Qp).

301-4(Satz) Es gelte:
—) Va: (o € x) = (o Funktion).
) Va,B: (@, f€a) = (aCB)V (5 Ca)).
—) p € dom (Jz).

Dann folgt “3Q: (e z) A (Ux)(p) = Qp))”.

Beweis 301-4

1: Aus =) “Va: (o € ) = (a Funktion)” und
aus =) “Va, B 1 (o, 4 € 2) = ((a € A) V (8 C a))”

folgt via 301-2: |J = Funktion.

2: Aus 1“|Jx Funktion” und
aus —) “p € dom ((Jx)”

folgt via 18-22: (p, (Uz)(p)) € Uz.

3: Aus 2%(p,(Uz)(p)) e Uz~

folgt via 1-12: A0 : (p,(Ux)(p) € Q€ a.

4: Aus 3“...Q€2” und
aus —) “Va : (o € ) = (a Funktion)”

folgt: Q2 Funktion.

5: Aus 4“() Funktion” und

aus 3“...(p, (Jz)(p)) € 2...”
folgt via 18-20: (Uz)(p)

6: Aus 3“dQ:...Q € x” und

asu 5“(|Jx)(p) = Qp)”
folgt: 3 (Qex)AN((U)(p)
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301-5. Aussagen 301-1,2 lassen sich zu einer Aussage iiber Bijektionen kombi-
nieren.

301-5(Satz) Es gelte:
—) Va: (a € x) = (« Bijektion).
) Yo, (B ex) = (@ AV (ECa).

Dann folgt “|Jx Bijektion”.

Beweis 301-5

e

2: Aus Themal.1“y € 2”7 und
aus —) “Va : (o € ) = (« Bijektion)”

folgt: v Bijektion.
3: Aus 2“v Bijektion”
folgt via 22-4: ~ Funktion.
Ergo Themal. 1: A1]| “¥7: (v € x) = (v Funktion)”
Themal.?2 v E T.

2: Aus Themal.2“y € 7 und
aus =) “Va : (a € x) = (« Bijektion)”
folgt: ~ Bijektion.

3: Aus 2“7 Bijektion”
folgt via 22-4: ~ injektiv.

Ergo Themal.2: A2| “Vv: (v € x) = (v injektiv)”
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Beweis 301-5

1.3:

1.4:

Aus A1 gleich “Vv : (y € ) = (v Funktion)” und
aus - “Va, § 5 (0,8 € 1) = (0 C H)V (5 C )"
folgt via 301-2:

Aus A2 gleich “Vv : (v € ) = (7 injektiv)” und
aus =) “Ya, 8 (o, f € 2) = (@ C H)V (B C )"
folgt via 301-1:

: Aus 1.3“|Jx Funktion” und

aus 1.4“(Jz injektiv”
folgt via 22-4:

41

|J 2 Funktion.

|J « injektiv.

|J = Bijektion.

]
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Mengenlehre: c_M _., ¢-rekursiv (mit Startwert {(p, q)}).

Ersterstellung: 02/07/14 Letzte Anderung: 02/07/14

302-1. Hier wird der abstrakte Grundstein zur Betrachtung “rekursiv definierter
Klassen” gelegt.

302-1(Definition)

1) “Rist c.M_., ¢p-rekursiv”’ genau dann, wenn gilt:

Va, 8,7,6: (o, 8), (7,9) € R) A(((¢,a),7) € M)
= ((8,9) € ¢).

2) “Rist c.M_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”

genau dann, wenn gilt:

el) Rist c.M _., ¢-rekursiv.
e2) (p,q) € R.
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302-2. Ohne viel Federlesens wird die “maximale Fortsetzbarkeit” von c_M _., ¢-
rekursivem R vorbereitet.

302-2(Satz) Es gelte:

—) Va: (a € x) = («a ist c.M_., p-rekursiv).
) Va8 (B en) = (aCHV(BCa)).

Dann folgt “|Jx ist c_M _., p—rekursiv”.

Beweis 302-2

((0,€), (&) € Uz) A (((c,0),8) € M).
2.1: Aus Themal®(d,¢)...e Jz...”

2.2:

3.1:

3.2:

folgt via 1-12: IQ: (0,¢) € Q € .

Aus Themal“...(&,n) e Jz”

folgt via 1-12: b : (¢,n) e P € x.

Aus 2.1“...Q € x” und
aus =) “Va: (a € x) = (« ist c_M _., ¢-rekursiv) ”

folgt: Q ist c. M _—, ¢-rekursiv.

Aus 2.2%...® €27 und
aus —) “Va: (o € ) = (a ist c_M _., ¢p-rekursiv)”

folgt: ® ist c_.M _—, ¢p-rekursiv.

: Aus 2.14...Q € x” und

aus 2.2“... ¢ € x” und
aus =) “Va, B : (o, €z) = (a CB) V(B
folgt: (QC

’Fallunterscheidung‘

a))’

Ca))
D)V (O C Q).
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Beweis 302-2

((0,€), (& m) € Uz) A (((€,0),€) € M).
Fallunterscheidung ‘
4.1.Fall QCo.

5: Aus2.1%...(d,¢) € 2...” und
aus 4.1.Fall“Q C &”
folgt via 0-4: (0,¢) € D.

6: Aus 3.2“® ist c_.M _., ¢-rekursiv” ,
aus 5“(d,e) € ®7,
aus 2.2“...(&,n) € ®...” und
aus Themal®...((c,6),§) e M”
folgt via 302-1(Def): (e,m) € ¢.

4.2.Fall o CO.

5: Aus2.2...(§,n) €®...” und
aus 4.2.Fall«“®d C )
folgt via 0-4: (& n) €.

6: Aus 3.1“Q ist c_.M _., ¢-rekursiv” ,
aus 2.14...(0,€) € Q...7,
aus 5“(&,n) € Q7 und
aus Themal®...((c,d),£) e M”
folgt via 302-1(Def): (e,m) € ¢.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: (6,€) € ¢.

Ergo Themal:
Vo,6,8,m: (((d,€),(§,m) € Uz) A (((¢,0),8) € M) = ((e,1) € §)

Konsequenz via 302-1(Def): \Jx ist c_M _., p-rekursiv.
[
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302-3. Es ist auch eine “Version mit Startwert” von 302-2 verfiigbar.

302-3(Satz) Es gelte:

Dann folgt “|Jx ist c-M _., p—rekursiv mit Startwert (p,q)”.

=) 0# .
—) Vo (a € x) = (a ist c.M_., ¢p-rekursiv mit Startwert (p, q)).

=) Vo, (o, fex) = ((aSP)V(FCa).

Beweis 302-3

1:

Aus =) “Va: (a € ) = («a ist c.M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q))”
folgt via 302-1(Def): Va: (o € x) = (aist .M _., ¢-rekursiv ).

: Aus 1“Va: (o € x) = (o ist .M _., ¢-rekursiv )” und

aus =) “Va, B : (a,f€x)= ((« CHV(BCa)”

folgt via 302-2: \Jx ist c_M _., p-rekursiv.
: Aus =) “0F# 2”7
folgt via 0-20: JQ:Q ez

: Aus 34...Q2 € 2”7 und

aus —) “Va: (o € x) = (a ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q))”
folgt: Qist c.M _., ¢p-rekursiv mit Startwert (p, q).

: Aus 4“Q ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”

folgt via 302-1(Def): (p,q) € S

: Aus 5“(p,q) € 27 und

asu 3“...Qex”
folgt via 1-12: (p.q) € Uz.

o Aus 2¢(Jx ist c.M _., ¢-rekursiv” und

aus 6“(p,q) € Jz”
folgt via 302-1(Def): Jz ist c-M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

]
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302-4. Es gibt “{iblicher Weise” sehr viele, auch: “exotische” , c_M _., ¢-rekursive
Klassen (mit Startwert (p,q)). Hiervon soll Vorliegendes einen Eindruck vermit-

teln.

b)
c)
d)
e)

f)

g)

h)

i)

302-4(Satz)

a) 0 st c.M_., p-rekursiv.

Aus
Aus
Aus
Aus
Aus

Aus

Aus

Aus

“o C R ist ccM_., p-rekursiv” folgt “x ist c_M _., p-rekursiv” .
“(dom R) N (ran (dom M)) = 07 folgt “R ist c_M _., ¢-rekursiv”.
“(dom R) N (ran M) = 07 folgt “R ist c_M _., ¢-rekursiv”.
“((e,p),p) & M7 folgt “{(p,q)} ist c-M _., p-rekursiv” .

“p,q Menge” und “((c,p),p) & M”
folgt “{(p,q)} ist c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p,q)” .

“(p,q) € x C R ist c.M _., ¢-rekursiv”
folgt “x ist c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p,q)”.

“(p,q) € R”und “(dom R) N (ran (dom M)) = 0"
folgt “R ist c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p,q)”.

“(p,q) € R”und “(domR)N(ranM)=10"
folgt “R ist c_M _., p-rekursiv mit Startwert (p,q)”.

Beweis 302-4 a)

Es gilt Themal“(«,5)... €07
Via 0-19 gilt “(a, 8) ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: (8,0) € ¢.

(@, ), (7,0) € 0) A (((¢, ), 7) € M).

Ergo Themal: Vo, 5,7,0 : (((a, 8), (7,9) € 0) A (((¢; ), 7) € M)) = ((8,0) € ¢).
Konsequenz via 302-1(Def): 0 ist c_M _., p-rekursiv.
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Beweis 302-4 b) VS gleich x C Rist c.M_., ¢p-rekursiv.
(e, ), (7,0) € x) A(((¢, @), 7) € M).

2: Aus Themal“(a, ), (y,0) € x...” und
aus VS gleich “x C R...”
folgt via 0-6: (a, B), (7,0) € R.

3: Aus VS gleich “... R ist c.M _., ¢-rekursiv” |
aus 2“(a, f),(v,0) € R” und
aus VS gleich “...((c,),7) € ¢”
folgt via 302-1(Def): (8,0) € ¢.

Ergo Themal: Va, 3,7,0 : (((ov, B), (7,6) € ) A(((¢,a),7) € M)) = ((8,0) € ¢).
Konsequenz via 302-1(Def): x ist c_M _., ¢-rekursiv.
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Beweis 302-4 c) VS gleich (dom R) N (ran (dom M)) = 0.
(@, ), (7,0) € R) A (((¢, ), 7) € M).
2.1: Aus Themal“(a,f3)...€ R...”
folgt via 7-5: a € dom R.

2.2: Aus Themal®...((c,),vy) € M”
folgt via 7-5: (c,a) € dom M.

3: Aus 2.2%(¢,r) € dom M ”
folgt via 7-5: « € ran (dom M).

4: Aus 2.1“a€domR” und
aus 3“« € ran (dom M)”

folgt via 2-2: a € (dom R) N (ran (dom M)).
5: Aus 4 und

aus VS

folgt: ae0.

6: Esgilt 5“a€0”.
Via 0-19 gilt “a ¢ 07,
Ex falso quodlibet folgt (8,0) € ¢.

Ergo Themal: Va, §,7,6 : (((«, 8), (7,9) € #) A (((¢, @), 7) € M)) = ((8,0) € ¢).
Konsequenz via 302-1(Def): x ist c_M _., p-rekursiv.
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Beweis 302-4 d) VS gleich (dom R) N (ran M) = 0.
(@, ), (7,0) € R) A (((¢, ), 7) € M).
2.1: Aus Themal“(vy,0) € R...”
folgt via 7-5: v € dom R.

2.2: Aus Themal®...((c,),v) € M”
folgt via 7-5: v € ran M.

3: Aus 2.1“y €domR” und
aus 2.2“y €ranM”

folgt via 2-2: v € (dom R) N (ran M).
4: Aus 3 und

aus VS

folgt: v € 0.

5: Esgilt 4“yve€0”.
Via 0-19 gilt “v ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt (8,0) € ¢.

Ergo Themal: Va, §,7,6 : (((«, ), (7,9) € z) A (((¢; @),7) € M)) = ((8,0) € ¢).
Konsequenz via 302-1(Def): x ist ¢_M _., ¢-rekursiv.
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Beweis 302-4 e) VS gleich ((¢,p),p) & M.
((a, 8), (7,6) € {(p, @) }) A (((¢,; ), 7) € M).
2.1: Aus Themal“(a, ), (v,0) € {(p,q)}...”
fOIgt via 1-6: (Oé,ﬁ), (’77 5) = (p7 Q)
2.2: Aus Themal“(a, ), (v,0) € {(p,q)}...”
folgt via ElementAxiom: (e, B), (7,0) Menge.
3.1: Aus2.1%(e, B) ... = (p,q)” und
aus 2.2“(«, ) ... Menge”
folgt via IGP: a=p.

3.2: Aus2.1“...(v,0) = (p,q)” und
aus 2.2“...(vy,6) Menge”
folgt via IGP: vy

Il
=

4: Aus 3.1“a=p”
folgt via Paar Axiom I: (c,a) = (¢, p).

5: Aus 4“(c,a) = (¢,p)” und
aus 3.2%y =p”
folgt via PaarAxiom I: ((c,a),v) = ((c,p),p).

6: Aus 5 und
aus Themal“...((c,a),y) € M”

folgt: ((e;p),p) € M.

7: Esgilt 6“((c,p),p) € M.
Es gilt VS gleich “((¢,p),p) ¢ M.
Ex falso quodlibet folgt (8,0) € ¢.

Ergo Themal:
va, 8,7,0 - (e, ), (7,0) € {(p, 0)}) A (((e; @), 7) € M) = ((8,0) € ).

Konsequenz via 302-1(Def): {(p,q)} ist c_M _., p-rekursiv.
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Beweis 302-4 £) VS gleich (p, g Menge) A (((¢,p),p) ¢ M).

1.1: Aus VS gleich “p,q Menge. ..”
folgt via PaarAxiom I: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “...((¢,p),p) ¢ M”
folgt via des bereits bewiesenen e): {(p,q)} ist c_M _., ¢-rekursiv.

2: Aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via 1-3: (p,q) € {(p,q)}-

3: Aus 1.2“{(p,q)} ist c_M _., ¢-rekursiv” und

aus 2 (p,q) € {(p,q)}”
folgt via 302-1(Def):  {(p,q)} ist c_M_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

g) VS gleich (p,q) € x C R ist c_M _., ¢-rekursiv.

1: Aus VS gleich “...2z C R ist c_.M _., ¢p-rekursiv”
folgt via des bereits bewiesenen b): x ist .M _., ¢-rekursiv.

2: Aus VS gleich “(p,q) € z...” und
aus 1“x ist c.M _., ¢-rekursiv”
folgt via 302-1(Def): x ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

h) VS gleich ((p,q) € R) A ((dom R) N (ran (dom M)) = 0).

1: Aus VS gleich “...(dom R) N (ran (dom M)) =07
folgt via des bereits bewiesenen c): R ist c_M _., ¢-rekursiv.

2: Aus VS gleich “(p,q) € R...” und
aus 1“ R ist c_M _., p-rekursiv”
folgt via 302-1(Def): R ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

i) VS gleich ((p,q) € R) A ((dom R) N (ran M) = 0).

1: Aus VS gleich “...(dom R) N (ranM) =07
folgt via des bereits bewiesenen d): R ist c_M _., p-rekursiv.

2: Aus VS gleich “(p,q) € R...” und
aus 1“ R ist c. M _., ¢p-rekursiv”
folgt via 302-1(Def): R ist ¢_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

[]
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302-5. Anhand der Impressionen von 302-4 erscheint es wenig zielfithrend allge-
mein nach “C-maximalen” c_M _., ¢-rekursiven Klassen zu suchen. Wird jedoch
die Klasse der in Frage kommenden c_M _., ¢-rekursiven Klassen - eigentlich: Men-
gen - eingeschrénkt, so ist die Ausgangslage iiberschaubarer.

302-5(Definition)

1) 302.0(z,y,z,u) ={w: (wist z_y_., z-rekursiv}) A (w C u)}.

2) 302.1(z,y, z,u,v)
={w: (wist z_y_., z-rekursiv}) A (u Cw Cv)}.
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302-6. Entweder ich habe etwas {ibersehen oder Vorliegendes ist tatséchlich noch
nicht in Suite I bewiesen worden.

302-6(Satz) Unter der Voraussetzung . ..
—) sse InklusionsRelation in z.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:
i) K st sse_Kette.

ii) “K Cz"und “Vo,f:(a,f € K)= ((aCP)V(LCa))”.

Beweis 302-6 VS gleich K ist sse_Kette.

1: Aus —) “sse InklusionsRelation in z”
folgt via 68-6: sse ist antiSymmetrische Halbordnung in z.

2: Aus 1“sse ist antiSymmetrische Halbordnung in z”
folgt via 30-79(Def): sse Relation in z.

3: Aus 2“sse Relation in z”7 und
aus VS gleich “ K ist sse_Kette”

folgt via 34-4: K Cz

a,f € K.

5: Aus VS gleich “ K ist sse_Kette” und
aus Themad“a, 5 € K7
folgt via 30-68(Def): (a_sse_fB) V (B_sse_a).

6: Aus —) “sse InklusionsRelation in z” und
aus 5 (a_sse_f) V (B_sse_a)”
folgt via 68-4: (aCpB)V(BCa).

Ergo Thema4: Va,B: (a, € K)= ((a« CP) V(6 C )
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Beweis 302-6
VS gleich (KC2)AVa,B: (,fe K)= ((a« CB) V(B Ca))).
70€K.
2.1: Aus Themal“y,d € K” und
aus VS gleich “K C z...”
folgt via 0-4: v,0 € 2.
2.2: Aus Themal“~vy,6 € K7 und
aus VS gleich “...Va, (3 : (o, f € K)
= (@SB V(BCa))

folgt:

3: Aus =) “sse InklusionsRelation in z”7 |
aus 2.2“(yC )V (6 Cv)” und
aus 2.1“vy,0 € 27
folgt via 68-4:

(Y SO V(<)

(v-sse_6) V (6_sse_y).

Ergo Themal:

Vy,0: (7,0 € K) = ((y-sse-d) V (0_sse_gmm)).

Konsequenz via 30-68(Def): K ist sse_Kette.

]
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302-7(AC). Ist u eine Menge, so gibt es in {w : (w ist z_y_., z-rekursiv}) A (w C
u)} ein “ C-maximales Element” .

302-7(AC)(Satz)

Aus “u Menge” folgt “3 . (Q ist c_M _., p-rekursiv) A (2 C u)
ANV : ((a ist .M _., p-rekursiv) A (2 C a Cu)) = (a=Q))”.

Beweis 302-7(AC) VS gleich u Menge.

{w: (wist c.M _., p-rekursiv}) A (w C u)} 302-5(Def)

a€{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) A (w C u)}.

Aus Themal.1“a € {w: (wist c_M _., p-rekursiv}) A (w Cu)}”
folgt: a Cu.

Ergo Themal.1:
Va: (o € {w: (wist c-M_., ¢-rekursiv}) A (w Cu)}) = (a C u).

Konsequenz via 0-29: |A1| “{w : (w ist c.M _., ¢-rekursiv}) A (w Cu)} C P(u)”

1.2: Aus VS gleich “u Menge”
folgt via PotenzMengenAxiom: P(u) Menge.

2: Aus A1 gleich “{w : (w ist c.M_., ¢-rekursiv}) A (w Cu)} € P(u)” und
aus 1.2“P(u) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

A2| “{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) A (w C u)} Menge”

3: Via 68-2:
3P : ¥ InklusionsRelation in {w : (w ist c_M_., ¢-rekursiv}) A (w C u)}.
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Beweis 302-7(AC) VS gleich u Menge.

a ist W_Kette.

5.1: Aus 3“... WV InklusionsRelation in
{w: (wist M _., p-rekursiv}) A (w € u)}” und
aus Themad.1“« ist ¥_Kette”
folgt via 302-6:
a C{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) A (w C u)}.

5.2: Aus 3“... V¥ InklusionsRelation in
{w: (wist M _., p-rekursiv}) A (w C u)}” und
aus Themad.1“« ist ¥_Kette”
folgt via 302-6:

VB, v (B,y€a)= ((BS7)V(yCp)).

6.1: Aus5.1a0 C{w : (w ist c_M _., ¢-rekursiv})
Alw C u)}” und

aus A2 gleich “{w : (w ist c_.M _., ¢-rekursiv})
A w C u)} Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.

6.2: Aus5.1“a C {w: (w ist c_M_., p-rekursiv})
Alw C u)}” und

aus A1 gleich “{w : (w ist c_M _., ¢-rekursiv})
ANw Cu)} CPu)”
folgt via 0-6: a C P(u).

7.1: Aus 6.1“a Menge”
folgt via | JAxiom: |J o Menge.

7.2: Aus 6.2“a C P(u)”
folgt via 1-19: Ua Cu.
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Beweis 302-7(AC) VS gleich u Menge.

«a ist W_Kette.

10: Aus 9
folgt:

9: Aus Thema8.1“0 € @” und
aus 5.1 C{w : (w ist c_M _., ¢-rekursiv})

folgt via 0-4:
d€{w: (wist c.M_., p-rekursiv}) A (w C

0 € a.

ANw Cu)}”

0 ist c_M _., ¢-rekursiv.

Ergo Thema8.1:|A3| “Vd : (0 € o) = (0 ist c_M _., ¢-rekursiv)”

aus 5.2V, v :
folgt via 302-2:

8.2: Aus A3 gleich “V¢ : (§ € «)

9: Aus 8.2“Ja ist c_M _., ¢-rekursiv” |
aus 7.2“Ja Cu” und
aus 7.1“Ja Menge”
folgt: |Ja € {w: (wist c.M_., ¢p-rekursiv}) A (w C u)}.

= (0 ist c_M _., ¢-rekursiv)” und

(B,iyea)=(BCY)V(yCh)”
U a ist M _., ¢-rekursiv.

Ergo Thema4.1:

A4| “Va: (o ist U_Kette)

= (Jae{w: (wist oM _., ¢-rekursiv}) A (w Cu)})”
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Beweis 302-7(AC) VS gleich u Menge.

4.2: Aus 3“... V¥ InklusionsRelation in {w : (w ist c_M _., p-rekursiv})
ANw Cu)}”,
aus 2“{w : (w ist c_M_., p-rekursiv}) A (w C u)} Menge” und
aus A4 gleich “Va : (a ist ¥_Kette)
= (Ja e {w: (wist c.M_., ¢g-rekursiv}) A (w C u)})”
folgt via Lemma von Zorn I, TeilMengenVersion:
30 : Q ist ¥_maximales Element von
{w: (wist c-M_., ¢-rekursiv}) A (w C u)}.

5: Aus 4.2“...Q ist ¥_maximales Element von
{w: (wist cM_., ¢-rekursiv}) A (w C u)}”
folgt via 39-1(Def): Qe{w: (wist c-M_., p-rekursiv}) A (w C u)}.

6: Aus 5“0 € {w: (wist c.M_., p-rekursiv}) A (w Cu)}”
folgt:
(Q ist c_M _., p-rekursiv) A (2 C u).
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Beweis 302-7(AC) VS gleich

10:

11:

12:

13:

(o ist c-M _., p-rekursiv) A (2 C o C u)

8:

Aus Thema7.1“...a Cu” und
aus VS gleich “u Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.
: Aus Thema7.1“(aist c_M _., p-rekursiv)A(...a C u)” und
aus 8“a Menge”
folgt: a€{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) A (w C u)}.
Aus 3“... VU InklusionsRelation in
{w: (wist M _., ¢-rekursiv}) A (w C u)}”,
aus Thema7.1“...Q Ca«...”,
aus 5“Q € {w: (wist c-M_., p-rekursiv})A(w C u)}” und
aus 9“a € {w: (wist c-M_., p-rekursiv}) A (w Cu)}”
folgt via 68-4: QU _a.
Aus 4.2%...0 ist U_maximales Element von
{w: (wist cM_., ¢-rekursiv}) A (w Cu)}”,
aus 9“a € {w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) A(w C u)}” und
aus 10“Q_V o7
folgt via 39-1(Def): a Q.
Aus 3“... U InklusionsRelation in
{w: (wist cM_., ¢-rekursiv}) A (w € u)}” und
aus 11“a_W_ Q"
folgt via 68-4: a C Q.
Aus 120 C Q7 und
aus Thema7.1“...Q C«...”
folgt via GleichheitsAxiom: a = .

Ergo Thema7.1:

29

u Menge.

A5| “Va: ((aist c-M ., ¢p-rekursiv) A(Q Ca Cu)) = (a=Q)”
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Beweis 302-7(AC) VS gleich u Menge.

7.2: Aus 4.2dQ...7,
aus 6 (£ ist c_M _., ¢g-rekursiv) A (@ C u)” und
aus A5 gleich “Vo: ((a ist c.M_., p-rekursiv) A (R C a Cu)) = (a =
folgt: 30 : (Q ist c-M _., ¢-rekursiv) A (Q
AVa : ((aist ¢ M., p-rekursiv) A(Q Ca Cu)) = (o=

Q) b

C u)
)

).
]
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302-8(AC). Vermutlich ist die “# 0-Version” vom Lemma von Zorn I deswe-
gen nicht in Suite I zu finden, weil mir dort diese Folgerung als zu offensichtlich
erschien.

302-8(AC)(Satz) (Lemma von Zorn I*)

Es gelte:
—) = Halbordnung in z.
—) 0 # z Menge.
—) Va: (0 # « ist X _Kette) = (IQ : Q obere < _Schranke von «).

Dann folgt “3V : U ist < _maximales Element von z”.
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Beweis 302-8(AC)

B ist < Kette.

2: Es gilt: (B=0)V(0#DPD).
’Fallunterscheidung‘

=0

3.1: Aus ) “0# 2"
folgt via 0-20: 30 : Qe z.
3.2: Aus —) “= Halbordnung in z”
folgt via 30-79(Def):
(= Relation in z) A (X reflexiv in z).

4: Aus 3.2“(= Relation in z) A (= reflexiv in z)” und
aus 3.1“... Q€ z2”

folgt via 43-5: Q obere < _Schranke von 0.
5: Aus 4 und

aus 2.1.Fall

folgt: Q obere < _Schranke von £.

6: Aus 3.1“3Q...”7 und
aus 5“€2 obere < _Schranke von 3”
folgt: 3Q : Q obere =< _Schranke von £.

0# .

Aus 2.2.Fall“0# 5”7 und
aus Themal.1“f ist < Kette” ,
aus —)“Va : (0 # «a ist < Kette)
= (39 : Q obere < _Schranke von «)”
folgt: 3Q : Q obere <X _Schranke von .

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
3 : Q) obere < _Schranke von f.

Ergo Themal.1:
A1’ “VB o (B ist = _Kette) = (302 : Q obere < _Schranke von /3)”
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Beweis 302-8(AC) ...

1.2: Aus —) “ =< Halbordnung in 27,
aus —) “...z Menge” und

aus Al gleich “V3 : (B ist <X _Kette) = (I : Q obere < _Schranke von /3)”
folgt via Lemma von Zorn I:

J¥ : ¥ ist < _maximales Element von z.

[]
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302-9(AC). Auch die “# 0-Version” vom Lemma von Zorn I, TeilMengen-
Version erscheint nicht in Suite I. Vermutlich aus den gleichen Griinden, die
vorab zu 302-8(AC) angefiihrt sind.

302-9(AC)(Satz) (Lemma von Zorn I*, TeilMengenVersion)

Es gelte:
—) sse InklusionsRelation in z.
—) 0 # z Menge.
—) Va: (04 «ist sse_Kette) = (Ja € 2).

Dann folgt “3V : U ist sse_maximales Element von z”.
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Beweis 302-9(AC)

1:

3.2:

Aus =) “sse InklusionsRelation in 2”7

folgt via 68-6:

folgt via 34-13:

: Aus 1“sse antiSymmetrische Halbordnung in z”
(sse Halbordnung in z) A (sse Relation in z).

Thema3. 1 0 # [ ist sse_Kette.
4.1: Aus Thema3.1“...[ ist sse_Kette” und
aus 2°...sse Relation in 2”
folgt via 34-4: b C z.
4.2: Aus Thema3.1“0 # 3 ist sse_Kette” und
aus —) “Va: (0 # « ist sse_Kette) = (Ja € 2)”
folgt: Upg e =
5: Aus —) “sse InklusionsRelation in 2”7,
aus 4.2 B € 2”7 und
aus 4.1 C z”
folgt via 68-15: |J B obere sse_Schranke von .
6: Aus Thema3.1“...[ ist sse_Kette”
folgt: IN: Q=28
7: Aus6“...Q=JB” und
aus 5
folgt: Q) obere sse_Schranke von f3.
8: Aus 6“dQ...” und

aus 7€) obere sse_Schranke von ”
folgt: 3Q : Q obere sse_Schranke von .

Ergo Thema3.1:

65

sse antiSymmetrische Halbordnung in z.

ALl “V(B (0 # [ ist sse_Kette) = (3 : Q obere sse_Schranke von (3)”

Aus 2% sse Halbordnung in z...” |

?

aus —) “0 # z Menge” und
aus Al gleich “Vf: (0 # [ ist sse_Kette)
= (3Q : Q obere sse_Schranke von 3)”

folgt via Lemma von Zorn I*:

JU : U ist sse_maximales Element von z.

]
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302-10(AC). Falls v iiberhaupt eine ¢_M _., ¢-rekursive Fortsetzung R mit (v C
)R C u, u Menge, hat, so gibt es in {w : (w ist c.M _., ¢-rekursiv}) A (v Cw Cu)}
ein “C-maximales Element” | also eine “C-maximale” c_.M _., ¢-Fortsetzung von
v, die eine TeilKlasse von w ist.

302-10(AC)(Satz)

Aus “u Menge” und “v C R C u”und “R ist c .M _., ¢p-rekursiv”
folgt “3: (Q ist c_M _., p-rekursiv) A (v C Q C u)
AV : ((aist e M., gp-rekursiv) A (2 Ca Cu)) = (a=Q))".

Beweis 302-10(AC)
VS gleich (u Menge) A (v C R Cu) A (R ist c_M _., p-rekursiv).

{w: (wist .M _., ¢-rekursiv}) A (v C w C u)} 302-5(Def)

1.1: Aus VS gleich “...R Cwu...” und
aus VS gleich “u Menge...”

folgt via TeilMengenAxiom: R Menge.
2: Aus VS gleich “... R ist c_.M _., ¢-rekursiv” |

aus VS gleich “...v C RCu...” und

aus 1.1“R Menge”

folgt: Re{w: (wist ccM_., ¢-rekursiv}) A (v Cw C u)}.

3: Aus 2“R e {w: (wist c.M_., ¢p-rekursiv}) A (v Cw Cu)}”
folgt via 0-20: |A1| “0 # {w: (wist c_M_., p-rekursiv}) A (v Cw Cu)}”

a€{w: (wist c.M_., p-rekursiv}) A (v Cw Cu)}.

Aus Themal.?2 folgt: a Cu.

Ergo Themal.2:
Va: (a € {w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) A (v Cw Cu)}) = (o Cu).

Konsequenz via 0-29:

A2| “Aw: (wist c.M_., ¢p-rekursiv}) A (v Cw Cu)} C Pu)”
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Beweis 302-10(AC)
VS gleich (u Menge) A (v C R Cu) A (R ist c_M _., p-rekursiv).

1.3: Aus VS gleich “u Menge”
folgt via PotenzMengenAxiom: P(u) Menge.

2: Aus A2 gleich “{w : (wist c.M_., ¢-rekursiv}) A (v C w C u)} C P(u)”
und
aus 1.3“P(u) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

A3| “dw: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) A (v Cw C u)} Menge”

3: Via 68-2:
3P : ¥ InklusionsRelation in {w : (w ist c_M _., ¢-rekursiv})
Av Cw Cu)}.
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Beweis 302-10(AC)

VS gleich (u Menge) A (v C R Cu) A (R ist c_M _., p-rekursiv).
0 # o ist U_Kette.
5.1: Aus Themad.1“0# «...”
folgt via 0-20: J0:Q € a.

5.2: Aus 3“... ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist cM_., ¢-rekursiv}) A (v Cw C u)}” und
aus Themad.1“... a ist WU _Kette”
folgt via 302-6:
a C{w: (wist c.M_., ¢p-rekursiv}) A (v Cw C u)}.

5.3: Aus 3“... V¥ InklusionsRelation in
{w: (wist e M_., ¢-rekursiv}) A (v Cw C u)}” und
aus Themad.1“. ..« ist V_Kette”
folgt via 302-6:

VB, v (B,y€a)= ((BC7)V(yCp)).

6.1: Ausb5.1“...Q¢ca”
folgt via 1-15: QCa.

6.2: Aus5.1“Q € a” und
aus 5.2 C{w : (w ist ¢ M _., ¢-rekursiv})
ANv Cw Cu)}”
folgt via 0-4:
Qe{w: (wist c.M_., p-rekursiv}) A (v Cw Cu)}.

6.3: Aus 5.2 C {w : (w ist c_M _., ¢-rekursiv})
Alv Cw Cu)}” und

aus A3 gleich “{w : (w ist c_.M _., ¢-rekursiv})
A(v Cw C u)} Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.

6.4: Aus5.2“a C {w: (w ist c_M_., p-rekursiv})
Alv Cw Cu)}’ und

aus A2 gleich “{w : (w ist c_M _., ¢-rekursiv})
ANvCwCu)} CP(u)
folgt via 0-6: a C P(u).
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Beweis 302-10(AC)

69

VS gleich (u Menge) A (v C R Cu) A (R ist c_M _., p-rekursiv).
0 # a ist ¥_Kette.

7.1: Aus 6.24Q € {w : (w ist c_M_., ¢p-rekursiv})

9: Aus Thema8.1“6 € a” und
aus 5.2 C {w : (w ist ¢ M _., ¢-rekursiv})
ANv Cw Cu)}”
folgt via 0-4:
d € {w: (wist c_M_., ¢-rekursiv})
Av Cw Cu)}.

10: Aus 9
folgt: 0 ist .M _., ¢-rekursiv.

Ergo Thema8. 1:

folgt: Q.
7.2: Aus 6.3“a Menge”
folgt via | JAxiom: |J o Menge.
7.3: Aus 6.4“a CP(u)”
folgt via 1-19: Ua Cu.
d€a.

A4| “V5: (0 € a) = (0 ist c_M _., ¢-rekursiv)”
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Beweis 302-10(AC)

VS gleich (u Menge) A (v C R Cu) A (R ist c_M _., p-rekursiv).
0 # a ist ¥_Kette.

8.2: Aus A4 gleich “V¢ : (6 € )
= (0§ ist c_M _., ¢-rekursiv)” und

aus 5.3°V6,y: (f,y€a) = ((Sy)V(y<Eh)”
folgt via 302-2: U a ist c_M _., ¢-rekursiv.

8.3: Aus7.1“v C Q7”7 und
aus 6.1“Q C Ja”
folgt via 0-6: vCJa.

9: Aus 8.2“Ja ist c.M _., ¢-rekursiv” |
aus 8.3“v C Ja”,
aus 7.3“Ja Cu” und
aus 7.2“Ja Menge”
folgt:
Uae{w: (wist ccM_., ¢g-rekursiv}) A (v Cw C u)}.

Ergo Thema4.1:

A5| “Va: (0 # « ist W_Kette)
= (Ja €e{w: (wist c-M_., ¢-rekursiv}) A (v Cw Cu)})”

4.2: Aus 3“... ¥ InklusionsRelation in {w : (w ist c_M _., p-rekursiv})
ANv Cw Cu)}”,
aus Al gleich “0 # {w : (w ist cM _., ¢-rekursiv}) A (v Cw Cu)}”,
aus A3 gleich “{w : (w ist ¢ M _., ¢-rekursiv}) A (v C w C u)} Menge” und
aus A5 gleich “Va : (0 # a ist ¥ _Kette)
= (Ua €{w: (wist c-M_., p-rekursiv}) A (v Cw Cu)})”
folgt via Lemma von Zorn I*, TeilMengenVersion:
30 : Q ist ¥U_maximales Element von
{w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) A (v Cw Cu)}.
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Beweis 302-10(AC)

VS gleich

(u Menge) A (v C R Cu) A (R ist ¢c_M _., ¢p-rekursiv).

5: Aus 4.2%...Q ist V_maximales Element von

folgt via 39-1(Def):

{w: (wist c-M_., ¢-rekursiv}) A (v Cw Cu)}”
Qe {w: (wist c-M_., p-rekursiv}) A (v Cw C u)}.

6: Aus 5“0 € {w: (wist c.M_., p-rekursiv}) A (v Cw Cu)}”

folgt: (Q ist c_M _., p-rekursiv) A (v C Q C u).
Thema7.1 (aist c-M _., p-rekursiv) A (2 C o C u)
8.1: Aus6“...vCQ...” und
aus Thema7.1“...Q C«...”
folgt via 0-6: v C a.
8.2: Aus Thema7.1“...a C u” und
aus VS gleich “u Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.
9: Aus Thema7.1“« ist c.M _., ¢p-rekursiv...”
aus 8.1“v C a”,
aus Thema7.1“...aa Cu” und
aus 8.2“«a Menge”
folgt: a € {w: (wist c.M_., ¢-rekursiv}) A (v Cw C u)}.
10: Aus 3“... V¥ InklusionsRelation in
{w: (wist c.M _., ¢g-rekursiv}) A (w C u)}”,
aus Thema7.1“...Q Ca«...”,
aus 5“0 € {w : (w ist M _., ¢-rekursiv}) A (w C u)}” und
aus 9“a € {w: (wist c-M_., p-rekursiv}) A (w Cu)}”
folgt via 68-4: QU _a.
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Beweis 302-10(AC)

VS gleich (u Menge) A (v C R Cu) A (R ist c_M _., p-rekursiv).
(o ist c-M _., p-rekursiv) A (2 C o C u)
11: Aus 4.2%...Q ist U_maximales Element von

{w: (wist c-M_., ¢-rekursiv}) A (v Cw Cu)}”,
aus 9“«a € {w: (wist c_M _., p-rekursiv})
Alv Cw Cu)}” und
aus 10“Q_V_a”
folgt via 39-1(Def): a V.

12: Aus 3“... U InklusionsRelation in
{w: (wist cM_., ¢-rekursiv}) A (v Cw C u)}” und
aus 11“a_¥_Q”
folgt via 68-4: a CQ.

13: Aus 12“a C Q7 und
aus Thema7.1“...Q C«...”
folgt via Gleichheits Axiom: a = .

Ergo Thema7.1:
A6| “Voa: ((aist c.M_., p-rekursiv) A (Q Ca Cu)) = (a=Q)”

7.2: Aus4.2“3dQ...7,
aus 6 (2 ist c.M _., ¢g-rekursiv) A (v C Q C u)” und
aus A6 gleich “Va: ((a ist c.M_., p-rekursiv) A (R Ca Cu)) = (a=Q)”
folgt: 30 : (Q ist oM _., ¢-rekursiv) A (v € Q C u)
A(Va: ((aist oM ., p-rekursiv) A (2 C a Cu)) = (a = Q).

]
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302-11(AC). Durch Spezialisierung auf u = R ergibt sich aus 302-10(AC) der
angekiindigte “ C-maximale Erweiterungssatz fiir c_M _., ¢-rekursive Klassen.

302-11(AC)(Satz)

Aus “u Menge” und “R C u”und “R ist c.M _., p-rekursiv”
folgt “3Q : (Q ist c_M_., p-rekursiv) A (R C Q C u)
AV : ((a ist coM ., p-rekursiv) A (2 Ca Cu)) = (a=Q))”.

Beweis 302-11(AC) VS gleich (u Menge) A (R C u) A (R ist c_M _., ¢-rekursiv).

1: Via 0-6 gilt: R CR.

2: Aus VS gleich “u Menge..."”,
aus 1“RC R” und
aus VS gleich “...(R Cu) A (R ist ¢c_M_., ¢-rekursiv)”
folgt via 302-10(AC): 3Q - (Q ist c.M ., ¢-rekursiv) A (R C Q

u)
AV : ((av ist e-M ., ¢-rekursiv) A (Q C a Cu)) = («

C
Q)

).
]
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302-12(AC). Mit ein wenig Geschick ergibt sich aus 302-10(AC) in weite-
rer Folge ein “ C-maximaler” Erweiterungssatz fiir c_M _., ¢-rekursive Klassen mit
Startwert (p, q). Zunéchst wird Vorliegendes notiert.

302-12(AC)(Satz)

Aus “u Menge” und “(p,q) € v C R Cu”und “R ist c M _., p-rekursiv”
folgt “3Q = (Q ist c_M _., p-rekursiv mit Starwert (p,q)) A (v C Q C u)
AV : ((a ist coM ., p-rekursiv) A (2 C a Cu)) = (a=Q))”.

Beweis 302-12(AC)

VS gleich (u Menge) A ((p,q) € v C R Cu) A (R ist c-M _., ¢-rekursiv).
1: Aus VS gleich “u Menge...” |
aus VS gleich “...v C RCu...” und
aus VS gleich “... R ist c_M _., ¢-rekursiv”
folgt via 302-10(AC): 30 : (Q ist c-M _., ¢-rekursiv) A (v C Q C u)
A(Va s ((aist eoM ., p-rekursiv) A (2 C a Cu)) = (a = Q).
2: Aus VS gleich “...(p,q) €v...” und
aus 1“...0CQ...”
folgt via 0-4: (p,q) € Q.
3: Aus 1“...Qist ¢ M _., ¢-rekursiv...” und
aus 2“(p,q) € N7
folgt via 302-1(Def): Q ist c.M _., ¢g-rekursiv mit Startwert (p, q).
4: Aus 1“dQ...7,
aus 3“€) ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”,
aus 1“... v CQ Cwu...” und
aus 1¢.. Vo : ((aist c-M_., p-rekursiv) A (R Ca Cu)) = (a=Q)”7
folgt: 3 : (2 ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)) A (v € Q C u)
A(Va: ((av ist e-M ., g-rekursiv) A (R C a Cu)) = (a=Q)
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5

302-13(AC). Der Satz iiber die “C-maximale” Erweiterung einer c_M _., ¢-re-
kursiven Klasse R mit Startwert (p, ¢) ergibt sich als Folgerung von 302-12(AC).

302-13(AC)(Satz)

Aus “u Menge” und “R C u”
und “R ist c_ M _., ¢p-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt “3Q : (Q ist c_M _., p-rekursiv mit Starwert (p,q)) A (R C Q C u)

AV : ((a ist coM ., p-rekursiv) A (2 C a Cu)) = (a=Q))”.

Beweis 302-13(AC)

VS gleich  (u Menge) A (R C u) A (R ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert(p, q)).

1.1: Aus VS gleich “... R ist c_ZM _., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”

folgt via 302-1(Def): (R ist .M _., ¢-rekursiv) A ((p, q) € R).

1.2: Via 0-6 gilt: R CR.

2: Aus VS gleich “u Menge... ",
aus 1.1“...(p,q) € R,
aus 1.2“RCR”,
aus VS gleich “... R Cu...” und
aus 1.1“ R ist ¢.M _., ¢-rekursiv...”
folgt via 302-12(AC):
Q¢ (Q ist c_M _., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)) A (R C Q2
AVa: ((aist oM _., p-rekursiv) A (R Ca Cu)) = (a =
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EK: 2 +2cxy +y* =1mit ce ] — 1|1[.

Ersterstellung: 10/07/14 Letzte Anderung: 10/07/14

Ziel. Fiir die Gleichung 2% + 2cxy +y* = 1 mit ¢ € ] — 1|1[ sollen “Losungskur-
ven” [ : R — R? gefunden werden, so dass gilt:

1) Fir alle t € R “erfiillen [;(t), lo(t) die Gleichung 2%+ 2czxy+y* =17, i.e. es
soll
B(t) +2ci(t)l(t) +15(t) =1, teER,

gelten.

2) Es soll festgestellt werden, dass es zu jedem (z,y) € R? mit 22+2czy+y? = 1
(wenigstens) ein 7% € R gibt, so dass

(") = (z,y), ie. x=U4L(T7), y=IUhL(T).
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Der Fall ¢ = 0. In diesem Fall ist die “Kreisgleichung”
4P =1,
zu untersuchen. Mit Hilfe des Formelwissens
cos’t+sin’t =1, teR,

liegt es nahe,
l1(t) = cost, Iy(t) =sint, te€R,

zu setzen. Dann ist jedenfalls 1) erfiillt. Zum Nachweis von 2) sei (z,y) € R?
mit 22 + y? = 1. Dann gilt auf jeden Fall 22, 3? < 1 und es folgt |z|, |y| < 1. Also
gibt es - aufler im Fall = +1 - im Intervall [0]27[ genau zwei Zahlen 7* mit
cos 7" = x, namlich

7" = arccosx, oder 7" = 2w — arccosz,

im Fall z = 1 gibt es genau ein 7" € [0|27[ mit cos7* = z, ndmlich 7% = 0,
im Fall z = —1 gibt es genau ein 7 € [0|27[ mit cos7* = x, ndmlich 7* = 7.
Falls nun x # %1, so muss wegen 22 + y? = 1 die Aussage 0 # y gelten und das
Vorzeichen von y entscheidet iiber die richtige Wahl von 7*:

a) v# +1lund 0 < y: 7" = arccosz € 0| [.

b) = # +1 und y < 0: 7" = 27 — arccosz € |7|27[.
c) x=17=0.

d) z=-L71"=nm.

In jedem Fall muss y = £v/1 — 22 = £+/1 — cos? 7* = £|sin 7*| gelten. Entspre-
chend der Beriicksichtigung des Vorzeichens von y bei der Wahl von 7 und weil
sin auf ]0|mw [ positiv und auf | 7|27 [ negativ ist, ergibt sich y = sin 7*.

Konsequenz: Zu jedem (z,y) € R? mit 2*> + y*> = 1 gibt es ein 7* € R mit
x=cosT* =11 (7%), y =sin7T* = lr(7").
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Der “allgemeine ” Fall ¢ € | — 1|1[. Hier ist ¢ = 0 miteingeschlossen. Bei
der Diskussion wird von den Erkenntnissen des vorab untersuchten Falls ¢ = 0
Gebrauch gemacht. Um iiberhaupt eine Idee fiir die Vorgehensweise zu kriegen
wird zuniichst von (x,y) € R? mit 2% + 2cxy + y? = 1 ausgegangen und es wird
die (in der Linearen Algebra zu besprechende Hauptachsen-)Transformation

r=u-+v, Y=u-—uv,

betrachtet. Es gilt
u=(x+y):2, v=(r—-y):2
und es folgt

1 = 2*+2cay+y* = (u+v)*+2c(u+v)(u—v)+(u—0)* = 2u* +20° +2c(u® —v?)
= 2(1 + c)u® + 2(1 — ¢)v?,

wobel wir
0<lxe<?2,

fest stellen, woraus 2(1 + ¢) = (1/2(1 % ¢))? folgt. Wir erhalten

1=2(14c)u®+2(1 —c)v* = (v/2(1 +¢) u)? + (V2(1 — ¢) v)?,

so dass es entsprechend der Untersuchungen im Fall ¢ = 0 ein 7 € R mit

V2(14¢) u=cosT, 2(1 —c¢) v =sinT,

gibt. Es folgt
x=(cosT):\/2(1+¢)+ (sin7) : \/2(1 —¢),

y=(cosT):/2(1+¢)— (sin7) : /2(1 —¢),

und damit ist zumindest ein Ansatz fiir eine “Losungsformel” gefunden. Jedoch
ist es nicht zufrieden stellend, dass hier im Fall ¢ = 0 nicht die vorab besprochene
Darstellung erscheint. Die Formeln

und

cos(a+ ) = cosa cosf —sina sin 3, sin(a+ ) = cosa sinf + sina cos 3,
geben einen Hinweis. Zunéchst berechnen wir

(VAT + (VEI =) =2(1+¢)+2(1 =) = 4,
schliefen hieraus

(VA4e): 2+ (V1 —¢c):2?=(1+c¢c):2+(1—¢c):2=1,
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und erkennen, dass es
0. € R,

mit
cosd. =/ (14+¢):2, sind.=+/(1—c):2,

geben muss. Wegen der Positivitit von 1 + ¢ kann etwa

b, = arctan /(1 —c) : (1 +¢) € J0|r: 2[,
gewahlt werden. Offenbar gilt
0g =7 : 4.
Es folgt

z = (cosT): (2cosd.) + (sin7) : (2sind.)
= (cos Tsind, + sin 7 cosd.) : (2sin d. cosd,)

= sin(7 +0c) 1 (2/(1 —¢) : 24/ (1 +¢) : 2) =sin(T + 6,) : A,

wobei
A.=V1-—¢2
mit
Auf dhnliche Weise ergibt sich
y =sin(T — ) : A..

Noch immer ist die Form fiir ¢ = 0 nicht direkt sichtbar. Es soll versucht werden,
0o = 7 : 4 auszuniitzen. Wir setzen

€c=0.—7: 4,

woraus im Speziellen
€0 = O)

folgt. Nun wird gerechnet:
r=sin(7+0.) : As =sin((74+7:4)+(0.—7:4)) : Ac =sin((7+7 : 4)+€.) : A,
= (cos(T+m:4) -sine, +sin(r+7:4) - cose.) : A,
und dhnlich folgt
y=(—cos(t —m:4)-sine. +sin(r —7:4) - cose) : A,
woraus sich im Fall ¢ = 0 die Darstellung

r=sin(t+m7:4), y=sin(t —m:4)
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ergibt und es scheint an der Zeit, von
sina = cos(a — 7 : 2),
cos(aw+ 7 : 2) = —sinaq,
Gebrauch zu machen. Es folgt im Speziellen
sin(t + 7 : 4) = cos(t — 7 : 4),
cos(T +m:4) = —sin(r — 7 : 4),
und somit

x = (cos(T — 7 :4)-cose, —sin(r — 7 : 4) - sine,) :

A,
y = (sin(r — 7 :4) - cose, — cos(T — 7 : 4) - sine.) : A..
Hieraus folgt

r=(cos(tT—m:4d+4¢€)): A, y=6nr—7m:4—¢)): A,
woraus sich mit
TN =1 —7:4,
die Darstellung
x=(cos(T" +¢€)) Ay, y=(sin(7" —e.)) 1 A,
ergibt. Diese Voruntersuchungen legen es nahe, die Kurve [. = (l; ., l>..) mit
Lice(t) = (cos(t+e€)) : Ay, loc(t) = (sin(t —€.)) : A., tER,

genauer zu untersuchen. Geméfl des bisher Gefundenen gibt es jedenfalls zu jedem
(z,y) € R? mit 2% + 2cxy + y* = 1 (wenigstens) ein 7% € R mit I(7*) = (x, 7).
Dies erledigt 2). Zum Nachweis von 1) stellen wir zunéchst

cos €, = cos(d, — m : 4) = cosd, cos(m : 4) +sind, sin(rw : 4)

=(1:vV2)- (V040 :24/1=-0):2)=(V1+c+VI—c):2

und

sine, = sin(d. — m : 4) = sind,. cos(m : 4) — cos(.) sin(m : 4)

=(1:v2)-(V1-¢):2—v/(1+¢):2)
=(WV1l+c—V1-c¢):2,

fest, woraus ohne viel Weiteres
cose, sine. = (V1+¢)> = (V1—-¢)?):d=(1+c—1+c):d=c:2,

folgt. Nun wird fiir ¢ € R gerechnet: ...
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13 o(t) + 2¢ly o ()lo,c(t) + 13 (2)
= (cos?(t + €.)) : A2 + 2c(cos(t + €.))(sin(t — €.)) : A2 + (sin?(t — ¢,)) : A2

= (1:A2)- ((cost - cose. — sint - sine.)’

+ 2¢(cost cos € — sint sin€)(sint cos €. — costsine,) + (sint cose, — costsine.)?)

=(1:A.)*- ( cos? t cos? €, — 2 costsint cos e, sin €, + sin® t sin? e,
+ 2¢(costsint cos? €, — cos? t cos e, sin €. — sin’ t cos €., sin €, + cos ¢ sin t sin? €c)

+ sin®tcos? €. — 2costsint cose, sin €, + cos? ¢ sin? ec)
=(1: Az) . (cos2 €e+sin® e, — 4 costsin t cos e, sin €c+2c(costsint — cos €. sin ec))
=(1:A2)- (1 - (4c:2)costsint + 2ccostsint — 2¢ - (c: 2))
=(1:(1=c)) (1-c)=1,

so dass auch 1) erfiillt ist.

Der Grenziibergang ¢ 1 1. Wird in der Gleichung 22 + 2caxy + y?> = 1 der
Grenziibergang ¢ 1 1 durchgefiihrt, so folgt (z +y)? =1, also x + y = +1. Wird
hingegen der Grenziibergang ¢ 1 1 in [.(t), t € R, betrachtet, so folgt wegen

A.—0 fir c11,
die Aussage
\li.c(t)] = +o00 oder |lo ()] = 400 fir c¢7T1,

so dass [.(t) nicht geeignet ist, die Grenzgleichung zu parametrisieren. Nichtsde-
stotrotz berechnen wir fiir alle ¢t € R,

Lio(t) + loc(t) = (cos(t + €.) +sin(t —€.)) : A
= (costcose, —sintsine, + sintcose, — costsine.) : A,
= (cost - (cose, — sine,) +sint(cose, —sine.)) : A,
= (cost +sint) - (cose, —sine.) : A,

= (cost+sint) - V1 —c: A, = (cost +sint) : V1 + ¢,

so dass

Le(t) + loe(t) = (cost +sint) : V2 € [—1[1] fir c11,
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und demnach Iy .(¢) +l2.(t) je nach der Wahl von ¢ gegen einen Wert im Intervall
[ — 1|1] strebt. Interessanter Weise folgt aus diesem Resultat ohne jede weitere
Rechnung wegen

\lic(t)] = +o0 oder |lo.(t)] = o0 fir c7T1,

sogar
\lic(t)] = +o0 und |loo(t)| = +o0 fiir c11,

Ahnliche Untersuchungen fiir den Grenziibergang ¢ | —1 bleiben den Lesern
iiberlassen.
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Mengenlehre: R ist c_E_., ¢-rekursiv und E Algebra in A.
R ist c_E_., ¢-rekursiv und ¢ Funktion.
fist c.E_., ¢-rekursiv und f Funktion.

Ersterstellung: 11/07/14

Letzte Anderung: 16/07/14

304-1. Falls f eine Funktion ist und falls f(p) eine Menge ist, so gilt (p, f(p)) € f.

304-1(Satz)
a) Aus “f Punktion” und “f(p) Menge” folgt “(p, f(p)) € f”.

b) Aus “O Algebra in A” und “p_0O_q Menge”

folgt “((p,q),p-Oq) € O”.

ALG-Notation.

Beweis 304-1 a) VS gleich

1:

Aus VS gleich “... f(p) Menge”
folgt via 17-5:

: Aus VS gleich “ f Funktion” und

aus 1“p € dom f”
folgt via 18-22:

b) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...p_-0_g Menge”
folgt:

: Aus VS gleich “0 Algebra in A...”

folgt via 93-6:

: Aus 2“0 Funktion” und

aus 2“0(p, q) Menge”
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus “O(p,q) =p 0gq”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 4 und

aus 3
folgt:

(f Funktion) A (f(p) Menge).
p € dom f.

(p, f(p) € f.

(O Algebra in A) A (p-O0_g Menge).

O(p,q) Menge.

O Funktion.

((p.q),0(p,q)) € O.

((p,q),0(p,q)) = ((p,q),p-Bq).

((p,q),p-Oq) € O.
0
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304-2. In einigen interessanten Féllen ist bei c_E_., p—rekursiven Klassen die
Klasse E eine Algebra in A.

304-2(Satz) Unter der Voraussetzung . ..
—) O Algebra in A.
...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

i) R ist c_O_., p-rekursiv.

1) Ve, 5,7 ((a, f), (cO-o,7) € R) = ((8,7) € ¢).

ALG-Notation.

Beweis 304-2 VS gleich R ist c.O_., ¢-rekursiv.
(. 8), (c-0-0,7) € R.
2: Aus Themal“...(c.O.a,7y) € R”
folgt via 9-15: c_0_a Menge.

3: Aus —) “0O Algebra in A” und
aus 2“c_0_a Menge”
folgt via 304-1: ((¢,),c.O0.) € 0.

4: Aus VS gleich “R ist c_O_., ¢-rekursiv” ,
aus Themal“(a, 3), (c.0,a,7) € R” und
aus 3“((c,a),c.0.a) € O”
folgt via 302-1(Def): (B,7) € ¢.
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Beweis 304-2
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VS gleich Va, 8,7 : (o, 8), (c-O-a,7) € R) = ((8,7) € ¢).
((6,€), (n,€) € R) A (((¢,0),n) € D).
2: Aus —) “0O Algebra in A”

folgt via 93-6: O Funktion.

: Aus 2“0 Funktion” und

aus Themal“...((c,0),n) € O

folgt via 18-20: n=0(cd).
: Aus 3

folgt: n=c.0J.
: Aus 4“n=c 097

folgt via PaarAxiom I: (n,€) = (c.04,¢).
: Aus Themal“...(n,§) € R...” und

aus b

folgt: (c.0.6,¢) € R.

: Aus Themal®(d,e)...€ R...”,

aus 6“(c.0.0,£) € R” und
aus VS gleich “Va, 5,7 : ((«, 8), (c.O_c,7y) € R)

= ((8,7) € ¢)”

folgt: (6,€) € ¢.

Ergo Themal:

o, ¢,1,§ 2 (((6,€), (0, €) € R) A (((¢,0),m) € B)) = ((6,£) € 9).

Konsequenz via 302-1(Def): R ist c_.O_., ¢-rekursiv.

[]
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304-3. Mitunter ist ¢ eine Funktion und es wird eine c_F_., p—rekursive Klasse
betrachtet.

304-3(Satz) Unter der Voraussetzung . ..
—) ¢ Funktion.
...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

i) R ist c_E_., p-rekursiv.

i) Vo, 5,7,0: (e, 5), (7,9) € R) A(((¢,a),7) € E)) = (6 = o(f)).

Beweis 304-3 ||i) = ii|| VS gleich R ist c_E_., p-rekursiv.
((a, 8), (7,9) € R) A (((c, @), 7) € E).

2: Aus VS gleich “ R ist c_E_., ¢-rekursiv” und
aus Themal((«, f), (7,0) € R) A (((c,a),v) € E)
folgt via 302-1(Def): (B,6) € ¢.

3: Aus —) “¢ Funktion” und
aus 2“(0,0) € ¢”
folgt via 18-20: d = o(p).

Ergo Themal: Va,f,7,0 : (((, B),(7,0) € R) A (((c,),y) € E)) = (6 = ¢(p)).
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Beweis 304-3

VS gleich Va, 8,7, : (((er, B), (7,0) € R) A (((¢, ),
= (9
((p.€), (n,€) € R) A(((c,p),m) € E).
2: Aus Themal®((p,€), (n,€) € R) A (((c,p),n) € E)” und
aus VS gleich
“Va,8,7,0: (e, 8), (7,6) € R) A(((c,a),7) € E))
= (0 =9(8))"
folgt: £ = ¢(e).
3: Aus Themal®...(n,§) € R...”
folgt via 9-15: ¢ Menge.
4: Aus 3 und
aus 2
folgt: ¢(€) Menge.
5: Aus —) “¢ Funktion” und
aus 4“ ¢(e) Menge”
folgt via 304-1: (€,0(€)) € ¢.
6: Aus 2“¢ = ¢(e)”
folgt via Paar Axiom I: (e,€) = (e, 0(¢)).
7: Aus 5 und
aus 6
folgt: (6,€) € 9.

Ergo Themal:
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Vp, e, (((p€), (0,€) € R) A(((e,p),n) € E)) = ((6,€) € 9).

Konsequenz via 302-1(Def): R ist c_E_., ¢-rekursiv.

]
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304-4. In nicht wenigen Fillen ist O eine Algebra in A und ¢ ist eine Funktion,
wenn c_0O_., p—rekursive Klassen betrachtet werden.

304-4(Satz) Unter den Voraussetzungen . . .
—) O Algebra in A.
—) ¢ Funktion.

... sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

i) R ist c_O_., p-rekursiv.

i) Va, B,7: (o, B), (e-O.0,7) € R) = (7 = 6(8)).

ALG-Notation.

Beweis 304-4 VS gleich R ist c_O_., ¢p-rekursiv.

-

1: Aus —) “0O Algebra in A” und
aus VS gleich “ R ist c¢_0O_., ¢-rekursiv”

folgt via 304-2: Vo, e,m: ((0,€),(c.O0.0,m) € R) = ((e,m) € ¢).
(, 8), (c-0-0,7) € R.

2: Aus Themal“(q, ), (c.O.c,y) € R” und
aus 1“Vo,e,n: ((6,¢€), (c.0.0,m) € R) = ((e,n) € ¢)” "
folgt: (B,7) € .
3: Aus =) “¢ Funktion” und

aus 2“(83,7) € ¢”
folgt via 18-20: v = o(B).

Ergo Themal: Va, 8,7 : ((a, ), (c.O.a,y) € R) = (7 = ¢(B)).
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VS gleich Va, 8,7 : (o, 8), (cO-a,7) € R) = (v = ¢()).
((0,€), (n,€) € B) A(((¢,0),m) € B).
2.1: Aus Themal®...(n,§) € R...”

2.2:

folgt via 9-15:

Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 93-6:

: Aus 2.2%“0 Funktion” und

aus VS gleich “...((¢,d),n) € O”
folgt via 18-20:

: Aus 3

folgt:

: Aus 4“np=c0O46”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 5 und

aus Themal“...(n,{) € R...”
folgt:

: Aus Themal®(d,e)... € R,

aus 6“(c.0.0,£) € R” und

aus VS gleich “Vo, 8,7 : ((o, 8), (c-O_a,

folgt:

: Aus 2.1 und

aus 7
folgt:

¢ Menge.

O Funktion.

n= E\(C, (5).

n = c.0.4.

(7,€) = (¢.8.6,8).

(c.0.6,¢) € R.

7) € R)
= (v =9(p))"

§ = ¢(e).

¢(€) Menge.
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Beweis 304-4

VS gleich Vo, 8,7 : ((a, B), (c-O0_a,y) € R) = (v = ¢(B)).
((d:€),(n,&) € R) A (((c,0),m) € O).

9: Aus —) “¢ Funktion” und
aus 8“¢(e) Menge”

folgt via 304-1: (€,0(€)) € ¢.
10: Aus 7“¢ = ¢(e)”
folgt via PaarAxiom I: (6,€) = (€, 0(¢)).
11: Aus 9 und
aus 10
folgt: (e,6) € ¢
Ergo Themal: o, €,1,§: ((6,€),(n,€) € R) A (((¢,0),n) € B) = ((6,€) € 9).
Konsequenz via 302-1(Def): R ist c_.O_., ¢-rekursiv.

]
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304-5. Ist R eine c_E_., ¢—rekursive Klasse, so ist R nicht notwendiger Weise
eine Funktion - R muss nicht einmal eine Relation sein. Gelegentlich ist es von

Interesse, c_E_, p—rekursive Funktionen zu untersuchen.

304-5(Satz) Unter der Voraussetzung . ..
—) f Funktion.
...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

i) [ ist c_E_., ¢-rekursiv.

ii) Vo, 8: ((a, f € dom f) A (((¢, ), B) € E)) = ((f(a), f(B)) € ¢).

Beweis 304-5 VS gleich

f ist c_E_., ¢-rekursiv.

(@, 8 € dom f) A (((¢, ), B) € E).

2.1: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal“a... € dom f”

folgt via 18-22: (o, f(a)) € f.

2.2: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal®“... € dom f”

folgt via 18-22: (B, f(B)) € f.

3: Aus VS gleich “ f ist c_E_., ¢-rekursiv” |
aus 2.1“(«, f(a)) € 7,

aus 2.2% (B3, f(B)) € f7 und
aus Themal®“...((c,a),B) € E)”

folgt via 302-1(Def): (f(a), f(B)) € .
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VS gleich Va, §: (o, B € dom f) A (((¢; @), ) € E)) = ((f(a), f(B)) € ¢).

((0,€), (n,€) € f) A (((¢,0),m) € E).

2.1: Aus Themal“(d,€)...€ f...”
folgt via 7-5:

2.2: Aus Themal®...(n, &) € f...”
folgt via 7-5:

2.3: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal“(d,€)...€ f...”
folgt via 18-20:

2.4: Aus —) “ f Funktion” und
aus Themal“...(n, &) e f...”
folgt via 18-20:

3: Aus 2.1“9 €dom 7|
aus 2.2“n € dom 7|
aus Themal“...((c,d),n) € E” und
aus VS gleich “Va, 5 : ((a, B € dom f)

folgt: (F(5)

4: Aus 2.3%¢ = f(5)” und
aus 2.4“¢ = f(n)”

folgt via PaarAxiom I: (€,€) = (f(0), f(n)).
5: Aus 3 und

aus 4

folgt: (e,6) €0

AM(e,a), ) € E)) = ((f(a), f(P)) € ¢)°

0 € dom f.

7 € dom f.

Ergo Themal:  V4,e,1,&: (((d,€),(n,€) € f) A (((c,9),

Konsequenz via 302-1(Def):

) € E)) = ((6,§) € ¢).

f ist c_E_., ¢p-rekursiv.
O
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304-6. Gelegentlich ist f eine c_.O_., p— rekursive Funktion und O ist eine Algebra
in A.

304-6(Satz) Unter den Voraussetzungen . . .
—) f Funktion.
—) O Algebra in A.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:
i) f st c_O_., ¢p-rekursiv.

ii) Va: (a,c.O.a € dom f) = ((f(a), f(c-O.a)) € ).

ALG-Notation.

Beweis 304-6 VS gleich fist c.O_., ¢-rekursiv.
a,c.0_a € dom f.
2: Aus Themal®“...c.O .« € dom f”
folgt via Element Axiom: c_0_a Menge.

3: Aus —) “0O Algebra in A” und
aus 2“c_0_a Menge”
folgt via 304-1: ((¢,),c.O0.a) € O.

4: Aus —) “ f Funktion”,
aus VS gleich “ f ist c_.O_., ¢-rekursiv” |
aus Themal“a,c 0.« € dom f” und
aus 3“((c,a),c.0.a) € O”
folgt via 304-5: (f(a), f(c.O.)) € ¢.

Ergo Themal: Va: (a,c.O0.a € f) = ((f(a), f(c.O.a)) € ¢).
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VS gleich Va: (a,c.0.a € f) = ((fla), flcD.a)) € ¢).
(8,7 € dom ) A (((c, B),~) € D).

folgt:

folgt:

folgt:

4: Aus 3

2: Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 96-3:

3: Aus 2“0 Funktion” und
aus Themal“...((c,3),v) € O7
folgt via 18-20:

5: Aus 4 und
aus Themal.1“...y €dom f...”

6: Aus Themal.1“f3... €dom f”,
aus 56“c. 0. € dom f” und
aus VS gleich “Va : (o, c.0.« € f)

O Funktion.
v = 0O(c, B).
y=c0Op.

c.O0.8 € domf.

Ergo Themal.1:

A1l VB, (((B,7) € dom f) A(((c, 8),7) € D)) = ((f(B), f(cDpB)) € ¢)7

1.2: Aus =) “ f Funktion” und

aus Al gleich “Vj3,v: (((5,7) € dom f) A (((¢, 5),v) € O))

folgt via 304-5:

= ((f(B), f(cB-P)) € ¢)”

f ist c.O_., ¢-rekursiv.

[]
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304-7. Es kann auch vorkommen, dass f eine c_E_., p—rekursive Funktion und ¢
eine Funktion ist.

304-7(Satz) Unter den Voraussetzungen . . .
—) f Funktion.
—) ¢ Funktion.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

i) f st c_E_., ¢-rekursiv.

1) Vo, 5 ((a, § € dom f) A (((¢,q), ) € E)) = (f(B) = ¢(f(@)))-

Beweis 304-7 VS gleich fist c_E_., p-rekursiv.
(a, B € dom f) A (((c; ), B) € E).

2: Aus =) “ f Funktion” |
aus VS gleich “ f ist ¢c_E_., ¢-rekursiv” und
aus Themal“(a, f € dom f) A (((¢,),B) € E)”
folgt via 304-5: (fla), f(B)) € ¢.

3: Aus —) “¢ Funktion” und

aus 2“(f(a), f(B)) € ¢”
folgt via 18-20: f(B) = o(f(a)).

Ergo Themal: Vo, : ((a, 5 € dom f) A (((c, ), B) € E)) = (f(B) = o(f(a)))-
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Beweis 304-7
VS gleich Vo, B : ((a, f € dom f) A (((c, @), B) € E)) = (f(B) = o(f(a))).

(7,0 € dom f) A (((¢,7),9) € E).
")

2: Aus Themal.1“(v,0 € dom f) A (((¢,7),0) € E)” und
aus VS gleich “Va, 5 : ((a, B € dom f) A (((¢, ), B) € E))

= (F(8) = 6(/()))

Y

folgt: f(0) =o(f(7))
3: Aus Themal.1“...d edom f...”

folgt via 17-5: f(9) Menge.
4: Aus 3 und

aus 2

folgt: ¢(f (7)) Menge.

5: Aus —) “¢ Funktion” und

aus 4“o(f(v)) Menge”
folgt via 304-1: (f(1),0(f(7))) € ¢

6: Aus 2“f(9) = o(f(7))”
folgt via PaarAxiom I (f(v), f(9)) = (f(7), o(f(7)))-

7: Aus 6 und
aus b

folgt: (f(7), f(0)) € ¢

Ergo Themal.1:
ALl “¥7y,6: ((7,6 € dom f) A (((¢,7),0) € E)) = ((f(0), f(7)) € ¢)”

1.2: Aus =) “ f Funktion” und
aus Al gleich “V~,0 : ((7,6 € dom f) A (((¢,7),9) € E))

= ((f(6), (7)) € ¢)”
folgt via 304-5: f ist c_E_., ¢-rekursiv.

O



Mengenlehre #304 97

304-8. Ist f eine c¢.O_., p—rekursive Funktion, wobei O eine Algebra in A und ¢
eine Funktion ist, so nimmt 304-1(Def) eine recht vertraute Form an.

304-8(Satz) Unter den Voraussetzungen . . .
—) [ Funktion.
—) O Algebra in A.
—) ¢ Funktion.
...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:
i) f st c_O_., ¢-rekursiv.

ii) Va: (o, c.O.a € dom f) = (f(c-O-a) = ¢(f())).

ALG-Notation.

Beweis 304-8 VS gleich f ist c.O_., p-rekursiv.

a,c.0_a € dom f.

2: Aus =) “ f Funktion” ,
aus —) “0O Algebrain A”,
aus VS gleich “ f ist c_.O_., ¢-rekursiv” und
aus Themal“ o, c_.O_a € dom f”

folgt via 304-6: (f(a), f(c.O.)) € ¢.

3: Aus —) “¢ Funktion” und

aus 2% (f(a), f(c-H.a)) € ¢7
folgt via 18-20: flc-Oa) = o(f(a)).

Ergo Themal: Va: (a,c. 0. € dom f) = (f(c.O_a) = ¢(f())).
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Beweis 304-8

VS gleich Va: (o, c.0.a € dom f) = (f(c.O.a) = ¢(f(a))).
B,c.0_B € dom f.

folgt:

4: Aus 3 und
aus 2
folgt:

7: Aus 5 und
aus 6
folgt:

2: Aus Themal.1“(3,¢.0_3 € dom f” und
aus VS gleich “Va : (o, c.0_« € dom f)

3: Aus Themal.1“...c. 0 € dom f”
folgt via 17-5:

5: Aus —) “¢ Funktion” und

aus 4% ¢( (1)) Menge”
folgt via 304-1: ((8). 6(F(B))) € o.

6: Aus 2“ f(c.O0.8) =o(f(B))”

folgt via PaarAxiom I:

= (f(cBa) = ¢(f(@)))”
f(eB-8) = o(f(8)).

f(c.O_B) Menge.

o(f(B)) Menge.

(f(8), f(eBB)) = (f(B), o((5)))-

(f(B), f(cB-B)) € ¢.

Ergo Themal:

AL| “YB3: (B,c.0.8 € dom f) = ((f(B), f(c.OB)) € ¢)”

1.2: Aus —) “ f Funktion” |
aus —) “0O Algebra in A” und

aus A1 gleich “¥3 : (8,¢.0_8 € dom f) = ((f(8), f(c.D_8)) € ¢)”

folgt via 304-6:

fist c.O_., ¢-rekursiv.

]
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304-9. c_F _., p—rekursive Funktionen sind von besonderem Interesse. Ihnen sind
die weiteren Untersuchungen dieses Essays gewidmet.

304-9(Definition)

1) 304.0(z,y,z,u)
={w: (wist z_y_., z-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)}.

2) 304.1(x,y, z,u,v)
={w: (wist z_y_., z-rekursiv) A (w Funktion) A (u C w C v)}.
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304-10(AC). Ist u eine Menge, so gibt es eine “ Cmaximale Funktion” , die eine
Teilmenge von uw und c_E_., ¢—rekursiv ist.

304-10(AC)(Satz)

Aus “u Menge”
folgt “3: (Q ist c_E_., p-rekursiv) A (2 Funktion) A (2 C u)
AV : ((av st c_E_., ¢-rekursiv) A (o Funktion) A (@ C o C u))
= (a=Q))”".

Beweis 304-10(AC) VS gleich u Menge.

{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)} 304-9(Def)

a € {w: (wist c.E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)}.
Aus Themal.1
folgt: a Cu.

Ergo Themal.1:
Va: (o € {w: (wist c.E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w Cu)}) = (o C u).

Konsequenz via 0-29:

Al] “Aw: (wist c_E_., p-rekursiv) A (w Funktion) A (w Cu)} C P(u)”

1.2: Aus VS gleich “u Menge”
folgt via PotenzMengenAxiom: P(u) Menge.

2: Aus A1 gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
Aw Cu)} € P(u)” und
aus 1.2“P(u) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

A2 “dw: (wist c_E_., p-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)} Menge”

3: Via 68-1(Def):
JW¥ : ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)}.
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Beweis 304-10(AC) VS gleich

a ist W_Kette.

5.1:

5.2:

6.1:

6.2:

7.1:

7.2:

Aus 3“... ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
Alw C u)}” und
aus Themad.1“« ist ¥_Kette”
folgt via 302-6:
a C{w : (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
ANw Cu)}.

Aus 3“... ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
Alw C u)}” und
aus Themad.1“« ist ¥_Kette”
folgt via 302-6:

VB, v (B,y€a)= ((BC7)V(yCp)).

Aus 5.1“a C {w: (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)}” und

aus A2 gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)} Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.

Aus 5.1 C{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)}” und
aus Al gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)} C P(u)”
cP

folgt via 0-6: a (u).
Aus 6.1“a Menge”
folgt via | JAxiom: J o Menge.

Aus 6.2“a C P(u)”
folgt via 1-19: Ua Cu.
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Beweis 304-10(AC) VS gleich u Menge.
a ist W_Kette.
Thema8.1 d € a.

9: Aus Thema8.1“0 € o” und
aus 5.1“a C {w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)}”
folgt via 0-4:
§ €{w: (wist c.E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)}.

10: Aus 9
folgt: 0 ist c_F_., ¢p-rekursiv.

Ergo Thema8.1: [A3| “Vd: (J € a) = (I ist c_E_., ¢-rekursiv)”

8.2: Aus A3 gleich “V¢ : (§ € «)
= (0 ist c_E_., ¢-rekursiv)” und

aus 5.2°VB,y: (B, €)= () V(¥ <Sh))”
folgt via 302-2: Ja ist c_E_., p-rekursiv.
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Beweis 304-10(AC) VS gleich u Menge.
a ist W_Kette.
Thema8.3 d € a.

9: Aus Thema8.3“) € a” und
aus 5.1“a C {w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)}”
folgt via 0-4:
§ €{w: (wist c.E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)}.

10: Aus 9
folgt: 0 Funktion.
Ergo Thema8. 1: A4| “V0 : (0 € o) = (0 Funktion)”

8.4: Aus|A4| “Vi: (§ € a) = (J Funktion)” |und

aus 5.2°Vf, v : (f,y € a) = ((BC) V(v CP)~
folgt via 301-2: |J @ Funktion.

9: Aus 8.2« ist c_E_., ¢-rekursiv” |
aus 8.4“( Ja Funktion” |
aus 7.2“Ja Cu” und
aus 7.1“Ja Menge”
folgt: Ua € {w: (wist c.E_., p-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)}.

Ergo Thema4.1:

AS‘ “Ya: (o ist W_Kette)
= (Ua € {w: (wist c.E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)})”
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Beweis 304-10(AC) VS gleich u Menge.

4.2: Aus 3“... VU InklusionsRelation in {w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)}”,
aus 2“{w : (w ist c_E_., ¢p-rekursiv)

A(w Funktion) A (w C u)} Menge“und
aus A5 gleich “Vo : (v ist ¥_Kette) = (Ja € {w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)})”

folgt via Lemma von Zorn I, TeilMengenVersion:
30 : Q ist ¥_maximales Element von
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)}.

5: Aus 4.2%...0 ist U_maximales Element von
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)}”
folgt via 39-1(Def):
Qe{w: (wist c.E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)}.

6: Aus 5“Q € {w: (w ist c_E_., p-rekursiv) A (w C u)}”
folgt:
(Q ist c_E_., p-rekursiv) A (2 Funktion) A (2 C u).
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Beweis 304-10(AC) VS gleich

10:

11:

12:

13:

(e ist c_E_., ¢-rekursiv) A (a Funktion) A (2 C o C u)

: Aus Thema7.1“...a0 C u” und
aus VS gleich “u Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.
: Aus Thema7.1“(a ist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A(...a Cu)”und
aus 8“a Menge”
folgt: a € {w: (wist c_E_., p-rekursiv)
A(w Funktion) A (w C u)}.
Aus 3“... ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)}”,
aus Thema7.1“... QCa...”,
aus 5 € {w: (w ist c_E_., p-rekursiv) A (w Funktion)
Alw C u)}” und
aus 9“a € {w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
Aw C )}
folgt via 68-4: QU _a.
Aus 4.2%...Q ist ¥_maximales Element von
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)}”,
aus 9“«a € {w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
Alw C u)}” und
aus 10“Q_V_a”
folgt via 39-1(Def): a V.
Aus 3“... U InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
Alw C u)}” und
aus 11“a_¥_ Q7
folgt via 68-4: a CQ.
Aus 12 € Q7 und

aus Thema7.1“...Q Ca...”
folgt via Gleichheits Axiom: a= .
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Beweis 304-10(AC) VS gleich u Menge.

Ergo Thema7.1:
A6| “Va: ((aist c_E_., ¢-rekursiv) A (o Funktion) A (2 C a C u))
= (a =

Q) 7

7.2: Aus 4.2“dQ0...7,
aus 6 (£ ist c_E_., ¢-rekursiv) A (€2 Funktion) A (@ C u)” und
aus A6 gleich “Va : ((« ist c_E_., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
ANQ2CaCu)) = (a=Q)

folgt: 30 (Qist c_E_., ¢-rekursiv) A (2 Funktion) A (Q C u)
AV : ((av ist c_E_., ¢-rekursiv) A (o Funktion) A (2 C o C u))
= (a=Q)).

]
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304-11(AC). Falls v iiberhaupt eine c_E_., ¢-rekursive Funktion f mit (v C)f C
u, u Menge, als Fortsetzung hat, so gibt es in

{w: (wist z_y_., z-rekursiv}) A (w Funktion) A (v Cw C u)}

ein “ Cmaximales Element” | also eine “Cmaximale” c_E_., ¢-Fortsetzung von v,
die eine Funktion und eine TeilKlasse von u ist.

304-11(AC)(Satz)

Aus “v C f Cu Menge”und “f ist c_E_., p-rekursiv”
und “f Funktion”
folgt “3Q: (Q ist c_E_., p-rekursiv) A (2 Funktion) A (v C Q C u)
AV : ((av st c_E_., ¢p-rekursiv) A (o Funktion) A (@ C a C u))
= (a=0))".
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Beweis 304-11(AC)
VS gleich (v C f Cu Menge) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv) A (f Funktion).

{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v C w C u)} 304-9(Def)

1.1: Aus VS gleich “...f Cwu...” und
aus VS gleich “u Menge...”

folgt via TeilMengenAxiom: f Menge.
2: Aus VS gleich “...(f ist c_E_., ¢-rekursiv) A (f Funktion)” ,

aus VS gleich “...v C f Cwu...” und

aus 1.1“ f Menge”

folgt: f e{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v C w C u)}.

3: Aus 2“f € {w: (wist c.E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw Cu)}”
folgt via 0-20:

Al‘ “0#{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)

ANvCwCu)}”

a €{w: (wist c.E_., ¢p-rekursiv) A (w Funktion)
ANv Cw Cu)}.
Aus Themal .2 folgt: a Cu.

Ergo Themal.2:
Va: (o € {w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw Cu)})
)

= (e Cu

Konsequenz via 0-29:
A2| “{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw C u)}
g P(u) ”
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Beweis 304-11(AC)

VS gleich (v C f Cu Menge) A (f Funktion) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv).

1.3:

Aus VS gleich “...u Menge...”
folgt via PotenzMengenAxiom: P(u) Menge.

: Aus A2 gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw C u)}

C P(u)” und
aus 1.3“P(u) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:
A3| “{w: (wist c_E_., p-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw C u)}
Menge”

: Via 68-1(Def): JU : ¥ InklusionsRelation in

{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw C u)}.



110 Mengenlehre #304

Beweis 304-11(AC)

VS gleich (v C f Cu Menge) A (f Funktion) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv).
0 # a ist ¥_Kette.
5.1: Aus Themad.1“0# «...”
folgt via 0-20: J0:Q € a.

5.2: Aus 3“... ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
Alv Cw Cu)}” und
aus Themad.1“... « ist W_Kette”
folgt via 302-6:
a C{w : (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
ANv Cw Cu)}.

5.3: Aus 3“... VW InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
Alv Cw Cu)}” und
aus Themad.1“...« ist V_Kette”
folgt via 302-6:

VB, v (B,y€a)= ((BC7)V(yCp)).

6.1: Aus5.1“...Qea”
folgt via 1-15: QCa.

6.2: 5.1“...Q € a” und
aus 5.2“a C{w: (w ist c_E_., p-rekursiv)
A(w Funktion) A (v Cw Cu)}”
folgt via 0-4:
Qe{w: (wist c.E_., p-rekursiv) A (w Funktion)
ANv Cw Cu)}.

6.3: Aus5.2“a C{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (v C w C u)}” und

aus A3 gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (v C w C u)} Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.




Mengenlehre #304

Beweis 304-11(AC)
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VS gleich (v C f Cu Menge) A (f Funktion) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv).
0 # a ist ¥_Kette.

6.4: Aus 5.2 C{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
aus A2 gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)

folgt via 0-6: @

7.1: Aus 6.2Q € {w: (w ist c_E_., ¢-rekursiv)

A(w Funktion) A (v Cw Cu)} € P(u)”
cP

A(w Funktion) A (v C w C u)}” und

A(w Funktion) A (v Cw C u)}”

9: Aus Thema8.1“0 € a” und
aus 5.1“a C {w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)

folgt via 0-4:

10: Aus 9

A(w Funktion) A (v Cw Cu)}”

§ € {w : (w ist c_E_., p-rekursiv)
A(w Funktion) A (v Cw C u)}.

folgt: 0 ist c_E _., ¢-rekursiv.

folgt: v CQ
7.2: Aus 6.3“«a Menge”
folgt via | JAxiom: |J o Menge.
7.3: Aus 6.4“a C P(u)”
folgt via 1-19: Ua Cu.
0 €a.

Ergo Thema8.1:

A4| “Y0 : (0 € ) = (0 ist c_E_., p-rekursiv)”
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Beweis 304-11(AC)

VS gleich (v C f Cu Menge) A (f Funktion) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv).
0 # a ist ¥_Kette.

8.2: Aus A4 gleich “V¢ : (6 € )
= (0 ist c_E_., ¢-rekursiv)” und

aus 5.3°V6,y: (f,y€a)=((CSy)V(y<Eh)”
folgt via 302-2: Ja ist c_E_., p-rekursiv.

8.3: Aus7.1“v C Q7”7 und
aus 6.1“Q C Ja”

folgt via 0-6: vCJa.
J €.

9: Aus Thema8.4“0 € o” und
aus 5.1“a C {w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (v Cw Cu)}”
folgt via 0-4:
d € {w: (wist c_E_., p-rekursiv)
A(w Funktion) A (v Cw C u)}.

10: Aus 9
folgt: 0 Funktion.
Ergo Thema8.4: A5| “¥0 : (0 € o) = (0 Funktion)”

8.5: Aus A5 gleich “V¢ : (6 € a) = (6 Funktion)” und

aus 5.3V, : (f,yea) = (BCy)V(yCh)”
folgt via 301-2: |J o Funktion.
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Beweis 304-11(AC)
VS gleich (v C f Cu Menge) A (f Funktion) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv).

Thema4.1 0 # « ist U_Kette.

9: Aus 8.2« ist c_E_., ¢-rekursiv” |
aus 8.5“( Ja Funktion” |
aus 8.3“v C Ja”,
aus 7.3“Ja Cu” und
aus 7.2“Ja Menge”
folgt: Ua € {w: (wist c.E_., p-rekursiv)
A(w Funktion) A (v Cw C u)}.

Ergo Thema4.1:

A6| “Va: (0 # a ist U_Kette)

= (Ua € {w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
ANvCwCu)})”

4.2: Aus 3“... ¥ InklusionsRelation in {w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (v Cw C u)}”,
aus Al gleich “0 # {w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (v Cw C u)}”,
aus A3 gleich “{w : (w ist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw C u)}
Menge” und
aus A6 gleich “Va : (0 # a ist ¥_Kette)
= (Ja € {w: (wist c.E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw C u)})”
folgt via Lemma von Zorn I*, TeilMengenVersion:
30 : Q ist ¥_maximales Element von
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw C u)}.
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Beweis 304-11(AC)

VS gleich (v C f Cu Menge) A (f Funktion) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv).

: Aus 4.2%...Q ist V_maximales Element von

{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw C u)}”
folgt via 39-1(Def):
Qe{w: (wist c.E_., p-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw C u)}.

: Aus 5“Q € {w: (wist c_E_., p-rekursiv) A (w Funktion) A (v Cw Cu)}”

v
folgt: (Q ist c_E_., p-rekursiv) A (2 Funktion) A (v C Q C u).

(avist c_E_., p-rekursiv) A (a Funktion) A (2 C o C u)

8.1: Aus6“...vCQ...” und
aus Themal.7“... QCa...”
folgt via 0-6: v C a.

8.2: Aus Thema7.1“...a¢ C u” und
aus VS gleich “...u Menge...”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.

9: Aus Thema7.1“(a ist c_E_., ¢-rekursivA(a Funktion)...”
aus 8.1“v C a”,

aus Thema7.1“...ac Cu” und
aus 8.2“«a Menge”
folgt: a € {w: (wist c.E_., p-rekursiv)

A(w Funktion) A (v C w C u)}.

10: Aus 3“... VU InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A (w C u)}”,
aus Thema7.1“... QCa...”,

aus 5“0 € {w: (w ist c_.E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A w C u)}” und

aus 9“a € {w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
Aw € u)}
folgt via 68-4: QU _a.
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Beweis 304-11(AC)
VS gleich (v C f Cu Menge) A (f Funktion) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv).

(aist c_E_., ¢-rekursiv) A (a Funktion) A (2 C o C u)

11: Aus 4.2%...Q ist W_maximales Element von
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
ANvCwCu)}”,
aus 9“«a € {w: (w ist c_E_., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A (v C w C u)}” und
aus 10“Q_V_a”
folgt via 39-1(Def): a_ U Q.

12: Aus 3“... V¥ InklusionsRelation in
{w: (wist c_E_., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
Alv Cw Cu)}” und
aus 11“a_ ¥ Q7
folgt via 68-4: a C Q.

13: Aus 12“a C Q7 und
aus Thema7.1“...Q Ca...”
folgt via Gleichheits Axiom: a= .

Ergo Thema7.1:

A7| “Va: ((aist c_E_., ¢-rekursiv) A (o Funktion) A (2 C o C u))
= (a =

Q) 7

7.2: Aus 4.2“dQ0...7,
aus 6 (£ ist c_E_., ¢-rekursiv) A (€2 Funktion) A (v C Q C u)” und
aus A6“Va : ((« ist c_E_., ¢-rekursiv) A (o Funktion) A (2 C a C u))

= (a=Q)

folgt: 30 : (Qist c_E_., ¢-rekursiv) A (€ Funktion) A (v C Q C u)
A(Va: ((av ist c_E_., ¢-rekursiv) A (o Funktion) A (2 C a C u))

= (a=Q)).

]
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304-12(AC). Durch Spezialisierung auf u = f ergibt sich aus 304-11(AC) ein
“Cmaximaler Erweiterungssatz fiir c_F_., ¢-rekursive Funktionen.

304-12(AC)(Satz)

Aus “f Cu Menge” und “f Funktion” und “f ist c_E_., ¢-rekursiv”
folgt “3Q : (Q ist c_E_., p-rekursiv) A (Q Funktion) A (f C Q C u)
ANV : ((av st c_E_., ¢-rekursiv) A (o Funktion) A (Q C a C u))

= (a=Q))”".
Beweis 304-12(AC)
VS gleich (f € u Menge) A (f Funktion) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv).
1: Via 0-6 gilt: fCf.

2: Aus1“f C f” und
aus VS gleich “...(f C u) A (f Funktion) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv)”
folgt via 304-11(AC):
30 : (Qist c_E_., ¢-rekursiv) A ( Funktion) A (f C Q C u)
A(Va: ((aist e E_., ¢-rekursiv) A (o Funktion) A ( a Cu))
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304-13(AC). Mit ein wenig Geschick ergibt sich aus 304-11(AC) in weiterer
Folge ein “Cmaximaler” Erweiterungssatz fiir c_F _., ¢-rekursive Funktionen mit

Startwert (p, q). Zunéchst wird Vorliegendes notiert.

304-13(AC)(Satz)

Aus “(p,q) € v C f Cu Menge”und “f Funktion”
und “f ist c_E_., ¢-rekursiv”
folgt “3Q: (Q ist c_E_., p-rekursiv mit Starwert (p,q)) A (2 Funktion)

ANv CQ Cu)
Ao : ((aist c E_., ¢-rekursiv) A (a Funktion) A (Q C a C u))
= (a=Q))”.

Beweis 304-13(AC)

VS gleich  ((p,q) € v C f C u Menge) A (f Funktion) A (f ist c_E_., ¢-rekursiv).

1: Aus VS gleich “...v C f C u Menge) A (f Funktion)” und

aus VS gleich “... f ist c_F_., ¢-rekursiv”
folgt via 304-11(AC):

30 : (Qist c_E_., ¢-rekursiv) A (€ Funktion) A (v C Q C u)
A(Va: ((aist e E_., ¢-rekursiv) A (a Funktion) A (2 C a C u))
= (a=Q)).
: Aus VS gleich “...(p,q) €v...” und
aus 1“...0CQ...7
folgt via 0-4: (p,q) € Q.
: Aus 1¢...Qist c_E_., ¢-rekursiv...” und
aus 2“(p,q) € Q7
folgt via 302-1(Def): Q ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).
: Aus 14dQ...7,
aus 1“...Q Funktion...”,
aus 3“€) ist c_E _., ¢g-rekursiv mit Startwert (p,q)” ,
aus 1“...vCQ Cwu...” und
aus 1“.. . Va: ((aist c_E_., ¢-rekursiv) A (a Funktion) A (2 C a C u))
= (a=Q)"
folgt:
Q0 : (Q ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)) A (€ Funktion)
Av CQ Cu)
A(Va: ((av ist c_E_., ¢-rekursiv) A (2 Funktion) A (2 C a C u))
= (a=Q)).
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304-14(AC). Es gibt eine “Cmaximale” Erweiterung einer c_E_., ¢-rekursiven
Funktion f mit Startwert (p,q).

304-14(AC)(Satz)

Aus “f Cu Menge” und “f Funktion”
und “f ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt “3Q : (Q ist c_E_., p-rekursiv mit Starwert (p,q)) A (2 Funktion)

A CQCu)
ANVa: ((aist c E_., ¢p-rekursiv) A (o Funktion) A (2 C a C u))
= (a=Q))".
Beweis 304-14(AC) VS gleich (f € u Menge) A (f Funktion)

A(f ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert(p, q)).

1.1: Aus VS gleich “... f ist ¢c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt via 302-1(Def): (f ist c_E_., ¢-rekursiv) A ((p,q) € f).

1.2: Via 0-6 gilt: fCcf.

2: Aus1.1“...(p,q) € f7,
aus 1.2“f C 7,
aus VS gleich “(f C u Menge) A (f Funktion)...” und
aus 1.1 f ist c_E_., ¢-rekursiv...”
folgt via 304-13(AC):
30« (Q ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q)) A (€ Funktion)
A(f CQCu)
A(Va: ((av ist e E_., ¢-rekursiv) A (o Funktion) A (2 C a C u))
= (a=Q)).

]
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304-15. Ist f eine c_E_., p—rekursive Funktion mit Startwert (p, q), so gilt f(p) =
q.

304-15(Satz) Es gelte:

—) [ st c.E_., ¢p-rekursiv mit Startwert (p, q).

—) [ Funktion.

Dann folgt “f(p) =q”.

Beweis 304-15

1: Aus =) “ f ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q)”
folgt via 302-1: (p,q) € f.

2: Aus =) “ f Funktion” und
aus 1“(p,q) € f7

folgt via 18-20: q = f(p).
3: Aus 2
folgt: fp)=gq.
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Analysis: 1 + ., ¢-rekursive Klassen mit Definitions-Bereiche N oder = N (und
Startwert (p, q)).
1 + ., ¢-rekursive Funktionen mit Definitions-Bereich€ N oder = N (und
Startwert (p, q)).
Archimedes III.

Ersterstellung: 16/07/14 Letzte Anderung: 23/07/14

305-1. Ein wichtiger Spezialfall c_E_., ¢p—rekursiver Funktionen mit Startwert
(p, q) liegt vor, wenn ¢ = 1, E = A, ¢ eine Funktion ist und p = 0 gilt. In diesen
Lagen sind Existenz- und Eindeutigkeits-Aussagen verfiigbar. Als Vorbereitung
wird eine auch an sich bemerkenswerte Klasse in die Essays eingebracht.

305-1(Definition)

305.0(z,y) ={w: (w € domz) A (z(w) # y(w))}.
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305-2. Hier werden Eigenschaften von {w : (w € domz) A (z(w) # y(w))} nach-
gewiesen.

305-2(Satz)

a) ‘pe{w: (wedomz)A (z(w) # y(w))}”
genau dann, wenn “(p € domz) A (z(p) # y(p))”.

b) “pé{w:(wedomz)A (z(w)#yw))}”.
genau dann, wenn “(p ¢ domz) V (z(p) = y(p))”.

c) {w:(wedomz) A (z(w) # y(w))} C domz.

d) Hw: (wedomz)A (z(w) #y(w))} =07
genau dann, wenn ‘Yo : (a € domzx) = (z(a) = y(a))”.

e) Aus “f, g Funktion” und “{w : (w € dom f) A (f(w) # g(w))} =07
folgt “f S g7”.

{w: (w e domz) A (z(w) # y(w))} 305-1(Def)

Beweis 305-2 a) VS gleich p€{w: (wedomz) A (z(w) # y(w))}.
Aus Vs

folgt: (p € domz) A (z(p) # y(p)).
VS gleich (p € domz) A (z(p) # y(p)).

1: Aus VS gleich “p € domzx...”
folgt via Element Axiom: p Menge.

2: Aus VS gleich “(p € domz) A (z(p) # y(p))” und
aus 1“p Menge”

folgt: pe{w: (wedoma) A (z(w) # y(w))}.

b)
Via des bereits bewiesenen a) gilt: (p ¢ {w: (wedomzx) A

(z(w) # z(w))})
< ((p ¢ domz) V (

z(p) = y(p)))
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Beweis 305-2 c)

a € {w: (wedomz)A(z(w) # y(W))}

Aus Themal

folgt: a € dom x.
Ergo Themal: Va: (o € {w: (w e domz) A (z(w) # y(w))}) = (o € domz).
Konsequenz via 0-2(Def): {w: (wedomz)A (z(w) # y(w))} € domz.
d) VS gleich {w: (w € domz) A (z(w) # y(w))} = 0.

1: Es gilt: (Va: (a € domz) = (z(a) = y()))

V(3Q 1 (Q € domz) A (2(R) # y(Q))).

‘ wfFallunterscheidung ‘

30 : (Q € domz) A (2(82) # y(Q)).

2: Aus 1.1.Fall“...(Q edomz) A (z(Q) # y(R2))”

folgt via des bereits bewiesenen a):

Qe{w: (wedomz)A (z(w) # y(w))}

3: Aus2“Q e {w: (wedomz)A (z(w) #y(w))}”

folgt via 0-20: 0# {w: (wedomz)A (z(w) # y(w))}.
4: Esgilt 3“0 # {w: (w € domz) A (z(w) # y(w))}” .

Es gilt VS gleich “{w: (w € domz) A (z(w) # y(w))} =07

Ex falso quodlibet folgt: Va: (o € domz) = (z(a) = y(a)).

Ende wiF allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
Va: (a € domz) = (z(a) = y(«)).
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Beweis 305-2 d) VS gleich Va: (a € domz) = (z(a) = y()).
fe{w: (wedomz)A(z(w) # yw))}

2: Aus Themal“f € {w: (w € domz) A (z(w) # y(w))}”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(8 € domz) A (x(B) # y(6))-
3: Aus2“f edomzx...” und
aus VS
folgt: z(8) = y(B).

4: Esgilt 3“z(8) =y(B)”.
Es gilt 2¢...2(8) Zy(B)” .
Ex falso quodlibet folgt:

fE{w: (wedomz) A (z(w) # y(w))}

Ergo Themal: VB : (B e{w: (wedomz)A (z(w) # y(w))})
= (B ¢ {w: (wedomz) A (z(w) # y(w))}).

Konsequenz via 0-19: {w: (w € domz) A (z(w) # y(w))} = 0.

e)

VS gleich (f, g Funktion) A ({w : (w € dom f) A (f(w) # g(w))} = 0).

1: Aus VS gleich “.. . {w: (w € dom f) A (f(w) # g(w))}”
folgt via des bereits bewiesenen d):
Va: (o € dom f) = (f(a) = g(a)).

2: Aus VS gleich “ f, g Funktion...” und

aus 1“Va : (a € dom f) = (f(a) = g(a))”
folgt via 18-43: fCuyg.

]
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305-3. Die natiirlichen Zahlen sind so iiberschaubar strukturiert, dass iiber n\ A
fiir n € N und A C n Vorliegendes zur Verfiigung steht.

305-3(Satz) Es gelte:
—) 0£ACneN.
—) 0¢ A.
Dann gilt “3Q: (2,1 +Qen)A(Q¢e AAN(1+Qe A)”.

Beweis 305-3

<-Notation.

1: Aus =2 “...neN”
folgt via 197-4: n C N.

2: Aus ) “...ACn...” und
aus 1“n C N7
folgt via 0-6: ACN.

3: Aus D “0#A...” und
aus 2“A CN”
folgt via MMSN: 3¢ : ¢ ist < Minimum von A.

4.1: Aus 3“...® ist < Minimum von A”
folgt via 38-1(Def): dc A

4.2: Aus 3“...® ist < Minimum von A”
folgt via 38-1(Def): ® untere < _Schranke von A.

5.1: Aus4.1“®dc A” und
aus 2“A C N7
folgt via 0-4: ® e N.

5.2: Aus4.1“®d € A” und
aus =) “0¢ A”
folgt via 0-1: b #£ 0.

5.3: Aus4.1“®dc A” und
aus ) “...ACn...”
folgt via 0-4: d en.
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Beweis 305-3 ...

6.1: Aus5.2“® # 0”7 und
aus 5.1“9 e N7
folgt via 300-9: I (QeN)A(P=1+Q).

6.2: Aus »“...neN”,
aus 5.1“P € N” und
aus 5.3“d en”
folgt via 197-5: d < n.

7.1: Aus6.1“...QeN...”
folgt via 239-5: Q<1+

7.2: Aus 4.1 und
aus 6.14... o =14+Q7
folgt: 1+Q e A.

8.1: Aus6.1“...d=14+Q7 und
aus 7.1
folgt: Q<.

8.2: Aus7.2“1+0Q € A” und
aus »“...ACn...”
folgt via 0-4: 1+Qen.

9.1: Aus 4.2“® untere < _Schranke von A” und
aus 8.1“0 < ®”
folgt via 297-4: Q¢ A

9.2: Aus8.1“0 < ®” und
aus 6.2 < n”
folgt via 107-8: Q < n.

10: Aus6.1“...Q€eN...”,
aus =) “...n € N” und
aus 9.2 < n”
folgt via 197-5: Qen.
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Beweis 305-3 ...

11:

Aus 6.13Q...7,
aus 10“Q en’”,

aus 8.2“1+Qen”,
aus 9.1“Q ¢ A” und
aus 7.2“1+Q e A”
folgt:

Analysis #305

0 ([1+Qen)ANQEAHAANL+QeA).

]
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305-4. Es ist auch eine “N an Stelle von n € N” -Version von 305-3 verfiigbar.

305-4(Satz) Es gelte:
—) 0#£ACN.
—) 0¢ A.
Dann gilt “3Q: (QL1+QeN)A Qe AN1+QecA)”.

Beweis 305-4

<-Notation.
1: Aus D “0#£ACN?”
folgt via MMSN: 3P : (P € N) A (@ ist < _Minimum von A).
2.1: Aus 1%...® ist < Minimum von A”
folgt via 38-1(Def): o c A
2.2: Aus 1“...® ist < _Minimum von A”
folgt via 38-1(Def): ® untere < _Schranke von A.
3: Aus 2.1“P € A” und
aus ) “0¢ A”
folgt via 0-1: d #£ 0.
4: Aus 3“® #0” und
aus 1“... ¢ e N...”
folgt via 300-9: I (QeN)A(P=1+Q).
5.1: Aus4“...QeN...”
folgt via 159-10: 1+QeN.
5.2: Aus4“...QeN...”
folgt via 239-5: Q<140
6.1: Aus 2.1 und
aus 4“... &6 =1+Q7
folgt: 1+Q e A.

6.2: Aus4“...d=1+Q7 und
aus 5.2
folgt: Q<.
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Beweis 305-4 ...

7: Aus 2.2“® untere < _Schranke von A” und
aus 6.2“0 < ®”
folgt via 297-4: Q¢ A

8: Aus4“d0:QeN...” |
aus 5.1“1+Q e N” |
aus 7“0 ¢ A7 und
aus 6.1“1+Q e A”
folgt: 0 (1+Qen)AN(QEAANL+QeA).

[]
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305-5. Nun wird das erste “Eindeutigkeits-Resultat” iiber 1 + ., ¢— rekursive
Funktionen mit Definitions-Bereich€ N fiir Funktionen ¢ bewiesen.

305-5(Satz) Es gelte:
=) f, g ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q).
=) f,q,¢ Funktion.
—) dom f € N.
—) dom f C domg.

Dann folgt “f C g”.

Beweis 305-5

{w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))} 305-1(Def)

1: Es gilt: (0 #{w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))})
V{{w: (wedom f) A (f(w) # g(w))} = 0).

’ wfFallunterscheidung ‘

04 {w: (w € dom f) A (f(w) # g(w))}-

2.1: Aus =) “f, g Funktion” und
aus =) “ f, g ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”
(0) =

folgt via 304-15: (f q) A (g(0) = q).
2.2: Via 305-2 gilt: {w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))} C dom f.
2.3: Aus =) “f, g ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”
folgt via 302-1(Def): fygist 1+ ., ¢-rekursiv.
3: Aus 2.1
folgt: £(0) = g(0).
4: Aus 3“f(0) =g¢(0)”
folgt via 305-2: 0¢{w: (wedomf)A(flw)#gw))}

5: Aus 1.1.Fall“0# {w: (w € dom f) A (f(w) # g(w))}",
aus 2.2{w : (w € dom f) A (f(w) # g(w))} C dom f7,
aus =) “dom f € N” und
aus 40 ¢ {w: (w € dom f) A (f(w) # g(w))}”
folgt via 305-3: 30 : (Q,14+Q € dom f)
AN ¢ A{w : (w € dom f) A (f(w) # g(w))})
A1+ Q2 e{w: (wedomf)A(f(w) # gw))}).
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Beweis 305-5

’ wfFallunterscheidung

Analysis #305

10:

0# {w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))}.

: AusB5¢... Q1+ Q€edomf...” und

aus —) “dom f C domg”

folgt via 0-4: Q1+ €domg.

: Aus54...Q ¢ {w: (wedomf)A(f(w) #g(w))}”
(Q ¢ dom f) v (f(2) = g()).

: Aus 4.1+ Qe {w: (wedomf)A(f(w) #g(w))}”
folgt: FA+9Q)#9(14+9Q).

: Aus =) “ f... Funktion” |

folgt via 305-2:

aus —) “...¢ Funktion” ,

aus 2.3“f...ist 1 + ., ¢-rekursiv”
aus AAII“A Algebra in A” und

aus 5“...Q,14+Q edomf...”

folgt via 304-8: F1+9Q) =¢(f(Q).
: Aus 5¢...Q... €dom f” und

aus 6.2

folgt: f(2) = g(Q).

: Aus =) “...g,¢ Funktion”,

aus 2.3“...¢g ist 1 + ., ¢-rekursiv” |
aus AATI“A Algebra in A” und
aus 6.1“Q,1+Q € domg”

folgt via 304-8: g(1+9Q) = ¢(9(2)).

: Aus 7.1
folgt: (f(82)) = #(g(€2)).
: Aus 7.2 und

aus 8

folgt: o(f(Q)) = g(1+ Q).

Aus 9 und
aus 6.4

folgt: f1+9Q)=g9(1+Q).
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Beweis 305-5

’ wfFallunterscheidung

0# {w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))}.

11: Es gilt 104 f(14+Q) = g(1+Q)”.
Es gilt 6.3“f(14+Q) #g(1+Q)”.
Ex falso quodlibet folgt: {w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))} =0.

Ende wfF allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

M| o (@ € dom /) A (f(w) # g(w))} =07

1.2: Aus =) “f,g... Funktion” und
aus Al gleich “{w : (w € dom f) A (f(w) # g(w))} =07
folgt via 305-2: fCg.
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305-6. Es ist auch eine “dom f = N-Version” von 305-5 verfiighar. Der Beweis
verlauft bis auf ein Detail sehr dhnlich zu 305-5. Da sind die Augenblicke, in
denen ich wiinsche, Meta-Mathematisches in den Essays zuzulassen.

305-6(Satz) Es gelte:
=) f, g ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q).
=) f,9,¢ Funktion.
—) dom f =N C domg.

Dann folgt “f C g”.

Beweis 305-6

{w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))} 305-1(Def)

1: Es gilt: (0 # {w: (wedom f) A (f(w) # g(w))})
V{w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))} = 0).

’ wiFallunterscheidung ‘

0# {w: (w € dom f) A (f(w) # g(w))}.

2.1: Aus =) “f, g Funktion” und
aus =) “ f, g ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”
(0)

folgt via 304-15: (f(0) =q) A (g(0) = q).
2.2: Via 305-2 gilt: {w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))} € dom f.
2.3: Aus = “f,gist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”

folgt via 302-1(Def): f,gist 1 + ., ¢-rekursiv.
3.1: Aus 2.1

folgt: f(0) = ¢(0).

3.2: Aus 2.2 und
aus —) “dom f =N”
folgt: {w: (wedomf)A(f(w) # g(w))} CN.
4: Aus 3.1¢f(0) = g(0)”
folgt via 305-2: 0¢{w:(wedomf)A(f(w)#gw))}
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Beweis 305-6

’ wfFallunterscheidung

0# {w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))}.

5: Aus 1.1.Fall“0# {w: (w € dom f) A (f(w) # g(w))}”,
aus 3.2“{w : (w € dom f) A (f(w) # g(w))} CN” und
aus 4“0 ¢ {w: (w € dom f) A (f(w) # g(w))}”
folgt via 305-4: IN:(2,1+Q€N)
A ¢ {w: (w € dom ) A (f(w) # 9(w))})
A1+9Q € {w: (w € dom ) A (F(w) # 9(w))]}).

6.1: Aus5“...Q,1+Q€N...” und

aus =) “...N Cdomg”

folgt via 0-4: Q,1+Q € domg.
6.2: Aus5¢...Q ¢ {w: (wedomf)A(f(w)#gw))}”

folgt via 305-2: (2 ¢ dom f) v (f(Q) = g(2)).
6.3: Aus5“...1+Q e {w: (wedomf)A(f(w) #gw))}”

folgt: f(1+Q) #g(1+0)

6.4: Ausb5“...Q,1+QeN...” und
aus =) “dom f =N...”

folgt: Q2,140 €domf.
7.1: Aus =) “f... Funktion”
aus —) “...¢ Funktion” |

aus 2.3“f...ist 1 + ., ¢-rekursiv”

aus AAII“A Algebra in A” und

aus 6.4“Q,1+Q € dom f”

folgt via 304-8: F(1+Q)=o(f().

7.2: Aus =) “...g,¢ Funktion”
aus 2.3“...¢g ist 1 + ., ¢p-rekursiv”
aus AAII“A Algebra in A” und
aus 6.1“Q,1+Q € domg”
folgt via 304-8: g(1+ Q) = ¢(g9(Q)).

7.3: Aus 6.4“Q... €dom f” und
aus 6.2

folgt: f(92) = g(Q).
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Beweis 305-6

’ wfFallunterscheidung

0# {w: (w e dom f) A (f(w) # g(w))}.

8: Aus7.3
folgt: o(f(8)) = #(g(€2)).

9: Aus 7.2 und
aus 8

folgt: o(f(2)) = g(1+ Q).

10: Aus 9 und

aus 7.1

folgt: FA+92)=9(14+9Q).
11: Esgilt 10“f(1+ Q) =g(1+Q)”.

Es gilt 6.3 f(1+ Q) £ g(1+Q)”.
Ex falso quodlibet folgt: {w: (wedomf)A(f(w) # g(w))} =0.

Ende wiF allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

M| o (@ € dom f) A (f(w) # g(w))} =07

1.2: Aus =) “f,g... Funktion” und
aus Al gleich “{w : (w € dom f) A (f(w) # g(w))} =07
folgt via 305-2: fCyg.
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305-7. N ist eine C —Kette.
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305-7(Satz)
a) Aus “n,m € N”folgt “(n Cm)V (mCn)”.

b) ((1,0),0) ¢ A.

Beweis 305-7

RECH-Notation.

a) VS gleich

1: Aus VS gleich “n,m € N”
folgt via 159-11:

2: Aus1“n,m e S”
folgt via 107-14:
Fallunterscheidung‘

n,m € N.

Aus VS gleich “n,m € N” und
aus 2.1.Fall“n <m”
folgt via 197-6:

Aus VS gleich “n,m € N” und
aus 2.2.Fall“m <n”
folgt via 197-6:

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
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Beweis 305-7 b)

1:

Analysis #305

Es gilt: (((1,0),0) € A) V (((1,0),0) & A).
’ wiFallunterscheidung ‘
1.1.Fall ((1,0),0) € A.
2: Aus 96-1“A Funktion” und
aus 1.1.Fall“((1,0),0) € A”
folgt via 18-20: 0=A((1,0)).
3: Aus 2
folgt: 0=1+0.
4: Via +schola gilt: 1+0=1.
5: Via #schola gilt: 0=#1.
6: Aus 3 und
aus 4
folgt: 1+40#1+0.
7: Esgilt “1+0=1+0".
Esgilt 6“14+0#£1+07.
Ex falso quodlibet folgt: ((1,0),0) ¢ A.
Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fiillen gilt: ((1,0),0) ¢ A.

[]
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305-8. Unter den ersten beiden Bedingungen von 305-5,6 und unter “natiirli-
chen ” Zusatz-Bedingungen an dom f, dom g entsteht eine C-Kette.

305-8(Satz) Es gelte:
=) f, g ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q).
=) f,q,¢ Funktion.
—) (dom f € N) V (dom f = N).
—) (domg € N) V (domg = N).

Dann folgt “(f Cg)V(gC f)”.
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Beweis 305-8

1: Nach —) gilt:

Analysis #305

Fallunterscheidung‘

2: Aus 1.1.Fall“dom f,domg € N”
folgt via 305-7:

’Fallunterscheidung‘

dom f C domg.

Aus =) “ f,g ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus —) “ f, g, ¢ Funktion” |

aus 1.1.Fall“dom f... € N” und

aus 2.1.Fall“dom f C domg”

folgt via 305-5: fCuy.
2.2.Fall dom g C dom f.

3.1: Aus =) “f,gist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”

folgt: g, f ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).

3.2: Aus =) “f, g, ¢ Funktion”

folgt: g, f, ¢ Funktion.

4: Aus 3.1%g, f ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus 3.2.Fall“g, f, ¢ Funktion” ,
aus 1.1.Fall“...domg € N” und
aus 2.2.Fall“domg C dom f”
folgt via 305-5: g C f.

Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Fillen gilt:

(fCg9 V(g

(dom f,domg € N)

V((dom f € N) A (domg = N))
V((dom f = N) A (domg € N))
V(dom f,dom g = N).

dom f,domg € N.

(dom f C domg) V (dom g C dom f).
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Beweis 305-8

’Fallunterscheidung‘

1.2.Fall (dom f € N) A (domg = N).
2: Aus1.2.Fall“domfeN...”
folgt via 197-4: dom f C N.
3: Aus 2 und
aus 1.2.Fall“...domg =N"
folgt: dom f C domg.
4: Aus =) “f,gist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)” ,
aus =) “ f, g, ¢ Funktion” ,
aus 1.2.Fall“dom f € N...” und
aus 3“dom f C domg”
folgt via 305-5: fCag.
1.3.Fall (dom f = N) A (domg € N).
2.1: Aus =) “f, g ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”
folgt: g, f ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
2.2: Aus =) “f, g, ¢ Funktion”
folgt: g, f, ¢ Funktion.
2.3: Aus 1.3.Fall“...domg e N”
folgt via 197-4: domg C N.
3: Aus 2.3 und
aus 1.3.Fall“dom f =N...”
folgt: domg C dom f.
4: Aus 2.1%g, f ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus 2.2“g, f, ¢ Funktion” ,
aus 1.3.Fall“...domg € N” und
aus 3“domg C dom f”
folgt via 305-5: gCf.

139
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Beweis 305-8

’Fallunterscheidung‘

Analysis #305

1.4 .Fall dom f,domg = N.
2: Via 0-6 gilt: NCN.
3: Aus 2“N CN” und

aus 1.4.Fall“...domg=N"

folgt: N C dom g.
: Aus =) “f, g ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,

aus —) “ f, g, ¢ Funktion” ,
aus 1.4.Fall“dom f...=N"und
aus 3“N C domg”

folgt via 305-6: fCg.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
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305-9. Unter Einschrankung der Definitions-Bereiche auf n € N oder N steht ein
Eindeutigkeits-Resultat zur Verfiigung.

305-9(Satz) Es gelte:
=) f, g ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q).
=) f,q,¢ Funktion.
—) (dom f € N) V (dom f = N).
—) dom f =domg.

Dann folgt “f =g”.
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Beweis 305-9
1: Nach —) gilt: (dom f € N) V (dom f = N).

’Fallunterscheidung‘

dom [ €

2.1: Aus =) “dom f =domg”

folgt via 0-6: dom f C domg.
2.2: Aus —) “dom f =domg”
folgt via 0-6: dom g C dom f.

2.3: Aus 1.1.Fall und
aus —) “dom f = domg”
folgt: domg e N.

2.4: Aus = “f,gist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”
folgt: g, f ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).

2.5: Aus =) “f, g, ¢ Funktion”
folgt: g, f, ¢ Funktion.

3.1: Aus =) “f, g ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus =) “ f, g, ¢ Funktion” ,
aus 1.1.Fall“dom f € N” und
aus 2.1“dom f C domg”
folgt via 305-5: fCayg.

3.2: Aus 2.4%g, f ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,¢q)”,
aus 2.5“g, f, ¢ Funktion” ,
aus 2.3“domg € N” und
aus 2.2“domg C dom f”
folgt via 305-5: g C f.

4: Aus 3.1“f Cg” und
aus 3.2“g C f”
folgt via Gleichheits Axiom: f=g.
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Beweis 305-9

’Fallunterscheidung‘

1.2.Fall dom f =N.
2.1: Aus =) “dom f =domg”

folgt via 0-6: dom f C domg.
2.2: Aus =) “dom f =domg”

folgt via 0-6: dom g C dom f.
2.3: Aus 1.2.Fall und

aus —) “dom f = domg”

folgt: domg = N.
2.4: Aus =) “f,gist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”

folgt: g, f ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
2.5: Aus =) “f, g, ¢ Funktion”

folgt: g, f, ¢ Funktion.
3.1: Aus1.2.Fall und

aus 2.1

folgt: N C dom g.
3.2: Aus 2.3 und

aus 2.2

folgt: N C dom f.
4.1: Aus =) “f,gist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,

aus —) “ f, g, ¢ Funktion” |

aus 1.2.Fall“dom f = N” und

aus 3.1“N C domg”

folgt via 305-6: fCag.
4.2: Aus 2.4%g, f ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,

aus 2.5“g, f, ¢ Funktion” ,

aus 2.3“domg =N" und

aus 3.2“N C dom f”

folgt via 305-6: gCf.

5: Aus4.1“f Cg” und
aus 4.2“g C f”
folgt via GleichheitsAxiom: f=g

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
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305-10. Ergénzend zu den Untersuchungen von #302 wird zunéchst ganz allge-
mein Hinreichendes dafiir formuliert, dass {(p,q)} eine c_E_., p—rekursive Klas-
se ist. Hieraus folgt ohne viel Miihe, dass {(0,¢)} fiir jede Menge q eine 1 +
., p—rekursive Klasse ist.

305-10(Satz)

a) Aus “(p,q) Menge” und “((c,p),p) ¢ E”
folgt “{(p,q)} ist c_E_., p-rekursiv mit Startwert (p,q)”.

b) Aus “q Menge”
folgt “{(0,q)} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (0,q)” .

Beweis 305-10 a) VS gleich ((p, q) Menge) A (((¢,p),p) ¢ E).

1: Aus VS gleich “(p,q) Menge...”
folgt via PaarAxiom I: p,q Menge.

2: Aus 1“p,qg Menge” und
aus VS gleich “...((¢,p),p) ¢ E”
folgt via 302-4:
{(p,q)} ist c_E_., ¢-rekursiv mit Starwert (p, q).

b) VS gleich q Menge.

1.1: Aus O/ Axiom“0 Menge” und
aus VS gleich “q Menge”
folgt: 0,q Menge.

1.2: Via 305-7 gilt: ((1,0),0) ¢ A.

2: Aus 1.1%0,q Menge” und
aus 1.2“((1,0),0) ¢ A”
folgt via des bereits bewiesenen a):
{(0,q)} ist 1_A_., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).

3: Aus 2
folgt: {(0,q)} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (0, q).

]
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305-11. Bei der Untersuchung von 14., p—rekursiven Klassen f (mit Funktionen
¢) sind die Félle dom f € N oder dom f = N gelegentlich besonders interessant.

305-11(Definition)

a) 305.1(z,y,2) ={w: (wist 1+ ., z-rekursiv)
A ((domw € N) V (domw =N)) A (y Cw C 2)}.

b) 305.2(z,y,2) = {w: (wist 1+ ., z-rekursiv) A (w Funktion)
A ((domw € N)V (domw =N))A (y Cw C 2)}.
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305-12. Einem “Murphy-artigen Gesetz” folgend wird beim theoretischen Vor-
ausarbeiten mit ziemlicher Sicherheit jene Formulierung getroffen, die spéter
haargenau nicht einsetzbar ist.

305-12(Satz) (Archimedes III)

Aus “xz e R”folgt “IQ: (QeN)A(-Q <z < Q).

Beweis 305-12 VS gleich x € R.

1: Aus VS gleich “z € R”
folgt via €SZ: x €S.

2: Aus1“z € §”
folgt via 107-18:

’Fallunterscheidung‘

<0,

3: Aus VS gleich “x € R” und
aus 2.1.Fall“z <07
folgt via Archimedes II: I (QeN)A(-Q < ).

4: Aus3“...— Q< 2” und
aus 2.1.Fall“x <0
folgt via 107-8: -0 <0.

5: Aus4“-Q<0”
folgt via 109-16: 0< Q.

6: Aus2.1.Fall“x <0”und
aus 5“0 < Q7
folgt via 107-8: x < Q.

7: Aus 3“3Q: (R eN)A (—Q < x)” und
aus 6“z < 7
folgt: IN:(QeN)A(-Q<z<).

r<0)V(0<z).

—
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Beweis 305-12 VS gleich

3:

Aus 2.2.Fall“0 < z” und
aus VS gleich “x e R”
folgt via Archimedes II:

: Aus 2.2.Fall“0 < z” und

aus 3“...x < Q7
folgt via 107-8:

: Aus 4“0 < Q7

folgt via 109-16:

: Aus 5“—Q < 0” und

aus 2.2.Fall“0 <za”
folgt via 107-8:

: Aus 3930 (QeN)A (2 < 2)” und

aus 6“—-Q < x”
folgt:

A0 (QeN)A(z < Q).

0 <.

-0 <0.

—Q <.

IN:(QeN)A (-2 <z <Q).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
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z € R.

I (QeN)A(-Q<z<Q).

[]
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305-13. Nichtleere Teilmengen von R haben “klassische” < _Suprema/< _Infima.

305-13(Satz)

<
a) Aus “0+# x CR”folgt “inf x < +o0”.
b) Aus “0# x CR”folgt “—o0 < sEp x”.
<

c) Aus “inf x = —o0” folgt “0# 7.

d) Aus “sEp x = 400’ folgt “0 # x”.

<-Notation.
Beweis 305-13 a) VS gleich 0#zCR.
1.1: Aus VS gleich “...2 CR” und
aus CSZ“R C §”
folgt: rCS
1.2: Aus VS gleich “0# z...”
folgt via 0-20: J0:Q € x.

2.1: Aus 1.1z CS”
folgt via 190-3:
2.2: Aus1.2“...Q € x” und

aus VS gleich “...x CR”
folgt via 0-4:

<
3.1: Aus 2.1%inf z ist < _Infimum von 2”7 und
aus 1.2“...Q e a”

folgt via 36-3:

3.2: Aus2.2“Q e R”
folgt via AAVII:

<
4: Aus 3.1%infx <Q” und
aus 3.2“0Q < +o00”

folgt via 107-8:

<
inf z ist < _Infimum von x.

Q ek

inf x < Q.

Q < +o0.

<
inf x < 4+00.
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Beweis 305-13 b) VS gleich

1.1:

Aus VS gleich “...2 CR” und
aus CSZ“R C §”
folgt:

: Aus VS gleich “0#x...”

folgt via 0-20:

i Aus 1.142 CS”

folgt via 190-3:

: Aus 1.24...Q € z” und

aus VS gleich “...x CR”
folgt via 0-4:

<
: Aus 2.1%sup z ist < _Supremum von x” und

aus 1.2¢...Qex”
folgt via 36-4:

: Aus 2.2“0 e R”

folgt via AAVII:

: Aus 3.2“—-00 < 27 und

aus 3.140 < s&p x”
folgt via 107-8:

c) VS gleich

1:

Es gilt:
wiFallunterscheidung

149

0#2xCR

r CS.

40 : Q€ .

< .
sup z ist < _Supremum von x.

Q ek

<
Q <sup z.

—o0 < Q.

2: Aus 1.1 .Fa}l“x = 0" und
aus 297-9%inf 0 = +00”
folgt:

3: Aus 2 und
aus VS
folgt:

4: Esgilt 3“+00 = —00".
Via 107-6 gilt “ 400 # —o0” .
Ex falso quodlibet folgt:

<
inf x = +o0.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
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Beweis 305-13 d) VS gleich sgp xr = +00.

1: Es gilt: (x=0)V(0#x).

wfFallunterscheidung

r=0.

2: Aus 1.1 .Fa]<.1“:r = 0" und

aus 297-9“sup 0 = —o0”

folgt: sup £ = —00.
3: Aus 2 und

aus VS
folgt: —00 = 400.

4: Esgilt 3“—co=+0".
Via 107-6 gilt “ —o00 # 400" .
Ex falso quodlibet folgt: x=0.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x=0.
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<
305-14. Es gilt inf x = —oo mit  C R unter anderem genau dann, wenn 0 # x

und jedes o € x durch eine relle Zahl untertroffen wird.

305-14(Satz) Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

<
i) “x CR”und “infz = —00”.
ii1) “0#xz CR”und “Va:(aeR)=(FN: (Qex)A (2 <a))”.
iii) “O# 2 CR”und Va:(aeN)= 3Q2: (Qex)A (2 < —a))”.

<-Notation.
<
Beweis 305-14 VS gleich (x CR) A (inf 2 = —00).
1.1: Aus VS
folgt: zCR
1.2: Aus VS gleich “x CR...” und
aus CSZ“R C §”
folgt via 0-6: x CS.
1.3: Aus 107-6“+400 # —o0” und
<
aus VS gleich “...inf x = —00”
<
folgt: inf z # 4o00.
2: Aus 1.2z CS”
<
folgt via 190-3: inf x ist < Infimum von .

<
3: Aus 2“inf z ist < _Infimum von z”7 und

<
aus 1.3“inf x # +00”

folgt via 175-5: 0#x
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<
Beweis 305-14 VS gleich (x CR) A (inf 2 = —0).
4.1: Es gilt: 40 : (PeR)A(VB: (fex)=(—(8< D))
VVa: (@ eR)= (3Q: (2 € x)A (2 < a))).
’ wiFallunterscheidung ‘
3 (R ER) A (VS : (B €)= (~(8 < ©))).
yer

6: Aus Thema5.1“vy € x” und
aus 4.1.1.Fall“. . .Vg: (B ex)= (-(8< D))

folgt: (v < ®).
7.1: Aus4.1.1.Fall“...®deR...
folgt via €SZ: ®eS.

7.2: Aus Themab5.1“y € 2”7 und
aus VS gleich “z CR...”

folgt via 0-4: veR.
8: Aus7.2“y € R”
folgt via €SZ: v E€S.

9: Aus7.1“®eS”,
aus 8y €S” und
aus 6“—(y < ®)”
folgt via 178-1: D <.

Ergo Thema5.1: Al “Yy:(yvex)=> (D<y)”
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Beweis 305-14 VS gleich

~—

’ wfFallunterscheidung ‘

5.2:

10:

11:

30 (@ €R)A(V5: (B €)= (-(8 < ®))).

Aus4.1.1.Fall“...decR..”

folgt via €SZ: deS.
: Aus 5.2 € S” und

aus Al gleich “Vvy:(y€z)= (P <~)”

folgt via 157-7: ® untere < _Schranke von x.

<

: Aus 2%inf z ist < Infimum von z” und

aus 6“® untere < _Schranke von z”

<
folgt via 36-1(Def): o <inf .

: Aus4.1.1.Fall“... ¢ eR..”
folgt via AAVII: —o00 < D.

: Aus 7 und

aus 8
<

folgt via 107-8: —o0 < inf z.

<
Aus VS gleich “...inf z = —00” und
<
aus 9“ —oo < inf z”

folgt: —00 < —00.

Es gilt 10“ —0co < —00”.
Via 41-5 gilt “—(—o00 < —00)”.
Ex falso quodlibet folgt:

Va:(aeR)= 32: (Qez)A(Q<a)).

Ende waallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

153

x CR) A (inf z = —00).

Va:(aeR)=32: (Qex)N (2 <a))
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Beweis 305-14

Analysis #305

VS gleich 0#£2zCR)ANMa: (aeR)=(IQ: (Qex)A (<))
1.1: Aus VS folgt: 0#£#zCR
sen.
2: Aus Aus VS gleich “f € N”
folgt via 164-6: —p €.
3: Aus2“—-peZ”
folgt via 164-5: —p eR.

folgt:

4: Aus 3“—F €R” und
aus VS gleich “Va: (a e R)= (IQ: (Qex) AN (Q < a))”

30 (Qez)A Q< —B).

Ergo Themal.2:

VB:(BeN)= (3Q: (Qex)A Q< —p)).

Konsequenz:

Va:(aeN)=3Q: (Qez)A (2 < —a))

VS gleich (0#£ 2 CR)A

1.1: Aus VS

folgt:

1.2: Aus VS gleich “0 # x CR.

folgt via 305-13:

1.3: Aus VS gleich “...2z CR...

aus CSZ“R C §”
folgt via 0-6:

2: Aus1.3“2 CS”
folgt via 190-3:

b

Va:(aeN)=(3Q: (Qex)A (2 < —a))).
rzCR
<
inf r < +o00.
7 und
z CS.

<
inf z ist < _Infimum von x.
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Beweis 305-14

VS gleich

155

0#2zCRANMa:(aeN)=(FQ: (Qex)A (< —a))).

<
3: Aus 1.2%nfzx < +c0”

folgt via 107-11:

Fallunterscheidung‘

<

(irglf z € R) V (inf x = —00).

4:

<
Aus 3.1.Fall“infz € R”

<
folgt via Archimedes III: 30 : (® € N)A (=P < inf z).

: Aus4“... & e N...” und
aus VS gleich “...Va: (a eN)= (3Q: (Qex)A (2 < —q))”
folgt: IN:(Qex)A (< —D).

: Aus 5“Q < —®” und

<
aus 4“... —d <infz”

folgt via 107-8:
<

: Aus 2“inf z ist < Infimum von 27 und

aus 5¢...Qezx...”

folgt via 36-3:

<
: Aus 64Q < inf 2”7 und
<

aus 7¢inf z < Q7
folgt via 107-8:

. Bsgilt 84Q< Q7.

Via 41-5 gilt “—(Q < Q)”.
Ex falso quodlibet folgt:

<
inf z € R.

<
Q <inf z.

inf x < Q.

Q<.

inf £ = —o0.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
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305-15. Es gilt sEp x = 400 mit x C R unter anderem genau dann, wenn 0 # x
und jedes o € x durch eine natiirliche Zahl iibertroffen wird.

305-15(Satz) Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

i) “x CR”und “sEpm:—i—oo”.
ii) “O#x CR”und Va:(aeR)=(FQ: (Qex) N (a<Q))”.
iii) “O# 2 CR"und “Va:(aeN)= 3Q: (Qex)A (a<Q))”.

<-Notation.

Beweis 305-15 VS gleich (x CR)A (sgp T = 400).
1.1: Aus VS

folgt: rCR
1.2: Aus VS gleich “x CR...” und

aus CSZ“R C §”

folgt via 0-6: z CS.
1.3: Aus 107-6“+00 # —o0” und

aus VS gleich “... sép x = +00"

folgt: sép T # —00.

2: Aus1.2“x CS”
folgt via 190-3: sEp x ist < _Supremum von .

<
3: Aus 2“sup x ist < Supremum von z” und

<
aus 1.3“sup r # —oc0”

folgt via 175-5: 0#x
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Beweis 305-15

VS gleich

4.

1:

Es gilt:

‘ wfFallunterscheidung ‘

4.1.1.Fall

30 : (B eR)A(VB: (B €)= (~(® < B))).

6: Aus Themab5.1“vy € 2”7 und

folgt:

folgt via €SZ:

: Aus Themab5.1“v € z” und
aus VS gleich “x CR...”
folgt via 0-4:

8: Aus 7.2“y e R”
folgt via €SZ:

9: Aus8“yeS”,
aus 7.14® € §” und
aus 6“—(d < v)”
folgt via 178-1:

aus 4.1.1.Fall“.. . V3: (B ez)= (-(® <))

: Aus4.1.1.Fall“...®decR...”

RASE/

(P <7).

P e S.

v eR.

v € S.

Ergo Thema5. 1:

Al “Vy:(vex)= (v < D)7
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Beweis 305-15

’ wiFallunterscheidung ‘

Analysis #305

VS gleich (x CR)A (sgp r = +00).

aus 8

folgt:

4.1.1.Fall

5.2: Aus4.1.1.Fall“...®eR..”
folgt via €SZ:

6: Aus 5.2“® € S” und
aus Al gleich “Vy: (yez) = (y < d)”
folgt via 157-7:

< .
7: Aus 2“sup x ist < _Supremum von z” und
aus 6“® obere < _Schranke von z”

folgt via 36-1(Def):

8: Aus4.1.1.Fall“... o eR..”
folgt via AAVII:

9: Aus 7 und

folgt via 107-8:

<
10: Aus VS gleich “...sup z = +00” und

<
aus 9“sup z < +00”

11: Es gilt 10“+o00 < 00”7 .
Via 41-5 gilt “ (400 < +00)”.
Ex falso quodlibet folgt:

P (PeR)ANVB: (Bex)= (=(P<P))).

¢ e S.

® obere < _Schranke von z.

IN

sup xz < P.

P < +o0.

<
sup r < +00.

+o00 < 400.

Va:(@aeR)= 3Q2: (Qex) A (a<Q)).

Ende wiF allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Va:(aeR)=32: (Qez)A(a<Q))
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Beweis 305-15

VS gleich 0#£2zCR)ANMa: (aeR)=(IQ: (Qex)A(a<Q))).
1.1: Aus VS folgt: 0#zCR
BEN.
2: Aus Themal.2“3 € N”
folgt via 159-11: g eR.

3: Aus 2“f €R” und
aus VS gleich “Va: (a e R)= (IQ: (Q e x) AN (a<Q))”

folgt: A (Qex)n (B <Q).
Ergo Themal.2: VB: (FeEN)= (FQ: (Qex)A(B<Q)).
Konsequenz: Va:(aeN)= (3Q: (Qex) A (a<Q))
VS gleich 0#2zCR)AVa: (aeN)=(FQ2: (Qex)A(a<Q))).
1.1: Aus VS
folgt: rCR
1.2: Aus VS gleich “0#x CR...”

1.3:

folgt via 305-13: — o0 < sup .

Aus VS gleich “...2 CR...” und
aus CSZ“R C §”
folgt via 0-6: z CS.

: Aus 1.3“2 CS”

folgt via 190-3: sEp x ist < Supremum von z.

<
: Aus 1.2“—oco <supz”

: < <
folgt via 107-10: (sup z € R) V (stup z = +00).

Fallunterscheidung
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Beweis 305-15

VS gleich 0#£2CR)ANMa: (aeN)=(FQ: (Qez)A(a<Q))).

Fallunterscheidung‘

siip z € .

4: Aus 3.1.Fa11“SL§1pxER77
folgt via Archimedes III: 3P : (P e N) A (s&p x < D).
5: Aus4“...®eN...” und

aus VS gleich “...Va: (aeN)= 32: (Qez)A(a<Q))”
folgt: 0 (Qex)N (D<)

<
6: Aus4“...supzx < P” und
aus 5“... ¢ < Q”

folgt via 107-8: Sl%p x < Q.

<
7: Aus 2“sup x ist < _Supremum von z” und
aus 5“...Qex...”
<
folgt via 36-4: Q <sup z.

<
8: Aus 6“supz < Q7 und
<
aus 7“Q < sop x”
. < <
folgt via 107-8: sup z < sup z.
. < <
9: Esgilt 8“supz <supz”.
< <
Via 41-5 gilt “—(stup = < sup z)” .
<
Ex falso quodlibet folgt: sup x = +o0.

siip & = +oc.

<
’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: sup x = 400

]
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305-16. Als Zwischenschritt wird ein auch an sich interessantes Resultat iiber
die Vereinigung von Teilmengen von N erwahnt.

305-16(Satz)

a) Aus “xz =07 folgt “|Jr € N”.

<
b) Aus “0# x C N”und “sup x < 400’
folgt “|Jx ist < _Mazimum von z”und “|Jx € N”.

c) Aus “x CN”und “sEp r = 400" folgt “| Jr =N".

d) Aus “Va:(a€x)= ((a eN)V(a=N))”
folgt “(Uz e N) v (Jz=N)”.

<-Notation.
Beweis 305-16 a) VS gleich x=0.
1 UzZ2Uo'="0.
2: Via &schola gilt: 0eN.
3: Aus1“Jz=...=0" und
aus 2

folgt: Uz eN.
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Beweis 305-16 b) VS gleich (0#2 CN)A (s&p T < +00).
1.1: Aus VS gleich “...x CN...” und
aus 159-10“N C §”
folgt via 0-6: z CS.
1.2: Aus VS gleich “...sgpx < +00”
folgt via 41-3: sEp T # 400.
2: Aus1.1“2 CS”
folgt via 190-3: sEp x ist < _Supremum von .
< .
3: Aus 2“sup x ist < Supremum von z”
folgt via 36-1(Def): sEp x obere < _Schranke von z.
4: Aus VS gleich “0#2z CN...” |
aus 4“s§p x obere < _Schranke von x” und
aus 2.2“s§p xr # 400’
folgt via MMSN: 30 : (Q ist < Maximum von z) A (2 € N).
5.1: Aus 4“...Q ist < Maximum von z...”

folgt via 38-1(Def): Qe
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Beweis 305-16 b) VS gleich (0#2 CN)A( s&p T < +00).
o€z
6: Aus Themab.2“«a € (Jx”
folgt via 1-12: Jo:ac e

7.1: Aus6“...d cz” und
aus VS gleich “x C N...”

folgt via 0-4: ® e N.
7.2: Aus6“... & € x” und

aus 4“...Q ist < Maximum von z...”

folgt via 38-4: d <O,

8: Aus7.1“P e N” |
aus 4“...Q e N” und
aus 8.2“9 <7

folgt via 197-6: d C Q.
9: Aus6“...a € ®...” und
aus 8“® C 7
folgt via 0-4: a € .
Ergo Themab.2: Va:(aeJr) = (€ Q).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “Jz C Q7

6: Aus5.1“Q e x”
folgt via 1-15: QC e

7: Aus A1 gleich “(Jz C Q7 und
aus 6“Q C (Ja”
folgt via GleichheitsAxiom: Uz =Q.
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Beweis 305-16 b) VS gleich

8.1: Aus 7 und
aus 4“...Q ist < Maximum von z ...’

folgt:

8.2: Aus 7 und
aus 4“...Q e N”

folgt:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “x C N...” und
aus 159-10“N C R”
folgt via 0-6:

2: Aus 1“2z CR” und

<
aus VS gleich “... supz = 4+o0”

’

Analysis #305

(07éa:§N)/\(s§px<+oo).

Uz ist < _Maximum von z

Uz eN

xQN)/\(spr:+oo).

~—

folgt via 305-15: Va:(aeN)=(3Q: (e z)A(a<Q)).
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Beweis 305-16 ¢) VS gleich z CN)A( s&p T = +00).

~—~

BeN.
4: Aus Thema3.1“8 € N” und
aus 2
folgt: I (Qex)N (B <).

5: Aus4“...Q€x...” und
aus VS gleich “x CN...”
folgt via 0-4: QeN.

6: Aus Thema3.1“5 e N7 |
aus 5“2 € N7 und
aus 4“... 04 < Q7
folgt via 197-5: B e .

7: Aus 6“5 € Q7 und
aus 4“...Qex...”
folgt via 1-12: pelz.

Ergo Thema3.1: VB:(BeN)= (feJx).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “NCJz”
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Beweis 305-16 ¢) VS gleich (x CN)A( s&p T = +00).
el
4: Aus Thema3.2“f € |Jz”
folgt via 1-12: JN:peQlen.

5: Aus4“...Qcz” und
aus VS gleich “o C N...”

folgt via 0-4: Q2 eN.
6: Aus 5“2 e N”
folgt via 197-4: QCN.
7: Aus4“...6€Q...” und
aus 6“QQ C N”
folgt via 0-4: g eN.
Ergo Thema3. 2: Ve:(BelJx)= (B €N).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “Jz C N7

3.3: Aus A2 gleich “|Jx € N” und
aus A1 gleich “N C (Jz”
folgt via GleichheitsAxiom: Uz =N.
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Beweis 305-16 d) VS gleich Va:(aezxz)= ((a e N)V(a=N)).
1: Es gilt: (Nez)V (N ¢ x).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall Nez.
2: Aus1.1.Fall“Nex”
folgt via 1-15: NCJz.
seUn
4: Aus Thema3.14“8 e Jz”
folgt via 1-12: Jo:8e€®eux.
5.1: Aus4“...® €z’ und
aus VS
folgt: (PeN)Vv(®=N).
’Fallunterscheidung‘
5.1.1.Fall ®eN.
Aus5.1.1.Fall“® e N”
folgt via 197-4: ¢ CN.
5.1.2.Fall ¢ =N.
Aus 5.1.2.Fall“®d =N
folgt via 0-6: ®CN.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:
Al 44(1) g N”
5.2: Aus4“...0e®...” und
aus Al gleich “® C N”
folgt via 0-4: B eN.
Ergo Thema3.1: VB:(BelJz)= (B EN).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “Jz CN”

6: Aus A2 gleich “|Jz CN” und
aus 2“N C Jz”
folgt via GleichheitsAxiom: Uz=N.




168 Analysis #305

Beweis 305-16 d) VS gleich Va:(aezx)= ((a e N)V(a=N)).

’Fallunterscheidung‘

Ngo
pea

3.1: Aus Thema2.1“f € 2”7 und
aus 1.2.Fall“N ¢ z”
folgt via 0-1: B # N.

3.2: Aus Thema2.1“B € z” und
aus VS
folt: (BeN)V (8 =N).

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: B eN.

Ergo Thema?2.1: Vg : (B ex)=(BeN).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “2 C N7

2.2: Es gilt: (x=0) V(0 #x).
Fallunterscheidung‘

2.2.1.Fall z=0.

Aus 2.2.1.Fall“z =0"

folgt via des bereits bewiesenen a): Uz eN.
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Beweis 305-16 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

’Fallunterscheidung‘

3: Aus Al gleich “z C N” und
aus 159-10“N C R”

<
5: Aus 4“—oco<supz”

’Fallunterscheidung‘

2.2.2.Fall 0 # z.

folgt via 0-6: z CR.
4: Aus 2.2.2.Fall“0 # z” und

aus 3“x CR”

folgt via 305-13: —00 < s&p x.

. < <
folgt via 107-10: (stpz € R)V (sup z = +00).

sip « € .

6: Aus5.1.Fall“sipz € R”
folgt via AAVIT: siip z < +o0.

7: Aus 2.2.2.Fall“0# 2”7,
aus Al gleich “z C N” und

<
aus 6“sup x < +00”

folgt via des bereits bewiesenen b):
Uz eN.

N ¢ z.
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Beweis 305-16 d) VS gleich Va:(aezx)= ((a e N)V(a=N)).

’Fallunterscheidung‘

N¢u

’Fallunterscheidung‘

2.2.2.Fall 0 # z.

’Fallunterscheidung‘

siip & = +oc.

Aus A1 gleich “z C N” und
<
aus 5.2.Fall“sup x = +00”

folgt via des bereits bewiesenen c¢): |Jx =N.

’Ende Fallunterscheidung‘
In beiden Fillen gilt: (UzeN)v(Jz=N).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fiillen gilt:

Uz eN)V Uz =N).

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: (UreN)v(UJz=N).
O
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305-17. Im Hinblick auf die sehr aufwindigen Beweise von #302,#304 zum
Nachweis der Existenz “ Cmaximaler” 1+ ., ¢-rekursiver Klassen sollen hier einige
vereinfachende Resultate bewiesen werden.

305-17(Satz)

a) Aus “z Cy”und “Va: (o €y)= ((doma € N)V (doma =N))”
folgt “(dom (|Jz) € N) V (dom (Jz) =N)”.

b) Aus “x Cy’und “Va:(a€y)= (aCz2)”
folgt “x CP(z)”und “(Jx C 2”7.

c) Aus “z Cy’und “Va:(ac€y)= (aCz)’und “z Menge”
folgt “\Jx Menge”.

d) Aus “0#x Cy”und “Va:(a€y)= (2 Ca)”folgt “zC|Jz”.

Beweis 305-17

{dom A\ : X € z} 7-12(Def)
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Beweis 305-17 a)

VS gleich (x Cy) AN Va: (a€y)= ((doma € N)V (doma = N))).
B e {domA: e )
2: Aus Themal.1“f € {domA: X € z}”
folgt via 7-13: 30 : (2 € x) A (S =dom().
3: Aus2“...Qexz...” und
aus VS gleich “x Cy...”
folgt via 0-4: Qeuy.

4: Aus 3“Q €y” und
aus VS gleich “...Va: (a € y)
= ((doma € N) V (doma = N))”

folgt: (dom§ € N) V (dom 2 = N).
5: Aus 2“...f=dom” und
aus 4
folgt: (BeN)V(8=N).
Ergo Themal.1: VB :(Be{domA: ez})= ((FeN)V(f=N)).

Konsequenz via 305-16:
Al‘ “(UdomA:Xez} eN) Vv (U{domA: A ey} =N)”

1.2: Via 7-16 gilt: dom (Jz) = J{dom A : X € z}.

2: Aus 1.2 und
aus Al
folgt: (dom (Jz) € N) V (dom (Jz) = N).
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Beweis 305-17 b) VS gleich (x Cy) A (Va: (aey) = (aC2)).
Beu.

2: Aus Themal.1“f € 2”7 und
aus VS gleich “x Cy...”
folgt via 0-4: B ey.

3: Aus2“pf e x” und
aus VS gleich “Va: (e €y) = (e C 2)”

folgt: b C z.
Ergo Themal.1: VB:(Bex)= (8 C=z).
Konsequenz via 0-29: Al “x CP(2)”

1.2: Aus A1 gleich “z C P(z)”

folgt via 1-19: Uz Cz

c) VS gleich (x Cy) A (Va: (e €y) = (a C 2))A (2 Menge).

1: Aus VS gleich “(x Cy) A (Va: (a€y) = (aCz))...”
folgt via des bereits bewiesenen b): Uz Cz.

2: Aus 1“Jz € 2”7 und
aus VS gleich “...z Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: Jx Menge.
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Beweis 305-17 d) VS gleich 0#£zCy)ANVa:(aey) = (2 Ca)).

1: Aus VS gleich “...0 # x”
folgt via 0-20: J0:Q ez

2: Aus1“...Q € z2” und
aus VS gleich “...x Cy...”
folgt via 0-4: Qey.

3: Aus 2“Q € y” und
aus VS gleich “...Va: (a€y)=(zCa)...”

folgt: z C Q.
4: Aus1“...Qex”

folgt via 1-15: QCx.
5: Aus 3“2 C Q7 und

aus 4“Q C Ja”

folgt via 0-6: zC =
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305-18. Meine Intuition weist darauf hin, dass auch die “x = y-Versionen” der
Resultate von 305-17 von Bedeutung sein werden. Also werden diese Derivate,
sofern diese noch nicht im LW erscheinen, nun nachgereicht.

305-18(Satz)

a) Aus “Va:(a € x)= ((doma € N)V (doma =N))”
folgt “(dom (|Jz) € N) V (dom (Jz) =N)”.

b) Aus “Va:(a€zx)= (o Cy) und “y Menge”
folgt “x,|Jx Menge”.

c) Aus “0# x”und “Va:(a€z)= (y Ca)”folgt “yJx”.
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Beweis 305-18 a) VS gleich Va: (a € x) = ((doma € N) V (dom o = N)).

1: Via 0-6 gilt: z C .

2: Aus 1“2z Cz” und
aus VS gleich “Va : (o € ) = ((doma € N) V (doma = N))”

folgt via 305-17: (dom (Jz) € N) V (dom (Jz) = N).
b) VS gleich (Va: (€ x) = (a Cy)) A (y Menge).
1: Via 0-6 gilt: x Cux.

2.1: Aus 1“2z C z” und
aus VS gleich “Va: (a€z) = (e Cy)...”
folgt via 305-17: x CP(y).

2.2: Aus 1“2z C z” und
aus VS gleich “ (Vo : (o € ) = (a C y)) A (y Menge)”

folgt via 305-17: |z Menge

3: Aus VS gleich “...y Menge”
folgt via PotenzMengenAxiom: P(y) Menge.

4: Aus 2.1%2 CP(y)” und
aus 3“P(y) Menge”

folgt via TeilMengenAxiom: x Menge
c) VS gleich 0#z2)ANVa: (ae€x)=(yCa)).
1: Via 0-6 gilt: x Cu.

2: Aus VS gleich “0# x...”,
aus 1“2 C 2”7 und
aus VS gleich “...Va: (v €x)= (yCa)”
folgt via 305-17: y CUx.
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305-19. Nun werden die Aussagen von 305-17 und die “Mengen-Aussage” von
305-18 fiir 305.1(¢, v, u) adaptiert.

305-19(Satz)

a) Aus “x C{w: (wist 1+, ¢p-rekursiv) A ((domw € N)V (domw = N))
ANvCwCu)}”

folgt “(dom (|Jz) € N) V (dom (Jz) = N)”

und “{Jxr Cu”.

b) Aus ‘@ C{w: (w ist 1+., p-rekursiv) A ((domw € N)V (domw = N))
ANvCwCu)}”

und “u Menge”
folgt “|Jx Menge”.

c) Aus “0# x CH{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”
folgt “v CJx”.

d) Aus “u Menge”
folgt “{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
ANv Cw Cu)} Menge”.

{w: (w ist 14 ., x-rekursiv) A ((domw € N) V (domw =N))A(y Cw C 2)}
305-11(Def)
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Beweis 305-19 a) VS gleich  C {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

a €{w: (wist 14 ., ¢-rekursiv)

A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.
Aus Themal.1
folgt: (doma € N) V (doma C N).

Ergo Themal.1:
Al‘ “Va: (o€ {w: (wist 1+ ., p-rekursiv)

A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)})
= ((doma € N) V (doma =N))”

1.2: Aus VS gleich “x C{w : (wist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und
aus Al gleich “Va: (o € {w: (w ist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)})
= ((doma € N) V (dom o = N))”
folgt via 305-17: (dom (Jz) € N) V (dom ([ Jz) = N).

b) VS gleich (x C {w: (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}) A (u Menge).

a €{w: (wist 14 ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

Aus Themal.1

folgt: a C u.

Ergo Themal.1:

Al‘ “Va: (o€ {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N)V (domw =N))A(v Cw Cu)}) = (a« Cu)”

1.2: Aus VS gleich “x C{w : (wist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N))A (v Cw Cu)}...”,
aus VS gleich “...u Menge” und
aus Al gleich “Va: (o € {w: (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}) = (a Cu)”
folgt via 305-17: Jx Menge.
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Beweis 305-19 ¢) VS gleich 0 # 2 C {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

a €{w: (wist 14 ., ¢-rekursiv)

A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.
Aus Themal.1
folgt: v C a.

Ergo Themal.1:
Al‘ “Va: (o€ {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N)V (domw =N))A(v Cw Cu)})= (v Ca)”

1.2: Aus VS gleich “0 # 2 C {w : (w ist 1 + ., ¢g-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und
aus Al gleich “Va: (o € {w: (w ist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N))A (v Cw Cu)} = (v C )’

folgt via 305-17: vC Yz
d) VS gleich u Menge.
a €{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)

A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.
Aus Themal.1
folgt: a Cu.

Ergo Themal.1:
Al‘ “Va: (o€ {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw=N))A(v Cw Cu)}) = (aCu)”

1.2: Aus VS gleich “u Menge” und
aus Al gleich “Va : (o € {w : (wist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}) = (a Cu)”
folgt via 305-18:
{w: (wist 1 + ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
A(v Cw C u)} Menge.

O
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305-20(AC). Nach umfangreichen Vorbereitungen kann nun der erste und viel-
leicht wichtigste “ Cmaximale Fortsetzungssatz” fiir 1+ ., ¢-rekursive Klassen be-
wiesen werden.

305-20(AC)(Satz) Es gelte:

—) R st 1+ ., ¢p-rekursiv.
—) (domR € N) V (dom R = N).
=) v € R Cu Menge.

Dann folgt:
30 (Q ist 1+ ., p-rekursiv) A ((domQ € N)V (dom Q2 =N))A (v € Q Cu)
AVa : ((a ist 14 ., p-rekursiv) A ((doma € N) A (doma = N))
ANQCaCu)) = (a=Q)).

Beweis 305-20(AC)

{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}
305-11(Def)

1.1: Aus =) “... R Cu Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: R Menge.

2: Aus =) “Rist 1+ ., ¢-rekursiv” ,
aus —) “(dom R € N) V (domR =N)” |
aus ) “vC RCuwu...” und
aus 1.1“R Menge”
folgt:
Re{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
ANv Cw Cu)}.

3: Aus 2“R € {w: (wist 1 + ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
ANvCw Cu)}”
folgt via 0-20:
A1l] “0#{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
ANvCwCu)}”
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Beweis 305-20(AC) ...

1.2: Aus =) “...u Menge”
folgt via 305-19:

A2| “Aw: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
Av Cw C u)} Menge.”

1.3: Via 68-1(Def):
3V : ¥ InklusionsRelation in {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

Thema?2.1 0 # « ist U_Kette.

3.1: Aus 1.3“... U InklusionsRelation in
{w : (wist 14., ¢-rekursiv) })A((domw € N)V(domw = N))
Av Cw Cu)}” und
aus Thema2.1“... a ist U_Kette”
folgt via 302-6:
a C{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

3.2: Aus 1.3“... ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist 1+, ¢-rekursiv)) A ((domw € N)V (domw = N))
Av Cw Cu)}” und
aus Themad.1“...« ist V_Kette”
folgt via 302-6:

VB, v (B,y€a)=((BC7)V(yCB)).

d€a.

5: Aus Thema4.1“0 € o” und
aus 3.1“a C{w: (wist 1 + ., p-rekursiv)
A((domw € N)V(domw = N))A(v Cw C u)}”
folgt via 0-4:
d € {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N)V (domw = N))A(v Cw Cu)}.
6: Aus 5
folgt: 0 ist 1+ ., ¢-rekursiv.

Ergo Thema4.1:
A3| “Vo: (0 € a) = (0 ist 1 + ., p-rekursiv)”
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Beweis 305-20(AC)
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0 # a ist ¥_Kette.
4.2: Aus3.1“a C{w: (wist 1+ ., p-rekursiv)

4.3:

4.4:

A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”
folgt via 305-19:
((dom (Ue) € N) V (dom (Ja) = N)) A (Ja C u).

Aus 3.1 C{w : (wist 1 + ., p-rekursiv)

A((domw € N) V (domw = N)) A (v Cw C u)}” und
aus —) “...u Menge”
folgt via 305-19: |J o Menge.

Aus Thema2.1“0 # «...” und
aus 3.1“a C{w: (wist 1+ ., p-rekursiv)

A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”
folgt via 305-19: vCJa.

: Aus A3 gleich “Vd: (0 € )

= (6 ist 1+ ., ¢-rekursiv)” und

aus 3.2°Vf3,y: (B,y€a)= ((BE)V(yCH))”
folgt via 302-2: Uaist 1+ ., ¢-rekursiv.

: Aus 5¢Jaist 1+ ., ¢-rekursiv” |

aus 4.2“(dom (|Ja) € N) vV (dom (Ja) =N)...”,
aus 4.4“v C Ja”,
aus 4.2“...Ja Cu” und
aus 4.3“|Ja Menge”
folgt:
Ua € {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

Ergo Thema2.1:

A4‘ “Ya: (0 # « ist ¥_Kette)

= (Ja €{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
Ao CwCu})”
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Beweis 305-20(AC)

2.2: Aus 1.3“... U InklusionsRelation in {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”,
aus A1 gleich “0 # {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”,
aus A2 gleich “{w : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
A(v Cw C u)} Menge” und
aus A4 gleich “Va : (0 # a ist ¥_Kette)
= (Ua € {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
A(w C w C u)})’
folgt via Lemma von Zorn I*, TeilMengenVersion:
30 : Q ist ¥_maximales Element von {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

3: Aus 2.2%...Q ist V_maximales Element von
{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
ANv Cw Cu)}”
folgt via 39-1(Def):
Qe{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domw € N) V (domw = N))
ANv Cw Cu)}.

4: Aus 3
folgt:
(Qist 1 + ., ¢-rekursiv) A ((domQ € N) V (domQ =N)) A (v C Q C u).
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(v ist 1+ ., p-rekursiv)
A((doma € N) V (doma=N))A (2 C a Cu)
6.1: Aus4“...vCQ...” und
aus Thema5.1“...Q Ca...”
folgt via 0-6: v C a.
6.2: Aus Thema5.1“...a« C u” und
aus —) “...u Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.
7: Aus Themab5.1“«a ist 1 + ., ¢-rekursiv... ” |
aus Thema5.1“...(doma € N) V (doma =N)...”,
aus 6.1“v C a”,
aus Thema5.1“...ac C u” und
aus 6.2“«a Menge”
folgt: a €{w: (wist 14 ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.
8: Aus 1.3“... VU InklusionsRelation in
{w: (wist 14 ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”,
aus Thema5.1“... Q Ca...”,
aus 3“0 € {w: (wist 1+ ., p-rekursiv)
A((domw € N) V (domw = N)) A (w C u)}” und
aus 7“a € {w: (wist 1 + ., p-rekursiv)
A((domw € N) V (domw = N)) A (w C u)}”
folgt via 68-4: QU _a.
9: Aus 2.2%...Q ist ¥_maximales Element von

{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”,
aus 7“a € {w: (wist c_E_., ¢-rekursiv})
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und
aus 8“Q_U_a”
folgt via 39-1(Def): a Q.
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Beweis 305-20(AC)

(avist 1+ ., ¢-rekursiv)

A((doma € N) V (doma=N))A (2 C a Cu)

10: Aus 2.2“...Q ist ¥_maximales Element von
{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und
aus 9“a_ W Q)7
folgt via 68-4: a C Q.

11: Aus 10“a C Q7 und
aus Thema5.1“...Q Ca...”
folgt via Gleichheits Axiom: a= Q.

Ergo Themab. 1:

A5| “Va: ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((doma € N) V (doma = N))
ANQCaCu))= (a=Q)"

5.2: Aus 2.2“d0...7,

aus 4“ (2 ist 1 + ., ¢-rekursiv) A ((dom Q2 € N) V (dom 2 = N))
Alv € Q Cu)” und
aus A5 gleich “Va : ((a ist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((doma € N) V (doma = N))
ANQCaCu)) = (a=Q)

folgt:
30 (Qist 1+ ., p-rekursiv) A ((domQ € N) V (domQ =N)) A (v C Q C u)
AVa : ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((doma € N) V (dom a = N))
NQCaCu)) = (a=Q)
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305-21(AC). Aus 305-20(AC) ist die “v = R-Version” deduzierbar.

305-21(AC)(Satz) Es gelte:

—) R st 1+ ., ¢-rekursiv.
—) (domR € N) V (dom R = N).
—) R C u Menge.

Dann folgt:
30 (Q ust 1+, p-rekursiv) A ((dom Q € N)V (domQ2 =N))A(RC Q C u)
AVa : ((a st 14 ., p-rekursiv) A ((doma € N) A (doma = N))
ANQCaCu)) = (a=Q)).

Beweis 305-21(AC)

1: Via 0-6 gilt: R CR.

2: Aus =) “Rist 1 + ., ¢-rekursiv”
aus —) “(dom R € N) V (dom R = N)”
aus 1“R C R” und
aus —) “R C u Menge”
folgt via 305-20(AC):
Q0 (Qist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domQ € N) V (domQ =N)) A (R C Q C u)
AVa : ((aist 1+ ., ¢g-rekursiv) A ((doma € N) V (dom a = N))
AR CaCu))=(a=0Q)
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305-22(AC). Die neben v = R interessanteste Anwendung von 305-20(AC)
resultiert fir v = {(p,q)}. Aus den Voraussetzungen folgt ohne allzu viel Miihe
p e N.

305-22(AC)(Satz) Es gelte:

—) R ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).
—) (domR € N) V (dom R = N).
—) R Cu Menge.

Dann folgt:
30 (Qist 1+ ., p-rekursiv mit Startwert (p, q))
A((domQ € N) V (domQ =N)) A (RC Q Cu)
AV : ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((doma € N) A (doma = N))
ANQCaCu)) = (a=Q)).
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Beweis 305-22(AC)

1: Aus =) “Rist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt via 302-1(Def): (R ist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((p, q) € R).

2: Aus 1“¢ ist 1 + ., -rekursiv...”
aus —) “(dom R € N) V (dom R = N)” und
aus —) “R C u Menge”
folgt via 305-21(AC):
30 (Qist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((domQ € N) V (domQ =N))A(RCQ Cu
AV : ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((doma € N) V (doma = N)
ANOC aCu)) = (a=19Q)).

3: Aus1“...(p,q) € R” und
aus 2“...RCQ...”
folgt via 0-4: (p,q) € Q.

4: Aus 2“...Qist 1+ ., ¢-rekursiv...” und
aus 3“(p,q) € Q7
folgt via 302-1(Def): Q ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).

5: Aus 2“4Q...7
aus 4 ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)” und
aus 2“...((domQ € N) V (domQ2 =N)) A (RCQ Cu)
AVa : ((aist 1+ ., ¢p-rekursiv) A ((doma € N) V (dom a = N))
ANQCaCu)) = (a=Q))
folgt:
30 : (Qist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q)))
A((domQ € N) V (domQ =N)) A (RC Q Cu)
A(Va: ((aist 14 ., ¢-rekursiv) A ((doma € N) V (dom o = N))
ANQLCaCu)) = (a=Q)).

]
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305-23. Nun werden die Aussagen von 305-17 und die “Mengen-Aussage” von
305-18 fiir 305.2(¢, v, u) adaptiert.

305-23(Satz)

a) Aus “o CH{w: (wist 1 + ., ¢p-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”
folgt “(dom (|Jz) € N) vV (dom (Jz) = N)”
und “(Jxr Cu”.

b) Aus “x C{w: (w ist 1 + ., p-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”
und “u Menge”
folgt “{Jx Menge”.

c) Aus “0#x CH{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”
folgt “v CJx”.

d) Aus “u Menge”
folgt “{w: (wist 1 + ., ¢p-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)} Menge”.

{w: (wist 1 + ., x-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (y Cw C z)} 305-11(Def)
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Beweis 305-23 a) VS gleich  C {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv)
A(w Funktion) A ((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}.

a €{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)

A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.
Aus Themal.1
folgt: (doma € N) V (doma C N).

Ergo Themal.1:
Al‘ “Va: (o€ {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)

A((domw € N) V (domw =N))A (v Cw Cu)})
= ((doma € N) V (doma =N))”

1.2: Aus VS gleich “ox C{w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)

A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und
aus Al gleich “Va : (o € {w : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)})

= ((doma € N) V (dom o = N))”
folgt via 305-17: (dom (Jz) € N) V (dom ([ Jz) = N).

b) VS gleich (x C {w : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}) A (u Menge).

a €{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

Aus Themal.1

folgt: a C u.

Ergo Themal.1:
Al‘ “Va: (o€ {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N))A(v Cw Cu)}) = (« Cu)”

1.2: Aus VS gleich “ox C{w : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N))A (v Cw Cu)}...”,
aus VS gleich “...u Menge” und
aus Al gleich “Va : (o € {w : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}) = (a Cu)”
folgt via 305-17: Jx Menge.
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Beweis 305-23 ¢) VS gleich 0 # 2 C {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

a €{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)

A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.
Aus Themal.1
folgt: v C a.

Ergo Themal.1:
Al‘ “Ya: (o € {w: (wist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N)V (domw =N))A(v Cw Cu)})= (v Ca)”

1.2: Aus VS gleich “0 # 2 C {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und
aus A1 gleich “Va : (o € {w : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N))A (v Cw Cu)} = (v C )’
folgt via 305-17: vCJx.

d) VS gleich u Menge.

a €{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

Aus Themal.1

folgt: a Cu.

Ergo Themal.1:
Al‘ “Va: (o€ {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N))A(v Cw Cu)}) = (aCu)”

1.2: Aus VS gleich “u Menge” und
aus A1 gleich “Va : (o € {w : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}) = (a Cu)”
folgt via 305-18:
{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A ((domw € N) V (domw = N))
A(v Cw C u)} Menge.

O



192 Analysis #305

305-24(AC). Nach Vorbereitungen kann nun der erste und vielleicht wichtigste
“Cmaximale Fortsetzungssatz” fiir 1+4., ¢-rekursive Funktionen bewiesen werden.

305-24(AC)(Satz) FEs gelte:

=) f st 1+ ., ¢-rekursiv.

—) f Funktion.

—) (dom f € N)V (dom f = N).
=) v C f Cu Menge.

Dann folgt:
30 (Q dst 1+ ., p-rekursiv) A (2 Funktion)
A((domQ € N)V (domQ =N)) A (v CQ C u)
AV : ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
A((doma € N)A (doma=N)A(QLCaCu)) = (a=Q)).

Beweis 305-24(AC)

{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A ((domw € N) V (domw = N))
Av Cw C u)} 305-11(Def)

1.1: Aus =) “...f Cu Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: f Menge.

2: Aus =) “ fist 1+ ., ¢-rekursiv” ,
aus —) “ f Funktion” ,
aus —) “(dom f € N) V (dom f =N)” |
aus =) “v C f Cwu...” und
aus 1.1 f Menge”
folgt:
fe{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

3: Aus 2¢f € {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”
folgt via 0-20:
Al] “0 # {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”
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Beweis 305-2

4(AC)

1.2: Aus —)

“...u Menge”

folgt via 305-23:
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A2| “{w: (wist 14 ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw = N)) A (v Cw C u)} Menge.”

1.3: Via 68-

1(Def):

3P : ¥ InklusionsRelation in {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

3.1:

3.2:

Thema2.1 0 # « ist ¥_Kette.

Aus 1.3“... ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)}) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und
aus Thema2.1“... « ist W_Kette”
folgt via 302-6:
a C{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

Aus 1.3%... ¥ InklusionsRelation in
{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und
aus Themad.1“. ..« ist U_Kette”
folgt via 302-6:

VB, y: (B,y€a)=((BCY)V(yChH)).
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Beweis 305-24(AC)
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Thema?2.1 0 # « ist U_Kette.
Thema4. 1 )€ a.

5: Aus Thema4.1“0 € a” und
aus 3.1“a C{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A(w Funktion)
A((domw € N)V(domw = N))A(v Cw Cu)}”
folgt via 0-4:
d €{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N)V (domw =N))A (v Cw Cu)}.

6: Aus 5
folgt: 0 ist 1+ ., ¢-rekursiv.

Ergo Thema4. 1: A3‘ “Yo: (6 € a) = (0ist 1+ ., ¢-rekursiv)”

dea.

5: Aus Thema4.2“0 € a” und
aus 3.1“a C{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv)
A(w Funktion)
A((domw € N)V(domw = N))A(v Cw Cu)}”
folgt via 0-4:
d €{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N)V (domw =N))A (v Cw Cu)}.

6: Aus 5
folgt: 0 Funktion.

Ergo Thema4. 1: A4| “V6 : (0 € o) = (0 Funktion)”
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Beweis 305-24(AC)

0 # a ist ¥_Kette.
4.3: Aus3.1“a C{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)

4.4.

4.5:

5.1:

5.2:

A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”
folgt via 305-23:
((dom (Ja) € N) V (dom (o) = N)) A (U C w).

Aus 3.1“a C {w : (wist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und

aus —) “...u Menge”

folgt via 305-23: |J o Menge.

Aus Thema2.1“0 # «...” und

aus 3.1%a C{w : (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”

folgt via 305-23: vCJa.

Aus A3 gleich “V0 : (6 € )
= (6 ist 1 + ., ¢-rekursiv)” und

aus 3.2°Vf3,y: (B,y€a)= ((BEy)V(yCH))”
folgt via 302-2: Ua ist 1+ ., ¢-rekursiv.

Aus A4 gleich “V§ : (§ € a) = (§ Funktion)” und

aus 3.2°V0,y: (f,iyea) = (BCy)V(yCh)”
folgt via 301-2: |J o Funktion.

: Aus 5.1“Jaist 14 ., ¢-rekursiv”

aus 5.2“Ja Funktion” |

aus 4.3“(dom (| Ja) e N) vV (dom ((Ja) =N)...”,

aus 4.5“v C Ja”,

aus 4.3“...Ja Cu” und

aus 4.4“Ja Menge”

folgt:

Ua e {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.
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Beweis 305-24(AC)

Ergo Thema2.1:

A5| “Va: (0 # « ist U_Kette)

= (Ja € {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)})”

2.2: Aus 1.3“...V InklusionsRelation
in {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”,
aus Al gleich “0 # {w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”,
aus A2 gleich “{w : (w ist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw = N)) A (v Cw C u)} Menge” und
aus A5 gleich “Va : (0 # « ist ¥_Kette)
= (Ja €{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)})”
folgt via Lemma von Zorn I*, TeilMengenVersion:
302 : Q ist ¥_maximales Element von
{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A ((domw € N) V (domw = N))
ANv Cw Cu)}.

3: Aus 2.2%...Q ist V_maximales Element von
{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion) A ((domw € N) V (domw = N))
ANv Cw Cu)}”
folgt via 39-1(Def):
Qe{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.

4: Aus 3
folgt:
(Qist 1+ ., p-rekursiv) A (2 Funktion) A ((dom Q2 € N) V (dom 2 = N))
Av CQCu).
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Beweis 305-24(AC)

(aist 1+ ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
A((doma € N) V (doma=N))A (2 C a Cu)
6.1: Aus4“...vCQ...” und
aus Thema5.1“...Q Ca...”
folgt via 0-6: v C a.
6.2: Aus Themab5.1“...aa C u” und
aus —) “...u Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: a Menge.
7: Aus Themab.1“(aist 1+., ¢-rekursiv) A (o Funktion)...”,
aus Thema5.1“...(doma € N) V (doma =N)...”,
aus 6.1“v C a”,
aus Thema5.1“...ac C u” und
aus 6.2“«a Menge”
folgt: a € {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}.
8: Aus 1.3“... WV InklusionsRelation in
{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”,
aus Thema5.1“... Q Ca...”,
aus 3“0 € {w: (wist 1+ ., p-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw = N)) A (w C u)}” und
aus 7“a € {w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw = N)) A (w C u)}”
folgt via 68-4: QU _a.
9: Aus 2.2“...Q ist ¥_maximales Element von

{w: (wist 1+ ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw Cu)}”,
aus 7“a € {w: (wist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und
aus 8“Q_U_a”
folgt via 39-1(Def): a Q.
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Beweis 305-24(AC)

(aist 1+ ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)

A((doma € N) V (doma=N))A (2 C a Cu)

10: Aus 2.2%...Q ist W_maximales Element von
{w: (wist 14 ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domw € N) V (domw =N)) A (v Cw C u)}” und
aus 9“a_ W Q7
folgt via 68-4: a C Q.

11: Aus 10“a C Q7 und
aus Thema5.1“...Q C a...”
folgt via Gleichheits Axiom: a= .

Ergo Themab. 1:

A6| “Va: ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
A((doma e N)V (doma=N)A(QCaCu)) = (a=Q)"

5.2: Aus 2.2“d0...7,
aus 4 (2 ist 1 + ., ¢-rekursiv) A (w Funktion)
A((domQ € N) V (domQ =N)) A (v C Q C u)” und
aus A6 gleich “Va : ((a ist 1 + ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
A((doma € N) V (doma=N)A(QCaCu)) = (a=Q)"
folgt:
30 (Qist 1 + ., p-rekursiv) A (€2 Funktion)
A((domQ € N) V (domQ =N)) A (v CQ C u)
A(Va: ((aist 14 ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
A((doma € N) V (doma = N)) A (
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305-25(AC). Aus 305-24(AC) ist die “v = f-Version” deduzierbar.

305-25(AC)(Satz) FEs gelte:

=) fst 1+ ., ¢-rekursiv.

—) f Funktion.

—) (dom f € N) V (dom f = N).
=) f Cu Menge.

Dann folgt:
30 (Q ist 1+ ., p-rekursiv) A (Q Funktion)
A((domQ € N)V (domQ =N)) A (f C Q Cu)
AVa: ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) A (a Funktion)
A((doma € N) A (doma=N)A(QCaCu)) = (a=Q)).

Beweis 305-25(AC)

1: Via 0-6 gilt: fCtf.

2: Aus =) “fist 1 + ., ¢-rekursiv”,

aus —) “ f Funktion” |
aus —) “(dom f € N) V (dom f =N)” |
aus 1“f C f7 und
aus —) “ f C u Menge”
folgt via 305-24(AC):
30 (Qist 1 + ., ¢-rekursiv) A (€ Funktion)

A((domQ € N) V (domQ =N)) A (f € Q C u)

A(Va: ((aist 14 ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)

A((doma € N)V (doma=N))A(QCa Cu)) = (a=Q)).
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305-26(AC). Die neben v = f interessanteste Anwendung von 305-24(AC)
resultiert fir v = {(p,q)}. Aus den Voraussetzungen folgt ohne allzu viel Miihe
p e N.

305-26(AC)(Satz) Es gelte:

=) [ st 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).
—) [ Funktion.

—) (dom f € N) V (dom f = N).

=) f Cu Menge.

Dann folgt:
3 (2 ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)) A (2 Funktion)
A((domQ € N) V (domQ =N)) A (f CQ C w)
AVa : ((a ist 1+ ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
A((doma € N) A (doma=N))A (2 CaCu)) = (a=Q)).
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Beweis 305-26(AC)

1:

Aus =) “ fist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt via 302-1(Def): (fist 1+ ., ¢-rekursiv) A ((p,q) € f).

: Aus 1 fist 1+ ., ¢-rekursiv...” |

aus —) “(dom f € N) V (dom f =N)” |
aus —) “ f Funktion” und
aus —) “ f C u Menge”
folgt via 305-25(AC):
30 : (Qist 1 + ., ¢-rekursiv) A (€ Funktion)

A((domQ € N)V (domQ =N)) A (f CQ Cu)

AV : ((avist 1+ ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)

A((doma € N) V (doma=N))A (2 CaCu)) = (a=1Q)).

: Aus 1“...(p,q) € f7 und

aus 2“... fCQ...7
folgt via 0-4: (p,q) € Q.

i Aus 2¢...Qist 1+ ., ¢-rekursiv... ” und

aus 3“(p,q) € Q7
folgt via 302-1(Def): Qist 1+ ., ¢g-rekursiv mit Startwert (p, q).

: Aus 2¢4d0 .7,

aus 4“€) ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)” und
aus 2“... (Q Funktion) A ((dom©Q € N) V (domQ =N)) A (f CQ Cu)
A(Va: ((aist 14 ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
A((doma € N)V (doma=N)A(QCaCu)) = (a=Q))"
folgt:
30 : (Qist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q))) A (€ Funktion)
A((domQ € N) V (domQ = N)) A (f CQ C u)
A(Va: ((aist 14 ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
A((doma € N) V (doma=N))A(QCa Cu)) = (a=1Q)).

]
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Mengenlehre: Weiteres iiber c_E_., ¢-rekursive Klassen.

Ersterstellung: 25/07/14 Letzte Anderung: 01,/08/14

306-1. Ist R eine c_E_, ¢-rekursive Klasse, so gibt es kein Anzeichen dafiir, dass R
eine Relation sein muss. Die Definitions-Eigenschaften c_E ., ¢-rekursiver Klassen
zielen jedoch auf geordnete Paare ab, die in R sind und die speziell miteinander
verkniipft sind. Vor diesem Hintergrund ist es nicht verwunderlich, dass eine Klas-
se R genau dann c_E_., ¢-rekursiv ist, wenn die grofite in R enthaltene Relation
RN (U xU) eine c_E_., p-rekursive Klasse ist.

306-1(Satz) Die Aussagen 1),ii) sind dquivalent:
i) R ist c_E_., p-rekursiv.

ii) RN (U xU) ist c_E_., p-rekursiv.
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Beweis 306-1 VS gleich R ist c_E_., ¢-rekursiv.
1: Via 2-7 gilt: RNnUxU)CR.

2: Aus1“RN (U XxU)C R” und
aus VS gleich “ R ist ¢c_E_., ¢-rekursiv”

folgt via 302-4: RN (U xU) ist c_E_., p-rekursiv.
VS gleich RN (U x U) ist c_E_., ¢-rekursiv.
(@, ), (7,0) € R) A (((¢, @), 7) € E).
2: Aus Themal“(«q, 3),(y,0) € R...”
folgt via Element Axiom: (e, B), (7v,0) Menge.

3: Aus 2“(a, ), (7,9) Menge”
folgt via 298-2: (a, ), (v,0) eU x U.

4: Aus Themal“(q,f3),(v,0) € R...” und
aus 3“(a, ), (7,0) eU xU”
folgt via 2-2: (a, ), (v,0) e RN (U xU).

5: Aus VS gleich “RN (U x U) ist c_E_., p-rekursiv” ,
aus 4“ (a, f),(v,0) e RN (U xU)” und
aus Themal...((c,a),y) € E
folgt via 302-1(Def): (B,6) € ¢.

Ergo Themal: Vo, ,7,0 : (((a, B), (7,6) € R) A (((c,),7) € E)) = ((8,0) € ¢).

Konsequenz via 302-1(Def): R ist c_E_., ¢-rekursiv.
[
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306-2. Sind die ersten Eintrége geordneter Paare von einer c_E_, ¢-rekursiven
Klasse R entsprechend 302-1(Def) miteinander verwoben, so sind Aussagen iiber
die zweiten Eintrdge moglich.

306-2(Satz) Es gelte:
—) R ist c_E_., p-rekursiv.
=) (p,q),(r,s) € R.
- ((¢,p),r) € E.

Dann folgt “q € dom¢”und “s €rang”.

Beweis 306-2

1: Aus =) “Rist c_E_., ¢p-rekursiv” ,
aus =) “(p,q),(r,s) € R” und
aus =) “((¢,p),r) € B
folgt via 302-1(Def): (q,5) € ¢.

2: Aus 1“(q,s) € ¢”
folgt via 7-5: (¢ € dom @) A (s € ran ¢).

[]
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306-3. Ist (p,q) in einer c_E_., ¢-rekursiven Klasse und hat p beziiglich c¢_E_.
sowohl eine “Vorgénger” als auch einen “Nachfolger” | so gilt sogar ¢ € (dom ¢)N

(ran¢).

306-3(Satz) Es gelte:
) R ist c.E._., o-rekursiv.
=) (p,q),(r,s),(n,0) € R.
- ((¢,p),r) € E.
—) ((e,n),p) € E.

Dann folgt “q € (dom¢) N (rang)”.

Beweis 306-3

1.1: Aus =) “Rist c_E_., ¢-rekursiv” |
aus =) “(p,q),(r,s)... € R” und
aus =) “((¢,p),r) € E7
folgt via 306-2: q € dom ¢.

1.2: Aus =) “Rist c_E_., ¢-rekursiv” ,
aus =) “...(n,0) € R”,
aus —) “(p,q)... € R” und
aus =) “((¢,n),p) € E7
folgt via 306-2: q € ran ¢.

2: Aus1.1“ge€ dom¢” und
aus 1.2“q €ran¢”
folgt via 2-2: q € (dom¢) N (ran¢).
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306-4. Hier soll untersucht werden, wann die bindre Vereinigung von zwei Klas-
sen, die c_E_., ¢-rekursiv sind, wieder c_F_., ¢-rekursiv ist.

306-4(Satz) Es gelte:
—) R, S ist c_E_., ¢p-rekursiv.

=) Vo, 8,7,6 : (((a, ) € R) A((7,0) € S) A (((¢,0),7) € E
B,0) € ¢).

v
=
=) Va,5,7,6: (((a, B) € S) A(7,0) € R) A (((¢; ), 7) € E
=

)
((
)
((8,0) € ¢).
Dann folgt “RUS ist c_E_., p-rekursiv”.

Beweis 306-4

((e,€), (n,€) € RUS) A (((c, €),m) € E).

2: Aus Themal“(¢, (), (n,) e RUS...”
folgt via 2-2: (6,0),(n, &) €
V((e,¢) € R) A ((n,€) €5)
V((e,¢) € S) A

’Fallunterscheidung‘

(€0 (n.€) € R.

Aus ) “R...ist c_.E_.,(-rekursiv” |
aus 2.1.Fall“(e,(),(n, &) € R” und
aus Themal“...((c,e),n) € E”

folgt via 302-1(Def): (¢, 8 € ¢.
((e.Q) € R) A ((m,€) € 9).

Aus 2.2.Fall“((e,C) € R) A ((1,€) € S)”
aus Themal®...((c,€),n) € E” und
aus —) “Va,5,7,6: ((o, B) € R) A ((7,9) € 5)
A(((e,),7) € B)) = ((5,6) € ¢)"
folgt: (¢, ) € o.
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Beweis 306-4

((,€),(n,§) € RUS) A(((c,€),m) € E).
’Fallunterscheidung‘
((e,¢) € S) A ((n,€) € R).

Aus 2.3.Fall“((¢,¢) € S)A((n,€) € R)”,

aus Themal“...((c,€),n) € E” und

aus —) “Va, 8,7,0 : ((o, ) € S) A ((7,6) € R)
A((e,a),7) € E)) = ((8,6) € ¢)7

folgt: (¢,¢) € ¢
(€:€), (n,€) € 8.

Aus =) “... S ist c_.E_., (-rekursiv” |

aus 2.4.Fall“(¢ (), (n,£) € S” und

aus Themal®...((c,€),n) € E”

folgt via 302-1(Def): ((,6) € o.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: ((,€) € o.

Ergo Themal:
Ve, ¢, € (((6,0), (1,6) € RUS) A (((c,€),m) € E)) = ((C,€) € ¢).

Konsequenz via 302-1(Def): RUS ist c_E_., ¢g-rekursiv.
O]
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306-5. Mit Hilfe von 306-4 soll nun untersucht werden, wann fiir eine c_F _., ¢-
rekursive Klasse R auch die Klasse {(p,q)} U R eine c_FE_., ¢-rekursive Klasse
ist.

306-5(Satz) Es gelte:
=) {(p,q)}, R ist c_.E_., p-rekursiv.
=) Vo, B: (o, ) € R) A(((¢,p), @) € E)) = ((q,5) € ¢).

—) Va,5: (((a, 8) € R) A (((¢,a),p) € E)) = ((6,9) € ¢).
Dann folgt “{(p,q)} U R ist c_E_., p-rekursiv” .
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Beweis 306-5

(e, Q) € {(p, )} A ((0,€) € B) A (((¢,€),m) € E).

2:

Aus Themal.1“(e,¢) € {(p,q)}...”

folgt via 259-36: (e=p)A((=q).
: Aus 2%e=p...”

folgt via PaarAxiom I: (c,e) = (¢, p).
: Aus 3“(c,€) = (¢,p)”

folgt via PaarAxiom I: ((e,€),m) = ((e,p),m).
: Aus 4 und

aus Themal.2“...((c,€),n) € E”

folgt: ((e;p),m) € E.
: Aus Themal.1“...(n,§) € R...”,

aus 5 ((¢,p),n) € E” und
aus —)” Va, 5= (o, ) € R) A (((¢,p), @) € E))

= ((¢,5) € ¢)”
folgt: (q,€) € .
 Aus 2¢...(=¢q”
folgt via PaarAxiom I: ((,8) = (q,9).
: Aus 7 und
aus 6
folgt: (¢,6) € ¢.

Ergo Themal.1:

209

ALl “Ve, (,n, & (((6,C) € {(p,@)}) A ((n,€) € R)

A((e,€),m) € B)) = ((G,§) € ¢)”
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Beweis 306-5

((6,.Q) € R)A((n,€) € {(p,D)}) A (((c,€),m) € E).

2: Aus Themal.2“...(n,¢&) € {(p,q)}...”

folgt via 259-36: m=p) A (€ =1q).
3: Aus2“n=p...”

folgt via PaarAxiom I: ((c,€),m) = ((c,€),p).
4: Aus 3 und

aus Themal.2“...((c,€),n) € E7

folgt: ((c,e),p) € E.

5: Aus Themal.2“(¢,{) € R...”,
aus 4“((c,€),p) € E” und
aus —)“Va, f: (((a, ) € R) A(((¢, @), p) € E))

= ((6,9) € 9)”
folgt: (C.q) € 6.
6: Aus 2“...£=q"
folgt via PaarAxiom I: (¢,8) =(C,q).
7: Aus 6 und
aus 5
folgt: (¢,€) € o.

Ergo Themal.2:

A2| “Ye,(,n, & (((6,Q) € R) A ((0,€) € {(p,0)})
A((c,€),m) € E)) = ((¢,€) € 9)”

1.3: Aus =) “{(p,q)}, R ist c_E_., ¢-rekursiv” |

AN((e,€):m) € E)) = (((,€) € ¢) und

aus A2 gleich “Ve, ¢, 1, : (((6,¢) € B) A ((n,€) € {(p,9)})
A((e;€),m) € E)) = (((,€) € ¢)
folgt via 306-4: {(p,q@)} UR ist c_.E_., p-rekursiv.

]
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306-6. Nun soll von dem im Hinblick auf 1 + ., ¢-rekursive Klassen besonders
interessanten Fall ((c,p),p) ¢ E - unter dieser Bedingung ist {(p,q)} via 302-4
eine c_E_., ¢-rekursive Klasse - ausgegangen werden.

306-6(Satz) Es gelte:

—) R st c_E_., ¢-rekursiv.

=) ((¢.p).p) ¢ E.

=) Vo, 8 (o, ) € R) A (((¢,p), @) € E)) = ((¢,5) € ¢).

=) Va, 5 (o, 8) € B) A (¢, @), p) € E)) = ((B,q) € ).
(

Dann folgt “{(p,q)} U R ist c_.E_., p-rekursiv”

Beweis 306-6

1: Aus =) “((¢,p),p) ¢ E”
folgt via 302-4: {(p,q)} ist c_E_., p-rekursiv.

2: Aus 1“{(p,q)} ist c_E_., p-rekursiv”
aus —) “ R ist c_.E_., ¢-rekursiv” ,
aus =) “Va, 81 (((a, B) € R) A (((¢,p), @) € E)) = ((¢, 8) € ¢)” und
aus =) “Va, 3 (0 8) € R) A (((c,0), p) € E)) = ((B,0) € 6)”
folgt via 306-5: {(p,q)} U R ist c_E_., p-rekursiv.

]
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306-7. Mitunter kann es hilfreich sein, iiber Situationen Bescheid zu wissen, in
denen die zweite und dritte Bedingung von 306-5 trivial erfiillt ist.

306-7(Satz) Es gelte:
=) {(p,q)}, R ist c_E_., p-rekursiv.
—) Va: (o €domR) = (((¢,p), ), ((¢,),p) & E).

Dann folgt “{(p,q)} UR ist c_E_., p-rekursiv” .

Beweis 306-7

((e,¢) € R) A(((c;p)€) € B).
2: Aus Themal.1“(e,{) € R...”
folgt via 7-5: e € dom R.

3: Aus 2“e € dom R” und
aus =) “Va : (o € domR) = (((¢,p), ) ... ¢ E)”
fOlgtI ((Cap)7€) ¢ E.

4: Es gilt 3“((¢,p),e) ¢ E7.
Es gilt Themal.1%...((¢,p),e) € E7.
Ex falso quodlibet folgt: (q,Q) € ¢.

Ergo Themal.1: A1] “Ve,C: (((6,8) € R) A (((e,p),€) € E)) = ((q,¢) € ¢)”
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Beweis 306-7

((e.¢) € R) A(((c.€).p) € E).
2: Aus Themal.2“(¢,() € R”
folgt via 7-5: € € dom R.

3: Aus 2“ce €dom R” und
aus =) “Va: (¢ € domR) = (... ((¢,a),p) ¢ E)”
folgt: ((c.e),p) ¢ E.

4: Esgilt 3“...((c,e),p) ¢ E” .
Es gilt Themal.2“...((c,€),p) € E”.
Ex falso quodlibet folgt: ((,q) € ¢.

Ergo Themal.?2: A2| “Ve,C: (((6,¢) € R) A (((cy€),p) € E)) = ((¢,q) € )7

1.3: Aus =) “{(p,q)}, R ist c_E_., ¢-rekursiv” ,
aus A1 gleich “Ve, ¢ : (((€,¢) € B) A(((¢,p),€) € E)) = ((¢.¢) € ¢)” und

aus A2 gleich “Ve, ¢ : (((¢,¢) € R) A (((c,€),p) € E)) = (((,q) € )"
folgt via 306-5: {(p,q)} UR ist c_.E_., p-rekursiv.

]
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306-8. Es kann auch vorkommen, dass eine c¢_E_, , ¢-rekursive Funktion durch
geeignetes {(p, q)} fortgesetzt werden soll.

306-8(Satz) Es gelte:

=) {(p,q)}, f ist c_E_., p-rekursiv.

—) [ Funktion.

—) p ¢ dom f.

=) Va: (e edomf) = (((c,p),a) & F).

=) Va: ((a € dom f) A (((¢,a),p) € E)) = ((f(a),q) € 6).
Dann folgt:

a) {(p,q)} U f ist c.E_., p-rekursiv.

b) {(p,q)} U f Funktion.

Beweis 306-8

((e.C) € ) A (((e;p),€) € E).
2: Aus Themal.l1“(¢,() € f...”
folgt via 7-5: € € dom f.

3: Aus 2“e €dom f” und
aus =) “Va : (o € dom f) = (((¢,p),a) ¢ E)”

fOlgti ((C,p),G) ¢ E.

4: Es gilt 3“((¢,p),e) ¢ E7.
Es gilt Themal.1“...((¢,p),€) € E7.
Ex falso quodlibet folgt: (q,Q) € ¢.

Ergo Themal.1: A1 “Ve, C: (((6,0) € /)N (((e,p),€) € E)) = ((¢,€) € 9)”
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Beweis 306-8 ...

((.0) € f) A (((c.c).p) € B).

2.1: Aus =) “ f Funktion” und
aus Themal.2“ (¢, () € f...”
folgt via 18-20: ¢ = f(e).

2.2: Aus Themal.2“(¢,() € f...”
folgt via 7-5: € € dom f.

3: Aus 2.2“cedom f”,
aus Themal.2“...((c,€),p) € E” und
aus —) “Va: ((o € dom f) A (((¢c, ), p) € E))

= ((f(a),q) € ¢)”
folgt: (f(e),q) € ¢
4: Aus 2.14¢ = f(e)”
folgt via Paar Axiom I: (¢,q) = (f(e),q).
5: Aus 4 und
aus 3
folgt: (¢.q) € 6.
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Ergo Themal.2: A2| “Ve, C: (((6,0) € /YN (((c,p),e) € E)) = ((C,q) € ¢)”

1.a): Aus =) “{(p,q)}, f ist c_E_., ¢-rekursiv”

aus A1 gleich “Ve, : (((e,0) € £) A (((e,p).€) € B)) = ((4.€) € 6)”

aus A2 gleich “Ve, ¢: (((6,¢) € f) A (((c,€),p) € E)) = ((C;Q) €¢)”

folgt via 306-6: {(p,q)} U f ist c_E_., ¢p-rekursiv
1.0): Aus =) “p ¢ dom f” und

aus —) “ f Funktion”

folgt via 261-4: {(p,q)} U f Funktion.

[]
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306-9. Wie in 18-20 gesagt folgt aus (p,q) € f Funkion die Aussage ¢ = f(p).
Diese Einsicht wird hier zu einem Kriterium verscharft.

—) f Funktion.

i) (pq) e f.
ii) “g= f(p)”und “p € dom f”.

306-9(Satz) Unter der Voraussetzung . ..

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

Beweis 306-9 VS gleich

1.1: Aus —) “ f Funktion” und
aus VS gleich “(p,q) € f”

folgt via 18-20:

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € f”

folgt via 7-5:

S gleich

1: Aus —) “ f Funktion” und
aus VS gleich “...p € dom f”
folgt via 18-22:

2: Aus VS gleich “¢ = f(p)...”
folgt via PaarAxiom I:

3: Aus 2 und
aus 1
folgt:

(p,q) € f.
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306-10. Aus 306-9 folgt ein Kriterium fiir (p,q) ¢ f, f Funktion.

306-10(Satz) Unter der Voraussetzung . ..

—) f Funktion.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

i) (p,q) ¢ f.
ii) (¢# f(p)) V (p ¢ dom f).

Beweis 306-10

1: Aus —) “ f Funktion”

folgt via 306-9: ((p,q) € [) < ((g= f(p)) A (p € dom [)).
2: Aus 1
folgt: ((p,q) & f) = ((a# f(p) V (p ¢ dom [)).

]
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306-11. Auch aus notationellen Griinden wird 306-8 fiir Algebren in A adaptiert.

306-11(Satz) Unter der Voraussetzung . ..

—) O Algebra in A.

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ((p,q),r) € O.

ii) “r=p0Oq”und “p,qe A”.

ALG-Notation.

Beweis 306-11 VS gleich ((p,q),r) € 0.

1: Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 93-6: (O Funktion) A (domO = A x A).

2: Aus 1“0 Funktion...” und
aus VS gleich “((p,q),r) € O7
folgt via 306-9: (r=0(p,q)) A ((p,q) € domO).

3.1: Aus 2“r=0(p,q)...”

folgt: r=pUyg

3.2: Aus 2“...(p,q) € domO” und
aus 1“...domO=Ax A”
folgt: (p,q) € Ax A.

4: Aus 3.2“(p,q) € Ax A”

folgt via 6-6: p,g€A
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Beweis 306-11 VS gleich

1:

Aus —) “0O Algebra in A”
folgt via 93-6:

: Aus VS gleich “...p,ge A”

folgt via 6-6:

: Aus 2 und

aus 1“...domd=A x A”
folgt:

: Aus 1“0 Funktion...” und

aus 3“(p,q) € domOd”
folgt via 18-22:

: Aus VS gleich “r=p.0O.4q...”

folgt:

: Aus 5“r =0(p,q)”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 6 und

aus 5
folgt:
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(r=pBqg)A(p,qeA).

(O Funktion) A (domO = A x A).

(p,q) € Ax A.

(p,q) € domD.

((p,q),0(p,q)) € D.

r=0(p,q).

((p,a),m) = ((p,9),0(p, q)).

((p,q),r) € O.



220 Mengenlehre #306

306-12. Aus 306-11 folgt ein Kriterium fiir ((p,q),r) ¢ O, O Algebra in A.

306-12(Satz) Unter der Voraussetzung . ..

—) O Algebra in A.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:

1) ((p.q),r) ¢ O.
ii) “r#pOq”oder “p & A”oder “q ¢ A”.

ALG-Notation.

Beweis 306-12

1: Aus —) “0 Algebra in A”

folgt via 306-11: (((p,q),r) € O) < ((r=p-0O4q) A (p,qg € A)).
2: Aus 1
folgt: (((pg),7) € 8) = ((r #p-Bg)V(p & A)V (g ¢ A).

]
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306-13. Ist f eine c_O_., ¢-rekursive Funktion und ist O eine Algebra in A, so
ergibt sich eine modifizierte Version von 306-8.

306-13(Satz) Es gelte:

=) {(p,q)}, f ist c.O_., ¢-rekursiv.

—) [ Funktion.

—) O Algebra in A.

—) p,c.0.p ¢ dom f.

=) Va: ((a €dom f) A (p = cO-a)) = ((f(a),q) € ¢).
Dann folgt:

a) {(p,q)} U f ist c.O_., p-rekursiv.

b) {(p,q)} U f Funktion.

ALG-Notation.

Beweis 306-13

Themal.1 B € dom f.
2: Aus Themal.1“5 € dom f” und
aus =) “...c.0.p ¢ dom f”
folgt via 0-1: B # cOp.

3: Aus —) “0O Algebra in A” und
aus 2“0 # c.Op”
folgt via 306-12: ((c,p), ) ¢ 0.

Ergo Themal. 1: ALl “Vf: (B € dom f) = (((¢,p), ) ¢ O)”
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Beweis 306-13 ...

(8 € dom f) A (((c, 8),p) € D).

2: Aus —) “0O Algebra in A” und
aus Themal.2“((c, f),p) € O”
folgt via 306-11: p=cOp.

3: Aus Themal.2“f edom f...”,
aus 2“p = c_.0_”7 und
aus —) “Va: ((a € dom f) A (p = c-O.a))
= ((f(a),q) € 6)"
folgt: (f(B),q) € ¢

Ergo Themal.2 |A2| “Vj: ((8 € dom f) A (((c, 3),p) € O)) = ((f(5),q) € ¢)”

1.3: Aus =) “{(p,q)}, f ist c.O_., ¢-rekursiv” ,
aus —) “ f Funktion” ,
aus =) “p... ¢ dom 7
aus Al gleich “Vg : (8 € dom f) = (((¢,p), ) ¢ O)” und
aus A2 gleich “Vj3 : (6 € dom f) A (((c, 5),p) € D)) = ((f(8),q) € ¢)”
folgt via 306-8:

({(p,q)} U f ist c.O_., ¢-rekursiv) A ({(p, q)} U f Funktion).

]
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306-14. Ist f eine ¢_O_., ¢-rekursive Funktion, ist O eine Algebra in A und ist ¢
eine Funktion, so ergibt sich eine modifizierte Version von 306-13.

306-14(Satz) Es gelte:

=) {(p,q)}, f ist c.O_., ¢-rekursiv.

) f,6 Funktion.

—) O Algebra in A.

—) p,c.0.p ¢ dom f.

=) Va: ((a €dom f) A (p = cO.a)) = (¢ =¢(f(a))).
Dann folgt:

a) {(p,q)} U f ist c.O_., p-rekursiv.

b) {(p,q)} U f Funktion.

ALG-Notation.
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Beweis 306-14

1:

Es gilt:

Mengenlehre #306

(VG : ((8 € dom f) A (p = c.B-3)) = (f(B) € dom ¢))

V(EQ: (Qedom f)A(p=cOQ)A

’Fallunterscheidung‘

(f(2) ¢ dom ).

Y3 : (B €dom f) A (p=cOB)) = (f(B) € dom ¢).
(y € dom f) A (p = c.0).
3.1: Aus Thema2.1“(y € dom f) A (p = c.Oy)” und

aus —) “Va: ((a € dom f) A (p = c.O_a))
= (¢ =o(f()))”

folgt: q=9(f(7))
: Aus Thema2.1“(y € dom f) A (p=c.O)” und

aus 1.1.Fall

folgt: f() € dom ¢.

: Aus —) “¢ Funktion” und

aus 3.2“ f(y) € dom¢”

folgt via 18-22: (f(7): o(f(7))) € ¢

: Aus 3.1%g=¢(f(v))”
folgt via PaarAxiom I:  (f(v),q) = (f(7), ¢(f(7)))-

: Aus 5 und

aus 4

folgt: (f(v),q) € ¢

Ergo Thema?2.1:

ALl “Vy:((y €dom f) A (p=cOx)) = ((f(7),q) € $)”

2.2: Aus ) “{(p,q)}, f ist c.O_., p-rekursiv” |
aus —) “ f ... Funktion” ,
aus —) “0O Algebra in A” |
aus —) “p,c.0.p ¢ dom 7 und
aus A1 gleich “Vy: ((y € dom f) A (p = c.0y)) = ((f(7).9) € ¢)”
folgt via 306-13:

{(p, @)} U f ist c-O_., ¢-rekursiv) A ({(p, q)} U f Funktion).
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Beweis 306-14

’Fallunterscheidung‘

30 (Q € dom ) A (p = c-DQ) A (f(Q) & dom ¢).
2: Aus 1.2.Fall“...(Q €dom f) A (p=cD0)...” und

aus =) “Va: ((a € dom f) A (p = c.O-a)) = (¢ = ¢(f(a)))”

folgt: q=¢(f(2)).

. Aus 1.2.Fall®... f(Q) ¢ dom ¢’
folgt via 17-4: #(f(€2)) Unmenge.

: Aus 3 und

aus 2

folgt: ¢ Unmenge.

: Aus 4“¢ Unmenge”
folgt via 259-36: {(p,q)} =0.

: Via 2-17 gilt: ouf=rf.
: Aus 6 und

aus 5

folgt: {p.gtuf="r.

: Aus =) “... fist c.O_., ¢-rekursiv” und

aus 7

folgt: {(p,q)} U f ist c_.O_., p-rekursiv.

: Aus =) “ f Funktion” und

aus 7

folgt: {(p,q)} U f Funktion.
: Aus 8.1 und

aus 8.2
folgt:

{(p, @)} U f ist c.O_., ¢-rekursiv) A ({(p,q)} U f Funktion).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
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({(p,q)} U f ist c.O_., ¢-rekursiv) A ({(p,q)} U f Funktion).

]
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306-15. Wie in einem Besenwagen werden am Ende dieses Essays noch nicht
bewiesene Resultate gesammelt.

306-15(Satz) Es gelte:

—) R ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q).
Dann folgt:

a) p,q,(p,q) Menge.

b) 0 # R.

c) “pedomR”und “g€ranR”.

d) 0 # dom R,ran R.

Beweis 306-15 a)

1: Aus =) “ R ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt via 302-1(Def): (p,q) € R.

2: Aus 1“(p,q) € R”

folgt via ElementAxiom: (p,q) Menge

3: Aus 2“(p,q) Menge”

folgt via PaarAxiom I: p,q Menge

b)

1: Aus =) “Rist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
folgt via 302-1(Def): (p,q) € R.

2: Aus 1“(p,q) € R”
folgt via 0-20: 0 # R.
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Beweis 306-15 cd)

1:

2.¢c):

3.1:

3.2:

4.4):

Aus =) “ R ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”

folgt via 302-1(Def): (p,q) € R.
Aus 1“(p,q) € R”

folgt via 7-5: (p € domR) A (¢ € ran R).
Aus 2.c)“pedomR...”

folgt via 0-20: 0 # dom R.
Aus2.c)“...g€ranR”

folgt via 0-20: 0 # ran R.
Aus 3.1 und

aus 3.2

folgt: 0 # dom R,ran R.

]
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Analysis: Weiteres iiber 1 + ., ¢-rekursive Klassen mit Definitions-Bereiche N

Ersterstellung: 25/07/14

307-1. Einer der weniger schonen Nebenaspekte der Sprache des LWs ist es,

oder = N.

Resultate wie Vorliegende beweisen zu miissen.

Letzte Anderung: 27/08/14

b) Aus
c) Aus
d) Aus

e) Aus

307-1(Satz)

a) “—1+(—1+x)=-24z"und “1+(1+2x)=2+z".

“x Zahl)V (x =U)"und “y=14z"folgt “—1+y=2a".

“e<—-14y”folgt “—1+x<-2+y".
“y<—=1+ax7folgt “1+y<az”.

“re R”folgt “x <14+x"und “x <2+z”

und “1+x<2+z"und “—1+zxz < a”.

RECH. <-Notation.

Beweis 307-1 a)
1.1:

1.2:
2.1: Aus1.1

folgt:

2.2: Aus 1.2

folgt:

b) VS gleich

Sl (1) B (1 (—)) TR 24

1+ (1+2) 22 1+1)+2 L2420

—1+(-14+z)=-2+z

1+(1+2)=2+z

(x Zahl) V (x =U)) N (y =1 + x).

1: Aus VS gleich “(z Zahl) V (z =U)”

folgt via FSAO:

3: Aus 2
folgt:

O0+x=n=x.
14y E 14 (1 4) 1+ D) 42 2P L g
—1+y=u.
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Beweis 307-1 c¢) VS gleich

1:

2:

Via eschola gilt:
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r< —144y.
—-1eR.

Aus VS gleich “ox < -1+ y” und

aus 1“—1 € R”
folgt via VR<:

: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

: Aus 2 und

aus 3
folgt:

d) VS gleich

1.1:

1.

2:

Aus VS gleich “...y < =14 27"
folgt via 107-9:

Aus VS gleich “...y < =14 27"
aus €schola“1 € R”
folgt via VR<:

: Aus1.1“—14+2€8S”

folgt via €SZ:

: Aus 2¢—1 4+ x Zahl”

folgt via 96-13:

: Aus 3%z Zahl”

folgt via 300-5:

: Aus 2 und

aus 4
folgt:

e) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z € R”,

1.

2:

aus #schola“(0 # 1”7 und
aus €schola“1 € N”
folgt via 166-2:

Aus VS gleich “z € R”,
aus #schola“0 # 2” und
aus €schola“2 € N”
folgt via 166-2:

—14+z< -1+ (-1+y).

~1+(=1+y)=-2+y.

—l+r<-2+y.

y<—1+ux.

—1+2€S.

und

l+y <1+ (=1+2)

—1 4+ z Zahl.

x Zahl.

1+ (-1+2) ==

I1+y<uw.

z € R.

r<x+ 1.

T <x—+ 2.
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Beweis 307-1 e) VS gleich

1.3: Aus €schola“1 € R” und
aus VS gleich “x € R”
folgt via +SZ:

1.4: Via FSA gilt:
1.5: Via FSA gilt:

2.1: Aus 1.1 und
aus 1.4

folgt:

2.2: Aus 1.2 und
aus 1.5

folgt:

2.3: Aus1.3“14+x€R”,
aus #schola“(0 # 1”7 und
aus €schola“1 € N”
folgt via 166-2:

3: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

4: Aus 2.3 und
aus 3

folgt:
5: Aus2.1“z <14+ 2”7 und
aus 4“1 +xz <2427

folgt via 107-8:

Analysis #307

z € R.

1+xeR.
r+1=1+=z.

r+2=2+zx.

r<1l+zx

r<2+zx

I+ <1+ (1+2).

1+ (14+x)=2+u=.

l+x<24+2

r<24+zx
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307-2. Als Hilfs-Satz sollen einige Resultate iiber Elemente von n € N bewiesen
werden.

307-2(Satz)
a) Aus “x e€n e N”folgt “ € N"und “0 <x < —-14n"und “x <n”.
b) Aus “n,m € N”und “n < —14+m7” folgt “—1+m e N”.
c) “0#neN”genau dann, wenn “—1+4+mn € N7,
d) Aus “0#n e N”folgt “—1+nen”.
e) Aus “n e N”folgt “(Jn C —-1+n".
£) Aus “0#n e N”folgt “Un=—-1+n".
g) Aus “neN”"folgt “0#1+neN”.
h) Aus “n € N”folgt “U(1+n)=n".

i) Aus “n,m € N”und “0 <n < —=14+m7” folgt “—1+n,n,14+n €m”.

RECH. <-Notation.
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Beweis 307-2 a) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...n € N”
folgt via 197-4:

1.2: Aus VS gleich “...n € N”
folgt via 237-6:

2.1: Aus VS gleich “z €n...” und
aus 1“n C N7

folgt via 0-4:

2.2: Aus VS gleich “z €n...” und
aus 1.2
folgt:

3.1: Aus2.2“2x € {0,...,—1+n}”

folgt via 169-2:

3.2: Aus2.1“z e N” |
aus VS gleich “...n € N” und
aus VS gleich “x €n...”

folgt via 197-5:
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reneN

n C N.

n=A{0,...,—1+n}.
reN

z€{0,...,—1+n}.

0<z<-1+n

r<n
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Beweis 307-2 b) VS gleich (n,meN)A (n < —1+m).

1.1: Aus VS gleich “n... e N...”
folgt via 164-6: 0<n.

1.2: Aus VS gleich “...m e N...”
folgt via 164-6: m € Z.

2.1: Aus1.1“0<n” und
aus VS gleich “..n < —-1+m”
folgt via 107-8: 0< ~-1+m.

2.2: Aus ¢schola“1 € Z” und
aus 1.2“m e Z”
folgt via 164-9: —1+m € Z.

3: Aus 2.1“0< —=14+m” und
aus 2.2“—-1+meZ”

folgt via 164-6: —1+meN.
c) VS gleich 0#ncN.

1: Aus VS gleich “0 #n € N”

folgt via 300-9: IN:(QeN)A(n=1+Q).
2: Aus1“...Q€eN...”

folgt via 159-11: ) Zahl.
3: Aus1“...n=14+Q7 und

aus 2“€) Zahl”

folgt via 307-1: —1+n=0Q.
4: Aus 3 und

aus 1“...QeN...”
folgt: —14+neN.
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Beweis 307-2 c) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “—1+n e N”
folgt via 159-11:

1.2: Aus VS gleich “—1+n e N”
folgt via 159-10:

1.3: Aus VS gleich “—1+n € N”
folgt via 159-11:

1.4: Aus VS gleich “—1+n e N”
folgt via 164-6:

2.1: Aus 1.1“—1+4n Zahl”
folgt via 96-13:

2.2: Aus1.3“-1+neR”
folgt via 307-1:

3: Aus 2.1%n Zahl”
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—14+neN.

—1+n Zahl.

1+(-1+n)eN.

—1+neR.

0<—-1+n

n Zahl.

—14+n<1+(-1+n).

folgt via FSAO: 0+n=n.
4: nZ204n 2P 14 (1) +n 221+ (=14n).
5.1: Aus4“n=...=1+(—-14+n)” und aus 1.2
folgt: neN
5.2: Aus4“n=...=1+(—14n)” und
aus 2.2
folgt: —1+n<n.
6: Aus1.4“0< —1+n" und
aus 5.2“=1+n<n”
folgt via 107-8: 0 <n.

7: Aus 6“0 <n”

folgt via 41-3:

0#n
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Beweis 307-2 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...n € N”
folgt via 159-11:

1.2: Aus VS gleich “0#n e N”

folgt via des bereits bewiesenen c):

2: Aus1.1“n eR”
folgt via 307-1:

3: Aus1.2“-14+neN”",
aus VS gleich “...n € N” und
aus 2“—1+n<n”
folgt via 197-5:
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0#neN.

n € R.

—1+neN.

—14+n<n.

—1+nen.
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Beweis 307-2 e) VS gleich n € N.
aeUn.
2: Aus Themal“a € |n”
folgt via 1-12: IN:aeen.

3: Aus 2“...Qen” und
aus VS gleich “n € N7
folgt via des bereits bewiesenen a):
(QeN)A (2 —=1+n).

4.1: Aus2“...ae€...” und
aus 3“0 e N...”
folgt via des bereits bewiesenen a): (o € N) A (a < Q).

4.2: Aus3“QeN...7,
aus VS gleich “n € N” und
aus 3“... Q< —-1+n”
folgt via des bereits bewiesenen b): —1+nelN

5: Aus4.1“...a<Q” und
aus 3“... Q< —-1+4+n"”
folgt via 107-8: a< —1+n.

6: Aus4.1“a e N”,
aus 4.2“—1+n € N” und
aus b“a < —14+n”
folgt via 197-5: a€ —1+n.

Ergo Themal: Va:(aelUn)= (o€ -1+n).
Konsequenz via 0-2(Def): UnC —-1+n.
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Beweis 307-2 £) VS gleich
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0#neN.

2:

Aus VS gleich “0 #n € N”
folgt via des bereits bewiesenen c):

: Aus Themal.1l“a € —1+n” und

aus 2“—1+n € N”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(e N) A

: Aus 3“a e N...7 |

aus 2“—14+n € N”7 und
aus 3“a< —1+n”
folgt via 197-5:

: Aus VS gleich “0 #n € N”

folgt via des bereits bewiesenen d):

: Aus4“a e —1+n” und

aus 6“—1+nen”
folgt via 1-12:

a € —1+n.

—1+neN.

(a < —1+mn).

a € —14+n.

—1+néen.

aeln.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Aus VS gleich “...n € N”
folgt via des bereits bewiesenen e):

2:

Aus1.2“n C —1+n” und
aus A1 gleich “—14+n CJn”
folgt via GleichheitsAxiom:

Va :

(e —-1+n)= (e Un).

Al “=1+nCUn”

Un C —-1+n.

Un=-1+n.
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Beweis 307-2 g) VS gleich

1.1:

Aus VS gleich “n € N”

folgt via 159-10:

: Aus VS gleich “n € N”

folgt via 159-11:

: Aus 1.2“n e R”

folgt via 307-1:

: Aus VS gleich “n € N”

folgt via 164-6:

: Aus 3“0 <n” und

aus 2“n<1+n”
folgt via 107-8:

: Aus 4“0 <14+ n”

folgt via 41-3:

h) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “n e N”
folgt via 159-11:

Aus VS gleich “n € N”
folgt via des bereits bewiesenen g):

Aus 1.1%“n Zahl”
folgt via 300-5:

Aus 1.2“0#1+4+neN”
folgt via des bereits bewiesenen f):

: Aus 2.2 und

aus 2.1
folgt:
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n € N.

1+neN

n € R.

n<l+n.

0<1+n.

0#14+n

n € N.

n Zahl.

0#£1+neN.

-1+ (1+n)=n.

Ul+n)=-1+(1+n).

Ut +n)=n.
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Beweis 307-2 i) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...0<n...”

folgt via 41-3:

: Aus VS gleich “n... e N...”
folgt via 159-10:

: Aus VS gleich “...m e N...”
folgt via 159-11:

: Aus VS gleich “n... e N...”
folgt via 159-11:

: Aus 1.1“0#n” und
aus VS gleich “n... e N...”

folgt via des bereits bewiesenen c):

: Aus 1.4“n e R”

folgt via 307-1:

: Aus 1.4“n e R”

folgt via 307-1:

: Aus VS gleich “...n< —-14+m”
folgt via 307-1:

: Aus 2.2—1+n < n und
aus 2.3“n<1+n”
folgt via 107-8:

: Aus 2.3“n<1+n” und
aus 2.4“14+n<m”
folgt via 107-8:

: Aus1.2“1+neN”,
aus VS gleich “...m € N...” und
aus 2.4“1+n<m?”

folgt via 197-5:

239

(n,meN)A(0<n<—14+m).

0 # n.

1+neN.

m Zahl.

n € R.

—1+neN.

—14+n<n.

n<l+n.

1+n<m.

—14n<1+n.

n<m.

1+4nem
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Beweis 307-2 i) VS gleich

4.1: Aus VS gleich “n... e N...
aus VS gleich “...m & N...
aus 3.2“n <m”

folgt via 197-5:

4.2: Aus3.1“-1+n<1+n”
aus 2.4“14+n<m?’”
folgt via 107-8:

5: Aus2.1“—-14neN”,
aus VS gleich “...m e N...
aus 4.2“=14+n<m”

folgt via 197-5:
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(n,meN)A(0<n<—14+m).

2

7

und

und

7

und

nem

—14+n<m.

—14+néem
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307-3. Zunichst wird 304-1 verschérft und dann auf Algebren in A angewendet.

307-3(Satz)

a) “(f Funktion) A ((p, f(p)) € [)”
genau dann, wenn “(f Funktion) A (f(p) Menge)”.

b) “(0 Algebra in A) A (((p,q),p-D-q) € O)”
genau dann, wenn “(0 Algebra in A) A (p-O_q Menge)”.

ALG-Notation.

Beweis 307-3 a) VS gleich (f Funktion) A ((p, f(p)) € f).
1.1: Aus VS
folgt: f Funktion

1.2: Aus VS gleich “...(p, f(p)) € f”

folgt via 9-15: f(p) Menge
a) VS gleich (f Funktion) A (f(p) Menge).
1.1: Aus VS

folgt: f Funktion

1.2: Aus VS gleich “(f Funktion) A (f(p) Menge)”

folgt via 304-1: (p, f(p) € f
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Beweis 307-3 b) VS gleich (O Algebra in A) A (((p,q),p-0-q) € O).
1.1: Aus VS

folgt: O Algebra in A

1.2: Aus VS gleich “...((p,q),p-0q) €0”

folgt via 9-15: p-0_g Menge
b) VS gleich (O Algebra in A) A (p_.O_g Menge).
1.1: Aus VS

folgt: O Algebra in A

1.2: Aus VS gleich “0O Algebrain A...”
folgt via 93-6: O Funktion.

2: Aus 1.2“0 Funktion” und
aus VS gleich “...p_-0_g Menge”

folgt via des bereits bewiesenen a): ((p,q),p-0q) € O
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307-4. Handelt es sich bei R um eine 1 + ., ¢-rekursive Klasse mit dom R € N,
und gilt 0 < n < —1 + dom R, so ist fir ¢ mit (n,q) € R die Aussage ¢ €

(dom ¢) N (ran ¢) verfiigbar.

307-4(Satz) Es gelte:
—) R st 1+ ., ¢p-rekursiv.
—) dom R € N.
—) 0<n< —1+domR.

—) (n,q) € R.

Dann folgt “q € (dom¢) N (rang)”.

RECH-Notation.

Beweis 307-4

1: Aus =) “(n,q) € R”
folgt via 7-5:

2: Aus 1“n €domR” und
aus =) “dom R € N7
folgt via 307-2:

3.1: Aus2“n e N7” |
aus —) “dom R € N” und
aus D “O<n<—14+domR”
folgt via 307-2:

3.2: Aus2“n e N”
folgt via 159-11:

3.3: Aus 2“n e N”
folgt via Element Axiom:

n € dom R.

n € N.

—1+4+n,n,14+n &€ domR.

n Zahl.

n Menge.



244

Analysis #307

Beweis 307-4 ...

4.1:

Aus 3.1“~1+4n... € domR”
folgt via 7-7: 30 : (-1+n,9) € R.

: Aus 3.1“...1+n€&€domR”

folgt via 7-T7: A9 : (1+n,P) € R.

: Aus 3.2%n Zahl”

folgt via 300-5: 1+ (=1+n)=n.

: Aus 3.1“...1+n€domR”

folgt via Element Axiom: 1 4+ n Menge.

: Aus AAII“A Algebra in A” und

aus 4.4“1+n Menge”
folgt via 307-3: (1,n),1+n) €A

: Aus 4.3“1+(=1+n)=n" und

aus 3.3“n Menge”
folgt: 14 (=1+n) Menge.

: Aus AAII“A Algebra in A” und

aus 5.2“1 + (=1 +n) Menge”
folgt via 307-3: (1,-1+n),1+(-1+n)) €A

: Aus 4.3“1+ (—1+n)=n"

folgt via PaarAxiom I: ~ ((1,—1+n),1+(=1+4+n)) = ((1,—1+n),n).

: Aus 6 und

aus 7
folgt: (1,-1+mn),n) € A.

: Aus =) “Rist 1 4+ ., ¢-rekursiv” |

aus 4.1“... (=14 n,Q) € R”,

aus —) “(n,q) € R,

aus 4.2“...(14n,®) € R,

aus 8“((1,—1+mn),n) € A” und

aus 5.1“((1,n),1+n) € A”

folgt via 306-3: q € (dom¢) N (ran¢).
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307-5. Von 307-4 ist auch eine “dom R = N-Version” verfiighar.

307-5(Satz) Es gelte:
—) R st 1+ ., ¢p-rekursiv.
—) dom R = N.
—) 0#neN.

—) (n,q) € R.

Dann folgt “q € (dom¢) N (ran¢)”.

RECH-Notation.

Beweis 307-5

<-Notation.

1.1: Aus ) “0#neN”

folgt via 162-2: 0<nelN
1.2: Aus €scola“2 € N” und

aus »“...neN”

folgt via 159-14: 24+neN.
1.3: Aus ) “...neN”

folgt via 239-5: n<1l+n.

1.4: Via 297-4 gilt:
1.5: Via 258-11 gilt:
1.6: Via 261-1 gilt:

1.7: Aus =) “...neN”
folgt via 159-11:

—14+(2+n)=1+n.
dom (R | 2+mn)=(2+n)NdomR.
(R|2+n)CR.

n € R.
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Beweis 307-5 ...

2.1: Aus =) “Rist 1 + ., ¢-rekursiv” und

2.2:

2.3:

2,4:

2.5:

3.1:

3.2:

3.3:

4.2:

5.1:

5.2:

aus 1.6“(R|2+n) CR”
folgt via 302-4:

Aus 1.2“24+n e N”
folgt via 197-4:

Aus 1.3“n<1+n” und
aus 1.4

folgt:

Aus 1.5 und

aus =) “dom R =N"”
folgt:

Aus 1.7“n e R”
folgt via 307-1:

Aus 2.2“2+n C N7
folgt via 2-10:

Aus 1.1“0<n...” und
aus 2.3“n < —1+4+(2+mn)”
folgt:

Aus =) “...neN” |

aus 1.2“2+n eN” und
aus 2.5“n < 2+4+n”
folgt via 197-5:

: Aus 3.1 und

aus 2.4
folgt:

Aus =) “(n,q) € R” und
aus 3.3“ne€2+4+n”
folgt via 299-5:

Aus 4.1 und
aus 1.2
folgt:

Aus 3.2 und
aus 4.1
folgt:

Analysis #307

(R]2+mn)ist 1+ ., ¢-rekursiv.

24+nCN.

n<-14+(2+n).

dom (R|2+n)=(2+n)NN.

n<24+n.

(24+n)NN=2+n.

0<n<—-14+(2+n).

ne2+n.

dom (R |2+n)=2+n.

(n,q) € (R|2+n).

dom (R ] 2+mn)eN.

0<n<—1+4+dom (R|2+n).
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Beweis 307-5 ...

6: Aus 2.1“(R | 2+ n) ist 1 + ., p-rekursiv” |
aus 5.1“dom (R |2+n) e N”|
aus 5.2“0<n < —1+dom (R |2+n)” und
aus 4.2“(n,q) € (R 24+n)”
folgt via 307-4: q € (dom¢) N (ran ¢).
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307-6. Ein Zwischenschritt wird vorab bewiesen.

Analysis #307

307-6(Satz)

Aus “1 <neN”

folgt “=2+4+n,—14+néen’und “((1,-24n),—1+4+n) € A”.

RECH. <-Notation.

Beweis 307-6 VS gleich

1: Aus VS gleich “...n € N”
folgt via 164-6:

2.1: Aus €schola“1 € 77,
aus 1“n € Z”7 und
aus VS gleich “1 <n...”
folgt via 166-3:

2.2: Aus1“n €Z” und
aus <schola“0 < 1”
folgt via 166-2:

3.1: Aus2.1“0#n—1€N”
folgt via 307-1:

3.2: Aus2.1“..n—1€eN7”",
aus VS gleich “...n € N” und
aus 2.2“n—1<n”
folgt via 197-5:

3.3: Aus2.1“...n—1€N”
folgt via 159-11:

3.4: Aus2.1“...n—1€N”"
folgt via Element Axiom:

4: Aus 3.3“n—1€R”
folgt via 196-3:

1<neN.

n € 7.

0#n—-1€eN.

n—1<n.

-1+ (n—-1)eN

n—1¢en.

n—1¢eR.

n — 1 Menge.

—14+(n—-1)<n-1
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Beweis 307-6 VS gleich 1<neN.
5.1: Via FS—+ gilt: n—1=—-14+n.
5.2: Aus4“—1+(n—1)<n—1" und

10:

11:

aus 2.2“n—1<n”

folgt via 107-8: —1+(n—-1)<n.
14 =1 "ET Sl (—140) = (14 (—1) + 0 P2 24,
: Aus 3.2 und
aus 5.1
folgt: —l1+nen
: Aus3.1“—1+(n—1)e N",
aus VS gleich “...n € N” und
aus 5.2“—1+(n—1) <n”
folgt via 197-5: —14+(n-1)€en.
: Aus5.3“—1+(n—1)=...=—-2+n" und
aus 6.2
folgt: —24+nen
: Aus 6.1
folgt via Element Axiom: —1 + n Menge.
14+ (=2+4n) = (14 (=2) +n " 14 n,
: Aus 8“1+ (—2+n)=...=—-1+n" und
aus 7.2
folgt: 1+ (=2 +n) Menge.
Aus AAII“A Algebra in A” und
aus 9“1+ (=24 n) Menge”
folgt via 307-3: (1,-2+n),1+(-2+n)) €A

Aus 8“1+ (—2+n)=...=—-14+n"
folgt via PaarAxiom I:
(L, =24n), 1+ (=2+n)) =((1,-2+n), -1 +n).
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Beweis 307-6 VS gleich

12: Aus 10 und
aus 11

folgt:

Analysis #307

l1<neN.

(1,-=24+n),—1+n) €A
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307-7. Der in 307-4 ausgesparte Fall n = —1+4+dom R wird hier fiir 1 < dom R €
N nachgeholt.

307-7(Satz) Es gelte:
=) R ist 1+ ., ¢-rekursiv.
—) 1 <domR € N.
—) (=1+domR,q) € R.

Dann folgt “q € ran¢”.

Beweis 307-7

1: Aus ) “l1 <domR e N”
folgt via 307-6: (=2 +dom R, —1 +dom R € dom R)
A(((1, =24 dom R), —1 +dom R) € A).

2: Aus 1“—24+domR... €¢domR”
folgt via 7-7: Q0 : (—2+dom R, (?) € R.

3: Aus =) “Rist 1+ ., ¢-rekursiv”
aus 2“...(—2+domR,Q) € R”,
aus =) “(—1+domR,q) € R” und
aus 1“((1, -2+ dom R), —1 +dom R) € A”
folgt via 306-2: q € ran ¢.
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307-8. Interessanter Weise gilt {p} x {¢} = {(p,¢)} unabhingig davon, ob p, ¢
Mengen sind oder nicht.

307-8(Satz)
a) {p} x{a}t ={(p, 0}
b) Aus “p € x”und “q € y” folgt “{(p,q)} Cxxy”.

c) Aus “p € x”und “q €y’ folgt “{p} x {q} Cxxy”.
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Beweis 307-8 a)

o € {p} x {q}.

2: Aus Themal.1“«a € {p} x {¢}”
folgt via 6-5:
30, @2 (Q e {p}) A (@ € {g}) A (o= (2, ®)).

3.1: Aus2“...Qe {p}...”

folgt via 1-6: (2 =p) A (p Menge).
3.2: Aus2“...®de{q}...”

folgt via 1-6 (® = q) A (¢ Menge).
4.1: Aus 3.1“Q=p...” und

aus 3.2“¢ =gq...7

folgt via PaarAxiom I: (Q, ) = (p,q).

4.2: Aus 3.1“...p Menge” und
aus 3.2“...q Menge”

folgt via 259-36: (p.q) € {(p.a)}-

5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: (€2, @) € {(p,9)}-

6: Aus 2“...a=(2,P)” und
aus 5
folgt: a € {(p,q)}-

Ergo Themal.1: Va: (a € {p} x {q}) = (a € {(p,9)})

Konsequenz via 0-2(Def): At] “A{p} x{a} S{(p,0)}”
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Beweis 307-8 a) ...

Analysis #307

2: Aus Themal.2“a € {(p,q)}”
folgt via 1-6:

3: Aus 2“...(p,q) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

4.1: Aus 3“p... Menge”
folgt via 1-3:

4.2: Aus 3“...q Menge”
folgt via 1-3:

5: Aus4.1“p € {p}” und
aus 4.2“q € {q}”
folgt via 6-6:

6: Aus 2“a = (p,q)...” und
aus o
folgt:

a€{(p,q)}

(= (p,q)) A ((p,q) Menge).

p,q Menge.

p € {p}.

q € {q}-

(r,q) € {p} x{q}.

a € {p} x {q}.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (ae{(p,q9)}) = (a €{p} x{q}).

A2 “{(p,q)} € {p} x{q}”

1.3: Aus A1 gleich “{p} x {q} € {(p,¢)}” und
aus A2 gleich “{(p,q)} C {p} x {q}”

folgt via GleichheitsAxiom:

{r} x{qa} ={(».9)}
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Beweis 307-8 bc) VS gleich

1: Aus VS gleich “(pex)A (g€ y)”
folgt via 6-6:

2.b): Aus 1“(p,q) €z x y”
folgt via 1-8:

3: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

4.c): Aus 3 und
aus 2.b)
folgt:

255
(pex)A(gey)
(p,q) €z xy.
{(p.g)} Coxy.

{r} xA{q} ={(p,9)}.

{p} x{¢} € {(p.9)}.
0
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307-9. Fiir keine natiirliche Zahl n gilt 1 +n € n.

307-9(Satz)
a) Aus “n e N”folgt “14+n¢gn”.

b) Aus “n € N”und “q Menge”
folgt “{(n,q)} ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (n,q)” .

Beweis 307-9

RECH. <-Notation.

a) VS gleich n € N.
1: Es gilt: (I14nen)V(l+né¢n).
’ wiFallunterscheidung
L+nen
2: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 159-10: 1+neN.

3: Aus2“1+neN”,
aus VS gleich “n € N” und
aus 1.1.Fall“l1+nen”

folgt via 197-5: 1+nCn.
4: Aus VS gleich “n e N”
folgt via 239-5: nel+n.

5: Aus4“nel+n” und
aus 3“1+nCn”

folgt via 0-4: n En.
6: Aus VS gleich “n € N”
folgt via 197-4: n ¢ n.

7: Esgilt 5“nen”.
Es gilt 6“n¢n”.
Ex falso quodlibet folgt: 1+né¢n.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fallen gilt: 1+n¢n.
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Beweis 307-9 b) VS gleich

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “n e N...”
folgt via 239-5:

Aus VS gleich “n e N...”
folgt via Element Axiom:

:Aus1“n<14+n”

folgt via 41-3:

: Aus AATI“A Algebra in A” und

aus 2“n#1+4+n”
folgt via 306-12:

: Aus 1.2%n Menge”

aus VS gleich “...q Menge” und
aus 3“((1,n),n) ¢ A”

257

(n € N) A (¢ Menge).

n<l4+n.

n Menge.

n#1+n.

((1,n),n) ¢ A.

folgt via 302-4: {(n,q)} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (n,q).

]



258 Analysis #307

307-10. Nun wird eine interessante Folgerung von 306-14 fiir 1 + ., ¢-rekursive
Funktionen mit (wie durch die Voraussetzungen implizit festgelegt: nicht-leerem)
Definitions-Bereich in N bewiesen.

307-10(Satz) Es gelte:

=) f st 1+ ., ¢-rekursiv.
=) f, ¢ Funktion.
—) n=dom f € N.
—) f(=14+n) € dom¢.
Dann folgt:
a) {(n,o(f(=1+mn)))}U [ ist 1+ ., p-rekursiv.
b) {(n,o(f(—1+n)))} U f Funktion.
&) dom ({(n, o(f(~1+m))}U f) =1 +n.
) fC{n,o(f(=1+n)))}Uf.

RECH-Notation.

Beweis 307-10

1: Aus =) “f(—=14n) € dom¢”
folgt via 17-5: o(f(—1+n)) Menge.

2: Aus 9 “n...eN” und
aus 1“¢(f(—1+n)) Menge”
folgt via 307-9:
{(n,¢(f(=14n)))} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (n,q).

3: Aus 2“{(n,o(f(—1+mn)))} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (n,q)”
folgt via 302-1(Def): {(n,¢(f(=14n)))} ist 1 + ., p-rekursiv.

4.1: Aus »“n...e N7
folgt via 197-4: n ¢ n.

4.2: Aus ) “n...eN”
folgt via 307-9: 1+n¢n.
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Beweis 307-10 ...

5.1:

5.2:
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aus —) “ f ist 1 4 ., ¢-rekursiv”,
aus —) “ f, ¢ Funktion” |

aus AATI“A Algebra in A” |

aus 5.1“n ¢ dom f 7,

aus 5.2“1 +n ¢ dom f” und

Aus 4.1 und
aus —) “...n =dom f”
folgt: n ¢ dom f.
Aus 4.2 und
aus —) “...n=dom f”
folgt: 1+n ¢ dom f.
(@ €dom f) A (n=1+a).
6.1: Aus Themab5.3“a € dom f...” und
aus —) “...dom f € N”
folgt via 307-2: a € N.
6.2: Aus Thema5.3
folgt: n=1+a.
7: Aus6.1“a e N”
folgt via 159-11: a Zahl.
8: Aus 7“« Zahl”
folgt via FSAO: 0+a=a.
9: —1+nZ2-1+01+0)™2 1+ +a™P0+aa
10: Aus9“—1+n=...=a”
folgt: o(f(=1+n)) = o(f(a)).
Ergo Themab. 3:
ALl “Va: (( e dom f) A (n =1+ a)) = (¢(f(=1+n)) = o(f(@)))”
o Aus 3“{(n,o(f(—1+mn)))}ist 1+ ., ¢p-rekursiv” ,

aus Al gleich “Va : ((a € dom f) A (n =1+ «))

folgt via 306-14:

= (o(f(=1+n)) = &(f(a)))

{(n,d(f(=14n)))}U fist 1 + ., p-rekursiv

A{(n,¢(f(—1+4n)))} U f Funktion).
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Beweis 307-10 ...

7.a): Aus 6

folgt: {(n,o(f(=14n)))} U fist 1+ ., p-rekursiv.
7.b): Aus 6

folgt: {(n,¢(f(=1+4n)))} U f Funktion.

8: Aus - “n... e N”
folgt via Element Axiom: n Menge.

9: Aus 8“n Menge” und
aus 1“¢(f(—1+n)) Menge”
folgt via 261-3: dom ({(n,¢(f(—=1+n)))} U f) = {n} Udom f.

10: Aus 9 und
aus —) “n=dom f ...

folgt: dom ({(n,¢(f(—=1+4+n)))}U f) ={n} Un.

11: Aus ) “n... e N”
folgt via ANAxiom: {n}Un=1+n.

12.¢c): Aus 10 und
aus 11

folgt: dom ({(n,¢(f(—14+n))}U f) =1+ n.
13: Via 2-7 gilt: fFC{(n,o(f(=1+n))}Uf.
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Beweis 307-10 ...

14: Es gilt:

’ wiFallunterscheidung
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(f = {(n, o(f(=1+n)))} U f)
V(I #A{(n, o(f(=1+n)))} U f).

16:

17:

18:

19:

20:

14.1.Fall

15:

Aus 14.1.Fall
folgt:

Aus 15 und
aus 12.c)
folgt:

Aus 16 und
aus =) “n=dom f...”
folgt:

Aus =) “n... e N”
folgt via 239-5:

Aus 18“n<1+4+n”
folgt via 41-3:

Es gilt 19n #14+n".
Esgilt 17“n=14n".

Ex falso qudolibet folgt:

f=An,o(f(=1+n))}U .

dom f = dom ({(n, (f(—1+n)))} U [).

dom f =1+n.

n=14+n.
n<1l+4+n.

n#1+n.

f# L o(f(=1+n))}US.

’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:

A2

“f#F L o(f(=1+n))) U f7

15.d): Aus 13“f C{(n,¢(f(—1+n)))} U f” und

aus A2 gleich “ f # {(n,¢(f(=1+n)))} U f”
folgt via 57-1(Def):

fc{(n,o(f(=1+mn)); U f.
[l
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307-11. Gilt ¢ : A — A und ¢q € A, so gibt es mit [g, ¢(q)] eine 1 + ., p-rekursive
Funktion mit Startwert (0, ¢) und Definitions-Bereich= 2. Die Beweis-Reihenfolge
ist b) -c)-d)-a)-e)-1f)

307-11(Satz) Es gelte:

—) q € A

=) ¢: A— A

Dann folgt:

a) [q, 0(q)] ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q).
b) [q,¢(q)] Funktion.

c) dom ([g,8(q)]) = 2.

d) ran ([q,¢(q)]) = {q,¢(a)}-

e) [q,6(q)] : 2 — A.
£) [g,6(q)] SN x A.

Beweis 307-11

1.1: Aus =) “qe A7

folgt via Element Axiom: q Menge.
1.2: Aus ) “p: A= A"

folgt via 21-1(Def): (¢ Funktion) A (dom¢ = A).
1.3: Via 259-36 gilt: {(0, )} Funktion.

2.1: Aus 1.1“q Menge”
folgt via 305-10: {(0,q)} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (0, q).

2.2: Aus »“qge A” und
aus 1.2“...dom¢p € A”
folgt: q € dom ¢.



Analysis #307 263
Beweis 307-11 ...
3.1: Aus 2.14{(0,q)} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (0,q)”

folgt via 302-1(Def): ({(0,q)} ist 1 + ., p-rekursiv)

A((0,9) € {(0,9)}).

3.2: Aus 2.2“g € dom¢@”

folgt via 17-5: ®(q) Menge.

4.1: Aus eschola“1 € N” und
aus 3.2“¢(q) Menge”

folgt via 307-9: {(1,6(q))} ist 1+ ., p-rekursiv mit Startwert (1, ¢(q)).

4.2: Aus 1.1“g Menge” und
aus 3.2“¢(q) Menge”

folgt: [9:9(q)] = [g] U {(dom [q], ¥(q))}.

4.b): Aus 1.1“q Menge” und
aus 3.2“¢(q) Menge”

folgt: [q, ¢(q)] Funktion.

4.c): Aus 1.1“q Menge” und
aus 3.2“¢(q) Menge”

folgt: dom ([g, #(q)]) = 2.

4.d): Aus 1.1“¢g Menge” und
aus 3.2“¢(q) Menge”

folgt: ran ([¢, ¢(q)]) = {q. ¢(9) }-

5.1: Aus 4.14{(1,¢(q))} ist 1 + ., -rekursivmit Startwert (1, ¢(q))”

folgt via 302-1(Def): {(1,6(q))} ist 1+ ., ¢p-rekursiv.

5.2: Aus 1.1“q Menge”

folgt: la] = {(0,9)}-

6: Aus 0L/ Axiom“0 Menge” und
aus 1.1“q Menge”

folgt via 259-36: dom ({(0,¢)}) = {0}
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Beweis 307-11 ...

7.1: Aus #schola“0 # 17
folgt via 1-7:

7.2: Aus +schola“1+1 = 2" und
aus #schola“2 # (”
folgt:

7.3: Aus 6 und
aus 5.2
folgt:

8.1: Aus 7.1 und
aus 6
folgt:

8.2: Aus7.2“1+1#0"
folgt via 1-T7:

8.3: Aus 7.3 und
aus 95-1(Def)
folgt:

9.1: Aus 8.2 und
aus 6
folgt:

9.2: Aus 8.3“dom|[gq] =1"
folgt via PaarAxiom I:

Analysis #307

1 ¢ {0}.

1+1#0.

dom [¢] = {0}.

1 ¢ dom ({(0,9)}).

1+1¢ {0},

dom [¢] = 1.

1+ 1 ¢ dom ({(0,q)}).

(dom [q], #(q)) = (1, ¢(q)).



Analysis #307 265

Beweis 307-11 ...

(o € dom ({(0,0)}) A (1 =1+ a).
11: Aus Themal0O und
aus 6
folgt: a € {0}.

12: Aus 11“a € {0}”

13: Aus OU Axiom“0 Menge” und

folgt via 259-37: {(0,¢)}(0) = q.
14: Aus 13 und

aus 12

folgt: q=1{(0,9)}(a).
15: Aus 14

folgt: o(q) = ¢({(0,q) Hav)).

folgt via 1-6: a=0.

aus 1.1%q Menge”

Ergo ThemalO:

11.

11.

1:

2:

A1l| “Va: ((a € dom ({(0,9)})) A (1

I
—_
_I_
£

Aus 5.1{(1,¢(q))} ist 1 + ., p-rekursiv”

aus 3.1“{(0,q)} ist 1 + ., ¢-rekursiv...” |

aus 1.3“{(0,¢)} Funktion” ,

aus 1.2“¢ Funktion...” |

aus AAIIT“A Algebra in A” |

aus 8.1“1 ¢ dom ({(0,¢)}) ",

aus 9.1“1+1 ¢ dom ({(0,¢9)})” und

aus Al gleich “Va: ((a € dom ({(0,9)})) A (1 =1+ «))

= (¢(q) = 0({(0,9)}(a)))”
folgt via 306-14: {(1,0(q)} U{(0,q)} ist 1 + ., p-rekursiv.

Aus 4.2 und
aus 9.2

folgt: 9. 9(q)] = [g] U{(L,0(q))}
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12: Aus 11.2 und
aus 5.2

folgt: [g,9(a)] = {(0,9)} U{(1,6(q))}-

13.1: Aus 12
folgt via KGU: ¢, 9(a)] = {(1,6(¢))} U{(0,9)}.

13.2: Aus 3.1%...(0,9) € {(0,q)}”
folgt via 2-2: (0,9) € {(1,9(9))} U {(0,9)}.

14.1: Aus 11.1 und
aus 13.1
folgt: [q,6(q)] ist 1 + ., ¢-rekursiv.

14.2: Aus 13.1 und
aus 13.2

folgt: (0,9) € g, ¢(q)]-

15 .a) : AUS 14. 1“ [q7 ¢(q)] lst 1 —|— . ¢_rekurslv 2 und

aus 14.2“(0,q) € [q,¢(q)]”
folgt via 302-1(Def): lq, ¢(q)] ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (0, q).
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a € ran (g, 6(q))).

16: Aus Themal5.1 und
aus 4.d)

folgt: a € {q,0(q)}-

17: Aus 16“a € {q,¢(q)}”
folgt via 94-4: (a=4q)V (o= 9¢(q)).

’Fallunterscheidung‘

17.1.Fall a=q.

Aus 17.1.Fall und
aus ) “qge A7

folgt: ae€ A
17.2.Fall a = ¢(q).

18: Aus ) “¢p: A— A” und
aus =) “qge A”

folgt via 21-4: o(q) € A.
19: Aus 17.2.Fall und

aus 18

folgt: o€ A

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: « € A.

Ergo Themal5.1: Va: (a € ran([q, ¢(q)])) = (a € A).

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “ran ([q, ¢(q)]) C A”

15.e): Aus 4.b) “[g, #(¢)] Funktion” ,
aus 4.c) “dom ([¢g,#(¢)]) =27 und
aus A2 gleich “ran ([¢, ¢(q)]) C A”
folgt via 21-1(Def): lq,0(q)] : 2 — A

16: Aus 15.e)“[q,¢(q)] : 2 — A”
folgt via 259-28: [¢,¢(q)] €2 x A
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17: Aus €schola“2 ¢ N”
folgt via 197-4: 2CN.

18: Aus 1742 C N”
folgt via 6-7: 2x ACNx A.

19.£): Aus 16“[q,¢(q)) €2 x A” und
aus 18“2x ACNx A”
folgt via 0-6: [q,0(¢)] SN x A.
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307-12(AC). Nach vielerley Vorbereitungen soll nun, eventuelle Verallgemei-
nerungen aufler Acht lassend, der die Untersuchungen leitende Satz bewiesen

werden.

307-12(AC)(Satz) Es gelte:

—) q € A Menge.
=) ¢o: A— A.

Dann gibt es ), so dass gilt:

el) Qist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).

e2) O:N— A.
e3) Q(0) =gq.
ed) VYa: (e e N) = (Q(1+ a) = o(Qa))).

RECH-Notation.
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<-Notation.
1.1: Aus =) “qe A...7
folgt via Element Axiom: q Menge.
1.2: Aus 159-9“N Menge” und
aus —) “... A Menge”
folgt via binédr-cartesisches Axiom: N x A Menge.
1.3: Aus €schola“0 € N” und
aus —) “‘ge A...7
folgt via 307-8: {(p,q)} SN x A.
1.4: Aus ) “gqe A...” und
aus = “¢p: A—> A7
folgt via 307-11: [q,0(q)] ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (0, q).
1.5: Aus ) “ge A...7 und
aus =) “¢p: A—> A7
folgt via 307-11:
(Ig, 6()] Funktion) A (dom (g, 6(q)]) = 2) A ([g, &()] C N x A).
1.6: Aus »“¢p: A— A7

folgt via 21-1(Def): (¢ Funktion) A (dom¢ = A) A (ran¢ C A).
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2.1:

Aus 1.1“¢g Menge”
folgt via 305-10: {(0,9)} ist 1 + ., ¢g-rekursiv mit Startwert (0, q).

: Aus 0/ Axiom“0 Menge” und

aus 1.1“q Menge”
folgt via 239-36: dom ({(0,¢)}) = {0}.

: Via 259-36 gilt: {(0,¢)} Funktion.

: Aus 1.4%[q, ¢(q)] ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q)”

folgt via 302-1(Def): [q,9(q)] ist 1 + ., p-rekursiv.

: Aus 1.5%...dom ([g,¢(q)]) =2...”7 und

aus €schola“2 ¢ N”
folgt: dom ([g, ¢(q)]) € N.

: Aus 95-1(Def)“1 = {0}” und

aus €schola“1 ¢ N”
folgt: {0} e N.

: Aus 2.2 und

aus 3

folgt: dom ({(0,¢)}) € N.

0 Aus 2.14{(0,q)} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,

aus 2.3“{(0,¢q)} Funktion” ,
aus 4“dom ({(0,¢)}) e N” |
aus 1.3“{(p,q)} SN x A” und
aus 1.2“N x A Menge”
folgt via 305-26(AC):

30 (Qist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)) A (2
Funktion)A((dom 2 € N)V(dom Q = N))A({(0,¢9)} € Q2 C NxA)A(Va : ((«
ist 1+ ., ¢-rekursiv) A (a Funktion) A ((doma € N) V (doma = N)) A (Q C
aCNxA)=(a=Q)).

: Aus 5¢...Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)...”,

aus 1.4%[q, #(q)] ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus 5“...Q Funktion...”,

aus 1.5“[q, ¢(¢)] Funktion...”,

aus 1.6“¢ Funktion...” |

aus 5“...(domQ € N) V (domQ =N)...” und

aus 2.5“dom ([q, ¢(q)]) € N7

folgt via 305-8: (2 C [g,0(0)]) V (lg, #(q)] € Q).
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’Fallunterscheidung‘

0 C g.6()).

7: Aus 2.4%[q,¢(q)] ist 1+ ., p-rekursiv”,
aus 1.5%[q, ¢(¢)] Funktion...”,
aus 2.5“dom ([¢,#(q)]) e N,
aus 6.1.Fall“Q C [q,0(q)]”,
aus 1.5%...[¢,¢(¢)] C N x A” und
aus 5“...Va : ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
A((doma € N)V (doma=N)A(QCaCNxA)) = (a=Q)

folgt: g, 0(q)] = Q.
8: Aus7

folgt: dom ([gq, ¢(q)]) = dom Q.
9: Aus 8

folgt via 0-6: dom ([g, #(q)]) € dom Q.

10: Aus 9 und
aus 1.5“...dom ([¢,9(q)]) =2...”7

folgt: 2 C dom €.
ol
7: Aus 6.2.Fall“[q, ¢(q)] C "
folgt via 7-10: dom ([gq, ¢(q)]) € dom .
8: Aus 7 und
aus 1.5%...dom ([¢,¢(¢)]) =2...”7
folgt: 2 C dom (.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: Al| “2 CdomQ”
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7: Aus 5
folgt:

273

(domQ € N) V (dom Q2 = N).

’Fallunterscheidung‘

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

8:

Aus €schola“2 € N7 |

aus 7.1.Fall“dom 2 € N” und
aus A1 gleich “2 C domQ”
folgt via 197-6:

: Aus <schola“1 < 2” und

aus 842 < domf”
folgt via 107-8:

: Aus <schola“0 < 2” und

aus 842 < domfQ”
folgt via 107-8:

Aus 9.20 < domQ”
folgt via 41-3:

Aus 1040 # dom 2” und
aus 7.1.Fall“domQ € N”

dom € N.

2 < dom €.

1 < dom Q.

0 < dom €.

0 # dom €.

folgt via 307-2: —1+ domQ € dom .

Aus 5“...Q Funktion...” und
aus 11“—1+domQ € domQ”

folgt via 18-22: (=14 dom 2, Q(—1+domQ)) € Q.

Aus 5¢...Q ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)...”

folgt via 302-1(Def): Qist 1+.

Aus 13“Q ist 1 + ., ¢-rekursiv”,

aus 9.1“1 < domQ” |

aus 7.1.Fall“dom € N” und

aus 124 (=1 +dom Q,Q(—1 + dom)) € Q7

, ¢-rekursiv.

folgt via 307-7: Q(—1+ dom ) € ran ¢.

Aus 144Q(—=14domQ) € ran¢” und
aus 1.6“...ranp C A”

folgt via 0-4: Q(—1+domQ) € A.

Aus 15“Q(—=1+domQ) € A” und
aus 1.6“...dom¢p=A..."

folgt: Q(—1+ dom Q) € dom ¢.
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’Fallunterscheidung‘

Analysis #307

18.

18.

18.

18.
19.

19.

19.

19.

19.

17:

dom Q2 € .

Aus 13“Q ist 1 + ., ¢-rekursiv”
aus 5“...Q Funktion...”
aus 1.6“¢ Funktion...” |
aus “dom ) =domQ”,
aus 7.1.Fall“dom 2 € N” und
aus 16“Q(—1+4 dom Q) € dom¢”
folgt via 307-10:
({(dom 2, #(Q(—1 4+ dom 2)))} U ist 1 + ., p-rekursiv)
A({(dom 2, (Q2(—1 4+ dom 2)))} U 2 Funktion)
A(dom ({(dom 2, ¢(Q2(—1 + dom 2)))} UQ) = 1+ dom )
A(Q C {(dom Q, p(2(—1 +domQ)))} U Q).

: Aus 7.1.Fall“domQ € N”

folgt via 159-10: 1+dom € N.

: Via 261-3 gilt: ran ({(dom Q, ¢(Q(—1 + dom )))} U Q)

C {p(2(—1+domQ))} Uran Q.

i Aus 17¢. .. {(dom 2, ¢(2(—1 4+ dom Q)))} U Q Funktion...”

folgt via 18-18(Def): {(domQ, #(Q(—1 + dom)))} U Q Relation.

: Via 2-7 gilt: Q C {(domQ, ¢(2(—1+domQ)))} U Q.
: Aus 18.1“1 +domQ e N”

folgt via 197-4: 1+ domQ CN.

: Aus »D“p: A— A7 und

aus 154Q(—1+domQ) € A”
folgt via 21-4: o(Q2(—1+domQ)) € A.

: Aus5¢.. QCNxA...”

folgt via 7-10: ranQ Cran (N x A).

: Aus 18.3“{(dom Q, #(Q(—1 + dom)))} U 2 Relation”

folgt via 10-4: {(dom Q, $(2(—1 +dom Q)))} U Q
C dom ({(dom 2, p(2(=1 4+ dom Q)))} U Q)
xran ({(dom Q, $(©2(—1 4+ dom Q)))} U Q).

: Aus 17¢...dom ({(dom Q, $(2(—1 + dom Q)))} U Q)

=14+domQ...” und
aus 18.1
folgt: dom ({(dom 2, ¢(2(—1 +domQ2)))} U Q) € N.
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’Fallunterscheidung‘

20.2:
21:

22:

23:

24

25:

26:

dom € N.
20.1: Aus 17%...dom ({(dom Q, (2(—14+dom2)))}UQ) =1+Q...” und

aus 19.1“1 +domQ C N”
folgt: dom ({(dom Q, $(Q(—1 + dom )))} UN) C

Via 7-22 gilt: ran (N x A)

Aus 19.3“ran2 Cran(N x A)” und
aus 20.2“ran (N x 4A) C A7
folgt via 0-6: ranQ2 C A.

Aus 19.249(2(—1+domQ)) € A” und
aus 21“ranQQ C A”
folgt via 297-T: {#(Q(—14+domQ))} UranQ C A.

Aus 18.2%ran ({(dom Q, ¢(Q(—1 +dom Q)))} U Q)
C{op(2—1+domQ))} UranQ” und

aus 22“{p(Q(=1+domQ))} UranQ C A”

folgt via 0-6: ran ({(dom 2, (Q2(—1 4+ dom Q)))} UN) C A.

Aus 20.1%dom ({(dom Q, (Q(—1 + dom 2)))} UN) C N” und
aus 23“ran ({(dom Q, ¢(Q2(—1+domQ)))}UQ) C A”

folgt via 6-7: dom ({(dom ©, #(©2(—1 + dom 2)))}

xran ({(dom Q, ¢(2(—1 + domQ)))}

CN

N
A.

N

uQ)
uQ)
Aus 19.4“{(dom Q, ¢(2(—1 4+ domQ)))} U

C dom ({(dom €2, p(£2(—=1 4+ dom Q)))} U Q)
xran ({(dom Q, #(2(—1 + dom Q)))} U Q)” und

aus 24“dom ({(dom Q, #(©2(—1 + domQ)))} U Q)
xran ({(dom Q,¢(Q2(—1+domQ)))} UQ) C N x A”
folgt via 0-6: {(dom Q,»(2(—1+dom)))} UN C N x A.

Aus 174{(dom Q, p(2(—1 + domQ)))} UQ ist 1 + ., p-rekursiv... ",
aus 17“... {(dom Q, #(Q(—1 + dom 2)))} U Q Funktion...”,
aus 19.5“dom ({(dom Q, ¢(Q2(—1 +domQ)))} UQ) e N7 |
aus 18.4“Q C {(dom Q, ¢p(2(—1 +domQ)))} U Q” |
aus 25“{(dom Q, #(Q(—1+domN)))} UQ CNx A” und
aus 5“...Va: ((aist 1+ ., ¢-rekursiv) A (o Funktion)
A((doma e N)V (doma=N)A(QCaCNxA)) = (a=Q)
folgt: {(dom Q, ¢((—1 +domQ)))} UQ = Q.
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’Fallunterscheidung‘

dom Q2 € .

27: Aus 17¢...Q C {(dom Q, $(2(—1+domQ)))} UQ”
folgt via 57-1(Def): Q # {(dom Q, p(2(—1+domQ)))} U Q.

28: Es gilt 26“{(dom 2, ¢(2(-1+domQ)))}uQ=Q".
Es gilt 2740 # {(dom Q, ¢(Q(—1 + dom 2)))} UQ” .

Ex falso quodlibet folgt: dom =N
7.2.Fall domQ =N.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: A2| “dom( =N"”
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o € ran ).
8: Aus Thema7.2“a € ran{2”
folgt via 7-7: 4P : (& € dom Q) A (P, ) € Q).
9: Aus8“...® €edom2...” und
aus A2
folgt: ® e N.
10: Es gilt: (®=0)V(0#2).
’Fallunterscheidung‘
=0,
11: Aus 10.1.Fall“® =0"
folgt via PaarAxiom I: (®,a) = (0, ).

12.1: Aus 11 und
aus 8“...(®,a) € Q”

folgt: (0,a) € Q.
12.2: Aus5“...Qist 1+., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)...”
folgt via 302-1(Def): (0,q) € Q.

13: Aus 5“...Q) Funktion...”
aus 12.14(0,a) € Q” und
aus 12.2“(0,q9) € Q7
folgt via 18-18(Def): a=q.

14: Aus 13 und
aus ) “qge A...”
folgt: a € A

7
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’Fallunterscheidung‘

« € ran ).

10.2.Fall

11:

folgt via 302-1(Def):

12:
aus A2 gleich “domQ =N” |
aus 10.2.Fall«0 # &,
aus 9“® € N” und
aus 8“... (P, o) € 7
folgt via 307-5:

13:
folgt via 2-2:

14: Aus 13“a € dom¢” und
aus 1.6“...dom¢p=A..."7

folgt:

Aus 5¢...Qist 1 4 ., p-rekursiv

Aus 11“Q ist 1 4 ., ¢p-rekursiv” |

Aus 12« € (dom @) N (ran @) ”

0+ .

mit Startwert (0,q)..."
Q ist 1+ ., ¢-rekursiv.

a € (dom ¢) N (ran ¢).

« € dom ¢.

a € A.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:

o€ A

Ergo Thema7.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

7.3: Aus 5“...Q Funktion...”,

Va: (o €ranQ)) = (a € A).
A3| “ranQQ C A”

aus A2 gleich “dom 2 =N" und

aus A3 gleich “ranQ2 C A”
folgt via 21-1(Def):

7.4
folgt via 302-1(Def):

Q:N - A.

Aus 5“...Qist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,¢q)...”

(0,q) € Q.
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8:

10.2:

Aus 5“...Q Funktion...” und
aus 7.4%(0,q) € Q7

folgt via 18-20: q = Q(0).
: Aus 9
folgt: Q(0) =g.
a€N.
11.1: Aus Themal0.1“a € N7
folgt via 159-10: l1+aeN.
11.2: Aus Themal0.1 und
aus A2
folgt: a € dom (2.
11.3: Aus 5“...Qist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,¢q)...”
folgt via 302-1(Def): Qist 1+ ., ¢-rekursiv.
12: Aus 11.1 und
aus A2
folgt: 14+ a € dom (2.
13: Aus 5“...€) Funktion...”
aus 1.6“¢ Funktion...”
aus 11.3“Q ist 1 + ., ¢-rekursiv”
aus AAIT“A Algebra in A” |
aus 11.2“a € domQ” und
aus 12“1 4+ a € dom2”
folgt via 304-8: Q1+ a) = o(Q2a)).
Ergo Themal0.1: A4 “Va:(aeN)= (Q1l+a)=0(Q2a)))”
Aus 5“3Q0...7

aus 5...Q ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)...”"
aus 7.3“Q0: N — A”
aus 9“Q(0) = ¢” und
aus A4 gleich “Va: (e € N) = (Q(1 + a) = ¢(Q2(a)))”
folgt: Q2 (Qist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (0, q))
A N — A) A (2(0) = g)
AVa: (@ € N) = (Q(1 4 ) = ¢(2()))).

)
O
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307-13. Nun wird die Kompetenz im Umgang mit < ein wenig erweitert.

307-13(Satz)

a) Aus “x_M_y”und “y_M_z”
folgt “x =y” oder “(z-_ M y) A (y- M _z)”oder “y=2z".

b) ‘o <y < z7folgt “x =y oder “x <y < z”oder “‘y==z".

<-Notation.
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Beweis 307-13 a) VS gleich

1.1:

1.2:

281

(@-My) A (y-M_z).

Aus VS gleich “x_ M _y...”

folgt via 41-5:

(x- M )V (z = y).

Aus VS gleich “...y M _z”

folgt via 41-5:

: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Aus 3

folgt:

: Aus 4

folgt:

b) VS gleich

1:

Aus VS
folgt:

: Aus 1

(- M 2)V (y = 2).

(- M ) A (y- M =)V (- M ) A (y = 2))
V((z=y)A(y-M 2)) V((z =y) A (y = 2)).

(2 M ) Ay- M =)V (g =2)V(z=y)V (z =1).
(5 M ) Ay- M =)V (y=2)V (z=y).

(x =)V (& M 9) Ay M )V (y=2).

r<y<z

~—

r<y)A(y<z).

folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus 2

folgt:
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307-14. Verschiedene Resultate, die mehr oder weniger explizit {iber ran R, R ist
eine 1 4+ ., p—rekursive Klasse mit Definitions-Bereich€ N vorliegen, werden hier
zusammengefasst. Interessanter Weise kommt dabei R[{0}] eine ganz spezielle

Rolle zu.

307-14(Satz) Es gelte:

—) R ist 1+ ., ¢-rekursiv.
—) dom R € N.
Dann folgt “ran R C R[{0}]Uran¢”.

Beweis 307-14

’Fallunterscheidung‘

o € ran R.
2: Aus Themal“a € ran R”
folgt via 7-T7: AQ: (Q edomR) A ((Q,a) € R).
3: Aus2“...QecdomR...” und
aus —) “dom R € N”
folgt via 307-2: 0<Q<—-1+domR.
4: Aus3“0<Q < —-1+domR”
folgt via 307-13:
0=Q)VvV(0<Q<—-14+domR)V (Q2=—1+domR).
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o € ran R.

’Fallunterscheidung‘

)-o
5: Aus 4.1.Fall“0=Q"
folgt via PaarAxiom I: (0,a) = (Q, ).
6: Aus 5 und
aus 2“...(Q,a) € R”
folgt: (0,a) € R.
7: Aus 6“(0,a) € R”
folgt via 9-15: a € R[{0}].
8: Aus 7“«a € R[{0}]”
folgt via 2-2: a € R[{0}] Uran ¢.
4.2.Fall 0<Q<—-1+domR.

5: Aus =) “Rist 1+ ., ¢-rekursiv” |
aus =) “dom R € N” |
aus 4.2.Fall“0 < Q < —1+dom R” und
aus 2“...(,a) e R”

folgt via 307-4: a € (dom ¢) N (ran ¢).
6: Aus 5“«a € (dom¢) N (rang)”
folgt via 2-2: a € ran ¢.

7: Aus6“a €rang”
folgt via 2-2: a € R[{0}]Uran ¢.
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Beweis 307-14 ...

o € ran R.

’Fallunterscheidung‘

4.3.Fall Q=-1+domR.
5: Aus Themal“a €ranR”
folgt via 0-20: 0 # ran R.
6: Aus5“0#ranR”
folgt via 7-7: 0 # dom R.

7: Aus 6“0 # dom R” und
aus —) “dom R € N”

folgt via 300-9: 1 < domR.
8: Aus 7“1 <domR”
folgt via 41-5: (1 <domR)V (1 =domR).
’Fallunterscheidung‘
8.1.Fall 1 < domR.

9: Aus 4.3.Fall“Q = —-1+domR”
folgt via PaarAxiom I:
(Q,a) =(—-1+domR,a).

10: Aus 9 und
aus 2“...(Q,a) € R”
folgt: (=14+domR,a) € R.

11: Aus =) “Rist 1 + ., ¢-rekursiv” ,
aus 8.1.Fall“l <domR”,
aus —) “dom R € N” und
aus 10“(—=1+domR,a) € R”
folgt via 307-7: @ € ran ¢.

12: Aus 11“a €ran¢”
folgt via 2-2: a € R[{0}] Uran ¢.
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Beweis 307-14 ...

o € ran R.

’Fallunterscheidung‘

Q=-1+domR.

’Fallunterscheidung‘

8.2.Fall 1 =domR.
9: Q 43Fa1l + dom R &2Falt
141 Ty,
10: Aus 9“Q=...=0"

folgt via PaarAxiom I: (0,a) = (Q, a).

11: Aus 10 und
aus 2“...(Q,a) € R”

folgt: (0,) € R.
12: Aus 114(0,a) € R”

folgt via 9-15: a € R[{0}].
13: Aus 12“« € R[{0}]”

folgt via 2-2: a € R[{0}] Uran ¢.

’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Féllen gilt:
a € R[{0}] Uran¢.

’Ende Fallunterscheidung‘ In allen Féllen gilt:
a € R[{0}] Uran ¢.

Ergo Themal: Va: (e €ranR) = (a € R[{0}] Uran¢).

Konsequenz via 0-2(Def): ran R C R[{0}] Uran ¢.
[l
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307-15. Eine einfacher zu beweisende Version von 307-15 ist fiir dom R = N

verfiigbar.

307-15(Satz) Es gelte:

—) R st 1+ ., ¢p-rekursiv.

—) dom R = N.

Dann folgt “ran R C R[{0}]Uran¢”.

Beweis 307-15

o € ran RR.
2: Aus Themal“a € ranR”
folgt via 7-T7: AQ: (2 edomR) A ((2,a) € R).
3: Es gilt: (2=0)V(0#Q).
’Fallunterscheidung‘
Q=0
4: Aus 3.1.Fall“Q=0"
folgt via PaarAxiom I: (0,a) = (2, @)
5: Aus 4 und
aus 2“...(Q,a) € R”
folgt: (0,a) € R.
6: Aus5“(0,a) € R”
folgt via 9-15: a € R[{0}].
7: Aus 6“a € R[{0}]”
folgt via 2-2: a € R[{0}] Uran ¢.
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Beweis 307-15 ...
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o € ran R.
’Fallunterscheidung‘
3.2.Fall 0+ Q.
4: Aus2“...Q€domR...” und
aus =) “dom R =N"
folgt: QeN.
5: Aus =) “Rist 1+ ., ¢-rekursiv” ,
aus =) “domR =N",
aus 3.2.Fall“0 # Q"
aus 4“Q € N” und
aus 2“...(Q,a) € R)”
folgt via 307-5: a € (dom @) N (ran ¢).
6: Aus 5“«a € (dom¢) N (rang)”
folgt via 2-2: « € ran ¢.
7: Aus6“a €rang”
folgt via 2-2: a € R[{0}]Uran ¢.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:
a € R[{0}] Uran¢.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o €ranR) = (o € R[{0}] Uran¢).

ran R C R[{0}] Uran ¢.
[
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307-16. Die Aussagen 307-14,15 werden zusammen gefasst.

307-16(Satz) Es gelte:

—) R ist 1+ ., ¢-rekursiv.
—) dom R € {N} UN.
Dann folgt “ran R C R[{0}] Uran¢”.

Beweis 307-16

1: Aus =) “domR € {N}UN”

folgt via 94-8: (domR =N) V (dom R € N).
’Fallunterscheidung‘
dom R = N.

Aus =) “ R ist 1+ ., ¢-rekursiv” und
aus 1.1.Fall“dom R =N

folgt via 307-15: ran R C R[{0}] Uran ¢.
1.2.Fall domR € N.

Aus =) “ R ist 1+ ., ¢-rekursiv” und
aus 1.2.Fall“dom R € N”
folgt via 307-14: ran R C R[{0}] Uran ¢.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: ran R C R[{0}] Uran ¢.

]
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Analysis: r£0q¢.

Ersterstellung: 11/08/14 Letzte Anderung: 07/10/14

308-1. Die bisherige Darstellung von 1 + ., ¢-rekursiven Funktionen 148t eine
wichtige Frage offen. Bei gegebenem ¢ und Startwert (0.q) - hier ist offenbar nur
q von tatsichlicher Bedeutung - ist zu erwarten, dass es zu jedem n € N hoéchstens
einen Funktions-Wert p gibt, so dass p = f(n) fiir jede 1+ ., ¢-rekursive Funktion
mit Definitions-Bereich in {N}UN und Startwert (0, ¢) und n € dom f gilt. Hinter
dieser Uberlegung steht die Vermutung, dass es eine Funktion gibt, die jedem ¢
und jedem ¢ die “ Cmaximale” 14 ., ¢-rekursive Funktion mit Definitions-Bereich
in {N} UN und Startwert (0, ¢) zuordnet. Diese Funktion gibt es, wie sich bald
herausstellt, tatséachlich, doch soll auf die iibliche Funktions-Notation bis auf wei-
teres verzichtet werden. Statt dessen soll das Ergebnis der Funktions-Auswertung
- kompliziert genug - mit rf0g¢p bezeichnet werden. Die Buchstaben sollen an
“rekursive Folge” erinnern, die 0 ist ein Ordnungs-Parameter - es ist zu erwar-
ten, dass frither oder spéater kompliziertere Rekursions-Vorschriften als bisher
betrachtet werden - und ¢ und ¢ sind die Eingabe-Gréflen. Mit der vorliegenden
Definition wird rfOg¢ erst vorbereitet und dann dargestellt.

308-1(Definition)

1) 308.0(z,y)

={w: (wist 1+ ., z-rekursiv mit Startwert (0,y))
A(w Funktion) A (domw € {N} UN)}.

2) rfOyx =J308.0(x,y).
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308-2. In fritherern Abschnitten war oft von der Alternative “(a € N) V (a =
N)” die Rede. Diese Aussage ist dquivalent zu der mittlerweile als ansprechender
angesehenen Aussage “a € {N} UN”. Dies motiviert einige Aussagen umzu-
formulieren. Vorbereitend wird eine Aussage iiber ¢ € {p} Uz bewiesen. Die
Beweis-Reihenfolge ist a) - ¢) - b).

308-2(Satz)
a) Aus “(q =p Menge) V (q € x)” folgt “q € {p}Uzx”.

b) Aus “Va:(a € x)= (doma € {N} UN)”
folgt “dom (|Jz) € {N} UN".

c) Aus “yCx”und “Va: (o€ x)= (doma € {N}UN)”
folgt “dom (Uy) € {N} UN".

Beweis 308-2 a) VS gleich (¢ = p Menge) V (q € ).
1: Nach VS gilt: (¢ = p Menge) V (¢ € x).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall q = p Menge.
2: Aus 1.1.Fall“g = p Menge”
folgt via 1-6: q € {p}.
3: Aus 2“q € {p}”
folgt via 2-2: qe{ptux.
1.2.Fall qczx.
Aus 1.2.Fall“q e z”
folgt via 2-2: g€ {p}Ux.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: qge{p}uz.
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Beweis 308-2 c) VS gleich (yCz)A (Va: (a € x) = (doma € {N} UN)).
e

2: Aus Themal.1“f € 2”7 und

aus VS gleich “...Va: (o € z) = (doma € {N}UN)”

folgt: dom g € {N} UN.
3: Aus 2“domf € {N}UN”
folgt via 94-8: (dom 3 =N)V (domp € N).
4: Aus 3
folgt: (BeN)V (8=N).
Ergo Themal.1: Al “VB: (B €x) = ((domp € N)V (dom 3 =N))”
1.2: Aus VS gleich “y C z...” und
aus Al gleich “Vf5: (8 € ) = ((domf € N) V (domf =N))”
folgt via 305-17: (dom (Jy) € N) V (dom (Jy) = N).
2: Aus 1.2
folgt: (dom (Uy) =N) V (dom (Jy) € N).
3: Aus 2 und
aus 159-9“N Menge”
folgt: (dom (Jy) = N Menge) V (dom (|Jy) € N).
4: Aus 3“(dom (| Jy) € N Menge) V (dom (| Jy) € N)”
folgt via des bereits bewiesenen a): dom (Jy) € {N} UN.
b) VS gleich Va: (a € ) = (doma € {N} UN).
1: Via 0-6 gilt: z C .
2: Aus 1“2 Cz” und

aus VS gleich “Va : (o € ) = (doma € {N} UN)”
folgt via des bereits bewiesenen c): dom (Uz) € {N}UN.

]
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308-3. Bereits mehrfach verwendet schadet es nicht, ansonsten immer wieder zu
beweisende Eigenschaften von {(0, ¢)} nachzuweisen.

308-3(Satz)
Aus “q Menge” folgt “dom ({(0,¢)}) =1 € {N}UN”.

Beweis 308-3 VS gleich q Menge.

1: Aus OU/Axiom“0 Menge” und
aus VS gleich “q Menge”
folgt via 259-36: dom ({(0,¢)}) = {0}.

2: Via 95-1(Def) gilt: 1 ={0}.

3.1: Aus €schola“1 € N”

folgt via 2-2: 1e{N}UN

3.2: Aus 2 und
aus 1

folgt: dom ({(0,¢)}) = 1
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308-4. Fiir den spéteren erfolgreichen Einsatz sollen nun einige Eigenschaften
von 308.0(¢, q) bewiesen werden.

308-4(Satz)

a) Aus “q Menge”
folgt “{(0,q)} € 308.0(¢, q) "und “0 # 308.0(¢,q) ”.

b) Vo : (« € 308.0(¢,q))
= (a ist 1 + ., ¢p-rekursiv mit Startwert (0,q)).

c) Va: (a € 308.0(¢,q)) = (a Funktion).
d) Va: (a € 308.0(¢,q)) = (doma € {N} UN).

e) Aus “¢ Funktion”
folgt “Na, 5 : (a, B € 308.0(0,q)) = (S PB)V(BCa))”.

£) “p € 308.0(x,y) ” genau dann, wenn
“p ist 1+ ., z-rekursiv mit Startwert (0,y)”
und “p Funktion”
und “domp € {N} UN".

308.0(x,y) = {w : (w ist 1 + ., z-rekursiv mit Startwert (0,y))
Aw Funktion) A (domw € {N} UN)}
308-1(Def)
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Beweis 308-4 a) VS gleich q Menge.
1.1: Aus VS gleich “q Menge”

folgt via 305-10: {(0,q)} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (0, q).
1.2: Via 259-36 gilt: {(0,¢)} Funktion.
1.3: Aus VS gleich “q Menge”

folgt via 308-3: dom ({(0,¢)}) € {N} UN.
1.4: Via SingeltonAxiom gilt: {(0,9)} Menge.

2: Aus 1.1“{(0,¢)} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (0,q)”,
aus 1.2{(0,¢)} Funktion”,
aus 1.3“dom ({(0,¢)}) € {N} UN” und
aus 1.4“{(0,q)} Menge”

folgt via 308-1(Def): {(0,q)} € 308.0(¢, q)

3: Aus 2“{(0,¢)} € 308.0(¢,q) ”

folgt via 0-20: 0 # 308.0(¢, q)
b)
a € 308.0(¢, q) -

Aus Themal“«a € 308.0(¢p,q) ”
folgt via 308-1(Def):
« ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).

Ergo Themal:
Va: (o € 308.0(¢, q) ) = (a ist 1 4 ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q))

c)
a € 308.0(¢,q) -
Aus Themal“a € 308.0(¢,q) ”
folgt via 308-1(Def): a Funktion.

Ergo Themal: Va : (o € 308.0(¢, q) ) = (o Funktion)
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Beweis 308-4 d)

a € 308.0(¢,q) -
Aus Themal“a € 308.0(¢,q) ”
folgt via 308-1(Def): doma € {N} UN.

Ergo Themal: Vo : (a € 308.0(¢, q) ) = (doma € {N} UN)
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Beweis 308-4 e) VS gleich

Analysis #308

¢ Funktion.

a, f € 308.0(¢, q)

2.1:

Aus Themal“a... € 308.0(¢,q) "
folgt via 308-1(Def):
(aist 1+ ., p-rekursiv mit Startwert (0, q))
A(a Funktion) A (doma € {N} UN).

: Aus Themal®...3 € 308.0(¢,q) ”

folgt via 308-1(Def):
(B ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q))
A(S Funktion) A (dom g € {N} UN).

: Aus 2.1“...doma € {N}UN”

folgt via 94-8: (doma =N) V (doma € N).
: Aus 2.2“...dompg € {N}UN"”

folgt via 94-8: (dom 3 =N) V (dom s € N).
: Aus 3.1

folgt: (doma € N) V (doma = N).
: Aus 3.2

folgt: (domp € N) V (dom 8 = N).

: Aus 2.1%«a ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,¢q)...”,

aus 2.2“0 ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)...",
aus 2.1“...«a Funktion...”,

aus 2.2°... 0 Funktion...”,

aus VS gleich “¢ Funktion” ,

aus 4.1 (doma € N) V (doma = N)” und
aus 4.2 (dom 3 € N) V (dom 5 € N)”

folgt via 305-8: (@CB)V(BCa).

Ergo Themal:

Va, B : (o, B € 308.0(,q)) = ((a € B) V(B S a))
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Beweis 308-4 f) VS gleich p € 308.0(x,y) .

Aus VS gleich “p € 308.0(z,y) ”

folgt via 308-1(Def): (p ist 1 + ., z-rekursiv mit Startwert (0,y))
A(p Funktion) A (domp € {N} UN).

f) VS gleich (p ist 1 + ., z-rekursiv mit Startwert (0,y))

A(p Funktion) A (domp € {N} UN).

1: Aus VS gleich “...domp € {N} UN”
folgt via Element Axiom: domp Menge.

2: Aus VS gleich “...p Funktion...” und
aus 1“domp Menge”
folgt via 26-3: p Menge.

3: Aus VS gleich “(pist 1+ ., z-rekursiv mit Startwert (0,y))
A(p Funktion) A (domp € {N} UN)” und
aus 2“p Menge”
folgt via 308-1(Def): p € 308.0(x,y) .

]
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308-5. rf0g¢ vereinigt in bislang vermisster Weise wichtige Eigenschaften der
bisherigen Ausfithrungen iiber 1+ ., ¢-rekursiven Funktionen mit Startwert (0, q)
und Definitions-Bereich in {N} UN.

308-5(Satz)

a) Aus “q Menge” und “¢ Funktion”
folgt “rf0q¢ ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (0, q).

b) Aus “¢ Funktion” folgt “rfOq¢p Funktion”.
c) dom (rfOq¢) € {N} UN.
d) ran(rf0g¢) C {q} Uran ¢.

e) Aus “f ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”
und “f Funktion”
und “dom f € {N} UN”
folgt “f CrfOqop”.

Beweis 308-5

308.0(x,y) = {w : (wist 1 + ., z-rekursiv mit Startwert (0,y))
A(w Funktion) A (domw € {N} UN)} 308-1(Def)
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Beweis 308-5 a) VS gleich (¢ Menge) A (¢ Funktion).

1.1:

Via 308-4 gilt:
Va: (a € 308.0(¢,q) ) = (a ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q)).

1.2: Aus VS gleich “...¢ Funktion”
folgt via 308-4:
Va, 8 (a, 8 €308.0(¢,q)) = ((a € B) V(B C a)).
1.3: Aus VS gleich “q Menge...”
folgt via 308-4: 0 # 308.0(¢, q) .
2: Aus 1.1“Va: (o € 308.0(¢,q) )
= (aist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q))”,
aus 1.2“Va, B : (o, f € 308.0(¢,q) ) = (« C ) V(B C «))” und
aus 1.3“0 # 308.0(¢,q) ”
folgt via 302-3: |J308.0(¢, q) ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
3: Aus 2 und
aus 308-1(Def) “rf0g¢p = |J308.0(¢,q)”
folgt: rf0q¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
b) VS gleich ¢ Funktion.
1.1: Via 308-4 gilt: Va : (a € 308.0(¢, q) ) = (a Funktion).
1.2: Aus VS gleich “¢ Funktion”
folgt via 308-4:
Va, 2 (o, 8 € 308.0(¢,q) ) = ((a S B) V(B € o))
2: Aus 1.1“Va: (a0 € 308.0(¢, q) ) = (a Funktion)” und
aus 1.2“Va, B : (o, 8 € 308.0(¢,q)) = (¢ CB) V(B Ca))”
folgt via 301-2: |J308.0(¢),q) Funktion.
3: Aus 2 und
aus 308-1(Def) “rf0g¢p = J308.0(¢,q)”
folgt: rf0g¢ Funktion.
c)
1: Via 308-4 gilt: Va : (o € 308.0(¢,q) ) = (doma € {N} UN).
2: Aus 1“Va : (a € 308.0(¢,q) ) = (doma € {N}UN)”
folgt via 308-2: dom (| J 308.0(¢,q) ) € {N} UN.
3: Aus 2 und

aus 308-1(Def) “rf0g¢p = |J308.0(¢,q)”
folgt: dom (rf0q¢) € {N} UN.
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a € ran (r£0g9).
2: Aus Themal“« € ran (rfOq¢)”
folgt via 7-7: AQ: (Q,a) € rf0go.

0 Aus 2¢...(Q,a) € rf0gp” und

aus 308-1(Def) “rf0g¢p = J308.0(¢,q)”

folgt: (Q,a) €J308.0(¢,q) .

: Aus 3“(Q,a) €J308.0(¢,q) "
folgt via 1-12: AV : (Q,a) € U € 308.0(¢,q) .

Aus 4¢. . (Qa) el
folgt via 7-5: a €ranV.

: Aus 4“... U € 308.0(¢,q) ”

folgt via 308-4:

U ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).

: Aus 4“... U € 308.0(¢p,q) ”
folgt via 308-4: ¥ Funktion.

: Aus 4“... U € 308.0(¢p,q) ”
folgt via 308-4: dom V¥ € {N} UN.

: Aus 5.2“W ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q)”

folgt via 302-1(Def):

(U ist 14 ., ¢p-rekursiv) A ((0,q) € V).

: Aus 6“W ist 1 + ., ¢-rekursiv ... ” und

aus 5.4“domV¥ € {N} UN”

folgt via 307-16: ran ¥ C U[{0}] Uran ¢.

: Aus 5.3“U Funktion” und

aus 6“...(0,q) € ¥”

folgt via 18-20: q=Y(0).

: Aus 5.3“VU Funktion”
folgt via 259-16: U[{0}] = {¥(0)}.
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Beweis 308-5 4) ...

9: Aus 7.2 und
aus 8

10: Aus 9 und
aus 7.1

11: Aus5.1“a €ran¥” und
aus 10“ran ¥ C {g} Uran¢”

o € ran (r£0q0).

folgt: V[{0}] = {a}-

folgt: ran ¥ C {q} Uran ¢.

folgt via 0-4: a € {q} Uran¢.
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Ergo Themal: Va : (a € ran (rf0g¢)) = (o € {¢} Uran ).

Konsequenz via 0-2(Def): ran (r£0q¢) C {q} Uran¢.

e) VS gleich (f ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q))
A(f Funktion) A (dom f € {N} UN).

1: Aus VS gleich “...dom f € {N} UN”
folgt via Element Axiom:

2: Aus =) “... f Funktion...” und
aus 1“dom f Menge”
folgt via 26-3:

3: Aus VS gleich “ f ist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)...”,

aus VS gleich “... f Funktion...”,
aus VS gleich “...dom f € {N} UN” und
aus 2“ f Menge”

dom f Menge.

f Menge.

folgt via 308-1(Def): f €308.0(¢,q) .

4: Aus 3“f € 308.0(¢,q) ”

folgt via 1-15: f S J308.0(¢,q).

5: Aus 4 und
aus 308-1(Def) “rf0gp = | 308.0(¢,q)”
folgt:

[ € rf0qo.

]
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308-6. Merkwiirdiger Weise liegen meiner Erinnerung nach vorliegende Resultate
nicht vor.

308-6(Satz)

a) Aus “p € domaz”und “x C f Funktion” folgt “x(p) = f(p)”.

b) N¢N.

c) Aus “NCz e {N}UN”folgt “x =N".

d) Aus “x C f Funktion” und “domx = dom f” folgt “x = f7.

Beweis 308-6 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “...x C f Funktion”

b)

folgt via 18-36:

: Aus VS gleich “p € domz...” und

aus 1“z Funktion”
folgt via 18-22:

: Aus 2“(p,z(p)) € 7 und

aus VS gleich “...x C f...”
folgt via 0-4:

: Aus VS gleich “... f Funktion” und

aus 3“(p,z(p)) € f”
folgt via 18-20:

: Es gilt:

wfFallunterscheidung

(p € domz) A (z C f Funktion).

z Funktion.

(p, (p)) € =.

2: Aus1.1.Fall“Ne N
folgt via 241-1:

3: Es gilt 2“N endlich” .

Ex falso quodlibet folgt:

Via 241-1 gilt “N unendlich” .

NeN.

N endlich.

N ¢ N.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: N ¢ N.
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Beweis 308-6 c) VS gleich NCze{N}UN.

1: Aus VS gleich “...x € {N}UN”
folgt via 94-8: (x=N)V (z eN).

’Fallunterscheidung‘

z=N.

zeN.

2: Aus1.2.Fall“z e N”
folgt via 241-1: x endlich.

3: Aus VS gleich “NCz...” und
aus 2“x endlich”
folgt via 213-5: N endlich.

4: Es gilt 3“N endlich” .
Via 241-1 gilt “N unendlich” .
Ex falso quodlibet folgt: z=N.

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x=N.

d) VS gleich (x C f Funktion) A (dom x = dom f).

1: Aus VS gleich “z C f Funktion...”
folgt via 18-36: x Funktion.

o € doma.

Aus Thema2.1“a € domz” und
aus VS gleich “x C f Funktion...”
folgt via des bereits bewiesenen a): z(a) = f(a).

Ergo Thema2. 1: Al] “Va: (e € domz) = (2(a) = f(a))”

2.2: Aus 1“z Funktion” ,
aus VS gleich “... f Funktion...” |
aus Al gleich “Va: (a € domz) = (z(a) = f(«))” und
aus VS gleich “...domx = dom f”
folgt via ISF": x=f.
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308-7. Falls g eine Menge ist und falls ¢ eine Funktion ist, so ist r£0g¢p im
vorliegenden Sinn die kompletteste 1 + ., ¢p—rekursive Funktion mit Startwert
(0,q) und Definitions-Bereiche {N} U N. Im Speziellen liefert r£0q¢ den einzig
moglichen Funktioinswert aller moglichen derartigen Funktionen an jeder Stelle,
an der dieser iiberhaupt sinnvoll definiert werden kann.

308-7(Satz) Es gelte:
—) q Menge.
—) ¢ Funktion.
=) fist 1+ ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).
—) f Funktion.
—) dom f € {N} UN.
—) p €dom f.
Dann folgt:
a) p € dom (rf0qo).
b) f(p) =rf0qp(p).
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Beweis 308-7

1.1:

1.2:

3.a):

4.b):

Aus —) “ ¢ Funktion”
folgt via 308-5: rf0g¢ Funktion.

Aus =) “ fist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q) ",

aus —) “ f Funktion” und

aus —) “dom f € {N} UN”

folgt via 308-5: f C rf0qo.

: Aus 1.2“f C rflqo”

folgt via 7-10: dom f C dom (r£0qq).

Aus =) “p € dom f” und
aus 2“dom f C dom (rf0Oq¢)”
folgt via 0-4: p € dom (r£0q9).

Aus =) “pedom f” |

aus 1.2“ f CrfOgep” und

aus 1.1“rf0q¢ Funktion”

folgt via 308-6: f(p) = r£0qp(p).
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308-8. Das Ziel dieses Essays liegt nun im Beweis, dass fiir Funktionen ¢ : A — A
und ¢ € A die Klasse rfOq¢ eine Funktion mit Definitions-Bereich N und den
erwarteten Eigenschaften ist. Dabei soll alternativ zu 307-12 ohne AC ausgekom-
men werden. Ausser der mathematischen Herausforderung auf AC zu verzichten
kann bei der angestrebten Zielsetzung die Voraussetzung, dass A eine Menge sein
soll, preisgegeben werden. Ahnlich wie vorab zum Beweis von 307-12(AC) sind
einige Vorbereitungen nétig.

308-8(Satz)

a) Aus “R ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)”
und “S ist c_E_., p-rekursiv ”
und “RCS”
folgt “S ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p,q)” .

b) Aus “p € x” folgt “{p}Ux=12x".
c) Aus “n,m € N7und “1+mn € m” folgt “nem?”.

d) Aus “zeneN”folgt “{1+2}UneN".

Beweis 308-8 a) VS gleich (R ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q))
A(S ist c_E_., ¢-rekursiv) A (R C S).

1: Aus VS gleich “ R ist c_E_., ¢g-rekursiv mit Startwert (p,q)...”
folgt via 302-1(Def): (p,q) € R.

2: Aus 1“(p,q) € R” und
aus VS gleich “...RC S”
folgt via 0-4: (p,q) € S.

3: Aus VS gleich “... S ist c_.E_., ¢-rekursiv... ” und
aus 2“(p,q) € S”
folgt via 302-1(Def): S ist c_E_., ¢-rekursiv mit Startwert (p, q).
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Beweis 308-8 b) VS gleich pE .
1: Aus VS gleich “p € z”
folgt via 1-8: {p} C z.
2: Aus 1“{p} Cz”
folgt via 2-10: {p}Uz ==z
c) VS gleich (n,m e€N)A(1+n € m).
1.1: Aus VS gleich “n... e N...”
folgt via 239-5: nel+n.
1.2: Aus VS gleich “n... e N...”
folgt via 159-10: 1+neN.
2: Aus1.2“14+neN” |
aus VS gleich “...m & N...” und
aus VS gleich “...1+nem?”
folgt via 197-5: 14+nCm.
3: Aus1.1“n€1+n” und
aus 2“1 +nCm”
folgt via 0-4: n e m.
d) VS gleich reneN.
1.1: Aus VS gleich “z € n € N”
folgt via 307-2: x € N.
1.2: Aus VS gleich “x € n € N”
folgt via 307-2: T <n.
2: Aus1.1“xz e N”,
aus VS gleich “...n € N” und
aus 1.2z <n”
folgt via LSN: 1+2x<n.
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Beweis 308-8 d) VS gleich reneN.

3: Aus 2“1 +x<n”
folgt via 41-5: (I+z<n)V(l+z=n).
’Fallunterscheidung‘

L+ <n.

4: Aus1.1“x e N”
folgt via 159-10: 1+zeN.

5: Aus4“l1+zxe N7,
aus VS gleich “...n € N” und
aus 3.1.Fall“l 4+ <n”
folgt via 197-5: 1+zen.

6: Ausb“l+azen”
folgt via des bereits bewiesenen b): {1+z}Un=n.

7: Aus 6 und
aus VS gleich “...n € N”
folgt: {I1+z}UneN.

i

4.1: Aus VS gleich “...n € N”
folgt via 159-10: 1+neN.

4.2: Aus VS gleich “...n e N?”
folgt via ANAxiom: 1+n={n}Un.

5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: {n}UneN.

6: Aus 5 und
aus 3.2.Fall
folgt: {I1+z}UneN.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: {1+z}UneN.

]
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308-9. Falls p € dom f, f Funktion, so ist {(p, ¢)} U f unter einer nahe liegenden
Bedingung eine Funktion.

308-9(Satz) Unter den Voraussetzungen . ..
—) [ Funktion.
—) p €dom f
... sind die Aussagen 1), ii), iii) dquivalent:
1) {(p,q)} U f Funktion.
ii) “g= f(p)” oder “q Unmenge”.
iii) {(pgtuf="/.
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Beweis 308-9 VS gleich

1:

Analysis #308

{(p,q)} U f Funktion.

Es gilt: (¢ Menge) V (¢ Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
1.1.Fall q Menge.
2: Aus =) “p €dom f”
folgt via Element Axiom: p Menge.

3: Aus 2“p Menge” und
aus 1.1.Fall“q Menge”
folgt via 259-36:

4: Aus 3“(p,q) € {(p.a)}”
folgt via 2-2:

5: Aus —)“ f Funktion” und
aus =) “p € dom f”
folgt via 18-22:

6: Aus5“(p, f(p)) € f”
folgt via 2-2:

7: Aus VS gleich “{(p,q)} U f Funktion”,

aus 4“(p,q) € {(p,q)} U f” und
aus 5% (p, f(p)) € {(p, )} U f”

(p,q) € {(p, ) }-

(r,q) €e{(p,9)} U f.

(», f(p)) € /.

(p, f(p) E{p )}V f.

folgt via 18-18(Def): qg= f(p)-
1.2.Fall g Unmenge.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt:

(¢= f(p)) V (¢ Unmenge).
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Beweis 308-9 VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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(¢= f(p)) V (¢ Unmenge).

Aus VS und
aus —) “ f Funktion”

folgt:

0.1.Fall q= f(p)-
1.1: Aus =) “ f Funktion” und
aus —) “p € dom f”
folgt via 18-22: (p, f(p)) € [
1.2: Aus 0.1.Fall“q = f(p)”
folgt via PaarAxiom I: (p,q) = (p, f(p)).
2: Aus 1.2 und
aus 1.1
folgt: (p,q) € [
3: Aus 2“(p,q) € f”
folgt via 308-8: {p.a}uf=F
0.2.Fall q Unmenge
1: Aus 0.2.Fall“q Unmenge”
folgt via 259-36: {(p,q)} =0.
2: Via 2-17 gilt: ouf=f.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: {9t f=r
’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: {(p,q)} U f=F.
VS glich (alur=r

{(p,q)} U f Funktion.
UJ
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308-10. Bislang wurde 306-5 noch nicht fiir Funktionen f, ¢ und Algebren O
adaptiert.

308-10(Satz) Es gelte:

=) {(p,q)}, f ist c.O_., p-rekursiv.

—) q Menge.

=) (pedomf) = (¢=f(p))

=) f, ¢ Funktion.

—) O Algebra in A.

—) (cHp edom f) = (f(c-Op) = ¢(q)).

=) Ya: ((a € dom f) A (e.Oa = p)) = (g = 6(f(a).
Dann folgt:

a) {(p,q)} U f Funktion.

b) {(p,q)} U f ist c.O_., p-rekursiv.
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Beweis 308-10 a)

1: Es gilt: (p € dom f) V (p ¢ dom f).
’Fallunterscheidung‘
pe dom .

2: Aus 1.1.Fall“p € dom f” und

aus =) “(p € dom f) = (¢ = f(p)”

folgt: q=f(p)
3: Aus =) “f... Funktion”

aus 1.1.Fall“p € dom f” und

aus 2°q = f(p)”
folgt via 308-9: {(p,q)} U f Funktion.
1.2.Fall p ¢ dom f.

Aus 1.2.Fall“p ¢ dom f” und
aus —) “ f ... Funktion”
folgt via 261-4: {(p,q)} U f Funktion.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:  {(p,q)} U f Funktion.
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Beweis 308-10 b)
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2.1:

6.1:

6.2:

Aus Themal.1“(5,v) € f...”
folgt via 7-5:

: Aus —) “ f ... Funktion” und

aus Themal.1“(8,v) € f...”
folgt via 18-20:

: Aus —) “0O Algebra in A” und

aus Themal.1“...((¢,p),p) € O
folgt via 306-11:

: Aus 2.1“5 € dom 7

folgt via 17-5:

: Aus 2.3 und

aus 2.1
folgt:

: Aus 3.2“c.0_p € dom f” und

((8,7) € f) A(((e;p), B) € BY).

B € dom f.

v = f(B).

£ =c.Op.

f(5) Menge.

c.O.p € dom f.

aus —) “(c_.0_p € dom f) = (f(c.O_p) = ¢(q))”

folgt:

: Aus 2.3 und

aus 4“... f(c.Op) = ¢(q)”
folgt:

Aus 5 und
aus 3.1
folgt:

Aus 2.2 und
aus b5
folgt:

f(cOp) = ¢(q).
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Beweis 308-10 b) ...

((8,7) € ) A (((e,p), B) € D).

7.1: Aus —) “...¢ Funktion” und
aus 6.1“¢(q) Menge”

folgt via 304-1: (q,0(q)) € ¢.
7.2: Aus 6.2y = ¢(q)”
folgt via PaarAxiom I: (q,7) = (¢, 9(q)).
8: Aus 7.1 und
aus 7.2
folgt: (q,7) € ¢.

Ergo Themal.1: |ALl| “VB,v: (((B,7) € f) A (((¢,p),5) € O)) = ((¢,7) € $)”
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Beweis 308-10 b) ...

Analysis #308

2.1:

2.2:

2.3:

Aus Themal.2“(B,y) € f...”
folgt via 7-5:

Aus —) “ f ... Funktion” und
aus Themal.2“(8,v) € f...”
folgt via 18-20:

Aus —) “0O Algebra in A” und
aus Themal.2“...((¢,f),p) € O7
folgt via 306-11:

: Aus 2.3

folgt:

: Aus 2.1“pB edom 7,

aus 3“c_.0_3=p” und

(8,7 € f) A(((c,8),p) € B)

£ € dom f.

v = f(B).

p=cOp.

c. OB =np.

aus —) “Va: ((a € dom f) A (c.O.a = p))

folgt:

: Aus 2.2 und

aus 4
folgt:

: Aus 5 und

aus —) “q Menge”
folgt:

: Aus 6“¢(y) Menge”

folgt via 304-1:

: Aus 5“qg = ¢(7)”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 7 und

aus 8
folgt:

= (¢ =o(f(®)))

¢(7v) Menge.
(v:9(7)) € ¢.

(v, q) = (7, 9())-

(7,9) € ¢.

Ergo Themal.2:

A2 “VB,y: (((B,7) € f) A (e, B),p) € D)) = ((7,9) € 9)”
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Beweis 308-10 b) ...

1.3: Aus =) “{(p,q)}, f ist c.O_., p-rekursiv” |

aus A1 gleich “Vf3,7: (((8,7) € f) A (((¢,p), 8) € B)) = ((¢,7) € ¢)” und
aus A2 gleich “Vj3,~: (((8,7) € f) A (((¢, 5),p) € B)) = ((v.q) € )7
folgt via 306-5: {(p,q)} U f ist c.O_., p-rekursiv.

]
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308-11. Die fiir 1 + ., ¢-rekursive Funktionen mit Definitions-BereichC A adap-
tierte Version von 308-10 ist von besonderem Interesse.

308-11(Satz) Es gelte:

= {(p, )}, f ist 1+ ., ¢-rekursiv.

—) q Menge.

=) (p € dom f) = (¢ = f(p))

=) f.¢ Funktion.

—) dom f C A.

=) (I+pedomf)= (f(1+p) = o(q)).

=) (=1+pedomf)=(¢=0o(f(—1+p))).
Dann folgt:

a) {(p,q)} U f Funktion.

b) {(p,q)} U [ ist 1+ ., p-rekursiv.
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Beweis 308-11
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2:

Aus Themal.1“a € dom f...” und
aus —) “dom f C A”
folgt via 0-4: a €A

: Aus 2“a € A7
folgt via 95-4(Def): « Zahl.

: Aus Themal.1“...1+a=p” und
aus 3“« Zahl”
folgt via 307-2: —1+p=a.

: Aus 4 und
aus Themal.1“a € dom f...”

folgt:

: Aus 5“—1+4+p e dom f” und
aus =) “(—1+p € dom f) = (g = ¢(f(—1+p)))”

folgt:

: Aus 6 und

aus 4
folgt:

(e dom f)A (1 +a=p).

—1+pedomf.

q=¢(f(=1+p)).

q = o(f(a)).

Ergo Themal.1:

1.

2:

Al “Va: ((aedom f)AN(1+a=p))=(¢=¢(f(a)))”

Aus =) “A(p,q)}, f ist 1 + ., p-rekursiv” ,

aus —) “q Menge” |

aus =) “(p € dom f) = (¢ = f(p))”,

aus —) “ f, ¢ Funktion” ,

aus AAIIL“A Algebra in A” |

aus ) “(1+pedomf)= (f(1+p) =¢(q)” und

aus Al gleich “Va : (e €edom f)AN(1+a=p)) = (¢=¢(f(x)))”
folgt via 308-10:

({(p,q)} U f Funktion) A ({(p,q)} U f ist 1 + ., ¢-rekursiv).

]
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308-12. Mitunter konnen rekursive Klassen leicht erweitert werden oder ha-
ben zumindest ein weiteres Element als das aktuell betrachtete. Die Beweis-
Reihenfolge ist ¢) - ab):

308-12(Satz) FEs gelte:

—) f st 1+ . ¢-rekursiv.
—) f, ¢ Funktion.
—) p€dom f e N.
—) f(p) € dom ¢.
Dann folgt:
a) {(1+p,o(f(p)}U [ Funktion.
) {(1+p,o(f(p))}U [ ist 1+ . ¢p-rekursiv.
c) 1+pedom({(1+p o(f(p))}Uf)eN.

Beweis 308-12

1.1: Aus =) “ f(p) € dom¢”
folgt via 17-5: o(f(p)) Menge.

1.2: Aus =»)“pedomfeN”
folgt via 307-2: p e N.

1.3: Aus =) “...domf e N”
folgt via 197-4: dom f C N.

1.4: Aus »)“pedomf e N”
folgt via 308-8: {1+ p}Udom f € N.

2.1: Aus1.2“pe N”
folgt via 159-10: 1+peN

2.2: Aus 1.3“dom f C N” und
aus 159-9“N C A”
folgt via 0-6: dom f C A.
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Beweis 308-12 ...

3.1:

3.2:

4.2:

4.3:

5.¢):

Aus 2.1“1+peN”
folgt via Element Axiom: 1+ p Menge.

Aus 2.1“1+p e N” und
aus 1.1“¢(f(p)) Menge”
folgt via 307-9:
{1 +p,06(f(p))} ist 1+ ., p-rekursiv mit Startwert (1 + p, f(p)).

: Aus 3.1{(1+p,o(f(p)))} ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (n,q)”

folgt via 302-1(Def): {(T+p,0(f(p)))} ist 1 + ., p-rekursiv.

Aus 3.1“1+p Menge” und
aus 1.1“¢(f(p)) Menge”

folgt via 261-3: dom ({(1 +p,o(f(p)))} U f) = {1 +p}Udom f.

Aus 3.1“1 4+ p Menge”

folgt via 2-28: 14+pe{l+p}Udomf.

Aus 4.3 und

aus 4.2 und

aus 1.4

folgt: 1+pedom({(1+p,o(f(p))}Uf)eN.
1+p€domf.

6: Aus =) “ f... Funktion” ,

aus —) “ f ist 1 4 ., ¢-rekursiv” ,

aus AAIT“A Algebra in A” |

aus —) “...¢ Funktion” |

aus =) “p €dom f...” und

aus Thema5.1“1+p € dom f”

folgt via 304-8: f(1+p)=o(f(p)).
7: Aus 6

folgt: o(f(p) = f(1+p).

Ergo Thema5. 1: Al‘ “I4+pedomf)= (6(f(p) = f(1+p)”
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Beweis 308-12 ...

Analysis #308

7.1:

7.2:

L+ (1+p) € dom f.

6:

Aus 2.1“14+peN",
aus =) “...dom f € N” und
aus Thema5.2“1 4+ (1 + p) € dom f”

folgt via 308-8: 14+ peéedomf.

Aus 6“1+ p € dom f” und
aus Al gleich “(1+p edomf)= (f(1+p)=0o(f(p))”

folgt: fA+p)=o(f(p)

Aus =) “ f ... Funktion” ,

aus —) “ f ist 1 + ., ¢-rekursiv” |
aus AAIT“A Algebra in A” |

aus —) “...¢ Funktion” ,

aus 6“1+ p € dom f” und

aus Thema5.2“1+ (1 + p) € dom f”

folgt via 304-8: FOA+ (1 +p) =o(f(1+p)).
: Aus 7.1 und

aus 7.2

folgt: fA+ (1 +p)) = o((f(p)))-

Ergo Themab.2:

A2| “(1+ (14 p) € dom f) = (f(1+ (1+p)) = o(o(f(p)))”
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Beweis 308-12 ...

~1+ (1 +p) € dom f.

6: Aus 1.2“p e N”

folgt via 159-11: p Zahl.
7: Aus 6“p Zahl”

folgt via 300-5: -1+ (1+p) =np
8: Aus7

folgt: p=—1+(1+p).
9: Aus 8

folgt: o(f(p) = o(f(=1+ (1 +p))).

Ergo Themab. 3:
A3| “(=1+ (1+p) edom f) = (6(f(p)) = o(f(=1+ (1 +p))))”

5.ab): Aus 4.1“{(14+p,o(f(p)))} ist 1 + ., ¢p-rekursiv” ,
aus —) “ f ist 1 4 ., ¢p-rekursiv” ,
aus 1.1“¢(f(p)) Menge”
aus Al gleich “(1 +p e dom f) = (¢(f(p) = f(1+p))”,
aus —) “ f, ¢ Funktion” |
aus 2.2“dom f C A",
aus A2 gleich “(1+ (1+p) €edom f) = (f(14+(1+p)) = ¢(o(f(p))))” und
aus A3 gleich *(—1+ (1+p) € dom f) = ($(f(p)) = S(F(~1 + (1 +))))”

folgt via 308-11:
({(L+p,¢(f(p)))} U f Funktion)
A{(1+p,o(f(p)} U fist 1+ ., ¢-rekursiv).

]
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308-13. Von 308-12 ist eine “dom f = N-Version” verfiighar.
Die Beweis-Reihenfolge ist c) - ab):

308-13(Satz) Es gelte:

=) f st 1+ ., p-rekursiv.
—) f, ¢ Funktion.
—) pe&€domf=N.
—) f(p) € dom ¢.
Dann folgt:
a) {(14+p,o(f(p)} U f Funktion.
) {(1+p,o(f(p)}U [ ist 1+ ., ¢-rekursiv.
&) 1+pedom({(1+p.o(f()}US) =N.

Beweis 308-13

1.1: Aus =) “ f(p) € domg¢”
folgt via 17-5: o(f(p)) Menge.

1.2: Aus ) “pedomf=N"
folgt: p € N.

1.3: Aus =) “...dom f =N”" und
aus 159-9“N C A”
folgt: dom f C A.

2: Aus1.2“pe N”
folgt via 159-10: 1+peN
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Beweis 308-13 ...

3.1: Aus2“1+peN”
folgt via Element Axiom: 1+ p Menge.

3.2: Aus 2“1+ p e N” und

aus 1.1“¢(f(p)) Menge”
folgt via 307-9:

{1 +p,06(f(p))} ist 1+ ., p-rekursiv mit Startwert (1 + p, f(p)).

3.3: Aus2“1+peN”
folgt via 308-8: {1+p}UN=N.

4.1: Aus 3.1“{(1+p,o(f(p)))} ist 1 + ., p-rekursiv mit Startwert (n,q)”
folgt via 302-1(Def): {(1+p,0(f(p)))} ist 1+ ., p-rekursiv.

4.2: Aus 3.1“1+ p Menge” und
aus 1.1“¢(f(p)) Menge”

folgt via 261-3: dom ({(1 +p,é(f(p))}U f) ={1+p} Udom f.
4.3: Aus 3.1“1+ p Menge”

folgt via 2-28: 14+pe{l+p}Udomf.
4.4: Aus 3.3 und

aus —) “...dom f =N”

folgt: {14+ p}Udom f=N.

5.c): Aus 4.3,
aus 4.2 und
aus 4.4

folgt: L+pedom({(1+p,o(f(p)}Uf) =N
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Beweis 308-13 ...

Themab.1 1+ pedomf.

6: Aus =) “f... Funktion” ,
aus —) “ f ist 1+ ., ¢-rekursiv” |
aus AAIT“A Algebra in A” |
aus —) “...¢ Funktion” |
aus —) “p €dom f...” und
aus Thema5.1“1 +p € dom f”

folgt via 304-8: f(1+p)=o(f(p)

7: Aus 6
folgt: o(f(p) = f(1+p).

Ergo Thema$. 1: Al “(14+pedomf) = (8(f(p) = f(1+p))”
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Beweis 308-13 ...

1+ (1+p) €dom f.
6: Aus2.1“1+pe N” und
aus =) “...dom f =N”
folgt: 1+ pedomf.

7.1: Aus 6“1+ péedom f” und
aus Al gleich “(1 +p € dom f) = (f(1+p) = é(f(p)))”
folgt: fA+p)=o(f(p)

7.2: Aus —) “ f... Funktion” ,
aus —) “ f ist 1+ ., ¢-rekursiv” |
aus AAIT“A Algebra in A” |
aus —) “...¢ Funktion” |
aus 6“1+ p € dom f” und
aus Thema5.2“1+ (1 + p) € dom f”

folgt via 304-8: fA+(1+p) =o(f(1+p)).
8: Aus 7.1 und

aus 7.2

folgt: fA+ 1 +p))=o(o(f(p))-

Ergo Thema5.2: |A2| “(1+ (1 +p) € dom f) = (f(1+ (1 +p)) = o(o(f(p))))”
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Beweis 308-13 ...

~1+(1+p) € dom f.

6: Aus 1.2“p e N”

folgt via 159-11: p Zahl.
7: Aus 6“p Zahl”

folgt via 300-5: -1+ (1+p) =np
8: Aus7

folgt: p=—1+(1+p).
9: Aus 8

folgt: o(f(p) = o(f(=1+ (1 +p))).

Ergo Themab. 3:
A3| “(=1+ (1+p) edom f) = (6(f(p)) = o(f(=1+ (1 +p))))”

5.ab): Aus 4.1“{(14+p,o(f(p)))} ist 1 + ., ¢p-rekursiv” ,
aus —) “ f ist 1+ ., ¢p-rekursiv” ,
aus 1.1“¢(f(p)) Menge”
aus Al gleich “(1 +p € dom f) = (¢(f(p)) = f(1+p))”,
aus —) “ f, ¢ Funktion” |
aus 1.3“dom f C A",
aus A2 gleich “(1+ (1+p) €edom f) = (f(14+(1+p)) = ¢(oé(f(p))))” und
aus A3 gleich *(—1+ (1+p) € dom f) = ($(f(p)) = S(F(~1 + (1 +))))”

folgt via 308-11:
({(L+p,¢(f(p)))} U f Funktion)
AL (1 +p,o(f(p)} U fist 1+ ., ¢-rekursiv).

]
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308-14. Die beiden vorangehenden Sétze kénnen wohlgeféllig kombiniert werden.

308-14(Satz) Es gelte:

=) f st 1+ ., ¢-rekursiv.
=) f,¢ Funktion.
—) pedomf e {N}UN.
—) f(p) € dom ¢.
Dann folgt:
a) {(1+p,o(f(p))} U f Funktion.
b) {(1+p,o(f(p)}U [ ist 1+ . ¢-rekursiv.
c) 1+pedom({(1+p,¢(f(p))}tUf)e{N}UN.
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Beweis 308-14

1: Aus —)“...dom f € {(N}UN”

folgt via 94-8: (dom f =N) V (dom f € N).
’Fallunterscheidung‘
dom f = .

1.1: Aus =) “fist 1 + ., ¢-rekursiv”,
aus —) “ f, ¢ Funktion” ,
aus =) “pedomf...”,
aus 1.1.Fall“dom f = N” und
aus =) “ f(p) € dom¢”
folgt via 308-13:
({(1+ p, 6(F(p)))} U f Funktion)
AL+ p, 6(F ()} U f st 1+, Grrekursiv).

1.2: Aus =) “ fist 1+ ., ¢-rekursiv”,
aus —) “ f, ¢ Funktion” ,
aus =) “pedomf...”7,
aus 1.1.Fall“dom f = N” und
aus =) “ f(p) € dom¢”
folgt via 308-13:

1+ p€dom({(1+p,o(f(p)}Uf)=N.

2: Aus 1.2 ..dom ({(1+p,¢(f(p))} U f)=N"
folgt via 94-8: dom ({(1 +p,o(f(p)))} U f) € {N}JUN.

3: Aus1.241+pedom({(1+p,o(f(p)}Uf)...” und
aus 2

folgt: 1+pedom({(1+p,0(f(p))}Uf) e {N}JUN.

4: Aus 1.1 und
aus 3
folgt:
({1 +p,6(f(p)))} U f Funktion)
A{(+p,0(f(p)))} U fist 1+ ., ¢-rekursiv)
A1+ p € dom({(1+p,0(f(p)}U[f) € {N}UN).
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Beweis 308-14

’Fallunterscheidung‘

1.1: Aus =) “fist 1+ ., ¢-rekursiv” ,
aus —) “ f, ¢ Funktion” ,
aus ) “pedomf...”|
aus 1.2.Fall“dom f € N” und
aus =) “ f(p) € dom¢”
folgt via 308-12:

1.2: Aus =) “ fist 1+ ., ¢-rekursiv”,
aus —) “ f, ¢ Funktion” ,
aus ) “pedomf...”,
aus 1.2.Fall“dom f € N” und
aus =) “ f(p) € dom¢”
folgt via 308-12:

2: Aus 1.2 . .dom({(1+p,o(f(p)))}U f) eN”

3: Aus1.2“1+pedom({(1+p,¢(f(p)}Uf)...” und
aus 2

4: Aus 1.1 und
aus 3
folgt:

dom f e N.

({1 +p,¢(f(p)))} U f Funktion)
A{A +p,o(f(p)}U fist 1 + ., p-rekursiv).

1+pedom({(1+p,o(f(p))}Uf) €N

folgt via 2-2: dom ({(1 +p,o(f(p)))} U f) € {N}UN.

folgt: 14p € dom ({(1+p, 6(f()))} U ) € {N}UN.

({(1 + p, 6(J(p)))} U f Funktion)
A +p, d(F )} U ist 1+
A(L+p € dom ({(1+p, 6(f (1))} U f) € {N} UN).

, o-rekursiv)

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

331

({1 +p,¢(f(p)))} U f Funktion)
AN{A +p,o(f(p))} U fist 1+ ., ¢-rekursiv)
A1 +p € dom ({(1 +p,o(f(p))} U f) € {N}UN).

]
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308-15. Hier muss A keine Menge sein. Die Beweis-Reihenfolge ist b) - a) - ¢).

308-15(Satz) Es gelte:

—) q € A
=) ¢: A— A
Dann folgt:
a) rflgp : N — A.
b) rf0gp(0) = q.
c) Va: (a €N) = (rfOgp(l + ) = ¢(rf0gp(a))).

Beweis 308-15

308.0(x,y) = {w : (wist 1 + ., z-rekursiv mit Startwert (0,y))
A(w Funktion) A (domw € {N} UN)}

308-1(Def)
1.1: Aus =) “qe A7
folgt via Element Axiom: q Menge.
1.2: Aus ) “¢p: A— A7
folgt via 21-1(Def): (¢ Funktion) A (dom¢ = A) A (ran¢ C A).
1.3: Via 308-5 gilt: dom (rf0q¢) € {N} UN.
1.4: Via 308-5 gilt: ran (r£0q¢) C {q} Uran¢.

1.5: Aus =) “qe A7
folgt via 1-8: {q} C A.
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Beweis 308-15 ...

2.1:

2.2:

2.3:

3.b):

3.1:

3.2:

3.3:

Aus 1.2“¢ Funktion...”
folgt via 308-5: rf0g¢ Funktion.

Aus 1.1“q Menge” und
aus 1.2“¢ Funktion...”
folgt via 308-5: rf0q¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q).

Aus 1.5{q} C A” und
aus 1.2“...ran¢p C A”
folgt via 2-12: {¢}Uran¢ C A.

Aus 2.1“rf0g¢ Funktion” und
aus 2.2“rf0q¢ ist 1 + ., ¢g-rekursiv mit Startwert (0, q)”
folgt via 304-15: rf0qp(0) = q.

Aus 1.4“ran (r£f0g¢) C {¢} Uran¢” und
aus 2.3“{q}Uran¢p C A”
folgt via 0-6: ran (rf0qg¢p) C A.

Aus 2.24rf0q¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0,q)”
folgt via 306-15: 0 € dom (r£0qg¢).

Aus 2.24rf0q¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv mit Startwert (0, q)”
folgt via 302-1(Def): rf0q¢ ist 1 + ., p-rekursiv.
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Beweis 308-15 ...

Analysis #308

a € NNdom (rf0q¢).

5:

10:

Aus Themad.1“a € NNdom (rfOq¢)”
folgt via 2-2: (v € N) A (o € dom (r£0qgo)).

: Aus 2.1“rf0q¢ Funktion” und

aus 5“...a € dom (rf0g¢p)”
folgt via 18-22: rfOg¢(a) € ran (rf0q¢).

: Aus 6“rfOg¢(a) € ran (rfOg¢)” und

aus 3.1“ran (rfOgp) C A”
folgt via 0-4: rf0go(a) € A.

0 Aus 7“rfOg¢p(a) € A” und

aus 1.2“...dom¢p=A...7
folgt: rf0gp(a) € dom ¢.

: Aus 3.3“rf0q¢ ist 1 + ., ¢-rekursiv” ,

aus 2.1“rf0q¢ Funktion” ,
aus 1.2“¢ Funktion...” |
aus 5“...«a € dom (rf0q¢)”,
aus 1.3“dom (rfOqg¢) € {N} UN” und
aus 8“rf0q¢(«) € dom¢p”
folgt via 308-14:
{(1+ a, ¢(rf0g¢(a)))} U rf0q¢p Funktion
A {(14 a, ¢(rf0gp()))} Urf0ge ist 1+ ., p-rekursiv
A 1+ a e dom({(1+ «,¢(rfOgp(a)))} Urtlge)
€ {N}JUN.

Aus 9“.. {(1+ a, ¢(rf0gp(a)))} UrfOge

ist 1 + ., ¢-rekursiv” |
aus 9“{(1 + «, ¢(rf0gp()))} U rf0g¢ Funktion...” und
aus 9“...dom ({(14«, ¢(rf0gp(a))) }Urf0g¢p) € {N}UN”
folgt via 308-4:

{(1+ a, ¢p(rf0qp()))} UrfOge € 308.0(¢, q) .
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Beweis 308-15 ...

a € NNdom (rf0g¢).
11: Aus 10“{(1 + a, ¢(rf0gp()))} UrfOgep € 308.0(¢, q) ”

12:

13:

14:

15:

folgt via 1-15:
{(1+ a, o(rf0gp()))} Ur0gep C |J308.0(¢,q) -

Aus 11 und
aus 308-1(Def) “rf0g¢p = J308.0(¢,q)”

folgt: {(1+ a, p(rf0gp())) } UrfOge C rflOge.

Aus 12°{(1 4+ «, ¢(rf0gp()))} UrfOge C rflgo”
folgt via 158-1: {(1+ a, p(rf0gp(a)))} C rf0ge.

Aus 13°{(1 + o, ¢(rf0g¢(a)))} C r£0g9”
folgt via 7-10:

dom ({(1 + a, ¢(rt0g¢(a)))}) € dom (r£0g¢).

Aus 9“.. . 1+«

€ dom ({(1 4 «, ¢(rf0gp(a)))} Urf0ge) ...” und
aus 14“dom ({(1 + «, ¢(rf0gp(a)))}) € dom (r£0q¢)”
folgt via 0-4: 1+ a € dom (rf0q9).

Ergo Thema4.1: [Al| “Va: (o € NNdom (rf0g¢)) = (1 + a € dom (rf0q¢))”

4.2: Aus 3.2“0 € dom (rf0q¢)” und
aus A1 gleich “Va : (o € NN dom (r£0g¢)) = (1 + o € dom (r£0q¢))”
folgt via ISN: N C dom (rf0q¢).

6.a):

: Aus 4.2“N C dom (rf0Og¢)” und

aus 1.3“dom (rfOq¢) € {N} UN”
folgt via 308-6: dom (rf0q¢) = N.

Aus 2.1“rf0q¢ Funktion” |

aus 5“dom (rf0g¢) = N” und
aus 3.1“ran (rfOg¢) C A”
folgt via 21-1(Def): rfOgp : N — A.
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Beweis 308-15 ...

aeN,
8: Aus Thema7“a € N”
folgt via 159-10: l1+aeN.

9: Aus Thema7“a € N7,
aus 8“1 +a € N7 und
aus 6.a) “dom (rfOg¢) = N”
folgt: a,1+ a € dom (rf0q¢).

10: Aus 2.1“rf0g¢ Funktion” ,
aus 3.3“rf0q¢ ist 1 + ., p-rekursiv”
aus AAIIT“A Algebra in A” |
aus 1.2“¢ Funktion...” und
aus 9“a, 1 4+ o € dom (rf0q¢)”
folgt via 304-8: rf0gp(l + a) = ¢(rf0gop(a)).

Ergo Thema7: Ac)| “Ya: (e € N) = (rf0go(1 + o) = ¢(rf0gp()))”

]
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