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F
˘
£

¯
Operator, der Fourierkoeffizienten der Funktion £ ermittelt,
Seite 25
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ten, Seite 24
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L
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w, L̃w, L̄w Differentialoperatoren für Problem formuliert in w, Seite 24

L
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Q
N{£} Näherung der Funktion £ basierend auf einer N -

Diskretisierung, Seite 49

Sonstige Symbole

B Körper, Seite 10

E dreidimensionaler Euklidischer Punktraum, Seite 10

GL(3) allgemeine lineare Gruppe: Liegruppe der linearen Abbildungen
mit positiver Determinante, Seite 12

M Mannigfaltigkeit, Seite 10

SO(3) spezielle orthogonale Gruppe: Liegruppe der Drehmatrizen mit
Determinante 1, Seite 12

S
1 1-Sphäre, Oberfläche einer zweidimensionalen Kugel mit Radi-

us 1, Seite 12

S
2 2-Sphäre, Oberfläche einer dreidimensionalen Kugel mit Radius

1, Seite 12

£ Platzhalter, beliebiger Operand, Seite 55

Hinweis zur Rechnung mit Indizes

Lateinische Indizes durchlaufen die Werte 1, 2, 3. Griechische Indizes
durchlaufen die Werte 1, 2, 3, 4, 5, 6. Über doppelt auftauchende Indizes
wird summiert.
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1 Einleitung

1.1 Grundlagen, Spezialisierung und Ziel der Arbeit

1.1.1 Grundlagen

Das Kontinuum mit Mikrostruktur ist eine Verallgemeinerung des
herkömmlichen Kontinuums, das in den verschiedensten Bereichen der
Physik - insbesondere der rationalen Mechanik - zur Beschreibung von
Prozessen verwendet wurde und wird. Im Gegensatz zum herkömmli-
chen Kontinuum wird beim Kontinuum mit Mikrostruktur zusätzlich
eine

”
Ordnung“ auf der atomaren Ebene berücksichtigt, die für das

Verhalten eines Körpers von entscheidender Bedeutung ist. Dies ist
nun bei einer vielfältigen Reihe von Materialien der Fall, aus denen
Körper bestehen können. Beispiele hierfür sind Stoffe mit näherungs-
weise starren und stäbchenartigen Strukturen im Inneren, Blutplasma,
granulare Stoffe, Festkörper mit kontinuierlich verteilten Versetzungen,
Flüssigkeiten mit Bläschen, Flüssigkristalle usw. .

Das Materialverhalten hängt beim Kontinuum mit Mikrostruktur
u.U. also auch von anderen als den observablen Größen wie der Be-
wegung oder Verschiebung ab. Unter einer einzigen bestimmten Bewe-
gung kann das Material ganz verschiedene Zustände annehmen, weil die
atomare Ordnung auch ganz verschieden sein kann. Aus diesem Grund
wird der Konfigurationsraum des herkömmlichen Kontinuums passend
zu den Eigenschaften des Materials erweitert. Aus Gründen der prakti-
schen Umsetzung wird der spezielle atomare Zustand durch ein Element
einer Mannigfaltigkeit1 dargestellt (siehe Abbildung 1).

Welche
”
Art“ von Mannigfaltigkeit für den Stoff bzw. Körper

”
pas-

send“ ist, hängt natürlich von der Art der Eigenschaften ab, die das spe-
zielle Stoffverhalten ausmachen. Beispiele sind in Tabelle 1 dargestellt.
Der Vorteil der moderneren Beschreibung eines Körpers als Kontinu-
um mit Mikrostruktur liegt darin, dass man sich die Vorteile der Kon-
tinuumstheorien bewahrt (Anwendung der Differential- und Integral-
rechung etc.), gleichzeitig aber wesentlich mehr Möglichkeiten zur Be-
schreibung des Materialverhaltens eröffnet. Insbesondere bietet sich die
Möglichkeit, das Materialverhalten völlig verschiedenartiger Stoffe ver-
schiedener Aggregatzustände in einem einheitlichen Rahmen (nämlich
dem des Kontinuums mit Mikrostruktur) zu untersuchen.

1Näheres zur Differentialgeometrie findet man z.B. in [Spivak 70].
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1 Einleitung

q(X̃) ∈ M

p(X̃) ∈ E

E

X̃ ∈ B

KonfigurationKörper

Ordnung

Platzierung

M

B → E × M

Abbildung 1: Konfigurationsraum des Kontinuums mit Mikrostruktur, der

”
Zustand“ eines Teilchens X̃ ist festgelegt durch p und q,

also durch die Lage und die Ordnung von X̃. Die Menge aller
Zustände, die alle Teilchen zu jeder Zeit annehmen können,
bilden den Konfigurationsraum.

Das Forschungsgebiet Kontinua mit Mikrostruktur beinhaltet Aspek-
te einer makroskopischen Theorie, aber auch solche aus mikrosko-
pischen Theorien. Damit ist es möglich, Eigenschaften verschiedener
Größenskalen abzubilden. Die Konsequenzen, die eine Erweiterung der
Theorien für gewöhnliche Kontinua auf Theorien für Kontinua mit Mi-
krostruktur mit sich bringt, sind in Abbildung 2 dargestellt. Der
Versuch, das Verhalten eines Stoffes unter Berücksichtigung irgendeiner
atomaren Ordnung (Ordnungsparameter) zu beschreiben hat eine lange
Tradition. Für Festkörper und Fluide sind in [Cosserat 09, Eringen 68,
Toupin 64, Mindlin 62, Mindlin 64, Mindlin 65, Green 64] verschiede-
ne Ansätze zur Berücksichtigung der atomaren Ordnung für Festkörper
und Fluide gegeben. Neben der schon aufgezeigten Möglichkeit der Er-
weiterung des Konfigurationsraums wurden auch sogenannte Gradien-
tentheorien entwickelt. Hierbei wird das

”
Empfinden“ eines Stoffes da-
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1.1 Grundlagen, Spezialisierung und Ziel der Arbeit

klassisches Kontinuum Kont. mit Mikrostruktur

Konfigu-

rations-

abbildung

B → E B → E × M

Felder Massendichte

Impulsdichte

(Kraft-)Spannung ...

Spindichte

Momentenspannung

weitere neue Felder

Bilanzen

und

Axiome

Massenbilanz

Impulsbilanz

Energiebilanz ...

neue Bilanzen

neue Axiome

Prinzipe der

Mat.-theorie

Invarianz

Determinismus

Objektivität

spezielle Stoffgesetze

Neue Annahmen

für neue Felder

neue Stoffgesetze

Mathe-

matische

Methoden

Differential und

Integralrechnung

Diff.-geometrie auf E

Differentialgeometrie

auf E × M

Statistik

Abbildung 2: Erweiterung des herkömmlichen klassischen Kontinuums auf
das Kontinuum mit Mikrostruktur
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1 Einleitung

”
Charakter“ des

Kontinuums
Bedeutung von q ∈
M

Mannigfaltigkeit M

porös, mit ku-
gelförmigen Löchern

Volumenanteil der
Löcher

[0,
√

3π
8

)

flüssig mit Bläschen Volumenanteil der
Bläschen

[0, 1]

mit ebenem Spin Lage/Orientierung
eines Einheitsvektors
in einer Ebene

[0, 2π) oder S
1

mit Spin Lage/Orientierung
eines Einheitsvektors

S
2

”
Cosserat-artig“ Lage eines Dreibeins

aus orthogonalen
Einheitsvektoren

SO(3)

mikromorph Lage eines deformier-
baren Ellipsoids

GL(3)+

Tabelle 1: Beispiele für Kontinua mit Mikrostruktur, siehe auch [Capriz 89]

durch erweitert, dass man die Einflussumgebung durch Berücksichti-
gung höherer Gradienten vergrößert. Der Konfigurationsraum kann da-
bei der des herkömmlichen Kontinuums bleiben. Gemischte Theorien
(Erweiterung des Konfigurationsraums und Erweiterung der Einfluss-
umgebung) sind auch möglich. Eine systematische Einordnung verschie-
dener (auch gemischter) Theorien ist in [Trostel 80] erläutert. Darin
wird unterschieden zwischen einerseits der Erweiterung der Einflussum-
gebung in dem Sinne, dass höhere Gradienten der Bewegung berück-
sichtigt werden und andererseits der Erweiterung der Kinematik in dem
Sinne, dass der Konfigurationsraum vergrößert wird.

Die Theorien - insbesondere die, bei denen der Konfigurationsraum
erweitert wird - kommen seit einigen Jahren zu einer neuen Blüte. In-
zwischen werden auch Methoden der statistischen Physik mit den Theo-
rien für Kontinua mit Mikrostruktur gekoppelt, was einer weiteren Ver-
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1.1 Grundlagen, Spezialisierung und Ziel der Arbeit

allgemeinerung entspricht. Hierbei wird jedem Kontinuumselement eine
bestimmte statistische Verteilung des atomaren Zustands zugeordnet
(siehe hierzu [Svendsen 99, Svendsen 01]).

Beim der Untersuchen von Kontinua mit Mikrostruktur gelangt man
zu für die Kontinuumsmechanik neuen Fragestellungen (siehe auch
Abbildung 2): Welche zusätzlichen Axiome analog zu den Newton-
schen Axiomen der klassischen Mechanik und deren Erweiterungen und
Ergänzungen für die Kontinuumsmechanik sollten gefordert werden?
Wie lassen sich spezielle Stoffgesetze finden? Welche Größen sind in-
variant gegen welche speziellen Transformationen? Hierzu gibt es ver-
schiedene Ansätze [Capriz 89, Svendsen 99, Svendsen 01, Muschik 01,
Muschik 04], die hier nicht im Einzelnen diskutiert werden sollen. Statt-
dessen wird aus der großen Menge aller möglichen Themen in diesem
Problemkreis eine Spezialisierung hin zu einer praxisorientierten Pro-
blemstellung gegeben.

1.1.2 Spezialisierung und Ziel, Einbettung in aktuelle Forschung

In dieser Arbeit wird es speziell um Kontinua mit Mikrostruktur aus der
Klasse der Festkörper gehen und hierbei weiter um die Verzerrungs- und
Spannungsberechnung in repräsentativen Volumenelementen. Alle Be-
rechnungen werden im Rahmen der linearen Elastizitätstheorie durch-
geführt, so dass die untersuchten Differentialgleichungssysteme linear
sind. Es wird gezeigt werden, dass alle Kontinua mit Mikrostruktur
dieser Klasse (lineare Elastizitätstheorie und periodische Randbedin-
gungen) mit derselben Prozedur behandelt werden können. Beispiel-
haft werden drei verschiedene Kontinua mit Mikrostruktur untersucht:
Das Cosserat-Kontinuum, das Kontinuum mit Momentenspannungen
(couple-stress-theory) und das klassische Kontinuum, bei dem zwar
keine Mikrostruktur vorhanden ist, das aber trotzdem im selben Rah-
men untersucht werden kann. Sowohl das Couple-Stress-Kontinuum, als
auch das klassische Kontinuum lassen sich als Spezialfälle des Cosserat-
Kontinuums ableiten.

Trotz dieses engen Korsetts an Voraussetzungen bzw. trotz des ho-
hen Grades an Spezialisierung, können die Formeln und die Rechen-
ergebnisse für eine Vielzahl von Anwendungen genutzt werden, da die
Spannungsberechnung in repräsentativen Volumenelementen eine viel-
fach benutzte Methode darstellt. Solche Anwendungen sind z.B. Homo-

13



1 Einleitung

genisierung, Modellierung der verzerrungsabhängigen Vergröberung in
repräsentativen Volumenelementen und vieles mehr.

Die vorgestellte Methode zur Lösung der Randwertprobleme mit Fou-
rierreihen (siehe Abschnitt 3.4) bietet gegenüber anderen Methoden be-
sondere Vorteile. Zum einen ist die Methode besonders übersichtlich,
so dass nur kurze Zeit für das Verständnis und für die Einarbeitung in
die Programme nötig ist (siehe Abschnitt B). Dies ist für die weitere
Benutzung der Programme sehr hilfreich. Zum anderen lässt sich der
Fehler (siehe Abschnitt A.6) exakt ermitteln, was bei anderen Verfah-
ren (z.B. bei der Methode der Finiten Elemente) unmöglich ist (siehe
Abschnitt A.6).

Das klassische Kontinuum wurde bereits in [Kaßbohm 05a] unter-
sucht. Eine ähnliche Behandlungsmethode für das klassische Konti-
nuum findet man in [Müller 96, Moulinec 98, Moulinec 94, Eyre 99].
Dieselbe Problemstellung (teils auch für Cosserat-Kontinua), mit der
Methode der Finiten Elemente behandelt, liest man z.B. in [Kanit 03,
Forest 99, Forest 00, Cailletaud 03] nach. Ähnliche Problemstellungen
werden von [Chang 05, Oden 70, Nakamura 84, Padovan 78] mit der
Methode der Finiten Elemente untersucht. Asymptotische Verfahren
für Cosserat-Kontinua werden z.B. in [Forest 01] behandelt.

Obwohl die Berechnung repräsentativer Volumenelemente mit Fou-
rierreihen äußerst naheliegend ist, wurde die Erweiterung auf Kontinua
mit Mikrostruktur bisher nicht durchgeführt. Das wesentliche Ziel der
Arbeit ist es aufzuzeigen, dass die vorgestellte Methode unter den ge-
gebenen Voraussetzungen zur Berechnung repräsentativer Volumenele-
mente ein universelles Werkzeug ist. Alle Kontinua mit Mikrostruktur
in der linearen Elastizitätstheorie können bei periodischen Randbedin-
gungen mit der vorgestellten Methode untersucht werden. Ein weiterer
wesentlicher Bestandteil der Arbeit ist die Verbesserung und Erweite-
rung der Verfahren von [Müller 96, Moulinec 98, Moulinec 94, Eyre 99].
Es werden folgende Verbesserungen beschrieben:

• Zwei Fehler, die bei einer numerischen Berechnung eines vorgeleg-
ten Problems auftauchen, werden unterschieden. Es werden Wege
aufgezeigt, wie sich einer der Fehler durch Abminderungsfaktoren
reduzieren lässt.

• Durch die Ausnutzung der periodischen Faltung kann der Re-
chenaufwand gegenüber den bisher benutzten Verfahren deutlich
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1.2 Gliederung der Arbeit

verringert werden. Das Verfahren wird dadurch auch übersichtli-
cher.

• Die bekannten Verfahren sind vom zweidimensionalen Fall (bei
dem ungeklärt ist, ob es sich um einen ebenen Spannungs- oder
einen ebenen Verzerrungszustand handeln sollte) verallgemeinert
worden auf den Fall eines dreidimensionalen repräsentativen Vo-
lumenelements.

• Durch die Behandlung mit Fourierreihen können die Funktionen
an jeder Stelle im repräsentativen Volumenelement ausgewertet
werden, und nicht nur an den bei der diskreten Fourier Transfor-
mation benutzten Stellen. Alle Ableitungen können exakt ermit-
telt werden.

Ein weiteres Ziel der Arbeit ist, ein dokumentiertes Programmpaket be-
reitzustellen, mit dem praktische Problemstellungen bearbeitet werden
können, die am Institut für Mechanik der TU Berlin (Fachgebiet Kon-
tinuumsmechanik und Materialtheorie) auftauchen. Um die Anwend-
barkeit und Erweiterbarkeit der Programme zu gewährleisten, ist die
Programmierung mit der sehr einfachen und für die Anforderungen aus-
reichenden Programmiersprache Fortran77 umgesetzt.

1.2 Gliederung der Arbeit

Da insbesondere das Cosserat-Kontinuum inzwischen vielfache Anwen-
dungen gefunden hat (siehe hierzu [Lakes 81, Lakes 82, Nakamura 95,
Lakes 95]), wird in dieser Arbeit das Cosserat Kontinuum zuerst un-
tersucht. Zwei Spezialfälle lassen sich daraus unmittelbar ableiten: Das
klassische Kontinuum und das Couple-Stress Kontinuum. Die entschei-
denden Gleichungen werden daher im folgenden Abschnitt 2 immer
blockweise für alle drei Typen angegeben. Am Ende des Abschnitts 2
liegen alle Gleichungen vor, die man zur analytischen Lösung des Pro-
blems benötigt.

Die benötigten Lösungsoperatoren können nur im Fourierraum be-
rechnet werden, und daher wird das Problem in den Fourierraum übert-
ragen mit der Folge, dass von bestimmten Eingangswerten die Fourier-
koeffizienten ermittelt werden müssen. Diese Berechnung erfolgt nume-
risch und basiert auf einer Diskretisierung. Grundlage bietet die Theo-
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1 Einleitung

rie der Fourierreihen und die diskrete Fourier Transformation. Auf diese
Themen wird in Abschnitt 3.1 eingegangen.

In Abschnitt 4 wird die Methode anhand von zwei akademischen
Beispielen illustriert. Dabei wird auch die Diskretisierung genau be-
schrieben. Nachfolgend wird als ein praktisches Problem ein Beispiel
aus [Müller 04] untersucht.

Schließlich werden in Abschnitt 5 die Ergebnisse diskutiert und zu-
sammengefasst. Einige mögliche Wege zur Erweiterung oder Verbesse-
rung des Verfahrens werden aufgezeigt. Zusätzlich werden Vorschläge
gegeben, in welche Richtung eine weiterführende Forschung laufen
könnte.

Im Anhang A werden einige Formeln gezeigt, die bei der Problem-
und Lösungsbeschreibung (Abschnitt 2) aus Gründen der Übersicht-
lichkeit übergangen werden. Insbesondere wird die Berechnung der
Lösungsoperatoren dort beschrieben. kann. Im Anhang B werden al-
le benutzten Fortran-Programme jeweils dokumentiert aufgelistet.

Die Arbeit schließt mit einem Literaturverzeichnis und einem Index.
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2 Problemstellung und Lösungsweg

2.1 Formulierung des abstrakten, verallgemeinerten Problems

und Spezialisierung für die drei Kontinua mit

Mikrostruktur

Das mathematische Problem, um dessen Lösung es geht, ist ein Rand-
wertproblem. Es umfasst die drei Bereiche Differentialgleichungen,
Randbedingungen und Lasten (siehe Abbildung 3).

Es wird gezeigt werden, dass das beschriebene Verfahren für alle Kon-
tinua mit Mikrostruktur in der linearen Elastizitätstheorie geeignet ist.
Daher werden Operatoren definiert, die eine verallgemeinerte Darstel-
lung des Problems möglich machen. Für jedes spezielle Kontinuum sind
diese Operatoren dann aufzuschlüsseln. Sie haben damit auch für die
drei untersuchten Kontinua verschiedene Bedeutungen.

Das Cosserat-, das klassische und das Couple-Stress-Kontinuum fal-
len alle in die Rubrik

”
Cosserat-artig“ (siehe Tabelle 1). Das Cosserat-

Kontinuum enthält das klassische Kontinuum und das Couple-Stress-
Kontinuum als Spezialfälle.

Das verallgemeinerte Problem wird beherrscht von linearen parti-
ellen Differentialgleichungen für die verallgemeinerten Verschiebungen
und periodischen Randbedingungen an die verallgemeinerten Verzer-
rungen. Außerdem sind als

”
Lasten“ Mittelwerte der verallgemeinerten

Verzerrungen vorgegeben (siehe Abbildung 3).

2.1.1 Differentialgleichungen

Fasst man den Verschiebungsvektor u und den axialen Vektor der

Drehung v zu einem geordneten Paar w
def
= (u, v) zusammen,

so lassen sich die Verschiebungs-Differentialgleichungen des Cosserat-
Kontinuums, des klassischen Kontinuums und die des Couple-Stress-
Kontinuums mit Hilfe eines linearen Differentialoperators L

w angeben
als2

L
ww = 0 . (2.1)

2Gleichungen gelten für homogene Körper bei Abwesenheit von Volumenkräften
und -momenten und Abwesenheit von Beschleunigungskräften (Statik)
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2 Problemstellung und Lösungsweg

Differentialgln.

Materialgesetz

Kinematik

Gleichgewichts-

bedingungen

Randbedingungen Randbedingungen

periodische

Lasten

Mittelwerte der

Verzerrungen

Eigendehnungen

Abbildung 3: Mathematisches Problem

Für die drei verschiedenen Kontinua nimmt diese Gleichung folgende
Gestalten an3(vgl. [Eringen 68]):

Cosserat

"

(λ + µ)ul,lk + (µ + κ)uk,ll + κeklmvm,l = 0

(α + β)vl,lk + γvk,ll + κeklmum,l − 2κvk = 0

klassisch
ˆ
(λ + µ)ul,lk + µuk,ll = 0

Couple-Str.

"

(λ + µ + 1/2 κ)uk,lk + 1/4 γuk,lkmm+

(µ + 1/2 κ)ul,kk − 1/4 γul,kkmm = 0

(2.2)

3Kommas im Index bedeuten partielle Ableitungen nach den kartesischen Koor-
dinaten.
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2.1 Problemstellung

Das Cosserat-Kontinuum umfasst, wie gesagt, das klassische Konti-
nuum und das Couple-Stress-Kontinuum als Spezialfälle. Für das klas-
sische Kontinuum setzt man α = β = γ = κ = 0. Und für das Couple-
Stress-Kontinuum setzt man vm = 1/2 emnouo,n.

Diese Gleichungen erhält man aus der Gleichgewichtsbedingung nach
Elimination der Spannungen (Einsetzen des Zusammenhangs zwischen
den Spannungen und den Verzerrungen, also des Materialgesetzes) und
nach Elimination der Verzerrungen (Einsetzen des Zusammenhangs
zwischen den Verschiebungen und den Verzerrungen). Als Annahmen
gehen dabei verschiedene Dinge ein: Neben der Isotropieannahme geht
man davon aus, dass das Materialgesetz, das für homogene Körper
hergeleitet wird, auch für inhomogene Körper gilt. Weiterhin nimmt
man an, dass die Beschleunigungskräfte und die Volumenkräfte ver-
nachlässigt werden können.

Setzt man andererseits in die (identischen) Gleichgewichtsbedingun-
gen der drei untersuchten Kontinua mit Mikrostruktur, nämlich

Cosserat

"

τlk,l = 0

µlk,l + ekmnτmn = 0

klassisch
ˆ
τlk,l = 0

Couple-Str.

"

τlk,l = 0

µlk,l + ekmnτmn = 0

(2.3)

die jeweiligen Materialgesetze ein, nämlich

Cosserat

"

τlk = λεrrδlk + (µ + κ)εlk + µεkl − %ε∗δlk

µlk = ακrrδlk + βκlk + γκkl

klassisch
ˆ
τlk = λεrrδlk + 2µεlk − %ε∗δlk

Couple-Str.

2

6
4

τ(lk) = λεrrδlk + (2µ + κ)εlk − %ε∗δlk

τ[lk] = −1/2 erlkµnr,n

µlk = βκlk + γκkl

(2.4)

und ersetzt aber noch nicht die Verzerrungen durch die Verschiebun-

gen, so erhält man mit der verallgemeinerten Verzerrung γ
def
= (ε, κ),
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2 Problemstellung und Lösungsweg

äquivalent zu Gleichung (2.1)

L
γ
γ = 0

γ = L
γww

(2.5)

mit L
γ
L

γw = L
w.

Für die drei Kontinua ist das:

Cosserat

2

6
4

(λεrrδlk + (µ + κ)εlk + µεkl − %ε∗δlk),l = 0

(ακrrδlk + βκlk + γκkl),l+

ekmn(λεrrδmn + (µ + κ)εmn + µεnm) = 0

klassisch
ˆ
(λεrrδlk + 2µεlk − %ε∗δlk),l = 0

Couple-Str.

2

6
6
6
6
4

˘
λεrrδlk + (2µ + κ)εlk − %ε∗δlk−

1/2 erlk(βκnr + γκrn),n

¯

,l
= 0

(βκlk + γκkl),l + ekmn

˘
λεrrδmn + (2µ + κ)εmn−

1/2 ermn(βκnr + γκrn),n

¯
= 0
(2.6)

Und die Verzerrungs-Verschiebungs-Zusammenhänge lauten:

Cosserat

"

εkl = ul,k + elkmvm

κkl = vk,l

klassisch
ˆ
εkl = 1/2 (ul,k + uk,l)

Couple-Str.

"

εkl = 1/2 (ul,k + uk,l)

κkl = 1/2 ekrsus,rl

(2.7)

2.1.2 Randbedingungen

Als nächstes ist das Gebiet festzulegen, auf dem die Differentialgleichun-
gen gelten und die Randbedingungen, die an den Grenzen des Gebiets
erfüllt werden sollen.

In dieser Arbeit geht es aus ausschließlich um periodische Randbe-
dingungen. Solche findet man

”
in der Natur“ dort, wo eine Struktur sich

periodisch ausgebildet hat und die Belastung auf der Struktur homogen
ist, so dass alle Abschnitte denselben Belastungen ausgesetzt sind und
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2.1 Problemstellung

zusätzlich dieselbe Struktur aufweisen. Das betrachtete Gebiet (wel-
ches sich in alle Raumrichtungen periodisch fortsetzt) sei dreidimensio-
nal und quaderförmig, und es wird als repräsentatives Volumenelement
bezeichnet (siehe Abbildung 4).

2πL1

2πL2

2πL3

Abbildung 4: Zweidimensionale unendlich ausgedehnte Faser-Matrix Struk-
tur bestehend aus zwei Komponenten (rechts) und drei-
dimensionales repräsentatives Volumenelement mit periodi-
schen Randbedingungen (links)

2.1.3 Lasten

Als Lasten seien Mittelwerte der Verzerrungen vorgegeben. Mit verall-
gemeinerten Verzerrungen ist gemeint:

〈γ〉 = γ0 (2.8)

Für die drei Kontinua ist dies gleichbedeutend mit:

Cosserat

"

〈εkl〉 = ε0kl

〈κkl〉 = κ0kl

klassisch
ˆ
〈εkl〉 = ε0kl

Couple-Str.
ˆ
〈εkl〉 = ε0kl

(2.9)

Unabhängig von den Mittelwerten kann den drei untersuchten Konti-
nua mit Mikrostruktur (zusätzlich) eine dilatorische Eigendehnung ε∗
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2 Problemstellung und Lösungsweg

aufgeprägt werden derart, dass bei ausbleibenden Gesamtdehungen Ei-
genspannungen

τ∗
lk = − (3λ + (2µ + κ))

| {z }

def
= %

ε∗δlk (2.10)

= −%ε∗δlk (2.11)

resultieren.

2.2 Lösungsweg

Das Problem besteht aus den Differentialgleichungen, den Randbedin-
gungen und den Lasten (siehe Abbildung 3). Die periodischen Rand-
bedingungen werden bereits dadurch befriedigt, dass für die Lösung
ein Ansatz in Form einer Fourierreihe gemacht wird. Es bleiben also
die Differentialgleichungen und die Lasten. Diese lauten in Operator-
schreibweise für alle drei Kontinua:

γ = L
γww , (2.12a)

L
γ
γ = 0 , (2.12b)

〈γ〉 = γ0 . (2.12c)

Außerdem ist für jedes konkrete Problem die örtliche Verteilung aller
Materialwerte vorgegeben, ebenso wie die örtliche Verteilung der Ei-
gendehnungen. Auch die Abmessungen des repräsentativen Volumen-
elements liegen bei jeder Problemstellung fest.

Die Lösung des gestellten Problems geschieht in mehreren Schritten:
An einem vereinfachten Problem definiert man einen Lösungsoperator,
der dann auch am Originalproblem Anwendung findet. Mit ihm kann
die Lösung des Originalproblems in impliziter Form abstrakt hinge-
schrieben werden. Mit Hilfe einer Neumann-Reihe gelangt man weiter
zu einer abstrakten Formulierung der Lösung des Originalproblems in
expliziter Form. Der Lösungsoperator kann jedoch nur im Fourierraum
berechnet werden. Eine Übersicht zur Lösungsstrategie bietet Abbil-
dung 5. Details zur Lösung findet man in den folgenden Abschnitten
und im Anhang.
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2.2 Lösungsweg

(abstrakt) (abstrakt)

Originalproblem

L
γγ = 0

〈γ〉 = γ0

(2.12)

Verwandtes Problem

L̄
γγ = r̃

〈γ〉 = γ0

(2.13)

Def. Lösungs-

operator Ḡ

γ = Ḡr̃ + γ0

implizite Lösung

mit Ḡ

γ = ḠL̃
γγ + γ0

Neumann-Reihe:

Rekursion (A.11)
mγ = m−1γ − ...

(konkret)

Berechnungen

Lösungs-

operatoren

ḡε
klµ, ḡκ

klµ (A.19)

FourierraumRealraum

Rekursionsformel
mε∧kl = m−1ε∧kl...
mκ∧

kl = ...(A.24)

Abbildung 5: Schematische Darstellung des Lösungswegs: Das gegebene
Problem wird vereinfacht, und am vereinfachten Problem
wird ein Lösungsoperator definiert, mit dessen Hilfe sich eine
implizite Lösung des gegebenen Problems aufschreiben lässt.
Durch eine Neumann-Reihe erhält man aus der impliziten eine
explizite iterative Lösungsformel. Der Lösungsoperator selbst
kann nur im Fourierraum berechnet werden. Er wird in der
Rekursion im Fourierraum benutzt.
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2 Problemstellung und Lösungsweg

2.2.1 Implizite Lösung im Realraum

Aufgrund der Ortsabhängigkeit der Materialwerte α, µ usw. sind die
(Koeffizienten der) Differentialoperatoren L

w und L
γ ebenfalls orts-

abhängig, was die Bestimmung der gesuchten Lösung γ erschwert.
Die formale Ähnlichkeit mit dem verwandten Problem mit konstan-

ten Koeffizienten und vorgegebener rechter Seite r̃, nämlich

γ = L
γww , (2.13a)

L̄
γ
γ = r̃ , (2.13b)

〈γ〉 = γ0 , (2.13c)

gestattet es dennoch, eine Lösung anzugeben: Man definiert dazu

λ(x) = λ̄ − λ̃(x), µ(x) = µ̄ − µ̃(x), κ(x) = κ̄ − κ̃(x),

γ(x) = γ̄ − γ̃(x), α(x) = ᾱ − α̃(x), β(x) = β̄ − β̃(x),

%(x) = %̄ − %̃(x)

und dazu passend

L
γ = L̄

γ − L̃
γ , (2.14a)

L
w = L̄

w − L̃
w . (2.14b)

Hierbei bezeichnet die Tilde ˜ Ortsabhängigkeit. Und der Überstrich
weist auf einen Zusammenhang zu nicht ortsabhängigen Größen hin.
Beispielsweise wirkt L

γ auf die Verzerrungen gekoppelt mit den Mate-
rialwerten λ, µ usw. (siehe Gleichungen (2.6)), während L̃

γ im Unter-
schied zu L

γ auf λ̃ und µ̃ wirkt, jedoch dieselbe Form wie dieser besitzt.
Weiterhin sei der Lösungsoperator Ḡ definiert über

γ = Ḡr̃ + γ0 (2.15a)

⇔ γ löst (2.13) mit periodischen Randbedingungen . (2.15b)

Dann ist die gesuchte Lösung von (2.12) in impliziter Form bekannt als

γ = ḠL̃
γ
γ + γ0 . (2.16)

Der Lösungsoperator Ḡ kann ohne Weiteres im Fourierraum berechnet
werden (Herleitung des Lösungsoperators im Fourierraum F

˘
Ḡ

¯
in Ab-

schnitt A.3, Definition der Lösungsoperatoren im Fourierraum ḡε , ḡκ

siehe Definitionen (A.19) ).
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2.2 Lösungsweg

Außerdem kann statt der impliziten Lösungsformel eine (iterative)
explizite Formel zur näherungsweisen Berechnung von γ angegeben
werden, was im nächsten Abschnitt geschieht.

2.2.2 Explizite, näherungsweise Lösung im Fourierraum

Im Folgenden werden Begriffe wie Fourierreihe, Fourierkoeffizienten und
Fouriertransformierte vorausgesetzt. Die entsprechenden Definitionen
sind in den Gleichungen (3.1) und (3.2) gegeben.

Es wird vereinfachend angenommen, dass sich alle Funktionen als
Fourierreihe darstellen lassen und dass die Fourierreihe einer Funktion
identisch ist mit der Funktion selbst, so dass zwischen der Funktion und
ihrer Fourierreihe nicht unterschieden werden muss. Ausgangspunkt ist
die Fouriertransformierte von (2.13):

L̄
γ
γ = r̃ ∀x ⇔ F

˘
L̄

γ
γ

¯
= F

˘
r̃
¯

∀k 6= 0 , (2.17a)

〈γ〉 = γ0 ⇔ F
˘
γ

¯
= γ0 falls k = 0 , (2.17b)

wobei die Fouriertransformierte nichts weiter ist als die (diskrete Funk-
tion der) Fourierkoeffizienten.

Man findet folgende Darstellung:

F
˘
γ

¯
=

(

F
˘
Ḡ

¯
F

˘
r̃
¯

∀k 6= 0

γ0 k = 0 .
(2.18)

Die ausgeschriebene Form dieser Gleichung ist (A.18).
Die Lösung von (2.16) ist dann:

F
˘
γ

¯
=

(

F
˘
Ḡ

¯
F

˘
L̃

γγ
¯

∀k 6= 0

γ0 k = 0 .
(2.19)

Diese implizite Formel kann mithilfe einer Neumann-Reihe in eine expli-
zite Form gebracht werden - allerdings nur als rekursive Formel. Damit
gelingt es (falls die Reihe konvergiert), eine Näherung für die gesuchte
Größe anzugeben. Man erhält nach kurzer Rechnung (Berechung von
F

˘
L

γ m−1γ
¯

in Abschnitt A.4) für die m-te Näherung (m = 2, 3, ...)

F
˘m

γ
¯

=

(

F
˘

m−1γ
¯
− F

˘
Ḡ

¯
F

˘
L

γ m−1γ
¯

∀k 6= 0

γ0 k = 0 .
(2.20)
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2 Problemstellung und Lösungsweg

Hierbei bezeichnet m−1γ die (m − 1)-te Näherung, und mγ bezeichnet
die m-te Näherung. Als Startwert der Iteration (m = 1) wird gesetzt
F

˘
1γ

¯
= γ0 - also eine konstante Verzerrung mit den vorgegebenen

Mittelwerten.
Damit liegen alle Formeln zur Lösung des Randwertproblems fest.
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3 Numerische Behandlung mit Fourierreihen

Sowohl bei der analytischen als auch bei der numerischen Lösung des
Problems wird angenommen, dass sich alle betrachteten Felder als Fou-
rierreihen darstellen lassen. Man könnte auch sagen, dass für die gesuch-
ten Felder

”
Ansätze“ vom Typ einer Fourierreihe benutzt werden. Die-

se Methode hat den Nachteil, dass sie einer Festlegung auf periodische
Randbedingungen enspricht. Das heißt, dass mit dieser Methode nur
ganz spezielle Randwertprobleme gelöst werden können - nämlich nur
solche mit periodischen Randbedingungen. Die Methode zeigt jedoch
auch wichtige Vorteile. Diese sind im einzelnen:

• Der Fehler des gelösten Problems ist Null (abgesehen von Run-
dungsfehlern, die die numerische Behandlung mit sich bringt),
wenn die Iteration konvergiert.

• Es können mit geringem Rechenaufwand Gebiete von
”
unendli-

cher“ Größe untersucht werden, denn die periodischen Randbe-
dingungen setzen sich bis in die “Unendlichkeit” fort.

• Die Methode ist sehr einfach und sehr übersichtlich.

• Die Fourieranalyse ist als grundlegendes Werkzeug der Naturwis-
senschaften seit langem etabliert.4

3.1 Fourierkoeffizienten und Fourierreihe

Grundlegendes zur Fourieranalysis liest man z.B. in [Courant 68] oder
in [Brigola 97] nach. Hier seien nur die wichtigsten Definitionen gege-
ben.

Eine Funktion f(x) sei periodisch bezüglich der Intervalle x1 ∈
[0, 2πL1), x2 ∈ [0, 2πL2), x3 ∈ [0, 2πL3), wobei 2πLi die Seitenlängen
des dreidimensionalen repräsentativen Volumenelements sind (siehe
Abbildung 4).

4Historische Anmerkung: Jean Baptiste Joseph Fourier (1768 - 1830) benutz-
te trigonometrische Reihen zur Darstellung von Lösungen der (Fourierschen)
Wärmeleitungsgleichung.
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3 Numerische Behandlung mit Fourierreihen

Die Definition der Fourierkoeffizienten lautet:

F
˘
f

¯
(k) = f∧(k) (3.1a)

def
=

1

8π3L1L2L3

Z 2πL1

x1=0

dx1

Z 2πL2

x2=0

dx2

Z 2πL3

x3=0

dx3f(x)e−ιk · x

(3.1b)

=
1

8π3

Z 2π

x1=0

dx1

Z 2π

x2=0

dx2

Z 2π

x3=0

dx3f(x)e−ιkL · x (3.1c)

Hierbei sind zwei Wellenvektoren definiert worden: Der Wellenvektor
k ist so definiert, dass ki ∈ {. . . ,− 2

L1
,− 1

L1
, 0, 1

L1
, 2

L1
, . . . }. Und der

dimensionslose Wellenvektor kL ist hierbei so definiert, dass kL
i ∈

{. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . . }.
Die inverse Fourier Transformation (hier: die Fourierreihe) ist defi-

niert als:

f(x) = F
−1˘

f∧¯
(x) (3.2a)

= F
−1˘

F
˘
f

¯¯
(x) (3.2b)

def
=

∞X

kL
1

=−∞

∞X

kL
2

=−∞

∞X

kL
3

=−∞

F
˘
f

¯
eι(kL

1 /L1,kL
2 /L2,kL

3 /L3) · (x1,x2,x3)

(3.2c)

=
∞X

k1=−∞

∞X

k2=−∞

∞X

k3=−∞

f∧eιk · x (3.2d)

3.1.1 Orthogonalitätsrelationen

Lineare partielle Differentialgleichungen können mit Ansätzen in Form
von Fourierreihen gelöst werden. Im vorliegenden Problem werden Dif-
ferentialgleichungen mit nicht konstanten Koeffizienten ebenfalls mit
Fourierreihen gelöst. Ihre Lösung gelingt jedoch nicht immer, sondern
nur, falls die Neumann-Reihe konvergiert.

Bei der Lösung der Gleichungen mit Fourierreihen gewinnt man aus
den Differentialgleichungen algebraische Gleichungen für die Fourierko-
effizenten der gesuchten Lösung. Wesentlich hierbei ist die Ausnutzung
der Orthogonalitätsrelationen (Orthonormalitätsrelationen).
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3.1 Fourierkoeffizienten und Fourierreihe

Im Raum der periodischen Funktionen mit den Perioden 2πL1, 2πL2

und 2πL3 lässt sich ein Skalarprodukt (inneres Produkt im Funktio-
nenraum) definieren. Üblich ist folgende Definition für das innere Pro-
dukt aus zwei (komplexen) Funktionen f und g (siehe hierzu auch
[Brigola 97]):

< f, g >
def
=

1

8π3L1L2L3

Z 2πL1

x1=0

dx1

Z 2πL2

x2=0

dx2

Z 2πL3

x3=0

dx3fḡ . (3.3)

Für diese Abbildung (inneres Produkt) gelten folgende Beziehungen
∀α, β ∈ C und ∀f, g, h aus dem Funktionenraum der 2πLi-periodischen
Funktionen 5:

< f + g, h > =< f, h > + < g, h >

< f, g + h > =< f, g > + < f, h >

< αf, g > = α < f, g >

< f, βg > = β̄ < f, g >

< f, g > = < g, f >

< f, f >0

< f, f > = 0 ⇔ f(x) = 0 ∀x .

(3.4)

Ebenfalls leicht zeigen lässt sich, dass folgende Orthogonalitätsrelatio-

5Dies sind die Voraussetzungen dafür, dass es sich hier um ein inneres Produkt
handelt. Dass alle Bedingungen erfüllt sind, lässt sich mit Hilfe der Definition
leicht zeigen.
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3 Numerische Behandlung mit Fourierreihen

nen gültig sind:

< eιk · x, eιl · x > =
1

8π3L1L2L3

Z 2πL1

x1=0

dx1

Z 2πL2

x2=0

dx2

Z 2πL3

x3=0

dx3e
ιk · xeιl · x

=
1

8π3L1L2L3

Z 2πL1

x1=0

dx1

Z 2πL2

x2=0

dx2

Z 2πL3

x3=0

dx3e
ιk · xe−ιl · x

=
1

8π3L1L2L3

Z 2πL1

x1=0

dx1

Z 2πL2

x2=0

dx2

Z 2πL3

x3=0

dx3e
ι(k−l) · x

=

Z 1

α1=0

dα1

Z 1

α2=0

dα2

Z 1

α3=0

dα3e
2πι(k−l) ·α

=

(

1 falls k = l

0 sonst
.

(3.5)

Diese Orthogonalitätsrelationen machen eine anschauliche (geometri-
sche) Interpretation der Fourierkoeffizienten möglich:

f∧(k) =< f, eιk · x > (3.6)

Der Fourierkoeffizient zum Wellenvektor k ist die
”
Projektion“ der

Funktion auf die k−(Ansatz-)Funktion, d.h. der Anteil der Funktion
in die “Richtung” der Ansatzfunktion.

3.2 Diskrete Fourier Transformation

Die numerische Berechnung der Fourierkoeffizienten ist im Allgemeinen
sehr aufwändig, und zudem können in der Praxis nur endlich viele Ko-
effizienten berücksichtigt werden. Es werden daher bei der numerischen
Umsetzung Näherungen für endlich viele Koeffizienten berechnet. In
dieser Arbeit wird dazu die diskrete Fourier Transformation benutzt.

Die diskrete Fourier Transformation einer Zahlenfolge fn ist definiert
als:

F
d˘

fn

¯
= f∧

kL (3.7a)

def
=

1

N1N2N3

N1−1X

n1=0

N2−1X

n2=0

N3−1X

n3=0

fne−ι2πkL · an . (3.7b)
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3.3 Faltung

Die Folge fn ist hier die Funktion f ausgewertet an diskreten Stel-
len an = (n1/N1, n2/N2, n3/N3) mit fn = f(an). Die Diskretisierung
in jede der drei Raumrichtungen ist dabei definiert durch die ungera-
den Zahlen Ni = 2mi + 1. Die diskrete Fourier Transformation erzeugt
Näherungswerte für die Fourierkoeffizienten von f . Diese Näherungen
sind die Fourierkoeffizienten eines trigonometrischen Interpolationspo-
lynoms durch die Funktionswerte fn.

Die Näherung ist nur sinnvoll für |kL
i | ≤

Ni−1
2

(Nyquist Frequenz),
siehe hierzu [Brigola 97]. Die inverse diskrete Fourier Transformation
ist definiert als:

f(an) = fn (3.8a)

= F
d−1˘

f∧
kL

¯
(3.8b)

= F
d−1˘

F
d˘

f
¯¯

(3.8c)

def
=

m1X

kL
1

=−m1

m2X

kL
2

=−m2

m3X

kL
3

=−m3

f∧
kLe+ι2πkL · an (3.8d)

Ersetzt man in der letzten Formel die diskreten Werte 0 ≤ an < 1 durch
kontinuierliche Werte 0 ≤ ai < 1, so erhält man ein trigonometrisches
Interpolationspolynom durch fn.

Die näherungsweise Bestimmung der Fourierkoeffizienten kann ver-
bessert werden, indem man sogenannte Abminderungsfaktoren benutzt
(siehe hierzu [Kaßbohm 05b]). Außerdem können die Interpolationspo-
lynome z.B. durch Berechnung der Fejérschen Mittel geglättet werden
(siehe hierzu [Brigola 97]).

3.3 Faltung

3.3.1 Periodische Faltung

In (A.22) erkennt man, dass vielfach die Fouriertransformierte von Pro-
dukten von Funktionen bestimmt werden müssen. Zur Berechnung ist es
hierbei günstig, Gebrauch von der periodischen Faltung zu machen. Sie
die Fourierkoeffizienten zweier Funktionen g und h bekannt, so lassen
sich daraus die Fourierkoeffizienten des Produkts f = g ·h bestimmen.
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3 Numerische Behandlung mit Fourierreihen

Einen Beweis hierzu findet man z.B. in [Brigola 97].

F
˘
f

¯
(k) = F

˘
g ·h

¯
(k) (3.9a)

= F
˘
g

¯
∗ F

˘
h

¯
(3.9b)

=
˘
g

¯∧
∗

˘
h

¯∧
(3.9c)

(g ·h)∧(k)
def
=

∞X

o1=−∞

∞X

o2=−∞

∞X

o3=−∞

g∧
o ·h∧

k−o . (3.9d)

3.3.2 Diskrete periodische Faltung

Seien gn und hn Zahlenfolgen wie oben, und seien g∧
kL sowie h∧

kL de-
ren diskrete Fouriertransformierte (bzw. Fourierkoeffizienten eines ent-
sprechenden trigonometrischen Interpolationspolynoms). Und sei fn die

”
Produktfolge“ mit näherungsweisen Fourierkoeffizienten f∧

kL . Dann ist
wegen (3.9) auch:

F
d˘

fn

¯
= F

d˘
(g ·h)n

¯
(3.10a)

f∧
kL = F

d˘
gn

¯
∗d

F
d˘

hn

¯
(3.10b)

((g ·h)n)∧kL =

m1X

oL
1

=−m1

m2X

oL
2

=−m2

m3X

oL
3

=−m3

g∧
oL ·h∧

kL−oL . (3.10c)

3.4 Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurden die Hilfsmittel bereitgestellt, die zur nu-
merischen Lösung eines vorgelegten Problems nötig sind. Die Theorie
der Fourierreihen wurde kurz dargestellt, und die wichtigsten Begrif-
fe wurden geklärt. In der folgenden Abbildung wird die Stellung der
numerischen Lösung im Lösungsweg dargestellt.

Die mathematische Einleitung zeigt, wie man zu einer Rekursions-
formel für die Lösung gelangt. Hierbei ist die Besonderheit, dass der
Lösungsoperator nur im Fourierraum berechnet werden kann. Mit Hil-
fe der Fourierreihen wird das Problem in den Fourierraum überführt.
Dabei kommt der (näherungsweisen) Berechnung der Fourierkoeffizi-
enten eine besondere Bedeutung zu. Die Lösung wird im Fourierraum
iterativ verbessert, bis der Fehler (die Abweichung vom Gleichgewicht,
siehe hierzu ??) akzeptabel ist. Schließlich wird das Problem in den
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3.4 Zusammenfassung

Realraum zurückgeführt, indem man die Fourierreihen der Felder be-
rechnet, deren Fourierkoeffizienten nun bekannt sind.
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3 Numerische Behandlung mit Fourierreihen

Problem

und exakte Lösung

Beliebige Verteilung λ(x), µ(x), ε∗(x), . . .

Dgl. mit nicht konstanten Koeffizienten

Neumann-Reihe für implizite Lösung

Rekursion für exakte Lösung (A.11)

Numer. Behandlung

Diskretisierung

Berechnung F
d

˘
λ

¯
, Fd

˘
µ

¯
, Fd

˘
ε∗

¯
, . . .

mit diskr. Fourier Transformation (3.7)

Verbesserung der Fourier-Koeffizienten

F
d

˘
λ

¯
usw. mit Abminderungsfaktoren

Exakte iterative

Lösung des diskreti-

sierten Problems

Iterative Verbesserung der Fourier-

koeffizienten der Lösung F
d

˘
γ

¯
(A.11)

Fourierreihe der Lösung:

Interpolationspolynom (3.8)

Abbildung 6: Stellung der numerischen Behandlung im Lösungsweg
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4 Beispiele

4.1 Zwei akademische Beispiele

4.1.1 Beschreibung der akademischen Beispiele

Als Veranschaulichung werden zwei akademische Beispiele untersucht.
Grundlage ist eine zweidimensionale, aus zwei isotropen Komponenten
bestehende, Struktur. In die dritte Raumrichtung werden alle Größen
konstant gesetzt. Die Abmessungen des repräsentativen Volumenele-
ments sind mit der Wahl L1 = L2 = 1. festgelegt. Und es werden
periodische Randbedingungen gefordert (siehe Abbildung 7).

Das RVE besteht aus zwei Stoffen mit verschiedenen Materialwer-
ten. Es gilt für die Bezugswerte λ̄ = µ̄ = κ̄ = ᾱ = β̄ = γ̄ = 10 für das
Cosserat- und das Couple-Stress-Kontinuum und λ̄ = µ̄ = 10, κ̄ = ᾱ =
β̄ = γ̄ = 0 für das klassische Kontinuum. Diese Werte sind grundlegend
für die Berechnung der Lösungsoperatoren. Die Wahl dieser Werte be-
einflusst die Konvergenz des Verfahrens. Um Konvergenz zu erzielen,
sollten die Bezugswerte etwa den örtlichen Mittelwerten der Steifigkei-
ten entsprechen.

Für die Wahl der Materialwerte der Faser und der Matrix gilt fol-
gendes: In der Faser sind alle Materialwerte halb so groß wie die Be-
zugswerte. In der Matrix sind alle Materialwerte doppelt so groß wie
die Bezugswerte (siehe Abbildung 7).

Alle eben aufgezählten Parameter gelten für beide akademischen Bei-
spiele. Den Unterschied zwischen den Experimenten bilden die Las-
ten. Da es zwei Typen von Lasten gibt, werden auch zwei Experimente
durchgeführt.

Im ersten Beispiel wird der Mittelwert der 11−Komponente des Ver-
zerrungstensors vorgegeben als 1.. Alle anderen Mittelwerte sind Null.
Eigendehungen gibt es in diesem Fall nicht. Im zweiten Beispiel gibt es
Eigendehungen in der Faser (aber nicht in der Matrix) und alle mittle-
ren Verzerrungen sind Null.

4.1.2 Diskretisierung

Statt das Problem für die vorgegebene (im Beispiel unstetige) Vertei-
lung der Materialwerte und für die vorgegebene Verteilung der Eigen-
dehnungen zu lösen, wird es für genäherte Verteilungen dieser Funktio-
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4 Beispiele

Beispiel 〈γ〉 6= 0. ε∗ in Faser

1 〈ε11〉 = 1. ε∗ = 0.

2 - ε∗ = 1.

Tabelle 2: Zwei akademische Beispiele: Im Beispiel 1 wird eine von Null ver-
schiedene mittlere Dehnung vorgegeben. Im Beispiel 2 sind alle
mittleren Dehnungen Null, und es wird eine dilatorische Eigen-
dehnung vorgegeben.

nen gelöst. Dazu wird das Problem gitterartig diskretisiert.
Die tatsächliche Problemstellung umfasst die Information über die

Steifigkeits- und Eigendehnungsverteilung an allen Orten im RVE. Zur
Berechnung der Fourierkoeffizienten werden aber nicht alle Funktions-
werte benutzt, sondern es werden nur die Funktionswerte an den Kreu-
zungspunkten des Diskretisierungsgitters verwendet. Daher können die
berechneten Fourierkoeffizienten nur Näherungen der exakten Fourier-
koeffizienten der betreffenden Funktion sein.

Die Funktionswerte an den Kreuzungspunkten des Diskretisierungs-
gitters sind die Eingabe für die diskrete Fourier Transformation (3.7).
Mit ihr berechnet man die (exakten) Fourierkoeffizienten eines trigo-
nometrischen Interpolationspolynoms durch die Funktionswerte an den
Kreuzungspunkten. Und diese Fourierkoeffizienten sind Näherungen für
die Fourierkoeffizienten der gegebenen Funktionen (siehe hierzu Abbil-
dung 8). Die Güte der Näherung hängt von der Feinheit der vorgege-
benen Diskretisierung ab. Abbildung 10 zeigt die trigonometrischen In-
terpolationspolynome für verschiedene Diskretisierungen, auf die jeweils
die diskrete Fourier Transformation angewendet wurde. Das Interpola-
tionspolynom benutzt die Kreuzungspunkte des Diskretisierungsgitters
als Stützstellen. Zwischen den Kreuzungspunkten wird die gegebene
Verteilung λ(x) jedoch nur näherungsweise nachgebildet. Bei unsteti-
gen Funktionen treten die in der Fourieranalysis üblichen Oszillationen
(Gibbs-Phänomen) auf (siehe Abbildung 10).

Die Fourierkoeffizienten können verbessert werden, indem z.B. Ab-
minderungsfaktoren für lineare Splines benutzt werden. Den Abmin-
derungsfaktoren liegt die Idee zugrunde, dass man auch die Funktions-
werte zwischen den Kreuzungspunkten der Gitter berücksichtigen kann.
Und zwar, indem man einen Spline (beliebiger Ordnung) durch die Git-
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4.1 Zwei akademische Beispiele

2πL1

2πL2

Matrix (λ = µ = · · · = 20)

Faser (λ = µ = · · · = 5)

periodische Randbedingungen

Abbildung 7:
”
Lokal isotropes“ RVE: Weiche Faser in steifer Matrix

terpunkte legt. Die mit Abminderungfaktoren berechneten Näherungen
für die gegebenen Funktionen λ(x) usw. sind im Sinne der L2-Norm gute
Näherungen - in den meisten Fällen sind sie jedenfalls bessere Nähe-
rungen als die Koeffizienten, die nicht “abgemindert” sind. Die Fourier-
koeffizienten des Splines lassen sich jedoch exakt ermitteln. Man stellt
bei ihrer Berechnung fest, dass zwischen den exakten Koeffizienten des
Splines und den Koeffizienten des trigonometrischen Interpolationspo-
lynoms6 ein Zusammenhang besteht. Dieser lautet mit den Abminde-
rungsfaktoren αi:

£
∧
lin. Spline = α1α2α3£

∧
trig. Int.-Pol. (4.1)

Für lineare Splines ergibt sich (hier keine Summation über i):

αi =

8

<

:

˘
Ni

kL
i

π
sin

kL
i π

Ni

¯2
falls kL

i 6= 0

1 falls kL
i = 0 .

(4.2)

Die genäherte Steifigkeitsverteilung für die akademischen Beispiele bei
einer Diskretisierung von m1 × m2 = 2 × 2 ist in den Abbildungen 11

6also denen, die man mit der diskreten Fourier Transformation ermittelt
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4 Beispiele

0

0

1

1

2

2

3

3

4

4

0/5

0/5

1/5

1/5

2/5

2/5

3/5

3/5

4/5

4/5

n2an2

an1
= 0/N1, . . . 2m1/N1

n1 = 0, 1, . . . , 2m1

λ(an) = 0.5λ̄ = 5

λ(an) = 2λ̄ = 20

an = (4/5, 3/5)

Abbildung 8: Diskretisierung für m1 × m2 = 2 × 2, N1 × N2 = 5 × 5, über
dem Schnitt bei an1

= m/N = 2/5 wird später die Steifig-
keitsverteilung dargestellt
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4.2 Ein praktisches Beispiel

5

20

λ

an2
1/5 2/5 3/5 4/5 5/5

λlin. Spline

gegebenes λ

λtrig. Int.-Pol.

Abbildung 9: λ für akademische Beispiele dargestellt entlang eines Schnitts
bei an1

= m1/N1 = 2/5 =const., zur Lage des Schnitts siehe
Abbildung 8

und 10 (jeweils links) dargestellt. Zusätzlich ist der Einfluss der Abmin-
derungsfaktoren in Abbildung 9 dargestellt. Die Lage der Schnittlinie
x = m/N = 2/5 =const. ist in Abbildung 8 dargestellt. Näheres hierzu
findet man in [Kaßbohm 05b]. Die Berechnung der Abminderungsfak-
toren ist in Abschnitt A.1 beschrieben.

4.1.3 Ergebnisse für die akademischen Beispiele

Dargestellt werden verschiedene Komponenten des Kraftspannungs-
tensors für das erste und für das zweite Beispiel (siehe Tabelle 2).
Hierbei wurde die Diskretisierung m1 × m2 = 2 × 2 gewählt. Und Ab-
minderungsfaktoren wurden nicht verwendet.

4.2 Ein praktisches Beispiel

4.2.1 Beschreibung des praktischen Beispiels

Als praktisches Beispiel wird ein repräsentatives Volumenelement un-
tersucht, das aus Zinn (Sn) und Blei (Pb) besteht. Die Steifigkeitsver-
teilung wird aus [Müller 04] entnommen, wo eine Vergröberung un-
ter Temperatureinfluss untersucht wird. Während der Vergröberung
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4 Beispiele

(a) 2 × 2 (b) 3 × 3 (c) 4 × 4

Abbildung 10: Steifigkeitsverteilung −5.1 < λ < 21.7 für verschiedene Dis-
kretisierungen m1 × m2 ohne Abminderungsfaktoren, ganz
links die in den akademischen Beispielen verwendete Diskre-
tisierung, Schnitt entlang des Pfeils siehe Abbildung 9

(a) 2 × 2 (b) 3 × 3 (c) 4 × 4

Abbildung 11: 1.6 < λ < 20.5 für verschiedene Diskretisierungen m1 ×

m2 mit Abminderungsfaktoren für lineare Splines, Schnitt
entlang des Pfeils siehe Abbildung 9
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4.2 Ein praktisches Beispiel

(a) Cosserat (b) klassisch (c) Couple-Stress

(d) Cosserat (e) klassisch (f) Couple-Stress

(g) Cosserat (h) klassisch (i) Couple-Stress

(j) Cosserat (k) klassisch (l) Couple-Stress

Abbildung 12: Akademisches Beispiel 1:
(a)(b)(c): 11.7< τ11 <90.7 ; (d)(e)(f): −9.7< τ12 <9.7
(g)(h)(i): 7.2< τ22 <25.6 ; (j)(k)(l): 4.3< τ33 <21.5
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4 Beispiele

(a) Cosserat (b) klassisch (c) Couple-Stress

(d) Cosserat (e) klassisch (f) Couple-Stress

(g) Cosserat (h) klassisch (i) Couple-Stress

(j) Cosserat (k) klassisch (l) Couple-Stress

Abbildung 13: Akademisches Beispiel 2:
(a)(b)(c): −31.3< τ11 <4.3 ; (d)(e)(f): −7.6< τ12 <7.6
(g)(h)(i): −31.3< τ22 <4.3 ; (j)(k)(l): −42.7< τ33 <−0.7
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4.2 Ein praktisches Beispiel

bilden sich lamellenartige Strukturen im repräsentativen Volumenele-
ment. Den Bereichen, in denen die Zinn-reiche Phase vorliegt werden die
Reinstoff-Materialwerte für Zinn zugeordnet. Den Bereichen, in denen
die Blei-reiche Phase vorliegt werden die Reinstoff-Materialwerte für
Blei zugeordnet. Der Zinn-Blei-Verbund wird als klassisches Kontinuum
untersucht. Um dasselbe Beispiel auch als Cosserat- oder Couple-Stress-
Kontinuum zu untersuchen, braucht man die Materialwerte α, β, γ und
κ für die Stoffe Blei und Zinn. Diese sind jedoch nicht bekannt. Nur für
sehr wenige Stoffe liegen Materialwerte aus Experimenten vor. Einige
Beispiele dafür findet man in [Lakes 95].

Material E / 109N
m2 ν / 1 αT / 10−6

K
λ / 109N

m2 µ / 109N
m2

Sn 50.0 0.36 22.0 47.27 18.38

Pb 16.0 0.44 28.9 40.74 5.56

Tabelle 3: Materialwerte für Zinn (Sn) und Blei (Pb), E, ν und αT über-
nommen aus http://www.webelements.com/, und es gilt λ =

Eν
(1+ν)(1−2ν)

sowie µ = E
2(1+ν)

Zinn und Blei dehnen sich unter Temperatureinfluss verschieden stark
aus. Für beide Stoffe wird angenommen, dass eine Temperaturerhöhung
4T thermische Dehnungen ε∗11 = ε∗22 = ε∗33 = αT4T hervorrufen könn-
te.

Ausgehend von einer Temperaturdifferenz von 300 K ergibt sich als

”
Belastung“, die dem repräsentativen Volumenelement auferlegt wird:

ε∗11Sn
= ε∗22Sn

= ε∗33Sn
= αTSn

4T

= 22.0
10−6

K
300 K

ε∗11Sn
= ε∗22Sn

= ε∗33Sn
= 6.60 10−3

ε∗11Pb
= ε∗22Pb

= ε∗33Pb
= 8.67 10−3 .

Alle mittleren Verzerrungen sollen Null sein, d.h.

〈εij〉 = 0 ∀(i, j) .
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4 Beispiele

λSn

λPb

(a) Ohne Abminderungsfaktoren

λSn

λPb

(b) Mit Abminderungsfaktoren

Abbildung 14: Praktisches Beispiel: λ für Diskretisierung m1×m2 = 31×31
(a) (b): 37.98 109 N

m2 < λ < 50.44 109 N
m2 ,

Schnitt entlang des Pfeils siehe Abbildung 15

Damit liegen die Lasten fest. Als äußere Abmessungen des repräsenta-
tiven Volumenelements werden gewählt:

L1 = 1 m ,

L2 = 1 m .

In die dritte Raumrichtung seien alle Größen konstant.

4.2.2 Diskretisierung

Die unstetige Steifigkeitsverteilung wird wieder durch ein trigonometri-
sches Polynom approximiert. Dies geschieht wieder mit Hilfe der dis-
kreten Fourier Transformation einmal ohne und einmal mit Abminde-
rungsfaktoren. Die Ergebnisse sind in Abbildung 14 dargestellt.

4.2.3 Ergebnisse für das praktische Beispiel

In der Simulation werden Verzerrungen und Spannungen berechnet. Als
Ergebnisse werden die Spannungen über dem Ort im repräsentativen
Volumenelement dargestellt, die verschieden von Null sind (siehe Abbil-
dung 16). Man erkennt, dass sich die Druckspannungen τ11, τ22, τ33 für
die Simulation ohne und mit Abminderungsfaktoren nur unwesentlich
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4.2 Ein praktisches Beispiel

λPb

λSn

λ

an2
0/63 63/63

λlin. Spline

gegebenes λ

λtrig. Int.-Pol.

Abbildung 15: λ für praktisches Beispiel dargestellt entlang eines Schnitts
bei an1

= m1/N1 = 31/63 =const., das trigonometrische
Interpolationspolynom interpoliert zwischen den gegebenen
Werten, das trigonometrische Polynom aus den Koeffizien-
ten des Splines ist eine bessere Approximation, die die ge-
gebenen Werte nicht exakt trifft
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4 Beispiele

unterscheiden, jedoch nehmen sie - verglichen mit der Bruchspannung
- sehr hohe Werte an.

4.3 Grenzen und Größenordnung der Materialwerte

Um numerische Experimente für Cosserat-Kontinua durchzuführen,
müssen die Materialkonstanten bekannt sein. Diese werden teilweise
aus praktischen Versuche bestimmt, andernteils können sie auch aus
Theorien bestimmt werden, in denen die Wechselwirkungen zwischen
Atomen modelliert werden. Grenzen für die Materialwerte können mit-
unter durch theoretische Überlegungen ermittelt oder postuliert wer-
den. So muss, damit die innere Energie für ein Cosserat-Kontinuum
nicht negativ werden kann, nach [Eringen 68] gelten:

0 ≤ 3λ + 2µ + κ, 0 ≤ 2µ + κ, 0 ≤ κ, (4.3)

0 ≤ 3α + β + γ, −γ ≤ β ≤ γ, 0 ≤ γ. (4.4)

Die Materialwerte müssen durch geeignete Versuche bestimmt werden.
In [Lakes 95] wurden zur Ermittlung von Materialkonstanten verschie-
dene Versuche durchgeführt. Daraus wurden Zahlenwerte für eine Reihe
von definierten Größen ermittelt, aus denen die 6 Materialkonstanten
λ, µ, κ, α, β und γ bestimmt werden können. Die resultierenden Mate-
rialwerte sind in Tabelle 4 dargestellt.7

Material λ/ 106N
m2 µ/ 106N

m2 κ/ 106N
m2 α/103N β/103N γ/103N

Knochen1 4000.0 1333.3 5333.3 −0.13 −2.85 3.24

Schaum A2 797.3 99.7 8.67 −0.026 0.035 0.045

Schaum B3 2186.8 914.8 228.7 −0.003 0.004 0.004

Tabelle 4: Materialwerte für ausgewählte Stoffe, berechnet mit Daten aus
[Lakes 95].

7Die meisten der durch Messungen ermittelten Werte genügen der Anforderung,
dass die innere Energie nicht negativ werden darf.

1

”
Human bone“ in [Lakes 95]

2

”
Foam, dense polyurethane“ in [Lakes 95]

3

”
Foam, syntactic“ in [Lakes 95]
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4.3 Grenzen und Größenordnung der Materialwerte

(a) Ohne Abmind. (b) Mit Abmind.

(c) Ohne Abmind. (d) Mit Abmind.

(e) Ohne Abmind. (f) Mit Abmind.

(g) Ohne Abmind. (h) Mit Abmind.

Abbildung 16: Praktisches Beispiel: Spannungen (m1 × m2 = 31 × 31)

(a) (b): -1.174 109 N
m2 < τ11 < -1.159 109 N

m2

(c) (d): -4.965 106 N
m2 < τ12 < 2.581 106 N

m2

(e) (f): -1.170 109 N
m2 < τ22 < -1.160 109 N

m2

(g) (h): -1.176 109 N
m2 < τ33 < -1.158 109 N

m2
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5 Zusammenfassung und Ausblick

5 Zusammenfassung und Ausblick

5.1 Zusammenfassung

Im Mittelpunkt der Arbeit steht die Behandlung von repräsentativen
Volumenelementen mit Fourierreihen. Es werden ausschließlich Rand-
wertprobleme mit periodischen Randbedingungen untersucht. Den re-
präsentativen Volumenelementen wird eine Materialverteilung zugeord-
net, wobei keine Diskontinuitätsflächen berücksichtigt werden. Alle Be-
rechnungen finden im Rahmen der linearen Elastizitätstheorie statt,
und es werden drei Typen von Kontinua mit Mikrostruktur untersucht.

Bei der Lösung der Randwertprobleme für die drei Typen von Kon-
tinua stellt sich heraus, dass derselbe Lösungsweg für alle Typen be-
schritten werden kann und dass sich die Lösungsoperatoren - abhängig
von den beherrschenden Differentialgleichungen - auf unteschiedliche
Weise im Fourierraum berechnen lassen. Eine Verallgemeinerung des
Verfahrens auf beliebige Kontinua mit Mikrostruktur ist also möglich.

Es zeigt sich weiterhin, dass der Fehler im vorgestellten Verfahren
einzig auf der Näherung der gegebenen Materialwerte(funktionen) be-
ruht und sich auch zahlenmäßig berechnen lässt.

Mit dem vorgestellten Verfahren ist es möglich, Verzerrungen und
Spannungen in repräsentativen Volumenelementen mit beliebiger Stei-
figkeitsverteilung zu berechnen. Und damit bietet es die Grundlage für
viele Problemstellungen auf diesem Gebiet: Beispielsweise können ge-
mittelte Steifigkeiten berechnet werden (Homogenisierung), es können
Größeneffekte (size-effects) untersucht werden. Oder die berechneten
Spannungen oder Verzerrungen können in der Berechnung einer span-
nungsabhängigen Diffusion (Vergröberung) verwendet werden.

5.2 Ausblick

Es gibt ausgehend von dem vorgestellten Verfahren viele verschiedene
Richtungen, in die man für die weitere Forschung blicken kann. Zum
einen kann das bestehende Verfahren weiter ausgebaut werden, oder
es kann für die Lösung praktischer Probleme verwendet werden. Zum
anderen kann das vorgestellte Verfahren als ein Weg angesehen werden,
den man bei der Berechnung von Kontinua mit Mikrostruktur gehen
kann. Und von diesem Weg abweichend können viele andere Zugänge
in dieselbe Problematik gefunden werden.
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5.2 Ausblick

Als weitere Forschungsschwerpunkte, die im Zusammenhang zu dem
vorgestellten Thema stehen, bieten sich an:

• Anwendung des vorgelegten Programms zur Berechnung der
Spannungen und Verzerrungen in repräsentativen Volumenele-
menten abhängig von einer gegebenen Steifigkeitsverteilung: Die
berechneten Verzerrungen und/oder Spannungen könnten Einga-
bewerte z.B. für eine Vergröberungssimulation sein.

• Erweiterung auf inelastische Stoffe: Das bereitgestelle Programm
lässt sich erweitern, so dass auch nichtlineares Materialverhalten
nachgebildet werden kann. Dies allerdings nur im Rahmen der
inkrementellen Plastizität.

• Experimentelle Bestimmung der Materialwerte für Kontinua mit
Mikrostruktur: In der aktuellen Forschung im Bereich der Mate-
rialtheorie nehmen die Kontinua mit Mikrostruktur eine immer
wichtiger Rolle ein. Trotzdem sind konkrete Zahlen für die jewei-
ligen Materialwerte bisher kaum zu finden.

• Theoretische Überlegungen zum Thema Objektivität bei Kon-
tinua mit Mikrostruktur: Für die Kontinua mit Mikrostruktur
müssen ausgehend von mehr oder weniger begründeten Invarianz-
und/oder Objektivitätsforderungen neue Materialgesetze

”
erfun-

den“ werden. Hierzu findet man in der Literatur bisher nur wenige
begründete Ideen.

• Finite Elemente mit Mikrostruktur: Mit der vorgestellten Metho-
de gelingt es nicht, beliebige Randwertproblem zu lösen, sondern
man ist auf periodische Randbedingungen beschränkt. Zusätzlich
ist man auf lineare Elastizitätstheorie beschränkt. Es wäre sicher
sehr interressant, sich von diesen Einschränkungen zu verabschie-
den und in die nichtlineare Welt zu blicken. Besonders reizvoll
scheint mir die Programmierung von Finiten Elementen mit Mi-
krostruktur.
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A Anhang

A Anhang

A.1 Abminderungsfaktoren

Nach Gleichung (3.1c) sind die Fourierkoeffizienten einer Funktion von
einer Veränderlichen definiert als:

f∧ =
1

2π

Z 2π

x=0

dxfe−ιkLx . (A.1)

Und nach Gleichung (3.7b) gilt für die mit der diskreten Fourier Trans-
formationen ermittelten Koeffizienten:

f∧
kL =

1

N

N−1X

n=0

fne−ι2πkLan (A.2a)

=
1

N

N−1X

n=0

fne−ιkLhn (A.2b)

mit an
def
=

n

N
, (A.2c)

fn
def
= f(x = 2πan) (A.2d)

und h
def
=

2π

N
. (A.2e)

Die exakten Fourierkoeffizienten nach (A.1) klingen (zumindest für
hinreichend glatte Funktionen f) mit wachsender Wellenzahl kL sehr
schnell ab, während die Koeffizienten nach (A.2) N -periodisch sind (also
überhaupt nicht abklingen). Im Sinne einer L2-Norm sind die Fourier-
reihen mit den Koeffizienten aus (A.2) meist schlechte Näherungen für
f .

Diese Problem lässt sich beheben, indem man f zuerst durch eine
Näherung Q

N{f} ersetzt, die nur von den Daten fn abhängt und dann
die Fourierkoeffizienten von Q

N{f} durch die Koeffizienten aus der dis-
kreten Fourier Transformation f∧

kL ausdrückt. Dazu konstruiert man
z.B. eine lineare 2π-periodische Hütchenfunktion p gemäß

p(x) =

(

1 − x
h

falls 0 < x < h

1 + x
h

falls 2π − h < x < 2π
(A.3)
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A.1 Abminderungsfaktoren

Und dann berechnet man die Fourierkoeffizienten von Q
N{f}:

˘
Q

N{f}
¯∧

=
1

2π

Z 2π

x=0

Q
N{f}e−ιkLxdx

=
1

2π

N−1X

n=0

fn

Z 2π

x=0

p(x − nh)e−ιkLxdx

=
1

2π

N−1X

n=0

fne−ιkLnh

Z 2π−nh

z=0−nh

p(z)e−ιkLzdz

=

N−1X

n=0

fne−ιkLnh

| {z }

Nf∧

kL

1

2π

Z 2π

x=0

p(x)e−ιkLxdx

| {z }

p∧

def
= αf∧

kL .

(A.4)

Die wellenzahlabhängigen Zahlen α heißen Abminderungsfaktoren. Sie
sind Vielfache der Fourierkoeffizienten der Hütchenfunktion. Die Nähe-
rung, die die Hütchenfunktion in Kombination mit den diskreten Wer-
ten von f hervorbringt, ist ein linearer Spline. Ebenso ließen sich Spli-
nes höherer Ordnung konstruieren, die entsprechend andere Abminde-
rungsfaktoren zur Folge hätten. Für die linearen Splines berechnet man
weiter:

p∧ =
1

2π

Z 2π

x=0

p(x)e−ιkLxdx

=
1

2π
2

Z h

x=0

p(x) cos(kLx)dx

=
1

π

Z h

x=0

(1 −
x

h
) cos(kLx)dx

=
1

π

nˆ
(1 −

x

h
)

1

kL
sin(kLx)

˜h

0
+

1

h

1

kL

Z h

x=0

sin(kLx)dx
o

=
1

π

n

0 +
1

h

1

kL2

ˆ
cos(kLx)

˜0

h

o

=
N

2π2kL2

`
1 − cos(kL 2π

N
)
´

=
N

π2kL2
sin2(kL π

N
) .

(A.5)
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A Anhang

Und damit ergibt sich für die Abminderungsfaktoren:

α = Np∧ (A.6a)

=
˘ N

πkL
sin(kL π

N
)
¯2

. (A.6b)

Die Erweiterung auf Funktionen von drei Veränderlichen gelingt unmit-
telbar.

A.2 Neumann Reihe

Die implizite Lösung des Originalproblems war bekannt als (2.16). Dies
lässt sich auch schreiben als

(I − ḠL̃
γ)γ = γ0 , (A.7)

γ = (I − ḠL̃
γ)−1

γ0 . (A.8)

Die Inverse des Operators lässt sich nun als Neumann Reihe darstel-
len. Es ist (falls die Reihe konvergiert, was hier angenommen wird):

(I − ḠL̃
γ)−1 ≈ I + ḠL̃

γ + (ḠL̃
γ)2 + . . . . (A.9)

Und damit erhält man folgende Rekursionsformel für die m-te Nähe-
rung bei schon berechneter (m − 1)-ter Näherung

m
γ = γ0 + ḠL̃

γ m−1
γ (A.10)

Und wegen (2.14) und (2.15a) ist das

m
γ = γ0 + ḠL̃

γ m−1
γ

= γ0 + Ḡ
`
L̄

γ − L
γ´m−1

γ

= γ0 + Ḡ
`
L̄

γ m−1
γ − L

γ m−1
γ

´

= γ0 + ḠL̄
γ m−1

γ − ḠL
γ m−1

γ

m
γ = m−1

γ − ḠL
γ m−1

γ .

(A.11)
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A.3 Berechnung von ḡ = F
˘
Ḡ

¯

A.3 Berechnung von ḡ = F
{

Ḡ
}

A.3.1 Berechnung von ω

Ausgangspunkt für die Berechnung des Lösungsoperators im Fourier-
raum ist das vereinfachte Problem mit konstanten Koeffizienten und
gegebener rechter Seite (2.13) formuliert in w = (u, v):

L̄
ww = r̃ (A.12a)

γ = L
γww (A.12b)

〈γ〉 = γ0 (A.12c)

Gleichung (A.12a) ausgeschrieben liefert für die drei untersuchten Kon-
tinua:

Cosserat

"

(λ̄ + µ̄)um,km + (µ̄ + κ̄)um,llδkm + κ̄eklmvm,l = p̃k

(ᾱ + β̄)vm,km + γ̄vm,llδkm + κ̄eklmum,l − 2κ̄vmδkm = q̃k

klassisch
ˆ
(λ̄ + µ̄)um,km + µ̄um,llδkm = p̃k

Couple-Str.

"

(λ̄ + µ̄ + 1/2κ̄)um,km + 1/4γ̄um,kmpp

+(µ̄ + 1/2κ̄)um,ppδkm − 1/4γ̄um,ppqqδkm = p̃k

(A.13)

Hierbei ist die rechte Seite die verallgemeinerte Störung r̃ = (p̃, q̃).
Diese Gleichungen werden in den Fourierraum übersetzt und liefern
Bestimmungsgleichungen für die Fourierkoeffizienten von w bzw. u:

Cosserat
ˆ
ωκµF

˘
wµ

¯
= F

˘
r̃κ

¯
mit κ, µ ∈ {1, 2, . . . , 6}

klassisch
ˆ
ωkmF

˘
um

¯
= F

˘
p̃k

¯
mit k, m ∈ {1, 2, 3}

Couple-Str.
ˆ
ωkmF

˘
um

¯
= F

˘
p̃k

¯
mit k, m ∈ {1, 2, 3}

(A.14)
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A Anhang

Die Werte ωκµ können für alle Wellenvektoren (k1, k2, k3) berechnet
werden. Es ergibt sich8:

Cosserat

2

6
6
6
4

ωκµ =

8

>>><

>>>:

−(λ̄ + µ̄)kκkµ − (µ̄ + κ̄)k2
l δκµ κ ≤ 3, µ ≤ 3

κ̄ιkleκlµ κ ≤ 3, µ > 3

κ̄ιkleκlµ κ > 3, µ ≤ 3

−(ᾱ + β̄)kκkµ − γ̄k2
l δκµ − 2κ̄δκµ κ > 3, µ > 3

klassisch
ˆ
ωkm = −(λ̄ + µ̄)kkkm − µ̄k2

l δkm

Couple-Str.

"
ωkm = −(λ̄ + µ̄ + 1/2κ̄)kkkm + 1/4γ̄kkkmk2

l

−(µ̄ + 1/2κ̄)k2
l δkm − 1/4γ̄k2

l k2
pδkm

(A.15)

A.3.2 Berechnung von ḡε und ḡκ

Nun lassen sich also die (Fourierkoeffizienten der) Verschiebungen und
die Verdrehungen angeben gemäß9:

Cosserat
ˆ
F

˘
wκ

¯
= ω−1

κµ F
˘
r̃µ

¯

klassisch
ˆ
F

˘
uκ

¯
= ω−1

kmF
˘
p̃m

¯

Couple-Str.
ˆ
F

˘
uκ

¯
= ω−1

kmF
˘
p̃m

¯

(A.16)

Um den Lösungsoperator definiert in (2.15a) im Fourierraum anzuge-
ben, müssen und noch die Verzerrungen abhängig von r̃ berechnet wer-
den. Dazu benutzt man Gleichung (A.12b). Diese lautet ausgeschrieben

8Der Unterstrich bedeutet hier, dass der Index um 3 reduziert wird, also z.B.
µ = µ − 3.

9Invertierung klappt nur, falls k 6= 0.
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wie (2.7). Und dies in den Fourierraum übertragen liefert10:

Cosserat

2

6
6
6
4

F
˘
εkl

¯
= ιkkF

˘
ul

¯
+ elkmF

˘
vm

¯

= ιkkF
˘
wl

¯
+ elkmF

˘
wm

¯

F
˘
κkl

¯
= ιklF

˘
vk

¯

= ιklF
˘
wk

¯

klassisch
ˆ
F

˘
εkl

¯
= 1/2(ιkkF

˘
ul

¯
+ ιklF

˘
uk

¯
)

Couple-Str.

"

F
˘
εkl

¯
= 1/2(ιkkF

˘
ul

¯
+ ιklF

˘
uk

¯
)

F
˘
κkl

¯
= −1/2ekrskrklF

˘
us

¯

(A.17)

Setzt man nun (A.16) in (A.17) ein, so folgt11:

Cosserat

"

F
˘
εkl

¯
= ḡε

klµF
˘
r̃µ

¯

F
˘
κkl

¯
= ḡκ

klµF
˘
r̃µ

¯

klassisch
ˆ
F

˘
εkl

¯
= ḡε

klmF
˘
p̃m

¯

Couple-Str.

"

F
˘
εkl

¯
= ḡε

klmF
˘
p̃m

¯

F
˘
κkl

¯
= ḡκ

klmF
˘
p̃m

¯

(A.18)

Die hierzu definierten Größen

Cosserat

2

4
ḡε

klµ
def
= ιkkω−1

lµ + elkmω−1
mµ

ḡκ
klµ

def
= ιklω

−1

kµ

klassisch
h

ḡε
klm

def
= ι/2(kkω−1

lm + klω
−1
km)

Couple-Str.

2

4
ḡε

klm
def
= ι/2(kkω−1

lm + klω
−1
km)

ḡκ
klm

def
= −1/2ekrskrklω

−1
sm

(A.19)

legen den Lösungsoperator F
˘
Ḡ

¯
gemäß (2.15a) bzw. (2.20) fest. Die

Berechnung dieser
”
Operatoren“ gelingt nicht für k = 0. Hier setzt man

10Der Überstrich bedeutet hier, dass der Index um 3 erhöht wird, also z.B. m =
m + 3.

11An dieser Stelle sieht man, dass das Problem auch ohne Weiteres in den Span-
nungen formuliert werden könnte: Die mittleren Spannungen könnte man vor-
geben, und statt der Operatoren gε

klµ und gκ
klµ könnte man hier gτ

klµ und g
µ

klµ

berechnen.
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die Mittelwerte

Cosserat

"

F
˘
εkl

¯
= ε0kl

F
˘
κkl

¯
= κ0kl

klassisch
ˆ
F

˘
εkl

¯
= ε0kl

Couple-Str.
ˆ
F

˘
εkl

¯
= ε0kl

(A.20)

A.4 Berechnung von F
{

Lγm−1γ
}

Um die Lösung des gegebenen Problems zu erhalten, muss nun noch
F

˘
L

γ m−1γ
¯

aus Gleichung (2.20) konkret berechnet werden. Der
Lösungsoperator ist im letzten Abschnitt berechnet worden. Jetzt geht
es um seinen Operanden, also das Objekt, auf das der Operator an-
gewendet wird. Nach Definition in Gleichung (2.6) entspricht das der
Berechung von

(F
˘m−1pk

¯
, F

˘m−1qk

¯
) = F

˘
L

γ m−1
γ

¯
(A.21)

wobei für die verschiedenen Kontinua folgende Größen definiert wur-
den12:

Cosserat

2

6
6
4

F
˘
p−

k

¯ def
= F

˘
(λε−rrδlk + (µ + κ)ε−lk + µε−kl − %ε∗δlk),l

¯

F
˘
q−k

¯ def
= F

˘
(ακ−

rrδlk + βκ−
lk + γκ−

kl),l

+ekmn(λε−rrδmn + (µ + κ)ε−mn + µε−nm)
¯

klassisch
h

F
˘
p−

k

¯ def
= F

˘
(λε−rrδlk + 2µε−lk − %ε∗δlk),l

¯

Couple-Str.

2

6
6
6
6
6
6
6
6
4

F
˘
p−

k

¯ def
= F

˘`
λε−rrδlk + (2µ + κ)ε−lk

−%ε∗δlk − 1/2erlk(βκ−
nr + γκ−

rn),n

´

,l

¯

F
˘
q−k

¯ def
= F

˘
(βκ−

lk + γκ−
kl),l

+ekmn

`
λε−rrδmn + (2µ + κ)ε−mn

−1/2ermn(βκ−
sr + γκ−

rs),s

´¯

(A.22)

12Zur kürzeren Schreibung ist hier m−1
£ = £

− benutzt.
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A.4 Berechnung von F
˘
L

γm−1γ
¯

Nun schreibt man statt F
˘
£

¯
kürzer £

∧ und berechnet die Terme
auf der rechten Seite dieser Gleichungen. Dies geschieht mithilfe der
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periodischen Faltung (siehe Abschnitt 3.3.2):

Cosserat

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

p−∧

k = ιklF
˘
λε−rrδlk + (µ + κ)ε−lk + µε−kl − %ε∗δlk

¯

= ιkl

ˆ

def
=

˘
1

τlk

−
¯

∧

z }| {

λ∧ ∗
˘
ε−rrδlk

¯∧
+

def
=

˘
2

τlk

−
¯

∧

z }| {
˘
µ + κ

¯∧
∗

˘
ε−lk

¯∧

+ µ∧ ∗
˘
ε−kl

¯∧

| {z }

def
=

˘
3

τlk

−
¯

∧

− %∧ ∗
˘
ε∗δlk

¯∧

| {z }

def
=

˘
∗

τlk

¯
∧

˜

= ιkl

ˆ˘ 1
τlk

−¯∧
+

˘ 2
τlk

−¯∧
+

˘ 3
τlk

−¯∧
−

˘ ∗
τlk

¯∧˜

q−
∧

k = ιkl

ˆ
α∧ ∗

˘
κ−

rrδlk

¯∧

| {z }

def
=

˘
1

µlk

−
¯

∧

+ β∧ ∗
˘
κ−

lk

¯∧

| {z }

def
=

˘
2

µlk

−
¯

∧

+ γ∧ ∗
˘
κ−

kl

¯∧

| {z }

def
=

˘
3

µlk

−
¯

∧

˜

+ekmn

ˆ˘ 1
τmn

−¯∧
+

˘ 2
τmn

−¯∧
+

˘ 3
τmn

−¯∧˜

= ιkl

ˆ˘ 1
µlk

−¯∧
+

˘ 2
µlk

−¯∧
+

˘ 3
µlk

−¯∧˜

+ekmn

ˆ˘ 1
τmn

−¯∧
+

˘ 2
τmn

−¯∧
+

˘ 3
τmn

−¯∧˜

klassisch

2

6
6
6
4

p−∧

k = ιkl

ˆ
λ∧ ∗

˘
ε−rrδlk

¯∧

| {z }

def
=

˘
1

τlk

−
¯

∧

+
˘
2µ

¯∧
∗

˘
ε−lk

¯∧

| {z }

def
=

˘
2

τlk

−
¯

∧

− %∧ ∗
˘
ε∗δlk

¯∧

| {z }

def
=

˘
∗

τlk

¯
∧

˜

= ιkl

ˆ˘ 1
τlk

−¯∧
+

˘ 2
τlk

−¯∧˜

Couple-Str.

2

6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
4

p−∧

k = ιkl

ˆ

def
=

˘
1

τlk

−
¯

∧

z }| {

λ∧ ∗
˘
ε−rrδlk

¯∧
+

def
=

˘
2

τlk

−
¯

∧

z }| {
˘
2µ + κ

¯∧
∗

˘
ε−lk

¯∧ ˜

+1/2erlkklkn

ˆ
β∧ ∗

˘
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˘
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˘
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(A.23)

58



A.5 Rekursionsformel mit F
˘
Ḡ

¯
F

˘
L

γ m−1γ
¯

A.5 Rekursionsformel mit F
{

Ḡ
}

F
{

Lγ m−1γ
}

Setzt man nun (A.19) und (A.21) in (2.20) ein, so liefert das:

Cosserat

"
mε∧kl = m−1ε∧kl −

ˆ
ḡε

klp
m−1p∧

p + ḡε
klp

m−1q∧p
˜

mκ∧
kl = m−1κ∧

kl −
ˆ
ḡκ

klp
m−1p∧

p + ḡκ
klp

m−1q∧p
˜

klassisch
ˆ

mε∧kl = m−1ε∧kl − ḡε
klp

m−1p∧
p

Couple-Str.

"
mε∧kl = m−1ε∧kl − ḡε

klp
m−1p∧

p

mκ∧
kl = m−1κ∧

kl − ḡκ
klp

m−1p∧
p

(A.24)

An Gleichung (A.24) sowie an Gleichung (2.12b) und (2.20) er-
kennt man, dass die Terme m−1p∧

p und m−1q∧p zu Null werden, falls
〈m−1ε, m−1κ〉, also die (m− 1)-te Näherung, bereits die exakte Lösung
eines gegebenen Problems darstellt. In diesem Fall kann die Lösung
nicht weiter verbessert werden, was sich darin äußert, dass die Terme
in den eckigen Klammern verschwinden. Entsprechendes gilt natürlich
auch für das klassische Kontinuum. Damit lässt sich ein Fehler definie-
ren, der ein Maß für die Güte der Näherung darstellt, was im nächsten
Abschnitt geschieht.

A.6 Fehler im Bildbereich

Die vorgestellte numerische Methode bringt zwei unteschiedliche Fehler
hervor. Zum einen wird die tatsächliche, gegebene Steifigkeitsverteilung
durch eine auf einer Diskretisierung basierende endliche Fourierreihe
genähert. Dieser Fehler ist ausführlich in [Kaßbohm 05b] diskutiert.

Zum anderen muss die Neumann-Iteration aus praktischen Gründen
irgendwann abgebrochen werden. Dies resultiert in einem weiteren Feh-
ler, der soweit reduziert werden kann, bis numerische Rundungsfehler ei-
ne weitere Verringerung unmöglich machen. Dieser Fehler wird während
jeder Iteration ermittelt. Dazu werden globale absolute Fehler eabs

p und
eabs

q sowie relative Fehler ep und eq im Bildbereich definiert und mittels
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der Parseval-Gleichung berechnet gemäß:

Cosserat

2
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6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
6
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6
6
6
6
6
6
6
6
6
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4
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klassisch
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dx1
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Couple-Str.
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dx2
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‖q∧‖2

ep
def
=

‖L‖2

‖σ∧(0) + µ∧(0)‖2
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p

(A.25)
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B Fortran Programme

Es folgt nun eine Beschreibung der Programme, die es ermöglichen
soll, sie fehlerfrei zu verwenden, zu erweitern und zu verbessern.
Alle verwendeten Programme sowie die zugehörige Dokumentation
können aus der Datei prog.nw erzeugt werden (siehe noweb-homepage
http://www.eecs.harvard.edu/~nr/noweb/), was die Erweiterung der
Programme und der Dokumentation sehr einfach möglich macht.

B.1 Struktogramm
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Vorgabe Li, mi, λ̄, µ̄, . . .

positiv definit?

Lösungsoperatoren

call bel

Vorgabe λn, . . . , ε∗n

Startwerte für εn und κn

DFT: F
d

˘
λn

¯
, . . . , Fd

˘
ε∗n

¯

F
d

˘
εT

n

¯
, Fd

˘
ε∗δn

¯
,

F
d

˘
spκ δn

¯
, Fd

˘
κT

n

¯

DFT: F
d

˘
spε δn

¯
,

Diskrete Faltung:

F
d

˘ 1
τ n

¯
, . . . , Fd

˘
τ ∗

n

¯

F
d

˘ 1
µn

¯
, Fd

˘ 2
µn

¯
, . . .

call verz

call fehl

Summen: F
d

˘
pn

¯
, Fd

˘
qn

¯

Relative Fehler

im Bildbereich: ep, eq

call verb Anwendung von ḡε , ḡκ

auf F
d

˘
pn

¯
, Fd

˘
qn

¯
:

F
d

˘
εn

¯
, Fd

˘
κn

¯

(N
eu

m
a
n
n
-)

It
er

a
ti

o
n

Ausgabe

Abbildung 17: Übersicht über die wichtigsten Bestandteile im Programma-
blauf
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B.2 Hauptprogramm prog

B.2 Hauptprogramm prog

Das Hauptprogramm ist aus folgenden Blöcken zusammengesetzt:
〈prog.f 〉≡

program prog
〈Abmessungen und Diskretisierung des Quaders〉
〈Variablendeklaration〉
open(18,file=’../data/mm_tau’)
open(19,file=’../data/er’)
open(20,file=’../data/mm_mat’)
〈Eröffnung, Materialwerte, Prüfung auf pos. Definitheit〉
〈Berechnung der Komponenten des Lösungsoperators〉
〈Verteilung der Materialwerte im Quader, Initialisierung〉
〈Iteration zur Verbesserung der Verzerrungen, Ausgabe〉
end
〈Einige Funktionen zur Berechnung des Lösungsoperators〉

Die einzelnen Blöcke werden nun genauer beschrieben, und die wich-
tigsten Variablen werden in Tabellen erklärt.

Zuerst werden die Abmessungen des repräsentativen Volumenele-
ments definiert, und die Diskretisierung wird festgelegt. Anschließend
werden die verwendeten Variablen deklariert.
〈Abmessungen und Diskretisierung des Quaders〉≡

Variable Symbol Kurzbeschreibung Referenz

m1,m2,m3 mi Wellenzahlbereich (3.8)

N1,N2,N3 Ni Diskretisierung (3.7b)

L1,L2,L3 Li Längen (3.1)

〈Abmessungen und Diskretisierung des Quaders〉+≡
implicit none
integer m1,m2,m3,N1,N2,N3
double precision L1,L2,L3
complex*16 I
PARAMETER(I=(0.d0,1.d0))
PARAMETER(L1 = 1.d0, L2 = 1.d0, L3 = 3.d0)
PARAMETER(

& m1 = 2,
& m2 = 2,
& m3 = 0

C & m1 = 31,
C & m2 = 31,
C & m3 = 0

& )
PARAMETER(N1=2*m1+1, N2=2*m2+1, N3=2*m3+1)

〈Variablendeklaration〉≡
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Variable Symbol Kurzbeschreibung Referenz

iter Iterationszähler

ikon Kontinuum-Typ Nr.

del δij Funktion

levi_civita eijk Funktion

la,mu λ̄, µ̄ mittl. Mat.-werte

lam,mpk λn, µn + κn Folgen λn ∈ R (2.2)

ep,eq ep, eq relative Fehler (A.25)

lam_F,mpk_F Fd
˘

λn
¯

, . . . Folgen Fd
˘

λn
¯

∈ C

ome_1,ome_2,. . . ω Koeffizientenmatrizen (A.15)

g_e_F,g_k_F ḡε , ḡκ Lösungsoperatoren (A.19)

e_F,k_F Fd
˘

εn
¯

, . . . Verzerrungen

e_del_F,k_del_F Fd
˘

spεδn
¯

, . . . (A.23)

e_T_F,k_T_F Fd
˘

εT
n

¯

, . . . (A.23)

tau_1_F,mut_1_F Fd
˘1
τn

¯

, . . . (A.23)

tau_stern_1_F. . . Fd
˘∗
τn

¯

(A.23)

p_F,q_F Fd
˘

pn
¯

”
Fehler“ ∈ C (A.23),(A.25)

〈Variablendeklaration〉+≡
integer iter,ikon,del,levi_civita,

&i1,i2,i3,k1,k2,k3,k,l,m,N,o
double precision

& la,mu,ka,al,be,ga, KL(3),min,max,
& mint(3,3),maxt(3,3),minf(3,3),maxf(3,3),
& ome_NN,ome_L,KKLL,
& lam(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& mue(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& zmu(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& mpk(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& zpk(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& alp(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& bet(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& gam(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& ep,eq
complex*16

& lam_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& mue_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& zmu_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& mpk_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& zpk_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& alp_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& bet_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
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& gam_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
C

& ome_1(6,6),ome_2(3,3),ome_3(3,3), ome_NK,
& b_1(6,1), b_2(3,1), b_3(3,1),addi,

C
& g_e_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3,6),
& g_k_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3,6),
& e_stern_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& e_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& k_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& e_del_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& e_stern_del_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& k_del_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& e_T_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& k_T_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_1_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_2_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_3_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_stern_1_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_stern_2_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& mat_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& mut_1_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& mut_2_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& mut_3_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& mut_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& p_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3),
& q_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3)

Jede Berechnung wird immer für alle untersuchten Kontinuumsty-
pen durchgeführt (40). Zur Berechnung der Lösungsoperatoren wer-
den “mittlere” Materialwerte definiert (50), und positive Definitheit
wird abgeprüft (60) nach [Eringen 68].
〈Eröffnung, Materialwerte, Prüfung auf pos. Definitheit〉≡

do i1=1,3
do i2=1,3

mint(i1,i2)= 1.d20
maxt(i1,i2)=-1.d20

enddo
enddo

40 do ikon=1,1
50 if (ikon.eq.1) then

la=12.5d0
mu=12.5d0
ka=12.5d3
al=12.5d0
be=12.5d0
ga=12.5d0

else if (ikon.eq.2) then
C---------praktisches Beispiel
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C la=(47.27d9 + 40.74d9)/2.d0
C mu=(18.38d9 + 5.56d9)/2.d0
C----------akad. Beispiel

la=12.5d0
mu=la
ka=0.d0
al=0.d0
be=0.d0
ga=0.d0

else if (ikon.eq.3) then
la=12.5d0
mu=la
ka=la
al=la
be=la
ga=la

endif

60 if ( ( 3.d0*la + 2.d0*mu + ka .lt.0) .or.
& ( 2.d0*mu + ka .lt.0) .or.
& (ka.lt.0) .or.
& (3.d0*al + be + ga.lt.0) .or.
& (be.gt.ga) .or.
& (ga.lt.0) ) then

write(*,*)’Materialkonstanten fehlerhaft.’
stop

endif

Im folgenden Block werden die Einträge von ω gemäß (A.15) be-
rechnet (70). Diese Matrix wird dann invertiert, und damit werden die
Einträge von ḡε

klµ, ḡκ
klµ gemäß (A.19) usw. berechnet (80).

〈Berechnung der Komponenten des Lösungsoperators〉≡
write(*,*)’Berechnung des Lösungsoperators...’
do k1 = -m1, m1

do k2 = -m2, m2
do k3 = -m3, m3

if (.not.(K1.eq.0 .and. K2.eq.0 .and.K3.eq.0)) then
KL(1) = dble(k1)/L1
KL(2) = dble(k2)/L2
KL(3) = dble(k3)/L3

70 do k = 1, 3
do l = 1, 3

ome_1(k,l) = (la + mu) * ome_NN(k,l,KL)
& + (mu + ka) * ome_L(k,l,KL)

ome_2(k,l) = (la + mu) * ome_NN(k,l,KL)
& + mu * ome_L(k,l,KL)

ome_3(k,l) =
& (la + mu + 0.5d0 * ka ) * ome_NN(k,l,KL)
& + 0.25d0 * ga * KL(k) * KL(l) * KKLL(KL)
& + (mu + 0.5d0 * ka) * ome_L(k,l,KL)
& + 0.25d0 * ga * KKLL(KL) * ome_L(k,l,KL)
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enddo
do l = 4, 6

ome_1(k,l) = ka * ome_NK(k,l-3,KL)
enddo

enddo
do k = 4, 6

do l = 1, 3
ome_1(k,l)= ka * ome_NK(k-3,l,KL)

enddo
do l = 4, 6

ome_1(k,l)=
& (al + be) * ome_NN(k-3,l-3,KL)+
& ga * ome_L(k-3,l-3,KL)-
& 2 * ka * del(k-3,l-3)

enddo
enddo

80 if (ikon.eq.1) then
call gaussj(ome_1,6,6,b_1,1,1)
do k = 1, 3

do l = 1, 3
do N = 1, 6

addi=(0.d0,0.d0)
do m = 1, 3

addi=addi
& +levi_civita(l,k,m) * ome_1(m+3,N)

enddo
g_e_F(k1,k2,k3,k,l,N)=

& I * KL(k) * ome_1(l,N) + addi
g_k_F(k1,k2,k3,k,l,N)=

& I * KL(l) * ome_1(k+3,N)
enddo

enddo
enddo

else if (ikon.eq.2) then
call gaussj(ome_2,3,3,b_2,1,1)
do k = 1, 3

do l = 1, 3
do n = 1, 3

g_e_F(k1,k2,k3,k,l,n)=
& 0.5d0 * I *(
& KL(k) * ome_2(l,n)+
& KL(l) * ome_2(k,n) )

g_k_F(k1,k2,k3,k,l,n)=(0.d0,0.d0)
enddo
do n = 4, 6

g_e_F(k1,k2,k3,k,l,n)=(0.d0,0.d0)
g_k_F(k1,k2,k3,k,l,n)=(0.d0,0.d0)

enddo
enddo

enddo
else if (ikon.eq.3) then

call gaussj(ome_3,3,3,b_3,1,1)
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do k = 1, 3
do l = 1, 3

do n = 1, 3
g_e_F(k1,k2,k3,k,l,n)=

& 0.5d0 * I *(
& KL(k) * ome_3(l,n)+
& KL(l) * ome_3(k,n) )

addi=(0.d0,0.d0)
do m = 1, 3

do o = 1, 3
addi=addi

& +levi_civita(k,m,o)*KL(m)
& * KL(l)*ome_3(o,n)

enddo
enddo
g_k_F(k1,k2,k3,k,l,n)=

& -0.5d0 * addi
enddo
do n = 4, 6

g_e_F(k1,k2,k3,k,l,n)=(0.d0,0.d0)
g_k_F(k1,k2,k3,k,l,n)=(0.d0,0.d0)

enddo
enddo

enddo
endif

else
do k = 1, 3

do l = 1, 3
do N = 1, 6

g_e_F(k1,k2,k3,k,l,N)=(0.d0,0.d0)
g_k_F(k1,k2,k3,k,l,N)=(0.d0,0.d0)

enddo
enddo

enddo
endif

enddo
enddo

enddo
write(*,*)’fertig.’
do k1 = -m1, m1

do k2 = -m2, m2
do k3 = -m3, m3

do i1 = 1,3
do i2 = 1,3

e_F (k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
e_T_F (k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
e_del_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
k_F (k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
k_T_F (k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
k_del_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
tau_1_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
tau_2_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
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tau_3_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
mut_1_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
mut_2_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
mut_3_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
e_stern_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
e_del_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
e_stern_del_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)

enddo
enddo

enddo
enddo

enddo

Im folgenden Block wird die örtliche Verteilung der Materialwerte
festgelegt (95, siehe B.4).
〈Verteilung der Materialwerte im Quader, Initialisierung〉≡

95 call bel(la,mu,ka,al,be,ga,e_F,k_F,e_stern_F,
&lam_F,mue_F,zmu_F,mpk_F,zpk_F,alp_F,bet_F,gam_F,
&lam, mue, zmu, mpk, zpk, alp, bet, gam,
&m1,m2,m3,N1,N2,N3)

Im folgenden Block findet die Neumann-Iteration statt. Zuerst wer-
den aus den verallgemeinerten Verzerrungen e_F und k_F die Größen
e_T_F,e_del_F,k_T_F,k_del_F berechnet (110, siehe B.5). Schließlich
werden diverse diskrete Faltungen berechnet (130), um tau_1_F usw.
zu bestimmen. Nun sind die Kraft- und die Momentenspannungen be-
kannt, und es werden die Fehlervektoren p_F und q_F bestimmt (140).
Mit p_F und q_F und den Lösungsoperatoren werden dann die verbes-
serten verallgemeinerten Verzerrungen berechnet (150, siehe B.8) und
die Iteration beginnt von neuem (160), wenn die Fehler nicht unter ei-
ner vorgegebenen Schranke liegen. Andernfalls wird eine entsprechende
Ausgabe erzeugt.
〈Iteration zur Verbesserung der Verzerrungen, Ausgabe〉≡

ep = 17.d0
iter = 0
write(*,*)’Iteration beginnt:’

C write(*,*)’Iteration beginnt nicht.’
C goto 170
100 if ((ep.gt.1.d-7).or.(eq.gt.1.d-7)) then

write(19,*)iter, ep
iter = iter +1
write(*,*)’Iteration ’, iter

110 call verz(e_F,e_T_F,e_del_F,k_F,k_T_F,k_del_F,
& e_stern_F,e_stern_del_F,
& N1,N2,N3,m1,m2,m3)
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130 if (ikon.eq.1) then
call falt(lam_F,e_del_F,tau_1_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call falt(mpk_F, e_F,tau_2_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call falt(mue_F, e_T_F,tau_3_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call falt(alp_F,k_del_F,mut_1_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call falt(bet_F, k_F,mut_2_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call falt(gam_F, k_T_F,mut_3_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)

else if (ikon.eq.2) then
write(*,*)’tau1 tau2 berechnen...’
call falt(lam_F,e_del_F,tau_1_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call falt(zmu_F, e_F,tau_2_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
write(*,*)’fertig.’

else if (ikon.eq.3) then
call falt(lam_F,e_del_F,tau_1_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call falt(zpk_F, e_F,tau_2_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call falt(bet_F, k_F,mut_1_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call falt(gam_F, k_T_F,mut_2_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)

endif

C Thermo:
write(*,*)’tau*1 tau*2 berechnen...’
call falt(lam_F,e_stern_del_F,tau_stern_1_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call falt(zpk_F,e_stern_F,tau_stern_2_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
write(*,*)’fertig.’

C Ende

write(*,*)’Fehler berechnen...’
140 call fehl(

& ikon,ep,eq,p_F,q_F,
& tau_1_F,tau_2_F,tau_3_F,
& tau_stern_1_F,tau_stern_2_F,
& mut_1_F,mut_2_F,mut_3_F,
& tau_F,mut_F,
& L1,L2,L3,m1,m2,m3)

C write(*,*) ep, eq
write(*,*)’fertig.’

write(*,*)’Verbesserung berechnen...’
150 call verb(p_F,q_F,e_F,k_F,g_e_F,g_k_F,m1,m2,m3)

write(*,*)’fertig.’
160 goto 100

else
write(*,*)’fertig.’

C write(*,*)’Ausgabedateien erzeugen...’
C call fr(ikon,mut_F,1,1,N1,N2,N3,m1,m2,m3,’-2-11’,min,max)
C minf(1,1)=min
C maxf(1,1)=max
C write(18,9002)1,1,min,max
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C write(*,*)’fertig.’

C Ende der Abfrage nach Fehler:
endif

C Ende der Schleife über ikont:
enddo

do i1=1,3
do i2=1,3

write(*,*) i1,i2
if (abs(tau_F(0,0,0,i1,i2)).gt.1.d-5) then

write(*,*)’tau: ’, abs(tau_F(0,0,0,i1,i2))
endif
if (abs(mut_F(0,0,0,i1,i2)).gt.1.d-5) then

write(*,*)’mut: ’, abs(mut_F(0,0,0,i1,i2))
endif

write(*,*)
enddo

enddo
9000 format(2F25.8)
9002 format(2I5, 2F25.8)

170 continue

B.3 Weitere Programmteile zur Berechnung des

Lösungsoperators

Es folgen nun einige Funktionen, die sich selbst erklären, sowie ein Un-
terprogramm zur Berechnung der Inversen nach Numerical Recipes für
Fortran ([Press 92]), modifiziert für Matrizen mit komplexen Einträgen
(90).
〈Einige Funktionen zur Berechnung des Lösungsoperators〉≡

double precision function ome_NN(k,l,KL)
implicit none
double precision KL(3)
integer k,l
ome_NN = - KL(k) * KL(l)
return
end

double precision function ome_L(k,l,KL)
implicit none
integer k,l,del
double precision KL(3)
double precision KKLL

71



B Fortran Programme

ome_L = - KKLL(KL) * del(k,l)
return
end

double precision function KKLL(KL)
implicit none
double precision KL(3)
KKLL = KL(1) * KL(1) + KL(2) * KL(2) + KL(3) * KL(3)
return
end

complex*16 function ome_NK(k,l,KL)
implicit none
integer levi_civita, m,k,l
double precision KL(3)
complex*16 I
PARAMETER(I=(0.d0,1.d0))
ome_NK=(0.d0,0.d0)
do m=1,3

ome_NK=ome_NK+ I * levi_civita(k,m,l) * KL(m)
enddo
return
end

integer function del(i,j)
implicit none
integer i,j
if ( (i.eq.1 .and. j .eq. 1)

& .or. (i.eq.2 .and. j .eq. 2)
& .or. (i.eq.3 .and. j .eq. 3)) then

del=1
else

del=0
endif
return
end

integer function levi_civita(i,k,n)
implicit none
integer i,k,n
if(

& ( (i.eq.1).and.(k.eq.2).and.(n.eq.3) )
& .or.
& ( (i.eq.3).and.(k.eq.1).and.(n.eq.2) )
& .or.
& ( (i.eq.2).and.(k.eq.3).and.(n.eq.1) ) )
& then

levi_civita = 1
elseif(

& ( (i.eq.1).and.(k.eq.3).and.(n.eq.2) )
& .or.
& ( (i.eq.2).and.(k.eq.1).and.(n.eq.3) )
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& .or.
& ( (i.eq.3).and.(k.eq.2).and.(n.eq.1) ) )
& then

levi_civita = - 1
else

levi_civita = 0
endif
return
end

90 SUBROUTINE gaussj(a,n,np,b,m,mp)
INTEGER m,mp,n,np,NMAX
complex*16 a(np,np),b(np,mp)
PARAMETER (NMAX=50)
INTEGER i,icol,irow,j,k,l,ll,indxc(NMAX),indxr(NMAX),ipiv(NMAX)
complex*16 big,dum,pivinv
do 11 j=1,n

ipiv(j)=0
11 continue

do 22 i=1,n
big=0.
do 13 j=1,n

if(ipiv(j).ne.1)then
do 12 k=1,n

if (ipiv(k).eq.0) then
if (abs(a(j,k)).ge.abs(big))then

big=abs(a(j,k))
irow=j
icol=k

endif
else if (ipiv(k).gt.1) then

pause ’singular matrix in gaussj’
endif

12 continue
endif

13 continue
ipiv(icol)=ipiv(icol)+1
if (irow.ne.icol) then

do 14 l=1,n
dum=a(irow,l)
a(irow,l)=a(icol,l)
a(icol,l)=dum

14 continue
do 15 l=1,m

dum=b(irow,l)
b(irow,l)=b(icol,l)
b(icol,l)=dum

15 continue
endif
indxr(i)=irow
indxc(i)=icol
if (a(icol,icol).eq.0.) pause ’singular matrix in gaussj’
pivinv=1./a(icol,icol)
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a(icol,icol)=1.
do 16 l=1,n

a(icol,l)=a(icol,l)*pivinv
16 continue

do 17 l=1,m
b(icol,l)=b(icol,l)*pivinv

17 continue
do 21 ll=1,n

if(ll.ne.icol)then
dum=a(ll,icol)
a(ll,icol)=0.
do 18 l=1,n

a(ll,l)=a(ll,l)-a(icol,l)*dum
18 continue

do 19 l=1,m
b(ll,l)=b(ll,l)-b(icol,l)*dum

19 continue
endif

21 continue
22 continue

do 24 l=n,1,-1
if(indxr(l).ne.indxc(l))then

do 23 k=1,n
dum=a(k,indxr(l))
a(k,indxr(l))=a(k,indxc(l))
a(k,indxc(l))=dum

23 continue
endif

24 continue
return
END

B.4 Unterprogramm bel

In diesem Unterprogramm wird die diskrete Verteilung der Material-
werte festgelegt (200), und hierfür werden die Fourierkoeffizienten mit
der diskreten Fourier Transformation (siehe Abschnitt 3.2) berechnet
(300) und an das Hauptprogramm zurückgegeben.

Ausgehend von den “mittleren” Materialwerten (la,mu, usw.), mit
denen die Lösungsoperatoren berechnet wurden, wird hier eine zwei-
phasige Zusammensetzung in der repräsentativen Zelle angenommen
(siehe 4). Im Innern der zylindrischen Faser sind alle Materialwerte
halb so groß wie die “mittleren” Materialwerte, außerhalb davon sind
sie doppelt so groß wie sie13. Der Mittelpunkt und der relative Radi-

13Dies ist natürlich nur ein Beispiel. Hier kann eine beliebige Verteilung der Mate-
rialwerte an diskreten Punkten vorgegeben werden. Außerdem ist man natürlich
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us der Faser wird bei 210 bzw. bei 220 festgelegt. Bei 230 werden die
verallgemeinerten Verzerrungen initialisiert, und an jeder Stelle werden
die nach (A.20) vorgegebenen Mittelwerte als Vorschätzung angesetzt
(240). Die Fourierkoeffizienten der vorgeschätzten Verzerrungen werden
ebenfalls berechnet (310)und an das Hauptprogramm zurückgegeben.
〈bel.f 〉≡

subroutine bel(la,mu,ka,al,be,ga,e_F,k_F,e_stern_F,
&lam_F,mue_F,zmu_F,mpk_F,zpk_F,alp_F,bet_F,gam_F,
&lam, mue, zmu, mpk, zpk, alp, bet, gam,
&m1,m2,m3,N1,N2,N3)
implicit none
integer a1,a2,a3,m1,m2,m3,N1,N2,N3,i1,i2,

& mat(0:62, 0:62, 0:0)
double precision

& xf,yf,cxf,cyf,raf,axf,ayf,bef,
& lam(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& mue(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& zmu(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& mpk(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& zpk(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& alp(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& bet(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& gam(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1),
& e_stern(0:N1-1, 0:N2-1, 0:N3-1, 1:3, 1:3),
& e (0:N1-1, 0:N2-1, 0:N3-1, 1:3, 1:3),
& k (0:N1-1, 0:N2-1, 0:N3-1, 1:3, 1:3),
& la,mu,ka,al,be,ga,
& la_1,mu_1,ka_1,al_1,be_1,ga_1,
& la_2,mu_2,ka_2,al_2,be_2,ga_2,
& delta_la, delta_mu
complex*16

& lam_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& mue_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& zmu_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& mpk_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& zpk_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& alp_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& bet_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& gam_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& e_stern_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3, 3,3),
& e_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3, 3,3),
& k_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3, 3,3)
open(22,file=’../data/mat_schnitt’)

C ----------------Beginn akademisches Problem:
C C 2-Stoff-System

la_1 = 0.4d0*la
la_2 = 1.6d0*la

auch nicht gezwungen, sich auf isotropes Material zu beschränken.
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mu_1 = 0.4d0*mu
mu_2 = 1.6d0*mu

ka_1 = 0.4d0*ka
ka_2 = 1.6d0*ka

al_1 = 0.4d0*al
al_2 = 1.6d0*al

be_1 = 0.4d0*be
be_2 = 1.6d0*be

ga_1 = 0.4d0*ga
ga_2 = 1.6d0*ga

C Schleife über alle Punkte im RVE
200 do a1 = 0, N1-1

xf = dble(a1) / N1
do a2 = 0, N2-1

yf = dble(a2) / N2
do a3 = 0, N3-1

210 cxf=0.5d0
cyf=0.5d0

220 raf=0.25d0
axf=cxf-xf
ayf=cyf-yf
bef=dsqrt(axf**2.d0+ayf**2.d0)
if (bef.le.raf) then

lam(a1,a2,a3)= la_1
mue(a1,a2,a3)= mu_1
zmu(a1,a2,a3)= 2.d0*mu_1
mpk(a1,a2,a3)= mu_1+ka_1
zpk(a1,a2,a3)= 2.d0*mu_1+ka_1
alp(a1,a2,a3)= al_1
bet(a1,a2,a3)= be_1
gam(a1,a2,a3)= ga_1

else
lam(a1,a2,a3)= la_2
mue(a1,a2,a3)= mu_2
zmu(a1,a2,a3)= 2.d0*mu_2
mpk(a1,a2,a3)= mu_2+ka_2
zpk(a1,a2,a3)= 2.d0*mu_2+ka_2
alp(a1,a2,a3)= al_2
bet(a1,a2,a3)= be_2
gam(a1,a2,a3)= ga_2

endif
230 do i1 =1,3

do i2 = 1,3
e(a1,a2,a3,i1,i2) =0.d0
k(a1,a2,a3,i1,i2) =0.d0
e_stern(a1,a2,a3,i1,i2)=0.d0
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enddo
enddo

C ----------------------------------------------------
C Experiment 2:
C Vorgabe der Thermo-Dehnungen:
C if (bef.le.raf) then
C e_stern(a1,a2,a3,1,1)=1.d0
C e_stern(a1,a2,a3,2,2)=1.d0
C e_stern(a1,a2,a3,3,3)=1.d0
C endif
C Thermo Ende

C Vorgabe der konstanten Verzerrungen (und auch Startwert):
240 e(a1,a2,a3,1,1)=1.d0

k(a1,a2,a3,1,1)=0.d0
enddo

enddo
enddo

C--------------------------Ende akad. Problem
C
C

write(*,*)’Fourierkoeffizienten berechnen...’
300 call fk_s(lam,lam_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)

call fk_s(mue,mue_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call fk_s(zmu,zmu_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call fk_s(mpk,mpk_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call fk_s(zpk,zpk_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call fk_s(alp,alp_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call fk_s(bet,bet_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call fk_s(gam,gam_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)

310 call fk(e,e_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
call fk(k,k_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)

C Thermo
call fk(e_stern,e_stern_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
write(*,*)’fertig.’
end

B.5 Unterprogramm verz

In diesem Unterprogramm werden aus den vorgegebenen Verzerrungs-
tensoren F

d
˘
εn

¯
(e_F) und F

d
˘
κn

¯
(k_F) und aus den vorgegebenen

Eigendehungen F
d

˘
ε∗n

¯
(e_stern_F) verschiedene Terme berechnet, die

zur Berechnung von F
d

˘
pn

¯
und F

d
˘
qn

¯
notwendig sind (siehe Glei-

chungen (A.23)). Dies sind z.B. F
d

˘
spε δn

¯
(e_del_F), F

d
˘
εT

n

¯
(e_T_F)

usw. .
〈verz.f 〉≡

subroutine verz(e_F,e_T_F,e_del_F,k_F,k_T_F,k_del_F,
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&e_stern_F,e_stern_del_F,
&N1,N2,N3,m1,m2,m3)

implicit none
integer N1,N2,N3,m1,m2,m3
complex*16

& e_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& e_T_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& e_del_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& k_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& k_T_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& k_del_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& e_stern_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& e_stern_del_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& sp_e_stern_F,
& sp_e_F, sp_k_F

integer k1,k2,k3,i1,i2

do k1 =-m1, m1
do k2 =-m2, m2

do k3 =-m3, m3
do i1 =1, 3

do i2 =1, 3
e_del_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
k_del_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
e_stern_del_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
e_T_F(k1,k2,k3,i2,i1)=e_F(k1,k2,k3,i1,i2)
k_T_F(k1,k2,k3,i2,i1)=k_F(k1,k2,k3,i1,i2)

enddo
enddo
sp_e_F=

& e_F(k1,k2,k3,1,1)+
& e_F(k1,k2,k3,2,2)+
& e_F(k1,k2,k3,3,3)

sp_k_F=
& k_F(k1,k2,k3,1,1)+
& k_F(k1,k2,k3,2,2)+
& k_F(k1,k2,k3,3,3)

C Thermo
sp_e_stern_F=

& e_stern_F(k1,k2,k3,1,1)+
& e_stern_F(k1,k2,k3,2,2)+
& e_stern_F(k1,k2,k3,3,3)

e_stern_del_F(k1,k2,k3,1,1)=sp_e_stern_F
e_stern_del_F(k1,k2,k3,2,2)=sp_e_stern_F
e_stern_del_F(k1,k2,k3,3,3)=sp_e_stern_F

C Ende
e_del_F(k1,k2,k3,1,1)=sp_e_F
e_del_F(k1,k2,k3,2,2)=sp_e_F
e_del_F(k1,k2,k3,3,3)=sp_e_F
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k_del_F(k1,k2,k3,1,1)=sp_k_F
k_del_F(k1,k2,k3,2,2)=sp_k_F
k_del_F(k1,k2,k3,3,3)=sp_k_F

enddo
enddo

enddo
end

B.6 Unterprogramm falt

In diesem Unterprogramm wird die diskrete Faltung nach Abschnitt
3.3.2 berechnet. Eingang ist jeweils ein die Folge von skalaren Wer-
ten (c_F) sowie eine Folge von neun skalaren Komponenten eines Ten-
sors (d_F). Aus diesen beiden Eingaben kann man die diskrete Faltung
gemäß (3.10) berechnen. Ausgabe ist der Tensor h_F. 1, 2 ist die Schlei-
fe über die Tensorkomponenten. 3,4,5 ist die Schleife über die Wellen-
zahlen. 6 ist die Initialisierung. 7,8,9 ist die Schleife der Faltung.
〈falt.f 〉≡

subroutine falt(c_F,d_F,h_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
implicit none

C in:
C c_F , d_F FK der Funktionen
C
C out:
C h[k1, k2, k3] FK von c mal d, also ( c d )^ = c^ * d^

integer N1,N2,N3,m1,m2,m3,k1,k2,k3,i1,i2,p1,p2,p3,j1,j2,j3
complex*16 I,

& c_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3),
& d_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3, 3, 3),
& h_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3, 3, 3)

1 do i1=1,3
2 do i2=1,3
3 do k1=-m1, m1
4 do k2=-m2, m2
5 do k3=-m3, m3
6 h_F(k1,k2,k3,i1,i2)=(0.d0,0.d0)
7 do p1=-m1, m1

j1=int((-(k1-p1)+N1+(N1-1)/2)/N1)*N1
& +(k1-p1)-N1

8 do p2=-m2, m2
j2=int((-(k2-p2)+N2+(N2-1)/2)/N2)*N2

& +(k2-p2)-N2
9 do p3=-m3, m3

j3=int((-(k3-p3)+N3+(N3-1)/2)/N3)*N3
& +(k3-p3)-N3

h_F(k1,k2,k3,i1,i2)=h_F(k1,k2,k3,i1,i2)
& +c_F(p1,p2,p3)*d_F(j1,j2,j3,i1,i2)
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enddo
enddo

enddo
enddo

enddo
enddo

enddo
enddo
end

B.7 Unterprogramm fehl

In diesem Unterprogramm wird der Fehler im Bildbereich (siehe Ab-
schnitt A.6) berechnet und ausgegeben. Dies geschieht für jeden Schritt
in der (Neumann-) Iteration.
1,2,3 ist die Schleife über die Wellenzahlen. 4,5 ist die Schleife über

die Tensorkomponenten von F
d

˘
τ n

¯
bzw. F

d
˘
µn

¯
. Sind diese Tenso-

ren (bzw. deren Folgen im Fourierraum) berechnet, so lassen sich die
Fehlervektoren F

d
˘
pn

¯
und F

d
˘
qn

¯
berechnen. Grundlage bieten die

Formeln ab (A.23). Für jedes Kontinuum werden die Fehlervektoren
verschieden berechnet (6,7,8). Aus den Fehlervektoren lässt sich ein
relativer Gesamtfehler berechnen (9). Grundlage bietet Formel (A.25)
in Abschnitt A.6.
〈fehl.f 〉≡

subroutine fehl(
&ikon,ep,eq,p_F,q_F,
&tau_1_F,tau_2_F,tau_3_F,
&tau_stern_1_F,tau_stern_2_F,
&mut_1_F,mut_2_F,mut_3_F,
&tau_F,mut_F,
&L1,L2,L3,m1,m2,m3)

implicit none
integer ikon,k1,k2,k3,m1,m2,m3,i1,i2,i3,levi_civita,n,

& p,q,r,s
double precision L1,L2,L3,KL(3),sum_p,sum_q,n_L_quad,ee(3,3),

& n_nue_quad,ep,eq,n_p_quad,n_q_quad
complex*16 I,

& tau_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& mut_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_1_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_2_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_3_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_stern_1_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& tau_stern_2_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& mut_1_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
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& mut_2_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& mut_3_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& p_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3),
& p_1_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3),
& p_2_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3),
& q_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3),
& q_1_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3),
& q_2_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3),
& nue_F(3,3),
& t_quad,m_quad
PARAMETER(I=(0.d0,1.d0))

n_p_quad = 0.d0
n_q_quad = 0.d0

1 do k1 = -m1, m1
2 do k2 = -m2, m2
3 do k3 = -m3, m3

KL(1) = dble(k1)/L1
KL(2) = dble(k2)/L2
KL(3) = dble(k3)/L3

4 do i1 = 1,3
5 do i2 = 1,3

tau_F(k1,k2,k3,i1,i2)=
& tau_1_F(k1,k2,k3,i1,i2)+
& tau_2_F(k1,k2,k3,i1,i2)+
& tau_3_F(k1,k2,k3,i1,i2)

C Thermo
& -tau_stern_1_F(k1,k2,k3,i1,i2)
& -tau_stern_2_F(k1,k2,k3,i1,i2)

C Ende
mut_F(k1,k2,k3,i1,i2)=

& mut_1_F(k1,k2,k3,i1,i2)+
& mut_2_F(k1,k2,k3,i1,i2)+
& mut_3_F(k1,k2,k3,i1,i2)

enddo
enddo
do n = 1,3

p_F (k1,k2,k3,n) = (0.d0,0.d0)
p_1_F(k1,k2,k3,n) = (0.d0,0.d0)
p_2_F(k1,k2,k3,n) = (0.d0,0.d0)
q_F (k1,k2,k3,n) = (0.d0,0.d0)
q_1_F(k1,k2,k3,n) = (0.d0,0.d0)
q_2_F(k1,k2,k3,n) = (0.d0,0.d0)

6 if (ikon.eq.1) then
do p = 1,3

p_F(k1,k2,k3,n) = p_F(k1,k2,k3,n)
& + I * KL(p) * tau_F(k1,k2,k3,p,n)

q_1_F(k1,k2,k3,n)= q_1_F(k1,k2,k3,n)
& + I * KL(p) * mut_F(k1,k2,k3,p,n)

do q = 1,3
q_2_F(k1,k2,k3,n)=q_2_F(k1,k2,k3,n)

& +levi_civita(n,p,q) *
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& tau_F(k1,k2,k3,p,q)
enddo

enddo
q_F(k1,k2,k3,n) =

& q_1_F(k1,k2,k3,n)+q_2_F(k1,k2,k3,n)
7 else if (ikon.eq.2) then

do p = 1,3
p_F(k1,k2,k3,n) = p_F(k1,k2,k3,n)

& + I * KL(p) * tau_F(k1,k2,k3,p,n)
enddo

8 else if (ikon.eq.3) then
do r=1,3

do s=1,3
ee(r,s)=0.d0
do p=1,3

do q=1,3
ee(r,s)=ee(r,s)+

& levi_civita(r,p,q)*levi_civita(s,p,q)
enddo

enddo
enddo

enddo
do p = 1,3

p_1_F(k1,k2,k3,n) = p_1_F(k1,k2,k3,n)
& + I * KL(p) * tau_F(k1,k2,k3,p,n)

q_1_F(k1,k2,k3,n) = q_1_F(k1,k2,k3,n)
& + I * KL(p) * mut_F(k1,k2,k3,p,n)

do q = 1,3
q_2_F(k1,k2,k3,n)=q_2_F(k1,k2,k3,n)

& +levi_civita(n,p,q) *
& tau_F(k1,k2,k3,p,q)
& - I * KL(p)/2.d0 * ee(n,q)*
& mut_F(k1,k2,k3,p,q)

do r = 1,3
p_2_F(k1,k2,k3,n) = p_2_F(k1,k2,k3,n)

& + 0.5d0 * levi_civita(q,p,n)*
& KL(p)*KL(r)*
& mut_F(k1,k2,k3,r,q)

enddo
enddo

enddo
p_F(k1,k2,k3,n) =

& p_1_F(k1,k2,k3,n)+p_2_F(k1,k2,k3,n)
q_F(k1,k2,k3,n) =

& q_1_F(k1,k2,k3,n)+q_2_F(k1,k2,k3,n)
end if

enddo
do n=1,3
n_p_quad = n_p_quad +

& abs(p_F(k1,k2,k3,n))*abs(p_F(k1,k2,k3,n))
n_q_quad = n_q_quad +

& abs(q_F(k1,k2,k3,n))*abs(q_F(k1,k2,k3,n))
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enddo
enddo

enddo
enddo
do i1 = 1,3

do i2 = 1,3
nue_F(i1,i2)=tau_F(0,0,0,i1,i2)+mut_F(0,0,0,i1,i2)

enddo
enddo

n_nue_quad=0.d0
do i1 = 1,3

do i2 = 1,3
n_nue_quad=n_nue_quad +

& abs(nue_F(i1,i2))*abs(nue_F(i1,i2))
enddo

enddo
n_L_quad = L1*L1 + L2*L2 + L3*L3
ep = n_p_quad * n_L_quad / n_nue_quad
eq = n_q_quad * n_L_quad / n_nue_quad

C Berechnung des Quadrats der Norm
C vom Mittelwert der Spannungen:

t_quad=0.d0
m_quad=0.d0
do i1 = 1,3

do i2 = 1,3
t_quad = t_quad +

& tau_F(0,0,0,i1,i2) * tau_F(0,0,0,i1,i2)
m_quad = m_quad +

& mut_F(0,0,0,i1,i2) * mut_F(0,0,0,i1,i2)
enddo

enddo

write(*,*)ep,eq,ikon,abs(tau_F(0,0,0,1,1)),abs(mut_F(0,0,0,1,1))
write(*,*)’mitt: ’,sqrt(abs(t_quad)), sqrt(abs(m_quad))
end

B.8 Unterprogramm verb

In diesem Unterprogramm wird eine Verbesserung der Verzerrungen
e_F und k_F berechnet. Dazu wird der Lösungsoperator (g_e_F, g_k_F)
auf die Fehlervektoren (p_F, q_F) angewendet (8,9). Die verbesser-
ten Verzerrungen werden mittels (A.11) berechnet (10,11). 1,2 ist die
Schleife über die Tensorkomponenten. 3,4,5 ist die Schleife über die
Wellenzahlen. 6,7 ist die Initialisierung der Korrekturterme.
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〈verb.f 〉≡
subroutine verb(p_F,q_F,e_F,k_F,g_e_F,g_k_F,m1,m2,m3)
implicit none
integer k1,k2,k3,i1,i2,m1,m2,m3,n
complex*16

& g_e_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3,6),
& g_k_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3,6),
& e_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& k_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3),
& p_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3),
& q_F (-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3),
& korr_e_F, korr_k_F

C aaa
1 do i1 = 1,3
2 do i2 = 1,3
3 do k1 = -m1,m1
4 do k2 = -m2,m2
5 do k3 = -m3,m3

if (.not.
& ((k1.eq.0).and.(k2.eq.0).and.(k3.eq.0))
& ) then

6 korr_e_F=(0.d0,0.d0)
7 korr_k_F=(0.d0,0.d0)

do n = 1,3
8 korr_e_F = korr_e_F +

& g_e_F(k1,k2,k3,i1,i2,n)
& *p_F(k1,k2,k3,n) +
& g_e_F(k1,k2,k3,i1,i2,n+3)
& *q_F(k1,k2,k3,n)

9 korr_k_F = korr_k_F +
& g_k_F(k1,k2,k3,i1,i2,n)
& *p_F(k1,k2,k3,n) +
& g_k_F(k1,k2,k3,i1,i2,n+3)
& *q_F(k1,k2,k3,n)

enddo
10 e_F(k1,k2,k3,i1,i2)=e_F(k1,k2,k3,i1,i2)-korr_e_F
11 k_F(k1,k2,k3,i1,i2)=k_F(k1,k2,k3,i1,i2)-korr_k_F

endif
enddo

enddo
enddo

enddo
enddo
end

B.9 Unterprogramme fk_s und fk

In diesen Unterprogrammen wird die diskrete Fourier Transformation
einer skalar- bzw. einer tensorwertigen Funktion berechnet. Eingabe ist
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die (reelle) Zahlenfolge K. Ausgabe die (komplexe) Zahlenfolge K_F. Die
Berechnung geschieht gemäß Gleichung (3.7).
〈fk s.f 〉≡

subroutine fk_s(K,K_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
implicit none

c IN:
integer N1,N2,N3,m1,m2,m3
double precision K(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1)

c local:
integer k1,k2,k3,a1,a2,a3
double precision expo, scale, ab1,ab2,ab3
double precision PIPI, PI
complex*16 I
PARAMETER (PIPI=6.283185307179586d0)
PARAMETER (PI=PIPI/2.d0)
PARAMETER (I=(0.d0, 1.d0))

c OUT:
complex*16 K_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3)
scale=dble(N1)*N2*N3
do k1= -m1,m1

if (k1.eq.0) then
ab1=1.d0

else
ab1=((N1/PI/dble(k1)

& *dsin(k1*PI/dble(N1))))**2.d0
endif
do k2= -m2,m2

if (k2.eq.0) then
ab2=1.d0

else
ab2=((N2/PI/dble(k2)

& *dsin(k2*PI/dble(N2))))**2.d0
endif
do k3= -m3,m3

if (k3.eq.0) then
ab3=1.d0

else
ab3=((N3/PI/dble(k3)

& *dsin(k3*PI/dble(N3))))**2.d0
endif
K_F(k1,k2,k3) =(0.d0,0.d0)
do a1=0, N1-1

do a2=0, N2-1
do a3=0, N3-1

expo = dble(k1)*a1/N1
& + dble(k2)*a2/N2
& + dble(k3)*a3/N3

K_F(k1,k2,k3)
& = K_F(k1,k2,k3)
& + K(a1,a2,a3)*
& exp(-I*PIPI*expo)
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enddo
enddo

enddo
C Ohne Abminderungsfaktoren:

K_F(k1,k2,k3)= K_F(k1,k2,k3)/scale
C Mit Abminderungsfaktoren für lineare Splines:
C K_F(k1,k2,k3)= K_F(k1,k2,k3)*ab1*ab2*ab3/scale

enddo
enddo

enddo
end

〈fk.f 〉≡
subroutine fk(K,K_F,N1,N2,N3,m1,m2,m3)
implicit none

c IN:
integer N1,N2,N3,m1,m2,m3
double precision K(0:N1-1,0:N2-1,0:N3-1,3,3)

c local:
integer k1,k2,k3,a1,a2,a3,i1,i2
double precision expo, scale, ab1,ab2,ab3
double precision PIPI, PI
complex*16 I
PARAMETER (PIPI=6.283185307179586d0)
PARAMETER (PI=PIPI/2.d0)
PARAMETER (I=(0.d0, 1.d0))

c OUT:
complex*16 K_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3)
scale=dble(N1)*N2*N3
do i1 = 1,3

do i2 = 1,3
do k1= -m1,m1

if (k1.eq.0) then
ab1=1.d0

else
ab1=((N1/PI/dble(k1)

& *dsin(k1*PI/dble(N1))))**2.d0
endif
do k2= -m2,m2

if (k2.eq.0) then
ab2=1.d0

else
ab2=((N2/PI/dble(k2)

& *dsin(k2*PI/dble(N2))))**2.d0
endif

do k3= -m3,m3
if (k3.eq.0) then

ab3=1.d0
else

ab3=((N3/PI/dble(k3)
& *dsin(k3*PI/dble(N3))))**2.d0

endif
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c init:
K_F(k1,k2,k3,i1,i2) =(0.d0,0.d0)
do a1=0, N1-1

do a2=0, N2-1
do a3=0, N3-1

expo = dble(k1)*a1/N1
& + dble(k2)*a2/N2
& + dble(k3)*a3/N3

K_F(k1,k2,k3,i1,i2)
& = K_F(k1,k2,k3,i1,i2)
& + K(a1,a2,a3,i1,i2)*
& exp(-I*PIPI*expo)

enddo
enddo

enddo
C Ohne Abminderungsfaktoren:

K_F(k1,k2,k3,i1,i2)
& = K_F(k1,k2,k3,i1,i2)/scale

C Mit Abminderungsfaktoren für lineare Splines:
C K_F(k1,k2,k3,i1,i2)
C & = K_F(k1,k2,k3,i1,i2)*ab1*ab2*ab3/scale
C
C
C
C if (abs(K_F(k1,k2,k3,1,1)).gt.1.e-5)
C & write(*,*)k1,k2,k3,K_F(k1,k2,k3,1,1)

enddo
enddo

enddo
enddo

enddo

end

B.10 Unterprogramm fr

In diesem Unterprogramm wird die Fourierreihe bzw. die inverse dis-
krete Fourier Transformation nach Gleichung (3.8) berechnet. Auch
zwischen den Stützstellen können die Funktionswerte des trigonome-
trischen Interpolationspolynoms berechnet werden.

Die berechneten Werte werden in Dateien ausgegeben.
〈fr.f 〉≡

subroutine fr(ikon,K_F,i1,i2,N1,N2,N3,m1,m2,m3,zk2,min,max)
implicit none

character*5 zk2
integer m1,m2,m3,N1,N2,N3,i1,i2,ikon,xn,yn
complex*16 I
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double precision PIPI,min,max,dbet,dx,dy
PARAMETER (I=(0.d0, 1.d0))
PARAMETER (PIPI=6.283185307179586d0)

character*20 zk
integer k1,k2,k3,p1,p2,p3
double precision xx,yy,out
complex*16 K_F(-m1:m1,-m2:m2,-m3:m3,3,3)

if (ikon.eq.0) then
zk=’../data/0’//zk2

else if (ikon.eq.1) then
zk=’../data/1’//zk2

else if (ikon.eq.2) then
zk=’../data/2’//zk2

else if (ikon.eq.3) then
zk=’../data/3’//zk2

endif
write(*,*)zk, ’ wird geschrieben’
open(17,file=zk)

C open(19,file=’../data/schnitt’)

min= 1.d20
max= -1.d20

xn=-1
C do xx=0.d0, PIPI + 0.00001d0, PIPI/630.d0

do xx=0.d0, PIPI + 0.00001d0, PIPI/63.d0
xn=xn+1
yn=-1

C do yy=0.d0, PIPI + 0.00001d0, PIPI/630.d0
do yy=0.d0, PIPI + 0.00001d0, PIPI/63.d0

yn=yn+1

C Fejersche Mittel ---------------------
C do p1= m1,0,-1
C do p2= m2,0,-1
C do p3= m3,0,-1
C do k1= -p1,p1
C do k2= -p2,p2
C do k3= -p3,p3
C Fejersche Mittel Ende-----------------

C ohne Mittelung:
out=0.d0
do k1= -m1,m1

do k2= -m2,m2
do k3= -m3,m3

out=out+K_F(k1,k2,k3,i1,i2)
& *exp(I*(k1*xx+k2*yy))
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enddo
enddo

enddo
write(17,6000)xx,yy,out

if(out.lt.min)then
min=out

endif
if(out.gt.max)then

max=out
endif

C Fejersche Mittel ---------------------
C enddo
C enddo
C enddo
C out = out / ( (m1+1)*(m2+1)*(m3+1) )
C Fejersche Mittel Ende-----------------

enddo
C write(17,*)

enddo

6000 format(3F25.8)
end
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Orthogonalitätsrelationen, 28
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15
Volumenelement, repräsentatives,
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