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KAPITEL 1

EINFUHRUNG

Die Galoistheorie gehort fiir mich zu den faszinierendsten Theorien der Mathematik. Jeder alge-
braischen Gleichung tiber einem Korper K kann eine Galoisgruppe G zugewiesen werden, welche die
Symmetrien ihrer Losungen offenlegt. In der inversen Galoistheorie wird der Frage nachgegangen, ob
es zu jedem Korper K und jeder Gruppe G eine Gleichung beziehungsweise einen Erweiterungskorper
mit eben dieser Galoisgruppe G besitzt. In meiner hier vorliegenden Arbeit untersuche ich, wie oft eine

vorgegebene Gruppe als Galoisgruppe auftritt. Die Verteilungsfunktion

Z(F,G;z) = |[{E/F : Gal(E/F) ~ G, N3(E/F) < z}]

misst, wieviele Kérper mit Galoisgruppe G und beschrankter Diskriminante existieren. Gunter Malle hat
in seinen Arbeiten von 2002 und 2004 fiir das asymptotische Verhalten dieser Funktion eine prazise Ver-
mutung aufgestellt, welche die bekannten Ergebnisse iiber abelschen Gruppen von David Wright (1989)
und einige kleineren Gruppen verallgemeinert. Urspriinglich nur fiir Zahlkérper formuliert, lasst sich
seine Vermutung auch auf Funktionenkorper erweitern. Durch eine Heuristik von Jordan Ellenberg und
Akshay Venkatesh (2005) {iber Hurwitzrdume scheint es {iberzeugend, dass diese erweiterte Mallevermu-
tung zumindest fiir Funktionenkorper, deren Charakteristik p teilerfremd zur Gruppenordnung (G : 1)
ist, zutreffen konnte. Es verbleibt der Fall, in dem die Charakteristik die Gruppenordnung teilt. Dies
betrifft die globalen Funktionenkorper und ihre wild verzweigten Erweiterungen. Diese Falle hat David
Wright in seiner Arbeit (1989) iiber abelschen Gruppen ausgelassen, aber die Vermutung geduBert, dass
in diesen Fallen keine anderen Ergebnisse zu erwarten seien.

In meiner Arbeit werde ich zeigen, dass die wild verzweigten Funktionenkorper zu Recht eine Son-
derstellung inne haben. Fiir Funktionenkorper F' mit Klassenzahl 1, das sind im Wesentlichen rationale
Funktionenkorper, und nichtzyklische abelsche p-Gruppen G kann ich eine untere Schranke fiir Z(F, G; x)
angeben, welche iiber dem erwarteten Niveau liegt. Grund hierfiir ist die Tatsache, dass bereits liber
einem lokalisierten Koérper F), unendlich viele Erweiterungen mit Gruppe G existieren. Im Fall pt (G : 1)
gibt es dieses Phidnomen nicht. Hieraus entsteht auch die Fragestellung, welche Asymptotik die lokalen

Erweiterungen, also die Funktionen Z(Fy, G;x) besitzen. In dieser Arbeit weise ich den asymptotischen
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Vergleich Z(F,,G;x) ~ c-x* fiir abelsche Gruppen G nach. Die a-Konstante hingt dabei nur vom Grup-
pentyp und der zu Grunde gelegten Charakteristik ab. Fiir zyklische p-Gruppen G kann ich auch fir
globale Funktionenkorper F' den Asymptotiktyp von Z(F,G;x) bestimmen. Interessanterweise hat die
wilde Verzweigung in diesen Féllen keinen grofleren Einfluss und die Asymptotik stimmt mit der erweit-
erten Mallevermutung {iberein. Als letztes Ergebnis gebe ich noch eine exakte Formel fiir die Asymptotik
der einfachen zyklischen Gruppen G an und erreiche somit eine Verallgemeinerung der Arbeit von Cohen

et al. (2002) iiber globale Zahlkorper auf globale Funktionen- und Zahlkorper.

Asymptotik von Galoisgruppen. — FEines der wichtigsten und umfangreichsten Resultate iiber
die Asymptotik von Galoisgruppen wurde von David Wright fiir abelsche Erweiterungen von globalen

Funktionen- oder Zahlkorper erzielt.

Satz 1.1 (Wright, 1989). — Es seien F ein globaler Korper der Charakteristik p > 0 und G eine
abelsche Gruppe mit zu p teilerfremder Gruppenordnung und minimalem Primteiler ¢ | (G : 1). Des

Weiteren seien F' die Erweiterung von F mit primitiven {-ten Einheitswurzeln sowie

- _(c:n-1
“G) = @1y =) d b(F, G) o

Dann gibt es eine positive Konstante c¢(F,G) mit

Z(F,G;z) ~ c(F,G) pite)) ~10g(x)b(F’G)*1.

Hierbei steht der Ausdruck f(z) ~ g(z) fiir die asymptotische Aquivalenz von f(z) und g(x) und
bedeutet, dass f(x) und g(z) den asymptotischen Quotienten ml;rrgo f(x)/g(xz) = 1 besitzen. Teile von
Wrights Beweismethode sind dem Anhangskapitel A gewidmet. Er untersucht im Wesentlichen die zu G
gehorende Dirichletreihe

O(F,Gs)= >, NoE/F)*
Gal(E/F)~G
auf ihre Meromorphie. Die a-Konstante entspricht genau ihrer Konvergenzabszisse, die b-Konstante der
Polordnung bei der Abszisse und die c-Konstante sowie obiges Resultat ergeben sich aus einem Taubersatz
(siehe Kapitel D). Diesen analytischen Zugang der Asymptotikuntersuchung werde ich ebenfalls fiir fast
die gesamte Arbeit beschreiten.

Basierend auf Wrights und anderen kleineren Ergebnissen hat Gunter Malle in seinen Arbeiten von
2002 und 2004 eine Vermutung fiir die Asymptotik von Z(F,G;x) fir allgemeine Gruppen aufgestellt.
Seine Vermutung bezieht sich nur auf Zahlkorper, allerdings ist diese durch die Heuristik von Ellenberg
und Venkatesh aus dem Jahre 2005 auf beliebige globale Korper der Charakteristik p 1 (G : 1) erweiterbar
und daher mochte ich diese als erweiterte oder globale Mallevermutung bezeichnen. Ihrer nach soll die

Form

Z(F,G;z) ~ ¢(F,G) - 2D . log(z)?FE)~1
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auch fiir allgemeine Gruppen gelten. Da sie flir meine Arbeit irrelevant sind, verzichte ich auf die Angabe
der Malleschen Formeln fiir die a- und b-Konstante und verweise den interessierten Leser auf die Origi-
nalarbeit. Ich beschéftige mich in dieser Arbeit nur mit der Asymptotik abelscher Gruppen und fiir diese
Félle reichen die gleichwertigen Wrightschen Formeln fiir a(G) und b(F, G) aus Satz 1.1 vollkommen aus.
Anwendbar sind sie auch fiir den Fall p | (G : 1), wobei nur im Fall, in welchem die Charakteristik p und
der minimale Primteiler ¢ der Gruppenordnung iibereinstimmen, eine vermeintliche Liicke zu schliefien
ist. Im Fall ¢ = p ist namlich zu beachten, dass es lediglich eine p-te Einheitswurzel gibt und es daher
F = F gilt.

Wild verzweigte Funktionenkérper. — Die Ausnahmefélle p = char(F) | (G : 1) in Wrights Arbeit
(1989) betreffen globale Funktionenkorper und ihre wild verzweigten Erweiterungen. Wright belésst es
bei der Vermutung, dass sich ihre Asymptotik analog verh&lt. Fiir zyklische p-Erweiterungen trifft dies

sogar zu. Dies werde ich im Kapitel 3 beweisen und erhalte folgendes Resultat.

Satz 3.1. — Es seien I ein globaler Funktionenkérper der Charakteristik p und G eine zyklische p-
Gruppe. Dann gibt es eine positive Konstante ¢(F,G) mit

Z(F,G;z) ~ c(F,G) - 2D . log(z)?FE 1,

Ist die Gruppe G zusdtzlich einfach, so ldasst sich ¢(F,G) explizit berechnen.

Zunéchst rechne ich dieses Ergebnis fiir die einfachen Erweiterungen mit Gruppe G' = Z, nach. Es
lasst sich fast ausschliefllich mit klassenkorpertheoretischen und analytischen Methoden erreichen. Ins-
besondere ist hier ein schones Lokal-Global-Prinzip giiltig. Fiir zyklische p-Gruppen G = Z,» hoheren
Grades nutze ich die Zerlegung von ®(F,G;s) in eine alternierende Summe von Eulerprodukten nach
Wright. Allerdings geht aus dieser Zerlegung nicht ihre Konvergenzabszisse hervor. Die benétigte un-
tere Schranke erhalte ich via Einbettungsproblemen, die Jiirgen Kliiners in seiner Habilitationsschrift
(2005) schon erfolgreich zur Untersuchung nilpotenter Erweiterungen von Zahlkorpern eingesetzt hat.
Die Schirfe dieser Schranke ergibt sich dann aus der Analyse der Eulerfaktoren, welche in Wright (1989)
allgemein fiir Gruppen mit durch p teilbarer Ordnung vollstdndig ausgespart ist.

Die Eulerfaktoren enthalten im Wesentlichen Informationen iiber die Erweiterungen der lokalisierten
Korper F,. Im Fall p { (G : 1) gibt es, wenn iiberhaupt, nur endliche viele solcher Erweiterungen. Fir
abelsche p-Gruppen G allerdings gibt es unendlich viele G-Erweiterungen von F}, und folglich haben diese
eine nichttriviale Asymptotik. Im Kapitel 2 wird diese Asymptotik von abelschen p-Erweiterungen lokaler

Funktionenkorper unter die Lupe genommen und ich erhalte folgendes Resultat.

Satz 2.1. — Es seien F, ein lokaler Funktionenkorper der Charakteristik p und G eine abelsche p-
Gruppe. Dann gibt es positive Konstanten a,(G) und c¢(Fy, G) mit

Z(F,, Gsz) ~ ¢(F,G) - 2% (D,
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Fir die Asymptotik der Erweiterungen eines globalen Funktionenkorper mit Klassenzahl 1 erhalte ich

immerhin folgenden Satz.

Satz 2.2. — Fir die Asymptotik der abelschen p-Erweiterungen eines globalen Funktionenkérpers F' der

Charakteristik p und Klassenzahl 1 mit Galoisgruppe G gilt
Z(F,G;z) € Q (x“"(G))
mit ay(G) > a(G) fiir nichtzyklische abelsche p-Gruppen G der Mindestgréfie 10.

Dieses etwas iiberraschende Ergebnis widerlegt Wrights Einschétzung und ist das erste Gegenbeispiel
zu der erweiterten Mallevermutung, in der die a-Konstante nicht die erwartete Grofie hat. Fiir elemen-
tarabelsche 2-Gruppen werde ich diese Abschitzung sogar noch verbessern. Im Abschnitt 2.3 stelle ich

Beispiele zur Verfiigung, mit welchen die gefundenen Schranken mit a(G) verglichen werden.

Zahm verzweigte einfache Funktionen- oder Zahlkorper. — Im letzten Kapitel widme ich mich
der Konstante ¢(F, @) fiir globale Funktionen- oder Zahlkorper F' und einfachen zyklischen Gruppen G.
Fiir Zahlkorper F gibt es bereits ein explizites Ergebnis von Cohen et al. (2002), welches hier nochmal
bestatigt wird. Der Beweisumfang wird hier jedoch stark reduziert. Es ist ndmlich lediglich erforderlich,
die durch Wrights Zerlegung von ®(F,G;s) gewonnenen Eulerfaktoren genau auszurechnen. Heraus
kommt ein auch fiir Funktionenkorper mit zu (G : 1) teilerfremden Charakteristik p giiltiges Resultat.
Die Konstante c(F, Z,) fiir wild verzweigte einfache Funktionenkérper passt sich diesem bis auf einen

moglichen Faktor (p — 1)/p! in harmonischer Weise an.
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KAPITEL 2

ASYMPTOTIK ABELSCHER p-ERWEITERUNGEN

In diesem Kapitel wird die Asymptotik abelscher p-Erweiterungen lokaler Funktionenkorper von der
Charakteristik p bestimmt. Diese liegt tiber dem durch die erweiterte Mallevermutung vorgegebenen

Niveau und es gilt folgender Satz.

Satz 2.1. — Es seien F, ein lokaler Funktionenkdrper der Charakteristik p und G eine abelsche p-
Gruppe vom Exponenten p® und p*-Ringen g; = dim G[p']/G[p"~t]. Dann ist die Zihlfunktion Z(F,, G;x)
asymptotisch dquivalent zu
Z(Fy,G;x) ~ c(Fy,G) - x%(D
mit positiver Konstante ¢(Fy,G) und
ap(G) = (1_p_1)'Zz:(}pi'ge—i
P S pi - (1 = p9ei) - poettge—i

Die Asymptotik lokaler Funktionenkorper wirkt sich auch auf die Asymptotik globaler Funktionen-

korper mit Klassenzahl 1 aus, sodass die erweiterte Mallevermutung nicht fiir Gruppen mit p | (G : 1)

standhélt. Im Abschnitt 2.3 beweise ich folgende Schranken.

Satz 2.2. — Fir die Asymptotik der abelschen p-Erweiterungen eines globalen Funktionenkérpers F der

Charakteristik p und Klassenzahl 1 mit Galoisgruppe G gelten folgende Aussagen.

(a) Fs seip eine beliebige Stelle in F. Dann gilt
Z(F,G;x) =2 Z(Fy, Gix) € Q (a:ap(G)>

und es ist ap(G) > a(G) fiir nichtzyklische abelsche p-Gruppen G # 73,73, 73.
(b) Es seien G eine elementarabelsche Gruppe vom Rang r = dim G[p] und

1+7r 1

alf @) = 2-(pr=1) “prt-(p-1)

= a(G).
Dann gilt

Z(F,G;z) € Q (m“(F’G))
und es ist a(F,G) > a(G) fir G # Z,,Z3.
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Schlachtplan. — Die Asymptotik von abelschen Erweiterungen eines lokalen Korpers F}, der Charak-
teristik p mit vorgegebener Galoisgruppe G hangt nur von ihrer p-Sylowgruppe ab, da es nur endlich viele
Erweiterungen von F, mit vorgegebenen und zu p teilerfremden Grad gibt. Folglich liefert die Asymp-
totikbestimmung der abelschen p-Erweiterungen schon ein vollstandiges Bild. Die Relativdiskriminante
einer endlichen abelschen Erweiterung des lokalen Korpers F, kann eindeutig durch ihre hohreren Verzwei-
gungsgruppen und deren Sprungstellen konstruiert werden. Mein Ansatz zur Quantifizierung abelscher
Erweiterungen von F}, mit vorgegebener Gruppe ist es, die Erweiterungen mit vorgegebener Kette G' von
Verzweigungsgruppen und entsprechenden Sprungstellenlisten m gemafl Definition 2.3 zu zdhlen. Dabei
soll G nur die Auflistung der Lange I(G) der Faktorgruppen an den durch m vorgegebenen Sprungstellen
sein. Ist a(G, m) die Anzahl der Erweiterungen mit diesem Verzweigungsverhalten, so gilt

i1te)

(Fy,Gis) = Z NO(E/F)~ ZZ (G, m) HNP (mi+1)4:(G)-s

Gal(E/Fy)~G
fir die Dirichletreihe der G-Erweiterungen von F,, wobei ¢;(G) = (G; : 1) — (G;—1 : 1) eine von G
abhéngige Konstante ist. Die Zahl a(G, m) ist mit Hilfe der lokalen Klassenkorpertheorie an Hand der
kanonischen Filtration in der multiplikativen Gruppe F,‘ bestimmbar. Sie wéchst exponentiell in den
Sprungstellen und es gilt
UG
(G, m) = b(G,T) - [] Npr (@ (1= 1257D)

i=1
fiir eine von endlich vielen Konstanten b(G,Z) und nur von G abhéngigen Zahl r;(G). Nach Gruppierung
dieser Familien Z gilt dann

Ue)

D(Fp, G;s) ZZb G.1)Y HNpri(G)'(miflfL%J)*(mﬁl)-ti(G)-s.

meZ i=0
Eine Reihe dieser Gestalt entpuppt sich als rationale Funktion und das asymptotische Verhalten der

Galoiserweiterungen mit Gruppe G kann durch einen Taubersatz gewonnen werden.

2.1. Arithmetische Zahlung

Definition 2.3. — Es seien F), ein lokaler Kérper mit Restklassencharakteristik p = char(FF,) und G eine
endliche abelsche Gruppe. Dann bezeichne F¢ die Menge aller Galoiserweiterungen E/F, mit Gruppe G
innerhalb eines fest gewéhlten algebraischen Abschlusses von F, und G¢ die Menge aller Paare (G, m)

mit den folgenden Eigenschaften.
(i) Esist G = (G_1,Gy,G1,...,G)) eine Auflistung einer Auflgsung
G 1—=>G =G —..—>G =G

von G, bei welcher die Faktoren G;/G;_; fiir 1 < ¢ <[ als elementarabelsche Gruppe in F, und
fir « = 0 als zyklische Gruppe in IFPX einbettbar sind. Zudem ist auch G_; zyklisch. Weiterer
Bestandteil dieser Definition ist die Forderung G;  G;_; fiir die Indizes 1 < i <.
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(ii) Es ist m = (m—1,mo,m1,...,my) eine Auflistung gleicher Linge einer endlichen strikt montonen
Folge ganzer Zahlen
—1=m_1<0=mpg<my <...<my.
Hierbei ist ein Glied m; nur dann durch p teilbar, wenn m; = p - m; fiir einen Index 0 < 5 <4 gilt.

Fiir ein Paar (G, m) setze ich [(G) = l(m) = 1.

Satz 2.4. — FEs seien F, ein lokaler Kérper mit Restklassencharakteristik p = char(F,) und G eine
endliche abelsche Gruppe. Dann gibt es eine Abbildung

t1:Fe = Gag, E/F, — (G,m),

sodass die Relativdiskriminante von E durch t(E/F,) = (G, m) berechenbar ist vermdge

1te)
E/F,) = H p(mit - (Gi)=(Gimx:1))
i=0

Beweis. — Es sei E/F, € Fg eine Galoiserweiterung von F}, mit Gruppe G. Nach der lokalen Klassen-
korpertheorie ist E/F, genau der offenen Untergruppe U = N /F, B der multiplikativen Gruppe Fy

zugewiesen. Es seien
H_y=F /(U,0F) ud  Hy,=F/({Ul+p™*") firm>0
die Faktorgruppen von U entlang der Filtration
FoOf>l4+p>l+p’>...
offener Untergruppen in F,*. Der Diskriminantenexponent berechnet sich nach Satz C.4 durch
dp(E[Fy) =Y (m+1) - ((Hp :1) = (Hp1: 1))
m>0

Sind m_; = —1 und mg = 0 sowie my,...,m; die Sprungstellen m der Filtration mit H,, % H,,_1 fir

m > 1, so berechnet sich dieser Exponent auch vermoge

l

dp(E/Fy) =Y (mi+1) - (Hpn, : 1) = (Hm, -1 : 1)),
=0

wobei hier beabsichtigt ist, dass der der zu i = 0 gehérende Summand auch verschwindend sein kann.

Ich setze nun G = (Hp,, ) —1<i<i, m = (m;)_1<i<; und
H(E/Fp) = (G,m).

Nun ist nur noch zu iiberpriifen, ob G tatséchlich der Bildraum dieser so gebildeten Abbildung t ist,
d.h. fiir das Paar (G, m) sind die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition 2.3 nachzuweisen. Als Erstes
zeige ich, dass G die geforderten Auflosungseigenschaften besitzt. Das bedeutet, G_; muss zyklisch sein
und es muss eine Kette von Einbettungen G;_; < G; geben, deren Kokerne fiir 1 <4 <1 in F, und fiir

i =0in Fy einbettbar sind. Durch die kanonische exakte Sequenz

15 F, = F/(L+p™h) = FY/(L+p™) — 1
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wird eine Projektion H,, — H,,_1 mit fir m > 1 elementarabelschen Kern induziert. Gemaf Selbstdu-

alitdt abelscher Gruppen gewinne ich hieraus eine Einbettung

* *
Gi—1~ Hmi—l =Hm—1 = Hmifl — Hmi = Hmi ~ G,

mit fir 1 < ¢ < [ elementarabelschen Kokern von [IFIJ : IFP] nicht iiberschreitenden Rang. Fiir ¢ = 0

verfahre ich analog, wobei ich mit der Sequenz
L= Fy = F(1+p) = F/OF =1

starte. Hieraus ist ebenfalls erkennbar, dass G_y = H_; als endliches epimorphes Bild von F,* /Oy ~ Z
zyklisch ist. Die néchste nachzuweisende Eigenschaft des Paares (G, m) ist, dass eine durch p teilbare
Sprungstelle m; das p-fache einer Sprungstelle m; vom kleineren Index sein soll. Dazu nehme ich an,

m; = p-m sei eine durch p teilbare Sprungstelle und m selbst sei keine Sprungstelle. Dann gilt
<U7 14+ p’rn+1> _ <U, 14+ p7rL>

und folglich enthilt (U, 1+ p™*1) alle Elemente kongruent zu 1 + a - ™ modulo (1 + p™*+1) fiir beliebige

Konstanten a € IF,. Potenziere ich diese Elemente mit p, so erhalte ich
(T+a-t"+b-t"™ 4 p™ P =14aP ™ (mod (1+p™H)).

Auf Grund der Surjektivitit des Frobeniushomorphismus auf endlichen Korpern enthilt (U, 1 + p™iT1)

somit auch alle Elemente kongruent zu 1 + a - t™ modulo (1 + p™i™1) und es folgt daher
<Uv 1+ pmi+1> = <U7 1+ pm7>
im Widerspruch zur Annahme, dass m; eine Sprungstelle ist. O

Die im obigen Beweis gebildeten Gruppen H,, entsprechen den Faktorgruppen G/G™(E/F,) der
Hilbertschen Verzweigungsgruppen mit oberer Nummerierung (vergleiche Neukirch (1992) Abschnitt 5.6).
Durch die Parametrisierung der Galoiserweiterungen mit Gruppe G durch die Paare (G, m) ergibt sich

unmittelbar die erste Zerlegung von ®(F}, G;s).

Korollar 2.5. — Es sei a(G,m) die Faserstirke von (G, m) unter der Abbildung t. Dann gilt

(G)
O(Fy Gis)= > NOE/R) =33 a(Gm)- J[J Np (D (@G,
G m =0

Gal(E/Fy)~G

Die Sprungstellenlisten m mochte ich im Folgenden zu Familien zusammenfassen, um eine feinere

Zerlegung der Reihe zu gewinnen.

Definition 2.6. — Es sei | > 0 eine ganze Zahl und

N ={m=(=1,0,m1,...,m): =1 <0<my <...<my}C{-1} x {0} x Z!
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eine Menge von endlichen strikt monotonen Folgen ganzer Zahlen. Fiir Indizes 1 < i <lund 0 < j <4
setze ich

Ji{jz{me./\/'l:p~mj<mi<p-mj+1,pfm,»} und Kﬁyj:{me./\/l:p-mj:mi}

und nenne diese Mengen Elementarfamilien. Zwei verschiedene Elementarfamilien zum Index 4 sind

disjunkt. Einen nichtleeren Schnitt
I=0nN..NJeg mit Je{JKl;:0<j<id}

von | Elementarfamilien nenne ich zulédssig und 7; die i-te Komponente oder i-te Elementarfamilie. Fiir

die Projektion einer zulissigen Familie Z ¢ N' auf N'* verwende ich die Notation

TF = {m"* = (-1,0,my,...,my) : m € T} c N*.

Bemerkung 2.7. — FEs sei (G, m) ein Paar aus Gg. Dann ist m in genau einer zuldssigen Familie T
enthalten.
Beweis. — Die Eindeutigkeit folgt aus der Tatsache, dass zwei zulédssige Familien mit unterschiedlicher

i-ter Elementarfamilie disjunkt sind. Es ist also lediglich eine zuldsige Familie Z mit m € Z zu finden.
Es seien 1 < i < [(G) ein beliebiger Index und 0 < j < i der zugehérige maximale Index mit p-m; < m,.

Ist m; nicht durch p teilbar, so ist p-m; < m; < p-m;i giiltig und es folgt m € \72-{(]-G). Ist m; jedoch
UG
i,J

zuldssige Familie Z mit m € Z ergibt sich schlieflich als Schnitt der so gefundenen Mengen. O

durch p teilbar, so fordert Definition 2.3 die Gleichheit m; = p-m; und es gilt m € K;';”’. Die gesuchte

Auf Grund von Ké,o = () ist die erste Elementarfamilie einer zuldssigen Familie Z = J; N ... N J, stets
Ji = Ji und es stehen zur Wahl der i-ten Elementarfamilie J; € {7}, K} ; : 0 < j < i} nicht mehr als
21 — 1 Moglichkeiten offen. Insgesamt gibt es also nicht mehr als Hézl(% — 1) zuldssige Familien Z der
Lange [. Da auch die Anzahl der Auflésungen G der endlichen Gruppe G endlich ist, ergibt sich folgende

gunstige Verfeinerung der Reihenzerlegung aus Korollar 2.5.

Korollar 2.8. — Fiir eine Auflésung G gemdf Definition 2.3 (i) und eine zuldssige Familie T sei

0G)
®(F,,G,I;s) = Z a(G,m) - H Np~ (it D) (Gi))=(Gi—1:1)) s
mezZ i=0

Dann besitzt die Dirichletreihe ®(Fy, G;s) die endliche Zerlegung

O(Fy,Gis)=> > O(F, G, T;s).
G T

Nun komme ich zum Hauptergebnis iiber die arithmetische Zahlung von Galoiserweiterungen mit

vorgegebenem Verzweigungsverhalten.
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Satz 2.9. — Es seien (G, m) ein beliebiges Paar aus Gg mit Faserstirke a(G,m) unter der Abbildung
T und T die zuldssige Familie mit m € Z. Sind r; = dim G;/G;—1 die p-Range der elementarabelschen
Faktoren G;/G;—1 fir 1 <i <I(G), dann gibt es einen in N'p polynomialen Ausdruck b(G,I) = f(Np)

mit f(t) € Q[t] und
0G) B
CL(G, 7”1) = b((;7 Z) . | I Npm(mlflfL#J)

i=1
Das Polynom f(t) ist entweder das Nullpolynom oder vom Grad r(Z). Der Grad r(T) = >.'r; errechnet

sich als Summe der r; iber alle Indizes 1 < i <I(G) mit ptm,.
Unmittelbar hieraus ergibt sich die letzte und entscheidende Zerlegung von ®(F,,G;s).

Korollar 2.10. — FEs seien G eine Auflosung gemaf$ Definition 2.3 (i) und I eine zuldssige Familie.
Des Weiteren seien r; = dim G;/Gi—1 fir 1 <i <l(G) und t; = (G; : 1) — (Gi—1 : 1) fiir 0 <i <I(G).
Dann gilt

UG)
(I)(FP3 le.’ 8) = b(Gaz) .prto-s . Z H Npai(mi;s)
meZ i=1
mat
i— 1
ai(mi;s)ri.<mi1Lm J)(miJrl)'ti’S'
p
Beweis. — Nach Korollar 2.8 und Satz 2.9 folgt
UG)
®(F,, G, I;s) = Y a(G,m)- [[ Np~(mettes
meZl =0
UG) (@)
= Z b(G,T) - HNpT’i-(miflft%J) . HNP—(m,-+1)~ti's.
meZl i=1 i=0
Abschlielend ist noch mg = 0 zu beachten. O

Fiir den Beweis von Satz 2.9 ist es vollig ausreichend, sich auf abelsche p-Gruppen zu beschranken.
Da abelsche Gruppen direkte Produkte ihrer Sylowgruppen sind, verhélt sich ndmlich die Anzahl von
Untergruppen mit bestimmter Faktorgruppe multiplikativ iiber die Sylowgruppen. Die Faktorgruppen
von Fy mit zu p teilerfremder Ordnung sind {iberschaubar und ergeben sich schon aus den epimorphen
Bildern von F, /(14 p) ~ Z x F;. Ist H das Komplement der p-Sylowgruppe G[p>] von G, so gilt
insbesondere

a(G,m) =a((H_1,H),(-1,0)) - a(G, m)

mit den durch G; = G; NG [p*°] und H; = G; N H gebildeten Auflésungen. Als néchstes reduziere ich
mein Zéhlproblem auf das Zahlen in endlichen Gruppen. Ist ndmlich ein Paar (G, m) fiir eine abelsche
p-Gruppe G mit Exponenten p® vorgegeben, so miisste die Normgruppe U = Np /F, B eines Urbilds
E/F, unter { ungeachtet ihrer Existenz in jeden Fall die Untergruppe

PLXFSx (1+p" ) SU<SF =ZxFS x(1+p)
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mit m = myg) enthalten. Es reicht also, die entsprechenden Untergruppen in der endlichen abelschen
p-Gruppe

X = FJJ(p°Z x FY x (1 +p™ ) = Ze x (1 +p) /(14 p™Hh)
ausfindig zu machen. Des Weiteren erscheint es mir bequemer, dieses Zéhlproblem zu dualisieren. Dabei
konnen zu G isomorphen Untergruppen in X} ~ X,, gezéhlt werden statt nach jenen in X, mit zu
G isomorpher Faktorgruppe. Ich betrachte X = Hom(X,,,Q/Z) als Gruppe der Charaktere x mit

Modul p™*+1. Die Charaktergruppe X mit kleineren Erklirungsmodul p*! ist vermoge des Pullbacks
der kanonischen Projektion X,, - X,, = X,,,/(1 + p"*!) in X}, eingebettet und ich betrachte

Xio (T4p"tht ={x e X x(1+p"™") =0}

als Untergruppe von X\ .

Bemerkung 2.11. — Die Fuaserstirke a(G, m) eines Paares (G,m) aus Gg unter der Abbildung 1

berechnet sich aus der Anzahl von zu G isomorphen Untergruppen U+ < X;;”(G) mit

UtnX;, ~G; und U'NX) 1 ~Giy  fir —1<i<I(G).

Beweis. — Es seien | = [(G) und m = m;. Nach der lokalen Klassenkorpertheorie ist die Faserstérke

a(G,m) die Anzahl aller Untergruppen U < X,,, mit
X /U1 +p™ ™ ~G; und X, /(U 1+p™)~Giy  fiir 0<i <lI,

wobei ich hier 1 + p° = Oy und 1+ p~t = F,* setzen mochte. Nun weise ich einer solchen Gruppe U
ihren orthogonalen Komplement U+ = {x € X* : x(U) = 0} zu. Auf Grund der bidualen Relation
(U4)+ = U endlicher abelscher Gruppen ist diese Zuweisung bijektiv. Des Weiteren ist U~ isomorph zu

X, /U und somit zu G. Auch ihre Untergruppen
UtNnXy={xeX;:x(U)=1} = {x € X, : x((U, 1 +p"*")) = 0}
sind isomorph zu X,,,/(U, 1+ p"*1) und folglich zu jener Gruppe G; mit m; <n < mj41. O

Die Faserstérke a(G, m) soll nun induktiv berechnet werden. Ich nehme an, es gibt eine zu H = G,
isomorphe Untergruppe V = U+, < Y = Xom.—1- Dann ermittle ich die Anzahl der zu G' = G;
isomorphen Gruppen U < X mit U NY = V. Diese Situation ist im Diagramm

1 Y X Z 1
Injektionen T ? T # T
?
1 H G I 1
#

Wieviele kommutierende Injektionen H — G — X gibt es?
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zusammengefasst und liefert die Motivation zu folgendem allgemeingiiltigen Lemma. Hier spielt die
Anzahl
p —p
T

der k-dimensionalen Untervektorrdume in einem n—dlmenswnalen Vektorraum iiber F, eine grofie Rolle,

da ich sehr oft mit elementarabelschen Gruppen vom Exponenten p hantieren muss. Man iiberlege sich
hierbei, dass der Zahler die Anzahl der geordneten k-Tupel linear unabhéngiger Vektoren in Fj und
der Nenner die Anzahl der geordneten Basen eines zu IF’;, isomorphen Vektorraums angibt. Folglich
ist der Zahler mit der Anzahl der Einbettungen von F ’; in F} und der Nenner mit der Anzahl der

Automorphismen von IF’; identisch.

Lemma 2.12. — Es seien X > Y und G > H Erweiterungen abelscher p-Gruppen mit nichttrivialen el-
ementarabelschen Quotienten X/Y = Z und G/H = I. Die Gruppen X undY erlauben eine gemeinsame
Zerlegung

X=YxZ und Y=Yxp-Z mit Z=2Z"7
Fir eine zu H isomorphe Gruppe V <Y bezeichne

(V,G)={U<X:UnY =V, U~G}

die Anzahl der zu G isomorphen Erweiterungen von V auferhalb von Y. Des Weiteren benutze ich
folgende Notationen.

(i) Es seien g; = dim Gp']/G[p"~'] und h; = dim H[p']/H[p*~'] die p'-Ringe von G und H sowie
8; = g; — h; ihre Differenz. Des Weiteren seir = s1 + ...+ se = dimG/H.

(i) Mit VV ={y €Y :p-y € V} sei die maximale Hiille in'Y, in welcher sich V' elementarabelsch
erweitern lasst, gekennzeichnet. Auperdem sei d; = dim vV [p']/(VV[p'~1],V[p']) die Differenz der
p'-Ringe von V'V und V.

(iii) Entsprechend sei mit V7 = {y € X : p-y € V} die mazimale elementarabelsche Hille in X
gekennzeichnet und d? = dim VV° [pz]/<\/‘70 1], VIp]).

Dann ergeben sich folgende Formeln fir c¢(V, Q).

(a) Im Fallyv =1 gelten X =Y x Z und

e 1—1s;—1 e im o ?718‘
.6 = 0 vi - ITIL I oot -0 - I1) 7 =]

i=2j=2 k=0 i=1

(b) Im Fallv > 1 gilt

(v.0) = (il vi - TITT [T 2% 0™ — ") - [0}

i=2 j=2 k=0 81
1 [e} [e} i_l i 1 o —d;
Y H[—51+Z; L ds — sj] [di —dl} H 1 ph T
. . — , ’
(t2,.ste) i=2 ti p Lsi—tilp g5, P p phi - Hj:l p*

wobei die Summe tber alle Tupel (ta, ... te) mit 0 < t; <s; lduft.
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Dem technischen Beweis dieses Lemmas wird im Anhangskapitel G umfangreichen Raum gegegeben.
Nun sind die gegebenen Formeln in der Situtation X = X und Y = X ;| auszurechnen. Zur Berech-
nung der elementarabelschen Hiillen vV und vV ° einer Untergruppe V <Y = X _; sind die durch p

teilbaren Charaktere zu ermitteln.

Bemerkung 2.13. — Es seien X}, = Hom(X,,, Q/Z) die Gruppe von Charakteren auf X,, mit dem

Erklirungsmodul p™+t und n = |m/p| die grofte ganze Zahl mit p-n < m. Dann gilt
Xr=p- X,
Beweis. — Nach Hasses Einseinheitensatz C.1 ist X, isomorph zum direkten Produkt

Xo = (/") x [ (@) mit  Sp={14b-t"+p":1<k<m, ptk, be B},

TESm
wobei B eine Basis von F, iiber F, ist. Entsprechend bilden die Charaktere 2* € X}, fiir z € S,,, U {t}

mit

0 x £y €S, U{t}

wobei ich die Notation # = t - (t*°) verwende. Fiir einen

ein minimales Erzeugendensystem von X,
Erzeuger x # ¢ mit x = 1+ b-t* +p™+1 ist die Ordnung ({x) : 1) = p” durch den maximalen Exponenten

v

v > 1 mit p*~! - k < m gegeben. Entsprechend gilt 2*(z) = p~”. Es sei nun x € X* ein Charakter mit

Erklirungsmodul p™*!. Dann ist x eine Kombination Zzesmu{f} az-z*. Auf Grund von x(1+p"+1) =0
folgen x(x) = a, - x*(x) € Z und somit a, = 0 fiir z = (1 +b-t* +p™*+) € S, mit k > n + 1. Folglich

m—+1

wird X schon von den dualen Funktionen von  und z = 1+b-t* +p mit k& < n erzeugt. Es sei nun

x von der Form
x=a-z"€{xyNX, mit z=1+b-t* +p™ und k < n.

Ist v maximal mit p*~1 -k < m, so ist v auch maximal mit p*~2-k < n. Dann folgen zP" " € (1+pn+1)+

und
v—1 * 1
ca-zt(z)=a--.
p

Folglich muss auch a durch p teilbar sein und es folgen x € p- X, sowie X < p- X . Fiir die umgekehrte

0=x("" )=p" ' x(x)=p

Inklusion p - X, < X betrachte ich einen beliebigen Charakter x € X,. Dann gilt
pox(LHb- 7+ p™ ) =y (L4777 4 p™ ) € x (1 +p™Hh) =0
fiir K > n + 1 und somit p-xy € X} = (1 4 pnH1)+. O

Bemerkung 2.14. — Es seien V < X _, eine Untergruppe mit den elementarabelschen Hiillen \/V <
X1 und VV© < X}, sowie n = |m/p| die gréfite ganze Zahl mitp-n < m.

(a) Im Fall ptm gelten

VVVVIpl =V X und NV NV [pl =~V X7
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(b) Im Fall p | m gelten
VV/VV[pl =~V XE und \/Vo/ﬁo[p]:VﬁX;.

Beweis. — Um den Nachweis der Isomorphie von vV /v/V[p] auf die Fille m # p-n und m = p-n zu
vereinen, ersetze ich n = |m/p| durch n = [(m — 1)/p]. Dann gilt im ersten Fall 7 = n und im zweiten

Fall n = n — 1. Ich betrachte den Homomorphismus

(2.14.1) Y NVINVP = VNAXE x—=p-x

Zunichst gilt es, sich von der Wohldefiniertheit zu iiberzeugen. Fiir y € vV gelten Y(x) € V und
X € X}y = {1+p™*+. Auf Grund von p- (i + 1) > m ist 2P € (1 +p™) fiir x € (1 +p™*1) und es folgt
daher (p- x)(x) = x(aP) = 0. Das bedeutet, 1)(x) hat den Erklirungsmodul p"*! und gehért damit zu
(14 p™*1)+ = X, Das zeigt die Wohldefiniertheit von . Des Weiteren ist ¢ offensichtlich homomorph
und injektiv. Nach Bemerkung 2.13 ist ¢ auch surjektiv und es folgt die behauptete Isomorphie zwischen

VV/V/V[p] und V N Xz. Es verbleibt nun noch die Isomorphie von vV /v/V" [p] nachzuweisen. Analog

zu der obigen Vorgehensweise betrachte ich nun
(2.14.2) QZJO:\/VO/WO[p]HVﬂX;:,X}—)p-X.

Auf Grund von p- (n+1) > m+ 1ist (p- x)(1 + p"*) = 0 und somit ist 1)° wohldefiniert. Auch hier
folgen unmittelbar Homomorphie, Injektivitat und Surjektivitdt gemafl Bemerkung 2.13. O

Satz 2.15. — Firm > 1 seien X = X, Y = X} | und Z =T, sowie V <Y eine zu H isomorphe
Untergruppe. Ich setze zudem r = dimG/H = s; + ...+ s.. Dann nehmen die p'-Ringe d; und d
folgende Werte an.

(i) Es ist
m—1

= 1= dim H]+ [y 55, (m -1 | "2 ).

(ii) Fs seieni > 2 und n = |m/p|. Dann gilt im Fallm #p-n
d; = dim(V 0 X[ AV X)) p - V')

und im Fallm =p-n

di = dim(V N X5 )"V 0 X5 ) e VIR

n—1
(i) Es seien ¢ > 2 und m = p-n. Dann gilt
d; = dim(V 0 X;)[p /(v 0 X)L e VP
Insgesamt ergibt sich die Fortsetzungsanzahl c¢(V,G) wie folgt.
(a) Im Fall ptm gilt
1—1 Sifl

e
ITIT IT p% - (p% —p*) -
i=2 j=2 k=0 i

®
=
k=3
=
=,
I
Il
—_
VA
<

Il
-
®

o
=

c(V, Q) = Npm(m=1-L=720)
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(b) Im Fall p | m und p*~* || m gilt

(m—1—|=> L]y .
o(V.@) = Np" W 2,7

oy H[‘“md; SR I =V
i . 1—1 ?
» d; k

(ta,... te) i=2 ti si—tilp 5, P TP P Hg 1P%
wobei die Summe tber alle Tupel (ta,...,te) mit 0 < t; < s; lauft.
Beweis. — Zunéchst zeige ich, dass die Fille (a) und (b) genau zu den entsprechenden Fillen in Lemma

2.12 gehoren. Die Formeln (a) und (b) ergeben sich dann unmittelbar aus jenen von Lemma 2.12 und

(Y[p] [P]) d1 _p[Fp:]Fp](m—l—me’ . p :Np”L_l_Lm%J .

(Hlp] : 1) (Hlp] : Zp)

Abschliefend sind noch die Formeln fiir die p’-Rénge nachzuweisen.
(a) Im Fall p t m besitzt X,_; ein Komplement in X/, und es gilt X =Y x F,. Denn in diesem Fall
ist Tp, = {1+ b-t™ +p™*t!: b€ B} ein Teilsystem der Erzeuger S, U {¢} von X,,, und es folgt

(2.15.1) V=X, ,= [ @ wd X=X;,=X; ,x]] @
mES’mU{f} €T
mit S, = Sy, \ T} Das zeigt, dass in diesem Fall die Formel (a) aus Lemma 2.12 anwendbar ist.

(b) Im Fall p | m besitzt X},_; kein Komplement in X,,, da die oben betrachtete Familie T}, nicht

m—
in S, enthalten ist. Ist jedoch k teilerfremd zu p mit p*~' -k = m, so ersetze ich T, durch T}, =
{1+b-tF +pm*t! . b € B}. Dies sind Erzeuger von X,, mit der Ordnung p”. Die von ihren dualen
Funktionen erzeugte Gruppe Z hat p-Rang [F, : F,] und ihr Schnitt mit X7, _, ist in p - X7, enthalten.
Die von der Komplementirmenge S, = S,, \ T, und ¢ erzeugte Gruppe Y ist eine Untergruppe in X

sowie in X ;. Zusammengefasst gelten also

Z = H (x*) = ZI[]]EP:]F”] und Y = H (™)

xE€T, zESmU{E}
sowie
(2.15.2) Y=X! ,=Yxp-Z ud X=X;=YxZ.

Folglich ist die Formel (b) aus Lemma 2.12 anwendbar.
(i) BEs ist d; = dim+/V[p]/V[p]. Dabei stimmt der p-Rang von v/V mit dem von Y und jener von V

mit dem von H iiberein. Ersterer ist durch Korollar C.2 gegeben vermoge

dim V7] = dim Y] = 1+ dim((1+ /(14 9™l = 14 By Byl (m =1 | "2 ).

p

Die behauptete Formel ergibt sich also aus dy = dim vV [p]/V [p] = dim vV [p] — dim H p].
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(ii) Nun sei i > 2. Definitionsgema ist d; = dim vV [p’]/(vVV[p'~'], V[p]). Wieder mochte ich die
Berechnung von d; auf die Félle m # p-n und m = p - n vereinen und ersetze n = |m/p| durch

n=|(m—1)/p|. Dann gilt im ersten Fall 7 = n und im zweiten Fall 7 = n — 1. Nach 2.14.1 ist
VYNVl = VX, x = pex
ein Isomorphismus. Folglich ist auch die Einschrankung
Vi : VVIPVVIE = (VO X, x = p-x

ein Isomorphismus. Fir einen Isomorphismus « : A — B gilt stets A/C ~ B/a(C). Daher folgt die
behauptete Formel auf Grund von v;(v/V[p'=1]) = (V N X})[p'~?] sowie ¢:(V[p']) = p - V[p'].

(iii) Die Formel fiir d im Fall ¢ > 2 und m = p - n ergibt sich analog aus obiger Vorgehensweise. [

Ich wiederhole an dieser Stelle noch einmal die gewiinschte Anwendung von Satz 2.15. Fiir eine
Sprungstelle m = m; sei V = U _; eine zu G;_1 isomorphe Untergruppe in Y = X* | und ¢(V,G) =
c(Us. _1, G;) die Anzahl der zu Gi isomorphen Gruppen U = U in X = X}, mit der Schmttbedlngung
UNY = V. Durch sukzessive Anwendung kann hieraus tatsichlich die Faserstarke (G, m) unter der

Abbildung T berechnet werden.

Korollar 2.16. — FEs seien E/F, € Fg eine abelsche p-Erweiterung mit 1(E/F,) = (G, m) und m =
my) der Fihrerexponent von E/F,. Die Bildgruppen von <NE/FPEX,1 + p T unter der Projektion
pr — Xy, seien fir n > 0 mit U, und fir n =m mit U = U, gekennzeichnet. Dann hat die Faserstirke
a(G,m) unter } die Faktorisierung

UG)
a(G,m) = H (Unl%fl,G ).

i=1

Beweis. — Es sei D/F), ein beliebiges Urbild von (G, m) unter { mit entsprechender Filtration W =
Wy < W, < X,,. Dann sind die Faktorgruppen X,,/U, und X,,/W,, und somit auch die dualen

Gruppen isomorph vermoge
UtNX: =Ut ~X,,/U, ~Gj ~ X, /Wy, = Wt =W n X,

wobei hier j der Index mit m; < n < mjy; ist. Also hingen die in Satz 2.15 (i) - (iii) gebildeten Werte
di, und dj, nur vom Isomorphietypen der Gruppen G; aus der Auflésung G' ab und es folgt

C(Uéi—la GZ) = C(errz_,i—la Gz)

fir + > 1. Da die Gruppe X; = X*; zyklisch ist, besitzt sie genau eine zu Gy = G_; isomorphe
Untergruppe und es folgt Ui~ = W;-. Hieraus folgt

0G) °G)
a(G,m) = H (Up _1,G H (W _1,G
i=1
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Definition 2.17. — Es seien (G, m) ein Paar aus Gg mit m = myg) und Z die zuléssige Familie mit

m € Z. Des Weiteren sei —1 < k < I(G) der maximale Index mit der folgenden Eigenschaft (i).
(i) Es gibt eine zu G} isomorphe Untergruppe U+ < X, mit
UtnX;, ~G  wd U'nX, _;~Gi1 fir0<i<k

Dann definiere ich b(G,Z) als das Produkt
k+1 o
H(G,T) = [[ cUs, 1. Gi) - Np il D),
i=1
Die Zahl c¢(Ug;,_1,G5) -./\/'pf”'(mi*lﬂmflj) ist der in Satz 2.15 (a) bzw. (b) erscheinende Faktor nach
der Np-Potenz. Insbesondere gilt b(G,Z) = 0 fiir k # [(G) — 1.

Fiir abelsche p-Gruppen ist der maximale Index k£ mindestens 1. Zunéchst einmal sei daran erinnert,
dass X_; zyklisch mit dem gleichen Exponenten wie G ist und die p-Gruppe Go/G_; in ]F;< einbettbar
sein soll. Hieraus folgen Gy = G_; und die Existenz einer zu G_; isomorphen Untergruppe in X5 = X*;.
Des Weiteren ist m nach Definition 2.3 nicht durch p teilbar und G, /Gy in F,, einbettbar. Hieraus folgt
die Existenz der zu G; isomorphen Untergruppe U+ < X, mit UtnXx: ~ (3.

mi—1 —
Korollar 2.18. — Die Konstante b(G,T) ist unabhdangig von der Wahl des Tupels m € T.

Beweis. — Es seien m € Z ein beliebig gewéhltes Tupel und k£ — 1 < {(G) ein Index mit der Eigenschaft
2.17 (i). Die gefundene zu Gj,_; isomorphe Gruppe in X, benenne ich hier mit V. Nach Satz 2.15 hangt
c(V,Gy) -Np_r’“'(m’“_l_tkailD nur von den p*-Réngen d; und d mit i > 2 ab. Diese wiederum sind nur
von den Isomorphietypen der Gruppen Gx—1 ~V, G; ~ VNX} undim Fallp | mauch G,_1 ~ VNX}_;
abhéngig, wobei j der Index mit p - m; < my < p-mj;1 oder dquivalent m; < n = |my/p] < m;q1
ist. Als zuldssige Familie ist Z in der Elementarfamilie J, € {j,i’(jc),ldc(’?)} enthalten und folglich der
zu k gehorende Index j mit p-m; < my < p- mj4q invariant unter der Wahl eines Tupel m. Hieraus

mip

folgt auch die Invarianz des Faktors ¢(V, Gg) - N p_T""(m’“_l_L =) und per Induktionsschluss auch die

Invarianz von b(G,Z) unter der Wahl eines Tupels m € 7. O

Beweis von Satz 2.9. — Die Formel fiir a(G, m) folgt unmittelbar aus den Korollaren 2.16 und 2.18.

Es ist nur noch der Grad von b(G,Z) in Np zu untersuchen. Dieser wird von den Faktoren

)

e []Fp : ]Fp] — Zf;ll Sj:| _ e 1 sp—1 NP 7p51+.”+5k_1+y
11| -1 1

k=1 Sk oy PO p=p”
mit Grad r; = s1 + ... + s. erzeugt, welche nur im Fall p { m; auftreten. Alle restlichen Faktoren sind

von p invariante Gruppenkonstanten. O

Folgende Uberlegungen erweist bei der Berechnung von ®(Fy,G;s) als hilfreich.

Bemerkung 2.19. — Es seien G eine Auflosung gemajf$ Definition 2.3 und I eine zuldssige Familie mit

Komponenten ausschlieflich der Gestalt J; = J!;_,. Dann ist b(G,I) # 0.
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Beweis. — Auf Grund von p-m;_1 < m; ist eine zu G;_; isomorphe Gruppe V' < X | nach Bemerkung
2.13 vollstéandig in p - X}, _; enthalten. Folglich ist jedes Element in V' durch p teilbar und es kann eine

gewiinschte zu G; isomorphe elementarabelsche Erweiterung von V' gefunden werden. O

Bemerkung 2.20. — Es seien G eine Auflosung gemaf$ Definition 2.3 und I eine zuldssige Familie mit
i-ter Komponente J; € {‘ZZ7SG),ICE’(jG)}. Fir die zu G, T gehorende Konstante gelte b(G,T) # 0. Dann
ist G;/G; elementarabelsch.

Beweis. — Es seien m € Z und U = Ng/p, E* die Normgruppe eines Urbildes E/F, von (G, m) € Gg
unter t. Fiir die dualen Gruppen gilt dann

W,=U'NX; ~G wd W;=U"NX; ~G,

und es ist p- W; < W; zu zeigen. Auf Grund der Vorgabe der i-ten Komponente J; gilt p-m; < m;. Wie

im Beweis zu Bemerkung 2.13 folgt p- X7, < X, und es ergibt sich wie gewtinscht
p-Wi=p-(UNX},)<U-NX; =W
Das zeigt, dass W;/W; und somit auch G;/G; den Exponenten p besitzen. O

Mit den folgenden drei Beispielen soll der Leser dieser Arbeit etwas Ubung mit den eingefiihrten

Konstanten erfahren. Auflerdem wird einer alternativen Fragestellung nachgegangen.

Beispiel 2.21. — Es sei G = Zp» eine zyklische Gruppe der Ordnung p™. Die mdéglichen Aufldsungen

von G mit elementarabelschen Faktoren gemafl Definition 2.3 sind genau
G:(l,l,Gl,...,Gn) und H:(H07H0,H1,...7Hn,1)

mit G; = Z,: und H; = Z,i+1 von der Lénge | € {n,n — 1}. Als zuléssige Familien 7 mit b(G,Z) # 0
bzw. b(H,T) # 0 kommen nur solche mit

IZjlﬁ.ﬂﬂ und $€{$l7i_1,K§7i_1}

in Frage. Dies mochte ich im Folgenden demonstrieren. Dabei reicht es zu zeigen, dass die Sprungstellen
m; einer beliebigen G-Erweiterung E/F), die Ungleichung m; > p - m;_q fiir 1 < ¢ <[ erfiillen. Es seien
also E/F, eine Erweiterung mit Galoisgruppe G und Fiihrerexponenten m+1 sowie U~ < X}, die dualen
Gruppen zu den Normgruppen U; = (Ng i, BT+ p™i 1) an den Sprungstellen. Fiir einen Charakter
x aus U verschwindet p - x auf (1 + p"*!) mit n = [m;/p] und somit hat x? den Erklirungsmodul
p" 1. Des Weiteren ist p - x in UiJ;1 enthalten und umgekehrt gilt Uf;1 = (UH)P, da Uf- als zu G;

ntl und fiir den

bzw. zu H; isomorphe Gruppe zyklisch ist. Also hat auch U;-; den Erklirungsmodul p
Fithrerexponenten m;_1 + 1 gilt m;_; < n. Das zeigt wie behauptet m; > p-m;_;. Da der Koeffizient
my eines eines Tupels m in einer zulédssigen Menge stets zu p teilerfremd frei wahlbar ist, gilt J; = jll,o

und es gibt genau 2/~! zulissige Mengen Z mit b(G,Z) # 0 bzw. b(H,T) # 0.
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Nun ermittle ich die Form dieser b(G, Z) nach Satz 2.15. Es sei G;_1 ~V < X, eine Untergruppe

mit den Sprungstellen mq,...,m;_1. Es ist s, = 6;, das Kroneckersymbol fiir 1 < v < n und es gelten

mi—l

d1 = (Fp : Fp) . <m1 —1- \‘ J) —+ 61’1' und dl, = (5,,71‘

fir 2 < v <1 =mn. Das Kroneckersymbol fir d; entspringt auf Grund Gy = 1 und jenes fir d,, kommt
auf Grund p - V[p”] < V[p'~!] zur Erscheinung. Somit gilt im Fall 7; = J;"; _; nach Satz 2.15 (a)

v—1s,—1
oV, G) = N1 125 [ ] H 111 )

P v=23j=2 k=0

[Fy : Fp]

el L s
1 »

Im Fall J; = K; ,_ ist df = 1 sowie ¢ # 1 und es gilt nach (b)

c(V,Gy) = Np™i—t= L= HP : [ } cph = Np™iTT Lml_lj
P
Ist r(Z) > 1 die Summe aller Indizes 1 < ¢ <! mit J; = »71 i_1, SO gilt zusammengefasst

[Fp : Fyp] 1—61 p T
bG.I)=p- ] S(p—1)toi = 2 (Np— 1),
J= [ 1 L p—1

i,i—1

Folglich hat die von G erzeugte Teilreihe von ®(F}, G; s) nach den Korollaren 2.8 und 2.10 die Gestalt
) = P (Np—1)D. - i(mizs)
(2.21.1) Y ®(F,.GIis)= Y ] (Np—1) > H/\/pa miss)
b(G,T)#0 b(G,T)#0 meT i=1

Die von H erzeugte Teilreihe berechnet sich analog. Hier ist H; ~ G;41 und die Substitution von [ = n
mit [ = n — 1 zu beachten. Das heift, es gelten s, = 6§, ;41 fir 1 <v <1 =n —1 sowie d, = §, ;41 fiir

2 <v <l=mn—1. Die Zahl d; hat die gleiche Gestalt abziiglich §; ;. Zusammengefasst gilt also
b(H,I)= (Np—1)"®

und ®(F}, G; s) hat die Form

n n—1
3 % ((Np— 1)@ 3T TNV 4 ST (Np— 1) ST T A,

b(G,T)#0 p meT i=1 b(H ,T)#0 meT i=1

Der Analyse der Reihen iiber m € Z wird mit den Methoden aus dem néchsten Abschnitt ermdglicht.

Beispiel 2.22. — Im Abschnitt 3.4 ist fiir eine zyklische p-Gruppe G die lokale Reihe

O(O),Gis)= Y. NoU)™

O JU~G
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der G-Erweiterungen E/F, mit Normgruppenvorgabe U = N R B < O, zu berechnen. Dies ist nur
eine leichte Variation der in diesem Kapitel untersuchten Aufgabenstellung, daher ist hier ein geeigneter

Platz fiir ihre Abhandlung gefunden. Auf Grund von
FY=Zx0, =ZxF; x(1+p)

entsprechen die Untergruppen U < OPX mit Faktorgruppe G genau jenen in der Einseinheitengruppe.
Diese lassen sich auch mit den gleichen Methoden berechnen. Statt X,,, = F,/(p°Z x FyS x (1 +p™*1))
wiihle ich hierfiir X,,, = (1+p)/{14+p™*1). Diese Gruppen besitzen einen um genau 1 reduzierten p-Rang,

was sich im Lemma 2.12 mit

dy = [Fy : F) - (m—l— Vnp_lD — dim H [p]

auswirkt. Alle anderen Konstanten haben die gleiche Gestalt wie in Satz 2.15 angegeben. Die Reihe

®(Fy, G; s) hat also die selbe Zerlegung

B(O), G s) Zb’ GI) Y. HNp“*m“é)

meZi=1
wie die Reihe 2.21.1 aus obigen Beispiel mit den variierten Konstanten
b(G?I) _ (NP B 1)T(I)
p p—1

Insbesondere besteht die Reihe fiir G = Z,, lediglich aus dem zu 7 = ]1170 gehorenden Summanden und

V(G,T) =

es gilt

8(0F, 7, 5) = 21 —11 Y Apermae) = Np—1 —11 Y N ) s
p= meZl P ptm

Beispiel 2.23. — Es sei G = G[p] eine elementarabelsche Gruppe der Ordnung p”. Dann entsprechen
die Auflésungen G von G den geordneten Partionen (rq,...,7;) von r oder r — 1, je nachdem ob eine un-
verzweigte Teilerweiterung (in Form von G_1 = Gy = Z,) erwiinscht ist oder nicht. Eine Einschrénkung
hierbei ist der Restklassengrad [F,, : F,], d.h. es gilt r; < [F,, : F,] fiir 1 <4 < [. Die zuléssigen Familien
7 mit b(G,T) # 0 werden ausschliefflich von ji{j mit 1 <¢<lund 1< j < i erzeugt. Ubersichtlich ist
immerhin die Berechnung der (G, Z), da nur der Fall (a) aus Satz 2.15 zum Tragen kommt und es gilt

oV, Gy) = Npmmi=1-L54) {[]Fp : Fyp

} (Gic1: Zp) "
T P
Auch hier ist die Notwendigkeit von r; < [Fy, : F,] erkennbar. Insgesamt gilt also

(G:1)- Tz [[F“F]}p Gi=1

b(G,T) = _——
p-Ip

(G:2Zp)- Hli:1 { ] A CRE
p

T

mit 7; =71 + ...+ 7; und 7o = dim G_;.
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2.2. Analyse der Dirichletreihe ®(F,,G;s)

Nun habe ich alle Werkzeuge fiir die analytische Zahlung zur Verfiigung und widme ich mich génzlich

der Dirichletreihe
O(Fy,Gis)= > NIE/F)= Y NoU)™.
Gal(E/Fy)~G FYJU~G

Ich nenne eine Dirichletreihe W(s) einen direkten Summanden der Dirichletreihe ®(s), wenn ®(s) —
U (s) keine negativen Koeffizienten besitzt. Da ®(F}, G; s) ausschliefllich nichtnegative Koeffizienten hat,
ergibt sich ihre Konvergenzabszisse aus der maximalen Abszisse sdmtlicher direkter Summanden, da
Pole direkter Summanden nicht ausgeloscht werden konnen. Mit dem in Bemerkung 2.25 beschriebenen
direkten Summanden in Gestalt einer geometrischen Reihe erhalte ich bereits eine scharfe untere Schranke
fiir die Abszisse von ®(F}, G; s) sowie der Asymptotik von G-Erweiterungen. Dazu betrachte ich folgende

Maximalauflésung.

Definition 2.24. — Es sei G eine abelsche p-Gruppe vom Exponenten p® und den p’-Réngen g; =
dim G[p]/G[p*~!]. Dann hat G die Elementarteilerzerlegung

__ 79e ge—1—"Ge ge—j—Je—j+1 g2—gs g1—g2
G—Z][,EXZIDG,1 ><...><Zpe,j ><...><Zp2 X Z3 .
Die Auflésung G = (1,1,G4,...,G,) von G mit den Komponenten
) b b )
Gy =29 x 297179 . x Z9emIT et o ZIgTiHRTIemiHS o ZGemit1emit2
p P pr7 p p

nenne ich Maximalauflosung mit elementarabelschen Faktoren. Dabei sei G;_1 in G; vermdge der Abbil-
dung

Gi_1— Gi, (O'Z',l, ey 0'1) — (O’f_p . ,J:f, ].)
eingebettet. Die Faktoren G;/G;_1 sind vom p-Rang r; = dimG;/G;—1 = ge—i+1. Insbesondere ist
Ge/Ge—1 vom Rang g; und es ist hier zu beachten, dass die Maximalauflésung nur im Fall g; > [F,, : F)]
eine Auflésung von G im Sinne der Definition 2.3 ist. Des Weiteren definiere ich an dieser Stelle

—1
ap(G) = (p —1)- Zf:o D' Ge—i
p = -1 . N
D- 25:0 pi- (1 —p=Ye—i) . pget - Fge—i
Mit 7, = dim G;/Gi—1 = ge—jr1 und t; = (G; : 1) — (G4—1 : 1) = (p"t — 1) - p"+-FTi=1 st hierbei
pP—1)-3ap i (P—1)-3 0 7
D Z?:l p'L . tl p- Z?:l p'L . (p'fz — ]_) . pT1+~~+T1‘—1

Bemerkung 2.25. — Es sei G eine abelsche p-Gruppe. Dann gilt fir die lokale Verteilung Z(Fy, G;x)

ap(G) = (

der asymptotische Vergleich
Z(Fy,Gyx) € Q (x“”(G)) .

Beweis. — Fiir diese Abschétzung werde ich nur einen Teil der Erweiterungen E/F, mit Gruppe G
zéhlen. Dazu konstruiere ich einen direkten Summanden von ®(F},G;s), dessen Konvergenzabszisse
die gewiinschte untere Schranke liefert. Zunéchst gebe ich einen Beweis fiir den Fall [Fp : IFP] > g1

an und verallgemeinere im Anschluf fiir beliebige Restklassengrade. Es seien G = (1,1,Gq,...,G.) die
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Maximalauflosung aus Definition 2.24 und 7 die durch Z = 71N...NJ. mit J; = J;_; gegebene zuléssige
Familie. Der vom Paar (G,Z) erzeugte Summand ®(F,,G,Z;s) von ®(Fy, G;s) hat nach Korollar 2.10
die Gestalt
O(F.G,I;s) = b(G, ) Y [JNVpeetms
meT i=1
und nach Bemerkung 2.19 ist b(G,Z) # 0. Aus dieser Reihe gewinne ich einen kritischen direkten
Summanden
B(s) = Z HNpai(mi§5)
meJ i=1

durch Einschrankung auf die im Folgenden beschriebene Teilfamilie
J={m;:z€Z, x>0} CT.
Fiir eine ganze Zahl « > 0 sei dabei m, = (—1,0,mq,...,m.) mit

p-x+1 1=1
m; =

p-mi—1+1 2<i<e.
Durch sukzessives Einsetzen erhalte ich nur von i abhingige Konstanten f; = (p*=! —1)/(p — 1), sodass
mi=p x+p- fi+1 fir 1<i<e

erfiillt ist. Fiir m, € J erhalte ich insbesondere

mi — 1 .
aulms; ) = 72 (mi o { 0 D —(mi4 1) tys = (x4 i) - Bils) — 2 8ils)
mit
Bi(s)=r;-(p—1)—t;-p-s und di(s) =t; - s.
Die von J erzeugte Teilreihe ®(s) besitzt also statt e Summationsvariablen myq,...,m, nur noch eine

und es gilt

(I)(S) — Z ﬁj\[pwi(mi;s) _ f[./\/‘pfi‘ﬂi(s)—z&i(s) Z ﬁ/\/’p”v"]’iilﬂi(s).
=1

meJ i=1 z>01=1

Diese Reihe ist offensichtlich rational auf die gesamte komplexe Ebene fortsetzbar durch

_ 1 €
B(s) = (1 _szsl(s)) Np~2 UG- TT Apiofils)

i=1
mit einzigem Pol in der Nullstelle a, (G) der linearen Funktion
(2.25.1) Bl(s) = Zpi_l . ﬂl(s) = Z(p_ 1) .pi_l ST _p.pi_l . tl . S.
i=1 i=1

Nach dem Taubersatz D.5 haben also die hier gezéhlten Erweiterungen die asymptotische Aquivalenz-

ap(G)

klasse x und somit ergibt sich die behauptete untere Abschétzung fiir den Fall [F, : Fp] > g1.
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Fiir allgemeine Restklassengrade kann die Auflésung verfeinert werden, um ein analoges Resultat
zu erhalten. Sofern nicht explizit gedndert behalte ich obige Bezeichnungen bei und wéhle irgendeine

Verfeinerung H von G der Gestalt
1:G0=H0<]H1<]...<]HT1 :G1<]...<]HT1+“_+” =G;<Q...<H =G, =G

mit einfachen Faktoren H;/H;_1 ~ Z,. Die Summen 71 + ...+ r; bezeichne ich fortan mit 7; und setze
7o = 0. Insbesondere hat H die Lange [(H) = [ = 7. Als zuléssige Familie wéhle ich Z = 71 N...NJ; mit
Ji = «Yil,f,- fir 7; <4 < 7j41. Dann gilt b(H,Z) # 0. Dies ist wie folgt einzusehen. Es seien 7; < i < 714
und G; ~V < X:;z;j' Dann ist V' nach Bemerkung 2.13 in X7, durch p teilbar, d.h. es gilt V < p- X[, .
Folglich gibt es mindestens eine Untergruppe H; ~ U < X, mit UN X, und Hp ~ U N X} und es
folgt b(H,T) # 0 nach Bemerkung 2.18. Nach Korollar 2.10 ist dann J

l
O(Fy, H,T;s) = b(H,Z) - Y [ Npomee)
meZT i=1
mit entsprechend angepassten Funktionen «;(m;;s). Die Teilfamilie 7 = {m, : 2 € Z, + > 0} C T
gestalte ich hier mit Tupel m, der Form
p-x+1 1=1
mi=qp-mi_1+1 i=7;+lund1<j<e
mi—1 +p sonst.

Auch hier gibt es nur von ¢ abhingige Konstanten f;, sodass m; die Gestalt m; = p?*1 -2 +p- f; + 1 fiir

einen Index 0 < j < e mit 7; <7 < 741 aufweist. Insbesondere gilt

Tj+1 Tj+1
Z a;(mg;s) = Z m; —1— {mllJ —(mi+1)-(p' —p 1) -s
i=r;+1 =741 p
Ti+1
=z-p) Bia(s) =2 0()+ Y fir(p—1)—p (' —p"")-5)
i=r,+1

und es gibt eine lineare von x unabhéngige Funktion f(s) mit
l e—1 ) B
D ailmis) =z p - Bia(s) + f(s) =2 Bi(s) + f(s).
i=1 §=0

Der von J erzeugte direkte Summand

l
O(s) =y [[NpeCmse)

meJ i=1
von der Reihe ®(F,, H,Z;s) ist also im Wesentlichen eine geometrische Reihe mit gleichem Pol wie
die oben berechnete Reihe und folglich kann die Behauptung fiir beliebige Restklassengrade analog

geschlossen werden. O
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Nachdem nun a,(G) als untere Schranke fiir die Abszisse von ®(F}, G; s) etabliert ist, widme ich mich
nun dem Nachweis, dass diese Schranke auch tatséchlich scharf ist. Zudem muss die Frage nach der
meromorphen Fortsetzbarkeit tiber die Konvergenzlinie hinaus beantwortet werden. Nach den Korollaren

2.8 und 2.10 ist die Reihe der G-Erweiterungen direkt zerlegbar in

D(F,, G 5) ZZ@ F,,G,T;s)

Da es nur endlich viele direkten Summanden ®(F,, G,Z;s) gibt, reicht es aus, a,(G) als obere Schranke

dieser Reihen zu realisieren. Das Interesse ist also g‘éinzlich auf die Dirichletreihen

(221) @(S)—M Z Han m;—1— L7YL171J) ti-(m;+1)-s

meZ =1
mit b(G,Z) # 0 gerichtet. Das nun folgende Lemma liefert eine sukzessive Zerlegung nach geometrischen

Reihen und legt die Rationalitédt von ®(F}, G;s) offen.
Lemma 2.26. — Es seien a;(m;s), Bi(8),7i(s),0:(s) in s lineare und fallende Funktionen mit

x-Bi(s)+y-vi(s) —2-6;(s) m=zp+y+1, 0<y<p-—2
x - Bi(s) — d;(s) m = xp.

a;(m;s) =

Des Weiteren sei ®(s) eine Dirichletreihe der Form

l
— Z HNpaz(mmé)

meZ i=1

mit einer zuldssigen FamilieZ = J; N ...NJ, und fi(s),g:(s) in Np~* polynomiale Ausdriicke mit

p—2
=Y NP und  gi(s) = Np o).

y=0

Dann gelten folgende Aussagen.

(a) Sind J, = jllj und Jj—1 # ‘7llfl,j fiir ein 0 < j < i, so hat ®(s) die Gestalt

-1
d(s) = fi(s) - gi(s)*- (1 —/\/pﬁz(é'))_l . Z (j\/pmjﬁz(é') —/\/pma'Jrlﬂz(S)) .Hj\/'p"i(mi;s),

meZl—1 i=1
Im Fall j + 1 < ist die hier auftretende Singularitit bei der Nullstelle von B;(s) hebbar.
(b) Gilt im Fall (a) die Bedingung j + 1 =1, so folgt

(‘P(S):fl(s) ( ) (].—_/\[pﬂl( $)) 7 Z Npmj Bi(s) | HNpal mb,s)

meZl-1 i=1
Diese Reihe besitzt in der Nullstelle von 5(s) einen Pol.
(¢c) Ist J, = le’j fir ein 0 < j <14, so gilt m; =p-m; und ®(s) hat die Gestalt

-1
(I)(S) = gl(s) : Z Npmj'ﬁl(s) . HNpOéi(ml’;s)'

meZl-1 =1
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(d) Im Fall J; = Jll] und J—1 = T, j fiir ein 0 < j <i ist die Reihe ®(s) von der Gestalt

-1

(I)(S) = Z Z pr n(s) . szl 1-B1(s) HNpal m;;s)

meZl-1y=yi—1+1

-1
+ fl(S) . 91(5)2 . (1 *NPBI(S))il' Z (Np x_1+1)-Bi(s '/V'pm3+1 51(8 ,HA/’pai(mi;S)

meZ;_q =1
mit implizit durch mi—1 = zj_1p+yi—1 + 1 und 0 < y;_1 < p — 2 gegebenen Variablen x;_1,y;—1-
Die hier auftretende Singularitdt in der Nullstelle von 5i(s) ist hebbar.

Beweis. — Fiir den Beweis dieses Lemmas ist lediglich der abspaltenden Faktor der Zerlegung
! -1
(s = 3 [[Mpmim = 3 (HNpai(mm) T Apem)
meT i=1 meTl-1 Mi=1 (m,m)eT

auszurechnen. Fiir Teil (c) ist dies am einfachsten und es gilt
Z Npal(m%s) _ Npaz(P'mj;S) — Npmjﬂz(s)—éz(S) = gi(s) ./\/pmj'ﬁz(s).
(m,m)ez

Die Teile (a) und (b) ergeben sich aus

—1 p—2 o—1
Z Npal(m;s) _ Z ZNpal(1p+y+1 i8) Zpr Yi(8)—2-61(s) Z pr.,@l(s)
(m,m)eT z=mj; y=0 T=m;

v—1
S 30 NP = is) - an(s)? - (V) - NP A) - (1 NP )T

mit ¥ = mjy; oder ¥ = oo, wobei der letzte Schritt fiir ¥ = oo in dieser Allgemeinheit zunéchst
einmal nicht ausfilhrbar ist. Die Reihe > 7 N pP1(5) Dbesitzt allerdings die holomorphe Fortsetzung
(1-N pﬁl(s))fl auf die ganze Ebene. Fiir Teil (d) wird die Zerlegung noch weiter verfeinert gemaf

p(xi—1+1) mjiy1—1 p—2
Z Npei(mss) — Z Npe(mis) 4 Z ZN’paz(wp—s-yH;S)
(m,m)eT m=m;_1+1 z=z;-1+1y=0
sowie
p(ri—1+1) p—2
Z Npoél(m;s) :prl—l'ﬁl(s)_?(sl(s) . Z pr"Yl(S)
m=m;_1+1 y=yi—1+1
und entsprechend analog ausgerechnet. O

Im Folgenden nenne ich eine Funktion «;(m;s) quasilinear in m, wenn sie von der Lemma 2.26
angegebenen Form ist. Sie ist stiickweise linear und weist nur in m = 0 (mod p) eine Sprungstelle

auf.

Korollar 2.27. — Fine Dirichletreihe ®(s) von der speziellen Form

l
— Z HNpaq(m“s)

meZi=1

mit in m quasilinearen und in s linear fallenden Funktionen o;(m;s) ist rational in Np~*
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Beweis. — Diesen Beweis fiihre ich induktiv iiber [. Fur ! = 1ist ®(s) geméaf ihrer Zerlegung nach Lemma
2.26 offensichtlich rational. Fiir I > 1 ergeben sich nach Lemma 2.26 entsprechend des vorliegenden Falles

die Aufteilungen

fi(s) - gu(s)? - (1= NpAC)) (<I>1(s) - <I>2(s)) Fall (a)
a(s) — 11 c(9)? (1= NP @) ™1 @y (s) Fall (b)
9i(s) - P1(s) Fall (c)
ai(s)? - W(s) + fils) - qu(s)? - (1 - NpP )7 (q>3(s) - q>2(s)) Fall (d)

mit Dirichletreihen ®(s) von der Gestalt

und den Exponentenfunktionen
a;(m;s)

i p(m;s) =
ajr1(m;s) +m- Bi(s)

(
a;(m;s) +m- Bi(s) (i,

(

(

or—1(m;s) +x - Bi(s)

Auch diese Exponentenfunktionen sind quasilinear in m und linear fallend in s und hiermit ergibt sich
die Rationalitét von ®(s) in den Féllen (a), (b) und (c) induktiv. Fiir den Fall (d) verbleibt nur noch

der Nachweis der Rationalitat von

Z I§ pr-'n(s) ,szl_lﬂl(s) ) ll:[l./\/'pai(m“s)
=1

meZl-1y=y—1+1

-2 -
= Z (HNpai(mi;S)) . Z Npaz—l,g.(mz_l;s) . Z pr-w(s)

meZIl-2 “i=1 (m,my_1)€Tt-1 y=yi—1+1

zu erbringen. Dazu definiere ich zunéchst die rationale Funktion

p—2 p—2 p—2 Kk
hl—k(s) = Z Z Z H_/\/'pyu"nfu(S)_

yr=0 y1=y2+1yo=y1+1v=0

Erfillt die (I — 2)-te Komponente J;_o # ‘7ll_27 ;» so folgt die Rationalitét von W(s) aus der Identitét

p—2
T(m; 5) = Z j\/'pal—l,s(ml—1§5) . Z pr'Vl(S)

(m,my_1)€T!—1 y=yi1—1+1

m]‘+171 p—2

~ p_2
— gl—1(5)2 . Z Z Np-"flfl'ﬁl—l(s) ,prl—l")’l—l(s) . Z pr~’n(8)

Ti—1=m; y;—1=0 y=yi—1+1

= gi1(8)? - huca(s) - (1= NPt ) T (Vo b ) prpmoafia(9))
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mit B;_1(s) = Bi_1(s) + Bi(s), wobei die erste Gleichung lediglich eine Notationsetzung ist. Andernfalls
gilt Jj—o = ._711_24- und es ist

~ p—2 p—2 1
(2.27.1)  T(mis) = ga(s)? - Npm2Fa@ . S0 S T e

Yi—1=y1—2+1lyi=y;—1+1v=0

+ 91—1(3)2 . hl—l(s) . (1 _NpBl—l(s))_l . (Np($L—2+1)‘Bl—1(5) _Npmj+1'5l—l(<9))

fir mj_o = x;_9p+ y1—2+ 1 mit 0 < 3o < p — 2. Durch sukzessiver Zerlegung dieser Art ergibt sich
die Rationalitiit von W¥(s) auch allgemein im Fall (d). Ist k& maximal mit J,_x = J ,, so hat ¥(s)

insbesondere einen direkten Summanden der Gestalt
) k 3 k
Npms Bkl oy (s) - [[gi-w(s)® mit  Biog(s) =D Biok(s).
v=1 v=0
Dieser entsteht sukzessive aus dem ersten Summanden gemif$ der Zerlegung 2.27.1. O

Zur Bestimmung der Konvergenzabszisse von ®(s) ist nun lediglich der héchste Pol zu ermitteln. Dazu
ist bei der sukzessiven Anwendung von Lemma 2.26 die Neukonfiguration der 3; zu beobachten, da sich
deren Nullstellen fiir die Pole verantwortlich zeichnen.Konkret spaltet sich ®(s) nach Anwendung des Fall

(a) in zwei Reihen baugleich zur Ursprungsreihe auf, bei der eine Reihe durch die Ersetzung

Bi(s)=Bi(s) und  Bi(s)=Bi(s)+p-Bui(s) fiir  1<i<l-1,i#j
entsteht und die zweite Reihe entsprechend fiir den Index j+ 1 statt j gebildet wird. Genauso ergibt sich
nach Anwendung der Fille (b) und (c) die Neukonfiguration

Bi(s) =Bi(s) und  Bi_i(s) = Bi_i(s) +p-Buls)  fir  1<i<I-2

Im Fall (d) ergeben sich sogar drei neue Reihen mit analogen Ersetzungen. Ein interessanter Unterschied

hierbei ist, dass bei zweien von diesen sogar die Ersetzung

Bi-1(s) = Bi—1(s) + Bi(s)

vorgenommen wird. Nach der letztmoglichen Zerlegung via Lemma 2.26 erhalte ich ich aus der Ursprungs-

konfiguration die Funktionen
1
(2.27.2) Bi(s) = Bils) + P70+ Biya(s) = 32900 8y(s),
j=i

wobei e; ein angepasste Treppenfunktion mit e;(j) € {e;(j —1),e;(j — 1)+ 1} ist. Ist Z beispielsweise von
der Gestalt T = 7, N... 7 mit J; € {J};_,,KL,;_}, so kommen nur die Falle (b) und (c) zum Tragen

und diese Funktionen haben die Formel
l

Bi(s) =Y 0/ 7" By(s).

j=i
Im Folgenden untersuche ich, welche der Nullstellen dieser Funktionen §; als Konvergenzabszisse zu ®(s)

in Frage kommen.
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Lemma 2.28. — Es seien ag, a1, by, by positive reelle Zahlen und a(s) = ap—aq -s und B(s) = byg—by-s
zwei lineare Funktionen mit Nullstellen a bzw. b und es gelte a < b. Dann besitzt ihre Summenfunktion

~v(s) = a(s) + B(s) eine reelle Nullstelle ¢ mit a < ¢ < b.

Beweis. — Die Annahme, ¢ wire zugleich grofler (bzw. kleiner) als a und b fithrte zu a(c), 5(c) < 0
(bzw. «a(c), B(c) > 0) im Widerspruch zu v(c) = a(c) + 8(c) = 0. O
Nun betrachte ich bzgl. der Reihe ®(s) der konkreten Gestalt 2.2.1 die Funktionen

mi—l
p

az’(mi;s):ﬁ(mi—l—{ J)—ti'(mi+1)'8,

die sich wie in Lemma 2.26 als Quasilinearkombination der Funktionen
Bi(s)=ri-(p—1)—ti-p-s, yls)=ri—ti-s,  i(s)=ti-s

schreiben léasst. Die Nullstellen a; der §5;(s) bilden eine absteigende Kette ay > ... > ay(@) von rationalen
Zahlen und folglich bilden auch die Nullstellen der Funktionen j3;(s) eine echt absteigende Kette und
die maximale Nullstelle unter den j;(s) gehért genau zu i = 1. Erstere Aussage kann dabei mit der

faktorweisen Ungleichung
ri-plte(pT = 1) = p" - (P = 1) > (P = 1) i

und der hieraus folgenden Abschétzung

-1 (A-phHem (1—p™')-rip =1 iy
a; = - ) > X - = Q41
Pt (pri—=1)-(Gi—1:1) = (prier = 1) - p"i - (Gi—1 : 1) P-tip

belegt werden und die zweite Aussage folgt aus obigem Lemma 2.28. Die Konvergenzabszisse der mero-
morphen Fortsetzung von ®(s) ergibt sich also aus der Nullstelle von 31 (s). Der Formel 2.27.2 fiir diese
Funktion zu Folge hat diese Nullstelle die Gestalt
l e (t l fod
(p—-1) 'Zizlp 10 Ty (p—1) ’Zkzopk "Tk

1 . 7 ~
p.zizlpem) b p-ZZ:OPk T

mit 7, = Zel(i)zk r; und t = Zel(i)zk t;. Die Zahlen 7 und gehoren zu einer groberen Auflosung G
mit elementarabelschen Faktoren vom Rang 7;. Der Exponent der Faktoren ergibt sich dabei aus dem
notwendigen Kriterium 2.20, da das Interesse nur auf Reihen ®(s) = ®(F,,G,Z;s) mit b(G,Z) # 0

eingegrenzt ist. Die Briiche obiger Gestalt werden nun auf ihren Maximalwert untersucht.

Lemma 2.29. — FEs seienr = (r1,...,r;) ein Tupel ganzer Zahlen mit 0 < r; < [Fy : ] und

1 .
_ (p— 1) 'Zi:1pz'7“z‘
p- Z'ZL:I pi . (pT'i — 1) . pT‘1+...+7"i,1

ap(r)

Dann gelten die folgende Aussagen.
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(a) (Verkiirzen) Es sei k mit ri 4+ ri41 < [Fp : Fpl. Dann gilt

T 1<:<k-1
ap(s) > ap(r) mit Si=r TRy =k
Tit1 E+1<i<l

und der kunstlichen Setzung s; = r;11 = 0.

(b) (Aufteilen) Es sei k mit maxi<i<g(r;) = rp und 2 < rp <rpyq < [Fy : Fpl. Dann gilt

ap(s) > ap(r) mit Si=qr,—1 i=k
Tk+1—|-1 1=k+1.

(¢) (Tauschen) Es sei k minimal mit vy, > ri11. Dann gilt
ap(s) > ap(r) mit 8 = Tr(i)

fiir die Permutation 7 = (k k + 1) mit Ausnahme in den Fillen v = (1,...,1,2,...,2,1) oder
r=1(2,...,2,1) beip=2.
(d) (Sortieren) In den Ausnahmefallen aus (c) gilt

ap(s) > ap(r) mit 5 = To(s)
fiir die Permutation o = (1 1).

Der Beweis dieses vom Rest dieses Kapitels unabhéngigen Lemmas kann im Anhangskapitel F nachvoll-
zogen werden. Hier nun folgt das Hauptresultat der Asymptotikuntersuchung lokaler Galoiserweiterungen

mit abelscher p-Gruppe.

Satz 2.30. — Fir die Zihlfunktion Z(F,,G;x) gilt der asymptotische Vergleich

Z(Fy, G;z) ~ c(F,, G) - 2™ (@),

Beweis. — Nach Korollar 2.27 ist bereits bekannt, dass ®(F}, G;s) als endliche Summe von rationalen
Funktionen ebenfalls rational ist. Eine untere Abschitzung der Konvergenzabszisse ist mit 2.25 durch
ap(G) gegeben. Ich bleibe also noch den Nachweis schuldig, dass a,(G) auch eine obere Abschétzung
der Abszisse ist. Samtliche Kandidaten haben nach den Uberlegungen zwischen Korollar 2.27 und
Lemma 2.29 die Gestalt ay(r), wobei ay(r) die in Lemma 2.29 vorgestellte multivariate Funktion und
r = (dimG;/G;i—1)1<i<i(e) die Auflistung von den Réngen der Faktoren einer Auflésung von G mit
elementarabelschen Faktoren (nicht notwendigerweise in F, einbettbar) ist. Diese Abszisse bezeichne ich
fortan mit a,(G). Nach wiederholter Anwendung von obigen Lemma 2.29 ist erkennbar, dass genau eine
Auflésung die grofite Abszisse liefert, namlich jene mit revers lexikographisch gréfitem Erweiterungstupel
r. Anders ausgedriickt, fiir jene Auflésung G, bei der startend von G mit jeweils maximal moglichen

elementarabelschen Faktor aufgelost wird. Dies ist die Maximalauflosung G aus Definition 2.24 und fiir
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jene habe ich in Bemerkung 2.25 bereits a,(G) = a,(G) festgestellt. Folglich ist ®(F},, G;s) eine ratio-
nale Funktion mit Konvergenzabszisse a,(G). Das behauptete Resultat gewinne ich schlieflich aus dem

Taubersatz D.5 und seinem Korollar D.6. O

Beispiel 2.31. — Ich setze nun die Untersuchung der zyklischen p-Gruppen aus Bespiel 2.21 fort. Es
sei []" das Produkt iiber alle Indizes 1 <4 <1 mit J; = Jil)i_l. Dann gilt nach Lemma 2.26

! p—2
Z H_N’paqz(mi;S) _ J\/'p—(tz—to)~s . H/ <(1 _Npﬁ_i(s))—l _Np_t'i‘5+5'i+1(s) . Zpr"Yqi(S)>

meTi=1 ¥=0
mit ¢; = p/ —p ! fiir die Auflésung G und t; = p ™! — pJ fiir die Auflssung H. Wiederum betrachte ich
nur die zuliissigen Familien Z C A mit nichtverschwindenden Konstante b(G,Z) bzw. b(H,T). Diese
erfillen allesamt die Eigenschaft m; > p-m;_; fiir 1 < ¢ <[ und somit haben die Funktionen Bz(s) und
%:(s) unabhéngig von der Wahl der Familie Z die Gestalt

l l l
Bils) =D P Bi(s) = 3 (g (0= 1) =t epes) = D P T (P =) —typs)

j=i j=i

sowie

3i(s) = 7i(s) + Bix1(s) =1 —ti - s + Biy1(s).
Insgesamt lassen die Funktionen ®(F,, G,Z; s) zerlegen in eine rationale Funktion der Gestalt

G.T:
®(Fy, G, T; s) = W

mit den in N'p~*% polynomialen Ausdriicken

l

£(Gys) =[] - NpPt))

=1

und

— p72 —
9(G,T;s) = b(G,T) - Np~(ti=to)s . H’ (Np—ti‘swm(s) . ZNPy%(S)> .H”(l — NPy,

y=0
Hierbei ist H” das Komplementarprodukt zu H/ und lauft dementsprechend tiber alle Indizes 1 <7 <

mit Elementarfamilie J; = IC;FI.

Diese Zerlegung ist selbstverstandlich auch fiir ®(F,, H,Z; s) moglich

und hierfiir ist in den vorliegenden Formeln lediglich G durch H zu ersetzen.

Beispiel 2.32. — Das entsprechende Ergebnis fiir die Reihe ®(O,, G;s) aus Beispiel 2.22 sei hier fiir
den spéateren Zugriff etwas genauer untersucht. Es ist zunéchst
d(F,, G,T; G,7;
207, G5y = Y WnGL) _ g gy 9@ L)
b(G,T)#0 p b(G,T)#0 p

festzuhalten. Im Einzelnen sind die Polynome von der Gestalt

n

1(Gss) = [T = Np?)

i=1
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und

G,I; -1 (D) n i—1 2 p-! -
g( . S) _ (Npp — 1) 'pr(p —1)s | H’ <Npp (p—1)-s+Bit1(s) . Zpr%(s)

y=0
1 5
. H (1 _Npﬁi(s)).
Da die erste Elementarfamilie einer zulédssigen Familie stets J1 = J7', ist, gilt insbesondere fir G = Z,
die Identitét

Np-—1

(05 Zyi5) = =P

—1 p—2
. (1 _Np(p—l)(l—p~5)> CNp 2= Ds Zpr(l—(p—l)ﬂ).

y=0

2.3. Asymptotik globaler abelscher Funktionenkorper

In diesem Abschnitt werden die Auswirkungen der lokalen Erweiterungen auf die Verteilung der glob-
alen Erweiterungen untersucht. Bei globalen Koérpern der Klassenzahl 1 kann jede lokale Erweiterung
auch global realisiert werden. Die beiden im Folgenden vorgestellten Schranken fiir Z(F,G;x) erreiche
ich, indem ich zum Einen nur in einer einzigen Stelle verzweigten Erweiterungen und zum Anderen nur
elementarabelsche Erweiterungen mit quadratischem Fiithrer zéhle. Beide Schranken erweisen sich in

verschiedenen Fallen als zweckméBig.

Satz 2.33. — Fur die Asymptotik der abelschen p-FErweiterungen eines globalen Funktionenkorpers F
der Charakteristik p und Klassenzahl 1 mit Galoisgruppe G gelten folgende Aussagen.

(a) FEs seip eine beliebige Stelle in F. Dann gilt
Z(F,G;x) = Z(Fy, Gi) € Q (a(@)

und es ist ap(G) > a(G) fiir abelsche nichtzyklische p-Gruppen G # 73,73, Z3.
(b) Es seien G eine elementarabelsche Gruppe vom Rang r = dim G[p] und

147 1

a(F,G) = 2-(pr—1) 2 (G:Z,)-(p—1)

= a(G).

Dann gilt
Z(F,G;z) € Q (x“(F’G))

und es ist a(F,G) > a(QG) fir G # Z,, Z3.
Beweis. — Aus der klassenkorpertheoretischen exakten Sequenz
1= KX — FP" [ Fym — Clym — Cl — 1
gewinne ich mit C/ = Z und F?" /Fym = O} /(1 + p™) die exakte Sequenz
L= K* =0, /(1+p™) = Clym/Z — 1.

Folglich ist die p-Sylowgruppe von C{,= isomorph zu jener von OPX /{14+p™), was die bijektive Beziehung

zwischen lokalen G-Erweiterungen und globalen nur in p verzweigten G-Erweiterungen belegt. Hieraus
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folgt unmittelbar die Schranke fiir Z(F,G;x) aus Teil (a). Die Abschitzung der a-Konstanten erfolgt

elementar aus
e—1
Z}ff . (geii . (G . 1) . (1 _p_1)2 _pge+---+ge—i . (1 _p_ge—i)) > O
i=0

Nach einem Vergleich der p-Potenzen ist erkennbar, dass es einen Index k gibt, sodass der Ausdruck in
der grofien Klammer fiir ¢ < k positiv ist. Es reicht hier somit, den (e — 1)-ten Ausdruck zu begutachten.

Dieser ist genau dann positiv wenn
fa@)y=z-1-p ') =(1-p7"

positiv ist. Hier habe ich x = g; gesetzt. Diese Funktion ist monoton steigend, da ihre Ableitung
(1 —p~1)2% —log(p) - p~® von fiir z > 2 nicht negativ ist. AuBlerdem gelten

2 3 2 4 3 2
p*—4-p+3 2:p°—=6-p*+3-p+1 3-p"—8-p°+4-p°+1
F@) = PP p) = . und f(4) = p4 .

Somit ist f(z) fir p > 5 oder > 4 positiv. Die Ausnahmefille sind (p,z) = (2,2),(2,3) und (3,2).

Hierzu kann ein Blick ins Beispielmaterial am Ende des Abschnittes geworfen werden.
Aussage (b) bezieht sich nur auf elementarabelsche Gruppen G = G[p]. Dazu zéhle ich lediglich die
Erweiterungen mit quadratischem Fiihrer m?, deren Anzahl ich mit a(G, m?) bezeichne. Die Gruppen-

parameter bezeichne ich hier mit r = ¢g; und ¢t = (G : 1) — 1 = p” — 1. Damit ist a(F,G) = (1 4 r)/2t.
F,:F
Nach Satz 2.15 gibt es {[ P p]} Erweiterungen von F, und folglich auch von F' mit Gruppe G und
r P

Diskriminante p?!. Zu jeweils zwei Erweiterungen E;/F und E,/F mit Gruppe G und teilerfremden
Diskriminanten gibt es mindestens eine weitere Erweiterung E/F mit Gruppe G und Diskriminante

(E/F) | o(E1/F) - o(FE2/F). Hieraus folgen No(E/F)~% > No(E /F)~% - No(F2/F)™* und

O(F,Gis) = Y alGm)-Nm e > J](1+ {“F" : FP]} - Np~2hs
p(m)#0 P oo
fiir positive s € R. Der Binomialkoeffizient ist ein Polynom in A'p vom Grad r und bezeichnet b seinen
Leitkoeffizienten, so hat das Eulerprodukt die Form
11 (1 +b-NpT T2 4 o(Np‘s/“(FvG)))
p
fir s > a(F,G) und besitzt einen Pol in s = a(F,G). Somit ist a(F,G) eine untere Schranke fiir die
Konvergenzabszisse von ®(F, G; s).
Auch hier ist der Vergleich der a-Konstanten elementar gewinnbar. Fir nichtzyklische Gruppen ist

a(F, G) genau dann grofler als a(G), wenn
g(z) =1 +2)- (" —p* 1) =2- (" ~ 1)

positiv ist. Es sind g(1) =0, g(2) =p> —3-p+ 2 und

g(x) —2
pmfl
Somit ist g(x) nicht negativ und nur im Fall x = 1 oder (p,x) = (2, 2) nicht positiv. O

=@z+1)-(p-1)-2-p=(z—-1)-(p—1) -2
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Dieser Satz stellt klar, dass die Mallevermutung nicht einfach auf den Fall wild verzweigter Funktio-
nenkorper iibertragen werden kann. Interessant gegeniiber anderen Gegenbeispielen zur Mallevermutung
(siehe Kliiners 2005a), in welchen der logarithmische Exponent hoher als erwartet ausfallt, ist hier der a-
Exponent betroffen. In den folgenden Beispielen und Bemerkungen sollen die a-Konstanten a(G), a,(G)

und a(F, G) verglichen werden.

Beispiel 2.34. — Im Fall der Charakteristik p = 2 gilt fiir elementarabelsche p-Gruppen G
max{a(G), ap (G)v CL(F, G)} = CL(F, G)

Bezeichnet r = dim G den p-Rang von G, so hat der Quotient von a(F, G) und a(G) den Wert

a(F,G)  (r+1)-2" 15
== “r@-ny '™

mit iiber alle Grenzen wachsenden Limes. In folgender Tabelle sind einige Werte fiir elementarabelsche

Gruppen eingetragen.

rl1 2 3 4 5 1000
Rz |1 3 2 1 3 1.955 - 27992
a(zp) |1 1 32 2 & 1.953 - 27992
azp)|1 § & % 2
a((ll("’Zig)) 11 8 4 1.955 - 27

Beweis. — Nach Satz 2.33 reicht der Nachweis von a(F, G) > a,(G) und es gilt

1

G(F,G) = ap(G) -+ m

O

Beispiel 2.35. — Im Fall der Charakteristik p # 2 gilt fiir elementarabelsche p-Gruppen G vom Rang

r die Relation

a(F,G) r=1oder (p,r) =(3,2
max{a(Q),ay(G),a(F,G)} = ( ) (p,7) = (3,2)
ap(G)  sonst.
Der Quotient von a,(G) und a(G) wichst bei nichtzyklischen Gruppen mit steigender Ordnung iiber alle

Grenzen. Die folgenden Tabellen enthalten konkrete Werte fiir p = 3,5, 103.

ri1 2 3 4 5 1000

ap(z3) |+ L L Lo b 2.743 - 379%
WFZ5) |3 45 &5 @ g 2000037
o) |3 4k d oy 053
“;}(ZZ;%) 2 18 9 2 5.486 - 34
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r|i1l 2 3 4 5 1000
a(Z5) |+ = 1 5 1.280 - 5799
aF,Z5) | Y £ & P 2 0.800 - 5996
alZ5) |1 % 15 65 3500 0.25 - 57999
N FEE R ST
r| 1 2 3 4 5 1000
ap(Z103) ﬁ ﬁ 3671813 284113580 11706295063 9.614 - 10379
a(F, Zio3) T%Q ﬁ 5461363 450210352 19321334570 4.859 - 103799
a(er03) ﬁ 10%06 108;118 1114%8154 11480%89862 0.009 - 1037%%
IR B W omm o ommMm ol
Beweis. — Die Ungleichung
WD @) > a(FG) =
p-(pr—1) 2-(pr—1)

ist aquivalent zu

(r—=1)-p>2-r

was fiir r > 2 und (p,r) # (3,2) zutreffend ist.



KAPITEL 3

ASYMPTOTIK ZYKLISCHER p-ERWEITERUNGEN

In diesem Kapitel gebe ich die exakte Asymptotik zyklischer p-Erweiterungen globaler Funktionen-
korper der Charakteristik p an. Im Gegensatz zu den nichtzyklischen p-Gruppen erfiillt die Asymptotik
dieses Gruppentyps das erwartete Verhalten, welches nach dem Satz von Wright und der Asymptotik-

vermutung von Malle nahegelegt werden konnte.

Satz 3.1. — FEs seien F ein globaler Funktionenkérper der Charakteristik p und G eine zyklische p-
Gruppe. Dann gibt es eine positive Konstante c¢(F,G), sodass die Zihlfunktion Z(F,G;x) asymptotisch

aquivalent ist zu
Z(F,G;z) ~ ¢(F,G) - D . log(x)?F&)~1
mit a(G) = ((G: Zp) - (p—1))"! und b(F,G) =p — 1.
Zusatz 3.2. — Es sei d der Grenzwert der Folge dp, = 3, <, g™/ =) (n/m)P=2. Dann hat die
reelle Konstante c(F, Z,) fir p # 2 die Gestalt

_ d -log(q) - Res,—1 (Cp(s))P~t |
-1 (p=2)(p—1)p~1

und fur p =2 die Formel

o(F, Zp) [Ta+ -1 N~ (1 —Np~ P!

p

. Resszl(CF(s))'

c(F,Zs) =2-d-log(q) &)

Schlachtplan. — Die Berechnung der Asymptotik zyklischer p-Erweiterungen erfolgt in drei Schritten.
Zunichst berechne ich die exakte Asymptotik einfacher Erweiterungen vom Grad p, den Artin-Schreier-
Erweiterungen. Der globalen Klassenkorpertheorie zu Folge entsprechen die Artin-Schreier-Erweiterungen
mit Fiihrer f | m genau den Untergruppen der Strahlklassengruppe C¢y,, vom Index p. Bei der exakten Er-
mittlung des p-Ranges tritt der Storfaktor S,  auf. Diese Gruppe besteht aus aus den p-Selmerelementen,
die einen Vertreter im Strahl Fy, besitzen. Ihre exakte Berechnung ist im Allgemeinen kaum moglich (siehe
Cohen et al. (2002)). Allerdings kann ich hier im vorliegenden Fall ihre Isomorphie zu einer Untergruppe
von ganzen Differentialen ausnutzen und so nachweisen, dass sie fiir eine asymptotisch dominante Fam-
ilie von relevanten Moduln m trivial ist. Es ergibt sich ein schones Lokal-Global-Prinzip, da sich die

Anzahl der Artin-Schreier-Erweiterungen mit jenen Fiihrer m multiplikativ verhélt. Dieses Prinzip kann
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ich ausnutzen, um die Dirichletreihe ®(F, G; s) in ein Eulerprodukt und einer gut kontrollierbaren ratio-
nalen Funktion zu zerlegen. Mit dem Taubersatz gewinne ich schliellich das asymptotische Verhalten der
Artin-Schreier-Erweiterungen, welches in Harmonie mit der Malleschen Vermutung steht.

Dies trifft auch fiir beliebige zyklische p-Gruppen zu. Ihre Analyse ist leider nicht so leicht zugénglich
wie jene der Artin-Schreier-Erweiterungen. Hier nutze ich die Ergebnisse von Wright (1989) und Kliiners
(2005). Zunéchst erhalte ich mit der Methodik der zentralen Einbettungen eine untere Schranke fiir die
Konvergenzabszisse der Reihe ®(F, G; s). Mit Wrights Zerlegung von ®(F, G; s) kann ich die am weitesten
rechts liegende Singularitit von ®(F, G; s) lokalisieren und diese stimmt mit der bereits erhaltenen unteren
Abschétzung der Abszisse iiberein. Es ist schliellich noch die Polordnung und analytische Fortsetzbarkeit

zu Uberpriifen, um schliellich wiederum mit dem Taubersatz die behauptete Asymptotik zu verifizieren.

3.1. Strahlklassengruppen

In diesem Abschnitt taucht die p-Selmergruppe S, = {x € F* : () = bP}/FP der Funktionen mit
Divisor zur p-Potenz auf. Die Selmerstrahlgruppe Spm = {x - FP € S, : @ € Fy} besteht aus jenen

Selmerklassen, die einen Reprasentanten im Strahl Fi, besitzen.

Bemerkung 3.3. — FEs gilt die exakte Sequenz von abelschen p-Gruppen
1= Spm =Sy = (F™/Fw)/(F™/Fn)? = Cln/ClE, — CL/CLP — 1.
Beweis. — Die aus der Klassenkorpertheorie bekannte Sequenz
1=K =5 F"/Fy—Cly—Cl—1
bleibt unter Tensorierung mit Z, rechtsexakt, d.h. es gilt
Un = (F"/Fn)/(F"/Fy)? — Cly/ClE — CL/CLP — 1.

Der Kern U der Abbildung Uy, — Cly, /Clh, wird erzeugt von Funktionen x € F™ mit Divisor (z) = (y)-a?,
wobei y aus dem Strahl F, stammt. Folglich enthilt jede Klasse z- Fy, = 2y~!-F, in U ein Selmerelement

-1
z=ay .

abbildbar und jene Abbildung besitzt den Kern S, . O

Umgekehrt ist nach dem Approximationssatz jede Klasse z - FP von Selmerelementen in U

Bemerkung 3.4. — Der p-Rang der Strahlklassengruppe Cly, ergibt sich aus

(Clw :CEY =p- (Spm : 1) ] Npm 757

pr|m
Beweis. — Nach Bemerkung 3.3 gilt die Indexformel
(Clu :CLE) = (Spm : 1) - (Sp: 1)L (U : 1) - (CL: CEP).

Die Selmergruppe S, ist isomorph zur p-Torsionsgruppe der Nullklassen in C¢ vermoge der wie folgt

beschriebenen Abbildung. Fiir eine Selmerklasse x - F? gibt es einen Divisor b mit (x) = b? und dieser
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ist eindeutig bis auf Multiplikation mit der Hauptklasse. Somit ist « - F? + [b] eine wohldefinierte und
offensichtlich auch bijektive Abbildung von S, auf C¢[p]. Auf Grund von C¢/ClP ~ Z,, x Cl[p] hat dies

(Clyy : CE) = (Spm :1) - (Un:1)-p

zur Folge. Die p-Sylowgruppe von F™/F,, ist isomorph zum direkten Produkt der Einseinheitengruppen
(1+p)/(1+p™) und die behauptete Grofie von Uy, ergibt sich aus Korollar C.2. O

Der p-Rang von Strahlklassengruppen verhélt sich also bis auf den Stérfaktor S, multiplikativ.
Mit den beiden folgenden Bemerkungen untersuche ich diesen und gebe ein hinreichendes Kriterium fiir

Spm = 1 an. Dabei bezeichne gr das Geschlecht des Funktionenkdrpers F'.

Bemerkung 3.5. — FEs seien m = np ein Modul und p eine zu n teilerfremde Stelle. Dann gelten

(Cli : CL) = (Cly : CLR) und (Spm : 1) = (Spn 1 1).

Beweis. — Da eine verzweigte p-Erweiterung des lokalen Korpers Fy, stets wild verzweigt, kann der
Fiihrer jener Erweiterung nicht quadratfrei sein. Folglich gibt es keine in p verzweigte p-Erweiterung von
F mit Modul m. Hieraus folgt (Cly, : Clh) = (Cly : C£R). AuBerdem gilt (Uy : 1) = (U, : 1) und somit
ergibt sich die Restbehauptung aus Bemerkung 3.4. O

Bemerkung 3.6. — Die Selmerstrahlgruppe Sp m ist trivial fir Moduln m mit

Z (m—1)-degp > 2gr — 2.
pfm
Beweis. — Die multiplikative Selmerstrahlgruppe Sp m ist isomorph zu einer additiven Untergruppe von

ganzen logarithmischen Differentialen. Dies geht aus der Abbildung

d
Spm — Qp, x~Fp»—>—x
X

hervor. Die Wohldefiniertheit und Homomorphie dieser Abbildung folgen aus der wohlbekannten Pro-

duktregel vermoge

P
doy) _ydotady do dy . e _ o de
Ty zy z oy 2P z

fir x,y,z € F*. Des Weiteren ist das Differential einer Funktion x genau dann trivial, wenn x kein
separierendes Element von F und somit von der Gestalt z = 2? ist.(!) Also ist die Abbildung injektiv.
Die zu einer beliebigen Stelle p mit Primelement ¢ gehérende Laurententwicklung des Selmerelementes x

hat die Gestalt x = a - t"? 4+ b - P! 4 p™P+2 Somit ergeben sich aus der Kettenregel die Identitéit

dv  dr dt np-a-t""7l4 (np+1)-b-t"P 4 prptl 1
P -dt = (b - dt
r dt x a-t"r + b trptl 4 prpt2 (ba™" +p)

(1 Dieser Sachverhalt ist in Stichtenoth (2008) Proposition 4.1.8 (c) auf Seite 160 nachzulesen. Die Gestalt von nichtsepari-

erenden Elementen ist aus Proposition 3.10.2 (d) auf Seite 144 zu entnehmen.
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und folglich auch die Ganzheit von dx/x. Der Divisorgrad eines beliebigen Differentials betrigt 2gp — 2
und ich gewinne aus der Ganzheit die Ungleichung
2gr — 2 = deg(dz/x) > Zordp(daj/x) - degp.
plm
Da z weiterhin auch aus dem Strahl Fy, gewéhlt werden kann, hat die Funktion bei den Tragerstellen p
von m sogar eine lokale Entwicklung der Gestalt x = 1 4 p™, woraus sich ord,(dz/x) > m — 1 und
29p —2> Y (m—1)-degp
p[|m
ergeben. Fiir einen Modul m, welcher diese Ungleichung verletzt, ist also das Bild von S, und somit

die Selmerstrahlgruppe selbst trivial. O

Es bezeichne M die endliche Menge aller nirgends quadratfreien Moduln mit Tragerstellen p aus-

schlieflich vom Grad degp < 2¢gr — 2 und Ordnung 2 < ord,(m) < 2gp — 1.

Satz 3.7. — FEs sei a(Z,,m) die Anzahl der Artin-Schreier-Erweiterungen von F mit Fihrer m. Dann

gelten folgende Aussagen.

(a) Fir den trivialen Modul m = 1 gilt
(Ce:cery—1
Z ="
a(Zp, m) p—1
(b) Besitzt m einen einfachen Teiler, so ist a(Z,,m) = 0.
(¢) Es seien mg € M, my ein quadratfreier Modul mit Tragerstellen p ausschliefllich vom Grad degp >

29r — 2 und m = mom?. Dann gilt

p m—1—|7™=1 m—2—| =2 -
a(Zym) = Lo T (Ve U v 2 ) ) - (2, mo)

p™|Im
mit Korrektursummand

m

&(Zp7m0) - G/(Zp7m0) — % . H (Npmilit

p™[lmo

—1 | _Npmf%w;ﬂ).

(d) Fir alle restlichen Moduln m gilt

a(Zp,m) = Z% . H (Npm_1_me—1J *,/\/'pm_2_\.m;2 ) '

p™{Im

Beweis. — Die Aussage fiir den trivialen Modul folgt aus der Tatsache, dass die unverzweigten FEr-
weiterungen mit den Untergruppen von C¢ korrespondieren. Besitzt m = np den einfachen Teiler p, so
gilt (Cly : ClR) = (Cly : CLR) und folglich gibt es keine Artin-Schreier-Erweiterungen mit Fiihrer m.
Somit sind die Aussagen (a) und (b) nachgewiesen. Die Anzahl aller Artin-Schreier-Erweiterungen mit
einem m teilenden Fiihrer summiert sich zu

Cly :COH) —1
w = Za(Zp,n).

njm
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Nach der Mobiusschen Umkehrformel und der Indexformel fiir (C4, : Cf4) gemaB Bemerkung 3.3 ldsst

sich a(Z,, m) fiir nichttrivale Moduln m via

w i COh) —
a(Zy,m) = Zu ) p—l) _1 Z,umn (U 1) (Spn i 1)

njm njm

berechnen, da die Differenz der letzten Gleichung durch die verschwindende Summe ) | p(n) teilbar
ist. Besitzt m einen dreifachen Teiler p vom Grad degp > 2gp — 2, so ist a(Z,, m) gleichwertig mit

a(Zy,, m) Zumn < (Uy : 1),

njm

n\m

da n im Fall g(mn=!) # 0 durch p? teilbar und seine Selmergruppe S, , nach Bemerkung 3.6 trivial ist.
Die Funktion p(mn=1!) - (U, : 1) ist multiplikativ und somit ergibt sich a(Z,, m) als Produkt

a(Zy,m) = _1 I ZN Y (U ):]%. [T (U 1) = (Upn-s 1)),

pm|lm n=0 p||m
Dies zeigt Aussage (d) und es verbleibt nur noch der Nachweis der Aussage (c¢). In diesem Fall sind in

der Mobiusschen Umkehrformel hochstens die Teiler n von der Form n = ngmin; mit ng | mg und ny | my

1

von Relevanz, da andernfalls mn™" einen quadratischen Teiler besafie. Folglich gilt

p—1

a(ZP7m) = L : Z M(monal) ’ (U‘ﬂo : 1) : < Z ,u(mln;l) : (Umlnl : 1) ’ (Sp,‘ﬂomlm : 1))

no|mo nyjmg

Auf Grund von (Spmine : 1) = (Spne : 1) und Un, = 1 hat der Teilsummand fiir n; = 1 hat die Gestalt
p _
LS (mang™) (U 1)) - (Spny 1) = ) - a(Zps o)
no|mo

Im Restsummanden entfallen die Selmerstrahlgruppen, da ihr jeweiliger Modul ngm;n; mindestens einen

quadratischen Teiler p? mit degp > 2gr — 2 hat, und er besitzt die Formel

p - -
P Y plmong') (U s 1)+ D0 p(muny™) - (Unym, : 1)
ng|mo 1#ny|my
p 11— .
= [fl ’ < Z Z ,u(mnO lml 1t11 1) : (Unomlnl : 1) - Z :u(mn() 1m1 1) : (Uﬂo : 1) ’ (Uml : 1))
ng|mg nymy ng|mo
p
- p_1-< I1 ((Upm 1) = Uy : 1)) —umy) - ] ((Upm 1) = (Uyns ;1))),
P m P [mo
wobei in der letzten Gleichung (Uy, : 1) = 1 und die Multiplikativitdt der Summanden ausgenutzt

werden. Zusammen mit der obigen Formel fiir den Teilsummanden im Fall n; = 1 ergibt sich hieraus

schlieBlich auch die Behauptung fiir Teil (c). O

Die Multiplikativitdt der Koeffizienten a(Z,, m) liefert ein einfaches Lokal-Global-Prinzip fiir Artin-
Schreier-Erweiterungen vom Grad p, welches in einem Eulerprodukt fiir die Dirichletreihe
O(F, Zys)= > NUE/F)™
Gal(E/F)~Z),

codiert werden kann.
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Korollar 3.8. — Die Dirichletreihe ®(F, Zy; s) der zyklischen Artin-Schreier-Erweiterungen von F' hat

die Summenzerlequng
O(F, Z,;s) = Ll - B(s) + T(s)

in ein Eulerprodukt ®(s) =[], ®y(s) mit

Dp(s) =1+ Y (Npm—L%J _Npm—l—tmglg - Np— (D (=15

m>1

und einer in ¢~° rationalen Funktion Y(s) mit Konvergenzabszisse a(Zy)/4.

Beweis. — Nach der Fiithrerdiskriminantenformel hat eine Artin-Schreier-Erweiterung mit Fithrer m die
Diskriminante m?~! und daher lisst sich ®(F, Z,; s) schreiben als

O(F, Zp;s) = Y a(Zp,m) - Nm~ P~

m
Nach Bemerkung 3.7 kann diese Reihe auf nirgends quadratfreie Moduln m sowie den trivialen Modul
eingeschrankt werden. Diese Einschrankung fiir m mochte ich fiir diesen Beweis annehmen. Dann hat

das Eulerprodukt ®(s) die Gestalt

o(s) = > JT (Mo 15— w2 ) s
m pm||m
und die Differenz Y(s) von ®(F, Z,;s) und ®(s) - p/(p — 1) ist von der Form
T(s)= (a(Zp,m) - ]% I (Npm‘l‘“? b Npm2 J)) Nm- (D

m p|m

Diese Reihe wird ausschliefllich von den Ausnahmemoduln aus Fall (¢) in Bemerkung 3.7 sowie dem
trivialen Modul m = 1 erzeugt und es gilt

COCDZP S aZyme) Mg @0 [ (120,

T(s) =
p—l moeM deg p>2gp—2

Da M eine endliche Elementzahl hat, ist die Summe tiber ihre Elemente ein Polynom f(¢~%) in ¢—*.
Genauso gibt es nur endlich viele Stellen vom Grad degp < 2gr — 2 und das Produkt g(¢~*) tiber ihre
Eulerfaktoren (1 — N'p~*) ist ebenfalls ein Polynom. Folglich ist die Reihe Y(s) rational in ¢—* vermoge
Cce:cer)—p fa)
p—1 9(q—2—D3)
Die Pole befinden sich auf den Imagindrachsen R(s) = 0 und R(s) = 1/(4(p — 1)) = a(Z,) /4. O

T(s) = Cr(2(p—1)s)™.

3.2. Asymptotik einfacher zyklischer p-Erweiterungen

In diesem Abschnitt untersuche ich die Dirichletreihe ®(F, Z,; s) auf ihre Konvergenzabszisse a, der
zugehdrenden Polordnung b in s = a sowie dem Grenzwert ¢ = limg_,,(s — a)® - ®(F, Z,; s), woraus sich
Satz 3.1 im Fall G = Z, und Zusatz 3.2 ergeben. Die Korrekturreihe Y(s) ist bereits hinreichend genau

untersucht und auf Grund ihrer strikt kleineren Abszisse als a(Z,) wird sie, sobald die Abszisse von
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O (s) festgestellt ist, in der Asymptotikuntersuchung keine weitere Rolle mehr spielen. Zunéchst gilt es

Kontrolle iiber die Eulerfaktoren von ®(s) zu gewinnen.

Bemerkung 3.9. — Die Eulerfaktoren von ®(s) sind meromorph auf die gesamte Ebene fortsetzbar
durch
p—2
Dp(s) = Wp(s) - (1= Np )71 (1= N #7) - T (1 = A0 8
y=0

mit B(s) = (p—1)- (1 —p-s) undv(s) =1 —(p—1)-s. Das Bulerprodukt V(s) =[], Wy(s) ist hierbei
tber s = a(Z,) hinaus holomorph fortsetzbar mit dem Funktionswert
N=11v@) =T]a+p-1) Nph)- Q- Np~ P!
p p

Beweis. — Die Eulerfaktoren besitzen nach Bemerkung 3.8 die Reihengestalt

Dy(s) = 1+ S (Wp — 1) - N 1L om0
ptm
Reihen dieser Form sind nach Lemma 2.26 berechenbar, aber diese Zerlegung ist hier schneller manuell

nachvollzogen als das Blattern dauern wiirde. Fiir m = zp+y + 1 mit 0 < y < p — 2 besitzt namlich der

Exponent die Aufteilung

1= [ e 1) 1) s = B0 o) -2 (0= 1)

und hieraus folgt die Formel

p—2
<I>p(s) =14+ WNp—1) .Np—Q-(p—l)m% . Z/\/'pr-ﬁ(S) . Zpr-v(S)
x>0 y=0

Diese Reihe hat die Konvergenzabszisse in der Nullstelle 1/p von §(s) und ist tiber ihre Abszisse hinaus

meromorph fortsetzbar mit
Py(s) = (1 _Npﬁ(S))—l . (1 —NpPe) 4 (Np — 1) - Np~% (p—1)- ZN’py v(s) )

Der besseren Ubersicht wegen verwende ich fiir den Rest dieses Beweis die vereinfachenden Notationen
w=Np @D y=Np'=-1s sowie w =1+v+...+vP 2. Insbesondere gelten N'p?) = yvP~1 und
Np =u'v. So umgeschrieben besitzt ®,(s) die Gleichung

Dp(s) = (1 —uP ™ (1 —wP™ ! 4 uw(v — u)).
Letzterer Faktor ist identisch mit
L—wP ' fuwv—u)=1+uw+... +0P?) —vPw=14u(w—1) —v?w = (1 +uw) - (1 —u).

Mit (1 —uvP~')~!- (1 —u) sind somit bereits zwei der Faktoren von ®,(s) bestétigt. Des Weiteren spaltet
1 + uw die Faktoren (1 —u)~!--- (1 —uvP~2)~! ab, d.h. die behauptete Formel ist wahr mit

|
N

(3.9.1) U, (s) = (1 +uw) ~p (1—uv?)=1— (vw)? + (1 +uw) -z

<
Il
o
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und
p—2 p—2
z= H(l —uv?) — (1 —uw) = Z(_u)k . Z Y1+t
y=0 k=2 0<y1<...<yp<p—2

Fiir s = a(G) gelten u = Np~!, v =1 sowie w = p — 1 und ¥(a(Z,)) hat tatsichlich den angegebenen
Wert. Fir den Nachweis der Holomorphie von ¥(s) in einer a(Z,) umfassenden Halbebene ist nach
Lemma E.1 nur ein € > 0 zu finden, sodass die N'p-Potenzen von W¥,(s) in R(s) > a(Z,) — ¢ einen
strikt kleineren Exponenten als —1 haben. Ich transformiere nun s in die Gestalt s = (1 —¢)/(p — 1).
Fiir solche s gelten u = A'p*~1, v = Np® und die grofte Np-Potenz in w ist NpP=2)<. Die in ¥, (s)
auftretenden Exponenten sind dann von der Gestalt (y; + y2 + 2)e — 2, nimlich jene in (uw)?, oder aber
(y1+...+yr +k)e —k als solche in z sowie (1 +y+y1 + ...+ yr + k)e — (1 + k) als Exponenten in uwz.
Dies liefert endlich viele Ungleichungen mit Unbekannter € und es kann tatséchlich ein positives € > 0
gefunden werden, sodass jene Exponenten allesamt strikt kleiner als —1 sind, beispielsweise im Intervall

1/2(p—1) > & > 0. O
Korollar 3.10. — Fir die Dirichletreihe ®(F, Z,; s) gilt

B(F, Zy; 5) = — U(s)- [J¢r(1=1-7(s)) + Y(s).
=2

Insbesondere ergibt sich im Fall der Charakteristik p = 2 die Gleichung

O(F, Zy;5) =2-Cp(25) 71 - Cp(25 — 1) 4+ Y(s).

Beweis. — Nach Korollar 3.8 ist ®(F, Z,; s) die Summe von ®(s) - p/(p — 1) und Y(s) und des Weiteren
gilt nach Bemerkung 3.9

B(s) = W(s) - Cr(=B(5) - Cr((p = 1)) - [ Cr((p = 1) -5 —y-7(9)).
y=0

Fiir die behauptete Identitat ist der zu y = 0 gehorenden (-Faktor mit seinem Reziprok auszul6schen,
die Gleichungen 3(s) = (p—1)-(v(s) —s)und (p—1)-s—y-v(s) =1 — (y+ 1) - v(s) auszunutzen und
die verbleibenden Faktoren als Produkt iiber [ = y 4+ 1 zusammenzufassen. Fiir den Fall p = 2 ist noch

VU(s) = (p(2s)! zu zeigen. Dies ist ersichtlich an Hand von
Up(s) = (14+uw)(1l—u)=1+Np 51 -Np~¥)=1-Np~ 2
vermoge der Formel 3.9.1. O
Satz 3.11. — Die Artin-Schreier-Erweiterungen iber F' haben die Asymptotik
Z(F, Zy; x) ~ c(F, Zp) - £ %) - log(z)P )1

mit der in Zusatz 3.2 angegebenen Konstante c(F, Z,).
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Beweis. — Die Konvergenzabszisse von ®(F, Zp;s) ist nach den Korollaren 3.8 und 3.10 tatséchlich
a = a(Z,) = 1/(p —1). Daher ist der Korrektursummand Y(s) wie angekiindigt unerheblich fiir die
Asymptotik der Artin-Schreier-Erweiterungen und die a, b, c-Konstanten geméfi des Taubersatzes der

Reihen ®(F, Z,; s) und ®(s) - p/(p — 1) stimmen iiberein. Ich betrachte nun fiir p # 2 die Dirichletreihe

&)(s) —_P . D(a-s)= Z N Z anq "°

-1
p n>0 n>0

P
:ppl-\ll(ws)-ll:[QCF(l—i-k(s—l))

mit Koeffizienten @, = a,,/,, wobei a,, die Koeffizienten von ®(s) seien. Die Reihe i)(s) hat die Periode

v = 2mi/log(q) und ist in einer Halbebene R(s) > 1 — ¢ iiber ihre Abszisse @ = 1 hinaus meromorph

mit einzigen Polen auf der Konvergenzlinie R(s) = 1. Im Grundstreifen C ihrer Periode befinden sich

die Pole bei 1 £+ kv/l fiir 2 <1 < pund 0 < k < I. Nur der Pol bei s = 1 ist von der Maximalordnung

b="0b(F,Z,) = p—1 und alle anderen sind einfach. Fiir diese Eigenschaft ist p # 2 wesentlich. Nach dem

Taubersatz D.5 hat die Koeffizientensumme von ®(s) die Asymptotik

7) = 3 an ~ CHEGED g

2 b= 1)
mit :
() = lim(s — 1) bls) = X ﬂaess_l(cp(m(sm)
_ pgf(f) .ﬁRess_ll«F(s)) _ jfai _Ress_(;(fFf;»P{

=2

Es ist Z(F, Z,; x) ~ Z(z®) und hieraus folgt nach Korollar D.6
d-log(q) Res,—1(Cr(s))""" - ¥(a)
=2t (-1 @-1r!
Nun ist noch der Sonderfall p = 2 abzuhandeln. Hier hat ®(s) nach Korollar 3.10 die Periode i/ log(q)-Z
und ich betrachte die Reihe

-1

Z(F,Zp;x) ~ -z - log(z)®

B(s) = B(F, Z9;5/2) — T(s/2) =2-®(s/2) =2-Cr(s — 1) - Cp(s) !

mit den Koeffizienten a,, = as,. Diese Funktion hat die Kovergenzabszisse 2 und es folgt nach dem

Taubersatz
2 Ress—1(Cr(s)) >
Cr(2) .

In diesem Fall dndert die Variablentransformation nichts an der c-Konstante, denn es gilt b = 1 und

Res,—1(Cr(s))
(r(2)

ergibt sich aus Korollar D.6. O

Z(x) = an~d-log(q)-

n<g

2(F, Zaix) = Z(\/&) ~ 2 d - log(q)
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3.3. Einbettungsprobleme

Bemerkung 3.12. — Das durch die zentrale Gruppenerweiterung 1 — Z, - G — H — 1 und der
Galoiserweiterung Fr/F mit Gruppe H gegebene FEinbettungsproblem besitze mindestens eine Ldosung.
Dann gilt

Z(F,G;z) € UZ(F, Z,; /DY),

Insbesondere gilt fir zyklische p-Gruppen G der asymptotische Vergleich

Z(F,G;z) € Q™) . log(z)* TS 1),

Beweis. — Es sei Fg/F eine Losung des Einbettungsproblems mit Teilkorper F. Da Fg/Fpy eine
Artin-Schreier-Erweiterung ist, gibt es eine Funktion y € Fy mit Fg = Fg(p~'y). Nach Satz B.1
entsprechen simtliche Losungen des Einbettungsproblems genau den Korpern E = Fy (o~ (z + y)) mit
x € F/pF. Thre Diskriminantennorm kann ich in gleicher Weise wie Kliiners und Malle (2004) mit Hilfe

der Kompositionsformel
NUE/F)? - NO(E/E) = N(F, /F) &V  No(FyFy /Fy)?P - No(E/Fy Fy)
mit F, = F(p~'x) und E = FgF, abschiitzen.
E = FgF,
/

Fo
I

Feg +E Fyk,
\

H F,

/s

F

P

Sowohl E/E als auch E‘/F ' F,; besitzen wie Fg/Fp das primitive Element p_ly, wonach sich ihre
Diskriminantennormen nach unten durch 1 und nach oben durch N'o(Fg/Fp)? abschiitzen lassen.(?)
Ebenso besitzen FyF,/Fy und F,/F das gleiche primitive Element p~'x und No(Fy F,/Fy) ist durch
1 und No(F,/F):1) beschrinkt.

Fir die Norm No(FyF,/F,) ergeben sich hieraus die Schranken mit abermaliger Anwendung der

Kompositionsformel durch
1 < No(FyF,/F,) = No(F,/F)~ Y  No(Fy JF)P - No(F Fy /Frr) < No(Fy /F)P.
Folglich gibt es zwei nur von Fg abhéngige Konstanten ¢1 (F) und co(Fg) mit

c1(Fg) - No(Fp/F) G < NO(E/F)P < eo(Fg) - No(F, /F)ED.

(2 Dies wird beispielsweise durch Stichtenoth (2008) Proposition 3.7.8 und Lemma 3.7.7 ersichtlich.
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Mit der oberen Abschéitzung erhalte ich fiir reelle s die Ungleichung

Os)= > NUE/F)* > ca(Fo)™™/P > No(F,/F)~HDs
Gal(E/F)~G, z€F/pF
E>Fy
von Dirichletreihen, wobei die linke Seite eine Teilreihe von ®(F, G;s) und die rechte Seite ein Vielfaches
der Reihe ®(F, Zp; s) ist. Folglich besitzt ®(s) in s = a(Z,)/(H : 1) einen Pol der Ordnung b(F, Z,) und
es ergibt sich die behauptete Abschétzung fiir die Zahlfunktion Z(F,G;x). Ist G eine zyklische Gruppe,

so folgt die zusétzliche Aussage aus a(G) = a(Z,)/(H : 1) und b(F, G) = b(F, Zp). O

3.4. Asymptotik zyklischer p-Erweiterungen

In diesem Abschnitt sei G eine beliebige zyklische p-Gruppe der Ordnung p™. Zunéchst werde ich
die lokale Dirichletreihe ®(F},G;s) auf ihre N'p-Potenzen untersuchen und mich auf die Resultate des
Abschnittes 2.2 stiitzen. Genauer brauche ich Ergebnisse iiber den in Beispiel 2.22 definierten direkten
Summanden ®(O;', G; s), um Aussagen iiber die Meromorphie der globalen Reihe ®(F; G; s) zu gewinnen.
Ich benutze den Ausdruck o(Ap~1!) fiir endliche Summen von N'p-Potenzen mit Exponenten echt kleiner

als —1 und nicht von p abhingigen Koeffizienten.

Bemerkung 3.13. — Die lokale Reihe ®(O,,G;s) kann fir reelle Argumente s > a(G) durch
D(O),G;5) <2"-0(NpH) =0 (Np1)
abgeschdtzt werden mit der einzigen Ausnahme
D(OF, ZysalZy)) = Np~.

Beweis. — Der Beweis dieser Aussage verwendet die Vorleistung in den Beispielen 2.22 und 2.32, in
denen ®(O,, G; s) als rationale Funktion der Form
o(F,,G,T; G,T;
(3.13.1) (O),Gis) = > O G Tis) F(Gs)™ e > I(G.I:5)
b(G,T)#0 p b(G,T)#0 p

zerlegt wird. Insbesondere ist

Np—1
(Of, Zp; 5) = p—1

1 p—2
: (1 _Np@fl)(lfp-s)) NP ST A (D),
y=0

Hiermit kann bereits der Ausnahmefall bestétigt werden, denn im Fall G = Z, und s = a(Z,) gilt

Np-1

(I)(OanZpSa(Zp)) = p—1

p—2
(1 —prl)_l “Np~2. Zl =Np L.

y=0
Fiir alle anderen Fille ist entweder G # Z, oder s > a(G). Ich untersuche die Funktionen f(G;s) und
9(G,Z; s) auf ihre N'p-Exponenten. Nach Beispiel 2.32 gelten

n

1(Gs) = [T = Np?)

i=1
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und

G I -1 TI(I) n . i—1 - N i =~ (e
9( ;3 15) _ pr_l) N s H’ (Np_p (p=D)est i (3) L 5 Apy-3e(s)
y=0

T 0 =),

wobei das Produkt H/ iber alle Indizes 1 < ¢ < n mit Elementarfamilie J; = j{fi_l und das Produkt
H" iber alle Indizes 1 < ¢ < n mit Elementarfamilie 7; = K" lduft. Nach Beispiel 2.31 gilt

111

n

Zp] —@ - ) ps)=p—1)- Y P (1-p )

j=i
n—i . ) n—ia .

=(p-1) Zp— —1)-pt Y pFes=—14p T opt Y pY e (p—1) s
par =0

und somit ist diese Funktion linear fallend. Der Wertebereich fiir s > a(G) = 1/(p"—p"~ 1) = p! =" /(p—1)
ist also durch f3;(a(@)) strikt nach oben beschriinkt und es gelten

Bn(@(G@)=—1+4p—p"-(p—1)-(p" —p" ' =-1

sowie
n—i n—i—1
Bi(a(G)):_1+pn7i+1_pi_zp2j.plfn:_1_ Z p . n<_1
j=0

im Fall ¢ # n. Die Funktionen #;(s) sind ebenfalls linear fallend und es gilt nach Beispiel 2.31
:(a(@) = 1= (' = p'") - a(G) + Bis1 (a(G)) < =(p' = p"1) - a(@) <0
fiir i # n. Fiir i = n ist zubeachten, dass 3,11(s) nicht definiert ist und durch 0 zu ersetzen ist. Dann ist
Fo(a(G)) =1~ (p" = p"1)-a(G) =0
ersichtlich. Folglich hat der héchste N'p-Exponent e, (s) von g(G,Z;s) die Gestalt
ep(s) =7(Z)—(p"—1)-s+ ZI (Bia(s) — (P —p")- s)

und dieser ist ebenfalls linear fallend. Hierbei ist in der Summe " die Einschrinkung des Laufindex wie
in [T gegeben. Definitionsgemés ist 7(Z) = >'r; = 3’1, wie mit Satz 2.9 oder Beispiel 2.21 abgeglichen

werden kann. Somit gilt

(3.13.2)  es) S ep(a(G) = —" = 1) a(@) + Y (14 Bir (@) = (0 —p ) - a(G)) -

Da der Fall G = Z, und s = a(Z,) = 1/(p—1) bereits oben abgehandelt ist, kann dieser ignoriert werden.
Folglich ist der erste Summand von e, (a(G)) stets strikt kleiner als —1. Fiir den zweiten Summanden

von 3.13.2 gilt

S 14 B (@(@) — (0~ 5 (@) < 3 (14 Braalal +Z (1=@"=p""-a@)),

i#En
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wobei die Summen Z' auf der rechten Seite noch weiter auf die angezeigten Indizes eingeschrankt seien.
Der Abschitzung f3;(a(G)) < —1 zufolge ist der zweite Summand von 3.13.2 also nicht positiv und es
gelten

9(G,T;s)

ep(s) < ep(a(@)) < —1 und =o(Np™).

Die Funktion f(G,s)™! ist das Produkt von nicht mehr als n Ausdriicken der Gestalt

1 1 Np
____ < = <
1—NpBils) = 1-Np~t Np—-1—

Zusammengefasst gilt nach 3.13.1 die Abschitzung

2.

205,69 = f(@a) Y LEE) gty <2 o (W) =0 (V)
b(G,T)#0 p

fir s > a(G) mit dem bereits abgehandelten Ausnahmefall G = Z, und s = a(Z),). O

Korollar 3.14. — Die globale Dirichletreihe ®(F,G;s) besitzt Konvergenzabszisse a(G) und ist iber
ihrem Pol in s = a(G) der Ordnung b(F,G) hinaus holomorph fortsetzbar.

Beweis. — Nach Bemerkung 3.12 folgt, dass die Konvergenzabszisse von ®(F, G; s) von unten durch a(G)
abschétzbar ist. Es reicht also, a(G) auch als obere Schranke zu realisieren. Nach Bemerkung A.3 ist
®(F,G;s) in eine alternierende endliche Summe der Eulerprodukte ¥(F, H, S; (G : H) - s;e) fir H < G
zerlegbar. Die maximale ihrer Konvergenzabszissen wird also die gewiinschte obere Schranke liefern.
Wegen |U(F, G, S;s;e)| < |[¥(F,G,S;s;1)| reicht die Abszissenberechnung zu den Reihen ¥ (F, G, S;s;1).

Da F und S fiir diesen Beweis nicht von Relevanz sein werden, nutze ich die abkiirzenden Notationen

U(G;s) = U(F,G,851) = [[Up(Gis) und  Uu(G;s) = Uy(F, G, S;s1)
P

fiir die Eulerfaktoren. Diese haben fast alle, ndmlich auflerhalb der endlichen Stellenmenge S, die Gestalt

T(Gis) =1+ Y. Y n(Us1) - No(U)~ (G

IFH<G O} /U~H

=1+ Z Z (H : 1) . (1 fpfl) ../\/'D(U)f(G:H)-s

1#H<G 0 /U~H
=1+ Y (H:1)-(1-p")-®(O), H;(G: H)-s).
1#£H<G
Da die endlich vielen Eulerfaktoren ¥,(G;s) fir p € S keinen Einflufl auf das Konvergenzverhalten
in der Abszisse haben, werde ich im Folgenden die obige Gestalt fiir alle p annehmen. Nun mdchte
ich nachweisen, dass ¥(G;s) = [[, ¥y(G;s) in R(s) > a(G) konvergent ist. Als unendliches Produkt
konvergiert die Funktion genau dann in s, wenn die unendliche Reihe

S>> H:)-(A-p)-BOF, H; (G H)-5)

p 1£H<G

= > (H:1)-(1-p ) > ®OF H;(G:H)-s)

1#H<G P
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konvergiert. Nach Bemerkung 3.13 besitzt jeder der endlich vielen Teilsummanden die Abschétzung
> OO H;(G:H)-s) <> o(Np™') < o0
p p

fir s > a(G). Folglich hat ¥(G;s) eine a(G) nicht iiberschreitende Abszisse und dies trifft somit auch
auf ®(F,G;s) zu. Mit der bereits bekannten unteren Schranke ist a(G) also tatséchlich die Konvergenz-
abszisse von ®(F, G; s).

Als letzten Schritt ist die Frage nach der meromorphen Fortsetzbarkeit von ®(F, G; s) zu beantworten.
Dazu weise ich zunichst nach, dass Y(G;s) = U(G;s) - ¥(Z,; (G : Z,) - s)~* holomorph in einem R(s) >
a(G) umfassenden Gebiet ist, woraus die Holomorphie von ®(F,G;s) - W(Z,; (G : Z,) - s)~! in einem
solchen folgt. Denn ist T(G;.S) konvergent, so auch

‘W(F,G,S’;s;e) _ |U(F,G,S;s;e)| - |U(F,G,S;s;1)]
V(F, Zp; s) (W(F, Zp;s)| = [U(F, Zp; )]
fiir die endlichen vielen Summanden ¥(F, G, S;s;e) von ®(F, G;s). Wegen o(G) = a(H)/(G : H) haben
die Eulerfaktoren ¥,(G;a(G)) die Gestalt

= [Y(G; s)|

Uy(a(@) =1+ > (H:1)-(1-p ') (O, H;a(H)).
1£H<G

Weiter folgt nach Bemerkung 3.13
Uy(Gia(G) =1+ (p—1)-Np~ '+ S (H:1)-(1—p™)- (0F, H;a(H)).
1,Z,#H<G

Hieraus ergeben sich fiir die Eulerfaktoren Y, (s) der fraglichen Funktion

 0(Ga@) (H 1) (1= p)) - B(OF, H;a(I))
0O = Gz Y2 oD N
o(Np)

1+(p—1)-Np~ V'
Hier ist 1/(1+ (p — 1) - Np~1) = N'p/(Np + p — 1) nach oben durch 1 abschitzbar und folglich ist das
Eulerprodukt Y(s) = [[, Tp(s) konvergent in s = a(G). Damit hat Y(s) eine Abszisse strikt kleiner als
a(@G) und ist folglich holomorph in einem R(s) > a(G) umfassendem Gebiet. Auf Grund der Identitét

m

Wo(Zpis) =1+ (p— 1) ®(OF Zpis) = 1+ Wp — 1) - Y Npm 1L =m0 oms — g ()
ptm

mit dem Eulerfaktor @, (s) der Funktion ®(s) = [], ®,(s) aus Korollar 3.8 hat ¥(Z,; (G : Z,) - s) in
s = a(@G) einen Pol der Ordnung p — 1 = b(F, G). Somit ist dies auch fiir ®(F, G; s) der Fall. O



KAPITEL 4

ASYMPTOTIK EINFACHER ZYKLISCHER ERWEITERUNGEN

In diesem Kapitel berechne ich die Konstante c¢(F,G) einfacher zyklischer Erweiterungen beliebiger
globaler Korper, deren Charakteristik p > 0 nicht mit der Gruppenordnung ¢ = (G : 1) iibereinstimmt.
Ein auf Zahlkorper eingeschréanktes Resultat wurde hierfiir bereits von Cohen et al. (2002) prisentiert.
Ihre Methodik der arithmetischen und expliziten Kummertheorie ldsst sich fiir den Fall p # £ ohne
Weiteres auch auf Funktionenkorper iibertragen und im Gegensatz zur Originalarbeit entfallen dabei
die klassenkorpertheoretischen Berechnungen. In den folgenden Zeilen stelle ich aber einen erheblich
kiirzeren Beweisweg vor, der im Wesentlichen die bekannten Ergebnisse von Wright (1989) und ihre
spezielle Anwendung ausnutzt. Fiir Funktionenkérper mit Charakteristik p = ¢ habe ich den Wert
¢(F, Z,) in Zusatz 3.2 bereits separat berechnet und bis auf kleinere Fallunterscheidungen kann diese in

Analogie mit der Allgemeinheit angesehen werden.

Satz 4.1. — Es seien F ein beliebiger globaler Korper der Charakteristik p > 0 und £ eine Primzahl. Des
Weiteren seien F die Erweiterung von F mit primitiven (-ten Einheitswurzeln™) und Fy dessen Teilkorper
vom Index d = [F : Fy]. Der Erweiterungsgrad [F : F] sei mit n und der Komplementirgrad (£—1)/n mit
b angegeben. Die Mengen V und Z seien die Mengen der in F/F verzweigten bzw. vollstindig zerlegten

Stellen. Die Gruppe G = Zy hat iiber F die Verteilung

Z(F,G;z) ~ ¢(F,G) - %D . log(z)"1

mit einer explizit berechenbaren Konstante ¢(F,G) der Form

0 (FX 1)

o(F,G) = ((—1)-b—Dl-(—1)

. . . . . 1 —_— b. —_ . —-s
7ty CpeCoCoo ll_)rq(s 1) pel_[Z(l—i—(ﬁ 1)-Np~9).

WFiir ¢ = p ist hier die Interpretation der 1 als primitive p-te Einheitswurzel und die Gleichsetzung F = F sinnvoll.
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Die Bedeutung des Ausdrucks ty, - cp ¢ - cq - coo Sowie seiner unterschiedlichen Werte fir Funktionen- und

Zahlkérpern ist in den folgenden Aussagen (a) und (b) entschlisselt. Der auftretende Grenzwert ist

b

Resuct(G(9)) - [T Ga(@"@ | - TL(1+ (= 1) - A~ TT(1 = wp ey

1£d|n pez dn
T TT TNy
PEV din palp
(a) Fiir Funktionenkdrper mit Konstantengrifle g gelten ¢ = coo = 1 und t, = d - log(q). Hierbei ist d
der Grenzwert der Folge dm =)\, qF=m)/ =1 (k /m)? und log der natiirliche Logarithmus. Des
Weiteren ist cpe = 1/((p —2)! - p) fir p=4£0+# 2 und ¢, =1 sonst.
(b) Fir Zahlkérper mit Signatur (r1,7r2) gelten im Einzelnen t, = cp¢ = 1 sowie coo = 277 fiir £ =2

und coo = 0~1F72) sonst. Die Konstante ¢y ist durch

— — . p— _1
o= H (1+(£—1)'NP_1_£ ! j\'}pe(pl-s-l/\[p )>

plepgZ

mit e(pll) =ep - (£ — 1)+ 1, und 0 < r, < {—2 gegeben.

Insbesondere ergibt sich hieraus folgendes schone klassische Resultat.

Korollar 4.2. — Die Verteilung der quadratischen Erweiterungen eines globales Korpers ist
Ress—1(Cr(s))
Z(F, Zyyx) ~ ———>—"> -1, Coo - T.
( 2 ) CF(Q) P

Beweis. — In diesem Fall ist n = [F: F] =1=n/({ —1) = bund ¢, = 1. Die Stellenmenge Z stimmt
mit der Gesamtmenge von Stellen in F' {iberein und daher ist auch ¢y = 1 und es folgt
o(F, Zy) =ty oo lim (s — 1) - [Ja+np=).
P

Das Eulerprodukt stimmt mit (#(s)/{r(2s) tiberein und hieraus ergibt sich die behauptete Formel. [

Schlachtplan. — Fiir den Fall £ = p habe ich dieses Ergebnis bereits in Kapitel 3 bewiesen. Fiir £ # p
wird im Folgenden die Dirichletreihe ®(F,G;s) genau untersucht. Die Lage s = a(G) und Ordnung
b = b(F,G) des Pols in ihrer Konvergenzabszisse ergibt sich nebenbei. Entscheidend ist der Grenzwert
c(®(F,G;s)) = Slig(ll(s—a)b-fI’(F, G} s), mit welchem die Konstante ¢(F, G) nach dem Taubersatz bestimmt
werden kann. Durch die Zerlegung von ®(F, G; s) nach Wright ergibt sich der Grenzwert durch ein einziges

Eulerprodukt W (F, G, S; s;1), dessen lokalen Faktoren berechnet werden miissen.

4.1. Asymptotik einfacher zyklischer Erweiterungen globaler Ko6rper

Nach Bemerkung A.3 ist ®(F,G;s) in
1

B(F,Grs) = 7= - (W(E,G;5) ~ W(E L 5)) = ﬁ (U(F,G:s)—1)
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zerlegbar. Es sei nun S eine endliche Stellenmenge inklusive aller archimedischen Stellen S, mit
(A5, F*) = Af, d.h. S ist gro genug, um die Klassengruppe zu erzeugen. Zur Vermeidung miiiiger
Fallunterscheidungen nehme ich zusétzlich an, dass S keine Trégerstellen von ¢ enthélt. Dann gilt weiter

nach Bemerkung A.3
U(F,G;s) = (05 : 067 > > x(@) Neko™
205 /05 x€C(AZ)
= (0% 057" Z U(F,G,S;s;2).
€0 /04
Der Faktor (OF : O%) hat nach Dirichlets Einheitensatz den Wert
(OF : 05) = (F*[1):1) - 49\ 5=leritrams

und es ergibt sich

. X . -1
O(F,G;s) = — L +€ G UER Y >t ISl w(F, G 8 s 7).

-1 -1
ze0 /04

Die Funktion ¥(F, G, S; s; z) ist weiter nach Bemerkung A.3 ein Eulerprodukt

U(F,G,S;sz) = H\IIP(F,G, S;8;2)

p
mit Eulerfaktoren
(4.1.1) Uy (F,G,S;s2) =1+ > 7(Us2)-No(U)™*
X, /UG

und Koeffizienten

-1 2y €U
(4.1.2) (U3 2) = i

(-1 z,el.

Die Wahl der p-Komponente z, € F;* der S-Einheitenklasse z € O /O% ist hierbei nicht von Relevanz.
Nach Wright (1989, Prop. 4.2.) héngt der von 7,(U;Z) angenommene Wert nur vom Artinsymbol
(Ez /F,p) der Erweiterung E.=F ({/z) iiber F ab. Diese Erweiterung ist zyklisch vom Grad n/ fir z # 1
und vom Grad n fiir z = 1. Im Folgenden mochte ich mit Ty (z) die Menge der Stellen mit Artinsymbol

von der Ordnung k bezeichnen. Zudem sei T'(Z) die Vereinigung aller Ty (Z) mit k # 1, £.

Korperdiagramm fiir E, /F bei z # 1
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Bemerkung 4.3. — (a) Die zu den nichtarchimedischen Stellen p 1 £ gehdrenden Eulerfaktoren von

U(F,G,S;s;Z) haben die Gestalt

0 pes, ordy(zy) Z0 (mod )
Uy(F,G,S18:2) = (1+75(2) - Np~=Ds) .0 peS, ordy(zy) =0 (mod ¢)
(1+7p(2) - Np~ =) pes
mit Koeffizienten
0 peT(z)
(2 =9-1 peTz)
(-1 peTi(z).

(b) Fiir die tber ¢ liegenden Stellen p gibt es eine in R(s) > a(G) holomorphe Funktion g(s;z) mit

9(a(G);1) =1, sodass das Produkt der U, (F,G,S;s; z) tber alle Stellen p | £ die Gestalt
[[%:(F.G 852 = [ A+ €=1)-Np~ V)¢ g(s; )
ple ple.peZ
besitzt.
(c) Es seien z = 1 die triviale S-FEinheitenklasse und 1 die Anzahl der reellen Bewertungen von F.

Dann gilt fiir das endliche Produkt der W, (F,G,S;s;z) iber allen archimedischen Bewertungen

7 2" =2
[[ % (F.G, S;51) = o - £7F72 =
Pl 1 sonst.
Beweis. — (a) Zunéchst sei p 1 £ stets aus dem Komplement zu S gewéhlt. Dann ist X, = Op und

hochstens die Gruppe U = IE‘I‘; x (14 p) hat Kokern G. Im Fall p € T(Z) ist p nicht vollstandig zerlegt in
F /F und folglich ist F nicht im Besitz primitiver {-ter Einheitswurzeln und es gilt Fﬁ = ;. Hieraus
ergibt sich Op'/U ~ 1 und wie behauptet W, (F,G,S;s;2) = 1 fir p € T(2) und p ¢ S, d.h. es gilt
mp(2) = 0 fiir p € T(2) \ S. Im Fall p € Ty(2) UTy(%) ist p hingegen vollstindig zerlegt in F/F und U
besitzt auf Grund IFf; # I, tatséchlich Faktorgruppe G. Die Diskriminante von U ist 9(U) = p~! und
es gilt nach 4.1.1
U, (F,G,S;82) =1+ 7,(U, 2) - Np~ =1,

Nun ist noch 7,(U; 2) = 7,(Z) zu zeigen. Die Komponente z, ist genau dann in U < Og enthalten,
wenn z, eine /-te Potenz ist. Diese Bedingung ist gleichbedeutend mit der vollstindigen Zerlegung auch
in E,/F und somit zur Zugehdrigkeit zu T1(Z). Hieraus ergeben sich 7,(U;2) = 7,(Z) aus 4.1.2 und
Tp(Z) =L —1fiir p € T1(2) \ S sowie 7,(2) = —1 fiir p € Tp(2) \ S. Damit ist der Beweis fiir den Fall
p & S vervollstindigt.

Nun sei p { £ stets aus S gewéhlt. Dann ist X, = F,* ~ Z x O, und alle Untergruppen U < F, vom
Index ¢ enthalten die offene Gruppe W = (Z x Ff; x (14 p). Unter diesen korrespondiert die Gruppe
V ={Z x O, zu der unverzweigten Erweiterung von F, mit Grad £ und z, ist genau dann in V' enthalten,

wenn ord, (z) =0 (mod ¢) gilt. Ist p eine Stelle aus T'(Z), gibt es keine weiteren Untergruppen vom Index
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¢und es gilt U, (F,G, S;s;2) = 1+71,(V;2) € {0,£} in Abhéngigkeit nur von ord,(z) (mod ¢). Das zeigt
also 7,(2) = 0 auch fiir p € T'(2)NS. Ist p in T3 (2) oder Ty(Z) enthalten, so gibt es ¢ weitere Untergruppen
von F, mit Index ¢ und Diskriminante p*~!. Im Fall p € Tj(2) ist 2, als -Potenz in W und somit in

allen Untergruppen vom Index ¢ enthalten und es gilt nach 4.1.1
U, (F,G,8;82) =1+ —=1) - Np+0-(£—1) - Np~ s =p. (14 (£ —1) - Np~ D),

Das zeigt insbesondere 7,(2) = ¢ — 1 fir p € T7(2) N S. Im Fall p € Ty(Z) ist z, keine ¢-te Potenz. Es
gilt also z, € W und folglich gibt es genau eine Untergruppe U mit z, € U. Ist diese genau V, so ist
ordy(zp) =0 (mod £) und es gilt

U,(F,G,8;82) =1+ —=1) - Np®+£- (1) - Np~ Vs =p. (1 - Np~ =19y,
Ist U jedoch ungleich V', so gelten ord,(zp) # 0 (mod ¢) und
U,(F,G,S;82) =1—1-Np® + (0 —1) - Np~ =D (0 —1)- (=1)-Np~ =15 = .

Das zeigt insbesondere 7,(2) = —1 fiir p € Ty(2) N S.
(b) Es seien nun p eine Stelle tiber £ und X,,, = O; /(Fy, 1+ p™*!). Nach Hasses Einseinheitensatz
ist der ¢-Rang dieser Gruppen bei steigendem m stationér und es gilt nach Korollar C.3 Fall (b)

Npm—L%] 0 <m <e(plt) + e
Npe®lO) (FX1: 1) m > e(pll) + ep.

am = (X : X5) =

Die Anzahl der Untergruppen in U < X, mit Diskriminante No(U) = Np(™+D-(¢=1) betrigt genau
(@m — @m—1)/(£— 1) und alle solche Untergruppen besitzen den Koeffizienten 7,(U;1) = (£ — 1). Folglich
besitzt der Eulerfaktor zu p die Gestalt(?)

etep
U, (F,G,S;s1) =1+ Z (G — Qpq) - Np~(mHD)-(E=1)s,

m=1
Diese Funktion ist offensichtlich ganz und folglich ist fiir den Nachweis der behaupteten Gestalt lediglich
der Wert bei s = a(G) auszurechnen. Analog zu den lokalen Reihen von p-Erweiterungen in positiver
Charakteristik kann dieser Eulerfaktor mit Hilfe des Lemma 2.26 auf eine angenehmere Form gebracht
werden. Mit den linearen Funktionen 8(s) = (¢ —1)-(1 —¢-s) und 7(s) =1 — (£ — 1) - s ergibt sich hier
unter Beachtung von e + e, = £ - ey + rp, die Umformung

ep—1

U, (F,G,S;51) =1+ Np—1)- Z Np= P Zpr V() Ap s

Tp—2

+ (Np = 1) - Npo PN = Ay () A= (1)

y=0

+ (Gete, = Qete,—1) ../\/'p—(e+e,,+1)~(e_1).s,

Ich verwende hier e als abkiirzenden Ausdruck fiir e(p|f). Es gilt dann e + ep = £ - ep + 7p.
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wobei die mittlere Summe bei r, = 0,1 durch den Wert 0 ersetzt sei. Eine Stelle p | £ ist genau dann in Z
enthalten, wenn (F,*[/] : 1) = £ und somit 7, = 0 gelten. Hieraus folgen aeye, — Gete,—1 = (£ — 1) - Np°
und

U, (F,G,S;a(G)T)=1+(1—Np~) - ({—1) - Np '+ ({—1)-Np~ =1+ (—1) Np~_.

Fiir die Stellen p auBerhalb Z ist hingegen (Fy‘[/] : 1) = 1 und entweder acqe, = Geye,—1 im Fall r, =0

oder Geqe, = Gete,—1 - Np erfiillt und es ergibt sich der Funktionswert

Uy (F,G,8:a(G)1) =14+ (£ =1)- (L=Np~) - Np~' + Np—1) - Np~ -1 Np~?
L+ (0=1) - Np™h = Np™ ™1 (€ =1) = (1= Np~h) - 1p).

Das Produkt dieser Werte ist identisch mit der im Hauptsatz definierten Konstanten ¢;, d.h. es gilt
co = H U, (F,G,S;a(G);1).
plepéZ
Nun setze ich
g(siz)=c;t - J] Q+@—=1)-Np~ Do) L T 0, (F, G, S; 5 2).
ple,peZ ple

Mit dieser Funktion gelten wie behauptet

[[oeFG Sis2)= J[ A+ @—1)-Np= D) - g(s)

ple pl¢,peZ
und g(a(G@),1) = 1. Die Funktion g(s;z) ist als endliches Produkt rationaler Funktionen selbst rational
und konvergent in einer Halbebene iiber R(s) > a(G) hinaus.

(c) Fir £ # 2 gibt es keine offenen Untergruppen von R* oder C* vom Index ¢. Im Fall £ = 2

entspricht das angegebene Produkt genau dem Ausdruck (4.6) aus Wright (1989), welcher durch die dort
folgende Berechnung mit 2" beziffert wird. O

Bemerkung 4.4. — (a) Es sei z = 1 die triviale S-Einheitenklasse. Dann besitzt W(F, G, S;s;1) in
s = a(QG) einen Pol der Ordnung b.
(b) Die Reihen W(F,G,S;s;z) sind fir nichitriviale S-Einheitenklassen zZ holomorph in s = a(QG).

Beweis. — Die Reihe ¥(F, G, S;s; Z) ist genau dann ungleich 0, wenn global ord,(z) =0 (mod ¢) erfiillt

ist und in diesem Fall hat sie die Gestalt

U(s;2) = U(FG, 882 = [[ A+¢—=1)-Np~ D) [T A=Np D). f(s:2)

peT1(2) PET,(2)

wobei f(s;z) eine in R(s) > a(G) holomorphe Funktion mit dem fiir z = 1 und s = a(G) expliziten Wert
Fa(G):T) = ¢ - cop - £71F72 - 15\ 5]

ist. Fiir die triviale Klasse zZ = 1 ist Ty(Z) leer und T} (%) stimmt mit den in F'/F vollstindig zerlegten

Stellen tiberein, d.h. es gilt 73(1) = Z. Dann hat ¥(s;1) nach Bemerkung E.3 einen Pol in s =
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a(G) von der Ordnung b und ist meromorph iiber die Abszissenachse fortsetzbar. Fiir nichttriviale S-
Einheitenklassen Z ist E,/F galoissch vom Grad (. Ein Charakter x von der Galoisgruppe Gal(E. /F)
kann via dem Artinsymbol auf den Stellen aus F definiert werden vermége x(p) = x((E./F,p)). Ich
betrachte nun das Produkt

Ls) = [T L0 = TTTT O +x® - M=) = [T [ 1+ 2 x(®) - N~ +0 (Wi >7)

x#1 P x#1 p x#1

der L-Reihen nichttrivialer Charaktere y von Gal(Ez / F ) iiber F. Es ist wohlbekannt, dass ein solches
Produkt holomorph iiber die ganze komplexe Ebene ist. Nach der Orthogonalitétsrelation von Gruppen

haben die Eulerfaktoren die Gestalt
(14+(E—1)- Np*+0(Np~2%)) (E./F.p)=1

Lg(s) = ) i
(1-Np~*+0 (Np~29)) sonst.

Da E, /F galoissch ist, besitzen alle Fortsetzungen p | p von Stellen aus F das gleiche Artinsymbol
(E./F,p) und es gilt

I+—=1)- Np "+ O0OWNp2*)" peTi(z)CZ
Ly(s) = HLﬁ(s) ={(1-Np~* +0 (Np~22))" peTyz)C Z
PP (1+0 (Np=2%)) sonst.

Ist namlich p in F /F nicht vollstandig zerlegt, so besitzt p den Tragheitsgrad f, > 2 und es gilt Np =
Np/v fiir p | p. Das Produkt iiber diese triigen Stellen ist also konvergent und somit holomorph im Gebiet
R(s) > 1/2 und auf Grund der Ganzheit von L trifft das selbe auch fiir das Produkt iiber Z zu, d.h.
Ly(s) = [ Lo(s) = L(s) - [] Ln(s) ™
peZ pEZ
ist holomorph fiir #(s) > 1/2. Hieraus ist die behauptete Holomorphie von ¥(s; z) ersichtlich. Fiir die
Eulerfaktoren bzgl. p € Z von ¥(s;2)™ und Lz(s) gilt
L4+ (£ —1) Np~=Ds))n
Ly(s)

fir p € T1(2) und fir p € Ty(Z) die entsprechende Form. Die Konvergenzabszissen von ¥(s;z) und

Uy (5:2)" = Ly(s) -

= Ly(s) - (140 (Wp2e0)) "

U(s; z)™ sind identisch und diese ist vermoge

W(s;2)" =Lz((t-1)-5)- [[ (1 +0 (Np’Q(f’l)'s>)_n f(s:2)"

pez
von der Grofle a(G)/2 oder kleiner. O
Beweis von Satz 4.1. — Der Grenzwert von ®(F,G;s) in s = a(G) ist also nach obiger Bemerkung nur
vom Eulerprodukt ¥ (F, G, S;s;1) abhingig und es gilt
£ (FX[0: 1)t
O(F,G;s8) = % “Cp Coo H(l + (0 —1) - Np~ =Dy 4 h(s)

peZ
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mit in s = a(G) holomorpher Funktion h(s). Der Grenzwert dieses Eulerprodukts ist auf Grund

lim (s —a(G)" [J(+@—1)-Np~ D) = ! dim(s = 1) [T+ (= 1) - Np~*)

_ 1) s
s=a(G) ot (1) s -

nach Bemerkung E.3 genau bekannt. Mit Hilfe der Taubersétze ergibt sich nun Satz 4.1.



APPENDIX A

ASYMPTOTIK ABELSCHER ERWEITERUNGEN

In diesem Kapitel mochte ich eine kurze Zusammenfassung jener Resultate des Artikels DISTRIBUTION

OF DISCRIMINANTS OF ABELIAN EXTENSIONS (1989) von David Wright geben, fir die ich in meiner

Arbeit Verwendung finde. Insbesondere kann die Dirichletreihe ®(F, G;s) in eine alternierende Summe

von Eulerprodukten zerlegt werden, wodurch ein brauchbares Lokal-Global-Prinzip zur Verfiigung gestellt

wird.

Notationen und Hilfssdtze. — Alle in den beiden folgenden Abschnitten getroffenen Aussagen geben

stark reduziert und in leicht variierter Notation den Sachverhalt aus den Abschnitten 2 bis 4 in Wrights

Artikel wieder.

Lemma A.1 (Delsartes Umkehrformel). — FEs seien A eine endliche abelsche Gruppe, T eine Funk-

tion auf thren Untergruppen B < A sowie

p(A) =A™ und  w(APp™)) =

0 sonst

das gruppentheoretische Analogon der Mébiusfunktion gegeben. Dann ldsst sich T durch die Formel

7(B)= ) u(B/C)-7(C)

C<B

berechnen. Insbesondere besitzt p die summatorische Funktion

1 B=1
p(B) = 3 p(C) =

C<B 0 sonst.
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Es seien A eine endliche abelsche Gruppe mit Elementarteilern n, | ... | n; und X eine beliebige
abelsche Gruppe. Die Charaktergruppe von X bezeichne ich mit C'(X) und ihre n-Torsionsgruppe mit
C(X)[n]. Das direkte Produkt der n;-Torsionsgruppen sei mit

ci=[emi<o[x)  bei  a=]]2.

i=1 i=1

notiert. Fiir ein Charaktertupel x = (x1,...,xr) € C(X)[A] sei

Uy = h Kerny;

j=1
der gemeinsame Kern aller x;, den ich im Folgenden als Kern von x bezeichnen werde. Die Anzahl
der Tupel x € C(X)[A] mit Kern Uy = U entspricht genau der Anzahl }_y ;54 (Aut(B) : 1) der
surjektiven Homomorphismen A — X/U. Es sei 7 eine Abbildung auf den von C(X)[A] gebildeten
Kernen. Vom Interesse ist die Summe 37 ¢ 1, 4 7(U), welche im Folgenden als ®(F, A; s) mit X = Az /F>
und 7(U) = No(U)~* zum Ausdruck kommst. Sie tritt in der Formel
Yoot =) (Auw(B):1)- > (U)
XEC(X)[A] B<A X/U~B
auf, wobei hier 7(x) mit 7(Uy) gleichgesetzt wird. Dann folgt aus Delsartes Umkehrformel

> )= G o MAB) Y )

X/U~A B<A XEC(X)[A]

Nun sei X = Cp = Ay /F* die Idelklassengruppe von F und wir wenden uns der Frage zu, welche
Charaktertupel x von Charaktergruppe C(Ag)[A] der S-Idelklassengruppe Ag in C(Aj/EF*)[A] gehoben

werden konnen.

Lemma A.2. — Es seien S eine endliche Menge von Stellen mit (A3, F*) = Ay und OF = AZ NF*

die S-FEinheitengruppe in F. Sind n, | ... | ny die Elementarteiler von A, so setze ich weiter
Es[A] = 0Z /0% x ... x OF O .

Ein Charaktertupel x € C(Ag)[A] kann genau dann in C(Ay/F*)[A] gehoben werden, wenn x auf Eg[A]
trivial ist. In diesem Fall liefert x bei der {0,1}-wertigen Orthogonalrelation

r

1
Horom 2,1

j=1 ecfs[A]
den Wert 1.
Zerlegungen von ®(F, G;s). — Mit folgender Bemerkung wird die Diskriminantenreihe einer abelschen
Gruppe

OFGis)= Y. NUE/F)= Y NoU)*

Gal(E/F)~G Cr/U~G
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in eine Summe von Fihrerreihen
ni
U(FGs) = Y. ][ HNf Kern(x{' - xy")) "= > Nfelx)™
x€C(Cr)[G]a1=1 ar=1 X€C(Cr)[G]

umgeformt, welche ihrerseits in eine Summe von Eulerprodukten zerlegt werden kénnen.

Bemerkung A.3. — Die Dirichletreihe ®(F,G; s) besitzt die folgenden Zerlegungen.

(a)
1

P e

> WG/H)-9(F,H; (G : H)-s)

H<G
(b)
U(F,G;s) Y Y x(e) - Nie()™

Fl e€&s[G] xeC(A})[G)]
(c)
U(F,G,S;se) = > x(e)-Nalx H > xlep) Niax)™*

XEC(AZ)[G] XEC(Xp)[G]

Hierbei ist X, die lokale Gruppe Fy* firp e S und X, = O, firp & S.

(d)
V(F.G Sisie)= Y x(e) Nje) =Y Y nUie) No) (@
X€C(X,)[G] H<G Xp/U~H

Hierbei lauft die Summe dber die Isomorphieklassen von Untergruppen H < G.

()
(Use) = > x(e)= > wV/U) 7(Use)

XEC(Xy)[G],Ux=U USVX,

Beweis. — Die erste Zerlegung ergibt sich aus Delsartes Umkehrformel mit der Wahl

ni

X=Cr und 7(x)=Nfel) =[] - H Ni(Kern(x1" - x;7))~°

a;=1 a,=1

und der Fiihrerdiskriminantenformel
N(Uy) ™) = Na(x)

mit Cr /Uy ~ H. In der zweiten Zerlegung wird die Orthogonalitétsrelation aus Lemma A.2 verarbeitet.

Die Faktorisierung in ein Eulerprodukt folgt aus jener von
e) = H Xp(ep) und  Nfe(x HNfG Xyp)-
P

Bei der vierten Zerlegung wird die Reihe nach den Faktorgruppen von den Kernen der Charaktertupel
zerlegt und die Fiihrerdiskriminantenformel wieder riickgéngig gemacht. Der Wert 7,(U;e) ldsst sich

schlieflich wie in (e) angegeben mit Hilfe der Delsarte Umkehrformel berechnen. O






APPENDIX B

EINBETTUNGSPROBLEME

Zentrale Einbettungsprobleme. — In diesem Abschnitt fasse ich die bendtigten Ergebnisse iiber
Einbettungsprobleme zusammen. Dabei folge ich im Wesentlichen den Ausfithrungen von Kliiners in
seiner Habilitationsschrift (2005). Die zugehorigen Beweise konnen dort nachgeschlagen werden.

Es seien F ein beliebiger Kérper und F ein fest gewihlter seperabler Abschluss. Ein Einbettungsprob-
lem wird durch zwei Epimorphismen @ : Gal(F/F) — H und 7 : G — H gestellt und gesucht wird ein
Epimorphismus ¢ : Gal(F/F) — G mit ¢ = 7o ¢. Die Abbildung ¢ wird dann Lésung des Einbet-

tungsproblem genannt.

Gal(F/F)

Das Einbettungsproblem wird weiter zentral genannt, wenn der Kern von 7 im Zentrum von G liegt.
Beispielsweise konnen nilpotente Erweiterungen von F' sukzessiv durch Losungen zentraler Einbettungs-
probleme mit einfachem zyklischen Kern I konstruiert werden. Fiir jene Losungen gibt es eine einfache

Parametrisierung durch die Erweiterungen von F' mit Gruppe I.

Satz B.1. — FEs seien Fy/F eine galoissche Erweiterung von Korpern der Charakteristik p mit Gruppe

H und G eine zentrale Gruppenerweiterung
1-I—-G—-H—=>1

von einer einfachen zyklischen Gruppe I = Zy mit H sowie Fg > Fy eine Losung des vorliegenden
Einbettungsproblems. Dann sind alle Losungen des FEinbettungsproblems parametrisierbar durch die Er-

weiterungen von F mit Gruppe I wie folgt.

(a) Im Fall p = { gibt es ein Element y € Fy mit Fg = Fg(p~ly), wobei p(z) = 2P — z der
Artin-Schreier-Operator ist. Dann lassen sich sdmtliche Lésungen des Einbettungsproblem durch

die Gestalt E = Fy(p~(z +y)) mit x € F/pF angeben.
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(b) Es sei p # £ und F enthalte die primitiven (-ten Finheitswurzeln. Dann gibt es ein Element
y € Fg mit Fg = Fy({/y). Simtliche Lisungen des Einbettungsproblem lassen durch die Gestalt
E = Fy(Yzy) mit x € F/F* angeben.

Beweisskizze. — Ich beweise hier nur den Fall (a), fur Fall (b) kann analog verfahren oder die Theorie
der Brauer Einbettungsprobleme herangezogen werden.(!) Samtliche Beweismittel finden sich in den
Kapiteln 4.2 und 4.3 in Kliiners Habilitationsschrift (2005), wie auch folgendes schones Diagramm, und

im Anhangskapitel A.1 The ’Seen one, seen them all’” Lemma von Jensen et al. (2002).

EFg

TN

Fo B FyF,

N

GXHG FH
G
AN H Fm
\ %
F

Es sei E > Fp eine Losung des Einbettungsproblems. Dann ist EFg/F galoissch mit dem Faserprodukt
G x g G, welches isomorph zum Faserprodukt G x gy (I x H) ist. Dieses enthélt genau p+ 1 Untergruppen
der Ordnung p, die zu den Teilkérpern von EFg/Fy korrespondieren. Genau eine jener Untergruppen
besitzt die Faktorgruppe I x H, alle restlichen Untergruppen von der Ordnung p besitzen die Faktorgruppe
G. Also enthdlt EFg/Fy einen Zwischenkorper E' mit Galoisgruppe I x H {iber F. Zur Untergruppe
H korrespondiert der Teilkérper F, = F(p~'x) von E’, der somit die Gestalt E' = FyF, hat. Also
ist EFg = Fu(p~*{z,y}) eine elementarabelsche Erweiterung von Fy und alle Teilkérper sind von der
Gestalt F(p~'(az + by)) mit a,b € F,, die allesamt mit Ausnahme fiir a # 0 = b die Galoisgruppe G
iiber F' besitzen.

Umgekehrt ist ein Korper der Gestalt E = Fy(p~!(x+y)) eine Teilerweiterung von FgF,/Fy. Wieder
hat FgF,/F die Galoisgruppe G Xy G und FyF, korrespondiert zu der Untergruppe mit Ordnung p
und Faktorgruppe I x H. Somit ist E/F galoissch mit Gruppe G. O

(12 B. im Kapitel IV.7. Malle und Matzat (1999)



APPENDIX C

KLASSENKORPERTHEORIE

Lokale Klassenkorpertheorie. —

Satz C.1 (Einseinheitensatz von Hasse). — F'ir einen lokalen Kérper Fy, mit Restklassenkérper Fy,
der Charakteristik p gilt
Ff~Zx O ~ZxF x(1+p).
Die Einseinheitengruppe (1 + p) ist ein Z,-Modul mit in den Punkten (a) und (b) beschriebener Basis.
Dazu sei t ein Primelement von p und B = {by,..., b[Fpile]} ein Reprasentantensystem einer Basis von
F, dber IFp,.
(a) Ist Fy ein lokaler Funktionenkdrper, so ist (1 +p) ein freier Z,-Modul mit Basis
{14+b;-t":meN, (mp) =1, 1<i<[F,:F,]}.

(b) Ist Fy ein lokaler Zahlkorper, so ist (1 + p) das direkte Produkt von F,[p™] und einem freien
Z,-Modul mit Basis

CU{l1+0b;-t" :meN, 1<m<e(plp)+ep, (mp)=1,1<i<degp}

fiir ein geeignet angepasstes Reprasentantensystem B und C' = {1+ c-tPe*} fiir ein bestimmtes ¢ €
Fy, falls F, primitive p-te Einheitswurzeln enthdlt und C' = () sonst. Die Zahl e(p|p) = ep-(p—1)+ry

mit 0 < 1y < p— 2 ist hier der absolute Verzweigungsindex von p.

Beweis. — Diese Aussagen folgen nach Hasse (1980). Fiir Funktionenkdrper wie auch Zahlkérper findet
sich eine kompakte Einfiihrung in Fesenko und Vostokov (1993) Kapitel 1.6, Proposition 6.2 auf Seite
15. O

Auf F,* wird eine Topologie durch die aus den Untergruppen (1 + p™) bestehende Umgebungsbasis

erklart. Sie bildet eine Filtration
A+p)>1+p) > 2 1+p™) =1 +p™) > ...

und eine Untergruppe U < F},* ist genau dann offen, wenn es ein m mit U > (14 p™) gibt.

Korollar C.2. — Fiir die Einseinheitengruppe X,, := (1+p)/{14+p™*1) ergeben sich folgende Aussagen.
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(a) Fir einen Funktionenkorper gilt

(b) Fir einen Zahlkorper gilt

Np™— L%l 0<m<e +e
(X xp) = {7 e
Npe®lP) - (FX[p] 1) m > e(plp) + e
Beweis. — Fiir Funktionenkorper findet sich in Auer (1999) mit Proposition 6.2 auf Seite 39 ein kon-
struktiver Beweis. Eine Ubersicht fiir Zahlkorper kann beispielsweise in Nakagoshi (1979) eingesehen

werden. O

Satz C.3 (Lokales Reziprozititsgesetz). — Die Zuordnung
E—U :NE/FP(EX)

liefert eine bijektive Zuordnung zwischen den endlichen abelschen Erweiterungen E/F, eines lokalen

Korpers F, und den offenen Untergruppen U < F,* vom endlichen Index seiner multiplikativen Gruppe.

Beweis. — Ein Beweis befindet sich beispielsweise in Fesenko und Vostokov (1993) Kapitel IV.6, Theorem
6.2 auf Seite 124. O

Satz C.4 (Diskriminanten abelscher Erweiterungen). — Es seien E/F, eine endliche abelsche
Erweiterung und U < F,* die zugehdérende multiplikative offene Untergruppe. Dann besitzt E/F, den
Diskriminantenexponenten
dp(E/Fp) = dy(U) = Y (m+1)- ((F, : (U 14+ p™H) = (B (U, 14p™))) .
m>0

Diese Summe ist auf Grund (1 +p™) < U fir m > 0 endlich.

Beweis. — Ist a,, die Anzahl der irreduziblen Charaktere von pr /U mit Fithrerexponenten m + 1, so
gilt nach der Fithrerdiskriminantenformel d, = Y~ . ,(m+1)-a,,. Die Fiihrerdiskriminantenformel kann

beispielsweise in Neukirch (1992) Kapitel VII.11 Satz 11.9 auf Seite 557 eingesehen werden. O

Globale Klassenkorpertheorie. —

Satz C.5 (Globales Reziprozititsgesetz). — Die Zuordnung
E — Ng,r(Ag)/F*
liefert eine bijektive Zuordnung zwischen den endlichen abelschen Erweiterungen E/F eines globalen

Korpers F und den offenen Untergruppen Hp Uy < A5/F* vom endlichen Index seiner Idelklassengruppe.

Beweis. — Fiir Zahlkorper findet sich ein Beweis in Lang (1994) Kapitel X.3, Theorem 5 auf Seite 208
und fiir Funktionkdrper eine Formulierung des Reziprozititsgesetz in Villa Salvador (2006) Kapitel 11.6
Seite 411. O
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Satz C.6 (Strahlklassengruppe). — Fir die Strahlklassengruppe Cly, eines globalen Funktionenkér-

pers F' mit Konstantenkorper K gilt die exakte Sequenz
1= K* = F"/Fy — Cly — Cl— 1.

Des Weiteren gilt

F™Fo~ [] OF /o™~ J] F¥ x @+p)/(1+p™).

pr[m pr[m
Beweis. — Eine Abhandlung dieses Sachverhalts findet sich beispielsweise in Hess et al. (2003). O
Satz C.7 (Diskriminanten abelscher Erweiterungen). — Fs seien E/F eine endliche abelsche Er-

weiterung und U = Hp Uy < Ay die zugehorende Idelgruppe. Dann besitzt E/F die Diskriminante
WE/F) =oU HHP »(Eq/Fp)
Poalp

Beweis. — Diese Formel folgt aus dem Lokal-Global-Prinzip. O






APPENDIX D

DIRICHLETREIHEN

Eigenschaften. — Eine allgemeine Dirichletreihe ist eine Reihe der Gestalt
O(s) = Z apn=°.
n>1
Diese Reihe besitzt eine Konvergenzabszisse a € R U {400}, sodass ®(s) divergent fiir R(s) < a und
konvergent fiir R(s) > a ist. Im Gebiet R(s) > a ist ®(s) eine holomorphe Funktion. Zwei Dirichletreihen
beschreiben genau dann eine gleiche Funktion, wenn ihre Koeffizienten gleich sind. Ich verwende an
manchen Stellen die Redewendung holomorph in R(s) > a. Diese soll fiir die Holomorphie in R(s) > a—e

mit einem hinreichend kleinen £ > 0 stehen.

Periodizitdt. — Die in dieser Arbeit beziiglich Funktionenkdrper untersuchten Dirichletreihen haben
die Gestalt
O(s) = Z anq ",
n>0
wobei ¢ die Elementanzahl des Konstantenkorpers angibt. Bei der Analyse von ®(s) ist es oft einfacher,
diese Reihe als Potenzreihe
F(t)=>ant"
n>0

% zu betrachten. Trotzdem habe ich mich entschlossen, Dirichletreihen in der Unbestimmten s

int=q~
anzugeben und zu behandeln, um eine Analogie zu Zahlkorpern zu wahren. Dirichletreihen beziiglich
Funktionenkorpern besitzen die Periode v - Z mit v = 2mi/log(q). Deswegen werde ich periodische

Dirichletreihen stillschweigend auf Argumente s im Gebietsstreifen
C={se€C:—n/log(q) <S(s) <m/log(q)}

einschranken. Innerhalb dieses Streifen konnen die Reihen selbstverstandlich immer noch eine Periode

besitzen.

Bemerkung D.1. — Es sei F(t) = ano ant™ eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius und

w=ggT(n:a, #0). Dann gilt F({t) = F(t) genau dann, wenn £ eine w-te Finheitswurzel ist.
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Beweis. — Es sei £ eine komplexe Einheitswurzel mit £* = 1. Da w der grofite gemeinsame Teiler aller
Indizes nichttrivialer Koeffizienten ist, gilt
F(t) = anut™ = anu(E)™ = F(&t).
n>0 n>0
Ist umgekehrt & eine komplexe Zahl mit F(£t) = F(¢), so gilt nach dem Residuensatz

1 [ F(@) 1 [ F(&)
04 ay=— dt = —
Fow = o P = g e

dt = a,,&"
fiir einen hinreichend kleinen Kreisweg v um ¢t = 0 und somit £¥ = 1. O

Ist also w der grofite gemeinsame Teiler aller Indizes n mit a,, # 0, so hat die Dirichletreihe ®(s) =

> n>0ang” " die Periode vw~! - Z. Alle Informationen iiber die Funktion stecken somit bereits im
Gebietsstreifen

Cw={s€C:—m/(w-log(q)) < I(s) <m/(w-log(q))}.
Taubersatze. — Mit Hilfe von Taubersétzen lassen sich Aussagen iiber die Koeflizienten a, einer

Dirichletreihe ®(s) oder deren Summation gewinnen. Dazu muss ®(s) iiber ihre Konvergenzabszisse a
hinaus in $(s) > a meromorph fortsetzbar sein. Dann liefern Tauberséitze Aussagen iiber das asymp-
totische Wachstum der Koeffizienten. Der Ausdruck f(z) ~ g(x) steht dabei fiir f(z) asymptotisch
Aquivalent zu g(x) und bedeutet lim,_, f(x)/g(x) = 1.

Eine einfache Abschétzung der Summationsfunktion von Koeffizienten ergibt sich wie folgt.

Lemma D.2. — Es sei ®(s) =), ann™° eine fir %(s) > a holomorphe Dirichletreihe mit nichtneg-

ativen Koeffizienten. Dann gilt fiir die Summation ihrer Koeffizienten und alle € > 0 die Schranke

Z an € O (l‘a+6)

n<zx
Beweis. — Diese Aussage folgt aus
Zan§2an~(a:-n_l)sz Zann_s cx® < B(s) - x°
n<z n<x n<z
fiir s > a. O

Zunéchst entwickle ich einen Taubersatz fiir Dirichletreihen iiber Funktionenkérper. Grundversionen
dieses Satzes befinden sich beispielsweise in Rosen (2002) Kapitel 17, welche mit Einschrankungen zur
Lage der Konvergenzabszisse und der Anzahl der Pole versehen sind. Hier wird die Anwendung des

Residuensatzes noch etwas intensiver ausgearbeitet.

Satz D.3. — Es sei F((t) = )., 5,ant" eine Potenzreihe mit positivem Konvergenzradius r. Auf dem
Konvergenzkreis besitze F(t) die endliche Menge P von isolierten Polen und sei iber den Konvergenzkreis
hinaus auf |t| < r+ 9, t € P holomorph fortsetzbar. Die Hauptteile von F(t) an den Polen u € P seien
von der Gestalt H,((t—u)~!) = ZZ"Zl cuk(t—u)"k. Hierbei sei b, die jeweilige Ordnung der Pole u € P
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und b ihr Mazimum. Dann sind die die Koeffizienten a,, von der Gréflenordnung O (r*”nb’l) und es

gilt
b
~ (n+k—1 —k —-n —n
=X (S () ) o,
ueP \k=1
Beweis. — Nach der Voraussetzung kann ich annehmen, dass F(t) eine auf dem gelochten Bereich {t €

C:|t|] <r+4, t ¢ P} holomorphe Funktion ist. Den Koeffizienten a,, erhalte ich nun aus dem

Kurvenintegral

Fit) 1 F(t) d

=04+l —  om 9 n+1 ¢
langs eines kleinen nach dem Uhrzeigersinn orientierten Weges 7. um den Nullpunkt. Im Folgenden
wird dieses Integral mit den Residuen in P in Relation gesetzt. Dazu sei v der Kreisweg entgegen des

Uhrzeigersinns um den Nullpunkt mit Radius r + §. Das Kurvenintegral

1 % 1 ?{ F()
2mi t”+1 t"“ 27ri e tntl

berechnet sich aus der Summe der Residuen im eingeschlossen Bereich des Weges 7. 4+~ und somit erhalte
ich fur a, die Gleichheit

F(t) 1 n
=D Resimu oy + o tn+1 — ) Res;— “t +1 +O((r+06)™").
uepP uepP

Die O-Abschiitzung des hier auftretenden Integrals gewinne ich aus dem Maximum von |F(¢)/t" | lings
des kompakten Weges v und kann auch durch o (r~") ersetzt werden. Es verbleiben nun lediglich die
Residuen zu bestimmen. Die Funktion d(t) = 1/t"*! ist fiir ¢ # 0 holomorph und ihre Taylorreihe um
t = u € P besitzt die Koeffizienten

B d™ (u) (=™ .ﬁnﬂ _ (e (n+m> - (ntmt 1)
l

ml  yntltm m

Der Hauptteil von F(t) um ¢ = u hat die Koeffizienten ¢, ; und das Residuum von F(t)/t"*! errechnet

sich via

b
F(t) k-1 .
_ReSt:utn+1 = — E Cuk du,m = E < b1 ) . (—]_)k u (n+k) | Cu,k-
k+m=-—1 k=1

Der Binomialkoeffizient ist ein Polynom in n mit Leitterm n¥~1/(k — 1)! und fiir hinreichend groBe n
gehort der betragsméafig grofite Term zu k = b,. Mit der Residuenformel fiir a,, gewinne ich nun wie

behauptet

und

fir b = max{b, : u € P}. O
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Korollar D.4. — In der Sitution von Satz D.3 enthalte die Polstellenmenge P den reellen Pol u = r
von der Ordnung b. Des Weiteren seien alle anderen Pole u £ r von strikt kleinerer Ordnung. Bezeichnet
¢ = cpp den Grenzwert limy_,, F(t) - (t — )b, so gilt

(1) e
rb.(b—1)!

L b—1

QAp ~ n

Es seien weiter r < 1 und d der Grenzwert der Summen d, = anm ™" (n/m)b=L. Dann gilt

(—].)b'C'd —-m, b—1
Zan’\’rb'(b_l)fl'r m .

n<m

Beweis. — Ich kniipfe hier an dem Beweis obigen Satzes an. Der Leitterm von a, als Polynom in n

gehort zu den Polen von der Ordnung b, also in diesem Fall ausschlielich zu u = r. Daraus folgt

o (71)17 - C —n, b—1 —n, b—1
QAp = m - n + 0] (7" n )

und somit die behauptete asymptotische Aquivalenz von a,. Die asymptotische Aquivalenzklasse der
Summation ergibt sich aus

(_1)b'c —m, b—1 -m, b—1
Zan—m-dm-r m +0(T m )

n<m

Es ist nur noch die Konvergenz der Folge (d,)m>1 nachzuweisen. Diese ist auf Grund von r < 1

beschrankt durch 1 < d,, <1/(1 —r) und monoton steigend vermdoge

dir = 3 g [ (L T (men Y
ml me m+1 m =

n<m

In dieser Summe ist keiner der Summanden negativ. Somit ist die Existenz des Grenzwertes d gesichert.

O

Aus diesem Korollar ergibt sich folgender Taubersatz fiir Funktionenkorper.

Satz D.5 (Taubersatz fiir Funktionenkdrper). — Die Dirichletreihe ®(s) = >_ <, ang"* habe die
positive Konvergenzabszisse a und sei in R(s) > a meromorph fortsetzbar mit Pol in s = a von der
Ordnung b und endlich vielen weiteren Polen auf R(s) = a mit strikt kleinerer Ordnung. Bezeichnet ¢(®)
den Grenzwert lims_sq(s — a)b - ®(s) und d den Grenzwert von Y n<m g (n/m)*=1, so gilt fir die
Koeffizienten die asymptotische Aquivalenz

c(@)log(q)b an, b—1
n G_nr "

und ihre Summationsfunktion in x = ¢ hat die asymptotische Aquivalenzkl(zsse

1

Z Uy ~ C((I))('d'bg@) -x%log(z)b L.

b— 1)

q"<z
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Beweis. — Die Dirichletreihe ®(s) bildet eine Potenzreihe F/(t) = >, - ant™ in t = ¢~° mit den Kon-

vergenzradius r = ¢~ . Der Grenzwert an t = r ist vermoge der Regel von ’'Hopital durch

t—r s—a sS—a

s —anb
¢ = lim(t — ) F(t) = lim (qq) (s — a)’®(s) = (—log(q)g~)bc(®)
gegeben. Nach Korollar D.4 gelten also

C((I)) ) log(q)b . annb—l
b—1)

Ay ~

und

d- IOg() am, b—1
Zan b—l) -q"™"m” .

n<m

Fiir x = ¢™ ist m = log(z)/log(q) und es folgt

1
am b—1 a b—1
. = ——— - 2%log(x ,
1 log(q)b—! 5(@)
woraus sich die Reduktion der Logarithmuspotenz im Leitkoeffizienten erklart. O
Korollar D.6. — FEs seien ®(s) = n>00ng " eine Dirichletreihe mit positiver Konvergenzabszisse a

und w der grofite gemeinsame Teiler aller Indizes nichttrivialer Koeffizienten. Des Weiteren besitzen die

Koeffizienten @, = auyn die Asymptotik

Z ap ~ &- 2% log ()bt

qn <z

Dann hat die Koffizientensumme der a,, die asymptotische Aquivalenzklasse

Z e o S @ Jog(z)bt.

"<z
Beweis. — Nach Voraussetzung ist Z(z) = Z(2). Dann folgt die Behauptung aus
Z(x) = Z(z'") ~ & 2%log(z/ )t = & (1/w)b ! - 2% log(z)" L.
O

Fiir Zahlkorper beziehe ich mich auf folgenden Taubersatz. Er ist samt Beweis in Narkiewicz (1983)
als Korollar im Abschnitt II1.3 auf Seite 121 zu finden. Auch hier ist das oben beobachte Transforma-
tionsverhalten giiltig und folgt analog aus Z(z) = Z(2).

Satz D.7 (Taubersatz nach Delange). — Es sei ®(s) = Y, -, a,n~° eine Dirichletreihe mit nicht-
negativen Konstanten a, > 0 und Konvergenzabszisse a > 0. Des Weiteren sei ®(s) auf R(s) > a

holomorph mit einziger Ausnahme in s = a. Zu b € R existiere der positive Grenzwert

¢(®) = lim(s — a)® - ®(s) > 0.

sS—a

Dann gilt

C((I)) a -1
Zan ~ aT0) 2% log(x)" L.

n<x
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Korollar D.8. — Es sei zusitzlich ®(s) = ®(s/w) ebenfalls eine Dirichletreihe. Deren Koeffizienten

Qn = Gnpw Seten in der asymptotischen /Iquz'valenzklasse
Z(zx) = Z Qy ~ &- ™ log(z)b~ L.
n<x
Dann gilt fir die Asymptotik der Koffizientensumme tiber a,,
Z(x) = Z U ~ —— - 2 log(z)"~ 1.

wb—1
n<zx
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EULERPRODUKTE

In diesem Kapitel werden die Meromorphieeigenschaften allgemeiner und spezieller Eulerprodukte

offengelegt.

Lemma E.1. — Es seien h(t) € Q[t] ein Polynom mit ganzahligem positiven Absolutkoeffizienten b > 1
und f(t) =t*- h(t) ebenfalls ein Polynom mit a > 1. Dann ist das Eulerprodukt

®(s) = [T+ rNVp™)

p

meromorph in R(s) > 1/a mit einzigem Pol in s = 1/a der Ordnung b.

Beweis. — Das erweitertete Eulerprodukt
g(s) = [JA=Np~@)>- (1+ f(NP ™))
1— b_Np—as +0 (Np—2a5>) . (1 + b.Np—as +0 (/\/'p—(a-‘rl)s))

140 (Np‘(““)S))

p
=1«
p
=1«
p
ist konvergent und somit holomorph fiir R(s) > 1/(a + 1). Daher ist

meromorph in R(s) > 1/(a + 1) mit Pol in s = 1/a der Ordnung b. O

Grenzwerte zyklotomischer Eulerprodukte. — Es sei £ eine Primzahl und F' die Erweiterung eines
globalen Kérpers F mit primitiven {-ten Einheitswurzeln vom Grad n = [F : F|. Im Fall £ = char(F) ist
dabei F' = F. Im Folgenden bezeichnet F,; den Zwischenkorper von F' /F vom Index [F : Fd] = d. Eine
Stelle aus diesem Zwischenkorper wird mit dem entsprechenden Index gekennzeichnet, d.h. ich schreibe
pg flir eine Erweiterung der Stelle p € Pp in Fyund p = p; fiir die Erweiterung in F. Die folgenden

beiden Bemerkungen wurden aus Abschnitt 2.4 der Arbeit von Cohen et al. (2002) entnommen.
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Bemerkung E.2 (Cohen et al, 2002, Satz 2.16). — Es seien V und Z die Mengen der in F/F
verzweigten bzw. wvollstdndig zerlegten Stellen aus F. Insbesondere enthalte Z alle Stellen von F im
Fall F = F. Dann gilt

[T ¢, ()@ =TT TT (1~ Ao oy e@m/a . T T (1 — M)+,

d|n dln peZ pPEV palp

Beweis. — Die behauptete Identitat wird lokal an den Stellen p aus F' nachgewiesen. Deren Eulerfaktor

zu (. auf der linken Seite ist
d

H(l _N'p;d-S)—u(d) =(1 _Np_d'fd‘s)_#(d)‘n/(d'fd'ed)7
palp

wobei eq = e(pg|p) den Verzweigungs- und fy = f(pa|p) den Tragheitsgrad von py angibt. Fir die
Eulerfaktoren der verzweigten Stellen p € V ist dies genau die angegebene Formel, fiir die vollstdndig
zerlegten Stellen p € Z stimmt die behauptete Formel auf Grund e; = f; = 1. Es bleibt also die

Untersuchung der Faktoren

L, = H(l ,Np*d'fd's)*ﬂ(d)'n/(d'fd)
dIn
fir die Stellen p € V' U Z. Der Behauptung zu Folge soll L, = 1 gelten. Zunachst wird gezeigt, dass
der Tragheitsgrad fq durch den Quotienten f/(d, f) mit f = f1 = f(p|p) gegeben ist. Nach Stichtenoth

(1993), Lemma V.1.9. gilt
fa- (n/d,deg(p)) = n/d.

Somit ist behauptete Gleichung fq = f/(d, f) dquivalent zu

d- (n/d,deg(p)) = (n,deg(p)) - (d,n/(n,deg(p))).

Diese elementare Gleichung lésst sich zum Beispiel unter Gebrauch einer Fallunterscheidung nachweisen.
Es gilt also
L, = H(1 _ td-f/(d,f))*u(d)ﬂ-(d’f)/(d‘f)
d|n
mit t = Np~°. Jeder einzelne Faktor ldsst sich gemdf t"¢ — 1 =[] @ (¢) noch weiter in Produkte
von Kreisteilungspolynomen ®,,(t) zerlegen und es gilt
Ly =+]] [T @m) @/ = £ [T @)™
dln m|ng m|n
mit ng =d- f/(d, f) und
_ _ #{m : m|n}
S D DY (VT g LALLLL S PP
dln m|ng nln ng=n
Die innere Summe verschwindet, wenn f kein Teiler von n ist, da ng das kleinste gemeinsame Vielfache

von d und f angibt. Ist f ein Teiler von 7, so sind sdmtliche d mit ngy = 7 ein Vielfaches von

i-= I @

vp (f)<vp(R)
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mit einem Quotienten d/d | f/(d, f). Der Fall f/(d, f) = 1 kann nicht eintreten, da dies sonst f = 1 oder

d = n zur Folge hatte. Somit ist die innere Summe stets durch

> wlda) =pd) > pla)=0
alf/(d.f) alf/(d.f)
gegeben. Folglich gelten h,, = 0 und L, = 1. Als Polynom in ¢ besitzt L, den Absolutkoeffizienten 1

und somit folgt schlieBlich wie gewiinscht L, = 1. O

Bemerkung E.3 (Cohen et al., 2002, Korollar 2.17). — Das auf Z eingeschrinkte Eulerprodukt
D(s) = [[,ez(1 + (€ = Np~*) ist meromorph in R(s) > 1 mit einzigem Pol in s = 1 der Ordnung
b= (¢ —1)/n. Fir den Grenzwert c¢(®) = liml(s —1)b-®(s) gilt
s—
b

o(®) = | Rese=1(Cp(s)) - [ Ca @@ | - JJA+ (¢ =1)-Np~H) JJ(1 = Mp=yptE=07d

1#£d|n peEZ d|n
50101 CRRYSOREEE
peV d|n palp
Beweis. — Fiir die in Bemerkung E.2 betrachtete Funktion
Y(s) = [[ ¢z, (ds)"?
d|n
gilt die Identitat
D(s —s —ds — —as
to = I 0 = nvpm) TTa - vpsopren/e | T T TT - Ao,
peZ d|n peEV dln palp

Dieser Quotient ist als konvergentes unendliches Produkt iiber R(s) = 1 hinaus holomorph. Das Produkt

iiber die Verzweigungsstellen p € V ist endlich und fiir jenes iiber die Zerlegungsstellen p € Z gilt

. ds\p(d) 140 (Np~™)
- ). TT(1 = Np=dsyude=n/d | _
p|€Z| 1+ (= 1Np~?) d|n|(1 Np™®) p|€Z| [T OWe )"

Hieraus ergeben sich die Meromorphieeigenschaften von ®(s) und der Grenzwert c(®). O
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FUNKTIONSWACHSTUM VON aq,(r)

In diesem Kapitel wird der Beweis von Lemma 2.29 geliefert. Hier sei p eine Primzahl und

1 .
=)y
p- Zi’:l pi . (pm — 1) .pT1+---+Ti—1

ay(r)

eine Funktion von Tupeln r = (rq1,...,r;) mit der Beschriankung 0 < r; < m. Tupel 7 mit der gleichen

Quersumme 22:1 r; konnen gemaf der revers lexikographischen Ordnung verglichen werden, d.h. es gilt

s > r genau dann wenn es einen Index 1 < ¢ < [ gibt mit s; > r; und s; = r; fiir ¢ < j < [. Ziel

des Lemmas ist der Nachweis, dass ap,(r) unter Tupeln r mit fest vorgegebener Quersumme a = 22:1 T

maximal fiir das maximale Tupel unter der revers lexikographischen Ordnung ist.

Lemma F.1. — FEs sei r = (r1,...,7) ein Tupel ganzer Zahlen mit 0 < r; < m. Dann gelten die

folgende Aussagen.

(a) (Verkiirzen) Es sei k mit ri, + rp+1 < m. Dann gilt

T 1<:<k-1
ap(s) > ap(r) mit Si= A 4+rpy =k
Tit1 k+1<i<]

und der kiinstlichen Setzung s; = ri41 = 0.

(b) (Aufteilen) Es sei k mit maxi<i<x(r;) = ri und 2 < ry < rgp1 < m. Dann gilt
T 1k k+1
ap(s) > ap(r) mit 5i=S 7, —1 i=k
repr -1 i=k+1.

(c) (Tauschen) Es sei k minimal mit ry, > r41. Dann gilt

ap(s) > ap(r) mit 8i = Tr(i)

fiir die Permutation 7 = (k k + 1) mit Ausnahme in den Fdllen r = (1,...,1,2,...

r=1(2,...,2,1) beip=2.

,2,1) oder
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(d) (Sortieren) In den Ausnahmefillen aus (c) gilt
ap(s) > ap(r) mit 8i = To(i)
fiir die Permutation o = (1 1).

Beweis. — (a) Fiir den Beweis dieser Aussage setze ich r = 3, p' -7y und s = 30, p'~ ! - 7; sowie
t = Zf:ﬂ’i S(p = 1) - pn et und w = Zé:k-}-l pi=l. (pri — 1) prrtFri-i Dann gelten nach

Voraussetzung

-1 -1
p-l T+s und ap(r):L.r—HUS

ay(8S) =
p(s) p  t+u p t+pu

und die Behauptung a,(s) > ap(r) ist dquivalent zur Ungleichung
(r+s)(t+pu) > (r+ps)(t +u).

Nach Abzug von rt + psu, Zusammenfithren der verbleibenden Vielfache von ru und st sowie der Multi-

plikation mit p/(p — 1) erhalte ich die Aquivalente Abschitzung

k l k l
pru = Z Z piJrj o7y (prj o 1) .pr1+‘..+rj,1 N Z Z pi+j - (pm _ 1) .pT1+...+T’i71 = pst.
i=1 j=kt1 i=1 j=k+1

Die Giiltigkeit dieser Ungleichung ist schon summandenweise ersichtlich. Die zu (7, j) gehorenden Sum-
manden beider Seiten haben nach Division mit pt/+71++7 die Gestalt
pr—1

P

ri- (p — 1) pritrtetrion > gt 1 > T >

(b) Fiir den Nachweis dieser Ungleichung verwende ich die Bezeichnungen a = rg, b = rg4q1 und
c =17+ ...+ rg1 sowie r = Zfill p=F . und s = Zé:k+2 p*~% . r; als Zahlerkomponenten und
t= Zi.tll p' R (pri—1)-prittrict und u = Z§:k+2 pi=k.(pri—1).petrrtFrio1 als Nennerkomponenten.
Dann gelten nach Voraussetzung

p—1. rtp-D+s und ap(r) =
p  t+(prte—prit)(p-1)+u i p  t+u

ap(s) =
und die behauptete Ungleichung ay,(s) > a,(r) ist dquivalent mit
(r+@—=1)+s)t+u) > (r+s)t+ @ —p* ) (p—1) +u).
Ich starte mit den fiir natiirliche Zahlen a, b giiltigen Ungleichung
P - (26 1)(p—1) > 1,

welche durch den Test fiir b = 0 und einen Wachstumsvergleich ersichtlich ist, und ihrer offensichtlichen

Implikation
P (" = (2b+ 1) (p—1)) > p” > 1.

Hieraus ergeben sich

PPt —p(p— 1) — 1> 2b(p — 1)p* = 2bp(p” — p* ")
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und auf Grund von pb > pb/(p — 1) > b(p* — 1)/(p*F — pF~1) = Zlepi’kb und b > r; fiir 1 <¢ < k auch

k
a a a a— p -1 a a— a a—
P = pt(p—1) = 1> 20p(p* —p* ') > <pk_pk—1 ~b+pb) (" =p" ") >r(p* —p*").

Die linke Seite dieser Ungleichung ist nach oben durch
k—1
tp= = _p (= 1) pn T (pf = 1) 4 p* (0 - 1)
i=1

abschétzbar und ich ersetze sie durch diesen Ausdruck. Nach Multiplikation mit p¢(p — 1) und Addition

von rt ergibt sich hieraus

(r+@—1)t>rt+ @ —p* ) p-1)).
Diese Ungleichung addiere ich nun mit der folgenden
l
(p — l)u > (p — 1)pa+b+c Z pi—k(pm, _ 1) > (p _ 1)(pa+c _pa_H.c)s
i=k+2

samt des Terms ru + s(t + u) und erhalte wie gewiinscht
(r+ =D +s)t+u) > (r+s)E+@E =" ) p - 1) +u).

(¢) Mit den im Beweis zu (b) eingefithrten Bezeichnungen gelten

p—1 r+(a=b)p—1)+s p—1 r+s
. . und ap(r) = ——-
po @ =p)prp—1) +u p ttu

und die behauptete Ungleichung a,(s) > a,(r) ist dquivalent mit

ap(s) =

(c.1) (r+(a=b)(p—1)+s)(t+u) > (r+s)t+ (" —p")p°(p—1) +u).

Leider ist der Beweis hierfiir via Fallunterscheidung zu fithren. Fiir positive ganzzahlige Zahlen z,b > 1
gilt
b p b p 2
p——-(b >p——— - b+1)>p(l - ——
TP (b+x)=p = (b+ )_p( p1>
und daher ist die linke Seite mit Ausnahme der Falle (b,z) = (1,1),(2,1) fur p = 2 nicht negativ. Fiir

alle anderen Fille gilt also

> P = btz
xz-(p x)*p—l b+z)—=z <p—1+b

a+c+1

und ich kann fiir £ = a — b mit der umgeformten und mit p multiplizierten Ungleichung

C a C a pa

(a—0b)-p°-p*™' - (pP—1) > p°-p- (p_l+pb>
starten. Dann gebe ich der linken Seite etwas dazu und ziehe der rechten Seite etwas ab und erhalte
somit die echte Ungleichung

c a+1 b a pba c a b

(@=b)-p°- (- (P -1)+ (" - 1) > (p_l+pb> p° - (0 — ")

An dieser Stelle kann ich bereits den Fall (b, ) = (2, 1) bei p = 2 mit einbeziehen. Dabei ist (a,b) = (3,2)
und diese Ungleichung ergibt 55 - 2¢ > 40 - 2¢. Fiir (a,b,p) = (2,1,2) ist diese Ungleichung immer noch
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zu unscharf. Die linke Seite kann leicht gemiB ¢ > p®(p?+*+1 — p?(p — 1) — 1) erweitert werden. Fiir die
rechte Seite nutze ich die Maximalbedingung an a = r; > r; fir 1 < i < k und erhalte
k+1 k pk 1 pa
— i—k,. _ i—k,.. £ . —
T—;p’ ri=>y_p' m+pb§pk_pk,1 a+pb<p_1+pb~

i=1

Hiermit ergibt sich

(c.2) (@a=b)-t>r-p° (p* —p").

Aus dieser Ungleichung folgt nach Multiplikation mit (p — 1) und Addition von r(¢ + u) die Abschétzung
(r+(a—b)(p—1)t+ru>rt+p(p*—p’)+u)

und nach Addition mit s(¢ + u) die Ungleichung

(r+(a=b)(p=1)+s)(t+u) = (a=b)(p—Du> (r+s)(t+ " —p")p(p—1) +u) = s(p" —p")p*(p - 1).

Ist einer der Subtrahenten ungleich 0 so auch der andere und jener der linken Seite ist grofler als der auf

der rechten Seite befindliche vermoge

1
u>ptres N pE e — 1) > (p* — pP)p© s,
i=k+2
Hieraus folgt die gewiinschte Ungleichung c.1. Nun ist noch der verbliebende Ausnahmefall (a,b,p) =
(2,1,2) abzuhandeln. Fiir [ = k+1 ergibt das Tauschen der letzten beiden Glieder sogar einen schwécheren
Wert. Fiir [ # k + 1 hingegen reicht es schon aus, das Glied 742 = d mit einzubeziehen. Dabei gilt mit

Einsetzen von a =2, b =1 und p = 2

t +p2pa+b+c(pd _ 1) > pa+b+c+1 _pa+c(p _ 1) -1 +p2pa+b+c(pd _ 1) _ 2c(11 + 32(2d _ 1))

> 29(12 4+ 8d) = p(a + b+ pd)p°(p® — ) > (r + p?d)p°(p* — pb).

Hieraus folgt die Ungleichung c.1 auch fiir [ # k + 1.

(d) In der beschriebenen Situation muss im Fall [ = k£ + 1 hingegen r; an den Anfang geschoben
werden, um einen grofferen Wert zu erzielen. Das Gegenbeispiel » = (2,2,2,1) mit minimaler Linge
zeigt, dass einfaches Tauschen nicht notwendigerweise zum Wachstum fiihrt. Grund ist hierfiir das etwas
dynamischere Verhalten des binaren Stellensystems bei Ubertriigen. Es sei x die Anzahl der Einsen und

y die Anzahl der Zweien in 7. Dann hat der Zahler von ay(r) die Gestalt

x—1 x+y—1
doot14 Y 22427 1= (27 —2) 42 (27T —27) 4277V =27 (3.2V — 1) - 2
i=1 i=x
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und die Halfte des Nenners die Form

rz+y—1
221 . 9i—l + Z 9t . 21(m 1)+2(i—x) + 9Tty 21(x 1)+2y | (21 _ 1)
2 z+y—1
_ 2 -1 _ L 92z—1 | 3(i—x) x
=5 1)+3-2 ;2 + - 4T8Y
2 3-2-4771 1
= (4 o)+ (8Y — 1)+ - - 478
R IR
5 1 2 1
=—-478Y — — 4% — — = — . (15-478Y — 4" — 14).
7 21 3 21 ( )
Fiir ap(s) sind Zahler und Nennerhélfte von der Gestalt
T4y
221 1+ > 2 2= (27" —2) 4 2. (27t 9oy =27 (4. 2V —2) — 2
1=z+1
und
Tty .
. 2 3-2-4°
21 21 1 21 L. 22(z—(w+1))+1‘ — 2.4 -1 (]Y — 1
ILREEDS 2y B2 )
1=z+1
4 2 1
:f-4w89——~4“'—7:—-18-4w8y—4~4“—14.
7 21 3 21 ( )
Nach Voraussetzung ist also
21 2. (4-29-2)—-2 21 27-(3-2vy—-1)—2
ap(s) = —- ( ) und ap(r) = —- (3 )

2 18-4%8vy — 4.4 — 14

und meine Behauptung ist dquivalent mit

2 15-4%8Yy — 4% — 14

(d.1)  (2°-(4-2Y—2)—2)-(15-4°8Y —4" —14) > (2°-(3-2Y —1) —2)- (18 -4°8Y —4-4% — 14)
fiir x,y > 1. Ich starte mit der offensichtlich richtigen Ungleichung
3:27.(8Y—-1)>6-(82—-1)>7-(2Y—1)
und ergénze die linke Seite zu
3-(2v—-2)-4"8Y+(4-2Y—-1)-4*43-2"- (8 =1) >7-(2Y - 1).
Diese Ungleichung wird mit 22! multipliziert und es ergibt sich
27 .((6-2Y —12) - 4"8Y + (8-2Y —2) - 4" 46-27- (8Y = 1)) > 14-27 - (2¥ — 1).
Nach Abzug von 14 - 27 - (4 - 2¥ — 2) erhalte ich
27-((6-2Y —12)-4"8Y +(8-2Y —2)-4"4+6-2- (8 —1) —14- (4-2Y - 2))
> —14-27-(3-2Y —1).
Nun addiere ich 2% - (54 -2¥ — 18) - 478Y =27 . (3-2¥ — 1) - (18 - 4”8¥) und erhalte
2% . ((60-2Y —30)-4"8Y +(8-2Y —2)- 4" —14-(4-2Y —=2)+6-27 - (8Y — 1))

2°.(3-2Y — 1) (18- 4%8Y — 14).
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Anschlieend subtrahiere ich mit 27 - (12-2¥ —4) - 47 =27 .(3-2Y — 1) - (4 - 4*) und durch
27 . ((60-2¥ — 30) - 4°8Y — (4-2¥ —2) 4" — 14 (4-2Y —2) + 627 (8¥ — 1))
> 9% (3.2V 1) (18- 4%8Y — 4. 4% — 14)

ist das erklarte Ziel schon langsam vom Hochmast erkennbar. Auf der rechten Seite fehlt noch der Term
—2-(18-478Y — 4 .47 — 14), dessen Addition die gewiinschten Ausdriicke

(27-(3-2Y—=1)—2) - (18-4"8Y —4-4% — 14)
auf der rechten und
2. (4.2Y —2) - (15-478Y — 4% — 14) 4+ 6 -4 - (8Y — 1) — 2 (18 - 478Y — 4 - 4% — 14)
=2%.(4-2Y—2)-(15-4"8Y — 4% —14) — 2- (15 - 4"8Y — 4" — 14)
=(27-(4-2Y—-2)—2)-(15-4%8Y — 4" — 14)

auf der linken Seite ergibt. Hieraus folgt schliellich die Abschétzung d. 1. O



APPENDIX G

GRUPPENERWEITERUNGEN

In diesem Anhangskapitel wird ein Beweis von Lemma 2.12 demonstriert. Die Voraussetzungen und

das Resultat werden im folgenden Abschnitt dargelegt.

Gruppenerweiterungen mit Schnittbedingung. — Es seien X > Y und G > H FErweiterungen
abelscher p-Gruppen mit nichttrivialen elementarabelschen Quotienten X/Y = Z und G/H = I. Die

Gruppen X und Y erlauben eine gemeinsame Zerlegung
X=YxZ uwd Y=Yxp-Z mit Z=2zi"%
Des Weiteren benutze ich folgende Notationen.

(i) Es seien g; = dim G[p‘]/G[p*~'] und h; = dim H[p]/H[p'~!] die p'-Riénge von G und H sowie
$; = g; — h; ihre Differenz. Des Weiteren sei r = s + ...+ s, = dim G/H.

(ii) Mit vV = {y € Y : p-y € V} sei die maximale Hiille in Y, in welcher sich V elementarabelsch
erweitern lisst, gekennzeichnet. AuBerdem sei d; = dim vV [p’]/(vVV[p*~'], V[p']) die Differenz der
p'-Rénge von vV und V.

(iii) Entsprechend sei mit vV’ = {y € X : p-y € V} die maximale Hiille in X gekennzeichnet und

d? = dim V" [p]/(VV [p" 1], VIp]).

Fiir eine zu H isomorphe Gruppe V <Y bezeichne
Us={U<X:UNY =V, Ux~G}
die Menge aller gesuchten Untergruppen und
(V,G) = Ul = {U < X :UNY =V, U~ G}

ihre Anzahl. Dann ergeben sich folgende Formeln fiir ¢(V, G).

Lemma G.1. — (a) Im Fallv =1 gelten X =Y X Z und

.6 = vl vy - IO =] I I 0 -

i=1 Si P i=2j=2 k=0
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(b) Im Fallv > 1 gilt

.6 = vl Vi [ TIT T - o

P i=2j=2 k=0

1 I B R | e
. . — : s ,
(ta, o) i=2 ti b Lsimtidy g % —p5 pt T
wobei die Summe tber alle Tupel (ta,...,te) mit 0 < t; < s; lauft.
Erzeugendensysteme. — In diesem Abschnitt werden Gruppen U = (S, V) untersucht, welche {iber

V durch ein System S von Elementen aus der Hiille vV ° erzeugt werden. Solche Systeme fithren zu

direkten Produkten U = (S) x W mit W <V =p- (S) x W.

Bemerkung G.2. — FEs seien E1, ..., E, minimale Erzeugendensysteme mit der Eigenschaft
VV I = (B, VYV [ VD).
Dann hat die von E = E1 U ...UE, erzeugte Gruppe (E) ein Komplement in Wo und es gilt

VV 2 (B) x VV (E) ~ (By) x ...x (B) x VV /() mit  (E;) ~ 2z,

Beweis. — Zunéchst zeige ich, dass die Erzeugendensysteme zu direkten Produkten fithren und starte
mit dem Nachweis der Isomorphie zwischen (E;) und Z;,’f mit e; = |E;|. Offensichtlich besteht F; nur aus

Elementen der Ordnung p’. Sind us,...,u., die Elemente von Ej, so ist
e
Z;f = (Ey), (a1,...,0e,) Zaj " Uj
j=1
ein surjektiver Homomorphismus. Ich nehme an, es gebe eine Kombination
u:Zaj~uj:0 mit 1§aj§pi.

Es sei m < ¢ das Supremum aller natiirlichen Zahlen n € N mit p” | a;. Dann haben die Koeffizienten

der Kombination u die Gestalt a; = p™b; und

yzpfm-u:ij-uj € (E;)
j=1
ist in der Torsionsgruppe vV ° [p™] enthalten. Des Weiteren ist y linear unabhéngig im F,-Vektorraum
VV IV [pi—1], V[p]), da mindestens ein Koeffizient b; zu p teilerfremd ist und die Restklassen von
Ui, ..., Ue, eine Basis bilden. Somit hat y Ordnung p’. Das zeigt i < m und a; = p’ fir 1 < j < e;.
Hieraus folgt

(B = [[ () ~ 2.

j=1
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Insbesondere ist jedes Element in (E;) ein Vielfaches a - u eines Elements u € (E;) \ (vV"[pi~1], V[p'])
der Ordnung p’. Nun zeige ich entsprechend, dass die kanonische Abbildung

(E)) % ... x (E.) — (B4, ..., E.)

ein Isomorphismus ist. Eine Kombination Y ;_; x; = 0 von z; € (E;) sei im Kern enthalten. Dann gibt
es Elemente u; € (E;) \ <\/VO [pi=1], V[p]) der Ordnung p’ und ganze Zahlen 0 < a; < p* mit x; = a; - u;,
sodass die Relation Ele a; - u; = 0 erfiillt ist. Es ist a; = 0 fiir 1 < ¢ < e zu zeigen. Dazu nehme ich
an, es gebe mindestens ein Index i mit a; # 0. Das Supremum m aller natiirlichen Zahlen n € N mit
der Eigenschaft p™ | a; fiir 1 < i < e ist dann endlich und es gibt einen maximalen Index 1 < k < e mit
p™ || ax. Auf Grund der Voraussetzung a < p* ist die Relation zwischen diesen beiden Zahlen m < k.

Die Koeflizienten a; kénnen in der Form a; = pb; angeben werden und ich betrachte nun die folgenden

Elemente
;C:Zbi-ui:y—i—z mit y:Zbi-ui und z:Zbi~ui,
i=1 i<k i>k
welche von (Ey,..., E.) erzeugt und somit in der elementarabelschen Hiille VV° enthalten sind. Auf

Grund der Identitét p™ - & = 0 ist 2 Element der Torsionsgruppe vV’ ° [p™]. Die Ordnung von y ist exakt
p*, da y wegen der Relationen p 1 by, und

y:bk~uk+2bi-ui ebk~uk—|—\/‘70[pk_1]
i<k
linear unabhangig im IF,- Vektorraum VV° [pk]/<\/V° [p*~1], V[p*]) ist. Auf Grund der Ungleichung m < k
gilt z=2—yeVV ° [p*]. Des Weiteren ist z auch in V enthalten. Denn k ist das Maximum der Indizes
1 <4 <emit pfa; und somit folgen p | b; und b; - u; € V fiir ¢ > k. Folglich ist auch

J,‘:y—&-zey—l—V[pk]

linear unabhingig im F,-Vektorraum vV’ °[P*1/(VV " [p*1], V[p¥]) und als ein solches Element von der
Ordnung p*. Dies steht im Widerspruch zu = € vV ° [p™] und es folgt a; =0 fiir 1 <7 <e.

Als Letztes ist die Existenz eines Komplements nachzuweisen. Dazu zeige ich, dass £ = F; U...UE,
zu einem minimalen Erzeugendensystem von vV’ ¢ erginzt werden kann. Es sei F' = {z1,...,zs} ein
Erzeugendensystem von vV und u € E; von der Gestalt S aj-x. Esseiv die Teilsumme Y a;-z; iiber
alle Indizes j mit p | a; und w die Teilsumme 3" a;-2; der restlichen Indizes mit ((z;) : 1) < p* = ((u) : 1)
und z der Restsummand, d.h. es gilt u = 2 + v + w. Folglich besteht x nur aus Summanden a; - z; mit
({(zj) : 1) = p’ und p 1 a;. Diese Summe ist nicht leer, denn es sind v in V und w in VV'[p=1] enthalten
und es folgt u =z + (VV [pi=1], V[p']). Dau € E; in VvV [pi]/(VV [p=1], V[p']) linear unabhiingig ist,
trifft dies auch auf z zu. Folglich kann ich irgendeinen Summanden z; € F' von z durch das Element
u € E; ersetzen und F bleibt nach diesem Tausch ein Erzeugendensystem von vV’ °. Durch sukzessives
Fortfahren kann eine Teilmenge von F durch E ausgetauscht werden und es folgt die Existenz eines

Komplements zu (E). O
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Korollar G.3. — Es scien S; C V' [p] linear unabhingige Systeme iiber (V' [pi=1], V[p']), d.h. es
gilt || = dim(S;, VvV [p=], VIpi]) ) (WV [pY), VIp]). Dann gilt fiir die von S = Sy U...U S, iiber V

erzeugte Gruppe
(S, V) = (S1) x ... x (Se) x V/(p-(S))  mit  (Si) = Z.

Beweis. — Die Systeme S; kénnen zu einem Erzeugendensystem E; von vV [p']/(VV' [pi=1], V[p])

ergdnzt werden und besitzen somit nach Bemerkung G.2 die Eigenschaft
VV = (S1) x o x (S x VVT/S) mit (S~ 25

Nach Schnittbildung mit der Gruppe (S, V') erhalte ich die gewiinschte Zerlegung in ein direktes Produkt.
Denn fiir Gruppen A > B > C mit A = C x D ist mit dem Element b = (¢,d) € B auch das Element
b—(c,0) = (0,d) € (B,C) = B enthalten und folglich ist D N B ein Komplement von C' in B. Somit gilt

(S,V) = (S1) x ... x (Se) x (S,VI/(S)  mit  (Si) =~ Z5.

Nun ist noch der Nachweis zu erbringen, dass das Komplement auch als Untergruppe von V zu real-
isieren ist. Komponentenweise gilt (S;) NY = p - (S;), da sonst die lineare Unabhéngigkeit von S; in

VVCp' (V. [p=1], V[p']) verletzt wiire. Somit folgen

(S)NV =p-(S)
und
(S, V)/(S) =V/(VN(S)) =V/(p-(S))
Somit besitzen (S, V) und V einen gemeinsamen direkten Faktor. O
Gruppenerweiterungen ohne Schnittbedingung. — In der néchsten Bemerkung gebe ich einen

Uberblick iiber die Gesamtheit der zu G isomorphen Erweiterungen U von V innerhalb der elementara-

belsche Hiille vV °
Bemerkung G.4. — Fir die zu G isomorphen Gruppen U mit V < U < VV° gilt folgende Charakter-
1S1eTUNg.

(a) Es seien U isomorph zu G mit V < U < VV° und S; minimale Erzeugendensysteme mit der
Eigenschaft Ulp'] = (S;, U[p*~Y], V[p']). Dann gilt U = (Si,...,S.,V) und die Systeme S; haben

die Linge und Dimension
18] = s: = dim(S;, vV [p 1, V') /(VV [0, VP,
(b) Es seien S; C V' [p!] Systeme der Linge und Dimension
18] = s: = dim(S;, vV [p 1, V') /(VV [T, VP,

Dann ist die von den Systemen S; tber V erzeugte Gruppe U = (S1,...,Se, V) isomorph zu G mit
VU<V,
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Beweis. — (a) Selbstverstandlich wird U von S = S U...US, iiber V erzeugt, denn jedes Element von
U ist in einer der Torsionsgruppen U [p’] enthalten. Die Linge der Systeme S; ergibt sich aus

|Si = dim Up']/(U[p'™"], VI[p']) = dim G[p')/Glp'™"] — dim H[p']/H[p'™"] = g; — hi = s:.
Des Weiteren ergibt sich aus der Inklusion U < vV ° die kanonische Einbettung
(c.4.1) Ul /(U V) = YV )V V)

Hieraus folgt s; = dim(S;, vV" [p"" '], V[p'])/(VV' [p' 1], VIp']).
(b) Die Eigenschaft V < U < V' ° ergibt sich aus der Konstruktion von U = (S, V). Vermoge der

exakten Sequenz
1= H[p'|/H[p' ] = V'V = U /UR™ = U]/ UL V] =1

hat U die p*-Ringe dim U[p']/U[p*~!] = h; + s; = g; = dim G[p’]/G[p*~!]. Somit besitzt U die gleichen

Elementarteiler wie G und ist daher zu G isomorph. O

Bemerkung G.5. — Fiir die Anzahl der zu G isomorphen Gruppen U mit V < U < VV° gilt

HU<VV' :V <U~G}| :ﬁ{di’] _ ((Wo[p“] : V[p“])) -

P —
i=1LSi Hj:lp"

Beweis. — Nach Bemerkung G.4 werden die gesuchten Gruppen U von den Systemen S; € vV ¢ [p']
der Lange und Dimension |S;| = s; = dim(S;, Nia [p=1, V[pﬂ}/(\/Vo [P, V[p']) erzeugt. Gemif der
Einbettung G.4.1 sind die Riume (U[p’], VV© []3i*1]>/<\ﬁo [pi~1], V[p']) Invarianten der Gruppe U und
somit unabhéngig von der Auswahl der Erzeugendensysteme S;. Fiir die Wahl eines s;-dimensionalen

Raum W; in VV* [p']/(VV ° [p"~1], V[p']) als Invariante stehen dazu

dim\/VOLP”]/<W°[p“],V£p”]>} _ [ds}
S P Sidp
Moglichkeiten offen. Fiir eine fest gewédhlte Basis [y;1], ..., [yis;] von Restklassen gibt es dann modulo

Vielfacher aus V' genau
(VL VI) VIR = (VY V)

Optionen, Vertreter y;1, ..., yis, der Klassen auszuwéhlen. Die von den Systemen S; = {y1, ..., ¥is, } Uiber
V erzeugte Gruppe U = (S, V) mit S = S;U...US, ist isomorph zu G und erfiillt die Inklusionskette V' <
U < /V'. Hier fithren genau die Systeme S und S zu der gleiche Gruppe U = (S, V) = (S, V), wenn sich
die Vertreter y;; und §;; nur durch Elemente aus (S1,...,5;,-1,V) = (5’1, e, 5'2-,1, V') unterscheiden. Da
Elemente aus V bereits bei der Auswahl der Reprasentanten ignoriert wurde, ist die Zahl der gefundenen

Erzeugendensysteme S; noch durch
((S1y. ., S, V) s VP )% = ((S1y. .., Sic1) : (S1, ..., Sis) NV [pP™1])% = plsittsizu)si

zu teilen. Die letzte Gleichung folgt auf Grund von (S;) NV = p - (S;) geméf der Basiseigenschaft der
Systeme S; und (Si,...,S;—1) = (S1) X ... X (S;_1). O
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Gruppenerweiterungen mit Schnittbedingung. — Im folgenden Abschnitt werden die zu G iso-
morphen Erweiterungen U von V' mit der zusétzlichen Schnittbedingung UNY = V strukturell untersucht

und gezahlt. Die Gesamtheit dieser Gruppen U ist wie bekannt mit
Us ={UCX:UNY =V, U~G}={UcCVV :UNY =V, U~G}

gekennzeichnet. Letztere Gleichung folgt hierbei aus p- X < Y. Nach dem vorhergehenden Abschnitt
konnen die zu G isomorphen Erweiterungen U = (S1,...,S., V) von V innerhalb der elementarabelschen
Hiille v/V° durch Erzeugendensysteme S; C V' [p'] der Linge und Dimension s; konstruiert werden.
Die naheliegende Intuition, dass die Schnittbedingung U N'Y = V équivalent zu S; € VV* [p°]/VV[p']

sein miisste, belege ich mit der folgenden Bemerkung.

Bemerkung G.6. — Fir die Gruppen U € Ug gilt die folgende Charakterisierung.

(a) Fiir eine Gruppe U € Ug seien S; C V' [p'] minimale Erzeugendensysteme mit der Eigenschaft
Ulp'] = (S5, Ulp' '], VIp)). Dann gilt S; C VV"[p'] \ VV[p').
(b) Es seien S; C VV' [p'] \ VV[p'] Systeme der Linge und Dimension

1Si] = 85 = dim(S;, VV_ [, V) (VV [P, VD).

Dann gilt U € Ug fiir U = (S1,...,8.,V).

Beweis. — (a) Fiir ein Element y € S; N /V[p] folgte (V,y) < UNY = V und daher y € V im
Widerspruch zur Minimalitit von S;.

(b) Es sei U = (S1,...,S5c, V). Dann ergibt sich aus Bemerkung G.4 die Isomorphie U ~ G und es
gilt offensichtlich U N'Y > V. Des Weiteren ist U nach Korollar G.3 isomorph zum direkten Produkt

U=~ (S1) X...x{Se) xV/(p-(S1,...,5)) mit (Si) = Z3i.

Folglich ist die gewiinschte Inklusion U NY < V schon via (z) NY <V fir « € §; iiberpriifbar. Es sei
also x € S; beliebig vorgegeben. Definitionsgemifl sind 2 in X \ Y und p- 2 in V enthalten. Hieraus folgt

(&)yNY =(p-2) <V
und somit zusammenfassend U NY = V. O

Ein naiver Ansatz, die Erzeugendensystem S; aus den Raumen vV~ [p']/(VV ° [p*~1], VV[p']) zu gewin-

nen, ist zum Scheitern verurteilt. Beispielsweise gilt
VI = (VV VYD)

im Fall X =Y x Z und ¢ > 2. Abhilfe dieser Problematik kann aus folgender Unterteilung der Systeme
S; =T; US; \ T; gewonnen werden.

Bemerkung G.7. — Fiir die Gruppen U € Ug gilt die folgende Charakterisierung.
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(a) Fir U € Ug gibt es Erzeugendensysteme S; C VV° [p] \ VV[p!] der Linge s; mit der Eigenschaft
Ulp'] = (S;,U[p"=Y], V[p']) und ein Teilsystem T; = S; N (v/V' [p"=],V/V[p']) der Linge und Di-

T3] = dim(T;, VV' [0, V') /(VV [0, VIp)
und
1Si\ T3] = dim{S; \ T3, VV [p VYV ) (VY [0 VY],

(b) Es seien S; C V' [p'] \ VV[p'] Systeme der Linge s; mit den jeweiligen Teilsystemen T, = S; N
WV° "), VV[p']) der Linge und Dimension

T3] = dim(T;, vV [p =, VI / (VY [, VD))
und
[9:\ T3] = dim(S; \ To, VV" [ =], VI /(VV ] VY )
Dann gilt U € Ug fiir U = (Sy,...,S., V).

Beweis. — (a) Es seien T; € (V/V' [p~1], vV [p]) ein Repriisentantensystem einer Basis des Kerns der
surjektiven Abbildung

¥ Ui = U /(U] VIR — U/ (U 0 (V7 7, vV ) )

und S; D T; ein zu einer Basis von U; erganztes System. Dann hat S; nach Bemerkung G.4 die Lange und
Dimension s; und nach Bemerkung G.6 gilt S; C vV [p']\ VV[p']. Auf Grund von U[pi=1] < vV [pi~!]

folgt aus dem Isomorphiesatz
T = dim(T;, U™, V') /U VI = dim T VY L VI VY L V).
Offensichtlich ist .S; \ T; eine Basis des Bildes 1(U;) und es gilt wiederum nach dem Isomorphiesatz
15\ T3] = dim{S; \ T2, VV o' L VY /(VV 0] VY ).

(b) Es sei U = (S1,...,S., V). Dann erfiillt U nach Bemerkung G.6 die gewiinschte Schnittbedingung
UNY = V. Fiir die [somorphie von U mit G ist nach Bemerkung G.4 lediglich zu zeigen, dass S; die

Dimension
s; = dim (S, VV [ L VIR VY I VD)
besitzt. Dies folgt direkt aus der Dimensionsformel der linearen Abbildung

(Si, VV I VIR D/ WV I VD) = (Si VY [ VY VY Y VYR,

fiir welche voraussetzungsgeméf |T;| die Dimension des Kerns und |S; \ T;| jene des Bilds angibt. O
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Bemerkung G.8. — FEs seien U € Ug mit den FErzeugendensystemen S; 2 T; von der in Bemerkung
G.7 beschriebenen Form und t; = |T;|. Dann betragt die Anzahl solcher geordneten Systeme Si,...,Se

modulo Vielfacher aus V' genau

ﬁ (tﬁl(pti 7pk)> ) (Siﬁ_l(psiti 7pk)) ) (pti.(srti) . ﬁpsf'si)
=1 k=0 k=0 e

Beweis. — Nach Bemerkung G.7 setzen sich die Systeme S; mit U[p'] = (S;, U[p'~1], V[p]) aus einem

Reprasentantensystem T; einer Basis des t;-dimensionalen Raums
A = U N (VV L VY /(U VDY)
und einem Représentantensystem S; \ T; einer Basis des (s; — t;)-dimensionalen Raums

B; = Ul /U n (VV [P, VVIpi])

zusammen. Die Wahlmdglichkeiten fiir eine geordnete Basis ([zi1], ..., [z4,]) von A; betrégt
ti—1
IT (4l =) = 0" = 1) (" = p" ).
k=0

Die Représentantenanzahl einer Restklasse [z;;] modulo Vielfacher aus V' betrégt dann
(UL VD VD) = O] : V™) = (G Hp ') = [ [ o™
j=1

Insgesamt stehen also zur Wahl des geordneten Systems T; genau

t;—1 i—1 ti—1 i—1
(6-6.1) [To = I1e~ = (IT0" =2") - TLo"

k=0 Jj=1 k=0 j=1
Méglichkeiten zur Verfiigung. Entsprechend ist die Anzahl aller geordneten Basen ([x;(,+1)], .- -, [T4s,])
von B; durch

Si—ti—l
[T (Bl=p) =@ =1t =)
k=0

und die Anzahl der moglichen Représentanten von [z;;] modulo Vielfacher aus V' durch

(U TN WV VD) < VIPD) = p - (U V) = B ]:[ P

j=1

gegeben. Zusammengefasst betragt die Zahl der moglichen Ergénzungen eines Systems T; zu S; genau

it s siti~l izl Si—1;
(G.8.2) H (psi*ti 7pk) .pti . Hpsj = ( H (psi*ti 7pk)) . (pti . Hpsj) )
k=0 j=1 k=0 j=1
In Kombination ergibt sich nun die Behauptung aus G.8.1 und G.8.2. O

Fiir die Zahlung der Systeme T; C S; erweist sich folgende strukturelle Untersuchung als hilfreich.
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Bemerkung G.9. — Es sei T = {z1,...,2:} C vV [p'] \ VV[p'] ein System der Linge t mit der
Eigenschaft T C (VV [p"='],v/V[p']). Des Weiteren seien y; € VV[p'] und z; € VV [p=Y die Sum-
i-1]

manden von x; = yj+z;. Dann ist T genau dann linear unabhdngig in VVIIR VWV [p Vp']), wenn

{yr, ..yt in VYV (NVIp= 1, VI[pY) und {z1, ..., 2} in VV° [p*~/VV[p'~1] linear unabhingig sind.

Beweis. — Zuniichst nehme ich an, T sei linear unabhiingig in vV [p']/(VV " [pi~1], V[p']). Es scien a;
ganze Zahlen mit Y a; - y; € (VV[p'~'],V[p']). Dann ist 3 a; - x; in (VV°[p"=1], V[p']) enthalten und
es folgt p | a; aus der linearen Unabhéngigkeit von T'. Somit ist {y1,...,%:} linear unabhéngig. Sind a;
ganze Zahlen mit 3" a;-z; € VV[p'~1], so folgt = 3" a;-z; € VV[p']. Nach Korollar G.3 gilt (T") ~ Z,;
und auf Grund T' C \/Vo[ I\ VV[p] folgt (T)NY = p-(T). Somit ist = als Element von Y in p - (T)
enthalten und es gilt p | a;. Hieraus ergibt sich die lineare Unabhéngigkeit von {z1,...,2}.

Es seien nun umgekehrt {y1,...,y:} und {z1,..., 2} in den jeweils beschrieben Rdumen linear un-
abhéngig. Fiir eine Kombination ) a;-z; € (\/VO [P, V[p]) ist Y aj-y; in (VV[p'~],V[p']) enthalten.

Hieraus folgt wie gewilinscht p | a; und somit die lineare Unabhéngigkeit von 7. O

Bemerkung G.10. — Fir die Anzahl der Gruppen U € Ug gilt

e 2 1 ;0
e(V,G) = Ug| = Z H{ j= 1d]

(t1,te) i=1 ti

B e Tt -

~ [df - di] . <<<W°Lp“1,mpi1> : v[pi]))”‘“
si— pti 'H;-;ll P ,

wobei die Summe tiber die Tupel (t1,...,t.) mit 0 <t; < s; lauft.

Beweis. — Die Dimension t; des Unterraums

(Ul N WV VY I)) AU T VIR < U0 L VIRY)

ist eine Invariante von U € Ug und nach dieser méchte ich im Folgenden zéhlen. Dazu seien ¢4, ..., %,
mit 0 < t; < s; vorgegeben und gesucht sind die geordneten Erzeugendensysteme T; der Lange ¢; und

S; 2 T; der Lange s; mit den wie folgt gelisteten Eigenschaften gemaf Bemerkung G.7 (b).

(i) Es gilt 5; € VV ']\ VVIp).
(i) Es gilt 7, € (VV" o] VYD)
(i) Bs gilt T3] = t; = dina(T3, vV [p' 1, V) /VV [, VD))
(iv) Es gilt [Si\ Ti| = s; — t; = dim(S; \ T, VV [ ], VV [ (VY [, vV ).

Fiir die Zahlung der moglichen Systeme S; zum Index ¢ gehe ich davon aus, dass S1,...,.5;-1 schon
bereits gewihlt sind. Nach Bemerkung G.9 setzt sich T; = {x;1, ..., 2, } aus jeweils linear unabhéngigen
Systemen {y;1, . ..,y } aus VV[pi]/(VV[p' 2], V[pi]) und {21, . . ., i, } aus V'V [pi=1]/v/V[p' 1] zusam-
men. Im Folgenden werde ich also die Paare ((yi1,-..,¥it;), (i1, - -, 2it;)) geordneter Systeme modulo
Vielfacher aus V' zéhlen und anschlieflend die Anzahl der sich aus diesen Paaren ergebenen geordneten

Systemen T; = (251, ..., %, ) Mit x;; = y;; + 2;; ermitteln.
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Fiir die Wahl eines linear unabhingigen Systems ([yi],. .., [vi,]) in VV[p']/(VV[p'~'], V[p']) der

Lange t; stehen

ti—1 -
1T ((\/V[pi] (VYT VD) *p’“) =" =) (ph —phh) = [dz] JI @' -2

k=0 tidp 2o
Moglichkeiten offen. Die Anzahl der wihlbaren Représentanten y;1,...,y;:, modulo Vielfacher aus V'
betragt dabei
(VVI L VD) VI = (VI VI )

Fiir die Wahl eines linear unabhiingigen Systems ([z;1], . .., [z:,]) im Raum V' [pi=1]/v/V[pi—1] ist die
Einschréankung zu beachten, dass keine Kombination bereits in Sq U ... U S;_1 € V'V ° [p*~1] gewihlter
Elemente verwendet werden darf, weil sonst die Schnittbedingung U N'Y = V verletzt wire. Folglich ist
aus dem Raum vV [pi=1]/(vV[p'~1], 51, ..., 5;_1) zu wihlen und fiir das System ([z:1], ..., [2i,]) stehen

somit genau

kljo ((\/V [pi_El_ll f[ﬁi_l]) _pk) _ l:Z;:l d?t: dj — SJ} . 1:[ (" —p")

Moglichkeiten zur Wahl. Die Anzahl der Représentanten z;1, ..., z;, modulo Vielfacher aus V' betrégt

P k=0

(V810 S1a) V) = WV v [Tt

Folglich gibt es also

Zg—l & —d — s ti—1 _ _ i—1
(G.10.1) =t ]] : ( 1" - - o —p’“)) WV VTP T e

ti P k=0 j=1
verschiedene Paare ((yi1,-..,Yit; ), (21, - - ., zit,)) modulo Vielfacher aus V. Die zusammengesetzten Sys-
teme (241, ..., T, ) Mit ;; = y;;1+2;; sind allerdings nicht allesamt verschieden. Zwei zusammengesetzte

Systeme (x;;) und (Z;;) sind genau dann gleich, wenn z;; = Z;; baw. y;; — §;; = Zij — 2;; gilt. Dies ist
ein Element aus vV [p'] NV ° [p"~'] = VV[p*~']. Somit fithren also von den in G.10.1 gezéhlten Paaren
genau (VV[p'~'] : V[p'~'])% zu einem gleichen zusammengesetzten geordneten System Tj. Insgesamt

belduft sich die Anzahl der geordneten Systeme T; also auf
Sl de —d;—s; it _ . e
(6.10.2) = g PV (TT0% =0 0 =) - (VI VI [T
g p k=0 j=1

Der von S; \ T, aufgespannte Unterraum W; = (U[p'], V'V [p'~ ], VV[p'])/(VV " [p'~1], VV[p]) von
W= VvV [pl]/(\/vo [p"~1],vV/V[p']) der Dimension s; — t; ist eine Invariante der Gruppe U € Ug. Die

Dimension von W ergibt sich vermdége
1= VVi/ (VY VY = VV i/ VYV V) = VY ) VY VYY) 1

durch df — d; und folglich stehen fiir die Auswahl der Invariante W; < W genau

o
si—ti Ip
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Mboglichkeiten offen. Die Anzahl der méglichen geordneten Basen ([, 41)],- - -, [Tis,]) von Wj ist dann
df —d. si—t;i—1 L
[ 1} o
S; — ti D k=0
und fiir die Wahl der Représentanten (s, 1), - - -, Tis; modulo Vielfacher aus V' stehen exakt

VIV VI

Optionen zur Verfiigung. Insgesamt ist der Anzahl der wéhlbaren Systeme S; \ 7; mit der vorgegebenen

Lange s; — t; genau

(6.10.3) {d?_t} ( ﬁ P =) (WY V) s V)

Sind also die Invarianten tq,...,t. gewéahlt, so ergibt sich fiir die Anzahl der moglichen Erzeugenden-
systeme T; C S; mit den Eigenschaften (i)-(iv) modulo Vielfacher aus V' mit den Formeln G.10.2 und
G.10.3 insgesamt

A —d;] [y ds—di—s;
(G.10.4) [Si_tjp.{ , L
(ti_f(pdi R (ot 7pk)) (VY HpS] .
k=0
BIRG = ") - (VI VYR VP
k=0

Zum Schluf} ist noch durch die in Bemerkung G.8 ermittelte Zahl von Erzeugendensysteme zu teilen,

welche zu einer gleichen Gruppe fiihren und es ergibt sich

© d° —d; Ao —dj — s
(G.105) H |: 7 :l . |:Z] 1% S]:l
D ti p

i=1 Si — t;

t;—1

(IO = #h) - (V1 v ptte) Hp—% (st
k=0

. (<\/‘70[pz—1]’\/‘7[pz]> . V[pi])si’_ti.

Hieraus folgt die behauptete Formel. O

Gruppenindizes. — Bevor nun die in Lemma G.1 behaupteten Formeln nachgewiesen werden kénnen

sind die in Bemerkung G.10 auftauchenden Gruppenindizes auszurechnen.

Bemerkung G.11. — Fir 1 <i <e gilt die Gruppenindexformel

(VVIP'L V™) : VIR = VYV VIp') Hp
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Beweis. — Der erste Gleichung ergibt sich aus dem Isomorphiesatz vermoge vV [p'] N V[p't!] = V[p'].
Die zweite Gleichung ist fiir i = 1 giiltig, denn definitionsgema8 ist d; = dim vV [p!]/(vV[p'~'], V[p])
und somit d; = dim vV [p]/V[p]. Mit der ersten Gleichung ergibt sich vermoge

VVIPT: V'] = VYV (VYL VD) - (VYD V) sV Hp
eine Induktionsgleichung fiir ¢ > 1. O

Bemerkung G.12. — Fir 1 <i < e gilt die Gruppenindexformel

(VV DL VY )  VIpt) = plie Hp

Beweis. — Diese Formel folgt aus der Zerlegung

WV LNV V) = (VP VTV VI - (V7] V)
VWV ] VYY) - (WYY - Vpith).

Der letzte Faktor hat nach Bemerkung G.11 den Wert

+1

(\/V[szrl z+1 Hp

Der erste Faktor 148t sich induktiv vermoge
VWV ] VVI]) = VYV ] s (VY VYR - (VY VYR - VVRY)
= pB (VY V) = ﬁpd?-dj
j=1

berechnen. Hieraus folgt die Behauptung. O
Beweis von Lemma G.1. — Aus Bemerkung G.10 ergibt sich mit den obigen Berechnungen der
Gruppenindizes

ZH

(tlv ot )

L . . i—1 d° s;—t;

ST A —d; — s 4 — d; b ot (T

(1) elt) = | =71 T (TTe =) (D) (e '
t; p Lsi—tilp il j=1 p - Hj:lp J

Wie an Hand des ersten Faktors festgestellt werden kann, liefert nur ¢; = 0 einen nichtverschwindenden

Wert fiir ¢(¢;). Hieraus folgt

Z H c(ty)-

P (ta,....te) i=2

4 —d ¢
c(V,G)ZpSl'dl-{ ' 1} :

S1
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Fiir ¢ > 2 erweist sich die Ersetzung

i—1 d; si=ti i—1 d; do—d;\ St
(hpda‘)ti. p4HJ 1pi = (hpsi'da'). p "szlp ’
A 1 R R
ptl : H;:l psg j=1 bi H;:l p5]

j=1

als relevant und folglich ist ¢(¢;) fiir ¢ > 2 identisch mit

i—1 i—1 ti—1 di | TTi—1,do—d;\ St
si-dj 2 dj —dj — s; d; —d; ' . ph - I= %

(||pld1)[ =t T (I =) - | L :
j=1 ti P P p"Hj_l

8; —t; k=0

Nach der Ausklammerung sdmtlicher von ¢; unabhéngigen Faktoren und der Zusammenfassung der zu d;

gehorenden Faktoren s; - dy zu r - dy gilt also

v - L

P i=2j=2
o si—t4
e j lldz) Sj d?*d1 it d: k pdi HJ 1pd]_d
Z H - O -
P S; —1t; dp k=0 pl'szlp]

AbschlieBend ersetze ich den Faktor p™ = (v/V[p] : V[p]) durch (Y[p] : V[p]), ziehe ein Produkt iiber k

vor die Summe und erhalte

e 1—1s;—1
(1) (V,G) = <Ym:vmy-[ ] T I 7% o - o
p 2 k=0

1=2 j=

—d; — s, o —dil i di TT2Y p%i—ds
o e e =
’L p

(f2,. te) i=2 si—tidp p, PP TP ph - [T p%

(a) In diesem Fall ist X =Y x Z. Dann erfiillt die elementarabelsche Hiille v/V/ ° von V die Identitit
VV° = (V/V, Z) und es gilt fiir ihre p’-Torsionsfaktorriume

(VVIpl, Z)/Vp) i=1

RV =
VVIPT/(VVIPL VIR Q> 2.

Fiir ihre Dimension ergibt sich also

Wie an Hand des zweiten Faktors in I iiberpriifbar ist c(¢;) fiir ¢ > 2 hochstens im Fall ¢; = s; nichtver-
schwindend und die Formel IT kann somit zu

e 1—1s;—

o(V,G) = (Vi V)" [dlmz} TITLII - H[

P =2 j=2 k=0 =2 Si p

dim Z — ZJ 1sj

vereinfacht werden.
(b) Fiir diesen Fall ist die Formel fiir ¢(V, G) bereits wie behauptet aufgestellt und es ist nur noch
d$ = dy zu beachten. Dies ergibt sich auf Grund von v > 1 aus V'V [p] = vV ). O
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Ein alternativer Beweis von Lemma G.1 im Fall X =Y x Z. — Dieser Beweis ist auch ohne die
Resultate aus dem Abschnitt Gruppenerweiterungen mit Schnittbedingung funktionstiichtig und sei hier
um seiner selbst willen angefiigt. Es sei also X = Y x Z. Dann hat die elementarabelsche Hiille vV °
von V die Identitit vV~ = (v/V, Z) und es gilt fiir ihre p’-Torsionsfaktorraume

(VVipl, Z)/Vp] i=1
VVIR/ (VYL V) i > 2.

VV I /WVY I, VDY) =

Nach Bemerkung G.4 wird eine Gruppe U € Ug von Systemen S; C V'V ° [p'] der Linge und Dimension
s; = dimvVV"° [pﬂ/(\/vo [p"~1], V[p']) erzeugt. Fiir die Elemente z;; von S; ergibt sich die Komponenten-
zerlegung x;; = (yij, 2;;) mit y;; € \/V[pl] und z; € Z. Die Z-Komponenten sind linear unabhéngig
iiber F,. Um dies zu demonstrieren, nehme ich an, es bestiinde eine lineare Abhéngigkeit der Gestalt
> a;j - zi; = 0 mit ganzen Zahlen a;;. Dann ist * = ) a;; - x;; ein Element aus Y und es gilt V =
UNY > (z,V). Dies ist nur méglich, wenn z in V' enthalten ist und somit alle Koeffizienten a;; durch
p teilbar sind. Somit erzeugen die Familien {z;1, ..., 2;s, } jeweils s;-dimensionale Unterrdume W; in Z,
deren direkte Summe W = W1 @...®W, die Dimension r = dim G/ H besitzt. Dabei sind die Unterrdume
Wi@...®@W; fir 1 <i < e die Projektionen der Untergruppen U [p‘] auf Z und somit invariant unter der
Auswahl der Erzeugendensysteme S; U ... U S;. Denn fiir u aus U[p’] gibt es ganze Zahlen 1 < ay; < p
und ein Element v € V mit

i

i Sk e Sk
k—i .
w=> > ap-aw+ Y, P e an+v=(y,2) mit 2= > au-zu.

k=11=1 k=i+1 k=11=1

Somit sind die Z-Komponenten von W; nur eindeutig modulo W7 U ... U W;_;. Des Weiteren ist es
eine einfache ["Jbelrlegung7 dass unter samtlichen Gruppen U € Ug, sofern es iiberhaupt eine gibt, jede

Projektionen W = W7 @ ... ® W, auf Z moglich ist, sodass U[p’] auf W1 @ ... & W; projiziert wird. Dies

ist beispielsweise durch manuellen Austausch der Z-Komponenten ersichtlich. Folglich gibt es genau

dim Z dim Z — s dmZ —s1 — ... —Se1
(a.1) .
P P

S S92 Se p

solcher geordneten Projektionen W = W7 @ ... @ W, auf Z. Dabei steht der erste Faktor fiir die Anzahl
der s;-dimensionalen Radume W; in Z, der zweite fiir die so-dimensionalen Rdume [Ws] in Z/W; und so
weiter.

Nun ist zu zahlen, wie viele Untergruppen U € Ug die gleichen Invarianten Wi & ... & W; besitzen.
Fiir jede Komponente W, wird eine fest geordnete Basis z;1,..., 25, gewdhlt. Fir ¢ # 1 wird jedem
Basiselement z;; wird dann eine Klasse [y;;] € VV[p']/(VV[p'~1], V[p']) zugewiesen, sodass [yi1], - - -, [yis,]

linear unabhéngig iiber F,, sind. Fiir die Wahl dieser geordneten Familie von Klassen stehen

(P = 1) - (p% = p) - (% —p* )
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Moglichkeiten zur Verfiigung. Die Anzahl der Reprisentanten dieser Klassen modulo Vielfacher aus V

ist dabei
(VY1 VIp) : VIp))™ = Hpsl

wobei ich die Formel G.11 fiir die Auswertung dieses Gruppemndexes herangezogen habe. Ist nun ein

geordnetes Repréasentantensystem y;1, ..., y:is, gewahlt, so setze ich

Si =i, zin)s -5 (Yisy» Zisy) }-

Zusammengefasst gibt es also fiir jede Auswahl von Invarianten W7 @ ... @ W; (1 <i < e) genau

e i—1 s;—1
(a.2) [IIIz% - T ™ - »")
i=2 j=1 k=0

Moglichkeiten zur Wahl der Erzeugendensysteme S, ..., S.. Filr das System S; miissen die Y-Kompo-
nenten yi1,...,¥y1s, nicht zwangsliufig einen s;-dimensionalen Unterraum erzeugen, daher stehen fiir die

Wahl von S exakt
(a.3) (VVp]: V[p])* = porh

Moglichkeiten offen. Mit den Formeln a.1, a.2 und a.3 ergibt sich nun die Formel
e dim 7 — i_:l s e i—1 s;—1
C(V,G) :H|: Z]—l J:| o -dy HHp H _pk).
i=1 Si i=2j=1 k=0

Ich fasse ich alle zu d; gehdrenden Exponenten zusammen zu (s + ...+ s.) - dy = 7 - dy und ich erhalte

i—1

co(V,G)=p"" H[dlmz SZ L ﬁﬁps‘ H (p® —p").

i=1 i 1=2 j=2 k=0
Abschliefend nehme ich die Faktoren p% von der Anzahl s; in das Produkt iiber 0 < k < s; — 1 auf und

es ergibt sich wie behauptet

o(V,G) =p" H{dlmz SZ } ﬁﬁsﬁll’ "),

i=1 2 P 4=2j=2 k=0






a(G),b(F, G)
ap(G)
a(F,G)

Clp, Cl
Cl

AUE/F)
dy(E/F)

dim G

NOTATIONSVERZEICHNIS

(s. Kap. 1)
(s. Satz 2.1)
(s. Satz 2.2)
Klassengruppe zu F
Strahlklassengruppe zu m (s. Kap. C)
Diskriminante der Kérpererweiterung E/F
dy(E/F) = ord, (d(E/F)), Diskriminantenexponent von p (s. Kap. C)

p-Rang einer elementarabelsche p-Gruppe G, Dimension als F,-Vektorraum

Globaler Funktionenkorper mit Konstantenkoérper K = F,
oder Zahlkorper (im Kap. 4)

Lokaler Funktionenkorper mit maximalem Ideal p oder Zahlkérper (im Kap. 4)
Elemente von F* mit zu m teilerfremden Divisor

Strahl modulo m

Endlicher Kérper mit ¢ Elementen

Restklassenkorper O, /p bzgl. Stelle p

Galoisgruppe der galoischen Hiille von E/F

endliche Gruppe
Gn)={0€G:0™ =1} und G[p>®] = {0 € G : 0P =1 fiir ein r > 0}

g9; = dim G[p']/G[p*~'] baw. p% = (G[p'] : G[p""'])

(G:Z;) = (G : H) fir eine zu Z; isomorphe Untergruppe H < G

Auflistung einer Auflésung (s. Definition 2.3)

zuldssige Familie von Sprungstellenlisten (s. Definition 2.6)
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|:n:|
k p

plm, p™|lm

NOTATIONSVERZEICHNIS

ki]‘ n 7
{n] = ][ %=L Anzahl der k-dimensionalen Unterrdume in [y
klp, =" 7"
Divisornorm Nm = [[ Np™ = T[] (F,:1)™

p™||m p™Im

Stelle mit Bewertungsring O,

Teilerrelationen, letztere bedeutet ord,(m) = m

Sy Selmerklassengruppe S, = {z € F* : (z) = b?}/F?
Z Zy = Z/VZ, zyKlische Gruppe

Verschiedene Dirichletreihen
O(F,G;s) O(F,Gis)= > NE/F)~

Gal(E/F)~G

O(Fp, G, Tis) OBy, Gis) = L 0(0,T) - O(F.G, T 9) (s. Abs. 2.2)
O(F, G s) (Y, G s) :g’ > Sb(G.T) 8(Fy, G, T;s) (s. Abs. 3.4)
U(F,G;s) B (s. Kap. A)
U(F,G,S;s;€) (5. Bem. A.3)
Cr(s) Zetafunktion zu F

Landaunotationen
f@)€olg(z)) 0= lim f(z)/g(x)
f(z) € O(g(z)) 0 <limsup f(x)/g(z) < oo
f(a) ~ g(@) Jim f(z)/g(x) =1 (s Kap. D)
fx) € Q(g(z)) 0 <liminf f(x)/g(x) < oo
fl@) ew(g(x))  lim f(z)/g(x) = oo
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