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2 ARITHMETIK #148

Einiges iiber 0,1, <,1 : x, x.

Ersterstellung: 19/09/10 Letzte Anderung: 24/03/12



ARITHMETIK #148

148-1. Es gilt 0 < x € Rgenau dann, wenn 0 < 1
dann der Fall, wenn 0 < 1 : x:

: x € R und dies ist genau

148-1(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) 0 <z eR.
ii) 0<1l:zeR.

iii) 0<1: .

RECH. <-Notation.

Beweis 148-1 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “0<x...”
folgt via 41-3:

1.2: Aus VS gleich “...z € R”
folgt via €SZ:

1.3: Aus VS gleich “...z € R”
folgt via €SZ:

2.1: Aus 1.1“0# 2”7 und
aus VS gleich “...x e R”
folgt via 137-24:

2.2: Aus 1.1“0# 2”7 und
aus 1.3“z € C”
folgt via 139-3:

3: Aus 107-6“0 < 17 und
aus 2.2 :x=1"
folgt:

0<zelR.

0 +# x.

reT.

z e C.

0#41:x2z€R.

xr:x =1

O0<x:zx.
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Beweis 148-1 VS gleich 0<zelR.
4: Via 136-1 gilt: xix=x-(1:x).

5: Aus 3“0 <z :2” und
aus4“z:x=z-(1:x2)”
folgt: O0<z-(1:x).

6: Aus 1.2z € T” und
aus 3“0 <z - (l:2)”
folgt via 131-3: (x<O)AN(1:2<0)V((0<z)AN(0<1:2)).

7: Aus VS gleich “0 < z...”
folgt via 107-13: —(x < 0).

8: Aus 6“((z<0)A(1:2<0)V(0<z)A(0<1:2))” und
aus 7“—(x < 0)”
folgt: 0<z)AN(0<1:x).

9: Aus8%...0< 1:2” und
aus 2.1“...1: 2z e R”

folgt: 0<1l:xelR.
ii) = iii) || VS gleich 0<l:xz€eR
Aus VS
folgt: 0<1:x.
VS gleich 0<1:2
1.1: Aus VS gleich “0<1:x”
folgt via 107-16: (1:zeR)V(1:xz=400).
1.2: Aus VS gleich “0<1:x”
folgt via 41-3: 0#1:uz.
2: Via 137-17 gilt: 1: 2 # 4o0.

3: Aus1.1“(1: 2 €R)V(l:2 = +00)” und
aus 2“1 : x # +o00”
folgt: 1l:xzeR.

4: Aus 1.2“0#1: 27 und
aus 3“...1:x € R”
folgt via 137-24: 0#zeR.
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Beweis 148-1 VS gleich 0<1:a.

5.1:

5.2:

10:

11:

12:

13:

Aus 4“...z e R”
folgt via €SZ: xeT.

Aus 4“...z e R”
folgt via €SZ: x e C.

: Aus 4“0 # x...”7 und

aus 5.2“z € C”
folgt via 139-3: x:x=1.

: Aus 107-6“0 < 1”7 und

aus 6“r:z=1"
folgt: 0<zx:x.

: Via 136-1 gilt: xix=x-(1:x).

: Aus 7“0 <z 2”7 und

aus 8“r:x=uz-(1:x2)”
folgt: 0<z-(1:x).

Aus 5.1“2z € T” und
aus 9“0 <z - (l:2)”
folgt via 131-3: (<0)A(1:2<0)V(0<z)AN(0<1:2)).

Aus VS gleich “0<1:2”
folgt via 107-13: —(1:2<0).

Aus 10“((z < 0)A(1:2<0))V((0<x)A(0<1:2))” und
aus 11“=(1:2 < 0)”
folgt: 0<z)AN(0<1:x).

Aus 12“0 < z...” und
aus 4“...x € R”
folgt: 0<zelR
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148-2. Es gibt - natiirlich - ein Analogon von 148-1 mit > an Stelle von <:

148-2(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) R>2<0.
ii) R>1:2<0.

iii) 1: 2 <0.

RECH. <-Notation.

Beweis 148-2 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “R>z...”
folgt via 117-4:

1.2: Aus VS gleich “...z < 0”
folgt via 109-16:

2: Aus1.2“0 < —z” und
aus 1.1“—x € R”
folgt via 148-1:

3: Via FS—: gilt:

4: Aus 2“0 < 1:(—x) € R” und
aus 3“1 : (—x)=—-1:2”
folgt:

5.1: Aus4“0< —1:27
folgt via 109-16:

5.2: Aus4“—1:zcR”
folgt via 117-4:

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt:

R>xz<0.

—x € R.

0< —=x.

0<1:(—x)€eR.

0< —-1:2€eR.

R>1:2<0.
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Beweis 148-2 VS gleich

Aus VS
folgt:

VS gleich

1: Aus VS gleich “1:2 <07
folgt via 109-16:

2: Via FS—: gilt:

3: Aus 1“0 < —1:2” und
aus 2“—1:zx=1:(-x)”
folgt:

4: Aus3“0<1:(—a)”
folgt via 148-1:

5.1: Aus4“0< —x...”7
folgt via 109-16:

5.2: Aus4“...—x e R”
folgt via 117-4:

6: Aus 5.2 und
aus 5.1
folgt:

R>1:2<0.

1:2<0.

1:2<0.

0<—1:uxo.

—l:z=1:(-2).

0<1:(—x).

0<—xeR

z < 0.

z € R.

R>z<0.
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148-3. Als Anwendung von 148-1 wird das nunmehrige, oft hilfreiche Resultat
bewiesen. Im Beweis wird erstmalig in einer Beweiskette ein Symbol der Form

« 27 verwendet. Mit diesem Symbol wird genau so umgegangen wie mit = oder

L]
wie mit C, so dass sich weitere Erlduterungen eriibrigen:

148-3(Satz)
Es gelte:
—) 0<z<yeR.
Dann folgt:
a) 0<zx el
b) 0 <yeR.
c) 0<l:xeR.
d) 0<1l:yeR

e) 0<l:y<l1l:ux.

RECH. <-Notation.

Beweis 148-3

1.1: Aus =) “0<zx...”
folgt via 41-3: 0 # z.

1.2: Aus =) “0O<z<y...”
folgt via 107-12: r € R.

1.3: Aus =) “0<x...” und
aus =) “‘r<y...”
folgt via 107-8: 0<y.

1.4: Aus =) “...y e R”
folgt via €SZ: y € C.
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Beweis 148-3

2.a):

2.b):

2.1:

2.2:

3.c):

3.d):

3.1:

3.2:

4.1:

4.2:

Aus =) “0 < z...” und
aus 1.2z e R”

folgt:

Aus 1.3“0 < y” und

aus —) “...y € R”
folgt:

Aus 1.2z e R”
folgt via €SZ:

Aus 1.3“0 < y”
folgt via 41-3:

Aus2.a)“0<xeR”
folgt via 148-1:

Aus 2.0)“0 <y eR”
folgt via 148-1:

Aus 1.140 # 2”7 und
aus 2.1“z € C”
folgt via 139-3:

Aus 2.240 # y” und
aus 1.4y € C”
folgt via 139-3:

Aus 3.c)“...1:z € R”
folgt via €SZ:

Aus3.d)“...1:yeR”
folgt via €SZ:

0<zelR.

0<yelR

O0<1:

0<1:

z e C.

0#y.

z € R.

y €R.

ty €S.
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Beweis 148-3

5.1: Aus4.1“1:2¢€S” und
aus 4.2“1:y € S”

ARITHMETIK #148

folgt via 107-14: (l:z<l:y)v(l:z=1:y)Vv(l:y<l:x).
Fallunterscheidung‘
Lia<l:y.
6.1: Aus2.b)“0<y...”
folgt via 41-3: 0<y.

6.2: Aus3.c)“0<1:2...” und
aus 5.1.1.Fall“l:x <1:y”
folgt:

7 Aus o) ‘iz <y,
aus 6.1“0 <y” und
aus 6.2“0<l:x<1:y”

O<l:z<1:y.

folgt via 147-2: (l:z)-x<(l:y)-y.
_ 7 _
8: 133117:171321(1:x)~x<(1:y)-y13gly:ysizl.
9: Esgilt 8“1...<...17.

Via 41-5 gilt “=(1 < 1)”.

Ex falso quodlibet folgt: l:y<1l:z.
5.1.2.Fall l:x=1:y
6: Aus5.1.2.Fall“l:z=1:vy",

aus 2.1“z € C” und

aus 1.4“y e C”

folgt via 141-3: T =1y.
7: Aus o) ‘.z <y...”

folgt via 41-3: x #£y.
8: Esgilt 7z #y”.

Esgilt 6“x =y”.

Ex falso quodlibet folgt: l:y<1l:z.
5.1.3.Fall liy<l1l:z.
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Beweis 148-3

‘Fallunterscheidung‘

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: Al “l:y<1:2”

5.e): Aus3.d)“0<1:y...” und
aus Al gleich “1:y<1:2”
folgt: O0<l:y<l:z.
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148-4. Es gibt - natiirlich - ein Analogon von 148-3 mit > an Stelle von <:

148-4(Satz)
Es gelte:
=) Rz <y<DO.
Dann folgt:
a) R>z<0.
b) R>y<0.
c) Ral:z2<0.
d Ra1:y<0.

e) l:y<1l:x2<0.

RECH. <-Notation.

Beweis 148-4

1.1: Aus =) “...y<0”

folgt via 109-16: 0<—y.
1.2: Aus =) “...x<y...”

folgt via 109-14: —y < —x.
1.3: Aus =) “R>zx...”

folgt via 117-4: —x € R.
1.4: Via FS—: gilt: —1:(—x)=1:z.
1.5: Via FS— : gilt: —1:(=y)=1:9.

2: Aus 1.1,
aus 1.2 und
aus 1.3

folgt: 0<—y<—zelk



ARITHMETIK #148 13

Beweis 148-4

3.1: Aus2“0< —y< —xz €eR”

folgt via 148-3: 0<—zekR
3.2: Aus2“0< —y < —x € R”

folgt via 148-3: 0<—-yeR.
3.3: Aus 2“0 < —y < —xz € R”

folgt via 148-3: 0<1:(—x)eR.
3.4: Aus2“0< —y< —xz €eR”

folgt via 148-3: 0<1l:(—y) eRr
3.5: Aus2“0< —y < —xz € R”

folgt via 148-3: 0<1:(—x)<1:(—y).
4.1: Aus3.1“0< —z...”7

folgt via 109-16: x < 0.
4.2: Aus3.1“...—x eR”

folgt via 117-4: r e R
4.3: Aus3.20< —y...”

folgt via 109-16: y < 0.
4.4: Aus3.2¢...—yeR”

folgt via 117-4: y € R.

4.5: Aus3.3“0<1:(—z)...”
folgt via 109-16: —1:(—z) <0.

4.6: Aus 3.4“0<1:(-y)...”
folgt via 109-16: “1:(—y) <O.

4.7: Aus 3.5“...1:(—z)<1:(-y)”
folgt via 109-14: —1:(—y) < —1:(—2).
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Beweis 148-4

5.a): Aus4.2“z € R” und
aus 4.1z < 0”7

folgt: R>z<0.
5.b): Aus4.4“y € R” und

aus 4.3y <07

folgt: R>y<0.
5.1: Aus4.2“z € R”

folgt via 137-6: l:zeR.
5.2: Aus4.4“y e R”

folgt via 137-6: l:yeR
5.3: 1oy e —1:(—y)4<7—1:(—:17) 51 g
5.4: Aus4.5“—1:(—2) <0” und

aus 1.4“—1:(—x)=...=1:2”

folgt: 1:2<0.
5.5: Aus4.6“—1:(—y) <0” und

aus 1.5“=1:(—y)=...=1:y"

folgt: 1:y<0.

6.c): Aus5.1“1:z ¢ R” und
aus 5.4“1:2 < 0”
folgt: R>1:2<0.

6.d): Aus5.2“1:y € R” und
aus 5.56“1:y <0”
folgt: R>1:y<0.

6.e): Aus5.3“1:y...<...1:2” und
aus 5.4“1:x <07
folgt: l:y<l:2<0.
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148-5. Interessanter Weise ist 0 < oz <y € R dquivalent z7u0 <1:y <1:a:

148-5(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0<z<yeR.

i1) O0<1l:y<1:x.

RECH. <-Notation.

Beweis 148-5 VS gleich

Aus VS gleich “0<x<yeR”
folgt via 148-4:

O<z<yelR.

O0<l:y<l:a.
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Beweis 148-5 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “0<1:y...”
folgt via 148-1:

1.2: Aus VS gleich “0<1:y...” und
aus VS gleich “...1:y<1:2”
folgt via 107-8:

2.1: Aus1.1“...yeR”
folgt via €SZ:

2.2: Aus1.2“0<1:x2”
folgt via 148-1:

3.1: Aus2.1“y e C”
folgt via 141-1:

3.2: Aus2.2¢...x € R”
folgt via 137-6:

3.3: Aus 2.2¢...z € R”
folgt via €SZ:

4.1: Aus VS gleich “0<1:y<1:z” und
aus 3.2“1:x € R”
folgt via 148-3:

4.2: Aus3.3“z € C”
folgt via 141-1:

5: Aus4.1“...1:(1:2)<1:(1:y)” und
aus 3.1“y=1:(1:y)"
folgt:

6: Aus4.2“c=1:(1:2)” und
aus 5“1 :(1:x) <y”
folgt:

7: Aus2.2“0<x...”,
aus 6“r <y” und
aus 1.1“...y e R”
folgt:

ARITHMETIK #148

O<l:y<1:ux.

O0<yelR

0<1:ux

r=1:(1:2)
1:(1:2)<y
T <y.

O<z<yeR
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148-6. Es gibt - natiirlich - ein Analogon von 148-5 mit > an Stelle von <:

148-6(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) Rox<y<0.

ii) 1:y<1:2<0.

RECH. <-Notation.
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Beweis 148-6 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “R>z...”
folgt via 117-4:

1.2: Aus VS gleich “...x <y...”
folgt via 109-14:

1.3: Aus VS gleich “...y <07
folgt via 109-16:

1.4: Via FS— : gilt:
1.5: Via FS— : gilt:

2: Aus 1.3“0< —y”,
aus 1.2“—y < —z” und
aus 1.1“—x € R”
folgt via 148-5:

3.1: Aus2“0<1:(—x)...7
folgt via 109-16:

3.2: Aus2“...1:(—z)<1:(-y)”
folgt via 109-14:

4.2: Aus3.1“—1:(—z) < 0” und
aus 1.4“—1:(—z)=1:2"
folgt:

5: Aus4.1“1:y...<...1:2” und
aus 4.2“1:x < 0”
folgt:

ARITHMETIK #148

Ro>zrx<y<O.

—x € R.

—y < —x.

1:2<0.

l:y<1l:2<0.
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Beweis 148-6 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “1:y<1l:z...”
folgt via 109-14:

1.2: Aus VS gleich “...1:2<0”
folgt via 109-16:

1.3: Via FS—: gilt:

1.4: Via FS— : gilt:

2.2: Aus 1.2“0< —1:27 und
aus 1.3“=1:x=1:(-x)"
folgt:

3: Aus 2.2“0 < 1:(—z)” und
aus 2.1“1: (—x)...<...1:(-y)”
folgt via 148-5:

4.1: Aus3“0< —y...”
folgt via 109-16:

4.2: Aus3“...—y<—x...”
folgt via 109-14:

4.3: Aus3“...—x eR”
folgt via 117-4:

5: Aus4.3“x € R”,
aus 4.2z < y” und
aus 4.1y <07
folgt:

0<—y<—zeR.

y <0.

T <.

z € R.

Ro>x<y<DO.
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148-7. Esgilt R 2 <0 <y € R genau dann, wenn 1 : x <0< 1:y:

148-7(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) Rozx<0<yeR.

ii) l:z<0<1:y.

RECH. <-Notation.

Beweis 148-7 VS gleich Ro>z<0<yeR.

1.1: Aus VS gleich “R>z<0...”
folgt via 148-2: 1:2<0.

1.2: Aus VS gleich “...0 <y €R”
folgt via 148-1: 0<1:y.

2: Aus1.1“1:2<0” und
aus 1.2“0< 1:y”

folgt: l:x<0<1:y.
VSgleich l:z<0<1:y.
1.1: Aus VS gleich “1:2<0...”

folgt via 148-2: R>z<0.

1.2: Aus VS gleich “...0<1:y”
folgt via 148-1: 0<yelR

2: Aus1.1“R>2<0” und
aus 1.2“0<y€eR”
folgt: Ro>z<0<yeR.

O
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148-8. Es gilt 0 < x < 1 genau dann, wenn 1 < 1: a:

21

148-8(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0<z < 1.

ii) 1<1:x.

RECH. <-Notation.

Beweis 148-8 VS gleich

1: Aus VS gleich “0 <z < 1” und
aus AAI“1 e R”
folgt:

2: Aus1“0<ax<1eR”
folgt via 148-5:

3: Aus2“...1:1<1:2” und
aus 139-4“1:1=1"
folgt:

VS gleich

1: Aus 107-6“0 < 1”7 und
aus VS gleich “1 <1:2”
folgt:

2: Aus1“0<1<1:2”7 und
aus 139-4“1:1=1"
folgt:

3: Aus2“0<1l:1<1:2”
folgt via 148-5:

4: Aus 4
folgt:

0<a <.

O<z<leR.

0<1:1<1:=.

1<1:x.

1<1:x.

0<1l<1:z.

0<1:1<1:=.

O<rz<lelR

0<a <.

O
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148-9. Es gilt 1 < x € R genau dann, wenn 0 < 1: 2z < 1:

148-9(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 1<z eR.

ii) O0<1l:2<1.

RECH. <-Notation.

Beweis 148-9 VS gleich l<z el

1: Aus 107-6“0 < 1 und
aus VS gleich “1 <z € R”
folgt: 0<l<zeR

2: Aus1“0<1l<zeR”
folgt via 148-5: O<l:z<1:1.

3: Aus3“0<1l:2<1:1” und
aus 123-1141:1=1"

folgt: 0<l:x<1.
VSgleich 0<1l:x<1.

1: Aus VS gleich “0<1:2<1” und
aus 123-11“1: 1 =17

folgt: O<l:z<1:1.
2: Aus1“0<1l:x<1:17

folgt via 148-5: 0<l<zeR
3: Aus 2

folgt: 1<z el

O
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komplex konjugiert. x°°.

Ersterstellung: 20/09/10

cc-Notation.

Letzte Anderung: 25/04/11
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149-1. Gegen Ende von Suite II wird nun “komplex konjugiert” in die Essays
eingefiihrt:

149-1(Definition)

1) z°¢ = (Rez) —i- (Imx).
2) “€ konjugiert komplex z” genau dann, wenn gilt:

¢ =z

RECH-Notation.
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149-2. Wenig iiberraschend ist konjugiert komplex x durch z eindeutig fest gelegt:

149-2(Satz)
a) x°° konjugiert komplex x.

b) Aus “C konjugiert komplex x” und “® konjugiert komplex x”

folgt “€=2".

Beweis 149-2 a)
Aus “x° = z°°” folgt via 149-1(Def): x°¢ konjugiert komplex x.
b) VS gleich (€ konjugiert komplex =) A (® konjugiert komplex x).
1.1: Aus VS gleich “€ konjugiert komplex x...”

folgt via 149-1(Def): ¢ =z
1.2: Aus VS gleich “...® konjugiert komplex x”

folgt via 149-1(Def): D = x°.

2: Aus 1.1“€ =2°"” und
aus 1.24% = g7
folgt: ¢=29.
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149-3. Nun wird ein Kriterium fiir x°¢ Zahl gegeben:

ARITHMETIK #149

149-3(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii), iv) sind dquivalent:
i) x Zahl

ii) x°° Zahl.

iii) z°¢ Menge.

iv) x°¢ #U.

Beweis 149-3 VS gleich

1: Aus VS gleich “z Zahl”
folgt via 96-9:

2: Aus 1“...Imx e T”
folgt via 117-4:

3: Aus 1“Rexz € T...” und
aus 2“—=Imxz € T”
folgt via 96-29:

4.1: Via 149-1(Def) gilt:

x Zahl.

(Rex € T) A (Imz € T).

—Imz € T.

(Rex) +i- (—Imz) Zahl.

2% = (Rex) —i- (Imx).

4.2: Via 110-8 gilt: (Rex) —i- (Imz) = (Rex) +i- (—Imz).

5: Aus 4.1“2° = (Rex) —i- (Imz)” und
aus 4.2% (Rex) —i- (Imz) = (Rex) +i- (—Imz)”
folgt:
6: Aus 5“2°° = (Rex) +i- (—Imz)” und
aus 3 (Rex) +i- (—Imz) Zahl”
folgt:

VS gleic
Aus VS gleich “z°¢ Zahl”
folgt via 95-6:

US gleich

Aus VS gleich “z°¢ Menge”
folgt via 0-17:

2°¢ = (Rex) +i- (—Imz).

x°° Zahl.

x°° Zahl.

x¢¢ Menge.

x¢¢ Menge.

£ U.
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Beweis 149-3 VS gleich

1: Via 95-6 gilt:

Fallunterscheidung‘

27

x° £ U.

(x Zahl) vV (x ¢ A).

149—1(Def)
xCC —

1.1.Fall x Zahl.

1.2.Fall x ¢ A.
2: Aus 1.2.Fall“xz ¢ A”

folgt via 96-10: Rex =U.

3: (Rezx)—i-(Imz) 2 U—i-(Imz) = U+ (—i-(Imz)) *°="" 1.
4: Esgilt 3“zc=...=U".
Es gilt VS“a°¢ £ U7 .
Ex falso quodlibet folgt: x Zahl.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x Zahl.
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149-4. Aus 149-3 folgt ein Kriterium fiir 2°¢ ¢ A:

149-4(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv) sind dquivalent:
i) z ¢ A.
ii) x° ¢ A.
iii) z°¢ Unmenge.

iv) z¢=U.

Beweis 149-4

1.1:

1.2:

Via 149-3 gilt : (x Zahl) < (z°¢ Zahl) < (2°¢ Menge) < (z°° # U).

Via 95-4(Def) gilt: (x Zahl) & (z € A).
: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: (x € A) & (z°¢ Zahl) & (2°¢ Menge) < (z°° # U).
: Via 95-4(Def) gilt: (x°¢ Zahl) & (z°° € A).
: Aus 2.1 und

aus 2.2

folgt: (x € A) & (z°° € A) & (2°° Menge) < (z°° # U).
: Aus 3

folgt: (m(x € A)) & (—(z*° € A)) & (—(x° Menge)) < (—(z°¢ £ U)).
: Aus 4

folgt: (r ¢ A) & (z°¢ ¢ A) < (2°° Unmenge) < (z°° = U).

O
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149-5. Es gilt 0°¢ = 0, U = U, 1°° = 1, i°® = —i und es gilt x°° Zahl oder
¢ =U:

149-5(Satz)

a) 0°=0.
b) U =U.
c) 1e¢=1.
d) i = —i.
e) (—i) =1

£f) “x° Zahl” oder “z¢=U".

RECH-Notation.

Beweis 149-5

REIM-Notation.

a)
| 0ee
149-1(Def) (Re0) — i - (Im0)
A2 — 1. (Imo)
MOS0 ik (—Im0)
= B YG)
AATITL, )
=)
=g}

2: Aus 1

folgt: 0 = 0.
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Beweis 149-5 b)
1: Via 94-1 gilt:
2: Aus 1“U ¢ A7
folgt via 149-4:
c)
1:

3: Aus 2
folgt:

d)

2: Aus 1
folgt:

ARITHMETIK #149

UéA.

Uuec=u.

1CC

149—1(Def)

(Rel) —i- (Iml)

P11 i (Im1)

99;15 1—i-0
98;18 1-0

98-15

=" 1+0

98-10

1.

1°¢ =1.

149—5(Def)

)
AL i (Imi)
R0+ (—Imi)
)

98;12 i (
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Beweis 149-5 e)

1:

2: Aus 1
folgt:

31

(—i)*

2P Re(—i) — - Im(—i)
=T (—Rei) — i+ Im(—i)
=" (~Rei) — i (~Imi)
AR (—0) =i+ (~Imi)
=0 — i (—Imi)

PET 0 (1mi)

= (Imi)

AAITL,

114-11,

(=)= =i.
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Beweis 149-5 f)

1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) vV (x ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“x Zahl”
folgt via 149-3: ¢ Zahl.
3: Aus 2
folgt: (x°¢ Zahl) V (z°¢ =U).
1.2 .Fall z ¢ A
2: Aus 1.2.Fall“x ¢ A”
folgt via 149-4: ¢ =U.
3: Aus 2
folgt: (x°¢ Zahl) V (z°° =U).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(¢ Zahl) Vv (z°¢ =U).
U
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149-6. Auch diese Gleichungen iiberraschen wenig:

33

149-6(Satz)
a) Re(z°°) = Rez.
b) Im(z¢) = —Ima.
¢) Rex = Re(z°°).
d) Imz = —Im(z°°).

e) x° = Re(z°) +i-Im(z°°).

REIM.RECH-Notation.
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Beweis 149-6 ab)

1.1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) vV (x ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.1.Fall x Zahl.
2: Aus 1.1.1.Fall“x Zahl”
folgt via 96-9: (Rex € T) A (Imz € T).
3: Aus2“...ImxeT”
folgt via 117-4: —Imz € T.

4.1: Aus2“Rez € T...” und
aus 3“—Imx € T”
folgt via AAIV: Re((Rex) +i- (=Imz)) = Rez.

4.2: Aus 2“Rex € T...” und
aus 3“—Imx € T”
folgt via AAIV: Im((Rex) +i- (—=Imz)) = —Imz.
4.3: Via 110-8 gilt: (Rex) —i- (Imz) = (Rex) +i- (—Imax).
5: Aus “z° = (Rez) —i- (Imz)” und
aus 4.3“(Rex) —i- (Imz) = (Rex) +i- (—Imz)”
folgt: x°¢ = (Rex) +i- (—Imz).
6.1: Aus 5“2° = (Rex) +i-(—Imz)” und
aus 4.1“Re((Rez) +i- (—Imx)) = Rezx”
folgt: Re(z°°) = Rex.
6.2: Aus 5“2° = (Rex) +i-(—Imz)” und
aus 4.2“lm((Rezx) +i- (=Imz)) = —Imz”
folgt: Im(z°¢) = —Imz.
7: Aus 6.1 und

aus 6.2
folgt: (Re(z¢) = Rex) A (Im(z°°) = —Imz).
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Beweis 149-6 ab)

35

‘Fallunterscheidung‘

1.1.2.Fall zd A
2.1: Aus1.1.2.Fall“x ¢ A”

folgt via 149-4: ¢ =U.
2.2: Aus1.1.2.Fall“x ¢ A”

folgt via 96-10: Rex =U.
2.3: Aus1.1.2.Fall“x ¢ A”

folgt via 96-10: Imz =U.
3.1: Re(z¢) 2 Retd *°="" 1 2 Rex.
3.2: Im(z=) 2 1mus 2°=" 1 2= iy 2 _ima.

4: Aus 3.1“Re(z°°) =... = Rez” und
aus 3.2“lm(z*°) = ... = —Imz”
folgt: (Re(x°¢) = Rex) A (Im(z°¢) = —Imz).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

“(Re(z°¢) = Rex) A (Im(z°¢) = —Imz)”

Al
1.a): Aus Al
folgt:
1.b): Aus Al
folgt:
c)

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2: Aus 1
folgt:

Re(z°¢) = Rex.

Im(x°¢) = —Imz.

Re(z°¢) = Rex.

Rex = Re(z°°).
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Beweis 149-6 d)

1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

2:

3: Aus 2
folgt:

e)

2: Aus1
folgt:

ARITHMETIK #149

Im(z°¢) = —Imz.

P (—imz) £ —Im(z%).
Imz = —Im(x°).

xCC

2P (Rez) — i - (Ima)

9 Re(z%¢) — i - (Ima)

Y278 Re(z°¢) + i - (—Ima)

2 Re(z¢) + i - Im(a°°).

2% = Re(z°°) +i - Im(x°°).

O
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149-7. Es gilt x = (2°°)°° genau dann, wenn z Zahl oder z = U:

149-7(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) (2°9)*° = .

ii) “ax Zahl” oder “x=U".

Beweis 149-7

REIM.RECH-Notation.

VS glich

1: Via 95-6 gilt:

Fallunterscheidung‘

(x°¢)°° = .

(x Zahl) V (x ¢ A).

1.1.Fall x Zahl.
Aus 1.1.Fall
folgt: (x Zahl) V (z =U).
1.2.Fall x ¢ A
2: Aus1.2.Fall“z ¢ A
folgt via 149-4: ¢ =U.
3: Via 94-1 gilt: UgA
4: Aus 3“U ¢ A7
folgt via 149-4: ue=u
5: Aus 2“z°° =U" und
aus 4“UC=U"
folgt: (xe9)* =U
6: Aus VS gleich “(z°¢)°° =27 und
aus 5¢ (xcc)cc =U”
folgt: z=U.
7: Aus 6
folgt: (x Zahl) V (x =U)

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(x Zahl) V (x € U).
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Beweis 149-7 VS gleich (x Zahl) V (x =U).
1: Nach VS gilt: (x Zahl) V (x =U).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall x Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“z Zahl”

folgt via 96-24: x = (Rex) +i- (Imz).

3: x

2 (Rez) +i- (Imz)

1924 (Rex) +i - (—(—Ima))

149-6

Re(z°¢) +i- (—(—Imz))

276 Re(2) +i - (—Im(2°°))

078 Re(a) — i - Im(z°°)
149-1(Def) , .. cc
= (@)

4: Aus 3
folgt: x = (z°°)°.

5: Aus 4
folgt: (2°°)°¢ = x.
1.2.Fall r=U.

2: Aus 149-5“U° = U

folgt: (Uee)™ = uUce.
3. T 1.2£a11 U 14%—5 1cc % (ucc)cc 1.2£a11 (ICC)CC.

4: Aus 3
folgt: x = (z°°)°.

5: Aus 4
folgt: (2°°)°¢ = x.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: () = .

O



ARITHMETIK #149 39

149-8. Zur Vorbereitung des Beweises von 149-10 wird nun ein Kriterium fiir
xr = —z mit x € T gegeben:

149-8(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) “cz=—x"und “xe€T”.

ii) “x=0"oder “x =nan”.

RECH-Notation.
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Beweis 149-8 VS gleich

1: Aus VS gleich “...x € T”
folgt via 95-16:

ARITHMETIK #149

(x=—-2)AN(zeT).

(x eR)V (x =400) V(= —00) V (z = nan).

Via 107-6 gilt “ —o00 # +00” .
Ex falso quodlibet folgt:

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall r eR.
2: Aus1.1.Fall“z eR”
folgt via €SZ: z e C.
3: Aus 2“2 € C” und
aus VS gleich “ox = —2”
folgt via FS—: z+x=0
4: Aus 3“z4+x=0"
folgt via 127-1: x = 0.
5: Aus 4
folgt: (x =0) V (z = nan)
1.2.Fall Tz =—+00
2: Nach VS gilt: T=-x
3. foo LAl 2 12Fall — (+00) avr
4: Esgilt 3“400=... = —0c0”.
Via 107-6 gilt “ —o0 # +00” .
Ex falso quodlibet folgt: (x =0) V (z = nan)
1.3.Fall T = —00Q.
2: Nach VS gilt: r = —x.
3. Lo MRl 2 12Fall —(~o0) Aavl o
4: Esgilt 3“—co=...=400".

Aus 1.4.Fall
folgt:

X = nan.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:
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Beweis 149-8

1: Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

VS gleich

folgt:

077

1.1.Fall
2.1: Aus1.1.Fall“z = 0" und
aus 98-15“—-0 =
folgt:

2.2: Aus1.1.Fall“xz = 0" und
aus 95-12“0 ¢ T”

3: Aus2.1“—x=2" und
aus 2.2“x € T”

xz = 0.
—r ==z
zeT.

folgt:

3: Aus2.1“—x=2" und
aus 2.2 € T”

folgt: (x=—z)AN(xeT).
1.2.Fall T = nan.
2.1: Aus 1.2.Fall“x = nan” und
aus AAVI“ —nan = nan”
folgt: —r=x
2.2: Aus 1.2.Fall“z = nan”
folgt via 95-16: zeT

(x=—-x)A(x€T).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(x=—x)A(zeT).

O
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149-9. Basierend auf 149-8 wird nun ein Kriterium fiir x = —x gegeben:

149-9(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z=—u.

ii) “x=0"oder “x =nan”
oder “x =1i-nan”oder “x =nan-+i-nan”oder “x=U".

RECH-Notation.
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Beweis 149-9
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REIM-Notation.

VS gleich

1: Via 95-6 gilt:

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x Zahl.
2.1: Aus 1.1.Fall“z Zahl”
folgt via 96-9: (Rex € T) A (Imz € T).
2.2: Aus VS gleich “x = —z”
folgt: Rex = Re(—x).
2.3: Aus VS gleich “z = —z”
folgt: Imz = Im(—2z).
3.1: Aus 2.2“Rex = Re(—z)” und
aus 96-27“Re(—z) = —Rex”
folgt: Rex = —Rex.
3.2: Aus 2.3“lmz = Im(—z)” und
aus 96-27“Im(—z) = —Ilmz”
folgt: Imz = —Imzx.
4.1: Aus 3.1“Rex = —Rex” und
aus 2.1“Rex € T...”
folgt via 149-8: (Rex = 0) V (Rex = nan).
4.2: Aus 3.2“lmz = —Imz” und
aus 2.1“...Imx € T”
folgt via 149-8: (Imz =0) V (Imz = nan).
5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: (Rex = 0) A (Imz = 0)
vV (Rex = 0) A (Imz = nan)
vV (Rex = nan) A (Imz = 0)

V' (Rex = nan) A (Imz = nan).

Fallunterscheidung
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Beweis 149-9 VS gleich r = —x.

Fallunterscheidung‘

» Zai

Fallunterscheidung‘

5.1.Fall (Rex = 0) A (Imz = 0).

6: Aus 5.1.Fall“Rez =0..." und
aus 5.1.Fall“...Imx =0"
folgt via 96-31: x = 0.

7: Aus 6
folgt: (x=0)V(z=n

5.2.Fall (Rex = 0) A (Imz = nan).

6: Aus 5.2.Fall“Rex=0...
folgt via 130-2: x=1i-Imzx.

7: Aus 6“z =i-Imz” und
aus 5.2.Fall“...Imz = nan”
folgt: T =1i-nan.
8: Aus7
folgt: (x =0) V (z = nan)
(x=i-nan)V(z=nan+i-nan)V (z =U).
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Beweis 149-9 VS gleich

Fallunterscheidung‘

» Zai

‘Fallunterscheidung‘
5.3.Fall (Rex = nan) A (Imz = 0).
6: Aus 5.3.Fall“...Imx=0..."
folgt via 130-3: x = Rez.

7: Aus 6“r = Rex” und
aus 5.3.Fall“Rex = nan...”
folgt: £ = nan.

8: Aus7
folgt: (x =0) V (z = nan
(x=i-nan)V(z=nan+i-nan)V (z =U).

5.4.Fall (Rex = nan) A (Imz = nan).
6: Aus 1.1.Fall“z Zahl”
folgt via 96-24: x = (Rezx) +i- (Imz).

7: Aus 6“2 = (Rex) +i- (Imz)” und
aus 5.4.Fall“Rex =nan...”

folgt: x =nan+i- (Imz).
8: Aus 7“z =nan+i- (Imz)” und

aus 5.4.Fall“...Imz = nan”

folgt: T = nan-+i-nan.
9: Aus 8

folgt: (x=0)V(z=n

|Ende Fallunterscheidung]ln allen Fillen gilt:

(x=0)V(z=nan)V(z=i-nan)V (x =nan+i-nan)V (z =U).
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Beweis 149-9 VS gleich r = —x.

‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall x ¢ A.
2: Aus 1.2.Fall“z ¢ A
folgt via 96-12: —x=U.

3: Aus VS gleich “z = —z” und
aus 2“—x =U"
folgt: r=U.

4: Aus 3
folgt: (z=0)V(z=n

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(x=0)V(z=nan)V (z=1i-nan)V (x =nan+i-nan)V (z =U).

VS gleich (x =0) V (x = nan)

(x=1i-nan)V (z =nan-+i-nan)V (z =U).

1: Nach VS gilt: (x =0) V (z = nan)
(x=1i-nan)V (z =nan+i-nan)V (x =U).
Fallunterscheidung‘
=0,

2: Aus1.1.Fall“z =0” und

aus 98-15“—0=10"

folgt: —r=u.
3: Aus?2

folgt: T = —x.
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Beweis 149-9 VS gleich (x =0)V (z = nan)
(x=1i-nan)V (z =nan-+i-nan)V (z =U).

‘Fallunterscheidung‘

7 = nan.

2: Aus 1.2.Fall“x = nan” und
aus AAVI“ —nan = nan”

folgt: —xr=u.
3: Aus?2
folgt: T = -z

r=i-nan.

1.3.Fall . AAVI 1.3.Fall
T = I-nan = —X.

2: =""i-(—nan) P i nan
3: Aus 2
folgt: T = —x.

£ = nan -+ i-nan.

2: T

1.4.Fall .
= nan-+1-nan

ALVT (—nan) +i- (—nan)
F-— (—nan) + (—i- nan)
= (—nan) —i-nan
= —nan —i-nan

FS—+

—(nan +i- nan)

1.4.Fall

3: Aus 2
folgt: T = —x.
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Beweis 149-9 VS gleich (x =0) V (z = nan)
(x=1i-nan)V (z =nan-+i-nan)V (z =U).

‘Fallunterscheidung‘

v=U.

2: Aus 1.5.Fall“x =U”" und
aus 96-19“-U =U"

folgt: —xr=u.
3: Aus 2
folgt: T = -z
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: T = —x.
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149-10. Die Gleichung = x°¢ gilt genau dann, wenn x = U oder z € T oder

Imz = nan:

149-10(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) x = x°c.

ii) “xz € T”oder “Imz = nan”oder “x =U".

REIM-Notation.

Beweis 149-10

RECH-Notation.

VS gleich

1: Aus VS gleich “x = z¢¢”
folgt:

2: Via 149-6 gilt:

3: Aus 1“Ilmz = Im(z°¢)” und
aus 2“Im(z°¢) = —Ima”
folgt:

4: Via 95-6 gilt:

‘Fallunterscheidung

Imz = Im(z°°).

Im(z°¢) = —Imz.

Imz = —Imz.

(x Zahl) V (x ¢ A).



50 ARITHMETIK #149

Beweis 149-10 VS gleich T = z°°.

Fallunterscheidung‘

» Zai

5: Aus 4.1.Fall“gx Zahl”
folgt via 96-9: Imz e T.

6: Aus 3“lmx = —Imz” und
aus 5“lmx € T”
folgt via 149-8: (Imz =0) V (Imz = nan).

Fallunterscheidung‘

Ima = 0.

7: Aus 6.1.Fall“lmzx =0”

folgt via FST: zeT.
8: Aus7

folgt: (x € T)V (Imz =nan) V (z =U).

Imx = nan.

Aus 6.2.Fall
folgt: (x € T)V (Imz =nan) V (z =U).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:

(x € T)V (Imz =nan) V (z =U).
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Beweis 149-10 VS gleich T = z°°.

‘Fallunterscheidung‘

v

5: Aus4.2.Fall“z ¢ A
folgt via 149-4: ¢ =U.

6: Aus VS gleich “x = x°°” und
aus 54z =U"

folgt: r=U.
7: Aus 6
folgt: (x € T)V (Imz =nan) V (z =U).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(x € T)V (Imz =nan) V (x =U).

VS gleich (x € T)V (Imz =nan) V (x =U).
1: Nach VS gilt: (x € T)V (Imz =nan) V (x =U).

‘Fallunterscheidung‘
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Beweis 149-10 VS gleich (x € T)V (Imz =nan) V (x =U).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall z e T.
2.1: Aus1.1.Fall“z eT”
folgt via €SZ: x Zahl.
2.2: Aus1.1.Fall“z eT”
folgt via FST: Imz = 0.
3: Aus 2.1“z Zahl”
folgt via 96-24: z = (Rez) +i- (Imz).
4: T

2 (Rex) +i- (Imz)

22 (Rez) +i-0

9=1% (Rex) +i- (—0)

22 (Rex) +i- (—Ima)

1978 (Rez) — i (Imz)

149-1(Def) o
5: Aus4
folgt: rT=x

cc
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Beweis 149-10 VS gleich (x=U)V (x €T)V (Imz = nan).

‘Fallunterscheidung‘

Imz = nan.

2: Aus 1.w.Fall“lmz = nan”

folgt via 95-16: Imz e T.
3: Aus 2“lmx € T”

folgt via 96-9: x Zahl.
4: Aus 3“x Zahl”

folgt via 96-24: x = (Rezx) +i- (Imz).
5: x

2 (Rex) +i- (Imz)

t-2Fall (Rexz) +1i-nan

ALVT (Rex) +i- (—nan)

PR (Rex) + - (—Ima)

1128 (Rex) —i- (Imz)
149-1(Def) .
= x°e.
5: Aus 4
folgt: T = x°°.

v=U.

2: Aus 149-5“U°¢ = U” und
aus 1.3.Fall“z =U"

folgt: ¢ =z
3: Aus 2
folgt: x = z°°.
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: r = x°°
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cc-Notation. Es werden die iiblichen Notationen im Umgang mit konjugiert
13 _ cc”

Komplexen in die Essays eingefiihrt. Hierbei sind unter anderem 2" und
«“ CCy : .
(—2)"” voneinander zu unterscheiden:

cc-Notation
1) —x° = —(x°°).
2) x+y°=ux+ (y°°).
3) ¢ +y=(2°)+y.
4) 7% 4y = (%) + (y).
5) x—y=ux— (y°).
6) xcc _ y — (xcc) _ y
) 2% — Y = (2°°) — (y°).
8) z-y° =u-(y°°).
9) x -y = (%) y.
10) 2% - 4o = (2°) - (y°).
11) z:y*=x: (y°).
12) z°¢ 1y = (2°°) : .

13) .Z’CC : ycc — (,I‘CC) : (ycc).

RECH-Notation.
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149-11. Die Gleichung x = —x°¢ gilt genau dann, wenn Rex = 0 oder Rex = nan
oder x = U. Die Gleichung —x = z°¢ gilt genau dann, wenn = ¢ A oder Rez =0
oder Rex = nan. Aus © = —z°° folgt —x = z°°. Dass hier keine Aquivalent

vorliegt, wird in 149-12,13 thematisiert. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - ¢) - b):

149-11(Satz)

a) “x=—x°"genau dann, wenn
“Rex = 0”7 oder “Rex = nan”oder “x =U".

b) “—x = x°°” genau dann, wenn
“x ¢ A7 oder “Rex = 0" oder “Rex =nan”.

c) Aus “x = —z°°7 folgt “—x = x°°7.
REIM.RECH.cc-Notation.
Beweis 149-11 a) VS gleich r = —x°.
1: Rez £ % Re(2°¢) "L * —(—Re(z°°)) *°=*" —Re(—2°¢) £ —Rex.
2: Via 95-6 gilt: (x Zahl) V (x ¢ A).
Fallunterscheidung‘

» Zai

3: Aus 2.1.Fall“x Zahl”

folgt via 96-9: Rex € T.
4: Aus 1“Rer =...= —Rez” und

aus 3“Rex € T”

folgt via 149-8: (Rex = 0) V (Rez = nan).
5: Aus 4

folgt: (Rex =0) V (Rex = nan) V (z = U).
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Beweis 149-11 a) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘
2.2.Fall x ¢ A.
3: Aus 2.2.Fall“x ¢ A”
folgt via 149-4: ¢ =U.
4: e B g 2y %%y
5: Ausd“z=...=U"
folgt: (Rex =0) V (Rex = nan) V (z = U).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

Fallunterscheidung‘

(Rex = 0) V (Rex = nan) V (z

a) VS gleich (Rex = 0) V (Rex = nan) V (z
1: Nach VS gilt: (Rex = 0) V (Rex = nan) V (z

0—i-(Imx))

1.1.Fall Rez = 0.
2: Aus1.1.Fall“Rex =0"
folgt via 127-4: x Zahl.
3: Aus 2“z Zahl”
folgt via 96-24: z = (Rez) +i- (Imz).
4:
2 (Rez) +i- (Imz)
P —(—(Rex) —i- (Imz))
I (0~ (Ima))
98-15
=1
M (Rex) — i - (Ima)
149—1(Def)
5: Aus 4

folgt: x = —x°°.
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Beweis 149-11 a) VS gleich (Rex = 0) V (Rex = nan) V (z

‘Fallunterscheidung‘

Rex = nan.

2: Aus 1.2.Fall“Rex = nan”

folgt via 95-16: Rex € T.
3: Aus 2“Rex € T”

folgt via 96-9: x Zahl.
4: Aus 3“x Zahl”

folgt via 96-24: x = (Rex) +i- (Imz).
5: T

2 (Rez) +i- (Imz)

P —(—(Rex) —i- (Imz))

1.2.Fall —(—nan —i- (Imx))

AV —(nan —i- (Imz))

L2El(Rey) —i- (Ima))

149-1(Def)
= —x°c.

5: Aus4
folgt: rT=-—-x

=

1.3.Fall 96—-19 149-5 1.3.Fall
T =" UT=" U= U =T —xce

2:

3: Aus?2
folgt: rT=-—-x

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:
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Beweis 149-11 c¢) VS gleich

1: Aus VS gleich “x = —z°¢”
folgt:

2: Via 149-5 gilt:

3: Aus 2“(z°° Zahl) V (z°¢ =U)"
folgt via FS——:

4: Aus 1“—x = —(—2z°)” und
aus 34:_(_l,cc) — l.cc ”
folgt:

ARITHMETIK #149

—x = —(—z°°).

(x°¢ Zahl) V (z°¢ = U).

—(—ZIZ'CC) — ZE'CC.
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Beweis 149-11 b) VS gleich —x = x°°.
1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) V (x ¢ A).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall x Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“x Zahl”
folgt via FS——: —(—z) ==.

3: Aus 2“—(—z) =2” und
aus VS gleich “—x = z°¢”

folgt: —x%¢ =z
4: Aus 3
folgt: x = —x°°.

5: Aus 4“z = —z°¢”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(Rex =0) V (Rex = nan) V (z = U).

Fallunterscheidung‘
5.1.Fall (Rex = 0) V (Rex = nan).
Aus 5.1.Fall
folgt: (x ¢ A)V (Rex =0) V (Rex = nan).
5.2.Fall r=U.
6: Via 94-1 gilt: Ug¢A.
7: Aus 5.2.Fall“z =U" und
aus 6“U ¢ A”
folgt: x ¢ A.
8: Aus7
folgt: (x ¢ A)V (Rex =0) V (Rex = nan).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(x ¢ A) V (Rex = 0) V (Rex = nan).
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Beweis 149-11 b) VS gleich

ARITHMETIK #149

‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall x ¢ A.
Aus 1.2.Fall
folgt: (x ¢ A)V (Rex = 0) V (Rex = nan).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

b) VS gleich

1: Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

(x ¢ A) V (Rex = 0) V (Rex = nan).
(x ¢ A) V (Rex = 0) V (Rex = nan).

(x ¢ A) V (Rex = 0) V (Rex = nan).

2.1: Aus1.1.Fall“z ¢ A”
folgt via 96-12:

2.2: Aus1.1.Fall“x ¢ A
folgt via 149-4:

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

3: Aus 2z = —g°¢”

2: Aus 1.2.Fall“(Rex = 0)V (Rex = nan)”
folgt via des bereits bewiesenen a): r=—x

folgt via des bereits bewiesenen c): —r=ux

(Rex = 0) V (Rex = nan).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: —r=ux
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149-12. Wie vorab zu 149-11 erwidhnt und wie durch das nachfolgende Beispiel
149-13 belegt, kann die Implikation von 149-11c) nicht ohne Weiteres in eine
Aquivalenz verwandelt werden:

149-12.Bemerkung

e Die Aussage
“(—x =12°¢) = (x = —x°°)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Aussage
“(x = —2°°) & (—x = z°°)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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149-13. Wie an Hand vorliegenden Beispiels klar gemacht wird, kann die Impli-
kation von 149-11c) nicht ohne Weiteres in eine Aquivalenz verwandelt werden:

149-13.BEISPIEL
Es gelte:

=) x=UXU.
Dann folgt:

a) —z=U.

b) z¢°=U.

c) —x¢°=U.

d) —z =z,

e) x # —xcc.

Ade): Via6-12 gilt U xU # U.
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149-14. Nun werden vertraute Formeln im Umgang mit komplex konjugierten
Klassen unter Vorzeichenwechsel bewiesen:

149-14(Satz)

a) —1° = (—x)%.
b) —(—x°°) = z°°.
c) —(—x)% =z
d) (—(—x))% =a°c.
e) ((—2))* = —ux.
£) (—2%9)° = —u.
g) —(z°°)° = —u.

h) ((xcc)CC)CC -

RECH. cc-Notation.
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Beweis 149-14

ARITHMETIK #149

REIM-Notation.

a)
1:
2: Aus 1
folgt:
bc)

1: Via 149-5 gilt:

2.b): Aus 1% (z° Zahl) Vv (z°°

folgt via FS——:

3: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

4.c):
aus 3“—x° = (—x)%”
folgt:

Aus 2.b) “ —(—x°¢) = z¢

cc

19PN _(Rex) —i- (Imz))
T _(Rex) +i- (Imaz)

=" Re(~x) +i - (Imz)

Y20 Re((—2)%°) + i - (Ima)
1004 Re((—=2)%) + i+ (—(—Ima))
%°=2T Re((=2)) + i (—Im(—2))
MO Re((—2)%) + i - Im((—x)°)
M0 (e,

e = (=),

(x°¢ Zahl) Vv (z°¢ =U).

Z/{) 7

¢” und
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Beweis 149-14 d)

1: Via 95-6 gilt:

65

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“gx Zahl”
folgt via FS——: —(—z) ==
3: Aus 2“—(—z)=2a"
folgt: (— (=) = a*
1.2 .Fall z¢ A
2.1: Aus 1.2.Fall“x ¢ A
folgt via 96-12: —x=U.
2.2: Aus1.2.Fall“z ¢ A”
folgt via 149-4: ¢ =U.
(_(_x))cc 2:1 (_u)cc 96;19 Z/{CC 14%75 Z/{ 2:2 xcc
4: Aus 3
folgt: (= (=) = a°°

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

e)

1: Aus 126-1“(—x Zahl) V (—z
folgt via 149-7:

: Aus 1
folgt:

f)

: Aus 2
folgt:

u)?)

—o = ((~a))".

((—a)*)* = —.
(~a%)* 2 ((~a)*)** 2 —.
(—zce)* = —u.



66

Beweis 149-14 g)

h)

1:

2: Aus 1
folgt:

1: Via 149-5 gilt:

2: Aus 1¢(z°¢ Zahl) Vv (z°°
folgt via 149-7:

3: Aus 2
folgt:

:Z/{)”

ARITHMETIK #149

(x° Zahl) V (z°¢ = U).

:L’cc — ((:L.CC)CC)CC.

((25)°) = 2=

O
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149-15. Nun werden vertraute Formeln im Umgang mit komplex konjugierten
Klassen und ab2 bewiesen:

149-15(Satz)

a) ab2(z%°) = ab2(z).
b) (ab2(x))* = ab2(x).
¢) ab2(ab2(z°%)) = ab2(z) - ab2(x).
Q) ab2((ab2(x))%) = ab2(z) - ab2(z).
e) (ab2(ab2(x)))™ = ab2(z) - ab2(x).
£) ab2((2°)°) = ab2(x).

g) (ab2(z°°))* = ab2(x).

h) ((ab2(2))%)° = ab2(z).

RECH. cc-Notation.

Beweis 149-15

REIM-Notation.

a)

9622

Re(z°) - Re(2°°) + Im(z°°) - Im(x°°

149 6
(

149 6
(

Rez) - (Rex) 4+ (—Imz) - (—Imz

"5 (Rex) - (Rez) + (Imz) - (Imz

9622

)
)
Rez) - (Rex) 4 Im(z°°) - Im(2°°)
)
)

ab2(x).

2: Aus 1
folgt: ab2(x°¢) = ab2(x).
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Beweis 149-15 b)

Aus 128-14“(ab2(z) € T) Vv (ab2(x) = U)”

folgt via 149-10: (ab2(z))*® = ab2(x).
c)
1 ab2(ab2(2°%)) 2 ab2(ab2(x)) 2% ab2(z) - ab2(x).
2: Aus 1
folgt: ab2(ab2(z°¢)) = ab2(x) - ab2(x).
d)
1: ab2((ab2(z))°%) 2 ab2(ab2(z)) **E1° ab2(x) - ab2(z).
2: Aus 1
folgt: ab2((ab2(x))*®) = ab2(x) - ab2(x).
e)
1: (ab2(ab2(z)))*° 2 ab2(ab2(x)) 22 ab2(x) - ab2(x).
2: Aus 1
folgt: (ab2(ab2(x)))*¢ = ab2(x) - ab2(x).
)
1 ab2((2°°)°°) 2 ab2(2°) 2 ab2(x).
2: Aus 1
folgt: ab2((z°¢)*) = ab2(x).
g)
1 (ab2(2°))° 2 ab2(z°¢) 2 ab2(x).
2: Aus 1
folgt: (ab2(z°¢))*® = ab2(z).
h)
1 ((ab2(x))%)™ 2 (ab2(x))*° 2 ab2(x).
2: Aus 1
folgt: ((ab2(x)))*® = ab2(x).

O
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149-16. Nun werden vertraute Formeln im Umgang mit komplex konjugierten
Klassen und rez bewiesen:

149-16(Satz)

a) 1:2% = (1:2)°.

b) 1:(1:a%) = (1:(1:x))%.
(1:(1:2))°.
A 1:((2%))=1:a.

c) 1:(1:x)

e) (1:z°)=1:2x.

) (1:2))=1:x.

RECH. cc-Notation.
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Beweis 149-16

ARITHMETIK #149

REIM-Notation.

a)

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

b)

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

1)
197100 Re(1 1) — i Im(1 : )

P2 (Rex) : ab2(z) —i-Im(1 : 2)

279 (Rex) : ab2(w) — i - ((—Ima) : ab2(z))

Y5 (Rew) 1 ab2(a%) — i+ ((~Ima) : ab2(a))
M2 Re(aee)  ab2(2) — i - ((—Ima) : ab2(z%))
VST Re(¢) ¢ ab2(2%) + - ((Ima) : ab2(a%))
1496 Re(2°%) : ab2(2°) + i - ((—Im(2°)) : ab2(z°%))
123-9 1 - gcc
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Beweis 149-16 d)

e)

f)

1: Via 95-6 gilt:

71

(x Zahl) vV (x ¢ A).

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“x Zahl”
folgt via 149-7: x = (2°°)°.
3: Aus 2%z = (x°¢)°°”
folgt: Trz=1:((z%)).
4: Aus 3
folgt: 1:((z9))=1:x.
1.2.Fall zd A
2.1: Aus 1.2.Fall“xz ¢ A”
folgt via 96-18: l:x=U.
2.2: Aus 1.2.Fall“x ¢ A”
folgt via 149-4: ¢ =U.
1:((z°9)%) 22y My =Py E s
4: Aus 3
folgt: 1:((z%))=1:2.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: L:((x°9))=1:2.
d
1: (1o 21 (@) 2120
2: Aus 1
folgt: (1:2%9) =1:2.
1: (1)) 2L (1:a)° 21
2: Aus 1
folgt: (1:2)))=1:a.
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149-17. Nun werden vertraute Formeln im Umgang mit komplex konjugierten

Klassen und Re bewiesen:

149-17(Satz)

a) Re(z*) = Rex.
b) (Rex)® = Rex.

¢) Re(Re(z<¢)) = Rex.
d) Re((Rez)*) = Rex.
e) (Re(Rez))*® = Rex.
£) Re((2°°)°) = Rex.
g) (Re(z°°))°° = Rex.
) ((Rex)®)* = Rez.

REIM-Notation.

Beweis 149-17 a)

Via 149-6 gilt:
b)

1: Via 126-1 gilt:

2: Aus 1“(Rez € T)V (Rex =U)”
folgt via 149-10:

3: Aus 2
folgt:

Re(z°¢) = Rex.

(Rex € T) V (Rex = U).

Rex = (Rex)*".

(Rex)®® = Rex.
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Beweis 149-17 c)

1 Re(Re(2°°)) ®°="° Re(2°°) 2 Rex.
2: Aus 1
folgt: Re(Re(z°¢)) = Rex.
d)
1 Re((Rex)™) 2 Re(Rex) *°=" Rex
2: Aus 1
folgt: Re((Rex)*®) = Rex.
e)
1 (Re(Rex))*° 2 Re(Rex) =" Rex
2: Aus 1
folgt: (Re(Rex))*® = Rex.
)
1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) V (xz ¢ A).
Fallunterscheidung‘
© Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“gx Zahl”
folgt via 149-7: (2°°)°¢ = x.
3: Aus 2
folgt: Re((z°¢)*°) = Rex.
¢ A
2.1: Aus 1.2.Fall“z ¢ A”
folgt via 96-10: Rex =U.
2.2: Aus 1.2.Fall“x ¢ A
folgt via 149-4: ¢ =U.
Re((2°)°°) Z Re(U°?) "= ° Retd *°="" U = Rex.
4: Aus 3
folgt: Re((2°°)°°) = Rex.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Re((x°¢)*°) = Rex.
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Beweis 149-17 g)

1:

2: Aus 1
folgt:

h)

2: Aus 1
folgt:

ARITHMETIK #149

(Re(25))%° 2 (Rex)*® 2 Rex.

(Re(z°¢))*® = Rex.

b)

(Rex)*)™ 2 (Rex)*® 2 Rex.

((Rex)®“)*® = Rex.
U
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149-18. Nun werden vertraute Formeln im Umgang mit komplex konjugierten
Klassen und Im bewiesen:

149-18(Satz)

a) Im(z°¢) = —Imz.
b) (Imz)* = Imz.

c) Im(Im(z°¢)) = Im(Imz).

d Im((Imz)*°) = Im(Imz).
&) (Im(Imz))** = Im(Ima).
£) Im((2°9)%) = Ima.

g) (Im(z°))* = —Imz.

h) ((Imz))*° = Imx.

REIM.RECH-Notation.

Weitere Aussagen tiber “Im(Imx)” sind in #99 zu finden.

Beweis 149-18 a)

Via 149-6 gilt: Im(2°¢) = —Imz.
b)
1: Via 126-1 gilt: (Imzx € T) V (Imz =U).
2: Aus 1“(Imz € T) V (Imz =U)"
folgt via 149-10: Imz = (Imz)®.
3: Aus 2

folgt: (Imz)*¢ = Imz.
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Beweis 149-18 c)

1 Im(Im(25)) 2 Im(—Imz) °°=*" “Im(Imz) *°="* Im(Im2).
2: Aus 1
folgt: Im(Im(z°¢)) = Im(Imzx).
d)
1 Im((Im2)°*) 2 Im(Imz).
2: Aus 1
folgt: Im((Imz)°®) = Im(Imx).
e)
1 (Im(Imz))°° 2 Im(Imz).
2: Aus 1
folgt: (Im(Imz))*¢ = Im(Imz).
)
1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) V (z ¢ A).
Fallunterscheidung‘
x Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“g Zahl”
folgt via 149-7: (2°°)°¢ = .
3: Aus 2
folgt: Im((2°¢)°°) = Imzx.
¢ A
2.1: Aus 1.2.Fall“xz ¢ A”
folgt via 96-10: Imz =U.
2.2: Aus 1.2.Fall“x ¢ A”
folgt via 149-4: ¢ =U.
Im((2°)°) 22 Im(e) &% 1mu =" 14 2 ima.
4: Aus 3
folgt: Im((2°¢)°¢) = Imzx.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Im((2¢)*°) = Imz.
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Beweis 149-18 g)

1:

2: Aus 1
folgt:

h)

2: Aus 1
folgt:

(Im(ae)" =

[|&

(—=Imz
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Cc

) MM (Ima) 2 ~Ima.

Imz)*

(Im(z°¢))*° = —Imz.

((Im2)°)°° 2 (Im2)°° 2 Ima.

((Imx)°)*® = Imz.
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149-19. Nun werden vertraute Formeln im Umgang mit komplex konjugierten
Klassen und Re, Im bewiesen:

149-19(Satz)

a) Re(Im(z*°)) = —Ima.
b) Re((Imz)°) = Imz.
¢) (Re(Imz))* = Imz.
@) Im(Re(2°°)) = Im(Rex).
e) Im((Rez)*) = Im(Rex).
£) (Im(Rez))*® = Im(Rex).

REIM-Notation.

Weitere Aussagen iiber “Im(Rez)” sind in #99 zu finden.

Beweis 149-19 a)

1: Re(Im(z<)) "*%="® Re(—Imz) **=*" —Re(Imz) =" —Ima.
2: Aus 1
folgt: Re(Im(z°¢)) = —Imz.
b)
1: Re((Imz)°®) "E"® Re(Imz) =" Imz
2: Aus 1
folgt: Re((Imz)¢) = Imz.
c)
1: (Re(Imz))* =1 Re(Imz) *°=" Imz
2: Aus 1

folgt: (Re(Imz))®® = Imx.
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Beweis 149-19 d)

1:

2: Aus 1
folgt:

e)

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

79

Im(Re(2°%)) =7 Im(Rex).

Im(Re(z°¢)) = Im(Rex).

Im((Rez)*) £ Im(Rex).

Im((Rex)®) = Im(Rex).

(Im(Rex))* "= Im(Rex).

(Im(Rex))*® = Im(Rex).
U
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149-20. Die Gleichung z - 2°¢ = ab2(z) ist nicht ohne Weiteres verfiigbar:

149-20(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) x -2 = ab2(z).
ii) “x ¢ A”oder “(Rex)- (Imz) € R”.

iii) “ax ¢ A7oder “z € C”oder “xz € T” oder “Rex =07".

REIM.RECH. cc-Notation.
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Beweis 149-20 VS gleich x - x°¢ = ab2(x).
1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) vV (x ¢ A).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall x Zahl.
2.1: Aus 1.1.Fall“g Zahl”
folgt via 128-11: ab2(z) € T.
2.2: Aus 1.1.Fall“z Zahl”
folgt via 96-9: (Rex € T) A (Imz € T).

3.1: Aus VS gleich “z - 2°¢ = ab2(x)” und
aus 2.1%ab2(z) € T”

folgt: x-x°°eT.
3.2: Aus 2.2%Rex € T...” und
aus 2.2“. .. Imzx € T”
folgt via -SZ: (Rez) - (Imz) € T.
4: Aus 3“z-2°ceT”
folgt via FST: Im(z - z%¢) = 0.
5: 0
98_15 _ )

2 —Im(z - z°°)
9= _((Rex) - (Im(2°°)) + (Imz) - (Re(2°°)))

1278 _((Rex) - (—Imz) + (Imz) - (Re(2°%)))

149-6 —((Rex) - (=Imz) + (Imz) - (Rex))

S (~(Rex) - (Imz) + (Imz) - (Rex))

Pt (Rex) - (Imz) — (Imz) - (Rex)

KEM (Rex) - (Imz) — (Rex) - (Imz).
)

6: Aus5“0=...=(Rex) - (Imz) — (Rex) - (Imz)”

folgt: (Rex) - (Imz) — (Rex) - (Imz) = 0.
7: Aus 6“(Rex) - (Imz) — (Rez) - (Imz) =07

folgt via 102-5: (Rex) - (Imz) € C.
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Beweis 149-20 VS gleich x - x°¢ = ab2(x).
Fallunterscheidung‘
 za

8: Aus 3.2“(Rex) - (Imz) € T” und
aus 7% (Rez) - (Imz) € C”

folgt via ASZ: (Rez) - (Imz) € R.
9: Aus 8
folgt: (x ¢ A)V ((Rex) - (Imz) € R).
v ¢ A
Aus 1.2.Fall
folgt: (x ¢ A)V ((Rex) - (Imz) € R).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(r ¢ A)V ((Rex) - (Imz) € R).
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Beweis 149-20

1:

VS glich

Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

83

(r ¢ A)V ((Rex) - (Imz) € R).

(r ¢ A)V ((Rex) - (Imz) € R).

1.1.Fall x ¢ A.
Aus 1.1.Fall
folgt: (x¢ A)V(xeC)V (xeT)V (Rex=0).
1.2.Fall (Rez) - (Imz) € R.
2: Es gilt: ((Rex) - (Imz) = 0) V (0 # (Rex) - (Imx)).
Fallunterscheidung‘
2.1.Fall (Rez) - (Imz) = 0.
3: Aus 2.1.Fall“(Rez) - (Imz) =0
folgt via NTFA: (Rex =0) V (Imz = 0).
Fallunterscheidung‘
3.1.Fall Rex = 0.
Aus 3.1.Fall
folgt: (xr¢ A)V(x€C)V (xeT)V (Rex =0).

4:

5:

im0

Aus 3.2.Fall“lmzx = 0"
folgt via FST: zeT.
Aus 4
folgt:
(¢ A)V(zeC)V(zeT)V (Rex =0).

Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fillen gilt:

(¢ A)V(xeC)V(xeT)V (Rex =0).
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Beweis 149-20 VS gleich (z ¢ A)V ((Rez) - (Imz) € R).

‘Fallunterscheidung‘

‘Fallunterscheidung‘

(Rez) - (Imz) € R.

0# (Rex) - (Ima).

3:

Aus 1.2 .Fall“(Rez) - (Imz) € R”

folgt via Element Axiom: (Rex) - (Imz) Menge.

: Aus 3“(Rex) - (Imz) Menge”
folgt via 96-15: Rex Zahl.

: Aus 4“Rex Zahl”
folgt via 96-9: Rex € T.

: Aus5“Rex € T,

aus 2.2.Fall“0 # (Rex) - (Imz)” und
aus 1.2.Fall“(Rex) - (Imz) € R”

folgt via 131-2: (0 # Rex € R) A (0 # Imz € R).
: Aus6“...Rez € R...” und

aus 6“...Imz e R”

folgt via 101-1: xz e C.

: Aus 7
folgt: (x¢ A)V(xeC)V (xeT)V (Rex=0).

Ende Fallunterscheidung|n beiden Féllen gilt:

(x¢A)V(xeC)V(zeT)V (Rex =0).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(x ¢ A)V (z €C)V(z €T)V (Rex = 0).



ARITHMETIK #149 85

Beweis 149-20 VS gleich (z ¢ A)V (z € C) vV (x € T) V (Rex = 0).

1: Nach VS gilt: (¢ A)V(xeC)V(xeT)V (Rex =0).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall zd A
2.1: Aus1.1.Fall“xz ¢ A”
folgt via 96-16: -z =U.
2.2: Aus1.1.Fall“x ¢ A
folgt via 96-22: ab2(x) =U.

zoase Ey 22 ab2(z).

4: Aus 3
folgt: x - x°¢ = ab2(x).
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Beweis 149-20

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #149

VS gleich (z ¢ A)V (z € C) vV (x € T) V (Rex = 0).

2: Aus 1.2.Fall“x e C”
folgt via 101-1:

3: Aus 2“Rer €R...” und
aus 2“...Imzx € R”
folgt via -SZ:

folgt via €SZ:

folgt via 102-5:

142?6((

FS—+

KGM

4: Aus 3“(Rex) - (Imz) e R”

5: Aus 4“(Rex) - (Imz) € C”

Rez)-(Rex)—(Imx)-(—Imz))+i-((Rex)-(—Imz)+(Imz)-(Rex))

=" ((Rex)-(Rex)+(Imz)-(Imz))+i-((Rex)-(—Imz)+ (Imz)- (Rex))

9622
FS—

=" ab2(z) +i- (—(Rex) - (Imz) + (Rex) - (Imx))

FS+ ab2(z) +i- ((Rex) - (Imz) — (Rez) - (Imz))

z € C.

(Rex € R) A (Imz € R).

(Rez) - (Imz) € R.
(Rez) - (Imz) € C.

(Rex) - (Imz) — (Rex) - (Imz) = 0.

cc

Y278 ((Rex) - (Rex) — (Imz) - Im(2°%))

+i- ((Rex) - Im(2°°) + (Imz) - (Rex))

"E ((Rex) - (Rex) — (—(Imz) - (Imz)))
+i- ((Rex) - (=Imz) + (Imz) - (Rex))

ab2(z) +i- ((Rez) - (—Imz) + (Imz) - Rex)

ab2(x) +i- (—(Rex) - (Imz) 4+ (Imx) - Rex)

= ab2(z) +i-0
9818 4p2(2) 4+ 0

9812 2p2(2).
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Beweis 149-20 VS gleich (z ¢ A)V (z € C) vV (x € T) V (Rex = 0).

‘Fallunterscheidung‘

7: Aus 6
folgt:

z € C.

x -2 = ab2(x).

2.1: Aus 1.3.Fall“z e T”
folgt via 149-10:

2.2: Aus 1.3.Fall“z eT”
folgt via FST:

3: Aus 2.2%lmz =07
folgt via 130-3:

xzeT.

Imz = 0.

ab2(z) =z - x.

cc

3:

4: Aus 3
folgt:

4: x-xccélx-x;aw(x).
5: Aus 4
folgt: x - 2 = ab2(x).
1.4 .Fall Rex =0
2.1: Aus 1.4.Fall“Rex =10"
folgt via 149-11: —x = x°°.
2.2: Aus 1.4.Fall“Rex =0"
folgt via 130-2: ab2(z) = -z -z

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
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149-21. Nun werden einige vertraute “additive” Formeln mit konjugiert Kom-
plexem etabliert:

149-21(Satz)

a) (z+y)™ =% +y*

b) (z%)  +y=z+y.

cc

c) x4+ (y°) =z +y.
d) (z°¢+y°°)* =z +v.
e) (x+y)*) =z+y.
£) (- y)* =~y
g) () —y=z—y.

h) z— (y)“ =z —y.

RECH. cc-Notation.
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Beweis 149-21

89

REIM-Notation.

a)

2: Aus 1
folgt:

9625
DGi
((

102—6 ((

149—1(Def)

96 25 ((Rex)

((Rex) + (Rey)) —

Rex) + (Rey)) —

Rex) —i- (Imx)) +

149—1(Def)

(x+y)™

Re(z +y)—i-Im(z+vy

(Rey)) —i-Im(z +y

- ((Imz) + (Imy)

(i- (Imz) + i (Imy)

(z+y)™

((Rey) —i- (Imy)

2% + ((Rey) —i- (Imy))

149—1(Def)

)
)
)
)
)

xCC + yCC'

— xCC _'_ yCC'
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Beweis 149-21 b)

c)

d)

1: Via 95-6 gilt:

ARITHMETIK #149

(x Zahl) vV (x ¢ A).

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“x Zahl”
folgt via 149-7: x = (2°°)°.
3: (2°9)° +y 22+
4: Aus 3
folgt: () +y=a+y.
1.2.Fall zd A
2.1: Aus 1.2.Fall“x ¢ A
folgt via 149-4: ¢ =U.
2.2: Aus1.2.Fall“xz ¢ A”
folgt via 96-14: r+y=U.
3: () +y 2y +y LU+ = U 4y
4: Aus 3
folgt: () +y=u+y.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: () +y=x+y.
FSA b FSA
1: o (o) A ()= p e 2y b gy,
2: Aus 1
folgt: T+ (y°°)° =z +v.
1: (e 4 )% 2 (@) 4 (5) L+ (=) Lty
2: Aus 1
folgt: (2% +y) =z + v.
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Beweis 149-21 e)

1:

2: Aus 1
folgt:

f)

2: Aus 1
folgt:

g)

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

91

Nas

ccycc @ cc ceyee 4
(z+y)7)" = (@ +y<)" =z +y.

(+y)*)" =z+y.

() —y =2z —y
= () = () ) T e (cy) = e -y
T () =y
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149-22. Nun werden einige vertraute “multiplikative ” Formeln mit konjugiert
Komplexem etabliert:

149-22(Satz)

cc cc

a) (z-y) ==z

-yce.
b) (z°°)C-y=1x-y.

)z (y) =a-y.

Q) (25 y)C =z -y,
e ((z-y) ) =z-y.
£) (z:y)" = yce.
g) (z°°) y=ux:y.

RECH. cc-Notation.




ARITHMETIK #149 93

Beweis 149-22 a)

1. (x-y)™
91PN pe(z-y) —i- Im(z - y)

=" ((Rex) - (Rey) — (Imz) - (Imy)) — i - Im(z - y)

=% ((Rex) - (Rey) — (Imz) - (Imy)) — i - ((Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey))
P2 (Re() - (Rey) — (Ima) - (Imy)) — i+ (Re(a*®) - (Imy) + (Im) - (Rey))
P20 (Re(27) - Re(y*) — (Imz) - (Imy)) —i- (Re(°) - (Imy) + (Imz) -Re(y <))
P (Re(ate) - Re(y*e) — (—Im(a%°)) - (Imy))

—i- (Re(z°) - (Imy) + (—Im(z°%)) - Re(y°))

P2 (Re(a°) - Re(y) — (—Im(2°9)) - (~Im(y°°)))

—i- (Re(z°°) - (—Im(y°)) + (—Im(2°%)) - Re(y*°))

" (Re(2%) - Re(y) — Im(2°°) - Im(y°))

—i - (Re(z®®) - (=Im(y°)) + (—Im(z°°)) - Re(y°°))

=" Re(z% - y=°) — i+ (Re(x=°) - (~Im(y=°)) + (~Im(2%)) - Re(y*"))

P8 Re(2°c - o) — i - (—Re(2°) - Im(y°) + (—Im(2°°)) - Re(y°))

" Re(° - y*°) — i+ (—Re(2%°) - Im(y=°) + (—Im(2°) - Re(y*°)))

= Re(2°® - y*°) — i (—Re(2°°) - Im(y*°) — Im(z°°) - Re(y"))

PET Re(2° %) — i (—(Re(x°°) - Im(y°) + Im(2°%) - Re(y)))

M2 Re(a - =€) 41+ (Re(2) - Im(y==) + Im(2°°) - Re(y™))

=0 Re(ae - y°) + i - Im(ace - )

cc cc

x°e - yce.

2: Aus 1
folgt: (z-y)™ =
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Beweis 149-22 b)

1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) V (x ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x Zahl.
2: Aus 1.1.Fall“x Zahl”
folgt via 149-7: x = (2°°)°.
3: (xcc)cc~y%x~y.
4: Aus 3
folgt: (z¢)C -y =z - y.
¢ A
2.1: Aus 1.2.Fall“z ¢ A”
folgt via 149-4: ¢ =U.
2.2: Aus 1.2.Fall“x ¢ A
folgt via 96-16: z-y=U.
3: (l'cc)cc'ygucc-yl4%75u-y96;19u2i2x y
4: Aus 3
folgt: () -y =z -y.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: () y=x-y.
c)
1: x - (y°©)* KGM (yeo)*c - o Ll Y- x KGM . Y
2: Aus 1
folgt: r-(y)C=x-y.
d)
! (5= o) & (@) (o) 2z (r)° Ly
2: Aus 1
fOlth (JICC ycc>cc — y
e)
1: . CCCC_) cc | ccCCd_) .
- ((z-y)™)" = (%) =2y
2: Aus 1
folgt: (z-y)) =z-vy.
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Beweis 149-22 f)

1:

2: Aus1
folgt:

g)
2: Aus'1
folgt:

h)

2: Aus 1
folgt:

i)
2: Aus 1
folgt:

j)

2: Aus 1
folgt:

(%)% 1y

v (e P

95

(z:y)

136—1 cc
=" (z-(1:y)

a) cc cc
=z (1:y)
149-16 . ce

=% (1:y*)

136-1 o cc

= " yce.

(x:y)™ = a°c: yce.

136—1 , .cvcc b) 136-—1
= () -y =w-(1:y) 7= "2

() y=u:y.

w1 () ME e (1y) 2y

x: (YY) =x:y.

H
~—

ccycc cc cenee 1)
(x:y)")" = (2 y)" =z y.

(o y)™) =2y
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149-23. Es gilt unter anderem (i-z)* = (—Imz) —i- (Rex) und (i- (—z))*° =
(Imz) +i- (Rex):

149-23(Satz)

a) (i-2) = (—Imz) —i- (Rex).
b) i-2% = (Imz) +i- (Rex).

) —(i-a)*
d) (—i-2) = (Imz)+i- (Rex).
&) ((=i)-2)% = (Imz) +i- (Rex).
£) (i-(—2))* = (Imz) +i- (Rex).

(Imz) +i- (Rex).

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 149-23 a)

1: (I X x)cc

149—1(Def)

Re(i-x) —i-Im(i-2)

P (Clmz) — i Im(i - )

P2 (Cima) — i+ (Rex).

2: Aus 1
folgt: (i-2)° = (—=Imz) —i- (Rex).
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Beweis 149-23 b)

1:

2: Aus 1
folgt:

c)

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

. [L')CC 149:—14 —(I . x)cc c
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149:—14 —(I . x)cc
2 ((“Imz) —i- (Rex))

= (Imz) +i- (Rex).

i-2° = (Imx) +i- (Rex).

—(i-x)
= —((=Imx) —i- (Rex))
= —(—=(Imz) —i- (Rex))

" (Imz) + i - (Rex).

—(i-2)* = (Imz) +i- (Rex).

[|e

i2)e MEM L 2) 2 (Imz) + i - (Rex).

(—i-xz)

(Imz) +i- (Rex).

~

(Imz) +i- (Rex).

((=i) - 2)* = (Imz) +i- (Rex).



98

Beweis 149-23 f)

1:

2: Aus 1
folgt:

(i-(=

7)) (i)

ARITHMETIK #149

d

=

(Imz) +i- (Rex).

((=i) - 2)* = (Imx) +i- (Rex).
O
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149-24. Es gilt z € R, S, T, C, B, A genau dann, wenn z°¢ € R, S, T,C, B, A:

149-24(Satz)

a) “x € R”genau dann, wenn “x°¢ € R”.
b) “x € S”genau dann, wenn “x°¢ € S”.
c) “ax € T”genau dann, wenn “x°¢ € T”.
d) “x € C”7genau dann, wenn “z¢¢ € C”.
e) “x € B”genau dann, wenn “x°° e B”.

) “ax Zahl” genau dann, wenn “x°¢ Zahl”.

Beweis 149-22

REIM

.RECH-Notation.
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Beweis 149-24 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € R”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“2z e T”
folgt via 149-10:

3: Aus VS gleich “x € R” und
aus 2“x = x°°”
folgt:

a) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z°¢ € R”
folgt via Element Axiom:

1.2: Aus VS gleich “z°¢ € R”
folgt via €SZ:

2.1: Aus 1.1“2° Menge”
folgt via 149-3:

2.2: Aus 1.2z € T”
folgt via 149-10:

3: Aus 2.1%x Zahl”
folgt via 149-7:

4: Aus 3“x = (2°°)°°” und
aus 2.24x°% = (z°¢)*”
folgt:

5: Aus 4“z = x°°” und
aus VS gleich “z°¢ € R”
folgt:

ARITHMETIK #149

z € R.

zeT.

cc

x°c e R.

r°° € R.

x Zahl.

¢ = (Icc>cc'

x = (2°)°°.

z € R.
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Beweis 149-24 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “xz € §”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“2z e T”
folgt via 149-10:

3: Aus VS gleich “z € S” und
aus 2“x = x°°”
folgt:

b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x°¢ € S§”
folgt via Element Axiom:

1.2: Aus VS gleich “x°¢ € §”
folgt via €SZ:

2.1: Aus 1.1“2° Menge”
folgt via 149-3:

2.2: Aus 1.2z € T”
folgt via 149-10:

3: Aus 2.1%x Zahl”
folgt via 149-7:

4: Aus 3“x = (2°°)°°” und
aus 2.24x°% = (z°¢)*”
folgt:

5: Aus 4“z = x°°” und
aus VS gleich “x°¢ € S§”
folgt:

101

r € S.

zeT.

cc

T e S.

z°¢ € S.

x Zahl.

¢ = (Icc>cc'

x = (2°)°°.

r € S.
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Beweis 149-24 c¢) VS gleich xeT.
1: Aus VS gleich “x € T”
folgt via 149-10: r = z°°.

2: Aus VS gleich “x € T” und
aus 2“x = x°°”
folgt: x¢¢ e T.

c) VS gleich z° € T.

1.1: Aus VS gleich “z°¢ € T”
folgt via Element Axiom: ¢ Menge.

1.2: Aus VS gleich “z°¢ € T”
folgt via 149-10: x¢¢ = (2°°)°.

2: Aus 1.1“2x°° Menge”
folgt via 149-3: x Zahl.

3: Aus 2“z Zahl”
folgt via 149-7: x = (x°°)°°.

4: Aus 3“z = (z°9)°°” und
aus 1.2%x°% = ()7
folgt: r = x°°.

5: Aus4“z =2°” und
aus VS gleich “z¢¢ e T”
folgt: xeT.
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Beweis 149-24 d) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € C”
folgt via 101-1:

2: Aus1“...Imx e R”
folgt via 117-4:

3.1: Via 149-6 gilt:
3.2: Via 149-6 gilt:

4.1: Aus 3.1“Re(z°®) = Rex” und
aus 1“Rez € R...”
folgt:

4.2: Aus 3.2“lm(z°¢) = —Imz” und
aus 2“—Imz € R”
folgt:

5: Aus 4.1“Re(z°®) € R” und
aus 4.2“lm(z%¢) € R”
folgt via 101-1:

d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z°¢ € C”
folgt via 101-1:

1.2: Via 149-6 gilt:
1.3: Via 149-6 gilt:

2.1: Aus 1.2“Re(2°°) = Rez” und
aus 1.1“Re(z°°) e R...”
folgt:

2.2: Aus 1.3“Im(2°¢) = —Imz” und
aus 1.1%. .. Im(z°¢) € R”
folgt:

3: Aus 2.2“—-Imz ¢ R”
folgt via 117-4:

4: Aus 2.1“Rez € R” und
aus 3“lmz € R”
folgt via 101-1:

103

z e C.

(Rex € R) A (Imz € R).

—Imz € R.
Re(z°¢) = Rex.

Im(z°¢) = —Imz.

Re(z°) € R.

Im(z°¢) € R.

z¢¢ e C.

z°¢ e C.

(Re(z°¢) € R) A (Im(z°°) € R).

Re(z°¢) = Rex.

Im(x°¢) = —Imz.

Rez € R.

—Imz € R.

Imz € R.

z e C.
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Beweis 149-24 e) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € B”
folgt via 101-3:

2: Aus1“...Imz € S”
folgt via 117-4:

3.1: Via 149-6 gilt:
3.2: Via 149-6 gilt:

4.1: Aus 3.1“Re(z°®) = Rezx” und
aus 1“Rex € S...”
folgt:

4.2: Aus 3.2“lm(z°¢) = —Imz” und
aus 2“—Imzx € S”
folgt:

5: Aus 4.1“Re(z*°) € S” und
aus 4.2%lm(z%¢) € §”
folgt via 101-3:

e) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z°¢ € B”
folgt via 101-3:

1.2: Via 149-6 gilt:
1.3: Via 149-6 gilt:

2.1: Aus 1.2“Re(2°°) = Rez” und
aus 1.1“Re(z°¢) €S...”
folgt:

2.2: Aus 1.3“Im(2°¢) = —Imz” und
aus 1.1%...Im(z°°) € S”
folgt:

3: Aus2.2“—-Imzx €S”
folgt via 117-4:

4: Aus 2.1“Rex € S” und
aus 3“lmz € §”
folgt via 101-3:

ARITHMETIK #149

r € B.

(Rex € S) A (Imz € S).

—Imz € S.
Re(z°¢) = Rex.

Im(x°¢) = —Imz.

Re(z°¢) € S.

Im(z°¢) € S.

€ B.

x° € B.

(Re(z°¢) € S) A (Im(z°¢) € S).

Re(z°¢) = Rex.

Im(x°¢) = —Imz.

Rex € S.

—Imz € S.

Imx € S.

z € B.
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Beweis 149-24 f)

Via 149-3 gilt: (x Zahl) < (x°¢ Zahl).
U
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149-25. Nun wird die Frage thematisiert, unter welchen Voraussetzungen aus
¢ = y auf x = y°° geschlossen werden kann:

149-25(Satz)
Es gelte:
—) % =y.
x Zahl.
oder
¢ Zahl.
—) ___ oder
y Zahl.
oder
x=U.
Dann folgt “x = y°°”.
Beweis 149-25
1: Nach —) gilt: (x Zahl) v (z°¢ Zahl) V (y Zahl) V (z = U).
Fallunterscheidung‘
2
2: Aus 1.1.Fall“zx Zahl”
folgt via 149-7: (2°°)°¢ = .
3: 2 (wee)*® 2 yce.
4: Aus 3
fOlgt: T = ycc.
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Beweis 149-25

‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall 2°¢ Zahl.
2: Aus 1.2.Fall“z®® Zahl”
folgt via 149-3: x Zahl.
3: Aus 2“z Zahl”
folgt via 149-7: (2°°)°¢ = x.
4 T 3 (z°°) c _:’) cc
5: Aus 4
fOlgt: T = ycc_
1.3.Fall y Zahl.

2: Aus —) “z®¢ =y” und
aus 1.3.Fall“y Zahl”

folgt: ¢ Zahl.
3: Aus 2“z°¢ Zahl”

folgt via 149-3: x Zahl.
4: Aus 3“z Zahl”

folgt via 149-7: (2°°)°¢ = x.
5 T 4 (Icc)cc ;) cc
6: Aus 5

fOlgt: T = ycc_

1.4.Fall x=U.

2: Aus 1.4.Fall“z=U"

folgt via 149-7: (2°°)°¢ = x.
3: x 2 (z°¢)°° 2 yee.
4: Aus 3

folgt: T = y°°.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: x = y°°
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149-26. Nun wird die Frage thematisiert, unter welchen Voraussetzungen aus
2% = y°° auf x = y geschlossen werden kann:

149-26(Satz)

Es gelte:

H) xCC — yCC.

x Zahl.
oder
x°¢ Zahl.
N oder
y Zahl.
oder
y°© Zahl.

Dann folgt “x =y”.
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Beweis 149-26

1:

Nach —) gilt:

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x Zahl.
2.1: Aus 1.1.Fall“g Zahl”
folgt via 149-3: ¢ Zahl.
2.2: Aus 1.1.Fall“z Zahl”
folgt via 149-7: (€)= x.
3.1: Aus 2.1%2x° Zahl” und
aus _>) “ YrCC e yCC b2
folgt: y©° Zahl.
2.2 cc\cc -) cc\cc
3.2: x = (29)%° = (y°°)"".
4: Aus 3.1%y°¢ Zahl”
folgt via 149-3: y Zahl.
5: Aus 4“y Zahl”
folgt via 149-7: (ye)* = y.
6: Aus 3.2%c=...= (y°°)°” und
aus 5¢ (ycc)cc _ yw
folgt: T =1y.
1.2.Fall ¢ Zahl.
2.1: Aus 1.2.Fall“z® Zahl”
folgt via 149-3: x Zahl.
2.2: Aus 1.2.Fall“z® Zahl” und
aus H) “ ICC e yCC ”
folgt: y©¢ Zahl.
3.1: Aus 2.1%x Zahl”
folgt via 149-7: (2°°)°¢ = x.
3.2: Aus 2.2“yc¢ Zahl”
folgt via 149-3: y Zahl.
3.1 cc\cc -) cc\cc
4.1: x = (2°9)°° = (y°°)*".
4.2: Aus 3.2%y Zahl”
folgt via 149-7: (y©) = y.
5: Aus4.1%z=...= (y°)°” und

aus 4.2 (y<)C = y”

folgt: T =y.
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(x Zahl) Vv (x°¢ Zahl) V (y Zahl) v (y°¢ Zahl).
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Beweis 149-26

ARITHMETIK #149

‘Fallunterscheidung‘
1.3.Fall y Zahl.
2.1: Aus 1.3.Fall“y Zahl”
folgt via 149-3: y°° Zahl.
2.2: Aus 1.3.Fall“y Zahl”
folgt via 149-7: (y©)C = y.
3.1: Aus 2.1“y°® Zahl” und
aus _)) 3 ICC — yCC ”
folgt: ¢ Zahl.
2.2 cc\cc —) cc\cc
3.2: y = (y°©)™ = (x°°)"".
4: Aus 3.1%“x°° Zahl”
folgt via 149-3: x Zahl.
5: Aus 4“z Zahl”
folgt via 149-7: (2°°)°¢ = x.
6: Aus 3.2%y =...=(2°)°” und
aus 5¢ (ycc)cc =z
folgt: y=zx
7: Aus 6
folgt: T =y.




ARITHMETIK #149

Beweis 149-26

: Aus 3.2%z Zahl”

folgt via 149-7:

: Aus 4.1“y = ... = (xcc)ccﬂ und

aus 4.2 (z°°) =z”
folgt:

: Aus 5

folgt:

‘Fallunterscheidung‘
1.4.Fall y©¢ Zahl.
2.1: Aus 1.4.Fall“ycc Zahl”
folgt via 149-3: y Zahl.
: Aus 1.4.Fall“yc® Zahl” und
aus _>) “ ‘TCC — yCC 9
folgt: ¢ Zahl
: Aus 2.1%y Zahl”
folgt via 149-7: (ye)“ =y
: Aus 2.2“2°° Zahl”
folgt via 149-3: x Zahl.
3.1 cc\cc -) cc\cc
y = (y*) (z°c)

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
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149-27. Es gilt 2°¢ = 0 genau dann, wenn x = 0:

ARITHMETIK #149

149-27(Satz)

a) “x° =07genau dann, wenn “x =07.

b) “0 # z°¢” genau dann, wenn “0# x”.

Beweis 149-25 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “x°¢ =0” und
aus 95-5“0 Zahl”
folgt via 149-25:

2: Aus 142 =0°" und
aus 149-5“0° = 0"
folgt:

a) VS gleich

1:

2: Aus 1
folgt:

b)
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2: Aus 1
folgt:

¢ =0
x = (°°.
z = 0.
rz=20

Vs 149-5
¢ =0° =" 0.
¢ =0
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Einiges iiber 0 # z : y.
Einiges iiber = : y € C.

Ersterstellung: 20/09/10 Letzte Anderung: 27/03/12
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150-1. Nun wird ein Kriterium fiir 0 # x : y Zahl gegeben:

150-1(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0# x:y Zahl
ii) “(0#x Zahl) A (y € A\ B)” oder “(0# x Zahl) AN (0 #£y € C)”.

RECH-Notation.
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Beweis 150-1 VS gleich 0+ x : y Zahl.
1: Via 136-1 gilt: z:y=x-(1:y).
2: Aus VS gleich “0 # x : y Zahl” und

aus 1“z:y=x-(1:y)”

folgt: 0#z-(1:y) Zahl
3: Aus 2“0 # z - (1:y) Zahl”

folgt via NTFA: (0 # « Zahl) A (0 # 1 : y Zahl).
4: Aus 3“...0# 1:y Zahl”

folgt via 137-29: (ye A\B)V (0#yeC).
5: Aus 3“0 # x Zahl...” und

aus 4“(y € A\B)V (0#£yeC)”

folgt: (0#ax Zahl) A ((y € A\B) V (0 #y € C)).
6: Aus 5

folgt: ((0 #£ x Zahl) A (y € A\ B)) V ((0 # = Zahl) A (0 £y € C)).

US gleich

((0#x Zahl) A (y € A\ B)) V ((0 # = Zahl) A (0 £y € C)).
1: Aus VS gleich “((0 # x Zah) A(y € A\B))V ((0 # x Zahl)A (0 # y € C))”

folgt: (0#ax Zahl) A ((y € A\ B) vV (0 #y € C)).
2: Aus2“...(ye A\B)V(0£yeC)”

folgt via 137-29: 0#1:y Zahl.
3: Aus 1“0 # x Zahl...” und

aus 2“0 # 1 :y Zahl”

folgt via NTFA: 0#az-(1:y) Zahl
4: Via 136-1 gilt: z:y=x-(1:y).
5: Aus 3“0 #x-(1:y) Zahl” und

ausd“z:y=x-(1:y)”
folgt: 0 # x :y Zahl.

O



116 ARITHMETIK #150

150-2. Aus 150-1 folgt ohne viel Aufwand das folgende, gelegentlich gut einsatz-
bare Resultat:

150-2(Satz)
Aus “0# x :y Zahl” folgt “0 # x Zahl” und “0 #y Zahl”.

RECH-Notation.
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Beweis 150-2 VS gleich

1: VS gleich “0 # x : y Zahl”
folgt via 150-1:

117

0 # x :y Zahl.

((0# 2z Zahl) A (y € A\ B)) V ((0 # = Zahl) A (0 £y € C)).

2: Aus 1
folgt: (0# x Zahl) A ((y € A\ B) V (0 £y € C)).
3.1: Aus 2
folgt: (ye A\B)V(0#yeC).
Fallunterscheidung‘
3.1.Fall y € A\B.
4: Aus 3.1.Fall“yc A\ B’
folgt via 5-3: (ye A)A(y ¢ B).
5.1: Aus4“yeA...”
folgt via 95-4(Def): y Zahl.
5.2: Aus 101-7“0 € B” und
aus 4“...y ¢ B”
folgt via 0-1: 0 #y.
6: Aus5.2“0# y” und
aus 5.1“y Zahl”
folgt: 0 # y Zahl
3.2.Fall 0#yeC.
4: Aus 3.2.Fall“...ye(C”
folgt via €SZ: y Zahl.
5: Aus 3.2.Fall“0#y...” und
aus 4“y Zahl”
folgt: 0 # y Zahl.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: A1} “0 # y Zahl”

3.2: Aus 2“0 # x Zahl...” und
aus Al gleich “0 # y Zahl”
folgt:

(0 # x Zahl) A (0 # y Zahl).
U
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150-3. Wie an Hand folgenden Beispiels klar wird, ist die Implikation von 150-2
- auch etwas abgeschwécht - nicht ohne Weiteres invertierbar:

150-3.Bemerkung

a) Die Aussage
“((0 # x Zahl) A (0 # y Zahl)) = (0 £ x : y)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

b) Die Aussage
“((0 # x Zahl) A (0 # y Zahl)) = (0 # z : y Zahl)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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150-4. An Hand des nunmehrigen Beispiels wird klar, dass die Implikation von
150-2 - auch etwas abgeschwécht - nicht ohne Weiteres invertierbar ist:

150-4.BEISPIEL

Es gelte:
—) x=1.
—) Yy = +00.
Dann folgt:
a) 0 # x Zahl.
b) 0 # y Zahl.

c) x:y=0.
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150-5. Nun wird ein Kriterium fiir 0 # x : y gegeben:

150-5(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0#z:y.

i1) “a@ ¢ A”7oder “y ¢ A7 oder “(0 # x Zahl) A (y € A\ B)”
oder “(0# x Zahl) N(0 £y e C)”.

RECH-Notation.

Beweis 150-5 VS gleich 0#x:y.
1: Via 95-6 gilt: (x:y Zahl) vV (z:y ¢ A).

Fallunterscheidung‘

x @y Zahl.

2: Aus VS gleich “0# z:y” und
aus 1.1.Fall“x :y Zahl”
folgt: 0 # z : y Zahl

3: Aus 2“0 # z : y Zahl”
folgt via 150-1:
((0 #£ x Zahl) A (y € A\ B)) V ((0 # x Zahl) A (0 £ y € C)).

4: Aus 3
folgt: (g A)V(y¢A)
V(0 # = Zahl) A (y € A\ B)) V ((0 # = Zahl) A (0 #£ y € C)).
vy dA.

2: Aus 1.2.Fall“z:y¢ A”

folgt via 96-18: (x g A)V (y ¢ A).

3: Aus 2
folgt: (x g A)V(y¢A)
V((0 # z Zahl) A (y € A\ B)) V ((0 # x Zahl) A (0 # y € C)).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: (x ¢ A)V(y¢A)

V((0 # x Zahl) A (y € A\ B)) V ((0 # = Zahl) A (0 # y € C)).
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Beweis 150-5 VS gleich

(¢ AV (y ¢ A)V((0 %z Zahl) A (y € A\B))V((0 %z Zahl) A (0 # y € C)).

1: Nach VS gilt: (x ¢ A)V(y¢A)
V((0 # z Zahl) A (y € A\ B)) V ((0 # = Zahl) A (0 # y € C)).

2: Aus 1
folgt: ((z ¢ A)V (y ¢ A))

V(((0 # = Zahl) A (y € A\ B)) V ((0 #  Zahl) A (0 % y € C))).

Fallunterscheidung‘

2.1.Fall (x ¢ A)V (y ¢ A).
3: Aus 2.1.Fall“(z ¢ A)V (y ¢ A)”
folgt via 96-18: zry=U.

4: Aus 0-18“0 # U” und
aus 3“z:y=U"
folgt: 0#x:y.

((0# x Zahl) A (y € A\ B)) V (0 # & Zahl) A (0 £y € C)).
3: Aus 2.2.Fall
“((0£x Zahl) A(y € A\B)) V ((0 £z Zahl) A (0 £y € C))”

folgt via 150-1: 0 # x : y Zahl.
4: Aus 3
folgt: 0#z:y.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 0#x:y.

O
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150-6. Basierend auf 140-1 und 137-23 ist nunmehriges Kriterium fiir 0 # x :
y € R verfiigbar:

150-6(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0#x:yeC.
ii) “0#xz€C’und “0#£yeC”.

RECH-Notation.
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Beweis 150-6 VS gleich

1: Via 136-1 gilt:

N

: Aus VS gleich “0# x:y € C” und
aus 1“z:y=x-(1:y)”
folgt:

w

cAus 2“0 #az2-(1:y)eC”
folgt via 140-1:

S

: Aus 3“...0#£1:yeC”
folgt via 137-23:

62

t Aus 3“0 #2 € C...” und
aus 4“0 £y e C”
folgt:

VS gleich

1: Aus VS gleich “...0 4y e C”
folgt via 137-23:

2: Aus VS gleich “0# x € C...” und
aus 1“0#£1:yeC”
folgt via 140-1:

3: Via 136-1 gilt:

4: Aus2“0#z-(1:y)€C” und
aus 3“z:y=x-(1l:y)”
folgt:

0#£x-(1:y)eC.

0#£2€C)AN(0#£1:yeC).

0#yeC.

0#£2€C)AN(0#yeC).

0#£2€C)A(0#yeC).

0#1:yeC.

0#£x-(1:y)eC.

r:y=x-(1:y).

0#£z:yeC.
]
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150-7. Im nunmehrigen Satz wird ein an 132-3 angelehntes Kriterium fiir x :

y € C gegeben:

150-7(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) x:yeC.
ii) “(x =0) A (y Zahl)” oder “(z Zahl) A (y =0)”

oder “(x Zahl) A (y € B\ C)”oder “(0£2 € C)AN(0£yeC)”.

RECH-Notation.
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Beweis 150-7 VS gleich

1:

125

x:yeC.

Es gilt: (x:y=0)V(0#2x:y).
Fallunterscheidung‘
ry=n
2: Aus1.1.Fall“z:y=0"
folgt via 146-1: ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V((x Zahl) A (y € B\ €)).
3: Aus 2
folgt: ((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V((z Zah) A (y e B\C)) V(0 #z € C)A (0# y € C)).
[1.2.Fall] 0Fa:y.
2: Aus 1.2.Fall“0# z:y” und
aus VS gleich “x :y € C”
folgt: 0#£x:yeC.
3: Aus2“0#x:yeC”
folgt via 150-6: (0#£2€C)A(0#yeC).
4: Aus 2
folgt: ((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V((z Zahl) A (y e B\C)) V(0 #z € C)A(0#y € C)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))

V((z Zahl) A (y e B\ C)) V (0 £z € C) A (0 £y € C)).
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Beweis 150-7 VS gleich

((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V((x Zahl) A(y e B\C)) V(0 #2 € C) A (0 £y € C)).

1: Nach VS gilt: ((x = 0) A (y Zahl)) v ((x Zahl) A (y = 0))
V((x Zahl) A(y e B\ C))V ((0 £ 2 € C)A(0#£y € C)).
2: Aus 1
folgt:

(((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)))
VI(0£2z€C)A(0#£ye)).

Fallunterscheidung‘

((z =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).
3: Aus 2.1.Fall“((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))
V((x Zahl) A (y € B\ C))”
folgt via 146-1: z:y=0.
4: Aus 3“x:y =07 und
aus 101-540 € C”

folgt: z:yeC.
2.2.Fall 0#£zeC)A(0#yeC).
3: Aus 2.2.Fall“(0#z € C)A(0#y e C)”
folgt via 150-6: 0#z:yeC.
4: Aus 3
folgt: xz:yeC.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x:yeC.

O
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In R und C auf gemeinsamen Nenner bringen.

Ersterstellung: 20/09/10 Letzte Anderung: 28/03/12
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151-1. Nun wird unter anderem die vertraute Gleichung = : y + z : w = (z - w +
y-z): (y-w) fir komplexe Zahlen thematisiert:

151-1(Satz)
Es gelte:

—) z € C.

—) 0#£yeC.

—) z€eC.

—) 0£weC.
Dann folgt:

a) ziyt+ziw=(-wt+y-z):(y-w).
b) xiy—ziw=(r-w-y-2):(y w).

c) —z:y+z:iw=(—zr-wt+y-2):(y w).

d) —z:y—z:w=(—zx-w—y-2):(y-w).

RECH-Notation.
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Beweis 151-1 a)

1.1:

1.2:

1.3:

5:

Aus =) “z e C”,

aus —) “...y € C” und

aus =) “0F#weC”

folgt via DKRC: (w-x): (w-y)=x:y.

Aus =) “ze€C”,

aus —) “...w € C” und

aus =) “0#£yeC”

folgt via DKRC: (y-2):(y-w)=z:w.

Aus =) “...y € C” und
aus =) “...w e C”
folgt via -SZ: y-weC.

: Aus 1.3“y-weC”

folgt via €SZ: y-w € B.

D Aus 2%y -w eB”

folgt via 137-18:
(z-wty-2): (y-w) =@ w:(y-w+y- 2): Y w).

rTiYy+z:w
Z(wea):(woy) 2w
Z(wez):(wey)+(y-2): (y-w)

Aus 4
folgt: riytziw=(r-w+y-z):(y w).
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Beweis 151-1 b)

1: Aus »)“zeC”
folgt via 117-4: —z e C.

2: Aus =) “zeC”,
aus =) “0#yeC”,
aus 1“—z € C” und
aus =) “0F#weC”
folgt via des bereits bewiesenen a):
iy (=) tw = (aew ety (—2) (g w)

3: Ty —z:w
=z:y+(—z:w)
=iyt (—2) w
L(@wty-(=2): (y-w)
T mwt (-y ) (yw)

=@ w—y-2):(y w).

4: Aus 3
folgt: riy—z:w=(x-w—y-2):(y w).
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Beweis 151-1 c¢)

1: Aus =) “x e C”
folgt via 117-4: —z € C.

2: Aus1“—2x€C”,
aus =) “0#yeC”,
aus —) “z € C” und
aus =) “0F#we C”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(—a) ty+2iw=((—)-w+y-2): (y-w).

3: —x:yt+tz:w

FE- (—z):y+z:w

2 ((-2)-wty-2):(y-w)

FE- (—zx-w+y-2): (y- w).

4: Aus 3
folgt: —x:y+z:w=(—r-w+y-2):(y-w).
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Beweis 151-1 d)

1: Aus =) “x e C”
folgt via 117-4:

2: Aus1“—x€C”,
aus =) “0#yeC”,
aus —) “z € C” und
aus =) “0F#weC”

folgt via des bereits bewiesenen b):

ARITHMETIK #151

—z e C.

(—2)ry—z:rw=((=2) w—y-2):(y w).

4: Aus 3

—TiYy—z:iw

folgt: —x:y—z:w=(—x-w—y-2):(y-w).
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151-2. Nun wird unter anderem die vertraute Gleichung = : y + z : w = (z - w +
y-z): (y-w) fir reelle Zahlen thematisiert:

151-2(Satz)
Es gelte:

—) zeR.

—) 0#y€eR,.

—) z€R.

—) 0£weR.
Dann folgt:

a) ziyt+ziw=(-w+y-z):(y-w).

b) xiy—ziw=(r-w-y-2):(y w).

c) —z:y+z:iw=(—zr-wt+y-2):(y w).

d) —z:y—z:w=(—zx-w—y-2):(y-w).

RECH-Notation.

Beweis 151-2

1.1: Aus VS gleich “x € R”
folgt via €SZ: x e C.

1.2: Aus VS gleich “...y € R”
folgt via €SZ: y e C.

1.3: Aus VS gleich “z € R”
folgt via €SZ: z e C.

1.4: Aus VS gleich “...w e R”
folgt via €SZ: w e C.
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Beweis 151-2 . ..

2.1: Aus ) “0#y...” und
aus 1.2y e C”
folgt: 0+#£yeC.

2.2: Aus =) “0#w...” und
aus 1.4“w € C”
folgt: 0+#wecC.

3.a): Aus1.1“2€C”|
aus 2.1“0#£y e C”|
aus 1.3“2 € C” und
aus 2.2“0 £ w e C”
folgt via 151-1: riy+ziw=(r-wty-2):(y-w).

3.b): Aus1.1“2€C”,
aus 2.1“0#£ye C”,
aus 1.3“2 € C” und
aus 2.2“0 £ w e C”
folgt via 151-1: riy—z:iw=(x-w—-y-z):(y w).

3.¢): Aus1.1“2z € C”,
aus 2.1“0#£y e C”
aus 1.3“2 € C”7 und
aus 2.2“0 £ w e C”
folgt via 151-1: —ziy+tziw=(—z-w+y-2):(y w).

3.d): Aus1.1“2€C”,
aus 2.1“0 £y e C”
aus 1.3“2 € C” und
aus 2.2“0 £ w e C”
folgt via 151-1: —zriy—ziw=(—r-w—-y-2): (y-w).
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Einiges iiber z -y + 2 - w = 0.
Einiges iiber z -y — 2z - w = 0.
Einiges iiber z - y.

Ersterstellung: 20/09/10 Letzte Anderung: 27/03/12
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152-1. Es gilt -y 4+ 2-w = 0 genau dann, wenn z -y = z-w =0oder 0 # z - y
und 0 # z-wund x : z +w : y = 0 gilt und dies ist genau dann der Fall, wenn
r-y=z-w=0oder 0#x,y,z,w € Cundz:z+w:y=0 gilt:

152-1(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) z-y+2z-w=0.

ii) :z(x_y:())/\(z.w:(])»
oder “(0#a-y€C)AO0#2 weC)A(r:z+w:y=0)".

iii) “(z-y=0)A(z-w=0)"
oder “0#£x € C)N0#yeC)N(0#2€C)AN(0#weC)
ANz:z+w:y=0)".

RECH-Notation.

Weitere Aussagen iiber “z -y = 0"und “z-w = 0”sind in NTFA zu
finden.

Beweis 152-1 VS gleich z-y+z-w=0.

1: Es gilt: (x-y=0)V(0#£z-y).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall z-y=0.
2: w2204+ 2w oy 42w Eo.
3: Aus1.1.Fall“z-y=0"und

aus 2“z - w=...=0"

folgt: (x-y=0)A(z-w=0).
4: Aus 3

folgt: ((x-y=0)A(z-w=0))

V(IO0#z-yeO)AN0#z-w)A(z:z+w:y=0)).
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Beweis 152-1 VS gleich r-y+z-w=0.
‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall 0#z-y.
2: Aus VS gleich “z-y+z-w=0"
folgt via FS—: (x-yeC)AN(z-weC)A(z-y=—2z-w).

3.1: Aus1.2.Fall“0=# x-y” und
aus 2“z-y e C...”

folgt: 0#z-yeC.
3.2: Aus1.2.Fall“0=# x-y” und
aus 2“...x-y=—z-w”
folgt: 0# —z-w.
4.1: Aus3.1“0#4z-yeC”
folgt via 140-1: 0#ze€C)N(0#yeC).
4.2: Aus3.2“0# —z-w”
folgt via 100-13: 0+# 2z w.
5: Aus4.2“0# z-w” und
aus 2“...z-weC...”
folgt: 0+#z weC.
6: Ausb5“0#z-weC”
folgt via 140-1: 0#2€C)A(0#weC).

7: Aus4.1“...y € C” und
aus 6“...z2€C...”
folgt via -SZ: y-z€C.
8.1: Aus7“y-2€C”
folgt via €SZ: y-z€B.

8.2: Aus7“y-z€C”
folgt via €SZ: y - z Zahl.

9.1: Aus8.1“y-z€B”
folgt via 137-18:
(T yt+z-w):(y-2)=(@-y):(y-2)+(zw:(y-2)
9.2: Aus 8.2“y -z Zahl”
folgt via FSDO: 0:(y-2)=0.
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Beweis 152-1 VS gleich r-y+z-w=0.

‘Fallunterscheidung‘

0y

10.1: Aus4.1“...z€C...”,
aus 6“...z€ C...” und
aus 4.1“...0#£y e C”
folgt via DKRC: (y-x):(y-2)=x:2

10.2: Aus 6“...w € C” und
aus 4.1“...y € C” und
aus 6“...0#£2z€C...”

folgt via DKRC: (z-w):(z-y)=w:y.

11: Tiz+w:y

Hya): v +wiy

2 () (g o)+ (ow) : (2 y)

KM@y 2)+(z-w): (20 y)

KGM

= (@ y:2)+Ew:(y 2
Eytew:(y2)
v:SO:(y~z)
2.
12: Aus 3.1“0#x-yeC”,
aus 5“0 # z-w € C” und
aus 11“z:z+w:y=...=07"
folgt: (0£z-yeCONO0#2z-weC)A(z: 2+ w:y=0)).
13: Aus 1.2
folgt: ((x-y=0)A(z-w=0))

VIO#£z-yeCON0#2z-weC)A(z: 2+ w:y=0)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(zy=0A(z-w=0)V(0#£ 2y C)N0# z-w e C)A(z: 24w : y = 0)).
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Beweis 152-1
VS gleich ((z-y=0)A (z-w=0))
V(O0#£z-yeCO)N0#z-weC)A(z: z+w:y=0)).

1.1: Via 140-1 gilt: 0#z-yeC)e ((0£2€C)AN(0#y e C)).
1.2: Via 140-1 gilt: 0#£zwel)e (0£2eC)AN(0#£weC)).

2: AusVS“((z-y=0)A(z-w =0))
V(0£z-yeC)N0#z-weC)A(z:z+w:y=0))” und

aus 1.1“(0#£2-ye€C) & (0#£2€C)AN(0£y e C))”

folgt:

((z-y=0)A(z w=0))
V(0£2zeCO)AN0#£yeC)N0#2z-weC)A(x: 24w :y=0)).

3: Aus2“((z-y=0)A(z-w=0))
V(0£2€eCO)N0#Aye C)N0#2z-weC)A(z: 2z+w:y=0))” und

aus 1.2“0# 2z -weC)< (0£2€C)AN(0#£AweC))”
folgt:
((z-y=0)A(z w=0))
V(02 e C)AN0#£y e C)AN(0#2€C)N(0#£w e C)
ANz :z+w:y=0)).

VS gleich ((x -y =0) A (z-w =0))

1: Nach VS gilt: ((x-y=0)A(z-w=0))
V(02 e C)AN0#£y e C)AN(0#£2€C)AN(0#£w e C)
ANz :z+w:y=0)).

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall (x-y=0)A(z-w=0).

2.1: Aus 1.1.Fall
folgt: z-y=0.

2.2: Aus 1.1.Fall
folgt: z-w=0.
x~y—|—z-w2il()+z~w2:'20+098£100.

4: Aus 3

folgt: z-y+z-w=0.
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Beweis 152-1
VS gleich ((z-y=0)A (z-w=0))
V(0£2 e CO)AN0#yeC)N0#2eC)N0#weC)A(z: z24+w:y =0)).

‘Fallunterscheidung‘

(0#£2€C)A0#YyeCIA(0#2€C)A(0#weC)

ANz :z+w:y=0)).

2.1: Aus1.2.Fall“...yeC...”und
aus 1.2.Fall“...zeC..”
folgt via -SZ: y-z€C.

2.2: Aus1.2.Fall“...ze C...” und
aus 1.2.Fall“...weC..”
folgt via -SZ: z-w € C.

2.3: Aus 1.2.Fall“...y e C...” und
aus 1.2.Fall“...x € C..”

folgt via -SZ: y-z e C.
2.4: Aus 1.2.Fall“...yeC..”

folgt via €SZ: y € B.
2.5: Aus1.2.Fall“...zeC..”

folgt via €SZ: z € B.

3: Aus2.1¢y-2€C”

folgt via €SZ: y - z Zahl.
4.1: Aus 3“y -z Zahl”

folgt via FSMO: 0-(y-2)=

4.2: Aus2.1“y-2€ C” und
aus 2.5“z € B”
folgt via 137-18: (y-2)- (z:2)=(y-2)-z): 2

4.3: Aus2.1“y-2€ C” und
aus 2.4“y e B”
folgt via 137-18: (y-2)-(w:y)=(y-2) w):vy.
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Beweis 152-1
VS gleich ((z-y=0)A (z-w=0))
V(0£2 e CO)AN0#yeC)N0#2eC)N0#weC)A(z: z4+w:y =0)).

‘Fallunterscheidung‘

(0#£2€C)A0#YyeCIA(0#2€C)A(0#weC)

ANz :z+w:y=0)).

5.1: Aus1.2.Fall...z:z+w:y =0 und
aus 4.140-(y-2) =07
folgt: (x:z4w:y) (y-z)=0.

5.2: Aus 1.2.Fall“...ze€ C...” und
aus 1.2.Fall“...x € C..”
folgt via AGMC: z-(y-x)=(2-y)

5.3: Aus1.2.Fall“...yeC...”und
aus 1.2.Fall“...weC...”
folgt via AGMC: y-(z-w)=(y-2) w.

6.1: Aus2“y-2€C”
folgt via DGC:

(y-2) (@:z2+w:y)=(y-2) - (@:2)+ @y 2) (w:y)
6.2: Aus2.3“y-x € C” und

aus 1.2.Fall“...0#£z€C...
folgt via DKRC: (z-(y-x):z=y- =

6.3: Aus2.2“z-w € C” und
aus 1.2.Fall“...0£yeC..”
folgt via DKRC: (y-(z-w)):y==z- w.
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Beweis 152-1

VII0#2z e C)N0#£yeCO)N0#2eC)N0#w e C)A(z: 24+w:y =0)).

‘Fallunterscheidung‘

VS gleich

ARITHMETIK #152

(z-y=0)A(z-w=0))

8: Aus7
folgt:

(0£2eC)N0#yeC)N(0#2€C)A(0#weC)

ANz :z+w:y=0)).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
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152-2. Es gilt -y — 2-w = 0 genau dann, wenn z -y = z-w=0oder 0 #z -y
und 0 # z-wund z : 2z —w : y = 0 gilt und dies ist genau dann der Fall, wenn
r-y=z-w=0oder 0 #x,y,z,w € Cundz:z—w:y=0 gilt:

152-2(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) z-y—z-w=0.

ii) “(z-y=0))A(z-w=0)"
oder “0#£z-yeCO)N0#£2z-weC)A(z:2—w:y=0)".

iii) “(z-y=0)A(z-w=0)"
oder “0#£x € C)N0#yeC)N(0#£2€C)AN(0#weC)
Nz:z—w:y=0)".

RECH-Notation.

Weitere Aussagen iiber “z -y = 0"und “z-w = 0”sind in NTFA zu
finden.
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Beweis 152-2 VS gleich x-y—z-w=0.
1: x~y+z-(—w)FS:_'x-y+(—z-w):x~y—z-w§0.
2: Aus 1z y+z-(—w)=...=0"

folgt via 152-1: (x-y=0)A(z-(—w)=0))
VI(IO0#z-yeC)N0#2z-(—w) e C)A (z: 2+ (—w) : y =0)).
Fallunterscheidung‘
(x-y=0)A (2 (~w) =0).
3: Aus 2.1.Fall
folgt: z- (—w) =0.
4: zow 0L —(—z-w) F3- —(z-(—w))i—ogsélso.
5: Aus 2.1.Fall“z-y=0..." und
aus 4“z-w=...=0"
folgt: (x-y=0)A(z-w=0).
6: Aus b
folgt: ((x-y=0)A(z-w=0))
VIO0£z-yeCON0#2z-weC)A(z:z2—w:y=0)).
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Beweis 152-2 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

145

z-y—z-w=0.

2.2.Fall|] 0#£z-yeC)A0#z - (—w) €C)A(z: 2+ (—w):y=0).
3.1: Via FS—- gilt: z-(—w) =—z-w.
3.2: Aus 2.2.Fall
folgt: z:z+ (—w):y=0.
4.1: Aus 2.2.Fall“...0#z-(—w) € C...” und
aus 3.1z (—w) = —z-w”
folgt: 0#—z-weC.
4.2: :v:z—w:y:x:z+(—w:y)FS:7:x:z+(—w):ys'iQO.
5.1: Aus4.1“0# -z -w...”
folgt via 100-13: 0#z- w.
5.2: Aus4.1“...—z-weC”
folgt via 117-4: z-w € C.
6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: 0#z-weC.
7: Aus 2.2.Fall“0#z-yeC...”,
aus 6“0 # z-w € C” und
aus4.2“c:z—w:y=...=0"
folgt: 0#£z-yeCO)N0#2z-weC)A(z:z—w:y=0).
8: Aus7
folgt: ((x-y=0)A(z-w=0))
VIO0£z-yeC)N0#2z-weC)A(z:z2—w:y=0)).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(zy=0)A(z-w=0)V(0#2-y e C)N0 # z-w € C)A(z: z—w : y = 0)).
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Beweis 152-2
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VS gleich ((x -y =0) A (z-w = 0))

1.1:
1.2:
2:

V(O#£z-yeCO)N0#z-weC)A(z: z—w:y=0)).

Via 140-1 gilt: 0#z-yeC)e ((0£2€C)A(0#y e C)).

Via 140-1 gilt: 0#£2z-wel)e (0#£2€C)A(0#weC)).
Aus VS“((z -y =0) A (z-w =0))

V(0#£2z-yeC)N0#2z-weC)A(z:z—w:y=0))” und

aus 1.1“(0#£2z-ye€C) & (0#£2 € C)AN(0£y e C))”

folgt:

(@-y=0)A(z-w=0))
V(I0£2eCOON0#AyeC)N0#2z-weC)A(x:2z—w:y=0)).

D Aus2“((x -y =0) A (z-w =0))

V(I0£2zeCO)AN0#£yeC)N0#2z-weC)A(x:z—w:y=0))” und

aus 1.2°(0# 2z -weC)< (0£2€C)AN(0#£AweC))”
folgt:
((z-y=0)A(z w=0))
VI(I0£2 e CO)AN0#£yeC)AN(0#£2€C)AN(0#£w e C)
ANz :z—w:y=0)).

VS gleich ((x -y =0) A (z-w =0))

VI(I0#2z e C)N0#£yeCO)N0#2€eC)N0#w e C)A(z: z2—w 1y =0)).
1: )

Nach VS gilt: ((x-y=0)A(z-w=0))
V(02 e C)AN0#£y e C)AN(0#£2€C)AN(0#£w e C)
ANz :z—w:y=0)).

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall (x-y=0)A(z-w=0).

2.1: Aus 1.1.Fall
folgt: z-y=0.

2.2: Aus 1.1.Fall
folgt: z-w=0.
x~y—z-w2il()—z~w2:'20—098£150.

4: Aus 3

folgt: z-y—z-w=0.




ARITHMETIK #152

Beweis 152-2

VS gleich ((z -y =0) A (z-w = 0))
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V(0£2eCO)N0#£yeC)N0#2eC)N0#w e C)A(z:z2—w:y=0)).

‘Fallunterscheidung‘

folgt via 100-13:

: Aus 1.2.Fall“...weC..”
folgt via 117-4:

: Aus 1.2.Fall
folgt:

: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

:C:z—i—(—w):yF

4: Aus1.2.Fall“0O#£zeC...",
aus 1.2.Fall“...0#£yecC...”,
aus 1.2.Fall“...0#2z€C...”,
aus 3.1“0# —w € C” und
aus 3.2 z+(—w):y=...=0"
folgt via 152-1:

5: zy—z-w=zx-y+(—z w)

6: Ausb
folgt:

1.2.Fall 0#£2cC)N0#£yeC)AN0#2z€C)A(0#£weC)
ANx:z—w:y=0).
2.1: Aus 1.2.Fall“...0#w...”

izt (—wiy) =i z—wiy 20.

0 # —w.
—w € C.

r:z—w:y=0.

0+# —weC.

x-y+z-(—w)=0.

z-y+z-(—w)20.

rz-y—z-w=0.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

r-y—z-w=0.
U
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152-3. Nun wird ein Kriterium fiir Re(x - y) = 0 gegeben:

152-3(Satz)

i) Re(z-y) =0.

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

ii) “(x=0) A (y Zahl)” oder “(z Zahl) A (y =0)”
oder “(Rex =0) A (y € T)” oder “(z € T) A (Rey =0)”

oder “(0£2x€C)AN(0#yeC)
ANFQ:(0£QeR)A(y=1i-(Q2-2°)))”.

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 152-3

VS gleich

Re(z-y) =

1.1: Aus VS gleich “Re(x-y) = 0" und

aus 95-12“0 € T”
folgt:

1.2: Via 96-26 gilt:

2.1: Aus1.1“Re(z-y) e T”

folgt via 96-9:

Re(z -y) € T.
Re(z - y) = (Rex) - (Rey) — (Imz) - (Imy).

x -y Zahl.

2.2: Aus 1.2“Re(x - y) = (Rex) - (Rey) — (Imz) - (Imy)” und
aus VS gleich “Re(z-y) =07

folgt:

3: Aus 2.1“x -y Zahl”
folgt via 96-15:

4.1: Aus 3“x Zahl...”
folgt via 96-9:

4.2: Aus 3“...y Zahl”
folgt via 96-9:

(Rez) - (Rey) — (Imz) - (Imy) = 0.

(z Zahl) A (y Zahl).

(Rex € T) A (Imz € T).

(Rey € T) A (Imy € T).



ARITHMETIK #152 149

Beweis 152-3 VS gleich Re(z -y) = 0.

5: Aus 2.2“(Rex) - (Rey) — (Imz) - (Imy) = 0"
folgt via 152-2: ((Rex) - (Rey) = 0) A ((Imz) - (Imy) = 0)

V (0#Rex € C)A(0# Rey € C) A (0 # Imz € C) A (0 # Imy € C)
A((Rex) : (Imz) — (Imy) : (Rey) = 0).

Fallunterscheidung‘

5.1.Fall ((Rez) - (Rey) = 0) A ((Imz) - (Imy) = 0).
6.1: Aus 5.1.Fall“(Rez)-(Rey)=0...
folgt via NTFA: (Rex = 0) V (Rey = 0).
6.2: Aus 5.1.Fall“... (Imz)- (Imy) =07
folgt via NTFA: (Imz =0)V (Imy = 0).
7: Aus 6.1 und
aus 6.2
folgt: (Rex = 0) A (Imz = 0)
V' (Rex =0) A (Imy = 0)
V' (Rey = 0) A (Imz = 0)
V' (Rey =0) A (Imy = 0).
Fallunterscheidung‘
7.1 .Fall (Rez = 0) A (Imz = 0).

8: Aus7.1.Fall“Rex =0...” und

aus 7.1.Fall“...Imz =0"

folgt via 96-31: xz=0.
9: Aus 8“x=0" und

aus 3“...y Zahl”

folgt: (x =0) A (y Zahl).
10: Aus 9
folgt: ((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))

V. ((Rex=0)A(y €T))V ((x €T)A (Rey =0))

vV ((0#2€C)A(0#yeC)
ANEQ: (0£QER)A (y =i (Q-z°)))).

m

~—
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Beweis 152-3 VS gleich Re(z -y) = 0.

Fallunterscheidung‘

((Rez) - (Rey) = 0) A ((Ima) - (Imy) = 0).

‘Fallunterscheidung‘

(Rez = 0) A (Imy = 0).

8: Aus 7.2.Fall“...Imy=0"
folgt via FST: yeT.

9: Aus7.2.Fall“Rex =0...” und
aus 8“y € T”
folgt: (Rex =0) A (y € T).

10: Aus 9
folgt: ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))

)
V (Rex=0)A(yeT)V(xzeT)A (Rey=0))

V (0#£2€C)A(0#£yeC)
ANEFQ:(0£QeR)A(y=i-(Q-2°)))).

7.3.Fall (Rey = 0) A (Imz = 0).
8: Aus 7.3.Fall“...Imx =0"
folgt via FST: zeT.

9: Aus 8“x € T” und
aus 7.3.Fall“Rey =0...

folgt: (x € T) A (Rey = 0).
10: Aus 9
folgt: ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))

V (Rex=0)A(yeT)V(xzeT)A(Rey=0))

V (0#£2€C)A(0#£yeC)
ANFQ:(0£QeR)A(y=i-(Q-x°)))).
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Beweis 152-3

VS gleich

Fallunterscheidung‘

Re(z -y) =

‘Fallunterscheidung‘

((Rex) - (Rey) = 0) A

8: Aus 7.4.Fall“Rey =0...” und
aus 7.4.Fall“...Imy =107
folgt via 96-31:

9: Aus 3“x Zahl...”
aus 8“y=0"
folgt:

Aus 9
folgt:

und

10:

((z=0)A
V' ((Rex =0) A

(y Zahl)) v
(yeT)V({zeT)A

V (0#£z2€C)A
ANFQ:(0£QeR)A(y=i-

(x Zahl) A (y =

((z Zahl) A (y

0).

=0))
(Rey = 0))
(0#£yeC)
(€ - 2%9)))).

Ende Fallunterscheidung‘ln allen Féllen gilt:
(y Zahl)) Vv

(z = 0) A
VvV  ((Rex =0)A

V (0£2e€eC)AN0#£yeC)A(IQ

(yeT) v

(0£QeR)A(y =

(@ Zahl) A (y = 0))
(Rey = 0))

i (Q-2%))).

((x € T) A

(Ima) - (Imy) = 0).

151

0.
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Beweis 152-3 VS gleich Re(z -y) = 0.

‘Fallunterscheidung‘

(0 # Rex € C)A(0 # Rey € C)A(0 # Imz € C)A(0 # Imy € C)
A((Rex) : (Imz) — (Imy) : (Rey) = 0).

6.1: Aus 5.2.Fall“...Rexz € C”

folgt via 101-14: Rex € R.
6.2: Aus 5.2.Fall“...Rey € C”

folgt via 101-14: Rey € R.
6.3: Aus 5.2.Fall“...Imz e C”

folgt via 101-14: Imz € R.
6.4: Aus 5.2.Fall“...Imy e C”

folgt via 101-14: Imy € R.
6.5: Aus 5.2.Fall“0 # Rex...”

folgt via 96-32: 0 +# x.
6.6: Aus 5.2.Fall“...0# Rey...”

folgt via 96-32: 0#y.

6.7: Aus 5.2.Fall“...(Rez) : (Imz) — (Imy) : (Rey) =0”
folgt via 102-7: (Rez) : (Imz) = (Imy) : (Rey).
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Beweis 152-3

VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

153

Re(z-y) = 0.

: Aus 6.1“Rex € R”
aus 6.3“lmz € R”
folgt via 101-1:

: Aus 6.2“Rey € R”
aus 6.4“lmy e R”
folgt via 101-1:

: Aus 6.1“Rex € R”
folgt via €SZ:

: Aus 6.2“Rey € R”
folgt via €SZ:

: Aus 6.3“lmz e R”
folgt via €SZ:

: Aus 6.2“Rey € R”
aus 6.3“lmz € R”
folgt via :SZ:

: Aus 5.2.Fall“...
aus 5.2.Fall“...
folgt via 150-6:

: Es gilt:

: Aus 6.7
folgt:

(0 # Rex € C)A(0 # Rey € C)A(0 # Imz € C)A(0 # Imy € C)

A((Rex) : (Imz) — (Imy) : (Rey) = 0).

und

und

und

0#ReyeC...
0#ImzxeC...

z € C.

y € C.
Rex € T.
Rey € T.

Imzx € T.

(Rey) : (Imz) € R.

2

und

9

0 # (Rey) : (Imz) € C.
3Q: Q = (Rey) : (Imz).

(Imy) : (Rey) = (Rex) : (Imz).
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Beweis 152-3 VS gleich Re(z -y) = 0.

‘Fallunterscheidung‘

(0 # Rez € C)A(0 # Rey € C)A(0 # Imaz € C)A(0 # Imy € C)
A((Rex) : (Imz) — (Imy) : (Rey) = 0).

8.1: Aus 6.5“0# x” und
aus 7.1“z € C”

folgt: 0#zeC.
8.2: Aus 6.6“0# y” und

aus 7.2y € C”

folgt: 0#yeC.
8.3: Aus7.1“z € C”

folgt via €SZ: x Zahl.

8.4: Aus 7.2y e C”
folgt via €SZ: y Zahl.

8.5: Aus7.4“ReyeT”,
aus 7.3“Rez € T” und
aus 7.5“lmz € T”
folgt via 137-7: (Rey) - (Rex : Imz) = (Rex) - (Rey : Imz).

8.6: Aus7.8%...Q=(Rey): (Imz)” und
aus 7.6“(Rey) : (Imz) e R”
folgt: QeR.

8.7: Aus 7.7“0 # (Rey) : (Imz)...” und
aus 7.8“...Q = (Rey) : (Imz)”
folgt: 0+# Q.

8.8: Aus 5.2.Fall“...ImyeC...”,
aus 5.2.Fall“...0 #Rey € C...” und
aus 7.9“(Imy) : (Rey) = (Rex) : (Imz)”

folgt via DIR: Imy = ((Rex) : (Imz)) - (Rey).
8.9: Aus7.8%...Q = (Rey): (Imzx)”
folgt: (Rey) : (Imx) = Q.

8.10: Aus 7.5“lmz € T” und
aus 7.3“Rex € T”
folgt via DGi: Q- ((Imz)+i-(Rex)) =Q-(Imz) +i- (- (Rex)).
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‘Fallunterscheidung‘
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Re(z -y) = 0.

(0 # Rex € C)A(0 # Rey € C)A(0 # Imz € C)A(0 # Imy € C)
A((Rex) : (Imz) — (Imy) : (Rey) = 0).

9.1: Aus 8.3%zx Zahl”

folgt via 96-24: x = (Rex) +i- (Imz).
9.2: Aus 8.4“y Zahl”
folgt via 96-24: y = (Rey) +1i- (Imy).

9.3: Aus 5.2.Fall“...ReyeC...”,
aus 5.2.Fall“...0# Imz € C...” und
aus 8.9“(Rey) : (Imz) =07

folgt via DIR: Rey = Q- (Imz).
10: Y
22 (Rey) +i - (Imy)

% (Rey) +i- (((Rex) : (Ima)) - (Rey))
KGM (Rey) +i- ((Rey) - ((Rex) : (Imz)))

&% (Rey) +i- ((Rez) - Q)

KEM (Rey) +i- (2 - (Rex))

220 (Ima) +i-(Q- (Rex))

8.10

= Q- ((Imz) +i- (Rex))

149-23

Q- (i-x°)

133725 (- ace).
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Beweis 152-3 VS gleich Re(z -y) = 0.

‘Fallunterscheidung‘

(0 # Rex € C)A(0 # Rey € C)A(0 # Imz € C)A(0 # Imy € C)
A((Rex) : (Imz) — (Imy) : (Rey) = 0).

11: Aus 7.8“3Q2...7,

aus 8.7“0#£ Q7

aus 8.6“Q2 € R” und

aus 104y = ... =i- (- x°)”

folgt: I:0£QeR)A(y=1i-(Q-z°9)).

12: Aus 8.1“0#£2x€C”,
aus 8.2“0# y € C” und

aus 11
folgt: (0£2e€C)N(0#£yeC)
ANEQ: (0£QeR)A(y=1i-(Q-x°9))).
13: Aus 12
folgt:

((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))

V (Rex=0)A(yeT)V(xzeT)A(Rey=0))
V (0#£#2€C)A(0#£yeC)
ANEFQ:(0£QeR)A(y=i-(Q-x°)))).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
((x = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))

V ((Rez=0)A(y € T)V ((z €T) A (Rey = 0))
V (0£2€C)A0£YyeC)AEQ: (0£QER)A(y=i-(Q-2%)))).
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2: Aus 1.2.Fall“x Zahl”

folgt via FSMO:
3: Aus2“z-0=0"

folgt:

5: Aus 4
folgt:

und
aus 1.2.Fall“...

yZO”

z-y=0.

Re( ) Re0 AAIII

Re(z -y) = 0.

0.

((z = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V. ((Rex =0)A(y € T))V ((x € T) A (Rey = 0))
V (0£2€C)A0£yeC)AE2:(0£QER)A(y=1-(2-2))).
: Nach VS gilt: ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V ((Rex=0)A(yeT))V((xzeT)A(Rey=0))
V ((0£2€C)A0£yecC)AER:(0£QER)A(y=i-(2-2))).
Fallunterscheidung‘
(z = 0) A (y Zahl)
2: Aus 1.1.Fall“...y Zahl”
folgt via FSMO: 0-y=0
3: Aus1.1.Fall“z=0...”und
aus 2“0-y =0"
folgt: Ty =
4: Re(z -y) = 2 Re0 2™
5: Aus 4
folgt: Re(z-y)=0
(w Zahl) A (y = 0)
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Beweis 152-3
VS gleich

V

ARITHMETIK #152

((x = 0) A (y Zahl)) v ((x Zahl) A (y = 0))
(Rez =0)A(yeT))V((xeT)A (Rey =0))

V (0£2€C)A0#£YyeCIAEQ: (0£QER)A(y=i-(Q-2°)))).

‘Fallunterscheidung‘

2.1: Aus1.3.Fall“...yeT”
folgt via €SZ:

Aus 1.3.Fall“...yeT”
folgt via FST:

Aus 1.3.Fall
folgt:

: Aus 2.1“y Zahl”
folgt via FSMO:
Aus 2.2%lmy =07
folgt via 130-5:

2.2:

2.3:

3.2:

5: Aus 4
folgt:

4: Re(z - y)

(Rex =0) A (y € T).
y Zahl.

Imy = 0.

Rex = 0.

y-0=0.

Re(y - ) = y - Rex.

KgMRe(y-x)gy-RexziSy-OSilo.

Re(z -y) = 0.
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Beweis 152-3
VS gleich ((z =0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))
V. ((Rex=0)A(yeT))V((xeT)A (Rey =0))

V (0£2€C)N0#£yeCINEQ2: (0£QeR)A(y=i-(Q-2%)))).

‘Fallunterscheidung‘
1.4 Fall (z € T) A (Rey = 0).
2.1: Aus 1.4.Fall“zeT...”
folgt via €SZ: x Zahl.
2.2: Aus1.4.Fall“zeT...”
folgt via FST: Imz = 0.
2.3: Aus 1.4.Fall
folgt: Rey = 0.
3.1: Aus 2.1%“x Zahl”
folgt via FSMO: z-0=0.
3.2: Aus 2.2%mx =0"
folgt via 130-5: Re(z - y) = = - Rey.
4: Re(w-y)gx-Reygx-OSilO.
5: Aus 4
folgt: Re(z -y) = 0.
1.5.Fall (0£2e€C)N(0#£yeC)

ANEQ: (0£QeR)A(y=1i-(Q-x°9))).
2.1: Aus 1.5.Fall

folgt: y=i-(Q-z°).
2.2: Aus1.5.Fall... Q€ R... und

folgt via €SZ: QeC.
2.3: Aus 1.5.Fall“...zeC...

folgt via 149-20: x -2 = ab2(z).

2.4: Aus1.5.Fall“...zeC..”
folgt via 128-9: ab2(z) € R.
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Beweis 152-3
VS gleich

V
V

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #152

((x = 0) A (y Zahl)) v ((x Zahl) A (y = 0))
(Rez =0)A(yeT))V((xeT)A (Rey =0))

(0£2€C)ANO0#£YyeCIAEQ: (0£QER)A(y=i-(Q-25)))).

P
aus 2.2“Q e C”
folgt via AGMC:

Aus 2.4%“ab2(z) € R” und
aus 1.5.Fall“...QeR...
folgt via -SZ:

3.2:

AEQ :

Aus 1.5.Fall“...z € C...

(0£2e€C)N(0#£yeC)
O#QeR)A(y=i-(Q2-z°)))).

” und

”

4: Aus 3.2“ab2(z)-Q eR”
folgt via 134-1: Re(i- (ab2(z) - Q)) =0
5: Re(z - y)
2 Re(z- (i - (- 2%)))
PEZRe(i- (- (- 2%)))
KGM Re(i- (z - (z¢¢-Q)))
L Refi- ((z-2%°) - Q)
22 Re(i - (ab2(z) - Q)
2.

6: Aus b
folgt: Re(z - y) = 0.
Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: Re(z -y) = 0.
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152-4. Beim Beweis ii) = i) von 152-3 wird weder die Voraussetzung 0 # x
noch die Voraussetzung 0 # y € C noch die Voraussetzung 0 # €2 benétigt:

152-4(Satz)

Es gelte:
=) y=i-(a-z°).
—) z € C.
—) a€R.

Dann folgt “Re(z-y)=0".

REIM.RECH. cc-Notation.
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Beweis 152-4

1.1: Aus =) “xz e C”

folgt via 149-20:

1.2: Aus =) “xz e C”
folgt via 128-9:

1.3: Aus =) “aeR”
folgt via €SZ:

2.1: Aus 1.2%ab2(z) € R” und

aus —) “a € R”
folgt via -SZ:

2.2: Aus =) “z e C” und

aus 1.3“a € C”

folgt via AGMC:

3: Aus 2.1“ab2(x)-a € R”

folgt via 134-1:

5: Aus 4
folgt:

ARITHMETIK #152

x - x° = ab2(x).

ab2(x) € R.

aeC.

Re(z - y)

ZRe(z- (i (a-2%)))
PE Re(i (v (a- 1))
KEM Re(i- (2 - (2 - a))
ZRe(i- (- 2%) - a))

= Re(i - (ab2(z) - a))
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152-5. Mit Hilfe von 152-3 ergibt sich ohne viel Miihe ein Kriterium fiir z-y € T
und, dquivalenter Weise, fiir Im(z - y) = 0:

152-5(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) Im(z-y) =0.
ii) z-y e T.
iii) “(z = 0) A (y Zahl)” oder “(x Zahl) A (y =0)”
oder “(x € T) A (y € T)” oder “(Rex =0) A (Rey =0)”

oder “(0£2x€C)AN(0#yeC)
ANFQ:(0#QeR)A(y=Q-2%))”.

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 152-5 VS gleich Im(z-y) =
Aus VS gleich “Im(z-y) =0"
folgt via FST: rz-yeT.
VS gleich x-yeT.
1: Aus VS gleich “xz-y e T”
folgt via FST: Im(z - y) = 0.
2: Re((i-2)-y) £ 2Re(i- (z-y) "E —Im(z-y) = —0°='%0.
3: Aus 2“Re((i-2)-y)=...=0"

folgt via 152-3:
((i-2=0)A(y Zahl)) V ((i - = Zahl) A (y = 0))

V' ((Re(i-z)=0)A(yeT))V((i-zeT)A(Rey=0))

V. ((0#£i-2€C)AN(0#£yeC)
ANFQ:(0£QeR)A(y=i-(2-(i-2)°)))).

Fallunterscheidung
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Beweis 152-5 VS gleich rz-yeT.
Fallunterscheidung‘
3.1.Fall (i-x =0) A (y Zahl).
4: Aus 3.1.Fall“i-xz=0..."
folgt via 133-7: x = 0.

5: Aus 4“z=0" und
aus 3.1.Fall“...y Zahl”
folgt: (x =0) A (y Zahl).

6: Aus 5
folgt:
((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))

V ((zeT)A(yeT))V((Rex=0)A (Rey =0))
V (0£2€eC)AN0#AyeC)ANEQ: (0£QeR)A(y = Q-2°))).

3.2.Fall (i-x Zahl) A (y = 0).
4: Aus 3.2.Fall“i-x Zahl...”
folgt via 96-15: x Zahl.

5: Aus 4“z Zahl” und
aus 3.2.Fall“...y =0
folgt: (x Zahl) A (y = 0).

6: Ausb
folgt:
((x = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))

V ((zeT)A(yeT))V((Rex=0)A (Rey =0))
V (0£2€eC)AN0#yeCINE2: (0£QeR)A(y =Q-2°))).
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Beweis 152-5 VS gleich rz-yeT.
‘Fallunterscheidung‘
(Re(i-z) =0) A (y € T).
4: Aus 3.3.Fall
folgt: Re(i-z) =0.
5: Ima 0% * —(=Imzx) 1831 —Re(i-z) = — =i}
6: Aus5“lmz=...=0"
folgt via FST: z e T.
7: Aus6“z € T” und
aus 3.3.Fall“...yeT”
folgt: (xeT)A(yeT).
8: Aus7
folgt:
((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V ((zeT)A(yeT))V((Rex =0)A (Rey =0))
V (0#£2€eC)AN0#yeCIATFN: (0£QeR)A(y = Q- z°9))).
(i~ €T) A (Rey =0).

4: Aus 3.4.Fall“i-x €
folgt via FST:

5:
6: Aus5“Rez=...=0"

aus 3.4.Fall“...Rey =0

folgt:
7: Aus 6

folgt:

\Y
V

(0£2€CIAN0#£yeCIAEQ: (0£QER)A(y = Q-2°))).

T..”
Im(i - z) = 0.

133-1

Rex Im(i - x) 0.

und

(Rex = 0) A (Rey = 0).

((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
((zeT)A(yeT))V((Rex=0)A (Rey = 0))
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Beweis 152-5 VS gleich x-yeT.

‘Fallunterscheidung‘

(0#£i-2€C)A(0#£yeC)

ANIQ:(0#QeER)A(y=i-(2-(i-2)°))).
4.1: Aus 3.5.Fall“0#i-z€C..”

folgt via 140-1: 0+#xeC.

4.2: Aus 3.5.Fall
folgt: y=1i-(Q (i x)).
5 Y

2Zi.(Q-(-2)%)

132—2 Q. (I . (I . :C)CC)

149-23

Q- (Im(i-2) +i-Re(i-z))
1310 ((Rex) +i-Reli- 7))

310 ((Rex) +i - (—Imz))

110-8

Q- ((Rex) —i- (Imx))

149-1(Def) ) o
6: Aus4.1“0#£2€C”,
aus 3.5.Fall“...0#£yecC...”,
aus 3.5.Fall“...32:0# Qe R...” und
aus 5y =...=Q . x%”
folgt: 0#2e€C)N(0#yeC)
AEQ: (0#QeR) A (y=0Q-2z°)).

7: Aus 6
folgt:
((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V. (zeT)A(yeT))V ((Rex =0)A (Rey =0))

V ((0£2€C)A0#£yeC)ATN: (0£QER)A(y = Q-2°))).
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Beweis 152-5 VS gleich x-yeT.

‘Fallunterscheidung‘

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

((x = 0) A (y Zahl)) v ((x Zahl) A (y = 0))
V ((x€eT)A(yeT))V ((Rex =0)A (Rey =0))
V (0£2€eC)N0#yeC)AN(FQ: (0£Q e R) A (y=Q-2°))).
VS gleich ((x = 0) A (y Zahl)) v ((x Zahl) A (y = 0))
V ((x€eT)A(yeT))V ((Rex =0)A (Rey =0))
V (0£2€eC)N0#yeC)AN(FQ: (0£Q e R) A (y=Q-2°))).
1: Nach VS gilt: ((x = 0) A (y Zahl)) v ((x Zahl) A (y = 0))
V. ((zeT)A(yeT))V((Rex = 0) A (Rey = 0))
V (0£2€eC)N0#yeC)AN(FQ: (0#£Q e R) A (y=Q-2°))).
Fallunterscheidung‘
(z = 0) A (y Zahl).
2: Aus1.1.Fall*“...y Zahl”
folgt via FSMO: 0-y=0.
3: Aus1.1.Fall“z=0..." und
aus 2“0-y =0"
folgt: z-y=0.
4: Im(x - y) 2 1m0 A& .
5: Aus 4
folgt: Im(z - y) = 0.
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Beweis 152-5 VS gleich ((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))
V. ((ze€T)A(yeT))V((Rex =0)A (Rey =0))
V (0#£2€C)AN0AyeC)ANF2: (0£QeR)A(y=Q-2%))).

‘Fallunterscheidung‘

1.2.Fall (x Zahl) A (y = 0).
2: Aus 1.2.Fall“x Zahl”
folgt via FSMO: z-0=0.

3: Aus2“z-0=0" und
aus 1.2.Fall“...y=0"

folgt: z-y=0.
4 Im(z - y) 2 1mo A& .
5: Aus4

folgt: Im(z -y) = 0.

1.3.Fall (x€T)A(yeT).

1: Aus 1.3.Fall“z e T...” und

aus 1.3.Fall“...yeT”

folgt via -SZ: z-yeT.

2: Aus1“z-yeT”
folgt via FST: Im(z -y) = 0.




ARITHMETIK #152

Beweis 152-5
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VS gleich ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V. ((ze€T)A(yeT))V((Rex =0)A (Rey =0))

V (0£2€C)A0£yeC)AEL: (0£QER)A(y = Q- 25))).

‘Fallunterscheidung‘

folgt via 127-4:

folgt via 130-2:

2.3: Aus 1.4.Fall
folgt:

3: Aus 2.1%x Zahl”
folgt via 96-9:

4: Aus 3“Ilmz Zahl”
folgt via FSMO:

6: Ausb
folgt:

2.1: Aus1.4.Fall“Rex=0...

2.2: Aus 1.4.Fall“Rex =0"

(Rex = 0) A (Rey = 0).

x Zahl.

Im(z - y) = (Imx) - (Rey).
Rey = 0.

Ima Zahl.

(Imz) -0 =0.

Im(z - y) 2 (Imz) - (Rey) £ (Imz) - 0 £ 0.

Im(z - y) = 0.
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Beweis 152-5

V

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #152

VS gleich ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))

((xeT)AN(y€T))V ((Rex =0) A (Rey =0))
V (0£2€eC)N0#yeCINEQ: (0£QeR)A(y=Q-2%))).

Aus 1.5.Fall
folgt:

2.2: Aus1.5.Fall...QeR...
folgt via €SZ:

2.1:

folgt via 149-20:

folgt via 128-9:

aus 2.2“Q e C”
folgt via AGMC:

3.2: Aus 2.4“ab2(x) e R” und
aus 1.5.Fall“...QeR...
folgt via -SZ:

4: Aus 3.2“ab2(z) - Q e R”
folgt via €SZ:

5:

6: Aus5“x-y=...=ab2(x)-
aus 4“ab2(z) - Qe T”
folgt:

7: Aus6“z-yeT”
folgt via FST:

2.3: Aus 1.5.Fall“...zeC...

2.4: Aus 1.5.Fall“...zeC...

3.1: Aus 1.5.Fall“...zeC...

[1.5.Fall] (0 £z €C)A (0 £y €C)A(32: (0 £ QER)A(y = Q-2%)).

und

2

Q7 und

xz-yeT.

Im(z -y) = 0.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

Im(z-y) =
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152-6. Beim Beweis ii) = i) von 152-5 wird weder die Voraussetzung 0 # x
noch die Voraussetzung 0 # y € C noch die Voraussetzung 0 # ) benétigt. Es

gilt sogar die nunmehrige Aussage:

152-6(Satz)

Es gelte:
—) y=a-x°.
—) z€C.
—) a€R.

Dann folgt “x-y e R”.

RECH. cc-Notation.
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Beweis 152-6

1.1: Aus =) “z e C”
folgt via 149-20: x - x° = ab2(x).

1.2: Aus =) “xz e C”
folgt via 128-9: ab2(z) € R.

1.3: Aus =) “aeR”
folgt via €SZ: aeC.

2.1: Aus 1.2%ab2(z) € R” und
aus —) “a € R”
folgt via -SZ: ab2(z) -a € R.

2.2: Aus =) “z e C” und
aus 1.3“a € C”

folgt via AGMC: - (2% -a) = (z-2°)-a.
3 Ty
2y (a-x°°)
KEM (z°¢ - a)
2 (z-2%) - a
= ab2(z) - a
4: Aus3“z-y=...=ab2(z)-a” und
aus 2.1“ab2(z) -a € R”
folgt: x-y€R.
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152-7. Aus 152-5 folgt ohne viel Miithe das nunmehrige Kriterium fiir 0 # z-y €
T:

152-7(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0#x-yeT.
ii) “0#zeT)A0#£yeT)”
oder “(Rex = 0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (0 # Imy)”

oder “(0£2x€C)AN(0#yeC)
ANFQ:(0#QeR)A(y=Q-2%))”.

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 152-7 VS gleich 0#x-yeT.
1: Aus VS gleich “...x-y e T”
folgt via €SZ: x -y Zahl.

2: Aus VS gleich “0# x-y...” und
aus 1“x -y Zahl”
folgt: 0 # z -y Zahl.

3: Aus 2“0 # x -y Zahl”
folgt via NTFA: (0 # « Zahl) A (0 # y Zahl).

4: Aus VS gleich “...x-yeT”
folgt via 152-5: ((x = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))

V. ((ze€T)A(yeT))V((Rex =0) A (Rey =0))
V (0£2€eC)N0#yeCINEQ: (0£QeR)A(y=Q-2%))).

Fallunterscheidung‘
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Beweis 152-7 VS gleich 0#x-yeT.

Fallunterscheidung‘

4.1.Fall (z = 0) A (y Zahl).

Esgilt 4.1.Fall“x =0...".
Esgilt 3“0 #x...”.
Ex falso quodlibet folgt: (0£zeT)AN0#£yeT))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))
V(I0£zeCO)AN0£yeC)NEN: (0£QeR)A (y=Q-x29))).

4.2.Fall (x Zahl) A (y = 0).

Es gilt 4.2.Fall®. ..y —0".
Es gilt 3“...0#y...”.
Ex falso quodlibet folgt: (0£zeT)A(0#yeT))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))
VIO£zeC)AN(0#AYyeC)ANEN: (0£QER) A (y = Q- 2°))).

(xeT)A(y€T).

5.1: Aus3“0# x...” und
aus 4.3.Fall“z e T...”
folgt: 0#£zeT.

5.2: Aus3“...0#y...” und
aus 4.3.Fall“...y e T”

folgt: 0#yeT.
6: Aus 5.1 und

aus 5.2

folgt: 0#£zeT)AN(0#yeT).
7: Aus 6

folgt: (0£zeT)A(0 eT))

V((Rex =0) A (0 # Imz) A (Rey = 0)
V(02 e C)AN0AyeC)ANE2: (0£QeR)A(y
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Beweis 152-7 VS gleich 0#x-yeT.
‘Fallunterscheidung‘
(Rex = 0) A (Rey = 0).
5.1: Aus3“0#x...7
folgt via 96-32: (0 # Rex) V (0 # Imz).
5.2: Aus3“...0#y...”
folgt via 96-32: (0 # Rey) V (0 # Imy).
6.1: Aus4.4.Fall“Rex =0...” und
aus 5.1“(0 # Rex) V (0 # Imz)”
folgt: 0 # Imz.
6.2: Aus4.4.Fall“...Rey = 0" und
aus 5.2“(0 # Rey) v (0 # Imy)”
folgt: 0 # Imy.
7: Aus4.4.Fall“Rex=0...7,
aus 6.1“0 # Imz” |
aus 4.4.Fall“...Rey = 0” und
aus 6.2“0 # Imy”
folgt: (Rex =0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy).
8: Aus7
folgt: (0£zeT)A(0#yeT))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))
VI(IO0£zeC)N0AYyeC)ANE: (0£QER)A (y = Q- z°9))).
[4.5.Fall] (0£2€C)A(0#yeC)A(B: (0 £ QER)A(y=Q-2)).
Aus 4.5.Fall
folgt: (0#£2zeT)AN(0#£yeT))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))
V(IO0£zeC)N0AyeC)ANEQ: (0£QER)A (y = Q- 2°9))).
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: (0£2zeT)AN(0#£yeT))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))
V(O£ 2z€C)A0£yeCIAEL: (0£QER)A(y=Q-25))).
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VS gleich (0£2zeT)AN0#£yeT))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))

V(I0£z2€eCOON0AyeC)NEFL: (0£QeER)A (y =Q-x°9))).

1: Nach VS gilt:

)
)
)
(0#2zeT)A(0#y eT))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))

)

V(I0£2€eCOON0A£yeC)N(FL: (0£QeER)A (y=Q-x°))).

Fallunterscheidung‘

2.1: Aus1.1.Fall“0# z...” und
aus 1.1.Fall“...0#y...”
folgt via NTFA: 0#z-y.

2.2: Aus1.1.Fall“...ze€T...”und
aus 1.1.Fall“...yeT”

(0£2€eT)A(0#£yeT).

folgt via -SZ: z-yeT.
3: Aus 2.1“0# z-y” und
aus 2.2“z-y € T”
folgt: 0#£x-yeT.
1.2.Fall (Rex =0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy).

2.1: Aus 1.2.Fall“Rez =0...” und
aus 1.2.Fall“...Rey =0...

folgt via 152-5: z-yeT.
2.2: Aus 1.2.Fall“...0# Imz...
folgt via 96-32: 0 # x.
2.3: Aus 1.2.Fall“...0# Imy”
folgt via 96-32: 0+#y.
3: Aus 2.2“0# z” und
aus 2.3“0 #y”
folgt via NTFA: 0#£x-y.
4: Aus 3“0# x-y” und
aus 2.1“z.-y € T”
folgt: 0#z-yeT.
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Beweis 152-7 VS gleich (0£2e€T)A(0#£yeT))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))
V(0£2eCIAN0£yeCIAEN: (0£QeER)A(y=Q-2%))).

‘Fallunterscheidung‘

[1.3.Fall] (0£2€C)A(0#y e C)A(BR: (0 £ QER)A(y=Q-2)).
2.1: Aus1.3.Fall“0#x...” und

aus 1.3.Fall“...0#y...”
folgt via NTFA: 0#x-y.

2.2: Aus 1.3.Fall“0#£z2z€C...”,
aus 1.3.Fall“...0#y € C...”und
aus 1.3.Fall“...3Q: (0# Qe R) A (y = Q- z%)”
folgt via 152-5: z-yeT.

3: Aus2.1“0# z-y” und
aus 2.2z -y e€T”
folgt: 0#£x-yeT.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: 0#x-yeT.
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152-8. An Stelle der letzten Alternative von ii) in 152-7 kann eine schwéchere
Forderung gesetzt werden, um 0 # x -y € T, ja sogar 0 # x -y € R zu erreichen:

152-8(Satz)
Es gelte:
—) y=a-x°°.

—) 0#z€C.

(0#y)A(a€R).

0+#ac€R.

oder

Dann folgt “0 4z -y e R”.

RECH. cc-Notation.

Beweis 152-8

1.1:

1.2:

Aus =) “...2 e C”
folgt via 128-9:

Aus =) “...2 e C”
folgt via 149-20:

: Nach —) gilt:

‘Fallunterscheidung

ab2(x) € R.

x -z = ab2(x).

(0#y)A(aeR))V(0#aecR).
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Beweis 152-8

Fallunterscheidung‘

3.1: Aus 9)“0#x...” und
aus 2.1.Fall“0#y...”
folgt via NTFA:

3.2: Aus 2.1.Fall“...aeR”
folgt via €SZ:

4.1: Aus =) “...2 € C” und
aus 3.2“a € C”
folgt via AGMC:

aus 2.1.Fall“...a e R”

4.2: Aus 1.1%ab2(z) € R” und

(0#y) A (a € R).

0#zx-y.

folgt via -SZ: ab2(z)-a € R.
5: x-y;)x-(a-xcc)Kg z- (2% -a) E (z-2%) - a 2 ab2(z) - a.
6: Aus5“z-y=...=ab2(x) -a” und

aus 4.2“ab2(x) -a € R”

folgt: z-yeR.
7: Aus 3.1“0# x-y” und

aus 6“z -y e R”

folgt: 0#z-yeR

179
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Beweis 152-8

‘Fallunterscheidung‘

0#a€eR.

3.1: Aus 9)“0#x...”7
folgt via 149-27: 0 # x°°.

3.2: Aus2.2.Fall“...a eR”
folgt via €SZ: a € C.

4.1: Aus 2.2.Fall“0#a...” und
aus 3.140 # x°”
folgt via NTFA: 0#a-xc.

4.2: Aus =) “...z € C” und
aus 3.2“a € C”
folgt via AGMC: x-(z%€¢-a)=(z-2°)-a.

4.3: Aus 1.1%ab2(x) € R” und
aus 2.2.Fall“...a e R”

folgt via -SZ: ab2(z) -a € R.
5.1: Aus =) “y=a-z°” und

aus 4.140# a - x°”

folgt: 0#y.
5.2: x-yz)x~(a~x°°)K§Mx-(a:cc-a)‘liz(:c~:c°°)~a1izab2(:1:)~a.
6.1: Aus »“0#x...” und

aus 5.1“0#y”

folgt via NTFA: 0#x-y.
6.2: Aus5.2“c-y=...=ab2(z)-a” und

aus 4.3“ab2(x) -a € R”

folgt: z-y R

7: Aus6.1“0# x-y” und
aus 6.2“z-y € R”
folgt: 0#z-yeR

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: 0#£z-yeR.
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152-9. Mit Hilfe des via 152-5 gewonnenen Satzes 152-7 1ét sich ohne allzu viel
Miihe eine im Detail etwas klarere Re-Formulierung von 152-5 beziiglich x-y € T

7ZUu gewinnen:

152-9(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) x-yeT.
i1) “(z =0) A (y Zahl)” oder “(x Zahl) A (y =0)”
oder “0#zeT)AN0#yeT)”
oder “(Rex =0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy)”
oder “(0 £z € C)A(0#y e C)
AR (0#£QeR)A (y=0Q-2°))”.
REIM.RECH.cc-Notation.
Beweis 152-9 VS gleich rz-yeT.
1: Es gilt: (x-y=0)V(0#x-y).
Fallunterscheidung‘
v y=0
2: Aus1.1.Fall“z.-y=0"
folgt via NTFA: ((x =0) A (y Zahl)) Vv ((z Zahl) A (y = 0)).
3: Aus 2
folgt: (& = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))
V(0 #zeT)A (07“;6 T))
V((Rex =0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))
V(I0£2zeC)AN0£yeC)NEN: (0£QeR) A (y=Q-x9))).
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Beweis 152-9 VS gleich rz-yeT.

‘Fallunterscheidung‘

0y

2: Aus 1.2.Fall“0# z-y” und
aus VS gleich “x-y € T”

folgt: 0#£x-yeT.
3: Aus2“0#z-yeT”
folgt via 152-T7: (0#£zeT)AN(O0#£yeT))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))
V(I0£zeCO)AN0£yeC)NEN: (0£QeR)A (y=Q-x29))).
4: Aus 3
folgt: ((x = 0) A (y Zahl)) V ((xz Zahl) A (y = 0))

V((Rex =0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))

0)
\/((O#xe'ﬂ')/\(o;&ye'ﬂ‘g)
VII0£zeC)N0AYyeC)ANEFN: (0£QER) A (y = Q- 2°9))).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
((x = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y =0
VI(IO#2zeT)AN0#yeT
=0

)
)
V((Rex = 0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (0 # Imy))

V(0£2€eCO)N0AyeCO)NEL: (0£QeER)A(y=Q- :)scc)y)

VS gleich ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y )
V((O#£z €T)A (O%y T))

)
)
)
)-
)
)
V((Rex =0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (0 # y)))
0)
T)
)
)-

V(0A£2€€C)N0AYyeC)A(FA: (0£QER) A (y=Q-2°))

1: Nach VS gilt: ((z = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V(0#zeT)A(0#y €T))

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy))

VI(I0#2 e C)N 0 £y e C)AN(FQ: (0#QeR) A (y = Q- 2°))

Fallunterscheidung‘
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Beweis 152-9 VS gleich ((x =0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y =

)

0)
V(O#zeT)A(0#y eT))
V((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Im y)))

V(0£2€eCOON0AyeC)NEFL: (0£QER)A (y=Q-x°))

Fallunterscheidung‘

folgt via 152-5:

Aus 1.1.Fall“z=0...” und
aus 1.1.Fall“...

(x =0) A (y Zahl).

y Zahl”
z-yeT.

folgt via 152-5:

Aus 1.2.Fall“x Zahl...” und
aus 1.2.Fall“...

(x Zahl) A (y = 0).

y:077
xz-yeT.

folgt via -SZ:

Aus 1.3.Fall“...
aus 1.3.Fall“...

0#2eT)A(0#£yeT).

zeT...”und
yeT”
z-yeT.

folgt via 152-5:

Aus 1.4.Fall“Rex =0...” und
aus 1.4.Fall“...

(Rex =0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy).

Rey =0...
z-yeT.

folgt via 152-5:

[1.5.Fall] (0£2€C)A(0#y €C)A(BQ: (0 £ QER)A(y = Q-2°)).

Aus 1.5.Fall“0#2€C...”,
aus 1.5.Fall“...
aus 1.5.Fall“...dQ

0#£yeC...” und
(0£QER)A(y = Q- ate)
z-yeT.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: rz-yeT.
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152-10. Aus 152-7 folgt das nunmehrige Kriterium fiir 0 #£ z -y € S:

152-10(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) 0#z-yeS.
i) “0#2€S)A(0#yES)”
oder “(Rex = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € §)”

oder “(0#£x € C)A(0#y e C)

ANIQ:(0£QeR)A (y=Q-2°))".

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 152-10 VS gleich 0#£x-y€ES.
1: Aus VS gleich “...x -y €S”
folgt via €SZ: x-yeT.
2: Aus VS gleich “0# x-y...” und
aus 1“z-yeT”
folgt: 0#x-yeT.
3: Aus2“0#x-yeT”
folgt via 152-7: 0£2€eT)AN(0#£yeT)
V' (Rex =0) A (0# Imz) A (Rey =0) A (0 # y)
V 0#£2eC)N0#£yeC)ANFN: (0#£QeR)A(y=Q-2°%)).

‘Fallunterscheidung‘
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Beweis 152-10

VS glich

Fallunterscheidung‘

185

0#x-yeS.

(0£2€eT)A(0#£yeT).

4: Aus 3.1.Fall“...z e T...” und
aus VS gleich “0#x -y €S”

folgt via 131-2: (0#2z€S)AN(0#ye€S).
5: Aus 4
folgt: 0£zeS)A(0#£yeS)

V (Rez=0)A(0#Imz €S)A(Rey =0)A (0 #Imy €8)

V. 0#£2€C)AN0#yeC)A(FN: (0£QeR)A (y=Q-x°9)).
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Beweis 152-10 VS gleich 0#£z-y€ES.

‘Fallunterscheidung‘

(Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy).

4.1: Aus 3.2.Fall“Rex=0...”
folgt via 130-2: x=1i-Imz.

4.2: Aus 3.2.Fall“Rex=0...
folgt via 130-2: Imz € T.

4.3: Aus 3.2.Fall“...Rey=0...
folgt via 130-2: y=i-lmy.
5: —(Imz) - (Imy) 2 (- Imz) - (- Imy) Z 2 (- Imy) Lz .
6.1: Aus 5¢—(Imz) - (Imy)=...=z-y” und
aus VS gleich “0#x-y...”
folgt: 0 # —(Imz) - (Imy).

6.2: Aus 5¢—(Imz) - (Imy)=...=z-y” und
aus VS gleich “...z-y€S”
folgt: —(Imz) - (Imy) € S.

7.1: Aus 6.10 # —(Imz) - (Imy)”
folgt via 100-13: 0 # (Imz) - (Imy).

7.2: Aus 6.2“—(Imz) - (Imy) € S”
folgt via 117-4: (Imz) - (Imy) € S.

8: Aus 7.1 und
aus 7.2
folgt: 0 # (Imz) - (Imy) € S.

9: Aus 4.2lmz € T” und
aus 8“0 # (Imz) - (Imy) € S”
folgt via 131-2: (0# Imz € S) A (0 # Imy €S).

10: Aus 3.2.Fall“Rex=0...7,
aus 9“0 #Ilmz €S...7,
aus 3.2.Fall“...Rey =0...” und
aus 9“...0 £ Imy € S”

folgt: (Rez =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € S).
11: Aus 10
folgt: 0£zeS)A(0#£yeS)

V (Rex =0)A(0#Imz eS)A(Rey =0)A (0 #Imy €Y)
V. 0#£2€C)AN0AyeC)A(FN: (0£QeR)A (y=Q-x°)).




ARITHMETIK #152

Beweis 152-10 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

187

0#x-yeS.

[3.3.Fall] (0£2€C)A(0#yeC)A(BR: (0 £ QER)A(y=Q-2)).

Aus 3.3.Fall
folgt: 0£zeS)AN(0#£yeS)
V (Rez=0)A(0#Imz €S)A(Rey =0)A (0 #Imy €8)
V 0#£2€eC)AN0#yeC)AEN: (0£QER)A(y = Q- 2%)).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: (0£x€S)

A0 #y€S)

V (Rex =0)A(0#Imz €S)A(Rey =0) A (0#Imy €8S)
V 0£2€eC)N0#£yeC)NE2: (0#£QeR)A(y=Q-a°)).

VS gleich (0£z€S)A(0#yES))

V((Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey =0) A (0 # Imy € 8))
VIIO£zeC)N0#yeC)ANEN: (0£QeR) A (y = Q- 2°9))).

1: Nach VS gilt: (0#£z€S)

A0 #y€S)

V (Rex =0)A(0#Imz €S)A(Rey =0) A (0#Imy €S)
V. 0£z2eC)N0#yeC)NF2: (0£QeR)A(y=Q-2°)).

Fallunterscheidung‘

2.1: Aus1.1.Fall“0# z...” und
aus 1.1.Fall“...0#y...”

2.2: Aus1.1.Fall“...z € S”und
aus 1.1.Fall“...ye§

3: Aus 2.1 und
aus 2.2

1.1.Fall 0£2€eS)A(0#£yES).
folgt via NTFA: 0#z-y.
folgt via -SZ: T -

folgt: 0+#x-

y €S.

y €S.
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Beweis 152-10

VS gleich

ARITHMETIK #152

(0#zeS)A(0#yeS))

V((Rexz =0) A (0 # Imz € S) A (Rey =0) A (0 # Imy € 8))
VIIO£2zeC)N0#yeC)ANEN: (0£QeR) A (y=Q-2°%))).

‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall (Rez =0) A (0 # Imz € S) A (Rey =0) A (0 # Imy € S).
2.1: Aus1.2.Fall“Rex=0...
folgt via 130-2: x=i-Imzx.
2.2: Aus 1.2.Fall“...Rey=0..."
folgt via 130-2: y=i-lmy.
2.3: Aus 1.2.Fall“0# Imz...” und
aus 1.2.Fall“...0 #Imy...”
folgt via NTFA: 0 # (Imz) - (Imy).
2.4: Aus 1.2.Fall“...Imz €S...” und
aus 1.2.Fall“...Imy e S’
folgt via -SZ: (Imz) - (Imy) € S.
3: -z -y
= —(i-Imz) -y
22 _(i-Imz)- (i 1Imy)
133-2
=" =(=(Imz) - (Imy))
1004 (Imz) - (Imy).
4.1: Aus3“—z-y=...=(Imz)- (Imy)” und
aus 2.3“0 # (Imz) - (Imy)”
folgt: 0# —x-y.
4.2: Aus3“—z-y=...=(Imz)- (Imy)” und
aus 2.4“(Imz) - (Imy) € S”
folgt: —x -y €S.
5.1: Aus4.1“0# —x-y”
folgt via 100-13: 0#x-y.
5.2: Aus4.2“—x-y€S”
folgt via 117-4: x-y€ES.
6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: 0#x-yeS.
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Beweis 152-10 VS gleich
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(0#zeS)A(0#yeS))

V((Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey =0) A (0 # Imy € 8))
VIIO£2zeC)N0#yeC)ANEN: (0£QeR) A (y =Q-2°))).

‘Fallunterscheidung‘

2: Aus 1.3.Fall“...y=Q x°”,
aus 1.3.Fall“0#z € C...” und
aus 1.3.Fall“...0£QeR...”
folgt via 152-8:

3: Aus2“...z-yeR”
folgt via €SZ:

4: Aus3“0#z-y...” und
aus 3“x -y €87
folgt:

[1.3.Fall] (0#2cC)A(0#y e C)A(AQ: (0# Q € R) A (y = Q- 2°)).

0#£x-yeR

x-yE€S.

0#£z-yeS.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

0#z-yeS.
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152-11. Mit Hilfe von 152-10 ergibt sich ein Kriterium fiir z - y € S:

152-11(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z-y €S.
ii) “(z=0) A (y Zahl)” oder “(x Zahl) \ (y =0)”
oder “(0#£xe€S)AN0#£yeS)”
oder “(Rex =0)A (0 #Imz €S)A (Rey =0)A (0#Imy €S)”

oder “(0£2x€C)AN(0#yeC)
ANFQ:(0#QeR)A(y=Q-2%))”.

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 152-11 VS gleich x-y €ES.

1: Es gilt: (x-y=0)V(0#£z-y).

Fallunterscheidung‘

zoy=0.

2: Aus1.1.Fall“z-y=0"
folgt via NTFA: ((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)).

3: Aus 2
folgt: ((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V((O#zeS)A(0#y€ST))
V((Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € 8))
VI(I0£zeCAN0AYyeC)ANEQ: (0£QER)A (y = Q- z°9))).
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Beweis 152-11 VS gleich z-y€ES.

‘Fallunterscheidung‘

0y

2: Aus 1.2.Fall“0# z-y” und
aus VS gleich “z -y € S”

folgt: 0#£x-yeS.
3: Aus2“0#£x-yes”
folgt via 152-10: (0#£xz€S)A(0#£yeS))

V((Rez =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € S))
V(02 e C)N0AyeC)ANEN: (0£QeR)A (y = Q- z°9))).

4: Aus 3
folgt: ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V((0O#zeS)A0#yeS))
V((Rez =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € S))
V(02 e C)N0AyeC)ANEN: (0£QeR)A (y = Q- z°9))).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
((x = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))
V(O£ 2z €S)AN(0#£y€S))
V((Rexz =0) A (0 # Imz € S) A (Rey =0) A (0 # Imy € 8))
V(I0£2€eCOON0AyeC)N(EFL: (0£QeER)A (y =Q-x°))).

)
)
)
)
VS gleich ((x = 0) A (y Zahl)) v ((x Zahl) A (y = 0))
V((O#2ze8)A(0#y€S))
V((Rexz =0) A (0 # Imz € S) A (Rey =0) A (0 # Imy € 8))
)
)
)
)
)

V(I0£2€eCOON0A£yeC)N(FL: (0£QER)A (y =Q-x°))).

1: Nach VS gilt: ((z =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V(02 €S)AN(0#£yE€S))

V((Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € S))

VI(I0#2 e C)AN0#y e C)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y = Q- 2°%))).

Fallunterscheidung‘
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Beweis 152-11 VS gleich ((z = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
\/((O%xES)/\(O#yES;)
)

V((Rexz =0) A (0 # Imz € S) A (Rey =0) A (0 # Imy € 8))
V(I0£2€eCO)N0A£yeC)N(FL: (0£QeER)A (y =Q-x°))).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall (z = 0) A (y Zahl).

2: Aus1.1.Fall“z=0...” und
aus 1.1.Fall“...y Zahl”
folgt via NTFA: z-y=0.

3: Aus2“z-y=0" und
aus 95-11“0 € §”

folgt: x-y€ES.
1.2.Fall (x Zahl) A (y = 0).

2: Aus 1.2.Fall“x Zahl...” und
aus 1.2.Fall“...y =0"
folgt via NTFA: z-y=0.

3: Aus 2“xz-y =07 und
aus 95-11“0 € S”

folgt: x-y€ES.
0£zeS)A(0£y€ES).

Aus 1.3.Fall“...z€S...”und
aus 1.3.Fall“.. .y ey
folgt via -SZ: x-yE€S.
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Beweis 152-11 VS gleich ((z = 0) A (y Zahl)) Vv ((z Zahl) A (y = 0))
V((O#2ze8)A(0#y€S))

V((Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey =0) A (0 # Imy € 8))

VI(I0#£2 e C)AN 0 Ay e C)AN(TQ: (0£QeER) A (y = Q- x%))).

‘Fallunterscheidung‘

(Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € S).
Aus 1.4.Fall“Rex =0...7,

aus 1.4.Fall“...0#Imz €S,

aus 1.4.Fall“...Rey =0...” und

aus 1.4.Fall“...0#ImyeS...”

folgt via 152-10: x-y€S.

[1.5.Fall] (0#£2 € O)A (0 £y CIABQ: (0 £ QER)A(y = Q-2%)).

Aus 1.5.Fall“0#2€C...”,

aus 1.5.Fall“...0#£yeC...”und

aus 1.5.Fall“...3Q: (0 £ QeR)A (y = Q- x°°)”

folgt via 152-10: x-y€ES.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: r-y€ES.
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152-12. Aus 152-7 folgt ohne viel Miihe das nunmehrige Kriterium fiir 0 # x-y €

R:

152-12(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) 0#x-yeR.

ii) “0£zeR)A(0#y eR)”
oder “(Rex =0) A (0 # Imxz € R) A (Rey =0) A (0 # Imy € R)”
oder “(0£2x€C)AN(0#yeC)
ANFQ:(0#QeR)A(y=Q-2%))”.
REIM.RECH-Notation.
Beweis 152-12 VS gleich 0#£z-yelR
1: Aus VS gleich “...z-y € R”
folgt via €SZ: rz-yeT.
2: Aus VS gleich “0# x-y...” und
aus 1“2z -y e T”
folgt: 0#x-yeT.
3: Aus2“0#x-yeT”
folgt via 152-7: (0£2zeT)AN(0#£yeT)
V' (Rex =0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # y)
V 0£z2eC)N0#yeC)INF2: (0£QeR)A(y=Q-2°)).

‘Fallunterscheidung‘
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Beweis 152-12

VS glich

Fallunterscheidung‘
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0#x-yeS.

(0£2€eT)A(0#£yeT).

4: Aus 3.1.Fall“...z e T...” und
aus VS gleich “0#x -y € R”

folgt via 131-2: (0#zeR)A(0#y€eR).
5: Aus 4
folgt: (0#£zeR)A(0#£ye€R)

V' (Rex =0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)

V. 0#£2€C)AN0#yeC)A(FN: (0£QeR)A (y=Q-x°9)).
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Beweis 152-12 VS gleich 0#£z-yeR.

‘Fallunterscheidung‘

(Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy).

4.1: Aus 3.2.Fall“Rex=0...”
folgt via 130-2: x=1i-Imz.

4.2: Aus 3.2.Fall“Rex=0...
folgt via 130-2: Imz € T.

4.3: Aus 3.2.Fall“...Rey=0...
folgt via 130-2: y=i-lmy.
5: —(Imz) - (Imy) 2 (- Imz) - (- Imy) Z 2 (- Imy) Lz .
6.1: Aus 5¢—(Imz) - (Imy)=...=z-y” und
aus VS gleich “0#x-y...”
folgt: 0 # —(Imz) - (Imy).

6.2: Aus 5¢—(Imz) - (Imy)=...=z-y” und
aus VS gleich “...z-y e R”
folgt: —(Imz) - (Imy) € R.

7.1: Aus 6.10 # —(Imz) - (Imy)”
folgt via 100-13: 0 # (Imz) - (Imy).

7.2: Aus 6.2“—(Imz) - (Imy) € R”
folgt via 117-4: (Imz) - (Imy) € R.

8: Aus 7.1 und
aus 7.2
folgt: 0 # (Imz) - (Imy) € R.

9: Aus 4.2lmz € T” und
aus 8“0 # (Imz) - (Imy) e R”
folgt via 131-2: (0 # Imz € R) A (0 # Imy € R).

10: Aus 3.2.Fall“Rex=0...7,
aus 9“0 #Imzx e R...7 |
aus 3.2.Fall“...Rey =0...” und
aus 9“...0 # Imy e R”

folgt: (Rex = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).
11: Aus 10
folgt: (0#£ze€eR)A(0#£y€R)

V (Rex =0)A (0 # Imxz € R) A (Rey =0) A (0 # Imy € R)
V. 0#£2€C)AN0#yeC)AFN: (0£QeR)A (y=Q-x°)).
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Beweis 152-12 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘
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0#xz-yeR.

[3.3.Fall] (0£2€C)A(0#yeC)A(BR: (0 £ QER)A(y=Q-2)).

Aus 3.3.Fall
folgt: (0#£zeR)A(0#£y€R)
V' (Rex =0) A (0# Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)
V (0£2eC)AN0£yeC)AE2: (0£QeR)A(y=Q-z%)).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: (0 # 2 € R)

ANO#yeR)

V' (Rex =0) A (0# Imz € R) A (Rey =0) A (0 # Imy € R)
V 0£2€eC)N0#£yeC)NE2: (0#£QeR)A(y=Q-a°)).

VS gleich (0#2 €R)A(0#£y €R))

V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey =0) A (0 # Imy € R))
VII0#£2 e C)AN0AyeC)AN(FQ: (0£ Qe R) A (y = Q- x%))).

1: Nach VS gilt: (0 # 2 € R)

ANO#yeR)

V' (Rex =0) A (0# Imz € R) A (Rey =0) A (0 # Imy € R)
V 0£z2eC)N0#yeC)NF2: (0£QeR)A(y=Q-2°)).

Fallunterscheidung‘

2.1: Aus 1.1.Fall“0# z...” und
aus 1.1.Fall“...0#y...”

2.2: Aus1.1.Fall“...z € R” und
aus 1.1.Fall“. . .y eR”
folgt via -SZ: T -

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: 0#x-

(0#z€R)A(0#yER).

folgt via NTFA: 0#z-y.

y € R.

y € R.
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Beweis 152-12

VS gleich

ARITHMETIK #152

(0#zeR)A(0#y eR))

V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
VI(I0#£2 e C)AN 0 Ay e C)AN(FQ: (0#£QeR) A (y = Q- 2°))).

‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall (Rex = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).
2.1: Aus1.2.Fall“Rex=0...
folgt via 130-2: x=1i-lmz.
2.2: Aus 1.2.Fall“...Rey=0..."
folgt via 130-2: y=i-Imy.
2.3: Aus 1.2.Fall“0# Imz...” und
aus 1.2.Fall“...0 #Imy...”
folgt via NTFA: 0 # (Imz) - (Imy).
2.4: Aus 1.2.Fall“...Imz € R...” und
aus 1.2.Fall“...Imy e R”
folgt via -SZ: (Imz) - (Imy) € R.
3: _:C,yg
—(i-Imz) -y
22 —(i-Imz) - (i-Imy)
133-2
=" =(=(Imz) - (Imy))
10974 (1mz) - (Imy).
4.1: Aus3“—z-y=...=(Imz)- (Imy)” und
aus 2.3“0 # (Imz) - (Imy)”
folgt: 0# —z-y.
4.2: Aus3“—z-y=...=(Imz)- (Imy)” und
aus 2.4“(Imz) - (Imy) e R”
folgt: —x-y R
5.1: Aus4.1“0# —z-y”
folgt via 100-13: 0#x-y.
5.2: Aus4.2“—z-yeR”
folgt via 117-4: -y eR
6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: 0#z-yeR
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Beweis 152-12 VS gleich (0£2ze€S)AN(0#£ye€S))
V((Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey =0) A (0 # Imy € 8))
VIIO£2zeC)N0#yeC)ANEN: (0£QeR) A (y =Q-2°))).

‘Fallunterscheidung‘

[1.3.Fall] (0#2cC)A(0#y e C)A(AQ: (0# Q € R) A (y = Q- 2°)).

Aus 1.3.Fall“...y=Q -z,

aus 1.3.Fall“0# 2z € C...” und

aus 1.3.Fall“...0#QeR...”

folgt via 152-8: 0#z-yeR

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: 0£x-yeR.




200 ARITHMETIK #152

152-13. Mit Hilfe von 152-12 ergibt sich ein Kriterium fiir z - y € R:

152-13(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) x-yeR.
ii) “(z=0) A (y Zahl)” oder “(x Zahl) \ (y =0)”
oder “(0#x €R)N(0#y €R)”
oder “(Rex =0) A (0 # Imz € R) A (Rey =0) A (0 # Imy € R)”

oder “(0£2x€C)AN(0#yeC)
ANFQ:(0#QeR)A(y=Q-2%))”.

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 152-13 VS gleich x-y €R.

1: Es gilt: (x-y=0)V(0#£z- y).

Fallunterscheidung‘

zoy=0.

2: Aus1.1.Fall“z-y=0"
folgt via NTFA: ((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0)).

3: Aus 2
folgt: ((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V(0O #z €R)A(0#y €R))
V((Rex = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
VI(IO0£zeC)AN0AyeC)ANEN: (0£QER) A (y = Q- 2°9))).
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Beweis 152-13 VS gleich -y ER.

‘Fallunterscheidung‘

0y

2: Aus 1.2.Fall“0# z-y” und
aus VS gleich “x-y € R”

folgt: 04z -yeR
3: Aus2“0#zxz-yeR?
folgt via 152-12: (0#£2€eR)A(0#y eR))

V((Rez = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(02 e C)N0AyeC)ANEFN: (0£QeR)A (y = Q- z°9))).

4: Aus 3
folgt: ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V(0 #z e R)A(0#y € R))
V((Rez = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(02 e C)N0AyeC)NEN: (0#£QeR)A (y = Q- z°9))).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
((x = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))
V((0£x2€eR)A(0#y eR))
V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(I0£2€eCOON0A£yeC)N(EFL: (0£QeER)A (y =Q-x°))).

)
)
)
)
VS gleich ((x = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V((0#z eR)A(0#y €R))
V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
)
)
)
)
)

V(0£2€eCOON0AyeC)N(FL: (0£QeER)A (y =Q-x°))).

1: Nach VS gilt: ((z = 0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V(I(0#zeR)A(0#y €R))

V((Rez = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

VI(I0#2 e CO)N(0£y e C)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y = Q- 2°%))).

Fallunterscheidung‘
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Beweis 152-13 VS gleich ((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))
V(O # 2z eR)A(0#y eR))

V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

VI(I0#£2 e C)AN0AyeC)AN(FQ: (0£QeR) A (y = Q- x%))).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall (z = 0) A (y Zahl).

2: Aus1.1.Fall“z=0...” und
aus 1.1.Fall“...y Zahl”
folgt via NTFA: z-y=0.

3: Aus2“z-y=0" und
aus AAI“0 e R”

folgt: -y eR
1.2.Fall (x Zahl) A (y = 0).

2: Aus 1.2.Fall“x Zahl...” und
aus 1.2.Fall“...y =0"
folgt via NTFA: z-y=0.

3: Aus 2“xz-y =07 und
aus AAI“0 e R”

folgt: -y eR.
1.3.Fall 0#£zeR)A(0#yeR).

Aus 1.3.Fall“...z € R...” und
aus 1.3.Fall“...y e R”
folgt via -SZ: z-y R
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Beweis 152-13 VS gleich ((z = 0) A (y Zahl)) Vv ((z Zahl) A (y = 0))
V((O# 2 eR)A(0#y eR))

V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

VI(I0#£2 e C)AN(0AyeC)AN(FQ: (0£QeR) A (y = Q- x%))).

‘Fallunterscheidung‘

(Rex =0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).
Aus 1.4.Fall“Rex =0...",

aus 1.4.Fall“...0 #Imz € R”,

aus 1.4.Fall“...Rey =0...” und

aus 1.4.Fall“...0#ImyeR..”

folgt via 152-12: z-yeR.

[1.5.Fall] (0#£2 € O)A (0 £y CIABQ: (0 £ QER)A(y = Q-2%)).

Aus 1.5.Fall“0#2€C...”,

aus 1.5.Fall“...0#£yeC...”und

aus 1.5.Fall“...3Q: (0 £ QeR)A (y = Q- x°°)”

folgt via 152-12: -y eR

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: r-y€R.




204 ARITHMETIK #152

152-14. Zur Abrundung dieses Essays werden nun - teilweise bekannte - Kriterien
fiir (0 #)z -y € C und (0 #)z - y Zahl gegeben. Die Diskussion von 0 # -y € B
und von x - y € B unterbleibt bis auf Weiteres:

152-14(Satz)

a) “0O#x-ye€ C”genau dann, wenn “0#x € C’und “0#yec C”.

b) “x-y € C”genau dann, wenn
“(x =0) A (y Zahl)” oder “(x Zahl) A\ (y =0)”
oder “(0#£2e€C)N(0#yeC)”.

c) “0+# x-y Zahl” genau dann, wenn “0 # x Zahl” und “0 # y Zahl”.

d) “x-y Zahl” genau dann, wenn “x Zahl” und “y Zahl” .

RECH-Notation.

Beweis 152-14 a) VS gleich 0#£xz-yeC.
Aus VS gleich “0#x-y e C”

folgt via 140-1: 0#2€C)A(0#£yeC).
a) [=]] VS gleich (0#£z€C)A(0#yeC).

Aus VS gleich “0#x € C...” und
aus VS gleich “...0#£y e C”

folgt via 140-1: 0#£z-yeC.
b) VS gleich x-yeC.
1: Es gilt: (x-y=0)V(0#£z- y).
Fallunterscheidung‘
oy =0.
2: Aus1.1.Fall“z.-y=0"
folgt via NTFA: ((x =0) A (y Zahl)) Vv ((x Zahl) A (y = 0)).
3: Aus 2
folgt: ((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))
V(0#£2ze€C)A(0#£y e C)).




ARITHMETIK #152 205

Beweis 152-14 b) VS gleich x-yeC.

‘Fallunterscheidung‘

0#zy.

2: Aus 1.2.Fall“0# z-y” und
aus VS gleich “x -y € C”

folgt: 0#£x-yeC.
3: Aus2“0#x-yeC”

folgt via 140-1: 0#ze€C)N(0#yeC).
4: Aus 3

folgt: ((x =0) A (y Zahl)) V ((x Zahl) A (y = 0))

VI(I0#2zeC)A(0#yeC)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
((x =0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y =0)) V ((0 £ 2 € C) A (0 £y € C)).

)
b) VS gleich ((x = 0) A (y Zahl)) v ((x Zahl) A (y = 0))
VI(0#£2z € C)A(0#£yeC)).

1: Nach V8 gilt: (x = 0) A (y Zahl)
V' (x Zahl) A (y = 0)
V (0#£2e€C)A(0#yeC).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall (x = 0) A (y Zahl).

2: Aus1.1.Fall“z=0..." und

uas 1.1.Fall“...y Zahl”

folgt via NTFA: z-y=0.
3: Aus2“z-y=0" und

aus 101-540 € C”

folgt: z-yeC.
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Beweis 152-14 b) VS gleich  ((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))
VI(0#£2z € C)A(0#£yeC)).

‘Fallunterscheidung‘

1.2.Fall (z = 0) A (y Zahl).

2: Aus 1.2.Fall“zx Zahl...” und
aus 1.2.Fall“...y =0
folgt via NTFA: z-y=0.

3: Aus2“z-y=0" und
aus 101-5“0 € C”

folgt: xz-yeC.
(0#£z€C)A(0#yeC)

Aus 1.3.Fall“...z e C...”und
aus 1.3.Fall“...y e C”

folgt via -SZ: z-yeC.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: x-yeC.
c) VS gleich 0 # z -y Zahl.
Aus VS gleich “0 # x -y Zahl”
folgt via NTFA: (0 # « Zahl) A (0 # y Zahl).
c) VS gleich (0 # « Zahl) A (0 # y Zahl).

Aus VS gleich “0 # x Zahl...” und
aus VS gleich “...0 # y Zahl”
folgt via NTFA: 0 # x -y Zahl
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Beweis 152-14 d) VS gleich

Aus VS gleich “x -y Zahl”
folgt via 96-15:

d) VS gleich

Aus VS gleich “x Zahl...” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-15:

207

x -y Zahl.

(x Zahl) A (y Zahl).
(x Zahl) A (y Zahl).

x -y Zahl.
O
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Einiges iiber 1 : z.
Einiges iiber z : y.

Ersterstellung: 20/09/10 Letzte Anderung: 29/03/12
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153-1. Nun wird die Gleichung Re(1 : ) = 0 thematisiert:

153-1(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) Re(1:z)=0.

ii) “Rex =0"oder “z € B\ C”.

REIM.RECH-Notation.
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Beweis 153-1 VS gleich Re(1:x) =0.
1: Via 123-9 gilt: Re(1: x) = (Rex) : ab2(x).

2: Aus VS gleich “Re(1:2) =0 und
aus 1“Re(1 : z) = (Rex) : ab2(x)”
folgt: (Rez) : ab2(z) = 0.

3: Aus 2“(Rex) : ab2(z) = 0"
folgt via 146-3: (Rex = 0) A (z Zahl)
V' (Rex Zahl) A (x = 0)
V' (Rex Zahl) A (ab2(z) = +00).

Fallunterscheidung‘
3.1.Fall (Rez = 0) A (z Zahl).
Aus 3.1.Fall“Rex =0..."
folgt: (Rez =0) VvV (z € B\ C).
3.2.Fall (Rez Zahl) A (z = 0).
4: Aus 3.2.Fall“...x=0"
folgt via 96-31: Rex = 0.
5: Aus 4
folgt: (Rez =0) vV (z € B\ C).
3.3.Fall ab2(x) = +oc.
4: Aus 3.3.Fall“ab2(z) = +o0”
folgt via 128-8: xeB\C.
5: Aus 4
folgt: (Rez =0) V (z € B\ C).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fillen gilt: (Rex =0)V (x € B\ C).
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Beweis 153-1 VS gleich (Rex =0) Vv (z € B\ C).
1: Nach VS gilt: (Rex =0) Vv (z € B\ C).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall Rex = 0.
2: Aus 1.1.Fall“Rex =0"
folgt via 127-4: x Zahl.
3: Aus 1.1.Fall“Rex = 0" und
aus 2“z Zahl”
folgt via 146-3: (Rex) : ab2(z) = 0.
4: Via 123-9 gilt: Re(1 : 2) = (Rex) : ab2(z).

5: Aus 4“Re(1: ) = (Rex) : ab2(z)” und
aus 3“(Rex) : ab2(z) =07

folgt: Re(1:z) =0.
1.2 Fall zeB\C.
2.1: Aus 1.2.Fall“z e B\ C”
folgt via 5-3: z € B.
2.2: Aus 1.2.Fall“z e B\ C”
folgt via 128-8: ab2(z) = +c0.
3: Aus 2.1z e B”
folgt via €SZ: x Zahl.
4: Aus 3“x Zahl”
folgt via 96-9: Rex Zahl.
5: Aus 4“Rex Zahl”
folgt via 137-3: (Rex) : (+00) = 0.
6: Re(1: z) "*27° (Rex) : ab2(z) %2 (Rex) : (+00) 0.
7: Aus 6
folgt: Re(1:z) =0.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Re(1:z) = 0.

O
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153-2. Nun wird die Gleichung Im(1 : z) = 0 thematisiert. Dabei kann via FST
auf 137-26 zuriick gegriffen werden:

153-2(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv) sind dquivalent:
i) 1:2z€T.
ii) Im(1:2) =0.
iii) “lmz =0"oder “z € B\ C”.

iv) “x € T”oder “x € B\ C”.

REIM.RECH-Notation.
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Beweis 153-2 VS gleich 1:zeT.
Aus VS gleich “1:2 € T”
folgt via FST: Im(1:x) =0.
VS gleich Im(1:2) =0.
1: Aus VS gleich “Im(1:2)=0"
folgt via FST: 1l:2eT.
2.1: Aus1“1:2€T”
folgt via 137-26: (xeT)Vv(zeB)\C).
2.2: Via FST gilt: (x €T) < (Imz=0).
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: (Imz=0)V(xeB\C).
VS gleich (Imz =0)V (z € B\ C).
1: Via FST gilt: (Imzx=0) < (x €T).

2: Aus VS gleich “(Imz =0)V (z € B\ C)” und
aus 1“(Imz =0) < (z € T)”

folgt: (xeT)Vv(zeB)\C).
VS gleich (xeT)V(reB\C).
Aus VS gleich “(z € T)v(z € B\ C)”
folgt via 137-26: 1l:2eT.

O
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153-3. Es wird nun ein Kriterium fiir Re(z : y) = 0 gegeben. Der Beweis stiitzt
sich auf 152-3 und auf 146-1:

153-3(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) Re(z:y)=0.
ii) “(z =0) A (y Zahl)”
oder “(xz Zahl) A (y = 0)” oder “(x Zahl) A (y € B\ C)”
oder “(Rex =0) A (y € T)” oder “(x € T) A (Rey =0)”

oder “(0#£x € C)AN(0#y e C)
ANIQ:(0£QeR)A(y=i-(Q:2°)))".

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 153-3 VS gleich Re(z : y) = 0.
1: Via 136-1 gilt: z:y=x-(1:y).

2: Aus VS gleich “Re(x :y) =0" und
aus 1“z:y=x-(1:y)”
folgt: Re(z - (1:y)) =0.

3: Aus2“Re(z-(1:y))=0"
folgt via 152-3: (x =0) A (1:y Zahl)
V. (z Zahl) A (1:y=0)
V (Rex=0)A(1:yeT)
V (xeT)A(Re(l:y)=0)
V (0£2€CAN0#£1:ye COANEFDP: (04D e R)A(L:y=i-(D-2°))).

‘Fallunterscheidung‘




ARITHMETIK #153

Beweis 153-3 VS gleich

Fallunterscheidung‘
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Re(z : y) = 0.

3.1.Fall (x =0) A (1:y Zahl).
4: Aus 3.1.Fall“...1:y Zahl”
folgt via 96-17: y Zahl.

5: Aus 3.1.Fall“z=0..."und
aus 4“y Zahl”
folgt: (x =0) A (y Zahl).

6: Aus 5
folgt: ((x =0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
V((Rez =0)A(y € T))V ((x € T) A(Rey =0))

V(0£2€C)A(0#£yeC)
ANFQ:(0£QeR)A(y=i-(Q:x°)))).

3.2.Fall (z Zahl) A (1:y = 0).
4: Aus 3.2.Fall“...1:y=0"
folgt via 137-22: (y=0)V(yeB\C).

5: Aus 3.2.Fall“x Zahl...” und
aus 4“(y=0)VvV (y € B\ C)”

folgt: (x Zahl) A ((y = 0) V (y € B\ ©)).
6: Aus 5

folgt: ((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C)).
7: Aus 6

folgt: ((x =0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
V((Rez =0)A(y € T))V ((z €T) A (Rey =0))

V(0£2€eC)A(0#£yeC)
AEQ:(0£QeR)A(y=i-(2:2x°)))).
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Beweis 153-3 VS gleich
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Re(z : y) = 0.

‘Fallunterscheidung‘
3.3.Fall (Rex =0)A(1:y € T).
4.1: Aus 3.3.Fall“Rex =0..."
folgt via 127-4: x Zahl.
4.2: Aus 3.3.Fall“...1:yeT”
folgt via 153-2: (yeT)V(yeB\C).
5: Aus 3.3.Fall“Rex=0...",
aus 4.1“x Zahl” und
aus 4.2“(yeT)V(yeB\C)”
folgt: ((Rex =0) A (z Zahl)) A ((y € T) V (y € B\ ©)).
6: Aus 5
folgt: (((Rex = 0) A (z Zahl)) A (y € T))
V(((Rex =0) A (x Zahl)) A (y € B\ C)).
7: Aus 6
folgt: ((Rex =0)A(y € T)) V ((x Zahl) A (y € B\ C)).
8: Aus7
folgt: ((z Zahl) A (y e B\ C)) V ((Rez =0) A (y € T)).
9: Aus 8
folgt: ((x =0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
V((Rez =0)A(y € T))V ((x €T) A (Rey =0))

V(0#£2ze€C)A(0#£y e C)

ANEQ: (0£QER) A (y =i (Q:2)))).
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Beweis 153-3

VS glich

‘Fallunterscheidung‘
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Re(z : y) = 0.

4.1:

4.2:

(x € T) A (Re(1:y) =0).

Aus 3.4.Fall“xzeT..”

folgt via €SZ:

x Zahl.

Aus 3.4 .Fall“...Re(1:y) =07

folgt via 153-1:
: Aus 3.4.Fall“z e T...”,

(Rey =0) Vv (y € B\ C).

aus 4.1“x Zahl” und
aus 4.2“(Rey =0)V (y e B\ C)”

folgt:

: Aus 5

folgt:

: Aus 6

folgt:

: Aus 7

folgt:

: Aus 8

folgt:

V(0 £z € C) A

((z € T) A (z Zahl)) A ((Rey = 0) V (y € B\ C)).

(((z € T) A (x Zahl)) A (Rey = 0))
V(((z € T) A (x Zahl)) A (y € B\ C)).

((x € T) A (Rey =0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).
((z Zahl) A (y e B\ C)) V ((z € T) A (Rey = 0)).

((z = 0) A (y Zahl))
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
V((Rez=0)A(y € T))V ((x €T)A (Rey =0))

(0#yeC)
ABQ:(0£QER)A(y=i-(Q:2%)))).
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Beweis 153-3 VS gleich Re(z :y) = 0.

‘Fallunterscheidung‘

0£2z€C)A(0#£1:y€C)

ANFP:(0£PeR)A(L:y=1i-(D x°))).
4.1: Aus 3.5.Fall“...2zeC..”

folgt via 149-24: z¢¢ e C.
4.2: Aus3.5.Fall“...0£1:yeC..”

folgt via 137-30: 0#yeC.
4.3: Aus 3.5.Fall“...deR..”

folgt via €SZ: P e C.
4.4: Aus 3.5.Fall“...0#£d...

folgt via 100-13: 0# —o.
4.5: Aus 3.5.Fall“...deR..”

folgt via 117-4: —-d e R.
4.6: Aus 3.5.Fall

folgt: liy=i-(D-xc).
5.1: Aus4.2“...yeC”

folgt via 141-1: y=1:(1:y).

5.2: Aus4.4“0# —®” und
aus 4.5“—-P ¢ R”

folgt: 0#—-®cR.
5.3: Aus4.3“® e C”

folgt via 117-4: —-® e C.
6.1: Aus5.2“0# —® e R”

folgt via 137-32: 0#1:(—®) eR.

6.2: Aus5.3“—d € C” und
aus 4.1“z°¢ € C”

folgt via 141-4: 1:((=®)-a°¢)=(1:(=D)) - (1:x°).
7: Aus6.1“0#1:(—®) e R”

folgt: I:(2=1:(-P)A(0#Q€eR).
8: Aus7

folgt: Q=1:(-9).
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Beweis 153-3 VS gleich Re(z : y) = 0.
‘Fallunterscheidung‘
0£2z€C)A(0#£1:y€C)
ANFP: (0£DPEeR)A(L:y=i- (P x°9))).
9 Y
E1:(1:y)
ESRNNC )
1839 i (. goc)
PR (1)
() e
PR () e
i (1 () (1:2%9))
S0 (1:a%)
1881 (Q:z°°)
10: Aus 7¢4dQ...7,
aus 7“...0 #Q € R” und
aus 9%y =...=i-(Q:a°)”
folgt: I:0£QeR)A(y=i-(Q:x%)).
11: Aus 3.5.Fall“0#ze€C...7,
aus 4.2“0#y € C” und
aus 10“3Q: (0 £ QeR)A(y=i-(Q:z°%))”
folgt: 0#2€C)N(0#yeC)
ANIQ: (0£QeR)A(y=i-(Q:xc))).
12: Aus 11
folgt: ((x =0) A (y Zahl))
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
V((Rez =0)A(y e T))V ((x € T) A(Rey =0))
V(0#£2ze€C)A(0#£yeC)
ANIQ: (0£QeR)A(y=i-(Q:z)))).
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Beweis 153-3 VS gleich Re(z :y) = 0.
‘Fallunterscheidung‘
|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: ((x = 0) A (y Zahl))

)
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))

V((Rez =0)A(y €T)) V ((z € T) A (Rey =0))
V(O#£zeC)N0#£yeC)AER: (0#QeR)A(y =i (Q:2%)))).

VS gleich ((x = 0) A (y Zahl))
V((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))

V((Rez =0)A(y €T))V ((z € T) A (Rey =0))
).

)

)

)

).

V0#2eCOA0#ycCO)NEL: (0£QeR)A(y =i-(2:2%)))

1: Nach VS gilt: ((z = 0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y =0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))

V((Rex =0)A (y € T))V ((z € T) A (Rey = 0))

V0#2eC)A0#ycCO)NE2: (0£QeR)A(y =i-(2:2%)))
Fallunterscheidung|

((z = 0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C)).

2: Aus 1.1.Fall“((z = 0) A (y Zahl))
V((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))”
folgt via 146-1: x:y=0.
3: Aus2“z:y=0"
folgt via 96-31: Re(z :y) =0.
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Beweis 153-3 VS gleich ((x = 0) A (y Zahl))
V((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))

V((Rez =0)A(y € T)) V((x €T)A (Rey =0))
V(0£2zeCO)AN0#£yeC)ANEQ: (0£QeER)A(y=1i-(2:z°)))).

‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall (Rex =0) A (y € T).
2: Aus 1.2.Fall“...yeT”
folgt via 137-6: 1:yeT.

3: Aus1.2.Fall“Rex =0...” und
aus 2“1 :y e T”

folgt via 152-3: Re(z-(1:y))=0.
4: Re(x : y) 1381 Re(z - (1:y)) 2 0.
5: Aus 4

folgt: Re(z : y) = 0.

1.3.Fall (z € T) A (Rey = 0).

2: Aus 1.3.Fall“...Rey=0"

folgt via 153-1: Re(1:y) =0.
3: Aus1.3.Fall“z € T...” und

aus 2“Re(l:y) =07

folgt via 152-3: Re(z-(1:y)) =0.
4: Re(z :y) "Z ' Re(z - (1:y)) 0.

5: Aus 4
folgt: Re(z :y) =0.
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Beweis 153-3
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VS glich

(= 0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))
V((Rex = 0) A (y € T)) V ((z € T) A (Rey = 0))

V(022 €C)A(0£YyeC)AER: (0£QER)A(y=i-(2:2%)))).

‘Fallunterscheidung‘

2.

1:

Aus 1.4.Fall
folgt:

: Aus 1.4.Fall“...

folgt via 149-24:

: Aus 1.4.Fall“...

folgt via 128-9:

: Aus 1.4.Fall“...

folgt via 149-20:

: Aus 1.4.Fall“...

folgt via €SZ:

: Aus 1.4.Fall«“..
aus 2.5“Q € C” und

aus 2.2%z°¢ € C”
folgt via 141-11:

: Aus 2.3“ab2(z) € R” und
aus 1.4.Fall“...QeR..”

folgt via :SZ:

: Aus 3.2%ab2(z) : Q2 € R”

folgt via 134-1:

.xeC..”,

0#2e€C)N(0#yeC)
A (0#QeR)A(y=i-(2:z°9))).

y=1i-(Q:zc).

reC..”
z°¢ e C.

zreC..”
ab2(z) e R.

xeC..”
x -2 = ab2(z).

QeR..”
QeC.

x (i) = (z-x°¢): Q.

ab2(z) : Q € R.

Re(i - (ab2(z) : ©2)) = 0.
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Beweis 153-3 VS gleich ((x = 0) A (y Zahl))
V((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))

V((Rez =0)A(y € T)) V((x €T)A (Rey =0))
V(0£2zeCO)AN0#£yeC)ANEQ: (0£QeER)A(y=1i-(2:z°)))).

‘Fallunterscheidung‘
(0£z€C)A(0£yeC)
AFQ: (0£QeR)A (y=i-(Q:z°))).
5: Re(x : y)
= Re(w: (i-(2:2°9)))
PEARe(—i- (21 (21 2%)))
=T Re(i- (x: (21 2%)))
= —Re(i- ((x-2%) : Q))
2% _Re(i- (ab2(z) : Q)
L0
=}
6: Ausb
folgt: Re(z : y) = 0.
Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: Re(z :y) =
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153-4. Beim Beweis ii) = i) von 153-3 wird weder die Voraussetzung 0 # x
noch die Voraussetzung 0 # y € C noch die Voraussetzung 0 # €2 benétigt:

153-4(Satz)

Es gelte:
=) y=i-(a:z°).
—) z € C.
—) a€R.

Dann folgt “Re(z:y)=0".

REIM.RECH. cc-Notation.
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Beweis 153-4

1.1: Aus =) “x e C”
folgt via 149-24:

1.2: Aus =) “z e C”
folgt via 128-9:

1.3: Aus =) “xz e C”
folgt via 149-20:

1.4: Aus =) “a e R”
folgt via €SZ:

2.1: Aus »)“zeC”,
aus 1.4“a € C” und
aus 1.1“z¢ e C”
folgt via 141-11:

2.2: Aus 1.2%ab2(z) € R” und
aus —) “a € R”
folgt via :SZ:

3: Aus 2.2“ab2(z) :a € R”
folgt via 134-1:

5: Aus 4
folgt:

225

x¢¢ e C.

ab2(x) € R.

x - x°¢ = ab2(x).

aeC.

z:(a:x®) = (r x2°):a.

ab2(z) : a € R.

Re(i - (ab2(z) : a)) = 0.

-
9815
Re(z:y) =0
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153-5. Aus 153-1 folgt via Negation das nunmehrige Kriterium fiir 0 # Re(1 : z):

153-5(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) 0 # Re(1: x).
ii) “(0 # Rex) A (x ¢ B)” oder “(0 # Rex) A (x € C)”.

REIM.RECH-Notation.

Beweis 153-5

1.

1.

1:

2:

2:

Via 153-1 gilt: (Re(1:2) =0) < ((Rex =0) vV (z € B\ C)).

Via 5-3 gilt: (xeB\C)<s ((reB)A(x¢C)).

Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: (Re(1:2) =0) < ((Rez =0) vV ((x € B) A (z ¢ C))).
: Aus 2

folgt: (=(Re(1:x)=0)) < (=((Rex =0) V ((z € B) A (x ¢ C)))).
: Aus 3

folgt: (0#Re(1:2))) < ((-(Rex =0)) A (=((z € B) A (x ¢ C)))).
: Aus 4

folgt: (0 #ARe(1:x))) < ((0#Rex) A (—((x € B) A (x ¢ C)))).
: Aus 5

folgt: (0#Re(1:2))) < ((0#Rex) A ((—(x € B) V (=(z ¢ C))))).
: Aus 6

folgt: (0 #Re(1:2))) < ((0#Rex)A((x ¢ B)V (z €C))).
: Aus 7

folgt:

(0 £Re(1:2))) & (((0# Rex) A (x ¢ B)) V ((0 £ Rex) A (x € C))).
O
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153-6. Aus 0 # Re(1 : z) folgt 0 # Reux:

153-6(Satz)
Aus “0 # Re(1: x)” folgt “0 # Rez”.

REIM.RECH-Notation.

Beweis 153-6 VS gleich 0 # Re(1: x).
1: Aus VS gleich “0 # Re(1: x)”
folgt via 153-5: ((0#Rex) A (z ¢ B)) V ((0 # Rex) A (z € C)).
2: Aus 1
folgt: (0 #Rex) A ((z ¢ B) V (z € C)).
3: Aus 2
folgt: 0 # Rex.

O
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153-7. Auf das folgende Beispiel 153-8 beziehend wird hier fest gestellt:

153-7.Bemerkung

Die Aussage
“(0 # Rex) = (0 # Re(1: 2))"
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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153-8. Dieses Beispiel belegt, dass aus 0 # Rex nicht ohne Weiteres 0 # Re(1 : z)
folgt:

153-8. BEISPIEL

Es gelte:
—) T = +00.
Dann folgt:
a) Rexr = +o0.
b) 0 # Rex.
c) 1:x=0.
d) 0=Re(l:z).
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153-9. Es wird ein Kriterium fiir Im(x : y) = 0 und fiir z : y € T gegeben. Der
Beweis stiitzt sich auf 153-3 und auf 133-1:

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) Im(x:y) =0.
ii) z:y e T.
iii) “(z = 0) A (y Zahl)”
oder “(x Zahl) A (y = 0)” oder “(x Zahl) A (y € B\ C)”
oder “(x € T) A (y € T)” oder “(Rex = 0) A (Rey = 0)”

oder “(0£2x€C)AN(0#yeC)
ANEFQ:(0£QeR)A (y=Q:2°%))".

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 153-9 VS gleich Im(z:y) =

Aus VS gleich “Im(z :y) =07
folgt via FST: r:yeT.
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Beweis 153-9 VS gleich rx:yeT.
1: Aus VS gleich “z:y e T”
folgt via 134-1: Re(i-(z:y))=0.
2: Re((i-2) :y) £ Re(i- (z:y)) 0.
3: Aus2“Re((i-z):y)=...=0"
folgt via 153-3: ((i-2z=0) A (y Zahl))

V((i-x Zahl) A (y =0)) V ((i-x Zahl) A (y € B\ C))
V((Re(i-z) =0)A(yeT))V((i-x€T)A (Rey =0))

V(0#i-2€ C)AN(0#£y € C)
ANFP:(0£PER)A(y=i-(P:(i-2)°)))).

Fallunterscheidung‘
3.1.Fall (i-z=0)A (y Zahl).
4: Aus 3.1.Fall“i-xz=0"
folgt via 133-T7: xz = 0.

5: Aus4“x =07 und
aus 3.1.Fall“...y Zahl”

folgt: (x = 0) A (y Zahl).
6: Ausb
folgt: ((x =0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
V({(z € T)A(y € T)) V ((Rex =0) A (Rey = 0))
V(0£2eOOAN0#£yeC)ANEQ: (0£QeER)A(y=Q:x°%))).
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Beweis 153-9 VS gleich rx:yeT.
‘Fallunterscheidung‘
3.2.Fall (i-x Zahl) A (y = 0).
4: Aus 3.2.Fall“i-x Zahl...”
folgt via 96-15: x Zahl.

5: Aus 4“x Zahl” und
aus 3.2.Fall“...y =0"

folgt: (x Zahl) A (y = 0).
6: Aus 5
folgt: ((x =0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
V(€ T)A(y € T)) V ((Rex = 0) A (Rey = 0))
V(I0#£2eC)N0#£y e C)A(FQ: (0#£QeR) A (y=Q:x9))).

3.3.Fall (i-z Zahl) A (y € B\ C).
4: Aus 3.2.Fall“i-x Zahl...”
folgt via 96-15: x Zahl.

5: Aus 4“x Zahl” und
aus 3.2.Fall“...y e B\ C”

folgt: (x Zahl) A (y € B\ C).
6: Aus 5
folgt: ((x =0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))
V(€ T)A(y € T)) V ((Rex = 0) A (Rey = 0))
V(O£2eC)N0#AyeC)AEFN: (0£QeR) A (y =Q:2%))).
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Beweis 153-9 VS gleich rx:yeT.

‘Fallunterscheidung‘
3.4.Fall (Re(i-2) =0) A (y € T).
4: Aus 3.4.Fall
folgt: Re(i-z) =0.
5: Ima 0% * —(=Imzx) 1831 —Re(i-z) = — =i}
6: Aus5¢“lmz=...=0"
folgt via FST: z e T.
7: Aus6“z € T” und
aus 3.4.Fall“...yeT”
folgt: (xeT)A(yeT).
8: Aus7
folgt: ((x =0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
V((z eT)A(yeT))V ((Rex =0) A (Rey =0))
V(O£2eC)N0#AyeCIAEN: (0£QER) A (y =Q:2%))).

3.5.Fall (i-z€T)A(Rey =0).
4: Aus 3.5.Fall“i-zeT..”
folgt via FST: Im(i - z) = 0.
5: Rex 2271 Im(i - z) £ 0.
6: Aus5“Rex=...=0" und
aus 3.5.Fall“...Rey =0”
folgt: (Rex = 0) A (Rey = 0).
7: Aus 6
folgt: ((x =0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))
V((z eT)A(yeT))V ((Rex =0) A (Rey =0))
V(O#£2eC)N0#AyeC)AEN: (0£QER) A (y =Q:2%))).
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Beweis 153-9

VS gleich
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r:yeT.

‘Fallunterscheidung‘
3.6.Fall 0£i-2€eC)AN(0#£yeC)
AP :(0#£DPEeR)A(y=i-(P:(i-2)°))).
4.1: Aus 3.6.Fall“0#i-z€C”
folgt via 140-1: 0#£zeC.
4.2: Aus 3.6.Fall
folgt: y=1i-(®:(i-2)°).
4.3: Aus 3.6.Fall“...0#£d..”
folgt via 100-13: 0# -2
4.4: Aus 3.6.Fall“...dcR...
folgt via 117-4: -® e R
5: Aus4.3“0# —®”7 und
aus 4.4“-P e R”
folgt: 0#—-PeR.
6: Aus 5“0 # —P € R”
folgt: IN:(Q=-P)A(0£QeR).
7: Aus 6
folgt: Q=—-0.
8: Y
L2 (®:(i-2)°)
149-22 . e cc
=TT (@ (i)
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Beweis 153-9 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

10:

11:

(0#£i-2€C)A(0#£yeC)

ANED:(0£DER)A(y=i-(:((i-2)))).

: Aus 643Q...7

aus 6“...0#Q € R” und
aus 8“y =...=Q: "
folgt: I:(0£QeR)A(y =0 zcc).

Aus 4.1“0#2z€C”,

aus 3.5.Fall...0 #y € C... und

aus 9“3 : (0 #QeR)A (y=Q:2%)”

folgt: 0#2e€C)N(0#yeC)

AEQ: (0£QeR)A(y =Q:x%9)).

Aus 10

folgt: ((x =0) A (y Zahl))
V((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))
V(€ T)A(y €T)) V ((Rex = 0) A (Rey =0))

V(0£2€C)N0£YyeT)AEQ: (0£QER)A (y = Q: 2°))).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:
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rx:yeT.

((x = 0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y =0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))

)

)
V(x € T)A(y e T))V ((Rex =0) A (Rey =0))

)

V(0#£2z e CO)AN0#Ay e CIAN(TQ: (0£QER) A (y=Q: 2°9)).
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Beweis 153-9 VS gleich ((x = 0) A (y Zahl))
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))

V((z € T)A(y € T))V ((Rex = 0) A (Rey = 0))
V(0#2eC)AN0#yeC)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y=Q:x%))).

1: Nach VS gilt: ((z = 0) A (y Zahl))
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))

V((z € T)A(y € T)) V ((Rex = 0) A (Rey = 0))
V(0£2€C)A0£yeC)A(FN: (0£QER) A (y—Q 2°))).

Fallunterscheidung‘

((z = 0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).

2: Aus 1.1.Fall“((z = 0) A (y Zahl))
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))”

folgt via 146-1: x:y=0.

3: Aus2“z:y=0"
folgt via 96-31: Im(z:y) = 0.
1.2.Fall (xeT)A(yeT).

2: Aus 1.2.Fall“z € T...” und
aus 1.2.Fall“...y e T”
folgt via :SZ: rz:y€eT.

3: Aus2“z:yeT”
folgt via FST: Im(z : y) =0.
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Beweis 153-9 VS gleich ((x =0) A (y Zahl))
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))

V((x e T)A(y € T))V ((Rex =0) A (Rey =0))

VI(0#2 e C)AN0#yeC)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y=Q:x°%))).

‘Fallunterscheidung‘
1.3.Fall (Rex = 0) A (Rey = 0).
2: Via 133-1 gilt: Im(i - ) = Rex.

3: Aus 2“Im(i - ) = Rex” und
aus 1.3.Fall“Rez =0...

folgt: Im(i - ) = 0.
4: Aus 3“Im(i-z) =0"
folgt via FST: i-xeT.

5: Aus 4“i-z€T” und

aus 1.3.Fall“...Rey =0”

folgt via 153-3: Re((i-x):y)=0.
6: Im(z : y)

P2 (cim(z 1 y))

133-1

“Re(i- (1))

I _Re((i-x) 1 y)

5

-0

98-15
= 0.

7: Aus 6
folgt: Im(z :y) = 0.
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VS gleich ((x = 0) A (y Zahl))
V((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))
V((x €eT)A(yeT))V ((Rex =0) A (Rey =0))

V(0#2eC)AN0#yeC)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y=Q:x%))).

‘Fallunterscheidung‘

2.

1:

Aus 1.4.Fall
folgt:

: Aus 1.4.Fall“... Q¢

folgt via €SZ:

: Aus ) “...xeC...7

folgt via 149-24:

: Aus ) “...xeC...7

folgt via 128-9:

: Aus ) “...xeC...7

folgt via 149-20:

: Aus ) “...xeC...”,

aus 2.2“0Q0 e C” und
aus 2.3“x¢¢ € C”
folgt via 141-11:

: Aus 2.4“ab2(z) € R” und

aus 1.4.Fall“... Qe
folgt via :SZ:

: Aus 3.2%ab2(z) : Q2 € R”

folgt via €SZ:

: Aus 4“ab2(z) : 2 e T”

folgt via FST:

0#2e€C)N(0#yeC)
AR (0£QeR)A (y=Q:x%9)).

cc

y =z

R..”
QeC.
z¢¢ e C.

ab2(z) € R.

x -2 = ab2(x).

x:(Q:ace) = (x-x°¢): Q.

R..”
ab2(z) : Q € R.

ab2(z) : Q e T.

Im(ab2(z) : Q) = 0.
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Beweis 153-9 VS gleich ((x =0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ ©))
V((z € T) A (y € T)) V ((Rex = 0) A (Rey = 0))
VI0#£2€C)A0#yeC)AEL: (0£QER)A (y=Q: %)),

‘Fallunterscheidung‘
(0#£z€C)A(0£y€eCD)
AEQ:(0£QeR)A(y=Q:x%9)).
6: Im(z : y)
= Im(z : (2 : 2°9))
Em((z - 2%) : Q)
22 Im(ab2(z) : Q)
2 0.
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: Im(z:y) =
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153-10. Beim Beweis iii) = i) von 153-9 wird weder die Voraussetzung 0 # i-x
noch die Voraussetzung 0 # y € C noch die Voraussetzung 0 # €2 benétigt:

153-10(Satz)

Es gelte:
—) y=a:x°.
—) z€C.
—) a€R.

Dann folgt “x:y e R”.

RECH. cc-Notation.
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Beweis 153-10

1.1: Aus =) “a eR”
folgt via €SZ: a e C.

1.2: Aus =) “z e C”
folgt via 149-24: z< € C.

1.3: Aus =) “xz e C”
folgt via 128-9: ab2(z) € R.

1.4: Aus =) “z e C”
folgt via 149-20: x - x°¢ = ab2(x).

2.1: Aus »)“zeC”,
aus 1.1“a € C” und
aus 1.2z € C”
folgt via 141-11: z:(a:x®) = (r x2°):a.

2.2: Aus 1.3“ab2(z) € R” und
aus —) “a € R”

folgt via :SZ: ab2(x) : a € R.
3: z:y;)x:(a::v“)?:il(z-x“):aléabZ(z):a.
4: Aus3“z:y=...=ab2(x):a” und

aus 2.2“ab2(z) : a € R”

folgt: r:y€eR
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153-11. Mit Hilfe von 153-2 wird ein Kriterium fiir 1 : = ¢ T erhalten:

153-11(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii), iv) sind dquivalent:
i) 0£Im(1: ).
ii) 1:x¢T.
111) “(0 % Ima) A (z ¢ B)” oder “(0 # Imz) A (z € C)”.
iv) “(x ¢ T)A(x ¢ B)” oder “(z ¢ T) A (z € C)”.

REIM.RECH-Notation.

Beweis 153-11 VS gleich 0 Im(1: ).
Aus VS gleich “0# Im(1:2)”
folgt via 99-3: 1:2¢T.
VS gleich 2 gT
1: Es gilt: (xeTUB\C))V (~(xeTU(B\C))).
Fallunterscheidung‘
z€TU(B\C).
2: Aus1.1.Fall“z € TU(B\C)
folgt via 2-2: (xeT)V(zeB\C).
3: Aus2“(zeT)V(zeB\C)”
folgt via 153-2: 1:2¢€T.

4: Esgilt3“1:2€T”.
Es gilt VS gleich “1:2 ¢ T”.
Ex falso quodlibet folgt:
((0# Imz) A (z ¢ B)) V ((0 # Imz) A (z € C)).




ARITHMETIK #153 243

Beweis 153-11 VS gleich 1:z¢T.

‘Fallunterscheidung‘

~(z € TU(B\C)).

2: Aus 1.2.Fall

folgt: x ¢ TU(B\C).
3.1: Aus 2z ¢ TU(B\C)”

folgt via 2-3: x ¢ T.
3.2: Aus 2z ¢ TU(B\C)”

folgt via 2-3: x ¢ B\C.
4.1: Aus3.1%2 ¢ T”

folgt via 99-3: 0 # Imz.
4.2: Aus 3.2z ¢ B\ C”

folgt via 5-4: (x¢B)V(zeC).

5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: (0 #Imzx) A ((z ¢ B) V (z € C)).

6: Aus 5
folgt: (0 #1Imz) A (z ¢ B)) V ((0 # Imz) A (z € C)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(0 £ Imx) A (z ¢ B))V((0#Imz) A (x €C)).

VS gleich ((0#Imz) A (z ¢ B)) V((0# Imz) A (x € C)).
1.1: Aus VS gleich “((0 # Imz) A (z ¢ B)) V ((0 # Imz) A (x € C))”
folgt: (0#Imz) A ((z ¢ B) V (x € C)).
1.2: Via 99-3 gilt: (z ¢ T) & (0% Imz).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (x¢T)A((z ¢ B)V (z € C)).
3: Aus 2

folgt: (¢ T)A(z ¢ B)V ((z ¢ T)A(z €C)).
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Beweis 153-11 VS gleich (x ¢ T)A (z ¢ B))V ((z ¢ T) A (z € C)).

1:

Es gilt: (Im(1:2) =0)V (0 #Im(1:2)).

Fallunterscheidung‘

2.1: Aus1.1.Fall“Im(1:2)=0"
folgt via 153-2:

4: Aus3“zeB\C”
folgt via 5-3:

5: Aus2.2¢. .. (x ¢ B)V (xeC)” und

(xeT)V(zeB\C).

2.2: Aus VS gleich “((z ¢ T)A(x ¢ B)) V(¢ T)A(z € C))”
folgt: z ¢ T)A((x ¢ B)V (z €C)).
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: zeB\C.

Im(1:2)=0.

(x €eB)A(z ¢C).

aus 4“z €B...”
folgt: z e C.
6: Esgilt 5z € C”.
Esgilt 4¢...2 ¢ C”.
Ex falso quodlibet folgt: 0#Im(1:x).
1.2.Fall 0#Im(1:x).
‘Ende Fallunterscheidung‘ln_behien:Féﬂen.gﬂt: 0#Im(1: z).
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153-12. Aus 153-11 folgt ohne viel Miihe, dass aus 0 # Im(1 : x) stets auf
0 # Imz fiihrt:

153-12(Satz)

Aus “0# Im(1: z)” folgt “0 # Imz”.

REIM.RECH-Notation.

Beweis 153-12 VS gleich 0#Im(1: ).
1: Aus VS gleich “0 # Im(1: 2)”
folgt via 153-11: (0 #Imz) A (x ¢ B)) V((0# Imz) A (x € C)).
2: Aus 1
folgt: (0#Imz) A ((z ¢ B) V (z € C)).
3: Aus 2
folgt: 0 # Imz.

O
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153-13. Auf das folgende Beispiel 153-14 beziehend wird hier fest gestellt:

153-13.Bemerkung

Die Aussage
“(0#Imz) = (0 # Im(1: x))”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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153-14. Dieses Beispiel belegt, dass aus 0 # Imz nicht ohne Weiteres 0 # Im(1 :
x) folgt:

153-14. BEISPIEL

Es gelte:
—) z=i-(+00).
Dann folgt:
a) Imx = +o0.
b) 0 # Imz.
c) 1:x2=0.

d) 0=Im(1:x).
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153-15. Es wird ein Kriterium fiir 0 # = : y € T gegeben.:

153-15(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0#x:yeT.
ii) “(0#z € T)A(y=nan)”oder “(0£x€T)AN(0#yeR)”
oder “(Rex =0) A (0 # Imx) A (Rey =0) A (0 # Imy € R)”
oder “(Rex = 0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (Imy = nan)”

oder “(0£2x€C)AN(0#yeC)
ANFQ:(0#QeR)A(y=Q:a%))”.

REIM.RECH. cc-Notation.
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Beweis 153-15 VS gleich O£z:yeT.
1: Via 136-1 gilt: z:y=x-(1:y).

2: Aus VS gleich “0# z:y € T” und
aus 1“z:y=x-(1:y)”
folgt: 0O#z-(1:y)eT,.

3: Aus2“0#z-(l:y)eT”
folgt via 152-7: 0#2eT)AN0#1:yeT)
V((Rex =0) A (0 # Imz) A(Re(1:y) =0)A(0#Im(1:y)))
V(I0#2eC)AN0#1:yeC)NEFP: (0£PER)A(1:y =D -2°9))).

Fallunterscheidung‘

3.1.Fall 0£z€T)A0£1:y€eT).
4: Aus 3.1.Fall“0#1:yeT”
folgt via 137-31: (y =nan) vV (0 #y € R).
5: Aus 4
folgt: (0#y € R)V (y = nan).

6: Aus 3.1.Fall“0#xz € T...” und
aus 5“(0 £y € R)V (y = nan)”

folgt: (0#2€T)A((0#y<€R)V (y=nan)).
7: Aus 6

folgt: (0£zeT)AN(0#yeR))V((0#z€T)A (y=nan)).
8: Aus7

folgt: (0£zeT)A(y=nan))V((0#x2€T)A(0#yeR))

)
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V((Rexz = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
VI0£zeCO)AN0AyeC)AN(EF2: (0£QeR)A (y =Q: z°9))).
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Beweis 153-15 VS gleich O£z:yeT.

‘Fallunterscheidung‘

(Rez = 0) A (0 # Imz) A (Re(1 : y) = 0) A (0 # Im(1 : ).

4.1: Aus 3.2.Fall“...Re(l:y)=0...

folgt via 153-1: (Rey =0) V (y € B\ C).
4.2: Aus 3.2.Fall“...0#Im(1:y)”

folgt via 153-11: (yeMHA(yegB)V((y¢T)A(y eC)).

5: Aus 4.2

folgt: W gT)A((y €B)V (y € C)).
6.1: Ausb“y¢T...”

folgt via 99-3: 0 # Imy.
6.2: Ausb5“... (y¢B)VvV(yeC)”

folgt via 5-4: y ¢ B\ C.

7: Aus4.1“(Rey=0)V (y € B\ C)” und
aus 6.2y ¢ B\ C”
folgt: Rey = 0.

8: Aus 7“Rey =10"
folgt via 127-4: y Zahl.

9: Aus 8“y Zahl”
folgt via 95-4(Def): y € A.
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Beweis 153-15

VS glich
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0#x:yeT.

‘Fallunterscheidung‘
3.2.Fall (Rex =0) A (0 # Imz) A (Re(1:y) =0) A (0 # Im(1 : y)).
10.1: Aus b

folgt:

(y¢B)V(yeC).

Fallunterscheidung‘

12:

13:

14:

10.1.1.Fall y¢B.

11:

Aus 9“y € A” und
aus 10.1.1.Fall“y ¢ B”

folgt via 5-3: y € A\B.

Aus 114y € A\ B”

folgt via 128-7: (Rey = nan) V (Imy = nan).

Aus 7“Rey =07 und
aus 95-7“0 # nan”

folgt: Rey # nan.

Aus 12“(Rey = nan) V (Imy = nan)” und
aus 13“Rey # nan”

folgt:
Imy = nan.

15: Aus 14

folgt: (0 # Imy € R) V (Imy = nan).
10.1.2.Fall y e C.
11: Aus 10.1.2.Fall“y e C”

folgt via 101-1: Imy € R.
12: Aus 6.140 # Imy” und

aus 11“Ilmy e R”

folgt: 0 # Imy € R.
13: Aus 12

folgt: (0 # Imy € R) V (Imy = nan).
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Beweis 153-15 VS gleich 0#£x:yeT.

‘Fallunterscheidung‘

(Rez = 0) A (0 # Imz) A (Re(1 : y) = 0) A (0 # Im(1 : ).

‘Fallunterscheidung‘

‘Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fillen gilt:

Al

“(0 # Imy € R) V (Imy = nan)”

10.2: Aus 3.2.Fall“Rex=0...7,
aus 3.2.Fall“...0 # Imz...”
aus 7“Rey =07 und
aus Al gleich “(0 # Imy € R) V (Imy = nan)”

folgt:
(Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A ((0 # Imy € R) V (Imy = nan)).
11: Aus 10.2
folgt: ((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan)).
12: Aus 11
folgt: (0#£zeT)A(y=nan))V((0#x2€T)A(0#yeR))

)
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
)

V(I0£2eC)N0£yeC)A(EFQ: (0£QeR) A (y=Q:x9))).
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0#x:yeT.

Beweis 153-15 VS gleich
‘Fallunterscheidung‘
3.3.Fall 0£2€C)A(0#1:y€C)
ANFP:(0£DPER)A(L:y=D-x°)).
4.1: Aus3.3.Fall“...zeC..”
folgt via 149-24: z¢¢ e C.
4.2: Aus 3.3.Fall“...0#41:yeC”
folgt via 137-30: 0#yeC.
4.3: Aus 3.3.Fall“...0£deR..”
folgt via 137-32: 0#£1:PeR.
4.4: Aus 3.3.Fall“...dcR...
folgt via €SZ: ®eC.
4.5: Aus 3.3.Fall
folgt: 1:y=3 - xcc.
5.1: Aus4.1“...yeC”?
folgt via 141-1: y=1:(1:y).
5.2: Aus 4.4“® € C” und
aus 4.1“2°¢ € C”
folgt via 141-4: 1:(@-2%¢)=(1:P)-(1: %)
5.3: Aus4.3“0£1:® R
folgt: IN:(2=1:P)A(0#£02€R).
6: Aus 5.3
folgt: Q=1:o.
7: Y
5ill:(l:y)
1@ a%)
22 (1:9)-(1:2°)
S0 (1:a%)
132_19. cc
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Beweis 153-15 VS gleich O£z:yeT.

‘Fallunterscheidung‘

0£2z€C)A(0#£1:y€C)

ANFP:(0£PER)A(1l:y=D-x°)).

8: Aus 5.3“30Q...7,
aus 5.3“...0#Q € R” und
aus 74y =...Q : x”
folgt: I:(0£QeR)A(y =0 zcc).

9: Aus 3.3.Fall“0£z€C...",
aus 4.2“0#y € C” und
aus 8“3 : (0 A QeR)A (y=Q:2%)”
folgt: 0#2e€C)N(0#yeC)
AFQL:(0£QeR)A(y=Q:x%9)).

10: Aus 9
folgt: (0#£zeT)A(y=nan))V((0#x2€T)A(0#yeR))

)
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
)

V02 e C)AN0AyeC)AN(EF2: (0£QeR)A (y =Q:z°9))).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

((0#zeT)A(y=nan))V(0#zecT)A0#yeR))

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
V(0#2eC)AN0#yeC)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y=Q:2°%))).
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Beweis 153-15 VS gleich
(0#2zeT)A(y=nan) vV ((0#zeT)A(0#yeR))

V((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))

V(O£ 2 €C)A0£YyeCIABEQ: (0£QER)A (y=Q: 2))).

1: Nach VS gilt: (0£2z€T)A(y=nan))V((0£z€T)AN(0#yeR))
)
)
)

R
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V((Rex = 0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (Imy = nan))

VI(0#2 e C)AN0#yeC)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y=Q:x°%))).

Fallunterscheidung‘

(0#£z€T)A(y=nan)V((0#z€T)A(0#yER)).
2: Aus 1.1.Fall“((0 # z € T) A (y = nan))
V(0 £z €T) A0 £y ER)Y

folgt: (0#£2z€T)A((y=nan)V (0#yeR)).
3: Aus2“...(y=nan)V(0#yeR)”
folgt via 137-31: 0#£1:y€eT.

4: Aus1.1.Fall“0#xz € T...” und

aus 3“0 #1:yeT”

folgt via 152-T: 0#£z-(1:y)eT.
5: Via 136-1 gilt: z:y=z-(1:y).
6: Aus4“0#z-(1:y)€T” und

aus 5“z:y=x-(1:y)”

folgt: 0#£x:yeT.
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Beweis 153-15 VS gleich

((0#zeT)A(y=nan))V(0#zecT)A0#yeR))

V((Rex = 0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
VI(I0#£2eCO)AN0AyeC)A(FQ: (0£QeR) A (y=Q:x%))).

‘Fallunterscheidung‘

2.1:

2.2:

((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)).

: Aus 2.2“Rey e R” und

folgt via 101-1: y e C.
: Aus 1.2.Fall“...0# Imy...” und

aus 3“y e C”

folgt via 153-11: 0# Im(1:y).

: Aus 1.2.Fall“Rex=0...",

: Via 136-1 gilt: z:y=z-(1:y).
: Aus5“0#xz-(1:y) €T” und

Aus 1.2.Fall“...Rey=0...7
folgt via 153-1: Re(1:y) = 0.

Aus 1.2.Fall“...Rey =0...” und
aus AAI“0 e R”
folgt: Rey € R.

aus 1.2.Fall“...Imy e R”

aus 1.2.Fall“...0 #Imz...”,

aus 2.1“Re(1:y) =0" und

aus 4“0 #£ Im(1: y)”

folgt via 152-7: 0#£x-(1:y)eT.

aus 6“z:y=x-(1:y)”
folgt: 0#£xz:yeT.
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Beweis 153-15 VS gleich

((0#zeT)A(y=nan))V(0#zecT)A0#yeR))

V((Rex = 0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
VI(I0#£2eCO)AN0AyeC)A(FQ: (0£QeR) A (y=Q: x%))).

‘Fallunterscheidung‘
1.3.Fall ((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan)).
2.1: Aus 1.3.Fall“...Rey=0..."

2.2:

: Aus 95-12“nan e T”

: Aus 2.2l :y=i-nan” und

: Aus 4“Im(1:y) =nan” und

: Aus 1.3.Fall“Rex=0...",

: Via 136-1 gilt: z:y=x-(1:y).
: Aus 6“0#£z-(1:y) €T” und

folgt via 153-1: Re(1:y) =0.

Aus 1.3.Fall“...Rey =0...” und
aus 1.3.Fall“...Imy = nan”
folgt via 137-8: 1:y=1i-nan.

folgt via 134-1: Im(i - nan) = nan.

aus 3“Im(i - nan) = nan”
folgt: Im(1: y) = nan.

aus 95-7“0 # nan”
folgt: 0#Im(1:y).

aus 1.3.Fall“...0 # Imz...”,

aus 2.1“Re(1:y) =0" und

aus 5“0 # Im(1: y)”

folgt via 152-7: 0#z-(1:y)eT.

aus 7¢z:y=x-(1:y)”
folgt: 0#x:yeT.
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Beweis 153-15 VS gleich
(0#2zeT)A(y=nan)) V((0#zeT)A(0#yeR))
V((Rex = 0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
V(0£2 e CO)AN0#£yeC)ANEQ: (0#£QeR) A (y=Q:a%))).

‘Fallunterscheidung‘
(0£z€C)A(0#£y€EC)
ANIQ: (0#£QeR)A (y=0Q:2°%))

2.1: Aus1.4.Fall“0#x€C...”und
aus 1.4.Fall“...0#yeC...”
folgt via 150-6: 0#z:yeC.

2.2: Aus1.4.Fall“(0£2€C)A(0£yeC)
ANEFQ: (0£QeR)A(y=Q:2°))
folgt via 153-9: z:yeT.

3: Aus2.1“0#z:y...” und
aus 2.2“c:yeT”
folgt: 0#x:yeT.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: 0#£z:yeT.
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153-16. An Stelle der letzten Alternative von ii) in 152-17 kann eine schwéchere
Forderung gesetzt werden, um 0 # x : y € T, ja sogar 0 # z : y € R zu erreichen:

153-16(Satz)

Es gelte:
—) y=a:zx“.

—) 0#z€C.

(0#y)AlaER).

—) oder

0#ac€R.

Dann folgt “0 £ x:yeR”.

RECH. cc-Notation.
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Beweis 153-16

1.1: Via 136-1 gilt: a:z=a-(1:x°).
1.2: Via 136-1 gilt: z:y=x-(1:y).
1.3: Aus =) “...0cC”

folgt via 149-24: xz°¢ e C.
1.4: Nach —) gilt: (0#y)AN(a€R))V(0+#aeR).

Fallunterscheidung‘

1.4.1.Fall (0 #£y) A (a €R).
2.1: Aus1.3.1.Fall“...a e R’
folgt via €SZ: a€C.

2.2: Aus1.4.1.Fall“0#y...” und
aus —) “y=a:z°”
folgt: 0#a:xc.
3: Aus2.1“a € C” und
aus 1.3“z¢ € C”
folgt via :SZ: a:z¢ eC.

4: Aus 2.2“0# a:x°” und
aus 3“a : x°¢ € C”

folgt: 0#a:2%°eC.
5: Aus4“0#a:z¢eC”
folgt via 150-6: 0+#acC.

6: Aus5“0+#a...” und
aus 1.4.1.Fall“...a e R”

folgt: 0#acR.
1.4.2.Fall 0#a€R.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: A1l “0#a€eR”
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Beweis 153-16

2.1: Aus Al gleich “...a e R”

261

folgt via €SZ: aeC.

2.2: Aus Al gleich “0#a € R”

folgt via 137-32: 0#1:a€R.

3: Aus 2.1 € C” und
aus 1.3%“zcc ¢ C”
folgt via 141-4: l:(a:x°%) =z

5: Aus =) “0#2xe€C”,
aus 2.2“0#1:a € R” und
aus4“l:y=...=(1:a) x

cc”

folgt via 152-8: 0O#z-(l:y)eR.

6: Aus5“0#z-(1:y) € R” und
aus 1.2“c:y=x-(1:y)”

folgt: 0#z:yelR
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153-17. Mit Hilfe von 153-15 lé83t sich ohne allzu viel Miihe eine im Detail etwas
klarere Re-Formulierung von 152-9 beziiglich x : y € T zu gewinnen:

153-17(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z:yeT.
ii) “(z =0) A (y Zahl)”
oder “(x Zahl) A (y = 0)" oder “(z Zahl) AN (y € B\ C)”
oder “(0#£x € T)A(y=nan)”oder “(0#ze€T)N(0#yeR)”
oder “(Rex =0) A (0 # Imx) A (Rey =0) A (0 # Imy € R)”
oder “(Rex = 0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (Imy = nan)”

oder “(0#£x € C)A(0#y e C)
ANFQ:(0£QeR)A (y=Q:2°%))".

REIM.RECH. cc-Notation.
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Beweis 153-17 VS gleich z:yeT
1: Es gilt: (x:y=0)V(0#£zx:y).
Fallunterscheidung‘
[1.1.Fa11] iy =0.
2: Aus1.1.Fall“z:y=0"
folgt via 146-1: (x =0) A (y Zahl)
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C)).
3: Aus 2
folgt: ((x =0) A (y Zahl

)

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
V{(O#zeT)A(y=nan)V((0#zeT)A(0#y€eR))

V((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
VI0£zeC)A0AyeC)ANEN: (0£QeR)A(y =Q: z°9))).

2: Aus 1.2.Fall“0# z:y” und
aus VS gleich “x :y € T”

3: Aus2“0#z:yeT”
folgt via 153-15:

4: Aus 3

[1.2.Fa11] 0+a:y.

folgt: 0#£#z:yeT.

(0#x€T)A(y=nan)V(0#zeT)A(0#yER

V((Rex =0) A (0 # Imz) A(Rey =0) A (0 # Imy € R

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan
V0#£2€C)A0#YyeCIAEN: (0£QER) A (y =Q: a%))).

folgt: ((z = 0) A (y Zahl
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C
V(O#zeT)A(y=nan)V((0#zeT)A(0#yeR

V((Rez =0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R

V((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan
V(0#£2€eCIA0#£YyeC)A(IN: (0£QER) A (y =Q: 2°))).

)
)
)

o
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Beweis 153-17 VS gleich rz:yeT.
‘Fallunterscheidung‘
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: ((z = 0) A (y Zahl

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C
V(IOFzeT)A(y=nan) V(02 eT)A(0#y R

V((Rex =0) A (0 # Imz) A (Rey =0) A (0 # Imy € R

V((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan
V(I0#2eC)AN0#yeC)AN(FQ: (0#£#QeR) A (y=Q: x°%))

VS gleich ((x = 0) A (y Zahl
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C

V(O#zeT)A(y=nan)) V(0#zeT)A(0#y R

)
)
)
)
)
)-
)
)
)
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)
)
)-
)
)
)
)
)
)-

)
)
)
)
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
VI(I0£2eCO)N0AyeC)AN(FQ: (0£QeR) A (y=Q: x%))

1: Nach VS gilt: ((x =0) A (y Zahl
V((x Zahl) A (y =0)) V ((z Zahl) A (y e B\ C
VI(IO#zeT)A(y=nan))V(0#zeT)A(0#y R

V((Rex =0) A (0 # Imx) A (Rey =0) A (0 # Imy € R

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan

V(I0#£2z e CO)AN0#Ay e CIN(TQ: (0£QeR) A (y=Q: z°9)

Fallunterscheidung‘

)
)
)
)
)
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Beweis 153-17 ((z = 0) A (y Zahl))
V((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)

V(OFz e T)A(y=nan)) V((0F#z€T)A(0#yeR)

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)

)

)

)
)
)
V((Rex =0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
V(I0£2 e O)AN0A£yeC)ANEQ: (0£QeR) A (y=Q:2°9)).

Fallunterscheidung‘

((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).

2: Aus 1.1.Fall“((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))
V((z Zahl) A (y € B\ C))”
folgt via 146-1: z:y=0.

3: Aus2“z:y=0” und
aus 95-12“0 € T”
folgt: z:yeT.
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Beweis 153-17 ((x =0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y =0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))

V((0# 2z eT)A(y=nan))V(0#zeT)A0F#yeR))

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
VI(I0#2eC)AN0#yeC)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y=Q:x°%))).

‘Fallunterscheidung‘

(0#z€T)A(y=nan)V(0#z€T)A(0#y€R))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
VI(0#z € C)A0#yeC)A(FQ: (0£QER) A (y = Q: 2%)).

2: Aus 1.2.Fall“((0 # x € T) A (y = nan))
V(O£ 2 €T)A(0#y ER))
V((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V((Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
VIO£zeC)A0#£yeC)ATQ: (0£QeR)A (y =Q:a%)))

folgt via 153-15: 0#xz:yeT.
3: Aus 2
folgt: z:yeT.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: rz:yeT.
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153-18. Es wird ein Kriterium fiir 0 # 2 : y € S gegeben.:

153-18(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0#x:y€S.
ii) “(0#2ze€S)AN(0#yeR)”
oder “(Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey =0) A (0 # Imy € R)”

oder “(0#£x € C)A(0#y e C)
ANFQ:(0£QeR)A (y=Q:2°%))".

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 153-18 VS gleich 0#£xz:y€eS.
1: Aus VS gleich “...x:y €S”
folgt via €SZ: x:yeT.

2: Aus VS gleich “0#z:y...” und
aus 1“z:yeT”
folgt: Of£z:yeT.

3: Aus2“0#x:yeT”
folgt via 153-15: ((0# 2 € T)A (y =nan))
V((0# 2z eT)A(0#yeR))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
VI(I0#£2eCO)N0AyeC)A(FQ: (0£QeR) A (y=Q:x%))).

Fallunterscheidung‘
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Beweis 153-18 VS gleich 0£z:y€S.
Fallunterscheidung‘
3.1.Fall (0# 2 €T)A (y = nan).
2.1: Aus 3.1.Fall“0#z €T
folgt via AAVTI: Z - nan = nan.
2.2: Aus 3.1.Fall
folgt: Yy = nan.
3: 132711‘-(1 ) 2 2. (1 nan) 13779 0 nan Z nan.
4: Aus 3“x:y=...=nan” und
aus 95-11“nan ¢ S”
folgt: x:yésS.

5: Esgilt 4“x:y ¢ S”.
Es gilt VS gleich “...z:y €S”.
Ex falso quodlibet folgt: (0£z€S)A(0#yeR))

V((Rez =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0£2eCO)AN0#£yeC)A(TQ: (0£QeER) A (y =Q:x))).
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Beweis 153-18 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘
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Of£z:yeS.

4.1: Aus 3.2.Fall“...zeT”
folgt via 95-16:

Fallunterscheidung‘

(0£2z€T)AN(0#£yeR).

(x €S) V (z = nan).

8: Aus7“0#1:yeT”
folgt via AAVTI:

9: :C:ymg*lx-(l:y)&
10: Aus 9“z:y=...=nan” und
aus 95-11“nan ¢ S”

folgt:
11: Esgilt 10z :y ¢ S”.

Ex falso quodlibet folgt:

4.1.1.Fall x €S.
Aus 3.2.Fall“0# x...” und
aus4.1.1.Fall“x e §”
folgt: 0#£z€S.
4.1.2.Fall x = nan.
5: Aus 3.2.Fall“0#yeR”
folgt via 137-32: 0#£1:yeR.
6: Aus5“...1:yeR”
folgt via €SZ: 1:yeT.
7: Aus5“0#1:y...” und
aus 6“1:yeT”
folgt: 0#1:yeT.

1.2.Fal

Es gilt VS gleich “...z:y €S”.

nan- (1:y) = nan.

lnan-(l:y) £ nan.

x:y¢S.

0£z€S.




270 ARITHMETIK #153

Beweis 153-18 VS gleich 0#x:ye€S.

‘Fallunterscheidung‘

(0£z€T)A(0#yER).

‘Fallunterscheidung‘

‘Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fillen gilt:

Al “O#IES”
4.2: Aus Al gleich “0# 2 € S” und
aus 3.2.Fall“...0£yeR”
folgt: (0#£z€S)A(0#yeR).
5: Aus 4.2
folgt: (0#£z€S)AN(0#yeR))

V((Rez =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0£2eCO)AN0#£yeC)AN(TFQ: (0£QER) A (y =Q:x))).

(Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).

4: Aus 3.3.Fall“Rex =0"
folgt via 130-2: Imz e T.

5.1: Aus4“lmz € T”
folgt via 95-16: (Imz € S) V (Imz = nan).

Fallunterscheidung‘

5.1.1.Fall Imz € S.

Aus 3.3.Fall“...0# Imz...” und
aus 5.1.1.Fall“lmz € §”
folgt: 0#Imx €S.
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Beweis 153-18 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘
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Of£z:yeS.

‘Fallunterscheidung‘

(Rex =0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).

6.1:

5.1.2.Fall

Aus 3.3.Fall“Rex =0...7
folgt via 130-2:

: Aus 3.3.Fall“...Rey =0...

folgt via 130-2:

: Aus 3.3.Fall“...0# Imy e R”

folgt via 137-32:

: Aus 6.1z =1i-Imz” und

aus 5.1.2.Fall“lmz = nan”
folgt:

: Aus 6.3“...1:Imy eR”

folgt via €SZ:

: Aus 6.3“0# 1:Imy...” und

aus 7.2“1 : Imy e T”
folgt:

: Aus 8“0#1:ImyeT”
folgt via AAVTI: nan - (1 :Imy) = nan.

0#1:ImyeR.

T =i-nan.

1:ImyeT.

0#1:ImyeT.
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Beweis 153-18 VS gleich 0#x:ye€S.

‘Fallunterscheidung‘

(Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).

‘Fallunterscheidung‘

5.1.2.Fall Imz = nan.

10: T

nan : Imy
1351 o (1:1my)
= nan
11: Aus 10“z:y=...=nan” und
aus 95-11“nan ¢ S”
folgt: x:y ¢S.
12: Esgilt 1142 :y ¢ S”.
Es gilt VS gleich “...z:y€8S”.
Ex falso quodlibet folgt: 0#Imzx€S.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fallen gilt:

Al “0# Imx e S”
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Beweis 153-18 VS gleich O£z:y€ES.
‘Fallunterscheidung‘
(Rez = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).
‘Fallunterscheidung‘

5.2: Aus 3.3.Fall“Rex=0...7,
aus Al gleich “0 # Imz € §7,
aus 3.3.Fall“...Rey =0...” und
aus 3.3.Fall“...0 #Imy € R”

folgt: (Rez = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).
6: Aus 5.2
folgt: (0£z€S)AN(0#yeR))

V((Rez =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0£2€eCO)AN0#£yeC)AN (AL (0£QeR) A (y =Q: x°%))).

[3.4.Fall] (0#2€C)A0#yeC)N(IN: (0 £ Qe R)A(y = Q: z°)).

Aus 3.4.Fall
folgt: (0£z€S)AN(0#yeR))

V((Rez =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V(0£2eCO)AN0#£yeC)AN(TQ: (0£QeER) A (y=Q:x))).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: (0#2€S)AN(0#yeR))

V((Rex = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(O£2eCO)AN0#AyeC)ANEN: (0£QeR) A (y=Q:a%))).
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Beweis 153-18 VS gleich (0#£2€S)A(0#y €R))
V((Rez = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(022 €€CIA0£yeC)AEQ: (0£QER) A (y = Q: 2))).
1: Nach VS gilt: (0#£x€S)AN(0#yeR))
V((Rez = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(I0#2eC)AN0#yeC)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y=Q:x°%))).
Fallunterscheidung|
(0#z€S)A(0#£yER)
2.1: Aus1.1.Fall“...z€eS..”
folgt via €SZ: zeT.

2.2: Aus1.1.Fall“...z€S...” und
aus 1.1.Fall“...y e R”
folgt via :SZ: x:y €S,
3: Aus1.1.Fall“0# x...” und

aus 2.1z € T”
folgt: 0#zeT.

4: Aus3“0#2€T” und
aus 1.1.Fall“...0£ycR’
folgt via 153-15: 0#£z:yeT.

5: Aus4“0#z:y...” und
aus 2.2“c:y €S”
folgt: 0#z:yeSs.
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Beweis 153-18 VS gleich
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(0#z€S)A(0+yeR))

V((Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
VI(I0#£2eCO)N0AyeC)A(FQ: (0£QeR) A (y=Q:x%))).

‘Fallunterscheidung‘

1.2.Fall (Rez = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).
2.1: Aus 1.2.Fall“Rex=0..."
folgt via 130-2: x=i-Imzx.
2.2: Aus 1.2.Fall“...Rey=0..."
folgt via 130-2: y=i-lImy.
2.3: Aus 1.2.Fall“...Imz €S...” und
aus 1.2.Fall“...Imy e R”
folgt via :SZ: (Imz) : (Imy) € S.
2.4: Aus1.2.Fall“Rexr=0...",
aus 1.2.Fall“...0# Imz...”,
aus 1.2.Fall“...Rey =0...” und
aus 1.2.Fall“0 # Imy € R”
folgt via 153-15: 0#x:yeT.
3: ziyE (i-ma) iy Z (- Ima) s (- Imy) 13574 (Imz) : (Imy).
4: Aus 3“z:y=...=(Imz): (Imy)” und
aus 2.3“(Imz) : (Imy) € S”
folgt: x:y€ES.
5: Aus2.4“0#zx:y...”7 und
aus 4z :y € S”
folgt: 0#£x:y€S.
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Beweis 153-18 VS gleich (0#£z€S)A(0#£y €R))
V((Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0#£2eCAN0#yeC)AEN: (0£QeR)A(y=Q: 1°%))).

‘Fallunterscheidung‘

(0#£z€C)A(0#y€ECT)

AEQ: (0£QeR)A(y=Q:x°)).

2: Aus 1.3.Fall“...y=Q:x°",
aus 1.3.Fall“0#z € C...” und
aus 1.3.Fall“...0£QeR...”

folgt via 153-16: 0#£x:yeR
3: Aus2“...z:y€eR”
folgt via €SZ: x:y€ES.

4: Aus2“0#z:y...” und
aus 3“z:y €S”
folgt: 0#£z:yeSs.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: 0#x:ye€S.
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153-19. Mit Hilfe von 153-18 lafit sich das nunmehrige Kriterium fiir x : y € S
gewinnen:

153-19(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) x:y €S.
1) “(z=0) A (y Zahl)”
oder “(z Zahl) A (y = 0) oder “(x Zahl) A (y € B\ C)”
oder “(0 £z €S)A(0#y eR)”
oder “(Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)”

oder “(0£2x€C)AN(0#yeC)
ANFQ:(0#QeR)A(y=Q:a%))”.

REIM.RECH. cc-Notation.
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Beweis 153-19 VS gleich x:y€ES.

1: Es gilt: (x:y=0)V(0#£2x:y).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall z:y=0.
2: Aus1.1.Fall“z:y=0"
folgt via 146-1: (x =0) A (y Zahl)
V((x Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C)).
3: Aus 2
folgt: ((x =0) A (y Zahl

)
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
)
)

)
)
VI(0#£zeS)A(0#yeR)
V((Rex = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)

)

V(0£2eCO)AN0#£yeC)AN (AL (0£QER)A(y =Q: x°9))).

04y

2: Aus 1.2.Fall“0# z:y” und
aus VS gleich “x:y € S”
folgt: 0#£z:yeSs.

3: Aus2“0#z:yeS”
folgt via 153-18:
(0#zeS)A(0#yeR))

V((Rez =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V(0£2eCO)N0#£yeC)AN(TFQ: (0£QER)A(y =Q: x°))).

4: Aus 3
folgt: ((x =0) A (y Zahl

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y e B\ C

)
)
V((0#zeS)A(0#y €R))
V((Rex = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

)

VI(I0£2eC)N0£yeC)A(FQ: (0£QeR) A (y=Q:x%9))).




ARITHMETIK #153 279

Beweis 153-19 VS gleich x:y€ES.
‘Fallunterscheidung‘
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: ((x = 0) A (y Zahl

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C

VI(IO£zeS)AN0#£yeR

V((Rez = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R

V(022 eCIA0£yeC)AEQ: (0£QER)A(y=Q: 2))

VS gleich ((x = 0) A (y Zahl
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C

)
)
)
)
)-
)
)
V(O#z€S)A(0#y eR))
)
)-
)
)
)
)
)-

V((Rez = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R
V(0£zeC)AN0#£yeC)AN(F: (0£QER)A (y=Q: z%))

1: Nach V8 gilt: ((z =0) A (y Zahl
V((x Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y e B\ C

VI(IO£zeS)N0#£yeR

V((Rez = 0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R
V(0£zeC)AN0#£yeC)ANF: (0£QER)A (y=Q: z°))

Fallunterscheidung‘

)
)
)
)




280

Beweis 153-19
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((z = 0) A (y Zahl))

V((z Zahl) A (y =0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C))

V((0# 2z eS)A(y=nan))V((0#zeS)A0F#yeR))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (Imy = nan))

)

VI(I0#2eC)AN0#yeC)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y=Q:x%))).

Fallunterscheidung‘

((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).

2: Aus 1.1.Fall“((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))

V((z Zahl) A (y € B\ C))”
folgt via 146-1: z:y=0.
: Aus 2z :y=0" und
aus 95-11“0 € §”

folgt: x:y€S.
(0#z€S)A(0#y€R))

V((Rez =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0#£2eCIA0#£yeC)A(IN: (0£QER)A (y = Q: 2°))).
: Aus 1.2.Fall“((0 £ 2 €S)A (0 #y €R))

V((Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0£2€eCOOAN0A£YyeCOANEQ: (0£QeR)A(y=Q: x°9)))”

folgt via 153-18: 0#z:yeS.
: Aus 2
folgt: x:y€S.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
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153-20. Es wird ein Kriterium fiir 0 # z : y € R gegeben.:

153-20(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0#x:yeR.
ii) “0#zeR)A(0#y e R)”
oder “(Rex =0) A (0 #Imzx € R) A (Rey =0) A (0 # Imy € R)”

oder “(0 £z € C)A(0#y e C)
ANFQ:(0£QeR)A (y=Q:2°%))".

REIM.RECH. cc-Notation.

Beweis 153-20 VS gleich 0#£x:y€eR.

1: Aus VS gleich “...z:y e R”

folgt via €SZ: x:y€ES.

2: Aus VS gleich “0#x:y...” und
aus 1“x:y €S”

folgt: 0#xz:yeS.

3: Aus2“0#x:yesS”

folgt via 153-18: (0#£x2€S)AN(0#yeR))
V((Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
VI(I0#2 e C)AN0#yeC)A(FQ: (0#£ Qe R) A (y=Q:x%))).

Fallunterscheidung‘
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Beweis 153-20 VS gleich 0£z:y€eR.

Fallunterscheidung‘

3.1.Fall (0£z€S)A(0#yER).
4.1: Via 136-1 gilt: z:y=z-(1:y).
4.2: Aus3.1.Fall“...z€S..”
folgt via €SZ: zeT .
5: Aus VS gleich “0#z:y € R” und
aus 4.1z :y=a-(1:y)”
folgt: 0#£z-(1:y) eR.
6: Aus4.2“x € T” und
aus 5“0 #£ x-(1:y) eR”
folgt via 131-2: 0#zeR.

7: Aus 6“0# 2 € R” und
aus 3.1.Fall“...0#£y €eR”

folgt: 0#xzeR)A(0#yeR).
8: Aus7
folgt: (0#£2€eR)A(0#y eR))

V((Rex =0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
VIO£zeCO)AN0AYyeC)AFQ: (0£QER)A (y =Q: z°9))).
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Beweis 153-20 VS gleich 0£z:yeR.
‘Fallunterscheidung‘
3.2.Fall (Rex =0) A (0 # Imz € S) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).
4.1: Aus 3.2.Fall“Rex =0..."
folgt via 130-2: x=1i-Imz.
4.2: Aus 3.2.Fall“...Rey=0.."7
folgt via 130-2: y=1i-Imy.
4.3: Aus aus 3.2.Fall“...Imzx e S’
folgt via €SZ: Imz € T.
5: Ty
E (i-lmzx):y
L2 (i Ima) : (i - Imy)
13874 (1mz) : (Imy)
1881 (Imz) - (1 : Imy).
6: Aus VS gleich “0# x:y € R” und
aus 5z :y=...=(Imz)- (1:Imy)”
folgt: 0# (Imz) - (1:1Imy) € R.
7: Aus 4.3“lmz € T” und
aus 6“0 # (Imz) - (1: Imy) e R”
folgt via 131-2: 0 # Imz € R.
8: Aus 3.2.Fall“Rex =0...",
aus 70 # Imz € R” |
aus 3.2.Fall“...Rey =0...” und
aus 3.2.Fall“...0# Imy e R”
folgt: (Rex = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)).
9: Aus 8
folgt: (0#£2eR)A(0#y eR))
V((Rex = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
VI0£zeC)A0AyeC)AN(E2: (0£QeR)A(y=Q:z°9)).
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Beweis 153-20 VS gleich 0£z:y€eR.

‘Fallunterscheidung‘

[3.3.Fall](0# 2 € C)A(0#y € C)A(EQ: (0£ Qe R)A(y = Q: %))

Aus 3.3.Fall
folgt: (0#£2eR)A(0#y eR))

V((Rez = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V(0£2eCO)AN0#£yeC)AN(TAQ: (0£QER) A (y =Q:x))).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: (0#£2€R)A(0#y eR))

)
V((Rex = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(O£2eCO)AN0#AyeC)ANEN: (0£QeR) A (y=Q:a%))).
)

i) = 1) ]| VS gleich (0#z€R)A(0#y€R))

V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0#£z e CO)AN0#Ay e C)AN(TQ: (0£QER) A (y=Q:2°9)).

V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey =0) A (0 # Imy € R))

)

)

1: Nach VS gilt: (0#£2x€eR)A(0#y €R))
)

V(O£2eCO)AN0#AyeC)ANEN: (0£QER)A (y=Q:a%))).

Fallunterscheidung‘
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Beweis 153-20 VS gleich
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(0#z€R)A(0#y ER))

V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
VI(I0#£2eCO)N0AyeC)A(FQ: (0£QeR) A (y=Q:x%))).

Fallunterscheidung‘

3.2:

2:

Aus 1.1.Fall“...0#y eR”
folgt via 137-32:

: Aus 1.1.Fall“...zeR...7,

aus 2“...1:yeR”,

aus 1.1.Fall“0#z...”und
aus 2“...0#1:y...”

folgt via 106-3:

Aus 1.1.Fall“...z€R...” und
aus 1.1.Fall“...y e R”
folgt via :SZ:

. Via 136-1 gilt:
: Ausd“z:y=2x-(1:y)” und

aus 3.1“0#z-(1:y)”
folgt:

: Aus 5“0z :y” und

aus 3.2“z:y e R”
folgt:

(0#zeR)A(0#y€eR).

0#£1:y€eR.

0#x-(1:y).

rz:yeR
z:y=x-(l:y).

0#z:y.

0#£xz:yeR
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Beweis 153-20 VS gleich ((0£ 2 €R)A(0#£y eR))
V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0£2eC)AN0#£yeCIAEQ: (0£QeER)A (y=Q: 2%))).

‘Fallunterscheidung‘

(Rex = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R).

2.1: Aus1.2.Fall“Rex=0...

folgt via 130-2: x=i-Imzx.
2.2: Aus 1.2.Fall“...Rey=0.."

folgt via 130-2: y=i-lImy.
2.3: Aus1.2.Fall“...0#Imy eR”

folgt via 137-32: 0#1:ImyeR.

2.4: Aus 1.2.Fall“...Imz € R...” und
aus 1.2.Fall“...Imy e R”
folgt via :SZ: (Imz) : (Imy) € R.

3: Aus1.2.Fall“...ImxeR...”,
aus 2.3“...1:Ilmy e R” |
aus 1.2.Fall“...0 # Imz...” und
aus 3“0 # 1:Imy...”
folgt via 106-3: 0# (Imz) - (1 : Imy).

4: Via 136-1 gilt: (Imz) : (Imy) = (Imz) - (1 : Imy).

5: Aus 4“(Imz) : (Imy) = (Imz) - (1 : Imy)” und
aus 3“0 # (Imz) - (1 : Imy)”
folgt: 0 # (Imz) : (Imy).

6: Aus 50 # (Imz) : (Imy)” und
aus 2.4“(Imz) : (Imy) e R”
folgt: 0 # (Imz) : (Imy) € R.

2.1

7: :Z::yi(i-Imx):yziz(le:z:):(i~|my)13g—4(

Imz) : (Imy).
8: Aus7“z:y=...=(Imz): (Imy)” und

aus 6“0 # (Imz) : (Imy) e R”

folgt: 0#£x:yeR
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Beweis 153-20 VS gleich (0#£z€R)A(0#y €R))
V((Rex =0) A (0 # Imx € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0#£2€eCAN0#yeC)AEN: (0£QeR)A(y=Q: 2°))).

‘Fallunterscheidung‘

[1.3.Fall] (0 £z € Q) A0 £y e CIA(I2: (0 £ QER) Ay = Q: 2%)).

Aus 1.3.Fall“...y=Q:x°”"

aus 1.3.Fall“0# 2z € C...” und

aus 1.3.Fall“...0#QeR...”

folgt via 153-16: 0#£x:yeR

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: 0#£x:yeR.
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153-21. Mit Hilfe von 153-20 148t sich das nunmehrige Kriterium fiir x : y € R
gewinnen:

153-21(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z:yeR.
ii) “(z =0) A (y Zahl)”
oder “(x Zahl) A (y = 0)” oder “(z Zahl) N (y € B\ C)”
oder “(0#x e R)AN(0#yeR)”
oder “(Rex =0) A (0 #Imzx € R) A (Rey =0) A (0 # Imy € R)”

oder “(0£2x€C)AN(0#yeC)
ANFQ:(0#QeR)A(y=Q:a%))”.

REIM.RECH. cc-Notation.
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Beweis 153-21 VS gleich r:y€eR

1:

Es gilt: (x:y=0)V(0#z:y).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall z:y=0.
2: Aus1.1.Fall“z:y=0"
folgt via 146-1: (x =0) A (y Zahl)
V((x Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C)).
3: Aus 2
folgt: ((x =0) A (y Zahl

)
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
)
)

)
)
VI(0#zeR)A(0#y €R)
V((Rex =0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)

)

V(0£2eCO)AN0#£yeC)ANFQ: (0£QeER)A(y=Q: x°))).

04y

2: Aus 1.2.Fall“0# z:y” und
aus VS gleich “z:y e R”
folgt: 0#£z:yeR.

3: Aus2“0#z:yeR”
folgt via 153-20:
(0#zeR)A(0#y eR))

V((Rez =0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))

V(0£2eCO)AN0#£yeC)A(FQ: (0£QER)A(y=Q: x°))).

4: Aus 3
folgt: ((x =0) A (y Zahl

)
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((x Zahl) A (y € B\ C))
)
)

)
)
V(0£2eR)A(0#£y €R)
V((Rez = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)

)

VI(I0£2eC)N0£yeC)A(EQ: (0£QeR) A (y=Q:x%9))).
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Beweis 153-21 VS gleich r:y€eR
‘Fallunterscheidung‘
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: ((z = 0) A (y Zahl

V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C

V(IO£zeR)A0D#yeR

V((Rez = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R

V(022 eCIA0£yeC)AEQ: (0£QER)A(y=Q: %))

VS gleich ((x = 0) A (y Zahl
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C

)
)
)
)
)-
)
)
V(O #z e R)A(0#y € R))
)
)-
)
)
)
)
)-

V((Rez = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R
V(0£2z€€eC)AN0AYyeC)AN(TA: (0£QER)A (y=Q:2°))

1: Nach VS gilt: ((z = 0) A (y Zahl
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y e B\ C

V(IO£zeR)A0#yeR

V((Rez = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R

V(A2 €eC)AN0AYyeC)AN(FA: (0£QER)A (y=Q:2°))

Fallunterscheidung‘

)
)
)
)
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Beweis 153-21 ((x = 0) A (y Zahl))
V((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)

V((O#z e R)A(y=nan)) vV (0#zeR)A(0#yeR)

V((Rex = 0) A (0 # Imz) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R)

)

)

)
)
)
V((Rex = 0) A (0 # Imx) A (Rey = 0) A (Imy = nan))
V(0£2€eCO)AN0A£yeC)ANEQ: (0£QeR) A (y=Q:2°9)).

Fallunterscheidung‘

((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0)) V ((z Zahl) A (y € B\ C)).

2: Aus 1.1.Fall“((z = 0) A (y Zahl)) V ((z Zahl) A (y = 0))
V((z Zahl) A (y € B\ C))”

folgt via 146-1: z:y=0.
3: Aus2“z:y=0” und
aus AAI“0 € R”
folgt: rz:yeR
1.2.Fall (0£zeR)A(0#y eR))

V((Rez = 0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0#£2eC)A0#£yeC)AIN: (0£QER) A (y = Q: 2°))).

2: Aus 1.2.Fall“((0 £z eR)A (0 £y €R))
V((Rex =0) A (0 # Imz € R) A (Rey = 0) A (0 # Imy € R))
V(0£2€eCOOAN0AYyeCOANEN: (0£QeR)A(y=Q: x°9)))”

folgt via 153-20: 0#£x:yeR
3: Aus 2
folgt: rz:yeR
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: r:y€eR
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153-22. Zur Abrundung dieses Essays werden alle bereits bekannten Kriterien
fiir (0 #)x : y € Cund (0 #)z : y Zahl gegeben. Die Diskussion von 0 # z : y € B
und von x : y € B unterbleibt bis auf Weiteres:

153-22(Satz)

a) “0#ux:ye C”genau dann, wenn “0# x € C’und “0 £y e C”.

b) “xz:y e C”genau dann, wenn “(x =0) A (y Zahl)”
oder “(x Zahl) A\ (y = 0)” oder “(x Zahl) A\ (y € B\ C)
oder “(0#£xe€C)N(0#£yeC)”.

c) “0+# x:y Zahl” genau dann, wenn
“(0#£x Zahl) N (y € A\ B)” oder “(0 £ x Zahl) N (0 #£y € C)”.

d) “x:y Zahl” genau dann, wenn “x Zahl” und “y Zahl” .

RECH-Notation.

Beweis 153-22 a)
Via 150-6 gilt: 0#£z:9y€C)& (0£2€C)AN(0#£y € C)).
b)

Via 150-7 gilt:

(x:y€C)< (((xr=0)A(y Zahl)) V ((z Zahl)A(y = 0)) V ((z Zahl) A(y € B\ C))
V(0 # 2 € C)A(0#y e C))).

c)

Via 150-1 gilt:

(0 # x :y Zahl) < (((0 # = Zahl) A (y € A\ B)) V ((0 # = Zahl) A (0 # y € C))).

d)

Via 96-17 gilt: (x :y Zahl) & ((x Zahl) A (y Zahl)).
U
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O keine Algebra auf ().
O keine Algebra in A.
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154-1. Es wird definiert, was es heisst, keine Algebra in A oder auf () zu sein:

154-1(Definition)

1) “0O keine Algebra in A” genau dann, wenn gilt:
—(O Algebra in A).
2) “0O keine Algebra auf )7 genau dann, wenn gilt:

—(O Algebra auf Q).
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154-2. Nun wird ein Kriterium fiir O keine Algebra in A gegeben:

154-2(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) O keine Algebra in A.

ii) “O keine Funktion” oder “dom O # A x A” oder “ran0 € A”.
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Beweis 154-2

1.

1.

1:

2:

Via 154-1(Def) gilt: (O keine Algebra in A) < (—=(0O Algebra in A)).

Via 93-5(Def) gilt: (O Algebrain A) & (O0: Ax A— A).
: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: (O keine Algebrain A) < (=(0: Ax A— A)).

: Via 21-1(Def) gilt:

(O0:AxA— A)< ((OFunktion) A (domd = A x A) A (ranDO C A)).

: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: (O keine Algebra in A)
< (—((O Funktion) A (domO = A x A) A (ranO C A))).
: Aus 3
folgt: (O keine Algebra in A)
< ((=(0 Funktion)) V (=(dom 0O = A x A)) V (~(ranO C A))).
: Via 18-18(Def) gilt: (O keine Funktion) < (—(0O Funktion)).
: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: (O keine Algebra in A)
< ((O keine Funktion) V (=(domd = A x A)) V (=(ranO C A))).
: Aus 5
folgt: (O keine Algebra in A)
< ((O keine Funktion) V (domO # A x A) V (—(ranO C A))).
: Via 0-3 gilt: (m(ranO C A)) & (ranO Z A).
: Aus 6.1 und
aus 6.2
folgt: (O keine Algebra in A)

< ((O keine Funktion) V (domO # A x A) V (ranO € A)).
U
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154-3. U ist keine Algebra in A:

297

154-3(Satz)

U keine Algebra in A.

Beweis 154-3

Aus 18-51“U keine Funktion”
folgt via 154-2:

U keine Algebra in A.
]
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154-4. Nun wird ein Kriterium fiir O keine Algebra auf () gegeben:

154-4(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) O keine Algebra auf Q.
i1) I P: (e A (P Q)N (QO0D ¢ Q).

ALG-Notation.

Beweis 154-4
1.1: Via 154-1(Def) gilt: (O keine Algebra auf Q) < (=(0 Algebra auf @)).

1.2: Via 93-5(Def) gilt: (O Algebra auf Q)
& (Yo B ((a €Q)A(BEQ) = (005 € Q).

2: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: (O keine Algebra auf Q)
& (~(Va,5: (€ Q)N (B Q) = (aDp € Q))).

3: Aus 2
folgt: (O keine Algebra auf Q)
& (39,0 (R€Q)A(BEQ)A(-(QDDE Q).

4: Aus 3
folgt: (O keine Algebra auf Q)

& (@0 (QeQ)A(PEQ)A (DD ¢ Q)).
]
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154-5. Aus z,y € Q und z_0O_y ¢ @ folgt, dass O keine Algebra auf () ist. Falls
O keine Algebra auf () ist, dann ist O auch keine Algebra in @:

154-5(Satz)

a) Aus “x € Q7und “y€ Q" und “z.0y¢Q”
folgt “0O keine Algebra auf Q7.

b) Aus “0O keine Algebra auf Q7 folgt “O keine Algebra in Q7.

ALG-Notation.

Beweis 154-5 a) VS gleich (xe@Q)N(yeQ)N(xz Oy ¢ Q).
1: Es gilt: (O Algebra auf Q) V (=(0O Algebra auf Q)).
Fallunterscheidung‘
O Algebra auf Q.
2: Aus 1.1.Fall“0 Algebra auf Q”,
aus VS gleich “z € @...” und
aus VS gleich “...y € Q...”
folgt via 93-5(Def): zOyeq.

3: Esgilt 2“2z 0y Q”.
Es gilt VS gleich “...z 0y ¢ Q7.

Ex falso quodlibet folgt: O keine Algebra auf Q.

1.2.Fall —(0O Algebra auf Q).
Aus 1.2.Fall“—(0O Algebra auf Q)"

folgt via 154-1(Def): O keine Algebra auf Q.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: O keine Algebra auf Q.
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Beweis 154-5 b) VS gleich O keine Algebra auf Q.
1: Es gilt: (O Algebra in @) V (=(0O Algebra in Q)).
Fallunterscheidung‘
O Algebra in Q.
2: Aus 1.1.Fall“0O Algebra in @7
folgt via 93-26: O Algebra auf Q.
3: Aus VS gleich “0O keine Algebra auf Q”
folgt via 154-1(Def): —(O Algebra auf Q).

4: Esgilt 2“0 Algebra auf Q7.
Es gilt 3“ (0 Algebra auf Q)” .

Ex falso quodlibet folgt: O keine Algebra in Q.
1.2.Fall —(O Algebra in Q).
Aus 1.2.Fall“—(0 Algebra in Q)”
folgt via 154-1(Def): O keine Algebra in Q.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: O keine Algebra in Q.
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154-6. Nun wird thematisiert, unter welchen Voraussetzungen U eine Algebra
auf () ist:

154-6(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) U Algebra auf Q.

ii) “Q =0"oder “0€ Q.
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Beweis 154-6

ALGEBRA #154

ALG-Notation.

VS gleich U Algebra auf Q.
1: Es gilt: (Q=0)V(0+#Q).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall Q=0
Aus 1.1.Fall
folgt: =0V (0eQ)
1.2.Fall 0 # Q.
2: Aus 1.2.Fall“0# Q7
folgt via 0-20: J0: Qe Q.
3.1: Aus VS gleich “U Algebra auf Q7
aus 2“...2 € Q” und
aus 2“...Q € Q”
folgt via 93-5(Def): QU eqQ.
3.2: Aus2“...QeQ”
folgt via Element Axiom: Q) Menge.
4: Aus 3.2“0) Menge” und
aus 3.2“0Q) Menge”
folgt via 93-4: QU =0.
5: Aus 3.1“QU Q€ Q7 und
aus 4“QU Q=07
folgt: 0eQ.
6: Aus b
folgt: (Q=0)V(0eQ).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(@=0)Vv(0eQ).
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Beweis 154-6 VS gleich (Q=0)V(0€Q).
1: Nach VS gilt: (Q=0)V(0eQ).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall Q=0.
2: Via 93-18 gilt: U Algebra auf 0.

3: Aus 2“U Algebra auf 0”7 und
aus 1.1.Fall“@Q =0"
folgt: U Algebra auf Q.

1.2.Fall 0eQ@.
(aeQ)N(BEQ).

3.1: Aus Thema2“a € (@...”
folgt via Element Axiom: a Menge.

3.2: Aus Thema2“...0€ Q”
folgt via Element Axiom: 0 Menge.

4: Aus 3.1“a Menge” und
aus 3.2“03 Menge”
folgt via 93-4: ald B =0.

5: Aus4“ald_ =07 und
aus 1.2.Fall“0 e Q7

folgt: ald € Q.
Ergo Thema?2: Va,B: (e Q)N (B eQ)) = (aldB € Q).
Konsequenz via 93-5(Def): U Algebra auf Q.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: U Algebra auf Q.

O
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