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Kurzfassung

Die aktive Stromungsbeeinflussung kann in vielen technischen Bereichen zur Optimierung
von aerodynamischen Eigenschaften bzw. zur Kompensation von Stérungen eingesetzt wer-
den. Allerdings ist die technische Realisierung der aktiven Stromungsbeeinflussung in vielen
Féllen sehr herausfordernd. Dies gilt insbesondere bei der Umsetzung in einem geschlosse-
nen Regelkreis. Zwei dieser Herausforderungen, auf die in dieser Arbeit eingegangen wird,
sind die Beschreibung der Strémung in einem recheneffizienten Modell sowie der Umgang
mit mechanischen Beschridnkungen der Aktuation. Die beschriebenen Methoden werden im
Rahmen dieser Arbeit genutzt, um ausgewéhlte stromungsmechanische Herausforderungen
beim Betrieb einer Gasturbine mit Gleichraumverbrennung zu adressieren.

Im ersten Teil der Arbeit wird eine Methode zur Zustandsraummodellierung auf Basis so-
genannter Physics-Informed Neural Networks vorgestellt. Dieser Ansatz erlaubt es, physi-
kalische Informationen aus einer Systembeschreibung mit partiellen Differentialgleichungen
in der Anpassung eines Zustandsraummodells zu beriicksichtigen. Damit kénnen auch fiir
Systemzustinde, die nicht explizit in der Anpassung des Modells berticksichtigt wurden, zu-
verldssige Ergebnisse erzielt werden. Das vorgestellte Modell kann allerdings im Gegensatz
zu einer numerischen Losung der partiellen Differentialgleichungen in Echtzeit ausgewertet
werden und ermdoglicht so, die Anwendung in einem modellgestiitzten Mess- oder Regelungs-
verfahren. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Modellierungsmethode jeweils fiir ein rdumlich
eindimensionales System auf Basis der Burgers-Gleichung bzw. den Euler-Gleichungen ge-
testet. Es wird sowohl die Verwendung in einer Zustandsschitzung mit einem erweiterten
Kalman-Filter untersucht als auch der Einsatz in einer modellpradiktiven Regelung.

Der zweite Teil der Arbeit befasst sich mit der Regelung von zyklischen Prozessen, in denen
die Aktuation beschrénkt ist. Im Speziellen wird auf die Beschrénkung auf einen ganzzahligen
Wertebereich eingegangen. Dieser Fall ist in der aktiven Stromungsbeeinflussung vor allem bei
der Verwendung von schaltenden Bauteilen mit einer beschrinkten Aktuationsfrequenz rele-
vant. Es wird ein Syntheseverfahren fiir eine normoptimale iterativ lernende Regelung (ILR)
mit einem ganzzahlig beschrinkten Eingang vorgestellt. Dabei stellt das Syntheseverfahren si-
cher, dass die relevanten Eigenschaften der reellwertigen normoptimalen ILR erhalten bleiben.
Zusétzlich wird der Sonderfall einer bindren ILR untersucht und ein Verfahren vorgestellt, mit
dem unter bestimmten Umsténden der Rechenaufwand der Regelung deutlich reduziert wer-
den kann. Die Methode wird an einem akustischen Versuchsaufbau getestet, der ein Plenum
hinter den Verbrennunsgrohren eine Gasturbine mit Gleichraumverbrennung nachbildet.

Zuséatzlich wird als Alternative zur normoptimalen ILR ein modellfreier Ansatz auf Basis
einer Extremwertregelung (EWR) vorgestellt. Auch in diesem Verfahren kénnen ganzzahlige
Eingangsbeschrankungen fiir zyklische Prozesse beriicksichtigt werden. Diese zyklische EWR
wird an einem experimentellen Aufbau, einer sogenannten stofifreien Explosionsverbrennung
(SEC), getestet. Ziel fiir die SEC ist dabei, den Druckanstieg zu maximieren und damit
moglichst gut eine Gleichraumverbrennung anzunéhern.
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Abstract

Active flow control is a widely used technique to optimize aerodynamic features or to com-
pensate for disturbances. However, implementing active flow control for a specific application
can often be challenging, especially if a closed-loop control is required. This thesis addresses
two of these challenges. Besides a method to define a computationally efficient model, this
contribution introduces various methods for handling input constraints caused by mecha-
nical restrictions. The described control approaches are used to cope with the flow-related
challenges of operating a gas turbine with constant volume combustion.

The first part of the thesis presents a method for state-space modeling based on so-called
physics-informed neural networks. This approach allows fitting a state-space model conside-
ring physical information from a system description with partial differential equations. By
that, a system description can be achieved that will give reliable results even for states not
considered for the model fit. As a numerical solution of the partial differential equations is
not required, the fitted model can be evaluated in real-time. Thus, it is suitable for model-
based measurement and control applications. Within the scope of this work, the modeling
method is tested for a spatially one-dimensional system based on the Burgers equation and
the Euler equations, respectively. Both models are used to implement state estimation based
on an extended Kalman filter and a model predictive control to illustrate the performance of
the state-space model.

The second part of the thesis deals with the control of cyclic processes with a constrained
input. In particular, the restriction to an integer-valued domain is discussed. This case is espe-
cially relevant in active flow control when switching components with a limited frequency are
used to actuate the flow. An approach for an integer-valued norm-optimal iterative learning
control (ILC) is presented and tested. This control synthesis ensures that the relevant pro-
perties of the real-valued norm-optimal ILC are preserved. Additionally, the particular case
of a binary ILC is investigated, and a method to significantly reduce the computational effort
of the control for a specific set of control tasks is introduced. The method is applied to an
acoustic test setup, which mimics a plenum behind the combustion tubes of a gas turbine
operated with constant volume combustion.

In addition, a model-free approach based on extremum seeking control (ESC) is presented
to provide an alternative to norm-optimal ILC. Similar to the presented ILC approach, the
introduced cyclic ESC can also cope with integer-valued input constraints. The control is
tested on an experimental setup of a so-called shockless explosion combustion (SEC). In this
setup, the cyclic ESC aims to maximize the pressure rise from the combustion to approximate
constant volume combustion in an optimal manner.
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1 Einleitung

Die gezielte Beeinflussung und Optimierung stromungsmechanischer Prozesse ist oft eine tech-
nische Herausforderung. Neben der komplexen mathematischen Beschreibung einzelner Stro-
mungsphanomene und der hohen Sensitivitdt auf einzelne Stoff- und Umgebungsparameter,
sind héufig auch die Aktuationsmoéglichkeiten beschriankt. Aus diesem Grund ist die soge-
nannte aktive Strémungsbeeinflussung, bei der Bauteile wie z.B. schaltende Ventile verwen-
det werden, ein besonders anspruchsvoller Bereich im Bezug auf die verwendeten Steuerungs-
und Regelungsansétze. Die vorliegende Arbeit untersucht und prasentiert Losungsansétze zur
Umsetzung aktiver Stromungsbeeinflussung in einem geschlossenen Regelkreis. Dabei wird so-
wohl auf die Schwierigkeiten in der Modellierung strémungsmechanischer Prozesse als auch
auf Beschrdnkungen in der Aktuation eingegangen.

Auch wenn die présentierten Ansétze fiir eine Vielzahl von strémungsmechanischen Anwen-
dungen geeignet sind, wurden die Methoden mit dem Fokus auf die Implementierung in einer
Gasturbine mit Gleichraumverbrennung entwickelt. Da sich die gezeigten Beispiele in dieser
Arbeit auf einige Aspekte eines derartigen Systems beziehen, wird im Folgenden kurz auf
das Konzept einer Gasturbine mit instationérer Gleichraumverbrennung eingegangen. Diese
kurze Einfithrung soll die Beispiele in den einzelnen Kapiteln verstandlicher machen und die
Herausforderungen in der aktiven Stromungsbeeinflussung verdeutlichen. Im Anschluss daran
wird die regelungstechnische Problemstellung diskutiert.

1.1 Konzept einer Gasturbine mit Gleichraumverbrennung

In den vergangenen Jahrzehnten wurde die Effizienz von Gasturbinen stetig verbessert (Ba-
dran, 1999; Walsh & Fletcher, 2004; Horlock, 2013). Durch Optimierung der einzelnen Kompo-
nenten konnen aktuell Kreislaufwirkungsgrade von etwas tiber 40% erreicht werden (Jansohn,
2013). Damit ist die Gasturbine nicht nur im Luftfahrtbereich das géngige Antriebskonzept
(Ansell & Haran, 2020), sondern findet auch Verwendung bei der stationidren Erzeugung von
Elektrizitat. Soll die Gasturburbine weiterhin ein attraktives Konzept bleiben, ist es jedoch
notwendig, ihre Effizienz weiter zu verbessern (Poullikkas, 2005). Untersuchungen aus den
letzten Jahren zeigen allerdings, dass eine signifikante Erhohung des Wirkungsgrads iiber
die Optimierung der Komponenten nur schwer oder nicht zu realisieren ist. Fiir eine signi-
fikante Steigerung der Effizienz ist daher eine Anpassung des grundlegenden Konzepts der
Gasturbine notwendig (Stathopoulos, 2020).

Im Rahmen des DFG-Sonderforschungsbereichs 1029, der an der TU Berlin und FU Ber-
lin angesiedelt ist, wird seit 2012 an einem Konzept fiir eine Gasturbine auf Basis einer
Gleichraumverbrennung gemifl des Humphrey-Kreisprozesses (Stathopoulos, 2018) gearbei-
tet. Durch Ausnutzung des bei der Verbrennung entstehenden Druckanstiegs und der geringe-
ren Entropieerzeugung wird eine Wirkungsgradverbesserung von bis zu zehn Prozentpunkten
angestrebt (Gray etal., 2016).

Ein schematischer Aufbau einer solchen Gasturbine ist in Abb. 1.1 dargestellt. Im Zentrum
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Abbildung 1.1: Schematischer Aufbau einer Gasturbine mit einer Gleichraumverbrennung
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des Aufbaus steht ein Gruppe aus Verbrennungsrohren in denen eine angendherte Gleich-
raumverbrennung realisiert wird. Fiir diesen instationéren Prozess wurden im Rahmen des
Sonderforschungsbereichs 1029 vor allem zwei verschiedene Verbrennungsverfahren unter-
sucht.

e Stof}freie Explosionsverbrennung (Shockless Explosion Combustion, SEC):
Die sogenannte SEC ist ein zyklischer Prozess, der eine Verbrennung bei konstantem
Volumen annéhert. Die Theorie des Verfahrens wurde erstmals von Bobusch, Berndt,
Paschereit und Klein, 2014 vorgestellt und von Reichel etal., 2016 experimentell un-
tersucht. Seitdem wurden im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 1029 zahlreiche
theoretische und praktische Untersuchungen zu dem Konzept durchgefiihrt. Dabei ist
das langfristige Ziel, die in Abb. 1.1 dargestellte Integration des Verbrennungsverfahrens
in eine Gasturbine. Die stofifreie Explosionsverbrennung (SEC) ist in vielerlei Hinsicht
einem Pulsstrahltriebwerk dhnlich (Litke, Schauer, Paxson, Bradley & Hoke, 2005).

Der Ablauf eines SEC-Zyklus ist schematisch in Abb. 1.2 dargestellt. Gezeigt ist der

1 ‘ Zundfahiges Gemisch
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Abbildung 1.2: Schematische Darstellung eines SEC-Verbrennungsrohres tiber einen Zyklus

Querschnitt eines SEC-Verbrennungsrohrs fiir verschiedene Phasen des Prozesses. Der
Zyklus startet mit einer homogenen Selbstziindung des Brennstoff-Luft-Gemischs im
vorderen Teil des Verbennungsrohres (I). Durch die gleichméfige Ziindung im vorderen
Teil des Rohres und dem damit verbundenen Druckanstieg bildet sich eine Druckfront
aus, welche stromabwérts lauft (II). Sobald diese Druckfront das offene Ende des Rohres
erreicht, wird sie reflektiert und lauft als Saugwelle zuriick in Richtung des Rohreinlasses
(III). Die Saugwelle ldsst bei Erreichen des Rohreinlasses (IV) den Druck im Rohr un-
ter den Versorgungsdruck vor dem Rohr fallen und ermoglicht so eine Wiederbefiillung
des Rohres mit Frischluft. Wahrend der Wiederbefiillung wird am Rohreinlass Kraft-
stoff eingespritzt (V). Um erneut eine homogene Selbstziindung im néchsten Zyklus zu
realisieren, muss die Kraftstoffkonzentration iiber die Zeit der Einspritzung so variiert
werden, dass am Ende der Wiederbefiillung das Kraftstoff-Luft-Gemisch im vorderen
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Teil des Rohres passend geschichtet ist. Danach beginnt der Prozess erneut.

Der SEC-Zyklus wird durch die Anpassung von reaktions- und stromungsspezifischen
Zeitkonstanten bestimmt. Unter der Annahme eines ndherungsweise konstanten Versor-
gungsdrucks vor dem SEC-Rohr, ist die einzige Moglichkeit auf den Verbennungsprozess
Einfluss zu nehmen, die Einspritzung am Rohreinlass. Das durch die Kraftstoffschich-
tung definierte Ziindverhalten bestimmt das Druckprofil im Rohr nach der unmittelba-
ren Verbrennung und die daraus resultierende Stromung im Rohr. Das Regelungsziel,
welches durch die Einspritzung realisiert werden soll, bezieht sich also nicht nur auf die
Verbrennung selbst, sondern auch auf das interagierende Stromungssystem.

e Pulsierende Detonationsverbrennung (Pulse Detonation Combustion, PDC):
Die Idee einer Detonationsverbrennung wurde urspriinglich in Zel’dovich, 1940 vorge-
stellt. Ausgehend davon wurde das Konzept in Nicholls, Wilkinson und Morisson, 1957
experimentell untersucht und danach vor allem als Antriebsmoglichkeit fiir Raketen
weiterentwickelt (Endo et al., 2004; Kasahara, Hirano, Matsuo, Daimon & Endo, 2009).
Zwar gibt es einige Untersuchungen zur Kombination mit einer Turbine (Caldwell, Gla-
ser, Dimicco & Gutmark, 2005; Rouser, King, Schauer, Sondergaard & Hoke, 2010),
allerdings konnte kein Aufbau iiber den Prototypenstatus hinaus betrieben werden.

In einer konventionellen Gasturbine breiten sich die Flammen im Unterschallbereich
aus. Dieser Vorgang wird als Deflagration bezeichnet. Bei einer Detonation hingegen
bildet sich eine Detonationsfront aus, welche sich mit Uberschallgeschwindigkeit durch
das Medium bewegt. In der pulsierenden Detonationsverbrennung wird in einem Rohr
eine Detonationsfront erzeugt, welche sich so schnell ausbreitet, dass unverbranntes
Gas vor der Detonationsfront kaum expandieren kann. Somit erfolgt der Energieum-
satz in der Detonationsfront bei anndhernd konstantem Volumen. Nach einem Verbren-
nungszyklus muss das Verbrennungsrohr gespiilt werden, bevor es erneut mit Luft und
Kraftstoff beladen werden kann. Ein ausfiihrlicher Uberblick des PDC-Konzepts ist in
Kailasanath, 2003 und Bussig und Pappas, 1996 zu finden.

In einer praktischen, technischen Umsetzung ist es unmoglich, einem detonationsfahigen
Gemisch durch eine externe Ziindquelle ausreichend Energie zuzufithren, um direkt eine
Detonation zu initiieren. Daher entsteht in der Praxis eine Transitionsphase zwischen
Deflagration und Detonation. Dieser Ubergang kann durch bestimmte stofokussierende
Geometrien im Verbrennungsrohr begiinstigt werden. Details {iber die technische Um-
setzung der PDC im Rahmen des Sonderforschungsbereichs 1029 sind in Gray etal.,
2016, Haghdoost, Edgington-Mitchell, Paschereit und Oberleithner, 2019 und Habicht,
Yiicel, Hanraths, Djordjevic und Paschereit, 2021 zu finden.

Beide Verbrennungskonzepte fithren sowohl am FEinlass als auch am Auslass der Verbren-
nungsrohre zu Druckschwankungen. Um diese Druckschwankungen zu kompensieren, sind,
wie in Abb. 1.1 gezeigt, Plena vor und hinter den Brennkammern notwendig. Damit soll
verhindert werden, dass die mitunter starken Druckschwankungen den Betrieb der anliegen-
den Komponenten beeintrachtigen oder diese im schlimmsten Fall sogar beschiddigen. Der
druckerhohende Charakter der Verbrennung sorgt dafiir, dass zwischen den Plena vor und
hinter der Brennkammer verschiedene Druckniveaus herrschen. Dieser Aufbau resultiert in
diversen Herausforderungen, die zum Teil mit den Methoden der aktiven Strémungsbeein-
flussung adressiert werden konnen. Die wichtigsten Aufgaben sind im Folgenden zusammen
mit den grundlegenden, im Sonderforschungsbereich 1029 angestrebten Losungsansétzen auf-
gelistet:
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e Druckspitzen im Plenum hinter den Verbrennungsrohren kénnen einen gleichméfiigen
Betrieb der Turbine erschweren und bei zu groflen Schwankungen diese sogar dauerhaft
schiadigen (Rouser etal., 2010). Zur Kompensation der Druckschwankungen, die aus
den einzelnen Verbrennungsrohren in das Plenum eintreten, ist eine Synchronisation
der Feuerung der einzelnen Rohre vorgesehen. So kénnen Druckspitzen gegen Druck-
téler ausgeglichen werden, um insgesamt moglichst gleichméfiige Bedingungen vor der
Turbine sicherzustellen.

e Druckschwankungen im Plenum vor den Verbrennungsrohren kénnen den Betrieb des
Kompressors beeinflussen. Insbesondere besteht die Gefahr, den Kompressor in einen
schadlichen Pumpbetrieb zu bringen. Um eine zuverléssige Kompression zu gewéhrleis-
ten, sind in der letzten Statorstufe aktive Bauelemente vorgesehen, iiber die Luft in
die Stromung eingeblasen werden kann. Damit konnen Stérungen, die durch die zykli-
sche Befiillung der Verbrennungsrohre entstehen, kompensiert und eine gleichbleibende
Kompression garantiert werden. In der vorliegenden Arbeit wird dieser Aspekt nicht
weiter betrachtet. Ansétze sind beispielsweise in Steinberg, Staats, Nitsche und King,
2017 und Fietzke, Mihalyovics, King und Peitsch, 2021 zu finden.

e Der zyklische Betrieb der SEC ist abhéngig von einer préazisen Kraftstoffschichtung
iiber die Lange der einzelnen Verbrennungsrohre. Dafiir ist eine exakte Anpassung der
eingespritzten Kraftstoffmenge am Rohreinlass notwendig. Dabei miissen bei der Be-
fillung des jeweiligen Rohres die aktuellen Stromungsverhéltnisse sowohl im Rohr als
auch davor beriicksichtigt werden. Nur so kann der Krafstoffstrom tiber die Dauer der
Einspritzung optimal angepasst werden.

e Die Wiederbefiillung der Rohre ist aufgrund der unterschiedlichen Druckniveaus vor
und hinter den Brennrohren besonders schwierig. Fiir die Wiederbefiillung wird, wie im
Konzept der SEC beschrieben, der Effekt der zuriicklaufenden Saugwelle ausgenutzt.
Um den Befiillungsprozess nicht zu behindern, muss sichergestellt sein, dass ein Druck-
abfall im Plenum nicht die Wirkung der Saugwelle im Verbrennungsrohr authebt. Dafiir
kann zum einen gezielt die Aktuation in der letzten Statorstufe genutzt werden. Zu-
sétzlich ist es auch moglich, durch die Synchronisation der Feuerrohre und eine daraus
resultierende Anpassung des Druckfeldes im Plenum sicherzustellen, dass die Befiillung
zu einem passenden Zeitpunkt realisiert wird.

1.2 Motivation

Das Beispiel einer Gasturbine mit Gleichraumverbrennung verdeutlicht, wie vielfiltig die
Anforderungen der aktiven Stromungsbeeinflussung sein konnen. Im Allgemeinen lésst sich
die Problematik des Aufbaus einer Regelung der genannten sowie allgemein komplexer Stro-
mungsphéanome grob in zwei Bereiche unterteilen, welche die Schwerpunkte dieser Arbeit
bilden:

1.2.1 Modellierung

Leistungsfiahige Regelungsansitze, wie z.B. die modellpradiktive Regelung (MPC), aber auch
Zustandsschitzverfahren als Grundlage fiir modellbasierte Regler oder zur Uberwachung, er-
fordern eine moglichst akkurate mathematische Modellierung des zu regelnden Prozesses. Fiir
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stromungsmechanische Systeme ist eine solche mathematische Modellierung durch die Navier-
Stokes-Gleichungen bzw. fiir viele Prozesse in guter Ndherung durch die Euler-Gleichungen
moglich, gegebenenfalls erginzt um Gleichungen, welche chemische Reaktionen beriicksichti-
gen. Die Problematik dieser Modellierungen ist der mitunter hohe Rechenaufwand, der bei
einer numerischen Losung in Abhéngigkeit der Diskretisierung von Ort und Zeit entsteht. Je
nach Auflésung kann der Zeitaufwand fiir eine numerische Losung selbst auf Hochleistungs-
rechnern um viele Groflenordnungen iiber der realen Zeitskala des Prozesses liegen. Dies
gilt insbesondere fiir zufriedenstellend genaue Loésungen von kompressiblen Stromungen mit
Stoflphdnomenen, wie sie im beschriebenen Konzept einer Gasturbine mit Gleichraumver-
brennung zu erwarten sind. Dieser enorme Rechenaufwand numerischer Losungen verhindert
zumeist eine Verwendung der Modelle in optimierungsbasierten Regelungen wie der genann-
ten MPC. Ansitze aus der Modellreduzierung bieten hier nur bedingt Abhilfe, da sie nur
fiir eine oder eine Menge von bekannten Anfangs- und Randbedingungen in einem festen
Raum-Zeit-Intervall gute Ndherungen der echten Modelle garantieren.

Aufgrund dieser Schwierigkeiten in der physikalischen Modellierung wird oft auf verschiede-
ne Methoden der Blackbox-Modellierung zuriickgegriffen, um aus Messdaten ein praktikables
Modell anzupassen. Diese Ansétze konnen mitunter gute Ergebnisse liefern, bergen jedoch das
Risiko, in Situationen, die nicht in den Messdaten zur Anpassung représentiert sind, unvor-
hersehbares Verhalten zu zeigen. Zudem kann die fehlende physikalische Interpretierbarkeit
der gewahlten Zustédnde die Nutzbarkeit des Modells stark einschrinken.

Der erste Teil dieser Arbeit beschéftigt sich daher mit einer neuen Methode zur Modellierung
stromungsmechanischer Prozesse, welche speziell fiir die Verwendung in einer Regelung bzw.
Zustandsschiatzung entwickelt wurde. Dabei liegt der Fokus vor allem auf der Moglichkeit
einer Auswertung in Echtzeit. Der vorgestellte Ansatz beruht dabei auf sogenannten Physics-
Informed Neural Networks (PINN), die als Alternative oder Ergédnzung zu numerischen Losern
entwickelt wurden. Ausgehend vom allgemeinen PINN-Konzept wird ein Zustandraummodell
eingefiihrt, welches sowohl fiir modellgestiitzte Messverfahren als auch in optimierungsbasier-
ten Regelungsansétzen verwendet werden kann. Der Rechenaufwand in der Auswertung dieser
Modelle liegt bei zufriedenstellender Genauigkeit Gréflenordnungen unter dem einer vollstan-
digen, numerischen Loésung und ermoglicht damit bei passender Implementierung Regelungs-
und Zustandschitzanwendungen im Bereich der Echtzeitfihigkeit.

1.2.2 Regelung

Neben der Problematik, ein passendes und rechenzeiteflizientes Modell zu definieren, treten
auch in der Reglersynthese fiir stromungsmechanische Systeme spezielle Herausforderungen
auf. Die gravierendste ist in vielen Fallen eine mechanische Beschréankung der Aktuation. Die
Dynamik der zu regelnden Prozesse erfordert eine hohe Aktuationsbandbreite, die von Bau-
teilen mit kontinuierlichem Charakter, wie z.B. konventionellen Proportionalventilen, nicht
geliefert werden kann. Dies gilt insbesondere, wenn fiir die Aktuation relativ grofle Massen-
strome benotigt werden. Hohere Bandbreiten in der Aktuation kénnen beispielsweise durch
schaltbare Elemente realisiert werden. Allerdings ist auch deren Bandbreite oftmals nicht
ausreichend, um mit einem hochfrequenten, pulsweitenmodulierten Signal angesteuert zu
werden und damit eine Reglersynthese in einem kontinuierlichen Bereich zu ermdglichen.
Folglich muss die Reglersynthese direkt fiir einen diskreten Wertebereich erfolgen, welcher
die tatséchlichen Aktuationsmoglichkeiten repréasentiert.

Da bisher nur wenige Ansétze fiir die Reglersynthese in einem bindren oder ganzzahligen
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Wertebereich existieren, werden im zweiten Teil dieser Arbeit verschiedene Ansétze, welche
derart beschrinkte Aktuation ermoglichen, vorgestellt und diskutiert. Im Hinblick auf den
zyklischen Charakter vieler strémungsmechanischer Systeme, insbesondere im Falle des be-
schriebenen Gasturbinenkonzepts, ist dieser Teil der Arbeit vor allem auf die Reglerynthese
fiir eben diese zyklischen Systeme fokussiert. Insbesondere liegt der Schwerpunkt auf einem
speziellen Syntheseverfahren fir eine ganzzahlige, iterativ lernende Regelung (ILR), sowie
einem modellfreien Regelungsansatz, der sich an der Idee der Extremwertregelung (EWR)
orientiert.

1.3 Aufbau der Arbeit

Die vorliegende Arbeit unterteilt sich in die zwei oben vorgestellten Themenkomplexe. Im
ersten Teil der Arbeit wird auf die Modellierung von Stréomungssystemen eingegangen und
eine Methode der Modellapproximation vorgestellt, die speziell fiir die Verwendung in Algo-
rithmen der Zustandsschatzung bzw. der modellbasierten Regelung angepasst ist. Im zweiten
Teil wird auf die Regelung von zyklischen Prozessen eingegangen, deren Aktuation auf einen
ganzzahligen Wertebereich beschrankt ist. Thematisch sind die Kapitel wie folgt unterteilt:

e Kapitel 2 gibt einen Uberblick iiber den Stand der Forschung der verschiedenen For-
schungsgebiete, aus denen sich diese Arbeit zusammensetzt. Es wird kurz auf die Model-
lierung von Stromungsphédnomenen und das Feld der beschriankten, optimierungsbasier-
ten Regelung eingegangen. Zusétzlich werden die gingigen Methoden und Anwendungen
der aktiven Stromungsbeeinflussung zusammengefasst.

o Kapitel 3 fiihrt zunichst die gingigen mathematischen Modelle zur Beschreibung von
Stromungssystemen ein. Ausgehend von den allgemeinen Navier-Stokes-Gleichungen
werden die Euler-Gleichungen bzw. die Burgers-Gleichung eingefithrt. Zudem werden
gangige Methoden zur Modellreduktion vorgestellt. Im Anschluss wird kurz auf die
Theorie neuronaler Netze eingegangen, bevor das spezielle Konzept der erwdhnten
PINNs vorgestellt wird. Davon ausgehend wird eine Methode der Zustandsraummo-
dellierung auf Basis neuronaler Netze présentiert. Der Ansatz wird dann beispielhaft
auf die Burgers-Gleichung und die Euler-Gleichungen angewendet. Eine Applikation
an realen Komponenten einer Gleichraumgasturbine kann nicht erfolgen, da die hierzu
notwendigen, experimentellen Einrichtungen im Sonderforschungsbereich 1029 fehlen.
Gleichwohl kénnen die hier entwickelten Ansétze fiir zukiinftige Arbeiten zum Einsatz
kommen.

o Kapitel 4 zeigt die beispielhafte Verwendung der Modelle aus Kapitel 3 in einem
Zustandsschétz-Szenario. Dabei wird ein erweitertes Kalman-Filter verwendet und auf
den Einsatz fiir Systeme auf Basis der Burgers-Gleichung sowie der Euler-Gleichungen
eingegangen.

e Kapitel 5 zeigt analog zum vorangegangenen Kapitel die Verwendung der Zustands-
raummodelle fiir Burgers-Gleichung und Euler-Gleichungen in einem Regelungskontext.
Dabei werden die Modelle in eine MPC integriert.

e Kapitel 6 geht detailliert auf die Theorie und Anwendung der ganzzahlig, beschrank-
ten ILR ein. Im ersten Schritt werden ausgehend von der reellwertigen, unbeschrankten
ILR die Konvergenzeigenschaften der ganzzahligen ILR diskutiert und Anforderungen
an eine ganzzahlige ILR formuliert. Im Anschluss wird ein besonders zielfithrendes und
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recheneffizientes Syntheseverfahren fiir eine ganzzahlige ILR vorgestellt und mit vor-
handenen Methoden verglichen. Das eingefiihrte Syntheseverfahren wird anschlieflend
genutzt, um einen Regler fiir eine einfache Simulationsstudie aufzubauen, in welcher die
verschiedenen Ansétze verglichen werden. Im zweiten Teil des Kapitels wird genauer
auf den Sonderfall einer bindren ILR eingegangen. Es wird der Vergleich zwischen einer
optimierungsbasierten und einer rundungsbasierten Methode gezogen. Darauf folgend
wird ein spezielles Verfahren fiir eine binare ILR vorgestellt, welches besonders rechenef-
fizient fiir Anwendungen mit hochdimensionalen Stellfolgen genutzt werden kann. Die
Methode wird abschlieffend an einem akustischen Ersatzversuchsaufbau getestet, der
das Plenum einer Gasturbine nach der Gleichraumverbrennung imitiert, siehe Abb. 1.1.

Kapitel 7 prisentiert einen alternativen Ansatz fiir die Regelung von zyklischen Pro-
zessen, in denen die Aktuation auf einen ganzzahligen Wertebereich beschréankt ist.
Der Ansatz basiert dabei auf dem Konzept der EWR und wird im Anschluss fiir die
Auslegung einer Regelung in einer SEC-Simulationsstudie genutzt. Zusétzlich wird an
dieser Stelle der Vergleich zu einer ganzzahligen ILR gezogen. Im Anschluss wird die
zyklische EWR zur Anpassung der Kraftstoffeinspritzung an einem SEC-Experiment
genutzt, um den aus der Verbrennung resultierenden Druckanstieg zu optimieren.

Kapitel 8 fasst die Ergebnisse dieser Arbeit zusammen und gibt einen kurzen Ausblick
zu den in dieser Arbeit vorgestellten Methoden.
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In diesem Abschnitt soll ein Uberblick iiber relevante Arbeiten gegeben werden, die sich mit
einem oder mehreren Teilaspekten dieser Dissertation befassen. Im ersten Abschnitt wird ein
Uberblick iiber Modellierungsmethoden stréomungsmechanischer Systeme gegeben. Dabei liegt
der Fokus vor allem auf dem Rechenaufwand und der Verwendung der einzelnen Methoden
in einem Regelungskontext. Der zweite Abschnitt wird auf Arbeiten aus dem Bereich der
beschrinkten Regelung eingehen, bevor der letzte Abschnitt einen kurzen Uberblick iiber die
aktuelle Entwicklungen auf dem Feld der aktiven Strémungsbeeinflussung gibt.

2.1 Stromungsmodellierung

Fir die mathematische Modellierung von Stromungssystemen haben sich je nach Komple-
xitdt des Prozesses verschiedene Konzepte etabliert. Der Zusammenhang zwischen den im
Folgenden aufgefithrten Modellen zur Beschreibung eines Strémungsfeldes ist ohne Anspruch
auf Vollstdndigkeit in Abb. 2.1 dargestellt. Grundsétzlich konnen die Modelle in die Gruppen
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Abbildung 2.1: Zusammenhang zwischen verschiedenen Modellen zur Beschreibung von Stromungssystemen.

physikalische Modelle und datengetriebene Modelle unterteilt werden.

Die allgemeinste Bescheibungsform eines Stromungsfeldes, die auf physikalischen Grundan-
nahmen aufbaut, sind die Navier-Stokes-Gleichungen (Lemarie Rieusset, 2016; Robinson, Ro-
drigo & Sadowski, 2016). Die Navier-Stokes-Gleichungen beschreiben, ausgehend von der
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Impulserhaltung fiir ein Kontinuum, Strémungen in viskosen, kompressiblen oder inkom-
pressiblen newtonschen Fluiden, gegebenenfalls erweitert um Gleichungen zur Beschreibung
von Reaktionen. Damit ldsst sich ein breites Spektrum an technisch relevanten Systemen
abbilden, wie z.B. die Umstromung von starren Kérpern oder Wirbelphdnomene. Aus die-
sem Grund werden die Navier-Stokes-Gleichungen heute in vielen verschiedenen Bereichen
wie dem aerodynamischem Design von Bauteilen (Dhert, Ashuri & Martins, 2017) oder der
Wetterforschung (Kimura, 2002) verwendet. Auf die genaue mathematische Beschreibung
wird im folgenden Kapitel ndher eingegangen. Da eine analytische Losung der Navier-Stokes-
Gleichungen bisher nur fiir einige Sonderfille angegeben werden kann (Ramm, 2017), bedarf
es numerischer Methoden, um eine Anwendung in der Praxis zu erméglichen. Fiir diese Art
von partiellen Differentialgleichungen hat sich vor allem die Finite-Volumen-Methode (FVM)
etabliert. Ein allgemeiner Uberblick iiber die FVM kann z.B. in Eymard, Gallouet und Her-
bin, 2000 gefunden werden. Die Grundlagen des Ansatzes sind zudem in Anhang A erklart.
Eine ausfiithrliche Erklérung der FVM mit dem Fokus auf die Verwendung in der Fluid-
dynamik ist in Moukalled, Mangani und Darwish, 2015 zu finden. Obwohl die Loésung der
Navier-Stokes-Gleichungen mit geeigneten numerischen Methoden gute Ubereinstimmung mit
Experimenten zeigt, ist in der Anwendung aufgrund des hohen Rechenaufwands oftmals eine
Abwéigung zwischen gewiinschter Genauigkeit und benétigter Rechenzeit notwendig. Durch
die grofle Rechenzeit, die fiir die numerische Lésung bendtigt wird, ist eine Verwendung fiir
Echtzeitanwendungen wie Regelung oder Zustandsschitzung zumeist nicht moglich.

Da sich fiir viele technische Prozesse vereinfachende Annahmen treffen lassen, haben sich
neben den Navier-Stokes-Gleichungen auch reduzierte mathematische Beschreibungen fiir
Stromungssysteme etabliert. Werden z.B. Reibungseinfliisse vernachlassigt, ergeben sich die
Euler-Gleichungen, die in dieser Arbeit schwerpunktméfig verwendet werden. Zwar existie-
ren fiir die Euler-Gleichungen unter bestimmten Bedingungen Lésungsverfahren, z.B. iiber die
Methode der Charakteristiken (Roe, 1986), in den meisten Féllen muss jedoch auch hier die
Losung tber die FVM numerisch bestimmt werden. Zudem existieren diverse Erweiterungen
z.B. mit kiinstlichen Verlusten (Pulliam, 1986), welche die Euler-Gleichungen um bestimm-
te Eigenschaften ergédnzen, ohne auf die vollstdndigen Navier-Stokes-Gleichungen zuriick zu
kommen. Die Euler-Gleichungen stellen zudem die Grundlage dar, auf denen im Sonderfor-
schungsbereich 1029 zahlreiche numerische Untersuchungen der SEC durchgefithrt wurden
(Berndt, 2014; Berndt & Klein, 2016; Schépel etal., 2017).

Eine deutlich vereinfachte Beschreibung von Stromungen bietet die Burgers-Gleichung. Sie
bildet einfache inkompressible Stromungen ab. So kénnen Systeme mit und ohne Visko-
sitdt betrachtet werden. Im Gegensatz zu den Navier-Stokes-Gleichungen und den Euler-
Gleichungen ist die Burgers-Gleichung iiber die Methode der Charakteristiken (Shi, Zhou &
Shi, 2013) oder mit der sogenannten Hopf-Colman-Transformation (Gorguis, 2006) analytisch
losbar. Die Burgers-Gleichung wird daher oft als Referenzbeispiel fiir numerische Losungs-
verfahren herangezogen, da ein direkter Vergleich von numerischer und analytischer Losung
moglich ist. Auch in dieser Arbeit wird die vorgestellte Modellierungsmethode, bevor sie auf
die Euler-Gleichungen angewendet wird, fiir die Burgers-Gleichung getestet.

Der hohe Rechenaufwand der numerischen Losung der Navier-Stokes-Gleichungen und der
Euler-Gleichungen erschwert die Nutzung in zeitkritischen Anwendungen. Um den Rechen-
aufwand zu reduzieren, bieten sich Verfahren der Modellreduktion an. Eine der verbreitets-
ten Methoden ist die sogenannte Proper Orthogonal Decomposition (POD). Dabei werden
mit dem vollstindigen Modell eine bestimmte Menge an Schnappschiissen des Raum-Zeit-
Bereichs erstellt und fiir diese Menge die Hauptkomponenten bestimmt. Aus den Hauptkom-
ponenten lasst sich anschlieBend ein Modell aufbauen, welches entsprechend der Anzahl der

10
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berticksichtigten Hauptkomponenten mehr oder weniger stark reduziert ist. Sowohl fiir die
Euler-Gleichungen (Willcox & Perairet, 2002; Serre, Lafon, Gloerfelt & Bailly, 2012) als auch
fiir die Navier-Stokes-Gleichungen (Rowley, Colonius & Murray, 2004; Shinde, Longatte, Baj,
Hoarau & Braza, 2016) lassen sich damit gute Ergebnisse erzielen. Zudem gibt es diverse
Erweiterungen des POD-Ansatzes wie z.B. die shifted POD (Reiss, Schulze, Sesterhenn &
Mehrmann, 2018), die fiir bestimmte Systeme die Ergebnisse verbessern koénnen. Ein kurzer
Uberblick iiber die géingigsten Methoden der Modellreduktion ist in Abschnitt 3.1.4 zu finden.
Eine Schwierigkeit bei der Modellreduktion ist der Erhalt bestimmter Systemeigenschaften
wie z.B. der Stabiltit (Iollo, Lanteri & Désidéri, 2000). Zudem ist eine direkte Ubertragung,
beispielsweise in ein Zustandsraummodell nicht unmittelbar moéglich, da das reduzierte Mo-
dell nur in einem festen Zeitbereich giiltig ist. Alternativen zu klassischen Verfahren der
Modellreduktion bieten Methoden des maschinellen Lernens, mit dessen Hilfe z.B. die Lo-
sung der partiellen Differentialgleichungen approximiert wird. Nach ersten Ergebnissen fiir
die Navier-Stokes-Gleichungen in Lomakin und Korsunov, 2019, hat sich der Ansatz der so-
genannten PINN (Raissi, 2018; Raissi, Perdikaris & Karniadakis, 2019) in den letzten Jahren
als besonders praktikabel erwiesen. Dabei wird ein einfaches Multilayer Perceptron (MLP)
verwendet, um die Loésung der partiellen Differentialgleichung zu approximieren. Im Trai-
ningsprozess des MLPs wird neben bekannten Losungen der partiellen Differentialgleichung,
wie Anfangs- und Randbedingungen, auch der Zusammenhang zwischen den Ableitungen ge-
méaf} der partiellen Differentialgleichung beriicksichtigt. Das Konzept der PINNs wird in Ab-
schnitt 3.3 ausfiihrlich erldutert. Auch wenn dieser Ansatz gute Ergebnisse bei vergleichsweise
moderatem Rechenaufwand zeigt, werden in den genannten Verdffentlichungen ausschliefllich
Losungen fiir autonome Systeme auf festen Raum-Zeit-Intervallen betrachtet. Damit ist die
direkte Verwendung in einem fiir die Regelungstechnik geeigneten Zustandsraummodell nicht
moglich.

Wie in Abb. 2.1 angedeutet, existieren neben den Stréomungsmodellen, die auf der physika-
lischen Beschreibung eines Kontinuums aufbauen, verschiedenste Verfahren der datengetrie-
benen Modellbildung. Voraussetzung fiir eine datengetriebene Modellierung ist eine ausrei-
chende Menge an zeitlich aufgelosten Eingangs- und Ausgangsdaten des zu beschreibenden
Systems. Ein einfacher und immer noch héufig verwendeter Ansatz fiir die Zeitreihenbe-
schreibung ist die Berechnung des Ausgangssignals des folgenden Zeitschritts als eine Linear-
kombination vergangener Eingangs- und Ausgangsdaten (Choi, 2012). Diese Modelle werden
meistens unter dem Begriff Autoregressive Moving Average (ARMA (X))-Modelle zusammen-
gefasst. Das (X) steht hier fiir einen moglichen exogenen Eingang. Dabei haben sich diverse
Kombinationen als besonders praktikabel erwiesen. Ein Uberblick ist in (T. W. Liao, 2005)
zu finden. Neben der Linearkombination gibt es auch Ansétze fiir eine nichtlineare Abbildung
von zuriickliegenden Daten auf den Ausgang im folgenden Zeitschritt (Parlitz, 1998). Dazu
zéhlen auch einfach strukturierte neuronale Netzwerke wie MLPs (Ahmed, Atiya, El Gayar
& El-Shishiny, 2010). Auch wenn sich bereits mit einfacheren Netzwerkstrukturen mitunter
Modelle mit guter Approximationsgenauigkeit ergeben, haben sich in den letzten Jahren vor
allem sogenannte Long Short-Term Memory (LSTM)-Netze fir die Zeitreihenvorhersage eta-
bliert (Lindemann, Miiller, Vietz, Jazdi & Weyrich, 2021). LSTM-Netze werden mittlerweile
neben der Stromungsmodellierung (Hasegawa, Fukami, Murata & Fukagata, 2020) auch fiir
die Modellierung des Wetters (Karevan & Suykens, 2020) oder zur Vorhersage von Finanz-
daten (Kim & Won, 2018) verwendet.

Neben den genannten Modellierungsverfahren gibt es unzéhlige Ansétze, welche speziell fiir

einzelne technische Systeme entwickelt wurden. Dabei handelt es sich sowohl um physikalisch
und empirisch motivierte Modelle als auch um sogenannte hybride Modelle, die beide Ansét-
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2 Stand der Forschung

ze vereinen. Ein umfangreicher Uberblick zu den Modellierungsansétzen, die beispielsweise
speziell fiir Turbomaschinen verwendet werden, ist in Horlock und Marsh, 1971 zu finden.

2.2 Regelung mit beschrankter StellgroBBe

Beschrankungen der Stellgrofie treten fiur viele Regelungsaufgaben auf. Sie resultieren zu-
meist aus einer technischen Limitierung kénnen aber auch zur allgemeinen Reduzierung der
Stellenergie verwendet werden. Der Umgang mit solchen Beschrinkungen ist je nach ver-
wendetem Verfahren fiir die Reglersynthese unterschiedlich. Daher wird an dieser Stelle vor
allem auf Beschrénkungen in modellgestiitzten, optimierungsbasierten Ansitzen sowie auf
den speziellen Fall der ganzzahligen Beschrénkung der Stellgréfle eingegangen.

Regelungsansitze wie die MPC (Morari, Garcia & Prett, 1988; Qin & Badgwell, 2003) oder
die norm-optimale ILR (Amann, Owens & Rogers, 1998) fithren in der Reglersynthese fiir
lineare bzw. linearisierte System héufig zu einem quadratischen Optimierungsproblem, ein
sogenanntes quadratisches Programm (QP). In einem QP koénnen lineare Gleichungs- und
Ungleichungsbeschriankungen beriicksichtigt werden. Damit lassen sich viele technisch rele-
vante Begrenzungen, wie z.B. obere und untere Schranken fiir die Stellgréfie, in der Regelung
berticksichtigen. Zur Losung von QPs haben sich vor allem die Innere-Punkt-Methode (Pélik
& Terlaky, 2010) und die Methode der aktiven Menge (Forsgren, Gill & Wong, 2016) eta-
bliert. Eine theoretische Betrachtung der beiden Methoden im Hinblick auf eine beschrinkte
ILR ist in Mishra, Topcu und Tomizuka, 2011 zu finden. Peng, Sun, Zhang und Tomizuka,
2016 zeigt ein anschauliches Beispiel einer Temperaturregelung aus Basis einer beschrankten
ILR.

Auch wenn sich Beschrankungen einfach in einem QP beriicksichtigen lassen, kénnen sie
mitunter die Stabilitdt und das Konvergenzverhalten der Regelung mafigeblich stéren. Be-
sonders im Bereich der MPC gibt es umfangreiche Untersuchungen zu den Auswirkungen von
Beschriankungen auf Stabilitdt und Konvergenz (Mayne, Rawlings, Rao & Scokaert, 2000).

Alternativ zu den Ansétzen iiber QP-Losungsverfahren existieren fiir die ILR auch Ansétze,
um Beschriankungen im System {iber Projektionsmethoden zu beriicksichtigen. Dabei konnen
z.B. Energiebeschrénkungen oder obere und untere Schranken fiir die Stellgré8e beriicksich-
tigt werden (Chu & Owens, 2010). Konvergenzanalysen fiir entsprechende Regelungen sind
jedoch zumeist nur problemspezifisch, wie z.B. in Gluck, Blank, Buchl und Kugi, 2018 mog-
lich. Auch fiir den modellfreien Ansatz der EWR existieren Syntheseverfahren auf Basis einer
Projektion (Mills & Krstic, 2014), in denen Beschréankungen berticksichtigt werden koénnen.
Alternativ existieren fiir die beschriankte EWR auch Verfahren, denen ein nichtlinearer Op-
timierungsansatz zu Grunde liegt (C.-K. Liao, Manzie, Chapman & Alpcan, 2019).

Eine Beschrankung der Aktuation auf einen ganzzahligen Bereich ist, im Vergleich zu linearen
Beschrinkungen, ein deutlich gréferes Problem fiir die Beriicksichtigung in einer Regelung.
Zwar existieren Losungsverfahren fiir ganzzahlige QPs, allerdings hat diese Art der Beschran-
kung einen deutlich gréfieren Einfluss auf Konvergenz und Stabilitdt. Hinzu kommt, dass der
Rechenaufwand fiir ganzzahlige QPs deutlich grofler ist als fiir eine reellwertige Losung. Trotz
dieser Umsténde gibt es einige wenige Arbeiten zu ganzzahligen Regelungsanséitzen. In Bem-
porad und Morari, 1999 und Biirger, Zeile, Altmann-Dieses, Sager und Diehl, 2019 werden
MPC-Ansétze fiir logische bzw. schaltende Systeme vorgestellt und auf Basis einer ganzzah-
ligen Optimierung gelést. Axehill, Vandenberghe und Hansson, 2010 betrachten eine MPC
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mit einem allgemeinen, ganzzahligen Eingang. Zudem wurde im Rahmen des SFB 1029 eine
erste Arbeit zu einer ganzzahligen ILR vorgestellt (Schépel et al., 2018).

2.2.1 Ganzzahlige quadratische Optimierung

Da in dieser Arbeit an vielen Stellen auf die Losung ganzzahliger QPs verwiesen wird, soll
an dieser Stelle ein kurzer Uberblick iiber den Stand der Technik zur Lésung dieser Optimie-
rungsprobleme gegeben werden.

Der Hauptunterschied eines ganzzahligen QP gegeniiber dem reellwertigen Fall liegt in der Un-
terteilung des Losungsraums in diskrete Bereiche. Die endliche Anzahl an zuléssigen Lésungen
muss folglich mit einem moglichst effizienten Algorithmus durchsucht werden, um die opti-
male Losung zu finden. Ein erster Ansatz {iber einen Suchbaum ist in Dakin, 1965 zu finden.
Uber die Jahre wurde der Suchbaum-Algorithmus zwar immer wieder in Details angepasst,
der zugrundeliegende Ansatz wird aber bis heute angewendet. Aktuelle Losungsverfahren fiir
ganzzahlige QPs basieren auf dem sogenannten ,, Branch-and-Bound“-Algorithmus. Ein Uber-
blick iiber diese Art der Baumsuche ist in Morrison, Jacobson, Sauppe und Sewell, 2016 zu
finden. In vielen Féllen wird der Algorithmus durch ein Schnittebenenverfahren ergénzt, um
die zuléssigen Losungen schneller einzuschrénken. Informationen zum Schnittebenenverfah-
ren fiir ganzzahlige Optimierung sind in Marchand, Martin, Weismantel und Wolsey, 2002 zu
finden. Mit dieser Erweiterung wird zumeist vom ,, Branch-and-Cut*-Verfahren gesprochen.

Der Rechenaufwand des eigentlichen Suchverfahrens wird mafigeblich durch zwei Faktoren
beeinflusst:

e Da in jedem Explorationsschritt des Suchbaums ein reellwertiges, beschranktes QP
gelost werden muss, hat der dafiir verwendete QP-Loser einen grofien Anteil an der
effizienten Umsetzung des Suchverfahrens. Fiir die Verwendung in ganzzahligen QP-
Losern hat sich vor allem die Methode der aktiven Menge etabliert (Ferreau, Kirches,
Potschka, Bock & Diehl, 2014). Speziell die sogenannte Primal- bzw. ,Dual Active
Set“-Methode (Forsgren etal., 2016) ist weit verbreitet. Der Vorteil der Methode der
aktiven Menge liegt in der Moglichkeit, bei der Losung dhnlicher QPs Informationen
einer bereits erhaltenen Losung wieder zu verwenden. Daher existieren Ansétze, die
speziell auf die Anwendung in ganzzahligen Optimierungen angepasst sind (Buchheim,
Santis, Lucidi, Rinaldi & Trieu, 2016). Ein Uberblick iiber den Rechenaufwand der
Methode ist in Cimini und Bemporad, 2017 zu finden.

e Mit einer entsprechenden Heuristik wird bestimmt, nach welcher Strategie der Such-
baum exploriert wird bzw. an welchen Stellen das Schnittebenenverfahren benutzt wird.
Die Méglichkeiten durch Heuristiken den Ablauf der Suche zu beeinflussen, reichen von
der Entscheidung zwischen Breiten- oder Tiefensuche iiber die Wahl der initialen Losung
bis hin zur Entscheidung, fiir welche Variable zusétzliche Beschrankungen eingefiihrt
werden sollen. Die Wahl einer sinnvollen Heuristik kann dabei stark von der spéteren
Verwendung des Losers abhéngen. So existieren z.B. Heuristiken speziell fiir die schwie-
rige Integration in eingebetteten Systemen (Takapoui, Moehle, Boyd & Bemporad,
2020).

In der breiten Anwendung haben sich in den letzten Jahren vor allem die Software-Pakete
CPLEX (Bliek, Bonami & Lodi, 2014) und Gurobi (Gurobi Optimization, 2020) etabliert. Da
die Effizienz der Loser sehr stark von der geschickten Anpassung von Heuristiken abhéngt,
sind iiber die genaue Umsetzung der Loser in den Software-Paketen keine Informationen
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verfligbar. Eine Untersuchung des Rechenaufwands von Losungverfahren fir ganzzahlige QPs
ist in Martin, 2001 zu finden. Abgesehen von der direkten Verwendung zur Bestimmung
von QP-Losungen, existieren auch optimierte Verfahren fiir die Verwendung in allgemeinen
nichtlinearen Problemstellungen (Vielma, Dunning, Huchette & Lubin, 2017).

2.3 Aktive Stromungsbeeinflussung

An dieser Stelle soll ein kurzer Uberblick iiber ausgewihlte, aktuelle Arbeiten im Bereich
der aktiven Stromungsbeeinflussung gegeben werden. Auf Details der einzelnen Umsetzungen
wird an dieser Stelle nicht eingegangen. Ein ganz allgemeiner Uberblick iiber die verschiedenen
Aspekte der aktiven Stromungsbeeinflussung ist in Collis, Joslin, Seifert und Theofilis, 2004
zu finden.

Wie oben bereits erwahnt, ist in vielen Féllen die technische Realisierung der Aktuation in
der Stromungsbeeinflussung duflerst komplex. Daher ist die Umsetzung der Aktuation ein
wichtiger Aspekt in der Forschung. Ein Uberblick iiber gingige Aktuationsmethoden ist in
Cattafesta und Sheplak, 2011 und Liu, Wang, Luo, Xia und Deng, 2012 zu finden.

Aktive Stromungsbeeinflussung wird in vielen Bereichen, vor allem aber zur Optimierung
aerodynamischer Eigenschaften, erforscht. So existieren diverse Arbeiten zur Aktuation des
Seitenruders an Flugzeugen (Whalen etal., 2018; Andino etal., 2019) durch eine Vermin-
derung der Stromungsseparation. Aber auch Ansétze mit statischen und oszilierenden Jets
wurden beispielsweise fiir Flaps an Flugzeugtragfliigeln (Melton, Koklu, Andino & Lin, 2018)
oder an Windréadern (Aubrun, Leroy & Devinant, 2017) untersucht. Ebenso gibt es Arbeiten
mit dem Fokus auf Fahrzeugen. Dabei ist das Ziel, beispielsweise den Abtrieb wahrend der
Fahrt zu verringern (McNally et al., 2015).

Ein Grofiteil der Untersuchungen im Bereich aktive Stromungsbeeinflussung beschrankt sich
auf die Verwendung eines offenen Regelkreises. Allerdings gibt es auch einzelne Arbeiten, die
sich auf einen geschlossenen Regelkreis beziehen. Die Regelungsansétze reichen von klassi-
schen, robusten Reglerauslegungen im Frequenzbereich iiber Hoo-Verfahren (Kiesner & King,
2015, 2017) bis zu modellgestiitzten Syntheseverfahren, wie der MPC (Krentel, Muminovic,
Brunn, Nitsche & King, 2010) bzw. der repetitiven MPC (Steinberg etal., 2017) oder der
ILR (Steinberg, King, Staats & Nitsche, 2015). An dieser Stelle muss allerdings daraufhin
hingewiesen werden, dass in keinem der genannten Ansétze ein vollstdndiges, physikalisches
Modell auf Basis der Euler- oder Navier-Stokes-Gleichungen verwendet wurde. Allerdings
existieren einige Arbeiten, in denen ein reduziertes Modell verwendet wird (Aleksié¢ etal.,
2008) oder ausschlieflich einzelne Aspekte, wie beispielsweise die Wirbel, in der Modellie-
rung beriicksichtigt werden (Pastoor, Henning, Noack, King & Tadmor, 2008). Neben diesen
konventionellen Regelungsansitzen gibt es auch ein gréfler werdendes Bestreben darin, Me-
thoden aus dem Bereich des maschinellen Lernens zur Stromungsbeeinflussung einzusetzen.
Dabei ist das Ziel, das Stellgesetz selbst mithilfe entsprechender Algorithmen zu ersetzen und
im besten Fall ginzlich auf ein Modell des Systems zu verzichten. Ein Uberblick iiber diese
Ansétze ist in Duriez, Brunton und Noack, 2017 oder Brunton, Noack und Koumoutsakos,
2020 zu finden.

Neben den genannten modellbasierten Methoden mit einfachen, empirischen Modellen, exis-
tieren auch einige Arbeiten, in denen eine volle physikalische Beschreibung in der Steuerungs-
bzw. Reglerauslegung verwendet wurde. Vor allem Optimalsteuerungsansitze fiir Systeme, die
durch die Navier-Stokes-Gleichungen beschrieben werden, wurden untersucht (Desai & Ito,
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1994; Gunzburger & Manservisi, 2000). Fiir entsprechende Systeme wurde in R. Vazquez,
Schuster und Krstic, 2007 eine mégliche Methode zur Stabilisierung vorgestellt. Bei den ge-
nannten Arbeiten auf Basis der physikalischen Modelle muss jedoch festgehalten werden,
dass es sich dabei um rein theoretische Untersuchungen handelt, die nicht unmittelbar auf
ein Experiment tibertragen werden kénnen.
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3 Modellierung

Die Qualitét einer modellbasierten Regelung sowie die Moglichkeit einer echtzeitfdhigen Um-
setzung sind abhingig von der Art der Modellierung bzw. der Genauigkeit des Modells. In
diesem Abschnitt werden zunéchst die im vorangegangen Kapitel aufgefithrten physikalischen
Modellierungsmethoden fiir Stromungssysteme mittels partiellen Differentialgleichungen ge-
nauer erldutert und deren Verwendung in optimierungsbasierten Regelungsansétzen disku-
tiert. Danach wird auf eine datengetriebene Methode zur Approximation von Differentialglei-
chungslésungen mittels neuronaler Netze eingegangen. Auf Basis dieses Konzeptes wird im
Anschluss ein Zustandsraummodell formuliert, welches fiir modellgestiitzte Mess- und Rege-
lungsverfahren vorteilhaft verwendet werden kann. Im Gegensatz zur konventionellen Losung
partieller Differentialgleichungen zeichnet sich die vorgestellte Methode durch einen erheb-
lich reduzierten Rechenaufwand aus. Am Ende des Kapitels wird die Methode genutzt, um
exemplarisch ein Zustandsraummodell fiir ein System auf Basis der Burgers-Gleichung bzw.
der Euler-Gleichungen zu erstellen.

Es soll an dieser Stelle betont werden, dass der vorgestellte Ansatz nicht das Ziel hat, vor-
handene numerische Loser zu ersetzen oder eine Alternative fiir sie darzustellen. Vielmehr
soll eine Moglichkeit aufgezeigt werden, wie ausgehend von einem komplexen und detail-
lierten physikalischen Modell eine Systembeschreibung bestimmt werden kann, die in einer
Echtzeitanwendung genutzt werden kann.

3.1 Konventionelle Modellierungsansatze fiir Stromungen

Koventionelle Methoden der physikalischen Beschreibung von Strémungssystemen werden
iiblicherweise aus Kontinuumsannahmen hergeleitet. Auf die detaillierten Herleitungen der
einzelnen Gleichungen wird an dieser Stelle verzichtet und auf die Ausfithrungen von Spurk,
Schobeiri und Marschall, 2012 oder Oertel, Bohle und Reviol, 2015 verwiesen. Hier werden
mit den Navier-Stokes-Gleichungen, den Euler-Gleichungen und der Burgers-Gleichung kurz
die drei gidngigsten partiellen Differentialgleichungen bzw. Systeme aus partiellen Differen-
tialgleichungen aufgefiihrt. Abhéngig von bestimmten Annahmen und der Vernachléssigung
einzelner Effekte, ldsst sich mit diesen drei Gleichungen die Dynamik einer Vielzahl von
Stromungsphdnomenen beschreiben.

3.1.1 Navier-Stokes-Gleichungen

Die umfassendste Beschreibungsmoglichkeit laminarer und turbulenter Stromungsfelder bie-
ten die Navier-Stokes-Gleichungen. Das Gleichungssystem leitet sich aus der Annahme der
Impulserhaltung fiir ein Kontinuum ab. Wie in Oertel etal., 2015 beschrieben, gilt fiir die
Anderung des Impulses eines Kontinuums

jK:Zjin_Zjout+ZFS+ZFV (31)
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mit
° fin — Eintretende Impulsstrome
e I, — Austretende Impulsstrome
e F'g — Normal- bzw. Scherspannung
e Fy — Volumenkrafte .

In kartesischen Koordinaten x = [x,y,z]T mit den entsprechenden, richtungsabhingigen Ge-

schwindigkeiten v = [vx, vy, v,]T sowie der dynamische Viskositéit x und der Dichte p ergibt
sich aus der Impulserhaltung im kompressiblen Fall

1

p(?Z%—(v-V)v) :f—Vp+KAv+§/<V(V-v) . (3.2)
Dabei gilt
_[op op op)T

vp— |:8X’ aya 32 (33)

0 0 0
’U'V—’UX&‘F’Uyaiy-f—UZa (34.)

2 2 2

szav 0°v  0“v (3.5)

x2 + Oy? * 072

Hier bezeichnet p(x) den ortsabhingigen Druck und f eine gerichtete, duflere Kraft. Das
Gleichungssystem wird vervollstdndigt mit der Kontinuitétsgleichung

dp
N +V.-(vp)=0 (3.6)
und der Gleichung zur Energieerhaltung
opE
IPE LV (w(pE +p)) =0 (3.7)

ot

fiir die spezifische Energie E. Eine detaillierte Herleitung der Navier-Stokes-Gleichungen ist
z.B. in Constantin und Foias, 1988 oder Temam, 2001 zu finden.

In dieser Arbeit werden ausschliellich eindimensionale Stromungen in x-Richtung betrachtet.
Fiir diesen Fall reduziert sich das Gleichungssystem zu

Ovy Ovg\ Op vy 1 0%y
PG ) =B e g e (3.8
dp | Ouvxp _
5% T o =0 (3.9)
OpE | duvi(pE + p)
- 1
o + I 0 (3.10)

fir die verbleibende Richtung x.

Die rdumlich eindimensionale Darstellung in den Gleichungen Gl. (3.8) bis Gl. (3.10) ist der
Ausgangspunkt fiir die weiteren Ausfithrungen zu den Euler-Gleichungen bzw. der Burgers-
Gleichung. Die hier nicht adressierten mehrdimensionalen Fille ergeben sich mit den ent-
sprechenden Annahmen analog aus den Navier-Stokes-Gleichungen Gl. (3.2), Gl. (3.6) und
Gl. (3.7).
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3.1.2 Euler-Gleichungen

Die Euler-Gleichungen sind, ebenso wie die Navier-Stokes-Gleichungen, ein System aus drei
partiellen Differentialgleichungen. Das Gleichungssystem ergibt sich aus Gl. (3.8 - 3.10) un-
ter der Vernachlédssigung von Reibungseinfliissen und Wérmeleitung innerhalb des Fluids.
Damit reduziert sich die Gleichung fiir die Impulserhaltung in die ausschliellich betrachtete

x-Richtung zu
Ovy Ouc\ Op
p (8t *”Xax> =B (3-11)

Da fiir die hier betrachteten Anwendungen die Modellierung aufgepréagter Volumenkréaften
nicht notwendig ist, werden auch diese im Folgenden nicht weiter beriicksichtigt. Es gilt
Fy = 0. So lasst sich das Gleichungssystem aus Kontinuitatsgleichung, Impuls- und Energie-
erhaltung zu

o P o PUx 0
5 | P |t as p2i+p | =10 (3.12)
pE * | v(pE +p) 0

vereinfachen.

3.1.3 Burgers-Gleichung

Eine weitere Vereinfachung der Navier-Stokes-Gleichungen ist die sogenannte Burgers-Gleich-
ung. Es wird angenommen, dass keine Druckgradienten innerhalb des Fluids auftreten kon-
nen und keine &dufleren Krifte auf das Stromungsfeld wirken. Im Gegensatz zu den Euler-
Gleichungen wird allerdings die innere Reibung des Fluids berticksichtigt. Vor allem aufgrund
des konstant angenommenen Drucks kénnen reale Stromungen durch die Burgers-Gleichung
nur sehr eingeschréankt modelliert werden. Die Impulserhaltung aus Gl. (3.8) reduziert sich
folglich zu

2
) <8vx 8vx> 0%y (3.13)

ot ) T o

Mit der Einfiihrung der kinematischen Viskositit v = #/p ergibt sich die sogenannte viskose
Burgers-Gleichung

vy N vy 0%y

it D Pt S e

ot 0x Ox?2
Da Dichte und Druck durch die Vereinfachungen als konstant angenommen werden, ist das
Stromungsfeld eindeutig tiber die Geschwindigkeit definiert. Daher sind neben der Impulser-
haltung keine weiteren Differentialgleichungen notwendig, die Kopplungen zwischen verschie-
denen Grofien beriicksichtigen.

(3.14)

Im Unterschied zu den Navier-Stokes- und den Euler-Gleichungen, existiert fiir die Burgers-
Gleichung eine analytische Losung. Diese kann beispielsweise {iber die Hopf-Coleman-Trans-
formation (Gorguis, 2006) hergeleitet werden. Die Moglichkeit eines Abgleichs mit der ana-
lytischen Losung hat die Burgers-Gleichung zu einem haufig genutzten Referenzbeispiel fiir
numerische Losungsverfahren in der Strémungssimulation gemacht. Obwohl in vielen Féllen
Stromungen nicht zufriedenstellend mit der Burgers-Gleichung beschrieben werden kénnen,
wird sie aufgrund ihres Referenzcharakters und der einfachen Form auch in dieser Arbeit als
Beispiel fiir den Umgang mit partiellen Differentialgleichungen in der Modellbildung genutzt.
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3.1.4 Numerische Losung

Eine allgemeine, geschlossene analytische Losung existiert weder fiir die Navier-Stokes-Gleichungen
noch fiir die Euler-Gleichung. Wie in Abschnitt 2.1 zum Stand der Forschung beschrieben,
hat sich fir die Losung dieser Art von partiellen Differentialgleichungen vor allem die FVM
etabliert. Bei diesem Ansatz wird zundchst die rdumliche Dimension in Kontrollvolumina un-
terteilt. Innerhalb jeder Zelle wird der Zustand mit einem einzelenen Wert beschrieben, der
sich meist als rdumliche Mittelung iiber die Zell ergibt. Fiir jedes Volumen werden Energie-
und Stoffstrome bilanziert. So ergibt sich eine gewohnliche Differentialgleichung mit einer
Dimension, die der Anzahl der rdumlichen Diskretisierungsschritte entspricht. Fiir die Lo-
sung der gewohnlichen Differentialgleichung kénnen dann géngige Zeitintegrationsverfahren,
z.B. gemifl dem Runge-Kutta-Schema (Butcher, 1996), genutzt werden. Das grundlegende,
mathematische Vorgehen bei der FVM ist in Anhang A erklért.

Da fiir diese Arbeit mehrfach eine eindimensionale, numerische Stromungssimulation genutzt
wird, die auf den Euler-Gleichungen basiert, wird hier kurz auf dieses spezielle Losungsverfah-
ren eingegangen. Zur Losung des Euler-Gleichungssystems ist zunéchst noch die Einfiihrung
einer algebraischen Zustandsgleichung notwendig, welche die einzelnen Zustandsgrofien in
einen algebraischen Zusammenhang bringt. Dafiir wird ein ideales Gas angenommen. Fiir
den Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit, Druck, Dichte und spezifischer Energie gilt
damit zu jedem Zeitpunkt

oo (3.15)

An dieser Stelle beschreibt v den Isentropenexponenten.

Der fiir diese Arbeit verwendete Simulator wurde ebenfalls im Sonderforschungsbereich 1029
entwickelt mit dem Ziel, verschiedene Strémungsvorgénge in der beschriebenen Gasturbine
mit Gleichraumverbrennung zu simulieren. Eine ausfithrliche Beschreibung der numerischen
Umsetzung ist in Berndt, 2016 zu finden. Des Weiteren wurden mathematische Details in
Berndt, 2014 und Berndt und Klein, 2016 verdffentlicht. Da die Simulation auch fiir Fluide aus
mehreren Komponenten genutzt werden kann und entsprechende Reaktionen beriicksichtigt,
ist eine robuste, schwingungsfreie numerische Losung duflerst komplex. Dies gilt insbesondere,
da die Reaktionen moglicherweise aus Verbrennungsvorgidngen resultieren, die mit starken
Druck- und Temperaturschwankungen verbunden sind.

Das Gas wird als ideales Gas angenommen, da eine Modellierung als perfektes Gas mit
entsprechend konstantem Isentropenexponenten + dem, je nach Anwendung, moglicherweise
groflen Temperatur- und Druckbereich innerhalb einer Simulation nicht gerecht wird. Der
Istentropenexponent v = (1) ist folglich abhéngig von der Temperatur ¥. Die Grundlage
der numerischen Losung ist die sogenannte Godunov-FVM (Harten, Lax & Van Leer, 1983;
Einfeldt, 1988). Die Zusténde in einem Volumen ergeben sich jeweils als arithmetisches Mittel
iiber die entsprechende Zelle. Fiir die Berechnung der Strome iiber die Grenzen der einzelnen
Volumina hinweg ist die Losung eines sogenannten Riemann-Problems an jedem Ubergang
notwendig. In der verwendeten Simulation werden die einzelnen Riemann-Probleme nicht
exakt gelost, da der Rechenaufwand dafiir zu grofl ist. Stattdessen wird eine approximier-
te Losung mit Hilfe einer Modifikation des Harten-Lax-Leer-Einfeldt-Losers (Balsara, 2010)
bestimmt, welche die entsprechenden Anforderungen an Robustheit und Schwingungsver-
meidung aufweist. Die Berechnung der Stromung und der chemischen Kinetik erfolgt ge-
trennt voneinander. Die Zeitschrittweite wird in jedem Schritt variabel so gewéhlt, dass die
Courant—Friedrichs—Lewy-Bedingung, welche die numerische Stabilitdt garantiert (Giuliani
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& Krivodonova, 2019), eingehalten wird. In jedem Zeitschritt wird zunéchst ein halber Zeit-
schritt der chemischen Kinetik mit dem Loser RADAU15 (Hairer & Wanner, 1999) gerechnet,
bevor der eigentliche stromungsmechanische Zeitschritt ausgewertet wird. Erst danach wird
der fehlende halbe Zeitschritt der Kinetik ausgefiihrt. Fiir weitere Details zur verwendeten
numerischen Simulation sei an dieser Stelle auf die ausfiihrlichen Beschreibungen in Berndt,
2016 verwiesen.

Modellreduktion

Der Rechenaufwand der numerischen Losung der Navier-Stokes- bzw. Euler-Gleichungen
kann, je nach Wahl der rdumlichen und zeitlichen Diskretisierung, stark variieren. Oftmals ist
jedoch fiir eine zufriedenstellend genaue Abbildung von komplexen Stromungsphdnomenen
mit groflen Gradienten in den Zustandsgréfien eine sehr feine rdumliche und zeitliche Auflo-
sung erforderlich, die folglich zu einem hohen Rechenaufwand fithrt. Mitunter wird fiir die
Losung selbst bei der Verwendung von Rechenclustern ein Vielfaches der simulierten Zeitspan-
ne benétigt. Damit sind numerische Losungen in ausreichender Qualitét fiir Anwendungen, in
denen die Rechenkapazitét stark begrenzt ist, oft unbrauchbar. Dies gilt insbesondere, wenn
die Auswertung des Modells in Echtzeit, z.B. fiir die Verwendung in einer Regelung, erfolgen
soll.

Eine Moglichkeit, um den Rechenaufwand zu reduzieren, bieten Verfahren der Modellreduk-
tion. Zwar geht eine Reduktion des Modells zumeist mit einem Verlust der Modellgenauigkeit
einher, jedoch kann der mitunter gréflere Modellfehler in Anwendungen wie der Zustands-
schitzung oder der Regelung kompensiert werden. Ein Beispiel fiir die Verwendung eines
reduzierten Modells der Euler-Gleichungen im Kontext einer Zustandsschitzung ist in Sché-
pel etal., 2017 beschrieben. Allerdings ist auch in diesem Beispiel der Rechenaufwand nach
wie vor deutlich zu hoch, um das reduzierte Modell in Echtzeit auszuwerten.

Da der nachfolgend beschriebene Ansatz der Approximation der Differentialgleichungslosung
auf Basis von neuronalen Netzen eine Alternative zu den Moglichkeiten der Modellreduktion
darstellen soll, werden hier stellvertretend drei verschiedene Verfahren der Modellreduktion
kurz vorgestellt. Zudem wird eine mogliche Verwendung der reduzierten Modelle in einer
Regelung oder Zustandsschiatzung diskutiert. Dies soll die spétere Einordnung des neuen
Ansatzes erleichtern. Ein ausfithrlicher Uberblick iiber die verschiedenen, géingigen Methoden
der Modellreduktion im Bereich der Fluiddynamik ist in Rowley und Dawson, 2017 zu finden.

e Die sogenannte POD ist die in der Stromungsmechanik am weitesten verbreitete Metho-
de der Modellreduktion. Der Ansatz beruht auf der in der Statistik hidufig verwendeten
Hauptkomponentenanalyse. Ein Uberblick iiber die Methode der POD ist in Berkooz,
Holmes und Lumley, 1993 und Liang etal., 2002 gegeben. Die grundlegende Idee ist
eine Darstellung des Modells in einem reduzierten Unterraum. Dafiir wird zunéchst
eine Menge an rdumlich und zeitlich aufgelésten Daten bendtigt, welche als Schnapp-
schiisse bezeichnet werden. Diese Daten werden iiblicherweise aus einer Simulation mit
dem vollen Modell erzeugt. Im Anschluss wird die Kovarianzmatrix der Schnappschiisse
berechnet und deren Eigenwerte und Eigenvektoren bestimmt. Mit den Hauptkompo-
nenten, die auch als Moden bezeichnet werden, kann ein Galerkin-Ansatz formuliert
und auf das vollstédndige Modell projiziert werden. Es entsteht ein System aus gew6hn-
lichen, nichtlinearen Differentialgleichungen fiir die Amplituden der Moden. Abhéingig
von der Anzahl der beriicksichtigten Hauptkomponenten ergibt sich ein mehr oder we-
niger stark reduziertes Modell. Dieses Verfahren stellt sicher, dass das reduzierte Modell
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optimal beziiglich der totalen kinetischen Energie des Systems ist.

Da die POD in der Stromungsmechanik ein sehr populédres Verfahren zur Datenanalyse
und Modellreduktion ist, existieren diverse Erweiterungen wie z.B. die shifted-POD-
Methode (Reiss et al., 2018), die besonders fiir komplexe Transportphédnome geeignet
ist. Das Vorgehen bei der Erstellung von Schnappschiissen und die Bestimmung der
Hauptkomponenten bleibt allerdings in allen Féllen gleich. Die Erstellung der Schnapp-
schiisse ist der entscheidende Faktor fiir die zu erwartende Qualitdt des reduzierten
Modells. Nur mit einer ausreichend groflen Datenmenge, in der alle wichtigen System-
eigenschaften repréisentiert sind, kann ein reduziertes Modell gewonnen werden, das die
relevanten Systemeigenschaften abbilden kann. Folglich bedeutet eine gute Approxima-
tion eines vorliegenden Datensatzes mit dem reduzierten Modell nicht zwangslaufig eine
gute Abbildung der realen Systemdynamik. Zudem bildet das reduzierte Modell nur das
Systemverhalten innerhalb eines fixen Zeithorizonts ab, in dem die Schnappschiisse er-
stellt wurden. Diese beiden Eigenschaften machen eine Verwendung in einer Regelungs-
oder Zustandsschitzung problematisch. Vor allem die unbekannten Approximationsge-
nauigkeit bei Eingangsdaten, die in der Anpassung des Modells nicht verwendet wurden,
kann in der Anwendung zu unvorhersehbarem Verhalten des Modells fithren.

Balanced Truncation ist wie die beschriebene POD eine Moglichkeit der Transformati-
on des vollen Modells in einen passend gewihlten Unterraum. Ein Uberblick iiber die
Methode ist in Gugercin und Antoulas, 2004 zu finden. Ausgangspunkt ist in diesem
Fall eine Systemdarstellung mit einem Zustandsraummodell. Ziel ist es, ein reduzier-
tes Modell zu finden, dass besonders gut steuer- und beobachtbar ist. In einem ersten
Schritt werden die gramsche Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsmatrix fiir das volle
Modell aufgestellt. Danach kann iiber eine Eigenwertzerlegung des Produktes der beiden
Matrizen eine Transformation bestimmt werden, welche sicherstellt, dass das Produkt
der transformierten gramschen Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsmatrix eine Dia-
gonalmatrix ergibt. Da die Losung des letzten Schrittes nicht eindeutig ist, werden die
transformierte Steuerbarkeits- und Beobachtbarkeitsmatrix anschlieSend noch balan-
ciert. Das bedeutet, dass die Transformation so skaliert wird, dass die beiden Matrizen
genau gleich sind. Aus der Transformation kénnen dann geméf} der Eigenwerte die Rich-
tungen ausgewahlt werden, die in gleichem Mafle am besten steuer- und beobachtbar
sind, um ein reduziertes Modell aufzubauen.

Mit dem Fokus auf eine besonders gut steuer- und beobachtbare Transformation ist die
Balanced Truncation explizit auf die Verwendung in einem Regelungs- bzw. Zustands-
schatzverfahren ausgelegt. Das Verfahren stellt sicher, dass das dominierende Verhalten
zwischen Ein- und Ausgéngen des Systems erhalten bleibt. Trotzdem ergeben sich in
der Anwendung mitunter einige Probleme. Falls das volle Modell aus einer physikali-
schen Beschreibung abgeleitet wird, sind die Zustdnde nach der Transformation nicht
mehr physikalisch interpretierbar. Zudem kann nicht garantiert werden, dass durch die
Transformation alle Systemeigenschaften, wie beispielsweise Stabilitét, erhalten bleiben.
Abschlielend muss noch auf die Beschrankung der Methode auf lineare Zustandsraum-
modelle verwiesen werden. Damit ist eine Anwendung fiir viele reale Systeme vor allem
im Bereich der Stréomungsmechanik erst nach einer Linearisierung mdoglich, was mit
einem beschrankten Anwendungsbereich des Modells einhergeht.

Die Port-Hamiltonische-Modellierung ist ein relativ neuer Ansatz im Bereich der Mo-
dellreduktion. Ein Uberblick iiber das Verfahren kann z.B. in van der Schaft, 2006 oder
van der Schaft und Jeltsema, 2014 gefunden werden. Das Konzept sieht eine Untertei-
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lung komplexer, multiphysikalischer Systeme in ein Netz aus einfachen hamiltonischen
Blocken vor, welche iiber sogenannte Ports verbunden sind. Uber diese Ports kénnen die
Teilkomponenten Energie und Leistungsstrome austauschen. Ein einzelnes Teilsystem
besteht aus einem Speicherterm, einem Dissipationsterm sowie Pfaden fiir die Ener-
gieumformung und Verbindungs- bzw. Beschréankungsgleichungen. Mit diesem Aufbau
kann sichergestellt werden, dass jedes Teilsystem bestimmte Eigenschaften hat, wie
z.B. Passivitat, Stabilitdt oder Energieerhaltung. Aus den Teilsystemen kann dann eine
Beschreibung fiir das gesamte System aufgebaut werden.

Insgesamt sind viele Eigenschaften der Port-Hamiltonischen-Modellierung vielverspre-
chend im Hinblick auf die Verwendung in einer Regelung oder Zustandsschétzung. Die
Moglichkeit, das System beliebig zu erweitern, ohne die Eigenschaften der Teilsysteme
zu beeinflussen, macht den Ansatz sehr gut skalierbar. Zudem verspricht die einfache
Struktur eine recheneffiziente Auswertung ohne komplizierte, numerische Methoden.
Allerdings ist die Umformung aus bekannten, mathematischen Beschreibungen in eine
Port-Hamiltonische-Darstellung nicht trivial. Daher ist dieser Ansatz in vielen Berei-
chen bisher noch nicht so stark verbreitet. Erste Ansétze fiir den Bereich der Fluiddy-
namik sind in Rashad, Califano, Schuller und Stramigioli, 2021 und Bansal et al., 2021
zu finden.

3.2 Neuronale Netze

Wie bereits in Abschnitt 2.1 zum Stand der Technik kurz erwédhnt, haben in den letzten
Jahren vermehrt datengetriebene Ansédtze aus dem Bereich des maschinellen Lernens den
Weg in die Modellierung bzw. Regelung von Stromungssystemen gefunden. In dieser Arbeit
werden ausschliefilich die Moglichkeiten der Systemmodellierung bzw. der Approximation
eines vorhandenen Modells mittels neuronaler Netze betrachtet.

Im Folgenden werden zunachst kurz die Grundlagen neuronaler Netze erlautert, um die No-
tation fiir die nachsten Abschnitte einzufithren. Da wie eingangs beschrieben, das Ziel ist, ein
physikalisch motiviertes Zustandsraummodell fiir die Zeitreihenpradiktion zu erhalten, wird
zudem kurz auf den géngigen Ansatz zur Zeitreihenpradiktion mithilfe neuronaler Netze ein-
gegangen.

3.2.1 Netzarchitektur

Das grundlegende Element eines kiinstlichen neuronalen Netzes ist das einzelne Neuron. Der
schematische Aufbau eines Neurons ist in Abb. 3.1 dargestellt. Das Neuron ist definiert iiber
eine Eingangsfunktion a und eine Aktivierungsfunktion 8. Die Eingangsfunktion « bildet
dabei die durch den Vektor x beschriebenen Eingangswerte zusammen mit einem Parame-
tervektor w und dem Bias b auf einen skalaren Wert v ab:

v=a(x,w,Db) (3.16)
Nachgeschaltet wird der Ausgang des Neurons y iiber die Aktivierungsfunktion S berechnet:
y=p() (3.17)

Fiir die Wahl der Eingangsfunktion o und der Aktivierungsfunktion g haben sich in der An-
wendung bestimmte Konfigurationen als besonders praktikabel herausgestellt. In anndhernd
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Abbildung 3.1: Schematische Darstellung eines allgemeinen Neurons N

allen Anwendungen wird fiir die Eingangsfunktion eine durch die Parameter w gewichtete
Summe der Eingangssignale gewéhlt:

ny

v:a(x,w,b) = lZszz

i=1

+b=x"w+b (3.18)

Fiir die Aktivierungsfunktionen haben sich verschiedene Ansdtze etabliert. Dabei spielt vor
allem der erwartete Wertebereich der Eingénge eine Rolle. Auf den Wertebereich kann durch
die Normierung der Trainingsdaten Einfluss genommen werden. Ein Uberblick iiber die gin-
gigsten Ansétze ist z.B. in Apicella, Donnarumma, Isgro und Prevete, 2021 zu finden. Im
Rahmen dieser Arbeit wurden zwei verschiedene Ansétze fiir die Aktivierungsfunktion ver-
wendet. Fiir einfache Netzstrukturen kann eine hyperbolische Funktion

y = [ (v) = tanh (v) (3.19)

gewahlt werden. Eine Aktivierungsfunktion dieser Form hat den Vorteil, dass sich glatte
Verldufe in den Ableitungen der Netzausginge nach den jeweiligen Parametern bzw. Netzein-
gangen ergeben. Der Nachteil einer hyperbolischen Funktion ist, dass unstetiges Verhalten in
den Trainingsdaten mitunter nur schlecht erlernt werden kann. Hinzu kommt, dass bei tiefen
Netzstrukturen die Trainingssensitivitédt fiir die Parameter auf tiefen Schichten des Netzes
stark abnimmt (Glorot & Bengio, 2010). Um diese Probleme zu umgehen, wird alternativ oft
die sogenannte ReLu-Funktion

v fir v>0

y=p()= { (3.20)

0 sonst

verwendet. Je nach Wahl der Aktivierungsfunktion ist es notwendig, die Netzeingdnge unter-
schiedlich zu normieren, um eine moglichst hohe Sensitividt im Trainingsprozess sicherzustel-
len. Fiir weitere Informationen zur Wahl der Aktivierungsfunktion sei auf die zuvor genannte
Literatur verwiesen.

Einzelne Neuronen kénnen beliebig verschaltet werden, um ein neuronales Netz aufzubauen.
Dadurch ist es prinzipiell moéglich, beliebig komplexe Netze aus Neuronen zusammenzustellen.
In der Praxis haben sich allerdings bestimmte Strukturen etabliert. Da in dieser Arbeit vor
allem die grundlegende Struktur der sogenannten ,, Feed Forward“-Netze verwendet wird, wird
im Folgenden genauer auf diese Struktur eingegangen. Fiir weiterfithrende Informationen sei
auf die bereits genannte Literatur verwiesen.

Werden die Neuronen in einzelnen Schichten gruppiert und Verbindungen innerhalb der
Schicht ausgeschlossen, kénnen die Eingéinge, die Gewichte und die Biaswerte der j-ten
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Schicht in den Tensoren x;, W; und b; zusammengefasst werden.! Sind die Eingénge der
Neuronen in einer Schicht ausschliellich mit den Ausgéngen der vorgeschalteten Schicht ver-
bunden, wird dies als ,, Feed Forward“-Netz bezeichnet. Die schematische Netztopologie ist in
Abb. 3.2 dargestellt. Mit der vektoriellen Aktivierungsfunktion B gilt dann fiir die Eingénge
b
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Abbildung 3.2: Topologie eines ,, Feed Forward“-Netzes

zweier hintereinander geschalteter Schichten

Ein ,, Feed Forward“-Netz U8 besteht aus my Schichten und ist damit eindeutig durch die
Menge aller Gewichte

W={Wi,...,W;, ..., W, } (3.22)
und aller Biaswerte
B={bi,....,bj,...,bn,} (3.23)

definiert. Ein so definiertes ,, Feed Forward“-Netz U"V:B bildet folglich die Eingéinge der ersten
Schicht x; = X auf die Ausgéinge Y der letzten Schicht ab:

Y = 0B (X) (3.24)

3.2.2 Training

Um die gewiinschte Abbildung von X auf Y zu erhalten, ist eine Anpassung der Gewichte
W und Biaswerte B notwendig. Der Vorgang der Anpassung der Parameter wird im Allge-
meinen als Training bezeichnet. Durch die weite Verbreitung von Methoden des maschinellen
Lernens haben sich in den letzten Jahren viele verschiedene, spezialisierte Trainingsstrategien

'Formal handelt es sich bei X;» W; und b; um Vektoren bzw. eine Matrix. Da fiir allgemeine Netzstruk-
turen in der Literatur allerdings hiufig die Bezeichnung Tensor verwendet wird, wird sich hier an dieser
Bezeichnung orientiert.

25



3 Modellierung

entwickelt. Da sich diese Arbeit nicht explizit mit den Trainingsmethoden neuronaler Netze
beschéftigt, wird hier nur kurz auf das grundlegende Konzept des sogenannten iiberwachten
Lernens neuronaler Netze eingegangen. Fiir detaillierte Informationen sei auf die Literatur
(Larochelle, Bengio, Louradour & Lamblin, 2009; Zhang & Suganthan, 2016) verwiesen.

Fiir das iiberwachte Lernen werden Trainingsdaten benotigt, die Beispiele fir die gewiinschte
Eingangs-/Ausgangsabbildung des Netzes darstellen. In der Literatur wird hier von gelabel-
ten Daten gesprochen. Ein Trainingspaar, hdufig auch als Sample bezeichnet, besteht aus
einem Eingangstensor Xr; und dem gewiinschten Ausgangtensor Y, der als Label bezeich-
net wird. Die Menge aller ny Ein- und Ausgangsdatenpaare, die im Training berticksichtigt
werden sollen, kann zusammengefasst werden in

Xr ={Xr1,.... X7, ..., X7np } (3.25)
und

Yr={Yr1,....Y74,.... Y70} . (3.26)

\IJW,B

Fiir die Eingangsdaten X7 kann mit dem Netz eine Menge an Ausgangsdaten

Yp={Yp1,...,Ypi,....¥pp} mit Yp; =9"V5Xp,) Xp;e€Xr (3.27)

pradiziert werden. Die pradizierten Ausgénge )Vp koénnen dann mit den gewiinschten Trai-
ningsausgingen Yr verglichen werden, um mithilfe einer Trainingsfunktion L einen skalaren
Fehler

er = L(Yp, V1) (3.28)

zu bestimmen. Der Fehler e, ist das Maf} fiir die Anpassung an die Trainingsdaten in Ab-
héngigkeit der Parameter des Netzes, das heifit der Gewichte W und Biaswerte B:

L(YpW,B,Xr),Yr)=L(W,B, Xr,Yr) . (3:29)
Folglich kénnen die optimalen Parameter aus einer Optimierung

W, B = argmin L (W, B, Xp, Vr) (3.30)
W,B

ermittelt werden. Fiir die Losung des Optimierungsproblems in Gl. (3.30) werden vor allem
Verfahren verwendet, die das Minimum {iber einen Gradientenabstieg bestimmen. Dafiir wird
der Gradient der Trainingsfunktion VL in Abhéngigkeit der Parameter W, B bestimmt und
die Parameter entsprechend angepasst. Ein einzelner Schritt der Optimierung wird als Epo-
che bezeichnet. Da sich damit fiir diese Arbeit besonders zuverlassige Trainingsergebnisse
gezeigt haben, wird in dieser Arbeit abweichend zur géngigen Praxis fiir das Training der
neuronalen Netze der Broyden—Fletcher-Goldfarb—Shanno (BFGS)-Algorithmus (Fei, Rong,
Wang & Wang, 2014) benutzt. Dieses Quasi-Newton-Verfahren mit einer iterativen Schiatzung
der Hesse-Matrix beschleunigt das Lernverhalten fiir die speziellen Probleme dieser Arbeit
erheblich. Der grundlegende BFGS-Algorithmus ist in Anhang B erklért. In den meisten Fal-
len auflerhalb dieser Arbeit gleicht allerdings der Aufwand zur Schéitzung der Hesse-Matrix
den Trainingsvorteil nicht aus, weshalb dort auf die Beriicksichtigung der Hesse-Matrix im
Optimierungsverfahren verzichtet wird.
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3.2.3 Zeitreihenpradiktion

Da der unten beschriebene Modellierungsansatz auf Basis von PINNs zur Zeitreihenpradiktion
verwendet wird, soll an dieser Stelle kurz auf das verbreitetste Verfahren zur Zeitreihenpréa-
diktion auf Basis neuronaler Netze eingegangen werden. Damit soll die spétere Einordnung
des PINN-Ansatzes erleichtert werden.

In den letzten Jahren haben sich aufgrund vieler erfolgreicher Anwendungen sogenannte Long
Short-Term Memory (LSTM)-Netze fiir die Zeitreihenpridiktion etabliert. Ein Uberblick iiber
die Theorie von LSTM-Netzen ist z.B. in Sherstinsky, 2020 oder Lindemann et al., 2021 zu
finden. Ziel der Verwendung von LSTM-Netzen ist das Erlernen eines zeitlichen Zusammen-
hangs in den Eingangsdaten. Folglich spielt es im Gegensatz zum Trainingsvorgang in einem
konventionellen neuronalen Netz eine Rolle, in welcher Reihenfolge die Eingangsdaten in das
Netz gegeben werden. Der strukturelle Unterschied sind die Riickfithrung vergangener Aus-
giange eines Neurons sowie die Beriicksichtigung eines inneren Zellzustandes c;, der iiber die
Zeitschritte gespeichert wird.

Der Aufbau einer LSTM-Schicht ist in Abb. 3.3 dargestellt. Am blau eingefédrbten Multiplexer
wird der Netzeingang X ;; mit dem Netzausgang y;;—1 aus dem vorangegangenen Zeitschritt
zusammengefiithrt zu

X1
Yii—-1

U= (3.31)

Die gelb gekennzeichneten Blécke entsprechen den grundlegenden Schichten eines neuronalen
Netzes, wie es in Abb. 3.2 dargestellt ist. Zu jedem dieser Blocke gehoren separat trainierbare
Gewichtsmatrizen und Biaswerte, so dass gilt

o, (U)=0(W,U+b,) (3.32)
tanh;; (U) = tanh (W;; U + by) (3.33)
0, (U)=0(W,;U+b;) (3.34)
0,(U)=0(W,U+b,) (3.35)

Hier beschreiben o (-) und tanh(-) die sigmoide bzw. tangens-hyperbolische, elementweise Ak-
tivierungsfunktion. Die Ausgéinge der einzelnen Funktionen werden iiber elementweise Opera-
tionen (in Abb. 3.3 orange, rot und griin gekennzeichnet) zusammengefiihrt, um die Ausgénge
y und ¢ zu bestimmen. Wie durch die gestrichelte Linie in Abb. 3.3 gekennzeichnet, werden
die beiden Werte iiber die Zeitschritte hinweg gespeichert. Der Ausgang der LSTM-Schicht
kann dann entsprechend auf eine weitere LSTM-Schicht oder eine beliebige andere Schicht
weitergeleitet werden. In den meisten Anwendungen wird mindestens auf der letzten Schicht
des Netzes eine konventionelle ,, Feed Forward*“-Schicht verwendet, um die Daten entsprechend
dem gewtunschten Ausgangsformat zu biindeln.

Die beschriebene Struktur einer LSTM-Einheit ermoglicht es, im Training die Parameter des
Netzes so anzupassen, dass die fiir eine gute Pradiktion relevanten Daten aus vergangenen
Eingdngen herausgefiltert werden. Trotz dieser Fahigkeit hat die Wahl der Eingangsdaten
einen gravierenden Einfluss auf die Qualitit der mit einem LSTM-Netz erzielten Pradiktion.
Wie bei klassischen Verfahren der Zeitreihenidentifikation (siehe Abschnitt 2.1) ist auch hier
zu entscheiden, wie das Zeitfenster der Eingangsdaten zu wahlen ist und ob sowohl vergangene
Eingénge als auch Ausgénge verwendet werden sollen.

Wie bei allen datengetriebenen Modellen ist auch die Qualitédt einer Pradiktion mit einem
LSTM-Netz stark abhéngig von den zur Verfiigung stehenden Daten. Gleiches gilt fiir die
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Abbildung 3.3: Eine Schicht/Einheit eines LSTM-Netzes

Robustheit und Generalisierbarkeit. Das physikalische Verhalten des Systems wird hier nicht
beriicksichtigt. Damit ist die Verwendung von LSTM-Netzen insbesondere schwierig, wenn
die Datenmenge im Training stark begrenzt ist. Dies limitiert die Anwendung vor allem in
Féllen, in denen Ein- und Ausgangsdaten tiber aufwendige Versuche erzeugt werden miissen.
Desweiteren sollte angemerkt werden, dass der Rechenaufwand fiir LSTM-Netze durch die
kompliziertere Struktur sowohl im Trainingsprozess als auch in der Interferenz gegeniiber
einfachen ,, Feed Forward“-Netzen deutlich ansteigt.

3.3 Physics-Informed Neural Networks

Wie die Diskussion im vorangegangenen Abschnitt zeigt, ist die Qualitdt der Zeitreihen-
pradiktion mit neuronalen Netzen immer direkt abhéngig von Wahl und Umfang der Trai-
ningsdaten. Systemdynamische Informationen, die nicht in den Trainingsdaten représentiert
sind, werden nicht in der Systembeschreibung mit dem trainierten neuronalen Netz enthal-
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3.3 Physics-Informed Neural Networks

ten sein. Dadurch fithren Approximationen dieser Art fiir Eingangsdaten, die nicht in der
Anpassung des Modells verwendet wurden, hdufig zu ungenaueren Ergebnissen als physika-
lische Beschreibungen mit partiellen Differentialgleichungen. Eine Moglichkeit, physikalische
Information {iber das System in die Beschreibung mit einem neuronalen Netz einzubeziehen,
ist die Verwendung von PINNs, dessen Konzept in Raissi, 2018 vorgestellt wurde. Im Unter-
schied zu den konventionellen Ansétzen zur Zeitreihenapproximation wird in diesem Ansatz
nicht mithilfe eines neuronalen Netzes nur das Eingangs-/Ausgangsverhalten einer Zeitreihe
pradiziert, stattdessen wird das neuronale Netz trainiert, die Losung einer partiellen Differen-
tialgleichung zu approximieren. Teile der folgenden Ausfiilhrungen wurden bereits in Arnold
und King, 2021b verdtffentlicht.

Ausgangspunkt ist eine allgemeine partielle Differentialgleichung in der Form

on +N(h)=0 (3.36)

ot
mit der Losung h (x,t). Fiir die hier verwendete Notation wird sich an den Ausfiihrungen in
Raissi, 2018 orientiert. Im Folgenden bezeichnet N einen beliebigen Differentialoperator. Da
in dieser Arbeit nur rdumlich eindimensionale Probleme betrachtet werden, ist die Losung
der partiellen Differentialgleichung am Punkt (x,t) in der Raum-Zeit-Ebene durch h (x,t)
gegeben. Die Losung der partiellen Differentialgleichung soll nun mit einem einfachen ,, Feed
Forward“-Netz UW-B, wie es in Abschnitt 3.2 beschrieben wurde, angenihert werden:

hx,t) ~ WWEB(X) mit X=[x1" . (3.37)

Entsprechend sollten die partiellen Ableitungen des neuronalen Netzes ebenfalls die Differen-
tialgleichung iiber die Funktion

owW:B
ot

moglichst gut erfiillen. Die Ableitungen kénnen an dieser Stelle iiber das Verfahren des auto-
matischen Differenzierens bestimmt werden. Ein Uberblick iiber die Methodik ist in Baydin,
Pearlmutter, Radul und Siskind, 2018 gegeben. Die linke Seite von Gl. (3.38) sowie die Ap-
proximation der Losung der partiellen Differentialgleichung in Gl. (3.37) teilen die Parameter
W, B und kénnen daher beide fiir ein Training beriicksichtigt werden.

0= + N (¥E) =0 (3.38)

Die Trainingsfunktion fiir die Anpassung der Parameter W, B setzt sich folglich aus zwei
Teilfunktionen zusammen. Dafiir wird angenommen, dass die Losung der Differentialgleichung

h (x;,,ti,) an den Stellen (x;,,t;,) mit iy, € {1,...,ny,} bekannt ist. Diese Punkte werden
in der Trainingsmenge
Xrp={Xpp ., X, X0 mit X =[x, i, (3.39)
Yo =AY Y, YRRy mit Yo, = h(xi,, t,) (3.40)

zusammengefasst. Ublicherweise ist die Losung der Differentialgleichung mindestens an den
Réndern der Raum-Zeit-Ebene iiber gegebene Anfangs- und Randbedingungen bekannt. Al-
lerdings kénnen in den Trainingsdaten auch zusétzliche Informationen z.B. aus Messungen
oder numerischen Simulationen beriicksichtigt werden. Letzteres wird weiter unten fiir die
Anndherung der Euler-Gleichungen Verwendung finden. Fiir diese Trainingsdaten kann mit
dem mittleren quadratischen Fehler eine Trainingsfunktion

n
ZT‘:L (Yi, - Yﬁ.ﬁh)Q mit Y, = 0VE (X)) (341)

ip=1

1
Ly W, B, Xrn, Yrn) = P
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3 Modellierung

definiert werden.

In der zweiten Teilfunktion des Trainings wird das PINN aus Gl. (3.38) beriicksichtigt. Dafiir
wird eine separate Menge an Trainingsdaten

Xpg={Xrg, ... X, XpH} mit X, =[x, t5,] (3.42)

aus npy Kollokationspunkten (x;,,t;,) definiert, an denen die durch 6 festgelegte partielle
Differentialgleichung erfiillt sein soll. Damit l&sst sich die zweite Trainingsfunktion

Lo W, B, Xrg) = — Tg 0;, mit 0;, = Mg:’B (Xit,) + A (995 (X2,)) (349

191

aufstellen. Durch die Forderung fiir die Ableitungen in Gl. (3.38), die sich aus der partiellen
Differentialgleichung ergibt, ist eine Festlegung von gewtinschten Netzausgangen YVr g weder
notwendig noch méglich. Die gewiinschten Ausgénge ergeben sich lediglich aus dem durch die
partielle Differentialgleichung definierten Zusammenhang.

Die beiden Trainingsfunktionen Lj und Lg konnen fiir das Training nun zusammengefasst
werden:

LW,B, Xrn, Yrh, X10,) = Lt OV, B, X1 4, Y1 1) + Lo OV, B, Xrp) . (3.44)

Durch Verwendung der kombinierten Trainingsfunktion L mit den entsprechenden Trainings-
daten, kann fiir die Punkte, an denen die Losung bekannt ist, eine gute Anpassung erzielt
werden und zusétzlich an beliebig vielen Kollokationspunkten eine Erfiillung der partiellen
Differentialgleichung gefordert werden.

Beispiel Burgers-Gleichung

Das Vorgehen fiir die Anpassung eines PINNs soll im Folgenden anhand der viskosen Burgers-
Gleichung gemés Gl. (3.14) verdeutlicht werden. Es wird sich ebenfalls an den Ausfithrungen
in Raissi, 2018 orientiert. Gesucht wird ein PINN, das die Losung der viskosen Burgers-
Gleichung fiir bekannte Anfangs- und Randbedingungen

vx (x,0) = —sin (7x) (3.45)
vx (—1,t) = v (1,) =0 (3.46)

im Bereich x € [—1, 1] und fiir die Zeit ¢ € [0, 1] s moglichst gut annédhert. Die Viskositat wird
hier mit einem Wert von v = 0.2 angenommen.

Fiir den ersten Teil der Trainingsfunktion werden zunachst nr, Punkte (x;,,t;,) festgelegt,
an denen die Lésung der Differentialgleichung bekannt ist. In diesem Fall wird angenommen,
dass nur Anfangs- und Randbedingungen geméf Gl. (3.45) bzw. Gl. (3.46) bekannt sind.

Sie werden mit insgesamt nr;, = 1203 Punkten in den Eingangstrainingsdaten AX7; und
entsprechenden Labels V7 ), beriicksichtigt. Die Daten bestehen dabei aus 201 dquidistanten
Punkten zwischen x = —1 und x = 1 fiir die Anfangsbedingung und jeweils 501 dquidistanten

Punkten zwischen ¢ = 0s und ¢ = 1s fiir die Randbedingungen. Um die Differentialgleichung
durch das Netz anzunahern, muss zuséitzlich

W,B W.B 2yW,B
W7 w7 VT L (3.47)

0:= Ot Ox 0%x
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3.3 Physics-Informed Neural Networks

gelten. Diese Anforderung wird durch insgesamt ngpy = 6203 Punkte (x;,,%;,) in der Raum-
Zeit-Ebene im Training beriicksichtigt. Dabei werden 5000 zuféllig gleichverteilte Kollokati-
onspunkte im Inneren der Raum-Zeit Ebene ausgewahlt und durch die 1203 Randpunkte aus
der ersten Trainingsmenge ergénzt.

Fiir die Netzarchitektur wurde ein ,, Feed Forward“-Netz mit acht verborgenen Schichten aus
jeweils 20 Neuronen gewéhlt. Dies entspricht der Struktur, die in Raissi, 2018 als bester Kom-
promiss zwischen Trainingsaufwand und Genauigkeit gewéhlt wurde. Die Eingangsschicht
besteht aus zwei Neuronen entsprechend den Parametern der partiellen Differentialgleichung
x und t. Die Ausgangsschicht gibt mit einem Neuron den skalaren Ausgang aus, der im
Fall der Burgers-Gleichung der Geschwindigkeit vy entspricht. Das Training wird mit dem
BFGS-Algorithmus durchgefiihrt. Die Anzahl der Trainingsepochen wird nicht fest gewéhlt.
Stattdessen wird eine minimale Anderung der Trainingsfunktion von 1076 zwischen zwei
Epochen festgelegt.

In Abb. 3.4 oben ist ein Intensitéitsplot der Netzauswertung auf einem Raum-Zeit-Gitter mit
500 dquidistanten Punkten in der Zeitdimension und 200 &quidistanten Punkten in der raum-
lichen Dimension dargestellt. Zusétzlich ist der Fehler gegeniiber einer numerischen Losung

PINN-Lésung
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Abbildung 3.4: PINN-Losung der Burgers-Gleichung aus Training mit bekannter Anfangsbedingung.
Oben: Intensitdtsplot in der Raum-Zeit-Ebene
Unten: Fehler gegeniiber einer numerischen Lésung mit einer FVM

auf dem gleichen Raum-Zeit-Gitter mit einer FVM abgebildet.? Die geringe Abweichung

2Wie beschrieben wére an dieser Stelle auch ein Vergleich mit einer analytischen Lésung méglich gewesen.
Die numerische Loésung wurde gewéhlt, da im weiteren Verlauf dieses Kapitels eine Interpolation aus
teilweise zufilligen Werten zur Beschreibung der Anfangsbedingung verwendet wird und eine Berechnung
der analytischen Losung damit sehr aufwendig ist.
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3 Modellierung

in der Grofenordnung von 1072 zeigt, dass die Losung der partiellen Differentialgleichung
durch das trainierte Netz ausgesprochen gut approximiert werden kann. Dies zeigt sich auch
in Abb. 3.5, in der die Losung zu einzelnen Zeitpunkten iiber der rdumlichen Koordinate x
dargestellt ist. Die PINN-L6sung und die numerische Losung sind hier kaum voneinander zu

— Numerische Losung h(x, 1) - - - PINN (x,1) |

t=0s t=20.5s t=1s

h(Xa t) [_]

[ [ [ [
-1 -05 0 05 1 05 0 05 1
-] -]

Abbildung 3.5: Vergleich zwischen PINN-Lo6sung aus einem Training mit bekannter Anfangsbedingung und
einer numerischen Loésung mit einer FVM zu den Zeitpunkten ¢t = 0s, t = 0.5s und ¢t = 1.0s.

X X

unterscheiden.

3.4 Zustandsraummodellierung auf Basis von
Physics-Informed-Neural-Networks

Die bisherigen Ausfithrungen, welche grundséatzlich die Arbeiten in Raissi, 2018 und Raissi,
Perdikaris und Karniadakis, 2019 widerspiegeln, beziehen sich ausschliefllich auf autonome
partielle Differentialgleichungen und sind damit nicht direkt in den géingigen Ansétzen der
modellgestiitzen Regelung oder Zustandsschéitzung verwendbar. Wiinschenswert fiir die ge-
nannten Anwendungen ist die Beschreibung der Systemdynamik zwischen der Aktuation®
und der Messgrofle -y beispielsweise in einer diskreten Zustandsraumdarstellung

xip1 = f (@, ) (3.48)
Y=z (@, ) (3.49)

Hier beschreiben f bzw. z die Zustands- bzw. Messfunktion fiir den Zeitschritt [. Der im
vorangegangenen Abschnitt gezeigte Ansatz gibt eine Losung in einem festen Zeitintervall
t € [0,7] mit bekannten Anfangs- und Randbedingungen fiir ein autonomes System p = 0.
Im Gegensatz dazu beschreiben Gl. (3.48) und Gl. (3.49) die Systemdynamik eines aktuierten
Systems fiir einen beliebigen Zeitschritt [ und damit auch auf einem beliebigen Zeithorizont.
Der Systemzustand kann zum Zeitpunkt ¢ = 0 mit einer bekannten Funktion

h(x,0) (3.50)

beschrieben werden. Fiir die Darstellung in einem Zustandsraum wie in Gl. (3.48) und
Gl. (3.49) wird allerdings eine Zustandsbeschreibung mit einer endlichen Anzahl an Zustan-
den im Zustandsvektor & vorausgesetzt. Um einen Zustand mit einer endlichen Anzahl an

3Die sonst iibliche Bezeichnung mit « wird unten fiir eine ganzzahlige Stellgréfie verwendet
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3.4 Zustandsraummodellierung auf Basis von Physics-Informed-Neural-Networks

Komponenten zu erhalten, kann die rdumliche Verteilung von h zum Zeitpunkt ¢ = 0, sprich
die Anfangsbedingung, an n,, Stitzpunkten w = [x1,...,X;,... ,an]T verwendet werden. Der
diskrete Zustand zum Zeitpunkt ¢ = 0 ist dann iiber

xo = [h(x1,0),...,h(x:,0),...,h(x,,,0)]" (3.51)

definiert. Aus den Stiitzstellen w und dem dariiber definierten Zustand g, kann iiber eine
Interpolation ¢ wiederum die urspriingliche Anfangsbedingung approximiert werden:

h(x,0) =& (x,@0,w) . (3.52)

Mit dieser Ndherung fiir die Anfangsbedingung kénnen nun die entsprechenden Punkte in der
Trainingsfunktion Gl. (3.41) durch die Interpolation berticksichtigt werden. Um im Folgenden
die Unterschiede zu verdeutlichen, werden diese Punkte in einer separaten Trainingsmenge

Xrng = XD pgre o X X0} mit X9 = [x;,,0]" (3.53)
Vg ={YTpgs- - Yoo Y ®} mit Yi, =€ (xi,, 0, w) (3.54)

beriicksichtigt. Fiir diese Trainingsmenge wird entsprechend eine Trainingsfunktion

NTh

Z (Y%ho - Y%hO)Q mit Y%ho = gWB (X%ho)

ho i, =1

1
Lho (W, B7 XT,hoa yT,hO) =

(3.55)

definiert. Damit erweitert sich die gesamte Trainingsfunktion zu

LWV, B, Xr.p, V1,1, X1,0: X110 > Y10 ) = Lt OV, B, X4 Y1)
+ Le (Wa 87 XT,@)
+ LhO (W7 B7 XT,h07 yT,ho) . (356)

und es kann ein PINN \IIKVO’BO trainiert werden, welches eine durch den Zustand x( repréa-
sentierte Anfangsbedingung beriicksichtigt. Wird das Zeitintervall, in dem das Netz \I/g)%’BO
die Losung der partiellen Differentialgleichung approximiert, auf 7' > At festgelegt, kann die

Losung an den Stitzpunkten zum Zeitpunkt At mit
h(xi, At) = WPOPO (X Ay) mit Xy ap = [xi, Af]T (3.57)

angendhert werden. Diese Losungen konnen als neuer Zustand des Systems zum Zeitpunkt
At betrachtet werden:

[ hxL, AN T [ e (xg, At ]
= | h(xi,At) |~ | WP (x At) . (3.58)
[ h(xng, A1) | | 0P (g, AL)

Mit diesem Zustand kénnte nun ein neues Netz \Illl/vl’s1 trainiert werden, welches wie im
vorherigen Schritt & {iber eine Interpolation als Anfangsbedingung beriicksichtigt. Das Trai-
ning bendtigt allerdings einen grofien, nicht deterministischen Rechenaufwand, wodurch der
Ansatz wiederum nicht fiir eine Echtzeitanwendung geeignet ist.
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3 Modellierung

Fiir eine echtzeitfdhige Umsetzung muss ein Netz antrainiert werden, das fiir beliebige An-
fangsbedingungen bzw. Zustdnde eine Approximation der entsprechenden Losung der parti-
ellen Differentialgleichung liefert. Das heifit, die Anfangsbedingung muss tiber einen zusétz-
lichen Eingang in das Netz explizit berticksichtigt werden:

T
hoy (5,) ~ UVB (X)) mit Xy, = [xtaf| (3.59)

Der Index 4, weist in dieser Notation auf eine Anfangsbedingung hin, die durch einen Zustand
x; definiert ist. Sollen ng Anfangsbedingungen im Training beriicksichtigt werden, ergeben
sich die angepassten Trainingsmengen

X = {Xqh, X X

Xyl X X

X0, X XY it X = [xih,tih,m;{f (3.60)
YV ={Y Y, Yt

Yl Y e

Y0 YR YRR mit Y = ha, (X, ti,) (3.61)

fiir die Punkte mit bekannten Losungen der partiellen Differentialgleichungen,

ip,l nrg,l
XT@_{XTG""7XT,97"'7XT,0 N
1,70 1,00 nre,i0
XT,G?“'7XT,07"‘7XT,9 ey
. T
1,n0 ih,N0 nTg,no zh,zo o T
X7 X s Xy mit X = {Xih, ti, $io} (3.62)

fiir die Kollokationspunkte, an denen die partielle Differentialgleichung erfiillt sein soll, und

Xy = (X5, X Xt

Xglp XA Xt

XG0 X X o) i x%;jg:[x,-h,o,m};f (3.63)
Vo = (Y50 o Yol oyt

Y%{Zgo""’Y%,fig"'”Y;TthﬂOv"'7

Y%:T;L%, e ,Y?[}{;?OO?,..,YnTh(),nO} mit Yf_,’l,ig =& (Xip,» Tip, W) (3.64)

fir die Berticksichtigung der Punkte, die zur Anfangsbedingung gehoren. Diese Trainings-
daten konnen dann iiber die entsprechende Trainingsfunktion in Gl. (3.56) beriicksichtigt
werden, um ein Netz W8 zu trainieren, das die Losung der partiellen Differentialgleichung
fiir eine vorgegebene Anfangsbedingung approximiert. Mit diesem Ansatz ist es nun moglich,
die Losung der partiellen Differentialgleichung iiber einen beliebigen Zeithorizont zu approxi-
mieren. Dafiir wird ausgehend vom aktuellen Zustand zum Zeitpunkt ¢; das Netz genutzt, um
den Zustand zum Zeitpunkt ¢; + At zu bestimmen. Dieser kann dann im néchsten Zeitschritt
wieder als neuer Eingang in das Netz genutzt werden, um eine Approximation fiir das nachste
Zeitintervall zu erhalten. Es ergibt sich ein iteratives Vorgehen.

Fiir die Berticksichtigung der Aktuation muss zunéchst definiert werden, in welcher Weise das
System von auflen beeinflusst werden kann bzw. beeinflusst werden soll. Eine naheliegende
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Losung ist eine Aktuation {iber zeitlich verdnderliche Randbedingungen oder das Einbrin-
gen eines variablen Quellterms. Fiir den Fall einer Aktuation {iber eine Randbedingung ist
prinzipiell ein &hnliches Vorgehen wie fiir die Anfangsbedingung méoglich. Allerdings haben
Versuche zu diesem Ansatz gezeigt, dass die Beriicksichtigung der Aktuation {iber einen
zusédtzlichen Eingang selbst bei deutlich vergréflerter Netzstruktur und Trainingsmenge zu
deutlich schlechteren Approximationsergebnissen fiihrt.

Daher wird an dieser Stelle ein alternativer Weg gewéhlt. Die Aktuation iiber einen Zeit-
schritt At ist als konstant angenommen und wird im Folgenden durch die skalare Gréfle p;
beschrieben. Fiir reale Anwendungen kann zudem von einer beschrankten Aktuation

b < i < Hub (3.65)

ausgegangen werden. Die Aktuation kann nun in eine endliche Anzahl nas an Schritten
diskretisiert werden. Fiir eine dquidistante Diskretisierung ergibt sich

b — Hib b — Hib
M:{Mlbaﬂlb‘FiMu a >M1b+27ﬂu =L
nap — 1 nypm — 1

= {1, s iy g ) (3.66)

als die Menge aller Aktuationsméglichkeiten. Fiir jeden einzelnen Aktuationschritt aus der
Menge M kann ein Netz ¥, nach dem beschriebenen Vorgehen trainiert werden, da fiir die
Dauer At des einzelnen Zeitschrittes die Aktuation bzw. die Randbedingungen konstant sind.
Es ergibt sich die Menge an Netzen

. nuub}

T
Fe {0 (X), 0 (X)W, (X)) mit X =[x 2] . (3.67)

T gy

Um auch eine Aktuation y; zu berticksichtigen, die nicht in der Menge M enthalten ist, kann
ein Interpolationsoperator

&o (U5 (X), 0y, (X)) (3.68)

definiert werden.* Dabei bezeichnen 7z; und  die néchstgroflere bzw. nachstkleinere Aktuati-
on, die in der Menge M enthalten ist und fiir die folglich ein antrainiertes Netz in F existiert.
Damit kann in Abhéngigkeit der Zeitschrittweite At und der Zustandsdefinition ein diskretes
Zustandsraummodel

3% (‘Pm (X1), ¥, (X1)>

' T
zi = fanm) = | G (U (X)), 0y (X)) mit X, =[x, At,af | (3.69)

L §w <\IJW (an) o (an)) ]

v = 2 (1, ) (3.70)

aufgebaut werden. Die Messgleichung ist an dieser Stelle nicht genauer definiert, da sie von
der konkreten Anwendung abhéngt.

In den folgenden Abschnitten wird fiir die Burgers-Gleichung und die Euler-Gleichungen
der Aufbau eines Zustandsraummodells auf Basis des hier beschriebenen PINN-Ansatzes
diskutiert. Diese Zustandsraummodelle werden im Anschluss in Anwendungsbeispielen im
Kontext einer Zustandsschéitzung bzw. einer modellpradiktiven Regelung verwendet.

‘Fiir eine digitale Umsetzung kann mitunter auf die Interpolation verzichtet werden, solange die Menge der
trainierten Netze passend zur Diskretisierung auf der verwendeten Hardware gewéahlt wird.
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3 Modellierung
3.4.1 PINN-Approximation der Burgers-Gleichung

Um aufzuzeigen, wie sich die Beriicksichtigung eines Zustandes, d.h. einer variablen Anfangs-
bedingung, auf die Trainingsergebnisse auswirkt, wird an dieser Stelle nochmal das Beispiel
aus Abschnitt 3.3 aufgegriffen. Im Training wurden anstelle der sinusférmigen Anfangsbe-
dingung aus Gl. (3.45) 100 zuféllige Verlidufe der Anfangsbedingung berticksichtigt, welche
durch einen entsprechenden Zustand aus dem Bereich —1 < x; < 1 représentiert werden
konnen. Fiir jeden dieser 100 Félle wurden Trainingsdaten an den gleichen 6203 Punkten fiir
Rand- und Anfangsbedingung sowie den Kollokationspunkten der partiellen Differentialglei-
chung trainiert. Die Punkte entsprechen dabei denen aus Abschnitt 3.3. Damit wéchst die
Menge der Eingangstrainingsdaten auf knapp iiber 600000 an. Dauerte das Training wie in
Abschnitt 3.3 beschrieben, ohne Zustand als Netzeingang, 1-2 Minuten, so erhoht sich die
Trainingszeit auf gleicher Hardware und bei gleicher Netzgréfie auf etwa 6-7 Stunden.® Im
Hinblick auf die Anwendbarkeit in einem Aufbau mit Echtzeitanforderungen ist dieser Zu-
wachs an Rechenaufwand als unkritisch zu betrachten, da das Training ausschliellich einmal
vor der eigentlichen Anwendung erfolgen muss.

Ahnlich zu Abb. 3.4 aus Abschnitt 3.3, zeigt Abb. 3.6 oben erneut einen Intensitétsplot fiir die
Netzauswertung auf einem Raum-Zeit-Gitter mit 500 dquidistanten rdumlichen Punkten und
200 dquidistanten zeitlichen Punkten. Im direkten Vergleich mit dem in Abb. 3.4 gezeigten

PINN-L6sung mit Zustand als Eingang
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Abbildung 3.6: PINN-Lo6sung aus einem Training, in dem 100 zufillige Zustdnde als Représentation der
Anfangsbedingungen beriicksichtigt wurden. Die tatséchliche, hier verwendete Anfangsbedingung ist nicht im
Training enthalten.

Oben: Intensitédtsplot in der Raum-Zeit-Ebene

Unten: Fehler gegeniiber einer numerischen Losung mit einer FVM

5Es wurde eine GeForce Titan V GPU verwendet.
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3.4 Zustandsraummodellierung auf Basis von Physics-Informed-Neural-Networks

Ergebnis ist ein Unterschied kaum zu erkennen. Die Betrachtung der Abweichung gegeniiber
der numerischen Losung, zu sehen in Abb. 3.6 unten, zeigt jedoch, dass fiir den Fall mit einem
Zustand als Netzeingang eine um eine Groflenordnung gestiegene Abweichung auftritt. Dieses
Ergebnis ist auch in Abb. 3.7 zu sehen, in der die Losungen zu verschiedenen Zeitpunkten
iber die rdumliche Koordinate x dargestellt sind.

—— Numerische Losung h(x,t) - - - PINN mit Zustandseingang ¥(x,t, x) ‘

t=20.5s t=1s

\ \ \ \

-05 0 05 1 -1 =05 0 05 1
-] x [-]

Abbildung 3.7: Vergleich zwischen PINN-Losung aus einem Training mit 100 zufélligen Zustédnden als Re-

préasentation der Anfangsbedingung und einer numerischen Losung mit einer FVM zu den Zeitpunkten ¢t = Os,
t =0.5s und ¢ = 1s. Die tatséchliche Anfangsbedingung ist nicht in der Trainingsmenge enthalten.

X

Trotz der merklichen Abweichung kann das Ergebnis weiterhin als zufriedenstellende Ap-
proximation betrachtet werden. Die wichtigsten Eigenschaften des dynamischen Verhaltens
werden nach wie vor gut angendhert. Zudem sollte beriicksichtigt werden, dass die gezeig-
te PINN-Approximation in einer Regelung bzw. Zustandsschitzung Verwendung finden soll.
In diesen Féllen kann davon ausgegangen werden, dass Modellfehler dieser Art kompensiert
werden konnen.

3.4.2 PINN-Approximation der Euler-Gleichungen

Die Anpassung eines geeigneten Zustandsraummodells fiir die Euler-Gleichungen auf Basis der
PINN-Modellierung ist deutlich komplexer als fiir die Burgers-Gleichung. Der Grund dafiir
ist, dass nicht nur eine einzelne Differentialgleichung das System beschreibt, sondern, wie
in Abschnitt 3.1.2 ausgefiihrt, die Stromung durch ein Gleichungssystem aus drei partiellen
Differentialgleichungen und einer algebraischen Gleichung besteht.

Der Zustand des durch die Euler-Gleichungen beschriebenen Systems ist zu jedem Zeitpunkt
und an jeder Position definiert iiber die Dichte p(x,t), die Geschwindigkeit vy (x, ) und die
innere Energie E(x,t). % Die Losung des partiellen Differentialgleichungssystems

h(x,t) = [p(x, 1), vx(x, 1), B(x, )] (3.71)
fir eine Anfangsbedingung

h (x,0) = [p(x,0), vx(x,0), E(x,0)]" (3.72)

5Eine Definition iiber andere Kombinationen von Grofen, beispielsweise Druck, Dichte und Geschwindigkeit,
ist ebenfalls moglich und kann je nach Anwendung Vorteile in der Umsetzung bieten.
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3 Modellierung

ist folglich vektoriell und besteht aus drei Komponenten. Wie in Abschnitt 3.4 beschrieben,
wird die Anfangsbedingung fiir das Training durch einen diskreten Zustand représentiert.
Dafiir wird wie oben ausgefiihrt die Anfangsbedingung an n,, Stellen ausgewertet und zum
Zustand

p(x1,0)
vy (x1,0)
h(Xl,O) E(Xlao)

=] o |=| (3.73)
h (xn,,,0) p (Xn,,,0)

Ux (an,O)

| E (xp,,0)

zusammengefiihrt. Fiir die Approximation der Losung h (x, t) mittels eines PINNs bieten sich
nun mehrere Moglichkeiten. In Raissi, Perdikaris und Karniadakis (2019) und Raissi, Wang,
Triantafyllou und Karniadakis (2019) wird fiir die Approximation einer Losung der Navier-
Stokes-Gleichungen ein einziges neuronales Netz verwendet, welches das Geschwindigkeitsfeld
in Abhéngigkeit von Ort und Zeit beschreiben soll. Allerdings wird in den genannten Arbeiten
auch keine variable Anfangsbedingung beriicksichtigt. Zudem wird das Fluid als inkompres-
sibel angenommen, was eine Approximation deutlich erleichtert. Fiir den hier relevanten Fall
mit variabler Anfangsbedingung reprasentiert durch einen Zustand a miisste das Netz auf
eine Abbildung

U (x,t,x):x,t,x — p,vx, B (3.74)
trainiert werden. Abweichend davon wird in diesem Abschnitt ein Weg tiber drei voneinan-

der separate neuronale Netze gewéhlt, welche iiber die partiellen Differentialgleichungen im
Training gekoppelt sind. Mit drei Netzen werden folglich drei Abbildungen

U, (x,t,x) :x,t, T — p, (3.75)
U, (x,t, @) : x, t,x — vy (3.76)
Up(x,t,x) : x,t, o - FE (3.77)

erzeugt. Der Ansatz iiber drei separate Netze bietet erhebliche Vorteile in der weiter unten
beschriebenen Vorkonditionierung, da so Probleme in der Normierung fiir das Training der
Netze umgangen werden kénnen. Zusétzlich bietet dieser Ansatz in der Verwendung des
Modells die Moglichkeit, fiir die Bestimmung einzelner Werte an unterschiedlichen Stellen
nur das relevante Netz auszuwerten.

Wie in Abschnitt 3.4 beschrieben und im Beispiel der Burgers-Gleichung gezeigt, werden auch
fiir die Euler-Gleichungen die Trainingsdaten in drei Gruppen unterteilt:

e Die Anfangsbedingung wird in der Trainingsmenge X7, V1 n, mit der Trainingsfunk-
tion geméf Gl. (3.55) beriicksichtigt. Die Anfangsbedingung wird durch den Zustand «
reprasentiert.

e Die Punkte, an denen die Losung der partiellen Differentialgleichung bekannt ist, z.B.
an den Réndern, werden in der Trainingsmenge X7, Vr beriicksichtigt.

e Die Kollokationspunkte fiir das Training der partiellen Differentialgleichungen geméaf
Gl. (3.43) werden in der Trainingsmenge X7 beriicksichtigt.
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3.4 Zustandsraummodellierung auf Basis von Physics-Informed-Neural-Networks

Der Unterschied gegeniiber der Burgers-Gleichung ist die Dimension der Loésung. Fir die
Elemente der Trainingsmengen Y7 5, gilt

. T
Y%ZO = hwio (Xip s tiy,) = {pwio (X s i) » Uxay (Xip s Liy,) 7Ewi0 (Xih’tih)} : (3.78)

Entsprechend muss die Interpolation Gl. (3.68) auch vektoriell ausgefithrt werden. Die Ele-
mente der Trainingsmenge V7, ergeben sich dann zu

YZ},ZZ =& (Xiy, Tig, w) - (3.79)
Die jeweils drei Komponenten der Elemente in den Trainingsmengen Y7 p, und YVrj werden

separat fiir das Training der drei Netze ¥,, ¥, , Vg genutzt. An den Kollokationspunkten
der Trainingsmenge X7y wird dann fiir die Ableitungen der Netze gefordert

o | ¥ 9 U0, 0] |0
5 | YoVu | T30 U, %24p |=|6|=]0] . (3.80)
v,Vg o, (\Ilp\I’E +p) 03 0

Der Druck p wird wie in der numerischen Losung liber die Annahme eines idealen Gases
gemaf Gl (3.15) ermittelt. Mit den drei Netzen folgt fiir den Druck

1
P (\I/E + 2\1/3X> (y-1)T, . (3.81)

Dieser Zusammenhang kann anschliefend in der zweiten und dritten Komponente von Gl. (3.80)
genutzt werden. Die Ausdriicke 67, 3 und 63 kénnen schliellich in der Optimierung der Ge-
wichte berticksichtigt werden analog zu Gl. (3.43).

Mit den entsprechenden Trainingsdaten ist ein Trainingsprozess genau so wie fiir das Beispiel
der Burgers-Gleichungen méglich. Allerdings haben Versuche mit verschiedenen Netztopolo-
gien gezeigt, dass der Trainingsprozess haufig in verschiedenen lokalen Minima endet, was die
Qualitdt der trainierten Abbildung stark variieren lésst. In etwa der Halfte der Trainingspro-
zesse ergibt sich fiir die Euler-Gleichungen ein antrainiertes Netz, welches in der Qualitit so
schlecht ist, dass die groben zeitlichen Verldufe der Groéflen nicht richtig abgebildet werden
konnen. Aus diesem Grund ist fiir den Fall der Euler-Gleichungen eine Anpassung des Trai-
ningsprozesses notwendig, um ein zuverlassig gutes Ergebnis sicher zu stellen. Im Gegensatz
zu dem urspriinglich préasentierten PINN-Ansatz in Raissi, 2018 ist die vorgestellte Methode
fir die Zustandsraummodellierung keine Alternative zur numerischen Losung des partiellen
Differentialgleichungssystems. Vielmehr ist davon auszugehen, dass der Arbeitsablauf fiir den
Aufbau einer Stromungsregelung aus folgenden Schritten besteht:

e Es wird eine numerische Simulation des Systems auf Basis partieller Differentialglei-
chungen aufgebaut, an der theoretische Untersuchungen durchgefiihrt werden kénnen.

e Die Simulation wird mit Daten von experimentellen Untersuchungen abgeglichen, um
zu lberpriifen, ob die numerische Losung die Realitdt ausreichend gut abbildet.

e Es wird ein Zustandsraummodell auf PINN-Basis trainiert und simulativ fiir die ent-
sprechende Regelungs- oder Zustandsschitzungsanwendung getestet.

e Die PINN-basierte Regelung oder Zustandsschétzung wird auf das reale System ange-
wendet.
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3 Modellierung

In einem solchen Arbeitsablauf liegen wéhrend des Aufbaus des PINN-Netzes bereits nu-
merische Daten vor, die das reale Experiment zufriedenstellend gut abbilden. Wie bereits
beschrieben, ist der Anspruch des PINN-Zustandsraummodells, eine recheneffiziente Appro-
ximation der Losung der partiellen Differentialgleichungen bereitzustellen, die in Echtzeit
genutzt werden kann. So muss die volle numerische Losung nicht berechnet werden. In die-
sem Sinne ist das PINN-basierte Zustandsraummodell als eine Art Modellreduktion zu sehen.
Daher ist es durchaus sinnvoll, gewonnene Informationen aus der numerischen Simulation im
Training der neuronalen Netze zu beriicksichtigen.

Um zu vermeiden, dass der Trainingsprozess in ein besonders ungiinstiges lokales Minimum
konvergiert, wird ein zweistufiger Trainingsprozess eingefiihrt, der im ersten Schritt die vor-
handenen Daten aus einer numerischen Simulation nutzt. Eine schematische Darstellung des
zweistufigen Trainingsprozesses ist in Abb. 3.8 dargestellt. Dieser erste Schritt wird im Folgen-
den als Vorkonditionierung bezeichnet. Es wird angenommen, dass die numerische Losung in
guter Naherung das partielle Differentialgleichungssystem erfiillt. Daher wird in der Vorkon-
ditionierung die Information aus der Differentialgleichung im Training der Netze ausgelassen.
Es wird also ausschliellich auf den Trainingsmengen X7 ., V1, und X7, Yrp trainiert.
Allerdings wird die numerische Losung an ny Punkten der Trainingsmenge X7 p, Yrp hin-
zugefiigt. Zur besseren Unterscheidung wird diese erweiterte Trainingsmenge hier mit /'\?Tﬁ,
5)T7 n bezeichnet. Dies hat zur Folge, dass in der Vorkonditionierung die drei Netze unabhéngig
voneinander trainiert werden, da die Kopplung nur iiber die Beriicksichtigung der partiellen
Differentialgleichungen entsteht. Da jedoch die Daten der numerischen Losung beriicksichtigt
werden, kann davon ausgegangen werden, dass die optimierten Netze nach dem Training das
Differentialgleichungssystem bereits in Naherung erfiillen. Um jedoch das gewiinschte robus-
te Verhalten des PINN-Modells sicherzustellen, wird in der zweiten Phase die Information
der Differentialgleichungen, wie im urspriinglichen Ansatz des PINN-Zustandsraummodells
vorgesehen, mit berticksichtigt. Dafiir werden die ny Punkte der numerischen Losung nicht
mehr in der Trainingsmenge X7, V7 beriicksichtigt. Ausschliefllich die Punkte der Rand-
bedingungen werden weiter beriicksichtigt. Stattdessen werden die Kollokationspunkte aus
X1, in der zweiten Phase fiir das Training des Zusammenhangs aus den partiellen Differen-
tialgleichungen einbezogen.

untrainierte vorkonditionierte trainierte

} Vorkonditionierung } PINN Training |

Xrhy Xrp XroXrhoXrh  Xrpy Xrop

Yrhe Vron Yrhye Vrn

Abbildung 3.8: Ablauf des zweistufigen Trainingsprozess eines PINN-Modells zur Approximation der Euler-
Gleichungen.

Um den Trainingsverlauf zu veranschaulichen, sind in Abb. 3.9 die mittleren quadratischen
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3.4 Zustandsraummodellierung auf Basis von Physics-Informed-Neural-Networks

Fehler gegeniiber der numerischen Losung der drei Netze exemplarisch fiir beide Trainings-
phasen dargestellt. Es werden drei ,, Feed Forward“-Netze mit acht verborgenen Schichten mit

Vorkonditionierung . DGL Training

MSE Training [—]
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Abbildung 3.9: Beispielhafte Progression der Kostenfunktionale (Mean Squared Error, MSE) im zweistufigen
Training eines PINN-Modells. Es werden drei Netze fiir Dichte, Geschwindigkeit und Energie antrainiert. Die
ersten 700 Epochen zeigen die Vorkonditionierung mit numerischen Daten. Die folgenden 300 Epochen zeigen
das Training mit Anfangs- und Randbedingungen und den Informationen aus dem partiellen Differentialglei-
chungssystem.

jeweils 50 Neuronen verwendet. Zusétzlich hat jedes Netz eine Eingangsschicht mit Neuronen
entsprechend der Zustandsdimension und eine Ausgangsschicht mit einem einzelnen Neuron.
In diesem Trainingsbeispiel wurden die Trainings- und Validationsdaten im Verhéltnis 80 zu
20 geteilt. Fiir 700 Epochen wurden die drei Netze unabhingig voneinander mit den Da-
ten aus der numerischen Losung vorkonditioniert. Im Anschluss wurde fiir 300 Epochen mit
den Anfangs- und Randbedingungen sowie den Informationen aus den Differentialgleichungen
gemaf den Gl. (3.80) mit der entsprechenden Kostenfunktion Gl. (3.56) trainiert.

Hier zeigt sich, dass sich die Pradiktionsgiite der Netze fiir die Validationsdaten bereits nach
etwa 200 Epochen der Vorkonditionierung nicht mehr deutlich verbessert. Insgesamt liegt
am FEnde der Vorkonditionierung das Niveau des Fehlers in Bezug auf die Validationsdaten
ein bis zwei GroBenordnungen iiber dem Niveau der Trainingsdaten. Dies deutet auf eine
Uberanpassung der Netze in der Vorkonditionierung hin. In der zweiten Phase, in der das
partielle Differentialgleichungssystem berticksichtigt wird, verschlechtert sich die Performance
zunichst sowohl fiir die Validations- als auch die eigentlichen Trainingsdaten. Im Verlauf der
300 Epochen gleichen sich die Niveaus dann allerdings an, bis sich schliellich ein dhnliches
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3 Modellierung

Niveau des Fehlers fiir Validations- und Trainingsdaten ergibt. Der Verlauf der Fehler zeigt
hier eindeutig, wie das Training mit den Informationen des Differentialgleichungsystems die
Ergebnisse fiir die Validationsdaten verbessert. Das d&hnliche Fehlerniveau fiir Trainingsdaten
und Validationsdaten deutet darauf hin, dass eine Uberanpassung des Modells vermieden
wird.

Um die Qualitidt der Approximation eines PINN-Modells zu veranschaulichen, wird im Fol-
genden, wie bei der Burgers-Gleichung, ein kurzes Beispiel diskutiert. Der betrachtete Si-
mulationsbereich x € [0,1] m kann als ein ein Meter langes Rohr aufgefasst werden. Beide
Enden des Rohres werden als geschlossen mit reflektierenden Réndern angenommen. Fiir das
Beispiel wird eine Beschreibung der Anfangsbedingung bzw. des Zustands iiber die Werte fiir
Dichte, Geschwindigkeit und spezifischen Energie an fiinf &quidistanten Stellen angenommen:

[ p(x1,0) ]
Ux (Xlao)
E (x1,0)

e=| : |ems (3.8

p (x5, 0)
VUx (X5,0)
| E(x5,0) |

Da aufgrund der Kompressibilitit die auftretenden Stréomungsphénomene auf einer deutlich
kiirzeren Zeitskala stattfinden als bei der Burgers-Gleichung, ist das Training eines neuronalen
Netzes auch nur fiir einen kiirzeren Zeitbereich moglich. Im gezeigten Beispiel wurde das
neuronale Netz fir den Zeitbereich ¢t € [0,1]ms antrainiert. Fiir das Training wurde ein
Datensatz erstellt, der 800 zufillige Zustédnde bzw. Anfangsbedingungen beriicksichtigt. Dabei
wurden die Zustédnde so gewéhlt, dass fiir das System gilt:

e Die Temperatur liegt im Bereich ¥ € [300, 600] K.
e Der Druck liegt im Bereich p € [1, 3] bar.
e Die Geschwindigkeit liegt im Bereich vy € [1, 3] m/s.

Im Training werden Anfangsbedingungen an 500 und Randbedingungen an jeweils 200 dquidi-
stanten Stellen beriicksichtigt. In der Vorkonditionierung werden Daten aus der numerischen
Losung auf einem dquidistanten Raum-Zeit-Gitter mit 100 x 10 Gitterpunkten hinzugefiigt. In
der zweiten Trainingsphase werden 5000 zufillig verteilte Kollokationspunkte in der Raum-
Zeit-Ebene fiir die Information der partiellen Differentialgleichungen ausgewertet. Fiir die
Netztopologie werden, wie beschrieben, drei Netze mit jeweils acht Schichten aus 50 Neuro-
nen verwendet. Davor ist jeweils eine Schicht mit 17 Neuronen, um die Eingéinge x, t und « zu
verarbeiten. Nach der letzten Schicht folgt eine zusétzliche Ausgabeschicht mit einem einzel-
nen Neuron. Abweichend zur Burgers-Gleichung wird in diesem Beispiel die ReLu-Funktion
fiir die Aktivierung der Neuronen verwendet. In beiden Phasen wird der BFGS-Algorithmus
fir die Optimierung der Netzparameter genutzt.

Die Abb. 3.10, 3.11 und 3.12 zeigen jeweils die numerische Losung, die PINN-Losung und den
Fehler zwischen den beiden Losungen separat fiir Dichte, Geschwindigkeit und Energie. Da-
bei wird ein zufélliger Zustandseingang verwendet, der nicht in der Trainingsmenge enthalten
ist. Die Ergebnisse wurden an 200 zufilligen Beispielen fiir den Zustandseingang validiert.
Beide Loésungen wurden auf einem Raum-Zeit-Gitter von 100 x 50 dquidistanten Punkten
ausgewertet. Die PINN-Losung wurde direkt an diesen Stellen ausgewertet, die numerische
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Losung wurde von einer feineren Losung mit variierenden Zeitabstédnden auf das entsprechen-
de Gitter linear interpoliert. Dies ist notwendig, da die numerische Simulation des Systems,
wie in Abschnitt 3.1.4 beschrieben, mit einer adaptiven Zeitschrittweite arbeitet.

In allen drei Abbildungen lésst sich deutlich erkennen, dass das PINN-Modell in der Lage ist,
die signifikanten Charakteristiken in der Raum-Zeit-Ebene qualitativ gut abzubilden. Das
beste Ergebnis ergibt sich in diesem Beispiel fiir die Dichte. Aber auch der zeitliche Verlauf
von Geschwindigkeit und Energie wird im Hinblick auf die komplexe Entwicklung tiber den
betrachteten Zeitbereich zufriedenstellend abgebildet. Der relative Fehler bezogen auf die
Differenz zwischen maximalem und minimalem Wert in der jeweiligen numerischen Losung
liegt fiir alle drei betrachteten Grofien im Bereich von etwa 0 — 15 %. Die mittleren Werte fiir
diesen relativen Fehler liegen bei etwa 1.3 % fiir die Dichte, 2.8 % fiir die Geschwindigkeit und
3.2% fiir die Energie. In diesem Beispiel ist es deutlich schwieriger, die Geschwindigkeit und
die Energie mit dem PINN-Modell akkurat zu approximieren als die Dichte. Mit einem Blick
auf den zeitlichen Verlauf der Dichte in Abb. 3.10 ist dies nachvollziehbar. Fiir die betrachtete
Anfangsbedingung ist die zeitliche Variation der Dichte iiber die Linge des Rohres relativ
gering. Das zeigt sich vor allem im Bereich zwischen x = 0.5 und x = 1. Ein besonders stark
ausgeprigter Fehler zeigt sich in der Energie am Rand, x = 0. Dies ist vermutlich auf die
schwierige unstetige Abbildung der Druckreflektion am Rand des Systems zuriickzufiihren.

Die unterschiedliche Qualitét in der Approximation zeigt sich auch in Abb. 3.13. Hier sind die
rdumlichen Verldufe der Dichte, Geschwindigkeit und Energie fiir die Zeitpunkte ¢ = Oms,
t = 0.5ms, t = 1 ms dargestellt. Fiir die Dichte zeigt sich ein préziser und relativ glatter
Verlauf des PINN-Modells im Vergleich zur numerischen Losung. Im Gegensatz dazu zeigen
die Verldufe von Geschwindigkeit und Energie eine stédrkere Varianz und unterscheiden sich
insgesamt stédrker von der numerischen Losung als im Fall der Dichte.

Auch wenn die Ergebnisse fiir die Approximation der Euler-Gleichungen nicht die gleiche Qua-
litdt aufweisen wie die Resultate fiir die Burgers-Gleichung, ist die Performance des PINN-
Modells insgesamt als gut und ausreichend zu bewerten. Dies trifft vor allem mit Blick auf
die Verwendung in der Zustandsschitzung oder der modellbasierten Regelung zu, bei der die
Ansétze so konzipiert sind, dass Modellfehler bis zu einem gewissen Maf3 korrigiert werden
kénnen. Da, wie beschrieben, die wichtigsten dynamischen Charakteristiken des Systems gut
abgebildet werden, ist davon auszugehen, dass die PINN-Modellierung gute Ergebnisse in
den entsprechenden Anwendungen liefert. Um dies zu verdeutlichen werden, in den néchs-
ten beiden Kapiteln Ergebnisse fiir eine Zustandsschitzung und eine MPC auf Basis des
PINN-Modells gezeigt.
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Abbildung 3.10: Vergleich des Verlaufs der Dichte aus einer numerischen Losung und der PINN-L&sung
mit Zustandseingang.

Oben: Numerische Losung mit einer FVM geméaf der Beschreibung in Abschnitt 3.1.4.

Mitte: PINN-Losung mit Zustandseingang; die Zustandsreprésentation entspricht den Dichte-,
Geschwindgkeits- und Energiewerten an finf dqudistanten Stiitzstellen.

Unten: Absoluter Fehler zwischen den beiden Lésungen.
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Abbildung 3.11: Vergleich des Verlaufs der Geschwindigkeit aus einer numerischen Loésung und der
PINN-L6sung mit Zustandseingang.

Oben: Numerische Losung mit einer FVM geméaf der Beschreibung in Abschnitt 3.1.4.
Mitte: PINN-Loésung mit Zustandseingang; die Zustandsreprasentation entspricht
Geschwindgkeits- und Energiewerten an fiinf 4qudistanten Stiitzstellen.

Unten: Absoluter Fehler zwischen den beiden Lésungen.
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Abbildung 3.12: Vergleich des Verlaufs der Energie aus einer numerischen Losung und der PINN-L&sung
mit Zustandseingang.

Oben: Numerische Losung mit einer FVM geméaf der Beschreibung in Abschnitt 3.1.4.

Mitte: PINN-Losung mit Zustandseingang; die Zustandsreprésentation entspricht den Dichte-,
Geschwindgkeits- und Energiewerten an fiinf 4qudistanten Stiitzstellen.

Unten: Absoluter Fehler zwischen den beiden Lésungen.
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Abbildung 3.13: Vergleich zwischen numerischer Lésung und PINN-Losung mit Zustandseingang zu den
Zeitpunkten t = Oms, t = 0.5ms und ¢ = 1ms. Die Zeit t = 1 ms entspricht dem maximalen Zeitschritt, der
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mit dem antrainierten PINN-Modell méglich ist.

x [m]

x [m]
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4 Zustandsschatzung

In diesem Kapitel wird auf die Verwendung der beschriebenen PINN-Modellierung in einer
Zustandsschétzung eingegangen. In vielen technischen Anwendungen ist es nicht mdoglich,
den Systemzustand x(t) vollstdndig zu messen. Wird der vollstindige Zustand jedoch be-
notigt, wie es beispielsweise in der modellgestiitzten Regelung haufig der Fall ist, muss ein
Verfahren zu Schétzung der zeitlichen Verldufe der nicht messbaren Gréflen implementiert
werden. Zudem konnen mit einer Zustandsschitzung Mess- und Modellfehler kompensiert
und so die Performance der Regelung verbessert werden. Die Qualitdt der Zustandsschat-
zung hangt ebenso wie bei der Regelung vor allem davon ab, wie gut das verwendete Modell
das Systemverhalten widerspiegelt.

Im Folgenden wird gezeigt, wie die vorgestellte PINN-Modellierung von dynamischen Syste-
men auch in der Zustandsschitzung genutzt werden kann, um zuverlidssig die Zustéinde in
komplexen Stromungssystemen zu schétzen. Dafiir wird auf das weitverbreitete und etablier-
te Verfahren der erweiterten Kalman-Filterung zuriickgegriffen. Nachdem die entsprechende
Theorie kurz eingefiihrt wird, zeigt dieses Kapitel die Umsetzung fiir jeweils ein System auf
Basis der Burgers-Gleichung und anschlieffend der Euler-Gleichungen.

4.1 Erweitertes Kalman-Filter

Das sogenannte Kalman-Filter wurde erstmals in Kalman, 1960 vorgestellt und hat sich seit
seiner Einfiihrung als zuverldssiges Verfahren fiir diverse Anwendungen, wie modellgestiitz-
te Messungen oder Sensorfusion, erwiesen. In dieser Arbeit wird das sogenannte erweiterte
Kalman-Filter verwendet, welches den urspriinglichen, fiir lineare Systeme definierten Ansatz
auf den allgemeinen nichtlinearen Fall erweitert (Smith, Schmidt & McGee, 1962; McElhoe,
1966). In den folgenden Abschnitten verweisen Groflen mit der © Notation darauf, dass es sich
um geschatzte Werte handelt.

Ausgangspunkt ist ein allgemeines nichtlineares, diskretes Zustandsraummodell

21 = f (g, ) +df (4.1)
v =z (2, ) + df (4.2)

mit den zufilligen Stérungen dlf und d?, die als Systemrauschen bzw. Messrauschen bezeich-
net werden. Beide Storungen werden als weifles Rauschen angenommen. Fiir die Erwartungs-
werte gilt folglich

T
g{dfy =0, &{dfd] }=Qdxy, (4.3)
E{df} =0, &{dfdi"}=Rdxy, (4.4)
mit den Kovarianzmatrizen Q und R, welche die Stérungen eindeutig charakterisieren.

Das Ziel der Anwendung eines Kalman-Filters ist es, aus den vorhandenen zufélligen Mess-
und Modellinformationen, die bis zum Zeitschritt [ zur Verfiigung stehen, den Wert mit der
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4 Zustandsschitzung

kleinsten Schétzfehlerkovarianz fiir den Zustand &;; = £{x;|vo,¥1, - - -7;} zu schitzen. Dafiir
werden zunédchst Modellinformationen ausgewertet, bevor anschliefend die Messinformatio-
nen berticksichtigt werden. Dabei erfolgt die Anpassung mit dem Ziel, die Kovarianz des
Schétzfehlers P iiber die Zeitschritte zu minimieren.

Die einzelnen Schritte des Kalman-Filters fiir eine Iteration sind in Algorithmus 1 aufge-
fiihrt. Eine Herleitung der einzelnen Schritte in Algorithmus 1 ist beispielsweise in Julier

Algorithmus 1 Erweitertes Kalman-Filter
P =Py
Q =Qo
Ri11 = Ro
) = oo
while TRUE do
> Time Update
Py = Fl\lPl|lFﬁl +Q

=1 (@wm)

Vg1 = 2 (f%z+1|z,ul+1)

©

10: > Measurement Update
1
T T
1 Ky = P2y, {Zl+1|lPl+1|lZl+1|l + Rl+1}
122 By = T+ K (’Yl+1 — Y1k

130 Prap = P — K1 Zgi/Praap
14: end while

und Uhlmann, 2004 gegeben. Fiir die Initialisierung der Matrizen P, Q und R gibt es keine
einheitlichen Regeln. Das Verhalten des Kalman-Filters wird jedoch mafigeblich von der An-
passung dieser Parameter bestimmt. Einige allgemeine Empfehlungen zu diesem Thema sind
in Schneider und Georgakis, 2013 und Neddermeyer und King, 2019 zu finden.

Ein weiterer entscheidender Faktor fiir die Qualitdt der Zustandsschitzung ist die Genauig-
keit, mit der das System linearisiert wird. Besteht die Md&glichkeit, fiir die Jakobi-Matrizen
of 0z

F == d Z = — 4.5
lll a.’B m:ﬁ:l“ un l+1|l aill w::i‘,H_lu ( )

eine analytische Ableitung aus den Zustandes- und Messgleichung zu berechnen, verspricht
dieser Ansatz die besten Ergebnisse. Zudem ist die Auswertung einer analytischen Ableitung
zumeist sehr recheneffizient moglich. In Féllen, in denen eine analytische Ableitung nicht
moglich ist, ist eine Bestimmung iiber eine numerische Methode, z.B. mittels Approxima-
tion iiber ein zentrales Differenzenschema, mdoglich. In diesem Fall hingt die Genauigkeit
der Ableitung stark von der gewédhlten Schrittweite des numerischen Verfahrens ab. Aufler-
dem erfordert die numerische Berechnung eine hiufige Auswertung der Funktion, was den
Rechenaufwand erhoht.

Fir das vorgestellte PINN-Zustandsraummodell ist eine analytische Ableitung nicht moglich.
Dies liegt zum einen an der Komplexitiat des Modells, vor allem aber an den mitunter nicht
vollstandig differenzierbaren Aktivierungsfunktionen, die in den Berechnungen der Neuronen
enthalten sind. Alternativ bietet sich fiir die Differenzierung das Verfahren der automatischen
Differenzierung an, welches bereits im Abschnitt zum Training der PINN-Modelle erwahnt
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4.2 Erweitertes Kalman-Filter fiir die Burgers-Gleichung

wurde. Da der Algorithmus fiir die automatische Differenzierung allerdings im Gegensatz zu
einer analytischen Losung lediglich die Ableitung an einer bestimmten Stelle liefert, héngt es
von der effizienten Umsetzung des Algorithmus auf der entsprechenden Hardware ab, ob sich
ein Rechenzeitvorteil gegeniiber einer numerischen Ableitung ergibt. Sollte eine automatische
Differenzierung umsetzbar sein, ist sie aufgrund der Genauigkeit dem numerischen Ansatz
vorzuziehen.

4.2 Erweitertes Kalman-Filter fiir die Burgers-Gleichung

Um die Ergebnisse moglichst einfach und versténdlich zu présentieren, wird im Folgenden
ein autonomes System auf Basis der Burgers-Gleichung betrachtet. Die Aktuation wird ent-
sprechend iiber den gesamten Zeithorizont als konstant p(t) = 0 angenommen. Als System,
welches zu beobachten ist, wird die numerische Lésung der Burgers-Gleichung auf Basis einer
FVM verwendet. Ausgangspunkt ist wie im Beispiel aus Abschnitt 3.3 die Anfangsbedingung

h(x,0) = —sin (7x) (4.6)

in einem Bereich x € [—1;1]. Zur Beschreibung des Systems wird ein PINN-Modell entspre-
chend Abschnitt 3.3 mit zehn Zusténden als Eingang, die zehn rdumlich dquidistant verteilten
Werten des Geschwindigkeitsfelds entsprechen, aufgebaut.

Fiir eine erste Betrachtung wird angenommen, dass die Zustdnde 2, x5, xg, T9 im System
messbar sind.! Es ergibt sich folglich die Messgleichung

0100000000
0000100000

w=z2@0=19 4900010000 " (4.7)
000000O0O0T10

Fiir die Abtastrate des System wird eine Frequenz von f, = 10 Hz angenommen. Abbildung
4.1 zeigt einen Intensitdtsplot des zu beobachtenden Systems in der Raum-Zeit-Ebene. Die

1 T T T T T T T T ]-
05 0.5
£
y )
g 0 0o £
Z &
©)

& 05 0.5
_1 | | | | | | | | _1

|
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Zeit t [s]

Abbildung 4.1: Intensitatsplot in der Raum-Zeit-Ebene des Systems, dessen Zustand geschétzt werden soll.
Die Messpunkte sind mit schwarzen Kreisen markiert. Das System wird durch die numerische Losung der
Burgers-Gleichung definiert.

! Grundsétzlich sind auch andere Zustandskombinationen fiir die Messung moglich, allerdings ist das System
je nach Wahl nicht mehr vollstdndig aus der Messung beobachtbar.
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4 Zustandsschitzung

Punkte in der Raum-Zeit-Ebene, fiir die Messungen zur Verfiigung stehen, sind entsprechend
markiert.

Die Parameter des Kalman-Filters wurden so eingestellt, dass sich das gewiinschte Verhalten
in dem dargestellten Zeithorizont ¢ € [0,1] gut erkennen ldsst. Die initiale Kovarianz des
Schétzfehlers und des Systemrauschens werden auf

Pop=05-I"" Qu=05 1" (4.8)

festgelegt. Hier beschreibt I'? die Einheitsmatrix der Dimension zehn. Fiir das Messrauschen
wird ebenfalls die Einheitsmatrix

Ry = I'Y (4.9)

angenommen. In mehreren Versuchen zeigte sich, dass der Unterschied zwischen der Berech-
nung der Ableitung mit numerischen Methoden und mittels automatischem Differenzieren fiir
dieses Beispiel sehr gering ist. Aufgrund der in Abschnitt 4.1 beschriebenen Vorteile, werden
die Ableitungen im Folgenden immer mittels automatischem Differenzieren bestimmt.

Um zu verdeutlichen, wie gut das PINN-Modell in diesem beispielhaften Szenario einer Zu-
standsschéitzung funktioniert, wird zunéchst ein Extremfall betrachtet, in dem angenommen
wird, dass keinerlei Information iiber die Anfangsbedingung vorliegt. Daher wird der geschétz-
te Anfangszustand als &g = 0 gewahlt. Abbildung 4.2 zeigt auf der linken Seite die zeitliche
Entwicklung der messbaren Zusténde und deren Schitzungen. Es ist zu erkennen, dass die

Messbare Zustande Nicht messbare Zusténde
——xo(t) === Zo(t) —x5(t) === &5(1) ——x3(t) === &3(t) ——x4(t) === Zy(t)
() === &e(t) — wo(t) ==~ do(t) () === () ws(t) - -~ Es(t)

1

i), (1) [-]

Zeit t [s] Zeit t [s]

Abbildung 4.2: Zeitliche Verlaufe der messbaren bzw. nicht messbaren Zustédnde und der entsprechenden
Schétzungen, die durch das EKF berechnet werden. Aufgrund der langsameren Dynamik sind die nicht mess-
baren Zusténde iiber einen lingeren Zeitraum aufgetragen.

messbaren Zustéande bereits zum Zeitpunkt t = 0.3 s, d.h. nach dem dritten Measurement Up-
date, eine gute Ubereinstimmung zeigen. Zum Zeitpunkt ¢ = 0.5s stimmen die Schitzungen
fiir die messbaren Zustdnde anndhernd mit den tatsdchlichen Werten iiberein. Eine noch ag-
gressivere Abstimmung des Kalman-Filters mit einer kleineren Kovarianz des Messrauschens
R fiihrt zu einer noch schnelleren Ubereinstimmung von Messung und Schiitzung. Dies wurde
hier jedoch nicht gewédhlt, um den Bezug zu einer realen Anwendung herzustellen, in der mit
einem grofleren Messrauschen zu rechnen ist.
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4.2 Erweitertes Kalman-Filter fiir die Burgers-Gleichung

Das fiir die Qualitdt der Schiatzung besonders relevante Ergebnis ist in Abb. 4.2 auf der rechten
Seite zu finden. Hier sind die zeitlichen Verldufe der nicht messbaren Zustinde 3, x4, x7, T3
und die entsprechenden Schiitzungen dargestellt.? Zwar ist hier eine genaue Schitzung erst
zum Zeitpunkt t = 1s erreicht, jedoch ist die Qualitdt der Schitzung ab diesem Zeitpunkt
dhnlich zu den Ergebnissen der messbaren Zustinde. Insgesamt zeigt dieses Ergebnis, dass
iiber den PINN-Ansatz ein Modell aufgebaut werden kann, welches auch mit relativ wenigen
Messinformationen eine gute Schiatzung des Systemzustands ermdglicht.

Um den Vorteil einer Zustandsschitzung gegeniiber der reinen Modellpradiktion zu verdeut-
lichen, ist in Abb. 4.3 ein direkter Vergleich dargestellt. Dafiir wurde abweichend von dem

—— numerische Losung h(x, )
—_ Schétzung EKF

0 L A --- Pradiktion Modell
=
X
<

Abbildung 4.3: Vergleich der numerischen Losung der Burgers-Gleichung mit einer Schitzung mit einem EKF
auf Basis des PINN-Modells und einer Pradiktion ausschlielich mit den PINN-Model. Fir die Interpolation
zwischen den Zustidnden wurde dabei das PINN-Modell selbst benutzt.

vorangegangenen Beispiel eine anfingliche Schéitzung des Zustandes
& =1[0,0,1,0,0,0,0,1,0,0]" (4.10)

angenommen. Fiir die Darstellung in Abb. 4.3 wurde im Kalman-Filter der geschitzte Zu-
stand genutzt, um das PINN-Modell an 200 rdumlich dquidistanten Punkten auszuwerten
und die gesamte rdumliche Information zu erhalten. Fiir die Modellpréadiktion wurde das
PINN-Modell in jedem Zeitschritt an 200 rdumlich dquidistanten Punkten ausgewertet. Eine
Korrektur des Zustandes durch Messinformationen erfolgte nicht. Es ist zu erkennen, dass
aufgrund der sehr ungenauen Schitzung des Anfangszustandes die Modellpradiktion in kei-
nem Zeitschritt das Systemverhalten zufriedenstellend abbildet. Im Gegensatz dazu verbessert
sich die Schiatzung mit dem Kalman-Filter deutlich iiber die Zeit. Zum Zeitpunkt ¢ = 0.6

2Die Zusténde 1 und z10 sind nicht dargestellt, da sie den bekannten Randbedingungen entsprechen.
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4 Zustandsschitzung

zeigt die Schitzung eine gute Ubereinstimmung mit der realen Geschwindigkeitsverteilung.
Lediglich an Stellen mit starken Geschwindigkeitsdnderungen sind leichte Fehler der Schét-
zung zu erkennen. Dieses Ergebnis konnte durch die Berticksichtigung zusétzlicher Zustiande
im PINN-Modell méglicherweise noch verbessert werden. In den Untersuchungen zeigte je-
doch die gewéahlte Zustandsgréfle mit der Dimension zehn den besten Kompromiss zwischen
Rechenaufwand, Modellgenauigkeit und Generalisierung.

4.3 Erweitertes Kalman-Filter fiir die Euler-Gleichungen

Um zu zeigen, wie gut der PINN-Modellierungsansatz auch sehr komplexe Systeme abbildet,
wird im Folgenden auf ein Beispiel einer Zustandsschétzung fiir ein System eingegangen, wel-
ches mit den Euler-Gleichungen beschrieben werden kann. Wie in Abschnitt 3.1.2 beschrieben,
konnen die Euler-Gleichungen genutzt werden, um das Verhalten realer Stromungsprozesse
in guter Ndherung abzubilden. Das zu beobachtende System wird auch hier von der in Ab-
schnitt 3.1.4 beschriebenen numerischen 1-D-Simulation der Euler-Gleichungen abgebildet.
Das simulierte System ist in diesem Fall ein konstant durchstromtes Rohr, an dessen Auslass
Umgebungsbedingungen herrschen. Am Einlass wird ein variabler Druck zwischen p = 1 bar
und p = 3bar simuliert. Dabei wird angenommen, dass alle anderen Zustandsgréfien wie
die Temperatur 9 und Geschwindigkeit vy am Einlass konstant sind.? Zusétzlich wird eine
begrenzte Druckinderungsrate am Einlass von 1 bar/ms angenommen.* Die wichtigsten Kenn-
grofen der als System angenommenen numerischen Simulation sind in Abbildung 4.4 nochmal
visualisiert.

¢ = konst. p = konst. &
Q.
' ¥ = konst.
1 2 R R R R R 100 p:konst.
‘ p = konst.

1m

Abbildung 4.4: Aufbau der Simulation auf Basis der Euler-Gleichungen, die als System in der Zustands-
schétzung verwendet wird.

Wie fiir das in Abschnitt 3.4.2 diskutierte Euler-System mit reflektierenden Randbedingun-
gen, ist auch fiir dieses Beispiel ein zweistufiges Training von drei separaten Netzen ¥,, ¥,
und Vg fiir die Approximation von Dichte, Geschwindigkeit und Energie notwendig. Abwei-
chend zu dem in Abschnitt 3.4.2 beschriebenen Beispiel, wird fiir den aktuierten Fall eine
Zustandsbeschreibung aus zehn &dquidistant verteilten Werten fiir Dichte, Geschwindigkeit
und Energie gewéhlt. Entsprechend vergroflert sich die Dimension des Zustandes auf n, = 30
im Vergleich zu n, = 15 im Beispiel mit reflektierenden Randbedingungen. Die Aktuation,
sprich die Verdnderung des Drucks am Rohreinlass, wird in diskrete Schritte unterteilt. Die

3Diese Annahmen bildet zwar nicht die Realitit ab, sollen hier aber eine einfache Nachvollziehbarkeit und
Darstellung der Ergebnisse ermdoglichen.

“Eine derart schnelle Anderung der Einlassbedingungen ist technisch wahrscheinlich nicht zu realisieren, es
soll jedoch in diesem Beispiel die hohe Dynamik verdeutlichen, die mit einem PINN-Zustandsraummodell
zufriedenstellend abgebildet werden kann.
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4.3 Erweitertes Kalman-Filter fiir die Euler-Gleichungen

Menge der diskreten Aktuationsschritte
M = {1.0bar,1.1bar,...,2.9bar, 3.0 bar} (4.11)

besteht hier aus na = 21 Elementen. Fir jeden dieser Aktuationsschritte miissen entspre-
chend den Ausfiihrungen in Abschnitt 3.4.2 die drei Netze ¥,, ¥, und Vg antrainiert werden,
um dann iiber die Interpolation das entsprechende Zustandsraummodell zu bilden. Die Netze
V,, ¥, und ¥g bestehen jeweils aus acht Schichten mit 100 Neuronen sowie einer Ein-
gangsschicht mit 32 Neuronen und einem Ausgangsneuron. Als Aktivierungsfunktion wird
die ReLu-Funktion verwendet.

Die Auswahl einer sinnvollen Trainingsmenge ist fiir die Euler-Gleichungen im Vergleich zur
Burgers-Gleichung deutlich schwieriger. Fiir die Burgers-Gleichung konnte mit komplett zu-
falligen Anfangsbedingungen ein sehr robustes Netz antrainiert werden, welches fiir eine Viel-
zahl von Anfangsbedingungen gute Approximationen liefert. Umfangreiche Versuche fiir die
Euler-Gleichungen haben gezeigt, dass mit einer dhnlichen Zusammensetzung der Trainings-
menge nur unzureichend genaue Approximationen erzielt werden koénnen. Dies ist vor allem
auf die hohere Komplexitit des partiellen Differentialgleichungssystems zuriickzufiihren, die
es erlaubt, ein breiteres Spektrum von verschiedenen Stromungsphénomenen abzubilden. Fiir
bessere Ergebnisse muss daher die Trainingsmenge passend fiir das zu beschreibende System
gewihlt werden. Dafiir miissen die Daten so erzeugt werden, dass im Training nur Anfangsbe-
dingungen berticksichtigt werden, die auch in der Auswertung des Modells in &hnlicher Form
auftreten konnen. Dies gilt vor allem fir GroBenordnungen und Frequenzen. Daher wurden
fiir dieses Beispiel keine komplett zufilligen Anfangsbedingungen, sondern Trainingsdaten aus
einem fortlaufenden Datensatz ausgewéhlt, der aus einer Anregung des Systems mit einem
zufilligen Eingangssignal entstanden ist. Das Eingangssignal, also der zeitliche Verlauf des
Drucks am FEinlass des Rohres ist in Abb. 4.5 dargestellt. Dabei wurde auch die Beschriankung

3 ] ‘

)

p(t) [bar]

u(t) [bar]

1k ! ! ! ! ! ! ! ! ! i
4 4.1 4.2 4.3 4.4 4.5 4.6 4.7 4.8 4.9 5

Zeit t [s]

Abbildung 4.5: Anregungssignal des numerischen Systems fiir die Gewinnung der Trainingsdaten.

der Eingangsdynamik von 1 bar/ms beriicksichtigt. Da aufgrund der Charakteristik des Anre-
gungssignals die Aktuationsschritte nicht gleichverteilt iiber der Zeit auftreten, entstehen
unterschiedlich grofie Trainingsmengen fiir die jeweiligen Aktuationsschritte. Im Speziellen
nimmt die Gréfle der Trainingsmenge zu den Extremwerten p = 1.0 bar und g = 3.0 bar ab.
Eine Verteilung der Gréfien der Trainingsmengen iiber die Aktuationsschritte ist in Abb. 4.6
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Abbildung 4.6: Verteilung der Grofle der Trainingsmengen iiber die Aktuationsschritte. Fir jede Anfangs-
bedingung wurden in der ersten und zweiten Stufe des Trainings 300 Rand- bzw. Anfangspunkte und 5000
Kollokationspunkte beriicksichtigt.

zu finden. Die Linge des Eingangssignals wurde so gewahlt, dass auch fiir die kleinsten
Trainingsmengen im Training ein zufriedenstellendes Ergebnis erzielt werden kann. Fiir die
Validierung des Trainingsergebnisses wurden jeweils 10 % der Daten berticksichtigt. Die Netze
wurden fiir eine maximale Zeitschrittweite von At = 1 ms antrainiert.

Wie beschrieben, wird der Zustand des Systems durch jeweils zehn Werte fiir Dichte, Stro-
mungsgeschwindigkeit und Energie repréisentiert. Fiir eine Zustandsschatzung ist diese Zu-
sammensetzung des Zustandes problematisch, da eine Messung einzelner Zusténde in der
Praxis schwer zu realisieren ist. Die Messung der Dichte und vor allem der spezifischen Ener-
gie ist technisch nur bedingt umsetzbar. Auch die Messung der Geschwindigkeit kann je
nach Position technisch schwierig oder unmoglich sein. In der Praxis sind vor allem Druck-
und Temperaturmessungen einfach zu realisieren. Auch wenn das hier betrachtete System
vor allem als akademisches Beispiel zur Veranschaulichung des Konzeptes zu sehen ist, wird
versucht, die Messgrofien fiir die Zustandsschétzung moglichst praktikabel fiir eine reale Um-
setzung zu wéhlen. Es wird angenommen, dass an zehn dquidistanten Messpositionen der
Druck und die Temperatur gemessen werden. Zudem wird angenommen, dass die Stromungs-
geschwindigkeit am Ein- und Auslass gemessen werden kann. Unter der Annahme der idealen
Gasgleichung mit einer spezifischen Gaskonstanten R = 287.1J/kgK und einem konstanten
Isentropenexponenten von v = 1.4 ergibt sich damit die Messgleichung

I 0.4 1,2 0.4 1,.2
9] " (El,l - 5“[,1) T (901,3 - 5%,2)
1,1
' 0.4 1,2 0.4 1.2
V1,10 R (El,lO - 5“1,10) R ($l,30 - 5351,29)
pia 0.4- (E — Ly2 ) 04 -x (a: — 1,2 )
y=| M| = pra (B = qvin) | = T8~ 3%2) | (4.12)
Pi,10 0.4 B0 — 397 0.4 — La?
-2 P1,10 1,10 — 3% 10 < X128 (1,30 — 3% 29
VI, Ein
v, X
| UAus | 1,1 1,2
i V1,10 L L1,29 |

Diese Messgleichung ist durch die als konstant angenommenen Werte fiir Gaskonstante und
Isentropenexponent nur eine Approximation, die in einem bestimmten Bereich eine gute Na-
herung ermoglicht. In dem hier betrachteten Beispiel ist die Variation der beiden Werte sehr
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gering. Zudem berticksichtigt der Ansatz des EKFs wie oben beschrieben auch eine Unsi-
cherheit in der Messung, die kompensiert werden kann. Fiir ein System mit einem breiteren
Betriebsbereich ist jedoch mitunter eine Anpassung der Messgleichung notwendig,.

Fiir die Anfangsbedingung wird eine konstante Geschwindigkeit und Temperatur
vy (0,%) = 150 % 9 = (0,x) = 300K (4.13)
sowie eine sinusférmige Druckverteilung
p(0,x) =[2+0,5-sin(27 - x)] bar (4.14)

angenommen.” Um zu verdeutlichen, wie gut das Modell in einer Zustandsschitzung funk-
tionieren kann, wird in diesem Beispiel davon ausgegangen, dass der initiale Zustand fiir die
Schéatzung vollkommen unbekannt ist. Daher wird der geschétzte Zustand mit

o =0 (4.15)

initialisiert. Der Zeitschritt fiir das Zeit- und Mess-Update wird auf die maximal durch das
Modell abbildbare Zeitschrittweite von At = 1ms festgelegt. Die Parameter des erweiterten
Kalman-Filters werden mit

P=1" Q=1 R=1? (4.16)

initialisiert. Diese Einstellung ist nur moglich, da die gesamte Rechnung mit normierten
Werten erfolgt. Andernfalls miissten die Parameter an die entsprechende Gréflenordnung
der Zustdnde und Messungen angepasst werden. Fiir die Anregung des Systems pu(t) wird in
diesem Beispiel ein wertediskretes Sdgezahnsignal zwischen 1 bar und 3 bar mit einer Frequenz
von 2.5 Hz angenommen. Das Eingangssignal ist in Abb. 4.7 unten dargestellt. Fiir einen
ersten Eindruck der Schétzung ist in Abb. 4.7 der mittlere absolute Schétzfehler der Zustédnde
abgebildet. Diese beschreiben die Dichte, Geschwindigkeit und Energie. Zusammen mit der
ebenfalls dargestellten Standardabweichung zeigt sich, dass sich die Schitzung der Zustédnde
innerhalb der ersten 20ms deutlich verbessert. Danach verschlechtert sich die Schétzung
wieder merklich. Dies ist auf die Bedingungen vor und hinter dem Rohr zuriickzufiithren. Im
ersten Teil ist die Druckdifferenz zwischen Ein- und Auslass relativ grof3, was zu eindeutigeren
Stromungsbedingungen fithrt, die mit dem Modell sehr gut beschrieben werden kénnen. Im
zweiten Teil des betrachteten Zeitraums ist die Druckdifferenz zwischen Ein- und Auslass
geringer was dazu fiihrt, dass die Auswirkungen der Aktuation linger im System zu sehen
sind und das Modell dieses Verhalten schlechter abbildet. Insgesamt ist jedoch die Qualitat der
Zustandsschétzung als zufriedenstellend anzusehen, da die dominierenden Charakteristiken
des Systems gut geschétzt werden koénnen.

Um dies zu verdeutlichen, sind in den Abb. 4.8, 4.9 und 4.10 die Intensitatsplots der numeri-
schen Losung und der Schitzung des EKF fiir den Zeitraum ¢ € [23;25] ms dargestellt. Dabei
wurde das PINN-Modell selbst verwendet, um aus den geschéitzten Zustidnden die Werte auf
einem Raum-Zeit-Gitter mit 200 x 41 dquidistanten Stiitzstellen zu berechnen. Die numerische
Losung wurde auf das gleiche Gitter interpoliert. Es ist zu erkennen, dass die Schétzung das
Verhalten des Systems fiir alle drei Groflen in guter Naherung wiedergibt. Die dominierenden
Charakteristiken, die in der numerischen Losung zu erkennen sind, finden sich ebenfalls gut
erkennbar in der Schitzung wieder.

5Die hier durch Temperatur, Geschwindgkeit und Druck definierte Anfangsbedingung ergibt unter Zuhil-
fenahme der thermodynamischen Zustandsgleichungen die eindeutigen initialen Verldufe von Dichte, Ge-
schwindigkeit und spezifischer Energie.
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4 Zustandsschitzung

—— Mittelwert Dichte - - - + Standardabweichung Dichte
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Abbildung 4.7: Oben: Mittlerer relativer Schitzfehler zusammen mit zugehoriger Standardabweichung (ge-
strichelt) der Zusténde, die Dichte, Geschwindigkeit und Energie reprasentieren.
Unten: Wertediskretes Sédgezahnsignal, mit dem das System angeregt wurde.

Neben dem guten Schétzergebnis ist vor allem der Rechenaufwand der Zustandsschétzung
anzumerken. Im Mittel werden fiir die Berechnung der Zustandsschitzung in einem Zeit-
schritt etwa 15 ms bendtigt. Zwar liegt dies deutlich tiber der Zeitschrittweite von At = 1ms,
allerdings wurde die Berechnung auf einem Heimrechner mit einem 4x4GHz i7-Prozessor des
Modelljahres 2015 ohne weitere Hardwarebeschleuniger durchgefiihrt. Fiir den Aufwand der
Berechnung der Ableitungen zeigte sich auf diesem System anndherend kein Unterschied zwi-
schen numerischer Losung und automatischem Differenzieren. Es ist jedoch davon auszugehen,
dass durch eine optimierte Implementierung in einem System mit Hardwarebeschleunigung,
z.B. durch GPUs oder FPGAs, der Rechenaufwand nochmal deutlich reduziert werden kann.
Dies gilt insbesondere, da die Auswertung des Modells hauptsédchlich Matrixmultiplikationen
erfordert und damit sehr gut parallelisierbar ist. Insgesamt ist zu erwarten, dass bei passender
Implementierung der Rechenaufwand soweit reduziert werden kann, dass eine Umsetzung der
Zustandsschétzung in Echtzeit moéglich ist. Dies unterscheidet den Ansatz deutlich von bishe-
rigen Ansédtzen zur Zustandsschétzung fiir Systeme auf Basis der Euler-Gleichungen, wie z.B.
dem in Schépel et al., 2017 beschriebenen Ansatz mit einer konventionellen Modellreduktion.
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4.3 Erweitertes Kalman-Filter fiir die Euler-Gleichungen
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Abbildung 4.8: Intensitatsplot der numerischen Losung und Schétzung der Dichte. Fiir die Schétzung wurde
das PINN-Modell ausgehend von den geschétzten Zustdnden ausgewertet.
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Abbildung 4.9: Intensitédtsplot der numerischen Lésung und Schétzung der Stromungsgeschwindigkeit. Fiir
die Schétzung wurde das PINN-Modell ausgehend von den geschétzten Zustdnden ausgewertet.
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4 Zustandsschitzung

Numerische Losung (reales System)

-10°
W !22

EKF-Schétzung

105
1 10
2.6
2.4
0.5
2.2
023 23.2 234 236 238 24 24.2 244 246 248 25

Zeit t [ms]

0.5

E [J/kg]

Position x [m]

0

E [J/kg]

Position x [m]

Abbildung 4.10: Intensititsplot der numerischen Losung und Schéatzung der Energie. Fiir die Schétzung
wurde das PINN-Modell ausgehend von den geschétzten Zustdnden ausgewertet.
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5 Modellpradiktive Regelung

Die modellpradiktive Regelung (MPC) ist ein leistungsfihiges Regelungsverfahren, welches
fiir verschiedenste Aufgaben genutzt werden kann. Anwendungen der MPC reichen von Aus-
gangsfolgeaufgaben iiber Storunterdriickung bis zu allgemeiner Kostenoptimierung in der
sogenannten 6konomischen MPC (Lee, 2011; Qin & Badgwell, 2003; S. Vazquez et al., 2014).
Diese universelle Einsetzbarkeit der MPC sowie die umfangreichen, theoretischen Untersu-
chungen zu Stabilitdt und Konvergenzverhalten machen die MPC zu einem sehr vielseitigen
Regelungsverfahren.

In diesem Abschnitt soll ein kurzer Uberblick iiber die allgemeine (nichtlineare) MPC ge-
geben werden, bevor anschlieBend jeweils ein Beispiel fiir die Burgers-Gleichung und die
Euler-Gleichungen auf Basis der in Abschnitt 3.4 beschriebenen Zustandsraummodellierung
aufgebaut wird. Dieses Beispiel soll aufzeigen, wie gut der vorgestellte Ansatz in einem Re-
gelungskontext eingesetzt werden kann, um ein komplexes System, dessen Dynamik mit par-
tiellen Differentialgleichungen modelliert wurde, zu beeinflussen.

Ein ausfiihrlicher Uberblick iiber das Konzept der MPC ist z.B. in Morari et al., 1988 oder
Rawlings, Meadows und Muske, 1994 zu finden. Die folgende Erklarung orientiert sich an den
Ausfithrungen in Rawlings et al., 1994. Es wird sich auf den Fall mit einer skalaren Stellgréfie
und einem skalaren Ausgang beschrénkt. Die grundlegende Idee der MPC ist die optimale
Berechnung einer Stellfolge

T
it = [, s - - iy —1] (5.1)

im Zeitschritt [ fiir die folgenden ny Zeitschritte.! Ausgehend von einem allgemeinen (nicht-
linearen) diskreten Zustandsraummodel

zi1 = f (21, ) (5.2)
yi = z (1, )
kénnen damit sowohl die Zustdnde
x; = {azal, :1:?;2, ... ,wﬁny]T (5.4)
als auch die Systemausgénge
Y= [V Yiezs - Yiny ] (5.5)

priadiziert werden. Um bei der Losung des im Folgenden erkldrten Optimierungsproblems
Rechenzeit zu sparen, wird die optimale Stellfolge nicht zwangsldufig fiir den gesamten Pré-
diktionshorizont ny berechnet. Stattdessen wird eine gekiirzte Stellfolge

By = [/j’lv Hi+1s - /*’Ll-‘rnU—l]T (56)

1Sollte die zur Verfiigung stehende Zeit in einem Zeitschritt nicht ausreichen, um die Aktuation im Zeitschritt
[ zu bestimmen, muss die Stellfolge in Gl. (5.1) und alle folgenden Angaben um einen Zeitschritt verschoben
werden.
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5 Modellpridiktive Regelung

eingefiihrt, aus der die fiir die Pradiktion verwendete Stellfolge u%vl z.B. durch konstantes
Fortsetzen bestimmt werden kann:

T
H%\/I = [lul? Hi+1y oo Bl4ng—15 Hl4ng—15 - - - Bl4ny—1 ] . (57)

12 ny —ny Zeitschritte

Mit der Stellfolge und den pradizierten Werten fiir Ausgang y; und Zustand z; kann zusam-
men mit weiteren Parametern (Referenz)

r = [rl-i-l? Ti42y .- 7rl+ny]T (58)

ein Kostenfunktional

Jo=J (i, (1) Y (1) 5 1) (5.9)

fiir den Zeitschritt [ aufgestellt werden. Das Kostenfunktional bildet die Stellgréfle und die
priadizierten Groflen auf einen skalaren Wert ab, der das Regelverhalten auf dem Pradikti-
onshorizont bewertet. Entsprechend kann die optimale Stellfolge fiir den Stellhorizont durch
Losen eines Optimierungsproblems

w=argmin J (v, 2 (8'),y, ("), A) (5.10)

M
Hy

unter den Nebenbedingungen

i = F (141, fii-1) (5.11)
Yiri = 2 (Tigi, fivi) (5.12)
Vi € {1,2,...,ny}

bestimmt werden. Zusétzliche Nebenbedingungen, beispielsweise um Stellgréflenbeschriankun-
gen zu beriicksichtigen, konnen ebenfalls in dem Optimierungsproblem bei Bedarf beriicksich-
tigt werden. Von der optimalen Stellfolge p; wird anschliefend der erste Eintrag p; ausgewéhlt
und im Zeitschritt [ + 1 als Aktuation fiir das System verwendet. Im Folgenden Zeitschritt
wird der gesamte Vorgang wiederholt.

Fiir MPC-Beispiele der Systeme auf Basis der Burgers-Gleichung bzw. der Euler-Gleichungen
wird im Folgenden angenommen, dass die Zustdnde in jedem Zeitschritt [ vollstandig bekannt
sind. Mit Blick auf die im vorangegangenen Kapitel gezeigten Ergebnisse der Zustandsschét-
zung fiir entsprechende Systeme ist dies eine valide Annahme.

Die Optimierung wird mit dem in der Matlab-Funktion fmincon implementierten Innere-
Punkt-Verfahren gelost. Dabei werden stets die Standardeinstellungen geméfl Mathworks,
2021 gewéhlt. Eine Erklarung des implementierten Innere-Punkt-Verfahren kann in Byrd,
Hribar und Nocedal, 1999 gefunden werden.

5.1 Regelung Burgers-Gleichung

Im Folgenden wird wieder angenommen, dass die numerische Losung der Burgers-Gleichung
das wahre Systemverhalten beschreibt. Um ein aktuiertes System auf Basis der Burgers-
Gleichung aufzubauen, wird angenommen, dass die Randbedingung bei x = —1 genutzt
werden kann um das System zu beeinflussen:

u(t) = h(—1,1). (5.13)
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5.1 Regelung Burgers-Gleichung

Fiir den Aufbau des PINN-Modells wird die Aktuation auf den Bereich p € [—1, 1] beschrankt
und fiir das Training in Schritten von 0.1 diskretisiert. Entsprechend den Beschreibungen in
Abschnitt 3.4 wird folglich fiir jeden Aktuationsschritt in

M ={-1,-09,...,0.9,1} (5.14)

ein neuronales Netz trainiert. Die Netzstruktur und der Trainingsvorgang entsprechen fiir
alle Aktuationsschritte dem Beispiel in Abschnitt 3.4.1. Dabei werden jeweils, wie in den
Abschnitten 3.4.1 und 4.2 beschrieben, einhundert verschiedene Zustdnde als Eingang be-
riicksichtigt. Die so antrainierten neuronalen Netze werden dann entsprechend Abschnitt 3.4
mit einer Interpolation verkniipft.

Um zu demonstrieren, wie gut das PINN-Modell im Kontext einer modellgestiitzten Regelung
funktioniert, wird eine einfache Messgleichung

Y =z (xy, ju) = 3 (5.15)
angenommen. Als Referenz wird ein zyklischer Verlauf
r(t)=A-sin(f,-27-t)+0b (5.16)

iiber die Zeit definiert, dem der Ausgang des Systems ¥; folgen soll. Dabei wird eine Ampli-
tude A = 0.4, eine Frequenz f, = 0.02Hz und ein Offset b = 0.4 fiir die Referenz festgelegt.
Die Giite des Folgeverhaltens wird mit der 2-Norm des Fehlers zwischen Referenz und Sys-
temausgang iiber die ny Zeitschritte des Pradiktionshorizonts bewertet. Die Kostenfunktion
gemaf Gl. (5.9) ergibt sich folglich zu

Jo=J () =lri—yll2 - (5.17)

Zudem wird die Beschrankung der Aktuation p € [—1, 1] in der Optimierung beriicksichtigt,
da das PINN-Modell wie oben beschrieben nur fiir diesen Bereich trainiert wurde. Es wird
eine Abtastung der Messung und der Aktuation mit einer Frequenz von f, = f, = 2Hz
angenommen. Der Prédiktionshorizont wurde zu ny = 5 und der Stellhorizont zu ny = 3
gewdhlt. In den Untersuchungen zu diesem Beispiel konnte mit deutlich grofleren Stell- bzw.
Préadiktionshorizonten keine deutliche Verbesserung der Ergebnisse erzielt werden.

Abbildung 5.1 zeigt den Intensitédtsplot in der Raum-Zeit-Ebene des mit der beschriebenen
MPC aktuierten Systems. Dabei wurde erneut von einer sinusférmigen Anfangsbedingung,
wie in den Abschnitten 3.4.1 und 4.2 beschrieben, ausgegangen. Der Intensitétsplot zeigt
bereits nach kurzer Anfangszeit das gewiinschte sinusféormige Verhalten. Dies gilt nicht nur
an der Position, die dem eigentlichen Systemausgang entspricht, sondern iiber den gesamten
Bereich x € [—1,1]. Das gute Folgeverhalten zeigt sich noch deutlicher, wenn ausschliefllich
der Systemausgang betrachtet wird. Abbildung 5.2 zeigt den zeitlichen Verlauf des System-
ausgangs und der Referenz. Auch hier zeigt sich, dass die MPC in der Lage ist, dem Ausgang
der Referenz bereits nach etwa ¢ = 2s zufriedenstellend zu folgen. Auffillig sind die stéarkeren
Abweichungen in den Spitzen und Senken der Referenz. Der Regelfehler in diesen Bereichen
kann zum einen auf den zwar kleinen, aber vorhandenen Modellfehler zuriickgefithrt wer-
den, zum anderen ist die Dynamik des Systems begrenzt, wodurch ein beliebig schnelles und
genaues Folgen der Referenz erschwert wird.
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5 Modellpradiktive Regelung
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Abbildung 5.1: Intensitétsplot in der Raum-Zeit-Ebene eines durch eine MPC aktuierten Systems auf Basis
der Burgers-Gleichung. Der Systemausgang der einer sinusférmigen Referenz folgen soll bezieht sich auf den
durch die gestrichelte horizontale Linie gekennzeichneten Ort.

5.2 Regelung Euler-Gleichungen

Um die Leistungsfahigkeit der PINN-basierten Zustandsraummodellierung weiter zu verdeut-
lichen, wird in diesem Abschnitt auf ein MPC-Beispiel fiir ein System, welches durch die Euler-
Gleichungen beschrieben wird, eingegangen. Als System wird die numerische 1-D-Simulation
der Euler-Gleichungen angenommen, die bereits in Abschnitt 3.4.2 und Abschnitt 4.3 verwen-
det wurde. Das System entspricht der schematischen Darstellung in Abb. 4.4. Die Aktuation
erfolgt iiber eine Anpassung des Drucks am Einlass des Rohres.

Ziel der MPC ist es, dhnlich zum Beispiel fiir die Burgers-Gleichung, mit der Geschwindigkeit
vx(t,x = 0.3m) an der Stelle x = 0.3 m im Rohr einer sinusformigen Referenz

r(t)=b+A-sin(27- f,) (5.18)

zu folgen. Dabei wird in diesem Beispiel eine Frequenz f, = 4 Hz, eine Amplitude A = 25m/s
und ein Offset b = 175m/s fiir die Referenz angenommen. Die Messgleichung des Systems
wird entsprechend so festgelegt, dass der Systemausgang ebenfalls der Geschwindigkeit an
der Stelle x = 0.3 m entspricht:

y(tl) =Yy = 6 (\Il% (0'3707$l>7\1jz (0'3707wl) 7:U’l> . (519)

Als Kostenfunktion wird, wie im Beispiel der Burgers-Gleichung, die 2-Norm zwischen System-
ausgang und Referenz festgelegt. Die Beschriankung der Anderungsrate des Eingangsdrucks
wird iiber die lineare Ungleichung

1 -1 -~ 0 0 ] o Ap ]
-1 1 - 0 0 Ap
: : Ha :
0 0 1 -1 |- : < Ap (5.20)
0 0 -1 1 Pitny —1 Ap
1 0 0 0| T pi—1 + Ap
L -1 0 0 0 | L -1 — Ap |
—_—
QeR(ny 2)xny q
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5.2 Regelung Euler-Gleichungen

——  Referenz r(t)
—— Systemausgang y(t)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Zeit t [s]

Abbildung 5.2: Folgeverhalten der MPC fiir ein System auf Basis der Burgers-Gleichung ausgehend von
einer sinusférmigen Anfangsbedingung.

oben: Zeitlicher Verlauf des Systemausgangs und Referenz

unten: Zeitlicher Verlauf der Stellgréfie

beriicksichtigt. Hier bezeichnet Ap = 0.1bar/ms die maximal mogliche Anderung des Drucks
am Einlass des Rohres. Die letzten beiden Zeilen in Gl. (5.20) stellen sicher, dass die Anderung
auch im ersten Schritt des aktuellen Horizonts beschréankt ist. Der Pradiktions- sowie Stellho-
rizont wurden in diesem Beispiel zu ny = ny = 5 Zeitschritten gewéhlt. Untersuchungen mit
groferen Pradiktions- und Stellhorizonten bis zu ny = ny = 50 Zeitschritten haben keine
deutliche Verbesserung ergeben und wurden aufgrund des hohen Rechenaufwands nicht wei-
ter beriicksichtigt. Die MPC in diesem Beispiel arbeitet auf einem Zeitgitter von At = 1 ms.
Dies entspricht dem maximalen Wert, der durch die trainierten Netze in einem Zeitschritt
abgebildet werden kann.

In Abbildung 5.3 oben ist der Systemausgang aus der numerischen Simulation zusammen mit
der Referenz dargestellt. Unten ist die durch die MPC berechnete Aktuation zu sehen. Als
Anfangsbedingung wurde eine konstante Durchstromung mit 150 m/s und eine konstante Tem-
peratur von ¥ = 300 K im gesamten Rohr angenommen. Um eine Art Stérung zu imitieren,
wurde zudem fiir ¢ = 0 eine sinusférmige Anfangsverteilung des Drucks

p(x,0) = sin (x) (5.21)

tiber die Lénge x € [0; 1] des Rohres in der Simulation beriicksichtigt. Die Ergebnisse zeigen,
dass es auch fur die Euler-Gleichungen mit der MPC auf Basis eines PINN-Modells gelingt,
einer Referenz zufriedenstellend zu folgen. In diesem konkreten Beispiel kann der Referenz
bereits nach etwa 20 ms gut gefolgt werden. Von da an zeigt sich iiber die gesamte betrachtete
Simulationzeitspanne eine sehr hohe Genauigkeit des Folgeverhaltens.
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5 Modellpridiktive Regelung

——  Referenz r(t)
—— Systemausgang y(t)
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Abbildung 5.3: Folgeverhalten der MPC fiir ein System auf Basis der Euler-Gleichungen ausgehend von
einer sinusférmigen Anfangsbedingung.

oben: Zeitlicher Verlauf des Systemausgangs und Referenz

unten: Zeitlicher Verlauf der Stellgrofie
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6 Iterativ lernende Regelung

In vielen technischen Prozessen wiederholen sich Abldufe mit einer gewissen Regelméfigkeit.
Wenn bestimmte Verldufe von Zustidnden und Messgroflen sich zyklisch wiederholen oder
Auswirkungen von zyklischen Stérungen reduziert werden sollen, ist es sinnvoll, Information
von vorangegangen Zyklen in der Regelung zu nutzen, um z.B. das Folgeverhalten im Be-
zug auf die Referenz zu verbessern. Eine Moglichkeit hierfiir bietet die sogenannte iterativ
lernende Regelung (ILR).

Wie in der Einleitung beschrieben, existieren diverse technisch relevante Stromungsprozesse,
die einen zyklischen Charakter zeigen. Daher ist die ILR ein besonders geeignetes Verfah-
ren, um eine aktive Stromungsbeinflussung mit einer geschlossenen Regelung aufzubauen.
Kritisch sind die ebenfalls erwdhnten mechanischen Beschriankungen in der Aktuation. Die
beschrinkte Bandbreite und der schaltende Charakter der Aktuatoren fithrt dazu, dass eine
Reglersynthese im kontinuierlichen Bereich mitunter nicht mehr moglich ist oder zu unzufrie-
denstellenden Ergebnissen fithrt. Daher ist es sinnvoll, entsprechende Beschrankungen direkt
in der Reglersynthese zu beriicksichtigen.

In diesem Kapitel soll nach einer kurzen allgemeinen Einfiithrung in das Konzept der ILR auf
Beschrinkungen in der Aktuation eingegangen werden und wie diese in einem ILR-Ansatz
beriicksichtigt werden kénnen. Fiir eine einfachere Beschreibung wird in diesem Kapitel bis
auf den letzten Abschnitt von Systemen mit einer Eingangs- und einer Ausgangsgréfie aus-
gegangen.

6.1 Grundlagen der iterativ lernenden Regelung

Die grundlegende Idee einer ILR ist die Anpassung der Stellgroie u(t) fiir einen ganzen Zy-
klus k basierend auf der Messung y(t), die ebenfalls fiir einen gesamten Zyklus aufgenommen
wurde. Ausgehend von einer Zyklusdauer 7, und einer Abtastrate fiir die Aktuation mit der
Frequenz f, ergeben sich n, =T, - f,, Stellschritte

= p(l-At) mit At=1y, fir 1 €{0,...,n,—1} (6.1)

fiir einen Zyklus. Die Stellgroflen kénnen dann fiir den Zyklus £ in einem entsprechenden
Vektor

e = (05 -y Bobs - o Bona—t] - (6.2)

zusammengefasst werden. Analog ergeben sich fiir die Messung bei einer Messfrequenz von
fy in einem Zyklus ny, = T}, - f, Messpunkte

y=y(l-At) mit At=1/ fir [€{0,...,n,—1}. (6.3)

die ebenfalls in einem Vektor

T
Y = |:yk:,07 s Yk - yk,ny71:| (64)
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6 Iterativ lernende Regelung

zusammengefasst werden konnen, der aus allen Messung eines Zykluses k besteht.

Mit einer zyklusinvarianten Referenz r € R™ kann fiir den Zyklus k in Abhédngigkeit der
Messung der Regelfehler

e, =r—yY; (6.5)

berechnet werden. Der Ansatz einer ILR ist ein Stellgesetz

Pii1 =9 (B Bg—1, - -+ ks €1, - ) (6.6)

zu definieren, das die Stellfolge py fiir den kommenden Zyklus in Abhéngigkeit der Stell-
folgen und den Regelfehlern vorangegangener Zyklen definiert.

Fir die Bestimmung des Stellgesetzes in Gl. (6.6) gibt es verschiedenste Anséitze. Dabei
kann eine Reglersynthese sowohl im Zeitbereich als auch im Frequenzbereich erfolgen. Ein
Uberblick iiber die verschiedenen Methoden zur Bestimmung des Stellgesetzes Gl. (6.6) ist
z.B. in Bristow, Tharayil und Alleyne, 2006 oder Ahn, Chen und Moore, 2007 zu finden.
Im Rahmen dieser Arbeit wird sich auf den modellbasierten Ansatz der normoptimalen ILR
beschrankt, die erstmals in Amann et al., 1998 vorgestellt wurde. Dafiir ist ein Prozessmodell
erforderlich, dessen Aufbau fiir den linearen Fall im Folgenden kurz beschrieben wird. Fiir den
nichtlinearen Fall ist zunéchst eine Linearisierung des Modells notwendig, um die Schritte zum
Aufbau eines linearen Eingangs-/Ausgangsmodells fiir einen gesamten Zyklus durchfithren
zu konnen. Es ist auch die direkte Verwendung eines nichtlinearen Modells moglich, diese
erfordert allerdings die Verwendung eines nichtlinearen Optimierungsverfahren. Dieser Fall
wird hier nicht weiter betrachtet.

Fir die folgende Beschreibung wird angenommen, dass die Abtastraten fiir Messung und
Aktuation gleich sind, f, = f,. Es gilt also n, = n, = n. Fiir ein lineares System kann die
Dynamik in einem diskreten Zustandsraummodell

x+1 = Az + By, (6.7)
y = Cx; + Dyy (6.8)

aus Zustandsgleichung und Messgleichung mit € R", A € R®%*"% B ¢ R%*! C ¢ RI*X"=
und D € R beschrieben werden. Die Systemdynamik ist iiber die Matrizen A, B, C und D
definiert. Damit ergibt sich fiir die Zusténde in den einzelnen Zeitschritten eines Zykluses

x1 = Axg+ By (6.9)
o =Axi +Bu = A2a:0 + ABpuo + By (6.10)
;= Alxg+ A'Bug+ - + ABpy_o + By . (6.11)

Daraus kénnen die Systemausgéinge

yo = Cxg + Dpg (612)
y1 = Cx1 + Dpy = CAxg + CBug + Dy (613)
y; = CAlzg + CA"'Bpg + - - -+ CByy_1 + Dy (6.14)
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bestimmt und ein Eingangs-/Ausgangsmodell

Yoo D 0 0 - 07 o C
Yk,1 CB D 0 .o 0 Mk 1 CA
. = . . . . + . xo (6.15)
Ykn—1 CA™" 2B CA™ 3B ... CB D Mk n—1 CAn!
Yk G [ Go

aufgestellt werden, welches die Stellgrolen auf die Systemausgénge fiir einen gesamten Zyklus
k abbildet. Wird die Anfangsbedingung x( als ebenfalls zyklusinvariant angenommen, ist der
zweite Summand auf der rechten Seite von Gl. (6.15) ein konstanter Versatz, der, wie unten
gezeigt wird, durch die ILR vollstdndig kompensiert werden kann. Neben der Herleitung aus
einem Zustandsraummodell, wie hier gezeigt, ist auch eine Modellierung mit experimentellen
Daten z.B. iber eine Anregung mit Impulsantworten moglich. Dieses Vorgehen wird weiter
unten im Mehrgrofienfall Anwendungen finden. Auch dieser Weg fithrt auf ein Modell mit der
in Gl. (6.15) gezeigten Struktur.

Annahme 1: Unabhéngig von der Konstruktion bzw. Herleitung der Systemiibertragungs-
matrix G wird im Folgenden davon ausgegangen, dass die Abbildung G injektiv ist.

Annahme 2: Mit D € R und D # 0 ist G regulér und der Kern besteht nur aus dem Nullvek-
tor. Fiir D = 0 und CB = 0 wird y;, = [Yk.1, Yk2s - - » Y1) und gy, = (K0, Wk1s- - - 2] -
gewahlt, sodass G auch dann regular ist.

6.2 Normoptimale iterativ lernende Regelung fiir lineare Systeme

Die folgenden Ausfiihrungen zur ganzzahligen, beschrénkten ILR wurden in Arnold und King,
2021a veroffentlicht. Die Idee der normoptimalen ILR ist die optimale Anpassung der Stell-
folge py, 4 beziiglich einer Kostenfunktion

Jre1 = J(Hyy1) = €f 1 Weerpt + g Wty 1 + Apg WarApy (6.16)

in jedem Zyklus k fiir den folgenden Zyklus k+ 1. Der erste Summand entspricht dem mit der
Matrix Wy € R™*™ gewichteten, quadratischen Regelfehler fiir den néchsten Zyklus k+1. Der
zweite Summand beschreibt die durch die Matrix Wy € R™*"™ gewichtete, quadratische Stell-
folge. Der Ausdruck kann folglich als Gewichtung der Stellenergie im Zyklus k + 1 betrachtet
werden. Der letzte Summand gewichtet mit der Matrix Way € R™*" die Anderung der Stell-
folge vom aktuellen Zyklus zum néchsten Zyklus Apy, 1 = pyq — pg. Diese Gewichtung
ist sinnvoll, um zu grofie Anderungen der Stellfolge von Zyklus zu Zyklus zu verhindern, die
zu einem schwingenden Verhalten fithren kénnen. Zudem erhoht sich damit die Robustheit
gegeniiber Storungen und Modellfehlern.

Annahme 3: Die Gewichtungsmatrizen Wgr, Wy und Wx; sind alle symmetrisch und po-

sitiv definit.

Da der Regelfehler e im Zyklus k unbekannt ist, muss der Systemausgang ;. mit einem
Modell pradiziert werden. Wird eine zyklusinvariante, unbekannte Stérung d angenommen,
gilt ausgehend von dem linear-affinen Prozessmodell aus Gl. (6.15)

Yer1 = Gl + Gozo +d (6.17)
b
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An dieser Stelle wird von einer zyklusinvarianten Anfangsbedingung ausgegangen. Im Offset b
koénnen neben der Anfangsbedingung und Stérungen auch Modellfehler beriicksichtigt werden,
solange diese ebenfalls zyklusinvariant sind. Mit der Modellannahme gilt fiir den Regelfehler

€1 =T =Yg =T =Gy —b . (6.18)

Da sowohl der Offset b als auch die Referenz r als zyklusinvariant angenommen wurden,
konnen sie genutzt werden, um die Fehler zweier aufeinanderfolgender Zyklen in einen Zu-
sammenhang

r—b=ep+Gup =ep+Gpy . (6.19)
zu bringen. Daraus folgt
err1 =€, +Gup — G . (6.20)

Anmerkung 1: Aufgrund von Annahme 1 und der zyklusinvarianten Anfangsbedingung g
ergibt sich ein abweichender Regelfehler

ept1 = e — G (i1 — Kp) (6.21)

im Vergleich zum aktuellen Regelfehler e, fiir alle p | — pt5, # 0 solange sich diese Differenz
nicht im Nullraum von G befindet. Aufgrund von Annahme 2 ist dies ausgeschlossen. Folglich
koénnen sich fiir unterschiedliche Stellfolgen keine identischen Regelfehler ergeben.

Die Fehlerpradiktion aus Gl. (6.20) kann in Gl. (6.16) eingesetzt werden. Es ergibt sich der
beziiglich der neuen Stellfolge ;. quadratische Ausdruck

Tht1 = i1 Qi + 9" s + 4 (6.22)
mit
Q =G"W;G + Wy + Why (6.23)
a=-2(uf (G"WeG + Way ) + el WiG) (6.24)
q = pj Waupy, + ef Weey, . (6.25)

Anmerkung 2: Die Gewichte Wg, Wy und Way wurden als positiv definit angenommen.
Zudem ist unter Annahme 1 auch der Ausdruck GTWgG positiv definit. Daraus folgt, dass
auch der quadratische Parameter Q als Summe dieser Ausdriicke positiv definit ist und das
unbeschrinkte Problem eine eindeutige Losung hat. Eine ausfiihrliche Erlduterung dazu kann
in Nocedal und Wright, 2006 gefunden werden.

Die optimale Stellfolge p, | fiir den néchsten Zyklus ergibt sich im unbeschrankten Fall durch
die analytische Berechnung des Minimums der quadratischen Kostenfunktion aus Gl. (6.22).
Es folgt fiir das Stellgesetz

M1 = Quy + Ley, (6.26)

mit
Q = (G"WiG + Wy + Way) - (GTWiuG + Way) (6.27)
L= (G"WpG + Wy + Way)  G"Wg . (6.28)
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Da die Filter Q und L fir das Stellgesetz in Gl. (6.26) wiahrend der Reglerauslegung berechnet
werden kénnen und sich wéhrend der Anwendung nicht &ndern, ist der Rechenaufwand einer
normoptimalen ILR auf zwei Matrixmultiplikationen beschrankt. Damit ist dieser Ansatz
besonders vorteilhaft fiir Anwendungen mit hohen Anforderungen an die Echzeitfahigkeit,
sprich im Fall hoher Abtastraten.

Fiir den Rest dieses Kapitel wird die Bestrafung der Stellenergie vernachléssigt. Entsprechend
wird Wy = 0 angenommen. Die Allgemeingiiltigkeit der folgenden Aussagen wird dadurch
nicht beeintréichtigt. Die Kostenfunktion reduziert sich damit auf

Jir1 = J(Bi1) = epps Wierr1 + Apg  WarApy, (6.29)

Im unbeschriankten Fall ergibt sich Q = I fiir das erste Filter im Stellgesetz aus Gl. (6.26),
womit der Rechenaufwand fiir die Anpassung der Stellfolge in jedem Zyklus nochmal reduziert
wird. In diesem Fall wird im konvergierten Zustand

M1 — 1 =0 =Ley (6.30)
ideales Folgeverhalten erreicht.

Anmerkung 3: Wie beschrieben verbessert das Gewicht Way die Robustheit gegeniiber
Storungen und Modellfehlern und ermdglicht eine konservativere Anpassung der Stellfolge
p, iber die Iterationen. Wird das Gewicht verkleinert, ergibt sich ein aggressiveres Lern-
und damit schnelleres Konvergenzverhalten der ILR. Fiir den Fall Way = Wy = 0 folgt
daraus der Ansatz der Inversen-Modell-ILR (Bristow et al., 2006). Die Regelung springt dann
in einem Schritt zur optimalen Losung.

6.2.1 Beschrankungen

In einer realen Applikation ist die Stellfolge p,;, iiblicherweise beschriankt. Diese Beschran-
kungen kénnen aus physikalischen Beschriankungen resultieren, wie z.B. durch die Verwen-
dung von schaltenden Bauteilen. Aber auch Entwurfsentscheidungen, z.B. zur Limitierung der
Stellenergie, konnen durch entsprechende Beschrankungen definiert werden. In diesem Kapi-
tel wird angenommen, dass die Stellgrofle in jedem Fall auf den Raum der ganzen Zahlen N«
beschriankt ist. Wie in der Einleitung in Abschnitt 1.2 beschrieben, sind fiir eine schnelle Ak-
tuation von Stromungssystemen oft schaltende Bauteile notwendig. Um diese Charakteristik
moglichst gut in der Reglersynthese abzubilden, ist es sinnvoll, diese Beschrankung der Ak-
tuation entsprechend zu beriicksichtigen. Zusétzlich wird angenommen, dass moglicherweise
weitere Beschrankungen existieren, die den Raum zuldssiger Stellfolgen auf eine finite Menge

u, €U CN™ Vke{0,1,...} (6.31)

reduzieren. Um im Folgenden einfach zwischen unbeschrinkten Stellfolgen und Stellfolgen, die
geméf den Beschrankung in Gl. (6.31) zuléssig sind, zu unterscheiden, wird fiir den zweiten
Fall die alternative Notation uy fiir die Stellfolge im Zyklus k eingefiihrt.

Wenn der Losungsraum fiir die Stellfolge entsprechend Gl. (6.31) beschriankt ist, muss die
optimale Stellfolge uy41 fiir den néchsten Zyklus k + 1 aus einem quadratischen Programm
berechnet werden.

Quadratisches Programm (QP) 1: Die optimale Stellfolge w1 einer beschrankten ILR
fiir den folgenden Zyklus k 4+ 1 ergibt sich aus

. ~T - T~
U1 = argmin Uy QUgy1 +q Uptr (6.32)
Ug+1
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6 Iterativ lernende Regelung

unter der Beschrinkung

gy €U C N (6.33)

mit
Q= G"W;G + Wyy (6.34)
" = -2 (uf (G"WuG + Way ) + e[ WuG) . (6.35)

Im Gegensatz zu der unbeschrinkten Formulierung zu Beginn dieses Abschnitts, kann das
QP 1 nicht analytisch gelost werden. Dadurch wird der Rechenaufwand fiir die Berechnung
der Stellfolge in jedem Zyklus deutlich erhoht. Vor allem ist der Rechenaufwand aber nicht
deterministisch. Es ist also vor der eigentlichen Anwendung nicht moglich zu garantieren,
in welcher Zeitspanne das QP 1 optimal gelost werden kann. Lediglich eine obere Abschét-
zung iber die maximale Anzahl der zuldssigen Losungen [U| ist moglich. Dadurch ist eine
echtzeitfahige Umsetzung analog zur reellwertigen Losung in vielen Féllen nicht moglich.

Neben den Auswirkungen auf den Rechenaufwand beeinflusst die Beschriankung unter Um-
stdnden auch das Konvergenzverhalten der ILR deutlich. Dies kann dazu fiithren, dass die
beschrankte Regelung zu einem auf den Regelfehler bezogenen, lokalen Minimum konver-
giert und somit ein globales, optimales Folgeverhalten im auskonvergierten Zustand nicht
gewdhrleistet ist. Dies ist auf die minimal mogliche Anderung

[Upyr —uglla > 1 fir ugg # wg (6.36)

zuriickzufiihren, die aus der ganzzahligen Beschriankung resultiert. Durch diese minimal mog-
liche Anderungen existiert auch eine untere Grenze

(W1 — ug) " Wap (Ugr1 — Ug) > WAD min (6.37)

fiir den Bestrafungsterm der Anderung in der Kostenfunktion Gl. (6.16). Damit kann eine
Situation entstehen, in der

J(llk+1) > J(Uk) vu,k;+1 ceu (638)

gilt, obwohl méglicherweise eine Stellfolge ugy1 € U existiert, welche in einem Regelfehler
mit

eE_HWEekJrl < eEWEek (6.39)

resultiert. Die ganzzahlige Beschrankung fithrt also dazu, dass moglicherweise die optimale
Losung beziiglich des Regelfehlers im auskonvergierten Zustand nicht erreicht werden kann.
Im folgenden Abschnitt werden die wichtigsten Eigenschaften sowohl der reellwertigen ILR
sowie der ganzzahligen ILR von einer formaleren Seite betrachtet.

6.2.2 Stabilitat und Konvergenz

Fir das zyklusdynamische Verhalten eines ILR-geregelten Systems koénnen Stabilitdt und
Konvergenzeigenschaften definiert werden. In einem ersten Schritt werden die Eigenschaf-
ten fiir den unbeschrénkten, reellwertigen ILR-Ansatz rekapituliert. Im Anschluss werden
entsprechende zweckdienliche Definitionen fiir den ganzzahligen Fall eingefiihrt, da entspre-
chende Annahmen aus dem unbeschriankten, reellwertigen Fall nicht direkt tibertragbar sind.
Diese zweckdienlichen Definitionen werden jeweils den Uberlegungen fiir den unbeschrankten,
reellwertigen Fall gegeniibergestellt.
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Definition 1: Eine reellwertige ILR ist asymptotisch stabil, wenn eine Grenze ) existiert,

sodass
|y < pup Yk €0,1,2,... (6.40)
und
Jm g, = i (6.41)

gilt, vergleiche Bristow et al., 2006.
Behauptung 1: Die konvergierte Stellfolge pu und der aus ihr resultierende Regelfehler e

ist eindeutig fiir ein System.

Beweis: Die Eindeutigkeit der konvergierten Stellgrofle p . folgt direkt aus Anmerkung 2.
Der konvergierte Regelfehler

€ =r—b—Gpu (6.42)

fiir kK — oo resultiert aus der eindeutigen optimalen Stellfolge o . 0

Definition 2: Eine reellwertige ILR konvergiert beziiglich einer gegebenen Norm || - || mo-
noton genau dann, wenn

leso — exi1ll < Allese —exll ¥ mit <1 (6.43)

wobei ey, wiederum der Regelfehler ist, der sich aus einer Aktuation mit der konvergierten
Stellfolge i, ergibt. Die Konvergenzrate v € R definiert dabei das Konvergenzverhalten, d.h.
die Konvergenzgeschwindigkeit.

Behauptung 2: Monotone Konvergenz gemdfl Definition 2 ergibt sich fiir eine unbeschrink-
te, reellwertige ILR, wenn

7 = Omax (G (Q-LG) G‘l) <1 (6.44)
erfillt ist. Der Operator omax (+) beschreibt hier den maximalen Singuldrwert.

Beweis: Eine detaillierte Beschreibung des Beweises ist in Bristow etal., 2006 zu finden.
Ausgangspunkt ist der bleibende Regelfehler e, fiir den gilt

(I+GI-Q 'L)ex=1-b. (6.45)
Fir die Regelfehler in Zyklus k bzw. k + 1 gilt

e, =r— (G, +b) (6.46)
ert1 =1~ (Gpyyq +b) (6.47)

Durch Einsetzen des Stellgesetzes aus Gl. (6.26) in Gl. (6.47) ergibt sich ein Zusammenhang
zwischen den Fehlern zweier aufeinander folgender Zyklen k& und k + 1:

r—b= er+1 + GQH'k + GLek (648)

Gleichung (6.46) kann nach p;, aufgelost werden und in Gl. (6.48) eingesetzt werden. Es
ergibt sich

r—b= (I - GQG”)A (ek+1 el (QG*1 - L) ek) (6.49)
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Die linke Seite von Gl. (6.45) und die rechte Seite von Gl. (6.49) konnen gleichgesetzt werden
und nach passender Umstellung der Gleichung ergibt sich

e —€1=G(Q-LG)G !(ex —ep) (6.50)

O]

Anmerkung 4: Wie in Owens und Daley, 2008 beschrieben, ergibt sich fiir den hier be-
trachteten Fall mit Wiy = 0 die monotone Konvergenz einer normoptimalen ILR aus einer
einfachen Verschachtelung (interlacing). Durch Einsetzen von p; ; = p; in die Kostenfunk-
tion Gl. (6.29) ergibt sich

eEHWEekH < Jk—i—l < eEWEek (6.51)
Damit folgt eEHWEekH < eEWEek.

Da die Konvergenzbedingung in Gl. (6.44) auf den analytisch bestimmten Update-Filtern
Q und L beruht, ist sie in dieser Form nicht auf den ganzzahligen Fall iibertragbar. Daher
werden im Folgenden einige zweckdienliche Aussagen fiir das zyklusdynamische Verhalten
einer ganzzahligen ILR aufgestellt.

Lemma 1: Die Norm des gewichteten Regelfehlers ||ex||w, = ||ef Wieg|| einer ganzzahligen
ILR ist nicht ansteigend tber die Zyklen.

Beweis: Da die Anmerkung 4 nicht auf der Annahme einer unbeschrankten Stellfolge beruht,
gilt die Aussage auch fiir den Fall einer ganzzahligen Stellfolge. Es folgt, dass der gewichtete
Regelfehler eg 11 Wgey 1 tber die Zyklen nicht ansteigt. O

Annahme 4: Wenn die optimale Losung von QP 1 nicht zu einer Verbesserung der Kosten-
funktion fithrt, im Speziellen, wenn der Fall J(uy41) = J(uy) fir uyy1 # uy auftritt, wird
angenommen, dass die Stellfolge uy fiir die folgenden Zyklen beibehalten wird und damit
ein konvergierter Zustand erreicht ist. Der konvergierte Zustand der Regelung ist ebenfalls
erreicht, wenn J(uy41) > J(uy) fir alle zuldssigen Losungen uyy; € U gilt.

Annahme 5: Es wird eine gleichmiBige Bestrafung der Anderung der Stellfolge angenom-
men. Es gilt folglich Way = wayp - I, womit sich der Bestrafungsterm aus der Kostenfunktion
Gl. (6.29) zu

(W1 — ug) " Wap (Wep1 — ug) = wap - [|ugsr — ugl)3 (6.52)

reduziert. Hier ist I die Einheitsmatrix.

Lemma 2: Fine ganzzahlige, normoptimale ILR mit einer Optimierung auf Basis einer
Branch-and-Bound-Suche konvergiert in einen finalen Zustand.

Beweis: Zunichst muss ein periodisches Verhalten der ILR in der Zyklusdoméane ausge-
schlossen werden. Das Auftreten einer periodischen Sequenz iiber die Zyklen wiirde einen
konvergierten Zustand verhindern. Angenommen

(a) es existiert tatséchlich ein ugy,, = ug fir m > 1 und

(b) gemé&B der Verschachtelung aus Anmerkung 4 gilt fiir alle i = 1,2, ..., m die Gleichheit
der Fehler

et Wiey; = e, Wgep . (6.53)
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Geméf der Annahme 4 wihlt der Optimierer nur eine neue Stellgrofle ugi; # ug4;—1 aus,
wenn die Kostenfunktion Ji; abnimmt. Mit der Annahme 5 miisste sich eine Sequenz der
Stellfolge

lag — w13 > [upsr — wgl3 > |[upre — w3

> > [ Wt — Wepm—1]3 = [[We — Wkrm_1|]3 (6.54)

ergeben. Diese Sequenz kann jedoch nie auftreten, da in der Optimierung als Folge auf die
Stellfolge uy_1 direkt das bestmogliche uy, ausgewéahlt wird, ohne vorher suboptimale Losun-
gen auszuwahlen. Folglich ist fiir diesen Fall ein periodisches Verhalten in der Zyklusdoméne
ausgeschlossen.

Wird abweichend zu (b), zusétzlich zu (a), angenommen, dass es mindestens eine ILR-
Iteration k + j + 1 gibt, in der fiir den Fehler

eEJererEek_;,_j_;_l < e;erjWEekH (655)
gilt, kann iiber die oben aufgefiihrte Argumentation ebenfalls ein periodisches Verhalten in
der Zyklusdoméne ausgeschlossen werden.

Ein periodisches Verhalten ist nicht nur fiir die Stellgréfie ausgeschlossen, sondern auch fiir den
Regelfehler. Fiir m > 1 kann ein identischer Regelfehler eg,, = e; aufgrund der injektiven
Abbildung durch G nur auftreten, wenn auch die Stellfolgen uy,,, = uy identisch sind. Dieser
Fall wurde oben ausgeschlossen. Ein identischer Regelfehler zwischen zwei Iterationen kann
nur fiir m = 1 auftreten. Dann ergibt sich ugy1 = u; = uy als die konvergierte Stellfolge mit
entsprechendem Regelfehler.

Der verwendete Optimierungsalgorithmus stellt sicher, dass die positiv definite Kostenfunk-
tion entweder abnimmt oder in einem konvergierten Zustand verbleibt. Damit ist instabiles
Verhalten in der Zyklusdoméne ausgeschlossen. Mit einem vollstdndigen Durchlaufen des
Branch-and-Bound-Suchbaums kann folglich die optimale Losung uy in jeder Iteration be-
stimmt werden und Konvergenz zu einem finalen Zustand ist sichergestellt. O

Im Gegensatz zu Behauptung 1 fiir den reellwertigen Fall ist die Eindeutigkeit des konver-
gierten Zustands im ganzzahligen Fall nicht gegeben.

Lemma 3: Der konvergierte Regelfehler ey, der sich aus der ganzzahligen Aktuation uy
ergibt, liegt in einem Bereich, der durch

(uyt1 —un)T Q(uns1 — uy) — 265 Wi G (uy41 —uy) > 0 (6.56)
fiir alle uny4+1 # uy und uyt1,uy € U C N™ definiert ist.
Beweis: Aufgrund von Annahme 4 ist ein konvergierter Zustand erreicht, wenn
uy1Quyi1 +qlunys > uyQuy +qluy (6.57)

fir alle uyy1 # uy aus der Menge der zuldssigen Losungen uyyi,uy € U gilt. Durch
Umformen und unter Beachtung der speziellen Struktur von Gl. (6.34) bzw. Gl. (6.35) ergibt
sich eine Menge an Ungleichungen

Auy,1QAuy;; — 2y WpGAuy g >0 (6.58)

fiir alle zuldssigen Anderungen Auy.1 = uyy1 — uy, womit Gl. (6.56) bewiesen ist. ]
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Anmerkung 5: Da der quadratische Parameter Q positiv definit ist, ist ein verschwindender
Regelfehler ey = 0 in jedem Fall eine Losung von Gl. (6.56). Wenn fiir uy; # uy € U
ein anderer Regelfehler ey # 0 moglich ist, existiert unter der Annahme eines Lipschitz-
kontinuierlichen Systems ein initialer Regelfehler e, mit dem sich eine Sequenz

ey < enN_] < <€ (6.59)

ergibt, die im Regelfehler ey endet. Die Sequenz bzw. der Regelfehler eg ist abhéngig vom
Gewicht Wy . Folglich ist der konvergierte Regelfehler nicht eindeutig.

Anmerkung 6: Da der quadratische Parameter Q = GTWG + Wiy und Way selbst
positiv definit sind, kann iiber eine Vergrofierung von Way der Losungsraum aus Gl. (6.56)
beliebig vergroflert werden. Dies bedeutet, dass fiir eine grofiere Anzahl an Stellfolgen uy
keine weiteren Anpassungen moglich sind.

Anmerkung 7: Aufgrund von Lemma 2 und der in der Optimierung verwendeten Branch-
and-Bound-Suche wird die Menge aus Gl. (6.56), in der sich der konvergierte Regelfehler
befindet, in einer endlichen Anzahl von N Zyklen erreicht. Da uy € U, gilt Definition 1 auch
fiir den ganzzahligen Fall.

Fiir die reellwertige ILR ergibt sich mit dem Verweis auf Anmerkung 3 eine vom Gewicht Wx
unabhéngige Stellfolge pt.. Im Unterschied dazu ist im Fall einer ganzzahlig beschrinkten
Stellfolge das Gewicht Way der Grund, dass keine eindeutige, konvergierte Stellfolge uy =
Uy erreicht wird. Daher ist der Vergleich zwischen den beiden Ansétzen schwierig, wenn ein
WAy # 0 gewéhlt wird. Die selbe eindeutige Stellfolge p ., resultiert auch aus einem auf die
Kostenfunktion

Jso = €L Wgeq, (6.60)

bezogenen, optimalen Regelfehler e, der nach einer Iteration erreicht wird. Fiir den ganz-
zahligen Fall kann eine analoge Losung bestimmt werden, die unten als Referenz fiir die
erreichbare Regelgiite genutzt wird.

Quadratisches Programm (QP) 2: Die analog zu Gl. (6.60) optimale, eindeutige, ganz-
zahlige Stellfolge u, die der optimalen Steuerung fir das System entspricht, ergibt sich aus

U = arg min ﬁOTOQﬁOO +ql s (6.61)
unter der Beschrankung
Uy €U C N™ (6.62)
mit
Q =G™W;G (6.63)
q" = -2 (uf GTWLG + ef WiG) . (6.64)

Die Stellfolge ug entspricht einer beliebigen initialen Stellfolge mit einem entsprechenden

Regelfehler eg.

6.3 Synthese einer ganzzahligen iterativ lernenden Regelung

In diesem Abschnitt werden auf Basis der vorangegangenen formalen Untersuchungen einer
ganzzahligen ILR die Mdoglichkeiten einer Reglersynthese diskutiert. Aus den beschriebenen
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Eigenschaften lassen sich die folgenden, wiinschenswerten Kriterien fiir eine ganzzahlige ILR
ableiten. Eine ganzzahlige ILR sollte

e cine moglichst kleine obere Schranke fiir die Kostenfunktion sicherstellen,
e die Norm des Regelfehlers ej, iiber die Zyklen monton verringern und
e deterministischen Rechenaufwand fiir jeden Zyklus garantieren.

In einem ersten Schritt werden zwei vorhandene Ad-hoc-Ansétze kurz vorgestellt und beziig-
lich der gewiinschten Kriterien diskutiert. Beide Ansétze wurden als praktikable Verfahren
fiir die Regelung einer SEC entwickelt und an einem nichtreaktiven Versuchsaufbau getes-
tet (Schépel etal., 2018). Im Anschluss wird dann ein neues Syntheseverfahren vorgestellt,
welches ausgehend von den genannten Kriterien fiir eine ganzzahlige ILR entwickelt wurde.

Zum besseren Versténdnis werden die Ausfiihrungen zu den Syntheseverfahren in den folgen-
den Abschnitten von einem konsistenten Beispiel begleitet. Damit soll der Vergleich zwischen
den einzelnen Verfahren erleichtert werden. Fiir eine einfache Visualisierung wird eine zwei-
dimensionale Stellfolge u;, € R? angenommen. Zudem gilt r — b = Guy, + e; = 0. Damit
ergibt sich die reduzierte Kostenfunktion

Tt = up 1 GTWieGuyy g + (s — wp)” Wap (upp1 — ug). (6.65)

In diesem einfachen Beispiel werden Matrizen

0.7186 0 11232 0
G= l 1.5809 0.7186 ] Ve = [ 0  0.9683 ] y Wap =21 (6.66)

angenommen, mit denen sich der quadratische Parameter des Optimierungsproblems QP 1
zZu

3 1.1
Q= l 1.1 0.5

ergibt. Die Beschrinkung auf den zweidimensionalen Fall erlaubt die einzelnen Schritte der
ILR im Folgenden in einfachen Konturplots darzustellen.

+ Wau (6.67)

6.3.1 Ad-hoc-Ansatze

Die beiden in diesem Abschnitt diskutierten Ansdtze wurden in Schépel et al., 2018 vorge-
stellt. Beide Ansétze bieten Losungen, um die durch Gl. (6.56) definierte Menge maoglichst
klein zu halten und so das Konvergenzverhalten der ganzzahligen ILR zu verbessern. Aller-
dings wurden die Methoden nicht mit dem Fokus auf den oben vorgestellten Kriterien fiir
das Verhalten einer ganzzahligen ILR entwickelt. Um den Vergleich zu der weiter unten vor-
gestellten Optimale-Menge-Synthese (OMS) zu erleichtern, wird an dieser Stelle trotzdem
Bezug auf die einzelnen Kriterien genommen.

Adaptives Gewicht Wy,
Wie in Abschnitt 6.2.1 beschrieben, besteht in Abhéngigkeit des gewéhlten Gewichts Wa

die Méglichkeit, dass ein Zyklus erreicht wird, in dem die Bestrafung der Anderung der
StellgroBe die daraus zu erwartende Reduzierung des Regelfehlers iibersteigt. Es wird davon
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6 Iterativ lernende Regelung

ausgegangen, dass initial ein Gewicht Way # 0 gewahlt wird, um eine zu starke Anpas-
sung der Stellfolge und damit unter Umsténden verbundene Schwingungen im System zu
vermeiden. Wie in Anmerkung 5 beschrieben, variiert je nachdem wie grofy das Gewicht Wxy,
gewahlt wird, der Zyklus, in dem die konvergierte Stellfolge mit dem zugehorigen Regelfehler
erreicht wird. Die konvergierte Stellfolge ist jedoch nicht zwangsldufig optimal beziiglich des
Regelfehlers. Eine intuitive Losung ist eine Anpassung des Gewichts Wap, um eine weitere
Verbesserung des Regelfehlers zu erméglichen. Wird ein Zyklus erreicht, in dem eine wei-
tere Anpassung der Stellgrofle ug nicht mehr moglich ist, kann mit einem entsprechenden
Adaptionsfaktor 0 < p, < 1 das Gewicht angepasst werden:

Wit =Wy pa - (6.68)

Um die Anpassung im Zyklus k zu veranschaulichen, sind in Abb. 6.1 die Kostenfunkti-
on fiir verschiedene Werte des Adaptionsfaktor p, ausgehend von einer aktuellen Stellgrofie

u, = [—1, 3]T visualisiert. Es ist zu erkennen, dass ohne eine Anpassung des Gewichts Wxy,
T T AWA\ WAL W N\
41 o k pa = 0.0
—pe = 1.0
a (0] O |—pe =05
2 o) (O] o \
'L' O ] ] O
3
0t X o o\ -
—2 A\o o O\
|
-2 -1 0 1 2
uy (-]

Abbildung 6.1: Kontourplot fiir eine ganzzahlige ILR mit adaptivem Gewicht Way . Alle zuldssigen Losungen
sind mit griinen Kreisen markiert. Der schwarze Konturplot visualisiert die Hohenlinien der Kostenfunktion
fiir eine Einstellung ohne Bestrafung der Anderung von uy entsprechend QP 2. Dies fiihrt zu einer optimalen
Steuerung mit der optimalen Stellfolge u. = 0, die mit einem x markiert ist. Der rote Konturplot zeigt die
Kostenfunktion ohne Anpassung des Gewichts Wapy und der blaue Konturplot zeigt die Kostenfuntion mit
einem reduzierten Gewicht WA’? ! = W¥,, - 0.5. Die jeweiligen optimalen StellgroBen sind mit einem Viereck
markiert.

die optimale Stellgrofle im Zeitschritt k41 wiederum ugq = up = [—1, 3}T ist. Dies bedeutet,
dass in diesem Punkt die konvergierte Stellfolge ui = upy erreicht wére. Eine weitere Ver-
besserung der Stellfolge ist ohne Verdnderung der Gewichte nicht méglich. Der Vergleich mit
der Losung der optimalen Steuerung entsprechend QP 2 zeigt jedoch, dass die ILR-Losung
beziiglich der Kosten des Regelfehlers nur suboptimal ist.

Ein angepasstes Gewicht mit dem Adaptionsfaktor p = 0.5 ermoglicht eine aggressivere Ein-
stellung der Stellgrofle. Wie im Konturplot zu erkennen ist, verschiebt sich dadurch das
Optimum des entsprechend angepassten QPs. So ergibt sich eine neue optimale Stellgrofie
upy1 = [—1, 2}T, die in reduzierten Kosten des Regelfehlers resultiert. Letzteres erkennt man
am schwarzen Konturplot, der auf den Kosten J; = eEWEek aufbaut.

Die Anpassung des Gewichts kann tiber beliebig viele Iterationen wiederholt werden und
dadurch das Gewicht Wayp beliebig reduziert werden. Allerdings kann ein sehr kleines Ge-
wicht Way zu Problemen fithren, wenn unbekannte Stérungen oder plétzliche Wechsel in
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der Referenz auftreten. Da ein grofleres Gewicht Wx im Normalfall eine zu starke Anpas-
sung der Stellgréfie und damit ein mogliches Uberschwingen des Systems verhindert, kann ein
reduziertes Gewicht genau dieses unerwiinschte Verhalten begiinstigen. Daher sollte in der
Anpassung auch eine Vergroflerung iiber einen Adaptionsfaktor p, > 1 vorgesehen werden,
der im gewiinschten konvergierten Zustand die Reduzierung des Gewichts wieder riickgédngig
macht.

Bezogen auf die Kriterien fiir eine ganzzahlige ILR ist fiir diesen Ansatz Folgendes festzuhal-
ten:

e Fehlerschranke: Da das Gewicht Wxy iiber die Iterationen immer weiter reduziert
werden kann, ergibt sich der Grenzwert Way — 0. In diesem Fall wird das Opti-
malsteuerungsproblem aus QP 2 gelost, welches die optimale Stellfolge beziiglich der
Kosten des Regelfehlers liefert. Damit entspricht die Fehlerschranke genau den Kosten
mit diesem Regelfehler.

e Monotone Konvergenz: Die in Abschnitt 6.2.2 beschriebene monotone Konvergenz
einer ganzzahligen ILR ist nicht beeintréchtigt durch eine Verkleinerung oder Vergro-
Berung des Gewichts Wy .

e Deterministischer Rechenaufwand: Der Rechenaufwand ist durch die Verwendung
der Branch-and-Bound-Suche nur nach oben abschétzbar. Im schlechtesten Fall muss
der gesamte Suchbaum exploriert werden, was bei hochdimensionalen Stellfolgen im
Rahmen einer Iteration unter Echtzeitbedingungen meistens unméglich ist. Der tat-
sichliche Rechenaufwand der Branch-and-Bound-Suche in einer Iteration ist nichtde-
terministisch und variiert stark in Abhéngigkeit des Gewichts Wy

Parallele reellwertige ILR

Da wie oben diskutiert die Anpassung des Gewichts Way bei unbekannten Stérungen die
Gefahr von unvorhersehbaren Oszillationen birgt, wurde in Schépel et al., 2018 ein weiterer
Ansatz zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens vorgeschlagen. Wie bereits oben disku-
tiert, kann es in einer ganzzahligen ILR dazu kommen, dass die minimal zulissige Anderungen
der Stellfolge Auyy1 # 0 in einer grofleren Bestrafung resultiert, als der durch die Anpas-
sung verringerte Kostenanteil durch den Regelfehler. Der in Schépel et al., 2018 vorgestellte
Ansatz schlagt als direkte Losung fiir dieses Problem vor, eine parallele, reellwertige ILR zu
implementieren, deren virtuelle Stellgrofle p; in der Berechnung von

Aupyy = U1 — py (6.69)

berticksichtigt werden kann. Damit dndert sich das zu l6sende QP.

Quadratisches Programm (QP) 3: Die Stellgrofie einer ganzzahligen ILR mit der Be-
riicksichtigung einer virtuellen, reellwertigen Stellfolge ;. € R™ ergibt sich im Zeitschritt k
aus der Losung von

uk.+1 = arg min ﬁg—‘,—lQﬁk’-i-l =+ qTﬁkJ’_l (670)
Ug+1
unter der Beschrinkung
Upq €U C N™ (6.71)
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mit

Q = GTWEG + Wy (6.72)
q" = -2 (W G"WiG + pf Way + el WuG) . (6.73)

Die Berechnung der reellwertigen Stellgrofie p,;, erfolgt nach dem allgemeinen Ansatz der
normoptimalen ILR, der in Abschnitt 6.2 beschrieben ist. Dabei werden die Gewichtungen
identisch zu dem ganzzahligen Aufbau gewihlt. Da die minimale Anderung der reellwerti-
gen Stellgrofle infinitesimal klein ist, kann die Anpassung weitergefithrt werden, wenn die
ganzzahlige Stellfolge nicht mehr gedndert werden kann.

Abbildung 6.2 illustriert wieder die Situation ausgehend von der Stellfolge up = [—I,S}T.
Auch wenn die Anpassung der ganzzahligen Stellfolge in einem Zeitschritt k£ 4 1 nicht fortge-

T T T\ \\ WA\ \ W\

J

- Jk:s
© — Ji=s+5
—x— K

-
g
E
3
~ 0 X o -
S
O O,
—2 1L \o &
|
—2 -1 0 1 2
up bzw. py (-]

Abbildung 6.2: Konturplot fiir eine ganzzahlige ILR mit einer parallelen, reellwertigen ILR. Zuléssige Losun-
gen sind mit griinen Kreisen markiert. Der rote Konturplot zeigt die Kostenfunktion in einem Zeitschritt k = s.
Der blaue Konturplot zeigt die Kostenfunktion im Zyklus k = s+ 5. Die jeweiligen ganzzahligen Optima sind
mit Vierecken markiert. Die virtuelle Progression der reellwertigen Stellgréfle in den Zyklen s,s+1,...,5+5
ist durch Kreuze dargestellt.

setzt wird, kann die Anpassung der virtuellen Stellfolge in den folgenden Zyklen fortgesetzt
werden. Durch die Anderung der reellwertigen Stellfolge p,, dndert sich der lineare Parameter
q in QP 3. Dadurch verschiebt sich das Optimum iiber die Zyklen solange, bis eine weitere
Anpassung moglich ist. In dem gezeigten Beispiel verschiebt sich in diesen Iterationen die
Kostenfunktion, sodass nach fiinf Zyklen eine weitere Anpassung der ganzzahligen Stellfolge
moglich ist. Abbildung 6.3 zeigt den Verlauf der virtuellen, reellwertigen und ganzzahligen
Stellgrofe tiber einen grofleren Zeitraum. Es ist zu erkennen, dass die reellwertige Stellfolge
aus deutlich mehr Schritten besteht als die ganzzahlige Stellfolge. Da die reellwertige Stellfol-
ge ausschlieflich virtuell berechnet wird, ist es bei ausreichender Rechenkapazitédt moglich,
mehrere virtuelle Zyklen in einem tatséchlichen Zyklus zu realisieren. Andernfalls fiihrt die
Beriicksichtigung der virtuellen Stellfolge zu einem deutlich langsameren Konvergenzverhal-
ten. Dies gilt insbesondere in der Ndhe der Lésung der beziiglich des Regelfehlers optimalen
Steuerung.

Bezogen auf die Kriterien fiir eine ganzzahlige ILR ist fiir diesen Ansatz Folgendes festzuhal-
ten:
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uy bzw. py [—]

Abbildung 6.3: Konturplot der Kostenfunktion einer optimalen Steuerung, die sich aus der Lésung von QP 2
ergibt. Die zulédssigen Losungen sind mit griinen Kreisen markiert. Die roten Kreuze markieren den Verlauf der
virtuellen, reellwertigen Stellfolge, die in der parallelen ILR berechnet wird. Die blaue Linie zeigt den Verlauf
der tatsdchlichen, ganzzahligen Stellfolge, die auf das System angewendet wird. Der zeitliche Zusammenhang
beider Stellfolgen ist dieser Darstellung nicht zu entnehmen.

e Fehlerschranke: Wie in Schépel et al., 2018 beschrieben, kann der Fall auftreten, dass
sich die reellwertige und ganzzahlige Stellfolge von unterschiedlichen Seiten der optima-
len Stellfolge bezogen auf den Fehler ndhern. In einem solchen Fall ist es moglich, dass
die reellwertige Stellfolge die Stellfolge der optimalen Steuerung aus QP 2 erreicht, ohne
die Kostenfunktion der ganzzahligen Optimierung so zu verschieben, dass auch fiir den
beschrankten Fall eine finale Anpassung moglich ist. Eine sichere Fehlerschranke kann
daher nicht angegeben werden.

e Monotone Konvergenz: Da wie beschrieben die Verwendung der reellwertigen Stell-
folge den linearen Parameter aus QP 3 beeinflusst, wird das Optimum auf unbekannte
Weise verschoben. Dadurch gelten die bekannten Zusammenhénge zwischen den Zyklen
nicht mehr zwangsldufig und monotone Konvergenz kann nicht mehr garantiert werden.

e Deterministischer Rechenaufwand: Prinzipiell gelten die gleichen Annahmen wie
fiir den Fall eines adaptiven Gewichts wie er oben beschrieben wurde. Allerdings schwankt
der tatsédchliche Rechenaufwand der Branch-and-Bound-Suche nicht so stark, da der
quadratische Parameter des QPs gleich bleibt und somit die Form des Optimierungs-
problems weniger stark variiert.

6.3.2 Optimale-Menge-Synthese

In der Kostenfunktion aus Gl. (6.29) ist die Bestrafung der Anderung der Stellfolge Au
notwendig, um zu grofle Transienten im Lernfortschritt zu vermeiden, die das System in
ungewollte Oszillationen versetzen kénnen. Allerdings sorgt die Bestrafung im ganzzahligen
Fall nicht fiir eine Verkleinerung des Losungsraums, die den Rechenaufwand der Explorati-
on des Suchbaums verbessern wiirde. Wenn die optimale Stellfolge fiir den néchsten Zyklus
ug1 numerisch berechnet wird, ist daher eine explizite Beschrankung der Menge der zulds-
sigen Stellfolgen sinnvoll. In diesem Fall kann auf die Bestrafung der Anderung der Stellfolge
verzichtet werden.
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Quadratisches Programm (QP) 4: Die Stellfolge fiir den Zyklus k+1 einer ganzzahligen
ILR, in der die Anderung der Stellfolge explizit beschrinkt ist, ergibt sich aus

Ujy1 = argmin 4} Qligy1 +q' Uep (6.74)
Uk+1
mit
Q=GTW.G (6.75)
q" = -2 (uf GTWLG + ] WiG) (6.76)
unter der Beschrinkung
Uit € 8k+1 - Uu - N?e | (6.77)

Damit muss fiir jede Iteration k + 1 eine zyklusspezifische Menge Sy11 definierten werden,
die den zulassigen Losungraum in der entsprechenden Iteration beschreibt. Durch die Wahl
der Menge Sj+1 kann so die maximale Anzahl der Explorationsschritte gezielt reduziert und
damit der maximale Rechenaufwand einer Branch-and-Bound-Suche beschriankt werden.

Die Losungmenge

Sk+1 = {ullz—i-la RS ui}—i—l’ ce 7uZif+1} (678)

besteht aus einer definierten Anzahl ns ;41 an Losungoptionen u}'C 41- Fir die potentiellen
Losungen gilt

W = up+Siyy (6.79)

wobei SZ 41 einen zulédssigen Schritt bzw. Anderung der Stellgrée zwischen zwei Zyklen be-
schreibt. Das Lernverhalten der ILR wird mafigeblich durch die Zusammensetzung der Menge
Si+1 und folglich den zuléssigen Schritten s}'C 41 beeinflusst. In Abb. 6.4 ist ein Beispiel fiir
eine zweidimensionale Stellfolge gezeigt. Mit den in rot gezeigten Schritten ist von der ak-

W]

—

Abbildung 6.4: Konturplot einer Kostenfunktion. Alle zuldssigen Losungen sind mit einem griinen Kreis
markiert. Ausgehend von einer Stellfolge uy sind zwei verschiedene Mengen an zuldssigen Schritten gezeigt.

tuellen Stellfolge up = [—1,3]T keine Verbesserung mehr méglich, obwohl das Optimum der
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Kostenfunktion offensichtlich nicht erreicht wurde. Im Gegensatz dazu wiirden die zuléssi-
gen Schritte, die in blau gezeigt sind, eine weitere Verbesserung der Stellfolge zulassen. Die
zuldssigen Schritte konnen somit als Entwurfsparameter fiir die Reglersynthese betrachtet
werden.

Dafiir wird zunachst angenommen, dass die zuléssigen Schritte zyklusinvariant sind. Damit
folgt aus der Menge der zuldssigen ng Schritte

Vier =V =V ={s!,...,s",...,s"5} (6.80)
und der Stellfolge des aktuellen Zyklus uy direkt die Losungsmenge
Spe1 = {up +st, .. up +s' . up Fs"S) (6.81)

Fir die Auswahl der Menge V muss zunéchst eine Kennzahl bestimmt werden, an der die
Qualitdt der Menge bezogen auf die erreichbare Giite der Regelung bewertet wird. Dafiir wird
die Kostenfunktion fir die konvergierte Stellfolge uy betrachtet.

Quadratisches Programm (QP) 5: Die beziiglich des Regelfehlers bestmagliche Losung
JOPY fiir einen Fall ohne eine Beschrinkung der zulissigen Schritte auf eine Menge Spy1 C
U < N™ ergibt sich aus der Lésung von

JPY = min a% Quy + qTuy (6.82)
ay
unter der Bedingung
U N (6.83)

mit Q und q gemdaf$ Gl. (6.75) und Gl. (6.76).

Wie in Abschnitt 6.2.2 diskutiert, ist im beschrénkten Fall die konvergierte Stellfolge up nicht
eindeutig, sondern hingt von der initialen Stellfolge ug, dem entsprechenden Regelfehler e,
der Referenz und moglichen Stérungen ab. Daher kann im beschrénkten Fall nur eine obere
Grenze JT fiir die Kostenfunktion bestimmt werden.

Quadratisches Programm (QP) 6: Die obere Schranke fir die erreichbare Gite der Re-
gelung J+ in Abhdngigkeit einer Menge an zulissigen Schritten V ergibt sich aus
Jt = max ay,Quy +qlay (6.84)

unter der Beschrinkung

AT . . .
alQiy + q iy < (ﬁN 1 SZ) Q (aN T SZ) +q7 (ﬁN + s’) Vsiey (6.85)
iy, 0y +s' €U CN™  (6.86)

mit Q und q gemdaf$ Gl. (6.75) und Gl. (6.76).

Welche Losungen geméafl der Beschrankung aus Gl. (6.85) zuldssig sind, ist in Abb. 6.5 bei-
spielhaft illustriert. Es ist zu erkennen, dass von den Stellfolgen uk;, u3; kein Schritt aus der
Menge V eine bessere Losung liefert. Im Gegensatz dazu ist fiir u3, eine Verbesserung mit
Schritten aus der Menge V moglich. Folglich sind nur u}, und uJQV zuléssige, optimierende

Stellgrofien von Gl. (6.84) geméf der Beschrankung Gl. (6.85).
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u [—]

Abbildung 6.5: Konturplot einer Kostenfunktion. Alle zulédssigen, optimierenden Losungen sind mit einem
griilnen Kreis markiert. Exemplarisch sind die Stellfolgen u}, u% und u% mit Vierecken markiert und die
zuléssigen Schritte einer Menge V durch Pfeile visualisiert. uj, u% sind gemaB der Beschrinkung Gl. (6.85)
zulédssige, optimierende Losungen.

Anmerkung 8: Die Stellfolgen ul;, und u%; legen folglich lokale Minima des beschrinkten
Optimierungsproblems fest.

Da die obere Schranke J* {iber die Beschrinkungen von der Menge der zulissigen Schritte
VY abhéngt, kann QP 6 genutzt werden, um die Menge V selbst zu optimieren. Ziel ist es,
eine obere Schranke JT zu finden, die méglichst dicht an der bestmdglichen Performance JOPt
liegt, sprich moéglichst klein ist. Dafiir kann ein nichtlineares Minimierungsproblem betrachtet
werden, was auf QP 6 aufbaut.

Nichtlineares Programm (NLP) 1: Die optimale Menge V kann iber die Minimierung

Y = arg min {max ayQuy + qTﬁN] (6.87)
% uN
unter der Bedingung
\T . . .
ayQuiy +qlay < (ﬁN + sl) Q (ﬁN + s’) +qt (ﬁN + SZ) Vsl eV (6.88)
iy, 0y +s' €U CN™  (6.89)
V| =ns (6.90)

mit Q und q gemdfy GI. (6.75) und Gl. (6.76) bestimmt werden.

Anmerkung 9: Gleichung 6.90 beschrinkt die Kardinalitidt der Menge V auf einen festen
Wert ns. Dadurch kann die Menge V fiir die Implementierung durch einen Supervektor
1T 2T
s ,8% .

T
, e S"ST} reprisentiert werden.

Die Losung des NLP 1 erfordert zwar einen hohen Rechenaufwand, allerdings kann es vor
der eigentlichen Verwendung der Regelung gelost werden. Fiir die Bestimmung einer optima-
len Menge V ist lediglich die Messung des Regelfehlers ey in Abhéngigkeit einer beliebigen
Aktuation ug erforderlich, um Q und q gemé8 Gl. (6.75) und GI. (6.76) zu bestimmen. Die-
se Messung kann vor dem eigentlichen Betrieb durchgefithrt werden, ohne dass dafiir eine
Regelung implementiert sein muss.
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6.3.3 Simulationsstudie fiir ein generisches Beispiel

Um die Unterschiede in den einzelnen Syntheseverfahren zu verdeutlichen, soll im Folgenden
das Verhalten einer ganzzahligen ILR an einem einfachen, generischen Simulationsbeispiel
aufgezeigt werden. Dafiir wird ein schwingungsfihiges System mit der Ubertragungsfunktion

1

1 .2, 2D
5025 +w03+1

G (s) = (6.91)

angenommen. Die Eigenkreisfrequenz wird in diesem Beispiel zu wy = 27-50rad/s gewahlt und
der Dampfungsfaktor als D = 0.2 festgelegt. Ziel der ILR ist es, einer sinusférmigen Referenz

r(t) =A-sin(f, - 27 -t) (6.92)

moglichst optimal zu folgen. Dabei wird eine Amplitude von A = 5 und eine Frequenz von
fr = 10Hz fir die Referenz angenommen. Fiir die Aktuation gilt in diesem Beispiel eine
Beschrinkung auf einen 4-bit-Raum, was 16 diskreten Stellméglichkeiten entspricht. Mit einer
Aktuationsfrequenz von f,, = 200 Hz ergibt sich eine Dimension der Stellgréfie von n, = 20.
Die Abtastung des Systemausgangs erfolgt mit f, = 1kHz.!

Im Folgenden werden die beiden Ad-hoc-Ansdtze mit adaptivem Gewicht bzw. paralleler,
reellwertiger ILR gegen das vorgestellte Syntheseverfahren auf Basis einer optimalen Menge
zuldssiger Schritte verglichen. Letzteres wird im Folgenden als OMS bezeichnet. Fiir die ersten
beiden Ansétze wird ein initiales Verhéltnis von

WY, =100 - Wg (6.93)

fiir die Gewichte der Kostenfunktion gewéhlt. Die Anpassung des Gewichts Way erfolgt mit
einem Adaptionsfaktor von p, = 0.95 iiber die Adaptionsregel

Da - WA’“U falls  ||ug —ug—1ll2 =0
Wi = p% -WE, falls [Ju, — ug_1|]2 # 0, [Jug—1 — wp—2|[2 =0 (6.94)

WAkU sonst.

Der zweite Fall der Adaptionsregel stellt sicher, dass das Gewicht nicht beliebig klein wird,
wenn keine Anderung auftritt. Damit ist sichergestellt, dass die Regelung bei unerwarteten
Storungen keine ungewollten Oszillationen hervorruft. Die OMS wird mit einer Kardinalitat
von ns = 100 durchgefiithrt. Um die Vorteile der OMS hervorzuheben, werden zum Vergleich
noch zusétzlich die Losungen mit einer generischen, nicht optimierten Menge V aus n, = 20
Einheitsvektoren dargestellt.

Abbildung 6.6 zeigt auf der linken Seite die Entwicklung der 2-Norm des Fehlers iiber die
Zyklen. Es wurde in allen Fillen eine initiale Stellfolge ug = 0 angenommen. Wie in der
theoretischen Einfiihrung diskutiert, erreicht der Ansatz mit einem adaptiven Gewicht die
Stellfolge, die beziiglich des Fehlers optimal ist. Im Gegensatz dazu kann mit dem Ansatz
einer parallelen ILR diese optimale Stellfolge nicht erreicht werden. Zudem ist hier deutlich
das nicht monotone Lernverhalten zu erkennen. Die ILR, die iiber die OMS ausgelegt wurde,
erreicht in diesem Beispiel ebenfalls die optimale Stellfolge. Der Vorteil der OMS wird vor
allem im direkten Vergleich mit der generischen Menge deutlich. Als obere Grenze geméf

'Es wurde an dieser Stelle eine hohere Abtastung der Messung gewéhlt, um die Systemdynamik exakter bei
der Berechnung der Stellfolge zu beriicksichtigen. So kann ein besseres Folgeverhalten erzielt werden.
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Abbildung 6.6: Ergebnisse fiir verschiedene ILR-Synthesemethoden ausgehend von einer initialen Stellfolge
U = 0.

Links: Entwicklung der 2-Norm des Fehlers iiber die Zyklen.

Rechts: Aufintegrierter Regelfehler iber einen Zyklus, der aus der konvergierten Stellfolge resultiert.

QP 6 fiir die optimale Menge ergibt sich J{f = —1205 und fiir die generische Menge aus Ein-
heitsvektoren J; = —1050. Damit kann der Unterschied des Regelfehlers im konvergierten
Zustand in einem ungiinstigen Fall sehr deutlich sein. In diesem konkreten Beispiel liegen
die Werte der Kostenfunktion im konvergierten Zustand ndher beieinander. Es ergeben sich
Werte von Jy = —1230 bzw. J, = —1227. Die Konvergenzgeschwindigkeit der Ansdtze mit
adaptivem Gewicht und paralleler, reellwertiger ILR kann durch eine andere Wahl des Ge-
wichts Wxp angepasst werden. Um die Auswirkungen der unterschiedlichen, konvergierten
Stellfolgen zu illustrieren, ist auf der rechten Seite von Abb. 6.6 der integrierte Fehler darge-
stellt, der sich bei einer jeweiligen Aktuation mit den konvergierten Stellfolgen ergibt. Hier
zeigt sich deutlich der geringere Fehler, der aus der optimalen Stellfolge resultiert. Die zuge-
horigen, konvergierten Stellfolgen sind Abb. 6.7 gezeigt. Auch hier zeigt sich ein deutlicher
Unterschied.

Wie in Abschnitt 6.2.2 diskutiert, ist die Performance der Ansétze abhéingig von der initialen
Stellfolge ug. Dies gilt insbesondere fiir den Ansatz der OMS. Um dies zu veranschaulichen, ist
in Abb. 6.8 noch einmal die Entwicklung der Fehlernorm tiiber die Zyklen auf der linken Seite
dargestellt und auf der rechten Seite wiederum der integrierte Fehler iiber einen Zyklus bei
der Anwendung der konvergierten Stellfolgen. Fiir diesen Fall wurde allerdings eine zuféllige
initiale Stellfolge uy # 0 gewahlt.
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Abbildung 6.7: Konvergierte ILR-Stellfolgen fiir einen Zyklus, die sich aus einer Synthese mit adaptivem
Gewicht, paralleler, reellwertiger ILR und der OMS ergeben. Zusétzlich ist ein Ergebnis mit einer generischen
Menge gezeigt.
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Abbildung 6.8: Ergebnisse fiir verschiedene ILR Synthesemethoden ausgehend von einer zufélligen initialen
Stellfolge ug # 0.

Links: Entwicklung der 2-Norm des Fehlers tiber die Zyklen.

Rechts: Aufintegirerter Regelfehler {iber einen Zyklus, der aus der konvergierten Stellfolge resultiert.

Hier zeigt sich, dass mit der OMS, im Gegensatz zum Ansatz mit einem adaptiven Ge-
wicht, fiir diese Anfangsbedingung ein abweichendes Ergebnis im Bezug auf den absoluten
Regelfehler erreicht wird. Dennoch zeigt sich auch hier wieder das gewiinschte monotone
Konvergenzverhalten. Zudem wird nach wie vor die ermittelte obere Grenze von J{f = —1205
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eingehalten. Der Ansatz mit einer parallelen, reellwertigen ILR zeigt auch hier die bereits
diskutierten Probleme im Konvergenzverhalten. Die konvergierten Stellfolgen der drei Ansét-
ze sind Abb. 6.9 dargestellt. Hier zeigt sich nun deutlich der Unterschied zwischen der auf
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Abbildung 6.9: Konvergierte ILR-Stellfolgen fiir einen Zyklus, die sich aus einer Synthese mit adaptivem
Gewicht, paralleler, reellwertiger ILR und der OMS ergeben.

den Regelfehler bezogenen optimalen Stellfolge, die sich mit dem Ansatz iiber ein adaptives
Gewicht ergibt, und dem Ansatz der OMS.

Die Ergebnisse heben hervor, dass die OMS das in den Kriterien aus Abschnitt 6.3 geforderte
Konvergenzverhalten zeigt. Der grofite Vorteil der Methode ist allerdings der Rechenaufwand.
Wie bereits oben diskutiert, benotigt eine ganzzahlige ILR, die mit der OMS ausgelegt wurde,
deterministischen Rechenaufwand in jeder Iteration, da nur eine sehr kleine Menge an Losun-
gen ausgewertet werden muss. Damit ist die Regelung im Gegensatz zu den anderen Ansétzen
problemlos in Systemen mit harten Echtzeitanforderungen verwendbar. Da die Ansétze auf
verschiedenen Methodiken beruhen, ist es schwierig, eine Kenngrofle fir den Rechenaufwand
der Algorithmen anzugeben. Um trotzdem einen représentativen Vergleich zu erméglichen,
wird im Folgenden die Anzahl der Simplex-Iterationen fiir die Methoden gewéhlt, die inner-
halb der ,,Branch-and-Bound“-Suche den gesamten Suchraum betrachten, und die Anzahl
der Auswertungen der Kostenfunktion, die fiir eine mit der OMS ausgelegte Regelung ma-
ximal notwendig ist. In Abb. 6.10 sind die jeweiligen Werte iiber die Zyklen aufgetragen.
Hier ist zu erkennen, dass der Rechenaufwand fir die beiden Methoden mit vollstdndiger
Branch-and-Bound-Suche sehr stark variiert. Vor allem bei einer Reduzierung des Gewichts
Wiy im adaptiven Ansatz steigt der Rechenaufwand stark an und liegt teilweise bis zu zwei
Groflenordnungen iiber dem Rechenaufwand fiir die ILR aus der OMS. Ein grofies Gewicht
Wuyp fithrt zu einer Regularisierung iiber die Diagonale des quadratischen Parameters Q
und damit zu einer schnelleren Losung. Durch die Anpassung des Gewichts unterliegt der
Aufwand iiber die Iterationen starken Schwankungen. Auch der Ansatz mit einer parallelen,
reellwertigen ILR erfordert einen schwankenden Rechenaufwand {iber die Iterationen, der
zudem ebenfalls deutlich {iber dem Ansatz der optimalen Menge liegt. Beide Verfahren mit
Branch-and-Bound-Suche liegen im Schnitt tiber eine Groflenordnung tiber der Regelung aus

der OMS.
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Abbildung 6.10: Rechenaufwand verschiedener ILR-Verfahren iiber die Zyklen. Der Rechenaufwand wird
an der Anzahl der Simplex-Iterationen (adaptives Gewicht, parallele ILR) bzw. der maximale Anzahl der
Auswertungen der Kostenfunktion (OMS) bemessen.

6.4 Binare iterativ lernende Regelung

Ein Sonderfall der ganzzahligen ILR ist die Beschrinkung der Stellgréfie uy auf einen bindren
Wertebereich. Dies ist vor allem fiir schaltende Systeme sinnvoll, in denen einzelne Schalt-
elemente separat angesteuert werden sollen oder auch fiir allgemeine Entscheidungssysteme.
Die Herausforderung bei dieser Art von System ist oft die grofle Dimension der Stellgrofe,
wenn ein System aus mehreren Schalt- bzw. Entscheidungselementen besteht und/oder ei-
ne hohe Aktuationsfrequenz notwendig ist. Vor allem hohe Aktuationsfrequenzen fiir binére
Systeme sind iiblich, um die geringe Auflésung der Amplitude der Stellgrofie zu kompensie-
ren. In diesem Abschnitt wird anhand eines generischen Beispiels noch einmal aufgezeigt,
unter welchen Bedingungen mit einer ganzzahligen Optimierung als Grundlage bessere Er-
gebnisse erzielt werden als mit einfachen Rundungsansétzen. Im Anschluss wird dann ein
bindrer ILR-Ansatz ndher vorgestellt, der fiir die Synchronisation der Verbrennungsrohre in
einer Gasturbine mit einer Gleichraumverbrennung genutzt werden kann. Dafiir wird zuvor
eine Methode eingefiihrt, die den Rechenaufwand fiir Systeme mit einer hochdimensionalen
Stellfolge unter bestimmten Umstdnden deutlich reduzieren kann.

6.4.1 Vergleich mit Rundungsansatz

Wie bereits in der Einleitung diskutiert, ermdglicht die Optimierung im ganzzahligen Wer-
tebereich unter bestimmten Umstdnden eine deutlich bessere Giite der Regelung als eine
einfache Rundung. In diesem Abschnitt soll nochmal an einem konkreten Beispiel fiir den Son-
derfall einer bindren Aktuation aufgezeigt werden, fiir welche Systeme die Integration der Be-
schrinkung in die Optimierung besonders vorteilhaft ist, um gutes Folgeverhalten zu erzielen.
Dafiir wird der Vergleich zu einer beziiglich der Differenz zwischen ganzzahliger und reellwer-
tiger Stellfolge optimierten Rundungsstrategie, dem sogenannten Sum-Up-Rounding (SUR),
gezogen. Dieser Vergleich wurde auch in Arnold, Neuhduser und King, 2020 veroffentlicht.

SUR ist ein in Sager, Bock und Diehl, 2007 vorgestellter Rundungsansatz, der eine kontinu-
ierliche Stellfolge p4(t) in eine binére Stellfolge u(t) ibersetzt und dabei eine Grenze fiir die
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6 Iterativ lernende Regelung

integrale Differenz

/Ot wu(t) —u(r)dr (6.95)

der Aktuation iiber der Zeit garantiert. Einer der in Sager et al., 2007 aufgefiihrten Vorteile
des Ansatzes ist, dass kein festes Zeitraster angenommen werden muss, womit ein Schalten
zu beliebigen Zeiten moglich ist. In diesem Fall zeigt sich ein deutlicher Unterschied zur kon-
ventionellen Pulsweitenmodulation (PWM). Da in einer realen Applikation allerdings immer
eine diskrete dquidistante Zeitabtastung notwendig ist, wird hier nur dieser Fall diskutiert.
Fiir weitere Details der Methode sei auf Sager et al., 2007 verwiesen. Fiir den diskreten Fall
verhélt sich der Ansatz sehr dhnlich zu einer PWM. Mit der Schaltzeit Ts = 1/f, in Abhén-
gigkeit der Aktuationsfrequenz f, und der Periodendauer 7T}, des zyklischen Prozesses kann
die Transformationsregel

U falls (Spu—Sw)T>05T

u; = o (zgm z;ul) T (6.96)
0 sonst

formuliert werden, die eine obere Grenze

Ny Ny
Z iy — Z uj
=1 I=1

<05 (6.97)

[e.9]

definiert.

Ausgangspunkt fiir den Vergleich ist wieder ein System mit Verzogerung zweiter Ordnung
mit der Ubertragungsfunktion

1
L2+ 2%8 +1

wop?

G(s) = (6.98)

Dabei ist D € [0, 1] die Dampfungskonstante des Systems und wy € R die Eigenkreisfrequenz.
Fiir das Beispiel wird eine Abtastung des Systemausgangs mit f, = 1kHz angenommen. Die
Aktuationsfrequenz wird zunéchst auf f, = 200 Hz festgelegt und spéter variiert. Wird die
Aktuation konstant auf die Frequenz f, interpoliert, kann das System nach einer Uberfiihrung
in ein diskretes Zustandsraummodell entsprechend der Beschreibung in Abschnitt 6.1 in ein
Eingangs-/Ausgangsmodell

v, =Gy, +b (6.99)

fir den Zyklus k tberfiihrt werden. Fir dieses Beispiel wird der Einfluss der Anfangsbedin-
gung vernachléssigt. Fiir beide ILR-Ansétze werden die Gewichte im Verhéltnis

Way = Wi (6.100)

gewdhlt und Wxp wird nicht adaptiert. Fiir die ILR auf Basis der ganzzahligen Optimierung
wurde kein spezielles Syntheseverfahren zur Verbesserung des Konvergenzverhaltens, wie sie
in Abschnitt 6.3 beschrieben sind, verwendet, da sich in diesem Beispiel keine Problematik
bei der Konvergenz gezeigt hat.

Fiir einen ersten Eindruck des Folgeverhaltens zeigt Abb. 6.11 den Systemausgang in Ab-
hingigkeit der auskonvergierten Stellfolge, die sich durch eine ILR mit Rundungsansatz bzw.
bindrer Optimierung ergeben. Zusétzlich ist der optimale Verlauf der Regelgrofie gezeigt, der
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Abbildung 6.11: Folgeverhalten beziiglich einer Referenz r(t). Gezeigt ist der Systemausgang bei Anwendung
einer ganzzahligen ILR mit bindrer Optimierung bzw. Rundungsverfahren und einer optimalen Steuerung. Die

Dampfung des Systems ist D = 0.5.

sich durch eine optimale bindre Steuerung ergeben wiirde. Es wurde zunéchst eine Ddmpfung
von D = 0.5 eingestellt. In diesem einfachen Beispiel ohne zusétzliche Stérungen oder Rau-
schen ist ersichtlich, dass der Ansatz auf Basis einer bindren Optimierung im Gegensatz zum
Rundungsansatz zur optimalen Losung konvergiert. Trotzdem zeigt der Verlauf des Regelfeh-
lers in Abb. 6.12, dass das Folgeverhalten des Rundungsansatz eine nur minimal schlechtere
Qualitéat zeigt. Zudem ist ersichtlich, dass beide Ansétze erwartungsgeméfl deutlich schlech-
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Abbildung 6.12: Mittlerer quadratischer Fehler (Mean Squared Error, MSE) tiber die Zyklen bei Verwendung
einer ganzzahligen ILR mit bindrer Optimierung bzw. Rundungsverfahren. Zusétzlich ist der Verlauf einer

reellwertigen ILR dargestellt.

tere Ergebnisse liefern als eine reellwertige ILR.

Neben dem schlechteren Folgeverhalten kann das Schalten auch ungewollte Interaktionen mit
der Systemdynamik hervorrufen. Die einzelnen Schaltvorgidnge kénnen ein schwingungsfahiges
System moglicherweise in unerwiinschter Weise anregen und damit Einfluss auf das Konver-
genzverhalten der ILR haben. In Abb. 6.13 sind die Verldufe der Regelfehler iiber die Zyklen
jeweils fiir ein System mit Dampfung D = 0.5 bzw. D = 0.1 gezeigt. Es ist zu erkennen,
dass fiir weniger stark gedampfte Systeme die Stellfolge, die mit dem Rundungsansatz erhal-
ten wird, schlechteres Konvergenzverhalten zeigt. Die Stellfolge konvergiert nicht vollstandig,
sondern oszilliert leicht fiir die Dadmpfung D = 0.5 bzw. stark fiir D = 0.1. Im letzteren Fall

91



6 Iterativ lernende Regelung

——ILR mit bindrer Optimierung (D = 0.5)

o —— ILR mit Rundungsverfahren (D = 0.5)
10 s -~ ILR mit bindrer Optimierung (D = 0.1)

- --- ILR mit Rundungsverfahren (D = 0.1)
i i ]
€2
2 /
SRl :

I | | | | | | | | |

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Zyklus k [—]

Abbildung 6.13: Mittlerer quadratischer Fehler (Mean Squared Error, MSE) tiber die Zyklen bei Verwendung
einer ganzzahligen ILR mit bindrer Optimierung bzw. Rundungsverfahren. Gezeigt sind jeweils die Ergebnisse
fiir ein System mit einem Démpfungsfaktor von D = 0.5 und D = 0.1.

scheint die Oszillation sogar tiber den Verlauf der Zyklen zuzunehmen. Der Ansatz mit einer
bindren Optimierung hingegen garantiert unabhéngig von der Ddmpfung die gleiche Qualitét
des Folgeverhaltens. In diesem Fall scheint es mit der vorgeschalteten, reellwertigen ILR nicht
zu gelingen, die Rundungsvorschrift zu kompensieren bzw. deren Auswirkung zu erlernen.

Der Einfluss der Schaltfrequenz ist beispielhaft in Abb. 6.14 illustriert. Dabei wurden im
Vergleich zu den bisherigen Beispielen geringere Schaltfrequenzen von f, = 100Hz bzw.
fu = 40Hz angenommen. Erwartungsgeméfi wird durch eine geringere Aktuationsfrequenz
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Abbildung 6.14: Mittlerer quadratischer Fehler (Mean Squared Error, MSE) tiber die Zyklen bei Verwendung
einer ganzzahligen ILR mit bindrer Optimierung bzw. Rundungsverfahren. Gezeigt sind jeweils die Ergebnisse
fiir ein System mit einer Aktuationsfrequenz von f,, = 100Hz (n, = 50) und f, = 40 Hz (n, = 20).

das Niveau des Folgeverhaltens deutlich verschlechtert. Mit Blick auf die logarithmische Ska-
lierung des Graphen ist jedoch zu erkennen, dass eine geringere Aktuationsfrequenz den
Vorteil des Ansatzes mit bindrer Optimierung deutlich vergréflert. Auch die Oszillationen des
Rundungsansatzes nehmen mit grofleren Schaltzeiten zu. Der Einfluss beziiglich der Schaltzei-
ten konnte in Arnold, Neuhduser und King, 2020 auch an einem experimentellen Regelungs-
beispiel am Aufbau einer linearen Statorkaskade bestétigt werden. Auch hier zeigte sich, dass
fiir geringe Schaltzeiten der Ansatz mit einer bindren Optimierung bessere Ergebnisse liefert
als der Rundungsansatz.
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6.5 Anwendung Feuersynchronisation

Insgesamt lassen die gezeigten Ergebnisse darauf schlieBen, dass vor allem fiir Systeme mit
unbekanntem oder sehr stark schwingendem Verhalten der Ansatz mit einer bindren Opti-
mierung dem Rundungsansatz vorzuziehen ist. Nur so kann sichergestellt werden, dass die
Modellinformation direkt in die Berechnung der Stellgréfle eingeht. Wenn Oszillationen ausge-
schlossen werden konnen, bietet der Rundungsansatz jedoch eine sehr einfache und recheneffi-
ziente Moglichkeit, bindre Stellgréfien zu realisieren. Dabei sollte jedoch sichergestellt werden,
dass ein ausreichend schnelles Schalten des Aktuationselements moglich ist, um den Abstand
gegeniiber der optimalen Losung klein zu halten. Allerdings muss festgehalten werden, dass
Aussagen beziiglich der auf den Regelfehler bezogenen Optimalitdt des Rundungsansatzes in
keinem Fall moglich sind.

6.5 Anwendung Feuersynchronisation

Im Folgenden soll ein spezielles Beispiel der Umsetzung einer binidren ILR gegeben werden,
die fiir die in der Einleitung erwdhnte Synchronisation der Verbrennungsrohre in einer Gas-
turbine mit Gleichraumverbrennung verwendet werden kann. Dabei wird vor allem auf eine
Methode zur Rechenzeitoptimierung einer bindren ILR eingegangen, die notwendig ist, um
das hochdimensionale Optimierungsproblem in ein Ersatzproblem zu iibersetzen, welches in
Echtzeit 16sbar ist. Zunéchst wird jedoch kurz auf den experimentellen Aufbau eingegangen.

6.5.1 Akustischer Plenumspriifstand

Wie in der Einleitung beschrieben, ist eine der Herausforderungen beim Aufbau einer Gas-
turbine mit Gleichraumverbrennung die Kompensation von Druckschwankungen hinter den
Verbrennungsrohren. Zwar ist zu erwarten, dass ein nachgeschaltetes Plenum an sich schon
zu einer Dampfung fiihrt, fiir eine zufriedenstellende Kompensation der Druckschwankungen
ist jedoch eine sinnvolle Synchronisation der Verbrennungsrohre notwendig. Durch eine ge-
schickte Anpassung der Ziindreihenfolge der einzelnen Rohre ist es moéglich, das Druckfeld
im Plenum zu beeinflussen und so in einer gewiinschten Weise anzupassen.

Da ein Aufbau mit tatséchlichen Verbrennungsrohren mit einem enormen technischen Auf-
wand verbunden ist, wurde im Rahmen des Sonderforschungsbereich 1029 zunéchst ein akus-
tischer Ersatzpriifstand aufgebaut, um die benétigten Regelungskonzepte zu testen. Damit ist
es moglich, bereits vor der eigentlichen Anwendung in einem Aufbau mit Verbrennungsrohren
eine Regelungsstrategie zu entwickeln, welche die hohen Anforderungen an Geschwindigkeit
und Recheneffizienz erfiillt. Es ist zwar davon auszugehen, dass in einem realen Aufbau das
Druckfeld nicht mehr vollstédndig linear beschrieben werden kann, allerdings ist zu erwarten,
dass wichtige Eigenschaften wie die Superposition von Drucksignaturen nach wie vor in guter
Néherung gelten (Wolff, 2018).

Der genaue Aufbau des akustischen Plenumsversuchs ist ausfiihrlich in Wolff, 2018 beschrie-
ben. Der Aufbau wurde in diversen Arbeiten verwendet (Wolff & King, 2015; Wolff, Schépel
& King, 2016; Arnold, Topalovic & King, 2020). Da es an dieser Stelle ausschlie8lich um das
regelungstechnische Konzept geht, wird hier nur auf den groben Aufbau bzw. den Modellie-
rungsansatz eingegangen. Fiir technische Details sei auf die entsprechenden Ausfithrungen in
Wolff, 2018 verwiesen. Eine Skizze des Aufbaus ist in Abb. 6.15 gezeigt. Das Plenum wur-
de in diesem Aufbau als Ringspalt realisiert, an dessen Kopfseite ein akustisch fester Rand
angebracht ist, um den Ubergang auf eine Turbine zu imitieren. Auf der anderen Seite sind
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Mikrofone

Lautsprecher

Abbildung 6.15: Skizze des akustischen Plenumsversuchs aus Wolff, 2018

finf Lautsprecher angebracht, welche genutzt werden kénnen, um die akustische Signatur
einer Detonation abzuspielen und somit das akustische Feld im Plenum zu beeinflussen. Das
akustische Feld wird iiber zehn Mikrofone am dufleren Umfang des Ringspalts gemessen.

Modellierung

Zur Beschreibung der Systemdynamik wird das in Wolff, 2018 beschriebene Modell aus
Impulsantworten verwendet. Dabei werden die n;, Lautsprecher einzeln zyklisch bei einer
Frequenz f; = 20 Hz mit einem Detonationssginal angeregt. Der Beginn des Detonationssi-
gnals wird im Folgenden als Ziindzeitpunkt bezeichnet. Die Ansteuerung der Lautsprecher
im diskreten Zeitschritt [ kann durch den bindren Vektor

vy = w1, w0, U3, U4, UZ,5]T (6.101)

dargestellt werden. Dabei bedeutet ein Wert w;; = 1, dass im Zeitschritt | des Zyklus be-
gonnen wird, das Detonationssignal auf Lautsprecher i abzuspielen. In einem Aufbau mit
Verbrennungsrohren wiirde dieser Zeitschritt dem Moment der Ziindung entsprechen. Da
jedes Rohr nur einmal pro Zyklus gefeuert werden soll, gibt es in einem Zyklus fiir jeden
Lautsprecher ¢ € {1,2,3,4,5} jeweils nur einen Zeitschritt, in dem das Detonationssignal be-
ginnt. Folglich gibt es auch nur einen Wert u;; = 1 pro Zyklus. Analog zur Ansteuerung der
Lautsprecher konnen die Messungen an den zehn Messstellen im Zeitschritt [ eines Zyklus im
Vektor

Yo=Y u0l (6.102)

zusammengefasst werden. Mit der Abtastfrequenz f, = f, = 10kHz fiir Aktuation und
Messung und einer angenommenen Feuerfrequenz von f; = 20Hz ergeben sich n, = n, =
n = 500 Zeitschritte in einem Zyklus fiir jeden der fiinf Lautsprecher und jedes der zehn
Mikrofone. Die gesamte Aktuation aller Lautsprecher sowie die Messungen aller Mikrofone
konnen in einem Zyklus durch die Supervektoren

V1
141 ” Y1
v=| : | =] | [eB" uwd y=| : |eR™Y (6.103)
Vnu '
2500 Ty

reprasentiert werden.
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6.5 Anwendung Feuersynchronisation

Um ein Modell zu bestimmen, welches die Ansteuerung v auf den Systemausgang ~ abbildet,
wird zunéchst jeder Lautsprecher zyklisch mit einem Einheitsimpuls im Zeitschritt [ angeregt
bis sich ein periodisches Verhalten in den Messungen zeigt. Bei Anregung des i-ten Laut-
sprechers ergibt sich dann die periodische Messung Ié in Supervektordarstellung. Mit den
gemessenen Impulsantwort Ili lésst sich ein Modell:

N = [I%,I%,...,Ig,I%,IQ,...,Ig,..., n g,...,Ig}u (6.104)

v

aufbauen. Es ist anzumerken, dass nicht fiir jeden Zeitschritt | das Experiment mit einem
Einheitsimpuls durchgefithrt werden muss. Wenn alle Lautsprecher einmal angeregt wur-
den, kénnen die anderen Impulsantworten durch eine einfache Verschiebung ermittelt werden

(Wolff, 2018).

Wie in der Einleitung beschrieben, sollen mit der Regelung moglichst gleichméfige Druck-
bedingungen im Plenum sichergestellt werden. Um die Druckschwankungen zu reduzieren,
kann beispielsweise die beziiglich Wg gewichteten 2-Norm verwendet werden. Wird von ei-
ner perfekten Modellierung und einem stérungsfreien System ausgegangen, kann die optimale
Ansteuerung der Lautsprecher v, vor der eigentlichen Anwendung am Experiment bestimmt
werden.

Quadratisches Programm (QP) 7: Die optimale Steuerung des akustischen Systems er-
gibt sich aus

Voo =argmin L T Wy ¥ i, (6.105)
v

unter der Beschrinkung
v = [I/l, Vlyeun, V2500]T S 3500'5 (6106)
lw|| =1 Vie{l,2...,np} (6.107)

mit
T

u; = [Vi’ Vit5, .. ] . (6108)

Die Beschriankung Gl. (6.107) stellt sicher, dass jeder Lautsprecher in einem Zyklus nur
einmal einen Detonationsvorgang imitiert. In Wolff, 2018 werden die M6glichkeiten, mit einer
optimalen Steuerung verschiedene Ziele fir dieses System zu erreichen, ausfiihrlich diskutiert.
Fiir eine Anwendung mit Modellunsicherheiten und Stérungen ist jedoch eine bindre ILR
notwendig, um diese Einfliisse zu kompensieren.

Quadratisches Programm (QP) 8: Die optimale Stellfolge vy einer ILR fir das akus-
tische System ergibt sich aus

Vj41 = argmin DEH Qupi1 +q 0y (6.109)
Vi41
unter der Beschrinkung
D= [vi,v1,...,v0500] " € B (6.110)
|lw|| =1 Vie{l,2...,np} (6.111)
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6 Iterativ lernende Regelung

mit
u; = [VZ', Vit5, .- - ]T (6112)
Q=9"Wg ¥+ Wy (6.113)
q' = -2 (v] (PTWe @ + Way) — v Wi ) (6.114)

Damit muss sowohl fiir die Optimalsteuerung als auch in jeder Iteration der ILR ein binéres
Optimierungsproblem der Dimension ny, - n, = 2500 gelost werden.

6.5.2 Reduzierung des Rechenaufwands

Selbst mit den aktuell leistungsfahigsten Losern wie Gurobi (Gurobi Optimization, 2020) oder
CPLEX (Bliek etal., 2014) erfordert eine Berechnung von QP 7 bzw. QP 8 eine Rechenzeit
von mehreren Stunden auf einem aktuellen PC. Fiir eine optimale Steuerung geméfl QP 7 ist
der Rechenaufwand bzw. der damit verbundene Zeitaufwand unkritisch. Fiir eine ILR wird
jedoch fiir das betrachtete akustische System eine Losung im Millisekundenbereich benétigt.
Daher wird an dieser Stelle ein Ansatz vorgestellt, der den Rechenaufwand fiir dieses System
deutlich reduzieren kann. Das grundlegende Konzept dieses Verfahrens wurde in Arnold,
Topalovic und King, 2020 veréffentlicht. Dabei wird ausgenutzt, dass die Stellgréfle vy in
jedem Zyklus nur fiinf Einsen enthalt und ansonsten ausschliellich Nullen.

Da der folgende Ansatz fiir jede bindre ILR mit einer Stellfolge u und einer Modellmatrix
G verwendet werden kann, wird hier zunéchst die entsprechende, allgemeine Notation aus
den vorherigen Abschnitten verwendet. Fiir den Fall des akustischen Plenumsversuchs gilt
entsprechend u = v und G = W.

Ausgangspunkt fiir eine Reduzierung des Rechenaufwand ist wie bereits in Abschnitt 6.3.2
zur OMS eine Verkleinerung des zuldssigen Losungsraums auf eine Menge

Skt1 = {ullc—i—la . .- 7u?<:+17 ) qu—l} ) (6.115)

welche die zuldssigen Losungen fiir den néchsten Zyklus k+ 1 enthélt. Dabei wurde abermals
angenommen, dass die Losungsmenge aus einer zyklusinvarianten Anzahl ng = [Ski1| Vk €
{0,1,...} an potentiellen Losungen

. . . . T
ul, = [u;+171,...,u;+17i,...,U;HM} (6.116)
besteht. Ausgehend von allen ng potentiellen Lésungen kann ein Vektor

ki1 = [Pht1,0s- > Phidire - Phiin,] (6.117)

aufgebaut werden, wobei fiir die einzelnen Elemente

1 falls Jui,, eS8 |
Dhi1i = { alls uiy € S [ Wiy, (6.118)
0 sonst

gilt. Der Vektor pyy1 hat folglich Einsen an den Stellen, fiir die eine Losung in Sy existiert,
die an dieser Stelle eine Eins hat. Aus dem Vektor px.1 kann eine entsprechende Diagonal-
matrix

Dk+1 :dz’ag (pk+1) = [dl,...,di,...,dnu] (6.119)
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mit den Spalten d; aufgebaut werden. Werden die Spalten d; = 0, die komplett aus Nullen
bestehen, aus der Matrix Dy entfernt, ergibt sich eine transponierte Transformationsmatrix
TE 41, mit der die tatsdchliche Stellfolge uy1 auf eine Ersatzstellfolge

ﬁk+1 = Tk+1 Up+1 (6120)

transformiert werden kann. Durch die spezielle Struktur der Transformationsmatrix Ty
gilt zusatzlich

Thoi U1 = Ugpr - (6.121)
Damit ist neben Transformation auch eine Riicktransformation definiert.

Aus der Zusammensetzung des Vektors pgy1 ergibt sich, dass die Dimension der Ersatzstell-
folge ug4+1 der Anzahl nj(pg+1) an Einsen im Vektor py; entspricht. Folglich reduziert sich
die Dimension von ugq fiir den Fall ni(pgy1) < ny signifikant. Durch die Transformation
ergibt sich ein angepasstes Optimierungsproblem.

Quadratisches Programm (QP) 9: Die optimale Ersatzstellfolge upyq ergibt sich aus

Qi1 = argmin W QU + @ Wyt (6.122)
1
unter der Bedingung
Upy1 € Up C B (Prt1) (6.123)
mit
Q = Tr1 (GTWiG + Way) T, (6.124)
" = -2 (uf GTWiG + pf Way + el WpG) TE, . (6.125)

Die Menge Ur muss entsprechend der Transformation bestimmt werden, falls zusdtzliche Be-
schrinkungen gelten.

Im Fall des akustischen Plenumsversuchs muss der Unterraum Uy entsprechend der Beschran-
kung aus Gl. (6.107) bestimmt werden. Diese Beschrédnkung kann als lineare Matrixunglei-
chung ausgedriickt werden (Wolff, 2018). Fiir lineare Beschrankungen, die durch eine Matrix
2 und einen Vektor ¢ definiert sind, ergibt sich die Umformung

Quyy <c (6.126)
QT U <c (6.127)

die dann einen entsprechenden transformierten Losungraum Ur definiert. Je nach Wahl der
Losungsmenge Sy11 ist es moglich, dass bestimmte Beschrankungen komplett wegfallen.

Die Transformation und die damit verbundene Reduzierung der Dimension des Optimierungs-
problems beeinflusst den Rechenaufwand iiber zwei verschiedene Aspekte. Zum einen kann
die relaxierte Losung in jedem Explorationsschritt des ganzzahligen QPs schneller bestimmt
werden, da das QP kleiner ist und moéglicherweise Beschrankungen in der Transformation
wegfallen. Zum anderen fiihrt die reduzierte Dimension dazu, dass die maximale Anzahl der
Losungen, die in der Branch-and-Bound-Suche exploriert werden miissen, verringert wird.
Wie stark der Rechenaufwand mit dieser Methode tatsédchlich reduziert wird, hdngt neben
der GroBe der Losungsmenge Siy1 vor allem, wie oben beschrieben, von dem Verhéltnis aus
Einsen und Nullen in den Lésungen aus Siy1 ab.
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Abbildung 6.16: Zuldssige Anpassung im Zyklus k& in Abhéngigkeit des Parameters a

6.5.3 Ergebnisse am akustischen Plenumsversuch

Um den beschriebenen Ansatz der reduzierten bindren ILR am akustischen Plenumsversuch
testen zu konnen, muss zunéchst festgelegt werden, wie die Losungsmenge Si41 im entspre-
chenden Zyklus zusammengestellt wird. Es wird davon ausgegangen, dass im Anschluss an
die Modellidentifkation eine optimale Steuerung v, gemafl QP 7 bestimmt wird, die z.B. als
initiale Stellfolge vy verwendet werden kann. Da zu erwarten ist, dass die ILR im Betrieb nur
leichte Storungen ausgleichen muss, kann angenommen werden, dass sich die Stellfolge tiber
die Zyklen in der Ndhe der optimalen Steuerung befindet. Ausgehend von dieser Annahme
kann festgelegt werden, dass in jeder Iteration k die Ziindzeit eines Rohres bzw. Ansteuerung
des Lautsprechers nur in einem beschrinkten Zeitfenster angepasst werden muss. Durch die
Diskretisierung der Zeit und die Beschrénkung aus Gl. (6.107) konnen die Ziindungen der
einzelnen Rohre in einem Zyklus k durch die Zeitschritte

23,1410 e {1,2,...,500} (6.128)

reprisentiert werden. Soll die Verdnderung der Ziindzeiten nun wie beschrieben beschrankt
werden, kann ein Parameter a € N eingefiihrt werden, der angibt, um wieviele Zeitschritte
die Ziindzeit eines einzelnen Rohres im folgenden Zyklus k + 1 angepasst werden darf. Fir
die Ziindzeiten im néachsten Zyklus k& + 1 gilt dann

ly—a<lp <l +a

B—a<l,<l+a . (6.129)

Sollte sich bei der Anpassung ein Zeitschritt ;.1 ergeben, der nicht mehr innerhalb der
Zeitschritte eines Zykluses liegt, muss der zyklische Charakter des Prozesses beriicksichtigt
werden. Ergibt sich ein I + a > 500 bzw. I — a < 1 kann der Wert auf den entsprechenden
Wert am Anfang bzw. am Ende iibertragen werden. Die Anpassungsregel in Abhéngigkeit des
Parameters a ist in Abbildung 6.16 illustriert. Da im Supervektor v die Zeitschritte fiir die
Zindungen in bindrer Form représentiert sind, ist es moglich, auch die potentiellen binaren
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Stellfolgen v/}, ; zu definieren, die geméB Gl. (6.129) zuléssige Losungen sind. Alle zuléssigen
Losungen v, kénnen in der Menge Sky1 zusammengefasst und fiir die Reduzierung ent-
sprechend Abschnitt 6.5.2 verwendet werden. Dabei ist wichtig hervorzuheben, dass es nicht
notwendig ist, alle zuldssigen Kombinationen aus den Ziindzeiten der einzelnen Rohre in der
Losungsmenge zu beriicksichtigen, die fiir die Reduzierung benutzt wird. Gemafl Gl. (6.118)
wird in den Transformationsvektor pyi1 eine Eins eingetragen, sobald ein einziger Vektor
in Spy1 existiert, der an der entsprechenden Stelle ebenfalls eine Eins aufweist. Daher miis-
sen nicht alle Kombinationen beriicksichtigt werden. Als Resultat hdngt die Kardinalitdt der
Losungmenge lediglich linear vom Parameter a ab:

Ses1l =nr - (2a+1)=5-(2a+1) (6.130)

Der Parameter a beeinflusst damit direkt den Rechenaufwand eines einzelnen Schritts der
ILR.

Wie bereits beschrieben, ist das Ziel der ILR, die Druckschwankungen zu minimieren. Dazu
wird wie in QP 7 und QP 8 zu sehen, der Systemausgang direkt als Regelfehler angenom-
men e, = —~. Mit dieser Referenz fiihrt die Anwendung der ILR mit der beschriebenen
Kostenfunktion zu einer Reduzierung der mit Wy gewichteten 2-Norm aller gemessenen Mi-
krofonsignale.? Fiir einen ersten Versuch wurde der Parameter a = 2 gewéhlt. Damit reduziert
sich die Dimension des Optimierungsproblems von ng, - n,, = 2500 auf ng, - n,, = 25. Durch
diese Reduzierung um zwei Gréflenordnungen ist das bindre Optimierungsproblem nun mit
deutlich kleinerem Rechenaufwand tiber eine Branch-and-Bound-Suche zu 16sen.

Um zu untersuchen, wie sich der Regler fiir verschiedene Abweichungen von der optima-
len Stellfolge verhélt, werden verschiedene Initialwerte verwendet. Abbildung 6.17 zeigt den
mittleren quadratischen Fehler aller zehn Mikrofonmessungen tber die Zyklen, ausgehend
von einer simultanen Feuerung aller Rohre bzw. eines zeitlich dquidistant verteilten Feuer-
musters. Zusétzlich wurde ein initiales Muster gewéhlt, welches nur leicht von der global
optimalen Steuerung abweicht. Die Ergebnisse zeigen einen deutlichen Unterschied in Ab-

—— aquidistant
—— simultan
0.6 ——nahe am Optimum
’ - -- optimal
I L i
7
= 041 s
0.2k77\ 777777 \77777T 77777 L \777777\77777\7 77777 \777777\ 77777
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Abbildung 6.17: Mittlerer quadratischer Fehler (Mean Squared Error, MSE) tiber alle 10 Messpositionen.
Als initiale Stellfolge wurden zwei generische Feuermuster (zeitlich dquidistant und simultan) sowie eine leichte
Perturbation der optimalen Steuerung genutzt.

héngigkeit von der initialen Stellfolge. Besonders auffillig ist, dass in allen drei Fillen kein

’Bei passender Wahl der Gewichtung Wiz kann auch eine Minimierung der Varianz erreicht werden, siche
Wolff, 2018
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6 Iterativ lernende Regelung

monotones Konvergenzverhalten zu beobachten ist. Dies ist darauf zurlickzufithren, dass der
Ansatz der Modelltransformation nicht die Informationen iiber das tatséchliche Optimum
erhalten kann. Die Betrachtung des Optimierungsproblems in einem reduzierten Unterraum
kann durch den Verlust an Informationen keine optimale Losung garantieren. Folglich wird
das Optimum des reduzierten Problems nicht zwangsléaufig auf das Optimum des vollen Pro-
blems zuriicktransformiert, selbst wenn die optimale Lésung des vollen Problems in der Lo-
sungsmenge enthalten ist. Dies ist besonders deutlich im Verlauf der Stellfolge zu sehen, die
nahe an der optimalen Steuerung startet. In Zyklus k = 8 wird als Losung des reduzierten
Problems die optimale Losung des vollen Problems gefunden. In Zyklus & = 9 liefert das
neu angepasste reduzierte Problem wiederum eine andere Stellfolge als optimal. Obwohl die
Optimalitdt nicht gewéhrleistet ist, kann mit der ILR trotzdem in allen Fillen der Fehler,
also die Druckschwankung, deutlich reduziert werden. Die abweichenden Ergebnisse zeigen
jedoch die starke Abhéngigkeit von der initialen Stellfolge. Die verschiedenen Feuermuster,
die sich im konvergierten Zustand ergeben, sind in Abb. 6.18 gezeigt. Auch hier zeigt sich der

/

2
”
simultan t—: % optimal t —

Abbildung 6.18: Konvergierte Feuermuster, die sich fiir verschiedene initiale Feuermuster (zeitlich dquidi-
stant und simultan) mit einer reduzieren bindren ILR ergeben. Die initialen Feuermuster sind innen gezeigt.
Zusétzlich ist das optimale Feuermuster gezeigt.

deutliche Unterschied in den konvergierten Zustdnden.

Um den Einfluss der Grofle des Losungsraums zu untersuchen, ist in Abb. 6.19 der mittlere
quadratische Fehler fiir Parameter a = 2 und a = 5, jeweils ausgehend von einem simultanen
bzw. zeitlich dquidistanten initialen Feuermuster, gezeigt. Der Verlauf fiir ein initiales Feu-

—— &quidistant a =2---a =25
——simultan a=2---a=25
0.57\\ |
2 F=—-"""""
v 04 : .
= \
0.3* \\‘\;;»_*______»777__77777777777777777777777*
| | | | | | | | |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Zyklus k [—]

Abbildung 6.19: Mittlerer quadratischer Fehler (Mean Squared Error, MSE) tber alle 10 Messpositionen.
Als initiale Stellfolge wurden ein simultanes und zeitlich dquidistantes Feuermuster genutzt. Die Kardinalitat
des Losungsraum variiert in Abhéngigkeit des Parameters a.
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ermuster in der Ndhe der optimalen Steuerung ist hier nicht gezeigt, da sich fiir diesen Fall
im Experiment kein starker Einfluss des Parameters a gezeigt hat. Fiir die anderen beiden
initialen Stellfolgen ergeben sich jedoch jeweils leicht verbesserte, konvergierte Ergebnisse.
Besonders auffillig ist, das stark verdnderte Konvergenzverhalten im Fall eines zeitlich dqui-
distanten, initialen Feuermusters. Hier konnte durch eine Vergroflerung des Losungsraums
eine deutliche Beschleunigung des Konvergenzverhaltens erzielt werden. Die weniger starke
Reduzierung des Optimierungsproblems fiithrt dazu, dass mehr Informationen aus dem realen
Optimierungsproblem erhalten bleiben. Der Nebeneffekt dieses verbesserten Ergebnisses ist
jedoch ein deutlich erhohter Rechenaufwand. Geméfl Gl. (6.130) wéchst die Kardinalitit des
Losungsraums linear-affin auf |S| = 55 an. Weitere Experimente haben gezeigt, dass eine wei-
tere VergroBerung des Losungraums die Ergebnisse zwar nicht mehr so stark, jedoch in allen
Fallen weiter verbessert. Allerdings ist fiir grofiere Losungsmengen eine Berechnung in Echt-
zeit nicht mehr mdéglich. Fiir die Wahl des Losungsraums ist immer eine Abwagung zwischen
Rechenaufwand und der Giite der Regelung notwendig. Der Losungsraum sollte immer so
gewahlt werden, dass die verfiighare Rechenleistung voll ausgeschopft wird, um ein moglichst
gutes Ergebnis zu erzielen.

Eine der fiir die Anwendung besonders praktischen Eigenschaften einer normoptimalen ILR
ist die Moglichkeit, auch Linearisierungsfehler in der Modellierung iiber die Iterationen zu
kompensieren. Voraussetzung dafiir ist ein zyklusinvarianter Linearisierungsfehler, sodass die
entstehende Abweichung mit im Versatz b des angenommen linear-affinen Modells

Y, =G -u,+b (6.131)

beriicksichtigt werden kann. Wie in Abschnitt 6.2 zur Theorie der ILR beschrieben, wird die
Differenz aus Referenz und Offset {iber die Zyklen ausgelernt. Damit kann der lineare ILR-
Ansatz mitunter auch fiir nichtlineare Systeme verwendet werden. Dies ist besondere relevant
fiir eine mogliche Anwendung der ILR in einem Plenumsaufbau mit tatsidchlichen Detonati-
onsrohren. Im Gegensatz zu dem verwendeten Ersatzversuchstand mit anndhernd linearen,
akustischen Eigenschaften ist zu erwarten, dass in der stromungsmechanischen Anwendung
mit Detonationsrohren nicht mehr von einer linearen Systembeschreibung ausgegangen wer-
den kann.

Um eine Einschitzung zu erhalten, ob der Ansatz der reduzierten ILR auch fiir nichtlineare
Systeme eine Kompensation der Druckschwankungen ermoglicht, wird dem akustischen Sys-
tem eine kiinstliche Ausgangsnichtlinearitat hinzugefiigt. Der kiinstliche, nichtlineare Ausgang
yn(t) ergibt sich aus

yn(t) =5-sgn (y(t) - y(1)* . (6.132)

Hier bezeichnet sgn(-) die Signum-Funktion, die notwendig ist, um die Vorzeicheninforma-
tion zu erhalten. Andernfalls wére ein Ausgleich der Druckspitzen gegen Drucksenken nicht
moglich. Abbildung 6.20 zeigt die Ergebnisse mit der kinstlichen Ausgangsnichtlinearitét
ausgehend von einem zeitlich dquidistanten, initialen Feuermuster und einem initialen Feu-
ermuster in der Ndhe des linearen Optimums. Fiir das initiale Feuermuster in der Ndhe der
optimalen Losung ergibt sich nur eine minimale Verbesserung in den ersten zwei Schritten.
Offensichtlich ist hier eine signifikante Verbesserung im Bereich des gewédhlten Losungsraums
nicht moglich. Im Gegensatz dazu lasst sich flir den Fehlerverlauf ausgehend von einem zeit-
lich dquidistanten Feuermuster eine deutliche Verbesserung erkennen. Die Ergebnisse zeigen
qualitativ ein dhnliches Verhalten wie im linearen Fall. Die geringere Groéflenordnung des
Fehlers ergibt sich aus der vorgeschalteten Nichtlinearitat. Es ergibt sich zwar auch hier kein
monotones Konvergenzverhalten, allerdings konvergiert der Fehler auch fiir das angenommene
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—— dquidistant a=2---a=2>5
—— Nahe lin. Optimum ¢ =2---a =5

Zyklus k [—]

Abbildung 6.20: Mittlerer quadratischer Fehler (Mean Squared Error, MSE) tiber alle 10 Messpositionen.
Es wurde eine kiinstliche Ausgangsnichtlinearitdt angenommen. Als initiale Stellfolge wurde ein zeitlich dqui-
distantes Feuermuster und ein Feuermuster in der Néhe der linear optimalen Losung genutzt. Die Kardinalitat
des Losungsraum variiert in Abhéngigkeit des Parameters a.

nichtlineare System. Interessanterweise ergibt sich in diesem Fall sogar ein kleinerer konver-
gierter Regelfehler mit einem kleineren Losungsraum. Dies hebt noch einmal den schwierig
vorherzusagenden Einfluss der Wahl des Losungraums hervor.

6.5.4 Wahl der Losungsmenge

Im vorangegangenen Abschnitt wurde immer von einer sehr einfachen Definition der Losungs-
menge Si+1 in Abhéngigkeit des Parameters a ausgegangen. Dabei war lediglich das Ziel, eine
Zusammenstellung der Losungsmenge zu finden, welche die Ziindzeiten zwischen zwei Zyklen
nur in einem beschrankten Mafl anpasst, um damit Echtzeitfihigkeit zu garantieren. Auch
wenn dieser Ansatz bereits zufriedenstellende Ergebnisse liefert, ist jedoch die Konvergenz-
geschwindigkeit stark beschrankt. Im Folgenden soll genauer auf die Wahl der Losungsmenge
Si+1 eingegangen und ein Weg aufgezeigt werden, mit dem ein deutlich schnelleres Kon-
vergenzverhalten erzielt werden kann. Die Umsetzung dieses Konzeptes wurde in Topalovic,
Arnold und King, 2022 verdoffentlicht.

In der Praxis hat sich gezeigt, dass es stark von dem zu regelnden System abhéngt, welche
Zusammenstellung der Losungsmenge Si41 zu einem besonders guten Regelverhalten fiihrt.
Generell kann jedoch festgehalten werden, dass eine groflere Losungsmenge Sk zumeist zu
einer schnelleren Konvergenz des Reglers fiihrt. Mit einer wachsenden Losungsmenge Sk
sinkt allerdings auch der Vorteil in der Rechenzeit, der durch die Reduzierung erzielt wird. Ei-
ne sichere Konvergenz zur optimalen Lésung kann in allen Féllen aber nur fiir die vollstédndige
ILR erwartet werden.

Ziel bei der Zusammenstellung der Losungsmenge Sy muss es sein, potentielle Stellfolgen
auszuwahlen, von denen eine besonders grofle und zuverldssige Verbesserung beziiglich der
Kostenfunktion zu erwarten ist. Dies kann z.B. iiber die Betrachtung der Sensitivitiat der
Kostenfunktion erfolgen, mit dem Ziel die Hauptrichtungen zu bestimmen, in die eine beson-
ders starke Verdnderung zu erwarten ist. Dieser Ansatz hat sich in diversen Untersuchungen
im Rahmen dieser Arbeit als besonders zielfithrend erwiesen.

Ausgangspunkt ist die Bestimmung der Eigenvektoren v; und Eigenwerte A\; des quadratischen
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6.5 Anwendung Feuersynchronisation

Parameters Q. Dafir wird zunédchst die Singuldrwertzerlegung berechnet:
Q=Vvsv?t | (6.133)

Diese spezielle Form der Singuldrwertzerlegung gilt nur, da die Matrix Q positiv definit und
symmetrisch ist. Folglich entsprechen Eigenwerte? bzw. Eigenvektoren den Singuldrwerten
bzw. Spalten der Matrix V. Die Eigenvektoren v; als Spalten der Matrix

V=[vi,...,Vi,...,Vp,] (6.134)

definieren die Verdrehung des Paraboloids, also der geometrischen Représentation der Kosten-
funktion, gegeniiber einem kartesischen Koordinatensystem. Im Folgenden wird davon ausge-
gangen, dass die Eigenvektoren absteigend sortiert sind entsprechend der Gréfle des zugehori-
gen Eigenwerts. Zusétzlich wird angenommen, dass die Eigenvektoren auf ||v;||2 = 1 normiert
sind. Das Produkt v; - A; wird als skalierter Eigenvektor vi bezeichnet. Abbildung 6.21 il-
lustriert diese Transformation exemplarisch fiir eine zweidimensionale Stellfolge. Zusatzlich
definieren die Figenwerte, wie ebenfalls in Abb. 6.21 dargestellt, die Verzerrung des Parabo-
loids. Damit bestimmen die Matrizen V und S die Form des Paraboloids. Die Eigenvektoren,

AN

Z

up [~]

Abbildung 6.21: Geometrischer Zusammenhang zwischen dem quadratischen Parameter Q und seinen Ei-
genvektoren bzw. Eigenwerten.

die zu den grofiten Eigenwerten gehoren, geben die Richtung des steilsten Abstiegs an. Ent-
sprechend sind dies die Richtungen, in die ohne weitere Informationen eine besonders starke
Verédnderung in der Kostenfunktion zu erwarten ist. Folglich ist z.B. von einer Anpassung der
aktuellen Stellgrofie

Up41 = Ug + Vi (6.135)

zu erwarten, dass sich die Kostenfunktion besonders stark &ndert. Ungiinstigerweise ist ei-
ne Anpassung wie in Gl. (6.135) im ganzzahligen bzw. bindren Fall nicht méglich, da der
Eigenvektor v; reellwertig ist und sich somit eine Stellfolge ugy; ergibt, die beziiglich der
Beschrankung nicht zuléssig ist.

Um trotzdem eine moglichst starke Anpassung in Richtung der gréfiten Hauptkomponenten
zu ermoglichen, kann eine Kennzahl

d = fu(vi, Augy) (6.136)

3Da Q positiv definit ist, sind alle Eigenwerte positiv.
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6 Iterativ lernende Regelung

eingefithrt werden, welche die Ahnlichkeit zwischen einem Eigenvektor v; und einer zulissigen
Anderung der Stellfolge Auy,; mit einem skalaren Wert d bewertet. Diese Kennzahl kann
dann genutzt werden, um z.B. moglichst &hnliche Vektoren zu den grofiten skalierten Ei-
genvektoren zu finden, um daraus die Losungsmenge Siy1 zusammen zu stellen. Wie genau
die Ahnlichkeit zwischen zwei Vektoren bemessen wird, muss abhiingig von der konkreten
Problemstellung entschieden werden. Soll ausschliefilich die Richtung der beiden Vektoren
moglichst dhnlich sein, bietet sich z.B. die Kosinus-Ahnlichkeit an. Gelten jedoch weitere
Beschriankungen fiir ugy41 und damit auch fiir Augy; kann die Definition einer passenden
Kennzahl deutlich erschwert werden.

Ein weiterer Aspekt bei der Definition der Kennzahl ist der Rechenaufwand, der notwendig
ist, um in jedem Zyklus die Losungsmenge Siy1 mithilfe der Funktion aus Gl. (6.136) zu
bestimmen. Muss zur Bestimmung der Menge die Funktion aus Gl. (6.136) fir jede Losung des
vollstdndigen Problems ausgewertet werden, ergibt sich ein Rechenaufwand, der die Vorteile
der Reduzierung der Dimension des Optimierungsproblems negiert. Dies wére z.B. bei dem
Vergleich iiber die Kosinus-Ahnlichkeit zwischen den Vektoren der Fall.

Um aufzuzeigen, wie eine Kennzahl fiir ein konkretes Problem bestimmt werden kann, wird
im Folgenden nochmal auf den akustischen Plenumsversuch eingegangen. Fiir das Beispiel
wird ein Ahnlichkeitsmaf$ eingefiihrt, welches es erlaubt, effizient die Menge der Losungen
Sk+1 zusammenzustellen, ohne die Funktion aus Gl. (6.136) fiir alle Losungen auszuwerten.

Beispiel akustischer Plenumsversuch

Fiir die Stellfolge am akustischen Plenumsversuch gilt die Beschrankung aus Gl. (6.107), wel-
che sicherstellt, dass jedes Rohr nur einmal pro Zyklus geziindet wird. Dadurch ist der Raum
der zuléssigen Losungen des vollstdndigen Problems bereits stark eingeschréankt. Umso schwe-
rer ist es, auf einem einfachen Weg zuléissige Anderungen Auy ;1 auszuwihlen, die den grofiten
skalierten Eigenvektoren moglichst dhnlich sind. Tatsachlich wird es im allgemeinen Fall gar
nicht moglich sein, nur den grofiten, skalierten Eigenvektor zu betrachten. Vielmehr miissen
alle skalierten Eigenvektoren herangezogen werden. Schlieflich ergibt sich aus Gl. (6.107) ei-
ne Beschrinkung fiir zulissige Losungen Auyyq. Zulissige Anderungen Auy; haben einen
Wert von minus eins an der Stelle, an der ui einen Wert von eins hat und einen Wert von
eins an einer beliebigen, anderen Stelle. Dabei muss natiirlich beriicksichtigt werden, dass die
Stelle in ug, an der die neue Eins auftaucht, auch zu dem entsprechenden Rohr gehort.

Fiir die Ahnlichkeitsbeziehung zu den Eigenvektoren, werden nun jeweils die minimalen und
maximalen Werte in den skalierten Eigenvektoren und der zulissigen Anderung verglichen.
Damit soll sichergestellt werden, dass der Wert minus eins in Aug41 an der Stelle des kleinsten
Wertes im skalierten Eigenvektor liegt und entsprechend der Wert eins an der Stelle des
grofiten Wertes im skalierten Eigenvektor liegt. Angenommen die Funktion op,q(-) gibt den
Index des maximalen Wertes eines Vektors zuriick, dann ist das Ziel, die gréfiten skalierten
Eigenvektoren v§ zu finden, fiir die

Oind (AUg41) = Ona (V§) (6.137)
Omnd (—AUk11) = Oma (—V5) (6.138)

gilt.

Aus den entsprechenden zulissigen Anderungen Auy 1 kann dann die Losungsmenge S 1 fiir
die Reduzierung des Optimierungsproblems bestimmt werden. Der Ablauf fiir die Erstellung
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der Losungsmenge Sk ist in Algorithmus 2 gezeigt. Der Algorithmus bezieht sich fiir ein
einfacheres Verstindnis auf ein System mit lediglich einem Rohr kann aber problemlos unter
der Beriicksichtigung des Aufbaus von v gemifl Gl. (6.103) auf das beschriebene System aus
fiinf Rohren erweitert werden. Auch in diesem Beispiel kann die Grofle der Lésungsmenge
iiber den Parameter a angepasst werden.

Algorithmus 2 Zusammenstellung der Losungsmenge Sy1q auf Basis der Eigenvektoren

1: Initialisierung Sg11 = {uy}

2: {v1,..., vy} = Eigenvektoren(Q)

3: {A1,..., \n} := Eigenwerte(Q)

4 Po=Avi,. . vi, b ={ A1V, A Vi, = ALV, = A Vi )
5 z2=20

6: while z < a do

7: Initialisierung Au =0

8: l_ := Zeitschritt, in dem das Rohr im Zyklus k geziindet wurde
9: v® := Eigenvektor mit dem kleinsten Wert in Zeile I_
10: Aufl_] = -1
11: 4+ := Zeilenindex des groBten Werts in v°
12: Aufly] =1
13: Ug41 = Ui + Au
14: if Ug+1 ¢ Sk-Jrl then
15: Uf+1 zu Sk hinzufiigen
16: z=z+1
17: end if
18: v® aus P entfernen

19: end while

Wie stark diese Zusammenstellung der Lésungsmenge das Verhalten der reduzierten ILR be-
einflusst, ist in Abb. 6.22 zu erkennen.* Der dargestellte Verlauf des Regelfehlers iiber die

0.8 —— &quidistant
| —— simultan
—— nahe am Optimum
06 - - - optimal
|
@ | |
=
0.4+ =
(o) E—— [T TTTTPTTETTPTTYTTVTTTTTUITTUTTICTICT
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Zyklus k [—]

Abbildung 6.22: Mittlerer quadratischer Fehler (Mean Squared Error, MSE) iiber alle zehn Messpositionen.
Es wurde eine reduzierte, bindre ILR mit einer Losungsmenge geméafl Algorithmus 2 verwendet. Als initiale
Stellfolge wurde ein zeitlich dquidistantes Feuermuster und ein Feuermuster in der Nahe der optimalen Lésung
genutzt. Die Kardinalitdt des Losungsraum ist iiber a = 4 definiert.

“Die abweichenden Startwerte gegeniiber den Verliufen in Abb. 6.17 resultiert aus schwankenden Umge-
bungsbedingungen am Versuchsaufbau. Die Messungen wurden mit einem Abstand von fast einem Jahr
durchgefiihrt.
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6 Iterativ lernende Regelung

Zyklen zeigt ein beschleunigtes Konvergenzverhalten im Vergleich zu den in Abschnitt 6.5.3
vorgestellten Ergebnissen. Allerdings kann fiir keinen der betrachten Félle das gleiche Niveau
wie mit dem Loésungsraum aus Abschnitt 6.5.3 erreicht werden. Dies ist mit dem Fokus auf be-
sonders starke und damit schnelle Anpassungen bei der Zusammenstellung der Lésungsmenge
iiber Algorithmus 2 zu erkldren. Zwar fiihrt dieser Ansatz zu einer schnellen Korrektur durch
die Regelung, eine feinere Anpassung, um die optimale Loésung zu erreichen, ist allerdings
nicht moglich.

Das Beispiel zeigt, wie stark das Konvergenzverhalten des Ansatzes iiber die Wahl der Lo-
sungsmenge beeinflusst werden kann. Da die Losungsmenge nicht in jedem Zyklus mit der
gleichen Strategie zusammengestellt werden muss, kann dieses Verhalten auch genutzt wer-
den, um die Reglung in unterschiedlichen Situationen anzupassen. So kénnte beispielsweise
eine Losungsmenge geméaf Algorithmus 2 genutzt werden, um schnell auf plétzliche Stérungen
zu reagieren. Wenn sich damit keine weitere Verbesserung ergibt, konnte zu einer Losungs-
menge, wie in Abschnitt 6.5.3 beschrieben, gewechselt werden, um eine feinere Einstellung in
Richtung der optimalen Losung zu ermdglichen. Auch eine Durchmischung der Lésungsmenge
iiber unterschiedliche Verfahren in einem einzelnen Zyklus ist vorstellbar.
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Die in Kapitel 6 présentierten Ergebnisse zeigen die besondere Leistungsfahigkeit der ILR.
Allerdings héngen diese Ergebnisse stark von der Qualitit des angenommenen Modells ab.
In Fallen, in denen die Modellierung zu einem zu aufwendigen oder ungenauen Modell fithrt,
sowie fiir Regelungsaufgaben, bei denen das Systemverhalten unbekannt ist, bietet die EWR
eine potentielle Alternative. Dies trifft beispielsweise auf das Verbrennungsverfahren der in
der Einfithrung beschriebenen SEC zu. Der Einfluss der Kraftstoffeinspritzung auf die Druck-
erhhung in einem SEC-Rohr ist derart komplex, dass eine Beschreibung in einem Modell
mit angemessener Komplexitiat nicht moglich ist.

Das Konzept der EWR kann fiir beliebige, dynamische Systeme verwendet werden. Eine all-
gemeine Einfiihrung in die EWR ist in Ariyur und Krstic, 2003 zu finden. Da der regelungs-
technische Fokus dieser Arbeit aber vor allem auf zyklischen Systemen liegt, wird in diesem
Kapitel ausschlieBlich auf einen EWR-Ansatz eingegangen, der starke Ahnlichkeit zur ILR
aufweist. Ausgehend von der in Khong, Nesi¢ und Krsti¢, 2016 vorgestellten iterativen EWR
wird in den folgenden Abschnitten eine iterative EWR présentiert, die sowohl fiir Systeme
mit allgemeinen, linearen Eingangsbeschrénkungen als auch fiir ganzzahlige Beschrénkungen
in der Aktuation anwendbar ist. Bevor abschliefend experimentelle Ergebnisse mit dieser
EWR-Methode an einem SEC-Experiment gezeigt werden, wird zunéchst in einer Simulati-
onsstudie ein Vergleich zu einer modellgestiitzen ILR, wie sie in Kapitel 6 beschrieben ist,
gezogen.

7.1 Extremwertregelung fiir zyklische Prozesse

Fiir die Betrachtung von zyklischen Prozessen wird im Folgenden ein unbekannter Zusam-
menhang

Ye = S (1) (7.1)

zwischen dem Systemeingang u; und dem gemessenen Systemausgang vy, im Zyklus k ange-
nommen. Wie bei der normoptimalen ILR wird die Regelgiite in einem Zyklus k£ mit einer
Kostenfunktion

Je = J(yp) (7.2)

in Abhéngigkeit der Messung des Systemausgangs vy, bewertet. Da der Systemausgang von
der entsprechenden Stellgréfie p;, abhéngt, sind auch die Kosten eine Funktion der Stellgrofe:

Ji = J(yi) = J(F*(1e)) = I (1) - (7.3)

Da der Zusammenhang in Gl. (7.1) unbekannt ist, ist folglich auch die Funktion J*(pu;)
unbekannt. Hier zeigt sich der Unterschied zu einer ILR-Anwendung, wo ein Eingangs-/Aus-
gangsmodell

Y = F () = f(py) (7.4)
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bekannt ist, um das reale Systemverhalten zu approximieren. Dadurch ist auch die Kosten-
funktion

Je = J(yy) = J(f (i) = J' (1) (7.5)

ein bekannter algebraischer Ausdruck.

7.1.1 Extremwertsuche

Ziel der EWR ist wie bei der ILR die Stellgréfle iber die Zyklen anzupassen, um die Kost-
funktion kontinuierlich zu minimieren. Fiir die normoptimale ILR kann das Minimum der
Kostenfunktion aus Gl. (7.5) fiir den néchsten Zyklus k + 1 unter der Annahme zyklusinvari-
anter Storungen und Referenz analytisch berechnet werden. Es ergibt sich das Stellgesetz in
Gl. (6.26) aus Abschnitt 6.2 in Abhéngigkeit der Stellgrole des aktuellen Zyklus p;, und des
entsprechenden Regelfehlers ey.

Wenn nun kein Modell zur Verfiigung steht, muss die Systeminformation fiir die Optimierung
aus vorhandenen Messdaten bestimmt werden. Dafiir wird in der zyklischen EWR, wie in der
konventionellen EWR, aus der Messung eine Gradienteninformation gewonnen. Abweichend
von der konventionellen EWR muss im zyklischen Fall das System nicht als anndhernd sta-
tisch angenommen werden, da die Abbildung fiir einen Zyklus tatséchlich statisch ist. Die
unbekannte Kostenfunktion aus Gl. (7.3) kann im aktuellen Zyklus k£ durch ein Taylor-Reihe
zweiter Ordnung

* * * 1
T (e + Ap) = T () + VI () Ap+ S AR Hy= () Ape (7.6)

angendhert werden. Dabei beschreibt p; + Ap eine Stellgrofie mit der Abweichung Ay zur
aktuellen Stellgrofie pup,.

Um in einem ersten Schritt den Gradienten V.J*(p,;,) mit Hilfe eines zentralen Differnzenquo-
tienten zu approximieren, muss die benoétigte Messinformation durch eine Perturbation der
aktuellen StellgroBe py, = (w1, iy - - 7Mk,nu]T generiert werden. Dafiir werden in den
2n, Zyklen {k+1,...,k + 2n,} nacheinander die perturbierten Stellgréfien

P (im1) 241 = s = (k10 oo i + Oyl (7.7)
B (i—1)-242 = Bieg = [ty s ki = O o k] (7.8)
mit
ic{l,...na), (7.9)
57,67 >0 Vi (7.10)

als Ansteuerung auf das System angewendet. Damit ergeben sich in den entsprechenden
Zyklen die Messungen des Systemausgangs

Yi+(i—1)241 = yii (7.11)
Ykt(i-1)242 = Ypi (7.12)
aus denen wiederum mit dem bekannten Zusammenhang aus Gl. (7.2) die Kosten
T = (i) (7.13)
i = J(Yrs) (7.14)

108



7.1 Extremwertregelung fiir zyklische Prozesse

bestimmt werden kénnen. Am Ende des Zyklus k + 2n,, ist es dann moglich, eine Ndherung

des Gradienten

[ T T ]
Ok 10k,

+ —
‘]k,i_‘]k,i
Jr —
5k,i+5k,z‘

VI (i) ~ (7.15)

+ —
Jkﬂlu 7Jk7nu
+ —
é +6k7nu

k,nqy

fir Gl. (7.6) zu bestimmen. Fiir den darauf folgenden Zyklus k + 2n, + 1 kann nun die
gewonnene Messinformation fiir die Optimierung der Stellfolge gy o, .1 genutzt werden.
Ein Optimierungsvorgang besteht folglich aus insgesamt 2n, + 1 Zyklen. Um die Notation
im Folgenden zu vereinfachen, wird eine neue Zahlvariable p eingefiihrt, die den eigentlichen
Optimierungsschritt von Zyklus k zu k + 2n, + 1 markiert:

Pp=0 = Hp=0 (7.16)
Hi=2n,+1 = Hp=1 (7.17)
HPi=p.(2n,+1) = Hp=p* (7.18)

Fir die Approximation der zweiten Ableitung in Form der Hesse-Matrix besteht generell
ebenfalls die Moglichkeit, die Eintrage durch die Anwendung eines Differenzenquotienten nu-
merisch zu bestimmen. Dazu wéaren allerdings zusatzliche Zyklen mit weiteren Perturbationen
der Stellfolge notwendig, um die bendtigte Messinformation zu generieren. Alternativ wird
hier ein Ansatz gewédhlt, der sich an der Idee des bekannten BFGS-Algorithmus orientiert.
Die Verwendung des BFGS-Algorithmus im Zusammenhang einer EWR, wurde in Lange und
King, 2020 vorgestellt. An dieser Stelle wird im speziellen die DFP-Methode als Teilschritt
des BFGS-Verfahrens verwendet. Die Herleitung ist im Anhang B zu finden. Die Hesse-Matrix
wird dabei iterativ iiber die Optimierungschritte angepasst, um die Schitzung zu verbessern:

Hy- (1) ~ (I — pg(Apy 1) DHp (pp_ )X — p(Apy_y)g") + pgg’ . (7.19)
Dabei gilt

Appy = Ky — Ky
g=VJ"(pp) = VI (pp1)
1
g (Au, )
Mit dem aus den Messdaten ermittelten Gradienten und der geschétzten Hesse-Matrix kann
nun die Approximation aus Gl. (7.6) genutzt werden, um eine optimale Anpassungen der

Stellfolge Ap; = pry 41— pp zwischen zwei Optimierungsschritten zu berechnen. Das Minimum
der approximierten Kostenfunktion aus Gl. (7.6) wird im Zyklus pj—s.(2n,+1) = Hp—p- fir

p:

Apg = =V () By ()" (7.20)

erreicht. Damit ergibt sich fiir die Anpassung der Stellgroie von p zu p + 1 ein Stellgesetz

~ T
My = pp+ Appy = pp — (HJ* (uﬁ)fl) VJ*(N;E) ) (7.21)
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das dhnlich zu dem Stellgesetz einer ILR aus Gl. (6.26) in Abschnitt 6.2 ist. Abweichend zur
ILR fithren die Zyklen, die fir die Perturbation bendtigt werden, jedoch zu einer deutlich
langsameren Anpassung der Stellfolge.

7.1.2 Beschrankungen

Wie bereits mehrfach diskutiert, ist in einer realen Anwendung, im Speziellen im Bereich der
aktiven Stromungsbeeinflussung, die Aktuation eines Systems oft beschrénkt. In einem ersten
Schritt werden Beschrankung betrachtet, die {iber lineare Ungleichungen ausgedriickt werden
konnen. Bezogen auf die gesuchte Stellgrofe p;,; gilt

Quz; 1 <c . (7.22)

Da sich die hier gewihlte Formulierung der Kostenfunktion auf die Anderung der Stellgroe
Aps bezieht, muss die Beschrdnkung aus Gl. (7.22) entsprechend transformiert werden, um
die Beschrinkung auf Ap; zu beziehen:

Q (uﬁ + A,u) <c (7.23)
QAp<c—-Qu; . (7.24)
——
cr

Dieser Schritt kann analog auch fiir Gleichungsbeschrankungen durchgefithrt werden.

Zusétzlich zu einer linearen Beschrinkung kann auch hier eine Aktuation in einem ganz-
zahligen Wertebereich beriicksichtigt werden. Wie bei der ILR, muss dann ein ganzzahliges,
quadratisches Optimierungsproblem, beispielsweise liber eine Branch-and-Bound-Suche, ge-
16st werden. Um auch hier zwischen dem ganzzahligen und reellwertigen Fall zu unterscheiden,
wird wieder die Notation u fiir ganzzahlige Stellfolgen verwendet.

Quadratisches Programm (QP) 10: Die optimale, ganzzahlige Anpassung der Stellfolge
fir den Optimierungsschritt p + 1 unter Bericksichtigung der durch H j«(up) und V.J*(up)
approzimierten Kostenfunktion ergibt sich aus

Auy = argmin = AuT Hj- (u;) Au + V.J*(up)T Au (7.25)
Au

unter der Bedingung
Au € N™ (7.26)
QAu<er . (7.27)

Im Unterschied zur ganzzahligen ILR muss das QP 10 nur alle 2n,, + 1 Zyklen gelost werden.
Steht nicht ausreichend Rechenzeit zur Verfiigung, kann z.B. eine Verzogerung von einem
Optimierungsschritt eingefiigt werden, um die Zeit fiir die Losung zu vergrofiern.

7.2 Ergebnisse fiir 1D-Euler-Simulation

Bevor am Ende dieses Kapitels der beschriebene EWR-Ansatz auf einen experimentellen SEC-
Aufbau angewendet wird, soll an dieser Stelle zunéchst der Vergleich zu dem modellbasierten
Ansatz der ILR gezogen werden. Um moglichst reprisentative Ergebnisse in Bezug auf die
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Anwendung fiir die in der Einleitung beschriebene Problematik der Kraftstoffeinspritzung an
einer SEC zu erhalten, wird hier ein Simulationsbesipiel betrachtet, welches die Einspritzung
in ein entsprechendes Verbrennungsrohr vereinfacht nachbildet.

Das betrachtete System basiert wieder auf der in Abschnitt 3.1.4 beschriebenen 1-D Stro-
mungssimulation auf Basis der Euler-Gleichungen. Es wird von einem 1m langen Rohr mit
0.1 m Durchmesser ausgegangen, in welches vor dem Einlass Kraftstoff eingespritzt werden
kann. Vereinfacht wird in diesem Beispiel von Luft mit ausschliellich den Bestandteilen Sau-
erstoff (21 %) und Stickstoff (79 %) ausgegangen. Als Kraftstoff wird Wasserstoff verwendet.
Die Zusammensetzung des Gemischs an der Stelle x im Rohr wird durch das Aquivalenzver-
héltnis
NH, (X)

()= A, () 021 2 (7.28)

definiert. Hier ist ny, der Stoffmengenanteil von Wasserstoff. Fiir die Stoffmengenanteile von
Sauerstoff und Stickstoff gilt entsprechend

Die Einspritzung wird iiber eine verédnderliche Randbedingung am Einlass des Rohres reali-
siert. Fallt der Druck unter die Umgebungsbedingungen, stromt Gas in das Rohr. Liegt der
Druck am Rand des Rohres iiber dem Umgebungsdruck wird ein reflektierender Rand an-
genommen. Am Auslass wird eine Expansion auf Umgebungsbedingungen simuliert. Fiir die
Umgebung gelten atmosphérische Bedingungen. In Anlehnung an den weiter unten diskutier-
ten, experimentellen SEC-Versuchsaufbau, wird von einer Einspritzvorrichtung mit diskretem
Charakter ausgegangen. Fiir die Aktuation, die im diskreten Zeitschritt [ durch das entspre-
chende Aquivalenzverhiltnis am Einlass reprisentiert wird, gilt die Beschrinkung

i €1[0,2.0] . (7.31)

Ahnlich zu der technischen Umsetzung der Einspritzung mit einer festen Anzahl an schalten-
den Ventilen wird eine ganzzahlige Stellgrofie

w €{0,1,...,20} (7.32)

eingefiihrt. Das tatsichliche Aquivalenzverhéltnis aus Gl. (7.31) kann dann iiber die Skalie-
rung

_ 1 (7.33)

o= T :

bestimmt werden. Es wird eine Feuerfrequenz von f; = 100 Hz betrachtet. Ein Zyklus beginnt
mit der Verbrennung und endet mit der Einspritzung. Die Einspritzphase beschrankt sich auf
den Zeitbereich t; € [4.5,9.7] ms. In diesem Zeitbereich fillt in der betrachteten Simulation
der Druck am Einlass des Rohres unter den Umgebungsdruck und eine Befiillung ist moglich.
Die Einspritzung ist in 20 zeitlich dquidistante Schritte unterteilt.

Wie in der Einleitung beschrieben, ist der stromungsmechanische Vorgang der SEC durch
die Kopplung der akustischen und reaktiven Zeitkonstanten sehr komplex und wird von ver-
schiedenen Faktoren beeinflusst. Welche Form der Einspritzkurve zu einem stabilen SEC-
Betrieb fiihrt, ist aktuell noch Gegenstand der Forschung (Yiicel, Habicht, Arnold et al., 2021).
Dies ist vor allem auf den duflerst schwierig zu modellierenden Zusammenhang zwischen der
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Kraftstoffkonzentration am Einlass und der tatsédchlichen Druckerhéhung zuriickzufiihren.
Die Druckerhohung eines Zyklus kann beispielsweise iiber das zeitliche Integral des Drucks
am Auslass bewertet werden. Da die Definition eines passenden Einspritzprofils nicht Teil
dieser Arbeit ist, wird im Folgenden davon ausgegangen, dass auf Basis von umfangreichen
Untersuchungen zu verschiedenen Krafstoffen und den Stromungsbedingungen im Rohr eine
optimale rdumliche Kraftstoffverteilung festgelegt werden kann. Im spéteren Verlauf dieses
Kapitels wird abweichend davon auch eine Optimierung der Drucksignale betrachtet. Die
Verbrennung wird in jedem Zyklus idealisiert angenommen, mit einem gleichméfigen Druck-
anstieg auf 6 bar in den ersten 40 % des Verbrennungsrohres. Fiir das Simulationsbeispiel wird
als Systemausgang y; die Kraftstoffkonzentration am Ende der Einspritzung an 20 rdumlich
dquidistanten Stellen in einem Bereich x; € [0.04,0.23] gewihlt.!

Als Referenz fir das Verhalten der ganzzahligen EWR wird eine ganzzahlige ILR herangezo-
gen, die mit der in Abschnitt 6.3.2 eingefiihrten OMS ausgelegt wurde. Dafiir wird zunéchst
ein statisches Modell

Y. = Guy, (7.34)

identifiziert, welches die ganzzahlige Reprisentation der Fiillkurve u;, € N?0 auf die Kraftstoff-
konzentration ¢, € R? fiir einen Einspritzzyklus k abbildet. Zur Identifikation des Modells
wird das System mit 40 zufélligen Stellfolgen angeregt und die Systemmatrix G iiber eine
Optimierung bestimmt, welche die Fehlerquadrate minimiert:

40 40 T ~
G = argénin = Z (y; — @z‘)T (Y, —9:) = Z (?Jz - Gui) (yz - Guz’) . (7.35)

i=1 =

Die Kardinalitat der Menge der zuléssigen Schritte V fiir die OMS wird auf |V| = ng = 100
festgelegt, siehe NLP 1.

Die ganzzahlige EWR wird fiir dieses Beispiel mit einer Hesse-Matrix H = 0.1- I initialisiert.
Die Perturbation in jedem Schritt wird mit der Schrittweite 61 = d— = 1 durchgefiihrt.
Ziel der Regelung ist es in diesem einfachen Beispiel, ein linear iiber die Lénge des Rohres
abfallendes Kraftstoffprofil einzustellen. Entsprechend wird die Referenz zu

r(x) = =521 -x+1.21 x € [0.04,0.23] (7.36)

gewahlt. Damit gilt 7(0.04) ~ 1 und 7(0.23) ~ 0. Die initiale Stellfolge ist in beiden Ansétzen
eine konstante Stellfolge von

up = 10-129%1 (7.37)

die einem konstanten Aquivalenzverhéltnis von ® = 1 fiir den gesamten Zeitraum der Ein-
spritzung entspricht. Hier ist 129%! ein stehender Vektor aus 20 Einsen.

Abbildung 7.1 zeigt den Verlauf der Fehlernormen iiber die Iterationen. Hier ist deutlich
zu erkennen, dass sich der Fehler im modellbasierten Ansatz der ILR deutlich schneller ab-
baut als bei der Verwendung der EWR. Wihrend der EWR-Ansatz erst nach 40 Zyklen, in

'In einer realen Anwendung miisste fiir eine Verbrennung in den ersten 40 % des Rohres auch die ersten
40 % des Rohres mit Kraftstoff befiillt werden. Dies ist allerdings nur fiir bestimmte Rohrldngen und
Einstrémbedingungen moglich, die stark vom letztendlichen Verbrennungsprozess abhingen. Fiir eine ein-
fache Realisierung und eine Fokussierung auf den Regler wird hier abweichend von den genannten Daten
ausgegangen.
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7.2 Ergebnisse fiir 1D-FEuler-Simulation
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Abbildung 7.1: Verlauf der 2-Norm des Fehlers mit einer ganzzahligen ILR auf Basis der OMS und einer
ganzzahligen EWR. Die Optimierungsschritte der zyklischen EWR sind in griin gekennzeichnet.

denen die Stellfolge perturbiert wird, Informationen gesammelt hat, die einen ersten Opti-
mierungsschritt zulassen, kann die ILR die Fehlernorm im gleichen Zeitraum bereits um den
Faktor vier reduzieren. Der ILR-Ansatz konvergiert bereits nach etwas iiber 100 Zyklen wéih-
rend der EWR-Ansatz erst nach tiber 400 Iteration einen anndhernd konvergierten Zustand
erreicht. Es ist jedoch festzuhalten, dass auch der modellfreie Ansatz ein dhnliches Fehlerni-
veau erreicht wie der modellbasierte Ansatz. Zudem ist fiir beide Ansétze das nichtmonotone
Konvergenzverhalten anzumerken, wobei der ILR-Ansatz auch hier leichte Vorteile zeigt.?

Der Fehlerverlauf des EWR-Ansatzes deutet daraufhin, dass die zweite Hélfte der Einspritz-
phase deutlich stirkeren Einfluss hat als die erste Hélfte. Dies ist deutlich in den stirkeren
Ausschldgen in Folge der Perturbationen der einzelnen Eintrage der Stellfolge zu erkennen.
Mit dem EWR-Ansatz muss ein solcher Zusammenhang erst aus den Messdaten erlernt wer-
den. Im Gegensatz dazu ist dieser Aspekt in dem Modell bereits enthalten und fiihrt zu
Beginn zu zielgenaueren Einstellung des Einspritzprofils mit dem ILR-Ansatz.

Obwohl die beiden Ansétze wie beschrieben auf ein d&hnliches Fehlerniveau fiihren, ergeben
sich doch sehr unterschiedliche Stellfolgen im konvergierten Zustand. Abbildung 7.2 zeigt die
konvergierten Stellfolgen der Regelungsanséitze sowie die daraus resultierende Krafstoffkon-
zentration am Rohreinlass iiber die Zeit der Einspritzung. Die Stromungsbedingungen am
Einlass des Rohres sind durch die Strémungsgeschwindigkeit illustriert. Es ist zu erkennen,
dass der EWR-Ansatz einen etwas gleichméfigeren Verlauf {iber die Zeit einstellt als der
ILR-Ansatz. Trotz der stark abweichenden Einspritzprofile ergeben sich sehr dhnliche rdum-
liche Verteilungen des Kraftstoffs wie in Abb. 7.3 zu sehen ist. Mit beiden Ansétzen kann die
Referenz anndhernd genau getroffen werden. Ein Unterschied zwischen den beiden erzielten
Verlaufen ist kaum zu erkennen.

Dieses einfache Simulationsbeispiel zeigt bereits die deutlichen Unterschiede zwischen den
beiden Ansétzen und verdeutlicht Vor- und Nachteile des vorgestellten EWR-Ansatzes. Lie-

2Die OMS fiir die ILR fiihrt hier nicht zu einem monotonen Konvergenzverhalten, da die Nichtlinearitét
des Systems stark ausgeprégt ist. Eine zyklusinvariante Approximation durch ein Modell der Form y, =
Guyg + b ist nicht exakt moglich.
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Abbildung 7.2: Oben: Kraftstoffkonzentration an der Stelle x = 0 iiber die Zeit der Einspritzung. Zusétzlich
ist in schwarz die Geschwindigkeit ebenfalls am Einlass dargestellt.

Unten: Eingestellte Stellfolge tiber die Zeit der Einspritzung. Die Stellgrofie entspricht der Kraftstoffkonzen-
tration vor dem Rohr.

gen ausreichend gute Modellinformationen vor, ist der modellbasierte Ansatz der ILR der
EWR klar iiberlegen. Ein Vorteil auf den an dieser Stelle nochmal hingewiesen sei, ist das
deterministische Rechenverhalten der ILR aus einer OMS. Der Rechenaufwand des Optimie-
rungsschritts in der EWR ist nicht exakt abzuschétzen. In diesem Beispiel ist dieser Faktor
weniger relevant, da zwischen dem Ende der Einspritzphase und dem Beginn der néchsten Ein-
spritzphase eine Pause ohne Aktuation existiert, die fiir die Berechnung genutzt werden kann.
In allgemeinen Féllen kann der unbekannte Rechenaufwand jedoch zu einem Problem werden.
Zudem kann das langsame Lernverhalten der EWR, bei Prozessen mit schnellen Stérungen
problematisch sein. Im Fall einer plotzlich auftretenden Stérung kann es mitunter mehrere
Optimierungsschritte mit entsprechenden Perturbationszyklen dauern, bevor die Regelung
das System wieder in einen zufriedenstellenden Fehlerbereich zuriickfithrt. Abschlieflend ist
jedoch festzuhalten, dass die ganzzahlige EWR eine sinnvolle Alternative fiir zyklische Pro-
zesse darstellen kann, wenn eine mathematische Modellierung schwierig oder nicht moglich
ist.

7.3 Extremwertregelung an einem SEC-Experiment

Die experimentelle Umsetzung einer SEC ist technisch duflerst komplex und aktuell noch
Gegenstand der Forschung. Ein stabiler zyklischer Betrieb konnte bisher noch nicht erreicht
werden. Der hier diskutierte Aufbau wurde vor allem zur Untersuchung grundsétzlicher Ver-
brennungseigenschaften der SEC entwickelt. Im Speziellen liegt der Fokus der Untersuchungen
auf den Moglichkeiten, iiber die Kraftstoffschichtung die Verbrennung zuverléssig zu beeinflus-
sen. In der experimentellen Umsetzung ist im Gegensatz zu dem gezeigten Simulationsbeispiel
das Ziel, direkt die Drucksignale im Verbrennungsrohr zu optimieren.
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Abbildung 7.3: Raumliche Kraftstoffverteilung, die sich mit den konvergierten Stellfolgen aus Abbildung 7.2
ergeben.

7.3.1 Experimenteller Aufbau

In den letzten Jahren wurde die SEC in verschiedenen Konfigurationen experimentell unter-
sucht. Dabei beziehen sich alle bisherigen Untersuchungen auf einen Aufbau bei atmosphéri-
schen Druckbedingungen. Daraus folgt, dass die im Mittel realisierbaren Ziindverzugszeiten
im Vergleich zu den akustischen Zeitkonstanten deutlich zu grof§ sind, um einen zyklischen
Betrieb, wie er in Abschnitt 1.1 erldutert wurde, bei diesen Bedingungen und der angenom-
menen Rohrldnge zu ermdéglichen. Die experimentellen Arbeiten sind bisher vor allem auf die
Beeinflussung des Ziindverhaltens konzentriert.

In einem ersten Aufbau, wie er in Reichel etal., 2016 und Yiicel, Volzke und Paschereit,
2019 beschrieben ist, wurden die langen Ziindverzugszeiten durch einen Bypass kompensiert,
in den die Stromung nach der Einspritzung umgeleitet wird. Dadurch kommt die Strémung
im eigentlichen Verbrennungsrohr zum Stehen und das Kraftstoff-Luft-Gemisch kann bis zur
Ziindung im Rohr verweilen. Danach kann die Stromung wieder in das Verbrennungsrohr zu-
riick geschaltet werden, um das Rohr zu spiilen, bevor der nichste Zyklus beginnen kann. Die
Problematik dieses Aufbaus liegt in dem Schaltvorgang zwischen Bypass und Verbrennungs-
rohr. Sowohl im Aufbau mit einem fluidischen Schalter, wie in Reichel et al., 2016, als auch
im Aufbau mit an den Rohrenden montierten Wastegates in Yiicel etal., 2019 beeinflusste
der Schaltprozess die Stromungsbedingungen im Verbrennungsrohr stark und damit auch die
Kraftstoffschichtung. Eine Modellierung ist fiir dieses System nur schwer moglich, wie die
Arbeit in Arnold, King, Yiicel, Volzke und Paschereit, 2019 zeigt. Zudem ist der Aufbau
mit einem Bypass deutlich schwerer zu isolieren, was zu groflen Warmeverlusten fithrt und
dadurch das Ziindverhalten zusétzlich negativ beeinflusst.

Durch Untersuchungen zum Ziindverhalten des Kraftstoffs und eine deutlich dynamischere
Einspritzung ist es moglich, die mittlere Ziindverzugszeit deutlich zu reduzieren. Damit kann
auf einen Bypass verzichtet werden. Die Ziindverzugszeit wird deshalb im aktuellen Aufbau
alternativ mit einem Konvektionsrohr kompensiert. Ein Schema des in dieser Arbeit verwen-
deten experimentellen Aufbaus ist in Abb. 7.4 dargestellt. Der Versuch entspricht dem in
Yiicel, Habicht, Arnold et al., 2021 beschriebenen Aufbau. Die verbleibende Ziindverzugszeit
wird durch ein dem eigentlichen Verbrennungsrohr vorgeschaltetes Konvektionsrohr kompen-
siert. Davor befindet sich die Einspritzgeomerie, an die zehn Schaltventile mit einer Schaltfre-
quenz von maximal f = 200 Hz angeschlossen sind. Der Vordruck der Ventile ist iiber einen
kommerziellen Domdruckregler einstellbar und betriagt im Betrieb 5 bar. Zur Abfiithrung des
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Abbildung 7.4: Experimenteller Aufbau eines SEC-Verbrennungsrohres (Yiicel, Habicht, Arnold et al., 2021)

verbrannten Gases ist der eigentlichen Brennkammer ein Abgasrohr nachgeschaltet.

Der gesamte Aufbau wird mit einem konstanten Luftmassenstrom von i = 30ksg/h gespeist,
der in einem Vorheizer auf eine Temperatur von ¥ = 800 K vorgeheizt wird. Um moglichst
konstante Stromungsbedingungen im Rohr zu gewéhrleisten, ist der Querschnitt hinter dem
Vorheizer verblockt. Neben den Druckmessungen vor der Verblockung und vor der Einsprit-
zung sind hochdynamische Drucksensoren im Verbrennungsrohr verbaut, die Drucksignale bis
zu 10 kHz zuverléssig aufnehmen kénnen. Weitere technische Details zum Versuchaufbau sind
in Ytcel, Habicht, Arnold et al., 2021 und Yiicel, Habicht, Jaeschke et al., 2021 zu finden.

7.3.2 Ergebnisse

Fir den experimentellen Aufbau der SEC ist an dieser Stelle das Ziel, die Einspritzung iiber
die Zeit so einzustellen, dass der Druckanstieg und damit die nutzbare Energie aus der Ver-
brennung maximiert wird. Da die Aktuation wie beschrieben iiber 10 einzelne Schaltventile
realisiert ist, muss die Stellgrofle u(¢) im ganzzahligen Wertebereich definiert werden, um
Einfliisse einer Rundung zu vermeiden. Die Feuerfrequenz wird mit Riicksicht auf die Be-
schrankungen durch die atmosphérischen Bedingungen auf f; = 5 Hz festgelegt. Damit ergibt
sich eine Periodendauer von 7}, = 200 ms. Da allerdings nur zu Beginn eines Zyklus Kraftstoff
fiir eine feste Zeit von Tj,; = 30 ms eingespritzt wird, wird auch nur dieser Zeitbereich fiir die
Regelung betrachtet. Die Aktuationsfrequenz wird mit Riicksicht auf die limitierte Schalt-
bandbreite der Ventile auf f,, = 1/0.006 Hz festgelegt, sodass die Stellfolge in einem Zyklus k
durch

W, = [u1, up, ug, ug, us) " (7.38)

definiert ist.

Der Druck wird an vier dquidistanten Stellen x3; € {1,2,3,4} in der Brennkammer mit
der Abtastfrequenz f, = 10kHz gemessen. Aufgrund zufilliger Schwankungen in Luft- und
Krafstoffzufuhr ist die Schuss-zu-Schuss-Varianz relativ grofl im Verhéltnis zu der Sensitivitét
des Systems auf die Aktuation. Daher ist eine Optimierung im Hinblick auf einzelne Schiisse
nicht moglich. Um die Schwankungen zu kompensieren, werden immer 30 aufeinanderfolgende
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Schiisse mit der gleichen Stellfolge u durchgefithrt und die resultierenden 30 Messungen
werden gemittelt, um den Systemausgang

30

1
Y= >y (7.39)
=1

fiir den Zyklus k£ an der Stelle xj; zu erhalten.

Die physikalische Beschrénkung der Stellgrofle, die aus der festen Anzahl an Ventilen resul-
tiert, kann {iber die lineare Ungleichung

I 15%1.10
l I 1 uy, < [ 05%1 ] (7.40)

beschrieben werden. Dabei ist I° eine Einheitsmatrix der Dimension fiinf, 15! und 0°*! sind
Vektoren entsprechender Gréfle mit Einsen bzw. Nullen. Zusétzlich soll vermieden werden,
dass der Druckanstieg im Verbrennungsrohr auf eine Variation der gesamten Kraftstoffmenge
wahrend eines Zykluses zuriickzufiihren ist. Nur so kann sichergestellt werden, dass der An-
stieg des Drucks ausschliefllich aus der Anpassung der Kraftstoffschichtung resultiert. Dafiir
wird die Summe der offenen Ventile ebenfalls iiber eine lineare Ungleichung

11><5 40

beschrénkt. Durch diese Beschriankung wird der Bereich, in dem die gesamte Kraftstoffmenge
iiber einen Zyklus liegen kann, deutlich eingeschriankt. Eine feste Summe wird nicht gewéahlt,
um einen gewissen Spielraum fiir die Anpassung durch die EWR zu behalten. Die Beschran-
kungen aus Gl. (7.40) und Gl. (7.41) koénnen zusammengefasst werden in eine Ungleichung

ug <

I5 15><1 .10
_I’ 0°x1
11x5 | W S 40 ; (7.42)
_11><5 30
Q c

die dann entsprechend Gl. (7.24) fiir die einzelnen Optimierungsschritte transformiert werden
kann. Der Druckanstieg wird tiber die mittleren Maxima an allen vier Messstellen tiber alle 30
Schiisse eines Zykluses quantifiziert. Dafiir werden alle Druckspitzen aufsummiert. Es ergibt
sich die Kostenfunktion

4 30
1
* _ XM L
T (w) = 30 3 [l ]| 55 (7.43)
xp=11i=1
in Abhéngigkeit der gemessenen Drucksignale. Hier bezeichnet || - ||oo die Unendlichnorm.

In Abb. 7.5 ist der Verlauf der iiber die Schiisse gemittelten Druckspitzen iiber die Zyklen
gezeigt. Es ist zu erkennen, dass an allen Messpositionen die Druckspitzen iiber die Opti-
mierungsschritte deutlich vergréoiert werden. Ab etwa dem zehnten Optimierungsschritt wird
das erreichte Niveau gehalten. In Abb. 7.6 sind die Storungen in der Luft und der Kraft-
stoffversorgung dargestellt. Trotz dieser Storungen gelingt es mit der zyklischen EWR, den
Druckanstieg im Rohr deutlich zu verbessern und zu halten. Der zugehorige Verlauf der Stell-
grofle ist in Abb. 7.7 gezeigt. Neben der Perturbation ist hier zu erkennen, dass die Stellfolge
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Abbildung 7.5: Mittlere Druckspitzen in einem Zyklus an allen vier Messpositionen xy € {1,2,3,4} in
einem SEC-Verbrennungsrohr mit einer EWR. Die Optimierungsschritte der EWR sind in griin markiert.
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Abbildung 7.6: Verlauf der mittleren, prozentualen Stérung des Drucks in der Luft- bzw. Kraftstoffversor-
gung iiber die Zyklen. Die Messpositionen sind in Abb. 7.4 dargestellt.

ab dem zehnten Optimierungsschritt sich im Wesentlichen nur noch fiir 4 = 5 dndert. Dieses
Ergebnis deutet darauf hin, dass im auskonvergierten Zustand die angesprochenen Stérungen
in den Zuleitungen ausschliellich iiber den Kraftstoffanteil kompensiert werden kénnen, der
am Ende des Einspritzintervalls in das Verbrennungsrohr eingebracht wird.

Um einen noch besseren Eindruck zu gewinnen, wie der Regler auf den Druckanstieg wirkt,
sind in Abb. 7.8 die Stellfolgen, die sich in Optimierungsschritt p = 1, p = 6 und p =
15 ergeben, zusammen mit den iiber die Messstellen gemittelten Durckverldufen fiir einen
einzelnen Schuss gezeigt. Es ist auch hier zu erkennen, dass mit der EWR die Druckspitzen
iiber die Optimierungsschritte kontinuierlich vergrofiert werden. Fiir eine groflere Druckspitze
ist eine Anpassung der Ziindzeit notwendig, was sich in der Verschiebung der Druckverldufe
zeigt. Dies ist ein komplexer, systemspezifischer Zusammenhang, der durch die EWR erlernt
werden kann.
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Abbildung 7.7: Aktuation der EWR {iber die Zyklen. Die Optimierungsschritte sind in griin gekennzeichnet.

Messung

SIS
Il
o

(t))/4 [bar]

XM
XM:1 yﬁ

4

>

Aktuation

0L ! | | | | | | | |
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

Zeit t [s]

Abbildung 7.8: Oben: Zeitlicher Verlauf der iiber alle vier Messpositionen gemittelten relativen Druckverldufe
fiir die Optimierungsschritte p € {1, 6, 15}.
Unten: Zeitlicher Verlauf der Aktuation fir die entsprechenden Optimierungsschritte.
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8 Fazit

Die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden liefern einen Beitrag zu zwei technisch relevan-
ten Themen der aktiven Stromungsbeeinflussung. Zum einen wurde fiir die Modellierung von
komplexen Stromungssystemen mit Echtzeitanforderungen eine Methode vorgestellt und fiir
zwei Anwendungsbeispiele sowohl im Kontext einer Regelung als auch der Zustandsschét-
zung untersucht. Zum anderen wurden verschiedene Ansétze fiir den Umgang mit Eingangs-
beschréankungen fiir zyklische Systeme diskutiert und simulativ bzw. experimentell getestet.
An dieser Stelle sollen die gewonnenen Erkenntnisse kritisch bewertet und Kernaussagen her-
vorgehoben werden, bevor abschlieend ein Ausblick fiir die einzelnen Methoden gegeben
wird.

Modellierung

Der vorgestellte Ansatz einer Zustandsraummodellierung tiber den PINN-Ansatz hat in dieser
Arbeit vor allem fiir Burgers-Gleichung zu guten Ergebnissen gefiihrt. Dabei war eine zufrie-
denstellende Modellanpassung bereits mit einer relativ kleinen Anzahl an Trainingsdaten
moglich. Das Training mit den Informationen aus der partiellen Differentialgleichung fiithrt
zudem zu besonders zuverldssigen Ergebnissen, auch fiir Eingangsdaten, die in der Anpas-
sung des Modells nicht verwendet wurden. Zudem hat sich gezeigt, dass der Rechenaufwand
der Modellauswertung so gering ist, dass eine Berechnung in Echtzeit problemlos moglich
ist. Sowohl das Beispiel mit einem erweiterten Kalman-Filter als auch die Betrachtungen in
einem MPC-Kontext zeigen, wie gut das aufgebaute Modell in praktischen Anwendungen
funktioniert.

Fir die Untersuchungen mit den Euler-Gleichungen sind die Ergebnisse deutlich kritischer
zu bewerten. Es konnte auch fiir die Euler-Gleichungen ein Zustandsraumodell aufgebaut
werden, mit dem in der Zustandsschéitzung und der Regelung zufriedenstellende Ergebnisse
erzielt werden konnten. Dafiir waren allerdings diverse problemspezifische Anpassungen, wie
der in Abschnitt 3.4.2 beschriebene zweistufige Trainingsprozess, notwendig. Zudem erforder-
te das Training eine sehr grofie Menge an Trainingsdaten, was zu einem enormen Zeitaufwand
fir die Optimierung des Netzes fithrt. Trotz diesen Bemiihungen waren viele Versuche not-
wendig, um passende Parameter fiir den Trainingsprozess zu finden und am Ende ein gut
angepasstes Netz zu erhalten. Ein allgemeines Vorgehen konnte daraus allerdings nicht abge-
leitet werden. Zudem muss festgehalten werden, dass das Zustandsraummodell fiir die Euler-
Gleichungen nicht in gleichem Mafle robust ist wie das Modell fiir die Burgers-Gleichung.
Zuverlassige Ergebnisse konnen nur in einem gewissen Bereich der Zustande erzielt werden,
der in den Trainingsdaten gut représentiert ist. Trotzdem kann festgehalten werden, dass es
gelungen ist, ein Zustandsraummodell aufzubauen, das bei relativ kleinem Rechenaufwand
fiir die Auswertung gute Ergebnisse fiir ein Zustandsschétz- und Regelungsbeispiel ermog-
licht hat. Generell scheint der Ansatz also das Potential zu haben, derart komplexe Systeme
abzubilden.
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Beschrankte Regelung

Die gezeigten Ergebnisse zur ganzzahlig beschrénkten Regelung zeigen den enormen Vorteil,
der sich ergeben kann, wenn die entsprechenden Beschrénkungen direkt in der Optimierung
in der Regelung beriicksichtigt werden. Dies gilt insbesondere, wenn nur eine geringe Aktuati-
onsfrequenz im Verhéltnis zu Systemdynamik technisch umsetzbar ist oder die Auflésung der
Eingangsdiskretisierung sehr klein ist. Ein Extremfall fiir Letzteres stellt die in Abschnitt 6.4
ausfihrlich diskutierte, bindre Eingangsbeschrankung dar.

Das vorgestellte Syntheseverfahren der optimalen Menge fiir eine ganzzahlige ILR bietet ei-
ne Moglichkeit, fiir zyklische Prozesse eine besonders recheneffiziente Regelung aufzubauen,
welche ganzzahlige und lineare Eingangsbeschrankungen berticksichtigen kann. Wie in Ab-
schnitt 6.3.2 beschrieben, stellt die OMS sicher, dass sich die ganzzahlige ILR moglichst
dhnlich zu einer konventionellen reellwertigen ILR verhélt. Eine der fiir die technische Um-
setzung besonders relevanten Eigenschaften ist der sehr flexibel anpassbare Rechenaufwand in
Abhéngigkeit der Grofle der optimalen Menge. Damit kann die Methode an die zur Verfiigung
stehende Hardware angepasst werden. Somit ist das Verfahren ein sehr geeignetes Werkzeug,
um eine Regelung mit ganzzahliger Eingangsbeschrankung technisch zu realisieren.

Fiir bindre ILR-Anwendungen konnte ebenfalls ein Ansatz vorgestellt werden, der den Re-
chenaufwand soweit reduziert, dass selbst fiir hochdimensionale Stellfolgen eine Umsetzung in
Echtzeit moglich ist. Im Gegensatz zu der OMS, die sehr universell eingesetzt werden kann,
ist die in Abschnitt 6.5.2 vorgestellte reduzierte ILR nur fiir Systeme sinnvoll anwendbar, bei
denen die Stellfolge iiber die Zyklen deutlich mehr Nullen als Einsen enthélt. Des Weiteren
sind bei diesem Ansatz keine Aussagen iiber das Konvergenzverhalten mdoglich. Trotzdem
zeigen die in Abschnitt 6.5 prasentierten Ergebnisse, dass in einem experimentellen Aufbau,
wie dem diskutierten akustischen Plenumsversuch, mit der reduzierten ILR gute Ergebnisse
erzielt werden konnen.

Neben den modellbasierten Ansétzen fiir die ganzzahlig beschrénkte Regelung konnte mit dem
in Kapitel 7 diskutierten EWR-Ansatz eine modellfreie Alternative vorgestellt werden. Zwar
ist fiir diesen Ansatz ein deutlich langsameres Konvergenzverhalten zu erwarten, jedoch zeigt
der Vergleich mit einer ganzzahligen ILR in Abschnitt 7.2, dass im konvergierten Zustand mit
beiden Ansétzen eine dhnliche Qualitdt im Folgeverhalten erreicht werden kann. Vor allem
fiir sehr komplexe Systeme, wie dem in Abschnitt 7.3 beschriebenen SEC-Experiment, kann
der EWR-Ansatz eine sehr effektive Alternative zu modellbasierten Ansétzen wie der ILR
sein. In diesem Beispiel war die EWR in der Lage, den Zusammenhang zwischen Einsprit-
zung und Druckanstieg im Rohr zu erlernen und so die Druckspitzen zu optimieren. Wie
bei den diskutierten ILR-Methoden ist jedoch auch bei der ganzzahligen zyklischen EWR
der Rechenaufwand der notwendigen Optimierung mitunter problematisch und muss bei der
technischen Umsetzung berticksichtigt werden.

8.1 Ausblick

Fir die in dieser Arbeit vorgestellten Methoden ergeben sich in der Zukunft die folgenden
Perspektiven bzw. Herausforderungen:

e Zustandsraummodellierung auf PINN-Basis: Wie oben beschrieben, ist der Auf-
bau eines Zustandsraummodells auf PINN-Basis mit einem hohen Aufwand fiir die
Anpassung des Trainingsprozesses verbunden. Damit der Ansatz sinnvoll und effektiv
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8.1 Ausblick

verwendet werden kann, ist eine genauere Untersuchung des Vorgehens erforderlich,
mit dem Ziel, einen einheitlichen Ablauf fiir die Modellidentifikation zu definieren. Der
wichtigste Schritt fiir den Modellierungsansatz ist jedoch die Untersuchung in einem
experimentellen Aufbau. Dafiir miisste ein einfaches Stromungssystem aufgebaut wer-
den, fiir das eine zuverléssig validierte Simulation zur Verfiigung steht. Damit kénnte
iiber die Simulation eine ausreichend grofle Trainingsmenge generiert und ein Zustands-
raummodell aufgebaut werden. Dieses Modell konnte dann in einer Zustandsschitzung
oder einer modellgestiitzten Regelung im echten Experiment verwendet werden.

Auf der theoretischen Seite konnte eine detaillierte Untersuchung von passenden Netz-
strukturen und Aktivierungsfunktionen zu einer Verbesserung der Ergebnisse fithren
und moglicherweise den Trainingsaufwand reduzieren. Auch der Optimierungsalgorith-
mus, mit dem die optimalen Parameter des Netzes ermittelt werden, hat einen gréfieren
Einfluss auf die Trainingsergebnisse und sollte noch genauer betrachtet werden. Zusétz-
lich konnten komplexere Methoden, wie beispielsweise die Verwendung von sogenannte
Dropout-Schichten, zur Verbesserung der Robustheit fithren.

Ganzzahlige ILR: Mit der OMS fir die ganzzahlige ILR wurde eine Methode vorge-
stellt, die zuverldssig verwendet und deren Untersuchung als abgeschlossen angesehen
werden kann. Der schwierigste Teil der Synthese ist die Losung des in Abschnitt 6.3.2
beschriebenen nichtlinearen Optimierungsproblems. Wie bei den meisten nichtlinea-
ren Problemen besteht auch fiir dieses Problem die Gefahr, in einem suboptimalen
Minimum zu enden. Daher wére es fiir die zukiinftige Verwendung sinnvoll, das Opti-
mierungsverfahren zu untersuchen, um moglichst gute Ergebnisse in der Synthese zu
garantieren, beispielsweise durch eine passende initiale Losung.

Reduzierte binire ILR: Die Ergebnisse in den Abschnitten 6.5.3 und 6.5.4 haben ge-
zeigt, wie stark der Einfluss der gewahlten Losungsmenge ist. Die in dieser Arbeit gezeig-
ten Zusammenstellungen sind nur zwei sehr einfache Moéglichkeiten. Fiir zuverldssigere
Ergebnisse muss die Zusammenstellung der Losungsmenge weiter untersucht werden.
Dabei kénnte beispielsweise das Ziel im Vordergrund stehen, das Konvergenzverhalten
des vollstandigen Problems moglichst gut zu erhalten. Eine weitere Moglichkeit wére ei-
ne Zusammenstellung, die moglichst viele Beschriankungen des vollstdndigen Problems
in der reduzierten Formulierung obsolet macht. Damit kénnte der Rechenaufwand fiir
das reduzierte Problem noch weiter reduziert werden.

Ganzzahlige EWR: Die Ergebnisse mit der ganzzahligen EWR, vor allem am expe-
rimentellen Aufbau der SEC, deuten auf eine breite Anwendbarkeit des Ansatzes fiir
zyklische Prozesse hin. Fiir einen sicheren und zuverldssigen Betrieb sind allerdings
genauere theoretische Untersuchungen des Ansatzes im Bezug auf Stabilitdt und Kon-
vergenz iiber die Zyklen notwendig. Des Weiteren ist es vorstellbar, das sehr langsame
Konvergenzverhalten zu beschleunigen, indem nicht alle Eintriage der Stellfolge in je-
dem Optimierungsschritt perturbiert werden. Allerdings ist davon auszugehen, dass
dadurch moglicherweise die Robustheit, beispielsweise im Bezug auf Rauscheinfliisse,
verschlechtert wird.
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9 Anhang

A Finite-Volumen-Methode

Dieser Abschnitt stellt kurz die grundlegende Idee der Finite-Volumen-Methode (FVM) vor.
Die Erkldrung orientiert sich dabei an den Ausfithrungen in Berndt, 2016. Theoretische De-
tails der FVM sind in LeVeque, 2002 und Toro, 2013 zu finden. Da sich die Beispiele dieser
Arbeit alle auf den eindimensionalen Fall beschrénken, wird auch hier von einem System
ausgegangen, das nur in einer rdumlichen Richtung x beschrieben wird. Ausgangspunkt ist
eine partielle Differentialgleichung

gth (x,t) + aifh (h(x,t)) =0 (A.1)
in der Erhaltungsform. Hier wird von einer eindimensionalen Losung h (x, t) der partiellen Dif-
ferentialgleichung ausgegangen. Die weiteren Schritte gelten allerdings analog fiir eine vektor-
wertige Beschreibung eines Gleichungssystems wie das der Euler-Gleichungen. Die Funktion
fn ist eine beliebige Abbildung R — R in Abhéngigkeit von h. Fir einen Raum-Zeit-Bereich
mit x € [xo,x1] und 7 € [t,t + At] kann die partielle Differentialgleichung in die integrale
Form

T=t+At t+ AL X=X1
+ / falh(x,7) dr| =0 (A.2)
T=t1 t

X=X0

X1
/ h(x,7) dx
X0

gebracht werden. Wird die rdumliche Dimension in nyz Intervalle
[X()axl] PR [Xiflvxi] 7"'7[anflaxnz} (A3)

unterteilt, kann fiir das i-te Intervall eine rdumliche Mittelung

Ri(r)= — / () dx (A4)

Xi — Xi—1 Xi—1

fir die ErhaltungsgréBe bestimmt werden. Die integrale Form aus Gl. (A.2) kann genutzt
werden, um fiir das i-te rdumliche Intervall den Zusammenhang

X=X;

X4 X4 t-‘rAt
/ h(x,t+ Af) dx = / h(x,1) dx — / i (b (x,7)) dr (A.5)
Xi—1 Xi—1 t

X=X;j—1

zwischen den Zeitpunkten ¢t und At herzustellen. Wird nun die Mittelung aus Gl. (A.4) in
Gl. (A.5) eingesetzt, ergibt sich der Zeitschritt

holt+ A = B (1) — — ( [ e [T o) df) L (AG)

Xi — Xi—1

der das numerische Verfahren der FVM definiert.
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Damit der Ansatz aus Gl. (A.6) verwendet werden kann, miissen die Werte an den Intervall-
grenzen x;_1 und x; bestimmt werden. Dafiir ist jeweils ein auf die partielle Differentialglei-
chung aus Gl. (A.1) bezogenes Anfangswertproblem mit

h(x.0) = {f:zl (0) fir x<x; (A7)

hi+1 (0) fir x> X;

an den entsprechenden Stellen x = x;_1 und x = x; zu lésen. Auf die Losung dieses sogenann-
ten Riemann-Problems wird an dieser Stelle nicht weiter eingegangen, sondern auf die Ausfiih-
rungen in Berndt, 2016 verwiesen. Bei ausreichend genauer Losung des Riemann-Problems
und passender Wahl der Zeitschrittweite At kann die Courant-Friedrichs-Lewy-Bedingung
(CFL-Bedingung) fiur die FVM erfiillt werden und numerische Stabilitét ist sichergestellt.

Das beschriebene Verfahren ist exakt in der Zeit. Bei der rdumlichen Genauigkeit gilt aber
nur eine Approximationsgenauigkeit erster Ordnung. Eine verbesserte rdumliche Genauigkeit
kann jedoch erreicht werden, wenn die Werte h; (0) und k41 (0) aus dem Riemann-Problem
in Gl. (A.7) iiber eine Interpolation aus mehreren benachbarten Zellen bestimmt werden.
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B BFGS-Algorithmus

Die Broyden—Fletcher—Goldfarb—Shanno-Methode (BFGS-Methode) ist ein haufig genutztes
Quasi-Newton-Verfahren. Der Ansatz kann genutzt werden, um eine skalaren Funktion

J(w) (B.1)

in Abhéngigkeit eines Vektors p iterativ zu minimieren. Dieser Abschnitt erkliart kurz die
grundlegende Idee der BFGS-Methode. Fiir die Ausfiihrungen wird sich dabei an der Erkla-
rung in Nocedal und Wright, 2006 orientiert. Weitere Details zum Konvergenzverhalten der
Methode sind in Dai, 2003 zu finden. Um die Notation im Folgenden zu vereinfachen, werden
Werte, die sich in Abhéngigkeit von p;, im Zyklus k ergeben, mit einem entsprechenden Index
gekennzeichnet. Es gilt also J (py,) = Ji.

Ausgangspunkt ist eine quadratische Approximation der Gl. (B.1)
o T 1 T 4
Jp (h) = J, +VJ h+ ih H;h (B.2)

in der Iteration k. Die Matrix H entspricht an dieser Stelle einer Schatzung der Hesse-Matrix.
Diese Approximation wird minimal far

hy = -H'VJ . (B.3)
Damit kann in Abhéngigkeit einer Schrittweite (i ein neuer Wert

Py = Mg, + CGehy (B.4)

fiir die néchste Iteration bestimmt werden. Der Ansatz der BFGS-Methode ist eine iterative
Anpassung der Néaherung der Hesse-Matrix in Abhéngigkeit der vorangegangen Iteration
anstelle einer immer wieder neu berechneten numerischen Approximation in jeder Iteration.

Fir die néchste Iteration &£+ 1 kann ebenfalls eine quadratische Approximation der Funktion
aus Gl (B.1)

~ 1 A

Jiy1 (h) = Jpy1 + VI h+ 5hT H;, 1 h (B.5)

angenommen werden. Die Schitzung der Hesse-Matrix soll nun so gewédhlt werden, dass fiir
den Gradienten der Approximation

Vi1 (0) = Vit (B.6)
Vi1 (—Chy) = VJj, (B.7)

gilt. Damit ist sichergestellt, dass an den Stellen g, und p,, | der Gradient der Approximation
dem realen Gradienten entspricht. Die Bedingung aus Gl. (B.6) ist immer automatisch erfiillt.
Um die Bedingung aus Gl. (B.7) zu erfiillen, muss geméf Gl. (B.5)

Vi1 — Hi1Ghy, = Vi (B.8)
& HypGhy = Vi — Vi (B.9)

gelten. Die Bedingung wird hiufig als Sekantengleichung bezeichnet. Fiir eine einfachere
Lesbarkeit wird im Folgenden die Notation

Apy = g1 — Py = Ghy (B.10)
8k = VJit1 — Vi (B.11)
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verwendet. Ausgehend von der Annahme, dass die Schétzung der Hesse-Matrix symmetrisch
und positiv definit ist, muss entsprechend

Aptgr >0 (B.12)

gelten, damit die Sekantengleichung erfiillt werden kann. Fiir konvexe Probleme ist dies immer
erfiillt. Fiir den nichtkonvexen Fall und weiter Details sei hier auf die Erkldrungen in Nocedal
und Wright, 2006 verwiesen.

Da es unendlich viele Losungen der Sekantengleichung gibt, muss eine zuséatzliche Beschran-
kung eingefiihrt werden. Fine sinnvolle Forderung ist beispielsweise eine moglichst kleine
Anderung der geschitzten Hesse-Matrix von einer Iteration zur nichsten. Als Ma8 fiir die
Anderung kann eine beliebige Norm gewihlt werden. Die Wahl der Norm bestimmt, welches
Quasi-Newton-Verfahren sich ergibt. Wird die Frobenius-Matrixnorm || - ||p gewdhlt, ergibt
sich das sogenannte Davidon-Fletcher-Powell-Verfahren (DFP-Verfahren), welches als Teil-
schritt der eigentlichen BFGS-Methode zu verstehen ist. Die Hesse-Matrix ist in diesem Fall
iiber

Hj,, = argmin ||H — I:IkH (B.13)
H

F

unter der Beschrankung

A

H=H" und HAp, =g, (B.14)

definiert. Die Details der Losung dieses Optimierungsproblem ist in Nocedal und Wright,
2006 zu finden. Es ergibt sich die Anpassungsregel fiir die geschétzte Hesse-Matrix

A gm;@) A ( Auw}) grel
H.,=(1- a, (71— + (B.15)
- ( gr Apy, grAm, ) gl A,

von der Iteration k zur Iteration k+ 1. Der Ablauf einer Minimierung mit der DFP-Methode
ist in Algorithmus 3 dargestellt.

Algorithmus 3 DFP/BFGS-Algorithmus

1. Hy, = Hy > Initialisierung der geschatzten Hesse-Matrix
2: € =¢€g > Initialisierung der Konvergenzgrenze
3t U, = Mo > Startpunkt der Suche
4: VJi, = GRADIENT(J,pp,)

5: while HVJ]@HQ > ¢ do

6: h;, = —I:IIQIVJ;c

7: (x = DETERMINESTEPSIZE(()) > Schrittweite bestimmen (z.B. Linesearch)
8 MPpy1 = My + Cehy

9: VJi+1 = GRADIENT(J,pty 1)
10: Apy, = ppy1 — g,
11: gL = VJk_H —VJ;
12: ﬂk+1 = UPDATE(Auk,gk,ﬂk)
13: B = Piy1

14: VJ;, = GRADIENT(J,py,)
15: end while
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Da in diesem Algorithmus ausschliefflich die Inverse der Hesse-Matrix verwendet wird, kann
auch direkt die inverse Form iterativ berechnet werden. Diese kann analog zu Gl. (B.13) iiber

A

-1 .
Hk+1 = argmin
Hfl

A

3 H,;1HF (B.16)

unter der Beschréankung
A A T .
H' = (') wd H'g =Ap, (B.17)

bestimmt werden. Damit ergibt sich die Anpassungsregel

R Ap el . AT\ Ap, ApT
!, = (1 SHERSk ) gt (- BECHE ) | SHERCH (B.18)
g Ay, gr Apy, 8 Ay,

fiir die inverse Hesse-Matrix. Im engeren Sinne wird diese Anpassung als BFGS-Methode
bezeichnet und kann in Zeile 11 von Algorithmus 3 genutzt werden, um direkt die Schitzung
der inversen Hesse-Matrix zu berechnen.
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C Branch-and-Bound-Suche fiir ganzzahlige quadratische
Programme

Die Grundlage fiir die meisten ganzzahligen bzw. gemischt ganzzahligen QP-Loser ist die
sogenannte Branch-and-Bound-Suche. Auch die géngigen kommerziellen Loser, Gurobi (Gu-
robi Optimization, 2020) und CPLEX (Bliek et al., 2014), basieren grundlegend auf diesem
Verfahren. Ein Uberblick iiber die Branch-and-Bound-Methode kann in Morrison et al., 2016
gefunden werden.

Durch den diskreten Charakter des Losungraums des QPs ist es moglich, durch eine Suche
die moglichen Losungen Stiick fiir Stiick zu explorieren. Ausgangspunkt ist ein allgemeines,
reellwertiges QP.

Quadratisches Programm (QP) 11: Die reellwertige Losung eines durch die Parameter
Q und q definierten, quadratischen Minimierungsproblem ergibt sich aus

p=argmin 3" Q+q' (C.1)
m
mit der oberen und unteren Schranke

cp < o < Cup - (C.2)

Zusatzliche Beschrankungen werden im Folgenden vernachléssigt, konnen aber in der Lo-
sung von QP 11 problemlos beriicksichtigt werden. Fiir einen Explorationsschritt auf der
Suche nach der optimalen ganzzahligen Losung wird nun zunéchst die reellwertige Losung
Bo= {1,y iy, fin] von QP 11 bestimmt. Diese Losung ist im Allgemeinen nicht ganz-
zahlig. Daher werden zwei neue QPs aufgestellt. Dafiir wird eine Variable u; der Losung
ausgewdhlt, die nicht ganzzahlig ist. Mit den Rundungsoperatoren |-| und [-] fiir Abrunden
bzw. Aufrunden kénnen zwei neue Optimierungsprobleme definiert werden.

Quadratisches Programm (QP) 12: Die optimale Losung des linken Zweiges eines E-
plorationsschritts zur Bestimmung der ganzzahligen Losung von QP 11 ergibt sich aus

p=argmin ' Qi+ q i (C.3)
m
mit der oberen und unteren Schranke

e, <pp<ely cp=cn ch= [Cub,15- -5 LK)y -5 Cubn] - (C4)

Quadratisches Programm (QP) 13: Die optimale Lisung des rechten Zweiges eines Ex-
plorationsschritts zur Bestimmung der ganzzahligen Lésung von QP 11 ergibt sich aus

p=argmin ' Qi +q' ft (C.5)
m
mit der oberen und unteren Schranke
2 ~ 2 1 _ , 2
ci, <p<cy cp=I[cbis---, [Mils-rCbnl € =Cup - (C.6)
Fiir die beiden QPs kann dann wiederum jeweils ein neuer Explorationsschritt durchgefiihrt

werden. Eine Visualisierung des Explorationsschritts als Ausschnitt eines Suchbaums ist in
Abb. 9.1 gezeigt.
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[ p=argmin 7"Qa+q A |
n
i €U C R
cp < < cup
- J N\

( R ~ — — R e R — — — R e
p=argmin ' Qi+ q" ft p=argmin i’ Qi+ q" ft
i i
jelU CR™ jLeU CR™
1 ~ 1 2 ~ 2
Ci, S RS ¢y, Cih, S B S Cyp
cl, = ¢ TR (ST PO 77 T
1 . 2 _
Cwp = [Cub,h R \_,ULJ g ;Cub,n] Cip = Cub
N\ - < J - J -
» K\

Abbildung 9.1: Visualisierung eines Branch-and-Bound-Suchbaums zur Lsung eines ganzzahligen QPs

Wiéhrend der Exploration bilden sich einzelne Zweige, deren Blatter ganzzahligen Losungen
bzw. nicht zulassigen Losungen beziiglich den Beschrankungen entsprechen. Um sicherzustel-
len, dass nur aussichtsreiche Zweige bis zum Ende exploriert werden, kann in jedem Schritt
nicht nur die Losung p ausgewertet werden, sondern auch der entsprechende Kostenwert

J=p"Qu+q'p . (C.7)

Ist dieser Wert grofler als der Kostenwert der bisher besten zuldssigen Losung, wird der
entsprechende Zweig nicht mehr weiter exploriert. Der Algorithmus terminiert, wenn keine
Knoten mehr zur Exploration zur Verfiigung stehen. Der genaue Ablauf der Optimierung ist
Algorithmus 4 zu entnehmen.

Optimierungen
Auch wenn die kommerziellen, ganzzahligen QP-Loser auf den gleichen Algorithmus aufbauen,

gibt es verschiedenste Optimierungsmoglichkeiten, die in den einzelnen Software-Pakteten
abweichend umgesetzt sein kdnnen. Die genauen Details der Umsetzung einzelner Ansétze
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Algorithmus 4 Grundlegender Branch-and-Bound-Algorithmus
1: QPg = CREATEQP (e, eun, Q, q, U)

2: QPs = { QPy } > noch zu losende QPs
3:5=4{1} > Menge aller gefundener zulissiger Losungen
4: while 1ISEMPTY(QPs) == FALSE do
5: QP = pIckQP(QPs) > QP auswéhlen, das als Néchstes gelost wird
6: J, p = SOLVEQP (QP)
7: if ISEMPTY(u) == FALSE and J < SELECTBESTCOST(S) then
8: if ISINTEGER(u) == TRUE then
9: S = ADDSOLUTION(S,(J, pt))
10: else
11: i = SELECTSPLIT (i) > Auswahl der Variable fiir den Branch
12: ¢, = GETLOWERBOUND(QP)
13: cub = GETUPPERBOUND(QP)
14: Cllb = Cp
15: cl, = MERGEBOUND(cyp, f;) > Neue Grenzen gemifl Gl. (C.4)
16: ¢, = MERGEBOUND(cyp, f1;) > Neue Grenzen gemifl Gl. (C.6)
17: e, = e
18: QP1 = CREATEQP(c},, ¢k, Q, q, U)
19: QP2 = cREATEQP(c},, ¢2,, Q, q, U)
20: QPs = ADDQP(QP1,QPs) > QP1 in Liste der zu losenden QPs einfligen
21: QPs = ADDQP(QP2,QPs) > QP2 in Liste der zu lésenden QPs einfligen
22: end if

23: end if
24: end while
25: return SELECTBESTSOLUTION(S)

sind iiblicherweise Unternehmensgeheimnis. Um ein besseres Verstindins der Algorithmen zu
ermoglichen, soll hier trotzdem kurz auf verbreitete Ansitze eingegangen werden.

Der Algorithmus 4 bestimmt zwar den allgemeinen Rahmen der Exploration, trotzdem sind
bestimmte Schritte nicht genau spezifiziert. Diese Entwurfsentscheidungen werden als Heu-
ristiken zusammengefasst. Die gdngigsten Anséitze sind:

e Initiale Losungen (Zeile 3): In manchen Féllen ist es moglich, bereits vor der ei-
gentlichen Exploration eine oder mehrere zulédssige Losung zu erraten. Dadurch kénnen
bestimmte Zweige des Suchbaums frithzeitig ausgeschlossen werden.

e Auswahl des zu losenden QP (Zeile 5): Je nach Auswahl, welches QP als néchs-
tes ausgewertet wird, kann die Reihenfolge der Exploration des Suchbaums beeinflusst
werden. Dafiir konnen z.B. die Kosten vorangegangener Explorationsschritte in dem
entsprechenden Zweig berticksichtigt werden oder die Beschrédnkungen. Bei der Defini-
tion der Auswahlstrategie muss allerdings beriicksichtigt werden, dass ein komplizierter
Auswahlalgorithmus moglicherweise sehr rechenaufwendig ist. Damit kann moglicher-
weise die erhoffte Verbesserung in der Performance wieder negiert wird. Dies ist vor
allem fiir sehr grofle Optimierungsprobleme relevant, bei denen die Liste der noch aus-
zuwertenden QPs sehr grofl wird. Haufig wird daher einfach das erste QP in der Liste
ausgewahlt.

¢ Einfiigen neuer QPs (Zeile 20, 21): Ebenso wie die Auswahl aus der Liste hat auch das
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Finfiigen der QPs in die Liste Einfluss auf die Explorationsreihenfolge des Suchbaums.
Die beiden géngigsten Strategien sind ausgehend davon, dass immer das erste QP aus
der Liste fir die Exploration ausgewéhlt wird, die Liste mit einer first-in-first-out-
oder first-in-last-out-Strategie zu verwenden. Dadurch wird entweder eine Tiefen- oder
Breitensuche realisiert. Auch ein Wechsel zwischen verschiedenen Einfiigestrategien im
Verlauf der Suche ist moglich. So kann es sinnvoll sein, zundchst mit einer Tiefensuche
das schnelle Finden einer zuldssigen Losung zu forcieren und im Anschluss zu einer
Breitensuche zu wechseln.

Wahl des Branches (Zeile 11): Wenn die Losung eines QPs aus mehreren nicht ganz-
zahligen Werten besteht, muss entschieden werden, fiir welche Variable der néchste
Branch durchgefiihrt wird. Eine mogliche Regel ist die Variable zu wahlen, deren Wert
am weitesten von einer ganzzahligen Losung entfernt ist. Ausgehend von der Annah-
me einer dhnlichen Sensitivitdt aller Variablen werden damit Explorationsschritte mit
starken Verdnderungen in der Kostenfunktion in den oberen Teil des Suchbaums verlegt.
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