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ABSTRAKT

Moderne satellitengestiitzte Erdbeobachtungsverfahren benétigen Kenntnis {iber die Position und Geschwindig-
keit (und Ausrichtung) der verwendeten Messinstrumente/-plattformen, respektive der sie tragenden Satelliten,
mit sehr hoher Prizision. Zur Zeit kann die Genauigkeit aktueller analytischer Bahntheorien mit den erreichten
Messgenauigkeiten nicht Schritt halten (nicht mehr bzw. noch nicht wieder).

In den meisten Féllen werden die benétigten Satellitenbahnen heutzutage deshalb numerisch integriert, unter
Verwendung von Potenzreihen-Ansétzen. Erkenntnisse iiber die Satellitenbewegung, die solchen Berechnungen
entspringen, sind in Strenge immer nur fiir den gerade betrachteten Einzelfall giiltig. Man erhélt (lange) Zah-
lenkolonnen iiber die Zustandsédnderung des Satelliten. Aus diesem Zahlenwerk, das vollstindig im Zeitbereich
vorliegt, werden zwar nachtriglich durch Frequenzanalyse periodische Effekte sichtbar - deren Interpretation
und Riickfiihrung auf physikalische Ursachen bleibt in aller Regel jedoch vage und kann erst recht nicht verall-
gemeinert werden.

Durch die Wahl eines alternativen Ansatzes fiir die numerische Integration werden moglichst die Vorteile beider
Wege zur Bahnberechnung kombiniert. Die Verwendung eines Liereihen-Ansatzes fiithrt zwar immer noch auf
eine Potenzreihe beziiglich der Zeit als Losungsform fiir das Anfangswertproblem, jedoch sind die Reihenkoeffi-
zienten nunmehr konsequent spektral darstellbar und ermdglichen Einblicke in die physikalischen Ursachen von
Bahnstorungen. Man bestimmt die Satellitenbahn, ganz wie bei den gewdhnlichen numerischen Integrationen,
schrittweise in der Zeit. Bei Bedarf kann nun allerdings ein vollstdndig interpretierbarer Formelapparat ange-
geben werden, der den (langen) Zahlenkolonnen zugrunde liegt. In diesem Sinne kénnte man dann von einer
semi-analytischen Bahntheorie sprechen.

Die vorliegende Arbeit stellt das Konzept theoretisch im Detail und praktisch anhand einiger speziell verein-
fachter Kraftmodelle vor. Wihrend der Herleitung des Ansatzes tauchen diverse Nebenfragestellungen auf, die
ihrerseits in den beigefiigten Anhéngen ausfiihrlicher besprochen werden.

ABSTRACT

Modern Earth observation techniques based on satellites require very precise knowledge of position and velocity
(and attitude) of the on-board instruments/measuring platforms or the satellite body carrying it. Available
analytical orbital theories can’t keep up with the accuracy level of present-day measurements (no longer and
not yet again, respectively).

Therefore, in most cases satellite orbits are being integrated numerically today, using a power series approach.
Actually, findings about the satellite’s motion, resulting from these kind of calculations, are only valid for the
very special case just under consideration. It yields (long) columns of numbers representing state changes of
the satellite. Out of this numerical huddle, completely related to the time domain, periodical effects might
be uncovered by applying spectral analysis techniques afterwards. But its interpretation and connection with
physical causes remains rather hazy and can’t be generalized at all.

By choosing an alternative approach for the numerical integration, the advantages of both ways (analytical and
numerical orbit determination, respectively) will be combined. The usage of a Lie series approach still leads to
a power series in time form of solution to the initial value problem, but now the series coefficients can strictly be
expressed in spectral domain. This enables some insight into the physics of orbital perturbations. As with usual
numerical integration techniques, the satellite’s orbit will be calculated stepwise in time. However, a completely
interpretable set of formulas, which is behind the (long) columns of numbers, can be quoted on demand. As a
result, this approach may be qualified as a semi-analytical orbital theory.

This present work introduces the whole concept theoretically in detail and shows how to apply it to some special
simplified force models. Following the derivation of the main approach, some joint questions show up. These
are being treated in-depth within several appendices.

Online veroffentlicht unter dgk.badw.de/index.php?id=12 und www.ub.tu-berlin.de/index.php?id=1660.
Published online at dgk.badw.de/index.php?id=12 and www.ub.tu-berlin.de/index.php?7id=1660.



Sodann: was ist fir uns tberhaupt ein Naturgesetz ? FEs ist
uns nicht an sich bekannt, sondern nur in seinen Wirkungen,
das heif$t in seinen Relationen zu andern Naturgesetzen, die uns
wieder nur als Summen von Relationen bekannt sind. Also ver-
weisen alle diese Relationen tmmer nur wieder aufeinander und
sind uns threm Wesen nach unverstindlich durch und durch; nur
das, was wir hinzubringen, die Zeit, der Raum, also Sukzessions-
verhdltnisse und Zahlen, sind uns wirklich daran bekannt. Alles
Wunderbare aber, das wir gerade an den Naturgesetzen anstau-
nen, das unsere Erkldrung fordert und uns zum Mifitrauen gegen
den Idealismus verfiihren kénnte, liegt gerade und ganz allein nur
in der mathematischen Strenge und Unverbriichlichkeit der Zeit-
und Raum-Vorstellungen. Diese aber produzieren wir in uns und
aus uns mit jener Notwendigkeit, mit der die Spinne spinnt; wenn
wir gezwungen sind, alle Dinge nur unter diesen Formen zu be-
greifen, so ist es dann micht mehr wunderbar, daf$ wir an allen
Dingen eigentlich nur eben diese Formen begreifen: denn sie alle
missen die Gesetze der Zahl an sich tragen, und die Zahl gerade
ist das Erstaunlichste in den Dingen. Alle GesetzmdfSigkeit, die
uns im Sternenlauf und im chemischen Prozef$ so imponiert, fallt
mm Grunde mit jenen Eigenschaften zusammen, die wir selbst an
die Dinge heranbringen, so daf wir damit uns selber imponieren.

aus Uber Wahrheit und Liige im aufermoralischen Sinne
von Friedrich Nietzsche
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Kapitel 1

Einleitung

Moderne Messverfahren in der Satellitengeodisie erfordern die Kenntnis oder Modellierung von Satellitenposi-
tionen und -geschwindigkeiten mit sehr hoher Genauigkeit. Die Genauigkeit analytischer Bahntheorien hinkt
diesen Anspriichen bzw. der Beobachtungsgenauigkeit zur Zeit hinterher (siehe z. B. Mai [26]). Einige Ansétze
zur Behebung dieser Liicke sind bereits vorgelegt worden (siehe z. B. Mai et al. [28]), harren jedoch noch ihrer
praktischen Umsetzung.

Gewdhnliche numerische Bahnintegrationen, basierend auf Potenzreihen, kénnen zwar préizise Ergebnisse liefern,
erlauben aber keinen tieferen Einblick in die Losungsmannigfaltigkeit. Deshalb lassen sich kaum allgemeine
Erkenntnisse aus solcherart gewonnenen Bahnberechnungen gewinnen; die erzielten Losungen sind immer nur
speziell giiltig. Weitergehende Aussagen kénnten lediglich durch Auswertung einer ganzen Schar von numerisch
integrierten Satellitenbahnen gewonnen werden.

Die vorliegende Arbeit behandelt im Kern das Problem der numerischen Integration mittels Liereihen. Letztere
werden mittels Poissonklammern formuliert - #hnlich, wie sie auch in der analytischen Bahntheorie von Cui [10]
zur Anwendung kommen. Ausgangspunkt ist in beiden Féllen die Formulierung des Bewegungsproblems iiber
die zugrundeliegende Hamiltonfunktion und die Verwendung eines geeigneten kanonischen Variablensatzes.

Der hier gewéhlte Ansatz liefert eine Integration im Zeitbereich und ermoglicht gleichzeitig physikalisch inter-
pretierbare Einsichten in die Losungsstruktur, da die Koeffizienten der Reihenentwicklung konsequent spektral
dargestellt werden konnen. Der resultierende Formelsatz lisst sich als semi-analytische Bahntheorie auffassen.

Im Theoretischen Teil der Arbeit wird zunéchst die Losung von Bewegungsproblemen motiviert und der Zu-
sammenhang zwischen Newton’scher und Hamilton’scher Formulierung aufgegriffen. Anschliessend wird anhand
spezieller Bewegungsprobleme (Keplerproblem, Klassisches Hauptproblem, um einige tesserale Terme erweiter-
tes Hauptproblem) ein neuartiges Losungsverfahren zur numerischen Bahnintegration, basierend auf Liereihen,
vorgestellt. Der resultierende Formelsatz wird ausfiihrlich dokumentiert und durch diverse Anhénge ergéinzt.
Im Rahmen der Herleitung werden ein neuer Variablensatz und eine alternative Formulierung des Erdschwere-
feldmodells eingefiihrt.

Im Praktischen Teil werden die gewonnenen Formeln an den zuvor angesprochenen speziellen Bewegungspro-
blemen, jeweils in Form einer Anfangswertaufgabe, getestet. Nach der Wahl von Startwerten wird jeweils die
Einzelschrittgenauigkeit ermittelt und deren Auswirkung auf die Berechnung von Bahnbdgen untersucht. Die
Kontrolle der Bahnintegrationen, schon im theoretischen Teil angesprochen, wird hier entsprechend umgesetzt.

Die Eigenschaften und die Qualitidt des neuen Ansatzes werden im abschliessenden Kapitel Zusammenfassung
und Ausblick diskutiert bzw. bewertet und denkbare Erweiterungen bzw. Verbesserungsmoglichkeiten aufgezeigt.

Die Anhdnge beinhalten wesentliche Teile dieser Arbeit. Sie vertiefen einerseits gewisse Punkte innerhalb des
Haupttextes, andererseits présentieren sie eigensténdige Ideen, die jedoch vom Fokus der eigentlichen Arbeit
(ndmlich der titelgebenden numerischen Integration mittels Liereihen-Ansatz) zu sehr ablenken wiirden.

Im Anhang A wird das generelle Konzept zur Komplettierung eines neuen kanonischen Variablensatzes vorge-
fithrt und auf kanonische Kugelkoordinaten angewendet. Insbesondere wird detailliert gezeigt, wie zu bereits
gewidhlten generalisierten Koordinaten die zugehorigen generalisierten Impulse herzuleiten sind. Im Haupttext
wird darauf Bezug genommen, wenn die sogenannten modifizierten Kugelkoordinaten eingefiihrt werden.

Die Uberpriifung der Kanonizitéit eines Variablensatzes kann durch Aufstellung der zugehérigen Matrix der La-
grangeklammern erfolgen. Da in der Literatur nur vereinzelt deren ausfiihrliche Herleitung zu finden ist, wird
im Anhang B ein anschaulicher Weg hierzu vorgestellt und anschliessend auf alle in dieser Arbeit verwendeten
bzw. angesprochenen Variablensiitze (Kepler-Variablen, Hill-Variablen, (modifizierte!) kanonische Kugelkoordi-

Lfiir diesen Fall geschieht die Herleitung dann im Haupttext
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naten) angewendet. Zusétzlich wird der Zusammenhang zwischen den Lagrange- und Poissonklammern (letztere
werden in der Liereihen-Darstellung bevorzugt) herausgestellt.

Die modifizierten kanonischen Kugelkoordinaten wurden eingefiihrt, um die {ibliche Darstellung des Erdschwere-
potentials mittels Kugelflichenfunktionen in eine fiir die spiter notwendigen fortgesetzten partiellen Ableitungen
gilinstigere Form zu {iberfithren. Insbesondere geht es dabei um die Ersetzung der iiblichen Kugelkoordinate r
bzw. der Terme 1/r™ mittels einer neuen Variable . Der Anhang C enthilt hierzu eine ausfiihrliche Herleitung.

Der Anhang D stellt simtliche Transformationsformeln zwischen drei wesentlichen Variablensétzen (kartesische
Koordinaten, (modifizierte) Kugelkoordinaten) zusammen.

Im Hinblick auf kiinftige Erweiterungen des Kraftmodells um dissipative Storterme einerseits und zu Kontroll-
zwecken mittels einer unabhéingigen Losung bisheriger Bewegungsprobleme (etwa des Kepler- oder klassischen
Hauptproblems) andererseits, wird im Anhang F ein alternatives Verfahren zur Bahnberechnung in Erinnerung
gerufen. Das Eliminationsverfahren wird vorteilhaft dann eingesetzt, wenn mit dem Auftreten von (physikalisch
unsinnigen) Poisson-Termen in der Losungsdarstellung gerechnet werden muss. Dies kann etwa bei nicht-linearen
Oszillatoren geschehen und wurde am Beispiel des Duffing-Oszillators z. B. in Mai et al. [28] bereits untersucht.
Hier wird getestet, ob dieses Verfahren auch zur Anwendung in der Satellitenbahnberechnung herangezogen
werden kann. Als Ausgangspunkt dient die Uberfiihrung der Bewegungsgleichungen in die sog. Burdet-Form.

Der Anhang F vertieft eine weitere Alternative zur Behandlung von Bewegungsproblemen und zwar durch
Losung der zugehorigen (linearen) Volterra-Gleichung. Letzteres kann durch verschiedene Ansiitze geschehen,
z. B. mittels der Neumann’schen Reihe oder durch eine Laplace-Transformation. Die Aquivalenz dieser beiden
Losungswege wurde am Beispiel des Duffing-Oszillators in Mai et al. [28] praktisch nachgewiesen.

Im Haupttext werden bereits mogliche Kontrollen fiir die Bahnberechnung erwihnt und angewendet (unabhén-
gige Losungen mittels ,,gewShnlicher numerischer Integrationen bzw. etablierter Softwarepakete wie UTOPIA,
Uberpriifung von existierenden bzw. bekannten Bewegungsintegralen, alternative Losungen im Falle des Kep-
lerproblems z. B. mittels der Stumpff’schen Ephemeridenrechnung). Nicht immer ist eine hinreichende Anzahl
von Bewegungsintegralen zur Uberpriifung einer Bahnintegration bekannt. Insbesondere wenn die Bewegungs-
gleichung geschwindigkeitsabhéngige Terme enthélt, lassen sich keine klassischen Bewegungsintegrale anwenden.
Doch auch in diesem Fall kénnten notwendige Bedingungen zur Uberpriifung gefunden werden; der Anhang G
erinnert an ein solches nicht-klassisches Bewegungsintegral.

Neben analytischen und numerischen Verfahren zur Suche nach der Losung eines gestellten (Bewegungs- bzw.
Optimierungs-) Problems lassen sich auch stochastische Verfahren wie z.B. evolutiondre Algorithmen (EA)
einsetzen. Sie unterscheiden sich sehr wesentlich von sogenannten Gradientenverfahren (wie etwa der Ausglei-
chungsrechnung) und sind in der (Satelliten-) Geodésie bisher nicht sehr verbreitet. Der Anhang H stellt als
einen Zweig der EA zunéchst die Grundidee von Evolutionsstrategien vor und grenzt sie dabei deutlich vom
anderen Zweig, nimlich den genetischen Algorithmen ab.? Anschliessend wird anhand von drei grundsitzlichen
Problemen aus der Satellitengeodésie bzw. Himmelsmechanik (Spektralanalyse, Schwerefeldbestimmung, Bahn-
bestimmung) getestet, ob die Evolutionsstrategie auch hier vorteilhaft als Losungsverfahren eingesetzt werden
kann. Im Rahmen dieser Untersuchungen wird zudem eine effiziente rekursive Berechnungsvorschrift fiir das
Erdschwerefeld bzw. dessen partielle Ableitungen in Abhéngigkeit kartesischer Koordinaten herausgearbeitet.
Dabei wird auf bereits bekannte Formulierungen zuriickgegriffen und ein neues Schema vorgeschlagen.

Der Anhang I enthilt lediglich einige zusétzliche Informationen, die den Haupttext entlasten.

Séamtliche Herleitungen von Formeln erfolgten per Hand und/oder mit Unterstiitzung durch das Softwarepaket
MATHEMATICA™. Alle eigenen praktischen Berechnungen und jegliche Diagramme wurden ebenfalls mit dieser
Software umgesetzt bzw. erzeugt.?> Als Computer-Hardware kamen handelsiibliche PC zum Einsatz.

2In der Literatur ausserhalb der EA-Fachmagazine herrscht gelegentlich ein gewisses Mass an Durcheinander und Unklarheit
iber die Gemeinsamkeiten bzw. Unterschiede dieser beiden Zweige.

3Fiir Kontrollberechnungen mittels UTOPIA lag der dafiir wesentliche Programmteil als FORTRAN-Quellcode vor und wurde
mittels eines LAHEY FORTRAN 95™-Compilers umgesetzt. Die Grundlagen unabhingiger Berechnungen durch Dritte werden,
soweit bekannt, an entsprechender Stelle im Haupttext erwédhnt. Generell wurden deren Resultate dann als ,,Black-Box‘-~Ergebnisse
betrachtet und nur mittels Bewegungsintegralen getestet - gleichermassen wie die eigenen Berechnungen.



Kapitel 2

Theoretischer Teil

2.1 Aufgabenstellung

2.1.1 Allgemeine Formulierung von Bewegungsproblemen

Die Bewegung deformationsfreier Kérper kann mit vektoriellen Differentialgleichungen 2. Ordnung

Mx+T'x+®x =« (2.1)
formuliert werden, wobei () := d( )/dt. Darin steht ¢ als unabhiingige Variable fiir die Zeit und x als abhéingige
Variable fiir die rdumliche Position bzw. den Ort der Kérper.! M ist die hier als konstant angenommene
Korpermassenmatrix; die Grofen I', @ und a kénnen dagegen zeitlich variabel und ortsabhéngig sein.

Hinter der einzelnen vektoriellen Differentialgleichung (2.1) verstecken sich 3n skalare (eventuell gekoppelte)
Differentialgleichungen gleicher Ordnung, sofern eine rdumlich dreidimensionale Beschreibung der Bewegung
von n Kérpern erfolgen soll. In diesem Falle stellen M, T und @ jeweils eine 3n x 3n-Matrix dar? und a einen
Vektor mit 3n Komponenten; etwa

m 0 0 0 0 0
0O mi 0 0 0 0

0 0 m 0 0 0

M =9 0 0 m 0 o0
e 0 0 0 0 me 0
0 0 0 0 0 me

unter der iiblichen Annahme einer richtungsunabhéngigen Masse.

Formuliert man im Zweikorperproblem (n = 2) die Bewegung des einen Korpers relativ zum anderen Korper,
so wird n = 1 verwendet und M durch die Masse m des einen Korpers ersetzt. Die restlichen Grofen in (2.1)
gewinnen relativen Charakter im o.g. Sinne.

Eine auf den Koper wirkende Kraft K kann qualitativ aufgetrennt werden in einen geschwindigkeitsunabhéngigen
gravitationellen Anteil® K, und einen geschwindigkeitsabhéngigen (dissipativen) Anteil K4, also

mx =K (x,%x;t) = K, (x,t) + Kq (x,%;1) . (2.2)

Im Folgenden beschrianken wir uns zunéchst auf den homogenen Fall, d.h. a = 0 in (2.1). Dadurch werden
Kréfte ausgeschlossen, die vom Bewegungszustand des Korpers (Position und/oder Geschwindigkeit) unabhéngig
sind (anregende Krifte, wie etwa einwirkende Partikelstrome, z. B. Sonnenwind). Desweiteren werden vorerst
alle Koeffizienten in (2.1) als zeitlich konstant angenommen und o.B.d. A. die Einheitsmasse m = 1 gesetzt.

Fiir eindimensionale Bewegungsprobleme erhilt man

&= K(x,z;t). (2.3)

L Alternativ kann fiir die unabhéngige Variable auch s als zuriickgelegte Wegstrecke entlang der Trajektorie eingefiihrt werden.
2formal korrekter wiirden diese Gréfien als Dyaden bzw. Tensoren 2. Stufe ausgedriickt
3nur, wenn dieser zeitlich unabhiingig ist, kann man ihn als konservativ (im Sinne des Energieerhaltungssatzes) bezeichnen
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Schon in diesem einfachen Fall konnte es schwierig werden, eine Hamilton-Funktion F' = F(x,;t) derart zu
finden, dass die kanonischen Gleichungen

dz OF di OF

_— = — = Y —_— = —— = T = K C: 24

at ~ ox dt oz (@, &:¢) (24)
erfillt sind. Bei Mai [29] (im dortigen Abschnitt 8) werden diverse Wege zur Hamiltonisierung aufgezeigt.

Die vorteilhafte Form (2.4) kann durch Einfiihrung einer Hilfsunbekannten p = p(&,t)
p:=e'i & &=:ep (2.5)

erreicht werden, so dass

de OF dp oF

i e 2.6

dt  9dp “ dt or D (2:6)
wobei die aufzustellende Hamilton-Funktion dann explizit von der Zeit abhéngen wird, also F' = F(x, p;t). Die
im eindimensionalen Fall skalare Grofe vy stellt den Vorfaktor des geschwindigkeitsabhéngigen Terms ~& in der

Bewegungsgleichung dar. Das Vorgehen zur Aufstellung der Hamilton-Funktion wird in Mai [29] beschrieben.
Dieses Konzept lédsst sich iibertragen auf dreidimensionale Bewegungsprobleme der Form

% = K(x,x;t). (2.7
Nach Setzung von
p =% = x=¢Tlp (2.8)
gilt mit F' = F(x,p;t) . oF 1 oF
(T)::%:"" (TIZ:_aTc:p‘ (2.9)
In ausfiihrlicher Matrizendarstellung lassen sich die kanonischen Gleichungen (2.9) auch schreiben als
[ dzq/dt] [0 0 0+1 0 07 [0F/0z:1]
dao/dt 0 0 0 O0+1 O OF /0
dxs/dt _ 0 0 0 0 0+1 OF /03 ’ (2.10)
dpy/dt -1 0 0 0 0 O OF/0p1
dps/dt 0-1 0 0 0 O OF/0p2
| dp3/dt | L 0 0-1 0 0 0] [0F/0ps|
Die Grofe T’ wird im Falle richtungsunabhéngiger Ddmpfung durch eine skalare Grofse v ersetzt, d. h.,
7 0 0
0 v O = 7. (2.11)
0 0 3

Anmerkung: Fir ddmpfungsfreie Bewegungsprobleme gilt ¥ = 0 bzw. I' = 0 und entsprechend fiir die Einfiih-
rung der Hilfsvariablen p := & bzw. p := x.

Aus F = F(x,p;t) folgt
3

oF oF oF

3
oF oF oF
P (o e [y ) + [

i=1

und somit

X (2.13)
=Y (F" +F§' + F"" + F}') + F' + F}
i=1
mit den wéhlbaren 7 Integrationskonstanten F{*, FJ* (i =1,2,3) und F{.
Falls eine Setzung entsprechend
3
S (B +FY)+ Fy=—F' (2.14)

i=1
formal widerspruchsfrei moglich ist, erhdlt man die Hamilton-Funktion schliefflich aus

3 3
FZ;( %dxﬁ/amdpi):Z(Fz’ﬂLF“)- (2.15)

i=1
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2.1.2 Hamiltonisierung Newton’scher Bewegungsgleichungen

Ein Spezialfall von (2.1) wird gebildet durch ein System Newton’scher Bewegungsgleichungen der Form
Mx 4+ MV,V(x) = a(t). (2.16)

Darin stellt a(t) eine zeitabhingige Vektorfunktion zur Beschreibung von so genannten Akzelerometerkriften®
dar und V4V (x) ist die Gradientenbildung eines ortsabhéngigen Skalarfeldes.

In Meyer/Hall [35] wird fiir derartige Systeme eine Moglichkeit zur Hamiltonisierung angegeben. Mittels einer
Hamilton-Funktion der Gestalt

F=F(x,p;t) = ip"™M 'p+ MV(x) — xTa(t) (2.17)

in den kanonischen Variablen x, p und der Zeit ¢t konnen die kanonischen Gleichungen

. OF . OF
X=5p "M P=-p0= MV,V(x) +a(t) (2.18)

aufgestellt werden, mit p = M x als generalisierten Impulsen der zugehdrigen generalisierten Koordinaten x.

Wird ein Zweikorperproblem betrachtet, so lisst sich z. B. der radiale Abstandsvektor r des einen (Sekundér-)
Korpers (z. B. Satellit) vom anderen (Primér-) Korper (z.B. Erde) als Angabe fiir den Ort x verwenden, also

mi +mV,V(r) = a(t). (2.19)

2.1.3 Spezialfall Keplerproblem

Die Keplerbewegung beschreibt die Relativbewegung zweier Massenpunkte. Es treten dabei keinerlei dissipative
Krifte in Erscheinung. Eine erste Vereinfachung von (2.19) besteht demnach in der Setzung a(t) = 0. Nach
(2.17) folgt zunéchst

L 7
= = 2.2
F = F(r,p) 5 PP+ mV (r) (2.20)
und fiir die kanonischen Gleichungen
OF 1 or
ap m P, P=-7, = —mV,V(r) = mi (2.21)

Mit r = v erhélt man unmittelbar p = mr = mv.
Umgekehrt liefe sich bei Vorgabe von (2.21) nach (2.13) bzw. (2.15) die Hamilton-Funktion berechnen:
1
/—d +/—dr*—/ dp+m/VV :fp +mV()7%pr+mV(r). (2.22)

T

Wegen p? = m?v?2 bzw. pTp = m?vTv und vI'v = vv = v? folgt

F= %mv2 + V(I‘) = gkin + gpot = gtot> (223)

womit, da F' nicht explizit von der Zeit ¢ abhéngt, die Hamilton-Funktion der totalen Energie entspricht.

Die Keplerbewegung geht von einem Punktmassenpotential®

GM .
Viep(r) i= ——— = -2 it = (2.24)
r r
aus, wobei G fiir die universelle Gravitationskonstante steht und M fiir die Primérkérpermasse. Das Produkt
dieser beiden Grofen wird oft im gravitationellen Parameter des Primérkorpers zusammengefasst, z. B. im Falle

der Erde im Symbol pg.
Gradientenbildung ergibt

1
ViViep(r) = M@Vr<r) = % r, (2.25)
so dass fiir die Keplerbewegung beziiglich Bewegungsgleichung und Hamilton-Funktion der Zusammenhang
mi + m#—@ r=0 & F=Imv? — mbe (2.26)
r3 r

unmittelbar hergestellt werden kann.

4Krifte, die praktisch durch Messung mittels korperfester Beschleunigungsmesser (Akzelerometer) registriert werden kénnen
5zur Vorzeichenfrage siehe z. B. Mai [26], Abschnitt 1.2.2
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2.1.4 Spezialfall Klassisches Hauptproblem

Fiir realitdtsnihere Beschreibungen von Satellitenbahnen ist das Massenpunktmodell nicht mehr ausreichend.
Unter einer Vielzahl von Storeinfliissen (s. Vallado[51]) ist die Masseninhomogenitét des Primérkorpers (z. B. der
Erde) besonders hervorzuheben. Diese Inhomogenitét lisst sich {iber eine geeignete Darstellung des Gravita-
tionspotentials V(x) bzw. V(r) in (2.16) bzw. (2.19) beriicksichtigen. Das Potential des Erdgravitationsfeldes
kann gedacht werden als Uberlagerung unendlich vieler breiten- und/oder lingenabhingiger Teilpotentiale®:

Ll Z Z Viem. (2.27)

n=1m=0

Die konkrete Darstellung der Teilpotentiale V;,,, hingt dabei vom gewihlten Variablensatz” zur Beschreibung
des Bewegungsproblems ab.® Einige wesentliche Beispiele seien nachfolgend genannt.

Im Falle kartesischer Koordinaten C := (x,vy, z;, 1, #)T erhilt man die Formel von MacCullagh

Ve (C) = 'MTQB + % (T Tem + Y Yem + 2 Zem) + 2G3 (Ixx + Lyy 4+ Iy — 3L) + -+ (2.28)
mit 7 = /22 + 92 + 22 und (Tem, Yem, Zem) . als den Koordinaten des Erdmassenzentrums (bzw. center of mass).
Die Grofen Iy, Iy, und I, stellen die Trégheitsmomente beziiglich der drei Koordinatenachsen x, y und z dar,
I, das polare Tragheitsmoment. In letzteres flieen wiederum die Tragheitsprodukte bzw. Deviationsmomente
Iy, I, und I, ein. Die weiteren Terme in (2.28) hangen von Trigheits- und Deviationsmomenten hoherer Ord-
nung ab, deren Darstellung sukzessive komplizierter ausfillt. Andererseits ermoglicht der Vergleich alternativer
Reihenentwicklungen des Gravitationsfeldes (in anderen Variablensétzen) mit der Formel von MacCullagh zu-
mindest fiir die jeweils ersten paar Reihenterme eine gewisse physikalische Interpretation. Die Darstellung (2.28)
vereinfacht sich in der Praxis etwas, wenn das gewéhlte Koordinatensystem seinen Ursprung im Massenzentrum
hat und alle Tragheitsmomente gleich grof sein sollten, etwa bei einem Kugelschalenmodell.

Im Folgenden wollen wir stets vom Fall (Zem, Yem, zem)? = (0,0,0)T ausgehen, so dass die Doppelsumme in
(2.27), unabhéingig vom gewéahlten Variablensatz, erst mit n = 2 startet.

Die Verwendung von Kugelkoordinaten® (r,0, \) fiihrt auf die Darstellung in Kugelflichenfunktionen

Vi (r, 0, \) = Mea Z Z (a@) o (€OS 0) (cnm CcOS M + Sy SIN m)\) (2.29)

mit dem mittleren dquatoriellen Erdradius ag, den zugeordneten Legendre’schen Funktionen P, sowie den
Kugelfunktionskoeflizienten ¢, und s, vom Grade n und der Ordnung m. Kugelkoordinaten sind in der
Praxis der Stérungsrechnung bzw. zur Beschreibung der Satellitenbewegung bisher nicht sehr gebréauchlich.

Stattdessen werden oft die so genannten Kepler-Elemente bzw. klassischen Bahnvariablen K := (a,e,i,Q, w, M)T
verwendet. Sie haben zwar einige fiir die Stérungsrechnung nachteilige Eigenschaften (so sind sie z. B. nicht frei
von Singularitéiten und auch nicht kanonisch); sie finden sich gleichwohl aus geometrisch-anschaulichen Griinden
immer noch héufig in der Fachliteratur. Die Darstellung des Gravitationspotentials in Kepler-Elementen ist im
wesentlichen Kaula [22] zu verdanken. Unter Beibehaltung des Kugelfliichenfunktionen-Ansatzes erhélt man'C

Vo (K) = —+—Z SDIDD (“2)" Cupa(©) Famp (i) Snmpa(,0, M, ©) (2:30)

n=2 m=0 p=0g=—o0

mit den Exzentrizitdtsfunktionen G4, den Kaula’schen Inklinationsfunktionen F,,, und

Cnm COS U + Spm Sin fir n — m gerade
Spmpq (2w, M, 0) := o e ] el . , (2.31)
—Snm COS Vnmpq + Cnm SIN Ynmpe  fir 1 — m ungerade

wobei © die Sternzeit von Greenwich (GST) ist (und © = wg die Erdrotationsgeschwindigkeit), sowie
Yompg =M =2p)w+n—2p+ ¢ M +m(Q—0). (2.32)

Da innerhalb der Kaula’schen Theorie zur Stérungsrechnung die Frequenz d}nmpq im Vorfaktor diverser Terme
als Nenner auftaucht, ist dieser Ansatz nicht allgemein giiltig - fiir diverse Indexkombinationen aus n, m, p und
q folgt die Moglichkeit ¥y,mpq = 0 und damit eine Division durch Null bzw. eine Singularitét.

61dee der Erweiterung des Punktmassenmodells um kleinere Korrekturen im Sinne einer konvergierenden Reihe bzw. Summe
"Details zu diversen Variablensitzen innerhalb der Satellitengeodiisie und deren Transformation findet man z. B. bei Mai [26]
8Fiir Variablensiitze, die sich auf eine raumfeste Basis beziehen (z.B. Kepler- oder Hillvariablen), ist die Potentialfunktion im
Allgemeinfall (mit langenabhéngigen Termen) nicht nur orts- sondern auch explizit zeitabhéngig, d.h. V = V(x,t) bzw. V = V(r, t).
Ansonsten wollen wir hier stets von einer gleichméssig rotierenden starren Modellerde ausgehen (ohne zeitabhéngige Deformationen).
9n Cui [10] Anhang B werden beziiglich der Linge raumfeste kanonische Kugelkoordinaten eingefiihrt, vgl. § 2.2.4.1 bzw. § 2.2.4.5

Owobei sich r iiber r = a(1 — e2)/(1 + ecos f), tan(f/2) = /(1 +e)/(1 — e)tan(E/2), M = E — esin E aus K berechnen lisst
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Mit den kanonischen Hill-Variablen H = (¥, G, H;r,u, )T, wobei cosi = H/G, folgt die Darstellung

le | 1o = "= N (08" ,
Vo(H) =22 B2 37 57 57 (%2) Farnp () Kump(2,,0) (2.33)
n=2 m=0 p=0
mit
Crim COS Olpmp + Spm SIN Qpp  fiir n — m gerade
Kpmp(Q,u,0) == ) . (2.34)
—Snm COS Qpmp + Cram SIN Qi flir 7 — m ungerade

und

Qpmp = (N —2p)u+m (2 —0). (2.35)

Die Grofsenordnung der harmonischen Koeffizienten ¢, und s,,, nimmt mit ansteigenden Graden n und Ord-
nungen m mehr oder minder stark ab. Den weitaus groften Einfluss hat der cop-Term. Dieser wird als statische
Abplattung des Erdschwerefeldes bezeichnet, die ihrerseits mit der geometrischen Abplattung der Erdfigur
(Aquatorwulst, Approximation der Erdfigur als oblates Spheroid) korrespondiert.'!

Sortiert man die Terme hinsichtlich ihrer Art (zonal, tesseral/sektoriell), Grofenordnung und einer Frequenz-
abhingigkeit, so kann man etwa unter Verwendung von Hill-Variablen schreiben'?

ag \? . ag\2 .
V@(H) = 'MTQB +MT® (769) CQQFQm(Z) +2 'MTEB (7€9> CgoFQOQ(Z) cos 2u+

Ho & ag\?
+7 (7) c(2pyoFiapop(i)+
p=2
P il ag \?P k
2550 (T) Cappn Y Flapo(pts) (i) cos 2su+
p=2

=t (2.36)
L

3
—|—27 (CLT@) C30 {F301(Z') sinu 4 F39(7) sin 3”} +
N/2-1 p
P ag \2P 1 N
+22 ZZ <7) C(zpmoz;F<2p+1>0<pfs>(z) sin(2s + Lu+
p= =

N n n
55 () o) ot .0)
n=zm=1p=

Als klassisches Hauptproblem der Satellitengeodiisie wird nachfolgend die Satellitenbahnberechnung ausschliefs-
lich unter Beriicksichtigung von cy¢ bezeichnet. Es werden vorerst also keine weiteren gravitativen oder nicht-
gravitativen Storungen hinzugenommen. Die Bewegungsgleichung lautet demnach

mit + mV,Vg,,(r) = 0. (2.37)

In Kugelkoordinaten folgt

Voo (1,0) = He | Ho (aﬁ)ng(cos 0) cop = re [1 + (@)2620 (3 cos?0 — %)} (2.38)
r ro\r r r

Bei Verwendung von Kepler-Variablen muss ein Teilpotential gegebenen Grades und gegebener Ordnung in

Form einer unendlichen Reihe dargestellt werden, wegen g € (—o00, 00) in (2.30). In der praktischen Anwendung

wéahlt man i.d.R. ¢ = —2,—1,0,1,2, wenn die Satellitenbahn nahezu kreisférmig ist. Bei hoherer Exzentrizitat

ist der Definitionsbereich von ¢ entsprechend auszuweiten.'® So erhilt man z. B.

5 2 2
Vs, (K) = ko + fe (%9) ZFQOP Z Gpg(€) S20pq(w, M), (2.39)

r a
p=0 q=-2

wobei wegen so9 = 0 gilt
Saopg(w, M) = ca cos ((2 —2p)w+(2—-2p+q) M) (2.40)

1Die Zusammenhinge zwischen geometrischer, dynamischer und Schwereabplattung werden u. a. bei Torge [50] beschrieben. Der
Begriff dynamische Abplattung kann jedoch durchaus hinterfragt werden und miisste nach einer préziseren Zuordnung physikalischer
Ursachen (Drehimpulsbilanz vs Impulsbilanz) durch einen Begriff der statischen Abplattung ersetzt werden. Letztere Bezeichnung
sollte beim Erdkorper Anwendung finden, erstere dagegen z. B. fiir reine Kreiselgleichungen reserviert bleiben (Schneider [41], [46]).
12in der Praxis wird die Summe bis zu einem maximalen Grad N = nmax ausgefiihrt; Herleitung der Auftrennung in Mai [26]
13die Exzentrizititsfunktionen Gppq(e) sind jeweils Polynome in e
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Die Inklinationsfunktionen sind explizit oder rekursiv berechenbar und z. B. bei Kaula [22] ansatzweise vertafelt;
dhnliches gilt fiir die Exzentrizititsfunktionen.!* Fiir die in (2.39) bendtigten Funktionen gilt

FQOO(i) = Fgog(i) = —% Sln2 1, FQOl(i) = %Sin2 7 — % (241)

und unter Ausnutzung der (Symmetrie-) Eigenschaften Gy, 0,—n(€) = Gnan(€e) = 0 bzw. Gy n—p,—q(€) = Gpnpq(e)

Gao—2(e) = Gax(e) =0,

Gao-1(e) = Ganie) = —ge+ 15’ — &655.. 7

Gaoo(e) = Gaxle) =1- %62 1364 F-

Gl =Cae) =fe— i+ 805

Gam(e) = Gasle) = W2 — Woeh 1. (2.42)
Goi_s(e) = Garale) = 2e€? +Ze4+~..

)
Gao1—1(e) = Gor1(e) = 36"‘ e’ + ?gées +-
)

Gaio(e) = (1 - 62)73/2 =1+ %e2 + %64 + .-

Einsetzen von (2.41) und (2.42) in (2.43) liefert unter Verwendung von Termen bis zur Ordnung O(e?) dann'®

2
Vg (K) = 'UTGB + 'u?@ (aie) 020[(ism21 —3)(1+ 3e? + 3ecos M + Je* cos2M ) +

+3sin?i ($ecos(2w + M) — (1 — 5¢?) cos(2w + 2M) — Zecos(2w + 3M) — Le? cos(2w + 4M))} )
(2.43)
Die umsténdliche Reihenentwicklung in e wird vermieden, wenn Hill-Variablen Anwendung finden. Man erhélt

Vs (H) = M7® + MTEB (CLT@) (F200(#) K200 () + F201 (1) K201 (u) + Fa02(i) K202(u)) - (2.44)
Unter Ausnutzung von (2.41) und
Koop(u) = cao cos(2 — 2p) u (2.45)
folgt
2
Vs (H) = ur@ {1 + ( ) coo(3 sin i (1 — cos2u) — ;)] (2.46)

Das Ergebnis (2.46) ist konsistent mit (2.36), entnommen aus Mai [26], und die Struktur ist &hnlich zu derjenigen
unter Verwendung von Kugelkoordinaten. Man bekommt mit

Ve (H) = M;B [1 + ( )2020(% sin?4 sin® u — %)} (2.47)

und der aus sphérischer Trigonometrie bekannten Beziehung cos § = sin i sin « unmittelbar die Beziehung (2.38).

Die Herleitung des Storpotentials in kartesischen Koordinaten erscheint zunéchst sehr umsténdlich (siehe Formel
von MacCullagh). Die Entsprechung des coo-Terms erhilt man jedoch sehr einfach und schnell, wenn in (2.38)
die Kugelkoordinate 6 einfach mittels der Transformationsformel z = rcos < cosf = z/r ersetzt wird, also

2
Voo (C) = “7@ {1 + (CLT@) e20 <3 S 1)} mit o =/22 132 + 22 (2.48)

272 2

Das klassische Hauptproblem ist nun nach dem Ansatz (2.37) mit den variablensatzabhéngigen Formulierungen
(2.38), (2.43), (2.46) und (2.48) fiir Vg,, jeweils wohldefiniert. Nachfolgend soll zur Lisung des Bewegungspro-
blems ein numerisches Integrationsverfahren, basierend auf der Liereihen-Entwicklung, herangezogen werden.
Die Verwendung eines kanonischen Variablensatzes ist hierfiir nicht zwingend erforderlich. Gleichwohl werden
von den oben genannten Variablensdtzen nachfolgend nur noch die kartesischen Koordinaten, Hill-Variablen
und Kugelkoordinaten beriicksichtigt.

l4eine Zusammenstellung der Formeln und ausfiihrlichere Tafeln fiir die Gypq(e) findet man bei Mai [26] im Anhang B

15Zu beachten ist, dass einige Terme hoherer Ordnung beziiglich e in den Grpq(e) durchaus Vorfaktoren ¢ > 1 aufweisen, die
die zugrunde liegende Ordnungsrelation der Reihenentwicklung verletzen kénnen, d.h. O(ce¥) # O(e¥). Dies gilt insbesondere bei
Verwendung nominal moderater bis hoher Exzentrizitatswerte e.
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2.2 Losungsverfahren

2.2.1 Allgemeiner Liereihen-Ansatz

Der grundlegende Ansatz wurde bereits in Mai und Lelgemann [27] bzw. Mai [29] am Beispiel eindimensionaler
Bewegungsprobleme vorgestellt. Er wird hier auf dreidimensionale Problemstellungen erweitert.
Die Losung von (2.7) erhilt man in Form einer Reihenentwicklung

o0 k o0 k

xto+ A=Y 206l ploran=3 gl (2.49)

k=0 k=0
fiir eine gegebene Schrittweite At, wobei t; die Startstelle der unabhéngigen Variable t ist. Die zugehorigen
Startwerte xo und %o miissen ebenfalls gegeben sein. Aus ty und X ldsst sich nach (2.8) der Wert pg berechnen.
Diese Transformation kann ebenfalls verwendet werden, um bei Bedarf die Losung fiir x(¢) aus der zweiten
Gleichung in (2.49) in Form einer Reihe zu berechnen.

Die Funktionen fj; bzw. g berechnet man durch Bildung der Poisson-Klammern (Anhang B.5), erweitert um
die Bildung der partiellen Ableitungen nach ¢ (dies entspricht dem Ubergang in einen erweiterten Phasenraum):
ofy, of, OF ofy, OF

Of;
fooy = Ok 4 g py o= Oy O OD 0L OF
b= g T = e e T Op ox

% ogr OF  Ogy OF

ot " ox op  Op ox

(2.50)

gk
= —_— F =
Sk+1 ot + {gk, F}

mit fy := x und gp := p.
Fiir die partiellen Ableitungen gilt in Matrizenschreibweise fiir £, = f; bzw. §, = gr und n =x bzw. n =p

66 agkl /at aF/aﬁl 85 aflﬁ /8771 8€k1 /3772 8fk1/8773
Sk | g, /0t |, o = OF /0ms |, an = | O, /Om Ok, /Om2 Ok, /O3 |. (2.51)
0&p, /Ot OF'/0n3 Ok /Om O, /02 Ok, /OM3

2.2.2 Spezialfall Keplerproblem
2.2.2.1 Liereihen-Ansatz und L6sung in kartesischen Koordinaten

Der im Abschnitt 2.2.1 vorgestellte Ansatz wird zuerst auf das Keplerproblem (2.26) angewendet, d. h.

1
F=_—pp-m?,
2m r

(2.52)

so dass OF /0t = 0 in (2.50). Mit'6 x||r und p = mi = mv gilt fy = r, go = p und fiir die héheren Terme

1
fk = —8k—-1, bzw. 8r = mfk+1 fir k= 1,27 e (253)
m
Die ersten fj, erhalt man zu
1
fl =+— P,
m
fQ = 7%1‘,
1 1
fs +3N—f rr’—p — M—?—p,
r m r3m
= =322 (67— (0%p)r —2(7p)p) —2(55)
1=-32—5 (5P r— (p'P)r - 2(:'p)p )
1 (/35 3 2 21 (15
=02 L (B ) - 1506 p)r — 1567 e+ 3r°07p)p) +2(42 ) L (B (o) ap).
: r’m3 \ r r3/) m\r
(2.54)
1
Unter Beachtung von (2.53), v = P und damit
— Atk
v (to + At) = Wka}tO (2.55)
k=0

16|| steht fiir ,wird ersetzt durch®
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folgt schlieflich

1 1 3
r(ty + At) = 1o + voAt — 22 po A2 — 2B (15— = rord ) voad —
2 rg 6 5 U

1 5 2
= 3”% —Q(rgvo)Zro — vgro — 2(rgvo)vo |+ 2(”*?) ro | At +
24\ rg \rg To

1 35 2715
+— 3”—? —Q(rgvo)sro — 15(rgv0)vgr0 — 15(rgv0)2v0 + 3ravavo |+ 2(“—?) — (rgvo)ro —4vo )| A+ - -

120\ r§ \rg Ty rg
(2.56)

und

P 1 pg 3 7 2
V(to + At) = Vg — EI‘OAt — §§ <I3 — %I‘OI‘O VOAt —

ot

1 5 2
- = (3“69 (2 (rgvo)Qro — v%ro — Q(rgvo)v(J)—i— 2(”—?) r0> A +
6\ rg \r§ Ty

1 35 2715
+— (3”? (2 (r0Tv0)3r0 — 15(rOTV0)vgro — 15(rgvo)zvo + 3T81)8V0>+ 2(”—?) <2 (roTvo)rO — 4v0>) Atr+
24\ 7y \rg 5 g
(2.57)
worin I3 jeweils eine 3 x 3-Einheitsmatrix (Identity matriz) darstellt.

(2.56) und (2.57) gelten fiir die Propagierung des Zustandsvektors zy von einer Epoche t¢ zur Epoche ¢y + At
in einem FEinzelschritt mit der Schrittweite A¢. Im praktischen Teil (Kapitel 3) werden anhand von Beispiel-
rechnungen die Einzelschrittgenauigkeit und das Aneinanderfiigen von Einzelschritten zu lingeren Bahnbogen
diskutiert. Die nachfolgenden Abschnitte geben prinzipielle M6glichkeiten zur Rechenkontrolle an.

2.2.2.2 Liereihen-Ansatz und L6sung in Hill-Variablen

Der im Abschnitt 2.2.1 vorgestellte Ansatz wird nochmals auf das Keplerproblem (2.26) angewendet, nunmehr
unter Verwendung von Hill-Variablen. Im Folgenden wird fiir die (0. B.d. A. massebefreite) Hamilton-Funktion

und fiir die Poissonklammern die bei Cui [8], [10] gebriiuchliche Vorzeichenkonvention {ibernommen'?, so dass
po 1(, G
F= — - 2.
i <r + 3 (2.58)

und somit wieder 9F /0t = 0 in (2.50) folgt. Mit den Koordinaten x||(r, u, )T und Impulsen p||(7, G, H)T gilt

r T
f(): u |, 80 = G (259)
0 H
wn fiir k=0 of oF of oF
fooq = {f,, F} = k - k
k1 = i P o0, G, H)o(r,u,Q)  0(r,u,Q) d(r,G, H)’ 2.0
2.60
7{ F} o 8gk oF _ 8gk oF
Skt =8 TS T 50 G H) A0 u, Q) O(ru, Q) O(r, G, H)
Mit F = F(r,G,r) erhélt man
G2 /J@ T’
OF PER) OF G
_ <] 2.61
a(r,u, ) 0 ’ o(r,G, H) r2 (2.61)
0 0
Wegen
00 0 100
8f0 afO
_ 20 __ 1o 0 0|=0 d 2% _1o 1 0f|=1 2.62
90 G, H) sowd 50 3 (2.62)
00 0 00 1

17diese ist auch sonst in der Himmelsmechanik iiblich; die vornehmlich in der Physik verbreitete gegenteilige Vorzeichenwahl ist
lediglich einer kanonischen Austauschtransformation der kanonischen Variablen geschuldet (Schneider [46])
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folgt unmittelbar
,r"
OF
fi =— = | = 2.63
VTG H) | 2 (2.63)
0
Analog ergibt sich wegen
9 1 00 9 0 0 O
go o
———=1|0 1 0| =1 d =10 0 0|=0 2.64
o, G, H) ST ’ (264
0 0 1 0 0 0
ebenfalls unmittelbar
e +G2
oF  |Te Tt
_ 2.65
81 o(r, u, Q) 0 (2.65)
0

Die Ableitungen fj>2 bzw. gi>2 erfordern sukzessive mehr Rechenaufwand; sie sind jedoch prinzipiell auch fiir

hohere k-Werte bestimmbar!® Man erhilt z. B.

10 0 0 00 J%Mr%
of; _ 1 of, 2G _
78(75761 H) =10 2 0f, 8(7”, w Q) =1 7 0 0 — 5 = 727,G3T )
[0 0 0O L 0 0 0 .
[ 2G 2e  3G? [ (2ue 3G\ 7
of. ’ o0 of T 00 o A
2 . 2 .
——2 = | 2G 2 , = 6G7 —fi=|/us G* 3/2\2G |,
8(T7G7 H) 77,73 77"73 0 8(7", u, Q) TT 0 0 <T72 — TT T) TT
0 0 0 i 0 0 0 i 0
bzw.
TG [ ops 3G\ 1 2ue 3G\ 7
0 75 0 2 ) 00 2 el
g r g1 r r r
— —_— — =
o(,G,H) |0 0 0p a(r,u, Q) 0 0 0 82 0 )
0 0 0 i 0 0 0 0
- . r 2
2ue  3G2\1 6Gi _(Lf_%)ig 00
0go r2 3 )r = dgo T r T
o(r, G, H) 0 0 01| a(r,u,) 0 0| —
L 0 0 0 i 0 0
(e 3G*\(ne G*\1 _ (pe 2G*)6i*
r2 r3 r2 3 )r r? r3 ) r?
g3 = 0 ,
0

Die vielen Nullelemente in den auftretenden Matrizen und Vektoren fithren unmittelbar auf

G(to—FAt) = Gy, H(to—l—At) = Hy,

Ot + At) = Q.

(2.66)

Diese Grofien, welche den Bahndrehimpulsvektor und die Lage des aufsteigenden Bahnknotens reprisentieren,
sind im Keplerproblem demzufolge zeitlich invariant - wie aus der Satellitenbahntheorie hinldnglich bekannt

(s. §2.2.2.5).
Desweiteren zeigt sich, dass
T T rr ~7 . = fk
fk+1 = Gk bzw. (k + 1)fk+l = 9k mit fk = ﬁ

-

und 8= 7 (2.67)

18Wie stets bei solchen Formelentwicklungen ist die Uberpriifung auf Vertriglichkeit physikalischer Dimensionen sehr hilfreich.
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gilt, wobei
i 9 i 9
fo=|f], &=|9¢ bzw fo=|fr |, &=|df (2.68)
1 gt it il
Somit verbleibt in der Praxis lediglich die notwendige Berechnung von
ktnax f]z: kmax -
r(to—f—At):ZTtoAtkf ,gtAt’“,
k=0 k=0 0
kmax klnax
ulto + At) =y Tto AP = fi t AtF (2.69)
k=0 k=0 0
- Fmax Famax
. t ~ Y
Flto + At) = Y TOAt’“ = ar toAtk =Y (k+1)fr, tOAtk’
k=0 k=0 k=0
also im wesentlichen die Bestimmung der f] bzw. f* fir k =0,1,..., kpax + 1 bzw. £k =0,1, ..., kpax-
k k

So erhilt man z. B. mit k. = 9 schliesslich

T

=70,

1
273
1

4
67

(Gg - MGBTO) )

(=3G5 + 2uam0) 7o ,

24r7T (=3Go + Goro(5pe+ 12r0it) — 2uers (Le + 3rorg)) ,

_L
12078
1

72071

(45G5 — 6Goro(11pe + 10r073) + 200 7s (11pg + 12r074)) 7o ,

(45G§ — 3Goro(37ue + 180r0rg) + 2Grs (44uz + 357ugrory + 180r375) —
—2perg (11p3 + 102ugrord + 60r575)) ,

1

010 T (=1575G5 + 18Goro(201pe + 350r075) — 36Gorg ( T3us + 212ugrors + 70rgig) +
0

+ 4dpgry (146u3 + 477ugrord + 180r375)) 7o ,

1

1032015 (—1575G5 + 9Goro (577 e + 42001075 ) — 18G oo (347us + 4533perors + 4200057 +
0

+ 4G3r3(803ud 4 1372503 rorg + 21222ua 187G + 5040r575)

— dpery(146p,+ 2745p3rots + 4716pardis + 12607570))

36288016 (99225G§ — 90GH70 (3461116 + 8820r07) + 54G o (655912 + 300200gm07) + 17640r574) —
0

— 12G3r3 (141923 + 8490912, 1075 + 83340perare + 15120r578) +

+ 8uaero( 3548ud+ 23157uZ roig + 25002157 + 5040r57G)) 7o,

1

362880019 (99225G° — 45G570 (9127 e + 882007075 ) + 18GHrg (3698213 + 6620551007 + 882000r575) —
0

— 6Gors (874153, 4 214642812 rors 4 5139540ug 787 4+ 2116800r375) +
+ 4G3rg (4967208 + 1456611 u roré + 4556844121378 + 31383001 s + 4536007578 —

+8uery( 3548ug+ 112047udrofg + 379737udrgrs + 285300ueryrs + 453607476 ))
(2.70)
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und

1
3

GOTO )

(-

0
1
0w 3§
1

to 12
1
to 60 10(
N
o 360rit
1

o 2520734

L
o 20160rE8

o 181440728

12G§ —

ro(pe+ 3rorg)) Go

Gro(23pe + 120m070) + 16 (110 + 102ugrorg + 60r575)) Go

= (12G0 —ro(11lpe+ 127”07“0)) Goro ,

—2rg( 146pud+ 2745p3rors + AT16pergrs + 1260r576)) Go

474r0(3548u8;+723157;Q9ror0 + 2500207270 +—5040r0r0)) Goro,

360GH — 3Garo(217 g + 400r73) + 27"0(146,u@—|— ATT pgrote + 1807’07"0)) Goro,

= — 2 (360GH — 3G 570 (337ue + 25201074 ) + Gorg (943us + 12972uarors + 126007575) —

20160G5 — 9G 670 (6023 e + 156801075 ) 4+ 60G 574 (80445 + 384T e rorg + 23521070 ) —

(20160G5 — 9G 70 (826310 + 806407073 + 9Gors (113833 + 2083024107070 + 282240r37) —

— 8Gri (78043, + 19968313 r01d + 496935ua T30 + 2116801576 ) +

+ 47"0(3548%9 + 112047u@r0r0 + 379737u@r0r0 + 285300,u@r0r0 + 45360r0r0)) Go .

(2.71)

Unter Verwendung von Hilfsmitteln wie z. B. Sloane und Plouffe [47] konnte es gelingen, diese Darstellungen in
eine noch starker komprimierte Form zu bringen; z. B.

= Uy,

ru
is|,

mit den Koeflizienten

o= 1 o= 1
o = 1 4= 1
o = 1 A= 3
3
o=
I S
af’ = 1 g5 = 12
4
=1
asV =12 g = 1
val) = 1 65 = 60
5
= 102
5
G- 1
a? = 1 g5 =120
5
G- 2
o =12 g = 1

flg>0 =
to

6) _
0

064 ==

(ﬂ

360

= 360

(6) _
0,0 =

(6) _
0,1 —

(6)
0,2
(6) _
2,0

(6) _
2,1 =

(6) _
4,0 =

(7)
0,0
(7)
0,1
(7) _
0,2

(7) _
0,3 =

(7) _
2,0 =

(7) _
2,1

(7) _
2,2 =

(M _
4,0 =

(7 _
4,1 =

7
B8 =

ary" 2 0(2)

180
477
146
400
217

1260
4716
2745
146
12600
12972
943
2520
337

(8)
0

(_1)Int[k:/2] GO T‘Ek mz (k)Gn

60

20160

(8)
0,0

(8)
0,1

(8)
0,2
(8)
0,3

(8)
2,0

(8)
2,1

(8)
2,2

(8)
4,0
(8)
4,1

(8)
6,0

Z B

5040
25002
23157

3548

2352

3847

804
15680
6023

mNmZ(Nm)

mMa T

agn = 4
aém = 8
aig)‘* 9
ag” = 9
ol = 20160

(9) _
0,0 =

(9)
0,1

(9) _
0,2 =
(9) _
0,3

(9) _
0,4 =

(9) _
2,0 =

(9) _
2,1

(9) _
2,2

(9) _
2,3

(9) _
4,0

(9) _
4,1 =
(9)
4,2
(9)
6,0
(9) _
6,1 —

(9) _
3,0 —

(2.72)

45360

= 285300

379737
112047
3548
211680
496935
199683
7804
282240
208302
11383
80640
8263

1
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und

|
ak:% fir k>2 und a3 =1 oder ar =kag_1 fir k>3 und a;=ay=1,

2k flir £ ungerade

b = 2k —mod[k — 1,2] oder by =
2k —1 fir k gerade

B 1— (71)]671

¢y =mod[k —1,2] oder ck = 5 oder cp = sin? ((k - l)z) ,

2

k-1 Nmax — N
max:2]:t 5 N=———.
n n{ . ] .

Falls die Koeffizienten o) und Br(lk,)n durch ein Bildungsgesetz darstellbar sein sollten!®, kénnte u(to + At)
eventuell durch eine geschlossene Formel ausgedriickt und die numerische Integration somit hinfallig werden.
Die Schrittweite At wére voraussichtlich beliebig wihlbar (mit den iiblichen Beschrankungen durch limitierte
Rechenschirfe in der Praxis) und deshalb die Unterteilung eines langeren Bahnbogens in Einzelschritte unnétig.
Letztlich erhielte man eine Formel fiir «(¢) in Abhéngigkeit von den Startwerten in Hill-Variablen. Gleiches gilt
fir r(¢t) und r(t).

Da das Bewegungsproblem spéter sukzessive durch Einbeziehung weiterer Kréfte verkompliziert wird, soll auf
den Versuch, Endformeln stets auf geschlossene Formen zuriickzufiihren, hier von vornherein verzichtet werden.?°

Die Losung des Keplerproblems mittels Liereihen-Ansatz in Hill-Variablen wird im praktischen Teil dieser Arbeit
von (2.66) und (2.69) bis (2.71) Gebrauch machen. Mdoglichkeiten analytischer Losungen in der Satellitenbahn-
theorie unter Verwendung von Hill-Variablen werden u.a. in Cui [10], Mai [26] und Mai et al. [28] diskutiert.

2.2.2.3 Kontrollméglichkeit: Vergleich zwischen Vorwérts- und Riickwéirtsrechnung

Jeder Einzelschritt innerhalb einer numerischen Integration kann lokal kontrolliert werden, indem man die nach
dem Einzelschritt erzielten Werte als Ausgangspunkt (Startwerte) fiir eine Riickrechnung dieses Einzelschritts
verwendet. Zusétzlich muss die Schrittweite At mit einem negativen Vorzeichen versehen und ansonsten beibe-
halten werden. Die erzielte (lokale) Genauigkeit des Einzelschrittes ergibt sich dann aus dem Vergleich bzw. der
Differenz zwischen den urspriinglichen Startwerten der Hinrechnung und den Endwerten der Riickrechnung,
siehe z. B. Mai [27], [29].

Uber den globalen Fehler gibt dieses Vorgehen allerdings keinerlei Auskunft. Hierzu kénnen jedoch beispielsweise
die beiden nachfolgend genannten Kontrollméglichkeiten herangezogen werden.

2.2.2.4 Kontrollmoglichkeit: Geschlossene Lésung nach Stumpff
Stumpfl [48], [49] schldgt zur Losung des Keplerproblems vor, aus gegebenen Werten fiir
to, I'(t = to) =!I, I'(t = to) = f‘o = Vo, (273)

d.h., aus den gegebenen (Start-)Werten fiir die Position und die Geschwindigkeit eines Satelliten bzw. dessen
Zustandsvektor zu einer gegebenen Startepoche tg

—I'
Z(t = to) =12y = 0 (274)
Vo

direkt den Zustandsvektor des Satelliten zu einer gewiinschten Epoche ¢, also

£ = lr(t) (2.75)

zu berechnen.?!

9nicht alle Zusammenhinge sind dabei so offensichtlich wie ﬁr(fzax,
20im spiteren Allgemeinfall wiirde sich erst recht keine geschlossene Form mehr finden lassen

210ftmals wird zur (indirekten) Losung dieses Problems der gegebene (Start-)Zustandsvektor zg umgerechnet in Kepler-Elemente,
d.h. K(t = to) =: Ko = (ao, €o, 10, 20, w0, MO)T. Fiir das Keplerproblem ist in diesem Variablensatz M die einzig zeitlich variable
Grofe und die mittlere Anomalie M vermittelt die Position des Satelliten auf einer (Kepler-)Ellipse, relativ zu einem Bezugspunkt auf
dieser Bahn (z. B. das Perigdum). Die Ellipse selbst ist hinsichtlich ihrer Gréfe (a), Form (e) und rdumlichen Orientierung (¢, Q,w)
invariabel. Aus diesem Grunde muss nur mittels M = n(t — to) und n?a® = ug der Endwert fiir M berechnet werden, um K(t) zu
erhalten; dann kann K(t) — C(t) bzw. z(t) liber die bekannten Transformationsformeln erfolgen (siehe Mai [26]). Bei Stumpff [48]
findet man auch die Nachteile dieses Vorgehens begriindet.

o=1
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Als Ansatz wird angenommen, dass r(t) bzw. v(t) mittels Linearkombinationen von rg und vq darstellbar sind??
r(t) = Fro+ Gvo,  v(t) = Fro+ Gvy. (2.76)

Die eigentliche Aufgabe besteht also in der Berechnung der Faktoren F', G, F und G.23 Nach den Vorbereitungen
At:=t—ty, ro=]|ro|, wvo=/|vol (2.77)

werden zunéchst einige Hilfsgrofen (bei Stumpft [48] als lokale Invarianten bezeichnet) aufgestellt:

2 02 ¥ p
Ho = %7 €0 1= moAt?,  po = %9 ( - 0) ;X0 = poAt?,  gg = 770 — 22, Goi=coAt?,  (2.78)
0

2 3
0o \T0 HUo 0 "o
T . . .
2] ro Vo  To%o + YoYo + 2020
0 := — cos £(rp, Vo) = —5— = 5 ;Mo = ogAt. (2.79)
70 0 To

Als néchstes muss die so genannte Hauptgleichung der Ephemeridenrechnung
24 co(2)mo2? +e3(2) (2 =1 (2.80)

geldst werden. Da die Koeffizienten?* dieser kubischen Gleichung in z nicht konstant sondern ihrerseits von z
abhéngig sind, bietet sich ein iteratives Verfahren zur Losung an. Als Startwert kann zy = 1 verwendet werden.

Die Grofe z und damit auch die c-Funktionen stehen in einem funktionalen Zusammenhang mit \ := E — Ej
(X steht hier somit nicht fiir die geographische Lange), also Werten der exzentrischen Anomalie E. So gilt z. B.

in A 1—cosA
A =:/po zAt, c = S . Cp = ﬂ, c3 =

A —sin A
A A2 '

)\3

(2.81)

Zuletzt werden aus z, c-Funktionen und lokalen Invarianten die bendtigten F- und G-Funktionen bestimmt:

F=1- 62502:2 5 G= (1 — C3§02’3)At,
. . 2
1602 ] 14 cimoz — 02)(022 mit a:=14cinoz + co2(pz”. (2.82)
= — s G = s
alAt @

Fiir interne Rechenkontrollen der F- und G-Funktionen kénnen diverse Beziehungen herangezogen werden, z. B.
FG - GF =1. (2.83)

Nach (2.76) werden schlieklich die gesuchten Werte fiir r(¢) und v(¢) berechnet. Die Formeln (2.76) bis (2.82)
stellen somit eine unabhéngige Kontrollméglichkeit fiir die numerische Integration mittels Liereihen-Ansatz dar.
Der néchste Abschnitt behandelt eine alternative Kontrollmoéglichkeit.

2.2.2.5 Kontrollmdglichkeit: Uberpriifung von Bewegungsintegralen

Bei Schneider/Cui [45] wird die Bedeutung von Bewegungsintegralen im Rahmen der Himmelsmechanik und Sa-
tellitengeodésie ausfiihrlich diskutiert. In Mai [26] wird die Uberpriifung numerischer Bahnintegrationen mittels
klassischer Bewegungsintegrale und kinematischer Beziehungen thematisiert. So sind z. B. beim Keplerproblem
u. a. folgende Grofen invariant (gleichwohl nicht komplett unabhéngig voneinander):

h =r x v = const. (Drehimpulsintegral),
1 P P He -
F = 5 p’p— m== = smu? — m== = const. « 12— = const. (Energieintegral), (2.84)
x h
e=" ~ I~ const. (Laplaceintegral).
Heo r

Die Grofien (2.84) lassen sich unmittelbar aus den jeweiligen Werten des Zustandsvektors berechnen und dienen
deshalb in den Rechnungen zum Keplerproblem bei Verwendung kartesischer Koordinaten stets der Kontrolle.

22Im ungestorten Zweikorperproblem verlduft die Bewegung in einer Ebene, festgelegt durch die Startvektoren rg und vo.

23 3us dem Kontext heraus ist klar, dass es sich bei dem Symbol F hier nicht um die Hamiltonfunktion und bei dem Symbol G nicht
um eine der Hill-Variablen handelt; traditionell werden die Buchstaben f und g fiir diesen Ansatz verwendet (allerdings wéren auch
diese Kleinbuchstaben in der Himmelsmechanik mehrfach verwendet, z. B. als wahre Anomalie oder bei den Delaunay-Variablen)

24diese wurden spiter als Stumpff sche c-Funktionen bezeichnet (Herleitung und Berechnungsformeln z. B. bei StumpfF [48], [49])
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2.2.3 Spezialfall Klassisches Hauptproblem
2.2.3.1 Liereihen-Ansatz und Lésung in Hill-Variablen

Der im § 2.2.1 vorgestellte Ansatz wird nunmehr auf das klassische Hauptproblem (2.37) mit (2.46) angewendet.
Die massebefreite Hamilton-Funktion lautet demnach

1 2 3 1 G?
F= “7@ [1 + 5(%@) €20 <2 sin?i (1 — cos 2u) — 1)] -3 (7”2 + r?) (2.85)
mit 7
cosi =7 — sin?i =1 — o (2.86)
Aus (2.86) folgen die spéter bendtigten partiellen Ableitungen
Ocost ——lcosi dcos?i ——zcos%' Dsin? i B ECOS2i
oG G ’ oG G ’ oG G ’
(2.87)
dcosi 1 dcos?i zcos' dsin’ i *fzcos
oH ~ G’ om G om G
b i 1 i 11
i i
— = —coti, — = 2.88
G~ a ! 0H G sing (2.88)

Ausgangspunkt sind wieder die Formeln (2.59), (2.60), (2.62) und (2.64). Mit F = F(#, G, H,r,u) erhilt man

r G2 3 2 3
. 73_‘:1?{14-2(‘?)020 <25in2i(1—0052u)—1>]
I — 3/1@ a@Q 2. . =81,
a(r,u, Q) 3 (—) C20 Sin“ % sin 2u
i 0
) ' (2.89)
P
2
Ty gt (S ercostii—cos2 | - g,
/,17 )
2
g% (a—@> o0 cos i (1 — cos2u)
L T T

Formel (2.89) stellt eine Erweiterung von (2.63) bzw. (2.65) dar aufgrund des cgo-Einflusses. Ahnliches erfolgt
fiir die Ableitungen fi>2 bzw. gi>2. Deren Gewinnung erfordert wiederum sukzessive mehr Rechenaufwand, ist
jedoch immer noch prinzipiell auch fiir hohere Werte k& moglich.??

Auch fiir die einzelnen Bahnvariablen gilt, dass die Werte aus einer Lésung des klassischen Hauptproblems (HP)
sich von den Werten aus einer Losung des Keplerproblems (KP) durch zusétzliche cop-Anteile unterscheiden

Hup (to + At) = Hkp (to + At) + AH(CQ(), At) = Hkp (to + At) + Z AHy, (050’ At) s (290)

t t
0 k>1 0

wobei sich diese cop-Anteile nach aufsteigenden Potenzen des Kleinheitsparameters cpg sortieren lassen und
Hkp (to + At) wie in § 2.2.2.2 beschrieben bestimmt wird.

Man erhélt z. B. fiir k.« = 9 die Koordinaten

4 4 9
Tap (t() + At) = TKPp (to + At) + Z A?"k (Cgo, At) ' = TKPp (to + At) + Z CIQCO Z flr,k ‘0 Atl s
k=1 k=1 =2k
9 9 9 B
ump (to + At) = ukp(to + At) + /; Auy(cky, At) . ukp(to + At) + /; 650; s . At (2.91)
9 9 9 B
Qup(to + At) = Qxp(to + At) + Y AQ(cky, At) = Oxplto+AL) + D ff}k‘t At
k=1 © k=1 =k ©

25Der Autor hat dies z. B. bis kmax = 10 mittels MATHEMATICA™ ausgefiihrt.
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und die Impulse

5 5 9
Fup(to + At) = ixp(to + At) + Y Aiy(ch, At)‘ = rkp(to+At) +> by > Giy

to
k=1 k=1 1=2k—1

(2.92)

9 9 9
GHp(to + At) = GKp(to + At) + Z AG}C(CIQCO, At) . = GKP(tO + At) + Z CIQCOZ gfk‘t At ,
k=1 0 k=1 I=k 0

HHp(to + At) = HKp(to + At) .

Aus der letzten Gleichung in (2.92) erkennt man, dass im klassischen Hauptproblem immer noch eine der sechs
Hill-Variablen einem Bewegungsintegral entspricht, siche § 2.2.3.4.

Die oberen Schranken des Summationsindex k in (2.91) bzw. (2.92) werden durch Ky festgelegt.?® Die Groken
fﬁk bzw. g;fk stellen die Vorfaktoren von Termen der GroRenordnung O(ck,) dar.

Am Beispiel von r(to+At) und kpay = 9 werden die Zusammenhiinge explizit illustriert. Ahnlich zum Vorgehen
beim Keplerproblem gilt (vgl. Formel (2.69))

r(to+At) = fo| + 1| At+f5| AP fo| AP fT| At fE| A fE| At fT] AT Y] A | AL (2.93)
to to to to to to to to to to
mit B 5
fg = 6,0 )
fi=Ffo,
5= ~271,0‘|'J?2T,1C20 )
fi= ~§,0+f§,1020 ;
fi= ﬁ,o + ﬁ,1c20 + ﬁ’,zcgo )
~ ~ ~ ~ (2.94)
f5 = fEo+ fracao+ 5063

fi = fg,o +fg,1c20 +fg,2cgo +-f6T,3C§O )

fr= f?,o + ﬁ',1020 + f?,zcgo + ﬂ,gcgo )

fi = fg,o + f§,1c20 + f§,2050 + fg,scgo + fsr,4030 ;

5= f&o+f§71620+f§72050+f§730§0+f§,4030 .
Bei den anderen Hill-Variablen (auffer H) treten dagegen sogar Terme bis zur GroRenordnung O(c,) (bei 7)
bzw. O(c)y) (bei G, u und Q) auf. Nach Einsetzen von (2.94) in (2.93), dem Ausmultiplizieren und Sortieren
nach Potenzen von cgg statt At erhilt man die erste Gleichung von (2.91); analog geht man fiir die restlichen
Hill-Variablen vor. Dieses Umsortieren der Terme macht Sinn, wenn man die Vielzahl der Terme bedenkt, die
insgesamt in der Praxis auszuwerten wiren.?” Es ist zu vermuten, dass auf eine betréichtliche Anzahl an Termen
héherer Ordnung in cog verzichtet werden kann. Untersuchungen zur praktischen Rechtfertigung werden durch
die Darstellungsform (2.91) bzw. (2.92) erleichtert.

Die Matrizenschreibweise kann die Darstellung etwas erleichtern. Fiir die urspriingliche Sortierung nach Poten-
zen von At wiirde sich der Liereihen-Ansatz etwa schreiben lassen als

THP (to + At) THP (t() + At)
ugp(to + At) | = F| At , Gup(to + At) | = G| At (2.95)
to tO
Qup(to + At) Hyp(to + At)
mit R o ~ ~
Ffofih B ] G=|&0& & - ol (2.96)
sowie T
At = [1 At At? o Athmex] (2.97)

und bei Beachtung der Definitionen (2.67), (2.68).28

26entweder direkt oder durch Abrunden (Floor) bzw. Aufrunden (Ceiling) von kmax/2, also Floor[9/2] = 4 bzw. Ceiling[9/2] = 5

27zumal sich hinter jedem einzelnen Vorfaktor ein Ausdruck verbirgt, dessen Komplexitiat bzw. Berechnungsaufwand mit der
Ordnung anwéchst

28 Anmerkung: Tatséchlich gilt auch fiir das klassische Hauptproblem der Zusammenhang (k + 1)f£+1 = g;
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Alternativ kann durch Einfiithrung von

f6 Ié o [ 35 7 [ 96 K
i i ° ii ¢ 0
f" = f§ ) f* = fg ) fQ = ~QQ 3 gi" = gg 5 gG = g2G 3 gH = 0
L ] L] L [ G ] [ T | 0
(2.98)
aquivalent zu (2.96) formuliert werden
f"rT g,,-‘T
F=|f"], G=|g¢" (2.99)
E,QT ~ HT
Die Matrizen F' und G haben jeweils die Dimension 3 x (kmax + 1):
om B T @B TG T
F=|f¢ fr o fe ] G=\4 of 9§ - .| (2.100)
fgz ~1Q JF2Q ”]? ' géf 0 0O --- 0

Auch die Vektoren (2.98) selbst und damit Formulierungen wie (2.94) lassen sich als Matrizenprodukt schreiben:

fr=F"cy, f%=FYcy, f?=F%y, g =G cyw, 8°=G%, g"=G"cy (2.101)
mit
T
Coo = [1 C20 Cap - - cgg‘“} (2.102)
und den (kmax + 1) X (kmax + 1)-Matrizen (hier wieder am Beispiel kpax = 9)
(/6o 0 0 0 0 0000 0] [f4e O 0 0 0 0 0 0 0 0]
flo 0 0 0 0 000 O0 O fto fa 0 0 0 0 0 0 0 0
f50 f5. 0 0 0 00000 ffo f&. ffs 0O 0 0 0 0 0 0
fio f5,, 0 0 0 000 00 fio f¥, F¥, s 0 0 0 0 0 0
o fio fiy Jis 0 0 000 00 g fo Fio iy fiy Fr, 0 0 0 0 0 |
fso f51 f5. 0 0 000 00 fso f51 f52 fis f84 S35 O 0 0 0
foo fé1 fo2 F55 0 0 0000 féo Téa 82 F¢s féa F&s f&e 0 0 0
fro fin Fra f1s 0 000 00 Foo FEL o JE, FEy Jr, fEy o fEe JH. o 0 0
f5o fi1 fio f&s f54 0 0 0 000 fo oo Ta J&s Fea Y5 Tie féo JEs O
|0 Fs1 Fs2 Jss J54 0 0 0 0 0] | Fro fuy Fu, Fes Fe. Jas Fee Fio ie T
(60 O 0 0 0 0 0 0 0 07 (450 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
o G, 0 0 0 0 0000 o g¢, o o 0 0 0 0 0 0
o 5, 0O 0 0 0 0000 o g§, &, 0o 0 0 0 0 0 0
G50 951 G52 O 0 0 0000 0 g5, 3§, a5 O 0 0 0 0 0
& gi,o §2,1 92,2 0 0 0 00 00 &6 0 §21 gfg @fg §24 0 0 0 0 0
Fo 91 G5a s 0 0 000 0] 0 §§ g5, 955 95, iS5 o 0o 0 o0 |
g60 961 962 G63 O 0 0 0 00 0§61 96> 96s 964 965 366 O 0 0
gro Gra Fro Ghs 954 O 0 0 00 0 g, 99, 3% 39, 3% % 39, O 0
9%0 G951 Jk2 Jks Gka O 0 0 0 O 0 3§, 9§, 9§ a§a 385 356 957 G5s O
_575,0 gg,l gg,z 55,3 53,4 95,5 0 0 0 0} L O §9c,1 !75’?2 §§3 !79G,4 §§’js 57&6 !?g’} §§8 égg_
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g, 00 00 0 0 0 0 07 g% 0 0 0 0 0 0 0 0 0]
0 000O0O0O0U 0O 0O o g o o o0 0 0 0 0 0
0 00 0O0O0OOTU OO OO 0 g 9 0 0 0 0 0 0 0
0 00 O0O0O0OOU OO OO 0 g 3, ¥ 0O 0 0 0 0 0
i 0 00 0O0O0O0OGO0O0O0 o 0 g 3y 9% 984 O O 0O 0 0
0 000O0O0OGOU OO0 O] 0 39 99, 395 994 s 0 0 0 0 |
0 00 0O0O0OOU OO OO 0 & 982 98 G984 G8s 386 O 0 0
0O 000O0DOO0TO0TO0O 0 gP 3%y ¥y 3P4 s 3P 3, 00
0 00 0O0O0OOU OO OO 0 381 95 983 G4 %5 986 O8r G8s O
L 0O 000 0O0O0O0 0 0} L 0 G 3y 38s 384 G5 G 37 8s 950
Fiir die neue Sortierung (2.91) bzw. (2.92) miissen zunéichst neue Symbole eingefiihrt werden, beispielsweise:

rto +A8) = fio |+ iy e+ T | Bo+ Ty o i cho (210
mit

fioy = Foo+ FToAt+ f oA + oA + FT oAt + f5 A8 + fo (At + fT o AT + f o A5 + f5 o AL,

f(q) = fg,lAtQ + f?f,lAt?’ + fzf,lAt4 + f§,1At5 + fg,lAtG + f;,lAﬂ + fg,lAts + f&lAtQ )
foy = FLot + F5 AL + f5 A0+ Lo AL + fEo A8 + 5, AL,
f(rs) = FE 3O 4 FToAET + fTo A+ f3 AL
f(T4) = JEAAE + f5 AL,
(2.104)
und entsprechend fiir die restlichen Hill-Variablen. Nach der zu (2.98) analogen Einfiihrung von
I L C o - o o o
fo) fo) fo) 90y 96 o)
Tty Iy it 9y i) 0
oo r FuU Fu IO £Q X Py ~G __ 5G ~H
fo=1 1o |- o= fo |- =] fo |» 8= % | &8)=] 9 | &)=
2 Zu 2 ~ =G
| Sl L Sk i) L9 () - L9 (Fanax) L 0
(2.105)

folgt unter Verwendung von (2.97)
oo T fFU U § _ Q ~T  __ T ~G _ G ~H _ /~H

wobeil etwa

[f6o flo fio foo fio F5o foo fro fio foo]
0 0 fi fin fin . fea Fiu fia fia
0 0 0 0o f 12 f: 52 f 62 f: 79 f: 82 f 92
0 0 0 0 0 0 fg,:s f;,3 f§,3 f§,3
-0 0 0 0 0 0 0 0 fi, fi.
““lo 0o 0o 0o 0o 0o 0 0 o0 0
o 0 o O 0O 0O 0O 0 0 0
o 0o o0 0 0O 0 O 0 0 0
o 0 o0 O 0O 0 0 0 0 0
o o o 0 0O 0 O 0O 0 0|

Es ist offensichtlich, dass

FE_) —F und analog F?) =" ,F?) = F? ,G‘f =G ,é% = Go" ,Gf{) =GH", (2.107)
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Nach der zu (2.68) analogen Setzung

Fii) )

~ . ) o

foy = | fio |- &w = | 90 (2.108)
£ ~H
It 9

erhilt man die 3 X (kmax + 1)-Matrizen F(_) und é(,)

fo Ty Joy Sl Joy 90y 92y " ke
T fu Fu rfu Fu - ~G ~G ~G ~G
Foy=1Tfoy Iay T Tl | Go=190) 90) 93 " Ilkmar) (2.109)
; 7 ; ~H
16 18 1o T g0 0 0 - 0
entweder {iber
F() = f(o) f(l) f‘(2) T f‘(kmaX) ) é() = |:g(0) g(l) g(Q) Tt g(kmax):| (2110)
oder die dquivalente Formulierung
N’I"T ~,,~‘T
£ g
~ =, T > T
F(.) = f(qf) , G(.) = (G) . (2.111)
’“’QT "HT
£ 8()
Damit kann (2.95) umsortiert geschrieben werden als
rap(to + At) 7up (to + At)
ugp (to + At) | = F(.) . Cop , Gup(to + At) | = é(.) . cop , (2.112)
0 0
Qup(to + At) Hyp(to + At)

wobel fiir kpax = 9 oder (2.91) bzw. (2.92) konkret gilt:

) b
TKP(tO""At) f{l) f{Q) .}Z{g) f{4) 0 0 0 0 0 ]
Fo=|uelo+ A0 Jiy Joy & Tt T T T T& T (2.113)
( QRO

[Oxe(to+ A0 iy S Sy TG 16 fo S e 16

und - By » » )

7k (to + At) Q(Tl) 92y 9(3) Q(T4) 9(T5) 0 0 0 0
Gy = | Cxelto+ A0 30y G5 96y 94 96 96 90 & 96 |- (2.114)
| Hxp(to + At) 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |
Falls jeder Einzelschritt zur numerischen Integration des klassischen Hauptproblems nur von erster Ordnung im
Kleinheitsparameter cog sein soll, benotigt man neben der Losung des Keplerproblems lediglich die Ausdriicke
der jeweils zweiten Spalten in (2.113) und (2.114) bzw. deren Auswertung an den Startwerten, z. B.:

fy

2
3A?
= <a@) 7S {2(—(1 — 3cos? i0) + 3sin? i( cos 2u0)—|—
to i) 87§

d
+Z 2(k 5 [ 1)bx (rofo)c’“Z( 2([1’“ n) o Z J7ES roro (an’fzn(l —3cos?ig) —67(l’fm sin? ig cos 2u0) —

k=30k o n=0

by
— Gosin?ig (—1) (rg7g)¢ kZ(fl Q(b" n) ”Z e r TO %S’z)n stuO] }

n=0 m=0
(2.115)
mit

a3 =4, as4=32, a5=80, as=960, a7y =3360, ag=>53760, ag9=241920,

L Lo (2.116)
bk—Int{2}, ¢ =mod[k,2] dk—Int[2], er = mod[k — 1,2]
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und den Koeffizienten

aly = 2, ) = 6, p= 1, aly = 7875, By = 35805, ~S9= 129360,
alh =7, o= 25, 0= 24, al) = 20034, BE) = 81606, ~) = 202104,
al) = 6, W= 18, a®) = 163800, B*) = 703080, ~%) = 588000,
ail = 20, W= 60, ayy = 16680, [F = 59448, ~{) = T6608,
afy = 60, o= 220, Ay = 25, afl = 250776, BF) = 925704, ~{) = 408576,
aly = 47, =141, 45 = 20, al) = 277200, AF) = 1066800, ~) = 282240,
a’) = 60, = 180, A= 120, al) = 4520, B = 13560,

af’y = 165, = 675, A% = 1500, af) = 92508, B = 277524,

al’)y = 280, %= 1000, %= 1140, al’) = 182160, F5) = 546480,

al®) = 1620, ©) = 6060, A% = 2400, al’) = 60480, B§) = 181440,

aly = 116, = 348, aly = 264600, A= 1232280, ~S = 87885,
al’) = 1184, ) = 3552, al’) = 646425, B = 2687715, ~\%) = 216180,
al’) = 840, ) = 2520, a’) = 1852200, B°) = 8096760, ~{%) = 2328480,
afly = 3150, () =13230, A0 = 1155, ayy = 514944, B = 1860672, ~{p = 173820,
a{) = 5058, 0 =18394, A7) = 1876, ay) = 2718540, A = 10161540, ~{%) = 3508920,
a{") = 10500, M =39900, 47} = 15750, al) = 1905120, B = 7408800, ~%%) = 5292000,
ayy = 1968, 0= 5904, AN = 742, afly = 132868, [ = 398604, ~{)= 45440,
ayl) = 7248, )= 21744, A7) = 11424, af’l = 957006, B = 2871288, ~{%) = 1278540,
ay) = 3360,  BY) = 10080,  ~4) = 12600, al’) = 1198440, B) = 3595320, ~{%) = 3533760,

al’) = 302400, B = 907200, ~{%) = 1693440.
Der Versuch, fiir die Koeffizienten a%@n und Br(ﬁ)n ein Bildungsgesetz aufzustellen, wird nicht unternommen.?’
Auch auf die explizite Wiedergabe weiterer Matrizenelemente bzw. -anteile wird aus Griinden der Ubersicht-
lichkeit und Lesbarkeit der Arbeit verzichtet. Auf Nachfrage stellt der Autor gerne die entsprechenden Formeln
in Form von MATHEMATICA™ -Notebooks zur Verfiigung. Im praktischen Teil dieser Arbeit wird stattdessen
an einem konkreten Zahlenbeispiel untersucht, in welchem Mafie die Terme hoherer Ordnung in cog (restliche
Spalten von 1:"(.) bzw. é(_)) noch zu Genauigkeitssteigerungen fiir den Einzelschritt fiithren.
Anmerkung: Zu beachten ist, dass die vorgelegten Formeln auf nicht-normalisierten harmonischen Koeffizienten
in der Erdschwerefeldentwicklung basieren. Fiir die praktische Anwendung normalisierter Koeffizienten wéren
Normalisierungsfaktoren anzubringen bzw. die Koeffizienten entsprechend vorher umzurechnen (sieche Mai [26]).
Fiir das klassische Hauptproblem gilt zwischen normalisiertem Wert ¢3¢ und nicht-normalisiertem Wert coq

Cog = Nog co9 bzw. Co0 = \/5520. (2117)

2.2.3.2 Kontrollméglichkeit: Vergleich zwischen Vorwérts- und Riickwéirtsrechnung

Wie zuvor beim Keplerproblem (vgl. § 2.2.2.3) kann die numerische Integration des klassischen Hauptproblems
in jedem Einzelschritt lokal kontrolliert werden durch Differenzbildung zwischen Hin- und Riickrechnung.3®

2.2.3.3 Kontrollmdoglichkeit: Unabhéngige Bahnintegrationen

Die numerische Bahnintegration ist mit diversen Programmlésungen bzw. Softwarepaketen moglich. Einige
von diesen werden hier zur unabhéngigen, da anders angesetzten, Berechnung von Bahnbogen verwendet. Fiir
den Spezialfall des klassischen Hauptproblems wird einerseits eine Version von UTOPIA herangezogen, die
auf die Beriicksichtigung des Erdschwerefeldes reduziert ist.3! Berechnungen mit diesem Programm kénnen

29nicht alle Zusammenhénge sind dabei so offensichtlich wie Béi)m = 30‘511,?m
30¢inige Fehler bleiben gleichwohl noch unentdeckt, z. B. Vorzeichenfehler
3lUTOPIA wurde an der University of Texas at Austin entwickelt und hat sich, insbesondere auch dessen Weiterentwicklung

MSODP (Multi-Satellite Orbital Determination Program), mittlerweile bei zahlreichen praktischen Anwendungen bewéhrt.
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wahlweise mit 16 (double precision) oder 32 (quarter precision) signifikanten Stellen erfolgen. Fiir noch prézisere
Berechnungen wird andererseits auf Berechnungen von Ettl [13] zuriickgegriffen. Er verwendet u. a. die LiDIA-
Bibliothek, welche Berechnungen mit beliebiger Stellenanzahl erlaubt.

UTOPIA verwendet einen Shampine-Gordon Integrator. Ettl [13] setzt verschiedene Integratoren an - ebenfalls
Shampine-Gordon, aber z. B. auch Burlisch-Stoer oder Runge-Kutta. Beide Softwarepakete benutzen kartesische
Koordinaten. Fiir eine Kontrolle der hier vorgelegten Ergebnisse in Hill-Variablen werden diese deshalb nach-
traglich in kartesische Koordinaten transformiert und dann den unabhéngigen Berechnungen gegeniibergestellt.

2.2.3.4 Kontrollméglichkeit: Uberpriifung von Bewegungsintegralen

Die Erweiterung des Kraftmodells vom Keplerproblem zum klassischen Hauptproblem schrinkt die Anzahl
der Bewegungsintegrale ein. So ist z. B. der Bahndrehimpulsvektor nicht langer konstant. Vielmehr vollfiihrt
er aufgrund der Aquatorwulst-Vorstellung und der damit verbundenen statischen Abplattung der Erde eine
Prézessionsbewegung um deren Symmetrieachse. Gleichwohl erfolgt diese Bewegung regelméfiig bzw. bleibt die
z-Komponente des Bahndrehimpulsvektors konstant und &, stellt somit ein spezielles Bewegungsintegral fiir
das klassische Hauptproblem dar.

Das Vorhandensein klassischer Bewegungsintegrale in Abhéngigkeit von der Kraftfunktion wird in Mai [26]
im dortigen § 3.2.3 auf den Seiten 76-77 mit den Formeln (3.4) bis (3.16) etwas ausfiihrlicher diskutiert. Fiir
das klassische Hauptproblem muss demnach der Wert fiir die Auswertung der Hamilton-Funktion an beliebigen
Bahnpunkten bzw. zu beliebigen Epochen konstant sein; also etwa ein konstanter Wert fiir (2.85) bei Verwendung
von Hill-Variablen im Liereihen-Ansatz oder
2
F(C):M—@ [1+1<%)2020 (32—1)] —lvgzconst mit r=ya2 42 +22, v=\/i2 + 2+ 22
T 2\ r 72 2

(2.118)

bei Benutzung der kartesischen Koordinaten in den unabhéngigen Kontrollrechnungen (siehe § 2.2.3.3).

Wenn zusétzlich tesserale Terme in der Erdschwerefeldentwicklung berticksichtigt werden bzw. die Zeit t explizit
in der Potentialdarstellung auftaucht, dann gilt der Energieerhaltungssatz bzw. die Konstanz der Hamilton-
Funktion nicht mehr; stattdessen zieht man dann das sogenannte Jacobi-Integral (im Englischen auch als Jacobi
Like Constant (JLC) bezeichnet, vgl. Bond und Allman [5]) als Bewegungsintegral heran, siche Mai [26] § 3.2.3.

Génzlich unabhéingig vom angesetzten Kraftmodell miissen sogenannte kinematische Beziehungen erfiillt sein,
z. B. bei Verwendung von Hill-Variablen (siehe ebenfalls Mai [26] § 3.2.3):

dr
— =0
a ’
vy oG 2.119
at e T2 T (2.119)
— ——sinu cosi—dG — —dH —cosusini— =0
G sini dt  dt a7

Fiir eine prézise Auswertung von (2.119) miissen die Differentiale dH/d¢ berechnet werden. Dies kann z. B. mit-
tels numerischer Differentiation geschehen, die jedoch in der Praxis mdglichst zu vermeiden ist.3? Ein notwendi-
gerweise hinreichend klein zu wéhlendes dt steht einer effizienten Integration, d. h. méglichst grofen Schrittweite
entgegen.?® Solange, wie etwa hier im klassischen Hauptproblem, noch Bewegungsintegrale zur Kontrolle her-
angezogen werden konnen, wird auf die Auswertung der kinematischen Beziehungen deshalb verzichtet.

2.2.4 Modifizierter Liereihen-Ansatz

Die praktischen Berechnungen im Abschnitt § 3.2 lassen es notwendig erscheinen, dass vor einer weiteren Ver-
allgemeinerung des Kraftmodells {iber das klassische Hauptproblem hinaus der im Abschnitt § 2.2.1 vorgestellte
Liereihen-Ansatz modifiziert werden sollte. Dadurch kann der ansonsten zu erwartenden deutlich ansteigenden
Komplexitdt und dem entsprechend sich verstdrkenden Berechnungsaufwand entgegen gewirkt werden.

Die Modifizierung wird Gebrauch von den kanonischen Kugelkoordinaten machen. Dieser spezielle Variablensatz

ist zudem vorteilhaft, wenn man die spétere Erweiterung des Kraftmodells auf dissipative Storkréafte bedenkt;
jene sind oftmals am einfachsten in Kugelkoordinaten zu modellieren.

32fiir moglichst glatte Funktionen existieren gleichwohl einige Ansitze, welche eine ausreichende Genauigkeit in den numerischen
Differentiationsergebnissen liefern; einen solchen Ansatz findet man z. B. in Mai [25]

33 Ahnliches gilt fiir eine Integralrelation, die evtl. noch anwendbar wire im Falle dissipativer bzw. geschwindigkeitsabhingiger
Storkrifte (dann ist namlich selbst das Jacobi-Integral keine Konstante mehr), siche Anhang G.
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2.2.4.1 Einfiihrung kanonischer Kugelkoordinaten

In der Satellitengeodisie ist es iiblich, den Zustandsvektor z = (r,v)? beziiglich eines dquatoriellen Rechtssy-
stems anzugeben. Dieses Koordinatensystem hat seinen Ursprung im Massenzentrum der Erde und die Basis-
vektoren werden wie folgt festgelegt:

e Richtung des mittleren Friithlingspunktes Y,
e Vervollstandigung des Rechtssystems (es = e3 x e1),
es Richtung des mittleren Himmelspols CEP.

Damit liegt ein raumfestes (quasi-inertiales) stellares Bezugssystem®* zugrunde und es gilt
T T T
r(t) = (z,y,2) (e1,ez,e3)" , v(t) = (,9,%) (e1,e2,e3)" . (2.120)

Die in § 2.1.4 erwithnten Kugelkoordinaten werden hier spezialisiert auf S := (v, J, H, T;r,0, A, 7)T, wobei3?

7... Radialgeschwindigkeit (wie bei den Hill-Variablen, siehe z. B. Cui [8], [10] oder Mai [25], [26]),
J ... Komponente des Bahndrehimpulsvektors in Richtung ss,
H ... Komponente des Bahndrehimpulsvektors in Richtung es (wie bei den Hill-Variablen),
T ... zusétzlicher generalisierter Impuls; additiver Term in der Hamilton-Funktion,
r ... Radialentfernung bzw. Betrag des Positionsvektors (wie bei den Hill-Variablen),
0 ... Poldistanz bzw. Co-Breite,
A ... Lange bzgl. Friihlingspunkt bzw. Richtung e; (also A = © + \),

T ... zusétzliche generalisierte Koordinate; Variable proportional zur Zeit t.

Wie man die zu den Kugelkoordinaten (r, 8, A) kanonisch konjugierten (Dreh-)Impulse (7, J, H) formal herleiten
kann, wird im Anhang A in allgemeiner Darstellung detailliert vorgefiihrt.

absteigender Satellit

Knoten — ~ \ | . meaET

aufsteigender
Knoten

Bahnebene

Abbildung 2.1: Zur Definition kanonischer Kugelkoordinaten

Eng mit der Festlegung kanonischer Kugelkoordinaten ist die Einfithrung des sphdrischen Tangentialkoordinaten-
systems [s;] verbunden, siehe Abb. 2.1.

S1 Einheitsvektor in Richtung des Satelliten,
So Einheitsvektor im Satelliten tangential zum Meridian; Richtungssinn entsprechend aufsteigendem 6,
S3 Einheitsvektor im Satelliten tangential zum Parallelkreis; Richtungssinn entsprechend aufsteigendem .

34zu Details siche Anhang in Mai [26]
35Zu Details, insbesondere der Bedeutung und Notwendigkeit von T' und 7, siehe Cui [10]. Die Einfiihrung eines zusitzlichen
Variablenpaares fiithrt zur Erweiterung des Phasenraumes.
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Offenbar kann zwischen den Systemen [e;] und [s;] die folgende Transformation iiber 3 Rotationen erfolgen:3°
(8] = Ry(—00°) Ro(6 — 90°) Ra(A) [er] = Ruo(6,A) )] mit Ry, = RiL, = BT, (2.121)
Fiir die Gesamtrotationsmatrix gilt dann mit ¢ = 90° — 6
sinfcosA sinfsin A cos cos¢pcos A cos¢psinA sin ¢
[s;] = | cosfcosA cosfsinA —sinf |[e;] = | sinpcosA singsinA —cos¢ | [e;]. (2.122)
—sin A cos A 0 —sinA cos A 0

Die Bahnvariable J erhilt man aus einfacher geometrischer Uberlegung (sieche Abb. 2.2(a)) mit G = h = |h| als

—sinA1” e hsinisinQ1” e
S3 = cos A ex|, h=|—hsinicosQ e — J=h-s3=—Gsinicos (A — Q). (2.123)
0 e;s hcos1 es

h
e3
i
h,
DN
’,,"ﬁkzua/arebene
hlz
—\Q &
1'1| i Q
h € AN
(a) Komponenten Bahndrehimpulsvektor (b) Wertebereich von Z(h, s3) (c) Fundamentales sphérisches Dreieck

Abbildung 2.2: Geometrische Zusammenhdnge zur Berechnung kanonischer Kugelkoordinaten, speziell der Variablen J

Fiir den Winkel zwischen h und sz gilt also
cos Z(h,s3) = —sinicos (A — Q) (2.124)

mit dem Wertebereich Z(h,s3) € [90° —¢,90° + ] (sieche Abb. 2.2(b), wobei ns den Knotenvektor symbolisiert).
Ein oberer Index an s3 unterscheidet vier Kardinalpunkte der Satellitenbahn: aufsteigender bzw. absteigender
Aquatordurchgang (I bzw. III) und nérdlicher bzw. siidlicher Wendepunkt (II bzw. IV).

Um die Hamilton-Funktion in kanonischen Kugelkoordinaten ausdriicken zu konnen, muss die kinetische Energie
in diesem Variablensatz formuliert werden. Fiir die potentielle Energie ist dies mit (2.29) bereits geschehen.
Entscheidend ist der Ausdruck fiir den Geschwindigkeitsvektor v, welcher formal aus dem Positionsvektor r
bzw. dessen Ableitung nach der Zeit gewonnen werden kann:

r =rs; — v =781 +781. (2.125)

Die Ableitung des Basisvektors $; ldsst sich herleiten aus den vertrauten Zusammenhéngen bei der Einfithrung
eines Polarkoordinatensystems in der momentanen Bahnebene. Man wahlt fiir die Entfernung den Radius r
und fiir den Winkel etwa die wahre Anomalie f mit den zugehérigen Basisvektoren e, und e f.37 Es gilt

é, = fey, ér = —fe, (2.126)
und _
r=re, — v =re, +rfey, (2.127)
sowie mit e, X ey =: e, und h = hey,
h=rxv=re, x (re, +rfe;) =ri(e, x e,) +r’f(e, x ef) =r%fe, — h=rf. (2.128)

36der Leser mag alternative Reihenfolgen elementarer Rotationen eingéingiger finden, z. B. [s;] = R3(8 — 90°) R1(—90°) R3(A) [e;]
37ef steht senkrecht auf e,, wobei der Richtungssinn durch v vorgegeben wird



2.2 Lésungsverfahren 31

Das Koordinatensystem (er7ef7eh)T ist identisch mit dem sog. Gaufi’schen Koordinatensystem (g1,82,83)7,
auch als bahnbegleitendes Dreibein bezeichnet. Es ist zentral bei der Einfiihrung der Hill-Variablen, siche Anhang

bei Mai [26]. Man erhélt

[g:] = Rs(u) R1(i) Rs() [ei] =t Rge(u,i,9Q) [e] mit Re—y=R,' =Rl_.. (2.129)

und damit den Geschwindigkeitsvektor in Hill-Variablen und beziiglich des Gaufs’schen Koordinatensystems als
G G?

v:fg1+?g2 — v2:f2+r7. (2.130)

In Cui und Mareyen [9] werden, von diesen Zusammenhéngen ausgehend, die Gauk-Lagrange’schen Bewegungs-
gleichungen in Hill-Variablen aufgestellt und nachfolgend numerisch mittels Standardverfahren integriert. Hier
soll stattdessen der Liereihen-Ansatz in kanonischen Kugelkoordinaten Anwendung finden.

Ausgehend von (2.130) kénnte man versuchen, den Ubergang formal durch eine Transformation G = G(S) und

[Si} = RS%g [gl] = RSHeRe%g[gi] mit Rs%g (03 A7 Uu, i? Q) = Rl(*goc) R2 (07900) R3(A) R3(7Q) Rl(iz) R3(7u)

(2.131)
zu erreichen. Tatséchlich bendtigt man wegen e, = g1 = s fiir (2.130) lediglich die Beziehung
g2 = R2181 + Roess + Rosss, (2.132)
wobei die Faktoren Ryq, Rag, Ro3 der 2. Zeile der Matrix Ry, = Rs_ig = RSTHQ entsprechen. Mit Ro; = 0 und
R3, + R%;, = 1, was z. B. mittels MATHEMATICA™ leicht zu verifizieren ist, folgt
) G(S . G*(S . G*(S
v =781 + % (R2252 + R2383) — 2 =72 + 7’(2 ) (R§2 + R§3) =72 + T(2 ) . (2133)
Der sphérische Sinussatz liefert (vgl. Abb. 2.2(c))
:Eg = zlliz —  cosf = sinisinu. (2.134)
Diese Beziehung konnte alternativ aus einem Komponentenvergleich wegen g, = s; mit
sin @ cos A r e cos u cos §2 — cos i sin u sin € T e
s; = | sin fsin A e |, g1 = |cosusin{+ cosisinucos) e (2.135)
cos es3 sindsinu es

unmittelbar gewonnen werden.?® Aus dem sphiirischen Seitenkosinussatz folgt zudem (vgl. nochmals Abb. 2.2(c))

cosa = cosbeosc+sinbsinccosa —  sinf = cosucos (A — Q) + cosisinusin (A — Q)

cosb =cosacosc+sinasinccosf — cosu =sin fcos (A — Q). (2.136)
Mit (2.123) und der zweiten Beziehung in (2.136) erhilt man
J . sinicosu J?  sin?icos?u
GZ—SIH’LCOS(A—Q):—W — @: W (2137)
Aus (2.134) folgt
2 0 102 0 — 2 .
cos? 0 =sin?i (1 — cos? u) —  cosfu=1- cc')s2 - = S - 2C,OS ! (2.138)
sin“ ¢ sin“ ¢
und Einsetzen in (2.137) mit Beriicksichtigung von cosi = H/G liefert
J? cos? i H?
e =1—— G*(S) = J* + 2.139
G? sin0 (5) sin? @ ( )
und wegen (2.133) somit
J2 H2
Pt 2.140
V=T r? + (rsin6)? ( )
Die benoétigte verallgemeinerte Hamilton-Funktion in kanonischen Kugelkoordinaten lautet dann
1 J? H?
F(S) = - (P+5+——=)-T 2.141
(8) =V(S) 2 (7" + r2 + (rsin9)2> ’ ( )

wobei etwa fiir ein reduziertes Zweikorperproblem V(S) = Vg (S) nach (2.29) mit A = A — © angesetzt wird.

38Details zu [g;] siche Mai [26] bzw. Cui [10]
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2.2.4.2 Kinematische Beziehungen

Zur numerischen Integration eines Bewegungsproblems, insbesondere wenn dissipative Storkrifte zu beriicksich-
tigen sind, wird oft der Gaufk-Lagrange-Ansatz herangezogen. Dieser beinhaltet kinematische und dynamische
Gleichungen. Cui und Mareyen [9] haben beide Arten unter Verwendung von Hill-Variablen und des Gauf’schen
Koordinatensystems hergeleitet. Analog kann nun die Herleitung, zunéchst der kinematischen Gleichungen, in
kanonischen Kugelkoordinaten beziiglich des sphérischen Tangentialkoordinatensystems erfolgen.

So wie sich die Basisvektoren nach (2.121) unter Verwendung von R, (6, A) aus (2.122) transformieren lassen,
kann jeder beliebige Vektor x in die Basen [e;] und [s;] projiziert werden:

x5l = R, (6, A) x[¢ bzw. in abgekiirzter Form x® = Rsc(0,A) x°, (2.142)

wobei dann x5 = (75, 25, 25)T oder x® = (2%, 5, 25)T die Vektorkomponenten im sphirischen Tangentialkoordi-
natensystem oder im kartesischen Koordinatensystem enthélt. Mittels (2.142) lassen sich dann die kartesischen
Komponenten des Positions- und Geschwindigkeitsvektors als Funktionen der kanonischen Kugelkoordinaten
ausdriicken. Aus der ersten Gleichung in (2.125) und (2.122) folgt fiir den Positionsvektor in Matrizenform

x sin @ cos A
y| =r|sinfsinA | . (2.143)
z cosf
Den Geschwindigkeitsvektor erhilt man zunéchst in der Form (erinnere § 2.2.4.1)37
v=is b )Tt 1 (Ra282 4 Rasss) (2.144)
=7s1t+ - 2 g 12282 2383)- .

Darin steht R fiir eine Komponente aus der Rotationsmatrix Ry, wobei
Ras = cosicosucos (A — Q) +sinusin (A — Q). (2.145)

Die Transformation [s;] < [g;] bzw. sphirische Trigonometrie liefert diverse niitzliche Hilfsformeln, z. B.

cositanu =tan (A — Q) — cosicos (A — ) =cotusin(A—Q), (2.146)
so dass folgt
in(A—Q
Rz = L(. ) : (2.147)
sinu

Fiir Roo erhélt man entsprechend

-2
sin® (A — Q
Ras = cos B cosicosusin (A — Q) — cosfsinucos (A — Q) —sinfsinicosu =1/1 — % . (2.148)
sin” u
Mittels (2.134) und einer weiteren Hilfsformel folgt
in (A — Q »
coticotf =sin(A—Q) — sm(. ) = L5 (2.149)
sinu sin 6
Zusammen mit der aus cosi = H/G und (2.139) herleitbaren Beziehung
H? in? 6 iné
cos?i = = Sjl 5 —  cosi= o - (2.150)
St == 1+ (=) sin®0 14 (L) sin? 0
sin“ 0 H T\g)sm

39Die im Abschnitt § 2.2.4.1 erwahnte Tatsache Ra; = 0 kann schnell nachgerechnet werden. Aus
Ro1 = cosfcosusini + sin §( cosicosusin (A — Q) — sinucos (A — 2))
folgt mittels Additionstheoremen, sowie (2.134) bzw. allgemein aus dem dreifachen Komponentenvergleich g; = s; mit (2.135)
Ro1 =sinucosusin? i + cosicosu( cos 2 (cosusin € + sinu cos Q2 cos i) — sin € (cos u cos Q — sinusin Q cos i) —
— sinu( cos Q (cosu cos 2 — sinusin Q2 cos ) + sin 2 (cos usin Q2 + sin u cos R cos 1)).
Ausmultiplizieren und nochmalige mehrfache Anwendung von Additionstheoremen liefert schliefflich

R21 = 0.
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kénnen dann Ras und Rog in alleiniger Abhéngigkeit von den kanonischen Kugelkoordinaten geschrieben werden:

Vi sin @

1
Ryy = = ) Rosz = - .
1+ i sin® 6 1+ i sin? 0
H H

Einsetzen in (2.144) liefert

J
1 H —sm@
v =78+ — 1+ sin? 0 (2.152)
rsiné
Ul—i— sm9 1/1—|— 81n6‘

und damit den Geschwindigkeitsvektor in kanonischen Kugelkoordlnaten bezughch der Basis [s;]

(2.151)

J
v =781+ 82 + (2.153)

. S3
rsin @

Betragsbildung von (2.153) bestitigt das zuvor hergeleitete Ergebnis (2.140) fiir v2. In Matrizenform folgt*°

x sin @ cos A cosfcos A —sinA
y| =7 |sinfsinA | + J cosfsinA | + — cosA | . (2.154)
r rsin
cos 6 —sinf 0
Bildung des totalen bzw. vollstdndigen Differentials von (2.143) fihrt zu
dx sin @ cos A cosfcos A —sinA
dy | =dr | sinfsinA | +rdf | cosfsinA | +rsinddA cos A (2.155)
dz cos 6 —sinf 0
bzw. nach Division durch dt auf
dz/dt sin @ cos A cosfcos A —sinA
dy/dt | = % sin 6 sin A —s—r% cos @ sin A +rsin9% cosA | . (2.156)
dz/dt cosd —sind 0
Vergleich von (2.156) und (2.154) liefert die kinematischen Beziehungen
%:f, %:%, (:t\:uanla)?’ (2.157)

welche die kinematischen Eigenschaften der kanonischen Kugelkoordinaten und des sphérischen Tangentialkoor-
dinatensystems beschreiben. Sie konnen, wie zuvor (2.119) bei der Verwendung von Hill-Variablen, zur Kontrolle
der numerischen Integration unter Verwendung des (modifizierten) Liereihen-Ansatzes genutzt werden.

Anmerkung: Samtliche kinematischen Beziehungen sind unabhéngig von zeitlichen Ableitungen der kanonischen

Impulse; etwa im Gegensatz zu den kinematischen Beziehungen fiir Hill-Variablen (siehe Cui und Mareyen [9]
oder Mai [25], [26]).

2.2.4.3 Dynamische Beziehungen

Dynamische Gleichungen beriicksichtigen den verallgemeinerten Einfluff von Kréften auf die Satellitenbewegung.
Abweichungen vom idealisierten Zweikorperproblem bedeuten i.d. R. eine zeitliche Anderung des Eigen- sowie
Bahndrehimpulses h = r x v des Satelliten. Hier wird nur letzterer Effekt betrachtet.

Die kanonischen Kugelkoordinaten & = (7, J, H;r, 0, \) teilen mit den Hill-Variablen H = (+, G, H;r, u,2) die
3 Variablen 7, H und r. Eine weitere Variable bezieht sich jeweils auf eine der Komponenten des Bahndre-
himpulsvektors h. Die Herleitung der dynamischen Beziehungen beginnt deshalb i.d. R. mit einer Projektion
dieses Vektors. Man bringt h in’s Spiel, indem das Newton’sche Bewegungsgesetz (in massefreier Darstellung)
dv/dt = f bzw. ¥ = f auf beiden Seiten von links mit dem Positionsvektor r vektoriell multipliziert wird:*!

d(r xr) dh

rxr=rxf d T:I‘Xf — E:I‘Xf. (2.158)

4Odl€ Komponenten der s; kénnen zeilenweise aus (2.122) entnommen werden
4gpeziell kénnte die Bewegungsgleichung des gestérten Zweikoérperproblems i + £2 r = f angesetzt werden; dann éndert sich
aber der Charakter von f als Gesamtkraft hin zu einer als Stérkraft aufgefassten (bezughch der idealisierten Zweikérperbewegung)
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Stellt man die Komponenten des Kraftvektors f beziiglich des zuvor erwidhnten Gauft’schen Koordinatensystems
(nachfolgend abkiirzend als Gauflbasis bezeichnet) dar??, dann nennt man die noch abzuleitenden dynamischen
Bezichungen auch Gauf$ sche Bewegungsgleichungen. Im Folgenden wird die Bezeichnung £ = (f{, f5, f3)7
verwendet, sofern die Kraftkomponenten beziiglich [g;] gemeint sind.

Im Falle der Hill-Variablen kann die dynamische Beziehung fiir G etwa wie folgt hergeleitet werden:
h = hg;, (2.159)
also h = (h{,h§, h3)T = (0,0,h)T =: (0,0,G)T, und damit gilt fiir die linke Seite von (2.158)

dh . .
E = hg3 + hgg. (2160)

Die Bewegung von gz (und damit der Richtung des Bahndrehimpulsvektors) unter allgemeiner Krafteinwir-
kung erfolgt um den Erdrotationsvektor wg. Dessen Komponenten kénnen ebenfalls beziiglich der Gaufsbasis
angegeben werden, d. h. wg = (Wl i, wl,)T. Es gilt

%:w@xgg — i}tl—hg3+hw@xg3 — ((ii}tl hgs + we x h. (2.161)
Das Kreuzprodukt in (2.161) wird beziiglich der Gaufibasis ausgewertet; man erhélt
g1 g2 g3
wexh=|w] wi wi, |=hod,g —hwi g. (2.162)
0 0 h

Fiir die rechte Seite von (2.158) wird wegen (2.127) bzw. r = (r{,r5,7J)T = (r,0,0)T analog gebildet

g1 82 83
rxf=|r 0 0 |=rfigs—rfig (2.163)
;6
und dann zwischen neuer linker und rechter Seite
hwl, g1 — hwf, g2 + hgs = 0g1 —rfigs +7fgs (2.164)
ein Koeffizientenvergleich beziiglich der g; durchgefiihrt. Dies liefert dann u. a.
. dh dG
h—— rfy  — ——er (2.165)

und damit die dynamische Beziehung fiir G .43 Die Folgerung von (2.165) aus (2.158) ist im Ergebnis dquivalent
einer Projektion beider Seiten von (2.158) auf den Einheitsvektor gz (vgl. Cui und Mareyen [9]).

Dem entsprechend kann die dynamische Beziehung fiir H := hgz (bzw. H := h,) als Ergebnis einer Projektion der
identischen Ausgangsgleichung (2.158) auf den Einheitsvektor es aufgefasst werden. Die Herleitung kann dann
auf iihnliche Weise wie zuvor erfolgen. Beziiglich der Basis [e;] hat der Bahndrehimpulsvektor die Komponenten
h = (h$, kg, h§)T =: (h1, ha, hs)? bzw. h = (hy, by, h,)". Fiir den Positions- und Kraftvektor folgt entsprechend
r= (7“1,7“2,7“3)T =: (r1,r2,73)" baw. v = (ry, 1y, 7.)" =t (z,y,2)7 und £ = (fF, £5, f$)7 =t (f1, fo, f3)T bzw.
£ = (fu, fy, f2)T. Wegen

h = hxel + hyeg + hzeg (2166)

und der Tatsache, dass stérende Einwirkungen auf den Satelliten die Basisvektoren e; unbeeinflusst lassen, gilt
dh . . .

E = hgze1 + hyez + h,es. (2167)

Eine Projektion kann im Falle eines invarianten Basisvektors auf ein Skalarprodukt reduziert werden.
Somit erhélt man fiir die Projektion der linken Seite von (2.158) auf es unmittelbar

dh . dH
n -e3 = (hyer + hyey + h. e3) €3 =h. = . (2.168)

42Zunichst erscheint die Wahl gerade dieser Basis [g;] zur Beriicksichtigung von Kriften naheliegend; jedenfalls naheliegender,
als die Verwendung der noch spérlicher von dynamischen Uberlegungen beeinflusste Definition der Basis [si]. Im Hinblick auf die
physikalischen Ursachen einiger der wesentlichsten Storkrifte (Sonne, Mond, Atmosphére) wire moglicherweise eine, dann aber
nicht mehr orthonormale, Basis geeignet; etwa mit den drei Richtungen zur Flugrichtung des Satelliten, zur Sonne und zum Mond.
Die Geeignetheit bzw. Praktikabilitdt einer solchen Basis-Wahl bliebt zu untersuchen.

43 Anmerkung: ist man, wie hier geschehen, nur an einer Formulierung fiir h = @ interessiert, hitte auch jeder andere Vektor als
der willkiirlich gew#hlt scheinende Erdrotationsvektor wg zur Bezugsrichtung fiir h in (2.161) bis (2.164) erhoben werden konnen;
natiirlich mit Ausnahme von h selbst. Aus mathematischer Sicht hatte dies keinen Unterschied bedeutet - physikalisch sehr wohl.
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Vor der Projektion der rechten Seite von (2.158) wird das Kreuzprodukt beziiglich der Basis [e;] ausgefiihrt:

€] ey es3
rxf=| 2 y =z |=yf.e1—zfye1+z2frea—xfe0+xfye3 —yfres. (2.169)
fo [y [
Nach einer Projektion auf e3 bzw. der skalaren Multiplikation mit e3 verbleibt dann lediglich
(r X f) -e3 = (yfzel —zfyer + zfres —xf.ea + xfyes — yfzeg) ces=afy, —yfs (2.170)
also Al
S —af, —yte (2.171)

Um (2.171) als dynamische Beziehung im Sinne einer Gauf’schen Bewegungsgleichung schreiben zu kénnen,
miissen f, und f, noch in Komponenten beziiglich der Gaufsbasis transformiert werden. Da Vektorkomponenten
sich wie die Basisvektoren transformieren lassen, gilt nach (2.129) folglich

T ) T T ) T
(115, 1) = Rygee(w, i, ) (fo, fys 2) & (fas fyr f2) = Reg(u, 6, Q) (f7, 15, f5) (2.172)
worin Ry, bzw. R.., dann zeilenweise bzw. spaltenweise aus den Vektoren g; mit Komponenten beziiglich
der Basis [e;] aufgebaut wird. Anders ausgedriickt: f7 = g; - (fu, fy, f-)T. Mit (2.129) bzw. den explizit etwa
aus Cui [10] entnehmbaren g; erhélt man
fo = (cosucosQ — sinusin Qcosi) f{ + (— sinucos Q — cosusinQ cosi) f§ + sin Usinify,
(2.173)
fy = (cosusinQ + sinucos Qcosi) f{ + (— sinusin Q + cosu cos Qcosi) f§ — cos Usinify.
Aus einem Koeffizientenvergleich von r = (z,y, z)[e;] und r = rg; (siehe linke Beziehung in (2.127) mit e, = g;)
folgen unter Beachtung der rechten Beziehung in (2.135) die Komponenten des Positionsvektors r in der Form

T = rcosucos{) — rsinusin 2 cos1,
y = rcosusin {2 + rsinu cos {2 cos 1, (2.174)
z = rsinusini.

Einsetzen von (2.174) und (2.173) in (2.171) liefert nach Anwendung von Additionstheoremen schlieflich mit

dH
- r(cosif§ — cosusinify) (2.175)

die dynamische Beziehung fiir H, ausgedriickt in Hill-Variablen.

Die Grofe 7 bedeutet die radiale Komponente des Geschwindigkeitsvektors. Zur Aufstellung der entsprechenden
dynamischen Beziehung bietet es sich an, die Anderung des Vektors v unter dem Einfluss von f zu betrachten.
Ausgehend vom Newton’schen Bewegungsgesetz (in massefreier Darstellung) erhdlt man (Cui und Mareyen [9])

dv dv ¢ dkin ¢
- = — —v=1f v — =1V
dt dt dt ’
worin die kinetische Energie wie iiblich (lediglich ebenfalls massefrei) mittels &y, = % v - v ausgedriickt wird.**
Die letzte Beziehung in (2.176) kann unter Verwendung von (2.130) in Hill-Variablen und beziiglich der Gauf-

basis ausgedriickt werden:

(2.176)

£ 7
d ([1/., G? g
— (= - = . 2.1
gy (2 (r + 3 )) 3 G/r (2.177)
13 0
und somit nach Ausformulierung beider Seiten
dr  GdG  G%dr g . G4
T e e A L i 2.1
"t * r2 dt 3 dt i r J2 (2.178)

Die Beziehung (2.178) erlaubt, zusammen mit den bereits bekannten kinematischen Beziehungen (2.119) aus
Abschnitt § 2.2.3.4 sowie den dynamischen Beziehungen (2.165) und (2.175), die restlichen Gleichungen explizit
anzugeben. So liefert das Einsetzen von (2.165) und der ersten Gleichung aus (2.119) in (2.178) die dynamische
Beziehung fiir 7

i G?

o= (2.179)

44Dje teils verbreitete Notation T fiir die kinetische Energie wird hier nicht verwendet, um etwaigen Verwechslungen mit einem
zusétzlichen generalisierten Impuls (siehe § 2.2.4.1) vorzubeugen.
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Des weiteren erhélt man nach Einsetzen von (2.165) und (2.175) in die letzte Gleichung aus (2.119) die dyna-
mische Beziehung fiir Q:
dQ@ _ rsinu
dt — Gsini *®’
Einfithren von (2.180) in die zweite Gleichung aus (2.119) liefert die noch fehlende dynamische Beziehung fiir u:
d G
d—? =5~ é sin ucot i f5. (2.181)
Die Beziehungen (2.165), (2.175), (2.179), (2.180), (2.181) sowie die erste Gleichung in (2.119) bilden zusammen-
gefasst dann die GaufS’schen Bewegungsgleichungen, ausgedriickt in Hill-Variablen (vgl. Cui und Mareyen [9]).

(2.180)

Aus den zuvor abgeleiteten Beziehungen kann die entsprechende Darstellung in kanonischen Kugelkoordinaten
gewonnen werden, indem die Transformation H — S angewandt wird. Es fehlen dabei nur noch die Zeitablei-
tungen der Impulse 7, J und H; die Zeitableitungen der Koordinaten r, 8 und A sind ja bereits vollsténdig und
explizit durch die kinematischen Beziehungen (2.157) gegeben.?®

Die dynamische Beziehung fiir 7 erhélt man nach Einsetzen von (2.139) in (2.179):

di 1 (., H? . di 1IN H Y

= = bzw. — =2 = g, 2.182

dt 3 (J * sin? 9) A a dt r r + rsind i ( )
Zusammen mit cosi = H/G, der daraus tiber (2.150) herleitbaren Beziehung

J o J

G H 2 ’
1+ <1‘_]I) sin® 6

sowie der Verwendung von (2.137) bzw. cosusini = —(J/G) sin 6 folgt unter Berticksichtigung von (2.175) dann

dH _ rsin 6 (f2g + ésin0f39> (2.184)

dt 2
1+ (é) sin® 0

und damit die dynamische Beziehung fiir H, nunmehr ausgedriickt in kanonischen Kugelkoordinaten.

sin 6

(2.183)

Bildung des totalen Differentials fiir (2.139) samt nachfolgender Division durch dt ergibt

2H dH—&-QHQCOSGdG d/ GdG H 1 dH—I—H2 cosf df
—_— — _——=——— — —— —_—

sin” 0 sin® 6 dit J dt J sin?6 dt J sin®6 dt
Fiihrt man die bereits vorliegenden Beziehungen (2.165), (2.184), sowie die zweite Gleichung aus (2.157) in
(2.185) ein, dann erhilt man nach Beseitigung des letzten verbliebenen G bzw. nach Umschreibung des Terms
G/J unter Anwendung der zu (2.183) reziproken Formel schlieflich die dynamische Beziehung fiir die Grosse J:

dJ H \ rsin J 1
— =cotf — f9 - 7). 2.1
at ~ <r sin 9> * T\2 <H f2 sin 0 f3> (2.186)
1+ <H) sin? @
Nun sind sémtliche kinematischen und dynamischen Beziehungen in kanonischen Kugelkoordinaten formuliert.

Zusammengestellt bilden sie die Gauf8’schen Bewegungsgleichungen, wobei die f Komponenten der Gesamtkraft
(also nicht etwa nur eines Storkraftvektors) beziiglich der Gauktbasis symbolisieren (siche Cui und Mareyen [9]):

2JdJ =2GdG —

(2.185)

45Gleichwohl liessen sich auch die Beziehungen fiir die Koordinaten 6 und A auf genau diesem Wege herleiten bzw. verifizieren.
Nach Bildung des totalen Differentials fiir (2.134) erhélt man z. B.

—sin 0df = sinu cosidi + cosusinidu

und nach Einsetzen des totalen Differentials fiir cosi = H/G samt anschliessender Division der gesamten Gleichung durch d¢ dann

de 1 . (1 .dG 1 1 dH . du
— = —= sinucosi [ — coti — — — ——— | + cosusini— ).
dt sin 6 G dt  Gsind dt dt
Einsetzen von (2.165), (2.175) und (2.181) liefert zunéchst
df G sinicosu
dt ~ r2 sind
und wegen der nochmaligen Anwendung von (2.134) bzw. sin¢ = cos 0/ sinu sowie cot u = —(J/G) tan 0 folgt schliesslich mit
de G dé J
— =——cotfcotu — — =—
dt r2 dt 1?2

die Bestatigung der zweiten kinematischen Beziehung in (2.157). Die Verifizierung der Beziehung dA/d¢ wiirde ahnlich erfolgen.
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g_f g_ g_i_l £2_|_ H ’
de et oy r rsin 6 ’

i@ B i g B rsin 6 if )+ H \?
dt 2’ dt T\2 H'? sm0 3 cot rsinf )’
1+ (H) sin® 0 (2.187)
%_ H g_ rsin @ —sm@f
dt — (rsing)?’ dt T\2 2 3
1+ (H> sin” #

Die auf einen Satelliten einwirkenden Kréfte konnen grob in zwei Klassen eingeteilt werden, z. B. in Bezug auf den
Energiehaushalt. Man spricht dann von konservativen /energieerhaltenden®® und dissipativen /energiezehrenden*”
Kréften. Der Anteil der letzteren ldsst sich u. a. durch Beschleunigungsmesser an Bord des Satelliten bestimmen
und in der Analyse bzw. Berechnung von Satellitenbahnen beriicksichtigen. Sie werden deshalb auch als Akze-
lerometerkrifte bezeichnet; ebenso als Oberflachenkréifte, da ihre Auswirkung wesentlich von der Ausrichtung
der Oberfliche des Satelliten abhéngig ist. Eine hochgenaue modellartige Behandlung dieser Krifte kann sehr
anspruchsvoll sein.

Eine wesentliche Eigenschaft der gravitativen Krafte im Unterschied zu den dissipativen Kraften besteht in ihrer
Darstellbarkeit iiber eine skalare Orts-/ bzw. Kraftfunktion; genauer in der Moglichkeit, sie als Gradient eines
Potentials formulieren zu kénnen.

Wir trennen zunichst die Kraft f auf in einen nicht-dissipativen Anteil f und einen dissipativen Anteil f:
f="f+f. (2.188)
Unter Annahme kartesischer Koordinaten kénnte man etwa schreiben

. v ov av1T
fZVcV(I‘) = |:ax78’y’azj|

wobei das Potential V = V(r) = V(x,y, 2) selbst aus diversen Teilpotentialen additiv zusammengesetzt sein

(2.189)

kann, z.B. V = Vg + Vg +-- -, und es dabei génzlich und in seinen Teilen moglicherweise explizit oder implizit
zeitabhiingig ist, z. B. V = V(r,t) = V(z,y, 2;t).*® Fiir V = V(C) gilt formal
dx
dv = Z—Vd +2—Vd +%dz—fT dy (2.190)
dz
Soll der Kraftvektor beziiglich der Gaufibasis ausgedriickt werden, dann ist
f=Re of9 — f=R. 09 — f=f7TR, . (2.191)
mit Ry, aus (2.129) in (2.190) einzusetzen, also
dz
AV =f9"TR, . | dy |. (2.192)
dz
Die (2.155) entsprechende Formulierung in Hill-Variablen lautet (Cui und Mareyen [9])
dx
dy | =drg; + r(du + cos i dQ)g2 + r(sinudi — cosusini dQ)gg. (2.193)
dz
Wegen
Ry =gl g8 8l]" — FTRy cmi=Jf (2.194)
folgt mit Beriicksichtigung des totalen Differentials fiir cosi = H/G
dv = ffdr+rf§du+r(coszf2 —cosusmzf?))dQ—F— 5111ucotzf§’dG—meuf3 (2.195)

G

46Ursachen: z. B. Masseninhomogenitit der Erde, Drittkérpergravitation (direkt bzw. indirekt iiber Gezeitenwirkungen) u. a.

47Ursachen: z. B. atmosphérische Reibung oder Auftrieb, Sonnenstrahlungsdruck, Erdalbedostrahlung, thermische Effekte u. a.

48Magnetfelder (hier nicht betrachtet) werden ebenfalls mittels Potentialdarstellung beschrieben - die durch Gradientenbildung
resultierende (Lorentz-)Kraft wiare dann zusétzlich in f enthalten
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Andererseits gilt fiir V =V (H) formal

ov .. oV oV °)% oV oV

so dass ein Koeffizientenvergleich mit (2.195) die folgenden Zusammenhénge liefert:

ov ov

- = _— = £9

o 0 or v

oV rsinu 5 o

3G = G & au (2.197)
oV rsinu g ov . %9 .. Zg

- Tami 3 a—er(coszf2 fcosusmzfia).

Einsetzen in die Gauf’schen Bewegungsgleichungen fiir Hill-Variablen liefert (vgl. Cui und Mareyen [9])

e dt 3 or v

GV v 6oV

at 2 0G G % at ~ ou T (2.198)
dQ oV rsinu 4 dH 0V

_ = - _ aif_ dV . 29 _ ) . 29
dt 3H+Gsini 13, T aQ-FT(COSZf2 CObUbanf3),

Im Falle des Erdschwerefeldes sind die partiellen Ableitungen aus der Potentialdarstellung (2.36) zu bestimmen.

Falls keinerlei dissipative Krifte vorhanden bzw. zu beriicksichtigen sind (f = 0 bzw. £ = 0), kann (2.198) ohne
Probleme in ein kanonisches Gleichungssystem der Art (2.4) {iberfiihrt werden mit der Hamilton-Funktion®®

1 G?
F:V—QG%%ﬂ> (2.199)

Bisher wurden in dieser Arbeit lediglich die Spezialfille (2.58) und (2.85) behandelt.

Einer weiteren Verallgemeinerung des Liereihen-Ansatzes zur numerischen Integration der Bewegungsgleichun-
gen steht der relativ hohe Rechenaufwand zur Bestimmung der partiellen Ableitungen schon alleine des Erd-
schwerepotentials entgegen. Dagegen scheint aussichtsreich, den Aufwand durch einen Variablenwechsel H — S
deutlich reduzieren zu kénnen.’® Verglichen mit (2.36), kommen in (2.29) 3 statt 5 Variablen zur Anwendung.
Dieser Rechenvorteil sollte selbst beim klassischen Hauptproblem, also (2.38) gegeniiber (2.47) mit 2 statt 4
Variablen, signifikant sein.

Bevor zusétzliche Modifikationen des Ansatzes vorgestellt werden, soll der Variablenwechsel fiir die dynamischen
Beziehungen abgeschlossen werden. Bei Vorliegen von Potentialdarstellungen in Abhéngigkeit von Kugelkoor-
dinaten (r, 0, \) fiihrt die Gradientenbildung unmittelbar auf Kraftkomponenten beziiglich der Basis [s;]:5

. ov 1ov 1 oav]T
£ =V onVi(r):

Anmerkung: Bei Cui und Mareyen [9] wird eine abweichende Definition der Basisvektoren s; verwendet.

Man kénnte den Ubergang direkt aus den Komponenten beziiglich der GaufRbasis [g:] herleiten mittels der
bereits eingefithrten Transformation (2.131) bzw.

f9 = R, t° (2.201)
mit der formal korrekten Rotationen-Reihenfolge

Rg<_s(9, A7 u, i, Q) = Rg(u) Rl (’L) R3(Q) Rg(—A) Rg (900 — 9)R1 (900) (2202)

4971 beachten ist, dass wir seit (2.4) die Vorzeichenkonvention gewechselt haben, siche erste Fussnote in § 2.2.2.2

50hei Cunningham [11], Bettadpur [3] sowie Métris et al. [34] findet man explizite Formeln zur Bildung der hoheren partiellen
Ableitungen des Erdschwerepotentials, jeweils erreicht durch den Ubergang zur komplexen Darstellung

51aufgrund des linearen Zusammenhanges A = A — © « A = 0O + X gilt OV/OA = OV/O\
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Schneller und einsichtiger kann die Transformation (2.201) erfolgen wenn man bedenkt, dass zwei orthonormale
Koordinatensysteme®?, die einen gemeinsamen Basisvektor teilen (wie hier mit g; = s; vorliegend), durch eine
einzelne Rotation um diesen gemeinsamen Vektor ineinander iiberfithrt werden kénnen. Der Drehwinkel wird
dabei durch die beiden iibrigen Vektorpaare festgelegt. Hier gilt entsprechend:

1 0 0
Rges = Rl(l(h, 53)) = 0 COS L(h,s;),) sin Z(h, Sg) (2203)
0 —sinZ(h,s3) cosZ(h,s;3)
Mit (2.124) und Beachtung der linken Beziehung in (2.137) folgt unmittelbar
sin ¢ cosw Cos ¢
Z(h = inZ(h = 2.204
cos Z(h,s3) e~ —  sinZ(h,s3) g (2.204)
unter Ausnutzung der rechten Beziehung in (2.138). Man erhélt also
1 0 0
g s
fi sinzcosu Cos % fi
5] = sin 0 sin 0 f3 (2.205)
VEd cosi sin i cosu f3
0 —= -
sin 0 sin 6

Einsetzen von (2.205) in die urspriinglichen Gauf’schen Bewegungsgleichungen fiir Hill-Variablen®? liefert erst

g =7 % — Gj +f5
e a3 b
d i ; d
ditl = 7% é%(com’ﬁ + cosusini f§), diCt; = Sine(cosifgS — cosusini f3), (2.206)
dQ r sinu s s dH s
E— 75m(coslf2 ‘i’COSUSln’Lfg)7 J—TSIHQJ%,
sowie unter der Annahme von (2.200)
dr_;
e’
du G | 1sinucosi cosia—v cosusini OV LSiHUCOSi(COSifS+cosusinifs)
dt — r2 ' G sinfsini o0 sinf O\ G sinfsini 2 37
a1 sinu Cos_al cosusintdV'\ r sinu (cos'fSJrcos . fs)
dt G sinfsini "o0 sinf O\ G sinfsini Iz ustmirls),
Ny I (2.207)
T £s
a8 g T
E— L COSial_ lnal + ( 'fs_ lan“")
dt ~ siné \ sinf O\ cosus 239 sin 6 COStJg —cosSusSmL J2 ),
dH . s
E :a—l—TSln@f(g
bzw.
dr . dr  G* oV
=y i T
dt ’ dt r3  Or’
d7u B g lsinucosi 81 cosusini@l g 1 cosi@l_ iV
dt  r2 G sinfsini "o0 sinf O\ )’ At sinf\sing ox U a )
@ B _l sinu Cosial cosusinial g B 87V
dt G sinfsin i 00 sinf O\ )’ dt N’

(2.208)
falls wiederum keinerlei dissipative Kréfte vorhanden bzw. zu beriicksichtigen sind (f" =0 bzw. f* = 0).

52beide miissen natiirlich entweder Rechts- oder Linkssysteme sein, ansonsten kommen noch entsprechende Spiegelungen hinzu
53(2.165), (2.175), (2.179), (2.180), (2.181) sowie die erste Gleichung in (2.119)
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Eine starke Vereinfachung der Bewegungsgleichungen ergibt sich, wenn man die Kraftkomponenten f; mittels
(2.205) konsequenterweise gleich in (2.187) einfiihrt. Mit

. J 1 1 IN o J . IN o ..
f=1r ﬁng ~ 7 4= " 1+ <H) sin?6 f, 19+ T sinf f§ =4 /1+ (H) sin?6 f;
(2.209)

unter Ausnutzung bereits gezeigter Zusammenhénge zwischen H und S ergibt sich

dr a (Y (Y
dt =" a Ty r rsinf ’

o _ J dJ _ s ’ (2.210)
dat — r2’ dt_rf2+COt9<rsin9>’

dA H "

At~ (rsin6)?’ E—rsmﬂfg.

Zerlegt man erneut die Kraft bzw. deren Vektorkomponenten in zwei qualitativ unterschiedliche Anteile nach
8= f7+ f#, dann folgt schlieflich wegen (2.200) die Darstellung

dr _, a1 (LYY Vs
e 7 dt — r \\r rsind or b
a dtcow(rsin9> + 56 Tz
W H v

dt  (rsing)?’ a oox | ° 3

Bei Abwesenheit dissipativer Kréfte folgt

g_' g_l 124'_ H ’ _A'_al
a dt  r r rsin @ or’

9 J dJ H \* ov (2.212)
Q@ dt_cow<rsin0) 6
a_H a _ov_ov
dt  (rsinf)2’ dt — Ox  OA
bzw. das kanonische Gleichungssystem
ar __or @i _or
dt  or’ dt — or’
4 __or. 4J_or. (2.213)
dt 0J dt 00
A __oF  dH _oF _oF
dt  oH’ ) o)
mit der nach (2.141) giiltigen Hamilton-Funktion
. - 1/, J? H?
F(T,G,A,T,J,H)V(T’,G,A(A))2<T +ﬁ+m . (2214)

Bei Beschrankung des Kraftmodells auf das Erdschwerefeld muss nur (2.29) in (2.214) eingesetzt werden und fiir
weitere Vereinfachungen z. B. lediglich (2.24) fiir das Keplerproblem oder (2.38) fiir das klassische Hauptproblem.

2.2.4.4 Liereihen-Ansatz in kanonischen Kugelkoordinaten

Die Hamilton-Funktion des klassischen Hauptproblems ausgedriickt in kanonischen Kugelkoordinaten lautet

He Lragy? 2 (o J° H?
F="—=|14-(— 3 0-1)| — = —+ — 2.215
T [ +2(r)c20( o8 )} 2\ +r2+(rsin9)2 ’ ( )
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so dass auch hier 9F /9t = 0 gilt. Mit den Koordinaten x||(r, 0, A)T

und Impulsen p||(7, J, H)T

erhalt man

fo=1[r, 0, A]" und  go=1[r, J, H]", (2.216)
sowie
T [/ e 7V e 3 g2 . i
Iz Mol 2 (e ~1
T Kr)_'_(rsinG)] r2 { +2( r )CQO(SCOS 6 )] i
or ) OF B 5 B p
a(r,0,A) _3He(aeV o Dot H) -
cot § <r51n9> 2 r\r >C2obm 0 H A
0 r2sin” 0
_ ) (2.217)

Die Berechnung von f;, und gy, fiir & > 0 erfolgt auf die zuvor gezeigte Weise und liefert z. B.

,'1.

1/J
fi = r\r =

1 H
L rsinf \ rsin@

Heo

;
0],
A

£, = | _SHe
3
21 (.
L rrsinf \ rsinf
J 2 1
( ){MB [24—3( )czocos 9}
r)|r r
21
fs = +T{ /;@
r| or

H

—7 [1 + g(a?) C20 (3(;0529 — 1)} +

2
( )020005981119—llZT(J>—cot9( H >1
r r2 r rsinf
>[r + cotd <J)}

T -
?’“—@(“ﬁf I 0 e+ 2“@1+3( ) (3cos?0— 1)| - 2 AW N
73 r r ¢20 c0s fsin r2 €20 {2 €08 r\r rsin @
2(J)1 3
r2 r2sin? 0

2
(J>—cot0 ]
,
1 2 5 6r
s d (rsm&){ [2—&—3( )620(5C05 9—1)]4— |:’I“—|—200t9<

2
3 cot? 9(;1) — (1 + cot? 9) (

2 6
( )CQ()COS@SIHG—F*
r r2

1

; <i>2+ <rieﬂ_

2
T

H \2
sm9>

)

|

| |
)+
) |}

<N

(2.218)

Auf die Darstellung weiterer fi~3 wird hier verzichtet, da die Komplexitdt der Ausdriicke stark zu- und ent-
sprechend die Lesbarkeit abnimmt. So folgt etwa allein fiir die erste Komponente von f; explizit dargestellt:

H

e CRCOIROR

_Leg

2r

3 u 2 J\ 1 —cos26
(e ()

2(3)(5)%

H

sin 260

.\ 2
+10<:) (1+3cos20)| + 4

rsmeﬂ {‘;T {5 + %(a@) c20(9 + 23 cos 29)] 12 (r) } _

2 4
{4 +9(%2 ) e20(1 +3c0526) +9(“2) 3y(3 + 3c0s 20 + 2cos40)} -

()}

(2.219)
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Fiir gx erhélt man z. B. analog

I 3 /ag\? 1
_T? {1 + 7<7@) c20 (3cos® 0 — 1)] +

> p (i)2+ (rieﬂ

= 2 2 y
81 _3ue ( ) Co0 cosBsin @ + cot 0 < il >
r r rsin 6
L O -
[3ue fas \2 [ J 2 ) VAN H |
5 () (3 momonos L 52 [rea(S o oo -] =22 (555)
3 H \*2cos26+1
_( ) &(ﬁ)cw 2005 9—1)+( - ) COS, 5 +
g5 = r rsin@ rsin® 6 ,

2 H \’
+T{9( )020c05981n9 2cot29< - )}
) r rsin @

(2.220)
wobei wie zuvor f;,, = g, fiir k > 0 gilt. Ansonsten wird aber deutlich, dass ein Variablenwechsel H — S allein
noch keine signifikanten Vereinfachungen nach sich zieht. Deshalb wird eine weitere Modifikation eingefiihrt.

2.2.4.5 Einfiihrung modifizierter kanonischer Kugelkoordinaten

Die Verwendung von Kugelkoordinaten sollte moglichst beibehalten werden, da das Erdschwerefeld z. Zt. immer
noch am effektivsten in diesem Variablensatz modelliert werden kann (vgl. § C.1). Bei der dann hier notwendigen
Bildung der partiellen Ableitungen, insbesondere nach r und bei hoheren Ordnungen, zeigt sich aber, dass diese
sehr schnell komplex werden. U. a. aus diesem Grunde wird die Koordinate r durch eine Grofe a ersetzt.®* Dies
erfordert natiirlich eine Beriicksichtigung in der Formulierung der Potentialfunktion. Bei dieser Gelegenheit,
ebenfalls um die Ableitungen zu vereinfachen, wird eine konsequent spektrale Darstellung beziiglich 6 eingefiihrt.
Die detaillierte Herleitung der Endformel ist § C.2 zu entnehmen.

Aus (C.29) und (C.30) folgt die Festlegung
T . r . .
=ln— < r=:age” — Gd=- < T=ra, (2.221)
ag r
so dass nunmehr die folgenden generalisierten Koordinaten g; bzw. Geschwindigkeiten ¢; verwendet werden:
@n=a g¢=0 g=A - G1=¢d& =0, d3=A (2.222)

Fiir den Liereihen-Ansatz sind kanonische Variablensitze vorteilhaft; deshalb sollen zu den ¢; die entsprechend
kanonisch konjugierten Impulse p; gefunden und verwendet werden.?® Das Finden zugehériger Impulse wird am
Beispiel der kanonischen Kugelkoordinaten r, 6, A formal in § A.2 vorgefiihrt und alternativ im fritheren § 2.2.4.1
geometrisch motiviert im Detail gezeigt. Um die Impulse der modifizierten kanonischen Kugelkoordinaten formal
besser von den Impulsen 7, J, H unterscheiden zu kénnen, werden sie nachfolgend®®

P1 = Das P2 =: Py, P3 =: DA (2.223)

genannt. § A.2 folgend, beginnt die Herleitung der Impulse mit der Bestimmung der Komponenten des Positi-
onsvektors in den gewdhlten Variablen. Aus (A.18) folgt mit (2.221)

T sin @ cos A
g | = age® | sinfsin A (2.224)
T3 cos

54nicht zu verwechseln mit der in § A.2 und § A.3 ebenfalls durch o symbolisierten Rektaszension; zudem tragt o hier nicht den
Charakter eines Winkels (eio‘ fiihrt letztlich auf die hyperbolischen Funktionen sinh bzw. cosh und diese sind eben nicht periodisch)

55fiir die kartesischen Koordinaten gilt p; = ¢;; fiir andere Variablensiitze gilt dies i. d. R. nicht

56die offensichtliche Gleichheit von pg bzw. py mit J bzw. H wird dann im Anhang D bestitigt
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und entsprechend fiir die Zeitableitung bzw. die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors®” analog (A.24)

1 ésin@cos A + 6 cosfcos A — Asinfsin A
Ty | = age®™ | @sin@sin A + 0 cosfsin A + AsinfcosA |. (2.225)
T3 évcos® — fsinf

Damit erhdlt man die kinetische Energie T' (mit der auch zuvor schon verwendeten Setzung m = 1) zu

1/, . . 1 o
T = 3 (xf + i3+ m%) =3 ag,e? (a + 6%+ sin0 A2) (2.226)
Fiir die Lagrangefunktion gilt dann (vgl. (A.27))
1 . .
L= L(g,qit) = 5 ade™ (a2+ 62+ sin29 A2) — V(o 0,A;t). (2.227)

Wegen der Unabhéngigkeit der Potentialfunktion V' von den generalisierten Geschwindigkeiten ¢; kdnnen die
generalisierten Impulse nach (A.29) gewonnen werden als (entsprechen kinematischen Beziehungen, vgl. (2.157))

oT 2 92 oT 2 2an orT 2 2
o = —— = a =2 = @g, —= = “gin?f A. 2.22
P 55 = do¢ Q, Do % age pA = A ag,e”” sin (2.228)

Zwischen den generalisierten Geschwindigkeiten und Impulsen besteht hier also der Zusammenhang

Pa 1 0 0 Q1 q1 1 1 0 0 Pa
po|=age® | 0 1 0 ||d| < |d@|=—5| 0 1 0 po |. (2.229)
P 0 0 sin?0]|ds g3 @ 0 0 sin~20] |pa

Ersetzen der Geschwindigkeiten durch die Impulse liefert fiir die Lagrangefunktion die Darstellung

pi) — V(e 0,A;1) (2.230)

11, 1
L:L(q7p;t):§agej(pa n29

und fiir die Hamiltonfunktion (in der Vorzeichenkonvention der Physik, deshalb hier als H statt F bezeichnet)

[ T 0 0 1[pa L ,
H= o | 0 10 P |- 3 gB2a(pa+p9—|— gpA>+V(a,9,At) (2.231)
pa 0 0 sin 20| |pa
bzw.
—1#( +Ph ! 3)+ V(a0 A51), (2.232)
_20;39620‘ Po pG epl\ .

vgl. (A.36) und (A.37) bzw. (A.41).

Um sicherzustellen, dass der Variablensatz der modifizierten Kugelkoordinaten M := (c, 8, A; pa, pg, pa)’ auch
tatsdchlich kanonisch ist, soll die zugehorigen Matrix der Lagrangeklammern L x4 iiberpriift werden. Wenn man
die Reihenfolge der Koordinaten und Impulse vertauscht bzw. M = (pa, pg, pa; @, 8, A)T wihlt, dann dndert sich
lediglich das Vorzeichen von L und diese Matrix muss dann im Falle von Kanonizitdt die Struktur

[ [PasPa] [Paspe] [ParPA] | [Pas] [Pas0] [Pa,A]T] T -1 0 07
[po.pa) [po,po] [po.pal | [po,] [po,0] [po,A] 0 0 -1 0
[paspa] [Paspe] [Pa,pa] | [pasa] [pa,0] [pa,A] | 0 0 —1
T (e pa] Lawm] Lapa] [lara) (@8] [a,A]| |10 0 (2:233)
[0 ,pa] [0,p0] [0,pa] | [0,a] [0,0] [0,A] 010 0
_[ apa] [ 7])9] [ 7pA] [A’a] [A’e} [A7A}- _0 01 _

aufweisen, also eine spezielle Form antisymmetrischer Matrizen sein.®® Bestiitigt sich die erwiihnte Struktur, so
ist auch die Giiltigkeit der Hamiltongleichungen (siehe (A.10) in § A.1) fiir diesen neuen Variablensatz gesichert.
Wie bereits erwahnt, ist die Kanonizitét des Variablensatzes nicht zwingend notwendig fiir den Liereihen-Ansatz.
Die Lagrangeklammern selbst und die daraus aufgebaute Lagrangematrix bzw. Matrix der Lagrangeklammern
werden in § B.1 motiviert. Die weiteren Abschnitte des Anhangs B zeigen explizit die Herleitung dieser Matrix
fiir die Variablensétze KC, H und S. Die Bestimmung von L soll an dieser Stelle analog dazu erfolgen.

57wie die Komponenten des Positionsvektors bzgl. der raumfesten Basis [e;]

58vgl. (B.113) aus § B.4 fiir die Struktur der Matrix der Lagrangeklammern Lg im Falle der gewdhnlichen kanonischen Kugelko-
ordinaten in der Reihenfolge S = (+, J, H;r,6,A)T
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Zunichst werden Positions- und Geschwindigkeitsvektor zweckmissig beziiglich der orthonormalen Basis [s;]
(Abb. 2.1) und in Abhéngigkeit von M ausgedriickt. Hierflir kann auf die Abhéngigkeit von S zuriickgegriffen
werden, siehe (B.98). Die notwendige Ersetzung von r bzw. 7, J/r und H/(r sin#) kann durch Beriicksichtigung
der kinematischen Beziehungen (2.157) einerseits und der Impulsausdriicke (2.228) andererseits erfolgen. Wegen

1 1
r =age” — = ,
T age®
r Pa
o = — — r = s
T age”
(2.234)
6 — Do J _ De
2 a2e - T age®’
® ®
i — H DA _ H _  pa
(rsinf)?  a%e2sin®f rsinf  age®sinf
erhélt man
r s L S1 + pesa + ! S (2.235)
= agesy, v = — . .
©€ 81 e PaS1 T PoS2 51n0pA 3

Aus (2.235) konnen die zur Lagrangeklammer-Bildung notigen partiellen Ableitungen Or/dq;, dr/dp;, Ov/0g;
und 9v/9p; gewonnen werden. Es sei daran erinnert, dass die s; lediglich von den beiden Koordinaten # und A
abhéngen, vgl. (B.94) bis (B.96), und deshalb wiederum die Beziehungen (B.97) gelten. Das Ableiten liefert

or or or or or or

- a - = a - = “cin @ s- — =0, — =0, —— =0 2.236

5 age®sy, 50 age”soy, A age® sin 0 s3, e " O " on ( )
und

ov 1 1 ov 1

= PaS1 + PeS2 + —— DAS3 |, T = S1,

Oa age® sin 6 Opa age®

ov 1 cos ov 1

o _ _ . 7 LA : 2.237

00 age® (p951 Pes2 + sin?6 pASS) Opy  age® 52 ( )

ov 1 n cosf ( o+ 0) ov 1 1

—_— = s Sy — sin cosf)s —_—= S3.

oA age® PASLT GngPhs2 — \Pe bo ) dpr  age®sinfd

Jetzt lassen sich die einzelnen Lagrangeklammern sehr einfach bilden.%"
Alle Lagrangeklammern unter Beriicksichtigung von (B.10) mit dem Impuls p,, als Argument lauten

[ ] = or Ov or Ov —0 [ = or O0Ov or O0Ov _0
o POl = e Ops  Ope Opa Do PN = G Ops  Opa Opa
(0] 0 (0] 0
—_——— —— —_——— —\—
0 0 0 0

[ ]_ﬁ@_@iv__ a 1 _ -1
U G B da Opy | \1EC P qoea ST T T AT T
~—

0
———
0

[ 9]_£87v_@67v__ o 1 - _ -0
= B 90 00 opn . \"2C %2 ) \Gpea ¥ )T TE 70
~—

0
———
0

or Ov Or Ov
A:7-7—7~7:— g . :—‘. . = .
[Das A oo 0N A Ope (a@e 5111953) (a@ sl> sinfss-s; =0
N~~~ 0
0
————
0

(2.238)

ea

59Fs ist, wie sich herausstellt, nicht einmal nétig, von der moglichen Wahl eines ,bequemen” Bahnpunktes Gebrauch zu machen;
wie etwa des Perigdums im Falle der Kepler-Variablen. Anmerkung: der radiale Abstand zum Perigdum r, entspricht dem Minimum
von r. Die Koordinate o nimmt dann ebenfalls ihren Minimalwert oy, = In(rp/ag) an. Fiir den Maximalwert, der im Apogdum
erreicht wird, gilt entsprechend a, = In(rq/ag), so dass a € [ap, aa]. Wegen rp,7q > ag ist o im Falle ¢ := ag (vgl. (C.29) und
(C.30)) stets eine positive Grosse.
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Die verbleibenden Lagrangeklammern mit dem Impuls py als Argument lauten

or Ov or Ov

) :77_77:Oa
[po- 2] dpe Opa 8PA Ipe
L/_/ L/_/
0 0
[pa]_ﬂ&_@ﬁ__aeas 1 S = —81-89=0
0 "~ Opg O Oa Opy S age® )T o 2T
~— 0
0
————
0 (2.239)
(9, 0] or Ov Or Ov O 1 . s 1 .
= —_———— = —|a . e — . _ —
PO = ope 90~ 90 ape O 52 )1\ Ggea 2 2 2=
\/ 1
0
0
Jdr Ov Or Ov
Al=———— —=— “sin 6 : = —sinfsg-so = 0.
[pg, A Ops N 9N Ops (a@e sin s;;) (a@ea 52> sin@ss - sy
~— 0
0
————
0
Die verbleibenden Lagrangeklammern mit dem Impuls py als Argument lauten
] DOV B v (LN 1 N
Aol = dpy Oa Oa Opp Gee 51 age® sing )T Tsma BT
N~ 0
0
————
0
[ o}fﬁ@,@&—,aeas 1 ! S *771 So-s3 =0
PO = oy 90 90 aps . \"9C 2 ) \apeasing ) T TsmadLE T
\,./ 0 (2.240)

0
——
0

[ A]—ﬁa—v—ga—v—— “sinfs LI, S3 )= —s3-s3=—1
PR T ap O T 0N ap |\ PYS  peasing 2 ) T T8 BT T
S~~~ 1
L,_/
0

Die verbleibenden Lagrangeklammern mit der Koordinate « als Argument lauten

(0, 0] = or Ov  Or Ov Y 1 +09
«@ 90 00 00 9o  \MeC S agea P05 T PaS2 T G o PASS

1 1
- (fl@eaSz) : <— a {pa& + pos2 + o PAS 3})
@t

cos 1
—P§S1°8S1+DPaS1 82 ———5-PAS1S3+PaS2S1+PeS2-S2+——-PAS2-S3
S—— S—~— n-d N—— N—— ~—~— siné N——

1 0 0 0 1 0

—po +ps =0,

=222 ()

Ja OA  0OA Oa age®
— (a@e“ SiﬂGSg) . (

0s 0
[PA S1 + g Pas2 — (pa sin 6 + pg cos 9) 53} ) —

1
|:pasl + pos2 + 0 pASS} )

cos f . . .
= —pp Sy -S| — DA S1 - So+ (pasmﬁ—i—pgcosé) S1 83+ Sinfp, s3-s;+sinfpgss-se+ pas3-s3
SN—— ind SN—— SN—— S—— S—— S~
1 0 0 0 1 1
= —partpa=0.

(2.241)
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Die verbleibende Lagrangeklammer mit der Koordinate 6 als Argument lautet

cosf

Oor oOv Or Ov o 1 )
0,A] = % 3K BA 30 = (a@e 52> . <— - [pAsl + g PAS2 (pa sin + po cos@)s%) —

. 1 cos
— (a@eo‘ sin 0 s3) . (— = {pes1 — PaS2 + —5- pASS:|>
age sin“6

cosf . . . cosf
= —PASo -S| ——— PA Sy - So + (pa sin 6+ pg cos0)52 -83+sinfpgsz-s; —sinf p, s3 - So+—— pa S3 - S3
“~—~~— sinf SN—— SN—~— SN—~— “~—~— sinf SN—~—
0 1 0 0 0 1
cosf cosf
=———pa+——5pr=0.

sin @ sin 6

(2.242)

Einsetzen aller Lagrangeklammern in die Matrix (2.233) bestéitigt deren kanonische Form
L O (2.243)
MU E ] o '

und damit die Kanonizitiat von M. Anhang D stellt die Transformationen C «» S, C < M, § « M zusammen.

2.2.4.6 Liereihen-Ansatz in modifizierten kanonischen Kugelkoordinaten

Die Hamilton-Funktion F' hat nach (2.232) in modifizierten kanonischen Kugelkoordinaten die Form (F' =V —T)
1
2 a? e

F(M) =V (a,0,M(A);t) (p§+p§+ Lpi) mit  A=A-—0, (2.244)

sin?6

wobei V(oz, 0, t) dem Anhang C.2 entnommen werden kann. Aus (C.53) folgt fiir das klassische Hauptproblem

- Ho 30T - 1 —2a 1
Pty te 3 (1/)200+ Doos Cos?@) —5e (p§+p§+ — pi), (2.245)

®
mit den generalisierten Impulsen (2.228). Da © (GST) nicht auftaucht, ist F' zeitunabhéngig (nur zonale Terme).
Mit OF /0t = 0 und den Koordinaten x||(«, #, A)” und Impulsen p||(pa, pg, pa)” erhilt man im Liereihen-Ansatz

fO = [a7 97 A]T7 go = [pou Do, pA]T7 (2246)
sowie
o _a He  _saf— - 1 —2a 1
—%6 —3£€ s (1/)200+ 1/’20200529)‘1' %e 2 (pi—&-pg-i- mlﬁ\)
S = —oke e 3%y0o 810 20 + < e 2 cosb '
0(a, 0, ) o 202 a?e S0 DA
(2.247)
0
o @]
OF —2a P
Dpwporn) B | |7
L © sin~20 pa A
Offensichtlich ist OF i
= —70 = —. = —Q
Fir k > 0 gilt
ofy oF ofy, oF
foir = {fo, F} = - :
e = e Y = e on) 0@ 6.8 90,0, 8) 0o, por p) .
_ (g F) = I oF  dg OF '
B B T e po. o) O 0,A) (0,0, ) O(pa, popn)
Wegen
ofy ofy 8go ag()
90—, 0 1, und 0980 g, 980 _g 2.250
Dpmpopn) Y B0 k) pmporn) 2 By 220
folgt
oF oF
fil=—r-«-— und = 2.251
"= 50w pe ) 8= o, 1) (2251)
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Die Berechnung der fj;>2 und gj>2 erfolgt auf die zuvor gezeigte Weise. Zur Kontrolle der einzelnen Ordnungen
sollten stets die physikalischen Dimensionen iiberpriift werden. Fiir die Vektorkomponenten muss gelten

2

ow) = fir i=123,  k=012.... (2.252)

Fiir f; erhélt man aus (2.249) zunéchst formal mit p := (pa, pe, pa) und q := (o, 0, A)
ok or o or
- dpdq  9qdp’

wobei die Vektoren 0F/dq und OF/0p fiir alle Ordnungen k gleich bleiben und stets (2.247) entnehmbar sind.
Als eigentliche Hauptarbeit verbleibt die Herleitung der Matrizen 0fy /0p und 0fy,/0q (analoge Aussagen gelten
fiir gj). Fir k& = 1 folgt

f, (2.253)

1 0 0 Pa 0 0
o 1 50l 0 1 0 O _ 2 | py 0 0 9.954
op  aZ C ’ aq a2 (2.254)
p ® 0 1 9 ® 1 cos 0 0
sin?6 sin’6 ba sin’6 pa
und damit
-Nﬁ 7673a B 3675a E200+@202 cos 20 + i 67404 71’2‘ +p3 + 1 p?\ B
a3, az, sin®6
f, = —2”—369 e " Py0 5in 20 + i4 e~ cot 9% DA — 2DaPo . (2.255)
ag ag sin“f
2 .1
—— e o+ cot 6
I ad sinZg P (v ) i

Fiir die spétere praktische Anwendung ist es vorteilhaft, in den einzelnen Vektorkomponenten die generalisierten
Impulse durch die generalisierten Geschwindigkeiten zu ersetzen; die Formeln vereinfachen sich dann etwas und
man kann Rechenzeit einsparen. Hierfiir werden die Zusammenhinge (2.234) oder (D.10) aus § D.2 benutzt5°:

— p— . A . A
LL? {_6—311 — 3¢ 0 (1/)200—1— Yo COS 20)} — &%+ %4 sin®h A2
f

—2l% 5%, 0, 5in 20 + cot O sin®0 A% — 246 ~ (2.256)
g
—2(é& +cot 06)A

Bevor weitere Terme hergeleitet werden, soll iiberpriift werden, ob die bisherigen Terme mit fritheren Formeln
konsistent sind. Dies wird am Beispiel der Vektorkomponente fa, geschehen; weitere Komponenten lassen sich
analog kontrollieren.

Die Komponenten fs, (M) und fi, (M) = & (siehe (2.251) mit (2.247)) sind Teil des Liereihen-Ansatz fiir «(t):

alto + At) = fo,(M)], + fr,(M)], At + § fo, (M)[, AP+ = af, + &[, At + Faf, AP+ (2.257)
Andererseits sind die Komponenten fs, (S) und f1, (S) = 7 (siehe (2.218)) Teil des Liereihen-Ansatz fiir r(¢):
Plto + A = o, (S)], J1, (S)] AL+ & for ()| A+ - = |+ ], A+ JF[ A (2:258)
Aus (2.221) folgt
. . o .. -2 .
a=- o =TT T g="_g (2.259)
r r2 roor? r
und somit die zu iiberpriifende Relation (unter Einsatz von Transformationsformeln aus Anhang D)
1 .
Frr (M) = — f,(8) — &2 (2.260)

Zu beachten ist in diesem speziellen Fall, dass fiir (2.218) bzw. im gesamten § 2.2.4.4 der nicht-normalisierte
Koeffizient cop verwendet wurde und in (2.256) bzw. in diesem § 2.2.4.6 die normalisierte Variante bzw. Jop.

601etztere, falls die Startwerte in C gegeben sind
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Einsetzen der konkreten Formeln fiir die Vektorkomponenten in (2.260) liefert zunéchst

M—?)@ {—6_30‘ — 3e 5 (@200 + 1hygy COS 29)} —&*+ 6% sinH A% =

e
2.261)
_1f mef, 3ae co )l [V (Y e
_T{ 2 {1—1—2(7‘)020(30059 1)+7‘ . + s d e

und nach einigen Schritten (mittels (C.27), (C.32), (C.33), Tab. C.1, (2.221), (2.234) und Additionstheorem)

He {_ —3a 36—50‘J20\f( +%cos?9)}+92+ sin? A?= M®[1+ ( >620(3COS 0 1)} 5 () (mln@)j

2
CI,@ T

I al . . . 2 1
agj{ -0 _ —020< +200529>}+92+ sin®9 A= — [1—1— ( )Czo(3COS 60— 1)}1—T2 () (rsm@)]
7 2 P (ag\? 1
S (2o ) i -2 (2 (oo 1) A2 (5]
L [ 0g\2 J? . b [ Qg \2 1
_37?(?@) CQOG—’—%COSQG)—Fr74+8m9(7“sm9 37?(%.9) 620(% cos* 0 % 2( rsm@ ]

2 A2
3 3 (769) C20 G—i—% cos 29): —3% (769) C20 (% cos? 60— %)

%—l—%cos% = %(20529— %
c0s20 = 2cos?0 — 1. v
(2.262)
Auf die gleiche Weise kann ein Plausibilitatscheck fiir weitere f, und gj bzw. deren Komponenten erfolgen.

Fiir g2 erhédlt man formal

8g1 OF 8g1 oF
= - 2.263
g2 dp Oq dq Op ( )

Die Aufstellung der Matrizen dg;/0p und 9g;/dq resultiert in

1
DPa  Po m PA
9g1 2 2 cosf
— = —F& € 0 0 _ (2264)
Ip age sin®6 ba
0 O 0
und
_ te e "+ gl ;=30 (@200‘F oga COS 29) _ 2 e 2 <Pi+ P+ ! P?\)
agp (075 aé Sil’l29
g1 2 6
= Ko 307 . —20 COSU
6— e sin 20 — — —_—
0q ag Y202 a?, sin?g A
0
B - (2.265)
He _s30— . 2 cos
6@ €73 Ugge 8iN 20 — aé —2a 39 Pa 0
Po —3a7 L _9q2+0c0s20 ,
—4 e cos20 — e Y —mF— 0
ag V202 aé sin*6 Pa
0 0
Ein Vergleich von (2.264) und (2.254) zeigt, dass
8g1 8f1
o 2.266
op ( dq ( )

gilt und aus (2.265) ist ersichtlich, dass die Matrix dg;/0q symmetrisch ist. Der praktische Rechenaufwand fiir
go kann deshalb deutlich reduziert werden.
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Fiir g, folgt

Z—g {—e_wpa +e (3 Y900 Pat Wag2 (3 €0s 20 po + 2sin 29p9))}
= — 1 1
82 = 25—3@ e 5 Vog2 (3 sin 260 p,, — 2 cos 20 pg) - e*4aj R ( sin 20 p,, + (2 + cos 29)170) (2.267)
® ® sin“0
0

bzw. wiederum nach Ersetzung der generalisierten Impulse durch generalisierte Geschwindigkeiten

_ Ko {_efad + o3 (3 @200(54 + @202 (3 cos 26 & + 2 sin 20 0))}
ag
go = 2%9 e Poog (3 sin 20 & — 2 cos 20 0) — aée%‘AQ ( sin 20 & + (2 + cos 26) 0) : (2.268)
®
0

In der néchsten Ordnung erhilt man

[ 22 {Be Gt e (2000 G + Pagy (21 cos 20+ 251020 0)) b + 26(a? — 362 — 3sin®0 A2)

ag

£ — 2’% {70 4 ¢ (300 0+ e (75120 G + cos 206)) } — 20(6 — 362) — 342 (sin 20 + 6)

2A {H?{e_ga+ e_5a(3@200 + 90 (2 + 5 cos 29))} +

! 6_2'1(3 (d + cot 9)2 — A2>}

(2.269)
und
% 6740‘{1 - e*4a<9ﬂ2 + 18 08 20 1900 tane + = (5 cos 46 + 13)@2 )} +Le {67("(2d2— 6>— sin®6 A2) -
at 200 200¥202 1 3 202 e

—e—?’a(?@goo (462— 2= $in®0 A2) + Dy (cos 20(1242 — 762)+ 165in 20 46 — (2 + 5 cos 20) sin®0 A2))}

2
g5 = Zf e~ sin20 A2~ 25—2 €07 5in1 20 Doy {3+ €290+ 50320 Dy )} + Zfi e=32432.¢0320 60 g+

+5in20 (2@202 (762 — 1262) + A2 (3900 + 7@202))} + 3a3962“/\2{2(2+cos 20)af + sin 20(a? — 1A2)+

+ cot 6(3 + cos 29)92}
0

(2.270)
Auf die explizite Wiedergabe weiterer Terme der Reihenentwicklung wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit
verzichtet. Anzumerken bleibt, dass die Terme systematischer aufgebaut sind, als bei der Verwendung gew6hn-
licher kanonischer Kugelkoordinaten. Die Verwendung eines konsequent spektral dargestellten Erdschwerefel-
des (Anhang C.2) ermdglicht einen Einblick in auftretende Frequenzen bei den resultierenden Stérungen der
Bahnelemente.%! Zudem sind die partiellen Ableitungen leichter zu bilden. Beim unterstiitzenden Einsatz von
Programmen wie MATHEMATICA™ #ussert sich dieser Vorteil vor allem in der spiirbaren Rechenzeitersparnis.
Nachfolgend soll der Liereihen-Ansatz in modifizierten kanonischen Kugelkoordinaten auf ein etwas héher ent-
wickeltes Erdschwerefeld (auch mit tesseralen Termen) angewendet werden.

2.2.5 Spezialfall 4 x 4-Erdschwerefeld

Die Hamilton-Funktion F' hat die Form (2.244), wobei V(a, 0, \(A); t) fiir Nypax = Mmax = 4 dem Anhang C.2
entnommen werden kann. Man erhélt konkret, unter Beachtung von A = A—© und © = O(t) = wg (t —tg) + Oo,

1

sin’6

1
F=Vg, (0,0, At)— 202 e_zo‘(pi+pg+

1 1
2 pi) = Zﬁe_a—"_ R@4x4(a’6aA;t)_76_2a<pi+pg+ 2)
) (S5}

2a%, sin2g A
(2.271)
mit den generalisierten Impulsen (2.228).

Da ©, d.h. GST, auftaucht, ist F' zeitabhéingig (denn es sind tesserale bzw. langenabhéngige Terme enthalten).
Hier wird nachfolgend stets 0. B.d. A. Og,tg = 0 gesetzt, so dass © = wgt und A = A — wgt bzw. A = A + wgt.

61etwaige verbliebene Terme wie sin?6 lassen sich hierfiir ebenfalls umschreiben, z. B. sin?6 = % - %cos 20
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Das Storpotential Rg, ., (o, 0, A;t) lautet dann explizit (sieche Anhang C.2)

Rg, .. (04 0,A; t) — Z [ —Sa{ (1p200—|— Y909 COS 29) + ¢212 sin 26 cos ((A w@t )\21) +
S5}

+ (@220"— E222 COS 20) COS ( (A W@t )\22) —+

+ef4o¢{ (1301 €08 0 + P03 cos 30) + (P51, 8in 0 + P15 8in30) cos (A — — As1)

+ (391 €08 0 + 1395 cos 36) cos (2(A — — 3o
+ (331 Sin 0 + Y435 sin 30) cos (3(A — wgt) — As3 }+ (2.272)

+
_|_

+675a{ (V400+ V402 €05 20 + 1404 cos 40) + (1415 8In 20 + by 4 sin 46) cos ((A — wgt

+
A W@t +
_|_

)

As3)
( ) = A1)
+ (Y420 + V42 €08 20 + 149, cos 46) cos (2( ) = Aa2)
+ (Y430 81020 + )43, sin 40) cos (3(A — wat) — Aa3)

+ (V440 + P42 €05 20 + 1444 cos 46) cos (4(A — wat) — 44)}]

und die (normalisierten) harmonischen Koeffizienten €, Sps, sind in den Grossen ¥ und \,,, enthalten.

nmj
Da die Zeit t explizit in der Hamilton-Funktion F auftaucht, miisste der allgemeine Liereihen-Ansatz (2.49) mit
(2.50) angewendet werden. Die notwendigen partiellen Ableitungen nach der Zeit 0fy /0t bzw. dgy /0t konnen
in die Poissonklammer-Terme {f;, '} bzw. {gy, F'} verschoben werden, sofern man einen vollstindigen Uber-
gang in den erweiterten Phasenraum vornimmt. Dazu wird neben einer zur Zeit ¢ proportionalen zusétzlichen
generalisierten Koordinate 7 mit

T —1T0 :t—to (2273)
ein zugehoriger generalisierter Impuls p, eingefiihrt. Die Gréssen 7 und p, bilden ein kanonisch-konjugiertes
Variablenpaar. Der zusédtzliche Impuls wird der Hamilton-Funktion additiv beigefiigt, so dass

F=V-T-p,. (2.274)

Die Einfiihrung zusétzlicher Variablen ist zunédchst rein mathematisch motiviert, wenngleich nach Cui [10]
physikalische Interpretationen gefunden werden koénnen.%? Offensichtlich gilt

dr oF

-7 =t 2.275

dt op, - T ( )
Die Zeit t wird hier also als zusétzliche Koordinate eingefiihrt; das System wird dadurch autonom und kann
mathematisch leichter behandelt werden. Dieses Vorgehen ist insbesondere im Hinblick auf eventuelle spétere
Erweiterungen des Kraftmodells um zusétzliche explizit zeitabhédngige Storungen (etwa Drittkorpergravitation

oder Oberflachenkrifte wie Strahlungsdruck, atmosphérische Reibung etc.) sinnvoll.

In (2.272) ist ¢ formal durch 7 zu ersetzen. Die physikalische Einheit von 7 ist demnach, wie bei ¢, z. B. die
Sekunde. Der zugehérige Impuls p, trigt die gleiche Einheit, wie die Hamilton-Funktion, z. B. m?/sec?.

Mit den Koordinaten x||(c, 6, A, 7)” und den Impulsen p||(pa, pe,pa,p-)? erhiilt man im Liereihen-Ansatz

fo = [0, 0, A, 7]", 80 = [Pas Po, PA, D7 )" (2.276)
und fir k>0
of oF of, OF
Bt = e F) = G 0 BB, A7) 00,0, A.7) Dpms o)
g OF Des oF (2.277)
g = 8k = e s ) D B A T) 0@, 0,87) Dm0 pnrp)
Wegen
of o f 0 0
o) =% d@a AT "™ Sy S G@e "
(2.278)
folgt
O g1 = oF (2.279)

8(pa7p97pAap‘r) m ’

62Der zur zeitartigen Grosse 7 gehdrende Impuls p, lisst sich als Drehmoment auffassen. Details zu den kanonischen Bewegungs-
gleichungen im homogenen Formalismus und zur Bedeutung des zusétzlichen Variablenpaares findet man z. B. bei Mittelstaedt [36].



2.2 Lésungsverfahren 51

2.2.5.1 Ubergang auf den erweiterten Phasenraum fiir ein 2 x 1-Erdschwerefeld

In diesem Abschnitt wird die Aquivalenz im Ergebnis des Liereihen-Ansatzes zwischen reduziertem und erwei-
tertem Phasenraum anhand einiger Koeffizienten f;, bzw. g;, explizit nachgewiesen.53

Fir den einfachsten Fall eines nicht ausschliesslich zonalen Erdschwerefeldes (nmax = 2, mmax = 1) lautet die
Hamilton-Funktion F(o, 0, A, 7;pa, Do, DA, Pr) = Vs, (0, 0, A, 7) — T(v, 0; pa, po, pa) — Pr konkret

5 Mo | —a, —3af (T - - . Y 1 —2(x( 2, .2 1 2
F=— 20 20 A— -\ - —_— —Dr.
. [e +e {(1/}200+z/1202 cos )—|—1/1212 sin 26 cos (( WeT) 21)}] 2a39 e po Dot 20 pA) P
(2.280)

Zur Gegeniiberstellung der Ergebnisse werden zunéchst einige Koeffizienten im Falle des reduzierten Phasen-
raumes hergeleitet. Anschliessend erfolgt die Herleitung der gleichen Koeffizienten im erweiterten Phasenraum.

Liereihen-Ansatz im reduzierten Phasenraum

Die zugehorige Hamilton-Funktion lautet

_ _ _ ) — 1 o 1
F = He [ea+ 67311{ (1/,200-1- Yo02 COS 29) + g1 sin 260 cos ((A —wgt) — )\21)}] ~ 5.7 e 2 (pi+p§+ mpi),

ag 52
(2.281)
so dass OF/0t # 0 und deshalb
ofy, ofy, ofy, oF ofy, oF
fro1 = — + {f,F} = — + - ,
b= G T = e G o) 0, 0,8) (0,6, 8) o) )
08 gy O s oF  dgy OF '
BT e T T 0 Opape,pn) 000, 0,8)  9(0,0,A) D(paspe, pa)
zu bilden ist, wobei wie in § 2.2.4.6
fO = [Oé, 97 A]Ta go = [pou Do, pA]T' (2283>
Mit der Setzung 3 7 3 B
Com =m(A —wgt) = Ao — &y = A —wgt — Ay (2.284)
erhdlt man
[ Ho | —a —3a )1 - - . z 1 2 2 p?\ ]
e e “+3e Yo00 T Va2 €08 20 + hgy9 sin 20 cos oy ¢ | + 2 Pt P+ <in20
(9F o ,u@ . o _ 1 p2
FCRANE _2@ e—3a{¢202 sin 20 — 14,4 cos 26 cos 521} + afejsingﬂ cot 0 )
e e 3%y, sin 20 sin &y,
L ag J
o &
oF 1 ’; By
(Pors P9 T T2 e2a 0 I
(Pa> Do, PA) ® oA /Sing P i
(2.285)
Wegen
8f0 o 8g0 _
und
oty oty Jgo 0go
%0 oy, L% 1y baw, 980, 980 _g 2.987
peporn) P B0 ) Smpopn) Y Baom 2 O
gilt fiir die Berechnung von f; und g; (vgl. Formeln (2.250) und (2.251) aus § 2.2.4.6)
oF oF
f=—— - 2.988
' Om o) 8 = B(a,0.8) (2259

63der theoretische Nachweis soll hier nicht gefithrt werden
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Die Berechnung von fs verwendet 9f; /0t = 0 und bendtigt (vgl. Formel (2.254) aus § 2.2.4.6)

1 0 0 Do 0 0
ofy 1 0 1 0 ofy 2
_ 7 S Po 0 0 2.289
a(paaPHapA) aéehx 1 8(0&,97A) aéeh DA DA ( )
0 —3 ) o, cot 0 0
sin“f sin“f  sin“f
Man erhélt
[ e | —3a —5a) T - - . z 1 2 2 pf\ ]
B et 3e Vo00+ Y202 €08 20 + g9 SIn 20 cOS g | — atoda \Pa™Po— —op
o o
= He 50 )T . A s 1 p2
1) —2% e {¢202 sin 20 — 145 cos 26 cos 521}1 - @ <2pap9 - Singe cot 9) (2.290)
Ho 5077 .= 2 pa
—2— t 0 — 4 —(Pa t 6
I a% e "My 5 cot fsin &y, a@ée‘m Sin0 (P + pp co ) |
In die Berechnung von g fliesst die Zeitableitung
—3sin20sin &,
g1 Hews — oz
B = apedn V212 2cos20sin €y (2.291)
sin 26 cos £,
ein, sowie (analog Formel (2.264) aus § 2.2.4.6 und wenn g =: (¢1,,91,,91,)" gesetzt wird
1 2 3
oA [0g1,  Og1,  Ogu, ]
Do Do sin20 Oa 00 OA
0g1 _ 2 0 o P ol =— o r og1 _ dq1, Oq1, Oq,
O(paspo,pa)  ade™ sin2g d(a,0,4) ) 9(,6,A) | 0a 90 OA
0 0 0 991, 991, 9y,
| O 00 OA |
(2.292)
mit
8911 _ :uﬁ —aig —3a ) 77, o 196 a sin 26 ¢ 2 2_|_ 2 p?\
D0~ as e e Ya00+ Ya02 €08 20 + Y915 8in 20 cos gy p| — féega Dot Dot sin20 )’
g1, Pe _sofT - = 2 P
= 6—e ¢ 20 — 20 — ————%— cotf
20 0 e Yo0o SN Y919 €OS 26 cos €9 a%e% 20 cot 0,
0 _ _
89/1; = 3%6; €3y, 8in 20sin &5y,
dg1, e _sof— . — = 2 i g1
= 6—e ¢ 20 — 260 - t0 = !
D0 0 e Yo0o SN Y919 €OS 26 cos €4 agee% 20 co 20
991, Pe _sa [ - - 1 p% 2+cos26 (2.293)
= —4—=e ¢ 20 260 —
00 ag € V202 00820 + Wgyy sin 20 05 £y a%e?* sin®0  sin?f
8512 = 72% e 3%y, cos 20sin &y,
dg1. 1o 30 o op T L 991, _ Oq
a—ojz 3%8 3 1/)21281n2931n§21:—ng BAl :
991 P& 30T oz 1 0g1, _ Og1
593 = —2%6 30 419 cOS 205in £y = e 8152 = 8A2 )
g1 Pe 307 z 1 g1
8/\3 = — %e 3% 4ho198i0 20 cOS £y = T 8t3 .
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Die Matrix dg1/0x ist symmetrisch, vgl. Formel (2.265). Einige ihrer Eintrige sind aufgrund (2.284) bzw.

N wy Of - ot “PTaA

(2.294)

zudem bereits bekannt. Der Rechenaufwand kann entsprechend reduziert werden. Man erhélt schliesslich go als

—5—3@ le_?’o‘ {pa + 3@%(&)@@212 sin 260 sin§21} —e b {3pa (@200 + Emg cos 20 + Egm sin 26 cos 521) +
@

+ 2pg (@202 sin 26 — 1,5 cos 260 cos EQJ + % 915 80 20 sinle}
sin

2
Z—g [26_3(*@@()@1/}212 cos20sinéy, — e *az ug! 8517/}19 (pa sin 20 + pp(2 + cos 26)) +

g2
+2e~52 {3pa (@202 Sin 20 — 1P4;5 cos 26 cos 521> — 2pp (@202 08 20 + 1415 sin 26 cos 521) -

_?7/; Pg15(1 4+ 2 cos 20) sin £, }]
sin“6

i) V1o leBaaéw@ sin 20 cos £y, + e {Spa sin 20'sin €4, — 2pg cos 20sin &y — p—AQH sin 260 cosfm}
sin

| ad _
(2.295)
Die Berechnung von f5 benétigt die Zeitableitung
—3sin20sin &,
Ot _ Hove 5 2 cos 20 sin € (2.296)
Fr a%em 212 cos20sin&y; |, .
2 cot  cos €y
fiir die, offensichtlich durch Vergleich mit (2.291) und mit Erinnerung an (2.289), gilt
of. of 7]
ob_ 9 Y81 (2.297)
ot O(paspe,pa) Ot
Dieser Vektor kann also in der Praxis sehr einfach aus zuvor bestimmten Termen aufgestellt werden.
Die ebenfalls notwendige Ableitung von f5 nach den Impulsen
I P —p _ Pa
“ 0 sin%6
of, 2 pa cot 0
= — Do p - 2.298
Onpopn) | ahew K (2299
pa pacotld pg 4 pgcotd
I sin?6 sin?6 sin?6 ]

ist eine antisymmetrische Matrix und lésst sich ebenfalls unter Verwendung schon bekannter Terme ausdriicken:

ofy 1 of, ( of, )T , of;
= — — 2diag(pa, Pa, Pa + pocot ) ——— |, 2.299
O(Pas Pos PA) a%eh (8(0[,0,/\) d(a,0,h) g(p Pa, D Po )3(pa,p9,p/\) ( )

wobei diag(dl7 da, ... ) allgemein fiir eine Diagonalmatrix mit den (Haupt-)Diagonalelementen dy,ds, . . . steht.

Fiir die noch fehlende Ableitung von f, nach den Koordinaten erhilt man, wenn fo =: (fa,, fa,, f2)%,

i af21 af21 ale ]
da a0 oA
8f2 o af22 af22 0f22

a,0,A) | da 00  OA (2.300)

Ofa, Ofa, 0Of,
| 9a 99 0A
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mit

op,

Oa

9fs,
a0

9fs,
oA

0f2,
Oa

Of2,
00

Of2,
oA

Oa

af23
a6

8f23
N

3HEB

_ saf— = — = 4 PA
3%t be 5a{¢200+ Ponz €08 28 + g5 sin 260 cos 521} + T (PZ_ Po— — )7
age sin“f

2
Ho 50 ) : ra 2 P
= 6= 20 — 20 — t 0,
a% e {1/1202 sin 1919 COS 26 cos 521}] aéae‘l“ 20 co

69

= 3”—;B e 2% 4y, 8in20sin &y,
g
= OM@ T 1hogg SN 20 — g5 cO8 20 cos Egy p| + A 2papo — PA cot 8 |,
a?, ag et sin
»:
Ho anf— o 1 (2:301)
= 4— e cos 260 + sin 26 cos - — 2 + cos 26
a3 {7/)202 Vo120 521}] aleto sin 9 ( )
= 72/1eB e 2% 4Py cos208in &y,
ag
Mea o507 8  pa
= 10— t 0 —_ t0),
69 Pa14 cot fsin 521 a@e‘lo‘ Sn0 (Pa =+ pg co )
= QM@ T 19 s L in &1+ L A (Pa 8in 20 + pp(2 + cos 26)),
@ in 9 a®e4a i 0
= zﬂea 5% g1 COt B cOS oy .
a3,

Die Matrix (2.300) ist nicht (anti-/)symmetrisch; in der Praxis ldsst sich gleichwohl Rechenzeit sparen, da die
Eintréage sehr systematisch aufgebaut und zudem teilweise nahezu identisch mit zuvor berechneten Grossen sind,
vgl. etwa 9g1/0(c, 0, A) bzw. die Matrixelemente (2.293).

Man erhélt schliesslich f5 als

He

) -
_ -1 - p

—M? [ 50‘{5pa— 3a®w@w212 sin 26 Slnle} + 2e” a@l,u@lpa (pi — 3pg — 3~ g ) +

agy sin“d

+ 6_70‘{21pa <E200 + 1g09 €OS 20 + 1y, 5 5in 26 cos 521> + 2py (@202 $in 20 — 14,5 cos 26 cos 521) +

PA — . .z
%0 o719 Sin 26 8in €o;

sSin

2
p; l?e {pg—l— azwe g5 €S 20 sin 521} — e_GO‘aél,uﬂgl {2p9 (pg — 3pa2) +3 'p/}LG (pa sin 20 + pg)}—i—
@

+2e 7@ {pg (3@200 + 1g09 €OS 20 + 19,5 5in 26 cos 521> + Tpa (@202 S0 20 — 1575 cOs 20 cos €5y

@212 (1 + 2 cos 29 b1n§21 }]

pe 1
al, sin?0

+

[ _5”{2])/\4— ag,we Py sin 20 008521}4- 2e” aél,ugBlpA (3(pa + o cot9 p49>
sin

+e T {QpA <3¢200+ Yoga(2 + 508 260) + 1515(2 — 5 cos 26) cot 6 cos 521) + TPa Voo 8in 20sin €y )+

+ 2pp 1915 (2 + cos 20) sin £, H

(2.302)

Diese Beispiele fiir die ersten f;, bzw. g sollen geniigen und mit den nachfolgenden Ergebnissen aus einem
Liereihen-Ansatz im erweiterten Phasenraum verglichen werden.
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Liereihen-Ansatz im erweiterten Phasenraum

Basierend auf der bereits angegebenen Hamilton-Funktion (2.280), sind die Koeffizienten der Liereihe in diesem
Falle nach der Vorschrift (2.277) zu berechnen. Fiir k£ = 0 wird (2.276) gesetzt. Damit folgen unmittelbar fiir
k =1 die allgemeinen (d. h. noch kraftmodellunabhéngigen) Beziehungen (2.278) und (2.279) und hier speziell

- -
a2 e Pa
- 1
= Do
f, = —a(aF) = | aie (2.303)
Do Pos PA> Pr 1 A
a? e sin?f
L 1 -
sowie
[ Ho | —a —3a) 7 = - : = 1 2, 2, PR ]
_g e %+ 3e WoooT Wag2 €08 20 + 1hg158In 20 cos Ty | + @ Do+ P+ sin?d
- Po safs = _ i
OF —2—e Pop SIN 20 — 1915 €08 20 cOSTyy | + —5—5— ——5- cotd
81 =57 o\ — L) ag e sin“f
O, 0,A,7) B
_te e 3%, 5 5in 20 80 Ty
Ge
Ko 3077 . A
wWg— € “Yhyy48in 20 sinfy;
L ag |
(2.304)
mit der Setzung
_ < _ - on 1 oy, o, o,
— A_ _ — = A_ _ nm - _ nm nm __ _ nm .
o = AwaT= A T = M (A=weT) =Aum oA we Or or — “®ToA
(2.305)
Die Berechnung von f, bendtigt neben (2.303) und (2.304) die partiellen Ableitungen (f; =: (f1,, f1,, fiss f1.)7)
[0f,, 0fi, Ofn, O] [0fi, 0fi, Ofi, Ofu ]
Opa  Opy  Opx  Op; da 00  ON Ot
afb af12 afl2 a]012 af12 afb aflz aflg
ofy | 9pa Opy  Opn  Opr of, | 9a 00 0N Or
O(parpo,pr.pr) | Ofs Of, Ofi, Ofi, |7 oa,0,A,7) | 0f, Ofi, 0Ofi, Ofi,
Opa Opo  Opr  Opr da 09  ON  Or
8f14 af14 af14 af14 af14 af14 af14 af14
| 9o Ipo Opn Opr | | 0o 060 0N Or |

(2.306)
Da der Impuls p, lediglich als linearer Term in die Hamilton-Funktion (2.280) eingeht, verschwindet er gleich bei
der ersten Ableitung nach den Impulsen (2.303) und taucht daher auch nirgends in den sonstigen Formeln auf.
Die letzte Spalte in den Matrizen Ofy/9(pa,po, pa,pr) und 9gk/0(pa, o, Pa,pr) fir k = 1,2,... wird deshalb
jeweils von Nullen belegt.
Jegliche eventuell konstante Vektorkomponente in den Koeffizienten fj, bzw. gy fiihrt unmittelbar zu entspre-
chenden Nullzeilen in den Matrizen 0fsj/0p und 0f>/0x bzw. 0g>r/0p und 0g>1/0x, so dass die Liereihe fiir
die korrespondierende Grésse (Koordinate bzw. Impuls) an dieser Stelle abbricht. Dies geschieht hier konkret bei
der generalisierten Koordinate 7, denn f;, = const.= 1. Die letzten Zeilen in den Matrizen 0f>1/9(pa, P, P, Dr)
und 0f>1/0(e, 0, A, 7) werden deshalb jeweils von Nullen belegt.

Die Liereihe fiir 7 bricht also nach dem linearen Term in At ab, d.h. f>5, = 0. Nach (2.49) erhilt man explizit
T (tO + At) = é f04|t0(At)O + % f14|t0(At)1 + % f24 |t0(At)2 + % f34 |t0(At)3 +oe

(2.307)
=1-7(tg) 1+1-1-At+3-0-(At)>+3-0-(At)3 + -+ =7 (tg) + At = 79 + At
und da mit (2.275) unmittelbar 7 = ¢ gilt, folgt einfach die Identitét
Tto+ A =7(to)+ At —  tto+ A =t(te)+ At  —  to+At=to+At. v  (2.308)

Die noch nicht direkt angesprochenen Elemente der Matrizen (2.306) sind identisch mit denjenigen aus (2.289).
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Man erhilt, vgl. Formel (2.290),

£, =

_He
3
Og

_ _ 1 PA
—3a —ba : — 2 2 A
3 20 20 - — Py —
e "+ 3e {1/}200+ Pg02 €08 20 + 1519 sin 20 cos 7721}] aleto (pa Dy sin2(9)
Ve e 5e {w sin 20 — 14,4 cos 260 cos T } — 1 <2p po — —2— cot 0)
202 212 21 P o

ag, age* ’ (2.309)

He 54T - 2 pa

—2= t 6 - ———(pa t 0
a% e %Py cot Bsinmy; aée4a <%0 (p + po co )

0

Auch bei der Berechnung von go ergeben sich, neben zusétzlichen Nullelementen, zunéchst noch die gleichen
Matrizeneintriage, wie im Falle des reduzierten Phasenraumes; einerseits, vgl. Formel (2.292),

[091, 091, 9091, Oy, | _ -
Opo  Opg Opn  Opr Pa Do : p /;9 0
ang aglz 8912 aglz piln
g1 | e 9o Opn O | 2 |0 inZg Ot0 0 of \"
O(Pa,po,pa,pr) | 091s 091, 991, Ogia | age | 0 o \o(a.0,A7)
Opa  Ope  Opa  Op-
a914 a914 8914 a914 0 0 0 0
| 9pa Ope Opa Opr | - -
(2.310)
und andererseits unter Ausnutzung von (2.305) sowie einigen Symmetrieeigenschaften
[ 091, 991, 091, 991, | [ 9o, 991, Og1, 991, |
da 99 0N  Or dax 0 dA © oA
8912 aglz 8912 aglz 8911 6912 6912 —w aglz
dg1 | 0o 90 9N Or o0 09 oA © oA (2311)
a(avevAvT) B a913 6913 agls agla 8911 8912 8913 —w a913 .
da 90 ON  Or oA oA oA © oA
991, 991, 991, 99y, o9 Og, 991, 5 001,
| 0a 90 oA o | | T oA © oA “ oA © oA |
mit den lediglich 6 (statt 16) tatsichlich zu bildenden partiellen Ableitungen (vgl. Formel (2.293))
%91, _  to €™+ 973 hog t Pago €08 20 + g5 Sin 20 COS Ty | — 2 pa+ g+ PA
da ag aZ e \" sin%6 )’
g1, Po  —zafT - _ 2 i
0= 6£ €3 10 81N 20 — 1y €OS 20 COSToy ¢| — @ singﬁ cot 0,
P _
Il ghe =307 sin20sing,,,
aA (07
(2.312)
Dy, e a0 — — _ 1 pi 2+cos20
892 — 74@ e Yoo €08 20 + 1Pg15 8N 20 cOS Ty o| — aéem R R—;
991, 1o 3077 -
oA = —2£ e 3% )y cOs 20 8in Ty,
991 = 18 3 g5 8iN 20 COS Ty -
BA ag

Bei der praktischen Auswertung dieser verbleibenden Ausdriicke lisst sich, aufgrund der vielen gleichen Terme

bzw. Faktoren, bei entsprechender Programmierung zusétzlich etwas Rechenzeit einsparen.

Da die Matrix (2.311) tatséchlich voll besetzt ist, bricht an dieser Stelle keine der Liereihen fiir die generalisierten

Impulse ab; also auch nicht diejenige fiir p..
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o7

Man erhilt, vgl. Formel (2.295),

He
ag

2
Ho —da, —1,—1_PA

ag sin

22

—3a,2

-3 [e—3a {pa—l- 3”%“@@212 sin 26 sin 7721} —e b {3pa (@200"‘ g €08 20 + 1)y sin 260 cos %1) +

+ 2pg (@202 sin 20 — 1515 cos 20 COST)21> + pige 1914 Sin 26 8in 7y, }
sin

b l2e3aaéw@w212 cos20sinT,, — e *ag'ug' - i (Pa sin 26 + pg(2 + cos 260)) +

+2e752 {3pa (@202 §in 260 — 1915 cos 20 cos ﬁzl) — 2pog (E202 08 20 + 1975 sin 26 cos ﬁzl) —

_-pi/; Yo1(1 + 2 cos 20) sin 7, }]
sin“6

'l%@ Py10| € %2 we sin 20 cos g+ €O {Spa sin 26 sin 7y, —2pg cos 20 sinfy; — p—AQH sin 26 cos 7721}
RG] sin

—we Z—? Py10| € %2 we sin 20 cos Ty + €O {3;0& sin 26 sin7y; —2py cos 260 sin 7y, — 55171;9 sin 26 cos 7721}
53]

(2.3i’3)

Die zur Berechnung von f3 bendtigte partielle Ableitung 9f/Jp ergibt eine antisymmetrische Matrix; und zwar

(2.298), erweitert um jeweils eine Nullzeile und -spalte, also

- , - o . -
“ 0 sin®6
pa cot 6
of, 2 Do Pa iy 0
8(pa7p97p1\7p7') aéé64a DA DA cot @ Pa + Do cot 0
sin?0 sin?6 sin?0
| 0 0 0 0 |
Fiir die ebenfalls aufzustellende Matrix 0fy /0% gilt
[Ofs,  Ofa, Ofs, Ofo, | [0fe, 0fs, Ofa iy df2,
Oa 00 OA or O 00 OA © oA
Of2, O0fs, Ofs, Ofs, Ofo, Ofoy Of2n _  Of
o, | 0a 00 ON Or | | 0a 090  OA © oA
INa,0,A,7) | Ofay Ofs, Ofay, Ofa, | | Ofzy Ofo, Ofa, iy 0 fa,
da 09 9N or da 09  OA © oA
af24 af24 af24 af24
| Oa 00 OA or | | 0 0 0 0

(2.314)

, (2.315)

wobei die 9 notwendigen partiellen Ableitungen analog (2.301) resultieren; es wird lediglich £,; durch 7j,; ersetzt.

Nach Einsetzen dieser Matrizen, dF /dp aus (2.303) und dF /dx aus (2.304) in die Vorschrift (2.277) ergeben
sich die ersten drei Komponenten von f3 wie in (2.302), natiirlich wiederum mit dem Austausch von £,; durch
Ta1- Die vierte Komponente wird wegen der Nullzeilen in (2.314) und (2.315) identisch zu Null.

Da hier 7 = ¢ gilt, ist damit fiir die ersten Koeffizienten fj, bzw. g, die Aquivalenz in den Ergebnissen gezeigt.
Auf die explizite Darstellung fiir weitere Ordnungen wird verzichtet. Sdmtliche Rechnungen in diesem Abschnitt

erfolgten zweifach per Hand und wurden zusétzlich mittels MATHEMATICA™ iiberpriift.

Nachfolgend kommt ausschliesslich der Liereihen-Ansatz im erweiterten Phasenraum zum Einsatz, wenngleich
die Aufstellung einer zusétzlichen Liereihenentwicklung fiir p, letztlich unnétig ist zur Satellitenbahnintegration.
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2.2.5.2 Liereihen-Ansatz und Lésung

Jetzt wird der Liereihen-Ansatz im erweiterten Phasenraum der modifizierten kanonischen Kugelkoordinaten
vom 2 X 1- auf den 4 x 4-Spezialfall ausgedehnt. Die Aufstellung der Liereihen-Koeffizienten erfolgt dabei nicht
mehr per Hand sondern simtlich mittels MATHEMATICA™ .64

Die Hamilton-Funktion fiir diesen Spezialfall lautet zusammengefasst (mit juyi, nach (C.46) im Anhang C.2)

v
0) Z n+1)azcosnnmz¢nm] myj )] —pr. (2.316)

n=2 7i(2)

—o 1 —2a 2
‘ 2eas ( at P

Hinter der Dreifachsumme verbirgt sich explizit der Inhalt der eckigen Klammer aus (2.272) mit ¢ = 7.

Als partielle Ableitungen erhiilt man (zur ausfiihrlichen Darstellung der Summen siehe Anhang 1.1):5°

OF 1 -
I — _Mﬁ [e_a— e ( o 9) + Z(n + 1 ~ (4o Z Ccos 77n7nz wn’m] nmj )]

Ja a a
®© Holg "t i@

8F 1 —2a 3 : . —(n @ - m — - s
oF _ ﬂ@l 20 A Guop -3 00 S (L1 oS B Bamin s (0)]
n=2

1
00 ag | 2ugag sin“6@ o i@
aF ,U,@ —(n+1)a
e YAl WL S S ST
n=2 3(2)
oF _ oF
67’ - WGBi Z (pt+L)e Z msin nnmz wnm] nmg ) _wﬂ967A7
(2.317)
wobei ausgenutzt wurde, dass wegen (2.305) gilt
JdcosT dcosT
% = —msin7g,,, < % = muwg sinm,,,, - (2.318)
T

Die partiellen Ableitungen nach den Impulsen sind unabhingig vom Grad der Erdschwerefeldentwicklung®®
dass die partiellen Ableitungen der Hamilton-Funktion nach den Impulsen direkt vom 2 x 1-Beispiel iibernommen
werden konnen, siche (2.303):

OF 1 OF 1 OF 1 pa OF

_ 7 o _ 7 R o — =-1. (2319
pOt p@ 8pA a%eQQ sin29 apT ( )

Opa age e2« Ope age g2«

Die Berechnung der Liereihen-Koeffizienten f;, und gy beginnt mit den Formeln (2.276) bis (2.279).
Ahnlich wie bei (2.67) in § 2.2.2.2 wird gesetzt

- f
fk ::i

= ud g = Bk (2.320)

k!’

wobei nachfolgend in Anlehnung an (2.68) zur besseren Ubersicht bzw. schnelleren Orientierung verwendet wird

fry e Ik, 9 y an
sz ,If ko QZB ~ Ng - gzo
fk = =: Al gr — = A bzw. fk = | gr — pa | (2.321)
Jks k Gks Ix. k 9
i Ii ks 9 fr g

64das gilt auch fiir die weitestmogliche algebraische Zusammenfassung/Vereinfachung aller Endformeln, wodurch die Lesbarkeit
zwar etwas erschwert, jedoch Rechenzeit eingespart wird
65fiir die in (C.45) eingefithrte Grosse Bpm;(0) gilt

dBpm;(0)

e (=)™ B mg1,5(0) = =(=1)" Bp,mt1,5(0)

66die eigentliche Motivation zur spektralen Darstellung des Erdschwerefeldes wie sie in Anhang C.2 vorgenommen wurde bestand
gerade darin, die rein orts- (und eventuell zeit-) abhéngige Potentialfunktion tatsdchlich frei von jeglichen Impulsgréssen zu halten
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Analog (2.69) kann nach Wahl eine

kmax f

D

k=0

alty + At) = o — o Atk

kmax f

D

k=0

— o A¢k

0(to + At)

k!

Kmax f

D

k=0

A(to + At) = o —fo Agk

Emax 1

D

k=0

T(to + At) = o —Lo Ak

Statt die Liereihen-Koeffizienten fiir alle generalisierten Koordinaten und Impulse explizit herzuleiten®”

s maximalen Entwicklungsgrades k. flir die Liereihe geschrieben werden:

kmax knlax gi:)a max
ro k _ to k __. ~PDa k
i tOAt , Palto +At) = > e Ak = Z gr At
k=0 k=0
kn\ax xnax g max
TN to + At — o AR = gL At’“
L P po(to + At) = Z il Z [
k=0 k=0
Kmasx kmax gp kmasx
A Atk _ to k _. ~DA k
b, At palto +At) = oA = Z v At
k=0 k=0
Fmax Fmax Gh7 Finax
T AR prlto+A) = k'tﬂ AtF = Z gl Atk
to to
k=0 k=0 ( )
2.322

, sollen

hier einige der ersten Terme am Beispiel der Koordinate o behandelt werden; der sehr systematische Aufbau

wird dadurch bereits deutlich und gilt in dhnlicher Weise auch fiir die restlichen Variablen, bis auf 7.

Fiir letztere gilt, wie im 2 x 1-Beispiel nach (2.308), ndmlich

Tl =71 =to, ffl =1, fIo] = — T(to + At) = to + At. (2.323)
to to to — Ito
Im Falle von a hingegen erhélt man z. B.
ato + At) = f&| + f¢ + f3 mit  f&| = a(te) =t ao (2.324)
to to to 0
sowie
Jo=re 2 aVp, (2.325)

und nach vorteilhafter Sortierung d

(2) 2

f§ =i e te a(()2) +ete {0‘1 1Pa

+eonfall 4

+ e~ { (2) 1 cos O+ a(2) cos

—(2)

+ @y 5 cos20 +

=(2)

Q50820 +

+ 67(1{ (2)+

Der Anhang 1.2 enthélt die Koeffizi

er entstehenden Terme

be

(2)
2.4

f(z) PA
si 20

—(2) 2

+ay,pp+

(2)

aly 3 8in 260 cos 7y, + (5 + &g?g)) cos 29) cos 7722} +

(2)
3,3

(2)

30+ (a sin 6+ @y sin 30) COST]31 + (6375

+(

cos 0+ ag?% cos 30) COS T30+

(2)

az7sinf+ @Efg sin 30) cos 7733} +

ais

t(a

=(2)

ay 5sindd

cos 46 + (a44sm29+ )
)
) o
)

(2)
4,6

=(2)

+a47 a?)

08 20 + @y g cos 40

(2)

19 sin 260 + @, a4 10 sin 46

+ (a
(2

2
Qg1 )

+ ( +ay 1500820 + @ a4 13 cos 46 | cos 7744}
(2.326)

enten oz(j) explizit. In (2.325) und (2.326) sind fiir «, 0, A, pa, pg, pa jeweils

die Werte an der Entwicklungsstelle ¢ einzusetzen (ao, 0o, Ao, Pag > Poos PAg)-

Darstellungen der Form (2.326) lassen sich unter Verwendung von Matrizen noch etwas iibersichtlicher schreiben.

Fiir das obige Beispiel kann man se

tzen

(2.327)

4
Foe . E —(+3)aFa
= e (DQ,Z
=0

67Mittels MATHEMATICA™ wurden alle Koeffizienten bis einschliesslich kmax = 9 aufgestellt. Fiir die praktische Anwendung
sollte dieser Entwicklungsgrad ausreichend sein - der damit verbundene Auswerteaufwand kann Probleme bereiten, siehe § 3.3.
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mit
S @
(1)2 0 — OLS )a
- Tr o
Pa ajq g 0 0 Pa
o= 0 a® o po |
pa/ sinf 0 0 afg pa/ sinf
_ T ) _ - _ -
COS Tgq Eg,i 0 6&7% cos 06 cos 06 By, 0,0(8)
i)%,Q = | cosTy 0 E% 0 sin 20 worin sin26 | = | B,1200) |
COS Tgg @g?i 0 agg cos 26 cos 26 By, 2,2(6)
- AT - - . - - - .
COS T30 0 Egi 0 agf% sin 160 sin 16 B1,1(6)
- COS T34 @g% 0 agi 0 cos 16 ) cos 16 By, 2.1(6)
(I)2,3 = ) @) ' worin . = ,
COS 39 0 a@; 0 a3 sin 360 sin 36 By, 3,3(0)
COS T35 a&? 0 agg 0 cos 36 cos 36 By,4.3(0)
_ 1T - 2 2) | [ i i ] [ i
€O Ty @Ed 0 @i% 0 64(1,% cos 00 cos 06 By, 0,0(8)
COSTy 0 ay o0 a? o sin 26 sin 20 Bni2(0)
<i>§“,4 = | cosTys Ef% 0 Ef; 0 &f; cos 20 worin cos20 | = | Bp2,2(0)
COS T3 0 ayy 0 ayl, o sin 46 sin 40 Bn.s.4(0)
COS Ty af{l 0 @4@2 0 64(5%3 cos 46 cos 46 By, 4.4(0)

Wegen (C.32) aus Anhang C.2 und (2.305) gilt 7,0 = 0 und damit cos7,,, = 1.58
Betrachtet man die Werte (I.5) und (1.6) genauer, dann stellt man fest, dass diese z. T. linear abhéingig sind.%®

Das ist nicht {iberraschend, denn hinter den Koeffizienten verbergen sich letztlich die Terme Eél) = 1/a? sowie
@ [ _(2 3#@9 _(2 4#@ _(2 5#@ _(2 5#@
O‘g) )= T 93 0‘5,:)5 = ¢212: 04:(3,4)1 = ¢313a 044(1,% = ¢4027 044(1,5); = ¢4247
&
(2 1 _@2 3#@9 (2 4#@9* (2 5#@ (2 5#@
agi T T 944 O‘g,é)l = 1/)220, aé,% = 7573 V3215 044(1,% = ¢4047 044(1,9); = ¢4327
ag, 2 ag,
2 1 _(2 3#@9 (2 4U® (2 5#@ (2 5#@
0‘5,% T 944 aé,% = 1/1222, O‘é,t)j ¢323a @4(1,4)1 = ¢4127 044(1,%0 = ¢4347
®
2 1 _2 4Mea (2 4#@3* (2 5#@ (2 5#@9
a&% = 5 O‘z(’»,i = 1/’301, aé,% =53 Vi af;,g = 1#4147 045131 = ¢4407
® ®
(2 3#@ (2 4Mea (2 4M€9 (2 5M@ (2 5#@
ag% = ¢200a 04:(),,% = ¢303, a:(),,e% 7/’3337 04(1,% = 1ﬁ4207 0451,%2 = ¢442a
(2 3#@9 _(2 4Mea _(2 5#@ _(2 5Mea _(2 5#@
aé% = ¢202a az(a,s)s = ¢311> 041(1,3 ¢4007 014(1,; = ¢4227 044(;,:{3 = ¢444
B (2.329)
Die Grossen 1,,,,,; sind teilweise linear abhéingig, vgl. (C.49) bzw. Abb. C.1 im Anhang C.2, konkret:
@202 = 3E200, 5303 = §E301> E323 = _Eszu E402 = 2*90@400» @414 = %Euz, E424 = —%@4207 E442 = _%E@m
= _ T - _ 17 - _ 17 - _ 3571 o __ 47 - _ 17 - _ 17
VYo92 = —Va20, V313 = 3¥311: V333 = —3V331: Vaoa = 5 Va00s Vaz2 = 3Va20s Vaza= —3Vaz2: Vaaa= 3%ua0-
(2.330)

68zusitzlich kann hier die Definition (C.45) der Funktionen B, () aus Anhang C.2 einfliessen
69 Anmerkung: MATHEMATICA™ liefert nicht unmittelbar die strukturierte Darstellung (2.326), so dass diese Abhéngigkeiten
keineswegs sofort offensichtlich sind.
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Die Darstellung (2.326) kann deshalb umgeschrieben werden in
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a1 (cos B + 2 cos360) + b3y (sin 6 + 5sin 36) cos Tz, +

_ _ (2.331)
+ 39 (cos 6 — cos 36) cosTizp+ 13q1 (8in 6 — £ sin 360) cos ﬁgg}-l-

+ be~ @ {%100 (14 22 cos26 + 25 cos46) + 415 (sin 20 + 7 sin 46) cos 7, +
+ z/J420(1 + 4 zcos20 — 3 cos 49) CoSTyo+ E432(sin 20 — %sin 49) CO8 T 5+

+ Y440(1 — § cos 20 + § cos 46) cos7744}] .

In (2.331) tauchen f-abhéngige Terme auf, die mit den urspriinglichen zugeordneten Legendre’schen Funktionen
P (0) bzw. P, (6) korrespondieren, siehe Tab. C.1 im Anhang C.2. Nachdem alle nétigen partiellen Ablei-
tungen fiir die Liereihen-Entwicklung abgeschlossen sind, besteht keine Notwendigkeit mehr, an der konsequent
spektralen Zerlegung/Darstellung des Erdschwerefeldes festzuhalten. Stattdessen kann wieder die traditionelle
Formulierung (vgl. Anhang C.1) verwendet werden, um fiir die Endformeln die Anzahl der auszuwertenden
Terme und damit die Rechenzeit zu reduzieren.

Es folgt (unter Fortlassung des Arguments 6 fiir die Legendre’schen Funktionen aus Platzgriinden)

z 1lpe s Iy 2 2 p%
I3 2 [a@ az, € o~ Do sin’6

+ T® [36_5a{4p20¢200+ 2 Po11g19 COS Ty + 3 Pagthygg cos 7722}"’
ag

+ 46760‘{%P30@301+ 8 P311)g1, COSTa; + 15 Pathagy CoSTlsp+ 45 Pssthsg) cos ﬁ33}+
+ 5e~ T { %Pm@mo + 2 Py1thyyp cosTyy + 58 Paothyng COSTi+ 13*51343@432 cosTys+ 5oz Paathyyq COS 7744}”

Llpe _saq I 4af o 2 P?\
= +— —p}— +
2 [%9 az, € o« Do sin?6

Hola —50f 4 B 7
+ ot [36 {\/g Paotpogo+ \ﬁ P11y cO8 Ty, + r Pathygq cos 7722}+

+ 4676a{3\f P30t301+ f P3131, cosTz; + \/* Pty cosTzp+ 3\/\% P331)33, cos 7733}

+ e 1™ {%ﬁmazxoo + % P19y co8T41 + 937\;5 Puzihyp0 cosTign + ;T\/g% Pu3ipyzy cosTy5+ % Pagipyyq cos 7744}}‘|

(2.332)
und unter Ausnutzung von (C.49)
Fo 1 He  _3a 1 —4a 2 2 p?\
2= Qla%e Jraage o~ Po sin?6 +
+ MT@ {365& {P20720 + P31 J21 08Ty + PagJag cos ﬁgg}"’
a2, (2.333)

+ 4e~ 6 {?30130 + P31.J31 cos Ty + PsaJ 3 cosT50+ P33 J33 cos ﬁgg} +
+ e T {ﬁ40j40 + Pa1J 41 cosTyy + PaaJ sz o8N+ PazJaz cosTys+ Pagas cos 7744}“ .

Die innere eckige Klammer in (2.333) lésst sich nun mittels einer (vertrauten) Doppelsumme zusammenfassen.
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Desweiteren wird (2.305) und 7 = ¢ beriicksichtigt, so dass

. 1 1 2 e _
L [NEB 73a+74 o {pi 7pg Pa } He Z (n+1)e n+3)az T P (6) cos (m(A*w@t)*Anm)
m=0

2 G/@ a@ IHQQ n=2
(2.334)
bzw
fa:_il He Z _(”“)“ZJ P (8) cos (m(A— wgt) — X )—i—ie_m Pi—ph— P +
2 Qa%eza a@ ~ nm( @ nm a%e 0 sin%g
MGB Z e ”H)QZJ ) cos (m(A— wgt) —Anm) n|.
(2.335)
Verwendung von (C.34) unter Auftrennung in Punktmassen- und Stérpotential
He -
V€B4><4 = 7 + R694><4 O(+Z Z Rea’“" (2336>
n=2m=0
liefert die kompakte Darstellung
o 1 2 2 Pi
f2 = 20/ €2a @4><4+Z Z nR@nm 272(,! Po — Py — Sil’l29 . (2337)
n=2m=0

In (2.337) ist die Abhéngigkeit des Gesamtpotentials bzw. der Storpotentialanteile vom Variablensatz bewusst
nicht explizit vorgegeben worden, da die Bereitstellung dieser Zahlenwerte auf verschiedenen Wegen und unter
Verwendung eines beliebigen (aber geeigneten) Variablensatzes erfolgen kann. Diese vorliegende Arbeit enthélt
Formeln fiir das Gesamtpotential beziiglich der Variablensitze C, S, I, H und M.™

Fir die effiziente Berechnung der Storpotentialanteile Rg, . konnen Rekursionsformeln herangezogen werden.
Im Falle kartesischer Koordinaten findet man die entsprechenden Rechenvorschriften in den Formeln (H.25) bis
(H.44) entwickelt im Anhang H.3.

Einsetzen von (2.337) und (2.325) in (2.324) ergibt schliesslich

+Z Z?’l R@nm

n=2m=0

DPay 1 2
Oé(to—FAt) = o+ gB 200 At — 2aé620‘0 l Daxa At +

1 2 2 PA,
o aZeao {pa" Poo™ Gin? 6o
(2.338)

Auf dhnliche Weise kann versucht werden, fiir die weiteren Terme in der Reihenentwicklung méglichst kompakte
Darstellungen zu finden; ebenso fiir alle Terme in den restlichen fiinf wesentlichen Reihenentwicklungen (2.322),
d. h. fiir die Bahnvariablen 8, A, p,, pg und pp. Die Reihenentwicklung fiir p, wird zur Satellitenbahnberechnung
praktisch nicht benétigt.

Fiir die praktische Durchfiihrung der numerischen Integration, basierend auf Liereihen, ist eine explizite Her-
leitung der kompakten Formeln nicht zwingend erforderlich. Die Liereihen-Koeffizienten kénnen formal korrekt
mittels MATHEMATICA™ bestimmt und ausgewertet werden. Die moglichst kompakte Darstellung wire fiir
weitergehende theoretische Betrachtungen (etwa zum Konvergenzradius), die lesbare bzw. noch iiberschaubare
Dokumentation und potentielle Rechenzeitersparnisse von Bedeutung. Ein solches Unterfangen lauft letztlich
auf eine semi-analytische Bahntheorie hinaus und konnte die hier vorgestellten Ansitze zum Ausgangspunkt
nehmen. Diese Arbeit soll sich hingegen auf die eigentliche numerische Integration konzentrieren.

2.2.5.3 Kontrollmdéglichkeiten

Satellitenbahnintegrationen unter Beriicksichtigung eines Erdschwerefeldes mit tesseralen Anteilen lassen sich
durch Berechnung des Jacobi-Integrals {iberpriifen. Weitere Erlduterungen hierzu finden sich im Anhang H.3,
speziell bei den Formeln (H.13) und (H.14), bzw. in Mai [26].

Alternativ oder zusétzlich kénnen die eigenen Berechnungen unabhingigen Bahnintegrationen gegeniibergestellt
werden, wie bereits im § 2.2.3.3 beschrieben. Zu diesem Zweck wird wiederum auf UTOPIA zuriickgegriffen.

Im § 3.3 kommen beide Méglichkeiten zu Einsatz.

7Ozur Darstellung in kartesischen Koordinaten (C) siehe Formeln (H.35) bzw. (H.36) im Anhang H.3
zur Darstellung in Kugelkoordinaten (S) siehe Formeln (2.29) im § 2.1.4 bzw. (C.26) im Anhang C.1 oder (C.28) im Anhang C.2
zur Darstellung in Kepler-Variablen (K) siehe Formeln (2.30) bis (2.32) im § 2.1.4
zur Darstellung in Hill-Variablen (K) siehe Formeln (2.33) bis (2.36) im § 2.1.4
zur Darstellung in modifizierten Kugelkoordinaten (M) siche Formeln (C.48) im Anhang C.2 bzw. (2.272) im § 2.2.5
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3.1 Spezialfall Keplerproblem

3.1.1 Problemstellung
Das Bewegungsproblem (2.26) bzw. die masseneinheitbezogene Bewegungsgleichung

He

iy =0 (3.1)

soll unter Verwendung von (2.56) und (2.57) numerisch integriert werden.! Nach der Festlegung von Startwerten
ro und vg fiir eine Startepoche ty ist zundchst zu klaren, mit welcher Einzelschrittweite At die Bahn bis zur
gewiinschten Epoche t propagiert werden soll. Hierzu ist der Einzelschrittfehler zu bestimmen (s. § 2.2.2.3). Die
globale Genauigkeit der Rechnung von ¢ bis ¢ soll ebenfalls kontrolliert werden (s. § 2.2.2.4 und § 2.2.2.5).

3.1.2 Startwerte

Aus Griinden der geometrischen Anschaulichkeit werden die Startwerte fiir tg = 0, auf denen alle nachfolgenden
Rechnungen beruhen, zunéchst in Kepler-Variablen angegeben:

Ko:  ag=10000km, eo=1/3, io=10°, Qo=20°, w=230", My=40". (3.2)

Aus der Theorie der Satellitenbahnen (siche z.B. Kaula [22]) ist bekannt, dass beim Keplerproblem lediglich
die mittlere Anomalie variabel ist, d.h. M = M(t), und alle anderen Kepler-Variablen konstant bleiben.?

Die Startwerte (3.2) werden in kartesische Koordinaten umgerechnet (zur Transformation siehe z. B. Mai [26]):

Co: xo = —4461.254 589 873 326 km, &g = —7.282787 778641558 km/s,
Yo = 6652.161968 871405 km, Yo = —2.280408476 437687 km /s, (3.3)
zo = 1371.264 327 186 285 km, Z0= 0.061357 751782248 km/s.

Im Gegensatz zu Kepler-Variablen sind kartesische Koordinaten auch beim Keplerproblem sadmtlich zeitlich
Veriinderliche.® Die durch (3.2) bzw. (3.3) zusammen mit (3.1) festgelegte Satellitenbahn hat eine Periode oder
Umlaufzeit von P ~ 99525 =~ 165.9m =~ 2.76 h - der Satellit vollfiihrt also pro Tag ca. 8.66 Umléaufe. Fir die
numerische Integration wurden Bahnbogen verschiedener Lange untersucht: ¢, — to = 10000 s (ca. 1 Umlauf),
te —to =2 d (ca. 17 Umldufe) und ¢, — t9 = 183 d (ein halbes Jahr oder ca. 1589 UmlAufe).

Die Startwerte (3.2) werden schliefslich in Hill-Variablen umgerechnet (zur Transformation siehe z. B. Mai [26]):

Ho : 7o = 2.141831978 551220679 5 km /s, ro = 8126.156 362683 317 585 2 km,
Go = 59524.071 059 996 858 682 km?/s, ug = 103.645 220 011 490 465 82°, (3.4)
Hy = 58619.766 670 734 507 979 km?/s, Qo = 20°.

Im Keplerproblem sind nur #, 7 und v = w + f zeitlich Veréinderliche.* Die Gréfen G und H stehen mit dem
(im Keplerproblem bekanntlich konstanten) Drehimpulsvektor in Beziehung (G = h = |h|, H = h;).

Inachfolgend wird stets ug = 398600.4415 km3 /s? verwendet

2und somit Integrale der (Kepler-)Bewegung darstellen

3 Ausnahmen sind nur in wenigen Spezialfillen denkbar - so gilt etwa z = const. = 0, # = const. = 0 bei Aquatorbahnen (i = 0)
4Im Sonderfall einer Kreisbahn (e = 0) wire einzig das Argument der Breite u eine variable GroRe.
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3.1.3 Einzelschritte

3.1.3.1 Einzelschrittgenauigkeit unter Verwendung von kartesischen Koordinaten

Der Einzelschritt wird unter Verwendung kartesischer Koordinaten mit Schrittweiten At = 1s, 2s, 4s, 5s getestet.®
Die lokale Genauigkeit kann im Sinne von § 2.2.2.3 durch dry und dvy angegeben werden:

wobei r

Riick
0

und viiick

Riick

drg =10 — Iy und

Riick

O0vp == v — vy,

(3.5)

aus der Riickrechnung einer zuvor ausgefiihrten Hinrechnung mit gleicher Schrittweite

resultieren. Alternativ kann der Einzelschritt global kontrolliert werden, indem man ihn gegen eine vertrauens-
wiirdige unabhéngige Rechnung vergleicht und z. B. Ar und Av mit

Ar = r(to + At) — 5P L Ap)

und

Av = v(to + At) — vSumPEy 4 Ap)

(3.6)

angibt, wobei rS*"mPH (2 + At) und vStmPH (15 + At) einer geschlossenen Losung nach § 2.2.2.4 entspringen.

Tabelle 3.1: Einzelschrittgenauigkeit der numerischen Integration des Keplerproblems in kartesischen Koordinaten

Atins || r(to+ At)in km | v(to + At) in km/s || drg in mm | dvg in mm/s || Ar in mm | Av in mm/s

—4468.535720237 ... \ | / —7.279472486488 . . .

1 6649.879090656 ... ||| —2.285347019959. .. <1079 < 10712 <1011 <1079
1371.325175765. . . 0.060339532306 . . .
—4475.813533919... \ | / —7.276154413848 . . .

2 6647.591276697 . . . ~92.290279964445 . . . <1077 < 10710 <108 <1077
1371.385006504 . . . 0.059322072868 . . .
—4490.359200137 ... \ | / —7.269509962793 . . .

4 6643.000863938 . . . —2.300129064767 . . . <107® <108 <1076 <106
1371.501617505.. . . 0.057289434857 . . .
—4497.627047149 ... \ | / —7.266183602184 . . .

5 6640.698276327 . . . —2.305045224859 . . . < 107° <1077 < 1075 < 1075
1371.558399287 . . . 0.056274256653 . . .

Desweiteren kann die Genauigkeit sowohl der numerischen Integration als auch der geschlossenen Losung durch
Uberpriifung der Bewegungsintegrale bewertet werden. So folgen aus rg und v nach (2.84) etwa die Konstanten

3535.204498053554754 km?/s
—9712.894531556553864 km?/s —
58619.766670734507979 km?/s

ho = 1o X vo = ho = |hy| = 59524.071059996858682 km?/s ,

2
Fy = %0 - ’”;—@ = —19.930022075000000000 km?/s? ,
0
n 0.21512854564421370188
0o = L0720 T0 _ [ 95206880730839517324 | — e = |eo| = 0.33333333333333333333 .

He ro 0.02804136294448839147

(3.7)
Nachfolgend werden die skalaren Groéfsen h, F' und e auf Konstanz iiberpriift. Alle Berechnungen wurden mit
einer Prézision von mindestens 20 Stellen durchgefiihrt. Aus Tab. 3.2 sieht man, dass die geschlossene Losung
im Rahmen dieser Rechenschérfe als exakt und deshalb vertrauenswiirdig gelten kann und demzufolge ebenfalls
eine globale Kontrolle der numerischen Integration ermoglicht.

Lokale und globale Genauigkeit eines Einzelschrittes kénnen sich um bis zu 3 Gréfenordnungen voneinander
unterscheiden (vgl. Tab. 3.1). Die GréRenordnung des globalen Fehlers reicht dabei von O(10718) fiir At =1s
bis O(10~ ') fiir At = 5 s. Diese Angaben werden durch die Werte in Tab. 3.2 bestiitigt. GroRere/kleinere
Schrittweiten vermindern/erhchen die Genauigkeit. Kiirzere Schrittweiten erfordern fiir Bahnbogen, die sich aus
mehreren Einzelschritten zusammensetzen, eine grofere Anzahl von Schritten und deshalb mehr Rechenaufwand
sowie die Gefahr, dass sich der lokale Fehler iibermiéissig im Laufe der Rechnung akkumuliert. Der globale Fehler
wird also beeinflusst vom lokalen Fehler und dessen Fortpflanzung.

S5hei grosseren Schrittweiten (praktisch schon ab At > 10 sec) wird die Einzelschrittgenauigkeit mit dem gegebenen Reihenent-
wicklungsgrad zu niedrig fiir eine spétere Verwendung zur Bahnbogenberechnung (Genauigkeitsabfall siehe Tab. 3.1)
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Neben einer Schrittweitendnderung kann nur die Beriicksichtigung weiterer/hoherer Terme in der Liereihen-
Entwicklung (2.56) bzw. (2.57) die Grofe des lokalen Fehlers beeinflussen. Die Einbeziehung von Termen hoherer
Ordnung erfordert jedoch wiederum einen héheren Aufwand, so dass in der praktischen Rechnung ein Kompro-
miss gefunden werden muss. Wiinschenswert sind natiirlich moglichst wenige Terme in der Reihenentwicklung
sowie moglichst grofse Schrittweiten. Ausfiihrlichere Untersuchungen hierzu am Beispiel des Duffing-Ostzillators
findet man bei Mai [29].

Tabelle 3.2: Bewegungsintegrale fiir den Einzelschritt der numerischen Integration in kartesischen Koordinaten

|| Numerische Integration (Liereihen) | Geschlossene Losung (Stumpff)

At =1s 59524.071059996860446 km?/s 59524.071059996858682 km?/s

At =2s 59524.071059996915173 km?/s 59524.071059996858682 km?/s
Peorae TAy s 59524.071059998667978 km?/s 59524.071059996858682 km?/s

At =55 59524.071060002382632 km?/s 59524.071059996858682 km?/s

At =1s || -19.930022074999999185 km?/s? | -19.930022075000000000 km?/s?

At =2s || -19.930022074999973933 km?%/s> | -19.930022075000000000 km?/s>
Frorar “ny —ys || -19.930022074999165345 km?/s? | -19.930022075000000000 km?/s?

At =5s || -19.930022074997452016 km?/s> | -19.930022075000000000 km?/s?

At =1s 0.33333333333333330875 0.33333333333333333333

At =25 0.33333333333333254639 0.33333333333333333333
ClotAt  Ap g 0.33333333333330811626 0.33333333333333333333

At =55 0.33333333333325632343 0.33333333333333333333

3.1.3.2 Einzelschrittgenauigkeit unter Verwendung von Hill-Variablen

Der Einzelschritt wird unter Verwendung von Hill-Elementen zunéichst mit Schrittweiten At € [1s, 60s] getestet.

12 10n6 | k_max - 1 12 1073}  k_max - 2 k_mex = 3
3 10°3
9 10%6 9 1073
2 10°3
6 106 6 1073
3 1076 3 1073 1 10%3
15 30 75 50 15 30 75 60 15 30 75 50
12 5
k_max - 4 K max - 5 12 1073 | k. max - 6
4
° 9 10°-3
3
6 A
) 6 10°-3
3 1 3 1073
15 30 75 60 15 30 75 60 15 70 75 50
31003
_mex = 7 15 1076 | k_max - 8 3 10| Komx =9
2 107-3
10 10%-6 2 107 -6
1 10"-3 5 107-6 1 10"-6
15 30 75 50 15 30 75 60 15 30 75 60

Abbildung 3.1: Lokale Finzelschrittgenauigkeit als ||dro|| in mm vs. Einzelschrittweite in s in Abhdngigkeit von Kmas

Die lokale Genauigkeit im Sinne von (3.5) wird in Abb. 3.1 dargestellt. Dazu wurden die Ergebnisse von
Hill-Variablen jeweils in kartesische Koordinaten transformiert. Dies ermdéglicht auch einen direkten Vergleich,
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insbesondere zur Stumpff’schen Losung (globale Genauigkeit).® Im § 3.1.3.1 wurde mit konstantem Grad der
Liereihen-Entwicklung (kmax = 5) getestet. Die Tests in Hill-Variablen erfolgten dagegen fiir diverse Ordnungen
(kmax = 1,2,...,9). Man erkennt, dass bei jedem Wechsel von ungeradem zu geradem ky,.x (benachbart und
aufsteigend) eine Genauigkeitssteigerung um ca. drei signifikante Stellen bzw. um den Faktor 1000 erfolgt. Dies
wird noch deutlicher, wenn man die Abhéngigkeit doppelt logarithmisch auftragt.

1 10
0.01 0.001
0. 0001 1. x1077
1. x10°© 1. x10°11
1. x10°8 1. x1071®

1. x10°1°
1 2 5 10 20 50 10 20 50 100 200
(a) Kkmax =5 (b) kmax =9

Abbildung 3.2: Lokale Einzelschrittgenauigkeit als ||dro|| in mm vs. Einzelschrittweite in s fir Kmaez =5 und Kpae =9

Den unmittelbaren Vergleich zur Tab. 3.1 ermdglicht Abb. 3.2(a). Es ist ersichtlich, dass zumindest bis kyax = 5
beide Variablenséitze zu gleichen Grofsenordnungen fiir die lokale Einzelschrittgenauigkeit fithren. Der Vorteil
der Hill-Variablen liegt hier in den einfacheren Formeln und dem damit verbundenen geringeren Rechenaufwand.
Reihenentwicklungen héherer Ordnung und somit hoherer Genauigkeit lassen sich dadurch einfacher realisieren.
Zudem ermoglicht dies Schrittweiten, die auch fiir ldngere Bahnbdgen wirklich praktikabel sind.

Die Abb. 3.2(b) zeigt, dass bei einer Schrittweite von At = 300 s die Einzelschrittgenauigkeit im c¢m-Bereich
liegt. Sofern nicht anders angegeben, wird die maximale Schrittweite auf At,,,, = 60 s = 1 min beschrankt. Der
Einzelschrittfehler betrigt dann etwa 3.9 - 1076 mm. Auf eine Untersuchung des globalen Einzelschrittfehlers
wird hier verzichtet; dies soll stattdessen im § 3.1.4 gleich fiir lingere Bahnbdgen erfolgen.

3.1.4 Bahnbogen

Nunmehr werden Bahnbdgen aus nacheinander ausgefiihrten Einzelschritten zusammengesetzt. Die maximale
Bahnbogenlénge in den Untersuchungen betrégt, wie bereits angedeutet, 183 Tage.

Die globale Genauigkeit wird wieder mittels einiger Bewegungsintegrale iiberpriift. Die Werte oszillieren ohne
erkennbare sikulare Trends” um Mittelwerte. Diese werden dann ins Verhiltnis gesetzt mit den Bandbreiten der
Oszillationen; dies ergibt global erreichte relative Genauigkeiten iiber den gesamten Bahnbogen (siehe Tab. 3.3).

Tabelle 3.3: Relativer Fehler ausgewdhlter Bewegungsintegrale nach numerischer Integration des Keplerproblems in
kartesischen Koordinaten (Kmae = 5); Bahnbogenlinge 2 Tage

At inS |hmax_hmin‘/ﬁ |Fmax_Fmin|/F ‘emax_eminvé
1 1.1-10713 3.9.10°13 6.8-10713
2 1.8-10712 6.2-10712 1.1-10711
4 2.9.10711 1.0.10710 1.8.10710
5 7.2.10~ 1 2.5.1010 4.5-10710

Bei Verwendung der Hill-Variablen folgt die Einhaltung einiger Bewegungsintegrale unmittelbar aus dem Lie-
reihen-Ansatz selbst. So ergibt sich z. B. mit den Formeln (2.66) des § 2.2.2.2 sofort das Drehimpulsintegral,
denn G =h = |h| und H = h,.

6Zudem ist der Betrag des Abstandes zweier Punkte im Raum anschaulicher, als die direkte Differenz in den einzelnen Hill-
Variablen. Im Falle einer Kreisbahn koénnte z.B. ein erheblicher Fehler in der Position trotz perfekter Ubereinstimmung in der
Hill-Variablen r vorhanden sein; er wiirde erst durch Betrachtung mehrerer Grofen (zusétzlicher Hill-Variablen) offensichtlich.

"Die numerische Integration mittels gewohnlicher Integratoren kann aufgrund der Numerik (limitierte Rechengenauigkeit durch
Diskretisierungs- und Rundungsfehler) bei langeren Bahnbdgen zu theoretisch unerwarteten Trends fithren; so etwa in der grossen
Halbachse a, was z. B. der Theorie von Kaula [22] widerspricht, und zwar nicht nur im Resonanzfall (dort versagt dessen Theorie
generell). Einige praktische Untersuchungen dazu findet man am Beispiel von UTOPIA (nutzt Krogh-Shampine-Gordon Integrator)
in Mai [26]. Als Alternative bieten sich Bewegungsintegrale beachtende symplektische Integratoren an; siehe Schneider [42] § 25.4.
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Alternativ kann die globale Genauigkeit wie zuvor beim Einzelschritt bestimmt werden durch Vergleich mit
der geschlossenen (Stumpfl’schen) Losung im Sinne von § 2.2.2.4. Dies erfordert gegebenenfalls wiederum die
nachtrigliche Umrechnung von Endergebnissen in kartesische Koordinaten.

1 100

10

5 0.1 10

1 0.01 1
0.5
0.1 0.001 0.1

5 10 20 50 100 200 5 10 20 50 100 200 5 10 20 50 100 200
(a) C, At =18, kmax =5 (C = S) (b) H, At =15, kmax =5 (Hq — S) (¢) H, At =60s, kmax =9 (Hp — S)

Abbildung 3.3: Globaler Fehler als ||Ar(t) = r(t) — r°*“™PH(t)|| in mm vs. Bahnbogenlinge in Tagen (Keplerproblem)

Die Abb. 3.3 verdeutlicht den Einfluss von Variablensatz (C oder H), Einzel- bzw. Integationsschrittweite (At)
und Grad der Reihenentwicklung (knax) auf die globale Genauigkeit der Integration. Man erkennt, dass Hill-
Variablen den kartesischen Koordinaten hier vorzuziehen sind. Mit ersteren erzielt man bei ansonsten gleicher
Konfiguration eine um ca. 2 Grofenordnungen hohere Genauigkeit (vgl. Abb. 3.3(a) mit Abb. 3.3(b)).

Bei langen Bahnb6gen und niedrigem Entwicklungsgrad kénnen nur unverhéltnisméssig kurze Schrittweiten
(wenige Sekunden) den mm- oder gar sub-mm-Bereich garantieren. Fiir akzeptable Schrittweiten (ab einer
Minute) ist bereits ein relativ hoher Entwicklungsgrad nétig. Aber selbst fiir kpax = 9 erreicht man nach einem
halben Jahr nur den dm-Bereich (siche Abb. 3.3(c)).
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(a) direkter Vergleich diverser Konfigurationen (b) Zoom (Beschréankung auf mm-Bereich)

Abbildung 3.4: Globaler Fehler als ||Ar(t)|| in mm vs. Bahnbogenlinge in Tagen (Keplerproblem) - linear aufgetragen

Eine direkte Gegeniiberstellung im gleichen Mafistab erlaubt genauere quantitative Aussagen (siehe Abb. 3.4).
Die fiir die Praxis akzeptable Konfiguration aus Integrationsschrittweite und Entwicklungsgrad (H, At = 60 s,
kmax = 9) garantiert mm-Genauigkeit immerhin fiir maximale Bahnbogenlédngen von ca. 45 Tagen (Abb. 3.4(b)).
Bei Bedarf langerer Bahnb6gen miisste der Entwicklungsgrad erhcht werden; dies sollte problemlos moglich sein.

3.2 Spezialfall Klassisches Hauptproblem
3.2.1 Problemstellung

Das Bewegungsproblem (2.37) bzw. die masseneinheitbezogene Bewegungsgleichung
F+ VeVa,(r)=0 (3.8)
soll unter Verwendung von (2.91), (2.92) bzw. (2.95) oder (2.112) numerisch integriert werden.

Nach der Festlegung von Startwerten und nominalen Werten fiir das Kraftmodell wird zunéchst wiederum die
Einzelschrittgenauigkeit untersucht (lokal und global), bevor lingere Bahnbogen berechnet und durch Vergleich
mit unabhingigen numerischen Integrationen sowie den Tests einiger Bewegungsintegrale kontrolliert werden.®

8Vergleiche mit existierenden analytischen Losungsansétzen (z. B. Cui [10]) werden hier nicht angestellt. Eine analytische Theorie
2. Ordnung wurde bereits in einer fritheren Arbeit gesondert untersucht (Mai [26]).
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3.2.2 Startwerte

Die Startwerte zur Untersuchung des klassischen Hauptproblems gleichen denen beim Keplerproblem, vgl. (3.2).
Fiir die Verwendung von UTOPIA als Kontrollinstrument werden diese Werte direkt iibernommen. Eine weitere
unabhiingige Uberpriifung durch Ettl [13] erfordert die Umrechnung in kartesische Koordinaten. Da diese
Kontrollrechnung mit sehr hoher Stellenanzahl durchgefithrt werden sollte, sind die Startwerte (3.3) um eine
ausreichende Anzahl signifikanter Stellen erweitert worden. Gleiches gilt fiir die eigenen prézisen Berechnungen
basierend auf Hill-Variablen: auch die Transformation von (3.2) in Startwerte (3.4) erfolgte mit entsprechender
Prézision. Die Kraftmodellparameter orientieren sich am Erdschwerefeldmodell JGM-3 (siche Mai [26]):

fie = 398600.4415km?/s>  ag = 6378.1363km, a0 = —0.00048416954845647 (G20 = V5 20).  (3.9)

3.2.3 Einzelschritte
3.2.3.1 Einzelschrittgenauigkeit unter Verwendung sdmtlicher Terme

Zuerst wird die lokale Einzelschrittgenauigkeit in Abhéngigkeit von Integrationsschrittweite und Liereihen-
Entwicklungsgrad untersucht (siehe Abb. 3.5). Hierbei kommen alle Terme sdmtlicher Grofienordnungen in co
(speziell bis O(cj,)) zur Anwendung. Die erreichte lokale Genauigkeit entspricht im Wesentlichen der beim
Keplerproblem, vgl. Abb. 3.1 bzw. Abb. 3.2.
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Abbildung 3.5: Lokale Einzelschrittgenauigkeit als ||dro|| in mm wvs. Finzelschrittweite in s in Abhdngigkeit von Kmax

Zur Beurteilung der globalen Genauigkeit des Liereihen-Ansatzes (LR) werden unabhéngige Berechnungen (aus-
schliesslich auf numerischer Integration beruhend) herangezogen, wie in § 2.2.3.3 erwihnt. Als erster Anhalt
dient jeweils UTOPIA (UT), da dieses Programmsystem bereits etabliert und sehr vertrauenswiirdig ist.

Fiir Vergleiche mit hoherer Stellenanzahl wird auf Berechnungen von Ettl [13] (ET) zuriickgegriffen.

Ein explizites Beispiel soll den Grad an Ubereinstimmung hinsichtlich der Stellenanzahl illustrieren. Dazu wurde

jeweils ein Einzelschritt mit At = 5 s und ansonsten méglichst hoher Priizision ausgefiihrt.® Ein Vergleich fiir
den Positionsvektor (alle Angaben in km)

UT) = —4497.627011584763793485327, '7) = 6640.698223472087910435316, =) = 1371.558362962575938843754,
BT = —4497.627011585102183685459, yiL) = 6640.698223471967811449761, 2870) = 1371.558362962584788021188,

2R = —4497.627011585102183685386, y\; L = 6640.608223471967811449867, 4L = 1371.558362062584788021203

9UTOPIA mittels Shampine-Gordon, Ettl [13] hier mittels Runge-Kutta 10. Ordnung, eigene mittels Liereihen- Ansatz bis Grad 9
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zeigt, dass LR und ET in wesentlich mehr Stellen iibereinstimmen, als jeweils verglichen mit UT. Die Abweichung
beider zu UT betrigt komponentenweise ca. 10~% mm, untereinander dagegen nur etwa 10~ mm. Die konkrete
lokale Genauigkeit liegt fiir LR in diesem Beispiel bei ||drg|| = 6.36 - 10717 mm und der relative Fehler damit
bei ||6ro||/||ro|| = 7.82 - 1072L. Die bisherigen Angaben erlauben noch kein Urteil iiber die Grofe des globalen
Fehlers fiir LR, da bisher nicht geklért ist, welche der aufgefiihrten Losungen der Wahrheit am n&chsten kommt.

Um dies zu entscheiden, werden die numerischen Ergebnisse einem Test der Bewegungsintegrale unterzogen.
Aus den Startwerten folgt z. B.1°

h., = 58619.766 670 734 507 979 155 168 096 km?/s , Fo = 19.944 982 394 669 268 038 500 465 465 km?/s2.

(3.10)

Eine numerische Integration sollte diese theoretisch konstanten Werte praktisch mit moglichst vielen Stellen zu
beliebigen Epochen (und erst recht nach dem ersten Einzelschritt) reproduzieren. Aus

r{T) = 58619.766 670 734 517 878 099 534 263 km?/s, F\/ ") = 19.944 982 394 669 268 525 207 441 606 km?/s?,
h{ET) — 58619.766 670 734 507 979 155 338416 km?/s, F\oT) — 19.944 982 394669 268 038 503 169811 km?/s?,

hﬁﬁi’m = 58619.766 670 734 507 979 155 168 096 km?/s , FALtR%S = 19.944 982 394 669 268 038 500 465 327 km?/s>

(3.11)
kann man relative Fehler der Art Ah&}ow = (h(zt)()+At — hzy) /By bzw. AFt( LAt : (Ft( LAt Fy)/Fy ableiten.
Anmerkung: Da LR in Hill-Variablen erzeugt wurde unter Beachtung der drltten Glelchung in (2.92) und mit
Hgp(to + At) aus (2.66), kann das Bahndrehimpulsintegral bzw. h,, fiir diese numerische Integration keine
wirksame Kontrolle sein; es verbleibt gleichwohl z. B. die Kontrollméglichkeit {iber das Energieintegral bzw. Fy.
Es folgt ALY = 0(10716), ALED = 0(10-24), ARY "= 0(10-17), AR = 0(10-22), AR Y= 0(10-27).
Ersichtlich kann die Grofenordnung der relativen Fehler fiir verschiedene Bewegungsintegrale auch innerhalb
einer Berechnungsmethode variieren. Dies ist nicht verwunderlich, da alle Werte aus den numerisch integrierten
Positions- und Geschwindigkeitsangaben erzeugt werden und damit einer formelabhéangigen Fehlerfortpflanzung
unterliegen. Die Giite eines Verfahrens ist auch bei Verwendung globaler Kontrollgréssen immer nur relativ zu
einem anderen Verfahren zu beurteilen. Im konkreten Fall wird deutlich, dass LR zumindest fiir den Einzelschritt
UT und ET qualitativ iiberlegen ist.!! Bei allen Aussagen dieser Art ist zu beachten, dass sie nur fiir die speziell
vorliegenden Konfigurationen gelten. Dies ist stets ein Nachteil numerischer Bahnintegrationen gegeniiber einer
analytischen Bahntheorie.

Vorerst kann fiir den globalen Positions- und Geschwindigkeitsfehler nur angenommen werden, dass auch hier LR,
die kleinsten, d. h. besten, Werte liefert. In diesem Sinne wére LR, zumindest fiir Einzelschritte im klassischen
Hauptproblem, dass Mass fiir UT und ET. Andererseits konnen diese unabhéngigen Berechnungen zumindest die
ersten (und in Threr Anzahl fiir alle praktischen Zwecke ausreichenden) Stellen absichern. Dies gilt insbesondere
fiir die spatere Untersuchung von lingeren Bahnbdgen.

3.2.3.2 Einzelschrittgenauigkeit unter Beschrinkung auf Terme diverser Ordnung in cy

Wenn zu vermuten ist, dass LR in der bisherigen Form iiber die Gebiihr prazise Ergebnisse liefert, dann sollte
nunmehr untersucht werden, ob die Anzahl der auszuwertenden Terme und damit die bendtigte Rechenzeit
vorteilhaft reduziert werden kann. Diese Reduzierung basiert auf einer Vernachlédssigung von Termen hoherer
Ordnung in cog. Zunéchst sind die Auswirkungen beziiglich der originalen LR-Ergebnisse selbst zu untersuchen.
Danach wird getestet, wie weit man die Vernachlédssigung treiben kann, ohne die Genauigkeiten von ET bzw. UT
zu unterschreiten. Die UTOPIA-Ergebnisse sollten dabei also stets die untere Grenze bilden.!?

Die Vernachléssigung von Termen hoherer Ordnung in co¢ kann auf zweierlei Wegen geschehen, die nicht dquiva-
lent sind. Einerseits kann von vornherein der Entwicklungsgrad der Liereihen-Entwicklung herab gesetzt werden;
bisher lag er bei kpa.x = 9. Dies verringert die Anzahl der Terme unmittelbar und offensichtlich. Andererseits
kénnen nachtraglich alle Terme aus einer bereits vorliegenden Reihenentwicklung eliminiert werden, die eine
zu wahlende maximale Ordnung in cog liberschreiten. Dabei wird allerdings oft {ibersehen, dass solche Terme
durchaus nicht blind vernachléssigt werden diirfen, da deren tatséichliche Gréfsenordnung erheblich {iber der
Ordnung in cgg liegen kann. Dieser Punkt wird nachfolgend aufgegriffen. Schliesslich bleibt eine Kombination
beider Wege, um eine maximal mogliche Reduzierung des Rechenaufwands zu erreichen.

Die Ergebnisse in Tab. 3.4 zeigen, dass ein Liereihen-Entwicklungsgrad von ky.x = 4 ausreichen wiirde, um
zumindest fiir einen relativ kurzen Einzelschritt!® die Prézision von UTOPIA zu erreichen. Mit Blick auf die

10Man beachte, dass zwischen § 2.2.2.5 und § 2.2.3.4 bzw. (2.84) und (2.118) das Vorzeichen der Hamilton-Funktion per Definition
getauscht wurde. Deshalb tragen auch die Werte fiir Fy in (3.7) und (3.10) unterschiedliche Vorzeichen.

HHinsichtlich der Rechenzeit ist LR sicherlich unterlegen, wenngleich hierzu keine umfassenden Studien angestellt wurden.

12also alle signifikanten Stellen von UT, die mit dem urspriinglichen (d. h. besten bzw. nicht-reduzierten) LR {ibereinstimmen

B3fiir die Praxis sind weit groRere Schrittweiten als 5 Sekunden erforderlich




70 3 Praktischer Teil

sonst iiblichen Entwicklungsgrade von Potenzreihen in numerischen Integratoren ist dies ein vergleichsweise
niedriger Wert. Fiir grofere Einzelschritte und Bahnbdgen sollte jedoch kp,.x > 4 angesetzt werden.

Tabelle 3.4: Auswirkungen der Reduktion durch Herabsetzung des Entwicklungsgrades (;,Weg 1% vgl. Abb. 8.5), wobei
diejenigen Stellen unterstrichen wurden (ohne Rundungseffekte), die noch mit UT tbereinstimmen und des weiteren
diejenigen Stellen rechtsgeneigt wurden (ohne Rundungseffekte), die nicht mehr mit LR (Kmae = 9) tbereinstimmen.

Kkmax 55

L JC(ALti)fas in km L y(ALti) in km L z(ALtiz,)s in km H F(Alt'iés in km2/82

-4497.627011585102183685386 | 6640.698223471967811449867 | 1371.558362962584788021203 || 19.944982394669268038500465327
-4497.627011585102183685372 | 6640.698223471967811449878 | 1371.558362962584788021204 || 19.944982394669268038500513586
-4497.627011585102183689520 | 6640.698223471967811448439 | 1371.558362962584788021207 || 19.944982394669268038495991177
-4497.627011585102183598972 | 6640.698223471967810518624 | 1371.558362962584787852240 || 19.944982394669268034208076787
-4497.627011585101570860303 | 6640.698223471968534317981 | 1371.558362962584875411199 || 19.944982394669270690307484956
-4497.627011585457137582557 | 6640.698223471741315603513 | 1371.558362962567806880923 || 19.944982394668589318572959193
-4497.627011488562171973929 | 6640.698223460850579526000 | 1371.558362954821547309537 || 19.944982394616045329495510505
-4497.626999489336550727590 | 6640.698281627093272485981 | 1371.558371977325066510058 || 19.944982527200270106080692741

= N W R OO N 0 ©

-4497.663297214722063155112 | 6640.665770271035628065851 | 1371.555148335417289989326 || 19.944924181637027995121586775

Weiterhin sieht man, dass die Herabsetzung des Entwicklungsgrades unterschiedlichen Einfluss auf die Genau-
igkeit der einzelnen numerischen Ergebnisse hat. Wahrend z. B. die Positionsgenauigkeit mit sinkendem ky,ax
vergleichsweise moderat abfillt, geht die Genauigkeit des Energieintegrals stirker zuriick.4

Der oftmals eingeschlagene ,Weg 1 zur Reduktion des Aufwandes ist nicht per se unproblematisch. Das soll
am Beispiel der Hill-Variable r vorgefiihrt werden. Der urspriingliche!® Liereihen-Ansatz (2.93) zeigt, dass auch
Terme hoéherer Ordnung in At Terme aller niederen Ordnungen in cgy enthalten, siehe (2.94). Ohne néhere
Untersuchungen ist nicht klar oder garantiert, ob oder dass deren Vorfaktoren jeweils von so geringer Grofen-
ordnung sind, dass die Terme als Ganzes bzw. Produkt tatséchlich vernachlidssigbar gegeniiber denen sind, die
man offensichtlich und ebenfalls ohne nidhere Untersuchung fiir notwendig halt. Erschopfende Konvergenzun-
tersuchungen sind in der Theorie nicht trivial und in der Praxis miihsam bis unméglich.

Die Untersuchung lauft darauf hinaus, den Konvergenzradius der angesetzten Reihenentwicklung zu bestimmen.
Die Argumentation fiir dessen Herleitung, hier am Beispiel von r, ist einfach: Damit eine Reihenentwicklung
der Form (2.93) sinnvoll eingesetzt werden kann, sollten die einzelnen Summanden fiir beliebige Entwicklungs-
grade kp.x auf der rechten Seite von links nach rechts betragsméfig abnehmen - dann konvergiert die Reihe.

At* zusammen. Die Konvergenzbedingung erfordert also

Der kte Summand setzt sich aus einem Produkt f,;
to

Jia
~7t0 (k: 1727"~7kmax); (3.12)
fi

Atk_l

to

f;i féfl - At<

<

At*
to

to

wobei fiir eine Vorwértsrechnung At > 0 gilt. Ein endlicher Konvergenzradius At existiert dann, wenn die Folge
aus den kmax Quotienten in (3.12) einen Grenzwert hat. Je hoher dieser Grenzwert liegt, desto grosser ist der
Konvergenzradius. Im bisher betrachteten Beispiel existiert jedoch kein Grenzwert:

fi
—— | % = {37945, 7635s, 8275, 33225, 387675, 1545, 15925, 37415, 42055} (3.13)

Int

In einem solchen Fall wird der Konvergenzradius durch das Minimum {iber alle Quotienten festgelegt, hier also
At = 154s. Solange man diesen Wert nicht {iberschreitet, ist die eingangs erwidhnte Konvergenzbedingung
erfiillt. Zu beachten ist, dass der gefundene Wert in der Praxis ganz offensichtlich von k., abhéngig ist; es ist
nicht garantiert, dass bei einem hoheren Entwicklungsgrad der Liereihe nicht doch noch ein niedrigerer Wert fiir
At notwendig wird. Uberschreitet man einen derart pragmatisch durch den k = k*ten (minimalen) Quotienten
festgelegten Konvergenzradius, dann tritt beim k*+1 ten Summanden eine Verletzung der Konvergenzbedingung

4Dieser Effekt ist wiederum der Fehlerfortpflanzung geschuldet, wobei daran erinnert wird, dass auch die Positions- und Ge-
schwindigkeitsangaben nachtréglich aus den eigentlich numerisch integrierten Hill-Variablen abgeleitet werden und damit selbst einer
Fehlerfortpflanzung des Integrationsfehlers unterliegen. Der Integrationsfehler an sich hat seine Ursache im praktisch notwendigen
Abschneiden der unendlichen Liereihe.

15Sortierung der Terme nach Potenzen der Einzelschrittweite At
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auf, siehe Abb. 3.6. Spétestens an dieser Stelle wiirde dann eine blindlings erfolgte nachtrégliche Vernachlés-
sigung von Termen hoherer Ordnung in oy das Ergebnis signifikant verfidlschen. Das gleiche gilt fiir den Fall,
dass man At sogar grofer als den zweitniedrigsten Quotienten wihlt usw., vgl. (3.13) mit Abb. 3.6 unten rechts.

10000
At =5 sec 1000 At =50 sec 1000 At =100 sec
0.1
1 1
1. x10°° 0. 001
0.001
1. x1071t 1. x10°8
-6
1. x10716 1. x10°° 1. x10
1. x10-21 1. x10712 1. x1079
01 2 3 45 6 7 8 9 601 2 3 456 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
10000 10000
At =154 sec 1000 At =300 sec At =900 sec
100 1000
1 10
100
0.01 0.1
0.0001 10
0.001
1. x10°° 1
0. 00001
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 01 2 3 45 6 7 8 9

Abbildung 3.6: Betrag des kten Summanden in (2.93) vs k in Abhdngigkeit von At zur Illustration der Effekte bei
Uberschreiten des Konvergenzradius’.

Anmerkung: Der Konvergenzradius ist auch abhéngig von den konkreten Startwerten des gestellten Bewe-
gungsproblems. Diese Tatsache trégt wesentlich zur Kompliziertheit bei theoretischen Untersuchungen iiber die
Konvergenzeigenschaften einer Reihenentwicklung bei.

Die obige Betrachtung am Beispiel von 7 ist gleichsam fiir alle restlichen Hill-Variablen, die per Liereihen-
Entwicklung numerisch integriert werden, durchzufiihren.!® Die Abb. 3.7 verdeutlicht, dass fiir jede dieser Rei-
henentwicklungen erwartungsgeméss ein spezifischer Konvergenzradius resultiert.!” Fiir die Praxis kann man
damit auf zweierlei Art umgehen: Entweder wihlt man eine gemeinsame Einzelschrittweite als Minimum der
einzelnen Konvergenzradien oder aber man integriert jede Hill-Variable mittels ihrer spezifischen Einzelschritt-
weite. Letzteres mag Rechenzeit einsparen, erschwert dafiir aber Genauigkeits- und Performance-Vergleiche mit
unabhéingigen Berechnungsmethoden.

- 8
r r 1. x10 G 100000. Q

10000 10000 1. x107
5000 5000 1. x10° 10000
. 1000
1000 1(5188 1028880 100
500 1000 10

T 23456 7 809 T 23 4566 7809 0053256789 1234567809

Abbildung 3.7: Quotienten analog (3.13) vs k fiir diverse Hill-Variablen zur Illustration spezifischer Konvergenzradien

Im betrachteten Beispiel liefert die Reihenentwicklung fiir © den kleinsten Konvergenzradius mit ~ 10.746s.18
Als gemeinsame Einzelschrittweite fiir das gestellte Bewegungsproblem und mit k., = 9 wére etwa maximal
At = 10s ansetzbar, um Konvergenz zu garantieren und damit iberhaupt erst Vernachlédssigungen von Termen
héherer Ordnung in cog gefahrlos vornehmen zu kénnen. Wé&hlt man eine Schrittweite, die diesen Wert iiber-
steigt, dann sind signifikante Verschlechterungen des Ergebnisses nicht auszuschliessen, wenn Terme nachtraglich
blindlings vernachléssigt werden.

Anmerkung: Die ersten beiden Bilder in Abb. 3.7 spiegeln den in § 2.2.3.1 lediglich in einer Fussnote erwédhnten
Zusammenhang (k + 1) f,: = gr sehr deutlich wider.

16hier beim klassischen Hauptproblem also fiir alle Hill-Variablen ausser H

17auf die Darstellung der Verhéltnisse fiir u wurde verzichtet, da hier der Konvergenzradius grofer als bei r ist

18 Aus der klassischen Storungsrechnung (z. B. Variation der Parameter nach Lagrange, siehe etwa Vallado [51]) ist bekannt, dass
die sikulare Stérung des aufsteigenden Knotens aufgrund cgo nach Qsee = %aé\/%cgo(l—eQ)*Q a—7/2cos i berechnet werden kann.
Aus den Startwerten (3.2) wird klar, dass die Knotenbewegung relativ stark sein wird. Das ist auch unmittelbar anschaulich, denn die
geringe Inklination von i = 10° hilt den Satelliten stets sehr dicht am stérenden Aquatorwulst der Erde. Aus einem zu erwartenden
grossen Storeinfluss resultiert das Verstandnis fiir die Notwendigkeit einer entsprechend kleinen Integrationsschrittweite. Dass die
anderen Hill-Variablen vergleichsweise moderater gestért werden, ist vorerst nur zu vermuten. Diese Vermutung wére zu iiberpriifen,
indem man die Langrange’schen Planetengleichungen fiir Hill-Variablen aufstellt und analysiert oder gleich eine explizite analytische
Bahntheorie anwendet, wie zum Beispiel in Mai [26]. Beides soll jedoch nicht Gegenstand dieser Arbeit sein. Alternativ kénnte
aber durch Vergleich der Lésungen von klassischem Hauptproblem und Keplerproblem die obige Vermutung empirisch iiberpriift
werden.
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Mit der oben gewonnenen Einsicht in die Grofse der Konvergenzradien kann nun eine abgesicherte Reduzierung
des Berechnungsaufwandes vorgenommen werden. Nachfolgend werden die einzelnen Wege zur Reduzierung
illustriert, wiederum am Zahlenbeispiel mit den zuvor verwendeten Start- und Parameterwerten, sowie At = 5s.

Als MafRstab (,,Weg 0“) werden die Ergebnisse fiir kpax = 9 herangezogen, siehe § 3.2.3.1 oder Tab. 3.4, Zeile 1.
Um neben den numerischen Angaben auch den Rechenaufwand vergleichen zu kénnen, werden sowohl die
Anzahl der auszuwertenden Terme als auch die zur Auswertung benotigte Rechenzeit ermittelt; beide Angaben
verstehen sich jeweils relativ zu ,Weg 0“ (100% entsprechend). Um die Anzahl der Terme iiberhaupt vergleichbar
zu machen, wird als ,,Term* jeder Ausdruck bzw. Formelbestandteil verstanden, der sich nach weitestmdéglichem
Ausmultiplizieren ergibt, also jeweils ein Summand.'®

Folgende Wege zur Reduzierung wurden untersucht: Im ,Weg 1a“ wird die originale Programmierung verwendet
und nur der Parameter k,.x bei der Berechnung auf k,.x = 5 herabgesetzt. Im ,, Weg 1b*“ werden zusétzlich aus
dem originalen Programmcode zuvor alle Terme eliminiert, die nur bei kyna.x = 6,7,8,9 herangezogen wiirden.
Anmerkung: Die beiden Varianten von ,,Weg 1“ unterscheiden sich tatséchlich in der benétigten Rechenzeit wenn
MATHEMATICA™ verwendet wird, da hier sinnvollerweise nicht mit Schleifen o.4. sondern mit sog. Listen
operiert wird.2°

Fiir den ,,Weg 2a“ wird wiederum die originale Programmierung und ky,,x = 5 verwendet, wobei vorher alle
Terme eliminiert werden, die ¢S, c5,, ¢5, oder 3, als Faktor enthalten. Die Variante ,, Weg 2b* unterscheidet
sich dadurch, dass kp.x = 9 verbleibt. Anmerkung: In der zweiten Variante beriicksichtigt man also zusétzliche
Terme, die c3, c3, C30, 30, C3p und c, enthalten, aber aus den hoheren Entwicklungsgraden kpyax = 6,7,8,9
entspringen. Die Variante ,Weg 2b“ wirkt demnach blindem Reduktionismus entgegen. Die Variante ,Weg 2a‘
unterscheidet sich von ,Weg 1 wiederum lediglich hinsichtlich der benétigten Rechenzeit.

Schliesslich wird noch ein ,,Weg 3* beschritten, der zwar nicht praktikabel ist, aber dafiir die Reduktion in der
Anzahl von Termen am weitesten und saubersten vornimmt und deshalb nur zu Demonstrationszwecken und
der Klirung von Begriffen dienen kann.?! Dazu werden, erst nach dem Einsetzen von nominalen Start- und
Parameterwerten sowie der Schrittweite, alle Terme hinsichtlich ihrer tatsdchlichen Gréfenordnung bewertet und
hier speziell in Relation zu coo gesetzt. Diejenigen Terme, welche den Wert ¢, ~ —1.49 - 10715 betragsmiRig
unterschreiten, werden in der eigentlichen Auswertung dann simtlich vernachlissigt.??

Die zuvor genannten Wege sollen darauf hinweisen, dass es einen feinen Unterschied gibt zwischen der Ordnung
einer Losung und der Ordnung bzw. dem Grad einer Theorie oder eines Ansatzes, sieche dazu auch Dallas [12]
oder Mai [26]. In diesem Sinne wiirde ich im Rahmen einer numerischen Bahnintegration den ,Weg 0 als einen
Liereihen-Ansatz 9ten (Entwicklungs-) Grades bezeichnen und den ,Weg 1¢ analog als einen Liereihen-Ansatz
5ten Grades; jeweils mit den entsprechenden Losungen 9ten bzw. 5ten Grades. Der ,,Weg 2a* bzw. ,Weg 2b* wére
dann ein Liereihen-Ansatz 5ter bzw. 9ter Ordnung in cog, jeweils mit den entsprechenden Losungen. Lediglich
den ,Weg 3 kdnnte man tatséchlich eine Losung Ster Ordnung in cgg nennen.

Tabelle 3.5: Resultate nach Reduzierung des Aufwandes: Anzahl auszuwertender Terme und dazu bendtigte Rechenzeit

‘LWegO LWegla LWeglleegZa LWeg2biWeg3

T 804 82 82 82 804 116
Anzahl an u 3671 288 288 288 2511 63
beriicksichtigten Q 2532 294 294 294 1846 32
Termen zur T 1292 169 169 169 1292 115
Berechnung der G 3202 269 269 269 2200 203
Hill-Variablen?® 3 11501 1102 1102 1102 8653 529

% 100 9.58 9.58 9.58 75.24 4.60

Rechenzeit®® in % || 100 | 99.02 |  1.62 | 2261 | 228 | —2°

Die Tab. 3.5 zeigt: der ,Weg 2b“ weist die geringste Ersparnis auf, ist gleichwohl fiir die Praxis zu empfehlen.
Desweiteren unterscheiden sich einige Wege ,,nur” hinsichtlich der bendtigten Rechenzeit. Bei Verwendung von
Programmen wie z. B. MATHEMATICA™ kann die Art und Weise der Termzusammenstellung entscheidend
sein fiir die Schnelligkeit der eigentlichen Berechnung, selbst wenn der eigentliche Formelumfang unveridndert
bleibt.

Yauf eine Umwandlung von Potenzen trigonometrischer Funktionen in Ausdriicke mit Vielfachen des Arguments wird verzichtet

20relevant fiir Quervergleiche mit anderen programmtechnischen Umsetzungen wire dann nur der ,Weg 1b*

2ldas Prozedere selbst macht eine Dokumentation der benétigten Rechenzeit unsinnig

22¢inerseits konnen sich mehrere vernachlissigte Terme hoherer Ordnung zu einem Term signifikanter Ordnung akkumulieren,
andererseits schwichen wechselnde Vorzeichen diesen Effekt ab

23die H-Berechnung war hier nicht nétig, vel. (2.92)

24absolute Angaben etwa in Sekunden sind nur von zweifelhafter Aussagekraft, da in starkem Mafe hard- und softwarespezifisch

25¢ine Angabe macht hier keinen Sinn, da dieser Weg fiir den routineméRigen Einsatz in der Praxis nicht in Frage kommen kann
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Abbildung 3.8: Bestimmung der im Sinne von ,Weg 3 relevanten Terme, gesondert fir die Hill-Variablen r,u,Q, 7, G
(v.o.n.u.). Jeweils dargestellt werden die absteigend sortierten Absolutbetrige der Terme, konkret: alle Terme nach
Bildung von fZ{Atk/cgo bzw. GrtA* /3 getrennt fiir alle k € [1,9] (links); nur diejenigen iber alle k vereinigten Terme,
deren Betrag > \c30| ist und die damit im Sinne von ,Weg 3% heranzuziehen sind (Mitte); die verbleibenden iber alle k
vereinigten Terme, deren Betrag < |c3o| ist und die damit im Sinne von ,Weg 3“ sadmtlich zu vernachlissigen sind (rechts).

Das Zustandekommen der relativ stdrksten Reduzierung bei ,Weg 3 wird explizit durch Abb. 3.8 illustriert.
Die Beschriinkung auf Terme der Ordnung O(c3) lisst dann allerdings nur eine maximal mégliche (dafiir umso
sehrlichere) Genauigkeit von 15 signifikanten Nachkommastellen in den zu berechnenden Hill-Variablen zu.

Tabelle 3.6: Resultate nach Reduzierung des Aufwandes: Positionswerte nach erfolgtem FEinzelschritt

(LR)

(LR)
TAt=5s

(LR)
Yat=ss

in km L in km L At—ss iDL kM

-4497.62701158510218368538603456369755

6640.69822347196781144986776329210371

1371.55836296258478802120344633515209

-4497.62701158510157086030371021961389

6640.69822347196853431798112687496190

1371.55836296258487541119932827720910

-4497.62701158510157086030371021961389

6640.69822347196853431798112687496190

1371.55836296258487541119932827720910

-4497.62701158510157086030371021961389

6640.69822347196853431798112687496190

1371.55836296258487541119932827720910

-4497.62701158510218368538603456370242

6640.69822347196781144986776329210319

1371.55836296258478802120344633513864

-4497.62701158508725332129705926710372

6640.69822347197777829315877751027939

1371.55836296258545767069476056102706
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Die Graphiken der ersten Spalte in Abb. 3.8 zeigen sehr klar, dass Terme hoheren Grades von niederer Ordnung
sein konnen und damit die Ordnungsrelation als Grundlage einer Reihenentwicklung bzw. die Konvergenzbe-
dingung verletzen kénnen.

Die Tab. 3.6 verdeutlicht, dass dieses theoretische Maximum in der Praxis selbst bei nur einem Einzelschritt nicht
erreicht wird. Im gerechneten Beispiel gehen, bezogen auf das unreduzierte Ergebnis, fiir den Positionsvektor
komponentenweise durchaus im unterschiedlichen Mafse einige weitere signifikante Stellen verloren; dies ist
wiederum der Fehlerfortpflanzung beim Ubergang H — C geschuldet.

Die Auswirkung der Reduzierung auf die globale Genauigkeit kann z. B. wie zuvor zusétzlich durch Betrachtung
des Energieintegrals veranschaulicht werden, siehe Tab. 3.7.

Tabelle 3.7: Resultate nach Reduzierung des Aufwandes: Energieintegral samt Abweichung nach erfolgtem Einzelschritt

Weg L FER) in km? /s L FER) _ Fyin km?/s? L AR = (FGE, = Fo) /Fo
0 19.944982394669268038500465327684927833 | -0.000000000000000000000000137937211555 —6.915885 350 - 1027
| _a |[19.944982394669270690307484956444036149 | 0.000000000000002651807019490821896761 1.320560973 - 10~ 16
b |[ 19.944982394669270690307484956444036149 | 0.000000000000002651807019490821896761 1.320560973 - 10~ 16
, _a_|[19.944982394669270690307484956444036149 | 0.000000000000002651807019490821896761 1.320560973 - 10~ 16
b || 19.944982394669268038500465327684927882 | -0.000000000000000000000000137937211506 —6.915885 348 - 1027
3 |[19.944982394669279734756196952979606492 | 0.000000000000011696255731487357467104 5.864259 742 - 10~ 1°

Fo ‘ ( 19.944982394669268038500465465622139388

Als Fazit bleibt, dass alle vorgestellten Wege zur Reduzierung des Aufwandes die in der Praxis gestellten
Genauigkeitsanforderungen erfiillen kdnnen; selbst die extrem starke Reduzierung nach ,Weg 3“. Eine moderate
Reduzierung bei bestmoglicher Genauigkeit und gleichzeitig ,sauberer Herangehensweise erlaubt ,Weg 2b*“.
Dieser Weg wird in den nachfolgenden Bahnbogenberechnungen zum Einsatz kommen, wenn nétig. Sofern die
Genauigkeit noch akzeptabel bleibt, sollte jedoch ,Weg 1b“ verwendet werden, um Rechenzeit einzusparen.

Anmerkung: Nicht untersucht wurde, welche Auswirkungen eine etwaige Uberschreitung des Konvergenzradius’
auf die Ergebnisse der einzelnen Wege hat. Wie stets bei empirischen Untersuchungen sei nochmals betont, dass
auch alle getroffenen qualitativen Aussagen in Strenge fallspezifisch und nur bedingt verallgemeinerbar sind.

3.2.4 Bahnbogen

Nunmehr werden wiederum Bahnbdgen aus nacheinander ausgefithrten Einzelschritten zusammengesetzt. Um
diverse Varianten der numerischen Integration miteinander vergleichen zu kénnen, sollte eine von ihnen als
Mafstab gewihlt werden. Aus Abb. 3.9 wird deutlich, dass LR (,Weg 2b*) selbst fiir die hier maximal betrachtete
Bahnbogenlénge von 30 Tagen als ausreichend genau eingeschéitzt werden kann. Einerseits zeigt Abb. 3.9(b) mit
Beriicksichtigung von Fy ~ 19.945 km?/s? fiir diese Variante und den betrachteten Bahnbogen einen relativen
Fehler bzgl. des Energieintegrals mit O(10713). Andererseits ist die Positionsabweichung zu LR (,Weg 0%)
vernachldssigbar klein (Abb. 3.9(a)), so dass jene Variante keinen signifikanten Genauigkeitsvorteil erwarten
lasst - damit gibt der Rechenzeitvorteil von LR (,Weg 2b*“) letztlich den Ausschlag fiir dessen Wahl als Mafsstab.

8x10712 4x10°12
6 x10°12 3% 10-12
4x10°% 2x10°12
2x10°1? 1x10-12
5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
(a) [1Ar(t) = e 3eE™ (1) — 8 Ve (1)) in mm (b) [P 0™ — Fy| in km? /s

Abbildung 3.9: Globaler Fehler der Liereihen-Integration vs. Bahnbogenlinge in Tagen (Klassisches Hauptproblem)

Aus der Abb. 3.9 ist ersichtlich, dass eine Uberschreitung des Konvergenzradius’ (siche § 3.2.3.2) nicht zwangsliu-
fig zu génzlich unbrauchbaren Resultaten fiithrt. Um den Vergleich mit unabhéngigen Bahnbogenberechnungen
zu beginnen, soll zunéchst jedoch wiederum eine abgesicherte Schrittweite von h := At = 5 s angesetzt werden.
Die Bahnbogenlange wird fiir diesen Fall auf 1 Tag begrenzt.
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Zusiitzlich zu den bereits erwiihnten unabhingigen Berechnungen wurden noch weitere von Bezdek?S [4] heran-
gezogen, nachfolgend mit BZ gekennzeichnet. Bei einem Vergleich der einzelnen Resultate ist stets zu beachten,
dass trotz gleicher Startwerte und Kraftmodellparameter immer noch mehr oder minder gravierende Unter-
schiede bestanden: die LR-Berechnungen erfolgten samtlich in MATHEMATICA™ mit vergleichsweise hoher
Stellenanzahl (zwischen 60 und 100). Die Startwerte wurden dabei mit 100 signifikanten Stellen angesetzt.
Ahnlich bei den ET-Berechnungen: hier wurden 100-stellige (bei Bahnbogenlinge von 1 Tag) bzw. 20-stellige
(bei Bahnbogenlidnge von 30 Tagen) Startwerte verwendet, mit korrespondierender Stellengenauigkeit fiir die
Integrationsergebnisse. Fiir die UT-Berechnungen sind jeweils 32 Stellen (quarter precision) angesetzt worden.27
Die BZ-Resultate wurden mit einem Runge-Kutta-Integrator der Ordnung 8 (nach Dormand & Prince) erzeugt.
Bei ET kam hier statt des zuvor genannten Shampine-Gordon-Integrators aus Schnelligkeitsgriinden ebenfalls
Runge-Kutta, aber mit der Ordnung 10, zum Einsatz.

Eine Untersuchung und Beurteilung der genannten unabhingigen Berechnungen (etablierte bzw. gewdhnliche
numerische Integratoren) untereinander wurde nicht durchgefiihrt. Hier interessiert lediglich deren Abschneiden
beziiglich der numerischen Integration mittels Liereihen-Ansatz. Hinsichtlich der Rechenzeiten war LR stets im
Hintertreffen, wenngleich in unterschiedlichem Mafe. Nachfolgend ein Vergleich der eigentlichen Ergebnisse:

Tabelle 3.8: Vergleich numerischer Integrationsverfahren: Positionswerte am Ende eines Bahnbogens von 1 Tag Lange

Verfahren JL zi')zss (t = 1d) in km L y;(;iss(t = 1d) in km L zibi&g (t = 1d) in km

LR Weg 1b || 5363.328720113869530437784256730 | -8262.804833700833438750778660921 | -1674.257781697470464424895230032

Weg 2b || 5363.328720151574906470562479588 | -8262.804833651805038550056862613 | -1674.257781691223500527857105690
ET 5363.328720151574898860326725569 | -8262.804833651805061795188271765 | -1674.257781691223502852969057294
uT 5363.328720151384649603662860371 | -8262.804833652023925650268849085 | -1674.257781691239951663388493288
BZ 5363.328720150 -8262.804833654 -1674.257781692

BZ-Ergebnisse wurden stets nur mit 13 Stellen zur Verfiigung gestellt.2® Ansonsten orientiert sich die Anzahl
der Stellen in Tab. 3.8 an denjenigen der von UT gelieferten Ergebnisse.?? Die Ergebnisse von LR ,Weg 1b*
passen am schlechtesten zu allen anderen Werten. Angenommen, dass diese Berechnung nicht diejenige ist,
die der ,Wahrheit“ am néchsten kommt, bestétigt sich einmal mehr, dass eine simple Reduzierung nach Weg 1
(siehe § 3.2.3.2) mit signifikanten Fehlern behaftet ist. Alle anderen Berechnungen stimmen wechselseitig bis
auf 13 Stellen {iberein. Eine weitere Stelle kommt nach Ausschluss von BZ hinzu. Dariiber hinaus zeigt sich
die beste Ubereinstimmung zwischen ET und LR ,Weg 2b“ mit jeweils ca. 20 gemeinsamen Stellen. Das Urteil
iiber eine evtl. vorliegende noch héhere Prézision eines dieser Verfahren kann wiederum erst die Betrachtung
des absoluten Fehlers erfolgen.

Dessen Groflenordnung am Ende des Bahnbogens wird, wie zuvor beim Einzelschritt, durch die Auswertung eines
Bewegungsintegrals (hier z. B. des Energieintegrals) bestimmt, siehe Tab. 3.9. In der Tat stellt sich LR (,Weg 1b*)
als das schlechteste Verfahren heraus, wihrend LR (,Weg 2b*) die hochste Priizision aller Berechnungen liefert.
Es spricht nichts dagegen, dessen Ergebnisse auch fiir lingere Bahnbogen (hier nachfolgend von 30 Tagen Léange)
als Mafsstab anzusetzen.

Tabelle 3.9: Vergleich numerischer Integrationsverfahren: Energieintegral am Ende eines Bahnbogens von 1 Tag Linge

Verfahren H F{. (t=1d) in km? /s> L F{. (t=1d) — Fo in km? /s L AFO(t = 1d) = (F,S':)Ss(t =1d) — F0>/Fg

LR Weg 1b 19.9449823946662829709111311 | -0.0000000000029850675893343 —1.49-10713

Weg 2b 19.9449823946692680385004345 | -0.0000000000000000000000309 —1.55.10"24
ET 19.9449823946692680351080422 | -0.0000000000000000033924232 —1.70 - 101
uT 19.9449823946692685252823911 0.0000000000000004867819257 2.44 .10~
BZ 19.9449823946696967013313683 | 0.0000000000004286628309029 2.15-10~14

Fy —‘ ( 19.9449823946692680385004654

Die Rangfolge in der Giite der unabhingigen Verfahren ET, UT und BZ scheint klar auf der Hand zu liegen;
jedoch basiert sie bisher nur auf einem einzigen Bahnbogen und einer sehr kurzen Schrittweite von h = 5 s.
In der Tat &ndert sich die Beurteilung gravierend, wenn z. B. der angesprochene 30-Tage-Bahnbogen und/oder
grofere Schrittweiten (b = 60 s bzw. h = 120 s) angesetzt werden, siche Abb. 3.10. Als Vergleich dient jeweils
LR (,Weg 2b“) mit h = At = 60 s; erinnert sei an Abb. 3.9(b).

26dessen Software erlaubt umfangreiche Kraftfeldmodellierungen; u. a. dissipative Kraftfunktionen (fiir spatere Vergleiche dienlich)
27zu Fragen der Compiler- und Schrittweiten-Abhéngigkeit u. 4. siehe Mai [26]

28vas fiir die Praxis bisher oftmals als ausreichend angesehen wird (Montenbruck und Gill [37]); BZ-Fehlertoleranz lag bei 10714
29wobei eine der 32 Stellen fiir das Vorzeichen reserviert ist
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Abbildung 3.10: Vergleich globaler Fehler ||Ar(t) = r,i:LfA‘t}fgg:)(t) — r;;)(t)|| (links) bzw. |F}(L) — Fy| in km?/s? (rechts)
vs. Bahnbogenlinge in Tagen (Klassisches Hauptproblem,)

Die Schrittweite fiir BZ ist variabel und von Bezdek [4] nicht weiter spezifiziert worden.?? Auffillig ist, dass die
BZ-Berechnung fiir ca. 2 Wochen stabile Ergebnisse liefert; danach fallt die Prazision ungleich stérker ab. Insge-
samt zeigt diese unabhingige Berechnung die beste Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus LR (,Weg 2b%);
zudem benétigte BZ von allen Verfahren die geringste Rechenzeit. Vergleicht man die Auswertung des Energi-
eintegrals (Abb. 3.9(b) vs. Abb. 3.10 o.1.), dann ist LR (,Weg 2b“) noch zuverléssiger als BZ einzuschétzen.

30zu Details der verwendeten Routine DOP853 wird verwiesen auf http://www.unige.ch/math/folks/hairer/software und
http://en.wikipedia.org/wiki/Dormand-Prince method
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Blickt man auf die restlichen Verfahren, so bleibt festzuhalten: Lag ET bei dem relativ kurzen Bahnbogen von
1 Tag Linge noch am dichtesten zu den Ergebnissen von LR (,Weg 2b“), so fillt der Grad an Ubereinstimmung
beim ldngeren Bahnbogen von 30 Tagen deutlich ab. Um ca. 1 Grokenordnung besser steht es dagegen bei UT.
Wird jedoch die Integrationsschrittweite vergrofert, dann fillt die Prézision der UT-Ergebnisse sogar stéarker
ab als bei LR (,Weg 2b*), obwoll fiir letzteres Verfahren sowohl mit A = 60 s als auch h = 120 s der gesicherte
Konvergenzradius (erinnere h ~ 10 s aus § 3.2.3.2) jeweils deutlich iiberschritten wurde.?* Und schliesslich wird
nochmals deutlich, dass LR (,Weg 1b“) bei weitem nicht genau genug ist, insbesondere fiir lingere Bahnbogen.

Hinsichtlich der Rechenzeiten ist zu erwéhnen, dass BZ und UT jeweils nur wenige Sekunden hingegen ET und
LR mehrere Minuten benétigten (teilweise gar Stundenbereich). Moglichkeiten der Zeitersparnis fiir LR eroffnen
sich, wenn man die bendtigten Endformeln z. B. durch MATHEMATICA™ vorher weitestgehend vereinfachen
ldsst, also die Anzahl der auszuwertenden Terme reduziert. Setzt man die urspriingliche Variante aus Tab. 3.5
mit den dort aufgefiithrten 8653 Termen diesmal als Mafistab (Rechenzeit 100%) an, dann konnte durch Formel-
manipulation die Rechenzeit auf nur noch 27.84% gesenkt werden. Wenn zusétzlich noch die nominalen Werte
der Parameter pg, ag und cog vorher eingesetzt und in der Formelvereinfachung beriicksichtigt wurden, dann
sank die Rechenzeit noch weiter und zwar auf 5.20%. Alle Angaben beziehen sich auf A = 60 s und die Verwen-
dung von 60-100 signifikanten Stellen in den Rechenschritten. Eine Reduzierung dieser sicherlich unnétig hohen
Rechenschirfe (bis auf etwa 20-30 Stellen) wiirde die Auswertezeit noch weiter signifikant absinken lassen.

Zusammenfassend ist zu sagen, dass der im Abschnitt § 2.2.1 vorgestellte Liereihenansatz eine hochgenaue nu-
merische Integration lingerer Bahnbogen bei akzeptablen Schrittweiten ermdglicht. Nachteilig im Vergleich zu
bestehenden Integratoren sind die Komplexitit des Formelsatzes und der damit verbundene Rechen- bzw. Zeit-
aufwand. Insbesondere im Hinblick auf die notwendige Erweiterung des Kraftmodells ist zu erwarten, dass sich
diese Nachteile im Vergleich zu den gewohnlichen Integratoren noch verstiarken. Aus diesem Grunde wird zuvor
eine Modifizierung des Liereihen-Ansatzes vorgenommen (siehe § 2.2.4).

3.3 Spezialfall 4 x 4-Erdschwerefeld

3.3.1 Problemstellung

Die masseneinheitbezogene Bewegungsgleichung
F+ViVe, , (r)=0 (3.14)

soll unter Verwendung von (2.322) numerisch integriert werden.

Zunichst werden die Startwerte gewéiihlt und nominale Werte fiir das Kraftmodell festgelegt (hier JGM-3 bis
Grad und Ordnung 4). Nach einer Untersuchung der Einzelschrittgenauigkeit erfolgt die Berechnung einiger
Bahnbogen. Zur Kontrolle werden die Ergebnisse noch einer unabhéngigen numerischen Integration (UTOPIA)
gegeniibergestellt, sowie dem Test eines Bewegungsintegrals (Jacobi-Integral3?) unterzogen.

3.3.2 Startwerte

Da UTOPIA zur Kontrolle einsetzt werden soll, kommen nur Simulationen mit moderaten numerischen Bahn-
exzentrizititen in Betracht. Abgesehen von Resonanzeffekten, wirken sich die Terme héherer Grade und/oder
Ordnung in der Reihenentwicklung des Erdschwerefeldes im Allgemeinen umso starker auf die Satellitenbahn
bzw. Bahnbewegung aus, je geringer die Bahnhohe des Satelliten ist. Zur Erzeugung eines moglichst deutlichen
bzw. signifikanten Storeffektes in den Bahnelementen wird zur numerische Integration ein entsprechend niedriger
Startwert fiir die grosse Halbachse angesetzt. Die restlichen Startwerte (im Sinne von Kepler-Variablen) kénnten
aus (3.2) tibernommen werden.

Die Anhénge H.1 und H.3 behandeln eine unabhéngige Methode der Satellitenbahnbestimmung (mittels Evolu-

tionsstrategie). Um die damit gewonnenen Ergebnisse als weitere potentielle Kontrollméglichkeit verwenden zu
konnen, werden fiir § 3.3.3 und § 3.3.4 die dort gewéhlten Startwerte (H.2) bzw. (H.9) und (H.10) iibernommen:

K:O . ag = 7000 km, €y = 0007, io = 70°, QO = Oo, wo = Oo, M() = —700,

o 2301.718 292292 185 km To 7.124 581 369 839 439 km /sec (3.15)
Co: ro=|yo | = | —2255.0561484571533 km |, vg= |19 | =|0.868731490519958 km /sec

20 —6195.703 033 567912 km 20 2.386 820153772 743 km/sec

Die Startepoche wird, wie in allen Berechnungen zuvor, o. B.d. A. mit t;, = 0 angenommen.

31Montenbruck und Gill [37] charakterisieren UTOPIA als spezialisiert auf kreisnahe Orbits, was hier mit e = % nicht erfiillt ist
32giehe (H.13) im Anhang H.3
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Mit den Formeln (D.7) bis (D.9) im Anhang D.2 lassen sich die Werte (3.15) bzw. Cy in modifizierte kanonische

Kugelkoordinaten M, umrechnen:3
ap=0.090680724 79214984, o= 2.66200651117323542rad, Ap= 5.508027989513161 38 rad,
Doy = — 348.283 840818 333 235 kszf , Po, = —35455.236 7619313796 1::5 , DA, = 18065.8729578271614 %
(3.16)
Die Winkelgrossen 6 (Co-Breite) und A (Léinge bzgl. Friihlingspunkt) entsprechen3*
0y = 152.521 738126 571 206° — ¢o = 62°31'18!'257 255656 342 s. Br.,
(3.17)
Ao = 315.586 757239032 196° — Ao = 44°24'47"673 939484092 w. L. .

3.3.3 Einzelschritte

Bevor die eigentliche numerische Integration mittels Liereihen-Ansatz betrachtet wird, soll der mégliche Einsatz
von Rechenkontrollen (unabhingige Bahnintegrationen, Bewegungsintegral JLC') iiberpriift werden.
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(a) ||Ar(t) = rgleTS)S(t) —r(B2)|| in mm vs. t in Stunden (b) JLC in km?2/s? nach (H.13) fiir UT (schwarz) und BZ (grau)

Abbildung 3.11: Vergleich UT mit h = 5 sec vs. BZ tiber einen Zeitraum von 24 Stunden. Fazit: UTOPIA ist vorzuziehen.

Letztlich soll UTOPIA zur Kontrolle eingesetzt werden.?® Bei der Behandlung des Klassischen Hauptproblems
(nur cg0) hatten sich die Ergebnisse von Bezdek [4] als am ehesten brauchbar zur Kontrolle erwiesen; deshalb
wurden auch fiir das 4 x 4-Beispiel entsprechende Integrationen nachgefragt.?¢ Das Softwarepaket verwendet
als Standardvorgabe das EGM08-Erdschwerefeld. Die Werte fiir pg und ag wurden wie in (3.9) gesetzt. Die
in UTOPIA verwendete Erdrotationsrate wg = 27/86164 sec scheint hingegen nicht exakt realisiert worden zu
sein. Um die Ergebnisse bestméglich vergleichen zu kénnen, wurden die Kugelfunktionskoeffizienten in UTOPIA
tempordr von JGM3 auf EGM0S8 umgestellt. Bis auf wg waren damit alle Kraftmodellparameter identisch.
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(a) ||Ar(t) = r;}irgg)s(t) —r®B2)|| in mm vs. t in Tagen (b) JLC in km?2/s? nach (H.13) fiir UT (schwarz) und BZ (grau)

Abbildung 3.12: Vergleich UT mit h = 60 sec vs. BZ tiber einen Zeitraum von 30 Tagen. Fazit: UTOPIA ist vorzuziehen.

33 Anmerkung: spezielle Werte fiir 7 und p, fallen nicht an, da hier 7 = t ist und p, in keiner der benétigten Endformeln auftritt.
34mit der geographischen Breite ¢ und geographischen Linge A (wobei hier A = A — wgt und somit wegen to = 0 gilt A\g = Ao)

35da diese Moglichkeit dem Autor unmittelbar zur Verfiigung steht

36Bezdek [4] verwendete wieder einen Runge-Kutta Integrator der Ordnung 8(5,3) (Dormand & Prince) mit variabler Schrittweite



3.3 Spezialfall 4 x 4-Erdschwerefeld 79

Numerische Integrationen erfolgten mit UTOPIA fiir diverse Integrationsschrittweiten h. Mit den Ergebnissen
aller Bahnberechnungen wurde jeweils das Bewegungsintegral JLC ausgewertet. Abhéngig von h ist UTOPIA
(UT) oder den Ergebnissen von Bezdek (BZ) der Vorrang einzuriumen, sieche Abbildungen 3.11 bis 3.13.37
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Abbildung 3.13: Vergleich UT mit diversen Schrittweiten h = 90 sec, h = 96 sec, h = 100 sec, h = 108 sec, h = 120 sec
vs. BZ tber einen Zeitraum von 30 Tagen. Fazit: fiir grossere Schrittweiten sind die Ergebnisse von Bezdek vorzuziehen.

Anmerkung: Da die Kraftmodellparameter zwischen den Programmen nicht hundertprozentig tibereinstimmen
und sich zudem die EGM08-Koeflizienten auf geringfiigig andere Werte beziehen, als in (3.9) angegeben, besitzen
die bisher gezeigten Diagramme nur eingeschriankte Aussagekraft.

Der Einfluss unterschiedlicher nominaler Werte fiir die Kugelfunktionskoeffizienten ist aus Abb. 3.14 ersichtlich.
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Abbildung 3.14: Abhdangigkeit numerischer Integrationen (mit UTOPIA) von verschiedenen Erdschwerefeldkoeffizienten
(hier speziell JGM-8 vs. EGMO8) fiir verschiedene Integrationsschrittweiten; h =5 sec (links) bzw. h = 120 sec (rechts).

Nach den Erfahrungen aus § 3.2 bleibt die Schrittweite zur Sicherheit nachfolgend auf maximal h = 60 sec
beschrénkt. In diesem Bereich liefert UTOPIA zur Rechenkontrolle hinreichend genaue Ergebnisse.

Jetzt wird getestet, wie hoch die lokale Einzelschrittgenauigkeit fiir die numerische Integration mittels Liereihen
unter Verwendung der modifizierten kanonischen Kugelkoordinaten ausfillt. Dazu wird der Betrag von drg nach
(3.5) in Abhéngigkeit von der Integrations- bzw. Einzelschrittweite h = At aufgetragen, siche Abb. 3.15.

Das Ergebnis ist, wie zu erwarten, stark abhéingig vom gewéhlten Entwicklungsgrad fiir den Liereihen-Ansatz.3®
Bei praktisch begrenzter Stellenzahl (hier wurden z.B. 16 signifikante Stellen als ausreichend betrachtet, weil
damit die Prézision der Zahlenrechnung bis in den Millionstel-mm-Bereich hinabreicht) und einer konvergenten
Reihe existiert stets eine untere Genauigkeitsgrenze, die sich im Plot als waagerechte Linie darstellt und erst
bei ausreichend hoher (Einzel-)Schrittweite verlassen wird (werden muss). Die absteigende Grossenordnung der
Reihenterme macht sich also erst in Kombination mit hinreichend hohen Schrittweiten bemerkbar.3%

37wobei hier die Einhaltung der Konstanz von (H.13) als entscheidendes Qualititskriterium dient

38 Aufgetragen wurden fiir jedes kmax die Wertepaare (h;, ||0ro, ||) aller ganzzahligen Schrittweiten zwischen hy = 1 und hgo = 60
Sekunden. Wiirden auch Schrittweiten h; € (0,1) betrachtet, sollten sich die oberen Kurven (fiir kmax = 2,3) in der Abbildung
nach links unten fortsetzen.

39andernfalls wiirde die ganze Berechnung auch nicht konvergieren
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Nochmals anders ausgedriickt: Bei einmal vorgegebener Prizision (Stellenzahl) der Berechnung lésst sich die
Einzelschrittgenauigkeit numerischer Integrationen fiir eine gewéhlte Schrittweite nicht beliebig durch Erhéhung
des (Reihen-)Entwicklungsgrades steigern. Der quantitative Verlauf der Genauigkeitsgrenze lisst sich allerdings
auch durch Verdnderung der iibergeordneten Rechengenauigkeit (Prézision, verwendete Stellenanzahl) nicht
beliebig beeinflussen, denn der Konvergenzradius einer Reihe ist letztlich davon unabhéngig.
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0. 0001 ¢
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Abbildung 3.15: Lokale Einzelschrittgenauigkeit als ||dro|| (Vergleich Hin- und Riickrechnung) in mm vs. Einzelschritt-
weite in s in Abhdngigkeit von Kmae. Alle Berechnungen wurden mit einer gleichen Prazision von 16 Stellen durchgefihrt.
Anmerkung: Der Knick im Graphen fir kpyqar = 6 ist bei dem Beispiel tatsdchlich vorhanden und kein Rechenfehler; d. h.,
dass die Hin-Riick-Rechnung allein keine allgemeingiiltige Kontrolle bzw. abschliessende Genauigkeitsbeurteilung erlaubt.

Die derart ermittelte Einzelschrittgenauigkeit wird durch das angesprochene Bewegungsintegral (H.14) bestétigt;
es kann fiir bestimmte Kombinationen (kmax, At) mit 16 signifikanten Stellen erfiillt werden, siehe Abb. 3.16.
Anmerkung: Da die Anzahl bekannter Bewegungsintegrale fiir das vorliegende Problem kleiner ist als die Dimen-
sion des Phasenraumes, stellt diese Uberpriifung lediglich eine notwendige aber keine hinreichende Bedingung
fiir die Korrektheit der Berechnungen dar.
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Abbildung 3.16: Uberpriifung des Bewegungsintegrals Jacobi-Like-Constant ||(JLC(h) — JLCy)/JLCy|| vs. Einzelschritt-
weite in s in Abhdngigkeit von Kmaz. Alle Berechnungen wurden mit einer gleichen Prdzision von 16 Stellen durchgefihrt.

Der aus den Startwerten (3.15) bestimmbare Wert fiir JLC betrégt hier (dieses Mal mit JGM-3 statt EGMO08)
JLC(tg) =: JLCy = —29.753 810 539 914 489 549 406 787 338 . . . km?/s?. (3.18)
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Der Genauigkeitslevel wird auch durch direkten Vergleich der Liereihen- und UTOPIA-Ergebnissen bestétigt,
siche Abb. 3.17. Der Plot fiir die Geschwindigkeiten sieht qualitativ &hnlich aus (ist deshalb hier weggelassen).

1. x10° 3 Kmax=2
F Kmax=3
Kmax=4
Kmax=5
100 | Kemax=6
F Kmax=7
0.01 ¢
1. x10° ¢
1. x1010 ¢
0 10 20 30 40 50 60

Abbildung 3.17: Globale Einzelschrittgenauigkeit als ||Ar(h) = r ) (h) — v (YT)(R)|| in mm vs. Einzelschrittweite in s
in Abhdngigkeit von Kpmae. Alle Berechnungen wurden mit einer gleichen Prdzision von 16 Stellen durchgefiihrt.

Die Berechnungen mit UTOPIA erfolgten ebenfalls jeweils als Einzelschritt, d.h. es wurden 60 numerische
Integrationen mit entsprechendem h-Wert durchgefiihrt. Die konkreten Liereihen-Ergebnisse fiir kyax = 7 sind
in Tab.3.10 dokumentiert und erméglichen so den unmittelbaren Vergleich zu eventuell eigenen Berechnungen.

Tabelle 3.10: Ergebnisse der Einzelschrittberechnungen mittels Liereihen-Ansatz (kmaz = 7) fir ein 4 X 4-Erdschwerefeld
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3.3.4 Bahnbogen

Nachfolgend wird die Genauigkeit der numerischen Integration mittels Liereihen-Ansatzes anhand von Bahn-
bogen untersucht, welche sich aus sukzessiven Einzelschritten ergeben. Zur Rechenkontrolle werden wiederum
UTOPIA und das Jacobi-Integral herangezogen.

Die Genauigkeit eines mittels Liereihen-Ansatzes berechneten Bahnbogens hiangt entscheidend von drei Grossen
ab%: der Integrationsschrittweite h = At, dem Reihenentwicklungsgrad kpa.x und der Rechenschiirfe (bzw. pré-
zision, d. h., der Anzahl der verwendeten Stellen in der Zahlenrechnung). Alle folgenden Beispiele wurden auf
lediglich 16 Stellen genau berechnet. Dieser Wert kommt in der Praxis meistens zum Einsatz und ist i. d. R. auch
ausreichend. Zusétzliche Stellen kosten hingegen lediglich unnétig Rechenzeit.

Als Startwerte wurden stets die Angaben aus (3.15) verwendet. Da die Anzahl der auszuwertenden Terme mit
steigendem Entwicklungsgrad iiberproportional ansteigt, bleibt hier in allen Beispielen k. < 6, lediglich fiir
vergleichsweise kurze Bahnbogen kommt auch kp,,x = 7 zum Einsatz. Die Bahnbogenldnge betragt zumeist 24
Stunden. In dieser Zeit vollfiihrt ein Satellit mit den o.g. Startwerten ca. 15 Umléufe. Fiir lingere Bahnbogen
sind, nach den Erfahrungen aus dem klassischen Hauptproblem bzw. § 3.2, noch etwas hohere Entwicklungsgrade
(etwa bis kpax = 9) notig, um sub-mm-Genauigkeit in berechneten Satellitenpositionen garantieren zu kénnen.
Ebenfalls in den Erfahrungen aus § 3.2 begriindet, wird die Schrittweite relativ klein gehalten und zu Testzwecken
mit At = 5,10, 20 sec angesetzt. Daraus ergeben sich verschiedene Kombinationsméglichkeiten, um den Einfluss
der Parameter auf die erzielbare Genauigkeit zu untersuchen. Tab. 3.11 fasst alle betrachteten Kombinationen
zusammen und vergibt Kurzbezeichnungen, um die zugehorigen Graphen in den nachfolgenden Diagrammen
und Tabellen leichter zuordnen zu kénnen.

Tabelle 3.11: Untersuchte Bahnbogenldngen fir Kombinationen aus Integrationsschrittweite At u. Entwicklungsgrad kmaz

k max
2 3 4 5 6 7

5 sec Fall A Fall B Fall C Fall D Fall E Fall F
86400 sec 86400 sec 86400 sec 86400 sec 86400 sec 7200 sec

10 sec _ _ _ Fall G Fall H Fall 1
86400 sec 86400 sec 14400 sec

20 sec _ _ _ Fall J Fall K Fall L
86400 sec 86400 sec 28800 sec

Die Abb. 3.18 stellt alle Félle bis einschliesslich ky,.x = 6 gegeniiber. Aufgetragen ist jeweils {iber eine Bahnbo-
genldnge von 24 Stunden die Abweichung der mittels Liereihen-Ansatz integrierten raumfesten Satellitenposition
zu vergleichbaren UTOPIA-Ergebnissen. D.h., auch die UTOPIA-Berechnungen erfolgten mit unterschiedlichen
Integrationsschrittweiten (h = 5,10,20 sec), um diesen Parameter als Ursache fiir Abweichungen weitgehend
ausschliessen zu konnen. Die Tabellen 3.12 und 3.13 geben die Positionen bzw. Geschwindigkeiten zur Endepo-
che und deren Abweichungen bzgl. UTOPIA an.*! Die Fille mit k., = 7 wurden gesondert untersucht.

40nachdem Startwerte und Kraftmodell bereits festgelegt wurden

41da die UTOPIA-Resultate (zu gleichen Epochen) fiir alle drei Integrationsschrittweiten in den ersten 16 signifikanten Stellen
iibereinstimmten (es wurde tatséchlich mit 32 Stellen berechnet), enthalten die Tabellen jeweils nur einen UTOPIA-Eintrag
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Abbildung 8.18: ||Ar(t) = r B (t) — e (VT (4)|| vs. Zeit in Stunden in Abhingigkeit von Kupmas und h = At.

Man erkennt deutlich, dass mindestens ein Entwicklungsgrad kp.x = 6 notig ist, um bei tagelangen Bahnbdgen
sub-mm-Genauigkeit (At = 5 sec) oder zumindest ¢m-Genauigkeit (At = 10 sec) zu erreichen. Die Integrati-
onsschrittweite muss dabei vergleichsweise klein gewihlt werden, was aber nach den Erfahrungen aus § 3.2 zum
klassischen Hauptproblem auch nicht anders zu erwarten war.

Da die Rechenzeit linear mit sinkender Schrittweite aber exponentiell mit steigendem Entwicklungsgrad an-
wéchst, sollte man fiir eine vorgegebene Genauigkeit eher eine Kombination aus kleinem At und k.« wéhlen,
als jeweils grossere Werte; siehe z. B. Fall C' vs. Fall K.

Tabelle 3.12: Vergleich von Positionsvektoren zwischen Liereihen-Ansatz und unabhdingigen Bahnintegrationen

Berechnung H z(te =1 day) in km l y(te =1 day) in km L z(te=1 day) in km H

Az in mm L Ay in mm L Az in mm

UTOPIA -5856.511726128608 -1120.199343643628 -3759.035168352178 UTOPIA-Werte dienen als Vergleichsmafstab
Ettl -5856.511726128649 -1120.199343643584 -3759.035168352128 -4.1.107° L 4.4.107° L 5.0-107°
LR Fall A -5836.243115621377 -1123.226134363536 -3789.670580975379 2.0-107 -3.0-10° -3.0-10°
LR Fall B -5851.770986867132 -1122.703287502683 -3765.341895983076 4.7-10° -2.5-10° -6.3-10°
LR Fall C -5856.510447490228 -1120.200263710333 -3759.036807758372 1.2-10% -9.2.102 -1.6-10%
LR Fall D -5856.511882810582 -1120.199260817256 -3759.034959640653 -1.5-102 8.2-10! 2.0-102
LR Fall E -5856.511726245723 -1120.199343571896 -3759.035168196862 -1.1-1071 7.1-1072 1.5-10!
LR Fall G -5856.516720309194 -1120.196705465336 -3759.028515386326 -4.9-10% 2.6-10° 6.6-10%
LR Fall H -5856.511736616130 -1120.199337450393 -3759.035154425725 -1.0-10* 6.1-10° 1.3-10%
LR Fall J -5856.669422928139 -1120.116157773569 -3758.825063782348 -1.5-10° 8.3-10* 2.1-10°
LR Fall K -5856.512773705003 -1120.198748471081 -3759.033774955942 -1.0-10° 5.9-102 1.3-10%

Als weitere unabhéngige Kontrolle konnten noch entsprechende numerische Bahnintegrationen durch Ettl [13]
gewonnen werden; sie bestitigen im Wesentlichen die UTOPIA-Genauigkeit.

Tabelle 3.13: Vergleich von Geschwindigkeitsvektoren zwischen Liereihen-Ansatz und unabhdingigen Bahnintegrationen

Berechnung H Z(te=1d) in km/s l y(te=14d) in km/s L Z(te=1d) in km/s H Az in mm/s L Ay in mm/s L Az in mm/s

UTOPIA +4.197976072834063 -2.281736255783563 -5.779669613971355 UTOPIA-Werte dienen als Vergleichsmafistab
Ettl +4.197976072833999 | -2.281736255783534 | -5.779669613971413 -6.4-10~8 L 2.9.10"8 L -5.8.107%
LR Fall A +4.229446675316580 -2.281426009691008 -5.756712427061433 3.1-10* 3.1-102 2.2-10%
LR Fall B +4.205366624100100 | -2.280370504584877 | -5.774975573820035 7.3-10°% 1.3-10°% 4.6-10°
LR Fall C +4.197978089076547 | -2.281735708783898 | -5.779668403812639 2.0-10° 5.4.107% 1.2-10°
LR Fall D +4.197975828297385 | -2.281736300884714 | -5.779669769103082 -2.4.1071 -4.5.1072 -1.5-107!
LR Fall E 4.197976072650061 -2.281736255824524 | -5.779669614086186 -1.8-.1074 -4.0-107° -1.1.10~4
LR Fall G +4.197968278503747 | -2.281737691977473 | -5.779674559071360 -7.7-10° -1.4-10° -4.9-10°
LR Fall H +4.197976056391299 | -2.281736259282039 | -5.779669624281948 -1.6-10~2 -3.4-1073 -1.0-10~2
LR Fall J +4.197729960637704 | -2.281781515922648 | -5.779825781635941 -2.4-102 -4.5-10* -1.5-102
LR Fall K +4.197974433048316 | -2.281736587920413 | -5.779670646881107 -1.6-10° 3.3.107% -1.0-10°
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Abbildung 3.19: Uberprifung des Jacobi-Integrals (JLC) der betrachteten Fille bis einschliesslich kmaz = 6.
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Die Abb. 3.19 verdeutlicht, wie sich die Einhaltung des Bewegungsintegrals (H.14) sukzessive mit der Erh6hung
des Entwicklungsgrades verbessert. Der relative Fehler verringert sich schrittweise gleich um mehrere Grossen-
ordnungen. Das Fehlerverhalten ist eher vom Entwicklungsgrad als von der Integrationsschrittweite abhéngig;
dies wird aus den qualitativ dhnlichen Diagrammen zu den Féllen D, G und J bzw. E, H und K deutlich.

Fiir den Fall F sind bereits 13 signifikante Stellen gesichert. Weitere Stellen kommen bei Erhéhung des Ent-
wicklungsgrades (kmax > 6) hinzu - es wird fast schon die angesetzte Rechenschiirfe erreicht (vgl. Fall F' in

Abb. 3.20).

20mm| FallL
-29. 753810540
15mMm
~29. 753810542
10mMm
5mm ~29. 753810544
Fall L
2 4 hrs 8 2 4 hrs 8
0. 05mMm
Fall 29. 75381053991
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1. 010-*mm ~29. 7538105399142
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Abbildung 3.20: ||Ar(t) = v E () — v (UT)(1)|| vs. Zeit in Abhingigkeit von h = At (links) und Uberprifung des Jacobi-
Integrals (rechts) der betrachteten Fille mit kmag = 7.

In den Abbildungen 3.19 und 3.20 sind systematische Effekte in den Residuen zu erkennen. Auch ohne Spek-
tralanalyse lédsst sich deutlich ein 2 cpr-Signal ausmachen. Dies hdngt mit der maximalen Ordnung mpy.x = 4
des verwendeten Kraftmodells zusammen. Erst ab einer bestimmten Kombination aus hinreichend hohem Ent-
wicklungsgrad (etwa kmax = 7) und hinreichend kleiner Schrittweite (etwa At = 5 sec, die dem speziellen
Konvergenzradius geschuldet ist) werden die Amplituden so klein, dass die Residuen nicht mehr durch ein
einzelnes Signal dominiert werden (siche wiederum Fall F' in Abb. 3.20).

Fazit: Die numerische Integration mittels Liereihen-Ansatz kann hochgenaue Satellitenbahnen unter Annahme
eines tesseralen Erdschwerefeldes erzeugen. Fiir Bahnbogenldngen von ca. 1 Tag ldsst sich ab einem Entwick-
lungsgrad von kpyax = 6 sub-mm-Genauigkeit in den Satellitenpositionen (auch im Falle eines LEO) erreichen.
Hierzu sind jedoch vergleichsweise geringe Schrittweiten erforderlich. Die Rechenzeit ist (noch) um ein Vielfaches
hoher, als bei den gewohnlichen numerischen Integrationsverfahren. Fiir praktische Anwendungen, insbeson-
dere bei lingeren Bahnbogen und hoher aufgelosten Erdschwerefeldmodellen, ist der vorgestellte Ansatz in der
vorliegenden Form derzeit zu aufwendig in der rechnerischen Auswertung. Es wurde jedoch bereits angedeutet,
wie der Aufwand zukiinftig signifikant reduziert werden kann.

Von Vorteil sind hingegen bereits jetzt die einfache Grundidee bzw. das klare Konzept, dass sich prinzipiell auch
auf dissipative Storkrifte anwenden ldsst. Zudem gestattet die Verfiigbarkeit expliziter Formeln Riickschliisse
auf die physikalischen Ursachen des untersuchten Bewegungsproblems.



Kapitel 4

Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit behandelte die Moglichkeit der numerischen Satellitenbahnintegration mittels Liereihen-
Ansatzes. Damit stellt sie ein Bindeglied dar zwischen fritheren Untersuchungen zur (herkdmmlichen) numeri-
schen (Mai [25], Mai [26] § 3.2 bzw. Anhang D) und analytischen Bahnintegration (Mai [26], Mai et al. [28]).
Hierzu wurde der zuvor anhand eindimensionaler Oszillatoren getestete Ansatz (Mai [27], [29]) auf die (stark
vereinfachte) Bewegungsgleichung eines Erdsatelliten iibertragen.

Den Kern bildet im Hauptteil die theoretische Herleitung und praktische Anwendung des Verfahrens. Auftreten-
de Nebenaspekte wurden in entsprechende Anhénge verlagert und dort ausfiihrlich diskutiert. Deren Bedeutung
geht iiber die Anwendung innerhalb dieser Arbeit hinaus und kann deshalb fiir weitere Untersuchungen, nume-
rische wie analytische, von Nutzen sein.

Zunéchst wurde dargestellt, wie sich die Newton’sche Formulierung von (speziellen) Bewegungsproblemen in
eine dquivalente Darstellung unter Verwendung der Hamiltonfunktion iiberfiihren lasst.

Nach der allgemeinen Formulierung des Liereihen-Ansatzes zur Losung von Bewegungsproblemen wurden die
Endformeln fiir diverse Spezialfille (Keplerproblem, Klassisches Hauptproblem (nur ¢g), Hinzunahme tesseraler
Terme am Beispiel eines 4 x 4-Erdschwerefeldes) detailliert hergeleitet. Wiahrend sich das Keplerproblem noch
einigermafsen iibersichtlich unter Verwendung kartesischer Koordinaten behandeln lésst, gerét die Darstellung
flir kompliziertere Kraftfunktionen zu uniibersichtlich, so dass andere Variablenséitze zum FEinsatz kommen.
Schon fiir das Keplerproblem wird deshalb eine alternative Formulierung mittels Hill-Variablen angegeben.

Fiir alle betrachteten Spezialfille wird die Moglichkeit der unabhéngigen Kontrolle spaterer Berechnungsergeb-
nisse angesprochen. Ganz allgemein kann stets eine erste Abschéitzung der Genauigkeit iiber einen Vergleich
von Hin- und Riickrechnung erfolgen. Abhéngig vom konkreten Kraftmodell liegt zudem eine bestimmte Anzahl
bekannter und damit iiberpriifbarer Bewegungsintegrale vor. Vereinfacht kann man sagen, dass deren Menge
bzw. die Kenntnis dariiber mit zunehmender Verallgemeinerung des Kraftmodells abnimmt, zumindest bisher.
Fiir das Keplerproblem kann noch eine das Bewegungsproblem vollstdndig determinierende Anzahl gefunden
werden, so dass geschlossene Losungen zur Uberpriifung numerischer Integrationen bereitstehen. Hier wird
z.B. an die Losung nach Stumpff erinnert und spéter im praktischen Teil angewendet. Der Anhang E.4 zeigt
eine weitere Alternative.

Das klassische Hauptproblem wird unter alleiniger Verwendung der Hill-Variablen betrachtet. Fiir die Kontrolle
kommen erstmals (wie spiter auch beim 4 x 4-Erdschwerefeld) zusétzlich unabhéingige Bahnintegrationen durch
Dritte zum Einsatz. Diese belegen im Vergleich die sehr hohe erzielbare Genauigkeit beim Liereihen-Ansatz.

Fiir den gewéhlten Liereihen-Ansatz wire es sehr vorteilhaft, wenn die kanonischen Impulse und Koordinaten
in der Hamiltonfunktion weitestgehend voneinander separiert auftreten wiirden; insbesondere sollte die Poten-
tialfunktion fiir das Erdschwerefeld moglichst unabhéngig von den Impulsen formuliert werden kénnen (und
damit wirklich eine reine Orts- und gegebenenfalls zusétzlich Zeitfunktion sein). Dies ist bei Verwendung von
Hill-Variablen leider nicht der Fall, weil die Potentialfunktion dann von der Inklination ¢ abhéngig ist und wegen
cosi = H/G somit auch von den Impulsgréssen H = h, und G = |h| = h.

Fiir die Betrachtung eines um tesserale Terme erweiterten Erdschwerefeldes sollte deshalb vorher die erwahnte
Separierbarkeit durch Verwendung eines geeigneten Variablensatzes ermoglicht werden. Zunéchst fiel die Wahl
auf kanonische Kugelkoordinaten, wie sie bereits bei Cui [10] auftauchen. Dieser Variablensatz wird detailliert
vorgestellt und der Liereihen-Ansatz darauthin explizit formuliert. Aufgrund der mit dem Verfahren verbunde-
nen vielfachen Verschachtelung der partiellen Ableitungen ist abzusehen, dass insbesondere das Auftreten des
Terms 1/r in der Erdschwerefelddarstellung zu (unnétig) komplizierten Ausdriicken fithren wird. Aus diesem
Grunde wurde die Variable r durch eine neue Grosse « geeignet ersetzt und damit ein neuer Variablensatz, hier
als modifizierte kanonische Kugelkoordinaten bezeichnet, eingefiihrt.
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Fiir diesen (endgiiltigen) Variablensatz wurde der Liereihenansatz neu ausgefiihrt und zum Abschluss des theo-
retischen Hauptteils fiir ein 4 x 4-Erdschwerefeld angedeutet. Die resultierenden Formeln sind sehr komplex,
sollten nach zukiinftigen Anstrengungen zu diesem Thema jedoch noch wesentlich vereinfacht werden kénnen.
Erste Hinweise hierzu finden sich bereits in der vorliegenden Arbeit. Ebenfalls nachgewiesen wird die Verwend-
barkeit und Vorteilhaftigkeit eines (um die Zeit samt zugehorigen Impulses) erweiterten Phasenraumes.

Folgende konkrete Fragestellungen, welche mit den Uberlegungen im theoretischen Hauptteil einhergingen,
wurden in gesonderten Anhéngen behandelt:

e Wie lassen sich nach erfolgter Festlegung geeigneter kanonischer Koordinaten die zugehorigen kanonischen
Impulse formulieren ? (Anhang A)

e Wie konnen ganz allgemein, d.h. fiir diverse Variablensétze, die Endformeln fiir die Lagrangeklammern
hergeleitet werden und welcher Zusammenhang besteht zu den Poissonklammern ? (Anhang B)

e Wie kann die traditionelle Darstellung des Erdgravitationspotentials mittels Kugelflichenfunktionen unter
Verwendung der modifizierten kanonischen Kugelkoordinaten umgeschrieben werden ? (Anhang C)

e Wie sehen die Transformationsformeln zwischen diversen kanonischen Variablensétzen, die hier verwendet
wurden, konkret bzw. zusammengefasst aus ? (Anhang D)

e Wie konnten alternative (analytische) Verfahren zur Losung der angesprochenen Bewegungsprobleme aus-
sehen ? (Anhénge E und F)

e Wie lésst sich selbst dann noch ein Bewegungsintegral formulieren, wenn die Bewegungsgleichung einen
explizit geschwindigkeitsabhéngigen Term enthélt ? (Anhang G)

e Wie kann man geodétische/himmelsmechanische Probleme mittels stochastischer Verfahren, etwa evolu-
tiondren Algorithmen wie z. B. Evolutionsstrategien, angehen ? (Anhang H)

Zum Liereihen-Ansatz selbst lésst sich feststellen, dass er grundsétzlich zur prézisen Satellitenbahnberechnung
geeignet ist. Voraussetzung ist, dass das vorliegende Bewegungsproblem mittels einer geeigneten Hamilton-
funktion vollstéandig beschrieben werden kann. Fiir ein Kraftmodell, welches auf das Erdschwerefeld beschrankt
bleibt, enthélt die vorliegende Arbeit alle notwendigen Schritte. Das hier betrachtete vereinfachte 4 x 4-Modell
kann prinzipiell auf beliebige Grade und Ordnungen erweitert werden.

Zur Vereinfachung der resultierenden Endformeln, die tatséchlich moéglich sein sollte, sind jedoch weitere Arbei-
ten notig. In ihrer jetzigen Form sind sie bei weitem noch zu komplex, so dass ihre Auswertung vergleichsweise
viel Rechenzeit in Anspruch nimmt. Auf die gew6hnlichen numerischen Satellitenbahnintegrationen kann des-
halb bisher nicht komplett verzichtet werden.

Zudem muss der Liereihen-Ansatz an allgemeineren Kraftmodellen (weitere gravitative und auch nicht-gravitative
Storkrifte) getestet werden. Generell sollte das vorgestellte Verfahren auch auferhalb der Satellitengeodisie
einsetzbar sein, etwa zur Integration von Planetenbahnen oder der Mondbahn.

Die vorliegende Liereihenlésung kann nur bedingt mit ,echten” analytischen Losungen (etwa nach Kaula [22]
oder nach Cui [8], [10]) verglichen werden. Die hier dargelegten analytischen Ausdriicke sind zwar beziiglich des
Kleinheitsparameters € = ¢y bereits bis zu einer relativ hohen Ordnung entwickelt worden!, jedoch sind sie nur
in einem recht engen Konvergenzintervall verwendbar. Es existieren jedoch bereits einige Ideen (Schneider [46]),
wie man dieser Einschrinkung begegnen kénnte.

Dariiber hinaus sind folgende Massnahmen denkbar, um die Rechengenauigkeit (bzw. den Konvergenzradius)
und/oder die Rechengeschwindigkeit des vorgestellten Liereihen-Ansatzes anzuheben:?

e (genauigkeitsverlust{reie) Vereinfachung der resultierenden Endformeln (neben Rechenzeitersparnis auch
positive Auswirkungen auf die Fortpflanzung des Diskretisierungsfehlers)

e Uberpriiftes bzw. gerechtfertigtes Weglassen von Termen héherer Ordnung mit vernachlissigbarer tatséich-
licher Grossenordnung (vgl. Schlussfolgerungen aus §§ 3.2.3.1, 3.2.3.2),

e Hinzunahme zusétzlicher Terme hoherer Ordnung speziell in cgo (vgl. Ergebnisse aus §§ 3.2.3.1, 3.2.3.2),

e Allgemeine Erhchung des Entwicklungsgrades kp.x der Reihenentwicklung (mindestens bis kpax=9),

Im Falle des klassischen Hauptproblems bis O(c3) bzw. fiir die vereinfachte Berechnung bis O(c3). Beim (um tesserale Terme)
erweiterten Kraftmodell lag die Reihenentwicklung etwa dazwischen; der Entwicklungsgrad wurde mit kmax = 7 angesetzt. Der
dominierende Parameter ist immer noch czg, aber natiirlich finden auch Terme mit O(ck, ) bzw. O(sE,,) bis Nmax = Mmax = 4
Beriicksichtigung. Die Beurteilung der eigentlichen Ordnung des Verfahrens ist jedoch nicht trivial, erinnere §§ 3.2.3.1 und 3.2.3.2.

2gilt allgemein auch bei Verwendung von Kraftmodellen mit héher aufgeléstem Erdschwerefeld V
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e Spezifische Anpassung des Entwicklungsgrades kpax der einzelnen Reihenentwicklungen (Angleichung der
Konvergenzradien fiir die einzelnen generalisierten Koordinaten und Impulse fiir effizientere Berechnung),

e Einfiihrung einer mobilen Basis (erzeugt zusitzliche Terme, ermdglicht aber niedrigen Entwicklungsgrad),

e Konsequente Darstellung aller Koeffizienten der Liereihenentwicklung in Abhéngigkeit vom Erdschwerefeld
selbst bzw. dessen partiellen Ableitungen (ermdglicht Verwendung bereits bekannter Zusammenhinge auch
unter Verwendung anderer Variablensétze),

e Rekursive Berechnung der Koeffizienten der Liereihenentwicklung durch Auffinden von Bildungsgesetzen,

e Riickfiihrung hoherer Ableitungen (im Rahmen der Koeffizientenberechnung) auf die ersten Ableitungen
(im Sinne einer Analytischen Fortsetzung),

e Implementierung variabler Schrittweitensteuerung (wie teilweise bei gewohnlichen Integratoren realisiert),
e Suche nach effizienterer Schwerefeldmodellierung (ist evtl. tatsdchlich durch weniger Parameter moglich),

e Umsetzung der Formeln in einer expliziten Programmiersprache (wie z. B. FORTRAN oder C/C++) um
Rechenzeit einzusparen.

Die genannten Punkte kénnen als Arbeitsgrundlage fiir zukiinftige Forschungsprojekte zu diesem Thema dienen.

Die Behandlung der allgemeinen Bewegungsprobleme in der Satellitengeodésie und Himmelsmechanik sollte mit
verschiedenen Methoden angegangen werden, um eine moglichst breite Absicherung der Ergebnisse zu erreichen.
Die Frage der Effizienz der einzelnen Verfahren untereinander wird nie abschliessend beantwortet werden kénnen.

Es wird immer wieder berechtigte Bestrebungen hinsichtlich einer verbesserten analytischen Bahntheorie geben.
Deren Komplexitét sollte mit fortschreitender Software-Entwicklung durchaus in den Griff zu bekommen sein.
Rechentechnisch anspruchsvolle Ansétze wie die hier vorgestellte numerische Integration mittels Liereihen oder
die Bahnbestimmung mittels evolutionérer Algorithmen werden mit der fortschreitenden Hardware-Entwicklung
ebenfalls praktikabel.

Die momentan so populédren aber weitgehend undurchschaubaren gewthnlichen numerischen Integrationsverfah-
ren sollten und werden sicher nicht das einzige Mittel der Wahl zur Lésung von Bewegungsproblemen bleiben.



Anhang A

Kanonische Kugelkoordinaten

A.1 Grundlagen aus der Himmelsmechanik

Integrationen mittels Liereihenentwicklungen verwenden i.d.R. kanonische Bewegungsgleichungen und kano-
nische Variablen.! Oskulierende Keplerelemente fiihren hingegen zu nicht-kanonischen Bewegungsgleichungen
und sind deshalb fiir die Satellitengeodésie weniger geeignet.

Neben einer Variablentransformation kann man natiirlich auch eine Systemtransformation vornehmen, indem
man iibergeht von einem Inertialsystem [e;] auf ein einer konkreten Problemstellung angepasstes, nicht-inertiales,
d. h. zeitabhéngiges, mobiles Bezugssystem [e;(t)]. Man erhilt als Bewegungsgleichungen

x(t) = [2:(0)] " [ei] = [w()] " [e;(t)]
x(t) = [#:(0)]" [e:] = [2:(®)] " [&)] + [2:(8)]" [es(1)] (A1)
() = [#:(1)] [ed] = [m:(®)]" [&:()] + 2[&:(1)]" [&:(8)] + [£:(1)]" [e;(1)].

Zu beachten ist, dass hierdurch Tragheitskrifte (beispielsweise Fliehkrafte) auftreten, die bei der Modellierung
des Kraftfeldes bzw. der Lagrange/Hamiltonfunktion zu beriicksichtigen sind.

Die Zeitableitungen der mobilen Basisvektoren beziiglich einer inertialen, zeitunabhéngigen Basis ergeben sich

bekanntlich zu

[&,()] = [A][e;(®)], (A2)
sowie

[&(6)] = [B] [e0)] = { [4] + [4][4] }[e:(0)]. (A3)
wobei A eine antisymmetrische Matrix ist.

Beispielsweise wihlt man im Hinblick auf das Gravitationsfeld der Erde des 6fteren anstelle des Inertialsystems
ein erdverbundenes System mittels

[e;(t)] = [Ra(2p)] " [Ri(yp)]” [Rs(© + 20)][ei] (A.4)

(© = Stundenwinkel von Greenwich, A©® = Rotationsschwankungen, z,,y, = Polkoordinaten). In &hnlicher
Weise lassen sich Prazession und Nutation beriicksichtigen.

Zu einem moglichst effizienten Algorithmus fiir die Bahnberechnung kénnen einem konkreten individuellen
Problem angepasste Koordinaten /Impulsvariable gewéhlt werden. Generalisierte Variable sollten wie die karte-
sischen Vektorkomponenten kanonisch sein, um den Liereihen-Algorithmus effizient sowohl zur numerischen als
auch analytischen Integration der Bewegungsgleichungen zu nutzen. Die generalisierten Koordinatenvariablen
sollten geometrisch als Winkel interpretierbar sein, da sie dann eine Analyse der Messdaten im Spektralbereich
ermoglichen. Die generalisierten Impulsvariablen sind stets sorgféiltig von den Koordinatenvariablen zu trennen.
Sind letztere Winkel, dann sind die korrespondierenden Impulse Drehimpulse. Der Variablensatz sollte einer-
seits zu einem moglichst einfach integrierbaren Differentialgleichungssystem, andererseits zu einer méglichst
einfachen mathematischen Beschreibung der einwirkenden Kréfte als Funktion der Bahnvariablen fiihren.

Im folgenden werden die mathematischen Grundlagen zusammengestellt, die ben6tigt werden, um eine einer
konkreten Mission (z.B. der GRACE-Mission) bestangepasste Wahl von generalisierten Bahnvariablen und
damit der Bewegungsgleichungen zu ermoglichen.

ldenn dann liuft der Lie-Operator einfach auf eine Poissonklammerbildung hinaus (zur Poissonklammer siehe auch Anhang B.5)
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Lagrangefunktion L und Hamiltonfunktion H; kanonische Bewegungsgleichungen

Die Integration der Bewegungsgleichungen eines Satelliten durch Liereihenentwicklung beruht auf der Hamil-
tonfunktion H, eng verkniipft mit der Lagrangefunktion L. Mittels der kartesischen Vektorkomponenten z;, &;

Qi x; q; ... generalisierte Koordinaten,
G| =1 G; - .. generalisierte Geschwindigkeiten, (A.5)
i ma; p;i - .. generalisierte Impulse

definiert man zwei skalare Funktionen, namlich

e die Lagrangefunktion L=T —V = % [mJT [i] — V (@i, 1),

odeWMMﬁMMnH:T+V:@J%M—Lzm@fﬁﬂ—%ﬁfﬁﬂ+vm¢%mo

H = 2] [#:] + V(@i t).

Kinetische Energie nennt man in der Physik die Grésse T' und potentielle Energie nennt man die Grosse V.
Als Lagrangegleichungen bezeichnet man die drei Differentialgleichungen 2. Ordnung

d [OL OL
— = ,=1,2,3. A6
G loe) = 5] - (A6)
Fiir ¢; = x; und ¢; = ;, also fiir die Lagrangefunktion
L = % [.Z"Z']T [Z‘Z] — V(l‘i, t), (A7>

ergeben sich unmittelbar die bekannten Newton’schen Bewegungsgleichungen

dd?l/dt jl 8V/8$1 kl
di?g/dt i‘g 3V/8:1:3 kg

Das sind 3 Differentialgleichungen 2. Ordnung. Den Kraftvektor k kann man dabei auffassen als Gradient der
potentiellen Energie (unter Verwendung der in Astronomie und Geodésie iiblichen Vorzeichenkonvention)

k =gradV = VyV(x,1). (A.9)

Zu jedem System von 3 Differentialgleichungen 2. Ordnung existiert bekanntlich ein korrespondierendes System
von 6 Differentialgleichungen 1. Ordnung, im Falle der Lagrangegleichungen die sog. Hamiltongleichungen.

Hamiltongleichungen nennt man das folgende System von 6 Differentialgleichungen 1. Ordnung

dpi/dt . f)i . 0 —F 6H/8pi . —8H/8qi (A 10)
dg/dt | |¢| | E | 0 ||0H/0q | | 0H/op; | '
Kanonische Matriz nennt man jede Matrix der Form
0 | -F
[K} - K , K = const. (A.11)
E 0

Die Werte auf der rechten Seite der Hamiltongleichungen kann man auffassen als Gradienten der potentiellen
bzw. kinetischen Energie (zur Aufkldrung {iber die z. T. verwirrende Definitionsvielfalt hinsichtlich der potenti-
ellen Energie siehe z. B. Kellogg [23], Kapitel III, § 1, Seiten 52-53)

k=gradV = V,V(x,t) = [e;] [0V/0z;]  bzw. p=gradT = ViT(%) = [e;]” [0T/0i,].  (A.12)

Anmerkung: Abgesehen von den unterschiedlichen Vorzeichenkonventionen sollte man, sobald das Kérpermodell
Massepunkt verlassen wird und man auf ein Kérpermodell starres Teilchensystem oder ein Kontinuum iibergeht,
zwischen den Begriffen potentielle Energie und Potential(funktion) sauber unterscheiden. In diesen Féllen hat
man fiir die potentielle Energie des Systems die Potentialfunktion aufzusummieren (fiir ein Teilchensystem, siehe
Definition (6.173) bei Schneider [41], § 6.2, Seite 202) bzw. zu integrieren (fiir ein Kontinuum, siehe Definition
(7.95) bei Schneider [41], § 7.6, Seite 222).
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Im Falle kartesischer Vektorkomponenten erhélt man explizit mit ¢; = z;, p; = ma&; und m =1

Cdig/dt T 1 0 07[9H/d#
ddp/dt 0 0 -1 0| 0H/9iy
dag/dt | _ 00 1 || 0H/dis | (A1
dxq /dt 100 OH/0x,
dxo /dt 010 0 OH /O
| dzg/dt | L0 0 1 1L 0H/0xz5 |

Kanonisch nennt man Bewegungsgleichungen dann, wenn sie in dieser offensichtlich einfachsten Form auftreten;
kanonisch konjugiert nennt man generalisierte Variable dann, wenn sie (wie kartesische Vektorkomponenten) zu
kanonischen Bewegungsgleichungen fithren.

Als illustrierendes Beispiel fiir nicht-kanonische Bewegungsgleichungen seien die Lagrange’schen Gleichungen
fiir oskulierende Keplerelemente angegeben (Kaula [22], p. 29, e = sine, V1 — e? = cose, F = —L)

[ di/dt T i —coti/cose 1/sinicose 0 71 OL/oi T
de/dt 0 cote 0 —cote OL/0e
da/dt _ 1 | 0 0 —2a OL/0a (A1)
dw/dt na? coti/cose —cote 0O OL /0w
dQ/de —1/sinicose 0 0 0 OL/00
| dM/dt | L 0 cote 2a 1L OL/OM |

Man beachte, dass die Keplerelemente hier nach Koordinaten- und Impulsgrossen getrennt wurden; die kor-
respondierende Matrix ist antisymmetrisch. Fasst man also die Variablen (w, ), M) als (dimensionslose) Ko-
ordinatenvariable auf, so kann man die Keplerelemente (e,i,a) als Grossen auffassen, die die dazugehdrigen
Drehimpulsvariablen beschreiben, siehe auch § B.2.

Man beachte ferner, dass das Gleichungssystem singulér /instabil wird
o fiir e =sine = 0 (nahezu kreisformige Bahnen),

e fiir i = 0 (4quatornahe Bahnen; geostationére Satelliten).

A.2 Kugelkoordinaten und korrespondierende Drehimpulse

Von besonderer Bedeutung in der Satellitengeodésie sind Kugelkoordinaten; denn das Gravitationsfeld der Erde
lasst sich mathematisch am einfachsten durch eine Kugelfunktionsentwicklung beschreiben.

Man fiihrt zunéchst eine mobile, mit dem Satelliten verkniipfte Basis [e;(¢)] ein derart, dass der Positionsvektor
des Satelliten beztiglich dieser Basis nur eine Komponente z;(¢) ungleich Null hat. Fiir die Basis gilt e, (¢) = e, (t)

T

x(t) = r(t)e; (t) + 0ey(t) + 0es(t) = [r(1),0,0] | &(t) [ = | 0 | [e;(t)] =r(t)es(t) =r(t)er(t). (A.15)

Zwischen raumfester und mobiler Basis gelten die Beziehungen (vgl. Abb. A.1)

e;(D)] = [Ro(0)]" [Ra(@)] [es ()], [es(t)] = [Ra(@)] [Ra(6)] [e;(t)]. (A.16)

Anmerkung: Hier werden die in der Himmelsmechanik iiblichen Winkelbezeichnungen Rektaszension a und
Deklination ¢ verwendet. Wenn im Rahmen der Satellitengeodésie die raumfeste Basis durch eine erdfeste Basis
ersetzt wird, so werden a und ¢ durch die Winkelbezeichnungen A (geographische Linge) und ¢ (geographische
Breite) bzw. § = 90° — ¢ (geographische Co-Breite) ausgetauscht.?

Als Komponenten z; des Positionsvektors x(t) beziiglich der raumfesten Basis erhélt man

X1 cosaw —sina 0| [cosd 0 —sind | | r(¢) cosacosd —sina —cosasind | | r(t)
To | = | sina cosae 0 0 1 0 0 = | sinacosd cosa —sinasind 0
T3 0 0 1 sind 0 cos o 0 sin § 0 cos o 0

2entsprechend wire in allen Formeln sin o, cos o durch sin A, cos A und sin §, cos§ durch sin ¢ = cos 6, cos ¢ = sin 0 zu ersetzen
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also die vertraute Darstellung

T €oSs o coS
zo | =7|sinacosd |, (A.18)
T3 sin 6

wobei r = r(t), « = a(t) und 6 = §(¢) zeitabhéngige Grossen sind, da Satellitenpositionen beschrieben werden.

Anstelle der kartesischen Komponenten z; kénnen neben der Radialkomponente r die Transformationsparameter
Rektaszension o und Deklination ¢ als generalisierte Koordinaten ¢; = (r, o, §) eingefiithrt werden.

€3 = Richtung von &

gz(t) = Richtung von 8

e

Abbildung A.1: Die sich drehende Basis [e;(t)]

Zur Bestimmung des korrespondierenden Impulsvektors geht man aus von der zweiten Gleichung in (A.1) mit
Berticksichtigung von (A.2), also

x(t) = [:(6)] " [ea(t)] = { [w:(0)] " [4] + [2:0)]) } es(0)]. (A.19)

Die Matrix A lésst sich geméss (A.2) aus (A.16) gewinnen. Formal gilt

. d d
0] = { 5 (1)) [Ra)] + [Re)] 3 ([Ra(@)] ) [Rafe)) [Re@] [es0). (A20
Die Matrix A kann als Summe von 2 Teilmatrizen A; und A, geschrieben werden, wobei
d T T d T
A1) = 2 ([R20)]") [Ra(@)] [Rs(@)] " [R2(9)] = £ ([R0)]") [Ra(0)]:
(A.21)
d
(4] = [Ra(0)]" 5 ([Ra(e)] ) [Rs(e)] " [Ra(®)].
Man erhélt die antisymmetrische Matrix A
00 6 0 & cosd 0 0 & cosd )
[Al] = 0 0 0], [Ag] = | —c&cosd 0 & sin 6 — [A] = | —c&cosd 0 & sin
5 0 0 0 —dasiné 0 —5  —asindg 0
(A.22)
Die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors beziiglich der mobilen Basis ergeben sich explizit zu
i1 e r1" 0 dcosd ) e e (t) T T e (t)
T e | = 0 —d&cosd 0 éasind | + [0 ey(t) | = | rcosda ey (t) |. (A.23)

T3 es 0 —§  —dsind 0 0 es(t) 7o e;3(t)
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Die Komponenten des Geschwindigkeitsvektors bzgl. der raumfesten Basis ergeben sich aus (A.18) explizit zu

. 1T . & . . . T

a1 el 7cosdcosa — dTsind cosa — &rcosdsin o e;

T ey | = | Fcosdsina — drsindsina + &rcosdcos e |. (A.24)
T3 e3 7 sin § +drcosd €3

Fiir die kinetische Energie folgt somit (vgl. Schneider [41])

T=Z(a) o] = 5 (et +if+43)  baw. 7= (i +r2costoal +r%?) (A.25)
oder in Matrizenschreibweise
P R 1771 0 07 [
T = % 7 oS d & rcosdc | = % & 0 r2cos?5 0 . (A.26)
ré ré ) 0 0 r2 )

Die potentielle Energie (bzw. im Falle eines ausgedehnten Korpers zunéichst das Potential oder die Potential-
funktion®) sei eine lediglich orts- und eventuell explizit zeitabhingige Funktion V = V(r, a, ; t). Damit erhalt
man die Lagrangefunktion

L=1L(qqg;t) = % (1’"2 + 72 cos?6 &2 + 7'252) — V(r7 a, 9; t), (A.27)
wobei die ¢; = (7, &, 5) als generalisierte Geschwindigkeiten bezeichnet werden.

Die Lagrangefunktion (A.27) dient als Ausgangspunkt zur Ableitung der den generalisierten Koordinaten g;
zugeordneten kanonisch konjugierten Impulse/Drehimpulse p;. Letztere werden nach der allgemeinen Vorschrift

oL

pi = 37% (A-28)

gebildet. Da bei unserer (nun ersichtlich vorteilhaften) speziellen Wahl generalisierter Koordinaten die potenti-
elle Energie unabhéngig von den ¢; ist, gilt hier

oT
i = A2
P 9q; (A.29)
und konkret oT oT or
L= = mr, p2= oo = mr? cos?d ¢, p3 = % mr?. (A.30)

Die Impulse po und p3 stehen offensichtlich in engem Zusammenhang mit den Komponenten des Bahndrehim-
pulsvektors h = x x x, denn

h1 Todg — T3ko r?sinad — 2 sin 6 cos d cos av &
ho | = | 3% — 7183 | = | —r?cosad —r?sindcosdsinad (A.31)
hs3 1L — T2d r2 cos?d &
also
po = mhg und p3 = m(sina hi1 — cosa hg). (A.32)

Fiir den Gesamtbahndrehimpuls h gilt

hy hy . )
R = |hy| |ha| =1" (52 +cos25a2) bzw. B =— (p§ + -2 ) (A.33)
m cos?6
hs hs
Aus (A.30) lassen sich die Abhéngigkeiten ¢; = ¢;(p;) gewinnen:
h=i=2 p=a=—t o =b=L (A.34)

m mr2 cos2d ’ mr2’

Damit kann die Lagrangefunktion in Abhéngigkeit von (p, q) gebracht werden.

3nach Kellogg [23] fiihrte G. Green den Begriff Potentialfunktion ein, wihrend C. F. Gauss einfach Potential benutzte
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Einsetzen von (A.34) in (A.27) liefert

2 2 2 1 1 1
L—m<pl+r2cosz5 Pz + 72 Ps )V(r,a,é;t)—Q(prrp§+2p§>V(r,a,§;t)
m r

2 \'m2 m2rt costd m2rd 72 c0os?§
(A.35)
und wegen
T
1 P1 1 0 0 p1 1 1 1
Tr.1 -2 _ 2 2 2
pi] " [@] = poogl 22 0 (rcosd) 0 p2| = — (p1 + Ty P2 + r2p3> (A.36)
p3 0 0 r=2 ] | p3
erhélt man formal die Hamilton-Funktion
T, L /(s 1 o L o
H=|p; i| — L H(p,q) = — - — Vg, q2,qs:t). A.37
p]" 14 ~ e = g (P e o)V (mast). (A3)
Zieht man die Masse m aus den Impulsen p; heraus, so dass nunmehr
p1 =T, P2 =12 cos%8 &, p3 =124, (A.38)
bzw. . . -
b1 e (t) r e (t) T 1 0 0] [e(?)
P2 e (t) | = | rPcos?ia e, (t) | = |rcosda 0 rcosd 0] |ey(t)], (A.39)
P3 es(t) r24 e;(t) %) 0 0 r| | es(t)
dann folgt fiir die kinetische Energie in Matrizenform
P1 Tt 0 0 P1
m -2
T= D) P2 0 (r cos (5) 0 p2 |- (A.40)
p3 0 0 r=2 ] | ps

Nachfolgend wird o.B.d. A. die kinetische Energie stets durch die Masse m dividiert verwendet.

Unter Verwendung der Kugelkoordinaten (7, a, d) als generalisierte Koordinaten und den resultierenden kano-
nisch konjugierten Impulsen/Drehimpulsen (A.38) erhilt man dann die weiter zu verwendende Hamiltonfunktion

1 2 1 2 1 2 .
H=3 <P1 t Teozg 2t szs) +V(ra,8t). (A-41)

Anmerkung: einige der oben auftretenden Matrizen konnen aufgefasst werden als kovariante bzw. kontravariante
Komponenten des Metriktensors M = [ei] [EU} [ej} beziiglich einer orthogonalen nicht-normierten Basis.

Ein Vergleich von (A.41) mit (2.214) und Beriicksichtigung von (A.38) zeigt, dass

- Die von Cui [10] iibernommene Definition fiir F' und die aus der Physik fiir diesen Anhang iibernommene
Konvention fiir H verwenden unterschiedliche Vorzeichen, d.h., F' = —L (Anmerkung: die Benennung der
Hamiltonfunktion mittels F' wirkt moglichen Verwechslungen mit Bahnelementen aus diversen Variablen-
sitzen entgegen),

- Die im § 2.2.4.1 eingefiihrten kanonischen Kugelkoordinaten S = (7, J, H;r,6, A)T entsprechen den oben
verwendeten generalisierten und kanonisch konjugierten Koordinaten und Impulsen,d. h.,

r=q, 0=q3 A=gq, i=p1, J=p3=r20, H=p;=r’sin’9A (A.42)

z.B. auch in Ubereinstimmung mit (2.212).

A.3 Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen

Kugelkoordinaten lassen sich als (nichtlineare) Funktionen kartesischer Koordinaten beschreiben; zusammen
mit ihren kanonisch konjugierten Impulsen/Drehimpulsen miissen sie kanonische Variable sein. Die Bewegungs-
gleichungen ergeben sich daher unmittelbar zu

[ dpy/dt T I -1 0 O07[0H/dp1 ] [ —OH/dr T
dpo/dt 0 0 -1 0 || 90H/Op2 —0H /0«
dps/dt _ 0 0 —1|| 0H/Ops _ —0H/9d . (A43)
dr/dt 100 OH/Or OH/0p,
da/dt 010 0 OH /0« OH /Ops
| dé/dt | L0 0 1 1L 0H/3s | L OH/0ps |
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Die drei letzten Gleichungen liefern die trivialen Beziehungen

dr/dt 1 0 01 [p 1 0 0 P ;
da/dt | = |0 (r CoS 5)72 0 p2|l =10 (r cos 5) 2 0 r2cos?da | = | & (A.44)
dé/dt 0 0 r=2| | p3 0 0 r2 r2§ )

Wie bei den Newton’schen Bewegungsgleichungen ist also zunéchst das System der ersten drei Gleichungen zu
integrieren, danach das System der letzten drei Gleichungen. Die ersten drei Gleichungen fiihren explizit zu

dpy/dt] [ d(#)/dt
Linke Seite: dpe/dt | = d(r2 cos?§ d) /dt |,
dps/dt | | d(r?8)/dt
—0H/0r | =3 cos™25 p3 + 1 3p3 —OV/Or rcos2d 62 + ré2 — aV/or
Rechte Seite: |—0H/0o | = —0V/oa | = —0V/0a
—0H /94 | | —r~%cos™ 25 tandp3 — OV/96 —r?sind cos 6 &% —AV/ds

(A.45)
Bisher kennt man keine geschlossene Losung fiir ein beliebiges V(r, a, d; t). Man beschrénkt sich zunéchst auf
den Spezialfall der Zentralfelder, der vor allem im Hinblick auf die analytische Integration der Gleichungen von
erheblicher Bedeutung ist.

Spezialfall Zentralfelder

Zentralfelder nennt man diejenigen Kraftfelder, bei dem alle auf den Satelliten einwirkenden Kraftvektoren in
Richtung eines Zentrums (etwa den Massenmittelpunkt der Erde) zeigen.* Die Potentialfunktion nimmt dabei
die spezielle Form V/(r,t) an.> Im Falle von Zentralfeldern steht bekanntlich die Richtung des Bahndrehimpulses
h senkrecht auf der raumfesten Bahnebene des Satelliten.

Mit (A.41) und speziell mit der Einschrankung auf V' = V() erhéilt man als Bewegungsgleichungen

dpy /dt r=3cos 28 p3 +r—3p3 — OV/or
dpy/dt | = 0 (A.46)
dps/dt —r~2cos™ 2§ tan § p3

und explizit unter Beriicksichtigung von (A.38) die Gleichungen

d(r)/dt rcos2d &2 + ré2 — OV/or
d(r?cos?d &) /dt | = 0 . (A.47)
d(r29)/dt —7r2sin § cos § &2

Anmerkung: Die Bewegungsgleichungen (A.47) wéren auch unmittelbar aus den Lagrangegleichungen (A.6) mit
der Lagrangefunktion (A.27) und speziell V =V (r) zu gewinnen.

Fiir ps ergibt sich die Losung unmittelbar zu
p2 = 1% cos?8 & = const. =: ¢,,, (A.48)

d.h., nach (A.32) ist die es-Komponente des Bahndrehimpulses konstant, also hg = const.

Nun kann argumentiert werden, dass alle Komponenten des Bahndrehimpulsvektors (und damit auch k) im Falle
von Zentralfeldern konstant sein miissen, da die es-Richtung physikalisch nicht ausgezeichnet ist und deshalb
alle Richtungen gleichberechtigt sind (Volz [52]).

4Satelliten werden in dieser Arbeit stets in der Art eines Massepunkt-Modells betrachtet. Einwirkende Kréfte beziehen sich auf
diesen Massepunkt, wobei dessen Festlegung praktisch iiber das Massenzentrum des ausgedehnten Satellitenkorpers geschieht. Diese
Anmerkung ist insofern wichtig, weil das Massenzentrum unabhingig vom tatséchlich vorliegenden Gravitationsfeld (bzw. dessen
Modellvorstellung) existiert, wahrend der Schwerpunkt des Satellitenkdrpers (der ja oftmals mit dem Massenzentrum gleichgesetzt
wird) in Strenge z. B. fiir Zentralfelder nicht angegeben werden kann. Bei Sagirow [40], § 2.1 wird dieser Umstand anhand eines sehr
einfachen (und idealisierten) Satellitenkorpers (,,Hantelsatellit“) erldautert. Die Beschreibung der Bewegung eines Satellitenkorpers
mittels den Gesetzen der Punktdynamik kann deshalb eigentlich nicht ohne vereinfachende Annahmen erfolgen; insbesondere bei
sehr grossen Strukturen. Zusammengefasst: Schwerpunkt und Massenzentrum eines ausgedehnten Korpers sind i. A. nicht identisch.

5Wenn sich die Kugelkoordinaten auf eine raumfeste Basis beziehen (so dass o der Rektaszension entspricht), dann ist V = V(r, t)
der Allgemeinfall und V = V (r) der Spezialfall (keine tesseralen Terme). Beziehen sich die Kugelkoordinaten auf eine erdfeste Basis
(so dass a der geographischen Linge A entspricht), dann ist ist V' = V(r) bereits der Allgemeinfall und ¢ nur implizit enthalten.



A.3 Die Hamilton’schen Bewegungsgleichungen 97

Zur Bestitigung von h = const. und Herleitung der Losung fiir p3 wird zunéchst die dritte Gleichung aus (A.47)
mit 2r2§ multipliziert:

27"25% (r25) = —2r* sin § cos & &24. (A.49)

Die linke Seite kann geschrieben werden als d/d¢ (7"25) 2
Die rechte Seite ist nach (A.48) wegen r*a? = ¢, / cos*d dquivalent zu —2¢} sind 6/ cos®6 und dieser Ausdruck
kann geschrieben werden als —c; d/dt (1/cos$). Es folgt

d 2:\2 d 02272 24\2 0?72
a(r 6+ T oos2s — 0 — (r?6)” + os2s const. (A.50)

Ersetzen von ¢2

5, 1t. (A.48) bestiitigt unter Erinnerung an (A.33) die Konstanz von h (wobei hier m = 1 sei):

r (52 + cos®§ &%) = h* = const. (A.51)

Fiir p3 ergibt sich die Losung durch Einsetzen der Impulse in (A.50) zu

2 p% 2 / P%
< 2
p3 + Y h* = const. — ps ==EA\/h 05?5 (A.52)

Aus (A.51) folgt 7 cos?d &2 4 ré% = h2/r3 und wegen h = const. damit fiir die erste Gleichung aus (A.47)

ﬁ:hjfﬂ/ 3<h2 +V(r)). (A.53)

dt 3 Or or \ 2r2

Da die rechte Seite nur in r variabel ist, konnte formal korrekt 9 durch d ersetzt werden.

Der Klammerausdruck in (A.53) wird auch als effektives Potential bezeichnet, der erste Summand als Zentri-
fugalpotential und der zweite Summand, also V' (r), als dgufSeres Potential (Volz [52]).

Fiir p; = 7 ergibt sich die Losung durch Losung der Radialgleichung (A.53). Entsprechende Losungswege fiir
den Spezialfall Keplerproblem, d.h. fiir V(r) = ug/r, sind in der Standardliteratur zu finden (Schneider [41]).

Setzt man (A.51) bzw. (A.52) in (A.41) ein, dann erhélt man letztlich die Hamilton-Funktion fiir Zentralfelder

1 h?
2 r

welche bei spéterer Verallgemeinerung auf V = V(r, a, 0; t) auch als radialer Anteil H, der Hamiltonfunktion H

bezeichnet wird. Da H,.(p; = 7,r) unabhéngig von ¢t ist, ist der radiale Anteil einer Hamiltonfunktion stets

konstant beziiglich der Zeit.

Anmerkung: Fiir den Allgemeinfall wird h # const. und damit auch h # const. sein, so dass in (A.54) der
speziell auf V (r) bezogene und dann konstante Wert h einzusetzen ist.



Anhang B

Herleitung von Lagrangeklammern

B.1 Grundidee

Der Zustandsvektor (Positions- und Geschwindigkeitsvektor) eines Satelliten kann in diversen Variablensétzen o
ausgedriickt werden. In § 2.2.3.1 wurden einige Variablensétze explizit aufgefiihrt, etwa a € {C,S, K, H, .. .}.

r =r(a,t), v =v(a,t). (B.1)

Aus den Newton’schen Bewegungsgleichungen eines Erdsatelliten (Setzung m = 1)

dr dv g aR} r (B.2)

—_— = —_— —_— = R:: —_—
at a st Vr [81‘

mit dem Stoérpotential R = Vg — Vikep (Vorzeichenkonvention aus der Physik) und dem entsprechenden Ansatz

or ov  pe
a—v, at + 7'3 r—O (Bg)

folgen nach Bildung der totalen Differentiale
dr  Or Or da dv._ ov = Ov da

& dad’  d O dadt (B4)
die Bedingungsgleichungen
T
orda_ o ovia_[oR]" -
Oar dt Oar dt or

Multiplikation der zweiten Gleichung in (B.5) mit [dr/da]” sowie der ersten Gleichung in (B.5) mit [0v/da]”
und anschliessende Differenzbildung liefert

or]"ovda [ov)"orda_[or)"[oR]" 56)
da| O dt da| da dt  |Oa| | Or '
bzw. wegen
or _orov  [oR)" _[ox]"[oR)" w1
da Or da da| |0 |Or '
die Darstellung
or"ov _[ov]"or\da _[oR]" 55
da| da da| da | At |Oa] '
=:L
Die Lagrangematriz L setzt sich elementweise zusammen aus den Lagrangeklammern
lanay] = 2ROV OE OV 10, (B.9)

= P da; 9o Doy
welche u. a. die niitzlichen Eigenschaften

0 OL
[oz,;,ozq;] =0, [067;, Oéj} = — [Oéj, O[Z‘}, a [Oéi, Oéj] =0 = LT =—-L, E =0 (BlO)
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besitzt. Die Matrix L ist also antisymmetrisch und nicht explizit zeitabhéngig.! Die erste genannte Eigenschaft
fiihrt auf potentiell 15 herzuleitende Matrixelemente ungleich Null. Die zweite Eigenschaft erlaubt es, einen fiir
die tatsdchliche Berechnung der Lagrangeklammern mdoglichst vorteilhaften Zeitpunkt bzw. Bewegungszustand
des Satelliten zu wahlen. Fiir die betrachteten Variablenséatze ist der Zeitpunkt der Perigdumspassage optimal.
Ausgangspunkt zur Berechnung der Lagrangeklammern ist stets die Konkretisierung des Zusammenhanges (B.1)
zwischen Positions- bzw. Geschwindigkeitsvektor und den gewiinschten Bahnvariablen. Hier sollen beispielhaft
die Kepler-Variablen K und Hill-Variablen H Anwendung finden.

Es wird ein RTN-Koordinatensystem (radial, transversal, normal) eingefiihrt, dessen erste beiden Achsen in der
durch r und v aufgespannten Bahnebene liegen; die dritte Achse koinzidiert mit der Richtung des Bahndrehim-
pulsvektors. Zunéchst werden alle Komponenten des Positions- und Geschwindigkeitsvektors beziiglich dieses
RTN-Systems im gewahlten Variablensatz formuliert. Die dritte Komponente ist jeweils identisch Null. Dann
werden die Komponenten iiber 3 elementare Rotationen in das Ausgangssystem [e;] transformiert, vgl. (2.120).
Kepler-Variablen verwenden das Argument des Perigdum w; das RTN-System, hier mit [b;] symbolisiert, hat
seinen Ursprung deshalb vorteilhafterweise im Perigdum. Die Hill-Variablen nutzen hingegen das Argument der
Breite u; in diesem Falle hat das RTN-System seinen Ursprung im Satelliten - es ist also beweglich und identisch
mit der im § 2.2.4.1 eingefiihrten Gaufbasis [g;].

Fiir die nachfolgende Berechnung der partiellen Ableitungen dr/0q; bzw. v/« ist es sinnvoll, zunéchst einige
Eigenschaften der vertrauten Rotationsmatrix vom jeweiligen RTN-System in die Basis [e;] in Erinnerung zu
rufen. Dies geschieht am Beispiel der Hill-Variablen mit der Gaufibasis; fiir Kepler-Variablen gilt Entsprechendes
unter Ersetzung von [g;] durch [b;] und v durch w.

Nach (2.129) gilt

lei] = [R][g:] mit [R] = (Rs(u) Ry (i) Rs()) = [Rs(w)]” [R1(i)]" [Rs()]" = Rs(—) Ry(—i) Rs(—u)
(B.11)
bzw. "
€1 (81 €81 € -8 €1°83
[R] = [e][gi]" = |e2||g2| = |e2-81 ea-g2 e2-g3| = [g1 883 (B.12)
€3] |83 €3-81 €3-82 €3-83
und konkret
11 Ti2 T13 cosucos{) —sinusin{)cosi —sinwucos{) — cosusin ) cosi sin 2sin ¢
[R] = 721 722 723 | = |cosusinQ +sinucosQcosi —sinusinQ + cosucosQcosi  — cosQsini
r31 T3z T33 sin v sin 4 cos u sin i Cos i
(B.13)
Die Eigenschaften von Rotationsmatrizen und Basisvektoren fiihren hier zu folgenden niitzlichen Beziehungen:
gi -8 = dij, 8 = 8Mod[i,3]+1 X 8Mod[i+1,3]+1 (4,7 =1,2,3) (B.14)
oder die Kreuzprodukte explizit ausgedriickt
T11 = T22733 — 723732, T12 = T237T31 — 733721, T13 = T217T32 — 731722,
T21 = T137T32 — 712733, T22 = T11733 — T'13731, T23 = T31T12 — T'11 732, (B-15)
31 = Ti127T23 — 3722, 32 = T137T21 — T11723, 33 = T117T22 — 2721

B.2 Anwendung auf Kepler-Variablen

Die detaillierte Herleitung sdmtlicher Lagrangeklammern der Kepler-Variablen ist selten in der Literatur zu
finden. Die nun folgende Herleitung orientiert sich an Battin [2]. Mit den {iblichen Bezeichnungen fiir die wahre
Anomalie f bzw. exzentrische Anomalie E erhélt man Positions- und Geschwindigkeitsvektor bzgl. der Basis [b;]

[ cos f a(cos E — e)
rp,) = [rsinf | = bsin £ ,
| 0 0
_ [He 4 __nasin & (B.16)
[ cos f—rfsinf D sin 1—ecosE
Vib] = |7sinf+rfcosf | = 7S = nbcos B
i 0 ?(e—kcosf) 1—ecosE
0 0

Lin Schneider [42] § 21.1 wird die Stationaritit der Lagrangeklammern vorgefiihrt (einen Energieerhaltungssatz voraussetzend)
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Fir die spéter bendtigten partiellen Ableitungen der rechten Seiten von (B.16) nach den Kepler-Variablen ist
zu beachten, dass gilt

b=b(a,e) =av1—e?, n=n(a)= 1/”—?, E = E(a,e, My) wegen E —esin E = M = n(t —tg) =: My +nt
a

(B.17)
also )
®_ et B e ae dn_ 3n (B.18)
Oa a Oe V1 — e2 b da 2a
und wegen My = const sowie r(E) = a (1 — ecos E)
0 0 OF 3n oE 3 nt 3nt
E —esinE) = — (M t — (1 - E)=—-—t — = = ———
3a( esin E) 8a( ot nt) = 8(1( ¢ cos ) 24 da 2a(l —ecosE) 27’
E E in £
ge(EfesinE):g(MoJrnt) — aa—e(lfecosE)fsinE:O — aa—ezl_sglm:%sinE,
0 0 oE oE 1 a
E—esinE) = — (M t 1- E)=1 = =—.
8M0( e ) BMO( 0+n) - 8M0( o ) - OMy 1—ecosE r
(B.19)
Die letztlich partiell abzuleitenden Formeln fiir Positions- und Geschwindigkeitsvektor beziiglich [e;] sind
_ _nasinE
a(cos E — e) 1—ecosE
r = [R(w,i,Q)] bsin B , v = [R(w,i,9)] nbcos B |. (B.20)
0 1—ecosE
0

Die partiellen Ableitungen werden formal aufgestellt und, wie angedeutet, im Perigium (¢t = t() ausgewertet.
Es kann somit E(ty) =: Ey = 0 und r(Ey) = a(l —e) =: r, (radiale Entfernung zum Perigdum) gesetzt werden.

Die partielle Ableitung Or /0

bendtigt wegen

5 O[] a(cos E —e) 5 o[R] Tp
r r
= =2 psinE = ==tdlo B.21
20~ 00 o T T (B:21)
0 to 0
nur die erste Spalte von [R], d.h.,
5 0r11/09 b —coswsin ) — sinw cos Q cos i —ra1
a—;z =71, | Ora1/00Q | = rpa—Ql =7y coswcos Q) —sinwsin{lcosi | =r,| 11 |- (B.22)
to 6T31/6Q 0 0
Die partielle Ableitung dr/di
folgt in &hnlicher Weise zu
a(cos E — e) sinw sin Q2 sin ¢ r13
or _ 9 [R] bsin K or r b, r sinw cos 2 sin ¢ rpsinw | r rpsinwb
—_— = — —_ = _— = — = = .
i i i Poi P : , P 2 P s
0 to sin w cos ¢ 733
(B.23)
Die partielle Ableitung dr/0w
erhilt man entsprechend als
a(cos E —e) —sinw cosQ — coswsin §) cos i T12
or _9 [R} bsin K Or r b r sin w sin €2 + cos w cos ) cos ¢ rp| T rp, b
_ = — _ = _ = — = = .
ow  Ow Ow P Ow P o Py P2
0 to coswsin g T30

(B.24)
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Die partielle Ableitung dr/da

gestaltet sich etwas aufwendiger, denn sie benétigt die ersten beiden Spalten von [R}

5 a(cos E — e) d(alcos E — o)) 9(bsin E)
r a(cosE —e sin
_— = _— b 1 E - _— . B2
oa (7] da S da b1+ da b2 (B.25)
0
Mittels der Zusammenhénge (B.17) bis (B.19) folgt
0 E - 0 E— E t
—(a(coza e)) =cosE —e+a 7(COZE e) %—a =cosE —e+ %% sin I,
(B.26)
d(bsinE) b dsinE OF 3bnt
AR D GnE T Vi—ersinE - 2% cosE.
90 % sinE+b 9E  9a e? sin 55 08
Fiir die Auswertung im Perigdum erh&lt man
or 3 b’I’LtO T 3 bMO
—| =(1-e)bj—=—by=-LDb ——— bs. B.2
8at( €) b1 2 7y 2 a1+27’p 2 (B.27)
0
Die partielle Ableitung Or/de
folgt in dhnlicher Weise zu
a(cos E —e)
or 0 d(a(cos E —¢)) d(bsin E)
— = — bsin E = — -7 —— = bs. B.2
Oe (] Oe s Oe b+ Oe b2 (B.28)
0
Wiederum werden die Zusammenhénge (B.17) bis (B.19) ausgenutzt:
d(a(cos E —¢)) dcos B OF a .,
= 4= ——" &in?E -
de “ToE e r o @
(B.29)
d(bsinE)  9b dsin E OF a’e ab
A7) P inE+ bR Y GnE+ Y sinEcosE.
5 3, Sin +0b 9E e , Sin + - sinEcos
Mit Bezug auf das Perigdum folgt
Jr
—| = —ab;y. .
o aby (B.30)
to
Die partielle Ableitung Or/9My
erhilt man entsprechend als?
a(cos E —e)
or 0 d(a(cos E — ¢)) d(bsinE)
= bsin £ = b bs. B.31
oty ~ " an, o o, A, (B:31)
Mit den Zusammenhéngen (B.17) und (B.19) ergibt sich
d(a(cos E —¢)) dcosE OFE a? .
=a = ——sinF,
8M0 OF 6M0 r
(B.32)
d(bsin E i
(bsin E) :bﬁslnE oE _ ab cosE.
oM, OE oM,
Ansetzen des Perigdum liefert
or ab
= — bs. B.33
8M0 . Tp 2 ( )
to

Damit sind alle partiellen Ableitungen des Positionsvektors Or/da; bekannt.

2Viele Autoren verwenden My als Kepler-Variable anstelle einer der Anomalien M, E oder f. Wird einem Wertesatz von Kepler-
Variablen (a, e, 4, Q,w, Mp) noch die Epoche t seiner Giiltigkeit zugeordnet, dann lassen sich iiber die bekannten Zusammenhénge
Mo+ nt =M = E — esin E und tan(f/2) = /(1 +¢€)/(1 —e) tan(E/2) alle Anomalien aus My und ¢ heraus bestimmen.
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Es verbleibt die Bestimmung der entsprechenden partiellen Ableitungen des Geschwindigkeitsvektors dv/da;.

Die partielle Ableitung v /92

bendtigt wegen

5 o[ ] —nasin /(1 — ecos E) 5 o] 0 o] 0

v v

30" 50 nbcosE(/)(l—ecosE) — %t: 50 nb/(g—e) =20 CLbT(L)/Tp (B.34)
0

nur die zweite Spalte von [R}, d.h.,

5 ) Or12/09 b 9b ) sinwsin ) — sinw cos Q cos i ) —T99
gy _an Oree /0N | = ondhe _ aon —sinwcos) —coswsinQcosi | = aomn ra |. (B.35)
o0 Tp rp O Tp Tp

to 87“32/89 0 0

Die partielle Ableitung 0v/di

folgt in dhnlicher Weise zu

—nasin E/(1 — ecos E) cosw sin Q2 sin i

0|R bn Ob b
a—‘,,: [] nbcos E/(1 — ecos E) — a—v :ana—?:M — cosw cos §2sin i (B.36)
0i 01 01 rp 0% Tp ]
0 to COS W COS %
bzw.
0 b T
9v| _ abncosw oy | = abn cos w by, (B.37)
di Tp Tp
to 33

Die partielle Ableitung dv /0w

erhdlt man entsprechend als

—nasin E/(1 — ecos E) —cosw cos 2 + sinw sin 2 cos

0|R b
a—vz 8] nbcos E/(1 —ecosE) — ov :@Q:@ —coswsin ) — sinw cos Q cos i
Ow ow 0 ow . T ow Tp L
to —sinwsini
(B.38)
bzw.
T11
ov abn abn
% = 77‘7 21 i bl (B'Sg)
to L P
Die partielle Ableitung dv/da
gestaltet sich etwas aufwendiger, denn sie benétigt die ersten beiden Spalten von [R}
5 5 —nasin E/(1 — ecos E) 5 B 5 beos E
v —nasin nb cos
— = |R|— bcosE/(1 — E)yl=—|——=]Db — | ———— = | ba. B.40
Oa [ ]3a noeos (/)( ccos ) Ja (1—ecosE) 1+8a <1—6COSE> ? ( )
Zunéchst folgt
d(nasin F) . O(l—ecosE)
9 ( —nasinE :7T(1—BCOSE)—TL@SIDET
da \1—ecosE (1 —ecosE)? ’ ( )
B.41
d(nbcos F) d(1 —ecos E)
9 ( nbcosE _ T(l—ecosE)—nbcosET
da \1—ecosE (1 —ecosE)? ’
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worin mittels der Zusammenhinge (B.17) bis (B.19) gilt

inFE d inE OF 1 %
% = dZasinE+n<sinE+aazzaaa> = finsinEf %m; cos I,
bcos E d b EOFE 1b bn?t
W = decosE+n(§OLcosE+baC;;7 (?M) = fi—ncosEJrf n sin &/, (B.42)
O(1—ecosE) _66005E67E _ 3ent sin B
da B OE Oda 27
und damit
3 an’ty
. 5 (I—e) 2 2,2
2 —nasin B 201y _ 3 an®ly _ 3a*nty
da \1—ecosE /)| (1—e)? 2rp(1—e) 2 72
to (B43)
1bn
0 ( nbcosE B _53(1_6) _ 1 bm 1bn
da \1—ecosFE t_ (1—-e)2  2a(l—e) 27,
0
Fiir die Auswertung im Perigdum erhilt man
ov 3 a%n’ty 1bn
—| =-——=—b; — ——ba. B.44
da 2 2 ! 2, 2 ( )
to
Die partielle Ableitung dv/de
ergibt sich in &hnlicher Weise zu
5 5 —nasin E/(1 — ecos E) 5 B 5 beos E
v —nasin nb cos
— = |R| = becos E/(1 — Eyl=———=]b1+=— | ——= ] bo. B.45
Oe [ ]86 noeos é( ecos B) Oe (1—€COSE> 1+(‘3e <1—ecosE> 2 ( )
Zunéchst folgt
Osin B . O(l—ecosE)
9 [/ —nasinE 9 (l—ecosE)—smET
86(1—eCOSE> - (1—ecosE)? ’
o ) o( ) (B.46)
bcos E 1—ecosE
9 nbcos E T(l—ecosE)—bcosET
E)e(lecosE) - (1—ecos E)? ’
worin wegen (B.17) bis (B.19) gilt
JsinE OJsinEJE a
= - — — sl E ‘E
Oe E 0e r TORE
d(bcos E)  0Ob dcos E OF a’e ab .,
- E = __Z- E— = E B.47
Oe e o OE Oe b O p O ( )
1-— E EOF
W = —cosE—eacaoig%—e = —cosE + % sin? E.
Dies fiithrt auf
0 ( —nasinE —0
de \1—ecosFE , -
0
a’e (B.48)
0 ( nbcosE _n_7(1_6)+b_§b2—a26(1—e)_Q a? _aiz
de \1—ecosE f_ (1—e)? b (1—e)? S bl—e  br,
to

und fiir die Auswertung im Perigdum erhélt man

av
Oe

a3n

©obr
to p

bo. (B.49)
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Die partielle Ableitung dv/0M,

erhdlt man entsprechend als

—nasin E/(1 — ecos E)
nbcos E/(1 —ecos E)
0

ov 0
mazwbm)

Aus den Ableitungen

0 —nasin B by + 0 nbcos £ b
T OMy \1—ccosE) ' My \1—ecosE /) *

Osin F . . O0(l—ecosE)
0 —nasin B . 31\40*(1—€COSE')—smE87]\/[0
OMo \1—ecosE) (1 —ecos E)2 ’
dcos E 0(1 —ecosE)
P nbcosE \ nbw(l*@COSE)*COSEW
OMy \1—ecosE ) (1 —ecos E)? ’
und den Zusammenhéngen (B.17) sowie (B.19) ergibt sich
JsinkE  JsinE OF a
= = -—cosk,
OM OFE 0M, T
dcosE  OcosE OF a .
= =——sink,
OMy OFE 0OM, r
0(1 —ecosE) OcosE OE  ae
= = — sink,
8MO 6E 8M0 T
also .
21—
0 —nasin £ Tp (1-¢) na a’n
= —na = — = ——
OMy \1—ecosE , (1—e)2 (1—e)? r2
0
0 nbcos B _0
OMy \1—ecosE ti '
0
Fiir die Auswertung im Perigdum folgt
o 3
0, s

Damit sind nunmehr auch alle partiellen Ableitungen des Geschwindigkeitsvektors dv/da; bekannt.

Zusammenstellung der partiellen Ableitungen dr/d«; und dv/d«;

(B.50)

(B.51)

(B.52)

(B.53)

(B.54)

Fir die Berechnung der Lagrangeklammern sind neben (B.13) bis (B.15) folgende Beziehungen bedeutsam:

Oor Or or r 3 bM,
T = sinwb P~ _ab Tl _Try, 4 220y,
0i "pSI@ B3, Oe @b Oa a 1+2 Tp 2
to to to
-7
or| _ r N or| b or | ab b
ol ~ Tl T ow| PP OMo| 1 2
to 0 to to
ov abn ov a’n ov 3 a®n’ty 1bn
- :7COSQJb3, —_— :7b27 R - - 1_77'b27
0i Tp Oe bry da 2 2 2r,
to to to
—T22
ov abn . ov abn b ov a®n b
A = 12 ) a . = - 1 = - D) 1-
o0 " Tp 0 Ow N Tp OM, N r2

Anmerkung: In (B.13) ist lediglich u durch w zu ersetzen und in (B.14) entsprechend g durch b.

(B.55)
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Berechnung der Lagrangeklammern [o;, o]

Alle Lagrangeklammern unter Beriicksichtigung von (B.10) mit der Inklination i als Argument lauten

[i,i] =0,
0 0 0 0 3 2b
[Z.,G]:afri. 67: —516‘ 87;’ :%sinwbg-bg—karncoswb1~b3:O,
to to to to 0 P 0
or| Ov or| Ov 3 a%n’ty 1
[i,a) = —| - —| — =—| - = = — sinw bz -b; —= bnsinw bs - by —
0 0 0 0 2 2
i " a " a " i " Tp T T
3 ab? M,
—bncosw by - by _7w cosw by - bg =0,
T 2 s T
T13 —T22 —T21 T13
0 0 0 0
[1,Q] = —r A N —V =abnsinw | ro3 |- | 712 | —abncosw | r11 || Tos
oi| 090 o0 i
to to to to 733 0 0 33
—T137T22 + T23T12 =731 —T217T13 +T11723 = —T32
= abn( sinw rg; + cosw 7'32) = abn (sin2 wsini + cos? wsin z) = abnsini,
0 0 0 0
[i,w]:a—r,. a—v fa—r a—v = —abnsinw bg - by —abncosw by - bz =0,
) w w i ~—~ ~——
to to to to 0 0
or ov or ov a’n 2p?
[i, Mo] = —| - — +—| = ———sinw by -by — cosw by - by = 0.
i " oMy " oMy " 01 " Tp T 2 HO,_/
(B.56)
Die verbleibenden Lagrangeklammern mit der numerischen Exzentrizitét e als Argument lauten
e, e] =0,
or| Ov or| Ov 3 adn?t 1 abn a’n 3 a®Mon
[e,a]:a— Sirwel Bl B =—3 20b1'b1+*7b1'b2—7b1'b2—* 20 bs - by
e| Oa da| Oe 2y ~—— 21— b ~—~— 2 12 =~
to to to to 1 0 0 1
3a’n
= —572 (nto + MO) = 0,
siehe (B.17)
T11 —T22 —Ta21 T12
or| Ov or| Ov a’bn a®n a’bn  a®n
=% e Taa| ae| T | T | T e
to to to to P 731 0 0 32 P
—T117T22 +T21T12 = —T33 —T21T12 +T11722 =T33
an [ b? _a’n [a?(1—¢€?) . d’en )
=—|(——-1)cost=—| —— —1]cosi = cos 1,
b ary b a2(1 — e) b
or| Ov or| Ov a’bn a*n a’bn  a®n  aden
[e,w] by -b by -b
el =—+ —| - —| - — — . PR . — - =
’ Oe| Ow Ow| Oe Tp =y & =2 p b b’
to to to to 1 1 N—
vgl. [e,9]
or ov or ov a*n a*n
e Mol =50 oty | ~andg| de| o2 2P barbs
to to to to p 1 P
(B.57)

Anmerkung: Die Vektoren (—rg1,711,0)T und (—ra2,712,0)7 haben keine weitere spezielle Bedeutung; sie liegen
einfach parallel zur Aquatorebene und setzen sich aus den x- bzw. y-Komponenten der Basisvektoren by und b,
(bzw. g1 und go im Anhang B.3, denn dort tauchen sie gleichfalls wieder auf) zusammen.
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Die verbleibenden Lagrangeklammern mit der grofen Halbachse a als Argument lauten

[a,a] =0,
r —7r r —r
[0, ] or| Ov or| Ov b H 2 3 ab®>Myn 2 2
a =—|  —| = = - — =bn|r - or —— | or —
’ da| 00 o Oa 2 12 2 7“129 = 12
to to to to 31 0 32 0
| —— —_—
—Ti11T22 + 721712 = —7T33 —712722 + 722712 =0
3 a2n2t0 —T21 T11 1 —T21 T12
- Ti1 || T21 [Fsbn| Tin || ree
2 7 2
0 T31 0 732
—r21711 + 7111721 =0 —7217T12 +T117T22 =733
1 1 1
= —bnrss + 3 bnrss = —3 bnrsz = —5 bn cos1,
0 0 0 0 3 ab? M, 3 a%n?t 1
a,0] = 25| &) ) Y — —bnby by 2O 28 by 4= bbby
Oda| Ow ow| Oa 2 2 = p 2
to to to to 1 0 0 1
1
=—-bn+-bn=—-"0n,
2
or ov or ov a’n 3 a®bMyn 3 a®bn’t 1 ab?
la, Mo] = —~| - - 5| =———bi1-b— 30 20 —g—3 ’by-by+- b; - by
aa 8M0 8MO 6@ Tp N—— 2 T N—— 2 T 2
to to to to 1 p 0 P 0 P 1
_a®n lab®n  an 1v*\  an2ar, —b?
h Tp 2 7’12, Tp 27y, rp 21
an 2a®(1—e) — a?(1—e?) an a*(1—e)? an 75 1
= — = = — — N.
Tp 2r, Tp 27y, Ty 21 2
(B.58)

Die verbleibenden Lagrangeklammern mit der Rektaszension des aufsteigenden Knotens € als Argument lauten

[Q,Q] =0,
—T21 11 T12 —T22
0, ] Or| Ov or| Ov b b 0
Wl = == "= — | @ =—< = —abn 11 | To1 | —aon| rog | - 12 =
’ 00| Ow ow| 090 ’
to to to to 0 31 32 0
—r21711 + 711721 =0 —ri27r22 + 122712 =0 (B59>
. —T21 T11 T12 —T22
10, Mo] Or ov Or ov a’n a’b’n 0
ol =35 - - 2ol = | T || T | — reo || T2 [ =0.
’ Q| oM, OMy| 09 Tp 2
to to to to 0 31 32 0
—r21711 + 7111721 =0 —712T22 + 122712 =0

Die verbleibenden Lagrangeklammern mit dem Argument des Perigdum w als Argument lauten

[w,w] =0,
or ov or ov a’n a’b’n (B.60)
M) = 2X) AV G OV Ay by - by = 0.
. Mol =551 anty |~ ando| B 2T T2
to to to to 0 P 0

Die verbleibende Lagrangeklammer mit dem Hauptterm der mittleren Anomalie M, als Argument lautet



B.3 Anwendung auf Hill-Variablen 107

Matrix der Lagrangeklammern bzw. Lagrangematrix L

Mittels (B.56) bis (B.61) und Beriicksichtigung von (B.10) l4sst sich L komplett aufstellen. Durch geschickte
Wabhl der ansonsten beliebigen Reihenfolge der Bahnelemente (und damit der Reihenfolge der Lagrangeklam-
mern innerhalb der Lagrangematrix), lasst sich direkt ablesen bzw. bestétigen, dass die Kepler-Variablen kein

kanonischer Variablensatz sind. Hier wird die Reihenfolge K := (i, e, a,Q, w, My)? gewihlt. Man erhilt dann

[2,14)] [i, €] [i, a) [i, Q] [i,w] [i, Mo]
e, ] e, €] [e, a) [e, Q] [e,w] [e, M)
a,i a,e a,a a, 2 a,w a, M
L im [ .} la,e]  [a,a] [0, Q]  [a,w]  [a, M (B.62)
[Q’Z} [Q’e] [Qva] [979] [Q,w] [QvMO]
[wv Z] [wv 6] [Wa a] [Wa Q] [Wv w] [Wa MO]
L [M07i] [Mo,e] [Mo,a] [M07Q] [MOaw] [M07M0] J
und konkret
i 0 0 0 abn sin g 0 0 7
aden . aden
0 0 0 5 cos 1 5 0
1 . 1 1
0 0 0 —§bncosz —§bn —ian
L = 3 1 (B.63)
—abnsing — CcoS 1 3 bncosi 0 0
alen 1
0 — 3 bn 0 0 0
0 0 1 0 0 0
L 2 an J

Wie am Ende des néchsten Abschnittes iiber die Hill-Variablen gezeigt wird, setzt sich die antisymmetrische
Lagrangematrix im Falle kanonischer Bahnvariablen (generalisierte Impulsen und Koordinaten) aus vier 3 x 3-
Blocken zusammen, wobei zwei davon Nullmatrizen und die beiden anderen eine positive bzw. negative Ein-
heitsmatrix bilden, vgl. (A.11).

B.3 Anwendung auf Hill-Variablen

Die detaillierte Herleitung sdmtlicher Lagrangeklammern der Hill-Variablen ist kaum in der Literatur zu finden.
Die folgende Herleitung orientiert sich am vorherigen Abschnitt iiber die Kepler-Variablen und zur Absicherung
einiger partieller Ableitungen an Schneider [42].

Von (2.127) und (2.130) iibernimmt man

r=rgi, v=7rg + %gz (B.64)
bzw. unmittelbar die Komponenten von Positions- und Geschwindigkeitsvektor bzgl. der Basis [g;]
r 7
rg;= 0], Vig] = | G/r (B.65)
0 0

Aus (B.11) bis (B.13) ist ersichtlich, dass die g; in (B.64) von u, ¢ und € abhéngig sind. Die Inklination ¢ hingt
dabei von den Hill-Variablen G = h = |h = rxv|und H = h, = G cosi ab (weitere Details siche Mai [26]), d. h.,

cosizg — di:%dG—F%dH mit g—ézécoti und %z—é% (B.66)
sowie
Ocosi 1 ) OJcosi 1 Osini 1 ) . Osini 1 )
5c — G Cosh 5 -0 Wzacotzcosz, BH - C cot i. (B.67)

Anmerkung: Fiir die folgenden partiellen Ableitungen dr/da; und dv/dq; ist zu beachten, dass die kanonischen
Hill-Variablen generalisierte Impulse bzw. Koordinaten darstellen und somit voneinander unabhéngig sind, d. h.,
indirekte partielle Ableitungen untereinander entfallen.
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Zudem ist auch fiir die Hill-Variablen das Perigdum ein vorteilhafter Bahnpunkt, um die Lagrangeklammern
aufzustellen, denn dort nehmen folgende Hill-Variablen spezielle Werte an:

¢|t0=: 7p =0 dain den Apsidenr L v, r|t0: rp =a(l —e), u|t0=: Up = w+ f|t0 =w. (B.68)
Die partielle Ableitung Or/0r
or Or Or
e = | = . B.69
or  or® 8 or 81 ’“““’ ( )
to
Die partielle Ableitung dr/0u
5 5 —sinucos ) — cosusin ) cos i 5
é:r%:r —sinusin +C(')Sl.1,COSQCOS7: =rgy — a—z = Tp 82|, (B.70)
cosu sin i to
Die partielle Ableitung dr/0%Q
—cosusin§) — sinu cos €2 cost —To1 —7To1
or O ) — sinwsin O cos Or (B.71)
—=r—==r cosucos§) —sinusinQcosi | =7r| r - —| =r,| T .
FITRTY N Q| — v Y
0 0 to 0 wllw
Die partielle Ableitung Or/0r
Or
— =0 =0. B.72
o7 - (B72)
to
Die partielle Ableitung dr/0G
5 S 55 sinu sin {2 sin ¢ sin 2 sin ¢
%zr%%:%com’ —SiINjLCOSQS-iIli :%cotisinu —cost-ini :%cotisinugg (B.73)
sin u cos ¢ cosi
und damit
5 sin 2
% = %p cotisinwgs = —= cosisinw fcosS.) (B.74)
to cot
Die partielle Ableitung dr/0H
sinu sin 2 sin ¢ sin {2 sin¢
or dg1 0i r 1 . O sin i r sinu O sin i r sinu 1 oOr
— =r——=————| —sinucosQsini | = —— —cos{)sini | = —— =— —
0H 0i 0H Gsing ) ) G sini ) G sind &° cosi 0G
sin u cos ¢ cosi
(B.75)
und damit
B i sin 2 0 19
or) _ _psmw o _Tp g, — cos ) b ory___t or B.76
OH G sini &° G S| T _ o OH cosi OH (B.76)
to cot e to to

Damit sind alle partiellen Ableitungen des Positionsvektors dr/0q; bekannt und offensichtlich wurde dabei

g1 B

g2

— = bzw. —= = —g. B.77
au g2 ZW au g1 ( )

und 5 5
% = sinugs bzw. % = cosugs. (B.78)
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Es verbleibt die Bestimmung der partiellen Ableitungen des Geschwindigkeitsvektors 0v/dq;.

Die partielle Ableitung 0v/0r

ov o (G G ov G
— == = —— — =—= . B.79
or  Or < r ) 82 28 7 5 . r2 g2|“”“ ( )
0
Die partielle Ableitung dv/du
nutzt die bereits bekannten Zusammenhénge (B.77) aus:
ov .0g1  Gogy . G ov G
Y _pZel T Ts2 = — - . B.80
u | ou v ouw BTy BT Gy . Tp gllUIIw ( )
0
Die partielle Ableitung v /92
[ —cosusinQ —sinwcosQcosi sinu sin € — cos u cos {2 cos 4
a—v =7 @ g@ =r cosucos {2 —sinusincosi | + g —sinucos ) — cosusin {2 cosi
o0 0N roQ r
i 0 0
_ (B.81)
—T21 —T22
=r| T |+ —| T2
r
| 0 0
und damit
—T99 sinwsin Q) — cosw cos 2 cos i
ov G G ) . .
—| == | ri2 = — | —sinwcos{) —coswsin{cosi |. (B.82)
o0 Tp Tp
fo 0 u||lw 0
Die partielle Ableitung dv/0r
ov  Or ov
e = T = ) B.83
or ar g1 =8 — r t gl’uuw ( )
0
Die partielle Ableitung 0v/0G
nutzt die bereits bekannten Zusammenhénge (B.78) aus:
ov . 0gi 0@ 2 (G G 0go 0i 7 . 1 1 .
2yt (2 —2o2 7 = cot - =~ cot B.84
o~ o 8G+8G(r) 2t i oG ¢ ovsmugs T gt o coticosugs (B.84)
und damit
—sinw cos ) — coswsin ) cosi sin 2 sin ¢
av 1 . 1 . . . . .
rrelie —(g2|u”w+ cotzcoswg3> = —sinwsinQ + cosw cos Q2 cosi | + coticosw | —cossini
to ¥ P coswsint cos 1t
) [ —sinw cos Q
= — | —sinwsin{)
Tp .
cosw/ sini
(B.85)
Die partielle Ableitung dv/0H
nutzt ebenfalls die Zusammenhénge (B.78) aus:
ov _ 0% 0 GOg oI _ fsmu  leosu 1 (F 1 556)
OH | 9 0H ' r 9i 0H  Gsmi® reni 7 smi\G r &3 '
und damit
5 ) . sin 2 sin 4 sin ()
A R ——C(_)Su_) g3 = ——C(,)Se} —cosf)sing | = —— cosw | —cos€) |. (B.87)
0H rp sing rp sing } Tp ,
to COS 17 cot ¢

Damit sind nunmehr auch alle partiellen Ableitungen des Geschwindigkeitsvektors dv/Oa; bekannt.
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Berechnung der Lagrangeklammern [o;, o]

Alle Lagrangeklammern unter Berticksichtigung von (B.10) mit der Radialgeschwindigkeit 7 als Argument lauten

[7."7 G] =

['fqu] =

0 —sinwcos )

or| Ov Jr | Ov 1 0 sin w sin O " cotisi 0
— =] - =] =] == —si i — = cotisinwgs-g; =0,
or| ‘aG| ~oa| aF| " - &8

to to to to 0 cosw/ sin i 0

0

or| Ov Or v 1 cosw rp Sinw
| 37| ~Ag| ar| = o508+ 4 ——8-8 =0,
or| OH OH| Or rp sini 2 G sini <=

to to to to 0 0
or| Ovi _or| ov\ _ Gg . _ _
or| “or| “or| or| T o XBTE BT (B.88)

to to to to 0 1
or| Ov or| Ov G o 0
- _ - — . — = —— . —7r . =
or| ou|  ou| oF oy P82 BT

to to to to 0 0

0 —r —r r

or| ov| _ox| ov| _clf, “ A
ar| ‘oq| aq| ar| "1, e B I I R

to to to to 0 0 31

—r21r11 + 711721 =0

Die verbleibenden Lagrangeklammern mit dem Betrag des Bahndrehimpulsvektors G als Argument lauten

or

[GvH] - %
or

[Gvﬂ - @
or

[Gv u} - %
or

Ql = —

or
Al =55
or
[Hvu] = OH
or
[Hvﬂ] - 87H

to

to

to

to

t

t

t

ov
oH

to

oV
or

to

ov

ou

to

ov
00

to

ov
or

0

to

87v
ou

0

to

v
o9

to

o

or ov 1 cot i sinw cosw n 1 sinw 0
| Al =T | 83838383 = 83'82=
O0H| 0G G sin ¢ L2 = G sini 22 =2 ’
to to 1 1
or| Ov . 1 1 .
C_— = —— cotisinwgs - gy — — g1 -2 — — coticoswgr - g3 =0,
oG Tp N—— D Tp N——
to to 0 0 0
or| Ov . .
—| = = —cotisinwgs-g1 — ga o — coticoswgo - g3 = —1,
to to 0 1 0
T13 —T22 —T21 T12 —T21 T13
or ov tisi ¢
—| == = cotrsmmw | ra3 T12 — T11 T92 | —COL 17 COSW T11 | T23
ol oG
to to T33 0 0 732 0 T33
—7137T22 + 723712 =731 —T21T12 + 711722 =733 —T217T13 +T117T23 = —7T32
= cot 1 (smw 731 ’u\|w+ cosw 7“32‘“"“)) — 733
o . .92 . 2 . . . L
= cot1? (sm wsint + cos wsmz) —cost =cotesini — cost = 0.
(B.89)
Die verbleibenden Lagrangeklammern mit z-Komponente des Bahndrehimpulsvektors H als Argument lauten
or ov 1 sinw 1 cosw
| 55| =788 +t———-81-8=0,
or| OH rp sing N2> 1, sing <=
to to 0 0
or ov sin w cos w
—| 55| =838 +t—-g2-83=0,
ou| OH sini S —  sini S =~
to to 0 0
. T13 —T22 —T21 T13
or ov sin w Ccos w
ol A T T ——— | T23 12 T T11 T23
o oH sin sin ¢
to to 33 0 T33
—T13722 + T23T12 =T31 —T21713 + 11723 = —T32
sin w Ccos w .o .. 2 ..
= ——7T3 ——— T30 :ff(sm wsin ¢ + cos wsmz):fl.
sin ullw  ging uljw sin i

(B.90)
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Die verbleibenden Lagrangeklammern mit dem radialen Abstand r als Argument lauten

or| Ov or| Ov G G
rul=—| | —5| 5| =——81-8 +—82-8 =0,
or| Ou ou| Or Tp e Tp e —
to to to to 1
11 —T22 —T21 12
i, ) or| Ov or| Ov G . ( i ) 0
r==| —| ——| -—| =—|r lor — | r - =— (-7 r3z) = 0.
ol 0 2l ar Y 21 12 Y 11 22 ™ 33 33
to to to to 731 0 0 32
—Tri1T22 +Tr21T12 = —T33  —T21T12 + 11722 =T33
(B.91)
Die verbleibende Lagrangeklammer mit dem Argument des Perigdum u als Argument lautet
T12 —T22 —Ta21 711
[, 0] or| ov or| ov G e 0
U =—  —=| —=| -=—| = r - or r r =0.
’ ou| 0| 09| ou > 12 M 2 (B.92)
to to to to 739 0 0 731
—ri27r22 + 122712 =0 —r21r11 + 711721 =0

Zusammen mit [, 7], [G, G, [H, H], [r, 7], [u,u], [, Q] = 0 sind nun alle Lagrangeklammern bekannt.

Matrix der Lagrangeklammern bzw. Lagrangematrix L

Durch geeignete Wahl der ansonsten beliebigen Reihenfolge der Bahnelemente lasst sich direkt bestétigen, dass
die Hill-Variablen ein kanonischer Variablensatz sind. Hier wird die Reihenfolge H := (#, G, H,7,u, Q)T gewihlt:

C e (7,6 [F H] | [, [ (A, T 1 0 07
(G.,7] [G,G] [G,H]|[G,r] [G,] [G,Q] 0 0 -1 0

Lo | EA HG) (HH | (Ho] [Ho) (5O 0 0 -1 (B.93)

mt (r,i] [r,G] [r,H]|[r,r] [r.,4] [7,9] 100 '
[w,7] [u,G] [u,H]|[u,r] [u,u] [u,Q] 010 0
Q.7 [9.6] [Q,H] | [Q,7] [Q.4 [@,9] o o1 |

Ein Vergleich von (B.93) und (B.63) zeigt, dass auch die Kepler-Variablen in reine Koordinatengrossen (€2, w, My)
und (dreh-)impulsartige Grohen (4, e, a) unterteilbar sind (siehe § A.1); aber die Groken sind nicht kanonisch
konjugiert. Die generalisierten Koordinaten (r,u, Q) sowie (Dreh-)Impulse (7, G, H) der Hill-Variablen stellen
hingegen kanonisch konjugierte Bahnvariablen dar.

B.4 Anwendung auf kanonische Kugelkoordinaten

Die detaillierte Herleitung sémtlicher Lagrangeklammern der kanonischen Kugelkoordinaten ist bisher nicht in
der Literatur zu finden. Die folgende Herleitung orientiert sich an den vorherigen Abschnitten iiber die Kepler-
bzw. Hill-Variablen und macht Gebrauch von einigen der in § 2.2.4.1 und § 2.2.4.2 aufgestellten Formeln.

Grundlage ist die Basis [s;], eingefithrt durch (2.121). Analog (B.11) bis (B.13) gilt hier

le;] = [R][s;] mit [R] = (R:(—90°) Ro(6 —90°) Rg(A))T: R3(—A) Ra(90° — ) R1(90°) (B.94)
bzw. .
el' Sl_ €1 -S; €e;-S9 €183
[R] = [es] [Si]TZ €| [S2| = [€2-8S1 e€2-S2 €2-S3| = [sl So 53] (B.95)
(S S3 €3-S; €e3-S9 e€3-83

und konkret, ablesbar aus (2.122),

11 T12  T13 ] [sinfcosA cosfcosA —sinA
[R] = |ro1 Tos 7ro3| = | sinfsinA cosfsinA cosA |. (B.96)
31 T32 7133 | | cosf —sinf 0

Fiir die spateren partiellen Ableitungen sind folgende, aus (B.96) offensichtliche, explizite Beziehungen hilfreich:

%:S27 %:fsl, %:sinﬂs& %:cosﬁs& %:7(81110514’(308052). (B.97)

Dariiber hinaus gelten ganz allgemein wiederum (B.14) mit g||s bzw. (B.15).
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Positions- und Geschwindigkeitsvektor beziiglich der Basis [s;] in kanonischen Kugelkoordinaten lassen sich nach
(2.125) und (2.153) ausdriicken als

r=rsy, V=718 +—Sy+ (B98)
r

N S3 .
rsin @
Fiir die folgenden partiellen Ableitungen Or/da; und dv/da; ist zu beachten, dass die kanonischen Kugelko-
ordinaten generalisierte Impulse bzw. Koordinaten darstellen und somit voneinander unabhéngig sind, d.h.,
indirekte partielle Ableitungen untereinander entfallen. Zudem ist auch fiir diesen Variablensatz das Perigdum
ein vorteilhafter Bahnpunkt, um Lagrangeklammern aufzustellen, denn dort gilt 7"| to 7p =0 und r o= Tp:

Die partiellen Ableitungen Or/dr, dr/dJ, dr/OH

sind sehr einfach zu bilden, da der Positionsvektor komplett unabhéngig von den generalisierten Impulsen ist:

or Or or or or or

or T aJ 0, o0H 0 or , ’ 8Jt 0, OH , 0 (B.99)
Die partiellen Ableitungen Or/dr, dr/d6, dr/OA
greifen zum Teil auf die Zusammenhénge (B.97) zuriick:
or aTs S or rasl TS Or rasl rsin s Or S or T,8 Or 7, sin 0s
—_— = — — _— = — = _— Y = . — [— — — — —_— — Q.
or or ' TV 00 00 9N~ OA s or|, b 00 N s

(B.100)

Damit sind bereits alle partiellen Ableitungen des Positionsvektors dr/d«; bekannt und es verbleibt die Bestim-
mung der partiellen Ableitungen des Geschwindigkeitsvektors Ov/d«;. Diese sind nur geringfiigig aufwendiger.

Die partielle Ableitung 0v/0r

ov Or ov
5—551 =81 — 5 t—Sl. (BlOl)
0
Die partielle Ableitung Ov/dJ
ov o (J 1 ov 1
37 =87 (T) Sy = ;52 — 57 t_ ESQ. (B.102)
0
Die partielle Ableitung dv/0H
ov 0 H 1 ov 1
0H ~ 0H (rsinQ) BT sme ™ T 9H t_ rpsin953' (B-103)
0

Die partielle Ableitung dv/or

ov _ 0 (IN, 0 ( H Jo__H av J H o (Baon
—_——=— —_ _— = —— —_ — —_ = — _— . .
or  or\r )2 " or\rsmng)? 227 12ging ° or , rg 2 7"[2, sinf 2

0

Die partielle Ableitung dv/00

greift zum Teil auf die Zusammenhénge (B.97) zuriick, sowie auf die Tatsache s3 = s3(A) — Js3/06 = 0, also

ov  .0s; JOsy 8( H ) . J H cotd ov
=r—: S3 =TS9 — — 81 —

L L J H cot 0
ov _ JOsy O Heoto ~— ~ ovi_ J
90 00 " v o0 " o8 reing 3 96

— 81 .
Tp Tpsin 6

s3. (B.105)

rsin @

to

Die partielle Ableitung dv/0A

greift ebenfalls zum Teil auf die Zusammenhénge (B.97) zuriick:
ov .0s1  J Osg H 0Os3

- J H .
3 =" A + TN + Snd A 7sin fs3 + ;005983 - rsinQ(SHleSl + cos fsy) (B.106)
so dass
H H
8—V = ——s8; — —cotfsy + g cos 0s3. (B.107)
oA . Tp Tp Tp
0

Damit sind auch alle partiellen Ableitungen des Geschwindigkeitsvektors Ov/dq; bekannt.
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Berechnung der Lagrangeklammern [oy;, o]

Alle Lagrangeklammern unter Beriicksichtigung von (B.10) mit der Radialgeschwindigkeit 7 als Argument lauten

or| Ov or| Ov 1
I = | = — = =S| = =0-8,-0-8,=0
=55 aa| " aa| o Ty T
to to to to 0 0
or| Ov or ov 1
FH] = | 2] - L2 = iGa—0-5: —
=55 o | T oH| ar| T rpsma S L8 =0
to to to to 0 0
1] or| ov or| Ov 0< Js H s) . s .
) = =< "= — 5| &~ =U\— 58— 5 -—,83) =515 = —1,
or " or " or " or N 2 r2sinf ~—— (B.108)
0
[7‘9]—% ov) _or| v =0 is—HCOtes —rpSy-s1 =0
’ _31*t 39t 89t 37‘t B Tp ! rpsind 3 P2 2L
0
. or| Ov or ov H H J .
[T’A]:atiai/\t_aif\t.ﬁt :0-<—Tps1—%cotGSQ—i—TpcosGs?,)—rp51nt953-51:0.
0 0 0 0 0

0
Die verbleibenden Lagrangeklammern mit ss-Komponente des Bahndrehimpulsvektors J als Argument lauten

or ov or ov 1 1
H = — ¢+ — - —]  — :70 _iO. =
17 H] 97| OH| ~OH| 9J| T rsin = 1, 0,
0 0 0 0 0
or| Ov or| Ov J H 1
[J,T]—w E —E @ _0'<_7“gS2_’r’%SinQS3>_Tp51'S2_O7
to to to to 0
0
[JF)]*@ a—v 7& a—v =0 fis 7Hcot98 —89 -89 = —1 (5109
AT ag| a0 a0 ar| T T\ mp  rpsing ) X2
to to to to 1
0
or| Ov or| Ov H H J .
[J,A]zﬁt-a—At—a—At-ﬁt :0.<_7"pSl_7"I,C0t6‘52+7"1)008953>_SIHQSS.SZZO.
0 0 0 0 0

0
Die verbleibenden Lagrangeklammern mit es-Komponente des Bahndrehimpulsvektors H als Argument lauten

[H ]_ﬁ ovi _or| Ov —0 is H s 1 S -s: =0
T BH|  or or| OH| r2 2 72 sin 0 3 rpsinei,—g_ ’
to to to to 0
0
or ov or| Ov J H cot 8 1
0= 50| 0| ~o0| oH| °'<rp 1rpsines3)sme&;§9°’ (B.110)
0 0 0 0 0
0
or ov or ov H H J
[H7A]—8Ht'aAt—aAt-aHt—0-(—rPs1—rpcot952—|—rpcos€s;>,>—S3-S3_—1.
0 0 0 0 1

0
Die verbleibenden Lagrangeklammern mit dem radialen Abstand r als Argument lauten

[ 9]_@ vl _or| Ov — 5 is Hcot@s s is H s
DT a0 T oe| ar| T rpy " rpsing I\ TR T g ™
to to to to p p
J
:—*(51'51—52'52)— " (COt951~83—SQ~83):0,
Tp S~~~ S~~~ TpSHle S~ =
1 1 0 0
[r, A] or|  Ov Or| ov s Hs A t0s —i—J Os in 0s Js H s
e — . — R i pp—— — o —— R J— — mn of —— _— —_——
" or , OA , OA . or . ! Tp ! Tp corvS2 Tp cosTSs "p® 3 r2 2 72 sin 6 3
0 0 0 0

H J .
= ——(sl - 81 +C0t651'52—53'53) +—(cos€sl-53+sm0s?,~52) =0.
Tp SN~ S~ = Tp S—— S——

1 0 1 0 0

(B.111)
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Die verbleibende Lagrangeklammer mit der Poldistanz bzw. Co-Breite 0 als Argument lautet

or| ov| or| ov
a0) 9A| ~9A| 20

to

[0,A] =

H H J . J H cot 0
=rpSy:(——s1 — —cotfsy + —cosfss) —rpsinfsz-| ——s; — - S3
r T rpsin 0

p Tp Tp p

to
= —Hsy sy +J(cosfsy-s3+sinfss-s;) — Hcot sy sy —s3-83) =0.
~—— ~—— ~—~—— ~—— N —

0 0 0 1 1
(B.112)

Zusammen mit [, 7], [J, J], [H, H], [r,7], [0, 0], [A, A] = 0 sind jetzt alle Lagrangeklammern bekannt.

Matrix der Lagrangeklammern bzw. Lagrangematrix L

Die Kanonizitit des Variablensatzes S lasst sich direkt aus der Lagrangematrix Lg ablesen bzw. bestétigen.
Hier wird die Reihenfolge S := (7, J, H; 7,0, A)T gewihlt:

r[7,r] [7,J] [, H])|[7r,r] [7,0] [7,A]] r -1 0 07
[(J,¢] [J,J] [J.H]|[J,r] [J.,0] [J,A] 0 0 -1 0
Lo | H.# (H ) [HH]| (] [H.6] [HA]| 0 0 —1 (B.113)
ST irf) [r,J] [r. H] | [r.r] [r.0] [r,A]] |1 00 '
(0.,7] [0,J]) [0,H]|[0,r] [0,0] [6,A] 010 0
C[ALF] [A,J] [ACH] (A7) [A0] [ALA]] L0 01 |

Der Vergleich von (B.113) und (B.93) zeigt eine Gemeinsamkeit verschiedener Sitze kanonisch konjugierter
Bahnvariablen. In allen Fillen nimmt die Lagrangematrix L die Form einer kanonischen Matrix an.

B.5 Langrangeklammern versus Poissonklammern

In der analytischen Bahntheorie (siehe z. B. Cuil8], [10]) haben Poissonklammern eine herausragende Bedeutung.
Mit ihnen lassen sich beispielsweise infinitesimale Lie-Transformationen mittels einer erzeugenden Funktion s
(kurz Erzeugende), ihrerseits bestehend aus mehreren aufeinanderfolgenden Schritten vermittelt durch FION
iibersichtlich ausdriicken. Die Erzeugende s setzt sich etwa im Falle von drei sukzessiven infinitesimalen Lie-
Transformationen folgendermassen additiv zusammen

s=sM 452 L 56 4 % {S(l)’ 5(2)} + % {s(l) + 5(2),5(3)} + % {8(1) — 5@, {s(l),s(Q)}} 4 (B.114)
wobei die geschweiften Klammern, im Unterschied zu den mittels eckigen Klammern symbolisierten Lagrange-
klammern, fiir die Poissonklammern stehen; definiert durch (Vorzeichen wie bei Cui [8] wegen F =V —T = —L)

Ou dv  Ou Ov Ou Ov  Ou Ov Ou Ov  Ou Ov
vt =l——r—————— |+ m————— |+ | —— ——— |. B.115
t } (8171 o1 Oq 5’p1) (31?2 O0q2  Oq2 3p2> (32?3 dq3  Oqs 3193) ( )

Darin sind u(q, p;t) und v(g,p;t) zwei beliebig im Phasenraum, aufgespannt durch die kanonisch konjugierten
Variablen ¢ := (¢1,42, - ..,qn) (generalisierte Koordinaten) bzw. p := (p1,p2,...,pn) (generalisierte Impulse),
erklarte Funktionen, vgl. (A.5). Fiir (B.115) wurde n = 3 gesetzt. Die Anwendung (B.114) zeigt, dass v und v
durch die Erzeugenden s(*) bzw. Linearkombinationen von ihnen ersetzt wurden; zudem tauchen geschachtelte
Poissonklammern auf. Die Eigenschaften von Poissonklammern werden bei Schneider [41] ausfiihrlich behandelt.

Eine beliebige auf dem Phasenraum definierte Funktion ¢(q, p;t) besitzt die totale Zeitableitung (wieder n = 3)

de 8¢ 9¢ d% 9¢ dp;
at Z (aqZ dt 8pi dt ) (B-116)

bzw. nach Anwendung der Hamiltongleichungen (A.lO) mit H=V +T

do a¢> 09 OH  0¢ OH
- Z <8qz opi  Op; 6qi> (B.117)

und somit unter Ausnutzung der Definition (B.115)

do 8(]5 dg 8¢> dg 8¢> d¢ a¢
il G- ot = =g et o =5 —{Feh (B18)

Die drltte Glelchung aus (B.118) ist 1etzthch die Grundlage fiir den verwendeten Liereihen—Ansatz (vgl. §2.2.1).3

3 Anmerkung: Die Variation § einer Funktion ¢(p, ) ldsst sich mittels Erzeugender ausdriicken als §¢ = {¢, s}+% {{o,s},s}+ .
Die Abhéngigkeit der Funktion ¢ von den kanonisch konjugierten Variablen kann dabei sogar nur implizit sein, siehe Mai [26], § 2.3
zur Untersuchung des Graphen esinw vs. e cosw im Falle von GPS-Orbits.
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Ersetzt man die allgemeine Funktion ¢ speziell durch ¢; bzw. p;, dann kénnen die Hamiltongleichungen (A.10)
in der Poissonklammer-Formulierung als vollstdndig symmetrische kanonische Gleichungen geschrieben werden:

pi=—1{pi, H}, ¢s = —{qi, H} bzw. pi ={pi, F}, ¢ ={aq, F}. (B.119)

Selbstverstandlich gilt dg; /0t = 0 und 9p;/dt = 0. Dariiberhinaus sind die kanonisch konjugierten Variablen
untereinander unabhingig (Schneider [41]), was ja schon bei den vorangegangenen Lagrangeklammerbildungen
fiir H und S ausgenutzt wurde, so dass aus (B.115) mit u||¢ und v||p; bzw. v|¢; folgt

Do 0¢

{¢7pz} = 78%‘ ) 8]7; .

(B.120)

Ersetzt man nun wiederum die allgemeine Funktion ¢ speziell durch g; bzw. p;, ergeben sich unter Beachtung
der Unabhingigkeit der Variablen einige wesentliche Eigenschaften der Poissonklammern:*

{4, p;} = —0ij, {pi,p;} =0, {4,495} =0, {pi, a5} = dsj. (B.121)

Die Poissonklammern sind wie zuvor die Lagrangeklammern antisymmetrisch und stationér (zeitlich invariant)
und sie werden ebenfalls in einer Matriz der Poissonklammern bzw. kurz Poissonmatriz P, zusammengefasst:®

[ {p1,01} {p1,p2} {p1,p3} | {p, a1} {p1, 2} {p1,a3} ] [ |
{p2,p1} {p2,p2} {p2,p3} | {p2, 1} {p2, 42} {p2, a3} 0 0
P, = {ps,p1} {p3,p2} {p3,p3} | {p3, a1} {p3, a2} {p3,q3} _ 0 0 1 . (B.122)
{qr,m} {a,p2} {a,p3} [ {a,a} {a, a2} {a1, a3} -1 0 0
{@2,0} {a2,p2} {a2,p3} | {2, a1} {@2, a2} {q2, a3} 0 -1 0 0
| {g3,1} {a3,p2} {a3,p3} | {@3, a1} {a@3,92} {3,331 L O 0 —1 i

Einige Eigenschaften der Lagrangeklammern konnen analog zu (B.121) geschrieben werden als

[4i, ;] = dij, [pi,pj] =0, [4i,q5] = 0, [pi» ;] = —0ij. (B.123)

Vergleicht man die Eigenschaften (B.121) und (B.123) bzw. direkt Lagrangematrix Lo und Poissonmatrix Py,
dann gilt offensichtlich®

Lo =—-Pn, LL=P, L'=P, — LoPs = E  (Einheitsmatrix). (B.124)

Anmerkung: zu beachten ist die hier sehr spezielle Vorzeichenkonvention. Falls die iiblichere Poissonklammer
(u;v) verwendet wird, gilt stattdessen (vgl. Schneider [42])

L t=-p L[ t=pT — LPT=FE & LP=-E. (B.125)

Die Zusammenhénge (B.124) bzw. (B.125) sind zum Wechsel zwischen Lagrange- und Poissonklammern dienlich.
Die Behandlung eines Bewegungsproblems im Sinne der Variation der Konstanten (Variation of Parameters)

kann etwa im Falle Newton’scher Bewegungsgleichungen unter Beteiligung der Lagrangeklammern erfolgen,
vgl. (B.8), so dass unter der Voraussetzung der Invertierbarkeit (|L| # 0) folgt

da ;- [aR]T. (B.126)

dat da
Dieser Weg fithrt mit @« = K dann unmittelbar zu den Lagrange’schen Planetengleichungen und zur Theorie
von Kaula [22]. In (B.126) kann L~! wahlweise durch die Poissonklammern ersetzt werden.

Die Losung kanonischer Bewegungsgleichungen unter Beteiligung von Poissonklammern (Liereihen-Ansatz) wird
etwa im Rahmen einer analytischen Bahntheorie 2. Ordnung von Cui [10] behandelt und fiir GPS-ahnliche Orbits
getestet (Mai [26]).

4Schneider [41] verwendet fiir die Definition der Poissonklammern im Vergleich zu (B.115) das entgegengesetzte Vorzeichen und
als Symbol runde Klammern mit Semikolon, so dass im Falle n = 3 geschrieben wird

(s ) (811, v ou 8U)+<8u Ov ou 8v)+(8u v ou 8@)
wv)i=|—7—— —— _—— - — _— ).
dq1 Op1 Op1 Oq1 0q2 Op2  Op2 Oq2 dq3 Ops  Ops Oqs3

Snachfolgend umfasst o als Platzhalter ausschliesslich kanonisch konjugierte Variablensitze, z.B. a € {C,S, M, H, D, P, €&, ...}
bzw. Cartesian, Spherical, Modified spherical, Hill, Delaunay, Poincaré, Equinoctial, ... (ausgeschlossen sei z. B. K bzw. Keplerian)

Sweniger offensichtlich bzw. etwas aufwindiger ist der Nachweis, dass diese Zusammenhinge zwischen L und P fiir beliebige,
also auch nicht-kanonische, Variablensétze gelten, siche dazu Schneider [42] im dortigen § 21.1.4, Formeln (21.61) bis (21.67)



Anhang C

Das Erdgravitationspotential

C.1 Traditionelle Darstellung des Erdgravitationspotentials

Zur Erinnerung an die traditionelle Darstellung des Erdgravitationspotentials V' wird Heiskanen und Moritz [20]
herangezogen. Da die Dichte im Aussenraum des Erdkorpers Null ist, muss die gesuchte Potentialfunktion dort
die Laplacegleichung erfiillen, also

AV =0. (C.1)

Die Darstellung des Potentials in kartesischen Koordinaten ist durchaus méglich und gelegentlich anzutreffen!,
jedoch werden meistens Kugelkoordinaten verwendet. Die Koordinatentransformation (z,y,z) < (r,0,\) ist
vertraut und das Linienelement

ds? = da? 4 dy? 4 dz? (C.2)
lasst sich aus (2.143) mit A||A durch Bildung der totalen Differentiale fiir alle drei Vektorkomponenten in
ds? = dr? + r2d6? + r? sin?0 d\? (C.3)

iiberfithren. Aus (C.2) und (C.3) ist ersichtlich, dass (z,y, 2) und (r, 0, \) orthogonale Koordinaten sind.?
Ganz allgemein gilt fiir orthogonale Koordinaten (g1, ¢2, g3) mit

ds® = hidq; + h3dgs + h3dg3 (C.4)
fiir die Anwendung des Laplaceoperators A auf V' dann
1 0 [ hahs 8V> 0 <h1h3 8V) 0 <h1h2 8V>}
AV = — 4§ — — |+ — |+ — 7. C.5
hihahs {3611 ( hy Oq g2 \ h2 02 dg3 \ hs 0Ogs (C:5)

Im Falle von Kugelkoordinaten ersetzt man z. B. q1 ||, ¢2]|0, g3||A, so dass hy = 1, ha = r, hs = rsin§ und somit

B 1 9 2 . 87‘/ g - 37‘/ 2 Lal
& = g\ (P05 ) + 35 (0% ) + 5% (oa on)|

C10 (VY L o avN 1 o (1 oV
T r29r " or r2sin 6 90 St 00 r2sin2f O\ \sinf O )’

Nach formaler Bildung der zweiten partiellen Ableitungen folgt mit Beriicksichtigung von (C.1) die zu losende
partielle Differentialgleichung fiir V(r, 0, \) als

(C.6)

0%V oV 0*V ov 1 0%V
AV =12 — 4 2r— + — t0— 4+ ———= =0. C.7
" o2 * "or * 002 oo 00 + sin § ON2 (C.7)
Der von Heiskanen und Moritz [20] gewihlte Losungsansatz trennt die Variablen r, 6, ), so dass V die Form?
V(r,0,A) = f(r)g(0)h(X) (C.8)

Lerinnert sei u.a. an die vertraute Formel von MacCullagh und die Anmerkungen zur Verwendung von C in § 2.1.4

2d. h., der Metriktensor entspricht einer Diagonalmatrix bzw. es treten keine gemischten Produkte von Differentialen in ds? auf

3Dieser Ansatz entspricht einem Spezialfall im Ergebnis einer viel allgemeineren Betrachtungsweise, namlich Untersuchungen
zur Separierbarkeit der Hamilton-Jacobi-Gleichung (Schneider [41] § 12.4). Die Aufstellung von Separationsbedingungen wiederum
ist eng verkniipft mit der Einfiihrung von Stéckel-Systemen (Schneider [44] § 50). Diese Systeme stellen Bedingungen an die
Funktionsstruktur von V. Abhéngig vom Variablensatz ist auch die Funktionsstruktur der Hamiltonfunktion nicht beliebig, wenn
die Hamilton-Jacobi-Gleichung durch Separation gelost werden soll. Rdumliche Polarkoordinaten (r, 8, \) sind eine von 11 mdglichen
Realisierungen zuléssiger orthogonaler krummliniger Koordinaten. In Verbindung mit der oben erwdhnten Laplacegleichung kann
dann die zuléssige Funktionsstruktur von V festgelegt werden auf eine spezielle Summe von Termen. Jeder dieser einzelnen Terme
ist wiederum z. B. unter Verwendung von (7,6, \) vollstdndig faktorisierbar (Details siehe Schneider [44] § 50.2.5.1, Fall I).
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annimmt und letztlich drei zu l6sende gew6hnliche Differentialgleichungen zweiter Ordnung in den unabhéngigen
Variablen r, 8 und X resultieren. Die Trennung wird in zwei Schritten vollzogen; zunéchst wird nur r separiert, 6
und A verbleiben vorerst in einer gemeinsamen Funktion Y (6, A) = g(6)h(\). Mit der Kennzeichnung partieller
Ableitungen durch tiefgestellte Symbole erhélt man

av 82 ov 0%V ov 0?V
_fr ) _frr 90 = fYp, 902 = fYoe, EN = fY, o = Y (C.9)
und nach Einsetzen in (C.?) sowie Abtrennung von r-abhingigen Termen
Lo
3 (T’ frr + 2rfr> = Ygo +cot 0Yy + —5= Y (C].O)
f sin 9

Die Gleichheit von Funktionen unabhéngiger und getrennter Variablen impliziert das Vorhandensein einer In-
varianten bzw. Konstanten, die in diesem ersten Trennungsschritt n(n + 1) sei:

7”2frr + 27"fr — TL(TL + ].)f = 0,

! (C.11)
Yoo + cot 0 Yy + 6)Y>\,\+n(n+1)Y 0.

Il

Wie bei Heiskanen und Moritz [20] gezeigt wird, muss gelten n € N (Menge der nichtnegativen ganzen Zahlen),

alson =0,1,2,... . Die Abhéngigkeit der Funktion Y von n wird nachfolgend mittels Y,, ausgedriickt.
Wie bereits angedeutet, wird die Trennung der Variablen in einem zweiten Schritt {iber den Lésungsansatz
Yu(6,2) = g(0)h(N) (C.12)
endgiiltig vollzogen. Mittels der partiellen Ableitungen
Y, 0%y, Y, 0%Y,
60 goh, 892 gool, 8)\ gnx, 3)\2 ghixx ( )

wird die zweite Gleichung aus (C.11) umgeschrieben und nach Termen abhéngig von 6 bzw. A sortiert:

sin 0 hoax

h

(sin&gea +cosfgp+n(n+1) sin@g) =— (C.14)

Mit der gleichen Argumentation, wie bei (C.10), kann eine Invariante bzw. Konstante angesetzt werden; hier wird
m? verwendet. Heiskanen und Moritz [20] merken an, dass dabei nur m = 0,...,n zu physikalisch sinnvollen
Losungen fiihren wird. Zusammen mit der ersten Gleichung aus (C.11) erhdlt man schliesslich ein System aus

drei entkoppelten gewthnlichen Differentialgleichungen:

TQfTr +2rf — n(n + l)f =0,

2
sin 0 ggg + cos 0 gg + <”(”+1)Sin0_£;9>9—07 (C.15)
hAA+m2h:O.

Alle drei Gleichungen sind einfach zu 16sen, man erhilt z. B. mittels MATHEMATICA™ direkt
fr) =cir 4 ¢t 9(0) = & Pppn(cos8) + 5 Qpm(cosb), h(\) = ¢} cosm\ + ¢y sinmA  (C.16)

mit den Integrationskonstanten ¢/, ¢4, ¢f, ¢3, ¢} und ¢3.*
Die zweite Gleichung aus (C.16) nimmt dabei Bezug auf die zugeordneten Legendre’schen Funktionen 1. Art
und 1. Typs Ppm(cos®), explizit angebbar durch

m hax (2n — 2k)! 2k ) n—m
Pun(cost) = — —sin"¢ Z k' =B (= m = 2k)! COS 0 mit kmax = Int 5 ,

(C.17)
und ebenso die zugeordneten Legendre’schen Funktionen 2. Art Q. (cosf). Letztere beinhalten bei den hier
vorhandenen ganzzahligen m eine logarithmische Singularitét fiir cos@ = +1 bzw. § = 0,7. An den beiden
Erdpolen sind die Qy,,,, also nicht definiert. In der Geodésie beschréankt man sich auf die Verwendung der P,,,.

4ohne Beschrankung auf n € Nt wiren z. B. auch komplexe Losungen fiir f(r) moglich mit

Fr) =t r%i(i—\/—1—4n—4n2) +e T%i(i+\/—1—4n—4n2)
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Die Legendre’schen Polynome 1. Art folgen aus (C.17) als Spezialfall durch Setzung m = 0, d. h.,

k
1 e (2n — 2k)! _ _ n
P =P = > (-1* n—2k =Tnt(=). 1
20(cos 0) ) (cos ) o kzo( ) T (n — k) (n = 2%)! cos 0 mit Emax nt<2) (C.18)

Die Legendre’schen Polynome 1. und 2. Art P, (cos ) und @, (cos 8) erfiillen demnach die Differentialgleichung
sin 6 ggp + cosf go +n(n +1)sinf g = 0. (C.19)

Die Legendre’schen Polynome P, und zugeordneten Funktionen P,,, lassen sich mit der Setzung ¢t = cos# noch
allgemeiner darstellen. Nach Heiskanen und Moritz [20] gilt mittels Binomialreihenentwicklung fiir (t> — 1)"

k
1 m J (2n — 2k)! o 1 m Jqntm n
ant:fl—f,22 _1k tank: 1_t22 t2—1
®) 2"( ) kz=0( ) kl'(n — k) (n —m — 2k)! 2”n!( ) dt”*m( )"
k
1 & (2n — 2k)! _ 1 d" n
Pnt:f _1k tn 2k — t2—1
®) 2n 1;)( ) E'(n — k) (n — 2k)! 2nn! dgn ( )
(C.20)
so dass aus einem Vergleich der rechten Seiten folgt
m m
P (t) = (1 =t3)2 — Pyu(t). (C.21)

dem
Um die zweite Gleichung aus (C.15) oder (C.19) auf die unabhéngige Variable ¢ umzuschreiben, miissen die
Differentiale transformiert werden:
dt

. 1 . 1 | .
cos) =t <« 81n9:(1—t2)2 — —sinfdf =dt <« @:—smG& — @:—sme
(C.22)
und damit
'*@*%g*'fs'nﬂ
Y0730 " atae I
2 (C.23)
d d d d
oo = d—e‘g = % = —cosf g, —sin@% = —cosfg; —sin@(—sin&)% =: —cos 0 g; + sin’0 gy .

Einsetzen von (C.22) und (C.23) in (C.15) bzw. (C.19) liefert die Differentialgleichungen fiir g(¢) = P, (t) als

2
(1—t%)gu — 2t g + (n(n +1)— 1mt2)g =0 bzw. (1-t*)gu—2tg +n(n+1)g=0 (fir m=0). (C.24)
Dem Losungsansatz (C.8) folgend erhélt man durch Aufsummieren der (unendlich vielen) Einzellosungen (C.16)
vom Grad n = 0,1,2,... und von der Ordnung m = 0,...,n unter Vernachlidssigung aller Terme mit r"
(reprasentieren physikalisch das hier nicht interessierende Innenraumpotential V; der Erde) und @, (unzuléssig
aufgrund der vorhandenen Singularitéten) schliesslich die Gesamtlosung fiir das Aussenraumpotential der Erde
o0 1 n )
Ve(r,0,0) =V (r,0,)) = T > Prm(c0s 0) (anm cos mA + b sinm)), (C.25)
n=0 m=0
wobei die Koeffizienten a,,,, und by, alle fritheren Integrationskonstanten in Kombination vereinen. Ausgehend
von (C.25) sind in der Geodésie etliche Varianten zur Darstellung der Erdgravitationspotentials entwickelt
worden, auch schon bei Heiskanen und Moritz [20], die sich im Wesentlichen in der Definition der Koeffizienten
unterscheiden. Nach (C.25) sind ay,,, und by, physikalisch nicht dimensionslos, so dass u. a. fiir Vergleichszwecke
zwischen verschiedenen praktischen Erdschwerefeldmodellen eine ,Normalisierung® wiinschenswert ist.®
In der vorliegenden Arbeit werden fiir praktische Berechnungen ausschliesslich die Festlegungen des ,JGM-3“
(Joint Gravity Model, Version 3) verwendet, siche Mai [26]. Die Darstellung orientiert sich an (2.29)
fe | Ho N~ N\~ (% \"5 - = o
Vo(r,0,)) = L& L F2 (22) P (c050) (Znm cos mA + 5 sinmA)., C.26
o(r,0,)) . + Z Z . (cos 0) (Cnm COSMA + Sy, SIn M) ( )

r
n=2 m=0

wobei die Koeffizienten ¢,,,,, Spm und die zugeordneten Legendre’schen Funktionen P, eine Normalisierung

L (n+m)!
(2 — 8om)(2n + 1) (n —m)!

Cnm = nmCnm; Snm = nmSnm ﬁnm = nm/Nnm mit Nnm = \/ (027)

beinhalten.

5Der Gebrauch des Begriffes ,Normalisierung® ist leider nicht einheitlich; zu weiteren Details und Begriindungen, welche die
Notwendigkeit einer Normalisierung motivieren, siche Heiskanen und Moritz [20].
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Ausgangspunkt ist (C.26) bzw.

— N He (08 \'5 - =
6, ) 7(7) Proon (€08 0) (T COS T + S SIDTN). C.28
(r, g ; (s (08 0) (Com cOSMA + S, sinMA) ( )
Zunéchst wird die Koordinate r durch eine Grosse « ersetzt®
1 1
r=ce® o L=e® o c=e® o == e, (C.29)
c r r c

wodurch r als eine auf ¢ bezogene Grosse aufgefasst werden kann. Fiir ¢ konnte man z. B. einen zu definierenden
Mittelwert fiir r ansetzen; hier wird stattdessen ¢ := ag verwendet. Damit folgt

1 = i e ® und (aﬁ)n: e " - e (aﬁ)n: ko em(mie, (C-3O>
ro ag r ro\r ag
Eingesetzt in (C.28) erhélt man vorerst
Va(a, 6, ) = e Z Z e~ (VAP (cos) (Crm cOSTA + Sy sinMA). (C.31)

nOmO

Mit der Ersetzung der €,,, und 5,,, durch eine Amplituden/Phasen-Darstellung mittels der vertrauten Notation
tiber die Symbole J,,,,, (Amplitude) und A, (Phasenwinkel)

Jnm = A\/C + 52> Anm = arctan fn—m — Crm = Jnm COS Anms  Bnm = Jnm S0 Ay (C.32)
Cnm
gilt
(Enm COS MM =+ Sy, SIN m)\) =Jnm (cos Apm COS M + SN Ay, SIN m)\) = Jpm cos(mA — A )- (C.33)

Eingesetzt in (C.28) erhélt man also in der J-Notation
Va (o, 0, ) Z Z e~ (MDD (08 0) T pm cos(mA — Apm). (C.34)
=0 m=0

Auch die normalisierten zugeordneten Legendre’schen Funktionen P,,, lassen sich spektral darstellen mittels
Amplituden/Phasen. Um Schreibarbeit zu sparen, werden zunéchst die nicht-normalisierten Funktionen P,
betrachtet und erst am Ende die Normalisierung (C.27) berticksichtigt.

Ausgangspunkt ist die Formel (C.17). Die auftretenden Potenzen von sin 6 und cos 6 lassen sich ersetzen durch

Dk f: ( )Cos((m —25)6) fiir m gerade
sin™f = o (C.35)
(—12)m . Z<_1)s (”;) sin((m — 2s) ) fiir m ungerade

s=0

bzw. fiir beliebige Integerwerte m auch durch”

amy ( 1)Int[m] “ ms [T m
sin™f = o SE:O(fl) 5 )cos ((m —25) 0 + (mmod 2)5), (C.36)
sowie
I 1 n—m—2k n— _ ok
cos 0= P g . cos((n —m — 2k — 2¢) 6). (C.37)

c=0

SDie elliptische Parametrisierung ist in der Himmelsmechanik nicht ungewthnlich. Sie wird z. B. eingesetzt bei der Behandlung
des Schwarzschild-Problems, um das Quadrat des raumzeitlichen Abstands (Linienelement ds?) vorteilhaft auszudriicken; siehe
Schneider [43] § 33.2.1. Ein weiteres Anwendungsbeispiel findet sich im relativistischen N-Korper-Problem, wenn die Einstein’schen
Feldgleichungen nidherungsweise linearisiert werden sollen; siehe Schneider [43] § 38.2.1.

)Int[ m+7( D

5] unter Verwendung der imagindren Einheit ¢ ausgedriickt werden als ¢ und
+1
andererseits kénnte (m mod 2) durch wfﬂ

Talternativ kann einerseits ( 1

7 ersetzt werden
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Eingesetzt in (C.17) folgt nach einigen Zusammenfassungen mit

n—m m! (2n — 2k)! 4k*n(_1)1nt[%]+k+m+s
Fmax = Int ) max — TV — — 2]{7, ksc = .
vorerst .
= Z Z Z aksecos((n —m — 2k — 2¢) 0) cos((m—Qs) 6 + (mmod 2)%) (C.39)
k=0 s=0 c=0

Die cos-Ausdriicke kénnen folgendermassen umgeformt werden

cos((n —m — 2k — 2c) 9) cos((m—Qs) 0 4+ (mmod 2)%) =

1
=3 {cos((mmodZ)g +(2(m+k—s+c)— n)G) + cos((mmodZ)g —(2(k+s+c)— n)@)} =: CFsc(g),
(C.40)
so dass
Z Z alese C”“"(G) fiir kmax = Int {n _2 m} , Cmax =N —m — 2k (C.41)
mit den neuen (und zudem normalisierten) Koeffizienten
ksc | _ 9\l gk—n(_1\Int[Z]|+k+m+s |
— hse s m! (2n — 2k)1 45~ (=1) (n+m)!
- - 2 — Som) (20 + 1) 42
Ynm Npm  Klstel(n— k) (m—s)! (n —m — 2k —¢)! ( om) (21 + )(n—m)! (C.42)

In Tab. C.1 werden fiir einige der ersten Grade und Ordnungen die Koeffizienten @”s¢ und zugehorigen Funk-

tionen C*5¢() explizit aufgefiihrt, sowie die daraus resultierenden Endformeln fiir die P,,,,,(6). Unterteilt man
letztere nach geraden und ungeraden Ordnungen, dann kann der systematische Aufbau der Legendre-Funktionen
bzw. deren Spektrum sehr gut in Matrizendarstellung veranschaulicht werden:

Fu \/3

Py 0 %\/ﬁ

Pal | 83 0o 3/

Pl | BE 0 WYY

Pu 0 WP 0 RS

Pus 0 % %5 0 _1% 3725 [sinf 7
Ps, a7V165 0 V165 0 2LV/165 sin 26
Pl | &/F 0 BT 0o H/F o
Pss || &V5% 0 —1s\ 7 0 1;78\/%7 sin50 |’
Py 0 22:/273 0 3.\/273 0 23273 sin 60
Py 0 & 0 a/EE *P e
P65 0 21556 R 0 634 \/@ 0 2;6 \/M ) )
P71 2048\/ﬁ 0 2048 105 0 21062158\/ﬁ 0 % 105

Po3 235.1/35 0 25L.V/35 0 253.V/35 0 — /35

P 7o2-1/385 0 709-1/385 0 —529.1/385 0 799-/385

Py 25 V/T15 0 — 533 \/715 0 L VT15 0 — 5= V715

(C.43)
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Tabelle C.1: Spektrale Zerlegung fiir die Pnm(6), hier auszugsweise explizit dargestellt bis P4y ()

n{m{k{s{c“ alse L Cksc(9) n{m{k{s{c“ alrse L Ckse(9)
olofofofo] 1| 1 3 0 — L1105 | L(cos+ cos30)
‘ Poo(0) =1 ‘ 3 0 71—16 105 %(COSQ + cos 36)
1 0[0[0]O V3 cos 0 3 0 $V105 cos
1]0]0]0]|1 V3 cos 3 0 £V105 cos 0
P1o(0) = v/3cosb 3 0 — 15105 1 (cos @ + cos 30)
1 0|0 -1V3 —siné 3 0 —1=V/105 1 (cos @ + cos 30)
1{1]jof1]o0 V3 sin 6 \ P33(0) = £v/105 cos 6 — /105 cos 30
\ P11(0) = V3sin \ 313|0]0]0 L% —sin30
2/0(0]0]|0 356 260
sV5 o 3|03 0f1]o] -2,/ —sin®
2|1 0]0]0]1 35 1
3 35 51
20 0|0]2 85 cos 20 3131012100 6y7F sin §
200 ([1]0]0 —3V5 1 303030 —%y2 sin 30
Poo(0) = L 3 —
‘ Po() = 35+ §V5cos 20 P3s(0) = 2,/ % sinf — £,/ % sin 30
201 |0]0]|0 -1V15 —1sin26
1 1. 4100|010 % cos 46
21001 -3iVi5 —1sin20 :
. T 410(0|0]|1 1 cos 260
2/ 1]0f1]0 V15 1 sin 26
" — 4/101]0f0]2 315 1
2/ 1]0|1]1 V15 1 sin 20 o
— 41 0]0]|0]3 == cos 20
| Pai(6) = 1v/15sin 20 52
" 4100|014 %g cos 40
21 210]010 —5V15 cos 20
L 4101|1010 —% cos 20
21 2(0[1]0 V15 1
1 410 1|01 -2 1
212101210 —5V15 cos 20 "
— 410 1]1]0]2 -2 cos 20
| Pas(6) = 1v/15 — LV/15cos 20 | 1o
. 410 1(2/0]0 3 1
3/0j0|0]0 VT cos 3¢ ‘ — 0 —
Po(0) = 5 + 73 cos 20 + 3> cos 40
3/0[0[0]1 L/7 cos 6 00) =& + g 61
21 /5 Lig — i
3lololol2 157 cos0 411 10]0|0 =\ 5 5 (sin 20 — sin 46)
3/0(0|0]3 VT cos 36 41 110)0]1 -8,/ — £ sin26
3/0(|1]0]|0 =37 cos 0
. 4 1]o0flo|2| -%8,3 —3sin20
310 1(1]0](1 f% 7 cosf
‘ Pso(6) = 2/Tcost + 2/Tcos 30 ‘ 411003 -#./5 1 (sin 20 — sin 40)
31 1]0]0]0( —%1/% | 3(sinf—sin30) 41 110|1]0 221/2 | —5(sin260 — sin40)
3 001 fg % —sind % g %Sin 260
3 02| —%1/% | 2i(sin6—sin30) 5.3 1sin20
3 1]0 Ve 1(sin@ — sin 39) 2L,/5 | —1(sin20 — sin40)
3 11 5,./2 sin 6 g —lsin20
3 12| 22 | —L(sing —sin30) /3 —Lsin2g
3 00 /2 —sin ~2/3 3 sin 20
3 110 -1/ % sin 0 -24/2 1sin26
P31(0) \/&sinf + 24/2 sin36 —3\/§sin20+% 5 sin46
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_?00_ 1 ]

Py 0 V3

Py iV5 0 3V5

Py 1V15 0 —1V15

Py 0 VT 0 VT

Py 0 $V105 0 —1V/105

Po z 0 2 0 105

Pa wvs 0 sVh 0 -#V5 1]
Pso 0 $BV11 0 V11 0 S8V11 cos 30
Psy | = 0 V1155 0 L1155 0 —2&Vii55 cos 460
-5 cos bl
Psy 0 2.V/385 0 —gV385 0 3:V/385 cos 60
Pgo 2V13 0 105/13 0 LBVI3Z 0 81./13 cos 70
Pgy 52-1/91 0 221/91 0 —2V01 0 2301

Pes 255 \/@ 0 —35 \/@ 0 7o/ 292 0 — =54/ 292

P 0 #5156 0 59./15 0 2L/15 0 429 /15

Py 0 35.V38 0 —15V38 0 —{2V385 0 29.1/385

P 0 3/ 0 — 2 [500s g 5 /5005 0 _ 3 5005
- (C.44)

Anmerkung: Blickt man nur auf (C.43) und (C.44), dann kénnte man versucht sein, ein einfacheres Bildungsge-
setz zu finden als jenes, welches Tab. C.1 zugrunde liegt. Vorsicht ist geboten, denn wihrend (C.41) im Zusam-
menspiel mit (C.42) die korrekte Spektralzerlegung der Legendre-Funktionen liefert, wird der Leser z.B. aus
(C.44) einige falsche Schliisse ziehen bzw. unzutreffende Verallgemeinerungen ableiten.

Beispielsweise wiirde vermutlich ausser konstanten Termen (Frequenz 0) auch das Auftreten der Frequenzen 2,
4, 6 und 8 in allen Legendre-Funktionen achten Grades (beliebiger Ordnung) propagiert - tatsichlich ist dem
aber nicht so. Schaut man sich etwa die ausfiihrliche Zerlegung von Pgy(6) an, so taucht die Frequenz 6 zwar
in diversen Termen mit Kombinationen k sc auf®, aber in der Summe der Terme heben sich die Amplituden
gerade auf, so dass diese Frequenz insgesamt hier nicht aktiv ist. Ahnliche Aussagen gelten fiir Pgg(6) und
weitere Legendre-Funktionen; wir kommen etwas spéiter darauf zuriick.

Statt eines neuen Bildungsgesetzes, soll ein Operator Extract[Gesamtausdruck, Teilausdruck] eingefiihrt werden,
der aus einem gegebenen Gesamtausdruck alle auftretenden Vorfaktoren eines bestimmten Teilausdrucks als
Summe zusammenfasst. Das Ergebnis sind hier die Eintriige in den Matrizen aus (C.43) bzw. (C.44).°

Mit

= Extract| P (0) =Y | Y > GrscChee(6), Bum;(0)| (C.45)

=

nmj

cos jO fiir m gerade _ Fmax
Bnmj =

sin j@ fir m ungerade’

8und zwar bei den k s c-Kombinationen 001, 005, 010, 016, 021, 025, 100, 104, 120 und 124
IMATHEMATICA™ liefert diese Ergebnisse natiirlich unmittelbar
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folgt

Pom(0) = Zﬁnijnmj(H) fir  jmin =nmod2+ 2((n+ 1) mod2) ((n — m)mod 2). (C.46)
3(2)

Einsetzen in (C.34) liefert

Vi (a, 0, )) "@ Z 3 Z g Trm € DA B (8) cos(mA — Au)- (C.47)
n=0 m= 0 2

s ¥Fnamj

Mit den neu definierten (normalisierten) Koeffizienten des Erdgravitationspotentials kann man also schreiben
Va(a,0,3) = &2 Z 57 3 g € B (0) cosmA — R, (C.48)
n=0 m=0 j(2)

wobei die Transformationsmatrix zwischen den J,,,,, und Enmj nur schwach besetzt ist, insbesondere fiir niedrige
Grade n und Ordnungen m:

Pooo 1

V101 0 V3 _jOO_

Y111 0 0 V3 J1o

P00 0 0 0 V5 Ji

B | = 0 0 0 V5 Too |- (C.49)
Doro o 0 0 0 ivi5 Jo1

D0 o 0 0 0 0 ivi5 Ja2

Voo 0 0 0 0 0 —1V15 L

Fiir die praktischen Tests werden hier die Parameter des JGM-3 verwendet (zu Details siehe z. B. Mai [26]). In
Ubereinstimmung mit (E.1) und im Sinne von (B.2) beginnt die Reihenentwicklung fiir das Stérpotential Rg,
mit dem Grad n = 2 unter der Annahme, dass cio, c11, 511 = 0 gilt.'°

Im Falle eines 8 x 8- Erdschwerefeldes (nmax = Mmax = 8) wiirden 82 + 2.8 — 3 = 77 potentiell von Null
verschiedene Koeffizienten ¢y, Spm bzZW. €nm, Snm verbleiben; das bedeutet %82 + %8 — 2 = 42 potentiell von
Null verschiedene Koeffizienten (Amplituden) J,,,, bzw. J . Der so scheinbar komprimierte Informationsgehalt
wird wieder aufgefiillt durch %82 + %8 — 1 = 35 potentiell von Null verschiedene Phasenwinkel A, bzw. Appm.
Schaut man sich die Struktur der Matrizen in (C.43) und (C.44) genauer an, dann findet man eine einfache
Folge fiir die Anzahl a,, der potentiell von Null verschiedenen Koeffizienten /3 in Abhéngigkeit vom Grad n:

nmj
n= 2 3 4 ) 6 7 8 =

. (C.50)
an=1+4=5 44+4=8 4+9=13 9+9=18 9+16=25 16+16=32 16+25=41---

Fiir die Folge (a,) = 5,8,13,18,25,32,41,... (n > 2) als Summe jeweils zweier Quadratzahlen lisst sich ein
Bildungsgesetz finden; z. B. mittels MATHEMATICA™ oder etwa Sloane und Plouffe [47]'!, nimlich!?

1 2
a, = Ceiling [(n—;)] bzw.  ap, =1(2n? +4n+ 34 (=1)"). (C.51)
Die zugehdrige Summenfolge (A,,) = 5, 13,26, 44,69,101,142, ... (ebenfalls n > 2) gilt

nfzaﬁ (4n® + 1802 + 32n — 51 + 3(—1)"), (C.52)

so dass fiir unser 8 x 8- Erdschwerefeld maximal Ag = 142 potentiell von Null verschiedene neue Koeffizienten
wnmj aus den gegebenen J,,,,, berechnet werden miissen. In (C.49) wiirde also eine 142 x 42 - Matrix auftreten.

10entsprechend sind auch die zugehorigen normalisierten Werte ¢10, ¢11 und 511 identisch Null
Ubzw. The On-Line Encyclopedia of Integer Sequences unter http://www.research.att.com/ njas/sequences/index.html
2wobei Ceiling das Aufrunden zur nichsthoheren Ganzzahl meint; im Gegensatz zu Floor (Abrunden) bzw. Int (Ganzzahl-Anteil)
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Der so scheinbar aufgeblihte Informationsgehalt (um den Faktor 3.38) wird wieder abgebaut durch die Tatsache,
dass cos j# und sin j@ nicht unabhingig voneinander sind, sondern sich (bei Bedarf'?) ineinander umrechnen
lassen. Die zugehorigen Amplituden ¢, sind demzufolge ebenfalls untereinander nicht komplett unabhéingig.

Anmerkung: Dieser zunéchst offensichtlich unnétige Mehraufwand bei der Modellierung des Erdgravitations-
potentials wird hier unternommen, um die spéteren Ableitungen der Endformel fiir die Potentialdarstellung zu
vereinfachen, sowie um die Frequenzen deutlicher hervortreten zu lassen als in der traditionellen Darstellung.

-_J2m533m§ j4m Jsm Jom J7m Jam o
o ] Abbildung C.1: Struktur der Matriz der 3,,,;, vgl. (C.49),
Yom fir n € [2,8], m € [0,n]. Dargestellt ist das Vorkommen
der Nicht-Nullelemente (jeweils als schwarzes Kdstchen).
T Hervorgehoben wurde ausserdem das systematische Fehlen
3mj bestimmter Frequenzen, abhdngig von Grad und Ordnung.
Fiir diese ,Fehlstellen® (3) kann sicher ein Bildungsgesetz
gefunden werden. Dessen Herleitung allein tiber das Auf-
Varmi finden notwendiger Indexkombinationen, basierend auf der
! Definition (C.45) und dann Anwendung der Beziehungen
(C.40) bis (C.42), ist sehr komplez.
Stattdessen wurde empirisch vorgegangen: zundchst wur-
O den fir einige niedere Grade n alle 3,,,; berechnet, bis ei-
ne ausreichende Anzahl von Kombinationen n, my, j7 mit
Ysmj n8mo ;8 = 0 vorlag, um daraus Bildungsgeselze ableiten
zu kénnen. Diese Formeln wurden bis n < 360 wvalidiert.
Das schliesst natiirlich (wie bei jeder Empirie) nicht aus,
£ dass weitere ,,Fehlstellen® existieren, da nicht jede Index-
By
H kombination explizit berechnet wurde.
u _ _
E Es folgen konkrete Bsp.e 8,0,,0,0 =0 — 9,0,,0,0 =0:
. imJ; i™m
[} _ _
_ =. Boos,002,006 =0 — ¥g0s,002,006 = 0,
Wemj =. /3008,006,002 =0 — ¢008,006,002 =Y
| _ _
=. 5017,014,005 =0 — ?/’()17,014,005 =Y
=. 5018,003,016 =0 — w018,003,016 =0,
B _ _
E. 5018,013,004 =0 — "%18,013,004 =0,
E 5032,004,030 =0 — ¢032,004,030 =0,
- _ _
E 5032,030,004 =0 — ¢032,030,004 =Y,
E /3033,003,029 =0 — ¢'033,003,029 =Y,
-] _ _
E 5033,029,003 =0 — Q/’033,029,003 =0,
V7mj .= 5033,030,007 =0 — w033,030,007 =0,
B _ _
O '= 5049,002,035 =0 - '%49,002,035 =0,
=. 5050,005,048 =0 — ¢050,005,048 =0,
- _ _
| ﬂ066,047,004 =0 — ¢066,047,004 =Y,
E. 5072,006,070 =0 — ¢'072,006,070 =0,
E /3072,070,006 =0 — Q/’072,070,006 =Y
.= 6081,078,011 =0 — w081,078,011 =Y
H _ _
'= 5098,007,096 =0 - '%98,007,096 =0,
i B113,110,013 =0 — ¥Y113110,013 = 0,
- _ _
B =0 | ﬂ128,008,126 =0 — ’9[}128,008,126 =0,
_ 826 " B =0 — 9 =0
Vemj H 128,126,008 128,126,008 )
H _ _
. /3162,009,160 =0 — ¢162,009,160 =0,
[} — —
=. 5193,190,017 =0 — 1/’193,190,017 =0,
5 _ _
/H 5242,011,240 =0 — w242,011,24o =0,
— | | [ —_
Bgs2 =0 E B3ss013,336 =0 — ¥s35013,336 =0, - -
u
| |
E (Auflistung ohne Anspruch auf Vollstandigkeit)
u

13dieser tritt sicher auf, wenn ein vergleichsweise hoch aufgeldstes Potential verwendet werden soll (z. B. bis Grad/Ordnung 360);
dann liesse sich der Rechenaufwand bzgl. der 1,,,,,; tatséchlich erheblich reduzieren - hier kann dagegen darauf verzichtet werden
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Der Aufwand zur Berechnung der 1
ein einziges Mal zu erfolgen und wird nachfolgend in seinen Ergebnissen bis nyax, Mmax = 8 dokumentier

nmj

Tabelle C.2: Spektralzerlegung durch den Ubergang Cnm,Snm — Jnm, Anm

- wnmjv )"ﬂm

n Lm H Jnm in 1076 Anm H] LBWJ-(G) L Brimj H Yy in 1076
0 1 0.559016994374947 || -270.6590057460113
2 | 0 || -484.16954845647 0
2 | cos26 1.677050983124842 || -811.9770172380340
2 |1 0.00120981771 | 1.72597691922 || 2 | sin26 1.936491673103708 0.0023428019242
0 1 0.968245836551854 2.7232917209950
2| 2 2.81260359527 | -0.52112273913
2 | cos20 | -0.968245836551854 -2.7232917209950
1 cos 0.992156741649221 0.9496632546578
310 0.95717059088 0
3 | cos36 1.653594569415369 1.5827720910964
1 sin 0 0.405046293650491 0.8284187936151
301 2.04524472042 | 0.12162043924 :
3 | sin30 2.025231468252456 4.1420939680755
1 cos 1.280868845744950 1.4040327000087
3| 2 1.09615649148 | -0.59998489435
3 | cos36 | -1.280868845744950 -1.4040327000087
1 sin§ 1.568737549751392 2.4903049895141
3|3 1.58745801036 | 1.09923636671
3 | sin30 | -0.522912516583797 -0.8301016631713
0 1 0.421875 0.2277184507132
410 0.53977706835 0 2 | cos26 0.9375 0.5060410015849
4 | cosdf 1.640625 0.8855717527736
2 | sin20 0.592927061281571 0.4242712814239
4|1 0.71555391738 | -2.41796747873 _
4 | sin46 2.075244714485499 1.4849494849837
0 1 0.628894118671815 0.4714484729741
4] 2 0.74964681490 | 1.08401841847 || 2 | cos20 0.838525491562421 0.6285979639654
4 | cosdf | -1.467419610234237 -1.1000464369395
2 | sin20 1.568737549751392 1.5860682228152
4 3 1.01104752867 | -0.20012435284 :
4 | sin4f | -0.784368774875695 -0.7930341114076
0 1 0.831948719498383 0.3010141030066
414 0.36181809762 | 2.11873469023 || 2 | cos20 | -1.109264959331178 -0.4013521373422
4 | cos4b 0.277316239832794 0.1003380343355
1 cos 0.777333935239546 0.0533709613211
510 0.06865898798 0 3 | cos30 0.906889591112804 0.0622661215413
5| cos5f 1.632401264003048 0.1120790187744
1 sin 0 0.200706759041642 0.0227138976683
511 0.11316957025 | -2.15829124518 || 3 | sin36 0.702473656645749 0.0794986418393
5 | sinb6 2.107420969937248 0.2384959255181
1 cos 1.062040341747902 0.7733579010860
51 2 0.72818128529 | -0.46009142022 || 3 | cos30 0.531020170873950 0.3866789505430
5 | cos56 | -1.593060512621853 -1.1600368516290
1 sin 0 0.650364230883356 0.3254174772792
5| 3 0.50036189234 | -2.69754570466 || 3 | sin36 1.409122500247273 0.7050712007717
5 | sinb0 | -0.975546346325034 -0.4881262159188
1 cos 0.919753915797589 0.2752693427470
5| 4 0.29928586116 | 2.97461744503 || 3 | cos3f | -1.379630873696385 -0.4129040141205
5| cos50 0.459876957898794 0.1376346713735
1 sin g 1.454258630389554 1.0061252206410
5|5 0.69184751571 | -1.31532396015 || 3 | sin36 | -0.727129315194776 -0.5030626103205
5 | sin50 0.145425863038955 0.1006125220641
0 1 0.352104616744530 -0.0527000479002
2 | cos26 0.739419695163513 -0.1106701005904
6|0 -0.14967156178 0
4| cosdp 0.887303634196216 -0.1328041207085
6 | cos6f 1.626723329359730 -0.2434742212990

aus den J,,, bzZW. Cum, Snm (sowie die Berechnung der \,,) hat nur

t:14

14dje nominalen Werte der ¢nym und Spm sind Mai [26] entnommen worden; aus Platzgriinden werden in der Tabelle die Nach-
kommastellen nur angedeutet
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n L m H Jnm in 1076 Anm H j L Brmj (0) L Brimj H Yy in 1076
2 sin 260 0.322709211755045 0.0260483615658
6 | 1 0.08071775027 | 2.80183587061 || 4 sin 460 0.774502108212108 0.0625160677579
6 sin 660 2.129880797583297 0.1719191863342
0 1 0.510248065531762 0.1923262203859
2 | cos26 0.867421711403997 0.3269545746560
6 | 2 0.37692689767 | -1.44222797474
4 | cos4d 0.306148839319057 0.1153957322315
6 | cos60 | -1.683818616254818 -0.6346765272734
2 sin 26 0.918446517957173 0.0530033033061
6 | 3 0.05770973297 | 0.15465344254 || 4 sin 40 1.224595357276231 0.0706710710748
6 sin 660 -1.122545744169878 -0.0647818151519
0 1 0.558948750830241 0.2678630624215
2 | cos26 0.279474375415120 0.1339315312107
6 | 4 0.47922651589 | -1.75171332514
4 | cos40 | -1.453266752158628 -0.6964439622961
6 | cos60 0.614843625913265 0.2946493686637
2 sin 260 1.310851014913892 0.7855102636874
6| 5 0.59923687341 | -2.03281279458 || 4 sin 40 -1.048680811931114 -0.6284082109499
6 sin 60 0.262170202982778 0.1571020527374
0 1 0.756820186328029 0.1797082094350
2 | cos20 | -1.135230279492045 -0.2695623141525
6 | 6 0.23745165982 | -1.53077054067
4 | cos4d 0.454092111796817 0.1078249256610
6 | cos60 | -0.075682018632802 -0.0179708209435
1 cos § 0.661886802330369 0.0600483177422
3| cos30 0.714837746516798 0.0648521831616
710 0.09072294164 0
5| cos560 0.873690579076087 0.0792637794197
7| cos76 1.622568218284162 0.1472041617795
1 sin 0 0.125084848217280 0.0370097455483
3 sin 30 0.405274908223988 0.1199115755765
71 0.29587712721 | 0.32607424691 -
5 sin 50 0.825559998234049 0.2442643206189
7 sin 760 2.146455995408529 0.6350872336091
1 cos @ 0.919182158057456 0.3149817077687
3| cos30 0.698578440123666 0.2393860979042
7| 2 0.34267604631 | 0.27542775796
5| cos50 0.134813383181760 0.0461973171394
7 | cos70 | -1.752573981362883 -0.6005651228124
1 sin @ 0.389975962264867 0.1293280738216
3 sin 30 1.013937501888655 0.3362529919363
7 3 0.33163088583 | -0.71458924580 :
5 sin 50 1.048602031867754 0.3477488207204
7 sin 76 -1.239256946752800 -0.4109758790332
1 cos @ 0.862269296060240 0.2605907598593
3 | cos30 | -0.172453859212048 -0.0521181519718
7| 4 0.30221505166 | -2.71829190483
5| cosb0 | -1.437115493433734 -0.4343179330989
7| cos76 0.747300056585541 0.2258453252114
1 sin @ 0.718557746716867 0.0130417833613
3 sin 30 0.948496225666264 0.0172151540370
7|5 0.01814994469 | 1.48009300860 :
5 sin 50 -1.235919324353011 -0.0224318673815
7 sin 76 0.373650028292770 0.0067817273479
1 cos @ 0.732787994430513 0.2855096838894
3 | cos30 | -1.319018389974924 -0.5139174310009
716 0.38962112651 | 2.74144643463
5| cos560 0.732787994430513 0.2855096838894
7| cos76 | -0.146557598886102 -0.0571019367778
1 sin 0 1.370920806150096 0.0331324110826
3 sin 30 -0.822552483690057 -0.0198794466496
T\ 7 0.02416799784 | 1.51368496485 -
5 sin 50 0.274184161230019 0.0066264822165
7 sin 76 -0.039169165890002 -0.0009466403166
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n L m H Jnm in 1076 Anm H j L Brmj(0) L Brimj H Yy in 1076
0 1 0.308276635216164 0.0151419327472
2 cos 20 0.634169078158966 0.0311491187943
8 0 0.04911800317 0 4 cos 40 0.697585985974863 0.0342640306737
6 cos 66 0.863677887397449 0.0424221332151
8 cos 86 1.619396038870218 0.0795414997783
2 sin 20 0.211389692719655 0.0133135724585
8 1 0.06298118081 119126231543 4 s?n 46 0.465057323983242 0.0292898594088
6 sin 60 0.863677887397449 0.0543954531878
8 sin 860 2.159194718493624 0.1359886329696
0 1 0.442153264799642 0.0457452220954
2 cos 26 0.808508827062203 0.0836484061174
8 2 0.10346010249 0.68577587423 4 cos 46 0.555849818605264 0.0575082792057
6 cos 66 0 0
8 cos 860 -1.806511910467111 -0.1869019074186
2 sin 20 0.615783446394423 0.0544398400715
4 sin 460 1.026305743990705 0.0907330667858
8 3 0.08840744321 | -1.79031697937 -
6 sin 60 0.889464978125278 0.0786353245477
8 sin 860 -1.334197467187917 -0.1179529868215
0 1 0.463734256369185 0.1178568314741
2 cos 20 0.529982007279068 0.1346935216847
8 4 0.25414734808 2.86313982627 4 cos 46 -0.476983806551161 -0.1212241695162
6 cos 66 -1.377953218925579 -0.3502031563802
8 cos 86 0.861220761828486 0.2188769727376
2 sin 260 0.955438651159005 0.0885380311175
4 sin 40 0.573263190695403 0.0531228186705
8 5 0.09266741617 1.84955294081 -
6 sin 60 -1.337614111622608 -0.1239532435646
8 sin 860 0.477719325579502 0.0442690155587
0 1 0.515995845949839 0.1629839816085
2 cos 260 0 0
8 6 0.31586297232 1.78084355644 4 cos 46 -1.238390030279616 -0.3911615558605
6 cos 66 0.943535261165421 0.2980278520842
8 cos 86 -0.221141076835645 -0.0698502778322
2 sin 260 1.130490257622752 0.1137325197764
4 sin 40 -1.130490257622752 -0.1137325197764
8 7 0.10060459965 0.83849231054 -
6 sin 660 0.484495824695465 0.0487425084756
8 sin 860 -0.080749304115910 -0.0081237514126
0 1 0.706556411014220 0.1221234249290
2 cos 20 -1.130490257622752 -0.1953974798864
8 8 0.17284313470 2.37063472802 4 cos 46 0.565245128811376 0.0976987399432
6 cos 66 -0.161498608231821 -0.0279139256980
8 cos 86 0.020187326028977 0.0034892407122

Beispielsweise folgt fiir ein 2 x 2- Stérpotential Rg,,, (r) mit o = In(r/a®)

R@2x2 =

r r

Fe ,~3a
ag

Ko () (P P05 02 P ncon s
20( ) Coo+ P21(9) (Cgl COS )\+ S91 SIn >\)+ P22 (0) (622 COS )\+ S99 S1N )\) [trad. Darstellung]

((EQOO + hggg €08 20)+ g5 5in 260 cos(A — Aa1)+ (Vggq+ Yggy cos 26) cos(2X — X22)> [spektral]

(C.53)



Anhang D

Transformation einiger Variablensatze

D.1 Kartesische Koordinaten «— Kanonische Kugelkoordinaten

Ziel: Transformation zwischen kartesischen Koordinaten C = (z,y, z; 4,9, 2)T (als Komponenten des Positions-
und Geschwindigkeitsvektors) bzgl. der Basis [e;] und den kanonischen Kugelkoordinaten S = (r,0, A; 7, J, H)T
bzgl. der Basis [s;].

S—C
Aus (2.143) und (2.154) kann direkt ibernommen werden:
T sin @ cos A T sin @ cos A ; cosf cos A —sin A
y|=r]|sinfsinA |, y|=7]|sinfsinA [+ — | cosfsinA | + — cosA |. (D.1)
T rsinf
z cos Z cos 0 —sinf

C—S

Die ersten vier kanonischen Kugelkoordinaten folgen unmittelbar als

[22 1 12 ror
r=22+y%+ 22, 9:arctanx7+y, A:arctamg7 r-t=rr — r=——. (D.2)

z T r

Aus den jeweils dritten Zeilen/Komponenten in (D.1) und den bereits berechneten Gréssen (D.2) erhélt man

J . 0 — s s
z=rcosf — — sinf — J:m — J:TZ. rz' (D.3)
r sin 6 sin 6
Die Variable H entspricht (wie bei den Hill-Variablen) der z-Komponente des Bahndrehimpulsvektors, d. h.,
H=h, mit h=rxi=(hyhyh)" — H=(rxrt)-e3 mit ez=(0,0,1)T (D.4)
bz
h x x Yz — 2y
hy |=ly|x|9]|=]|z2t—2z — H =y —yi. (D.5)
h, z z Ty — yx

D.2 Kartesische Koordinaten < Modifizierte Kugelkoordinaten

Ziel: Transformation zwischen kartesischen Koordinaten C = (x,y, z; 4,9, 2)T (als Komponenten des Positions-
und Geschwindigkeitsvektors) bzgl. der Basis [e;] und modifizierten Kugelkoordinaten M = (o, 8, A; pa, po, pa)T
bzgl. der Basis [s;].

M—=C
Aus (2.224) sowie (2.225) unter Beachtung von (2.229) folgt (ag ist der mittlere Radius des Erdéquators)
T sinf cos A T1 ) sin @ cos A cos @ cos A —sin A
To | = age® | sinfsinA || To | = ~ 9 Pa sinfsin A | + pg cos A
age
T3 cos T3 . cos —sinf

(D.6
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C—->M
Die drei generalisierten Koordinaten ergeben sich aus (2.221) und (D.6) unmittelbar zu
/22 &2 & 22 212
a:=In VY T , f = arctan vty , A = arctan 2 . (D.7)
ag z x

Den generalisierten Impuls p, erhilt man mittels (2.221), (2.228) und (D.2):

9 oa. 9. . . T _rT T-T L. . . .
Pa = a@@ o =T o mit o = ; = 7"72 = aéj — Po =Tr =r-1r > Pa = $I+yy+22’ (D8)

Dieses Ergebnis héitte man unmittelbar aus einem Koeffizientenvergleich von (D.6) mit (D.1) gewinnen kénnen.
Eben dieser Vergleich liefert auch die Identitdten pg = J sowie pp = H und damit

rZ—T2

Py = 7 pA = Ty — Y& (D.9)

sin 0
mit 0 aus (D.7) und 7 =r - 1/r, vgl. (D.8) oder (D.2).
Fiir einige Anwendungen ist eine Zusammenstellung séamtlicher generalisierter Geschwindigkeiten fiir M aus C
hilfreich: ) . . . .
a="L, h—"r2""* A=Y YT (D.10)
r

r2sinf ’ r2sin?f
D.3 Kanonische Kugelkoordinaten <« Modifizierte Kugelkoordinaten

Ziel: Transformation zwischen kanonischen Kugelkoordinaten S = (r,0,A;7,.J, H)T bzgl. der Basis [s;] und
modifizierten Kugelkoordinaten M = («, 0, A; po, pg, pa)” bzgl. der Basis [s;].

Wie bereits in § D.2 gezeigt wurde, sind pg bzw. pp identisch mit J bzw. H. Damit stimmen zwei der drei
kanonisch konjugierten Variablenpaare zwischen den beiden Variablensétzen iiberein.

M—=S
Es verbleibt mit (2.221), (2.228) und ag als mittlerem Radius des Erdédquators
r=age” 0=29, A=A, = Pa , J = py, H =py. (D.11)
age”

S—M
Ebenso mit (2.221) und aus (D.8) folgt

oz:lnL7 0=20, A=A, Do =TT, po = J, pa = H. (D.12)
ag



Anhang E

Das Eliminationsverfahren

In Mai et al. [28] wurde das Eliminationsverfahren bereits zur Losung des Duffing-Oszillators vorgestellt. Hier
soll die Anwendbarkeit des Verfahrens auf das gestorte Keplerproblem untersucht werden. Der grundlegende
Losungsansatz besteht darin, alle variablen Groéfsen in der Bewegungsgleichung durch eine Reihenentwicklung
nach einem Kleinheitsparameter € zu ersetzen, anschliessend alle Terme nach Potenzen von € zu ordnen und dann
durch einen Koeflizientenvergleich die Bestimmungsgleichungen fiir die variablen Gréflen zu gewinnen. Deren
Losungen sollten sich sukzessive in immer hoherer Ordnung aufbauen, bis eine gewéhlte Genauigkeit erreicht ist.
Als Ausgangsniherung dient dem Eliminationsverfahren die Losung des ungestérten Keplerproblems.'

Zunachst muss jedoch die vertraute Bewegungsgleichung des gestérten Keplerproblems
. | He
r+—Fr=f E.1
+3 (£.1)

auf eine Gestalt gebracht werden, die wie beim gestorten Duffing-Oszillator, derjenigen eines gestérten harmo-
nischen Oszillators gleicht.

E.1 Burdet-Gleichungen in der Bahntheorie

Die folgende Darstellung orientiert sich an den Ausfithrungen von Schneider [44].

Die Sundman-Variable s

Grundlegend ist die Einfiihrung einer regularisierenden Variablen s iiber?

1 dt
ds:=—dt — rds = dt “ r=—=:1%, (E.2)
r ds
so dass q dr d ) )
r ras ’ . /
2oz == E.
de ds dt " r - " T " (E-3)
und )
r-i“:m*:r;r':r’. (E4)

Fiir die Ersetzung der unabhéingigen Variablen ¢ in (E.1) durch die neue unabhéngige Variable s benotigt man
die zweite Ableitung des Positionsvektors r”/, also

I‘/ dr dr dt Y=t P 11'/
= — = —— — = — = —
ds — dtds r
(E.5)
dr’ d'f' . dI‘ dt . 2. . 1 1 T/ . 1 1 7’/ /
//=E=£r+ra£ — v’ = 7't + r?f — f=gr—-5i=5r—5r.

Da hier als Ausgangsndherung zur Losung von (E.1) die Losung des Keplerproblems (f = 0) verwendet wird,
konnen nachfolgend die dort geltenden Bewegungsintegrale ausgenutzt werden, vgl. (2.84) in § 2.2.2.5.3

lygl. § 2.1.3 und § 2.2.2
25 wird als Sundman-Variable bezeichnet
3fiir weitere Details zu Bewegungsintegralen im Falle unterschiedlicher Kraftfunktionen siehe z. B. Mai [26]



E.1 Burdet-Gleichungen in der Bahntheorie 131

Das Energieintegral

folgt aus der skalaren Multiplikation der entsprechenden Bewegungsgleichung mit ¢ unter Beachtung von (E.4)

i+ rm0 /b~ iMoo o rr+@ 0, (E.6)

- = - E.
dt( 5 ) dt( ) 0 — 5 . const. =: &k, (E.7)

wobei Ek fiir die spezifische Bahnenergie (Summe aus der jeweils auf die Masseneinheit bezogenen kinetischen
und potentiellen Energie) im Keplerproblem steht.

also

Das Laplaceintegral

in seiner klassischen Formulierung folgt aus der vektoriellen Multiplikation der entsprechenden Bewegungsglei-
chung von rechts mit h = r x I unter Beachtung des Drehimpulsintegrals? h = const., also

i+52r=0 /xn - ixh+l2rxh-oxn o B (@o)r—(rr)i) =0 (B
bzw.

th+/;—§9(rfr—r2f)20 — rxh—&—u@(fr—ir):O(EQ)
und damit wegen h=0

d d
dt(i'xh)—u@dt<:) =0 — th—u@;:const. =:1=puge. (E.10)

Dabei steht 1 fiir den Laplacevektor und e fiir den Ezzentrizititsvektor (vgl. (2.84)).°

Herleitung der Differentialgleichungen

Unter Beriicksichtigung des Energieintegrals (E.7) kann man 1 umschreiben auf

1=1x (rxr) —M@E =(F-1)r— (- r)r—,u@f = 2<SK + u@)r—rh‘—u@r (E.11)
T r r
und mittels der Beziehungen (E.3) fiir 7 sowie (E.5) fiir ¢ in Verbindung mit der Sundman-Variablen s bringen:
1,1 !
1—25;(1‘—4—#@ —r=r' -7 — 1-26kr=12p Dy (E.12)
ror T r

Einsetzen der Beziehung (E.5) fiir ¥ in die urspriingliche Bewegungsgleichung (E.1) liefert mittels (E.12) dann

1 / /
= Dy +—r:f — r”—r—r'—&—u—@r:ﬁf (E.13)
r2 r3 T T
und somit die Burdet’sche Form der Bewegungsgleichung
v — 28kr +1=rf. (E.14)

Fiir f = 0, d.h. &k,1 = const., entspriache (E.14) dann einem rdumlichen harmonischen Oszillator und r(s)
einer Oszillatorbewegung (Schneider [41]). Falls f # 0 gilt, wéiren die Koeffizienten £x und 1i. A. nicht langer
konstant, sondern selbst von s abhéngig. Fiir die Darstellung (E.14) benétigt man also Ek(s) und 1(s).

Aus (E.7) und der ersten Zeile in (E.5) erhélt man

r'r p
E(s) = 5.3 —7@ (E.15)

und nach Einsetzen dieses Ergebnisses in (E.12)

1(s) = (r/'r' ”@>r_7"/r (E.16)

72 r r

Fiir die nachfolgend noch herzuleitende Losung von (E.14) mittels des Eliminationsverfahrens ist zu beachten,
dass alle beteiligten Grossen s-abhéngig sind, also r = r(s), &k = &k (s), 1 = 1(s), r = r(s) und f = f(s) gilt.
Aus (E.14) bis (E.16) ist ersichtlich, dass die Gréssen r, Ek, 1 und r untereinander abhéngig sind, so dass die
Losung auf die Behandlung eines gekoppelten Differentialgleichungssystems hinauslaufen wird.

4das impliziert, dass diese beiden Bewegungsintegrale nicht unabhingig voneinander existieren
5in der Physik spricht man vom Runge-Lenz- Vektor
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Die Differentialgleichung fiir r(s) ergibt sich, wenn (E.14) skalar mit r multipliziert wird:
r’—2&kr +1=r’f / r — r’r—2kr-r+l-r=rf-r — 1’ r—25r?+1-r=7-r (E.17)
wobei die noch auf der linken Seite verbliebenen Skalarprodukte umzuschreiben sind. Aus (E.5) und (E.4) folgt
r'=rr — r'r=rr-r=rr. (E.18)
Eine Ableitung dieser Gleichung nach s liefert
e = ey — =04 =11 (E.19)

Mit (E.16) erhilt man unter Ausnutzung von (E.18)

-, ’ ’o ’
l-r:<r r—'u@>r-r—rr’~r:(r r—'u@)rQ—Trr' — lLr=r'-v' — pugr—r> (E.20)
r r

r2 T r? r
Die Resultate von (E.19) und (E.20) eingesetzt in (E.17) fiihren schliesslich zur gesuchten Differentialgleichung
e’ = = 26k v — pgr — " =11 — ' — 28kr? — pgr =r*f - v (E.21)
bzw.
r’"—28kr —pg =rf- r. (E.22)
Die Bewegungsgleichung des Keplerproblems kann auf die Gestalt eines einfachen harmonischen Oszillators mit
der Kreisfrequenz w gebracht werden® (Schneider [42]), wobei gilt

& & d& dw?
wi=g[- e W= o g=-w? - S —Qd—“;. (E.23)
Fiir die formale Ableitung von (E.15) nach s
d€k 1 r’ r’ 1 7/ 7/
5{{2 K = ﬁr//' I'/— ng I'/' r/+ 'u@/]"? = 7’72 r”' r/— 2? SK — ‘Lb@ﬁ (E24)

benotigt man den Ausdruck r”- v/, gewinnbar aus der skalaren Multiplikation von (E.14) mit r’, also
r’—2&kr+1=r’f / v = o —26kr- 1Y =y - oy =28k 1Y =2, (E.25)
wobei das Skalarprodukt 1- r” auf der linken Seite noch umzuschreiben ist. Mit (E.16) und (E.18) folgt

’o ’ ’o ’
l1-r'= <r r —I@)r-r’—Tr/-r': (”—'u@)rr’—rr’-r' — 1-v'= —pgr, (E.26)
r r r

r2 T 2 r
so dass
7 / ! / 2 / 1 "o r’ r’ !
r’ v —28krr’ — pgr'=r°f - r — T—2r~r:25K?+u@72+f-r. (E.27)
Einsetzen von (E.27) in (E.24) liefert die gesuchte Differentialgleichung fiir £ bzw. w?:
dw? 1 1
go=fr o wQ’zd%:—i(s’;(:—f-r’. (E.28)

Fiir die ausstehende Aufstellung von I’ ist es einfacher, auf () zuriickzugreifen, als direkt die Ableitung von 1(s)
bzw. (E.16) nach s zu bilden.” Man bestimmt erst 1 und transformiert dann mittels (E.2) und (E.5) das Ergebnis:

p_dl_did
~ds  dtds
Ausgangspunkt zur Bildung von 1ist (E.11) bzw. geringfligig umgestellt

1(t) = (r - “@)r — (r-¥)E. (E.30)

r

1= rl. (E.29)

Das formale Ableiten von (E.30) nach ¢ liefert

: R r M . o\ . L e
i=2% - 3 Ty E.31
(f-F)r + pg ST F (r-#)F— (r-0)F, ( )
worin jetzt, da wir letztlich eine Differentialgleichung 1. Ordnung 16sen wollen, die zweite Ableitung ¥ mittels
(E.1) mehrfach ersetzt wird:
Ho Ho Ho

1= 2(I"-f)r—2r—3(i'-r)r+u@:—2r— MTGBI"— (r-f)F+ TT(I'-I')I‘— (r-B)f + F(rr)r (E.32)

%im Gegensatz zur dafiir genutzten KS-Transformation (die auf die Ausnutzung bekannter Bewegungsintegrale verzichtet und
stattdessen auf den Einsatz von Spinoren ausweicht), bleibt der Burdet-Ansatz nah an der vertrauten Newton’schen Formulierung
7es lauft einfach darauf hinaus, die Ketten- bzw. Produkt/Quotientenregel nicht so hiufig anwenden zu miissen
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Unter Beriicksichtigung von r - r = 72 und r - ¥ = r7#* vereinfacht sich (E.32) zu
1=2( f)r— (r-f)i - (r-o)f (E-33)
und man erhilt nach Ersetzen von ¥ durch r’ iber (E.5) und die Transformation (E.29) schliesslich

l’—r<2(r’~f)r1(r~f)r'1(r~r’)f> — V'=2(r"-f)r— (r-f)r'— (r-r')f. (E.34)

r r r

Anmerkung: Offensichtlich besitzen 1 und I’ die gleiche Funktionsstruktur.

Damit stehen alle vier benétigten Differentialgleichungen fiir r(s), r(s), £k und 1 zur Losung des Bewegungs-
problems bereit. Ist die Losung in Abhéngigkeit von der urspriinglichen Variablen t gesucht, dann kommt eine
flinfte Differentialgleichung fiir ¢ hinzu.

Zusammenstellung der Differentialgleichungen

Fiir die Bestimmung der Losung r(t) ist das nachfolgende System gekoppelter Differentialgleichungen, aus (E.14),
(E.22), (E.2), (E.28) und (E.34) entnehmbar unter Beriicksichtigung von (E.23) bzw. £k = —2w?, z. B. mittels
des Eliminationsverfahrens zu behandeln:

r’ = r2f — 4w?r — 1,

" =rf.r— 4% + ug,

t'=r, (E.35)

/
w? = —

I'= 2(r’-f)r— (r-f)r’— (r-r')f.

E.2 Eliminationsverfahren zur Losung der Burdet-Gleichungen

Wie beim Duffingoszillator (vgl. Mai et al. [28]) soll das Eliminationsverfahren herangezogen werden zur Losung
der Bewegungsgleichungen, d. h. (E.35). Auch hier ist mit dem Auftreten physikalisch unsinniger Poisson-Terme
zu rechnen, die entsprechend zu eliminieren sind.

Losungsansatz

Alle in (E.35) auftretenden Funktionen von s werden als Potenzreihen in einem Kleinheitsparameter ¢ aufgefasst
und entsprechend in die Differentialgleichungen eingefithrt. Die dabei entstehenden Terme auf beiden Seiten der
Gleichungen werden nach Potenzen von e geordnet und aus einem Koeffizientenvergleich erhdlt man dann die
Bestimmungsgleichungen fiir die einzelnen Ordnungen. Die Genauigkeit der Gesamtlésung héngt in der Praxis
vom gewahlten Entwicklungsgrad der Reihen ab.

Als Losung nullter Ordnung wird die verfiigbare geschlossene/exakte Losung des Keplerproblems angesetzt.
Zur praktischen Berechnung einer speziellen Losung werden in allen Ordnungen, wie bei jeder Integration von
Differentialgleichungen, Startwerte r* := r(t=t*) und v* := v(t=t*) = #(t = t*) =: I* benotigt.

Formal gilt zunéchst

oo o0 2 oo oo oo oo
E e'rll = E ery, E e"f, — 4 E enwz E e"r, — E e"l,,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

n=0

o0 o0 o0 o0 o0 o0
Z el = Z e"ry, ( Z a"fn>-< Z e”rn> — 42 e"w? Z e"rp + U,
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
oo oo
Z et = Z e"rp,
n=0

n=0

ni_o% E"wil = —% ( ni_o% E"fn> . ( nij;) e”r%) ,
i e"ll =2 (i 5”r'n>-<§: 5"f7>i e"ry — (i 5”r7>-<§: 5"f,>i e'r) — (i 5”r7>~<§: 5"r;l>i e"f,.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

(E.36)
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Die Aufstellung der Bestimmungsgleichungen fiir die einzelnen Ordnungen n = 0, 1,2, ... per Handrechnung aus
(E.36) ist recht miithsam, insbesondere fiir hohere n. Hier kommt deshalb, wie schon beim Duffingoszillator in
Mai et al. [28] unterstiitzend MATHEMATICA™ zum Einsatz.® Man findet die allgemeinen Bildungsgesetze®

n n—=k n
() =D D ki) () fuls) = 43 Wi (3) w(s) — La(s) = 1 (s),
k=0 =0 k=0
n n—=k n
ras) =D D k() 1uls) - Bis) = 4 wR(5) k() + dontie = 7 (s).
k=0 1=0 k=0
£(s) = rals) = ta(s),
W2 (5)= =53 wli(s) - £uls) = wi(s),
k=0
n n—=k
() =30 D (20 ima(5) - 01 ()01 (5) = (En it (5) - g () (8) = (i a(5) - 11(9) () = L ().
k=1 1=0

(E.37)
Anmerkung: Fiir die Lésung nullter Ordnung (Keplerproblem) gilt fy = 0. Die Bestimmungsgleichung fiir die
I, gilt in Strenge nur fiir n > 1. Der Fall Ijj ist vergleichsweise umsténdlich z. B. iiber den Index k mit Start
bei k = 0 zu beriicksichtigen. Aber aus § E.1 und dem dort abgeleiteten Laplaceintegral (E.10) ist unmittelbar
klar, dass 1y = const. und damit 1 = 0 gilt, da der Fall n = 0 dem Keplerproblem entspricht.

Die ersten beiden Zeilen in (E.37) stellen Oszillatorgleichungen dar und sollten deshalb analog zur Behandlung
des Duffingoszillators (vgl. Mai et al. [28]) z. B. iiber Laplace-Transformationen losbar sein. Die restlichen Zeilen
sind Differentialgleichungen je 1. Ordnung und kénnen durch unbestimmte Integration {iber s gelost werden.

Nachfolgend werden die Bestimmungsgleichungen fiir die Ordnungen n = 0 und n = 1 explizit angegeben.

Ordnung n =0
Anwendung von n = 0 auf (E.37) liefert zunéchst mit f; = 0

v} + 4wirg + 1o = r¢fy = 0,

r + 4wdrg — pe = rorg - fo =0,

ty = ro, (E.38)
wi' = —3r5-fo =0,
I, =0.
Aus den letzten beiden Gleichungen folgt
w? = const. und lp = const., (E.39)

wobei diese Konstanten jeweils durch Einsetzen der Startwerte in (E.15) bzw. (E.16) mit Beriicksichtigung
von (E.23) berechnet werden. Die originalen Startwerte r* und r* kénnten direkt in ¢-abhiéngigen Formeln
w?(t) bzw. 1(t) eingesetzt werden. Fiir die Anwendung in (E.15) bzw. (E.16) miissen die Startwerte zuvor in
Abhiingigkeit von s ausgedriickt werden.!® Diese Transformation geht zuriick auf die Einfiihrung der Sundman-
Variable mittels (E.2).!! Zu beachten ist, dass wegen der Reihenentwicklung fiir ¢ die Transformation auf s erst
schrittweise bzw. sukzessive mit jeder Ordnung aufgebaut wird.

8vgl. Mai et al. [28] - im dortigen § 11.3.2 werden die wesentlichsten MATHEMATICA™ -Befehle explizit aufgefiihrt
9dem Leser bleibt es iiberlassen, diese Gesetze bei Bedarf in Matrizendarstellung auszuformulieren

10Um den wichtigen Unterschied zwischen Startwerten und Termen nullter Ordnung in den Reihenentwicklungen symbolisieren
zu kénnen, wird hier der ungewohnte Superskript * statt des tiblichen Subskripts 0 fir die Startwerte verwendet.

I Anmerkung zu den physikalischen Einheiten: hier wird ¢ mit der Zeit identifiziert, d. h. [t] = sec. Die eckige Klammer [] sei als
Operator Einheit von verstanden und die Zeiteinheit Sekunde wird entgegen der SI-Festlegung zumindest in diesem Anhang mit
sec symbolisiert, um Verwechslungen mit der Sundman-Variablen s vorzubeugen. Mit [r] bzw. [r] = m folgt [r] bzw. [f] = m/sec
und [#] bzw. [f] = m/sec?, da [d°] = [d'] = [d?] = --- = [d*°] = 1 und somit [d"r] = [d"][r] bzw. [d"r] = [d"][r] = m fiir n > 0 gilt,
sowie [dt"] = sec™. Insbesondere wegen des trivialen Zusammenhangs [d't] = [d°t] « [dt] = [t] = sec folgt aus der Transformation
(E.2) unmittelbar [ds] = [dt/r] = [dt]/[r] = sec/m und damit wiederum wegen der Trivialitit [d's] = [d®s] sofort [s] = sec/m. Fiir
" bzw. v’ und 7 bzw. v’ erhilt man dann [r/] bzw. [r'] = m2/sec (also eine ,Flichengeschwindigkeit® oder die Einheit von Dreh-
impulsen) und [r"] bzw. [r”] = m3/sec? (also eine ,Volumenbeschleunigung” oder die Einheit des gravitationellen Parameters ug;,
unmittelbar einsichtig auch aus der zweiten Zeile in (E.37)).
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Der Startpositionsvektor bzw. dessen Komponenten und Betrag sind zwar epochen- aber nicht explizit zeitab-
héngig und damit auch nicht explizit s-abhéingig. Fiir eine t* zugeordnete Epoche s* gilt also

r'=rt=t")=r(s=s") — r'i=rit=t") =" =r(s=s"). (E.40)

Der gegebene Startgeschwindigkeitsvektor ist jedoch tatsédchlich umzurechnen, da ,Geschwindigkeit® sich hier
auf zwei unterschiedliche Skalen (mit d¢ # ds) bezieht. Mit Erinnerung an (E.5) und (E.4) erhélt man

' =r*r und =t =rtrt (E.41)

Anmerkung: Da i. A. 7 # |¢| gilt, wire 7* bei Bedarf erst aus r* und * mittels (E.4) bzw. (E.41) zu berechnen.
Aus (E.38), (E.15) mit (E.23) sowie (E.16) folgen dann sofort die Teillésungen

/%

S L A
— - E.42
T T T g (B.42)
und /% /% /%
o = (r - “f)r* - (E.43)
r r r

Die ersten beiden Differentialgleichungen in (E.38) besitzen jetzt konstante Koeffizienten und lassen sich folglich
wie gewOhnliche ungestorte Oszillatorgleichungen 16sen. Man erhélt

1
ro(s) = ¢t sin(2wps) + ci° cos(2wps) — 2 ly —  ro(s) = 2wock cos(2wps) — 2wpck? sin(2wps)  (E.44)
“o
und
He /

ro(s) = i sin(2wps) + cL° cos(2wps) = 1r((8) = 2wkl cos(2wps) — 2wpckl sin(2wps)  (E.45)

"l_ru)g

zunéchst formal mit den Integrationskonstanten c£°, cf°, c;° und c°. Diese werden, wie iiblich, durch Einsetzen
der Startwerte festgelegt. Da die Definition (E.2) kelne Aussage iiber den Nullpunkt bzw. einen nominalen Wert
fiir den Referenzpunkt der s-Skala beinhaltet, ist man frei in der Wahl von s*; hier wird o. B. d. A. nachfolgend

stets s* = 0 angesetzt. Damit wird

* 1 * * 1 1 *
ro(s):czﬂ—mlozr — c’=r —|—4—w(2)10 und ry(s*) = 2wect? =1 — cg°:2—worl
(E.46)
sowie
ro(s*) =cl° + Bo _ o o= pro Mi und  ry(s*) =2wecl =1 — o= 1 ' (B.47)
¢ 4w ¢ 4w s S 2w

so dass unter Beriicksichtigung von (E.40) und (E.41) gilt:

1 1
1‘0(8) = ﬂ Sin(2wos) 4 (I‘*-|— 4(,,_)(2) 10> COS(?WOS) — rwg 1o (E.48)
und )
ro(s) = %on sin(2wgs) r'"* + < - iii) cos(2wps) + fﬁ% . (E.49)

Anmerkung: In (E.46) bzw. (E.47) wurden wegen

ZE ra(s) =ro(s) +eri(s) +era(s) 4+ — ri=r(s=s")= Zs”rn(s*) =: Ze”rz (E.50)
n=0

n=0

bzw.
Ze ra(s) =ro(s) +eri(s) +era(s) +--- — rr=r(s=s")= anrn(S*) =: ZEHT: (E.51)
n=0 n=0

und ¢ # 0 die Forderungen ro(s*) =: r§ = r* bzw. ro(s*) =: v} = r* erhoben, denn die spatere Gesamtlésung
soll formal allgemeingiiltig, d.h. fiir alle Ordnungen, anwendbar sein'?, insbesondere also auch schon in nullter
Ordnung bzw. fiir das Keplerproblem. Dort gilt f = 0 — ¢ = 0, denn der Kleinheitsparameter entstammt den
Kraftmodellparametern. Dies impliziert desweiteren die Forderungen'® ri_, = 0 bzw. r., = 0, welche dann
zur Festsetzung der Integrationskonstanten ci*>® bzw. co'>® dienen kénnen. Analog argumentiert man fiir die
jeweils ersten Ableitungen.

12wenngleich bei dann unterschiedlicher Genauigkeit

13alle sonstig denkbaren Linearkombinationen der r% bzw. r’ zum Erreichen von r* = r(s = s*) bzw. r* = r(s = s*) werden hier
demnach ausgeschlossen
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Einsetzen von (E.49) in die dritte Gleichung aus (E.38) liefert

*

1
to(s) :/ro(s) ds = :Te% s— 2 cos(2wps) r'* + (220 - ﬁ))sin@wos) + cto (E.52)

mit einer weiteren Integrationskonstanten c'o, welche letztlich einen eventuell vorhandenen nominalen Offset
zwischen der Zeit- bzw. t-Skala und der s-Skala aufnimmt. Mit der zu ro(s) bzw. ro(s) gleichen Argumentation
des Zusammenhangs zwischen Startwerten und Termen nullter Ordnung in den Reihenentwicklungen folgt wegen

t(s) = > etu(s) =to(s) +eta(s) +eta(s) +- — t=ts=s)=D (s = Y "t (E.53)
n=0 n=0 n=0

die Forderung to(s*) =: t§ = t* sowie t}- = 0 und nach Beriicksichtigung der getroffenen Festlegung s*= 0

* 1 * t * t * 1 *
tO(S):—m’/’,—FCO:t — c? =t +m’r/7 (E54)
so dass
* 1 * Ir/* T* He .
to(s) =t*+ m(T/ + pes) — 12 cos(2wps) + (2% " 8wl sin(2wps). (E.55)

Die Transformation tg < s stellt, wie direkt aus (E.55) ersichtlich, eine transzendente Gleichung in s dar, d. h.,
es ist keine geschlossene Darstellung s = s(tg) bekannt. Dies ist letztlich eine Folge der ebenfalls transzendenten
Keplergleichung, denn aus (E.2) bzw. der dritten Gleichung in (E.38) kénnte man alternativ bilden (siche dazu
die Fussnote vor (2.30) in § 2.1.4)

ds = L dto — S(to) :/

ro(to)

1+ ecos f(E(M(ty)))
p

dt() mit M(t = t()) = ’I'L(to - tp). (E56)

Bei einer unterstellten Reihenentwicklung von r(t) wiirde ro(¢) der klassischen Losung des Keplerproblems, also
der bekannten Bahngleichung bzw. Kegelschnittgleichung, entsprechen. Die fiir das Keplerproblem konstanten
Grofen e (numerische Exzentrizitit), p (semi-latus rectum), n (mittlere Bewegung) bzw. a (grofe Halbachse)
und tp (Zeitepoche des Perigdiumdurchgangs des Satelliten) lassen sich aus den Startwerten und der bekannten
Transformation C «» K berechnen.' Da fiir E = F(M) keine geschlossene Darstellung bekannt ist (stattdessen
Keplergleichung) kann auch die Integration (E.56) nicht in geschlossener Form erfolgen.

Gleichwohl lassen sich in praktischen Berechnungen entsprechende nominale Werte aus beiden Skalen zuordnen.

Zusammenfassung der Lésung nullter Ordnung:

/% /% IE3
lo(s) = (r *g — lLf)r*— T—*r’*: const. =: 1]
T r r
wi(s) = et L de const. =: w*?
0 4r*2 2r% o ’
* 1 * 7’/* r* Mg .
to(s) = t*+ rwg(r’ + pes) — 12 cos(2wps) + <2w0 "8l sin(2wqs), (E.57)

1
ro(s) = T sin(2wgs) " + (T*— iﬁ)cos(?wos) + %,
0 0

1 1 1
ro(s) = o sin(2wps) r'"* + <r*+ w2 10> cos(2wps) — w2 lp.
0 0

Zur praktischen Berechnung (siehe Tests in § E.4) werden die urspriinglichen Startwerte bzw. (E.41) bendtigt.

Anmerkung: Falls die Startwerte in Form von Keplervariablen K (vgl. § 2.1.4) vorliegen, kann (E.57), d.h. die
Losung fiir den Spezialfall Keplerproblem, wegen des bekannten Zusammenhangs fiir Kegelschnitte

Ek = fg—f = const. (E.58)

Merinnert sei dazu an die vertrauten Zusammenhinge n2a® = ug (drittes Kepler’sches Gesetz) und p = a(1 — €2) bzw. Mai [26]
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und wegen (E.23) teilweise vereinfacht ausgedriickt werden als!®

2 :U/@ *2
= — = t. =:
wi(s) 1 = coms w*
* 0% * %k
to(s) =t" +a"s+ a4 (1 — cos(2wps)) + i sin(2wps),
He “o
Pr* (E.59)
ro(s) = a* + (r* — a*) cos(2wps) + sin(2wps),
2(,«}0
ro(s) = —— 1o+ (r*—i— 10) cos(2wps) + sin(2wps).
He He 2wo
Ordnung n =1
Anwendung von n = 1 auf (E.37) liefert zunéchst
rf +4(wiry +wirg) + 1y = r3fy,
ry + 4(w8r1 + w%ro) = rorg - f1,
=y, (E.60)
w? = —irf - £,

1/1 = 2(1‘6 . fl)I'O — (I‘O . fl)I‘6 — (1‘6 . I'())fl.
Neben den bereits vorhandenen Teillssungen nullter Ordnung wo, 7o(s), ro(s) (und auch rj(s)) bendtigt man
erstmals zusétzlich Anteile des Kraftmodells bzw. f. Wegen des zugrundeliegenden Reihenansatzes auch fiir f(s)

f(s) = Zozs"fn(s) = f&(/sl—ks £1(s) +e%fo(s) + - =cfi(s) +%Fo(s) +--- = Z e"f,(s) (E.61)
n= —0 n=1

umfasst f; alle Terme, die € als Faktor beinhalten.

Das Eliminationsverfahren soll im Rahmen dieser Arbeit lediglich in seiner prinzipiellen Funktionsweise vorge-
stellt werden. Zu diesem Zwecke ist es ausreichend, sich auf ein einfaches Kraftmodell zu beschridnken. Konkret
wird hier ausschliesslich das klassische Hauptproblem behandelt (vgl. § 2.1.4). Das ermdoglicht dem Leser den
unmittelbaren Vergleich mit der Liereihen-Integration; siehe § 2.2.3 und § 2.2.4 (theoretischer Ansatz) bzw. § 3.2
(praktische Ergebnisse). Unter dem Kleinheitsparameter wird nachfolgend also stets e =: ¢ verstanden.

Im Anhang A.1 mit (A.9) wurde der grundsétzliche Zusammenhang zwischen Kraftvektor und Potentialdarstel-
lung konservativer Krifte ausgedriickt:

k=V,V(r,t) oder k=V,V(r,s). (E.62)

Bei Beschriankung auf das zonale (rotationssymmetrische und damit lingen- sowie explizit zeitunabhingige)
coo-Erdgravitationspotential Vg, (r) (siehe (2.48) im § 2.1.4)

te ag \2 322 1 .
Vo () = o [1 + (7) 20 (2712 ~5 mit r=+va?+y?+ 22 (E.63)
und mit dem mittleren Erddquatorradius ag kann das Potential aufgetrennt werden in einen dominierenden
Punktmassenanteil (auch Keplerpotential genannt) Vkep(r) (vgl. (2.24) - (2.26) in § 2.1.3) und den Rest Ra,, (r)

(vgl. (B.2) im Anhang B.1), hier als Stérpotential bezeichnet. Diese Unterscheidung in (E.62) eingesetzt liefert!®
W
k = VPVEBQU (I‘) = vl‘(vaCp (I‘) + R@zo (I‘)) = 77? r+ VPR@zo (I‘) — f:= v1“R€B20 (I‘) (E64)

und damit die Definition der Stirkraft in Ubereinstimmung mit (E.1) und im Sinne von (B.2).
Gradientenbildung fiir das Storpotential R liefert

0
U [ G \2 322 1 3 g [ ag\2 22
R@ZU(I‘) = 769(7@) C20 (27‘2 - 2) — er@20 (I‘) = 57?3(769) C20 1— 51"72 r— 0 =f. (E65)
2z

I5ansonsten kénnte man die grosse Halbachse bzw. (Kepler-)Energie natiirlich auch aus den Startwerten in Form kartesischer

Koordinaten sehr einfach gewinnen (zur Transformation C < K siehe z. B. Mai [26]):
,U*Z

2

mit v* =|v*|=[t*| und r* =|r¥| — ot = 19
2

gr=2--K

16Vorzeichenkonvention aus der Astronomie und Geodésie
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Der zunéchst naheliegende Schluss aus (E.65), dass f in Génze ein Term der Ordnung O(cgg) sei und deshalb
fi = Vi Rg,, (r)/cao gesetzt werden konnte, ist aus folgendem Grunde nicht statthaft: Das Storpotential R hiangt
selbst von r, also unserer eigentlich gesuchten Grosse (fiir die wir eine Reihenentwicklung ausfiihren) ab; das gilt
im Allgemeinen auch fiir die n-fache Gradientenbildung von R. Deshalb muss hier formal die Reihenentwicklung
(E.50) fiir r bzw. (E.51) fiir r angesetzt werden. Dadurch entstehen Terme mit den Potenzen von cgg als Faktor
und damit letztlich die formal korrekte Reihenentwicklung von f beziiglich cag.'”

Der klarste und schnellste Weg zu dieser Darstellung fiihrt {iber eine Taylorreihenentwicklung von f(r) mit dem
Entwicklungspunkt ro. Mit Beriicksichtigung von (E.50) und e = ¢y folgt

Z i| (r - I_O)m = Z 7me <Z C20rn> (E.66)

ro m= 0

und mit Berticksichtigung von (E.65)

2
f(I') = er@zo (I‘) + (6201‘1 + C%OI'Q + - ) + - B (E67)
ro

VER@ZO (I') v

(0201“1 + caora + - ) + %viR@zo (r)
ro

wobei VyRg,, (r) bereits explizit ebenfalls in (E.65) aufgefiihrt wurde und desweiteren z. B. fiir V2Rg,, (r) gilt

S5, 5 9 35 5 o 5 35 9 15 35 4
1—ﬁ(a: +z )+T—4x z —T—wa+r—4xyz —r—zxz—l—rsz
3/1@ ag 2 15

V?PREBM (r) = 51"73(7) €20 3Ty + 4xyz2 1= (y2 + 22) + 492 ’ _ﬁyz + 4y33

15 3 15 3 30 , 35,

_r—zxz—FTll‘ 2 z+ —yz -3 _|_sz
(E.68)

Mit )
ViRa,(r)| =i caoWi(r)| =icoWy,  fir k=1,2,..., (E.69)
(k - 1) ro ro

wobei die Funktionen W (r) fiir ungerade k jeweils 3 x 1-Vektoren und fiir gerade k jeweils 3 x 3-Matrizen
entsprechen, erhilt man'®

o oo m
£ Y 3 cie )
m=0 n=1

2 3
= cog {\1’10 + \1’2(,(0201'1 + c3ora + - - ) + \1’30(0201‘1 + c3ora + - - ) + ‘1140(0201‘1 + cBora + - - ) +-- }

= ¢90 {\1110 + \Ilgo< Z cgorn> + \11302 (c%BLTQ + 22 ng'p T, rp> +
n=1

n=1 p=n-+1
oo oo
n \1,4022 <c§g+q 2 22 Pty rp+n> T4 }
qg=1n=1 p=n+1
oo oo
= CQO\I/10+ \I/20< Z 620 I‘n> + \Pgoz <C§6L+1 2 + 22 np+l r,- I‘p> +
n=1 n=1 p=n+1
+ \1/4022 ( Ho Tat 2 nt QZ ntp+2 Tp: I‘p+n> rg+---. (E.70)
g=1ln=1 p=n+1
Fiir die endgiiltige Reihenentwicklung von f 1t. (E.61) sortiert man die Terme in (E.70) nach Potenzen von ¢y
f= C20 \1110 + C%O \11201‘1 + ch (\IIQOI‘Q + \11307"%) + C%O (\Ilgorg + 2\11301‘1 “Tro + \I/4OT%I‘2) +-- (E?l)
~~ S——
=:f; =:fs =:f3 =:f4

Es bestétigt sich, dass alle (Storkraft-)Anteile f;, nur von den bereits in vorangegangenen Schritten bestimmten
Teillosungen rj«j bzw. ;<5 abhingen.

17¢ine geschlossene Darstellung des czg-Problems ist demnach auch mit dem Eliminationsverfahren, basierend auf den Burdet-

Gleichungen, nicht moglich
18Wieder bleibt es dem Leser vorbehalten, Summen durch geeignete Matrizendarstellung eventuell noch kompakter auszudriicken.
Es ist zu beachten, dass das Pascal’sche Dreieck nicht ohne weiteres angewendet werden kann, da die ry, i. A. nicht kollinear sind.
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Anmerkung: In (E.71) tauchen Terme bis zur Ordnung O(cgg“‘“‘) auf, sofern man in der Praxis fiir (E.61)

bzw. (E.66) einen maximalen Grad der Reihenentwicklung npax = Mmax wihlt.!? Sobald ny., festgelegt ist,
existiert eine wohldefinierte Anzahl von Termen zur vollstandigen Lésung im Rahmen dieser Reihenentwicklung.
Man sollte sich bewusst sein, dass die Vernachlissigung einiger jener Terme (wenngleich sie auch vergleichsweise
hoher Ordnung in ¢ sein mdgen) zu einem Anstieg des Approximationsfehlers fithren wird.2°

Zur Berechnung der Teillosung fiir die Ordnung n = 1 kann also

0

Sug (a 2 22
2] D 0
=—-——|— 1-5— -1 0 E.72
ro 27"8(7"0) ( r%)ro (E.72)

1
fl = \Illo = civl‘R@m (I‘)
20 9%

in die Differentialgleichungen (E.60) eingesetzt werden.

Die auftretenden Funktionen 7¢(s), ro(s) und zo(s) (dritte Komponente von ro(s)) sind aus (E.57) entnehmbar,
bzw. wegen 1y = const. = 1" und wy = const. = w* aus

1
ro(s) = sin(2w*s) r'™* + (T*— s >cos(2w*s) y He

T 9u* 4w*? 4uw*2’ (E 73)
1 . * 1% * * * 1 * |
ro(s) = ﬁsm(Qw s)r™+ (r'+ 4w*21 cos(2w™s) — doo*2 I".

Wie bei der Betrachtung der nullten Ordnung, miissen zunéchst die Teilldsungen fiir w und 1 bestimmt werden,
da diese zur Berechnung der Teillosungen fir r und r nétig sind, siehe (E.60). Das r-Ergebnis seinerseits wird
dann abschliessend bei der Teillssung fiir ¢ verwendet.?!

Die Berechnung von ws (s) und 1; (s) erfordert zudem die Bereitstellung von r((s). Ableiten der zweiten Gleichung
aus (E.73) nach s liefert

1
ry(s) = cos(2w*s) " — (2w*r* + o 1*) sin(2w™s). (E.74)
w

Da innerhalb der Formulierung fiir f; (und spéter ebenso fiir alle weiteren f,,~1) einzelne Vektorkomponenten
auftauchen, macht es Sinn, die beteiligten Vektoren durch ihre Vektorkomponenten zu ersetzen und gegebenen-
falls vektorielle Differentialgleichungen in ein System aus drei skalaren Differentialgleichungen umzuschreiben.
Die Vektorkomponenten seien beispielsweise folgendermassen symbolisiert:

I x* x'* To xp 1 ) xf fia

= ||, "=y |, "=y |, ro={wo |, ro=:| %0 [, r1i={wn |, vi=:| o1 [, oY= | o) |, fi=:] fuy

I* z* P 20 24 21 21 2y f1z
(E.75)

Aus der klassischen Himmelsmechanik ist bekannt, dass unter alleiniger Wirkung konservativer Storkréifte die
Hamiltonfunktion konstante Werte aufweist.?? Falls nur zonale Terme des Erdgravitationspotentials wie z. B. cag
einfliessen, ist auch die Bahnenergie des Satelliten konstant (zu Bewegungsintegralen siehe z. B. Mai [26]), also

Klassisches Hauptproblem (nur cg) — E =Ek — Rg,,(r) = % e Rg,,(r) = const., (E.76)
T

denn (vgl. (E.24))

. d
i = 5K:f-f+“—®f:f-f+“—@r.r:f~(f+’“‘—@r):f.f mit  f=VyRe,(r) (E.T7)
T

dt r2 r3 3
und wegen
dR@zo (I‘) 8RG920 (I’) dr 8R@20 (I‘) 8RG920 (I’) dr . .
= = = = —¥V.R —i-f E.78
dt o da T ot o ar L Vrfex(r) =t (E.78)
folgt
A€k dRay, (r) d(Ek — Ray, (r)
el % - ( m 20 (1)) =0 — &k — Ra,, (r) = const. (E.79)
19¢iir Nmax 7 Mmax tauchen Terme bis zur maximalen Ordnung O(cgg““mm‘“) auf

20im § 3.2.3.2 wurde ausfiihrlichst am Beispiel der Liereihen-Integration nachgewiesen, dass der Ordnungsbegriff in der Praxis

mit Vorsicht zu behandeln ist, um unerwartete Vernachldssigungen von Termen bestimmter Grossenordnung zu vermeiden
2ldiese Reihenfolge der Losung der fiinf Differentialgleichungen wiederholt sich in jeder zu betrachtenden Ordnung
22der vorgestellte Ansatz ist allgemein, d. h. auch fiir nicht-gravitative Stoérkrifte, giiltig
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In (E.60) tauchen die s-abhéngigen Grossen r¢(s), ro(s), ry(s) und fi(z0(s),r0(s),ro(s)) auf. Eine geschlossene
Integration der entstehenden Differentialgleichungen ist, wenn iiberhaupt, nur sehr umsténdlich méglich. Als
Ausweg fiir praktische Berechnungen bietet sich eine iterative Vorgehensweise an??, zumal ein Zahlenwert fiir
die unabhéngige Variable s selbst erst aus den gelosten Differentialgleichungen bestimmt wird.

Nominale Werte fiir die genannten Grossen werden deshalb (als Ausgangsniherung) zunéchst aus dem Ergebnis
der nullten Ordnung iibernommen und durch einen geklammerten Iterationsindex entsprechend gekennzeichnet.
Konsequenterweise muss der Iterationsindex dann auch an den eigentlich gesuchten Gréssen 1, w?, r1, 71 und #;
angebracht werden. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden zudem einige Abkiirzungen eingefiihrt, so dass
schliesslich folgt (die Sortierung der Differentialgleichungen richtet sich nach deren Abfolge in der Behandlung):

16 = 2(r6(i)- f1, )70~ (Tog f1<i>)r6<i>_ (ré(i)' rog, )i, »

20 _ _ 1.
Wi, = 72Ty fi s
2
w
—. 1
)
7 *2 2 .2
i+ 4(w i+ wl(i)ro(i)) +Lh,= To(i)flm , (E.80)
——
= c’(r.1>

" *2 2 — .
Tt 4w Tyt ”1(i>T0<i>) = 7o Yo fig
—_——
. "1
)
/ _
tl(,-) = Tl(i) .

Die entstehenden Differentialgleichungen (E.80) mit (iterierten) konstanten Koeffizienten lassen sich geschlossen
sehr einfach l6sen. Mit dem resultierenden s-Wert werden ro(s), ro(s), ry(s) und fi(s) nach (E.57) bzw. (E.73),
(E.74), (E.72) neu ausgewertet und das Differentialgleichungssystem anschliessend erneut geldst. Diese Prozedur
wird solange wiederholt, bis eine zuvor festgelegte Genauigkeit in den Gréssen 1y(s), w?(s), r1(s), ri(s) und
t1(s) erreicht ist. Anmerkung: Fiir eine Losung erster Ordnung muss nicht iteriert werden; es geniigt dann die
einmalige Auswertung des Differentialgleichungssystems (nur ¢ = 0 bzw. der Iterationsindex kann entfallen).

Als erstes erhéilt man die Teillosung fiir den Laplace-Vektor

c};) — L= cg)s(i) + cﬁ) (E.81)

I
1y

mit der Integrationskonstanten cfli).

Es tritt ein linear s-abhéngiger Term auf, der physikalisch nicht begriindet ist und deshalb durch Einfiihrung
einer Renormierung beseitigt werden muss.?* Aus der klassischen Stérungsrechnung (z. B. durch Einsetzen von
Rg,, in die Lagrange’schen Planetengleichungen, siche Kaula [22]) ist bekannt, dass aufgrund des coo-Einflusses
(je nach Bahnneigung quantitativ und qualitativ unterschiedliche) sikulare Trends in der rdumlichen Orientie-
rung der momentanen Bahnellipse (oskulierende bzw. sdkular prizidierende Keplerellipse) auftreten. Die Lage
des aufsteigenden Knotens (bzw. der Knotenlinie) und des Perigiums (bzw. der Apsidenlinie) dndert sich sikular
bzgl. der Zeit t und damit auch bzgl. der Sundman-Variablen s.2> Der Laplace-Vektor zeigt definitionsgemiss
in Richtung des Perigdums (der momentanen Bahnellipse). Diese Richtung wird wesentlich durch die driftenden
Winkelwerte fiir 2 (Rektaszension des aufsteigenden Knotens) und w (Argument des Perigiums) bestimmt. Die
alternativ zur Richtungsfestlegung verwendbaren kartesische Komponenten des Laplace-(Einheits-) Vektors sind
jedoch keine driftenden Werte, da das Perigdum ein die Erde umlaufender Punkt ist. Die Vektorkomponenten
von 1 und damit auch von 1,, kénnen deshalb keinen linear s-abhéngigen Term enthalten (Abb. E.1).

Die Elimination dieses Terms kann nicht einfach durch eine entsprechende Festlegung der Integrationskonstanten
cﬁ): —cb)s(i) (E.82)

erfolgen, weil sonst (sofern bei allen weiteren Ordnungen die gleiche Herangehensweise unterstellt wird) 1,, = 0
gelten wiirde und somit 1 = 1y = const. Da die Richtung zum Perigdum i. A. durch ¢y tatséchlich gestort wird,
kann 1 in diesem Falle keine Konstante sein. Als notwendige Alternative zu (E.82) bietet sich eine Renormierung
an (vgl. Vorgehen am Beispiel des Duffingoszillators in Mai et al. [28]).

23dieser Weg wird z. B. auch oft bei der Auswertung der klassischen Lagrange’schen Planetengleichungen beschritten

24¢ine Nicht-Beseitigung wiirde nach Einsetzen von 1; in die restlichen Differentialgleichungen von (E.80) auch in deren Lésungen
zu (physikalisch unsinnigen) Poisson-Termen fiihren

25jeder harmonische Koeffizient einer Reihenentwicklung des Erdschwerefeldes (also auch cag) bewirkt kurzperiodische Stérungen
in allen Bahnvariablen; je nach Grad n und Ordnung m der/des betrachteten Koeffizienten kénnen zudem langperiodische, m-
tagliche oder gar resonante Stérungen resultieren
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Abbildung E.1: Qualitative Anderung des Laplace-(Einheits-) Vektors e1, durch Kombination der sikularen Trends in Q
und w aufgrund des coo-Storeffektes. Hier wurde ein Orbit mit i € (0, igritisch) angenommen, wobei Sin ixritisch = 2/\/5

Die regularisierende Variable s kénnte durch eine zusétzlich renormierend wirkende Variable 7 ersetzt werden;
und zwar ebenfalls durch einen Reihenansatz in ¢.26

s = TZ e wo + e + wae? + - ), (E.83)

so dass

> 1 1 1 1
ds = dTZ e’ N e — — = ) (E.84)

ds o ’ ds? 0o 2
d JEU 2 o
T (;} w ) dr (; WeE )

Um die Ableitungen nach 7 von denen nach s bzw. ¢ unterscheiden zu kénnen, wiirde ein neues Symbol eingefiihrt:

d0) d0)
dr ds

= (), =), —>=(). (E.85)
Um diesen Ansatz verwenden zu kénnen, miissten dariiberhinaus alle nicht-konstanten Grossen in der betrachte-
ten Differentialgleichung ebenfalls durch eine Reihenentwicklung in ¢ ersetzt werden. Dann kénnten durch einen
Koeffizientenvergleich Bestimmungsgleichungen fiir die einzelnen Ordnungen aufgestellt werden und die Losung
beziiglich 7 sukzessive (bei Unterdriickung sdmtlicher Poisson-Glieder durch entsprechende w,-Festlegungen)
erfolgen und danach eine Riicktransformation in die Abhéngigkeit von s.

Dieses Vorgehen mutet ziemlich umsténdlich an, da z. B. 1} 10 selbst einer Reihenentwicklung in e entspringt.
Effizienter wire, die Renormierung gleichzeitig mit der Regularisierung vorzunehmen; also die Variablenwechsel
(E.2) und (E.83) zu kombinieren bzw. in einem Schritt zusammenzufassen (siehe nachfolgenden Abschnitt).

E.3 Kombination von Regularisierung und Renormierung
In diesem Abschnitt wird eine Kombination aus Regularisierung (vgl. (E.2)) und Renormierung (vgl. (E.83)

bzw. (E.84)) eingefiihrt. Die neue unabhingige Variable wird zur Unterscheidung von der Sundman-Variablen
mit 7 bezeichnet und Ableitungen nach 7 entsprechend (E.85). Es folgt

= 1 d 1 = 1 =
dTZ wee? = " dt — d—; =" — dt = TdTZ wee’ — o= T'Z wee’
= ~ ry w,e’ o=0 =
o=0
(E.86)

26hzw. hier € = c20
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bzw. -
dt 1
r = di v — — t/: 7”2 wo-EU, (E87)
T
— o =0
=t/ Z e ’
o=0
so dass , ,
d dr d
_dr_drdm " o= T (E.88)
dt dr dt 0 ad
TZ wee’ Z wee’
o=0 o=0
Als Transformationsformeln fiir die erste und zweite Ableitung des Positionsvektors erhélt man
dr  drdt = 1
/_ & B us o - . - /
r—dT—dth—rUz:%anr — r r,

= o0
T E wee’
o=0

> ’ > - 1 !
v/ = Z wee’? <7"2'I‘ + 7"7'“1"> — I = Z wee? (Zr// 31">
o=0 o=0 " :

Anmerkung: Die erste Ableitung r/ trégt die physikalische Einheit m?/sec (Flichengeschwindigkeit??) und die
zweite Ableitung r”/ trigt die physikalische Einheit m3 /sec? (Volumenbeschleunigung?®).

Einsetzen von (E.88) und (E.89) in (E.11) liefert die neue Darstellung fiir den Laplacevektor

0o 72/
He L
1=28r+ —r— -7 —r. E.90
KE+ == <E ws) T ( )

o=0

(E.89)

Beriicksichtigung von (E.89) und (E.90) in der urspriinglichen Bewegungsgleichung (E.1) fiihrt zunéchst auf

o -2 ) , 2
(Zw,ﬁ") (72 "_ :3 )—l—r_f — r —r+<ZwU ) (Zwa >r2 (E.91)
o=0

und schliesslich auf die zur Burdet’schen Form (E.14) analoge Darstellung
2

oo 2 o0
' — (Z wge"> (25Kr - l) = <Z wﬁ“) r?f. (E.92)
o=0 o=0

Anmerkung: Falls keine Storungen vorliegen (f = 0), gilt g = 1 und wy~o = 0, sowie £k, 1 = const.
Im gestorten Problem sind £k und 1 hingegen im Allgemeinen variabel und es gilt beziiglich 7 dann

- _21"/' r/ Mo
_ &7 _ E.93
Gzzow £ ) . ( )

= 721“/'1‘/ He = 727“//
= Uz:;)wge” ol L ;)wge” il (E.94)

Die Differentialgleichung fiir r(7) ergibt sich, wenn (E.92) skalar mit r multipliziert wird

(ng )(QSKr—l) (Ji:ow(,s”)i“?f /r - -r—(ZwU )(25Kr ~lor)= (iw(,aU)Qer r

(E.95)
und die verbleibenden Skalarprodukte auf der linken Seite umgeschrieben werden. Aus (E.89) und (E.88) folgt

o
vor= rz wye’ r r = rz W,E ij =’ (E.96)
7’7'" =0 W€

so dass man durch Ableitung dieser Beziehung nach 7 einen Ausdruck fiir r’/- r erhilt:

o or o =2 — e =2 (E.97)

und

27
28

wie ein gewShnlicher Drehimpuls
wie etwa der gravitationelle Parameter pg
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Mit (E.94) bekommt man unter Ausnutzung von (E.96)

-2 —2 -2
0o VAR /

l.r= <<E wa5“> rTQ )r r— <E WeE ) —rlr — l.r = (E WeE > (r r —r/Q)—,u@r.
o=0 o=0 o=0

(E.98)
Die Resultate von (E.97) und (E.98) eingesetzt in (E.95) fiihren schliesslich zur gesuchten Differentialgleichung

0 2 [e%e] —2 o0 —2 [e%e) 2
2! !y - (Z wges”) (2&(7’2— <Z w(,5”> v+ (Z waé’) 24 u@r> = (Z w(,e”) r?f-r (E.99)
o=0 o=0 o=0

o=0

- ' (Z o ) (25Kr + u@) (Z Dot ) r. (E.100)

Wie zuvor, kann die Grosse Ek durch die Kreisfrequenz w ersetzt werden, erinnere (E.23). Die Herleitung einer
Differentialgleichung fiir diese Grésse(n) beginnt mit der Ableitung von (E.93) nach 7

2 2
dé’ v oo
5/ ==K (Zw"€> (22( ”~r/+r/~r/'> v r') +,uea -2 <Zwa€> 721” I‘/—QgK?—MEB?TQ

(E.101)
und der nachfolgenden Ersetzung des Skalarprodukts r’’- r/. Hierzu wird (E.92) skalar mit r/ multipliziert

o - ( w05‘7> 26xr-r—1-¢v) = ( w05”> r2f -y (E.102)
Uz:% ( K~ ) (;)

=rr!

und das Skalarprodukt 1-r/ mittels (E.94) und (E.96) umgeschrieben auf (vgl. (E.26))

2

/ - _21"/' v / = ! /A / /
l-r'= ngsg = r@ r-r — Zw[,a” orer — l-r'=—pgr, (E.103)
o=0 o=0

=rr!

so dass
0 2 / /
ir”-r/: Zw e’ | 2& T——i—,u Y (E.104)
2 7 Ko “r2 '
n (E.101) ersetzt werden kann
I _ e of _ _ R
Ex=f-r — w ————fEK——§f~r. (E.105)

Fiir die Aufstellung von 1’ greift man am besten auf 1(t) zuriick:

dl  dldt : = :

In (E.33) wird 1 jeweils iiber (E.89) durch r’ ersetzt. Dies fiihrt zu

l/:rZwUEU %(r/-f)r— (r-f)— ! v - = ! (r-r/)f (E.107)
o=0 rz wee’ rz W TZ wee’
o=0 o=0 o=0
bzw.
1/:2(r/-f)r— (r~f)r/— (r-r/)f. (E.108)

Man erkennt, dass einige Differentialgleichungen die gleiche Struktur aufweisen, wie zuvor (ohne Renormierung).
Zur Losung des Bewegungsproblems steht das folgende System von gekoppelten Differentialgleichungen bereit.
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Zusammenstellung der Differentialgleichungen

o 2
v = (Z wge‘7> (rzf — 4w?r — l),

o=0

o 2
r! = (Z w(,e") (rf v — 4w3r + ,u@),

(E.109)

V= 2(r/~f)r— (r-f)r’— (r~r/)f.

Anschliessend wird der allgemeine Losungsansatz (Ersetzung der variablen Grossen durch Reihenentwicklungen),
analog zum Ubergang von (E.35) auf (E.36), eingefiihrt. Man erhélt zunéichst

00 o 2 o 2 © ) 00 e

nJ/ o n n n, 2 n n
E e'r, = E WeE E ern E 5f"—4§ 5‘%5 5rn—g el
n=0 o=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
0 o 2 o 0o e e o

n, I o n n n n, 2 n
E e'ry, = E WeE E ern E e"f, |- E e"r,, —45 swng E"rn F e p s
n=0 o=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0
0o oo oo

/

E et = E wee’ E e™rp,
n=0 o=0 n=0

entl=(Lon)(Sew),
n=0 n=0

n=0
i el =2 (i 5”r2><§: 5”f,>§: e'ry,— (i e"r,>'<§: 5”f}>i enr! — (i e”r,)(i 5”1{)% e"f,.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n=0 n—((])a 110)

Wieder sind die Bestimmungsgleichungen (durch Koeffizientenvergleich bzgl. €) aufzustellen. Das ist prinzipiell
wie zuvor im nicht-renormierten Fall mittels MATHEMATICA™ moglich. Die Komplexitit der Formeln erhoht
sich nochmals, wobei die Schwierigkeiten mit der Behandlung der letzten beiden Differentialgleichungen ersten
Grades durch die Renormierung vorerst nicht behoben wurden. Als Ausweg kénnte eine Nachdifferenzierung
aller Differentialgleichungen 1. Ordnung in Betracht kommen (Schneider [46]), um dann das gesamte Differen-
tialgleichungssystem 2. Ordnung (bestehend aus 5 gekoppelten Gleichungen) auf gleiche Weise zu behandeln.
Eine Ausfiihrung dieser Idee soll spéteren Arbeiten vorbehalten bleiben. In der hier verbliebenen Form ist das
Eliminationsverfahren noch nicht zur Losung des klassischen Hauptproblems geeignet.

In Mai et al. [28] wurden bereits Alternativen zur Entwicklung von Bahntheorien erwihnt. Eine von ihnen soll,
statt des Eliminationsverfahrens, im néchsten Anhang vertieft werden.
E.4 Test zur Losung 0. Ordnung nach dem Eliminationsverfahren

Unter der Annahme, dass die Reihenentwicklungen (E.36) bzw. (E.37) schon bei n = 0 abgebrochen werden
(Keplerproblem), erhélt man die Satellitenpositionen r(s) beziiglich der s-Skala laut (E.57) bzw. (E.73) mittels

1
r(s) = — sin(2w*s) r"* + (r*—l—

1
5 1*) cos(2w*s) — — I*, (E.111)

Ao*2 Q*2

also aus den (transformierten) Startwerten sowie

%, pl* R 1%
w*= —r4T:2 —|—5fi und "= (r ’ _Il@)r*_rr/*. (E.112)
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Sind die Satellitenpositionen r(t) beziiglich der Zeit- bzw. t-Skala gefragt, so berechnet man letztlich r(s(t)),
wobei fiir diskrete Werte ¢; erst die zugehorigen Werte s; = s(t;) {iber die Beziehung (bzw. erinnere Anm. (E.59))

1%

4w*2

*

=t 4w*? (r"+ nesi) -

2w*s;
cos(2w*s;) + (2w* S8

T _ te >Sin(2w*5i) (E.113)

unter Anwendung geeigneter numerischer (Standard-)Verfahren zu bestimmen sind.

Fiir den Spezialfall des Keplerproblems existiert als unabhingige Kontrollmoglichkeit der Satellitenbahnberech-
nung iiber die Formeln (E.111) bis (E.113) z. B. die Losung von Stumpff (siehe § 2.2.2.4) oder die Integration
mittels Liereihen-Entwicklung (siehe § 2.2.2.1); numerische Ergebnisse sollten sich z. B. an den Resultaten aus
§ 3.1 iiberpriifen und messen lassen.

Zur Berechnung werden, wie bei der Untersuchung der Liereihen-Integration oder der Stumpff’schen Losung,
die Startwerte (3.3) aus § 3.1.2 verwendet??, d.h.,

—4461.254 589 873 326 km —7.282 787778641 558 km /sec
t'=0, r'= 6652.161968 871405 km |, "= | —2.280408476 437687 km/sec (E.114)
1371.264 327 186 285 km 0.061 357 751 782 248 km /sec

bzw. nach Anwendung von (E.40) und (E.41)

—59181.072 245 480 405 km?/sec
7 = 8126.156 362 683 317 km, r"* = | —18530.955 850 321 083 km?/sec |, '* = 17404.861 560 302 600 km?/sec.
498.602 685 045 264 km?/sec
(E.115)
Fiir das Laplace- sowie Energieintegral erhélt man unmittelbar die Werte
85750.333 273 036 483 1{11(13’/sec2
I"= | 100833.478 278 854 742 km3/se02 , w'=3.156740571 776527853 km/sec. (E.116)
11536.040 047 284 812 km®/sec?

Gesucht sei die Satellitenposition r(¢;) wahlweise genau 180 (Sonnen-)Tage3Y nach der Startepoche, also fiir

t; = t* 4 180d - 86400 sec/d = 15552 000 sec. (E.117)

Um die dquivalente Lésung r(s;) = r(t;) beziiglich der s-Skala zu berechnen, wird als niichstes s;(#;) bestimmt:3!

—15551563.350 4+ 10000s; — 436.64932970 cos(6.3134811435s;) — 296.80038551 sin(6.3134811435s;) = 0 (E.118)
liefert nach numerischer Nullstellensuche z. B. mittels MATHEMATICA™ die gesuchte s-Epoche

s; = 1555.103587123911 sec/km. (E.119)

Einsetzen aller bendtigten Werte in die letzten beiden Gleichungen aus (E.57) bzw. in (E.111) ergibt schliesslich

5300.304 011 220 128 km
ri=r(s;) =r(t;) = | —8140.530 716542360 km |, r; := r(s;) = r(t;) = 9856.230561 072150 km. (E.120)
—1668.477 723 761 019 km

Eine unabhiingige Berechnung mittels der Stumpft’schen Losung (vgl. § 2.2.2.4 und § 3.1) zeigt Ubereinstimmung

bis hinab zum 1% mm-Level (und liefert so vorerst eine Ahnung von der relativen Genauigkeit der Losung):

5300.304 011 240 243 km
pStumpf(y — 1 _8140.530716 516672 km |, pStumpff (1) — 9856.230 561 061234 km.  (E.121)
~1668.477 723 757975 km

Eine weitere Abschétzung der erreichten Genauigkeit (nun der absoluten) kann nach den in § 2.2.2.3 und § 2.2.2.5
vorgestellten Methoden gewonnen werden. Hier beschranken wir uns auf die Kontrolle der Bewegungsintegrale
1 (Laplaceintegral) und £k bzw. w (Energieintegral), da diese Eigenschaften dem oben verwendeten Ansatz
inhérent sind und entsprechende Sollwerte bereits mit (E.116) vorliegen.

29wie in der gesamten Arbeit, wird hier der gravitationelle Parameter mit pg = 398600.4415 km?3/sec? angesetzt (JGM-3-Wert)

30dies entspricht fiir den angegebenen Orbit ca. 1562.7 Erdumliufen des Satelliten
3lhier sind aus Platzgriinden nur relativ wenige signifikante Stellen dokumentiert
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Die explizite Berechnung von 1 und w zu beliebiger Epoche ¢; bzw. s; erfordert neben r; zusétzlich die Kenntnis
des Geschwindigkeitsvektors ©(¢;) =: ; bzw. r'(s;) =: r;, denn (vgl. Herleitungen in § E.1, § E.2 und (E.112))

.. U N Mg T-Ty
1(t;) = P, — 2 R T )T t:) = v _
( 1,) (rz r; T >rz (rz I‘z)I‘,, w( 1,) s 4
(E.122)
1( ) I‘g i I‘; He ’I“; / ( ) He I‘; -I‘;
i)=\—m —— |Jri— 1 i) =5 — .
y 72 7 r; ° wis 2r; 4r?
Aus (E.111) kann formal durch Ableitung nach s (vgl. (E.74)) sowie mittels (E.5) gewonnen werden
/ * £ * ok 1 * * . 1 /
r; = cos(2w”s;) r’" — (2w r* + 2—*1 cos(2w*s;) — I;=—r; (E.123)
w T
und damit fiir das obige Zahlenbeispiel die Ergebnisse
38753.252 770 406 07 km?/sec [3.931 853311494 627 km /sec |
v, = | 49487.320 52757747 km?/sec | — i; = | 5.020918415 101918 km/sec (E.124)
5862.605 028 299 61 km2/sec | 0.594 812082770706 km /sec |

versus

[3.931 853311483337 km /sec |
PStump ) — 15020918415 119 255 km /sec | . (E.125)
| 0.594 812082 774 260 km /sec |

Auch fir den Geschwindigkeitsvektor stimmt die Losung aus dem Eliminationsverfahren komponentenweise in
jeweils 11 signifikanten Stellen mit der Stumpff’schen Lésung iiberein.

Ein Berechnung der genannten Integrale nach der ersten Zeile in (E.122) lieferte Ubereinstimmungen mit den
Sollwerten (E.116) von mindestens 16 signifikanten Stellen; das gilt auch fiir die Stumpff’sche Losung. Eine
explizite Wiedergabe der nominalen Werte fiir 1; bzw. w; zum Zwecke einer eventuellen Nachrechnung durch den
Leser kann deshalb unterbleiben. Die Genauigkeit der Lésung aus dem Eliminationsverfahren wurde begrenzt
durch die Rechengenauigkeit in der Bestimmung von s; (wahlweise hier mit 16 Stellen angesetzt).

Fazit: Die Anwendung des Eliminationsverfahrens in nullter Ordnung ist zur Losung des Keplerproblems ebenso
geeignet, wie die bereits getestete numerische Integration mittels Liereihen®? oder die Stumpff’sche Losung.

32die damit erreichbare hohe Genauigkeit wurde bereits im reguliren Teil dieser Arbeit umfinglich herausgestellt



Anhang F

Die Volterra-Gleichung

Die Bewegungsgleichung eines Erdsatelliten ist nicht-linear. Sie kann trotzdem mit Verfahren behandelt werden,
die gewohnlicherweise zur Losung (eindimensionaler) linearer harmonischer Oszillatoren zum Einsatz kommen.
So erhilt man z. B. fiir deren Differentialgleichung bei dusserer Erregung k(t)

L TIO _ bit) it (k1)

nach einer Laplace-Transformation die Losungsdarstellung (Mai et al. [28])

+y(t) = k(t)

t

y(t) = y(to) cost + y(to) sint —l—/sin(t —7)k(r)dr (F.2)

to

mit den Anfangswerten yo := y(to) und o := y(to). Es wurde angenommen, dass fiir die Eigenkreisfrequenz
wp = 1 gilt. Der Startzeitpunkt lésst sich fiir die Herleitungen o.B.d. A. auf ¢y = 0 setzen.

Auf einen nicht-linearen freien ungeddmpften Oszillator (in Mai et al. [28] wird als Beispiel der Duffing-Oszillator
behandelt) l4sst sich gleichsam die Laplace-Transformation anwenden, wenn man die Gesamtbewegung y(t) als
Uberlagerung einzelner Oszillatorbewegungen y,,(¢) unterschiedlicher Grossenordnung auffasst.

Durch eine fast-identische Transformation
y(t) =Y "yalt) (F.3)
n=0

kann aus der urspriinglichen Bewegungsgleichung der nicht-lineare (Stor-) Anteil, seinerseits abhéngig von einem
Kleinheitsparameter® ¢, eliminiert werden. Dem Auftreten von Poisson-Termen wird wieder durch Einfiihrung
einer Renormierung (¢t — ) entgegengewirkt; der Losungsansatz ist dann ebenso fiir den renormierten Fall
y(s) giiltig. Einsetzen des Potenzreihenansatzes (F.3) in die Bewegungsgleichung und nachfolgender Koeffizi-
entenvergleich bzgl. € fithrt auf ein System von Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizientenfunktionen y,,(t)
bzw. y,(s)

d*yn

ds?
mit den neuen Anregungsfunktionen f,(s). Fiir jede Ordnung erhélt man so die 16sbare Schwingungsgleichung
eines linearen harmonischen Oszillators mit dusserer zeitabhéngiger Anregung. Dabei ist die Anregungsfunktion
einer Ordnung bestimmt durch die Losungen der niedrigeren Ordnungen, d.h.,

fa(8) = Fu(v0(),01(), - ymoa(s))  fir  n=1,2,... (F.5)

und fo(s) = 0. Die nullte Ordnung liefert als Losung somit den freien ungedampften Oszillator; eine einfache
sin- bzw. cos-Schwingung, deren Amplitude und Phase aus den gegebenen Startwerten bestimmt werden kénnen,
sofern man die Anfangsbedingungen génzlich auf die 0. Ordnung iibertrigt (es gébe ja auch andere Varianten).
Die Teillésungen ergeben sich dann wiederum nach Anwendung der Laplace-Transformation als

+ Yn(s) =1 Yo + yn(s) = fu(s) fiir n=0,1,2,... (F.4)

Yn(S) = Yn, COS S + Yy, sin s —|—/sin(s —0)fn(o)do  fiir n=1,2,.... (F.6)
S0

Die Laplace-Transformation ist jedoch nicht die einzige Moglichkeit, das Differentialgleichungssystem (F.4) zu
l6sen. Als Alternative kann man die allgemeinere Volterra’schen Integralgleichung (Schneider [41]) heranziehen.

Lwird z. B. spiter im klassischen Hauptproblem mit czo identifiziert
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F.1 Grundidee anhand eindimensionaler Bewegungsprobleme

Die Bewegungsgleichungen (F.4) lassen sich derart umschreiben
4y
ds?

dass deren Losung dquivalent durch Ansatz der Volterra’schen Integralgleichung dargestellt werden kann

= _yn(s) + fn(s) = gn(s) = yg = Gn, (F7>

S

Un(5) = Yno + Y (5 — 50) + / (s — 0) gu(0) do (F.8)

S0

Nach Setzung von
S

Fin(5) = Yno + ¥, (5 — 50) + / (s — 0) ful0) do (F.9)

S0

folgt mit

S

3n(5) = () = [(5 = ) (o) do (F.10)

S0

die Losungsdarstellung als Spezialfall einer linearen Volterra’schen Integralgleichung zweiter Art
o(x) = f(z) + )\/K(x,y) o(y) dy mit a<z<b, AER, (F.11)
a

wobei hier also
¢(I)£y7l(5)v f(z)ﬁhn(s), K(I7y)£K(S70) =85—0, A=—1 (F12)

Die Gleichung (F.10) ist selbst natiirlich ebenfalls erst noch zu 16sen. Die Losung von (F.11) ist bekannt:

x

o(a) = £(2) + A [Rlz,p. ) (0) dy (F.13)
mit dem l6senden Kern (Resolvente) der Neumann’schen Reihe
R(z,y,\) = 3 A" LK) (3, ) (F.14)
m=1

und den iterierten Kernen
K(l)(m,y) = K(xz,y),

x

K@ (z,y) = /K(z,a) K(o,y)do,
y (F.15)

K00 (5, ) = /K(m,U)K(m)(J,y)dU fiir m=1,2,....
Yy

Anmerkung: Ein Vorteil der Verwendung dieses Ansatzes liegt darin, dass auch allgemeinere Bewegungsproble-
me bzw. Differentialgleichungen mittels einer Volterra-Gleichung ausgedriickt und entsprechend gelst werden
konnen. Fiigt man etwa geschwindigkeits- bzw. y’-abhéngige Terme zur Beriicksichtigung dissipativer (Stor-)
Krifte hinzu, also z. B. ganz allgemein

y'+als)y'+b(s)y = f(s), (F.16)

dann erhilt man die (stattdessen moglichst durch analytische Integration zu losende) Volterra-Gleichung

S S

(5) =0+ (also) 0+ 36)(5 = 30) + [(5 = ) 0)do = [(ale) + (s = ) (o) ~ (@) ul0)do. (17

So S0
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Sind keine dissipativen Terme im Spiel, d. h. a(s) = 0, so vereinfachen sich (F.16) und (F.17) entsprechend zu

Y+ b(s)y = (5) (F.18)
und
5) =0+ 35 = s0) + [(s = ) f0)do = [(5 = )b} i) do (F.19)
In Sonderfillen mag die Zusammenfassung
5) = 0+ il = 50) + [ (5= ) (£(0) = b(o) (o) do (F.20)

S0

sinnvoll sein; i. d. R. berechnet man die beiden bestimmten Integrale in (F.17) gesondert, das zweite z. B. mittels
Ansatzes der Neumann’schen Reihe? und den iterierten Kernen.
Angewendet auf unsere spezielle Volterra’sche Integralgleichung zweiter Art (F.10) folgt

S

Yn(5) = hn(s) —/ S ()L™ (5,0) ho(0) do = hin(s) —/ SO K™ (s,0) =3 K (s,0)| hu(0) do

so \m=1(2) m=2(2)
(F.21)
mit den iterierten Kernen
KW (s,0) = K(s,0) = (s —0),
K2(s,0) = [(s= 9 KD (c.o)de = [(s =)= ds = & (s = )",
/ [ F.22
K®(s,0) = /(s ) KP(,0)ds = %/(s — = 0)ds = 135 (s — 0)°, 22
KW(s,0) = [(s =9 K600 ds = g [(5 = s = 0)°ds = g (5 = o',
fiir die man das allgemeine Bildungsgesetz
KM (s,0) = 1 (s — o)t (F.23)
’ (2m —1)!
angeben kann. Die Resolvente lisst sich deshalb geschlossen darstellen
R(s,0;A = —1) =sin(s — o) (F.24)

und die Teillosungen entsprechend als

S

Yn(8) = hn(s) —/sin(s —0) hy(o)do (F.25)

S0

bzw. nach Beriicksichtigung von (F.9)

S S

Un(5) = Uno+ U (5 — 50) + / (5= 0) fulo) do — / sin(s — o) <yno+ygo (0 - s0) + / (0 =) £als) dc) do. (F.26)

S0 S0 S0

Die Anwendbarkeit dieses Verfahrens bei eindimensionalen Bewegungsproblemen ist in Mai et al. [28] am Beispiel
des Duffing-Ostzillators nachgewiesen worden.

20der eben durch Laplace-Transformation
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F.2 Anwendung auf das klassische Hauptproblem

Fiir die Anwendung auf eine rdumliches bzw. dreidimensionales Bewegungsproblem wird die Gleichung (F.16)
zunichst verallgemeinert (hier unter Verwendung der Zeit ¢ als unabhingige Variable):

d3r dr . . . ) . .
@+A(t)a+3(t)r:f(t) mit r(t=t")=:r* und r(t=1t")=1" (F.27)
Die Vorfaktoren A und B kénnen i. A. zeitabhéngige Matrizen sein. Die Anfangswerte r* und r* sind gegeben.?
Analog zu (F.17) erhélt man die zu 16sende Volterra-Gleichung (Details siehe Mai et al. [28])
t t
r(t) = v+ (A(*) 4+ %) (¢ — ) +/(t —7)f(r)dr —/(A(T) +(t—7)(B(r) - A(T)))r(T) dr. (F.28)
t* t*
Sind wiederum keine dissipativen Terme im Spiel, d.h. A(t) = 0 wie z. B. beim klassischen Hauptproblem, so
vereinfachen sich (F.27) und (F.28) entsprechend zur Bewegungsgleichung

& + B(t)r =£(t) (F.29)
de?
und der dazu dquivalenten Volterra-Gleichung
t t
K(t) =t () +/(t ) E(r)dr —/(t 1) B(r)r(r) dr. (F.30)
i* i*

Speziell fiir Newton’sche Bewegungsgleichungen gilt nach (2.19) mit der Setzung m = 1 und unter Vernachlis-
sigung sonstiger Storkréfte (a(t) = 0)
d?r
— + V.V =0. F.31
T (F.31)
Bei Beschrankung auf das Erdgravitationspotential, und dieses selbst nur auf den dominanten cop-Term, erhélt
man (wie schon in diversen Abschnitten dieser Arbeit gezeigt) die Darstellung fiir das klassische Hauptproblem
d?r d’r  pug
@ + va@zo =0 — @ + 7"73 r = VI‘REBzo (F32)

mit (erinnere (E.65))
3 e [ag\2 22
VyRa,, (r) = 573(7) e {(1-55 |r- 2o . (F.33)
z

Wegen r = r(t) und r = r(t) ist das Storpotential Reg,, (r(t)) bzw. dessen Gradient implizit auch zeitabhéngig;
ein Vergleich von (F.32) mit (F.29) liefert also

Iz
B(t) := rgi), f(t) := VyRa,, (r(t)). (F.34)
Man hétte demnach folgende Volterra-Gleichung zu l6sen:
¢ ¢
r(t) =r*+r1"(t—1t") —|—/(t — T)VrRay, (r(7)) dr — ,u@/(t —7) :3((:_)) dr. (F.35)
i i

Die Auswertung der bestimmten Integrale in (F.35) ist nicht trivial, da diese Volterra-Gleichung im Allgemeinfall
elliptischer Bahnen nicht-linear in r(¢) ist. Einige Anmerkungen bzw. Vorschlidge zur Linearisation sind in Mai
et al. [28] (im dortigen § 12.2.1.3) zu finden.

Ebenfalls in Mai et al. [28] (im dortigen § 12.2.1.5) wird das Poisson-Verfahren zur Lésung der Volterra-Gleichung
angedeutet. Als Losungsansatz wird, dhnlich zum Eliminationsverfahren in § E.2 bzw. § E.3, gewihlt*

r(t) == Y chory (1) = ro(t) + caors () + cEora(t) + - - (F.36)
v=0
mit ro(t) als bekannter Losung (z. B. Ephemeridenrechnung nach Stumpff) des ungestérten Bewegungsproblems
d’rg  pg
— 19 =0. F.37
dt? + s r ( )

3Startwerte tragen wie in § E.2 und § E.4 das *-Symbol, da der tiefgestellte Index wiederum anderweitig benétigt wird
4Niherungen unterschiedlicher Ordnung werden nachfolgend durch den tiefgestellten Index gekennzeichnet
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Mit den Festlegungen
folr) = —E€r  — Ey=f(re) und  caofi(r) i= ViRa, (F.38)

kann man (F.30) bzw. (F.35) auch schreiben als

t

r(t) = r* i (t— t°) + / (t—7) (020f1 (x(7)) + fo (r(T))) dr. (F.39)

pa
Eintragen des Losungsansatzes in diese Integralgleichung liefert zunéchst

t

Z oty (t) = v+ 1 (t — ) +/(t —7) <020f1 (Z cgoru(7)> + £ ( Z cgory(r)» dr. (F.40)
v=0 v=0

hes v=0

Zu bestimmen sind die Koeffizientenfunktionen r, (¢). Durch Einfiihrung eines Differentialoperators

0o (o)
Dy = ((chorp(t)> .vr> , (F.41)

der o-mal iterativ auf die Funktionen fy und f; anzuwenden ist, werden diese in Taylorreihen entwickelt, so dass

— 1
£, = Z 5 Dafn(r)|r0(t) (F.42)
o=0
und damit
Z oty (t) = TF P (E— %) + c20/(t - T)Z ] Dgfl(r)’rO(T) dr +/(t - T)Z ] Dofo(r)’ro(T) dr. (F.43)
v=0 o=0 o=0

t* t*

Ein Koeflizientenvergleich beziiglich des Kleinheitsparameters cog resultiert fiir jede Koeflizientenfunktion in
einer eigenen zu losenden Volterra-Gleichung, ndmlich

in nullter Ordnung (Koeffizient fiir )
¢
rolt) = 4t — 1) + / (t — 7)o (ro(r))dr, (F.44)
A
in erster Niherung (Koeffizient fiir c,)
¢ ¢

ri(t) = / (t— )£ (ro(r))dr + / (t—1) (rl(T) Vb, (T))dT, (F.45)

t* t*

= rit(t)
in zweiter Nitherung (Koeffizient fiir c3,)

t t

m(T))dT +/(t -7) (rQ(T) ' VlrfO|I‘o(7')>dT’

t* t*

(F.46)

usw.

Die bestimmten Integrale r(¢) (fiir n = 1,2,...) sind zumindest theoretisch direkt 15sbar, da sie nur von den
bekannten Funktionen fy und f; (plus deren bildbaren Ableitungen) sowie den zuvor berechneten Teillosungen
r,<n(t) abhingen. Mehr Aufwand ist notig zur indirekten Losung der verbleibenden Volterra-Gleichungen

r,(t) = ri(t) —|—/(t —7) (rn(T) : vrfo(r)|m(7))d7 fir  n=0,1,2,..., (F.47)

wobei fiir ro(t) auch eine geeignete Ausgangsndherung (im Sinne einer Referenzbahn) angesetzt werden kann,
welche zudem die gegebenen Anfangsbedingungen komplett aufnimmt; es gilt rf(¢) := r*+ *(t — t*).
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Fiir den in (F.47) auftauchenden Gradienten erhilt man die symmetrische Matrix

3x2 — r? 3xy 3xz
Vifo(r) = /;—? 3yx 3y? — r? 3yz (F.48)
3zx 3zy 322 — 2

Fiir einige Spezialfiille ist die Losung etwas weniger kompliziert. So ergibt sich z. B. eine einfachere Abhéngigkeit
von der Zeit, wenn man eine kreisnahe Polbahn betrachtet. Da ein zonales und damit ldngenunabhingiges
Kraftmodell vorliegt, kann zur Herleitung o.B.d. A. eine bestimmte Meridianebene gewéhlt werden, die die
Polbahn enthalten soll. Hier wird dazu die yz-Ebene gewihlt, d. h. die x-Komponente wird einfach Null gesetzt.

In nullter bzw. als Ausgangsnaherung kénnte man eine Kreisbahn mit dem Radius a ansetzen, so dass

0
ro(t) :=a | cosn(t —t*) — To=a mit n= u—? . (F.49)
a
sinn(t —t*)

Wenn etwa zur Epoche t* als Startwerte eine Satellitenposition iiber dem Aquator gewihlt wird, die Geschwin-
digkeit derjenigen auf einer Kreisbahn (mit dem Radius a) entsprechen und die momentane Bewegungsrichtung
nordwérts normal zur Aquatorebene sein soll, dann wére (vgl. Abb. F.1)

0 0
rp=rgt")=r({t*)=r"=|]a und ry=r(t")=r(t*) =r*=] 0 |. (F.50)
0 na

Einsetzen der Entwicklungsstelle rg in (F.48) fiihrt zu

1 0 0
Vrfo| o) = fﬂ—? 0 1 — 3cos?nr —3cosnTsinnTt |, (F.51)
r T a
0 —3cosnrTsinnTt 1 — 3sin’nr

wobei hier nachfolgend wieder o. B.d. A. als Startepoche t* = 0 angenommen wird.

(e Kreisbg
Q0¥ hn iy &
CA

*

e e &

Abbildung F.1: Ausgangsniherung polare Kreisbahn (definierbar mittels a*, e* =10, i*=90°, Q*=90°, w*=0°, M*=0°).

Fiir eine Lésung erster Ordnung wird zunéichst r{’(¢) benétigt und darin speziell f; (ro(7)). Einsetzen von (F.49)
in die letzte Gleichung von (F.38) liefert unter Erinnerung an (F.33) den Ausdruck

0
cosnt (5 sin’nr — 1 |. (F.52)

sinnt (5 sin’nt + 1)

1 3 pgpaZ
fi(r) = aVrR@m —  fi(ro(r)) = 3 a469
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Verwendung des Zwischenergebnisses (F.52) in der Definition aus (F.45) ergibt (erinnere (F.49) bzw. n?a® = ug)
2 0 9 0
R 3 Hely 2 R %o
ry (t):—§ s (t —7)cosnt(5sin*nr — 1) [dT  — 1y (t):—% 4 —9cosnt + 5cos3nt
0 \(t—7)sinnr(5sin’nr + 1) 156nt — 171 sinnt + 5sin 3nt
(F.53)
Fiir die Teillosung r (¢) muss dann die spezielle Volterra-Gleichung
tft—T 0 0
ri(t) = ri(t) — n? 0 (t—7)(1—3cos?nt) —3(t—7)cosnTsinnt |-ri(7)dr (F.54)
0 0 —3(t—r7)cosnrsinnr (t—7)(1— 3sin’nr)
gelost werden. Nach Ansetzen von Neumann’scher Reihe und iterierten Kernen gilt
¢
ri(t) =ri(t) - nz/R(t, 7, —n?)ri(r)dr (F.55)
0

mit der Resolventen

T i K¢, 1) (F.56)

m=1
und den nach Definition (F.15) iterierten Kernen
¢
KDt 1) :/K(t,a) K™ (o,7)do  fir m=1,2,..., (F.57)
wobei
t—71 0 0
KWV, 1) = K(t,7) := 0 (t—7)(1 —3cos®>nt) —3(t—7)cosnTsinnt |. (F.58)
0  —3(t—r7)cosnrsinnr (t—7)(1— 3sin’nr)

Die weiteren Kerne nehmen rasch an Komplexitéit zu; so erhélt man fiir K (2 (t,7) etwa bereits

w00
K@t 1) = / K(to)KV(o,r)de  mit  EO(tro)=| 0 2 2 (F.59)
o =: 2@ (¢,7,0) 0 ég) é?
und den Nicht-Null-Matrixelementen
g = (t-o)lo-1),
= t—o)(o— — 3cos’no)(1 — 3cos’>nT) + 9 cos no sin no cos nt sinnt
¢ 1-3 1 — 3cos? 9 i i
= 3(t—-o)(o— )(cos?na—i—?;cos?n(a—T)+0052n7'+ )
5(2) = —3(t —0)(o — 7)((1 = 3cos*na) cosnt sinnt + (1 — 3sin®nr) cos no sin no
23
= 3(t—o0)(oc—7)(sin2no — 3sin2n(c — 1) 4 sin2n7), (F.60)
= -3t—o)lc—T — 3cos?nt) cosno sinne + (1 — 3sin®no) cos nr sin nr
¢P = 3 1-3 1-3
= 3(t—o0)(oc —7)(sin2no + 3sin2n(c — 7) + sin 2n7),
= t—o)(o— — 3sin?no)(1 — 3sin’nt) + 9 cos no sinno cos nTsinnr
12 5% 1-3 1 — 3sin? 9 i i
=-3t—-o)(oc— T) (cos2no — 3cos 2n(o — 7) + cos 2nT — 3),
so dass
E2 0 0
K@@= 0o &2 k2 (F.61)
2 2
0 Kk
mit

k) /5(2) (t,7,0) (F.62)
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Die Integrale (F.62) sind samtlich geschlossen losbar. Man erhélt

2 -
kgl) = %(t - T)37

ké? = (2n3(t —7)%(1+ 3cos2nT) — 9In(t — 7)(cos 2nt + 3 cos 2n(t — ) + cos 2nT + 3) +

48n3
+ 9(sin2nt + 3 sin 2n(t — 7) — sin 2n7')),

1
ké? = (2n3(t —7)%sin2n7 — 3n(t — 7)(sin2nt — 3sin2n(t — 7) + sin2n7) —

16n3 )
— 3(cos2nt — 3cos2n(t — ) — cos2nT + 3)), (F.63)
k:g) = ot (2n3(t —7)%sin2n7 — 3n(t — 7)(sin2nt + 3sin2n(t — 7) + sin2n7) —
— 3(cos 2nt + 3cos2n(t — 7) — cos 2nT — 3)),
/4;:(3? = 481n3 (2n3(t —7)%(1 = 3cos2n7) + 9n(t — 7)(cos 2nt — 3cos 2n(t — T) + cos 2nT — 3) —

— 9(sin2nt — 3 sin2n(t — 7) — sin 2m')).

In gleicher Weise sind die weiteren Kerne berechenbar. Man erkennt deutlich einen systematischen Aufbau der
einzelnen Matrizenelemente; sicherlich kann bereits nach einigen wenigen weiteren Kernen ein Bildungsgesetz
gefunden werden, so dass sich eine geschlossene Formel fiir die Resolvente(-n) ergibt. Fiir die 2-Komponente ist
dies unmittelbar einsichtig, da hier die gleiche Abfolge wie in (F.22) entsteht. Deren Resolvente wird demnach
sin(t—7) lauten. Fiir die Formeln bei den anderen Komponenten ist mehr Aufwand nétig, der iiber den Rahmen
dieser einzelnen Arbeit hinausgeht.

Sind einmal alle Resolventen bestimmt, konnen sie in (F.55) eingesetzt werden. Die Teillosung erster Ordnung
erhdlt man dann durch abschliessende Berechnung eines bestimmten Integrals. Fiir die hoheren Ordnungen ist
das Vorgehen entsprechend.

Anmerkung: dem aufmerksamen Leser wird das (nach dem eingangs Gesagten ja erwartbare) Auftauchen eines
Poisson-Gliedes in (F.53), ndmlich 156nt, nicht verborgen geblieben sein. Die z-Komponente des Positionsvek-
tors wird in der Realitét (sofern Resonanzeffekte ausgeschlossen werden kénnen) keinen zeitlich sékularen Trend
aufweisen.” Diesem kiinstlichen Auftreten eines solchen Terms muss wiederum durch Einfiihrung einer Renor-
mierung (eventuell in Kombination mit einer Regularisierung) begegnet werden. Das prinzipielle Vorgehen dazu
ist bereits im Anhang E zum Eliminationsverfahren erldutert worden.

Die komplette Ausfithrung aller Schritte zur Aufstellung einer analytischen Losung des klassischen Hauptpro-
blems mittels der Volterra’schen Integralgleichung soll zukiinftigen Arbeiten vorbehalten bleiben. Die Anhénge
dieser vorliegenden Arbeit kdnnten sicherlich als Arbeitsgrundlage dienen.

5die beiden anderen Vektorkomponenten natiirlich auch nicht



Anhang G

Ein nicht-klassisches Bewegungsintegral

Fiir viele praktische Anwendungen, insbesondere niedrigfliegender Satelliten®, wird das Kraftmodell zur Bahn-
berechnung auch dissipative Stérungen, etwa aufgrund atmosphérischer Reibung, enthalten. In diesem Fall ver-
sagen die iiblichen Bewegungsintegrale zur Kontrolle der numerischen Integration; beispielsweise ist der Wert der
Hamiltonfunktion nicht langer konstant. Es bleibt die Frage, ob iiberpriifbare Bewegungsintegrale existieren.

Um diese Fragestellung grundsétzlich anzugehen, wird das Bewegungsproblem zunéchst wiederum vereinfacht -
hier speziell auf einen eindimensionalen nicht-linearen gedampften Oszillator. Konkret wurde das Problem des
gedampften Duffingoszillators herangezogen. Dessen hochgenaue numerische Integrierbarkeit mittels des Lierei-
henansatzes wurde in Mai [29] untersucht und bestitigt. Gleichwohl wurde die Uberpriifbarkeit der Integration,
abgesehen von unabhingigen Berechnungen und Vorwiérts-/Riickwiirtsrechnung, mittels Bewegungsintegralen
dort aus Platzgriinden nur am Rande diskutiert. Das soll an dieser Stelle vertieft werden, da diese Frage auch
fiir die Satellitenbahnintegration von Bedeutung ist.

Der geddmpfte Duffingoszillator besitzt die Bewegungsgleichung (Mai [29])
ii(t) + wiu(t) + eud(t) +yu(t) =0 (G.1)

mit den konstanten Faktoren wy (Eigenkreisfrequenz), ¢ (Nichtlinearitétsparameter), v (Ddmpfungsparameter).
Eine dussere Anregung findet in diesem Beispiel nicht statt; ansonsten wiirde auf der rechten Seite statt Null
z.B. ein Term der Form a cos(27 ft + ¢) mit der Erregerfrequenz f auftauchen.

Dieses Bewegungsproblem wurde in der zitierten Arbeit fiir diverse Parameterkombinationen numerisch mittels
Liereihen-Ansatz integriert. Aus Abb. G.1 ist ersichtlich, dass der Wert der Hamiltonfunktion F' nicht mehr als
Kontrollgrosse in Form eines Bewegungsintegrals genutzt werden kann (wie etwa bei ungeddmpften Oszillatoren).

BV EAVER NS

Abbildung G.1: Zeitreihe fir AF(t F(t) — F(ty) = F(t) - 22 ’:—22, fiir 2501 Epochen von to = 0s bis te = 10s
— 1

(At = 0.004 s); Parameter: wo = 1

400
_ 1. . _ _ o
100 Tzezs V= 19 55 Startwerte: to =0, uo =1m, 4o =0

Die Hamiltonfunktion héngt explizit von der Zeit ab; sie ist hier keine Konstante. Vielmehr zeigt ihre Zeitreihe
einen periodischen Verlauf, dessen Amplitude bei festgehaltenem e insbesondere von der Wahl fiir v abhéngt
und dessen Periodizitdt durch die Wahl von wgy bestimmt wird. Es stellt sich die Frage, ob (und wenn ja, wie)
ein allgemeineres Bewegungsintegral gefunden werden kann.

Von Schneider und Cui [45] wird die Herleitung aus dem Gauf$’schen Prinzip des kleinsten Zwangs vorgeschlagen.
Fiir eine Bewegungsgleichung der Form mi = K resultiert dabei die partielle Differentialgleichung 1. Ordnung

ON <~ . ON 5. AN
P = N K G.2
ot +};xkaxk ; kai’k ( )

zur Bestimmung eines im Allgemeinen nicht-holonomen Bewegungsintegrals N(r,;t). Fiir den Spezialfall von
hier betrachteten eindimensionalen Bewegungsproblemen erhiilt man N (x, 2;t) entsprechend aus dem Ansatz

ON  ON _ o ON
ot Tor T ox

unter zusétzlichen Annahmen {iber die Funktionsstruktur von N (z, ;).

(G.3)

!Low EarthOrbits (LEO) wie z. B. bei den Schwerefeldmissionen CHAMP, GRACE oder GOCE
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Angewendet auf einen geddmpften linearen Oszillator der Form

mi = —ki —cx (G.4)
—_———

=: K(x,&)
mit den Konstanten m, k und c erhalt man beispielsweise so das Bewegungsintegral
N(z,&;t) = (mi® + c2® + kix)e%t = const. (G.5)

Fiir den hier diskutierten geddmpften Duffingoszillator fiihrt ein analoges Vorgehen unter Annahme gleicher
Funktionsstruktur fiir N(u, u;t) jedoch (vorerst) nicht zum Ziel. Dieses negative Ergebnis mag im Ansatz einer
speziellen Gestalt fiir das gesuchte Bewegungsintegral begriindet sein (Schneider und Cui [45]). Es ist aber nicht
auszuschlieften, dass ein Bewegungsintegral anderer Gestalt gleichwohl existiert. Eine weitergehende Diskussion
dariiber findet sich z. B. in Mai et al. [28].

Dariiber hinaus wére ein Vorschlag von Vujanovic et al. [55] zum Auffinden von Bewegungsintegralen in Betracht
zu ziehen. Demnach koénnten allgemeine Bewegungsintegrale z. B. durch Ausnutzung der Noether-Identitdt fiir
den Spezialfall konservativer dynamischer Systeme gefunden werden. Es ergibt sich

oL oL .
~ o i’)—i—s—P:O, (G.6)

oL . oL
S'l
+ B

ot ot

@+s@

wobei alle auftretenden Funktionen im allgemeinen von der Zeit ¢ und den generalisierten Koordinaten z* sowie
Geschwindigkeiten ' abhiingen kénnen. Der obere wiederholte Index i (i = 1,2,...,n) ist der Summenkonven-
tion geschuldet. Fiir den hier ausschlieflich behandelten Spezialfall eindimensionaler Oszillatoren ist n = 1 zu
setzen, so dass die Summation entféllt und damit der Index i weggelassen werden kann.

In (G.6) steht L(x,%;t) fiir die einer vorgelegten Bewegungsgleichung dquivalente Lagrangefunktion und die
Funktionen S%(x, X;t) bzw. s(x, X; t) sind jeweils die Erzeugenden einer riumlichen bzw. zeitlichen infinitesimalen
Transformation und P(x,x;t) ist die so genannte Distanzfunktion. Eine Erhaltungsgrosse bei vorgegebener
Bewegungsgleichung bzw. Lagrangefunktion zu finden, entspricht dem Auffinden von Funktionen S, s und P so,
dass (G.6) erfiillt ist. Man gewinnt dann (unter bestimmten Voraussetzungen) ein Erhaltungsgesetz der Form

oL
i’

i oL B
S —I—S(L— 8:icix) — P = const. (G.7)

Anmerkung: Dieser Ansatz ldsst sich auch fiir den verallgemeinerten nicht-konservativen Fall verwenden.

Die Aufgabe, aus einer Gleichung n + 2 Unbekannte (S?, s, P) zu bestimmen, ist nicht trivial. In der Literatur
existieren verschiedene Ansétze (Jones und Ames [21], Vujanovic [53], [54]), die sich in den Anforderungen an die
Struktur der zu findenden Funktionen unterscheiden. Zum Beispiel kénnte man fordern, dass die Erzeugenden
nicht von den generalisierten Geschwindigkeiten abhéngen sollen.

Eine Moglichkeit, die Unbekannten zu finden, besteht in der Zerlegung von (G.6) in ein System aus partiellen
Differentialgleichungen (linear in den Unbekannten); oft auch als Killing-Gleichungen bezeichnet. Dieses System
ist im allgemeinen iiberbestimmt, so dass Annahmen iiber die Struktur der Unbekannten eine Rolle spielen.?

Wenn man die Unbekannten S und s derart wihlt, dass sie die urspriingliche Identitéit (G.6) auf
L-P=0 (G-8)

reduzieren, dann kann man das Erhaltungsgesetz in Form einer Integralrelation schreiben:

oL X —l—s(L oL l) —/Ldt = const. (G.9)

i Cow "

Einem anderen Losungsansatz folgend (Vujanovic [53]) kann die Invarianzbedingung (G.6) auch unter Umgehung
der Distanzfunktion P geschrieben werden als

oL ., OL .. . oL .\ oL
o ° T ow ° +5<L‘a¢ix>+ ot
, (G.10)
oL (8S' . Os . 9s .
05 i
+8$i(8xjx 8xixm>+L8xix 0.

2In Vujanovic et al. [56] wird die Vermutung gedussert, dass als Grundelement der Erzeugenden ein Ausdruck auftauchen sollte,
der die totale Energie des dynamischen Systems enthélt, d.h. (OL/d%) & — L, jedoch durchaus mit einer Funktion der dynamischen
Variablen multipliziert werden kann.
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Die Darstellung (G.10) ist wiederum in Killing-Gleichungen iiberfiihrbar; aus diesen bestimmt man, notwendi-
gerweise unter Strukturannahmen, die Funktionen S und s. Falls angenommen wird, dass diese holonom sind,
d. h. unabhéngig von den generalisierten Geschwindigkeiten @*, dann erhélt man als Erhaltungsgesetz schlieflich

0L
ot

Si+5<L— oL

Eys x1> = const. (G.11)

Fiir unser Beispiel des eindimensionalen Duffing-Oszillators (G.1) kénnen wir also n = 1, z||u, &||t sowie die
Lagrangegleichung
L(u,u;t) = et (0® — wiu® — Seut) (G.12)

verwenden und erhalten zunéchst die partiellen Ableitungen

oL

i %’ye'yt (u2 — wiu? — %Eu‘l),
oL
e = —e" (wiu + eu?), (G.13)
oL
F = +€’Yt7jb.
U

Nach Einsetzen in (G.6) und mit (G.8) bzw. P = L folgt
—(wgu +eu®)S + wS — 5 (0 + wiu? + Jeut)s 4+ +5 (02— wiu® — Jeut)ys — 5 (0? — wiu?— Jeut) =0 (G.14)

als eine Gleichung zum Auffinden geeigneter Funktionen S und s. Aufgrund des Freiheitsgrades besteht be-
ziiglich der Struktur einer dieser Funktionen eine gewisse Wahlfreiheit, die aber tatséchlich eingeschréankt ist.
Die zunéchst nahe liegende Wahl S = 0 — S =0 und s = 1/y — § = 0 etwa fiihrt nicht zu einem Bewe-
gungsintegral, da hierfiir nach Anwendung von (G.11) auf der linken Seite die Hamiltonfunktion entsteht, deren
Nicht-Konstanz hier aber schon nachgewiesen wurde.

Eine andere konsistente Wahl fiir S und s ist bisher nicht gefunden worden. In diesem Falle bleibt nur die
allgemeinere Form (G.9) als Moglichkeit. Fiir den praktischen Einsatz ist diese Integralrelation nur bedingt zu
gebrauchen, da das Integral [Ld¢ mit einer vergleichsweise kleinen Schrittweite ausgewertet werden miisste,
wahrend fiir die eigentliche numerische Integration des Bewegungsproblems eine maximale Schrittweite angesetzt
werden sollte.



Anhang H

Evolutionsstrategie & Himmelsmechanik

Evolutionsstrategien (ES), in den 1970er Jahren u. a. von Rechenberg [39] konzipiert und seitdem kontinuierlich
weiterentwickelt, werden mittlerweile fiir diverse Fragestellungen in einer grossen Bandbreite von Anwendungen
als Optimierungsverfahren eingesetzt (siehe z.B. Alvers [1], Kursawe [24]); insbesondere, wenn herkémmliche
Strategien (etwa Gradientenverfahren) versagen. In Mai [30] wurde das Konzept der ES aufgegriffen und deren
Anwendung anhand einer geodétischen Fragestellung demonstriert (zur Bestimmung von Erdschwerefeldkoeffi-
zienten aus Satellitenpositionen, siche Anhang H.1).

Hier werden lediglich zusammenfassend die Vor- und Nachteile dieses Optimierungsverfahrens aufgefiihrt, sowie
die prinzipiellen Unterschiede zu den ebenfalls gebriiuchlichen genetischen Algorithmen (GA)! hervorgehoben.
Letztere wurden z. B. vorangetrieben von Goldberg [16], [17]. Ist man mit den grundlegenden Begriffen der EA
vertraut, dann kann man die wesentlichen Eigenschaften von GA und ES konsequent gegeniiberstellen (Tab. H.1)
und sich aufgrund der Unterschiede und abhéingig vom zu 16senden Problem fiir einen der Ansétze entscheiden.

Tabelle H.1: Genetische Algorithmen vs. Evolutionsstrategien

Genetische Algorithmen Evolutionsstrategien
- Imitation der Ursache - Imitation der Wirkung
- Mutation am Genotyp - Mutation am Phéanotyp
- viel Experiment, wenig Theorie - durchaus theoretisch fundiert
- Motor: Rekombination + Selektion - Motor: Mutation + Selektion
(kleine Mutationsrate, weiche Selektion) (grofe Mutationsrate, harte Selektion)
- sehr grofe Populationen - relativ kleine Populationen
- keine iiberschiissigen Nachkommen - variabler Selektionsdruck mdoglich
- qualitativ gute Eltern werden bevorzugt | - alle Eltern haben die gleiche
reproduziert (proportional zur Fitness) Reproduktionswahrscheinlichkeit
- anfangs schnellere Konvergenz - bendtigt Zeit zur Schrittweitenadaption
- schlechte Feineinstellbarkeit - Parameter sehr genau einstellbar
- Zerstorung starker Kausalitdt moglich - je robuster, desto langsamer
- Rekombinierungsergebnis spiegelt - keine Transformation in andere
vorwiegend Kodierung wider (z. B. binére) Repréisentationen notig

Evolutionsstrategien sind vergleichsweise schnell umsetzbar in Algorithmen zur technischen Optimierung realer
Probleme. Sie sind universell, anspruchslos, realitdtsnah, robust, einfach implementierbar und stellen einen
Kompromiss dar zwischen volumen- und pfadorientierter Suche nach der optimalen Problemlésung. Vorteilhaft
ist insbesondere, dass ein und derselbe Algorithmus ohne grossere Anderungen /Anpassungen fiir unterschiedliche
Anwendungen eingesetzt werden kann. Oftmals geniigt es dabei, die zu minimierende Zielfunktion entsprechend
auszutauschen. In vielen Fallen ist keine weitere a priori Einsicht in das Optimierungsproblem nétig.

Die einzig wirkliche Voraussetzung fiir das Funktionieren einer ES ist das Vorliegen von starker Kausalitét
(Rechenberg [39]).2 Andererseits gibt es keine Garantie zum Auffinden des globalen Optimums und ausserdem
kann die Konvergenz im Vergleich zu problemspezifisch angelegten Verfahren geringer ausfallen.

Ldie Begriffe ES, GA werden z. T. synonym verwendet; es sind aber unterschiedliche Spielarten evolutiondrer Algorithmen (EA)

2Der starke Kausalititsbegriff (dhnliche Ursachen haben #hnliche Wirkungen) unterscheidet sich vom schwachen Kausalitits-
begriff (gleiche Ursachen haben gleiche Wirkungen) durch seine tatsichliche Anwendbarkeit (hierauf zielt das Attribut stark ab),
denn in der realen Welt sind vollkommen gleiche Ursachen kaum anzutreffen.
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Die ES sind seit ihrer ersten Konzeption durch Rechenberg [39]® sukzessive weiterentwickelt worden. Wesent-
liche Erweiterungen sind u. a. von Hansen und Ostermeier [18], [38], [19] geleistet worden. Die nachfolgenden
Abschnitte setzen jeweils eine sogenannte ES mit Kovarianzmatrixadaption (ES-CMA) ein, wie sie z. B. in Han-
sen und Ostermeier [18| beschrieben ist. Die Programmierung erfolgte noch herkémmlich in MATHEMATICA™
auf einem Ein-Kern-Rechner.* Der Unterschied zwischen den einzelnen Anwendungen bestand lediglich in der
Wahl der Strategieparameter (die Suche nach dem Optimum von Strategieparametern kénnte man ebenfalls der
ES iiberlassen (Meta-ES)) und natiirlich in der problemspezifischen Aufstellung der Zielfunktion.

H.1 Zur Bestimmung von Erdschwerefeldkoeffizienten

Details dieser ES-Anwendung findet man in Mai [30]. Ziel ist die Bestimmung von Parametern des Erdschwere-
feldes, traditionell représentiert mittels der harmonischen Koeffizienten ¢,,, und s, einer Reihenentwicklung
in Kugelflichenfunktionen (Anhang C.1). Dazu gegeben seien eine Anzahl n ,gemessener” bzw. ,beobachteter
Satellitenpositionen. Diese auch als inverses Problem bezeichnete Aufgabe gehdrt heute noch zu den Standard-
problemen innerhalb der Satellitengeodésie. Statt realer Messwerte (Satellitenpositionen etwa aus GPS- oder
SLR-Beobachtungen) werden hier simulierte Positionen verwendet. Dies ermdglicht ein unmittelbares Ablesen
der erreichten absoluten Genauigkeit fiir die Unbekannten c¢;,,, und Sy, .

Gesucht ist also derjenige (optimale) Satz von harmonischen Koeffizienten, dessen Verwendung innerhalb einer
Bahnsimulation zu gerechneten Satellitenpositionen rge, fiihrt, die von den gemessenen Satellitenpositionen rgem
im Rahmen einer vorgegebenen Toleranz geringstmoglich abweichen. In welcher Form die Positionsabweichungen
AT = rgem — rger in der Zielfunktion Ausdruck finden, héingt ganz von der gewéhlten Norm ab. Hier wurde als
Qualitatskriterium

Q=> |Ar;| — min (H.1)
i=1

.
verwendet.”

Vorgegeben wurden n = 90 Satellitenpositionen. Die Simulation des Bahnbogens erfolgte durch numerische
Integration (Integrationsschrittweite = Ausgabeschrittweite = 1 Minute, d. h. Bahnbogenldnge = 90 Minuten)
mittels NUMTEXAS. Diese Software stellt ein Extrakt der fiir diese Aufgabe benétigten Teile aus dem Bahnbe-
stimmungsprogramm UTOPIA der University of Texas at Austin dar. Den Kern bildet dabei ein numerischer
Integrator nach Krogh-Shampine-Gordon.

Als Startwerte wurden die folgenden (Kepler-)Bahnvariablen benutzt:
ap = 7000 km, eo = 0.007, io = 70°, Qp = 0°, wy = 0°, My = —70°. (H.2)

Auf dieser Bahnhohe (& 630 km) vollfiihrt ein Satellit in den vorgegebenen 90 Minuten etwa einen kompletten
Erdumlauf. Die Startwerte fiir die unbekannten Koeffizienten innerhalb der ES wurden einheitlich mit Null
angesetzt. Diese Wahl ist durchaus beliebig; sie hat keine unmittelbare Auswirkung auf die notwendige Dauer
der Optimierung (Rechenberg [39]).

Die ES wurde als (1, A\ = 40)-ES-CMA realisiert. Dies bedeutet, dass 1 Elter 40 Nachkommen erzeugt, welche
dann ohne den Elter nach (H.1) selektiert werden. Die Optimierung lauft unter Adaption der Kovarianzmatrix
(der Schrittweitendnderungen bzw. -mutabilitéit) ab.

Experimente wurden mit diversen Erdschwerefeldern niedriger Grade n und Ordnungen m durchgefiihrt. Fiir
ein Feld mit nyax = Mmax = N steigt die Rechenzeit, wie zu erwarten, mit wachsendem N. Dies war der haupt-
sdchliche Grund, die Experimente vorerst auf niedrige N zu beschrinken. Abh&ngig von der geforderten Ge-
nauigkeit bzw. Terminierungsqualitdt (Toleranzgrenze) kann die Rechenzeit betréchtlich schwanken (Mai [30]).
Dieses Phédnomen ist ein charakteristisches Merkmal der ES-CMA. Ist die Kovarianzmatrix erst einmal auf das
Problem hinreichend adaptiert, dann kann nachfolgend die Qualitédtssteigerung sehr viel schneller um ganze
Grofienordnungen erfolgen. Der eigentliche Rechenaufwand ldsst sich ausdriicken iber die Anzahl erforderlicher
Funktionsaufrufe (hier der numerischen Integration mittels NUMTEXAS), die sich ihrerseits zusammensetzt
aus dem Produkt A -G, wobei G fiir die bendtigte Anzahl Generationen bis zur Erfiillung der Zielfunktion steht.

3dieses Standardwerk enthilt als Anhang auch die erste Version von 1974

4 Auf den mittlerweile verfiigbaren Mehr-Kern-Rechnern kénnte die Programmierung fiir zukiinftige ES-Anwendungen wesent-
lich effizienter erfolgen, da bereits MATHEMATICA™ -Versionen existieren, die paralleles bzw. verteiltes Rechnen unkompliziert
unterstiitzen. Zudem werden in dieser Software auch schon in dlteren Versionen Befehlsstrukturen (wie z. B. NEST) angeboten, die
eine elegante Umsetzung von sogenannten Meta-ES (Mai [30], Kursawe [24]) erlauben.

5 Auch, um von der bei gewdhnlichen Optimierungen (etwa im Rahmen einer Ausgleichungsrechnung mittels kleinste-Quadrate-
Ansatzes) tiblicherweise verwendeten La-Norm abzuweichen. Die obige Forderung ist strenger, die Ergebnisse vertrauenswiirdiger.
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Abb. H.1 zeigt alle Zwischenergebnisse des Durchlaufes einer ES-CMA bis zum Erreichen der Toleranzgrenze.
Man erkennt deutlich, dass der Algorithmus einen Grossteil der benétigten Zeit auf die Adaptionsphase verwen-
det, was jedoch nur ein einziges Mal geschehen muss. In der Praxis konnte diese Zeit zudem reduziert werden
durch Verwendung von problemspezifischen Vorinformationen.

0 L
1. x10°
1000
1
0.001
1. x10°¢ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
. . . . . . . 300 600 900 1200 1500 1800 2100
300 600 900 1200 1500 1800 2100
(a) Log(Abs(Differenzen der Unbekannten zum Sollwert)) (b) Qualitét in m, berechnet nach (H.1)

Abbildung H.1: Zwischenergebnisse einer (1,40)-ES-CMA zur Bestimmung eines 4 X 4-Erdschwerefeldes; aufgetragen
jeweils tiber die bis dahin benotigte Anzahl an Generationen

Die nach Erreichen der (iiberaus strengen, da unrealistisch hohen) Terminierungsqualitit Q* = 1/1000 mm
resultierenden Werte fiir die Koeffizienten eines 4 x 4-Erdschwerefeldes sind aus Tab. H.2 ersichtlich. Aus dem
Vergleich mit den urspriinglich fiir die Simulation verwendeten Werten (zum Joint Gravity Model - Version 3
siehe z. B. Mai [26]) folgt, dass die Koeffizienten fiir diese spezielle Konfiguration aus Anzahl, Dichte, Héhe und
Priizision der Bahndaten im Mittel auf 7 signifikante Stellen genau (entspricht im Mittel 10713) reproduziert
werden konnten. Dies gibt eine Ahnung iiber das erreichbare Auflésungsvermogen bei vergleichbaren inversen
Problemen (zumal bei realistischerer Terminierungsqualitéit im cm-Bereich).

Tabelle H.2: Endergebnis der Optimierung fir ein 4 X 4-Erdschwerefeld

Soll (Simulation mittels JGM-3) Ist (Endergebnis (1,40)-ES-CMA)

n Lm Cn,m L Sn,m Cnym L Sn,m

210 —4.8416954845647 - 10~ 04 - —4.8416954834480 - 10~ 04 -

31 0 || 49.5717059088800 - 10-°7 - +9.5717060002975 - 10-°7 -

410 +5.3977706835730 - 10707 - +5.3977705833457 - 10707 -

2 |1 —1.8698764000000 - 10~10 | 41.1952801000000 - 1099 || —1.8694714700433 - 10~ 10 | +1.1954500954474 - 10~99
3|1 +2.0301372055530 - 107°6 | +2.4813079825561 - 10707 || +2.0301372076698 - 10-%6 | +2.4813079540691 - 10~°7
4 | 1 || —5.3624355429851 - 10797 | —4.7377237061597 - 1097 || —5.3624358305647 - 10707 | —4.7377249759825 - 1097
2| 2 +2.4392607486563 - 107°6 | —1.4002663975880 - 1076 || +2.4392609849473 - 10~%6 | —1.4002665205972 - 1006
3| 2 || +9.0470634127291 - 10797 | —6.1892284647849 - 10797 || 49.0470636114776 - 10797 | —6.1892285463862 - 10~°7
4 | 2 || +3.5067015645938 - 10707 | +6.6257134594268 - 1077 || +3.5067012168619 - 107°7 | +6.6257136424735 - 10~°7
3 | 3 || +7.2114493982309 - 10797 | +1.4142039847354 - 10796 || 47.2114491711647 - 10797 | +1.4142039502771 - 1096
4| 3 +9.9086890577441 - 107°7 | —2.0098735484731 - 1077 || +9.9086882512345 - 10~°7 | —2.0098746087090 - 10~°7
4 | 4 —1.8848136742527 - 10797 | 43.0884803690355 - 10797 || —1.8848146556533 - 10727 | 43.0884815006772 - 10~°7

Der verwendete Algorithmus selbst ist in keiner Weise problemspezifisch optimiert worden. So spielte etwa
physikalisches bzw. (satelliten-) geodétisches oder himmelsmechanisches Vorwissen noch gar keine Rolle. Durch
Zuhilfenahme solchen Wissens, etwa in Form von Nebenbedingungen zur eigentlichen Zielfunktion bzw. durch
Einfithrung von Strafparametern (Alvers [1]), sind ES auf das jeweilige Problem anpassbar. Dies kann, trotz
zusitzlichen Zeitaufwands fiir die rechentechnische Auswertung der Nebenbedingung(en), zu einer deutlichen
Beschleunigung des gesamten Verfahrens fiihren.

Im Rahmen der Erdbeobachtung sollte mit diesem Ansatz tatsdchlich ein echtes Monitoring der Schwerefeld-
parameter moglich sein. Anstatt, wie bisher iiblich, in grossen zeitlichen Abstédnden mit erheblichem zeitlichen
Aufwand jeweils ,nur” epochenbezogene Einzellosungen fiir die ¢pm, Snm SOWi€ ¢nm, $nm zu berechnen, kénnte
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die ES mit ihrer Fahigkeit zur Verfolgung wandernder Optima zum Einsatz kommen. Der Ubergang vom stark
vereinfachten 4 x 4-Beispiel zu einem hochaufgelosten Erdschwerefeldmodell (z. B. 360 x 360) stellt sicherlich
hohe Anforderungen an Soft- und Hardware. Letztlich ist der benédtigte Rechenaufwand entscheidend. Beach-
tet man, dass eine ES-CMA die meiste Zeit damit verbringt, die Kovarianzmatrix zu adaptieren, dann sollte
aus einer &lteren Losung eine mehr oder weniger aktuelle Kovarianzmatrix als Vorinformation einfliessen. Fiir
obiges Beispiel wurde die Einheitsmatrix als Startwert fiir die Kovarianzmatrix (der Mutabilitidt der Unbekann-
ten) angenommen. Ist die Adaption dieser Parameter erst einmal weitgehend erfolgreich passiert, so kénnte
die ES mit jedem Eintreffen neuer Beobachtungsdaten (aus weiteren Satellitenmissionen oder erdgebundenen
Messkampagnen) die harmonischen Koeffizienten (und natiirlich auch alle anderen zu optimierenden Parameter)
kontinuierlich fortschreiben; ganz im Sinne eines echten Monitoring.

Unterstellt man, dass die Computer auch in Zukunft an Rechengeschwindigkeit eher zulegen werden, dann
spricht einiges dafiir, inverse Probleme direkt (durch Vorwértsrechnung ohne jegliche Matrizeninversion) anzu-
gehen (Alvers [1]), anstatt durch aufwendige Behandlung riesiger Normalgleichungssysteme im Rahmen einer
Ausgleichungsrechnung mit all’ den damit verbundenen stillschweigenden Voraussetzungen (stetige Differenzier-
barkeit usw.). Der eigentliche Programmcode zur Optimierung wiirde vergleichsweise wenige Zeilen, d.h. po-
tentielle Fehlerquellen, umfassen. Der grosste Aufwand besteht in der mehrfachen Auswertung der Zielfunktion.

Abbildung H.2: Evolution der Satellitenbahn in Abhdngigkeit vom momentanen Stand der Optimierung der Unbekannten
(harmonische Koeffizienten cnm und Spm) am Beispiel eines 3 x 3-Erdschwerefeldes. Insgesamt wurden 747 Generationen
bendtigt (erreichte Qualitit: 9.55-107"m). Hier dargestellt sind die Generationen 105 bis 330 in Grauschattierungen von
weiss (Generation 105) bis schwarz (Generation 330). Der Sollorbit (,gemessen® bzw. ,beobachtet®) ist rot/fett gedruckt.

Die Abb. H.2 zeigt am Beispiel einer 3 x 3-Erdschwerefeld-Optimierung, wie sich die verdndernden Unbekannten
auf die jeweils resultierende Satellitenbahn auswirken. Dargestellt ist die gleiche Situation aus drei verschiedenen
Blickrichtungen: schwach inklinierte Seitenansicht (links), Draufsicht von oben (Mitte), Blick senkrecht zur
Bahnebene (rechts).

H.2 Zur Spektralanalyse

Ein sehr grundlegendes Problem, iiber geodétische Anwendungen hinaus, ist die Spektralanalyse von Zeitreihen.
Klassische Verfahren wie z. B. FFT liefern nicht immer die beste Losung zu diesem Problem. Insbesondere ist
oftmals eine Uberparametrisierung festzustellen, d.h., Signale setzen sich tatsichlich oftmals aus viel weniger
Frequenzen (samt zugehoriger Amplituden und Phasen) additiv zusammen, als es die Resultate der klassischen
Verfahren suggerieren. Ursache hierfiir ist oft die realitéitsferne Annahme oder verfahrenstechnisch notwendige
Beschriinkung auf ausschliesslich ganzzahlige(r) Frequenzen.5

Diverse Alternativen zur Uberwindung dieser Einschrinkung sind entwickelt worden, z. B. durch Mautz [31]. Ist
den periodischen Anteilen des Signals zudem ein Offset und zusétzlich ein linearer Trend tiberlagert, dann ver-
sagen jedoch i.d. R. auch diese Alternativen. Das (heuristische) Verfahren von Mautz etwa kann lineare Trends

65hnliche Uberparametrisierungen geschehen z. B. auch bei der Polynomapproximation von Funktionen durch Beschrankung auf
ganzzahlige Exponenten etc.
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nicht beriicksichtigen”; ein solcher muss im Bedarfsfall zuvor gesondert eliminiert werden, siehe z. B. Mai [26].
Aus diesem Grunde sollte versucht werden, die ES zur Spektralanalyse heranzuziehen; zur gleichzeitigen Bestim-
mung® von Offset n, Trend m und Parametern periodischer Anteile (Frequenzen f;, Amplituden a;, Phasen ¢;).
Es wird also angenommen, dass eine durch Wertepaare (tx,yx) gegebene Zeitreihe modelliert werden kann als®
Imax
Y =n + miy +Z a; sin(f; tp + ;). (H.3)
i=1
Sofern keine Meta-ES eingesetzt wird, muss in der Praxis eine Annahme iiber die maximale Anzahl i, von
zu bestimmenden periodischen Anteilen getroffen werden. Das vereinfachte Modell (H.3) wird in praktischen
Anwendungen zudem von zufilligen und systematischen Fehlern (etwa Rauschen und Messfehlern) iiberlagert.
Anmerkung: Die Frequenzen f;, wie alle anderen Unbekannten auch, kénnen hier beliebige reelle Zahlenwerte
annehmen und die Stiitzstellen ¢, miissen nicht dquidistant sein.

Als Zielfunktion dieses Problems dient die iibliche Minimierung der Quadratsumme der Verbesserungen, d. h.,

Kkmax

Q= ka —  min, (H.4)

wobei 0. B. d. A. gleichgewichtige Beobachtungen angenommen wurden und die Verbesserungen v, definiert sind
als Differenz zwischen (,,gemessenen” bzw. ,beobachteten®) Sollwerten yy, ,, und berechneten Istwerten aus der
Simulation bzw. nach der obigen Modellierung yx,.,, also vk = Yre,y — Yk, -

Zunéchst wurde ein Signal mit den Parametern

n:%a m:%7 a’l:%7 f1:%7 (bl:la

a2:27 f2:%7 ¢2:4a
(H.5)

az = 3, f?):%a ¢3:5a

CL4:1, f4:35717 ¢4:3
festgelegt (d. h., imax = 4 iiberlagerte Einzelschwingungen plus linearem Trend und Offset). Nach der Wahl eines
Zeitintervalls [tq, te] := [0, 10] wurden mittels Zufallszahlengenerator kmyax = 100 Stiitzstellen in diesem Intervall

bestimmt und die t;-Werte mit 16 signifikanten Stellen angesetzt.!? Zusammen mit den nach (H.3) berechneten
zugehorigen Stiitzwerten yy ist damit die Simulation einer (Soll-)Zeitreihe abgeschlossen (Abb. H.3).

e N

Abbildung H.3: Simulierte (Beobachtungs-)Zeitreihe (tx,yr), erzeugt nach (H.8) mit den Parametern (H.5). Die spater
zur Rekonstruktion der Parameter allein zu verwendenden Wertepaare sind mittels fett geplotteter Punkte hervorgehoben.
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Die Optimierung erfolgte mit exakt dem gleichen ES-Algorithmus, wie zur Erdschwerefeldbestimmung (§ H.1);
lediglich eine andere Zielfunktion wurde aufgerufen. Zudem wurde beim Aufruf des Programms der Strategie-
parameter A (Anzahl der erzeugten Kinder pro Generation) auf 10 reduziert. Ansonsten erfolgte hier keinerlei
problemspezifische Anpassung. Die Terminierungsqualitit (Quadratsumme der Verbesserungen) ist auf 10~
festgelegt worden, da die Zeitreihenwerte ebenfalls mit dieser Préazision vorlagen.

“In Mautz [31] § 5.6 wird die Erweiterung des funktionalen Modells ganz allgemein durch Polynome beliebiger Ordnung (in-
konsequenterweise unter Beschrankung auf ganzzahlige Exponenten) zwar angesprochen aber tatséchlich nicht realisiert. Eine
Beriicksichtigung von Polynomen, allerdings immer noch basierend auf der von Mautz [31] bzw. Mautz und Petrovié¢ [32] eingefiihr-
ten Intervall-Newton-Methode, kann man bei Frank [14] finden.

8cine weitere Einschrinkung bei Mautz [31] besteht darin, dass die Frequenzen nacheinander aus den jeweils verbleibenden
Residuen des Signals gewonnen werden

9fiir die praktische Berechnung ist es letztlich unerheblich, ob der Winkel in der Form f; tj + ¢; oder 27 f; ti, + ¢; definiert wird

10 Aus ausgleichungstechnischer Sicht ist das Problem damit hinreichend iiberbestimmt (100 Beobachtungen vs. 14 Unbekannte,
wobei die Zeitreihe hier als fehlerfrei gegeben betrachtet wird - sowohl in den Stiitzstellen als auch in den Stiitzwerten; in der Praxis
sind Beobachtungen natiirlich mit Messfehlern behaftet). Diese ,Abtastrate* des Signals erfiillt fiir das gegebene Zahlenbeispiel
zudem die Forderungen hinsichtlich der Nyquist-Frequenz und sie sollte Aliasing-Effekte ausschliessen, vgl. Mai [26], Mautz [31].



H.2 Zur Spektralanalyse 163

Abb. H.4 illustriert die Zwischenergebnisse fiir die Parameter und die Qualitét als Ergebnis einer Optimierung
mittels (1, A = 10)-ES-CMA. Die (theoretisch beliebige) Wahl der Startwerte fiir die Unbekannten fiel dabei auf

nog = 07 mo = 07 Ay = ]-v fio = ]-a (bio =0 (Z = 1727374)7 (H6)

so dass als Ausgangsnaherung durch Superposition von vier Grundschwingungen eine simple Schwingung (mit
der Amplitude 4, Frequenz 1, Phasenablage 0) ohne Trend und Offset resultierte.

R
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(a) Log(Abs(Differenzen der Unbekannten zum Sollwert)) (b) Qualitdt, berechnet nach (H.4)

Abbildung H./4: Zwischenergebnisse einer (1,10)-ES-CMA zur Bestimmung von Offset, linearem Trend und Schwingungs-
parametern; aufgetragen jeweils tiber die bis dahin bendtigte Anzahl an Generationen

Die Optimierung bis zur Erfiillung der Terminierungsqualitét benotigte im gezeigten Beispiel 7945 Generationen
(und damit 79450 Funktionsauswertungen von (H.3)) bzw. etwas mehr als 4 Minuten an Rechenzeit auf einem
handelsiiblichen PC.*!

Die Abb. H.5 zeigt, wie sich die verdnderten Unbekannten auf das jeweils resultierende Signal auswirken. Etwas
ungewohnt mag die gleichzeitige Darstellung des Amplitudenspektrums und der Geradengleichung in einem
gemeinsamen Plot erscheinen. Der Wertebereich des Diagramms H.5(b) wurde fiir beide Darstellungen aus
Griinden der Ubersichtlichkeit begrenzt (es gab zwischenzeitlich sowohl Amplituden > 4 als auch negative Off-
sets). Zu einer vollstdndigen Spektraldarstellung von Zeitreihen gehort natiirlich ein Plot des Phasenspektrums,
worauf hier jedoch verzichtet wurde, da er qualitativ dem Amplitudenspektrum &hnelt.
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(a) Zeitreihe bzw. Signalplot (b) Amplitudenspektrum -+ Geradengleichung (Offset, Trend)

Abbildung H.5: Evolution des Signals in Abhdngigkeit vom momentanen Stand der Optimierung der Unbekannten (Offset,
Trend, Schwingungsparameter). Dargestellt sind jeweils die Sollsituation (rot), Startsituation (blaw) und eine Auswahl an
Zwischenschritten (Graustufen), um die Plots nicht zu tiberfrachten. Die Graustufen zwischen weiss (Anfang) und schwarz
(Ende) korrespondieren linear mit der Generationenzahl.

In Abb. H.5 tritt, selbst bei Beschrankung auf ausgewéhlte Zwischenergebnisse, deutlich die Existenz von
mehreren Nebenoptima hervor. Die Zielfunktionen vieler realer Probleme, gerade auch in der Spektralanalyse,

11 (statistische) Aussagen hierzu sind bei einem stochastischen Verfahren wie der ES aber erst sinnvoll, wenn eine ausreichend
grosse Anzahl an Experimenten durchgefithrt wurde; die obigen Zahlen sollen lediglich einen Eindruck von der Grossenordnung des
Berechnungsaufwandes vermitteln
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sind tatséchlich multimodal.'> Um auf der Suche nach dem globalen Optimum eventuell vorhandenen lokalen
Optima entkommen zu kénnen, benétigt die ES eine hinreichend weite Mutationsmoglichkeit. Unter Umstédnden
kann das ,Gebirge der Zielfunktion* derart multimodal sein, dass das starke Kausalitdtsprinzip verletzt wird und
damit die ES bei der Suche nach dem globalen Optimum versagen muss. Dies kénnte z. B. der Fall sein, wenn
sich ein periodisches Signal aus mehreren Schwingungen mit Frequenzen sehr unterschiedlicher Gréssenordnung
zusammensetzt, siehe Meiselbach und Weisbrich [33].13 Hierzu wiiren weitere ES-Untersuchungen nétig.

Als Endergebnis des obigen Beispiels erhilt man nach Erreichen einer ausreichenden Qualitit von 8.43 - 10717
folgende optimierte Werte fiir die Unbekannten

Nopt, = 0.66666666687723619, mpe = 0.33333333336748294,

ai,,, = 2.5000000006812679,  fi,, = 1.8999999998354982, ¢, = 1.0000000027772898,

as,,, = 2.0000000034682333,  fo,, = 2.1428571426125096, oo, , = 4.0000000018840954, (H.7)
as,,, = 2.9999999989811399,  fs.. = 1.3333333331555282, ¢, = 5.0000000011299169,
as,,, = 0.9999999998978919,  f, . = 3.4444444446683979, ¢y, = 2.9999999986259762.

Die (bekannten, da simulierten) Sollwerte (H.5) kénnen bei dem oben gewéhlten Abbruchkriterium demnach
mit etwa 10 signifikanten Stellen (entspricht hier einer Genauigkeit von 1071%) rekonstruiert werden. Fiir dieses
vereinfachte Modell (kein Rauschen und Unbekannte von nahezu gleicher Grossenordnung) liefert das gewéhlte
ES-Verfahren brauchbare Ergebnisse. Weitere eigene Untersuchungen zu allgemeineren Féllen sind bisher nicht
unternommen worden.

H.3 Zur Bestimmung von Satellitenbahnen

Das Ziel in diesem dritten Beispiel zur ES-Anwendung im Rahmen der Himmelsmechanik bzw. Satellitengeodésie
ist die Bestimmung von Satellitenbahnen. Aus der Vielzahl méglicher Aufgabenstellungen wird hier die Losung
eines einfachen Randwertproblems betrachtet.'* Gegeben seien fiir einen Satelliten zu zwei bekannten Epochen
ta und tp dessen Positionsvektoren ry und rp, etwa aus Richtungsmessungen (Rektaszension/Deklination
bzw. Azimut/Elevation) durch (dann mindestens) drei bzw. vier Bodenstationen, vgl. Abb H.6.1°

X y

Abbildung H.6: Randwertproblem: gegeben sind ta, ra, tg, rg und ein konkretes Kraftmodell; gesucht ist z. B. va

12das zeitweise Verharren in der Umgebung von Nebenoptima #ussert sich schon in den Plots von Abb. H.4, wenn nimlich die
Verbesserung der Unbekannten und folglich der Qualitétsfortschritt zu stagnieren scheint, so dass eine mehr oder weniger lang
andauernde Phase der (Kovarianzmatrix-) Adaption resultiert (Seitwartsbewegung in den jeweiligen Plots)

13in einigen Fillen kénnte auch eine zu geringe Stellenanzahl in der praktischen Umsetzung fiir ein Festfahren auf Nebenoptima
verantwortlich sein (eine voriibergehend sehr klein gewordene Mutationsschrittweite hétte keine Chance mehr, wieder anzuwachsen)

Mam Ende dieses Abschnittes folgen einige Anmerkungen zur Un-/Moglichkeit der Ersetzung klassischer Integrationsverfahren
(numerisch/analytisch bzw. deterministisch) durch ES-Anwendung (stochastisch)

15ist die Zeit keine fehlerbehaftete Grosse bzw. sind Uhrenfehler keine Unbekannte, so geniigen prinzipiell drei Bodenstationen
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Ziel ist die Uberfithrung des Randwertproblems in ein Anfangswertproblem, d. h., gesucht ist z. B. der zugehorige
Geschwindigkeitsvektor v4 (die Epoche A diene als Startepoche mit t4 < tg). Aus dem Startzustandsvektor
z4 = 2(ta) = (r(ta),v(ta))? =: (ra,va)T und der gegebenen Bahnbogenlinge bzw. -dauer ¢z — t4 kann die
Satellitenbahn zwischen A und B mit herkémmlichen Verfahren bestimmt werden.!® Hier wird, wie im § H.1,
eine gewohnliche numerische Integration mittels UTOPIA eingesetzt. Das Kraftmodell sei beschrinkt auf die
Masseninhomogenitét der Erde, dargestellt durch ein 8 x 8-Erdschwerefeld nach JGM-3.

Die ES hat in diesem Beispiel lediglich drei Unbekannte (Komponenten des Startgeschwindigkeitsvektors) zu
bestimmen. Ausser der Bewegungsgleichung des gestorten Zweikorperproblems, die zur Auswertung der Ziel-
funktion einer numerischen Integration unterzogen wird, braucht kein weiteres Vorwissen (himmelsmechanisch
und/oder satellitengeodétisch, wie etwa um die Existenz eines Bewegungsintegrals) beriicksichtigt zu werden.
Wir kommen am Ende dieses Abschnittes darauf zuriick.

Mit den jeweils aktuellen Werten fiir die Unbekannten wird das Startwertproblem gelést und das Ergebnis in
Form der Endposition r 3T (r 4, vES; At) dem gegebenen Randwert rp gegeniibergestellt, so dass die Zielfunktion

Q= |ATB| = |r[]§T —rB| —  min (H.8)

lautet.

Fiir ein Zahlenbeispiel werden zunéchst folgende Randwerte vorgegeben:

2301.718 292292185 km —984.488266 610 331 km
ta=0s ryg=|—-2255.051484571533 km |, tp =5400 s rp = | —2371.119117315444 km |. (H.9)
—6195.703 033 567 912 km —6520.625 324 462 045 km

Anmerkung: Die nominalen Werte (H.9) entsprangen der numerischen Integration eines At =t —t4 = 90 min-
Bahnbogens mit den (Kepler-)Startwerten (H.2). Umrechnen dieser Angaben in kartesische Koordinaten liefert

7.124 581 369 839 439 km /s
vill = 1 0.868 731490519 958 km/s | . (H.10)
2.386 820 153 772 743 km /s

Es stellt sich heraus, dass die ES obige (Soll-)Werte mit hoher Prézision bei akzeptablem Zeitaufwand repro-
duzieren kann.!” Hierzu wurde wiederum eine (1, = 40)-ES-CMA eingesetzt. Als Abbruchkriterium bzw.
Terminierungsqualitit diente mit Q* = 1-10716 km = 1- 1071 mm ein besonders strenger Wert, der etwaige
praktische Anforderungen (maximal im mm-Bereich) um etliche Grossenordnungen {ibererfiillt. Nach 145 Gene-
rationen bzw. 5800 Auswertungen der Zielfunktion und benétigten ca. 21 Minuten war Q* erreicht (Abb. H.7).

1000
0.1
0. 00001
1. x10°°
1. x10°13
20 40 60 80 100 120 14 20 40 60 80 100 120 140
(a) Log(Abs(Differenzen der Unbekannten zum Sollwert)) (b) Qualitét in km, berechnet nach (H.8)

Abbildung H.7: Zwischenergebnisse einer (1,40)-ES-CMA zur v s-Bestimmung vs. benotigte Anzahl an Generationen

16Wie bei anderen Randwertaufgaben auch, man denke an die artverwandte Zweite Geodétische Hauptaufgabe, kann die Lésung
mehrdeutig sein. Die eigentliche Lésung wird dann durch Ausschluss physikalisch unsinniger Teilldsungen identifiziert. In unserem
Beispiel muss etwa der radiale Abstand r = |r| fiir jeden Bahnpunkt grosser als der Erdradius sein. Die Eindeutigkeit der Losung
wird sichergestellt, wenn man weitere Randwerte, hier also mindestens einen dritten Positionsvektor, vorgibt. Aus dem ungestorten
Zweikorperproblem ist ersichtlich, dass eine Ellipse (oder ein Kreis) durch drei Punkte eindeutig festgelegt wird. Bei lediglich zwei
Punkten ist eine ganze Schar von verbindenden Ellipsen unterschiedlicher Grofe und Form méglich.

17ym eine hohe Genauigkeit in den numerischen Ergebnissen sicherzustellen, wurde intern mit mehr als den aus Platzgriinden
nur 16 dokumentierten Stellen gerechnet
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Die Abb. H.8 zeigt fiir das obige Beispiel, wie sich die verdndernden Unbekannten auf die jeweils resultierende
Satellitenbahn bzw. Endposition r3T auswirken. Dargestellt ist die gleiche Situation aus drei verschiedenen
Blickrichtungen: inklinierte Sicht von unten (links), Draufsicht von oben (Mitte), Blick senkrecht zur Bahnebene
(rechts). Als Ausgangsniiherung wurde v = (5km/s,5km/s,5km/s)T gewiihlt. Im Prinzip ist die Wahl der
Ausgangsnéherung, wie in den vorangegangenen Beispielen, beliebig. Ausgeschlossen ist lediglich die bequemste
Wahl V% = (0,0,0)T, falls das Programm zur numerischen Integration zuniichst Keplervariablen einliest, da
bei einer solchen Kombination von r4 und v4 nur ein stationirer Punkt resultiert und keine Keplerellipse (es
treten Singularitdten auf). Ansonsten sind keinerlei Voriiberlegungen zu geeigneten Ausgangsniherungen notig
(ganz im Gegensatz zur klassischen Ausgleichungsrechnung fiir nichtlineare Problemstellungen wie dieser).
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Abbildung H.8: Evolution der Satellitenbahn abhingig vom momentanen Stand der Optimierung der Unbekannten (Vek-
torkomponenten va,, va, und va, ). Insgesamt wurden 145 Generationen bendtigt (erreichte Qualitdt: 9.00 - 10~ 7km).
Hier dargestellt sind die Generationen 1 bis 30 in Grauschattierungen von hellgrau (Generation 1) bis schwarz (Genera-
tion 30). Vorgegebene Randwerte und Sollorbit sind rot/fett gedruckt, die Ausgangsniherung (Generation 0) in blau.

Weitere ES-Anwendungen in der Satellitenbahnbestimmung sind ebenfalls denkbar; einigen davon stehen jedoch
noch numerische und/oder analytische Schwierigkeiten entgegen.

Als Beispiel sei die Losung der Anfangswertproblems, diesmal ohne Riickgriff auf herkdmmliche numerische oder
analytische Integrationsmethoden, genannt. Das Ziel in diesem Falle wire die Bestimmung der Satellitenposition
und -geschwindigkeit, also des Zustandsvektors z(t.) = (r(t.), v(t.)), zu einem gewihlten (End-)Zeitpunkt t..
Vorgegeben sind die Bewegungsgleichung (bzw. ein konkretes Kraftmodell) sowie Startwerte (Startzustandsvek-
tor des Satelliten z(tg) = (r(to), v(to))?).

Die Angabe des Geschwindigkeitsvektors wird zunéchst als nachrangig betrachtet; Prioritdt habe die Positi-
onsbestimmung. Tatséchlich miissen zur Losung der gestellten Aufgabe zusétzlich Positionen in unmittelbarer
Nachbarschaft zu t. bestimmt werden. Der Geschwindigkeitsvektor v(¢.) folgt dann aus r(¢.) und den benach-
barten Positionen durch numerische Differentiation.'® Die Anzahl der Unbekannten ist demnach vorerst u = 3p,
wobei p die Anzahl der zur Losung bendtigten Positionsvektoren ist.!®

Aus p Positionsvektoren lassen sich, je nach numerischem Differentiationsverfahren, héchstens p — 1 linear
unabhéingige Geschwindigkeitsvektoren ableiten; und aus diesen, durch eine weitere numerische Differentiation,
wiederum hochstens p — 2 linear unabhangige Beschleunigungsvektoren.

Beschleunigungsvektoren werden benétigt, da die problemspezifische Bewegungsgleichung (vgl. (E.1) bzw. (B.2))

" dt = 3

T
dr dv e _{8R} (H.11)

B ar

mit dem Storpotential R(r,t) im Rahmen einer Zielfunktion fiir die ES-CMA ausgewertet wird. Die erste
Gleichung in (H.11), die auch als kinematische Beziehungen fiir kartesische Koordinaten aufgefasst werden
koénnen, liefert im hier gewéhlten Losungsansatz keine zusétzlich verwertbare Information. Es verbleibt somit
nur die zweite Gleichung in (H.11), die bei p angenommenen Positionen also p —2 mal linear unabhéngig zwecks

18vgl. dazu Mai [26] § 3.1 mit Details zur Verdffentlichung von GPS-Bahndaten im SP3-Format vs. SP1-Format
jeder dieser Positionsvektoren bedeutet 3 unbekannte Grossen (Vektorkomponenten)
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Informationsgewinns ausgewertet werden kann. Die Anzahl der wegen Beriicksichtigung der Bewegungsgleichung
zur Verfiigung stehenden (,Beobachtungs“-)Gleichungen betriigt also ngon = 3(p — 2).2°

Im Sprachgebrauch der Ausgleichsrechnung hétte man bisher eine Redundanz r von
reom = ngom — u = 3(p — 2) — 3p = —6, (H.12)

d. h., das Problem ist noch stark unterbestimmt.

Da rgom unabhéngig von p ist, muss neben der Bewegungsgleichung zusétzliche Information einfliessen, um die
Unterbestimmung (r < 0) reduzieren oder gar aufheben zu kénnen. Die ES ist prinzipiell auch auf unterbestimm-
te Probleme anwendbar; das Auffinden einer Losung wird dadurch allerdings im besten Falle erschwert. Hier soll
zumindest die Eindeutigkeit in der Problemformulierung (r = 0) eingehalten werden. Eine Uberbestimmung
(r > 0) ist unnotig, wenn keine Fehlerrechnung fiir die Unbekannten angestrebt wird. Statistische Aussagen iiber
Endresultate sind bei stochastischen Verfahren wie der ES (im Unterschied zu den in der klassischen Ausgleichs-
rechnung verwendeten deterministischen bzw. Gradientenverfahren) nur durch eine hinreichend hohe Anzahl von
Berechnungswiederholungen zu erreichen. Da hier nur die prinzipielle Anwendbarkeit /Nicht-Anwendbarkeit der
ES demonstriert werden sollte, wurde auf den fiir Statistiken verbundenen héheren Rechenaufwand verzichtet.

Die geforderte ,zusétzliche Information ist indirekt in den Startwerten enthalten. Der Wert rgon = —6 spiegelt
letztlich nur die Tatsache wider, dass fiir eine vektorielle Differentialgleichung zweiter Ordnung genau 6 linear
unabhéngige Integrationskonstanten vorzugeben sind, um die ansonsten unendliche allgemeine Lésungsmenge
auf eine partikulire Losung einzuschréinken.

Es wird ausgenutzt, dass zu diversen Bewegungsgleichungen oder Kraftmodellen spezielle Bewegungsintegrale
existieren (siche z.B. Mai [26] § 3.2.3 oder Schneider und Cui [45]). Beispielsweise konnte konkret ein 4 x 4-
Erdschwerefeldmodell (speziell mit Werten aus dem JGM-8) vorliegen; gewissermassen als inverses Problem zur
ES-Anwendung im § H.1. In diesem Falle wére dem Autor lediglich das sogenannte Jacobi-Integral (Bond und
Allman [5], Mai [26] § 3.2.3) als praktikables Bewegungsintegral bekannt (siehe § 2.2.3.4 und Anhang G). Es
ist nicht auszuschliessen, dass weitere Bewegungsintegrale existieren.

Das Jacobi-Integral®!
Ek — V(r,t) —wg- h(t) = const (H.13)

liefert eine skalare Konstante, nachfolgend JLC' genannt. Bei Verwendung raumfester Werte rgci, vecr (Earth
Centered Inertial, ECI) ist JLC mit Beriicksichtigung tesseraler Terme in der Potentialfunktion V(r,t) zwar
explizit zeitabhéingig und trotzdem wertméssig invariant, d.h., JLC(rg,vo;to) = JLC(re, ve;te) = - = JLC.
Mit erdfesten Werten rgcer, vecer (Earth Centered Earth Fixed, ECEF) taucht ¢ nicht explizit in JLC auf,
weil V eine rein ortsabhéingige Funktion wird (gleichméssig rotierende starre Modellerde vorausgesetzt). Es gilt

2

w
- V(I'ECEF) - 7@ (zIZECEF + y%cEF) = const =: JLCgcrp. (H14)

2
VECEFR
2

Alternative Formulierungen fiir JLC in Abhéngigkeit von H oder C (rgcr, vicr) findet man in Mai [26] § 3.2.3.

Da JLC aus Startwerten und -epoche berechnet werden kann (somit bekannt ist) fiir alle weiteren Epochen
aber von Unbekannten (Positions- und Geschwindigkeitsvektoren) abhéngig ist, kann die Beziehung (H.14)
fiir diese weiteren Epochen als zusétzliche (,,Beobachtungs*-)Gleichungen verwendet werden. In (H.14) ist die
Geschwindigkeit enthalten, so dass fiir p Epochen tatsdchlich nur nyrc = p — 1 (,Beobachtungs-)Gleichungen
resultieren. Fiir die Gesamtredundanz folgt

r=n—u=ngomMm+njLc —u=3p—-2)+@p—-1)—-3p=p—T. (H.15)

Offensichtlich kann man mit einer relativ moderaten Anzahl von Unbekannten (hier p = 7 Positionsvektoren
bzw. 3p = 3 - 7 = 21 Vektorkomponenten) eine Redundanz r = 0 erreichen.??

20wiederum unter Beachtung von je 3 Vektorkomponenten

2les bedeuten £k die Energie im Keplerproblem (siehe § E.1), V(r,t) die Potentialfunktion (siehe § 2.1.4, § C), wg den Erdro-
tationsvektor und h den Bahndrehimpulsvektor (zu beiden siehe § 2.2.4.3)

22 Anmerkung: Nur ,zufillig ist die Anzahl der Unbekannten aus den zueinander inversen Beispielen § H.1 und § H.3 gleich.
In der Koeffizientenbestimmung ist die Anzahl der Unbekannten direkt abhingig vom gewiinschten Grad der Auflésung nmax
des Erdschwerefeldes. Fiir die Positionsbestimmung verbleibt die Anzahl (unabhéngig vom Auflosungsgrad) bei v = 21. Es sei
denn, das Kraftmodell wird vereinfacht; dann kommen andere Bewegungsintegrale hinzu und die bené6tigte Anzahl von Positionen
bzw. Epochen reduziert sich und damit die Anzahl der zu optimierenden (Hilfs-)Unbekannten. Das gleiche gilt natiirlich fiir den Fall,
dass auch fiir das obige Kraftmodell (mit tesseralen Termen) noch weitere Bewegungsintegrale entdeckt werden. Folgt man der Idee
des Laplace’schen Ddmons, dann sollten bei Vorgabe von Bewegungsgesetz(en) und Startwerten alle Zustdnde determiniert sein (es
sei denn, die Bewegung wire chaotisch). Die eigentliche Anzahl der Unbekannten wire dann in jedem Falle, wie 1t. Problemstellung
gefordert, u = 3 (Vektorkomponenten von r(t.) bzw. u = 6, falls auch explizit die Vektorkomponenten von v(te) zu bestimmen
sind). Streng genommen brauchte man nicht mehr von ,Unbekannten* zu reden. Bewegungsprobleme liessen sich eindeutig und in
geschlossener Form (wie das Keplerproblem) nach gesuchten Positionen/Geschwindigkeiten auflésen (abgesehen von der Tatsache,
dass transzendente Gleichungen wie die Keplergleichung auch weiterhin numerisch bzw. approximativ behandelt werden miissen).
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Achtung: die Redundanz ist lediglich kiinstlich auf Null gebracht worden. Dadurch ist nur sichergestellt, dass
die zu allen verwendeten Epochen gehdrenden Positionen die bisher bekannten Bedingungsgleichungen (EOM,
JLC) gleichermassen erfiillen. Ob alle Positionen auch physikalisch zum gleichen Orbit durch den Startpunkt
gehoren, ist damit nicht entschieden; die eigentliche Redundanz betragt, da JLC ein skalares Integral darstellt,
nun 7 = —5. Die Losungsmenge wurde zwar eingeschriinkt, bleibt vorerst aber immer noch unendlich.??

Diese Uneindeutigkeit ist im vorliegenden Problemfall nur auf zweierlei Art zu iiberwinden: entweder gelingt
es, weitere Bewegungsintegrale zu finden (was den Rahmen dieser Arbeit natiirlich bei weitem tibersteigt und
zudem die ES komplett unnétig zur Problemlésung machen wiirde), oder aber man stellt eine Verbindung zu den
Integrationskonstanten, d.h. Startwerten ro und vy her, indem man wie bei der numerischen Integration eine
hohe Anzahl hinreichend eng benachbarter Epochen zwischen ¢y und ¢, einfiigt. Die zu optimierenden Positionen
wiirden einer (zweifachen) numerischen Differentiation unterzogen, um die Bewegungsgleichung auswerten zu
konnen. Auf abgeleitete Bewegungsintegrale wie JLC kann dann génzlich verzichtet werden. Die letztgenannte
Alternative ist zwar moglich, aber im Vergleich zur numerischen Integration nicht praktikabel, da viel rechen-
und folglich zeitaufwendiger.

Ohne beide Massnahmen ist das oben skizzierte Vorgehen aber immerhin noch geeignet, Ndherungslésungen zu
erzeugen. Dies ist tatséchlich moglich, da die potentiell unendliche Losungsmenge durch (satellitengeodétisches)
Vorwissen hinreichend eingegrenzt werden kann.?*

Fiir die numerische Differentiation bleibt zu wéhlen, wie die eigentlich nicht nachgefragten aber benétigten Po-
sitionen um die eigentliche Position bzw. Epoche t. herum verteilt werden sollten. Da der Approximationsfehler
einer abgebrochenen Taylorreihenentwicklung (die ja der hier zu verwendenden numerischen Differentiation zu-
grunde liegt) mit zunehmendem Abstand von der Entwicklungsstelle (¢, bzw. r.) grosser wird, ist es sinnvoll,
jeweils drei der sechs Hilfsepochen bzw. -positionen vor und hinter die Entwicklungsstelle zu legen (Abb. H.9).

te+2

te+1

te

Abbildung H.9: Aquidistante Stiitzstellen fir die numerische Differentiation; es werden hier 7 Positionsvektoren benétigt.

Das in Mai [25], [26] vorgestellte Differentiationsverfahren kann hier direkt iibernommen werden. Entscheidend
sind die Formeln fiir den einfachen zentralen (bzw. zweiseitigen) Differenzenquotienten A7, zur Anwendung auf
die Epoche t., sowie den jeweils einfachen einseitigen Differenzenquotienten AX7 zur Anwendung auf die vor-
bzw. nachgelagerten Hilfsepochen te_3, te—2, te—1 bzaw. tey1, tet2, ters. Sie sind prinzipiell sowohl fiir die ersten
als auch zweiten Ableitungen anwendbar; zur Unterscheidung wurde deshalb ein Subskript a € (¥, ) beigefiigt.

Anm.: Als einfacher Abstand vom Entwicklungspunkt (in der zugrundeliegenden Taylorreihenentwicklung) kann
At = 1 sec angesetzt werden. Die Endformeln zur praktischen Anwendung lauten mit j = 1,2,3 und n =1,2,3

~ tJ Te—n+tj —Te-n J Tetj —Ye—j ~ —J Tetn —Yetn—j
A7 Tt ZTeon AJ = Tets “Tesy A . Tetn —Tern—j
jar r. At Fein At
. : . . , , (H.16)
A7 = Leonti “Teon i ._ Tetj —Tery R . Fern —TFesny
e jat U 9iAt fetn * jAt

23wenngleich von geringerer Machtigkeit

24Beispielsweise durch den Vergleich mit vereinfachten aber hoch genau bekannten Losungen (z. B. StumpfF’sche Ephemeriden-
rechnung fiir das Keplerproblem oder Liereihen-Ansatz fiir das klassischen Hauptproblem). Zudem konnen Ergebnisse etablierter
Storungsrechnung (z. B. nach Kaula [22]) hinzugezogen werden, wie die sédkulare Drift von Knoten und Perigdum aufgrund cag.
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und damit
o =384 —38;° +A;7 . b= L(15AL-6A2+A3),  Ee, =38, 3. +A;
B, =384 —38;7 48p . Fo=5(15AL-6A24 AL, Fo, =3B, —38; 0 +8; .
(H.17)

In den Formeln (H.17) werden jeweils 7 Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektoren aus 7 Positionsvektoren
abgeleitet. Nach dem oben Gesagten bestehen demnach lineare Abhéingigkeiten zwischen den Vektoren bzw. zu-
grundeliegenden Differenzenquotienten. Diese Abhéngigkeiten konnen fiir eine effiziente praktische Berechnung
ausgenutzt werden. Beispielsweise gelten folgende Beziehungen

-1 41

) 1 . A, +A
Al == |(G-1AL 1y % ... Rekursionsformel mit AY :=0,
e j e e
N’—ljz’l A lizite Formeln (Version 1
T Z ( N fk") ... explizite Formeln (Version 1),
n=1
J +J
» + A,
A = Tets 5 Tes explizite Formeln (Version 2) ,
— -2 — 42
A}'e = Arp+1 = Fe_1
(H.18)
2A36 = Al‘e+2 + Al‘e 2
explizite Formeln (Version 3),
SAEE_ Arl'E = Ar et+3 + Al‘e 3
%A%E'i_ %AL = Ar er1 T A
— -2 — +2
Fey1 re_1
A ‘i - A +f . direkte Identitéiten .
—-3 — +3
Ai‘e+2 = Ai‘e—l

Fiir die eigentliche Zielfunktion der ES sollten die zweite Gleichung von (H.11) sowie (H.14) ausgewertet werden.
Die Startwerte liegen i.d.R. als raumfeste Vektoren rgci,, veci, vor; die gesuchte(n) Satellitenposition(en)
sind dann ebenfalls beziiglich der raumfesten Basis zu berechnen. Fiir die Verwendung von (H.14) muss die
Transformation ECI < ECEF beriicksichtigt werden. Dort geht auch die vorgegebene Epoche t. explizit ein.

Mit der Transformationsmatrix TESEF von raumfesten in erdfeste kartesische Koordinaten gilt (Mai [26])

_ ECEF
recer = Iggp TECH
dTECEF (H.19)
_ mECEF ECI
VECEF = TR¢r VECI + T

mit
cos® sin® 0
TESEF = | —sin® cos©® 0 |. (H.20)
0 0 1

Anmerkung: Prézession, Nutation, Polbewegung, Erdrotationsschwankung etc. wurden im vereinfachten Kraft-
modell nicht berticksichtigt. Die Sternzeit von Greenwich (GST) bzw. O, wie zuvor im § 2.1.4 eingefiihrt, ist

O = wg(t —to) + Op =: wyt, (H.21)
wobei 0. B.d. A. nachfolgend O(t = ty) = ©¢ = 0 gesetzt wird, d. h., zur Startepoche enthélt die Meridianebene

von Greenwich die Richtung zum Friihlingspunkt.2® Zu diesem Zeitpunkt fallen also die Achsrichtungen beider
Koordinatensysteme (ECEF, ECI) zusammen.

25in dieser Arbeit wird stets wg = 0.0000729211585530 %g verwendet (JGM-3-Wert, vgl. Mai [26])
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Man erhélt
coswgt sinwgt 0 BCER —wg sinwgt wg coswgt 0 0 wg O
dT,
TEEgIEF —sinwgt coswgt 0 |, Ed(tn = | —wgcoswglt —wgsinwgt 0| =|-wg 0 O ngIEF.
0 0 1 0 0 0 0 0 0
(H.22)

Da die Zeit t (welche in Form der nachgefragten Epoche vorzugeben ist) nicht separat, sondern stets im Argument
trigonometrischer Funktionen (27-periodisch) auftritt, sollte eine Positionsbestimmung nur bis

21
tmax = — ~ 86164 sec (H.23)
Wo
(Dauer eines Sterntages) erfolgen (bzw. weil das Wertepaar (sinwgt, coswgt) im Intervall [0, 27] eindeutig ist).
Erstreckt sich der Bahnbogen tiber einen grosseren Zeitraum (t > tmax), S0 muss dieser wie bei gewthnlichen
numerischen Bahnintegrationen in Intervalle (maximale ,Schrittweite* gleich At = #,,,,) unterteilt werden.?%

Schliesslich wird noch die Darstellung des Potentials sowie der ersten Ableitung des (Stor-)Potentials in kartesi-
schen Koordinaten benétigt. Formeln fiir V' in Abhéngigkeit diverser Variablensétze sind in § 2.1.4 bzw. im An-
hang C enthalten. Fiir die Verwendung kartesischer Koordinaten soll hier nicht auf die Formel von MacCullagh
(2.28) zuriickgegriffen werden, sondern auf eine Herleitung von Cunningham [11], welche die Beriicksichtigung
der traditionellen Erdschwerefeldparameter c,,,, und s,,, ermoglicht.

Ausgangspunkt dieser Herleitung ist die Darstellung in gewohnlichen Kugelkoordinaten, siehe Formel (2.29).
Man ersetzt die Klammer (cnm COS M + Sy SID m)\) durch den neuen Ausdruck (mit der imagindren Einheit 7)

(cnm —1 snm) (cos mA + i sin m)\) = (cnm CoS M + Sy SIN m)\) + i(cnm sin mA — Sy, COS m)\) (H.24)

Um Aquivalenz zur urspriinglichen Potentialdarstellung herzustellen, darf man nur den Realteil betrachten, also

V@ (T7 67 )‘) =

763 Z Z (a@) Py (cos ) (cnm anm) (cosm/\ + zsmm)\) (H.25)

Fiir die weiteren Schritte ist es sinnvoll, die Doppelsumme zunéchst wieder allgemeiner bei n = 0 beginnen zu
lassen und eine Abkiirzung V,,,,(r, 8, \) einzufiihren, die von keinerlei Schwerefeldparametern abhingt bzw. rein
ortsabhéngig ist und nachfolgend einer Koordinatentransformation (r,6, A) — (z,y, z) unterzogen werden kann:

1

Vnm(r,e, )\) = m

P (cos0)( cosmA + isinm)). (H.26)

Nach den Euler’schen Formeln bzw. voriibergehender Schreibweise mittels der e-Funktion gilt
cosm\ + isinm\ = e! ™ = (ei)‘)m = (cos A+ isin )\)m. (H.27)

Desweiteren gilt analog (2.143)

T 7sin 6 cos A
y| = | rsinfsin — cos/\:_L, sin/\:.i, (H.28)
rsin 6 rsin 6
z rcosf
so dass m m
.. T .y T+ 1y
A A= = H.2
cosmA T isinm <rsin9+z7“sin9> <rsin9) (H.29)
und folglich
1 z+iy\" 1 (z+iy)™
Viem = ) P (cos ) (rsin@) = mTl P, (cos ) eyt (H.30)

Fiir eine alleinige Darstellung mittels (x,y, z) muss noch 6 in (H.30) ersetzt werden. Hierzu fiihrt Cunning-
ham [11] eine Hilfsfunktion Z,,, ein (die u.a. alle #-abhiéingigen Terme aufnimmt) iiber?”

1 1 (z + iy)™
g Pam(cosO) sy = Vam =

T = Zm.- (H.31)

26je nach Bahnhohe des Satelliten, etwa LEO (z. B. CHAMP) mit ca. 16 Erdumliufen pro Tag oder HEO mit ca. 1 (geostationire/
-synchrone TV- oder Kommunikationssatelliten z. B. ASTRA) bis 2 (z. B. GPS) Erdumldufen pro Tag, bedeutet dies aber immer
noch eine vergleichsweise riesige Schrittweite

27tats#chlich benutzt Cunningham [11] stets die Breite ¢ statt der Co-Breite 0
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Es verbleibt also, Z,,,,, umzuformen. Aus (C.17) und (H.28) bzw. cosf = z/r erhilt man

k
1 RS (2n — 2k)! .
Po(cos)—— = — —1)* jn—m—2kg
(cos )sinm9 2n ;( ) El'(n — k) (n —m — 2k)! o8
k_ (H.32)
1 max( 1% (2n — 2k)! Znm=2k
- 2n P kEl'(n— k) (n —m — 2k)! pr—m—2k
und fir Z,,,
k
1 fmex (27’L _ Qk)' Zn—m—2k
Znm = — —1)* H.33
2n 1;)( ) El(n — k) (n—m—2k)! r—2k ( )
bzw. analog zur Formulierung bei Cunningham [11]
_ o n (2”’ — 2k)' n—m—2k, 2k
L = Z”n' ( )nm2k)!z Tt (H.34)

—0

Schliesslich lautet die Potentialfunktion in Abhéngigkeit von (korperfesten) kartesischen Koordinaten (ECEF)

Z Z L (Crnm — 1 Snm) Vam (2, Y, z)] =: HT@ + Z Z R, (x,y,z)  (H.35)

n=2 m= n=2 m=0

V@(x,y,z) =

mit den Erdstérpotential-Anteilen Rg . und ausfiihrlich

Vo (x,y,2) = == + Re i zn:u ag,(com —is )Mlﬁf(_l)k n\ _@n =200 ok ok
e =2 m=0 %o tnm " gn | p2nt1 p k) (n—m —2k)!
(H.36)
mit

r=/12+y%+ 22 und kmax = Int {n _2 m} ) (H.37)

Fiir das klassische Hauptproblem (nur cgg bzw. Rg,,) folgt unter Beachtung von s,o = 0 mit

p 1 Zl 2\ (4 — 2k)!
® —2K)
Vow(@:9:2) i= 52 + Rau (04,2) = r”@“@C?Oﬁk_o(_l)k(k)(z_%)!ZQ S

=Vao(,y,2)
= u@a@6208—(12z — 4r?)

2
_Fe L@(L@) 32 1
r + r r €20 <2r2 2

unmittelbar eine Bestéitigung der Formel (2.48) aus § 2.1.4.

(H.38)

In gleicher Weise lassen sich Endformeln aller benotigten Anteile des Stérpotentials aufstellen; Cunningham [11]
gibt sie bis Grad und Ordnung 6 explizit an; vgl. Tab. H.3 im Falle eines 4 x 4-Erdschwerefeldes.

Tabelle H.3: Bendtigte Funktionen Vom (z,y, 2) fir ein 4 x 4-Erdschwerefeld (Quelle: Cunningham [11])

A\ 0 L 1 L 2 L 3 L 4

2 222 —z2—y? 3z(z+1y) 3(z+iy)> _ _
2r5 rs s

3 2 (222322 3y?) 3(422—2?—y?) (a-+iy) 152(z+iy)> 15(x+iy)>
277 2r7 r7 r7

2
3(:c2+y2) —24 (x2+y2)zz+8z4 5z (4z2—3x2—3y2)(x+iy) 15 (622—x2—y2)(x+iy)2 105z(z+iy)3 | 105(z+iy)?
8r9 279 279 r9 r9

Insbesondere bei hoher aufgelosten Schwerefeldern ist es sinnvoll, statt der expliziten Formeln Rekursionsfor-
meln, die man ebenfalls bei Cunningham [11] findet, anzuwenden. Man benétigt dafiir explizit lediglich einen
Startwert Voo = 1/r = 1/y/22 + y? + 22, der dem Punktmassenterm entspricht.
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Zuerst werden alle sektoriellen Terme (m = n) rekursiv berechnet. Aus Tab. H.3 kann das Bildungsgesetz auch

direkt abgelesen werden (allgemein giiltig fiir n = 1,2,3, ..., max):
z+iy (@ +ip)" (2n)!
(H.39)

Fasst man die sektoriellen Terme als Hauptdiagonalelemente einer unteren Dreiecksmatrix auf (vgl. Tab. H.3),
dann werden von dieser Hauptdiagonalen ausgehend sukzessive alle unteren Nebendiagonalelemente berechnet.
Die erste Nebendiagonale (Sonderfall m = n —1) hingt nur von der Hauptdiagonalen ab, alle weiteren benutzen
jeweils die beiden tiber ihr liegenden Diagonalen (Abb. H.10).

(a) ein mogliches Rekursionsschema ausgehend von Voo = 1/r (b) Berechnungsreihenfolge und Abhéngigkeiten

Reihenfolge der Berechnung
der Diagonalen untereinander

Abbildung H.10: Effizientere rekursive Berechnung der Vom(x,y, 2), angedeutet fir ein 4 X 4-(Erd-)Schwerefeld. Die hier
tatsdchlich neben Vo o bendtigten Terme (aufgrund vereinfachender Annahmen) sind in der rechten Skizze grau hinterlegt.
Anmerkung: Alternativ kénnten die Vipm spaltenweise (statt diagonalweise) berechnet werden; jedoch ist der Spezialfall
m = n—1 dann mehrmals (und nicht nur einmal innerhalb einer einzigen Schleife fiir die erste Nebendiagonale) zu beriick-
sichtigen. Diese Alternative (wie von Cunningham [11] in seiner Zusammenfassung der Rekursionsformeln beschrieben)
wiirde somit geringfiigig mehr Rechenzeit fir die Fallunterscheidungen erfordern.

Das in Abb. H.10 angedeutete Schema erfiillt man zusétzlich zu (H.39) mit der Berechnung der Nebendiagonalen:
2p—1
M Vo—1p—1 falls n = 1 (erste Nebendiagon., m =n — 1),
Vpp—n = ' (H.40)
2p—1)z 2p—n—1

" Vo—1.p—n — Vp—2,p—n falls n > 1 (sonstige Nebendiag., m < n — 1),

nr2
wobei

n=1,2,...,nmax (dussere Schleife, nte Nebendiagonale), p=mn,n+1,...,nmax (innere Schleife). (H.41)

Die Rekursionsformeln konnen im Bedarfsfall kombiniert und umgestellt werden. Setzt man z. B. (H.39) in den
Sonderfall m = n — 1 aus (H.40) ein, dann erhilt man (mit Ersetzung von p durch n in der Endformel)

z(z + 1y)
7“4

z(x +iy)" L
W (Tl: 1,2,)

(H.42)
Eine weitere niitzliche Formel fiir die restlichen Nebendiagonalen (m < n — 1) erhélt man ebenfalls aus (H.40),

wiederum durch Indexumnumerierung bzw. -verschiebung:

Vin—1 = (4n®—8n+3) Vicon—o n=23,...) — Vp,_1=(2n-1)!l

(2n—1)z n+m—1
nm — 7 N o9 VYn—1m — 7\ 5 Yn—2m :2, P H.4
v (n—m)r? L (n —m)r? Va2, (n 3.-) (H.43)
bzw. ) .
Viprp = 20Dz o mEm e =12, (H.44)

m—m+1r2 " (n—m+1)r2

Neben den Funktionswerten V,,,,(z,y, z) werden fiir die Auswertung der Bewegungsgleichung (H.11) auch die
partiellen Ableitungen OV, /02, Vi /Oy und OV, /02 bendtigt. Cunningham [11] zeigt, dass



H.3 Zur Bestimmung von Satellitenbahnen 173

0PV (2,9, 2) el OBV, (2, y, 2)
: : = n nm ~ ) nm i ’ ’ H45
8xaayﬁaz'\/ 7;) TnZ::O/’(‘EBa@(C ts ) &c“ayﬁaz“/ ( )
mit ﬁ
gathETy, X (—1) I (n = m 4y + 25)!
Z_ nm _ B
axaay,@azy - Z 2a+,8 (7’L — m)] Caﬁjvn+a+ﬁ+’y,m+a+ﬁ 275 (H46)
worin .
a \(8 . o
Capj =Y (1) <j B k) (k> (Kmin = Max(0,j — a), kmax = Min(8,7)). (H.47)
k=Kkmin

Hier interessieren nur die ersten partiellen Ableitungen, d.h., (o, 3,7) € {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}. Es gilt
. 1
Vom/0xz = (a,0,7) =(1,0,0) — Jmax=1 , Cipo;= (]) — Cro0=1,C1p1=1
8‘/'n,'m/ay : (a»ﬁ>7) = (Oa 170) - jmax =1 ) CO,I,j = (_]-)] - C10,1,0 = 1; CVO,l,l = _17 (H48>
aVnm/az : (OK, /8, ’)/) = (0, O, 1) — jmax =0 — 007070 =1.

Fiir die partiellen Ableitungen folgt zuniichst, wobei (n—m+2)!/(n—m)! dquivalent ist zu (n—m)?+3(n—m)+2,

OWVom 1 (n—m+2)!

O = —5 (Vn+1,m+1 - W Vn+1,m1>a
OWVom i (n—m+2)!

gy~ 2 (Vn+1,m+1 + T Vn+1,m1>a (H.49)
a‘/n’rn

% —(n—m+1Vyt1,m.
Aus (H.49) ist ersichtlich, dass die Formeln 0V, /0x und 0V,,,,, /Jy fiir m = 0 (zonale Terme) einer Modifikation
bediirfen, da sonst ungewohnte V,, 41,1 (Terme negativer Ordnung —1) auftauchen. Nach Cunningham [11] gilt

n!

(n—m) :
e+ )

Voern = (1) —-—L V> Vo111 =— H.50
) ( ) (n+m)| nm - +1,—1 ( )

wobei V*  allgemein der zu V,,,, konjugiert komplexe Ausdruck ist. Im Falle m = 0 ist also zu verwenden

oV, 1 oV, 1 .
6350 =73 (Vn+1,1 +Va n+l, 1) 8y0 =3 (Vn+1,1 - Vn+1,1>- (H.51)

Die Abhéngigkeit der partiellen Ableitungen von den urspriinglichen Werten V,,,,, ist in Abb. H.11 skizziert.

(m=0) (b) benétigte Terme fiir {%, (% (m #£0) ¢) bendtigte Terme fiir

?

(%)
/9

ﬁ@
® ©® ®
® ©®
®

&@H
B0
©—®

i

(m beliebig)

(a) bendtigte Terme fiir

S’\Qv s

3*, 3y

Abbildung H.11: Vorliufiges Schema zur Berechnung partieller Ableitungen der Viom(z,y,2) aus den Vom(x,y, z) selbst.
Dargestellt sind die jeweils benitigten Terme nach (H.49) und (H.51). Grau hinterlegt sind diejenigen Grade/Ordnungen,
fir die tatsdchlich eine partielle Ableitung berechnet wird. Verbindung mit £ bedeutet, dass zusdtzlich zum urspringlichem
Term auch noch dessen konjugiert komplexer Ausdruck verwendet werden muss.
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Es ist deutlich zu erkennen (bereits aus den Formeln (H.49) und (H.51)), dass in allen Fillen fiir die Ableitung
eines Terms nter Ordnung zunéchst ausschliesslich Terme der nidchsthéheren Ordnung n+ 1 benétigt werden. In
der Praxis betrachtet man Erdschwerefelder mit einer maximalen Ordnung n,.x (in unserem Beispiel ny,.x = 4).
Fiir die Berechnung der jeweils letzten Zeilen in Abb. H.11 schreibt man die Formeln (H.49) und (H.51)) um.
Hierzu werden die in Abb. H.10(b) dargestellten und in (H.39), (H.40) und (H.43) bzw. (H.44) ausformulierten
Abhéngigkeiten beriicksichtigt. Man erhélt folgende fiir die praktische Auswertung niitzlichen Zusammenhénge:

OV, z % z z
8;” = ~Vasrn=—(2n+1) 5 Vi — z.B. 5;0 =Vip=-3Vo="-73 (H.52)
—_— —
Variante 1 Variante 2

fiir die partiellen Ableitungen nach z und m = n < npax (Variante 1) bzw. m = n < npax (Variante 2), sowie

EP = 77‘—2 ((271 + 1)2‘/nm - (n +m)vn—1,m) - z.B. % = 77~72 (SZVLO N VO’()) -

22 4 y? — 222

’1"5
(H.53)

allgemein fiir alle restlichen Terme m # n bis einschliesslich n = Nmax. 25

Die partielle Ableitung der zonalen Terme nach x bzw. y kann nach Einfiihrung von (H.44) mit m = 1 bzw.

1 10V,1
= —(n+1)2V, 1 — (n+ 1DV, _ )z—f : H.54
Vasin = — (@n+1)Vos = (n+ DVoia) = —= 8 (H.54)
flir n = 2,3, ..., Nmax geschrieben werden als
oV, 1 x *
A = s (@n D2V + V) = (4 D) (Ve + Vi),
(H.55)
Vo _ g (@0 D2 (Var = Vi) = (0 D (Vi = Vi)
Oy Inr2 n,1 n,1 n—1,1 n—1,1))-
Wegen Vp 1 =0 gilt im Fall n = 1 unter Beachtung von (H.39)
Vi 3z . 3z (z+iy T — 1y 3zx
5 = (1t Vi) = _w< 2 Voot =g Voo J= =05
(H.56)
Vi 3zi . 3zi (x4 1y T — 1y 3zy
5y = (Vi Vi)= 22( 2 Voo Yoo J= 05
Einsetzen von n = 0 in (H.51) liefert, wiederum unter Verwendung von (H.39), als weiteren Sonderfall
Voo 1 1/z+1y T — 1y T T
0~ (v V*):—f Wy, Voo |= — 2 Voo = —— |
Oz 2 ( L1t Vi 2 ( rz 00 * rz 00 rz 00 r3
oV ) i , (H.57)
0,0 i i (x+iy x— 1y Y Yy
0 - Iy, —V*): f Voo — Voo )= —2 Voo =—=2.
ay 5 ( 1,1 1,1 2 < 2 /00 ) 0,0) 2 /00 3

Fiir alle sektoriellen Terme (n beliebig) erhiilt man unter Nutzung von (H.49), (H.39), (H.40), (H.43), (H.44)%°

Vo 1 (V oy )7 CCn+D)((@+iy)? =22 +r? Vi
O - 2 n+1,n+1 n+ln—1)— 27"2 z+ ’Ly ’
v, ; 2n+ 1) ((z +iy)? +22) =2V, (58)
n i (2n T 41y %) —r o
— = - Vn n 2Vn n— ): )
dy 2 ( +1,n41 T +1,n—1 } 072 z+ iy
worin u. a.
z r2 Vin 2Van
Vaon1=C2n—1)= V11, Vacin1=—— - Vano1 = - H.59
-1 = (20 )r2 bt P T on —1a+ iy - LT iy ( )

ausgenutzt wurde. Die partiellen Ableitungen der ersten Nebendiagonale (mit n > 1) folgen auf dhnliche Weise:

aVn,nfl 1 (277, + 1) ((I + Zy)Q - 22) + 3T2 Vn,nfl
K — _7(Vn+1,n - 6Vn+1,n72): - B) >
ox 2 2r T+ 1y
av, : (2n+ 1) (& +iy)? + 22) — 312V, (160
n,n—1 ? 41 T Y z7) —or n,n—1
y A Vagin +6Vagin2 )= — .
dy 2 ( +1n +L 2) ! 272 T+ iy

28fiir das Beispiel in (H.53) wurde (H.40) verwendet, so dass sich V; o = % Vo,0 ergibt
r
29(H.57) lasst sich auch aus (T1.58) herleiten mit n = 0 und Vi, _1 = 7%V1*71 < Vi*; = —2V1 1 aus (H.50)
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Die verbleibenden Ausdriicke (fiir n = 3,4,...,pmax und m = 1,2,...,n — 2) aller weiteren Nebendiagonalen
ergeben sich mittels (H.43), wenn die Ersetzungen n|ln + 1, m||m + 1 sowie n||n + 1, m||m — 1 vorgenommen
werden, vgl. (H.49). Die Endformeln héngen danach von vier verschiedenen und zuvor bestimmten Termen ab:

ox n—m n—m

= 27“2<(2n + 1)2(Jrl —(n—m+ 1)Vn7m1> — Voot + (PP = (m— 1)2)Vn1,m1>,

aVnm ; Vn,m 1 n + m + 1
8y = o 3 <(2n + 1) (:rl + (n —m + l)Vn,ml) — ﬁ anl’m+1 — (n2_ (m - 1)2)Vn1,m1> .

(H.61)
Das Schema zur Berechnung der partiellen Ableitungen der V,,,,(x,y, z) sieht schliesslich folgendermassen aus:

@)

) @)

@) @) @)

@) @) @m) @)
) @) @)

Vo  OVmo Vpm OVam OV
ox ' Oy dx Oy Oz

(a) benotigte Terme fiir (b) bendtigte Terme fiir (c) bendtigte Terme fiir

Abbildung H.12: Geeignetes Schema zur Berechnung partieller Ableitungen der Vom(x,y,z) aus den Vom(z,y, z) selbst.
Gestrichelte Verbindungen deuten im Text erwdhnte alternative Berechnungsmoglichkeiten an. Romische Ziffern bedeuten:
I: Formel (H.57), II: Formel (H.56), III: Formel (H.55) fiirn =2,3,..., Nmaa, I[V: Formel (H.58) firn=0,1,..., "maa,
V: Formel (H.60) fir n =1,2,...,Nmaz, VI: Formel (H.61) fir n =3,4,...,Nmaz und m =1,2,...,n — 2 bei jedem n,
VII: Formel (H.52) in der Variante 2 fir n =0,1,...,Nmaz, VIII: Formel (H.58) firn=1,2,...,Nmaz und m < n.

Anmerkung: Das vorgeschlagene Schema stellt nur eine von mehreren Moglichkeiten dar. Je nach gewiinschter
Art der Programmierung mag ein anderes Schema vorteilhafter sein.3? Mit dem Einsatz symbolischer Formelma-
nipulationsprogramme wie etwa MATHEMATICA™ verliert der Vorteil der rekursiven Berechnung insgesamt
an Bedeutung - zumal bei niedrigdimensionalen Problemen, wie dem hier vorliegenden.

Die Zielfunktion (Qualitdtskriterium Q) fiir die ES setzt sich aus mehreren Teilen @, zusammen. Deren Kombi-
nation kann z. B. additiv erfolgen.?! Alternativ lassen sich auch ES-Varianten einsetzen, welche eine unabhingige
und/oder gewichtete Mehrziele-Optimierung erlauben; vgl. dazu Rechenberg [39].

7
Qrom Z TeCIk + — rECIk Visor Baava —  min,
k= k TECI
7 (H.62)
Qic = Y |JLCrcEr — JLCEcEF —  min,
k=1 TECEF

lauten. Etwaiges (einschrinkendes) Vorwissen lésst sich iiber sog. Strafparameter beriicksichtigen (Alvers [1]).

In (H.62) ist das Storpotential Rg,,, nach raumfesten kartesischen Koordinaten abzuleiten. Da sich die For-
meln (H.45) bis (H.61) auf erdfeste kartesische Koordinaten beziehen, kann der Vektor Vi ., Rg,,, nach einer
Transformation gewonnen werden (vgl. Mai [26], §§ 1.2.2, 1.2.3, 1.2.4)

Vigor Bays = TEI?SEI:FVI'ECEFR@ALXAL' (H'63)

3050 kinnten z. B. durchaus alle partiellen Ableitungen jedes Terms Vi, lediglich in Abhiéingigkeit dieses Terms selbst gebracht
werden, so dass wahrend der Berechnung der einzelnen Vj,,,, auch immer gleich deren Ableitungen Vi, /0x, OVim /0y und 0Vym /02
anfallen (ohne zuvor schon die Gesamtheit der Vi, bestimmt haben zu miissen). Die Komplexitit der dafiir notwendigen Formeln
wiirde aber die Vorteile der rekursiven gegeniiber der expliziten Berechnung (Einfachheit und ggf. Rechenzeitersparnis) schmélern.

31In diesem Fall sollte eine Normierung erfolgen, da die physikalischen Dimensionen der @Q; sich i. A. unterscheiden werden.
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Die Transformationsmatrix TGt ist die Inverse zu TESEF und, da als Rotationsmatrix orthogonal, gleich der

Transponierten zu (H.20)

cos® —sin® 0 coswgt —sinwgt 0
TESER= |sin© cos©® 0 |=: |sinwgt coswgt 0 (H.64)
0 0 1 0 0 1

unter Beachtung von (H.21). Kombination von (H.19), (H.22) und (H.64) liefert die zugehérige Transformation

O Wao 0
ECI ECI
rgct = TECEFTECEF, viect = Tgcrr | VECEF — |—we 0 O | recer |- (H.65)
0O 0 O

Das vorgestellte Verfahren zur numerischen Differentiation liefert genaue Ergebnisse. Lediglich fiir die ersten
bzw. letzten drei Epochen sind die Werte etwas weniger prazise, da dort nur einseitige Differenzenquotienten
einfliessen. Im Rahmen der ES kann alternativ komplett auf die numerische Differentiation verzichtet werden,
wenn stattdessen neben den Positionsvektoren auch die Geschwindigkeits- und Beschleunigungsvektoren als Un-
bekannte aufgefasst und entsprechend optimiert werden. Experimente zum Vergleich der numerischen Stabilitét
beider Ansétze sind bisher nicht umfassend genug erfolgt.

In der Himmelsmechanik wird das oben betrachtete Problem im Rahmen der vorldufigen bzw. definitiven Bahn-
bestimmung behandelt. Liegt eine Anfangswertaufgabe vor, so kommt z. B. die Laplace-Methode zum Einsatz;
bei Randwertaufgaben z. B. die (verkiirzte) Gauss-Methode. Beiden Methoden ist gemeinsam, dass die Problem-
stellung als Integralgleichung formuliert werden kann.3? Fiir das Keplerproblem verbindet ein Kegelschnitt, also
ein einzelner ebener Orbit, die vorgegebenen Randwerte/Satellitenpositionen. Die Parameter des Kegelschnit-
tes lassen sich nach Gauss [15] durch Losung eines gekoppelten nicht-linearen Integralgleichungssystems mittels
des Sektor-zu-Dreieck-Verfahrens iterativ bestimmen. Bei Erweiterung des Bewegungsproblems um Storkréfte
kann der prinzipielle Ansatz (Losung eines gekoppelten Integralgleichungssystems) beibehalten werden. Buce-
rius 6] hat die Gauss-Methode entsprechend erweitert.>® Statt eines einzelnen Kegelschnittes wird ersatzweise
eine Kegelschnittbewegung beschrieben (so wie ein Anfangswertproblem im gestorten Fall mittels oskulierendem
Kegelschnitt beschrieben werden kann). Die genannten Ansétze zur Bahnbestimmung werden bei Schneider [41]
in § 14 bzw. [44] in § 70, § 72 ausfiihrlich vorgestellt.

Die Evolutionsstrategie kann hierzu eine praktikable Alternative bzw. Ergdnzung sein.

32als Volterra’sche Integralgleichung (beim Anfangswertproblem) bzw. Fredholm’sche Integralgleichung (beim Randwertproblem)
33in Bucerius [7] wird die Determinierung von Bewegungsproblemen durch Randwerte in der klassischen Mechanik motiviert



Anhang I

Ausfiithrliche Darstellungen zu § 2.2.5.2

I.1 Partielle Ableitungen der Hamilton-Funktion

Die partiellen Ableitungen der Hamilton-Funktion (2.316) nach den generalisierten Koordinaten sind in (2.317)
in komprimierter Form angegeben. Ein besseres Versténdnis fiir den systematischen Aufbau der Terme erlangt
man, wenn sie ausgeschrieben werden:

or He | —a 1 —2af,2 2 p?\
—=——1le %= e ot o+ = +
Jda ag [ Lgag Pa 7T Do sin?0

+3e73 (%200+ o2 €08 20 + g9 5in 20 o8 Tyy + (Pa90+ Yggs cos 26) cos ﬁzz) +

4 4e—da (@301 cos 0 + 1393 cos 30 + (311 sinf + g5 sin 360) cosTs; +
+ (Egm cos 6 + E323 cos 39) COS T35+

+ (331 Sin 6 + hsg5 sin 36) cosﬁ33> +

+5e 5 (@400"‘ 402 €08 20 + 104 c08 40 + (Y49 Sin 26 + 14 sin46) cos T, +
+ (Y420 + P22 €08 20 + 9 g0 c08 46) cO8 T4+
+ (V432 50 20 + 1) 43, sin 46) cos 7,3+

+ (Y 440+ VY aa9 €05 20 + 1)y, cos 46) cos 7744)] )

(I.1)
F 1 3
8—:—@ — e 2 plz\l sin 26 +
00 ag 2ugag sin™0
+e73% (2@202 Sin 260 — 2thy15 €OS 20 COS Ty + 2199, sin 26 cos ﬁgz) +
+ e (@301 sin @ + 31505 5in 30 — (Vg1 cos  + 3145 cos 30) cos T, +
+ (Y321 SN0 + 3195 sin360) cos Ny —
(1.2)

— (331 €S0 + 31333 cos 36) cos ﬁ33) +

+e5 (2@402 Sin 260 + 4140, Sin 460 — (2th415 cos 20 + 4941, cos 46) cos Ty +
+ (2@422 sin 26 + 44) 45, sin 40) COSTyg —

(2@432 08 20 + 41,45, cos 49) COS T3+
+ (2th449 Sin 260 + 414y, sin 460) cos ﬁ44) ,
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oF — . . — — A

gt _ _He e—3a(¢212 sin 260 sin 7y + 2 (Vg0 + ggy cos 20) sin 7722> +

oA ag

+ 6_4(1((@311 Sin 0+ 513 510 30) sinTz; + 2(1301 €08 O+ P393 €08 30) sinTzy + 3(1331 sin O+ 1333 sin 30) sin ﬁ?’?’)—i_
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®
(1.3)
I.2 Einige Liereihen-Koeffizienten
Setzt man die Erdschwerefeldparameter!
je = 398600.4415 km® /2, ag = 6378.1362 km, we = 27/86164 rad/s, (L4)

sowie die Kugelfunktionskoeffizienten bis Grad und Ordnung 4 laut Tab. C.2 aus Anhang C.2 an, dann ergeben
sich folgende Koeffizienten fiir die Formeln (2.325) und (2.326) im § 2.2.5.2 (hier mit 16 signifikanten Stellen):

ay) = 2.458172797215818...- 107 % km™? (L5)
sowie
) = —7.681152582561736...- 10707 572 ay) = —2.917803344431798...- 1072 572
ayy = —4.863005574052998... - 1072 572
al’) = —3.021306750485920... - 10716 km ™ ay) = —2.545284462407756... - 1072 572
a’) = 3.021306750485920...- 1016 km™* ay) = —1.272642231203878...- 107 572
a’} = 3.021306750485920...- 1016 km ™ ay) = —4.313835759869340... 1072 572
ay) = 4.313835759869340...-1072 572
ay) = 6.236919362938699...- 10710 572 ay) = —7.651365040629231...-1072 572
ay) = 1871075808881609... 107" 572 al} = 2.550455013543077...- 1071272
ay) = —5.398625715197878...- 10715 572
ay) = —6.275405 770736 973...- 10712 572 a?] = —8.745700828 964 646...- 103 52
aé?@, = 6.275405770736973...- 1072 572 af; = —1.943489073103254...- 10712 572

al) = —3.401105877930696...- 10712 572
al?) = —1.620446224508049...- 10712 572
al’) = —5.703061785778173...- 10712 572
555% = —1.810633827864947...-10712 g2
ay) = —2.414178437153263...- 1072 572
al = 4.224812265018210...- 10712 572
5533 = —6.091416012898242...- 10712 g2
@(fio = 3.045708006449121...-10712 g2

ay’), = —1.156 067627348 587...- 10712 572,

a), = 1.541423503131450...- 10712 572,
ay); = —3.853558757828625... - 10718 572

ldie Parameter orientieren sich am Erdschwerefeldmodell JGM-3, siehe z. B. Mai [26]
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