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2 ARITHMETIK #100

FS——: FundamentalSatz ——.

Ersterstellung: 01/10/05 Letzte Anderung: 25/01/12
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100-1. Via FundamentalSatz —— gilt “—(—z) = 2” genau dann, wenn die
nicht zum ersten Mal auftretende Alternative x Zahl oder z = U gilt:

100-1(Satz) (FS——: FundamentalSatz ——)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) —(—z) ==.

ii) “x Zahl” oder “x=U".

RECH-Notation.

Beweis 100-1

REIM-Notation.

VS gleich —(—z) = x.

1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) V (x ¢ A).
Fallunterscheidung‘

1.1.Fall x Zahl.
Aus 1.1.Fall folgt: (x Zahl) V (x = U).
1.2.Fall x ¢ A.

2: Aus1.2.Fall“z ¢ A
folgt via 96-12: —r=U.
3: 2B () 2 —u*=u.

4: Aus3“z=...=U"

folgt: (x Zahl) V (z =U).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (z Zahl) V (z =U).
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Beweis 100-1 VS gleich (x Zahl) V (x =U).
a€R.
2: Aus Themal.1“a € R”
folgt via AAV: a—a=
3: Aus 2
folgt: a+ (—a)=0.

4: Aus Themal.1“a € R” und
aus 3“a+ (—a) =0"

folgt via 98-14: a=—(—a).
Ergo Themal. 1: Al “Va: (@ eR)=(—(—a)=a)”
Themal.2 o = nan.
9. —(—Oé) Them:al.Q. _(_nan) AéVI “nan AéVI han Them:al.2 a
3: Aus 2
folgt: —(—a) = a.

Ergo Themal.2: A2| “Va: (e =nan) = (—(—a) =a)”
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Beweis 100-1

VS gleich

2:

folgt:

3: Aus 2

AAVI

Themal.3

Ergo Themal. 3:

2:

folgt:

3: Aus 2

Ergo Themal.4:
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Beweis 100-1 VS gleich (x Zahl) V (x =U).
BeT.

2: Aus Themal.5“3 € T”
folgt via 95-16:

(BeR)V(B=nan)V (0 =+0c0)V (f=—00).

Fallunterscheidung‘

BeR

Aus 2.1.Fall“g € R’ und
aus Al gleich “Va: (0 € R) = (—(—a) =«o)”

folgt: —(=p) = 8.
5= nan.

Aus 2.2.Fall“g = nan” und
aus A2 gleich “Va : (o = nan) = (—(—a) = )

folgt: —(=p) = 8.
f = +oo.

Aus 2.3.Fall“f = 400" und
aus A3 gleich “Va : (o = +0) = (—(—a) = a)”
folgt: —(=8) =p.
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Beweis 100-1 VS gleich (x Zahl) V (x =U).

BeT.

‘Fallunterscheidung‘

2.4.Fall 8= —cc.

Aus 2.4.Fall“f = —o0” und
aus A4 gleich “Va : (= —0) = (—(—a) = a)”
folgt: —(—=pB) =0.

Ergo Themal.5: A5| “VB: (BET)= (—(=8)=0)"




Beweis 100-1

VS glich

1.6: Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #100

(x Zahl) V (x =U).

(x Zahl) V (x =U).

2.1:

2.2:

2.3:

3.2:

3.3:

1.6.1.Fall

Aus 1.6.1.Fall“z Zahl”
folgt via 96-11:

Aus 1.6.1.Fall“x Zahl”
folgt via 96-24:

Aus 1.6.1.Fall“x Zahl”
folgt via 96-9:

: Aus 2.1%“—z Zahl”

folgt via 96-11:
Aus 2.3“Rex € T...” und

aus A5 gleich “Vp: (B e T) =

folgt:
Aus 2.3“. .. Imz € T” und

aus A5 gleich “Vg: (8 eT) =

folgt:

Aus 3.1%“—(—z) Zahl”
folgt via 96-24:

x Zahl.

—x Zahl.

x = (Rex) +i- Imz.
(Rex € T) A (Imz € T).
—(—x) Zahl.

(=(=8)=5)"
—(—Rez) = Rex.

(=(=P)=8)"

—(=Imz) = Imz.
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Beweis 100-1 VS gleich

(x Zahl) V (x =U).

Fallunterscheidung‘
x Zahl.
5: —(—x)
£ Re(—(~a)) +i-Im(~(~2))
=T (Re(—a) +i - Im(~(~x))
=T (~Re(—a) +i- (~Im(~z))
0= (—(~Rex)) +i- (~Im(~x))
=T (—(—Rex) +i- (~(~Ima))
2% (Rex) +i - (—(~Imz))
2 (Rex) +i - (Imz)
2.2
= X.
6: Aus b
folgt: —(—z) ==.
=
5. (o) MOEFRL () 96210 5 9619, 102Fa
3: Aus 2
folgt: —(—z)==
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: —(—z) =x.
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100-2. Da 0,1, nan, +00, —o0,i Zahlen sind, folgen aus FS—— ohne allzu viel
Miihe die vorliegenden Gleichungen:

100-2(Satz)
a) —

b) —(—1) =1.

d) —

e) —

(
(
c) —(—nan) = nan.
(
(
(

f) —

RECH-Notation.
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Beweis 100-2 a)

Aus 95-5“0 Zahl”
folgt via FS——:

b)

Aus 95-5“1 Zahl”
folgt via FS——:

c)

Aus 95-5“nan Zahl”
folgt via FS——:

d)

Aus 95-5“+o00 Zahl”
folgt via FS——:

e)

Aus 95-5“ —o0 Zahl”
folgt via FS——:

f)

Aus 95-5“i Zahl”
folgt via FS——:

11
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100-3. Via FS—— lésst der doppelte Vorzeichenwechsel Terme, die stets entweder
gleich einer Zahl oder gleich U sind, unverdndert. Dies ist Grund genug, die Liste
der Terme, bei denen diese Alternative der Fall ist, zu erweitern:

100-3(Satz)
a) “Rex Zahl” oder “Rex =U".
b) “Ilmx Zahl” oder “Ilmz =U".
c) “—x Zahl”oder “—x =U".
d) “rez(z)” Zahl” oder “rez(z) =U".
e) “ax+y Zahl”oder “x+y=U".
f) “x-y Zahl” oder “x-y=U".

g) “x:y Zahl”oder “x:y=U".

REIM.RECH-Notation.

Beweis 100-3 a)

1: Via 95-6 gilt: (Rex Zahl) vV (Rex ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall Rex Zahl.
Aus 1.1.Fall
folgt: (Rex Zahl) V (Rex = U).
1.2 Fall Rex ¢ A.
2: Aus 1.2.Fall“Rex ¢ A
folgt via 96-10: Rex =U.
3: Aus 2
folgt: (Rex Zahl) V (Rex = U).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(Rex Zahl) vV (Rex = U).
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Beweis 100-3 b)

1: Via 95-6 gilt: (Imz Zahl) V (Imz ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall Imz Zahl.
Aus 1.1.Fall
folgt: (Imz Zahl) V (Imz = U).
1.2.Fall Imz ¢ A.
2: Aus 1.2.Fall“lmz ¢ A”
folgt via 96-10: Imez =U.
3: Aus 2
folgt: (Imz Zahl) V (Imz = U).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(Imz Zahl) V (Imz = U).

c)
1: Via 95-6 gilt: (—z Zahl) V (—z ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall —x Zahl.
Aus 1.1.Fall
folgt: (—x Zahl) vV (—z =U).
1.2.Fall —x ¢ A.
2: Aus1.2.Fall“—z ¢ A
folgt via 96-12: —r=U.
3: Aus 2
folgt: (—x Zahl) vV (—z =U).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(—x Zahl) vV (—x =U).
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Beweis 100-3 d)

1: Via 95-6 gilt: (rez(x) Zahl) V (rez(z) ¢ A).
Fallunterscheidung‘
rez(x) Zahl
Aus 1.1.Fall
folgt: (rez(x) Zahl) V (rez(z) = U).
rez(z) ¢ A.
2: Aus 1.2.Fall“rez(x) ¢ A”
folgt via 96-12: rez(z) = U.
3: Aus 2
folgt: (rez(x) Zahl) V (rez(z) = U).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(rez(x) Zahl) V (rez(z) = U).

e)
1: Via 95-6 gilt: (x+yZahl) V (z +y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x + vy Zahl.
Aus 1.1.Fall
folgt: (x+y Zahl) V (z +y =U).
1.2.Fall r+y ¢ A
2: Aus1.2.Fall“z+y ¢ A”
folgt via 96-14: r+y=U.
3: Aus 2
folgt: (x +y Zahl) V (z +y =U).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(x+y Zahl) V (z +y = U).
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Beweis 100-3 f)

1: Via 95-6 gilt: (x-y Zahl) V (x -y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x -y Zahl.
Aus 1.1.Fall
folgt: (x -y Zahl) V (z -y =U).
1.2.Fall x-y ¢ A
2: Aus1.2.Fall“z-y ¢ A”
folgt via 96-16: z-y=U.
3: Aus 2
folgt: (x -y Zahl) V (z -y =U).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(x-y Zahl) V (z -y = U).

g)
1: Via 95-6 gilt: (x:yZahl)V (z:y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x @y Zahl.
Aus 1.1.Fall
folgt: (x:y Zahl) Vv (z:y =U).
1.2.Fall z:y ¢ A
2: Aus 1.2.Fall“z:y¢ A”
folgt via 96-18: zry=U.
3: Aus 2
folgt: (x:y Zahl) Vv (z:y =U).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(x:y Zahl) V (z 1y =U).

O
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100-4. Die hier angefiihrte Gleichungen folgen via 100-3 - bei ab2 via 96-22 -
aus FS——:

100-4(Satz)
a) —(—Rex) = Rez.

(

b) —(—Imz) = Imz.

&) ~(~ (=) =~

@) ~(~rez(x)) = rez(a).
e) —(—ab2(x)) = ab2(z)
£ ~(~(x+y) = +y
g —(~(zy)=uy
W —(~(z:y) =y

REIM.RECH-Notation.
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Beweis 100-4 a)

Aus 100-3“ (Rex Zahl) V (Rex = U)”
folgt via FS——:

b)

Aus 100-3“ (Imx Zahl) V (Imz = U)”
folgt via FS——:

c)

Aus 100-3“(—x Zahl) V (—z =U)”
folgt via FS——:

d)

Aus 100-3“(rez(x) Zahl) V (rez(x) = U)”
folgt via FS——:

e)

Aus 96-22“ (ab2(z) Zahl) v (ab2(z) =U)”
folgt via FS——:

f)

Aus 100-3“(x +y Zahl) V (z +y =U)"
folgt via FS——:

g)

Aus 100-3“(x -y Zahl) V (x -y =U)”
folgt via FS——:

h)

Aus 100-3“(z : y Zahl) V (z: y =U)”
folgt via FS——:

17

—(—Rex) = Rex.

—(—=Imz) = Imz.

~(~(-a)) = —=.

—(—rez(x)) = rez(x).

—(—ab2(x)) = ab2(x).

—(=(@+y))=z+y.

~(~zy) =y

—(—x:y)==z:y.
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100-5. Die nunmehrige Aussage ist ein Hilfs-Satz fiir den Beweis von 100-6:

100-5(Satz)
a) Aus “a € S” folgt “—a € S”.

b) Aus “a € T” folgt “—a € T”.

RECH-Notation.

Beweis 100-5 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “a € S”
folgt via 95-15:

a € S.

(aeR)V(a=400)V(a=—00).

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall a € R.
Aus1.1.Fall“a e R”
folgt via AAV: —a € R.
1.2.Fall a = +o0.
5. _ 12Fall —(40) AAVI
3: Aus2“—a=...=—0o0” und
aus 95-11“—0c0 € §”
folgt: —a €S.
1.3.Fall a = —0oQ.
5. _ 13Fall (=) AAVI too
3: Aus2“—a=...=+00” und
aus 95-11“+c0 € §”
folgt: —a € S.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

—a €S.
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Beweis 100-5 b) VS gleich aeT.
1: Aus VS gleich “a € T”
folgt via 95-16: (a €S)V (a=nan).
Fallunterscheidung‘

a€s.

2: Aus1.1.Fall“a e S
folgt via des bereits bewiesenen a): —a € S.

3: Aus2“—a €S’
folgt via 95-16: —aeT.

1.2.Fall AAVI
= —nan =

2: —a nan.
3: Aus2“—a=...=nan” und
aus 95-12“nan € T”
folgt: —acT.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: —a € T.
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100-6. Es gilt p € R genau dann, wenn —p € R und dies ist genau dann der
Fall, wenn —(—p) € R. Analoges gilt fiir p € S, p € T, p Zahl. Korrespondierende
Aussagen fiir p € C und p € B werden spéter bewiesen:

100-6(Satz)
a) (peR)& (—peR) & (—(—p) €R).
b) (peS)< (—peS) < (—(—p) €Y).
) (peT) & (-peT) e (—(-p) eT).
(

d) (p Zahl) < (—p Zahl) < (—(—p) Zahl).

RECH-Notation.
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Beweis 100-6 a) VS gleich

Aus VS gleich “p € R”
folgt via AAV:

a)

VS glich

Aus VS gleich “—p e R”
folgt via AAV:

a)

US gleich

: Aus VS gleich “—(—p) € R”

folgt via 99-1:

: Aus 1“—(—p) Zahl”

folgt via 96-11:

: Aus 2“—p Zahl”

folgt via 96-11:

: Aus 3“p Zahl”

folgt via FS——:

: Aus VS gleich “—(—p) € R” und

7

aus 4“—(—p) =p
folgt:

21

—(—p) Zahl.

—p Zahl.
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Beweis 100-6 b) VS gleich pES.
Aus VS gleich “p € S”
folgt via 100-5: —p € S.
b) VS gleich —p € S.
Aus VS gleich “—p € S§”
folgt via 100-5: —(—p) €S.
b) VS gleich —(—p) €S8.
1: Aus VS gleich “—(—p) € S”
folgt via 99-1: —(—p) Zahl.

2: Aus 1“—(—p) Zahl”
folgt via 96-11: —p Zahl.

3: Aus 2“—p Zahl”
folgt via 96-11: p Zahl.

4: Aus 3“p Zahl”
folgt via FS——: —(—=p) =p.

5: Aus VS gleich “—(—p) € S” und
aus 4“—(—p) =p”
folgt: p ES.
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Beweis 100-6 c)

VS glich

Aus VS gleich “p e T”
folgt via 100-5:

c)

VS gleich

Aus VS gleich “—p e T”
folgt via 100-5:

c)

d)

VS gleich

: Aus VS gleich “—(—p) € T”

folgt via 99

: Aus 14—(—
-11:

folgt via 96

-1:

p) Zahl”

: Aus 2“—p Zahl”

folgt via 96

-11:

: Aus 3“p Zahl”
folgt via FS——:

: Aus VS gleich “—(—p) € T” und

aus 4“—(—p) =p

folgt:

2

VS glich

Aus VS gleich “p Zahl”
folgt via 96-11:

d)

VS gleich

Aus VS gleich “—p Zahl”
folgt via 96-11:

d)

VS gleich

: Aus VS gleich “—(—p) Zahl”

folgt via 96

-11:

: Aus 1“—p Zahl”

folgt via 96

-11:

23

peT.

—peT.

—peT.

peT.

p Zahl.

—p Zahl.
—p Zahl.

—(—p) Zahl.
—(—p) Zahl.

—p Zahl.

p Zahl.
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100-7. Da 1 eine reelle Zahl ist, ist auch —1 via 100-6 eine reelle Zahl:

100-7(Satz)
~1eR.

RECH-Notation.

Beweis 100-7

Aus AAI“1 e R”
folgt via 100-6: —-1eR
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100-8. Durch Kombination von FSA0O und FS—— wird das nunmehrige Krite-
rium erhalten:

100-8(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) 0—(—2z) ==.
ii) —(—z)+0==.

iii) “a Zahl” oder “x =U".

RECH-Notation.

Beweis 100-8 VS gleich 0—(—z) =ux.
1: Aus VS folgt: 0+ (—(—2)) ==
2: Via FSA gilt: (—(=2))+0=0+ (—(—2x)).

3: Aus 2“(—(—2)) +0=0+ (—(—=))” und
aus 1“0+ (—(—x)) ="
folgt: (—(—2))+0=u.

4: Aus 3
folgt: —(—z)+ 0 =ux.
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Beweis 100-8 VS gleich —(—z)+0==x.
1: Via 95-6 gilt: (x Zahl) vV (x ¢ A).
Fallunterscheidung‘
© Zahl.
Aus 1.1.Fall
folgt: (x Zahl) V (z =U).
v A
2: Aus1.2.Fall“z ¢ A
folgt via 96-12: —r=U.
3: rZ—(-2)+ 02 -U+0"= U+ 0= U
4: Aus3“z=...=U"
folgt: (x Zahl) V (z =U).
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (x Zahl) V (x = U).

VS gleich (v Zahl) V (z = U).

1.1: Aus VS gleich “(z Zahl) V (z =U)”
folgt via FSAO: 0+2z=uz.

1.2: Aus VS gleich “(z Zahl) V (z =U)”
folgt via FS——: —(—x) = .

2: Aus 1.1“04+2z=2" und
aus 1.2“—(—x) =a”

folgt: 0+ (—(—2)) ==
3: Aus 2
folgt: 0—(—z) ==
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100-9. Nun geht es um die Gleichungen x =y, —x = —y, —(—z) = —(—y):

100-9(Satz)
a) Aus “x =y’ folgt “—x = —y”.
b) Aus “x=vy” folgt “—(—z) = —(-y)”.
c) Aus “—x = —y” folgt “—(—x) = —(—y)”.
d) Aus “—x = —y” und “x Zahl” folgt “x =y’ und “y Zahl”.
e) Aus “—x = —y”und “y Zahl” folgt “x =y und “x Zahl”.
) Aus “—(—x) = —(—y)” folgt “—x = —y”.
g) Aus “—(—x) = —(—y) " und “x Zahl” folgt “x =y’ und “y Zahl”.
h) Aus “—(—x) = —(—y)”und “y Zahl” folgt “x =y”und “x Zahl”.
RECH-Notation.
Beweis 100-9 ab) VS gleich r=1y.
1.a): Aus “—z = —2” und
aus VS gleich “xz =1y”
folgt: —r=—y
2.b): Aus “—(—z) = —(—z)” und
aus 1.a)“—x = —y”
folgt: —(=z) = —(-y)
c) VS gleich =y

Aus VS gleich “—z = —y

7

folgt via des bereits bewiesenen a): —(—z) = —(—vy).
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Beweis 100-9 d) VS gleich

1.1:

7

Aus VS gleich “—z = —y...
folgt via des bereits bewiesenen c):

: Aus VS gleich “...x Zahl”

folgt via 96-11:

: Aus VS gleich “...x Zahl”

folgt via FS——:

: Aus 1.2%—z Zahl” und

7

aus VS gleich “—z = —y...
folgt:

: Aus 1.1“—(—z) = —(—y)” und

2

aus 1.3“—(—x) ==z
folgt:

: Aus 2.1“—y Zahl”

folgt via 96-11:

: Aus 3“y Zahl”

folgt via FS——:

i Aus 2.2z = —(—y)” und

aus 4“ —(—y) =y”

folgt:

: Aus 5“x =y” und
aus 3“y Zahl”
folgt:

e) VS gleich

1:

D Aus 14—y = —x

7

Aus VS gleich “—z = —y...
folgt:

7

und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen d):

Aus 2y =ux...7

folgt:

: Aus 3“x =y” und

aus 2“...x Zahl”
folgt:

ARITHMETIK #100
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Beweis 100-9 f) VS gleich —(—x) = = (—y).
1: Aus VS gleich “—(—x) = —(—y)”
folgt via des bereits bewiesenen a): —(=(=2)) = = (=(—y)).
2. () 2 () Oy
3: Aus 2
folgt: —r = —y.
g) VS gleich (—(=x) = —=(—y)) A (= Zahl).

1: Aus VS gleich “—(—x) = —(—y)...”
folgt via des bereits bewiesenen f): —xr = —y.

2: Aus 1“—x = —y” und
aus VS gleich “...x Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen d): (x =y) A (y Zahl).

h) VS gleich (—(—x) = —(—y)) A (y Zahl).

1: Aus VS gleich “—(—x) = —(—y)...”
folgt via des bereits bewiesenen f): —r = —y.

2: Aus 1“—x = —y” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen e): (x =y) A (x Zahl).
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100-10. Nun geht es um die Ungleichungen x # y, —x # —y, —(—z) # —(—y):

100-10(Satz)

a) Aus “x #y und “x Zahl” folgt “—x # —y”.

b) Aus “x # y’und “y Zahl” folgt “—x # —y”.

c) Aus “x #y”und “x Zahl” folgt “—(—x) # —(—y)”.
d) Aus “x #y”und “y Zahl” folgt “—(—x) # —(—y)”.
e) Aus “—x # —y” folgt “x #y”.

£) Aus “—x # —y” folgt “—(—x) # —(—y)”.

g) Aus “—(—x) # —(—y) " folgt “x #y”.

h) Aus “—(—z) # —(=y) " folgt “—x # —y”.

RECH-Notation.

Beweis 100-10 a)

1: Via 100-9 gilt: ((—z = —y) A (z Zahl)) = (x = y).
2: Aus 1

folgt: (=(z = y)) A (z Zahl)) = (=(=z = —y)).
3: Aus 2

folgt: ((x #y) A (x Zahl)) = (—x # —y).

b)

1: Via 100-9 gilt: ((—z = —y) A (y Zahl)) = (z =y).
2: Aus 1

folgt: (=(z =y)) A (y Zahl)) = (=(=z = —y)).
3: Aus 2

folgt: ((z # y) A (y Zahl)) = (—z # —y).
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Beweis 100-10 c)

1:

2:

d)

f)

Via 100-9 gilt:

Aus 1
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 100-9 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 100-9 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 100-9 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

31
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Beweis 100-10 g)

1: Via 100-9 gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

h)

1: Via 100-9 gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

ARITHMETIK #100
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100-11. Nun geht es um die Gleichungen z = —y, —x =y, x = —(—y), —x =

—(=y):
100-11(Satz)

a) Aus “x = —y” folgt “—x = —(—y)”.

b) Aus “x = —y’und “x Zahl” folgt “—x =y und “y Zahl”.

c) Aus “x=—y” und “y Zahl” folgt “—x =y’ und “x Zahl”.

d) Aus “—zx =y folgt “—(—z)=—y”.

e) Aus “—x =y und “x Zahl” folgt “x = —y” und “y Zahl”.

) Aus “—x =y und “y Zahl” folgt “x = —y”und “x Zahl”.

g) Aus “z=—(—y) und “x Zahl” folgt “x =y und “y Zahl”.

h) Aus “x=—(—y)”und “y Zahl” folgt “x =y”und “x Zahl”.

1) Aus “x = —(—y)” folgt “—x = —y”.

j) Aus “—x = —(—y) und “x Zahl” folgt “xr = —y”und “y Zahl”.

k) Aus “—x = —(—y) " und “y Zahl” folgt “x = —y” und “x Zahl”.

1) Aus “—x = —(—y)” folgt “—(—x)=—y”.

RECH-Notation.

Beweis 100-11 a) VS gleich r=—y.

Aus VS gleich “x = —y

folgt:

7
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Beweis 100-11 b) VS gleich

1.1:

: Aus VS gleich “o2=—y...

7

Aus VS gleich “z = —y...

folgt via des bereits bewiesenen a):

? und

aus VS gleich “...x Zahl”
folgt:

: Aus 1.2“—y Zahl”

folgt via 96-11:

: Aus 2“y Zahl”

folgt via FS——:

: Aus 1.1“—2 = —(—y)” und

aus 3“—(—y) =y”

folgt:

: Aus4“—z =y9y” und
aus 2“y Zahl”
folgt:

c) VS gleich

1.1:

1.2:

1.3:

2.1:

2.2:

7

Aus VS gleich “x = —y...

folgt via des bereits bewiesenen a):

Aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via FS——:

Aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-11:

Aus 1.14—x = —(—y)” und
aus 1.2“—(—y) =y”
folgt:

2

Aus VS gleich “x = —y...” und
aus 1.3“—y Zahl”

folgt:

: Aus 2.1“—x =y” und

aus 2.2“x Zahl”
folgt:

ARITHMETIK #100

(x = —y) A (z Zahl).

x Zahl.

(—x =y) A (x Zahl).
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Beweis 100-11 d) VS gleich —r =1.
Aus VS gleich “—z =y”

folgt: —(—x) = —y.
e) VS gleich (—z = y) A (z Zahl).

1: Aus VS gleich “—x =y...”
folgt: Y= —x.

2: Aus 1“y = —x” und
aus VS gleich “...x Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen c): (—y = z) A (y Zahl).

3: Aus2“—y=ux...”
folgt: r=—y.

4: Aus 3“z = —y” und
aus 2“. ..y Zahl”
folgt: (x = —y) A (y Zahl).

f) VS gleich (—x =y) A (y Zahl).

1: Aus VS gleich “—x =y...”
folgt: Y= —x.

2: Aus 1“y = —2” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen b): (—y =) A (z Zahl).

3: Aus2“—y=ux...7
folgt: = —y.

4: Aus 3“r = —y” und
aus 2“...x Zahl”
folgt: (x = —y) A (xz Zahl).
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Beweis 100-11 g) VS gleich

1: Aus VS gleich “z = —(—y)...

aus VS gleich “...x Zahl”
folgt:

2: Aus 1“—(—y) Zahl”
folgt via 100-6:

3: Aus 2“y Zahl”
folgt via FS——:

4: Aus VS gleich “x = —(—y)...

aus 3“—(—y) =y”

folgt:

5: Aus4“z =y” und
aus 2“y Zahl”
folgt:

h) VS gleich

1: Aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via FS——:

2: Aus VS gleich “z = —(—y)...

aus 1“—(—y) =y”
folgt:

3: Aus 2“z =y” und
aus VS gleich “...y Zahl”

folgt:

4: Aus 2“z =y” und
aus 3“x Zahl”
folgt:

i) VS gleich

1: Aus VS gleich “z = —(—y)”
folgt via 100-9:

2: Via 100-4 gilt:

3: Aus 1“—z = —(—(—y))” und

7

aus 2 —(—(=y)) = —y
folgt:

ARITHMETIK #100

(x = —(—y)) A (z Zahl).

7 und

—(—y) Zahl.

und

und

x Zahl.

= —(-y).
—r = —(—(~y))
—(=(=y) = -y
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Beweis 100-11 j) VS gleich

1: Aus VS gleich “...x Zahl”

folgt via 96-11:

: Aus VS gleich “—z = —(—y)...” und

aus 1“—x Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen g):

: Aus 2“—z =y...” und

aus 2“...y Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen f):

: Aus 3%z = —y” und

aus 2“...y Zahl”
folgt:

k) VS gleich

1:

s Aus 22—z =y...

Aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via FS——:

: Aus VS gleich “—z = —(—y)...” und

aus 1“—(—y) =y”
folgt:

” und

aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via des bereits bewiesenen f):

1) VS gleich

1:

Aus VS gleich “—z = —(—y)”
folgt via 100-9:

: Via 100-4 gilt:
i Aus 1“—(—2) = —(—(—y))” und

aus 2 —(—(-y)) = —y”
folgt:

—r=—(-y)
—(=z) = =(=(-=v))
—(=(=y) =—y
—(—z) =~y
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100-12. Nun geht es um die Ungleichungen = # —y, —z # y, © # —(—vy),
—z # —(—y):

100-12(Satz)

a) Aus “x # —y”und “x Zahl” folgt “—x #y”.
b) Aus “x # —y” und “y Zahl” folgt “—x #y”.
c) Aus “—x £y und “x Zahl” folgt “x # —y”.
d) Aus “—x #y”und “y Zahl” folgt “x # —y”.
e) Aus “o # —(—y) und “x Zahl” folgt “x #y”.
£) Aus “@x # —(—y) " und “y Zahl” folgt “x #y”.

g) Aus “—x # —(—y) " folgt “x # —y”.

RECH-Notation.
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Beweis 100-12 a)

b)

d)

1:

2:

Via 100-11 gilt:

Aus 1
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 100-11 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 100-11 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 100-11 gilt:

: Aus 1

folgt:

: Aus 2

folgt:

39
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Beweis 100-12 e) VS gleich (x # —(—y)) A (x Zahl).
1: Es gilt: (x=y)V(z#y).
Fallunterscheidung‘
r=y.

2: Aus VS gleich “...z Zahl” und
aus 1.1.Fall“z =y”

folgt: y Zahl.
3: Aus 2“y Zahl”
folgt via FS——: —(~y)=y.

4: Aus VS gleich “a # —(—y)...” und

aus 3“—(—y) =y’

folgt: x #£y.
5: Esgilt 4“x #y”.

Esgilt 1.1.Fall“x =y".

Ex falso quodlibet folgt: x #y.
oty
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x #y.
£) VS gleich (x # —(—y)) A (y Zahl).

1: Aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via FS——: —(—y) =v.

2: Aus VS gleich “x # —(—y)...” und
aus 1“—(—y) =y”

folgt: x #y.
g)
1: Via 100-11 gilt: (z=-y)= (v =—(-y)).
2: Aus 1
folgt: (=(=z = —=(=y))) = (=(z = —y)).
3: Aus 2
folgt: (—z # —(-y)) = (z # —y).
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100-13. Da 0,1, nan, +00, —o0, i Zahlen sind ergeben sich die nunmehrigen Kri-
terien ohne allzu viel Miihe aus Bisherigem:

100-13(Satz)

a) “x=07"genau dann, wenn “—xr =07.
b) “0 # z” genau dann, wenn “0 # —x”.
c) “ax=1"genau dann, wenn “—xr = —17.
d) “x # 17 genau dann, wenn “—x # —17.
e) “x=-—1"genau dann, wenn “—x =1".

f) “x # —17genau dann, wenn “—x #17.

114

g) “x =nan”genau dann, wenn “—xr = nan”.
h) “x # nan” genau dann, wenn “—x #* nan”.
i) “x =4o0”genau dann, wenn “—r = —o0”

j) “x # 4o0” genau dann, wenn “—x # —o0”.

k) “x = —o00”genau dann, wenn “—xr = +o00”.
g s

1) “x # —o0”genau dann, wenn “—x # +o0”.

114 114 e

1”7 genau dann, wenn “—xr = —i

m)
n) “x #i”genau dann, wenn “—x # —i”.
114 )

o) “x = —i"genau dann, wenn “—x =i

p) “x # —i” genau dann, wenn “—x #i”.

RECH-Notation.
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Beweis 100-13 a) VS gleich

1:

2: Aus 1
folgt:

a) VS gleich

1: Aus VS gleich “—z =0" und
aus 95-5“0 Zahl”
folgt via 100-11:

2: Aus 1“2z = —07 und
aus 98-15“—-0=10"
folgt:

b)

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

c) VS gleich

Aus VS gleich “z =17
folgt via 100-9:

c) VS gleich

Aus VS gleich “—x = —1” und
aus 95-5“1 Zahl”
folgt via 100-9:

d)
1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

ARITHMETIK #100

x = 0.
—z £ -0 =70,
—x =0
—x =0
x=—0
x=0

rz=1
—r = -1
—x=-—1
r=1
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Beweis 100-13 e) VS gleich
Aus VS gleich “z = —1” und

aus

95-5“1 Zahl”

folgt via 100-11:

e) VS gleich

Aus VS gleich “—z =1" und

aus

95-5“1 Zahl”

folgt via 100-11:

f)

1:
2:

Via des bereits bewiesenen e) gilt:

Aus 1
folgt:

: Aus 2
folgt:

g) VS gleich

1

2

: Aus VS gleich “x = nan”
folgt via 100-9:

: Aus 1“—z = —nan” und
aus AAVI“—nan = nan”
folgt:

g) VS gleich

1

2

h)

: Aus VS gleich “—z =nan” und
aus 95-5“nan Zahl”
folgt via 100-9:

: Aus 1“2z = —nan” und
aus AAVI“ —nan = nan”
folgt:

: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

: Aus 1
folgt:

: Aus 2
folgt:

r=—1
-z =1
-z =1
r=—1

T = nhan
—X = —han.
—X = nan.
—X = nan.
T = —han.
I = nan.

(x = nan) & (—x = nan).

(=(x = nan)) & (=(—x = nan)).

(x # nan) < (—x # nan).
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Beweis 100-13 i) VS gleich xr = 400.
1: Aus VS gleich “x = +00”
folgt via 100-9: —x = —(+00).

2: Aus 1“—2 = —(+00)” und
aus AAVI“ —(+o00) = —00”
folgt: —r = —00.

i) VS gleich —r = —00.

1: Aus VS gleich “—z = —o0” und
aus 95-5“—oo Zahl”
folgt via 100-11: x = —(—00).

2: Aus 1“2z = —(—00)” und
aus AAVI“ —(—o0) = +00”

folgt: T = +00.
hD;
1: Via des bereits bewiesenen i) gilt: (r =+400) & (—x = —00).
2: Aus 1
folgt: (-(z = +0)) & (=(—x = —0)).
3: Aus 2
folgt: (x # +00) & (—x # —00).

k) VS gleich r = —00.

7

1: Aus VS gleich “oz = —o0
folgt via 100-9: —r = —(—00).

2: Aus 14—z = —(—00)” und
aus AAVI“ —(—o0) = +00”
folgt: —x = +00.

k) VS gleich —z = +00.

1: Aus VS gleich “—x = +00” und
aus 95-5“+4o00 Zahl”
folgt via 100-11: r = —(+00).

2: Aus 1“2 = —(400)” und
aus AAVI“ —(+o00) = —c0”
folgt: T = —00.
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Beweis 100-13 1)

1: Via des bereits bewiesenen k) gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

m) VS gleich

Aus VS gleich “z =1i”
folgt via 100-9:

m) VS gleich

Aus VS gleich “—z = —i” und
aus 95-5“i Zahl”
folgt via 100-9:

n)

1: Via des bereits bewiesenen m) gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

o) VS gleich

Aus VS gleich “z = —i” und
aus 95-5“i Zahl”
folgt via 100-11:

o) VS gleich

Aus VS gleich “—z =i” und
aus 95-5“i Zahl”
folgt via 100-11:

45
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Beweis 100-13 p)

1: Via des bereits bewiesenen o) gilt:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2
folgt:

ARITHMETIK #100
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100-14. Gemaéf vorliegenden Satzes gelten auch die “Minus-Versionen” fiir das
Rechnen mit nan:

100-14(Satz)

Es gelte:
—) peT.

Dann folgt:
a) nan —p = —nan+p = —nan — p = nan.
b) p—nan = —p+ nan = —p — nan = nan.

RECH-Notation.
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ARITHMETIK #100

Beweis 100-14

1.1:

4.6:

5.a):

5.b):

AU.S _>) ccp c Tn

folgt via 100-6: —peT.
: Aus =) “peT”

folgt via AAVI: nan + p = p + nan = nan.

: Aus1.1“—peT”

folgt via AAVI: nan + (—p) = (—p) + nan = nan.

: Aus 1.2“nan+p =p+nan =nan” und

aus AAVI“—nan = nan”
folgt: —nan + p = p + (—nan) = nan.

: Aus 2.1%nan+ (—p) = (—p) + nan = nan” und

aus AAVI® —nan = nan”
folgt: —nan + (—p) = (—p) + (—nan) = nan.

: Aus 2.1“nan + (—p) = ... =nan”

folgt: nan — p = nan.

: Aus 2.2“—nan+p=...=nan”

folgt: —nan + p = nan.

: Aus 3“—nan+ (—p)=...=nan”

folgt: —nan — p = nan.

: Aus 2.2“...p+ (—nan) = nan”

folgt: p — nan = nan.

: Aus 2.1“...(—p) +nan =nan”

folgt: —p 4+ nan = nan.

Aus 3“...(—p) + (—nan) = nan”
folgt: —p — nan = nan.

Aus 4.1,

aus 4.2 und

aus 4.3

folgt: nan — p = —nan + p = —nan — p = nan.

Aus 4.4,

aus 4.5 und

aus 4.6

folgt: p —nan = —p + nan = —p — nan = nan.

O
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Ersterstellung: 02/02/06

USZ:
NSZ:
VSZ:
ASZ:
CSZ:
€SZ:

49

USatz Zahlen.
NSatz Zahlen.
VSatz Zahlen.
ASatz Zahlen.
CSatz Zahlen.
€Satz Zahlen.

Letzte Anderung: 28/01/12



50 ARITHMETIK #101

101-1. Wie erwartet gilt x € C genau dann, wenn Rez, Imz reelle Zahlen sind:

101-1(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) ze€C.

ii) “Rexr € R”und “Imx € R”.

REIM-Notation.
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Beweis 101-1 VS gleich x e C.

1: Aus VS gleich “x € C” und
aus “C={w: (we A)A (Rew € R) A (Imw € R)}”

folgt: r€{w: (weA)A (Rew € R) A (Imw € R)}.
2: Aus1“z e {x: (we A)A(Rew € R) A (Imw € R)}”
folgt: (Rew € R) A (Imw € R).
VS gleich (Rex € R) A (Imz € R).
1: Aus VS gleich “Rez € R...”
folgt via Element Axiom: Rex Menge.

2: Aus 1“Rex Menge”
folgt via 96-9: x Zahl.

3.1: Aus 2“x Zahl”
folgt via 95-6: x Menge.

3.2: Aus 2%z Zahl”
folgt via 95-4(Def): x € A.

4: Aus 3.2“x € A7,
aus VS gleich “Rez € R...” und
aus VS gleich “...Imx e R”
folgt: (x € A) A (Rex € R) A (Imz € R).

5: Aus 4“(z € A)A(Rex € R) A (Imz € R)” und
aus 3.1“x Menge”
folgt: r€{w: (weA)A (Rew € R) A (Imw € R)}.

6: Ausb5“z € {w: (we A)A(Rew € R) A (Imw € R)}” und
aus “{w: (w € A)A (Rew € R) A (Imw € R)} =C”
folgt: x e C.
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101-2. Via Negation folgt aus 101-1 vorliegendes Kriterium fiir x ¢ C:

101-2(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z ¢ C.
ii) “Rex ¢ R”oder “Imz ¢ R”.

REIM-Notation.

Beweis 101-2

1: Via 101-1 gilt: reC
& ((Rex € R) A (Imz € R)).

2: Aus 1
folgt: (=(x € C))
< (=((Rex € R) A (Imz € R))).

3: Aus 2
folgt: (=(x € C))
< ((=(Rex € R)) V (=(Imz € R))).

4: Aus 3
folgt: x¢C

< ((Rex ¢ R) V (Imz ¢ R)).
U
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101-3. Wie erwartet gilt z € B genau dann, wenn Rez, Imx sreelle Zahlen sind:

101-3(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z €B.

ii) “Rex € S”und “Imx €S”.

REIM-Notation.
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Beweis 101-3 VS gleich r e B.

1: Aus VS gleich “z € B” und
aus “B={w: (weA)A(Rew e S)A (Imw € S)}”

folgt: rE€{w:(weA)A (Rew € S) A (Imw € S)}.
2: Aus1“ze{r: (weA)A(Rew e S)A (Imw e S)}”
folgt: (Rew € S) A (Imw €°S).
VS gleich (Rex € S) A (Imz € S).
1: Aus VS gleich “Rez € S...”
folgt via Element Axiom: Rex Menge.

2: Aus 1“Rex Menge”
folgt via 96-9: x Zahl.

3.1: Aus 2“x Zahl”
folgt via 95-6: x Menge.

3.2: Aus 2%z Zahl”
folgt via 95-4(Def): x € A.

4: Aus 3.2“x € A7,
aus VS gleich “Rex € S...” und
aus VS gleich “...Imx € S”
folgt: (x € A) A (Rex € S) A (Imz €S).

5: Aus 4“(z € A)A(Rex € S) A (Imz € S)” und
aus 3.1“x Menge”
folgt: rE€{w:(weA)A (Rew € S) A (Imw € S)}.

6: Ausb“z € {w: (we A)A(Rew e S)A (Imw € S)}” und
aus “{w: (we€ A)A (Rew € S) A (Imw € S)} =B”
folgt: x € B.
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101-4. Via Negation folgt aus 101-3 vorliegendes Kriterium fiir x ¢ B:

101-4(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z ¢ B.
ii) “Rex ¢ S”oder “Imz ¢ S”.

REIM-Notation.

Beweis 101-4

1: Via 101-3 gilt: reB
< ((Rex € S) A (Imz €8)).

2: Aus 1
folgt: (-(z € B))
& (=((Rex € S) A (Imz € §))).

3: Aus 2
folgt: (-(z € B))
< ((-(Rex € S)) V (=(Imz € 8))).

4: Aus 3
folgt: r¢B

< ((Rex ¢ S) V (Imz ¢ S)).
]
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ARITHMETIK #101

101-5. Es werden nun einige Elemente von C und einige Klassen, die kein Element
von C sind, angegeben. Hier werden auch einige “ TeilKlassen- und Ungleichheits-
Aussagen” rund um C,R, S, T, B, A bewiesen. Die Beweis-Reihenfolge ist ) - g)

-h)-a)-b)-c)-d-e)-1)-j)-k) -1

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)
k)

1)

101-5(Satz)

0eC.
1eC.
nan ¢ C.
+oo ¢ C.
-0 ¢ C.
oo ¢ C.
ieC.

“RC C’und “R#C”.
“SZ C”und “C ZS”.
“TZ C”und “CZ T".
“CCB”und “C#B”.
“CCA”und “C#A".

Beweis 101-5

REIM-Notation.

f)

Aus AAT“co ¢ A” und
aus 96-6“C C A”
folgt via 0-4:
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Beweis 101-5 g)

1.1: Aus AAIII“Rei = 0” und
aus AAT“0eR
folgt:

1.2: Aus AAIIT“Imi = 1”7 und
aus AAI“1 e R”
folgt:

2: Aus1.1“Rei € R” und
aus 1.2“lmi € R”
folgt via 101-1:

o7

Rei € R.

Imi € R.



58 ARITHMETIK #101

Beweis 101-5 h)

aeR.
2: Aus Themal.1“a € R”
folgt via 95-16: acT.

3: Aus 2“a e T”
folgt via FST: (v = Rea) A (Ima = 0).

4.1: Aus Themal.1“a € R” und
aus 3“a = Rea...”

folgt: Rea € R.
4.2: Aus 3“...Ima=0" und

aus AAI“0 e R”

folgt: Ima € R.

5: Aus4.1“Rea € R” und
aus 4.2 lma € R”

folgt via 101-1: a e C.
Ergo Themal: Va: (o € R) = (a € C).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “RCC”
1.2: Via des bereits bewiesenen g) gilt: i e C.
2: Via AAT gilt: i ¢ R.
3: Aus 1.2 € C” und
aus 2“1 ¢ R”
folgt via 0-10: C#R.
4: Aus 3
folgt: A2| “R#C”

1.3: Aus A1 gleich “R C C” und
aus A2 gleich “R # C”
folgt: (RCC)A(R#C).
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Beweis 101-5 ab)

1: Via des bereits bewiesenen h) gilt:

2.a):

2.b):

c)

d)

e)

Aus AAT“0 € R” und
aus 1“R C C”
folgt via 0-4:

Aus AAT“1 € R” und
aus 1“R C C”
folgt via 0-4:

: Aus 99-15“Renan = nan” und

aus AAI“nan ¢ R”
folgt:

: Aus 1“Renan ¢ R”

folgt via 101-2:

: Aus 99-15“Re(400) = 400" und

aus AAI“+oco ¢ R”
folgt:

. Aus 1“Re(+00) ¢ R”

folgt via 101-2:

: Aus 99-15“Re(—00) = —00” und

aus AAI“—oo ¢ R”
folgt:

: Aus 1“Re(—o00) ¢ R”

folgt via 101-2:

99

0eC.

1eC.

Renan ¢ R.

nan ¢ C.

Re(+00) ¢ R.

+o0o ¢ C.

Re(—o0) ¢ R.

—o0 ¢ C.
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Beweis 101-5 i)

1.1:

2:

1.2:

1.3:

3)

1.1:

1.2:

1.3:

Via des bereits bewiesenen d) gilt:

Aus 95-11“+00 € §” und
aus 1.1“400 ¢ C”

folgt via 0-5:

Via des bereits bewiesenen g) gilt:

: Aus 1.2 C” und

aus 99-9“i ¢ S”
folgt via 0-5:

Aus A1 gleich “S € C” und
aus A2 gleich “C Z S~
folgt:

Via des bereits bewiesenen c) gilt:

: Aus 95-12%nan € T” und

aus 1.1“nan ¢ C”
folgt via 0-5:

Via des bereits bewiesenen g) gilt:

: Aus 1.2 € C” und

aus 99-9“i ¢ T”
folgt via 0-5:

Aus A1 gleich “T Z C” und
aus A2 gleich “C ¢ T”
folgt:

ARITHMETIK #101

+oo ¢ C.

AL} “S¢gC”
ieC.

A2| “C ¢ZS”
(SZC)A(CLZS).
nan ¢ C.

Al “T¢ZC”
ieC.

A2| “C ¢ T”

(TZC)A(CZT).
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Beweis 101-5 k)
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3.

3.

Thema. 1]

2: Aus Themal.1“a € C”
folgt via 101-1:

1: Aus 2“Rea € R...”
folgt via 95-15:

2: Aus 2“...Ima € R”
folgt via 95-15:

4: Aus 3.1“Rea €S” und

aus 3.2“lma € S”
folgt via 101-3:

a e C.

(Rea € R) A (Ima € R).

Rea € S.

Ima € S.

a € B.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2:
2.1:

2.2:

Via des bereits bewiesenen d) gilt:

Aus 99-15“Re(+00) = 400" und
aus 95-11“+o00 € §”
folgt:

Aus 99-15“Im(400) = 0” und
aus 95-11“0 € S”
folgt:

: Aus 2.1“Re(400) € S” und

aus 2.2“lm(4o00) € S”
folgt via 101-3:

: Aus 3“400 € B” und

aus 1.2“400 ¢ C”
folgt via 0-10:

: Aus 4

folgt:

: Aus Al gleich “C C B” und

aus 5“C #B”
folgt:

Va: (aeC)= (a€B).

A1 “CQB”

+oo ¢ C.

Re(+00) € S.

Im(400) € S.

400 € B.

B+ C.

C #B.

(CCB)A(C£B).
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Beweis 101-5 1)

1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

2: Aus AAI“nan € A” und
aus 1“nan ¢ C”
folgt via 0-10:

3: Aus 2
folgt:

4: Aus 96-6“C C A” und
aus 3“C £ A”
folgt:

ARITHMETIK #101

nan ¢ C.

A +#£C.

C#A.

(CCA)A(C £ A).
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101-6. Nun wird Einiges iiber komplexe Zahlen und iiber nan, +o0, —oo ausge-
sagt:

101-6(Satz)

Es gelte:
—) z € C.

Dann folgt:
a) x # nan.
b) = # +o0.
c) T # —oo.
d) = # .
e) Rex # nan.
f) Rex # +o0.
g) Rexr # —oc.
h) Rex # oo.
i) Imz # nan.
j) Imx # 4o0.
k) Imx # —o0.

1) Imz # oo.

REIM-Notation.
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Beweis 101-6 abcd)
1: Via 101-5 gilt: (nan ¢ C) A (+00 ¢ C) A (—o0 ¢ C) A (00 ¢ C).

2.a): Aus 2“2z € C” und
aus 1“nan ¢ C...”
folgt via 0-1: x # nan.

2.b): Aus =) “z € C” und
aus 1“...+o00¢ C...”

folgt via 0-1: T # 400.
2.¢): Aus =) “x € C” und

aus 1“...—o0 ¢ C...”

folgt via 0-1: T # —00.

2.d): Aus =) “z € C” und
aus 1“...00 ¢ C”

folgt via 0-1: x # 00.
efgh)

1: Aus =) “z e C”

folgt via 101-1: Rex € R.
2: Via AAI gilt: (nan ¢ R) A (+00 ¢ R) A (—oo ¢ R) A (00 ¢ R).

3.e): Aus —) “Rer € R” und
aus 2“nan ¢ R...”
folgt via 0-1: Rex # nan.

3.f): Aus =) “Rex €¢ R” und
aus 2“...+o0o ¢ R...”

folgt via 0-1: Rex # +00.
3.g): Aus —) “Rer € R” und

aus 2“...—oc0 ¢ R...”

folgt via 0-1: Rex # —o0.

3.h): Aus —) “Rer € R” und
aus 2“...00 ¢ R”
folgt via 0-1: Rex # oo.
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Beweis 101-6 ijk1)

1:

3.1):

3.3):

3.k):

3.1):

Aus =) “x e C”
folgt via 101-1:

: Via AAT gilt:

Aus =) “Imz € R”
aus 2“nan ¢ R...”
folgt via 0-1:

Aus —) “Imx € R”

aus 2“...+oo ¢ R...

folgt via 0-1:

Aus —) “lmx € R”

aus 2“...—oo ¢ R..

folgt via 0-1:

Aus =) “Imz € R”
aus 2“...00 ¢ R”
folgt via 0-1:
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Imz € R.

(nan € R) A (+00 ¢ R) A (—o0 ¢ R) A (00 ¢ R).

und

und
b

und

7

und

Imz # nan.

Imz # +o0.

Imx # —o0.

Imx # oco.
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ARITHMETIK #101

101-7. Es werden nun einige Elemente von B und einige Klassen, die kein Element
von B sind, angegeben. Hier werden auch einige “ TeilKlassen- und Ungleichheits-
Aussagen” rund um C,R, S, T, B, A bewiesen. Die Beweis-Reihenfolge ist £) - ¢)

-g)-h)-1i)-a)-b)-d)-e)-j)-k)-1):

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)
k)

1)

101-7(Satz)

0 e B.
1 eB.
nan ¢ B.
+o0o € B.
—oo € B.
oo ¢ B.
i€ B.

“RCB”und “R#B”.
“SCB”und “S#£B”.
“TZB”und “BZT".
“CCB”und “C#B”.
“BCA”und “B#A".

Beweis 101-7

REIM-Notation.

f)

Aus AAT“co ¢ A” und
aus 96-6“B C A”
folgt via 0-4:
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Beweis 101-7 c)

1:

g)

Aus 99-15“Renan = nan” und
aus 95-11“nan ¢ S”
folgt:

: Aus 1“Renan ¢ S”

folgt via 101-4:

Aus 101-5“i € C” und
aus 101-5“C C B”
folgt via 0-4:

h)

1.1:

1.2:

Aus 101-5“R C C” und
aus 101-5“C C B”
folgt via 0-6:

Via des bereits bewiesenen g) gilt:

: Aus 1.2 € B” und

aus AAI“i ¢ R”
folgt via 0-10:
: Aus 2
folgt:
i Aus 1.1“R C B” und
aus 3“R # B”
folgt:
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Renan ¢ S.

nan ¢ B.

R C B.

I € B.

B +# R.

R +# B.

(RCB)A (R #B).
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Beweis 101-7 i)

ARITHMETIK #101

[Themat. 1]

2: Aus Themal.1“a €S”
folgt via 95-16:

3: Aus 2“a e T”
folgt via FST:

4.1: Aus 3“a=Rea...” und
aus Themal.1“a € S”

a€S.

aeT.

(v = Rea) A (Ima = 0).

folgt: Rea € S.
4.2: Aus 3“...Ima=0" und
aus 95-11“0 € §”
folgt: Ima € S.
5: Aus 4.1“Rea € S”7 und
aus 4.2“lma € S”
folgt via 101-3: a € B.
Ergo Themal. 1: Va: (o €S)= (aeB).
Konsequenz via 0-2(Def): A1l “SCB”
1.2: Via des bereits bewiesenen g) gilt: i€ B.
2: Aus 1.2 € B” und
aus 99-9“i ¢ S”
folgt via 0-10: B #S.
3: Aus 2
folgt: A2| “S#B”

1.3: Aus A1 gleich “S CB” und
aus A2 gleich “S # B”
folgt:

(SCB) A (S #B).
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Beweis 101-7 ab)

1:

2.a):

2.b):

de)

2.d):

2.e):

3)

1.1:

1.2:

1.3:

Via des bereits bewiesenen h) gilt:

Aus AAT“0 € R” und
aus 1“R C B”
folgt via 0-4:

Aus AAI“1 € R” und
aus 1“R CB”
folgt via 0-4:

: Via des bereits bewiesenen i) gilt:

Aus 95-11“+00 € §” und
aus 1“SCB”
folgt via 0-4:

Aus 95-11“ —o00 € §” und
aus 1“SCB”
folgt via 0-4:

Via des bereits bewiesenen c) gilt:

: Aus 95-12%nan € T” und

aus 1.1“nan ¢ B”
folgt via 0-5:

Via des bereits bewiesenen g) gilt:

: Aus 1.2“1€B” und

aus 99-9“i ¢ T”
folgt via 0-5:

Aus Al gleich “T ¢ B” und
aus A2 gleich “B « T”
folgt:
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0eB.

1eB.

+o00 € B.

—o0 € B.

nan ¢ B.

A1 (L’]I‘Z]B”

i€ B.

A2 (LBZT??

(TZB)ABLT).
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Beweis 101-7
k)

Via 101-5 gilt:
1

1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

2: Aus AAI“nan € A” und
aus 1“nan ¢ B”
folgt via 0-10:

3: Aus 2
folgt:

4: Aus 96-6“B C A” und
aus 3“B #£ A”
folgt:

ARITHMETIK #101

(C CB) A (C £B).

nan ¢ B.

A #B.

B+ A.

(BCA)A(B#A).
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101-8. Nun wird Einiges iiber bkomplexe Zahlen und iiber nan, 400, —oo ausge-
sagt:

101-8(Satz)
Es gelte:
—) z €B.
Dann folgt:
a) x # nan.
b) x # oo.
c) Rex # nan.
d) Rex # oo.
e) Imx # nan.

£) Imz # .

REIM-Notation.
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Beweis 101-8 ab)

1:

2.a):

2.b):

cd)

3.c):

3.d):

ef)

3.c):

3.d):

Via 101-7 gilt:

Aus =) “z e B” und
aus 1“nan ¢ B...”
folgt via 0-1:

Aus =) “z e B” und
aus 1“...00 ¢ B”
folgt via 0-1:

: Via 95-11 gilt:

: Aus )4z e B”

folgt via 101-3:

Aus 2“Rex € S” und
aus 1“nan ¢ S...”
folgt via 0-1:

Aus 2“Rexr € S” und
aus 1“...00 ¢ §”
folgt via 0-1:

: Via 95-11 gilt:

: Aus )4z e B”

folgt via 101-3:

Aus 2¢Ilmz € S” und
aus 1“nan ¢ S...”
folgt via 0-1:

Aus 2“lmz € S” und
aus 1“...00 ¢ S”
folgt via 0-1:

ARITHMETIK #101

(nan ¢ B) A (00 ¢ B).

x # nan.

(nan ¢ S) A (oo ¢ 8S).

Rex € S.

Rex # nan.

Rex # oc.

(nan € S) A (o0 ¢ S).

Imx € S.

Imz # nan.

Imz # oo.

O
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101-9. Es gilt p € C genau dann, wenn —p € C und dies ist genau dann der Fall,
wenn —(—p) € C. Analoges gilt fir B an Stelle von C:

101-9(Satz)
a) (peC)& (—peC) &

b) (peB)&= (—peB) &

(=(=p) € C).
(—(=p) €B).

RECH-Notation.

Beweis 101-9

REIM.-Notation

a)

US gleich

1: Aus VS gleich “p e C”

folgt via 101-1:

.1: Aus 1“RepeR...7

folgt via 100-6:

.2: Aus1“...Imp e R”

folgt via 100-6:

3: Via 96-27 gilt:

p e C.

(Rep € R) A (Imp € R).

—Rep € R.

—Imp € R.

(Re(—p) = —Rep) A (Im(—p) = —Imp).

: Aus 3“Re(—p) = —Rep...” und

aus 2.1“—Rep € R”

folgt: Re(—p) € R

.20 Aus 3“...Im(—p) = —Imp” und

aus 2.2“—Imp € R”

folgt: Im(—p) € R
: Aus 4.1“Re(—p) € R” und

aus 4.2“lm(—p) € R”

folgt via 101-1: —peC
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Beweis 101-9 a) VS gleich

a)

1: Aus VS gleich “—p e C”

folgt via 101-1:

: Aus 1“Re(—p) e R...”

folgt via 100-6:

: Aus 1“...Im(—p) € R”

folgt via 100-6:

: Via 96-27 gilt: (Re(—(—p)) = —Re(—
: Aus 3“Re(—(—p)) = —Re(—p)...” und

aus 2.1“—Re(—p) e R”
folgt:

: Aus 3“...Im(—(—p)) = —Im(—p)” und

aus 2.2“—Im(—p) € R”
folgt:

: Aus 4.1“Re(—(—p)) € R” und

aus 4.2“lm(—(—p)) e R”
folgt via 101-1:

US gleich

: Aus VS gleich “—(—p) € C”

folgt via 99-1:

: Aus 1“—(—p) Zahl”

folgt via 100-6:

: Aus 2“p Zahl”

folgt via FS——:

: Aus VS gleich “—(—p) € C” und

2

aus 3“—(—p) =p
folgt:

ARITHMETIK #101

—p e C.

(Re(—p) € R) A (Im(—p) € R).

—Re(—p) € R.

—Im(—p) € R.
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Beweis 101-9 b)

1: Aus VS gleich “pe B”
folgt via 101-3:

: Aus 1“Repe S...”
folgt via 100-6:

: Aus 1“...Imp e S”
folgt via 100-6:

3: Via 96-27 gilt:

VS gleich

.7 und

4.1: Aus 3“Re(—p) = —Rep.
aus 2.1“—Rep € §”
folgt:
4.2: Aus 3“...Im(—p) = —Imp” und

aus 2.2“—Imp € S”
folgt:

5: Aus 4.1“Re(—p) € S” und

aus 4.2“lm(—p) € S”
folgt via 101-3:
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p € B.

(Rep € S) A (Imp € S).

—Rep € S.

—Imp € S.

—Rep) A (Im(—p) = —Imp).
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Beweis 101-9 b) VS gleich

b)

: Via 96-27 gilt:

1: Aus VS gleich “—p € B”

folgt via 101-3:

: Aus 1“Re(—p) €S...”7

folgt via 100-6:

: Aus 1“...Im(—p) € S”

folgt via 100-6:

aus 2.1“—Re(—p) € S”
folgt:

: Aus 3“...Im(—(—p)) = —=Im(—p)” und

aus 2.2“—Im(—p) € S”
folgt:

: Aus 4.1“Re(—(—p)) € S” und

aus 4.2“lm(—(—p)) € S”
folgt via 101-3:

VS glich

: Aus VS gleich “—(—p) € B”

folgt via 99-1:

: Aus 1“—(—p) Zahl”

folgt via 100-6:

: Aus 2“p Zahl”

folgt via FS——:

: Aus VS gleich “—(—p) € B” und

2

aus 3“—(—p) =p
folgt:

ARITHMETIK #101

—p € B.

(Re(—p) € S) A (Im(—p) € 5).

—Re(—p) € S.

—Im(—p) € S.

(Re(=(=p)) = —Re(=p)) A (Im(=(=p)) = —Im(=p)).
: Aus 3“Re(—(—p)) = —Re(—p)...” und
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101-10. Im USatz Zahlen werden die binédren Vereinigungen von R, S, T, C, B, A
beschrieben:

101-10(Satz) (USZ: USatz Zahlen)

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)
k)
1)
m)
n)
0)

RUS=S.
RUT=T.
RUC=C.
RUB = B.
RUA =A.
SUT =T
SuC=SUC.
SUB = B.
SUA =A.
TuC=TuC.
TUB=TuUB.
TUA=A.
CuB =B.
CUA =A.
BUA=A.

Beweis 101-10 a)

Aus 95-11“R C §”
folgt via 2-10:

b)

Aus 95-12“R C T”
folgt via 2-10:

c)

Aus 101-5“R C C”
folgt via 2-10:

RUS=S.
RUT =T.
RuUC=_C.
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Beweis 101-10 d)

Aus 101-7“R C B”
folgt via 2-10:

e)

Aus AAT“R C A”
folgt via 2-10:

f)

Aus 95-12¢S C T”
folgt via 2-10:

g)
Es gilt:
h)

Aus 101-7“S C B”
folgt via 2-10:

i)

Aus 95-11“S C A”
folgt via 2-10:

3

Es gilt:

k)

Es gilt:

1

Aus 95-12¢T C A”
folgt via 2-10:

m)

Aus 101-5“C C B”
folgt via 2-10:

n)

Aus 96-6“C C A”
folgt via 2-10:

ARITHMETIK #101

RUB =DB.

RUA = A.

SuUT=T.

SuC=SuUC.

SUB =B.

SUA=A.

TuC=TuC.

TUB=TUDB.

TUA = A.

CuB =B.

CUA=A.
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Beweis 101-10 o)

Aus 96-6“B C A”
folgt via 2-10:

79

BUA=A.
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101-11. Im NSatz Zahlen werden die bindren Durchschnitte von R, S, T, C, B, A
beschrieben:

101-11(Satz) (NSZ: NSatz Zahlen)

a) RNS=R.
b) RNT =R.
c) RNC=R.
d) RNB=R.
e) RNA=R.
£f) SNT=S.
g) SNC=R.
h) SNB=S.
i) SNA=S.
j) TNnC=R.
k) TNB=S.
1) TNA=T.
m) CNB=C.
n) CNA=C.
o) BNA =B.
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Beweis 101-11
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REIM-Notation.

a)

Aus 95-11“R C §”
folgt via 2-10:

b)

Aus 95-12“R C T”
folgt via 2-10:

c)

Aus 101-5“R C C”
folgt via 2-10:

d)

Aus 101-7“R C B”
folgt via 2-10:

e)

Aus AATI“R C A”
folgt via 2-10:

f)

Aus 95-12¢“S C T”
folgt via 2-10:

RNS=R.
RNT=R.
RNC=R.
RNB=R.
RNA=R

SNT=S.



82 ARITHMETIK #101

Beweis 101-11 g)

aeSnC.
2: Aus Themal.1“aeSNC”
folgt via 2-2: (v €S)A (e C).

3.1: Aus2“a€S...” und
aus 95-12«“S C T”
folgt via 0-4: acT.

3.2: Aus2“...aeC”
folgt via 101-1: Rea € R.

4: Aus 3.1“a e T”
folgt via FST: a = Rea.

5: Aus 4“a = Rear” und
aus 3.2“Rea € R”

folgt: a € R.
Ergo Themal. 1: Va: (e SNC) = (a € R).
Konsequenz via 0-2(Def): A1l “SNC CR”

1.2: Aus 95-11“R C §” und
aus 101-5“R C C”
folgt via 2-12: RCSNC.

2: Aus A1 gleich “SNC CR” und
aus 1.2“RCSNC”

folgt via GleichheitsAxiom: SNC=R.
h)
Aus 101-7“S C B”
folgt via 2-10: SNB=S.
i)

Aus 95-11“S C A”
folgt via 2-10: SNA=S.
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Beweis 101-11 j)
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2: Aus Themal.1“a e TNC”
folgt via 2-2:

3.1: Aus2“aeT...”
folgt via FST:

3.2: Aus2“...acC”
folgt via 101-1:

4: Aus 3.1“a =Rea” und
aus 3.2“Rea € R”
folgt:

aeceTnNC.

(e e T)A (a €C).

o = Rea.

Rea € R.

a € R.

Ergo Themal.1:
Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Aus 95-12“R C T” und
aus 101-5“R C C”
folgt via 2-12:

2: Aus A1 gleich “TNC CR” und
aus 1.2“RCTnNC”
folgt via GleichheitsAxiom:

Va: (a e TNC) = (a € R).

Al “TNCCR”

RCTNC.

TNC=R.
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Beweis 101-11 k)

aecTNB.
2: Aus Themal.1“a e TNB”
folgt via 2-2: (v € T) A (o € B).

3.1: Aus2“aeT...”
folgt via FST: a = Rea.

3.2: Aus2“...aeB”
folgt via 101-3: Rea € S.

4: Aus 3.1“a = Rea” und
aus 3.2“Rea € S”

folgt: a € S.
Ergo Themal.1: Va:(a e TNB) = (e €8).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “TNBCS”

1.2: Aus 95-124S C T” und
aus 101-7“S C B”
folgt via 2-12: SCTnNB.

2: Aus Al gleich “TNB CS” und
aus 1.2“SCTnNB”

folgt via Gleichheits Axiom: TNnB=S.
i)
Aus 95-12“T C A”
folgt via 2-10: TNA=T.
m)

Aus 101-5“C C B”
folgt via 2-10: CnB=C.

n)

Aus 96-6“C C A”
folgt via 2-10: CnA=C.
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Beweis 101-11 o)

Aus 96-6“B C A”
folgt via 2-10:
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BNA=DB.



86

ARITHMETIK #101

101-12. Im VSatz Zahlen werden die im USZ getroffenen Aussagen iiber die
binéren Vereinigungen von R, S, T, C,B, A in “oder-Aussagen” {ibersetzt:

a) “(peR)V
b) “peR)V(peT)”
c) “(peR)

d) “(peR)V(peB
&) “(peR)

£) “(pes)

g) “(peS)

h) “(pes)

1 “(p

) “peT)

k) “(peT)

D “(peT)

m) “(p € C)

n) “(peC)

) “(peB)

101-12(Satz) (VSZ: VSatz Zahlen)

(p € S)” genau dann, wenn “p € S”.

(p € T)” genau dann, wenn “p € T”.

(p € C)” genau dann, wenn “p e C”.

( )” genau dann, wenn “p € B”.

(p Zahl)” genau dann, wenn “p Zahl”.

(p € T)” genau dann, wenn “p € T”.

(p € C)” genau dann, wenn “(p €S)V (p e C)”.

(p € B)” genau dann, wenn “p € B”.

V
V
V
V
V
V
V
€S) V (p Zahl)” genau dann, wenn “p Zahl”.
V (p € C)” genau dann, wenn “(p € T)V (p € C)”.
V (p € B)” genau dann, wenn “(p € T)V (p € B)”.
V (p Zahl)” genau dann, wenn “p Zahl” .
V (p € B)” genau dann, wenn “p € B”.
V (p Zahl)” genau dann, wenn “p Zahl”.
\%

(p Zahl)” genau dann, wenn “p Zahl”.

Beweis 101-12 a)

1: Via 2-2 gilt:

2: Aus 1 und
aus 101-10“RUS = §”
folgt:

3: Aus 2
folgt:

(peRUS) < ((peR)V (peS)).

(reS)= ((peR)V(peS)).

(peR)V(peES)) & (peS).
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Beweis 101-12 b)

c)

d)

e)

1: Via 2-2 gilt: peRUT) < (peR)V(peT)).
2: Aus 1 und

aus 101-10“RUT =T"

folgt: peT)e(peR)vV(peT).
3: Aus 2

folgt: (peR)V(peT)) < (pel).
1: Via 2-2 gilt: (peRUC) = (peR)V(pe)).
2: Aus 1 und

aus 101-10“RUC =C”

folgt: peC)e((peR)Vv(pe)).
3: Aus 2

folgt: (peR)V(peC)) < (peC).
1: Via 2-2 gilt: (peRUB) < ((peR)V(peB)).
2: Aus 1 und

aus 101-10“RUB = B”

folgt: peB) < (peR)V(peB)).
3: Aus 2

folgt: (peR)V(peB)) < (peB).
1: Via 2-2 gilt: (peRUA) = ((peR)V(peA)).
2: Aus 1 und

aus 101-10“RUA = A”

folgt: peA) e (peR)V(peA)).
3: Aus 2

folgt: (peR)V(peA)) e (pe).
4: Via 95-4(Def) gilt: (p Zahl) & (p € A).

5: Aus3“((peR)V(peA) < (peA)” und
aus 4“(p Zahl) & (p € A)”
folgt: ((p € R) V (p Zahl)) & (p Zahl).



88

Beweis 101-12 f)

1: Via 2-2 gilt:

2: Aus 1 und
aus 101-10“SUT =T”
folgt:
3: Aus 2
folgt:
g)
Es gilt:
h)

1: Via 2-2 gilt:

2: Aus 1 und
aus 101-10“SUB = B”
folgt:

3: Aus 2
folgt:

i)
1: Via 2-2 gilt:

2: Aus 1 und
aus 101-10“SUA = A”
folgt:

3: Aus 2
folgt:

4: Via 95-4(Def) gilt:

ARITHMETIK #101

(peSUT) <= ((peS)V (peT)).

(peT)=((peS)V(peT)).

(peS)V(peT) < (peT).

(peS)V(peC)=(peS)Vv(pel)).

(peSUB) = ((peS)V (peB)).

(PeB) = ((peS)V(peB)).

(peS)V(peB)) < (peB).

(peSUA) & ((peS)V(peA)).

(peA) = (peS)V(peh)).

(peS)VpeA)) = (peh).
(p Zahl) & (p € A).

5: Aus3“((peS)V(peA)) < (peA)” und

aus 4“(p Zahl) & (p € A)”

folgt:
3
Es gilt:
k)
Es gilt:

((p €S) V (p Zahl)) < (p Zahl).

(peT)V(peC) & (peT)Vv(pel)).

(peT)V(peB) = ((peT)V(peB)).
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Beweis 101-12 1)

1:

2:

m)

n)

Via 2-2 gilt:

Aus 1 und
aus 101-10“TUA = A”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 95-4(Def) gilt:

aus 4“(p Zahl) & (p € A)”
folgt:

: Via 2-2 gilt:

: Aus 1 und

aus 101-10“CUB = B”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 2-2 gilt:

: Aus 1 und

aus 101-10“CU A = A”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 95-4(Def) gilt:

aus 4“(p Zahl) & (p € A)”
folgt:
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(peTUA) & ((peT)Vv(peA)).

(pehdh) = ((peT)V(peh)).

(peT)Vv(peA) & (pel).
(p Zahl) & (p € A).

: Aus3“((peT)VvV(peA) < (peA)” und

((p € T)V (p Zahl)) < (p Zahl).

(peCUB) < ((peC)V(peB)).

(peB) = (peC)V(peB)).

(peC)Vv(peB)) < (peB).

(peCUA) & ((peC)V(peA)).

(peA) = ((peC)Vv(peh)).

(peC)Vv(ped) = (peh).
(p Zahl) & (p € A).

: Aus3“((peC)v(peA) < (peA)” und

((p € C)V (p Zahl)) < (p Zahl).
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Beweis 101-12 o)

1: Via 2-2 gilt: (peBUA) < ((peB)V(ped)).
2: Aus 1 und

aus 101-10“BU A = A”

folgt: (pehA) e ((peB)V(ped)).
3: Aus 2

folgt: (peB)VvipeA) < (ped).
4: Via 95-4(Def) gilt: (p Zahl) & (p € A).

5: Aus3“((peB)V(peAd)) e (peA)” und
aus 4“(p Zahl) & (p € A)”
folgt: ((p € B) V (p Zahl)) < (p Zahl).

O
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101-13. Im ASatz Zahlen werden die im NSZ getroffenen Aussagen iiber die
bindren Durchschnitte von R, S, T,C, B, A in “und-Aussagen” iibersetzt:

101-13(Satz) (ASZ: ASatz Zahlen)

a) “(peR)A(p€S)”genau dann, wenn “p € R”.
b) “(peR)A(p€T)”genau dann, wenn “p € R”.
c) “(peR)A(peC)”genau dann, wenn “p € R”.
d) “(peR)A(p€B)”genau dann, wenn “p € R”.
e) “(peR)A(p Zahl)” genau dann, wenn “p € R”.
) “(peS)A(peT)”genau dann, wenn “p € S”.
g) “(peS)A(peC)”genau dann, wenn “p € R”.
h) “(p€S)A(pe€B)”genau dann, wenn “p € S”.
1) “(p€S)A(p Zahl)” genau dann, wenn “p € S”.
3) “(peT)A(peC)”genau dann, wenn “p € R”.
k) “(peT)A(pe€B)”genau dann, wenn “p € S”.
1) “(peT)A(p Zahl)” genau dann, wenn “p € T”.
m) “(p € C) A (p € B)”genau dann, wenn “p € C”.
n) “(p€ C)A(p Zahl)” genau dann, wenn “p € C”.
o) “(p€B)A(p Zahl)” genau dann, wenn “p € B”.

Beweis 101-13 a)

1: Via 2-2 gilt: peRNS)< (peR)A(peS)).
2: Aus 1 und

aus 101-12“RNS =R"

folgt: peR)< (peR)A(peS)).
3: Aus 2

folgt: (peR)A(peS)) < (peR).
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Beweis 101-13 b)

c)

d)

e)

1: Via 2-2 gilt:

2: Aus 1 und

aus 101-12“RNT = R”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 2-2 gilt:
: Aus 1 und

aus 101-12“RNC =R”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 2-2 gilt:

: Aus 1 und

aus 101-12“RNB = R”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 2-2 gilt:
: Aus 1 und

aus 101-12“RNA =R”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 95-4(Def) gilt:

folgt:
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peRNT)< (peR)A(peT)).

PeR) & (PeR)A(peT)).

(peR)A(peT)) < (peR).

PeRNC) & ((peR)A(peC)).

PeR) = (PeR)A(peC)).

(peR)A(peC)) = (peR).

peRNB) < (peR)A(peB)).

PeR) = (PeR)A(peB)).

(peR)A(peB)) < (peR).

(PeRNA) & (peR)A(peA)).

(PeR) = ((peR)A(peA)).

(peR)A(peA)) & (peR).
(p Zahl) & (p € A).

cAus3“(peR)A(peA)) < (peR)” und
aus 4“(p Zahl) & (p € A)”

((p € R) A (p Zahl)) & (p € R).
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Beweis 101-13 f)

g)

h)

i)

1: Via 2-2 gilt:

2: Aus 1 und

aus 101-12“SNT = §”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 2-2 gilt:
: Aus 1 und

aus 101-12“SNC =R”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 2-2 gilt:

: Aus 1 und

aus 101-12“SNB =§”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 2-2 gilt:
: Aus 1 und

aus 101-12“SNA =8
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 95-4(Def) gilt:
cAus3“((peS)A(ped) & (pes)”

aus 4“(p Zahl) & (p € A)”
folgt:
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peSNT)<= ((peS)A(peT)).

(peS)=(peS)A(peT)).

(peS)A(peT) = (peS).

(peSNC) &= ((peS)A(pe)).

(PeER) = ((peS)A(pe)).

(peS)A(peC)) = (peR).

peSNB)<= ((peS)A(peB)).

(peS)= (peS)A(peB)).

(peS)A(peB)) & (pes).

(peSNA)& ((peS)A(peA)).

(peS)e ((peS)A(peA)).

(peS)A(peA)) & (peS).
(p Zahl) & (p € A).

und

((p €S) A (p Zahl)) & (p €8).
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Beweis 101-13 j)

k)

1)

m)

1: Via 2-2 gilt:

2: Aus 1 und

aus 101-12“TNC =R"
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 2-2 gilt:
: Aus 1 und

aus 101-12“TNB =S”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 2-2 gilt:

: Aus 1 und

aus 101-12“TNA =T”
folgt:

: Aus 2

folgt:

: Via 95-4(Def) gilt:
: Aus3“((peT)A(peA) < (peT)” und

aus 4“(p Zahl) & (p € A)”
folgt:

: Via 2-2 gilt:

: Aus 1 und

aus 101-12“CNB =C”
folgt:

: Aus 2

folgt:
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peTNC)< ((peT)A(peC)).

PeR) = ((peT)A(peC)).

(peT)A(peC)) = (peR).

(peTNB) = (peT)A(peB)).

(PeS)&((peT)A(peB)).

(peT)A(peB)) = (peS).

peTNA)< (peT)A(peA)).

(peT) = ((peT)A(pech)).

(peT)A(peA)) = (peT).
(p Zahl) & (p € A).

((p € T)A (p Zahl)) < (p € T).

(peCnNB)< (peC)A(peB)).

(PeC) = ((peC)A(peB)).

(peC)A(peB)) = (peC).
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Beweis 101-13 n)

1:

2:

0)

: Aus 3“((peC)A(pe ) < (peC)” und

aus 4“(p Zahl) & (p € A)”

: Aus3“((peB)A(peA)) < (peB)” und

aus 4“(p Zahl) & (p € A)”
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Via 2-2 gilt: peCnA)e (peC)A(peh)).

Aus 1 und

aus 101-12“CNA =C”

folgt: peC)e((peC)A(pel)).
: Aus 2

folgt: (peC)AN(peA)) < (peC).
: Via 95-4(Def) gilt: (p Zahl) & (p € A).

folgt: ((p e C) A (p Zahl)) & (p € C).
: Via 2-2 gilt: peBNA)s (peB)A(ped)).
: Aus 1 und

aus 101-12“BNA =B”

folgt: peB) = (peB)A(pel)).
: Aus 2

folgt: (peB)A(peA)) < (peB).
: Via 95-4(Def) gilt: (p Zahl) & (p € A).

folgt: ((p € B) A (p Zahl)) < (p € B).

O
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101-14. Um etwa “Rex € R” nachzuweisen reicht es, sich von “Rexr € C” zu
iiberzeugen:

101-14(Satz)

a) Aus “Rex € C” folgt “Rex € R”.
b) Aus “Rex € B” folgt “Rexr € S”.
c) Aus “Rex Zahl” folgt “Rex € T”.
d) Aus “Ilmz € C” folgt “Imx € R”.
e) Aus “lmx € B” folgt “Imx € S”.

£) Aus “lmx Zahl” folgt “Imx € T”.

REIM-Notation.

Beweis 101-14 a) VS gleich Rex € C.

1: Aus VS gleich “Rex € C”
folgt via Element Axiom: Rex Menge.

2: Aus 1“Rex Menge”
folgt via 96-9: Rex € T.

3: Aus 2“Rex € T” und
aus VS gleich “Rex € C”
folgt via ASZ: Rex € R.

b) VS gleich Rex € B.

1: Aus VS gleich “Rexr € B”
folgt via Element Axiom: Rex Menge.

2: Aus 1“Rexr Menge”
folgt via 96-9: Rex € T.

3: Aus 2“Rex € T” und
aus VS gleich “Rexr € B”
folgt via ASZ: Rex € S.
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Beweis 101-14 c¢) VS gleich

Aus VS gleich “Rex Zahl”
folgt via 96-9:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “Imz € C”

folgt via Element Axiom:

2: Aus 1“Imx Menge”
folgt via 96-9:

3: Aus 2“lmx € T” und
aus VS gleich “Imz € C”
folgt via ASZ:

e) VS gleich

1: Aus VS gleich “Imz € B”

folgt via Element Axiom:

2: Aus 1“Imx Menge”
folgt via 96-9:

3: Aus 2“lmz € T” und
aus VS gleich “Imx € B”
folgt via ASZ:

f) VS gleich

Aus VS gleich “Imzx Zahl”
folgt via 96-9:

97

Rex Zahl.

Rex € T.
Imz € C.

Imx Menge.

Imzx € T.

Imz € R.

Imz € B.

Imx Menge.

Imx € T.

Imz € S.

Imz Zahl.

Imx € T.
O
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101-15. Nun wird ein Kriterium fiir “z € B\ C” etabliert:

101-15(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) peB\C.
ii) “(Rep = +00) A (Imp # nan)” oder “(Rep = —o0) A (Imp # nan)”
oder “(Rep # nan) A (Imp = +00)”

oder “(Rep # nan) A (Imp = —o0)”.

REIM-Notation.

Beweis 101-15 VS gleich peB\C.
1: Aus VS gleich “pe B\ C”
folgt via 5-3: (peB)A(p¢C).

2: Aus1“peB...”
folgt via 101-3: (Rep € S) A (Imp € S).

3.1: Aus2“RepeS...”
folgt via 95-20: Rep # nan.

3.2: Aus2“...Imp e S”
folgt via 95-20: Imp # nan.
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Beweis 101-15 VS gleich peB\C.

4: Aus1“...pg¢C”
folgt via 101-2: (Rep ¢ R) V (Imp ¢ R).

Fallunterscheidung‘

4.1.Fall Rep ¢ R.
5: Aus2“Rep e S...”
folgt via 95-15: (Rep € R) V (Rep = +0) V (Rep = —0).

6: Aus4.1.Fall“Rep ¢ R” und

aus 5“(Rep € R) V (Rep = +00) V (Rep = —0)”

folgt: (Rep = +00) V (Rep = —o0).
7: Aus 6“(Rep = 4+00) V (Rep = —00)” und

aus 3.2“lmp = nan”

folgt:
((Rep = 4+00) A (Imp # nan)) V ((Rep = —c0) A (Imp # nan)).
8: Aus7
folgt:
((Rep = +00) A (Imp # nan)) V ((Rep = —o0) A (Imp # nan))
V((Rep # nan) A (Imp = 4+00)) V ((Rep # nan) A (Imp = —c0)).
Imp ¢ R.
5: Aus 2“...ImpeS”
folgt via 95-15: (Imp € R) V (Imp = 4+00) V (Imp = —0).

6: Aus 4.2.Fall“lmp ¢ R” und
aus 5“(Imp € R) V (Imp = +00) V (Imp = —00)”
folgt: (Imp = 4+00) V (Imp = —0).
7: Aus 3.1“Rep # nan” und
aus 6“ (Imp = +00) V (Imp = —00)”
folgt:
((Rep # nan) A (Imp = 4+00)) V ((Rep # nan) A (Imp = —c0)).
8: Aus7
folgt:
((Rep = +00) A (Imp # nan)) V ((Rep = —o0) A (Imp # nan))

V((Rep # nan) A (Imp = 4+00)) V ((Rep # nan) A (Imp = —0)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

((Rep = +00) A (Imp # nan)) V ((Rep = —o0) A (Imp # nan))
V((Rep # nan) A (Imp = +00)) V ((Rep # nan) A (Imp = —0)).
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Beweis 101-15
VS gleich ((Rep = +00) A (Imp # nan)) V ((Rep = —o0) A (Imp # nan))
V((Rep # nan) A (Imp = +00)) V ((Rep # nan) A (Imp = —c0)).

1: Nach VS gilt:
((Rep = +00) A (Imp # nan)) V ((Rep = —o0) A (Imp # nan))
V((Rep # nan) A (Imp = +00)) V ((Rep # nan) A (Imp = —c0)).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall (Rep = +00) A (Imp # nan).

2: Aus1.1.Fall“Rep = +o0...”
folgt via 95-15: Rep € S.

3: Aus 2“Rep e §”
folgt via 95-16: Rep € T.

4: Aus 3“RepeT”
folgt via 96-9: Imp € T.

5: Aus 4“Ilmp € T” und
aus 1.1.Fall“...Imp # nan”
folgt via 95-20: Imp € S.

6: Aus 2“Rep € S” und
aus 5“lmp € §”
folgt via 101-3: p € B.

7: Aus1.1.Fall“Rep=+00...”
folgt via 95-18: Rep ¢ R.

8: Aus 7“Rep ¢ R”
folgt via 101-2: p ¢ C.

9: Aus 6“p € B” und
aus 8“p ¢ C”
folgt via 5-3: peB\C.
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Beweis 101-15

VS gleich

101

((Rep = +00) A (Imp # nan)) V ((Rep = —o0) A (Imp # nan))

V((Rep # nan) A (Imp = +00)) V ((Rep # nan) A (Imp = —o0)).

‘Fallunterscheidung‘

2:

Aus 1.2.Fall“Rep = —c0...

folgt via 95-15:

: Aus 2“Rep € S”

folgt via 95-16:

: Aus 3“Repe T”

folgt via 96-9:

: Aus 4“lmp € T” und

aus 1.2.Fall“...Imp # nan”
folgt via 95-20:

: Aus 2“Rep € S” und

aus 5“lmp € §”
folgt via 101-3:

: Aus 1.2.Fall“Rep=—00...

folgt via 95-18:

: Aus 7“Rep ¢ R”

folgt via 101-2:

: Aus 6“p e B” und

aus 8“p ¢ C”
folgt via 5-3:

”

2

(Rep = —00) A (Imp # nan).
Rep € S.
Rep € T.

Imp € T.

Imp € S.

p € B.

Rep ¢ R.

p ¢ C.

peB\C.
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Beweis 101-15

VS gleich

ARITHMETIK #101

((Rep = +00) A (Imp # nan)) V ((Rep = —o0) A (Imp # nan))

V((Rep # nan) A (Imp = +00)) V ((Rep # nan) A (Imp = —o0)).

‘Fallunterscheidung‘

2:

Aus 1.3.Fall®
folgt via 95-15:

: Aus 2¢lmp € S”

folgt via 95-16:

: Aus 3¢lmp e T”

folgt via 96-9:

: Aus 4“Rep e T”

coddmp = 407

und

aus 1.3.Fall“Rep # nan...”

folgt via 95-20:

: Aus 5“Rep e S§”

aus 2“lmp € §”
folgt via 101-3:

: Aus 1.3.Fall“

folgt via 95-18:

: Aus 7¢Imp ¢ R”

folgt via 101-2:

: Aus6“peB” u

aus 8“p ¢ C”
folgt via 5-3:

und

co.Imp = +o0”

nd

(Rep # nan) A (Imp = 400).
Imp € S.
Imp € T.

Rep € T.

Rep € S.

p € B.

Imp ¢ R.

p¢C.

peB\C.
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Beweis 101-15

VS gleich
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((Rep = +00) A (Imp # nan)) V ((Rep = —o0) A (Imp # nan))

V((Rep # nan) A (Imp = +00)) V ((Rep # nan) A (Imp = —o0)).

‘Fallunterscheidung‘

2:

Aus 1.4.Fall“...Imp = —oc0”
folgt via 95-15:

: Aus 2¢lmp € S”

folgt via 95-16:

: Aus 3¢lmp e T”

folgt via 96-9:

: Aus 4“Rep € T” und

aus 1.4.Fall“Rep # nan...”
folgt via 95-20:

: Aus 5“Rep € S” und

aus 2“lmp € §”
folgt via 101-3:

: Aus 1.4.Fall“...Imp = —o0”

folgt via 95-18:

: Aus 7¢Imp ¢ R”

folgt via 101-2:

: Aus 6“p e B” und

aus 8“p ¢ C”
folgt via 5-3:

(Rep # nan) A (Imp = —oc0).
Imp € S.
Imp € T.

Rep € T.

Rep € S.

p € B.

Imp ¢ R.

p ¢ C.

peB\C.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

peB\C.
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101-16. Auch um spéters Zitieren zu vereinfachen werden nun die Inklusions-
Aussagen iiber R, S, T, C, B, A im CSatz Zahlen zusammengefasst:

101-16(Satz) (CSZ: CSatz Zahlen)

a) RCS.
b) RCT.
c) RCC.
d) RCB.
e) RCA.
f) SCT.
g) SCB.
h) SCA.
i) TCA.
j) CCB.
k) CCA.
1) BCA.
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Beweis 101-16 a)

Via 95-11 gilt:
b)

Via 95-12 gilt:
c)

Via 101-5 gilt:
d)

Via 101-7 gilt:
e)

Via AAT gilt:
f)

Via 95-12 gilt:
g)

Via 101-7 gilt:
h)

Via 95-11 gilt:
i)

Via 95-12 gilt:
3

Via 101-5 gilt:
k)

Via 101-5 gilt:
1)

Via 101-7 gilt:
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101-17. Auch um spéters Zitieren zu vereinfachen werden nun die Inklusions-
Aussagen iiber R, S, T, C, B, A vom CSatz Zahlen als Implikationen geschrieben
und im €Satz Zahlen zusammengefasst:

101-17(Satz) (€SZ: €Satz Zahlen)

a) Aus “p e R”folgt “peS”.
b) Aus “p € R” folgt “p € T”.
c) Aus “p e R” folgt “p e C”.
d) Aus “p € R” folgt “peB”.
e) Aus “p e R”folgt “p Zahl”.
f) Aus “p € S” folgt “p e T”.
g) Aus “p e S” folgt “peB”.
h) Aus “p € S” folgt “p Zahl”.
i) Aus “p e T folgt “p Zahl”.
j) Aus “pe C” folgt “p e B”.
k) Aus “p e C” folgt “p Zahl”.

1) Aus “p e B7” folgt “p Zahl”.

Beweis 101-17 a) VS gleich p R
Aus VS gleich “p e R”

folgt via 95-15: p € S.
b) VS gleich p eR.
Aus VS gleich “p e R”

folgt via 95-16: peT.
c) VS gleich p eR.

Aus VS gleich “p € R” und
aus CSZ“R C C”
folgt via 0-4: p e C.
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Beweis 101-17 d) VS gleich

Aus VS gleich “p € R”
aus CSZ“R C B
folgt via 0-4:

e) VS gleich

Aus VS gleich “p e R”
folgt via 95-6:

f) VS gleich

Aus VS gleich “p € S”
folgt via 95-20:

g) VS gleich

Aus VS gleich “p € S”
aus CSZ“S C B”
folgt via 0-4:

h) VS gleich

Aus VS gleich “p € S”
folgt via 99-1:

i) VS gleich

Aus VS gleich “p e T”
folgt via 99-1:

j) VS gleich

Aus VS gleich “p e C”
aus CSZ“C C B’
folgt via 0-4:

k) VS gleich

Aus VS gleich “p e C”
folgt via 99-1:

1) VS gleich

Aus VS gleich “p € B”
folgt via 99-1:

und

und

und
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peR.

p € B.

peR.

p Zahl.
pES.

peT.

pES.

p € B.

pES.

p Zahl.
peT.

p Zahl.

p e C.

p € B.

p e C.

p Zahl.
p € B.

p Zahl.
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FS—: FundamentalSatz —.
AKR: Additive KiirzungsRegel.
AVR: Additive VerschiebungsRegel.

Ersterstellung: 01/10/05 Letzte Anderung: 28/01/12
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102-1. Falls die Summe zweier treeller Zahlen eine reelle Zahl ist, dann sind beide
an der Summe beteiligten Zahlen reell:

102-1(Satz)
Es gelte:

—) z e T.

—) yeT.

—) z+yeR.
Dann folgt:

a) v eR.

b) y € R.

RECH-Notation.

Beweis 102-1

1.1: Aus =) “z e T”
folgt via 95-16: (x € R)V (z =nan) V (z = 4+00) V (x = —00).

1.2: Aus =) “yeT”
folgt via 95-16: (y€R)V (y =nan) V (y = +0) V (y = —0).

1.3: Aus =) “xz+yeR”
folgt via 95-17: x + y # nan.

1.4: Aus =) “x+yeR”
folgt via 95-17: T+ y # 4o0.

1.5: Aus =) “x+yeR”
folgt via 95-17: T+ 1y F# —o0.
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Beweis 102-1

2.1: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt: (x e R)A (y € R)
V((z € R) A (y = nan))
V((z € R) A (y = +00))
V((z € R) A (y = —0))
V((z =nan) A (y € R))
V((z = nan) A (y = nan))
V((x = nan) A (y = +00))
V((z = nan) A (y = —o0))
V((z = 40) A (y € R))
V((z = 4o0) A (y = nan))
V((z = 400) A (y = +00))
V((z = +00) A (y = —00))
V((z = —o0) A (y €R))
V((z = —o0) A (y = nan))
V((z = —00) A (y = +00))
V((z = —00) A (y = —00)).

Fallunterscheidung‘

2.1.1.Fall (x e R) A (y € R).

2.1.2.Fall (x € R) A (y = nan).
3: Aus =) “zeT”

folgt via AAVTI: T 4 nan = nan.

4: Aus 3“xz +nan =nan” und

aus 2.1.2.Fall“...y = nan”

folgt: T+ y = nan.
5: Esgilt 4“2z +y =nan”.

Esgilt 1.3“z+y #nan”.

Ex falso quodlibet folgt: (x € R)A (y € R).
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Beweis 102-1

‘Fallunterscheidung‘
2.1.3.Fall (z €R) A (y = +00).
3: Aus2.1.3.Fall“zeR..”
folgt via AAVTI: x + (+00) = +00.

4: Aus 3“z + (+00) = +00” und
aus 2.1.3.Fall“...y = 400"
folgt: T4y = 4oc.

5: Esgilt 4“z +y = 400"
Esgilt 1.4“c 4y # +o00”.

Ex falso quodlibet folgt: (x e R)A(y € R).
2.1.4.Fall (z €R) A (y = —00).

3: Aus2.1.4.Fall“zeR...
folgt via AAVT: x4 (—00) = —o0.

4: Aus 3“z+ (—00) = —0c0” und
aus 2.1.4.Fall“...y = —c0”
folgt: T4+ y=—oc.

5: Esgilt 4“x+y=—00"”.
Esgilt 1.5%c+y # —00”.

Ex falso quodlibet folgt: (x e R)A (y € R).
2.1.5.Fall (x = nan) A (y € R).

3: Aus ) “yeT”
folgt via AAVTI: nan + y = nan.

4: Aus 3“nan+y =nan” und
aus 2.1.5.Fall“xz =nan...”
folgt: x + y = nan.

5: Esgilt 4“x +y =nan”.
Es gilt 1.3“z 4+ y # nan” .
Ex falso quodlibet folgt: (x € R)A (y € R).
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Beweis 102-1

‘Fallunterscheidung‘
2.1.6.Fall (x = nan) A (y = nan).
3.1: Aus 2.1.6.Fall

folgt: T = nan.
3.2: Aus 2.1.6.Fall

folgt: Yy = nan.

4: x+y3'ilnan+y3'i2nan+nan97£1nan.
5: Esgilt 4“x+y=...=nan”.

Es gilt 1.3“z 4+ y # nan” .

Ex falso quodlibet folgt: (x e R)A(y € R).
2.1.7.Fall (x = nan) A (y = +00).
3.1: Aus 2.1.7.Fall

folgt: T = nan.
3.2: Aus 2.1.7.Fall

folgt: y = +00.

4: x—i—y?’ilnan+y3£2nan+(+oo)97£1nan.
5: Esgilt 4“x+y=...=nan”.
Es gilt 1.3“z 4+ y # nan” .
Ex falso quodlibet folgt: (x e R)A(y € R).
2.1.8.Fall (x =nan) A (y = —0).
3.1: Aus 2.1.8.Fall
folgt: T = nan.
3.2: Aus 2.1.8.Fall
folgt: Yy = —00.
4: x—i—y?’ilnan—l—ysgnan—i—(—oo)g; nan.
5: Esgilt 4“x+y=...=nan”.

Es gilt 1.3“z 4+ y # nan” .

Ex falso quodlibet folgt: (x e R)A(y € R).
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Beweis 102-1

‘Fallunterscheidung‘

3: Aus2.1.9.Fall“...y e R”

4: Aus 3“(400) +y = +00” und
aus 2.1.9.Fall“x = 4+o00...”

2.1.9.Fall (x = 4+00) A (y € R).

folgt via AAVTI: (+00) + y = +00.

Esgilt 1.4“x+y # +00” .
Ex falso quodlibet folgt: (x e R)A (y € R).

folgt: T+ y = +oc.
5: Esgilt4“z+y=...=400".

Esgilt 1.4“x 4y # +o00”.

Ex falso quodlibet folgt: (x e R)A(y € R).
2.1.10.Fall (x = 400) A (y = nan).
3.1: Aus2.1.10.Fall

folgt: T = 4o0.
3.2: Aus 2.1.10.Fall

folgt: Yy = nan.

4: x—l—y?’il(—i-oo)—i—y“g(—i—oo)—l-nan 9T han.
5: Esgilt 4“x+y=...=nan”.

Es gilt 1.3“x+y # nan”.

Ex falso quodlibet folgt: (x e R)A(y € R).
2.1.11.Fall (z = +00) A (y = +00).
3.1: Aus2.1.11.Fall

folgt: T = 4o00.
3.2: Aus2.1.11.Fall

folgt: y = +00.

a: 24y L (+00) +y 2 (+00) + (+00) *2! o0
5: Esgilt4“z+y=...=40".
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Beweis 102-1

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #102

2.1.12 . Fall

3.1: Aus2.1.11.Fall

Es gilt 1.3“z 4+ y # nan” .
Ex falso quodlibet folgt:

folgt: T =400
3.2: Aus2.1.11.Fall
folgt: Yy = —00.
4 24y Z (+00) + y 2 (+00) + (—o00) *& nan.
5: Esgilt 4“x+y=...=nan”.

(r e R)A(y € R).

2.1.13.Fall

3: Aus 2.1.13.Fall“...y e R”
folgt via AAVTI:

4: Aus 3“(—00) 4y =—00” und
aus 2.1.13.Fall“x = —o0...”
folgt:

5: Esgilt4“z+y=...=—o0".
Esgilt 1.5%“c+y # —00”.
Ex falso quodlibet folgt:

r+y = —o0.

(x e R)A (y € R).

2.1.14.Fall

3.1: Aus 2.1.14.Fall

Es gilt 1.3“x+y # nan”.
Ex falso quodlibet folgt:

folgt: T = —0Q.
3.2: Aus2.1.14.Fall
folgt: y = nan.
4: x—l—y?’il(—oo)—i—ysiz(—oo)—l-nan 91 nan.
5: Esgilt 4“x+y=...=nan”.

(x = —00) A (y = nan).

(x e R)A (y € R).
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Beweis 102-1
‘Fallunterscheidung‘

2.1.15.Fall (x = —00) A (y = +00).

3.1: Aus2.1.15.Fall

folgt: T = —0Q.
3.2: Aus 2.1.15.Fall

folgt: Yy = 400

4: 24y (—00) +y 2 (—00) + (+00) 2 nan.
5: Esgilt 4“x+y=...=nan”.

Es gilt 1.3“z 4+ y # nan” .

Ex falso quodlibet folgt: (x e R)A(y € R).
2.1.16.Fall (x = —00) A (y = —00).
3.1: Aus 2.1.16.Fall

folgt: T = —0Q.
3.2: Aus2.1.16.Fall

folgt: Yy = —00.

4: 4y (—o0) +y ¥ (~00) + (—00) " —cc,
5: Esgilt4“z+y=...=—o0".

Esgilt 1.5%“c+y # —00”.

Ex falso quodlibet folgt: (x e R)A (y € R).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: (x e R)A(y € R).




116

ARITHMETIK #102

102-2. Falls fiir zwei treelle Zahlen x,y die Gleichung x + y = z mit z € R gilt,

dann sind x,y reell und es gilt x =z —y und y = z — x:

102-2(Satz)

Es gelte:

—) zeT.

—) yeT.

—) r+y==z.

—) z€eR.
Dann folgt:

a) reR.

b) y € R.

c) r=2z—y.

d) y=z—=x.

RECH-Notation.

Beweis 102-2

1: Aus »“x+y=2" und

2.a):

2.b):

aus —) “z € R”
folgt:

Aus =) “xzeT”,
aus —) “y € R” und
aus 1“z4+y e R”
folgt via 102-1:

Aus =) “z eT”,
aus —) “y € R” und
aus 1“z 4y € R”
folgt via 102-1:

r+yeR.

z € R.

y e R
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Beweis 102-2

3.1: Aus2.a)“zcR...”
folgt via AAV:

3.2: Aus2.a)“zcR...”
folgt via AAV:

3.3: Aus2.b)“...y e R”
folgt via AAV:

3.4: Aus2.b)“...y e R”
folgt via AAV:

4.1:

4.2:
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r— T =
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Beweis 102-2

5.¢): Ausd.1“z—y=...=2xa"

folgt: T=2z—1.
5.d): Ausd.2“z—z=...=y9y"

folgt: Yy=2z—2.
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102-3. Interessanter Weise gilt z +y € C genau dann, wenn z,y € C. Ein derar-
tiges Resultat ist offenbar nicht verfiighar, wenn “C” durch “R,S, T, B” ersetzt

wird. Der Fall x +y € A ist in 96-13 behandelt:

102-3(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) “xeC’und “yeC”.

ii) z+yeC.

RECH-Notation.

Beweis 102-3

REIM-Notation.

VS gleich

1.1: Aus VS gleich “xz € C...”
folgt via 101-1:

1.2: Aus VS gleich “...y € C”
folgt via 101-1:

2.1: Aus1.1“Rez € R...” und
aus 1.2“Rey e R...”
folgt via AAV:

2.2: Aus1.1“...Imz € R” und
aus 1.2“. .. Imy e R”
folgt via AAV:

3.1: Via 96-25 gilt:

3.2: Via 96-25 gilt:

(x e C)A(yeC).

(Rex € R) A (Imz € R).

(Rey € R) A (Imy € R).

(Rex) + (Rey) € R.

(Imz) + (Imy) € R.
Re(z + y) = (Rex) + (Rey).

Im(z 4+ y) = (Imz) + (Imy).
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Beweis 102-3 VS gleich (x e C)A(y e C).

4.1: Aus 3.1“Re(z +y) = (Rex) + (Rey)” und
aus 2.1“(Rex) + (Rey) e R”
folgt: Re(z +y) € R.

4.2: Aus 3.2“Im(z 4+ y) = (Imz) + (Imy)” und
aus 2.2 (Imz) + (Imy) € R”
folgt: Im(z +y) € R.

5: Aus4.1“Re(z+y) € R” und
aus 4.2“lm(x +y) € R”

folgt via 101-1: x+yeC.
VS gleich z+yeC.
1.1: Aus VS gleich “z +y e C”

folgt via 101-1: (Re(x +y) € R) A (Im(z +y) € R).
1.2: Aus VS gleich “z+y e C”

folgt via €SZ: x +y Zahl.
2.1: Via 96-25 gilt: Re(x + y) = (Rex) + (Rey).
2.2: Via 96-25 gilt: Im(z + y) = (Imz) + (Imy).

2.3: Aus 1.2z +y Zahl”
folgt via 96-13: (x Zahl) A (y Zahl).

w
[

: Aus 1.1“Re(z+y) e R...” und
aus 2.1“Re(z +y) = (Rez) + (Rey)”
folgt: (Rez) + (Rey) € R.

3.2: Aus1.1¢. ..Im(z+y) € R” und
aus 2.2°Im(z +y) = (Imz) + (Imy)”
folgt: (Imz) + (Imy) € R.

3.3: Aus 2.3%“z Zahl...”
folgt via 96-9: (Rex € T) A (Imz € T).

3.4: Aus 2.3“...y Zahl”
folgt via 96-9: (Rey € T) A (Imy € T).



ARITHMETIK #102

Beweis 102-3 VS gleich

4.1:

4.2:

5.1:

5.2:

Aus 3.3“Rex € T...”,

aus 3.4“Rey € T...” und
aus 3.1“(Rex) 4+ (Rey) e R”
folgt via 102-1:

Aus 3.3“...Imx e T”,

aus 3.4“...Imy € T” und
aus 3.2“(Imzx) + (Imy) € R”
folgt via 102-1:

Aus 4.1“Rex € R...” und
aus 4.2“lmzx e R...”
folgt via 101-1:

Aus4.1“...Rey € R” und
aus 4.2“. .. Imy e R”
folgt via 101-1:

: Aus 5.1 und

aus 5.2
folgt:
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r+yeC.

(Rex € R) A (Rey € R).

(Imz € R) A (Imy € R).

z e C.

y e C.

(x e C)A(yeC).
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102-4. Falls x +y = z € C, dann sind z, y komplexe Zahlen und es gilt z = z —y

und y = z — x:

102-4(Satz)
Es gelte:

—) T4y ==z

—) zeC.
Dann folgt:

a) veC.

b) yeC.

c) x=2z—y.

d) y==z—ux.

RECH-Notation.

Beweis 102-4

REIM-Notation.

1.1: Aus =) “z+y=2" und
aus —) “z € C”
folgt:

1.2: Aus o) “oc+y=2"
folgt:

1.3: Aus =) “ze€C”
folgt via 101-1:

x+yeC.

zZ=x+Yy.

(Rez € R) A (Imz € R).
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Beweis 102-4. ..
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2.a): Ausl.1“z+yeC”

2.b):

folgt via 102-3:

z e C.

Aus 1.1z +ye C”

folgt via 102-3:

: Aus 2.2)“z e C”

folgt via €SZ:

: Aus 2.0)“y € C”

folgt via €SZ:

: Aus 2.2“Rez = ..

folgt:

: Aus 2.3%lmz = ..

folgt:

: Aus 3.1%x Zahl”

folgt via 96-9:

: Aus 3.2%y Zahl”

folgt via 96-9:

: Aus 3.1%x Zahl”

folgt via 96-24:

: Aus 3.2%y Zahl”

folgt via 96-24:

y e C.

96—-25

Rez = Re(x +y) "= (Rex) + (Rey).

Imz = Im(z + y) °°=*® (Imz) + (Imy).

x Zahl.
y Zahl.

.= (Rez) + (Rey)”
(Rex) + (Rey) = Rez.

.= (Imz) 4+ (Imy)”
(Imz) + (Imy) = Imz.
(Rex € T) A (Imz € T).
(Rey € T) A (Imy € T).

z = (Rex) +i- (Imz).

y = (Rey) +i- (Imy).
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Beweis 102-4

5.1:

5.2:

5.3:

5.4:

Aus 4.1“Rex e T...”,

aus 4.2“Rey e T...7,

aus 3.3“(Rex) + (Rey) = Rez”
aus 1.3“Rez e R...”

folgt via 102-2:

Aus4.1“Rex € T...”,

aus 4.2“Rey € T...7,

aus 3.3“(Rez) + (Rey) = Rez”
aus 1.3“Rez e R...”

folgt via 102-2:

Aus4.1“. .. Imx eT”,

aus 4.2“. .. Imy e T”,

aus 3.4“(Imz) + (Imy) = Imz”
aus 1.3“...Imz € R”

folgt via 102-2:

Aus4.1“. . ImxeT”,

aus 4.2“. .. Imy e T”,

aus 3.4 (Imz) + (Imy) = Imz”
aus 1.3%...Imz € R”

folgt via 102-2:

und

und

und

und

ARITHMETIK #102

Rex = (Rez) — (Rey).

Rey = (Rez) — (Rex).

Imz = (Imz) — (Imy).

Imy = (Imz) — (Imx).
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Beweis 102-4

6.1:

6.2:

7.c): Aus6.1
folgt:

7.d): Aus 6.2
folgt:
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= (Rez) +i - (Imz)

= ((Rez) — (Rey)) +i- (Im)

% ((Re2) — (Rey)) +i- ((Im=) — (Imy))

= ((Rez) + (=Rey)) +i- ((Imz) — (Imy))

= ((Rez) + (—Rey)) +i- ((Im2) + (~Imy))
90227 ((Rez) + Re(—y)) +i- ((Im2) + (—Imy))
%227 (Rez) + Re(—y)) +i - ((Imz) + Im(—y))
e )

— 2y

y

= (Rey) +i - (Imy)

22 ((Rez) — (Rex)) +i - (Imy)

= ((Rez) — (Rex)) +i- ((Imz) — (Imz))

= ((Re2) + (—Rez)) +i - ((Imz) — (Imz))

= ((Rez) + (—Rex)) + i~ ((Im2) + (~Ima))
*=*"((Rez) + Re(—x)) +i- ((Imz) + (~Imx))
%227 ((Rez) + Re(—z)) + i ((Im2) + Im(—2))
1 ()

r=z—y

y=z-z
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102-5. Interessanter Weise gilt x — z = 0 genau dann, wenn z € C:

102-5(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) x—2x=0.

ii) z e C.

RECH-Notation.
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Beweis 102-5

REIM-Notation.

VS gleich r—x=
1: Aus VS gleich “x —x =07
folgt: z+ (—z) =0.

2: Aus1.1“2 4 (—2) =0" und
aus 101-740 € C”

folgt via 102-4: reC.
VS gleich z € C.
1: Aus VS gleich “z € C”
folgt via 101-1: (Rex € R) A (Imz € R).
2.1: Aus1“Rex e R...”
folgt via AAV: (Rex) — (Rex) = 0.
2.2: Aus1“...Imz e R”
folgt via AAV: (Imz) — (Imz) = 0.
3 T—x
=z + (—x)
"=" ((Rex) + (Re(—x))) +i- ((Imx) + (Im(—x)))
=" ((Rex) + (—Rex)) + i+ ((Imz) + (Im(—2)))
2" ((Rex) + (—Rex)) + i+ ((Imz) + (~Imz))
= ((Rez) — (Rex)) +i- ((Imz) + (—~Imz))
= ((Rex) — (Rex)) +i- ((Imz) — (Imz))
20+i-((Imz) — (Imz))
204i-0
=)
4: Aus 3
folgt: z—x=0.
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102-6. Im FS—: FundamentalSatz — werden vier Kriterien fiir “x +y =
0” formuliert. Die Beweis-Reihenfolge ist 1) = ii) = iv) = v) = iii) = i):

102-6(Satz) (FS—: FundamentalSatz —)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v) sind dquivalent:
i) z+y=0.
ii) “x e C’und “z=-y”.
iii) “x e C’und “y=—x
iv) “ye C’und “z=—y”.

V) {(yE(CHund ((y:_x”.

RECH-Notation.
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Beweis 102-6 VS gleich z+y=0.

1: Aus VS gleich “x +y =0" und
aus 101-5“0 € C”
folgt via 102-4: (x€eC)N(z=0—y).

3: Via 98-12 gilt: 0—y=—y.

4: Aus1“...x=0—y” und
aus 3“0 —y = —y”

folgt: T = —y.
5: Aus 1“2z € C...” und
aus 4“x = —y”
folgt: (x € C)A (xz = —y).
VS gleich (z€C)A(z = —y).

1: Aus VS gleich “z € C...” und
aus VS gleich “...2 = —y”
folgt: _yeC.

2: Aus 1“—y e C”
folgt via 101-9: y € C.

3: Aus 2“y € C” und
aus VS gleich “...z = —y

2

folgt: (ye C)A (z = —y).
VS gleich (y €C)A (2 = —y).

1: Aus VS gleich “y e C...”

folgt via €SZ: y Zahl.
2: Aus VS gleich “...x = —y” und

aus 1“y Zahl”

folgt via 100-11: —r =1y.
3: Aus 2

folgt: Y= —x.

4: Aus VS gleich “y € C” und
aus 3“y = —a”
folgt: (ye C)A(y=—x).
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Beweis 102-6 VS gleich (ye C)A(y=—x).

1: Aus VS gleich “y € C...” und
aus VS gleich “...y = —x”
folgt: —x € C.

2: Aus1“—z € C”
folgt via 101-9: x e C.

3: Aus 2“2z € C” und
aus VS gleich “...y = —=x

7

folgt: (x e C)A(y = —x).
VS gleich (z€C)A(y=—2).
1.1: Aus VS gleich “z € C...”
folgt via 102-5: rT—T =
1.2: Aus VS
folgt: Y= —x.
2: 4y Zar4(—r)=az—z=0.
3: Aus 2
folgt: z+y=0.
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102-7. In enger Anlehnung an FS— werden Kriterien fiir “x —y = 0” angegeben:

iii)

102-7(Satz)

i) x—y=0.

ii) “xeC’und “x=vy”.

ély 6 C??und élx — y”.

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

RECH-Notation.

Beweis 102-7 VS gleich

1:

Aus VS
folgt:

: Aus 1“2+ (—y) =07

folgt via FS—:

c Aus2¢...—yeC...”

folgt via 101-9:

: Aus 3¢y e C”

folgt via €SZ:

: Aus 2¢... 2= —(—y)” und

aus 4“y Zahl”
folgt via 100-11:

: Aus 2“2 € C...”7 und

aus 5“x =y”
folgt:

x—y=0.

y Zahl.
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Beweis 102-7 VS gleich (x e C)A(x=y).

1: Aus VS gleich “...x =y” und
aus VS gleich “z € C...”
folgt: y € C.

2: Aus 1“y € C” und
aus VS gleich “...z =y”

folgt: (ye C)A(z=1y).

VS gleich (y €C)A (x =y).
1: Aus VS gleich “y e C...”

folgt via 102-5: y—y=0.

2: Aus 1“y —y=0" und
aus VS gleich “...z =y”
folgt: xr—y=0.
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102-8. Hier wird eine “T-Version” vom FS— formuliert. Interessanter Weise
geniigt es in i), dass = oder y aus T sind. Die Beweis-Reihenfolge ist i) =

ii) = iv) = v) = iii) = i):

102-8(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v) sind dquivalent:
i) “e4y=0"und “(xeT)V(yeT)”.
ii) “x e R7und “x=—y”.
iii) “xeR7und “y=—a”.
iv) “yeR”und “z=—y”.

v) “‘yeR"und “y=—x".

RECH-Notation.
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Beweis 102-8 VS gleich (x+y=0A((zeT)V(yeT)).

1: Aus VS gleich “z+y=0..."
folgt via FS—: (xeC)AN(y e C)A (z =—y).

2.1: Aus1“(z € C)A(y€C)...” und
aus VS gleich “...(z e T)V (y € T)”
folgt: (xeC)AN(yeC)A(zeT)
V
(xeC)AN(yeC)A(yeTT).

Fallunterscheidung‘

(z€C)A(y €C)A (€ T).

3: Aus2.1.1.Fall“...z € T” und
aus 2.1.1.Fall“z e C..”

folgt via ASZ: z eR.
2.1.2.Fall (xeC)AN(yeC)A(yeT).

3: Aus 2.1.2.Fall“...y € T” und
aus 2.1.2.Fall«...y e C...

folgt via ASZ: y € R.
4: Aus 3“y e R”
folgt via 100-6: -y eR.
5: Aus1“...x = —y” und
aus 4“—y e R”
folgt: rzeR.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: Al “x e R”

2.2: Aus A1l gleich “z € R” und
aus 1“...x = —y”
folgt: (x e R) A (x = —y).
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Beweis 102-8

1: Aus VS gleich “...x =

aus VS gleich “z e R..

folgt:

2: Aus 1“—y e R”
folgt via 100-6:

3: Aus 2“y € R” und

aus VS gleich “...2 = —y

folgt:

VS gleich

1: Aus VS gleich “y € R.
folgt via €SZ:

2: Aus1“y e C...” und
aus VS gleich “...z = —y

folgt via FS—:

3: Aus VS gleich “y € R.
aus 2“y = —x”
folgt:

VS gleih

1: Aus VS gleich “...y =

aus VS gleich “y e R..

folgt:

2: Aus1“—x € R”
folgt via 100-6:

3: Aus 2“2z € R” und
aus VS gleich “...y =
folgt:

VS gleich

—y” und

7

7

7

2

.7 und

—z” und

2

7

—T
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(x e R)A (x = —y).

—y e R.

y € R.

(yeR)A(z=—y).

(y €eR)A(z = —y).

y e C.

(y eR) A (y = —x).

(y €R)A(y = —a).

—x € R.

z € R.

(x e R)A (y = —x).
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Beweis 102-8 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “zx € R...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “zx € R...”
folgt via €SZ:

2.1: Aus1.1
folgt:

2.2: Aus 1.2z € C” und
aus VS gleich “...y = —=x
folgt via FS—:

7

3: Aus 2.2 und
aus 2.1
folgt:

ARITHMETIK #102

(x e R)A (y = —x).

reT.

z € C.

(xeT)V(yeTl).

x+y=0.

(x+y=0A((xeT)V(yeT)).
U
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102-9. Nun wird eine “T-Version” von 102-7 gegeben. In i) geniigt es, dass x

oder y aus T sind:

102-9(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
1) “c—y=0"und “(xeT)V(yeT)”.
ii) “zeR”und “x=1y”.

iii) “yeR7und “x=vy”.

RECH-Notation.
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Beweis 102-9 VS gleich (x—y=0A((zeT)Vv(yeT).
1: Aus VS gleich “x —y=0...7
folgt via 102-7: (xeC)AN(yeC)A(z=y).

2.1: Aus1“(z € C)A(y€C)...” und
aus VS gleich “...(zx e T)V (y € T)”
folgt: (xeC)AN(yeC)A(zeT)
V
(xeC)AN(yeC)A(yeT).

Fallunterscheidung‘

(z€C)A(y €C)A (€ T).

Aus 2.1.1.Fall“...z € T” und
aus 2.1.1.Fall“x e C...”

folgt via ASZ: z eR.
2.1.2.Fall (xeC)AN(yeC)A(yeT).

3: Aus 2.1.2.Fall“...y € T” und
aus 2.1.2.Fall«...y e C...

folgt via ASZ: y € R.
4: Aus1“...z=y” und
aus 3“y € R”
folgt: z eR.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: Al| “x e R”

2.2: Aus A1 gleich “z € R” und
aus 1“...x =y”
folgt: (x e R) A (x=1y).
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Beweis 102-9 VS gleich

1: Aus VS gleich “...x =y” und
aus VS gleich “z e R...”
folgt:

2: Aus 1“y € R” und
aus VS gleich “...x =y”
folgt:

VS gleich

1.

1: Aus VS gleich “y e R...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “y e R...”

2.

folgt via €SZ:

1: Aus1.1
folgt:

2.2: Aus 1.2y e C...” und

aus VS gleich “...x =y”
folgt via 102-7:

3: Aus 2.2 und

aus 2.1
folgt:
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(x e R)A (z=1y).

y €R.

(yeR)A(z=1y).

(yeR)A(z=1y).

yeT.

y e C.

(xeT)V(yeT).

x—1y=0.

(r—y=0A((xeT)V(yeT)).
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102-10. Da 1,i komplexe Zahlen sind, folgt aus 102-5 das vorliegende Resultat.
Die Aussage 0 — 0 = 0 ist bereits seit 98-15 bekannt:

102-10(Satz)

a) 1—-1=0.
b) i—i=0.

RECH-Notation.

Beweis 102-10

1.a): Aus 101-5“1 € C”
folgt via 102-5: 1-1=0.

1.b): Aus 101-5“i € C”
folgt via 102-5: i—i=0.



ARITHMETIK #102 141

102-11. In der AKR: Additive KiirzungsRegel wird Hinreichendes dafiir
angegeben, dass aus x + a = y + a die Aussage x = y folgt. Interesanter Weise
muss - unter anderem - nur z Zahl oder y Zahl gefordert werden:

102-11(Satz) (AKR: Additive KiirzungsRegel)

Es gelte:

—) r+a=y+a.

x Zahl.

N oder

y Zahl.

—) a € C.
Dann folgt:

a) x Zahl.

b) y Zahl.

c) r=y.

RECH-Notation.
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Beweis 102-11

1.1: Aus =) “aecC”

folgt via €SZ: A1| “a Zahl”
1.2: Nach —) gilt: (x Zahl) V (y Zahl).
Fallunterscheidung‘
x Zahl.

2: Aus 1.2.1.Fall“xz Zahl” und
aus Al gleich “a Zahl”
folgt via 96-13: x + a Zahl.

3: Aus 2“x +a Zahl” und
aus ) “x4+a=y+a’

folgt: y + a Zahl.
4: Aus 3“y+ a Zahl”
folgt via 96-13: y Zahl.
5: Aus 1.2.1.Fall“x Zahl” und
aus 4“y Zahl”
folgt: (x Zahl) A (y Zahl).
1.2.2.Fall y Zahl.

2: Aus 1.2.2.Fall“y Zahl” und
aus Al gleich “a Zahl”
folgt via 96-13: y + a Zahl.

3: Aus ) “x+a=y+a” und
aus 2“y + a Zahl”

folgt: x + a Zahl.
4: Aus 3“x + a Zahl”
folgt via 96-13: x Zahl.

5: Aus 4“x Zahl” und
aus 1.2.2.Fall“y Zahl”
folgt: (x Zahl) A (y Zahl).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

A2| “(x Zahl) A (y Zahl)”
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Beweis 102-11 ...

1.a): Aus A2
folgt:

1.b): Aus A2
folgt:

1.3: Aus A2 gleich “x Zahl...”
folgt via FSAO:

1.4: Aus A2 gleich “...y Zahl”
folgt via FSAO:

1.5: Aus =) “ac C”
folgt via 102-5:

3.c): Aus 2
folgt:
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x Zahl.

y Zahl.

rz=ux+0.

y+0=uy.

a—a=
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102-12. Mit der AVR: Additive VerschiebungsRegel steht Hinreichendes
zur Verfiigung, um aus x + a = y die Aussage © = y — a folgt. Interesanter Weise
muss - unter anderem - nur z Zahl oder y Zahl gefordert werden:

102-12(Satz) (AVR: Additive VerschiebungsRegel)

Es gelte:

=) r+a=y.

x Zahl.

N oder

y Zahl.

—) a € C.
Dann folgt:

a) x Zahl.

b) y Zahl.

c) r=1vy—a.

RECH-Notation.
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Beweis 102-12

1.1: Aus =) “aecC”
folgt via €SZ:

1.2: Nach —) gilt:

Fallunterscheidung‘
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Al| “a Zahl”

(x Zahl) Vv (y Zahl).

1.2.1.Fall

2: Aus 1.2.1.Fall“xz Zahl” und
aus Al gleich “a Zahl”
folgt via 96-13:

3: Aus 2“z + a Zahl” und
aus =) “x+a=y"
folgt:

4: Aus1.2.1.Fall“z Zahl” und
aus 3“y Zahl”
folgt:

x Zahl.

T + a Zahl.

y Zahl.

(x Zahl) A (y Zahl).

1.2.2.Fall

2: Aus 9)“z+a=y” und
aus 1.2.2.Fall“y Zahl”
folgt:

3: Aus 2“x +a Zahl”
folgt via 96-13:

4: Aus 3“z Zahl” und
aus 1.2.2.Fall“y Zahl”
folgt:

y Zahl.

x + a Zahl.

x Zahl.

(x Zahl) A (y Zahl).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

A2| “(z Zahl) A (y Zahl)”
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Beweis 102-12 ...

1.a): Aus A2
folgt:

1.b): Aus A2
folgt:

1.3: Aus A2 gleich “x Zahl. ..
folgt via FSAO:

1.4: Aus =) “a e C”
folgt via 102-5:

3.c): Aus 2
folgt:

2
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x Zahl.

y Zahl.

r=ux+0.

a—a—=
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102-13. Nun wird eine Folgerung aus AVR gezogen:

102-13(Satz)

Es gelte:

—) r—a=y.

x Zahl.

—) __ oder

y Zahl.

—) a € C.
Dann folgt:

a) = Zahl.

b) y Zahl.

c) r=y+a.

RECH-Notation.




148 ARITHMETIK #102

Beweis 102-13

1: Aus =) “aeC”
folgt via 101-9: —a € C.

2: Aus 9)“c—a=y”

folgt: z+ (—a) =v.

3: Aus 2z + (—a)=y”,
aus —) “(x Zahl) V (y Zahl)” und
aus 1“—a € C”

folgt via AVR: (x Zahl) A (y Zahl) A (z =y — (—a)).
4.a): Aus 3

folgt: x Zahl.
4.b): Aus 3

folgt: y Zahl.

4.1: Aus =) “a e C”
folgt via €SZ: a Zahl.

5: Aus 4.1%a Zahl”
folgt via FS——: —(—a) = a.

6: Aus3“...z =y — (—a)”
folgt: r=y+(—(-a)).

7.¢): Aus6“z =y + (—(—a))” und
aus 5“—(—a) =a”
folgt: r=19y+a.
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102-14. Wie im FS— und den begleitenden Resultaten angedeutet, kommt der
Aussage r+y = 0 in Bezug auf z, y spezielle Bedeutung zu. Dies wird auch durch
das nunmehrigen Resultat bestétigt:

102-14(Satz)

Unter der Voraussetzung . . .
—) z+y=0.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:
i) z=0.

ii) y =0.

RECH-Notation.
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Beweis 102-14 VS gleich z=0.

1: Aus »)“x+y=0"

folgt via FS—: y e C.
2: Aus 1“y e C”

folgt via €SZ: y Zahl.
3: Aus 2“y Zahl”

folgt via FSAO: O+y=uy.
4: y§0+y§x+y;)0.
5: Aus 4

folgt: y=0.

S gleich y=0.

1: Aus »)“x+y=0"

folgt via FS—: x e C.
2: Aus 1“2z € C”

folgt via €SZ: x Zahl.
3: Aus 2“x Zahl”

folgt via FSAO: r+0=uz.
4: x%x—l—OEx—%y;)O.
5: Aus 4

folgt: x = 0.

O
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102-15. Wie im FS— und den begleitenden Resultaten angedeutet, kommt der
Aussage r+y = 0 in Bezug auf z, y spezielle Bedeutung zu. Dies wird auch durch
das nunmehrige Resultat bestétigt:

102-15(Satz)

Unter der Voraussetzung . . .
—) z+y=0.

...sind die Aussagen 1), ii) dquivalent:
i) 0# .

ii) 0 #y.

RECH-Notation.

Beweis 102-15

1: Aus ) “x+y=0"

folgt via 102-14: (x=0) < (y=0).
2: Aus 1

folgt: (m(z =0)) & (=(y = 0)).
3: Aus 2

folgt: (0# ) < (0#y).
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FS—+: FundamentalSatz —+.
+SZ: +Satz Zahlen.

Ersterstellung: 02/02/06 Letzte Anderung: 28/01/12
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103-1. Nun wird der erste von vier Hilfs-Sétzen auf dem Weg zum Fundamen-
talSatz —+ bewiesen:

103-1(Satz)

Aus “z € R”und “y € R” folgt “—(z+y)=—x—1y”.

RECH-Notation.
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Beweis 103-1 VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “z € R...”
folgt via €SZ:

Aus VS gleich “...y e R”
folgt via €SZ:

Aus1.1“2z € C”
folgt via 102-5:

Aus 1.2y e C”
folgt via 102-5:

D Aus 3% (x4 y) + (- —y)

folgt via FS—:

: Aus 3

folgt:

ARITHMETIK #103

(x e R)A(y € R).

z e C.

y e C.

r— T =
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103-2. Hier wird der zweite von vier Hilfs-Sétzen auf dem Weg zum Fundamen-

talSatz —+ etabliert:

103-2(Satz)

Aus “x € S”und “y € S” folgt “—(x+y)=—-x—y”.

RECH-Notation.

Beweis 103-2 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z €S...”
folgt via 95-15:

1.2: Aus VS gleich “...y € S”
folgt via 95-15:

2: Aus 1.1 und

(x €S)A(y €89).

(x € R)V (z =400) V (z = —00).

(y €R)V (y=+00) V (y = —0).

aus 1.2
folgt: (x e R)A (y € R)
V o (zeR)A (y = +00)
V (zeR)A (y = —o0)
V. (z=+00)A(y €R)
Vo (z=+400) A (y = ~+00)
V. (x=400) A (y=—00)
V (x=-00)A(y €R)
Vo (= —00)A( )
V (x=—00)A(y=—00)
Fallunterscheidung‘
(z € R)A(y € R).

Aus 2.1.Fall“z e R...” und
aus 2.1.Fall“...y e R”
folgt via 103-1:
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Beweis 103-2 VS gleich

ARITHMETIK #103

(x €S)A(y €9).

‘Fallunterscheidung‘
2.2.Fall (x € R) A (y = +00).
3.1: Aus 2.2.Fall
folgt: y = +00.
3.2: Aus 2.2.Fall“zeR..”
folgt via AAVTI: z + (400) = +oo.
3.3: Aus 2.2.Fall“zeR..”
folgt via 97-3: —z — (+00) = —o0.
40 —(@+y) ¥ (2 + (+00) ¥ ~(+00) " 00 ¥ 2 — (+00)
Ep——
6: Aus 5
folgt: —(z+y) =—-x—y.
2.3.Fall (x e R)A (y = —00).
3.1: Aus 2.3.Fall
folgt: Yy = —00.
3.2: Aus 2.3.Fall“zeR..”
folgt via AAVT: x4+ (—00) = —o0
3.3: Aus2.3.Fall“zeR..”
folgt via 97-3: —z — (—00) = 400
4: —(@+y) ¥ (2 +(~00) ¥ ~(-00) " to0 ¥ 2 — (—o0)
6: Aus 5
folgt: —(x4+y)=—-z—y
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Beweis 103-2 VS gleich
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(x €S)A(y €89).

‘Fallunterscheidung‘
2.4.Fall (x = +00) A (y € R).
3.1: Aus 2.4.Fall
folgt: T = 4o00.
3.2: Aus 2.4.Fall“...y eR”
folgt via AAVT: (+00) + y = 0.
3.3: Aus 2.4.Fall“...yeR”
folgt via 97-3: —(+0) —y = -0
3. 3.2 AAVI 3.3
4 —(@+y) E ~((+00) +y) E ~(+00) "E" —00 F ~(+00) ~y
-y
6: Aus b
folgt: —(x4+y)=—-z—y
2.5.Fall (x = 400) A (y = +00).
3.1: Aus 2.5.Fall
folgt: T = 4o00.
3.2: Aus 2.5.Fall
folgt: y = +o00.
. . AAVI
4: ~(w+y) = ~((+00) +9) = ~((+00) + (+20)) "= ~(0)
VI VI VI
= —oo = 3(1—00) + (—o0) . (=(400)) + (= (+00))
2t (~(+00)) Bz 4 (~y) =~z —y
5: Aus4
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Beweis 103-2 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #103

(x €S)A(y €9).

3.1: Aus 2.6.Fall
folgt:

Aus 2.6.Fall
folgt:

3.2:

3.2

4 —(@+y) E —((+o0) +9) ¥ —

((+00) + (=0

folgt via AAVTI:

Aus 2.7.Fall“...y e R”
folgt via 97-3:

3.3:

w
N

6: Ausb
folgt:

ARV han 924 —(—i—oo)—(—oo)?’il—x—(—oo) 2 _r—y
5: Aus 4
folgt: —(z+y)=—z—y
2.7.Fall (x=—-00)A(y €R)
3.1: Aus 2.7.Fall
folgt: T = —0Q.
3.2: Aus 2.7.Fall“...y e R”

4 —(r+y) = —((-00) +9) = -
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Beweis 103-2 VS gleich (x €S)A
‘Fallunterscheidung‘
(z = —00) A (y = +00)
3.1: Aus 2.8.Fall
folgt: T = —0Q.
3.2: Aus 2.8.Fall
folgt: y = 400
40 —(@+y) = —((=00) +9) ¥ ~((~00) + (+00)) *& —na
A2 nan "5 —(—00) — (+00) ¥~z — (+00) E —z —y
5: Aus4
folgt: —(z+y)=—-xz—y.
(z = —00) A (y = —o0).
3.1: Aus 2.9.Fall
folgt: T = —0Q.
3.2: Aus 2.9.Fall
folgt: Yy = —00.
AA
4 —(a+y) = ~((-) IV%) ~((=50) + (=00)) = ~(—o0)
x +00 (+003)2+ (+00) "=" (=(=00)) + (=(=0))
2 (<2) + (~(~00) Z (=) + (~y) = (~2) ~y =~y
5: Aus4
folgt: —(z+y) =-x—y.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:
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(y €8).
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103-3. Nun wird der dritte von vier Hilfs-Sétzen auf dem Weg zum Fundamen-
talSatz —+ bewiesen:

103-3(Satz)

Aus “x € T”und “y € T” folgt “—(z+y)=—x—1y”.

RECH-Notation.

Beweis 103-3 VS gleich (xeT)A(yeT).
1.1: Aus VS gleich “x € T...”
folgt via 95-16: (x €S) V (z = nan).
1.2: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via 95-16: (y €S)V (y = nan).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (xe€S)A(y€8)
V. (x €S)A (y =nan)
VvV (x=nan)A(y €S)
vV (z =nan) A (y = nan).
Fallunterscheidung‘
(z€S)A(y€S).

Aus 1.2.Fall“z eS...” und
aus 1.2.Fall“.. .y ey
folgt via 103-2: —(x+y)=—-x—y.
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Beweis 103-3 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

3.1:

3.2:

3.3:

(x € S) A (y = nan).

Aus VS gleich “x € T...”

folgt via AAVTI: T 4 nan = nan.

Aus VS gleich “z € T...”

folgt via 100-14: —x -+ nan = nan.

Aus 2.2.Fall

folgt: Yy = nan.
: —(z+y) E —(x+nan) E —nan AT han 22 —2 + nan

AAVI 3.3
=" —x+4(—nan) = —x —nan = —z —y.

: Aus 4

folgt: —(z+y) =-x—y.

3.1:

3.2:

3.3:

(x =nan) A (y € ).

Aus VS gleich “...y € T”

folgt via AAVTI: nan + y = nan.
Aus VS gleich “...y € T”

folgt via 100-14: nan —y = nan.
Aus 2.3.Fall

folgt: T = nan.

: —(z+y) S —(nan +y) 2 han 22" nan 22 nan — Y

3.3
—nan) —y = (—x)—y=—-x—y.

AAVI
= (

: Aus 5
folgt: —(z+y) =-x—y.
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(xeT)A(yeT).
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Beweis 103-3 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #103

(x eT)A

3.1: Aus 2.4.Fall
folgt:

3.2: Aus 2.4.Fall
folgt:

4: —(z+y) = —(nan +y) 2 (nan + nan) Tt

®T1 han + nan 22! (—nan) 4 (—n
3.2
= (—2)+(-y) =
5: Aus 4
folgt:

(x = nan) A (y = nan).

T = nan.
Yy = nan.
AAVI
—nan’ =" nan

an) = (—z) + (—nan)
(—2)—y=—z—y.

—(z+y)=-z—y.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

—(z+y) =

(yeT).

—x — .
O
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103-4. Hiermit wird der letzte der vier Hilfs-Sétze auf dem Weg zum Funda-
mentalSatz —+ bewiesen:

103-4(Satz)

Aus “x Zahl”und “y Zahl” folgt “—(x +y)=—x —y”.

RECH-Notation.

Beweis 103-4 VS gleich (x Zahl) A (y Zahl).

1.1: Aus VS gleich “x Zahl...”
folgt via 96-9: (Rex € T) A (Imz € T).

1.2: Aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-9: (Rey € T) A (Imy € T).

2.1: Aus1.1“Rex € T...” und
aus 1.2“Rey e T...”
folgt via 103-3: —((Rez) + (Rey)) = —(Rex) — (Rey).

2.2: Aus 1.1“...Imz € T” und
aus 1.2“. .. Imy e T”
folgt via 103-3: —((Imz) 4+ (Imy)) = —(Imz) — (Imy).
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Beweis 103-4 VS gleich (z Zahl) A (y Zahl).
3 —(z+y)
2T (—Re(z+y)) +i- (—Im(z +))

"= (—((Rex) + (Rey))) +i - (~Im(z + y)

"= (= ((Rex) + (Rey))) +i - (=((Imz) + (Imy)))

£ (—(Rez) — (Rey)) +i - (—((Imz) + (Imy)))

2 (—(Rex) — (Rey)) +i- (—(Imz) — (Imy))

= ((~Rex) — (Rey)) +i- (=(Imz) — (Imy))

= ((—Rex) + (—Rey)) + i (—(Imz) — (Imy))

= ((—Rex) + (—Rey)) +i- ((—Imz) — (Imy))

= ((—Rex) + (—Rey)) +i- ((—Imz) + (—Imy))

%227 ((Re(—x)) + (—Rey)) + i - ((—Imz) + (—Imy))

%227 ((Re(—1x)) + (Re(—y))) +i- ((—Imz) + (—Imy))

=T ((Re(—1)) + (Re(—y))) +i- ((Im(~2)) + (~Imy))

P22 (Re(—x)) + (Re(—y))) +i- ((Im(=2)) + (Im(—y)))

Y= (<) + (—y)

=(-2)—y

— _r—y

4: Aus 3

folgt: —(r+y)=—z-y
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103-5. Im FS—+: FundamentalSatz —+ sind die - vermutlich vertrauten -
Regeln zum Umgang mit mns und der Summe - inklusive Vorzeichenwechsel -
gesammelt. Interessanter Weise gelten diese Regeln fiir alle z, y:

103-5(Satz) (FS—+: FundamentalSatz —+)

a) —(x4+y)=—2r—y=—-y—u=.

c) +y)=z—y=-y+uz.

—(

b) —(z—y)=—2x+y=y—x.
—(—=

d) —(—

r—y)=x4+y=y+zx.
e r—(—y)=z+y=y+z.
) —z—(—y)=—z+y=y—=.

h) —(—z

(—

g) —(—x)+y=r+y=y+u.
)—y=r—y=-y+ux
) —

i) —(—z)—(—y)=zx+y=y+uz.

RECH-Notation.
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Beweis 103-5 a)

1.1: Via 95-6 gilt: (x +y Zahl) V (z+y ¢ A).

Fallunterscheidung‘

1.1.1.Fall  +y Zahl.

2:

Aus 1.1.1.Fall“z 4y Zahl”
folgt via 96-13: (x Zahl) A (y Zahl).

3: Aus 2“z Zahl...” und
aus 2“...y Zahl”
folgt via 103-4: —(z+y)=—-z—y.
1.1.2.Fall z+yd¢ A
2.1: Aus1.2.Fall“c+y ¢ A”
folgt via 96-14: r+y=U.
2.2: Aus1.2.Fall“z+y ¢ A”
folgt via 96-14: (x ¢ A)V (y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
2.2.1.Fall x ¢ A.
3: Aus 2.2.1.Fall“x ¢ A”
folgt via 96-12: —r=U.
4 —(@+y) E U U U+ (—y) =U -y
3
=(-z)-y=-z-y
5: Aus 4
folgt: —(z+y)=—-z—y.
2.2.2.Fall y & A.
3: Aus 2.2.2.Fall“y ¢ A
folgt via 96-12: —y=U.
4: —(w+9) 2 U =PuU* = o)+ U= —z+uU
3
=-z+(-y)=—-z—-y.
5: Aus 4
folgt: —(z4y)=—z—vy.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
—(z+y)=-z-y.
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Beweis 103-5 a)

‘Fallunterscheidung‘

167

|[Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:  |Al] “—(z+y) =~z —y”
FSA
1.2: -z —y=(-2)—y=(-2)+(-y) = (-9 +(-z)=(-y) —rv=-y—z
2: Aus Al gleich “—(z+y) = —z —y” und
aus 1.2z —y=...=—y—2a”
folgt: —(z+y)=—xr—y=—-y—uz.
b)
1.1: Via 95-6 gilt: (y Zahl) V (y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
y Zahl
2.1: Aus1.1.1.Fall“y Zahl”
folgt via FS——: —(-y)=y.
2.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: —(z+ (—y)) = -2 — (—y).
3 ~(e—y) =@+ () EF -z (~y)=—w+(-(-y) ¥ -z +y.
4: Aus 3
folgt: —(z—y)=—-x+y.
y¢ A
2.1: Aus1.1.2.Fall“y ¢ A¢
folgt via 96-12: —y=U.
2.2: Aus1.1.2.Fall“y ¢ A”
folgt via 96-14: (—x)+y=U
3: (@ —y)=—(a+(y) Z (@ +U) "= U= UL () 4y
= —x+Y.
4: Aus 3
folgt: —(z—y)=-z+y.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

A1 ((_(x_y) _x+y77
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Beweis 103-5 b)

1.2: Via 98-8 gilt: y—xr=—-x+y.

2: aus Al gleich “—(x —y) = —x +y” und
aus 1.2y —xr=—x+y”

folgt: —(r—y)=—r+y=y—uz.
c)
FSA b)
10 —(—z+y)=—((-2)+y) = -+ (-2)=—(y—2)=-y+z
SA
==+ =aw+(-y=r-y
2: Via 98-8 gilt: rT—y=—-y+zx
3: Aus1“—(—z+y)=...=x—y” und
aus 2“x —y=—y+a”
folgt: —(—rz+y)=z—-—y=-y+u.
d)
a) 100-4
1 P
2: Via FSA gilt: rTt+y=y+zx.
3: Aus1“—(—z—y)=...=z+y” und
aus 2z +y=y+a”
folgt: —(—r—y)=z+y=y+zx.
e)
°) a) 100—4
o ()L (rt () = () L 4y) Ty
2: Via FSA gilt: rt+y=y+zx.
3: Ausl“z—(—y)=...=z+y” und
aus 2“x +y=y+a”
folgt: r—(—y)=x+y=y+uz.
)
e)
3 = ()= ()~ (D) L () by = oty
2: Via 98-8 gilt: y—xr=—x+y.
3: Aus1“—z —(—y)=...= —z+y” und

2

aus 2y —r = —x+vy
folgt: —r—(—y)=—-r+y=y—uz.
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Beweis 103-5 g)

FSA e) FSA

1 —(—a)y = (=) +y Lyt (o) =y — () Ly+a oy,
2: Via FSA gilt: TH+y=1y+x.
3: Aus1“—(—z)+y=...=x+y” und

aus 2“x +y=y+a”

folgt: —(—z)+y=x+y=y+ux

h)
)

1 —(—t)—y=—(=2) +(~y) Ext+(~y)=x—y
2: Via 98-8 gilt: rT—y=—-y+zx
3: Aus1“—(—z) —y=...=z—y” und

aus 2“r —y=—y+a”

folgt: —(—x)—y=zc—y=-y+z

i)
h) e)

1: —(—2) = (=y) =z —(-y) =z +y.
2: Via FSA gilt: TH+y=1y+x.
3: Aus1“—(—z)—(~y)=...=2+y” und

aus 2“x +y=y+a”

folgt: —(—z)—(—y)=x+y=y+ux.

O
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103-6. Hier werden “vierstellige” Folgerungen aus FSA und aus FS—+ gezogen:

o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~ o~~~ o~~~ o~~~

3 N 3 N 3 w3 R 3 R 3z N3z N Z N

T B e _ [ [ e s

2222222222222 22

+ + 4+ + 4+ + L+ _ | _ | _

—~ o — — — — — — —~ — —

T 22 " 3 W 3 W 8 W 3 w3 w3 wos

+ + + _ _ _ +  + _ + + _ _ _ _ +

8 8 & & 8 8 & 8 8 8 8 8 8 & 8 8

N~— S~— N~— N~— S~— S~— N~— S~— S~— N— N~— S~— S~— S~— N— N—

I I I I Il Il I Il Il I I Il I I Il Il

—~ — — —~ — — —~ — — — — — — —~ — —

3 3 3 3. 3 3 3 3 8 838 38 3 838 3 83 B

+ + _ _ + + + + _ _ _ _ +  + _ _

T N SR S TR JRE S JHE S SRS SRS S SR SRS S SRS S SRS S SR S SR S SR

S~— N— S~— S~— N— N~— N~— N— N— N~— S~— N—— S~— N~— S~— S~—

+ + + + _ _ +  + _ _ + + _ _ _ _

=) — —~ — — —~ —~ ) ) —~ — ) — — ) —~ —~

N> = > > = 55 > = > > 2 e e s

s + + + + 4+ + | _ +  + | _ _ | _ _

N 5 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 8 98 98 98 8

6 S— S~— S~— SN~— S~— S~— S~— S~— S~— S~— S~— S~— S~— S~— S~— S~—

0\_0 ~\ N ~\ N\ N N N\ N\ N\ ~\ ~\ N ~\ ~\ N N\

Pt o] Q0 O o (0] 4 a0 <o - M — =] a o o,
—

RECH-Notation.
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Beweis 103-6 a)

f)

FSA

1 @+ +Gtw) P e+ @+ +w) P e+ (y+2)+w)

Rt () +w) Rt G+ ) B @)+ (g +w).

: Aus 1

folgt: (x+y)+(z4+w) =(x+2)+ (y+w).

: Aus 1

folgt: (x4+y)+(z4+w)=(r+w)+ (y+ 2).

L (g (—w) = (@) + (e (—w) 2 (@42)+(y+(—w)) = (2+2)+(y—w).
: Aus 1

folgt: 4+y)+z—w)=(r+2)+ (y —w).

L (g (—w) = (@) + (e (—w) 2 (@ (—w)+(y+2) = (@—w)+(y+2).
: Aus 1

folgt: (x4+y)+(z—w)=(r—w)+ (y+ 2).

(@+y) = (z+w) = (@+y)+(—(z+w) "= (@+y) + (-2 — w)
=@ +y)+((—=2) —w) = (@ +y) + ((—2) + (—w))
2 @+ (=2) + (g + (~w) = (2 = 2) + (g + (~w)) = (& — 2) + (y — w)
Aus 1
folgt: x4y —(z+w)=(r—2)+ (y — w)

(r+y) = (+w) =@+y) +(-(+w) "= (@ +y)+ (-2 - w)
= (@4 y) +((—2) —w) = (2 +y) + ((=2) + (~w))
2 (4 (—w) + (y+ (=2)) = (& = w) + (y+ (=2)) = (@ —w) + (y = 2)
Aus 1
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Beweis 103-6 g)

1: (év—y)+(2+w)=(fv+(—y2

! )+(z+w)a:)(:)s+z)+((—y)+w)
=(@+2)+ (~y+w) =T

(@ +2) +(=(y —w)) = (z+2) = (y —w).

2: Aus 1
folgt: (x—y)+(z+w)=(r+2) —(y —w).
h)
1 (@ —y)+ (z+w) = @+ (=) + (2 +w) 2 (z +w) + ((—y) + 2)
= (@+w)+(—y+2) "E (@ +w)+(~(y—2) = (z+w) = (y — 2).
2: Aus 1
folgt: (x—y)+(z+w) = (r+w)—(y—2).
i)
1: (@ty)—(z—w)=(+y) — (+ () L (- 2) + (y - (~w))
"ot -2+ (gt w)
2: Aus 1
folgt: (z+y)—(z—w)=(x—2)+ (y + w)
j)
1 (wty)—(z—w)=(+y) — (z+ () 2z (~w)) + (y - 2)
Pt 2 tw) + (y - 2)
2: Aus 1
folgt: (r+y)—(z—w)=(r+w)+ (y — 2).
k)
i (z—y)+(z—w)=(+(-y)+(z—w)=(x+(-y) + (z + (-w))
2 (5 +2) + (—9) + (—w)) = (5 +2) + (—y + (—w))
(@+2)+(—y—w) "= @+ 2) + (Y +w) = (@+2) - (y+w)
2: Aus 1
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Beweis 103-6 1)

L@—y+GE-w)=@+(y)+z-w)=(@+(y)+(E+(-w)
2 (w+ (—w) + (=y) +2) = (2= w) + ((—y) +2) = (1 —w) + (~y + 2)
r—w)+(=(y—2) = (x —w) = (y — 2).
2: Aus 1

folgt: (x—y)+(z—w)=(r—w)—(y—2).

m)

1: (x—y) = (z+w) = @+ (=) — (2 +w) = (2 —2) + ((~y) —w))
=@ -2+ (y—w) = (@-2)+(~(y+w)=(r—2) —(y+w)

y>+—<z+w>2<x—w>+<<—y>—z>>

=(@-—w)+(-y—2 = (-—w)+(-(y+2)=(x—w) - (y+2).
2: Aus 1
folgt: (x—y)—(z+w)=(r—w)— (y+ 2).
o)
1 (r—y)—(z—w) =@+ (-y)— z—w) = (x+(-y) — (z+ (—w))
. = (z —Sz) + ((—y) = (—w)) = (x — 2) + (—y — (—w))
e -t (ytw) = @)+ (- —w) = (@ —2) — (y—w)
2: Aus 1
folgt: -y -(—w)=(@-2)-(y—w)
p)
1 (z—y)—(z-—w) =@+ (-y) - z-w)=(x+(-y) - (z+ (—w))
L@ (~w) +((~y) = 2) "= @+ w)+ (~y) - 2)
@4+ (—y—2) "= @tw) + (—(y+2) = (+w) — (y+ 2).
2: Aus 1
folgt: (x—y)—(z—w)=(r+w)—(y+ 2).

O
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103-7. Im +Satz Zahlen wird angegeben, in welcher der Mengen R, S, T, C, B, A
die Summe x + y liegt, wenn z in R, S, T,C, B, A und y in R, S, T, C, B, A ist. Die
Beweis-Reihenfolge ist a) - b) -¢c) -g) -1) -p)-q) -d) -e) -£f) -h) -1) -

ARITHMETIK #103

j)-k)-m)-n)-0)-r)-s8)-t)-u:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
i)
k)
1)
m)
n)

0)

103-7(Satz) (+SZ: +Satz Zahlen)

Aus “z € R”und “y € R” folgt “x+y € R”.

Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus

“r € R”und
“r e R”und
“r e R”und
“r e R”und
“r e R”und
“r e S”und
“r e S”und
“r e S”und
“r e S”und
“r e S”und
“r e T”und
“r e T”und
“x e T”und

“r e T”und

“yeS”folgt “xr+yeS”.
“9 e T” folgt “o+yeT”.
“9e C7folgt “x+yecC”.
“ye B” folgt “v+yeB”.
“y Zahl” folgt “x +y Zahl”.
“y e S7folgt “x+yeT”.
“ye T’ folgt “v+yeT”.
“ye C”folgt “x+yeB”.
“ye B folgt “x+vy Zahl”.
“y Zahl” folgt “x +y Zahl”.
“ue T folgt “x+yeT”.
“y e C”folgt “x+1y Zahl”.
“y e B folgt “x+y Zahl”.

“y Zahl” folgt “x +y Zahl”.

RECH-Notation.
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103-7(Satz) (+SZ: +Satz Zahlen) ...
p) Aus “z € C7und “y e C” folgt “v+y e C”.
q) Aus “x € C”’und “y € B” folgt “x+y e B”.
r) Aus “x € C’und “y Zahl” folgt “x + 1y Zahl” .
s) Aus “x € B”und “y € B” folgt “x+y Zahl”.
t) Aus “x € B”und “y Zahl” folgt “x + vy Zahl”.

u) Aus “x Zahl”und “y Zahl” folgt “x +y Zahl”.

RECH-Notation.

Beweis 103-7 a) VS gleich (r e R) A (y € R).

Aus VS gleich “z € R...” und
aus VS gleich “...y € R”
folgt via AAV: r+yeR
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Beweis 103-7 b) VS gleich (xeR)A (y €8).

1: Aus VS gleich “...y € §”
folgt via 95-15: (yeR)V (y=400) V (y = —0).

Fallunterscheidung‘

yER.

2: Aus VS gleich “z € R...” und
aus 1.1.Fall“y e R”

folgt via des bereits bewiesenen a): z+yeR
3: Aus2“z+4+yeR”
folgt via €SZ: r+y€EeS.
1.2.Fall y = +oo.
2: Aus VS gleich “z € R...”
folgt via AAVT: x 4 (400) = +o0.

3: Aus 2“2+ (+00) = +00” und

aus 1.2.Fall“y = +o0”

folgt: T+ y = +oc.
4: Aus 95-11“+00 € §” und

aus 3“x +y = +o00”

folgt: x+y€S.

1.3.Fall Yy = —00.
2: Aus VS gleich “z € R...”

folgt via AAVI: z + (—00) = —00.

3: Aus 2“2+ (—00) = —00” und
aus 1.3.Fall“y = —c0”
folgt: T4+ y=—oc.

4: Aus 3“x+y=—00"
folgt via 95-15: x+yeS.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: x+yeS.
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Beweis 103-7 c) VS gleich

1: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via 95-16:

Fallunterscheidung‘

177

(xeR)A(yeT).

(y €S)V (y = nan).

1.1.Fall y €S.
2: Aus VS gleich “z € R...” und
aus 1.1.Fall“y e S
folgt via des bereits bewiesenen b): r+y€eS.
3: Aus2“z+4+yeS”
folgt via €SZ: z+yeT.
1.2.Fall Y = nan.
2: Aus VS gleich “z € R...”
folgt via €SZ: zeT.
3: Aus 2z e T”
folgt via AAVTI: 4 nan = nan.
4: Aus 3“x 4+ nan =nan”
folgt via 95-16: x + nan € T.
5: Aus 4“z+nan e T” und
aus 1.2.Fall“y = nan”
folgt: z+yeT.
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: r+yeT.
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Beweis 103-7 g) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z €S...”
folgt via 95-15:

1.2: Aus VS gleich “...y € S”
folgt via 95-15:

2: Aus 1.1 und

ARITHMETIK #103

(x €S)A(y €9).

(x € R)V (z =400) V (z = —00).

(y €eR)V (y = +00) V (y = —00).

aus 1.2
folgt: (x e R)A(y € R)
V (e R)A (y = +00)
V (zeR)A(y=—o0)
V(2 =+00)A(y €R)
V(. =+400) A (y = ~+00)
V(. =+00)A(y=—00)
VvV (x=—-00)A(y €R)
V. (x=—00)A(y =+00)
VvV (x=—00) A (y =—00).
Fallunterscheidung‘
(z € R)A(y € R).

folgt via AAV:

4: Aus3“x+yeR”
folgt via €SZ:

3: Aus2.1.Fall“zeR...”und
aus 2.1.Fall“...y e R”

z+yeR.

z+yeT.

folgt via AAVTI:

folgt via 95-16:

folgt:

3: Aus 2.2.Fall“zeR...
4: Aus 3%z + (+00) = 4007

5: Aus 4“z+ (+00) € T” und
aus 2.2.Fall“...y = +o0”

(x € R) A (y = +00).
x + (+00) = +o0.

x + (+o0) € T.

z+yeT.
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Beweis 103-7 g) VS gleich (xeS)A(y €8).
‘Fallunterscheidung‘
2.3.Fall (x e R) A (y = —00).
3: Aus 2.3.Fall“zeR...”
folgt via AAVT: x4+ (—00) = —o0.
4: Aus 3“z + (—00) = —00”
folgt via 95-16: x+ (—o0) € T.

5: Aus 4“xz+ (—o00) € T” und
aus 2.3.Fall“.. .y = —c0”

folgt: r+yeT.
2.4.Fall (x = +00) A (y € R).

3: Aus 2.4.Fall“...yeR”
folgt via AAVT: (+00) +y = +o0.

4: Aus 3“(+00) +y = +00”
folgt via 95-16: (+o0)+y e T.

5: Aus 4“(+00)+y e T” und
aus 2.4.Fall“z = 4o00...”

folgt: z+yeT.
2.5.Fall (x = 400) A (y = +00).
3.1: Aus 2.5.Fall
folgt: T = 4o00.
3.2: Aus 2.5.Fall
folgt: y = 400.
4 z+yE (+00) +y Z (+00) + (+00) * 27T 400
3: Aus2“z+y=...=+400”

folgt via 95-16: z+yeT.
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Beweis 103-7 g) VS gleich

ARITHMETIK #103

‘Fallunterscheidung‘
2.6.Fall (x = 400) A (y = —00).
3.1: Aus 2.6.Fall
folgt: T =400
3.2: Aus 2.6.Fall
folgt: Yy = —00.
4: 4y (+o0) +y 32 (+00) + (—o0) ASVT han.
5: Aus4“z+y=...=nan”
folgt via 95-16: x+yeT
2.7.Fall (x = —00) A (y € R).
3: Aus 2.7.Fall“...yeR”

folgt via AAVTI:

(—00) +y = —oo.

4: Aus 3“(—00)+y=—-0"
folgt via 95-16: (—o0)+yeT.
5: Aus 4“(—o00)+y € T” und
aus 2.7.Fall“x = —o0...”
folgt: z+yeT.
2.8.Fall (x = —00) A (y = +00).
3.1: Aus 2.8.Fall
folgt: T = —0Q.
3.2: Aus 2.8.Fall
folgt: y = +00.
4: 24y E (—00) +y E (—00) + (+0) ARVT han.
5: Aus4“z+y=...=nan”
folgt via 95-16: z+yeT.

(x €S)A(y €9).
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Beweis 103-7 g) VS gleich (xeS)A(y €8).
‘Fallunterscheidung‘
(x = =) A (y = —o0).
3.1: Aus 2.9.Fall
folgt: T = —0Q.
3.2: Aus 2.9.Fall
folgt: Yy = —00.
4 z+yE (—00) +y 2 (—00) + (—0) AT _ %
5: Ausd“z+y=...= -7
folgt via 95-16: x+yeT.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: r+yeT.
1) VS gleich (xeT)A(yeT).
1.1: Aus VS gleich “x € T...”
folgt via 95-16: (x €S) V (z = nan).
1.2: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via 95-16: (y €S) V (y = nan).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (x €S)A(y €9S)

V. (z €S)A (y=nan)
V (x=nan)A(y €S)
vV (x =nan) A (y = nan).

Fallunterscheidung‘

(z€S)AWES).

Aus 2.1.Fall“z €S...” und
aus 2.1.Fall“...y eSS
folgt via des bereits bewiesenen g): z+yeT.
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Beweis 103-7 1) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #103

(xeT)A(yeT).

3: Aus VS gleich “z € T...”
folgt via AAVTI:

4: Aus 3“z +nan =nan”
folgt via 95-16:

5: Aus 4“z+nan e T” und
aus 2.2.Fall“...y = nan”
folgt:

(x €S) A (y = nan)
X -+ nan = nan.

z +nan € T.

z+yeT.

2.3.Fall
3: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via AAVI:

4: Aus 3“nan+y =nan”
folgt via 95-16:

5: Aus4“nan+y € T” und
aus 2.3.Fall“z =nan...
folgt:

”

(x =nan) A (y €8S)
nan + y = nan.

nan+y € T.

z+yeT.

3.1: Aus 2.4.Fall

(x = nan) A (y = nan)

folgt: T = nan.
3.2: Aus 2.4.Fall
folgt: Yy = nan.
4: x+y3'ilnan+y3'i2nan+nan97£1nan.
5: Aus4“z+y=...=nan”
folgt via 95-16: z+yeT.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

r+yeT.
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Beweis 103-7 p) VS gleich (x e C)A (y € C).

Aus VS gleich “x € C...” und
aus VS gleich “...y € C”
folgt via 102-3: x+yeC.

q) VS gleich (x € C)A (y €B).

1.1: Aus VS gleich “xz € C...”
folgt via 101-1: (Rex € R) A (Imz € R).

1.2: Aus VS gleich “...y € B”
folgt via 101-4: (Rey € S) A (Imy € S).

2.1: Aus1.1“Rez € R...” und
aus 1.2“Rey € S...”
folgt via des bereits bewiesenen b): (Rex) + (Rey) € S.

2.2: Aus1.1“. .. Imz € R” und
aus 1.2“...Imy € S”

folgt via des bereits bewiesenen b): (Imz) 4+ (Imy) € S.
3.1: Via 96-25 gilt: Re(x + y) = (Rex) + (Rey).
3.2: Via 96-25 gilt: Im(z +y) = (Imz) + (Imy).

4.1: Aus 3.1“Re(z +y) = (Rex) + (Rey)” und
aus 2.1“(Rex) 4 (Rey) € S”
folgt: Re(z +y) € S.

4.2: Aus 3.2%Im(z +y) = (Imz) + (Imy)” und
aus 2.2“(Imz) + (Imy) € S”
folgt: Im(z +y) €S.

5: Aus4.1“Re(z+y) € S” und
aus 4.2lm(x +y) € S”
folgt via 101-3: r+yeB.

d) VS gleich (x e R)A (y € C).

1: Aus VS gleich “x e R...”
folgt via €SZ: x e C.

2: Aus 1“2 € C” und
aus VS gleich “...y € C”
folgt via des bereits bewiesenen p): x+yeC.
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Beweis 103-7 e) VS gleich

1: Aus VS gleich “x e R...”
folgt via €SZ:

2: Aus 142 € C” und
aus VS gleich “...y € B”

folgt via des bereits bewiesenen q):

f) VS gleich

1: Aus VS gleich “z e R...”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“2z Zahl” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-13:

h) VS gleich

1: Aus VS gleich “z €§S...”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“2 € T” und
aus VS gleich “...y € T”

folgt via des bereits bewiesenen 1):

i) VS gleich

1: Aus VS gleich “z €S§...”
folgt via €SZ:

2: Aus VS gleich “...y € C” und
aus 1“z € B”

folgt via des bereits bewiesenen q):

3: Via FSA gilt:

4: Aus3“z+y=y+2” und
aus 2“y+x € B”
folgt:

ARITHMETIK #103

(x e R) A (y € B).

z e C.

r+yeB.

(x € R) A (y Zahl).

x Zahl.

x +y Zahl.

(xeS)A(yeT).

reT.

r+yeT.

(x €S) A (y € C).

z € B.

y+x e B.

rT+Yy=y+x.

r+y€eB.
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Beweis 103-7 j) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z €S...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “...y € B”
folgt via €SZ:

2: Aus 1.1“z Zahl” und
aus 1.2%y Zahl”
folgt via 96-13:

k) VS gleich

1: Aus VS gleich “z €S...”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“z Zahl” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-13:

m) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x € T...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “...y € C”
folgt via €SZ:

2: Aus 1.1“z Zahl” und
aus 1.2%y Zahl”
folgt via 96-13:

n) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x € T...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “...y € B”
folgt via €SZ:

2: Aus 1.1%x Zahl” und
aus 1.2“y Zahl”
folgt via 96-13:

185

(x €S) A (y € B).

x Zahl.

y Zahl.

x +y Zahl.

(x € S) A (y Zahl).

x Zahl.

x +y Zahl.

(xeT)A(yeC).

x Zahl.

y Zahl.

x +y Zahl.

(x € T)A(y €B).

x Zahl.

y Zahl.

x +y Zahl.
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Beweis 103-7 o) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € T...”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“z Zahl” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-13:

r) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € C...”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“2z Zahl” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-13:

s) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z € B...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “...y € B”
folgt via €SZ:

2: Aus 1.1“z Zahl” und
aus 1.2“y Zahl”
folgt via 96-13:

t) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € B...”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“2z Zahl” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-13:

u) VS gleich

Aus VS gleich “x Zahl...” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-13:

ARITHMETIK #103

(x € T) A (y Zahl).

x Zahl.

x +y Zahl.

(x € C) A (y Zahl).

x Zahl.

x +y Zahl.

(x € B) A (y € B).

x Zahl.

y Zahl.

x +y Zahl.

(x € B) A (y Zahl).

x Zahl.

x +y Zahl.

(x Zahl) A (y Zahl).

x +y Zahl.
]
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T\R.

Ersterstellung: 02/02/06 Letzte Anderung: 17/04/12
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104-1. T \ R besteht genau aus den Zahlen nan, +o0, —oc:

104-1(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) z € T\R.
ii) “xz =nan”oder “x = +o0o0” oder “x = —0c0”.
Beweis 104-1 VS gleich z e T\R.

1: Aus VS gleich “x € T\ R”
folgt via 5-3: (x e T)A (z ¢ R).

2: Aus1“ze€T...”
folgt via 95-16: (r € R)V (x =nan)V (z=+400) V (z = —0).

3: Aus 2“(z € R)V (z =nan) V (z = +00) V (x = —00)” und
aus 1“...x ¢ R”
folgt: (r =nan)V (x = +00) V (z = —0).
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Beweis 104-1 VS gleich

1: Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

189

nan) V (x = 400) V (z = —00).

nan) V (z = 4+00) V (. = —00).

2: Aus 95-12“nan € T” und
aus AAI“nan ¢ R”
folgt via 5-3:

3: Aus 1.1.Fall“x = nan” und
aus 2“nan € T\ R”
folgt:

X = nan.

nan € T\ R.

xeT\R.

2: Aus 95-12“+00 € T” und
aus AAT“+oo ¢ R”
folgt via 5-3:

3: Aus 1.2.Fall“x = 400" und
aus 2“+o00 € T\ R”
folgt:

xr = 4o00.

+oo € T\ R.

xzeT\R.

2: Aus 95-12“—00 € T” und
aus AAT“—o0 ¢ R”
folgt via 5-3:
3: Aus1.3.Fall“z = —c0” und
aus 2“—oco0 € T\ R”
folgt:

—o00 € T\R.

xz e T\R.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

rzeT\R.
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ARITHMETIK #104

104-2. Klarer Weise gilt nan, +00, —oo € T\Rund T\R C A und T\ R C T:

104-2(Satz)

a) nan € T\R.
b) +oo € T\R.
c) —oo € T\R.
d) T\RCT.

e) T\RCA.

Beweis 104-2 a)

Aus “nan = nan”
folgt via 104-1:

b)

Aus “+o0 = +o0”
folgt via 104-1:

c)

Aus “—o00 = —0”
folgt via 104-1:
d)

Via 5-5 gilt:

e)

Aus ) “T\ R C T” und
aus CSZ“T C A”
folgt via 0-6:

nan € T\ R.

+oo € T\ R.

—o0o € T\ R.

T\RCT.

T\R C A.
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104-3. Falls z € T\ R, dann Rex € T\ R, Imz = 0 und es gilt rez(z) € {0, nan}.

Aussagen iiber —z folgen in 104-4:

104-3(Satz)
Es gelte:
—) zeT\R.
Dann folgt:
a) Rex € T\R.
b) Imz = 0.

c) “rez(z) =0"oder “rez(x) =nan”.

REIM-Notation.

Beweis 104-3 ab)

1: Aus »)“zeT\R”
folgt via 5-3:

2: Aus 1“2z e T”
folgt via FST:

3.a): Aus 2“...x =Rez” und
aus —) “oz € T\R”
folgt:

3.b): Aus 2
folgt:

reT.

(Imz = 0) A (z = Rex).

Rez € T\ R.

Imz = 0.
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Beweis 104-3 c)

1: Aus =) “z e T\R”
folgt via 104-1: (x =nan) V (z = +00) V (z = —00).

Fallunterscheidung‘

7 = nan.

2: Aus 1.1.Fall“z = nan” und
aus AAVI“rez(nan) = nan”

folgt: rez(x) = nan.

3: Aus 2
folgt: (rez(z) = 0) V (rez(x) = nan).
1.2.Fall T = +o00.

2: Aus 1.2.Fall“z = +00” und
aus AAVI“rez(+o00) =07

folgt: rez(xz) = 0.

3: Aus 2
folgt: (rez(z) = 0) V (rez(x) = nan).
1.3.Fall T = —00.

2: Aus 1.3.Fall“x = —oc0” und
aus AAVI“rez(—oo0) =07

folgt: rez(x) = 0.
3: Aus 2
folgt: (rez(z) = 0) V (rez(x) = nan).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:
(rez(z) = 0) V (rez(x) = nan).

O
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104-4. Es gilt p € T\ R genau dann, wenn —p € T \ R und dies ist genau dann
der Fall, wenn —(—p) € T\ R:

104-4(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) peT\R.
ii) —pe T\R.

iii) —(—p) €e T\ R.

RECH-Notation.
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Beweis 104-4 VS gleich peT\R.
1: Aus VS gleich “p e T\ R”
folgt via 5-3: (peT)A(p¢R).
2.1: Aus1“peT...”
folgt via 100-6: —peT.
2.2: Es gilt: (—peR)V (—p ¢ R).
Fallunterscheidung‘
—PER.
3: Aus2.2.1.Fall“—peR”
folgt via 100-6: p€eR.

4: Esgilt 3“p e R”.
Esgilt 1“...p¢R”.

Ex falso quodlibet folgt: —-p ¢ R.
2.2.2.Fall péER.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: Al “—p & R”

3: Aus 2.1“—p € T” und
aus A1 gleich “—p ¢ R”
folgt via 5-3: —-peT\R.
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Beweis 104-4 VS gleich

1: Aus VS gleich “—p e T\ R”
folgt via 5-3:

2.1: Aus1“—peT...”

folgt via 100-6: —(—p) €T
2.2: Es gilt: (—(=p) e R) V (—(—p) ¢ R).
Fallunterscheidung‘
~(pER
3: Aus2.2.1.Fall“—(—p) € R”
folgt via 100-6: —-peR
4: Esgilt3“—peR”.
Esgilt 1“...—p ¢ R”.
Ex falso quodlibet folgt: —(-p) ¢ R.
~(-p) ¢ R
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: ALl “—(—p) ¢ R”
3: Aus 2.1“—(—p) € T” und
aus A1 gleich “—(—p) ¢ R”
folgt via 5-3: —(—p) e T\R
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Beweis 104-4 VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Es gilt: (peR)V(p¢R).
Fallunterscheidung‘
peR
3: Aus2.2.1.Fall“peR”
folgt via 100-6: —(-p)eR
4: Esgilt 3“—(—p) e R”.
Esgilt 1“... — (—p) ¢ R”.
Ex falso quodlibet folgt: pé¢R
pER.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: ALl “p e R”
3: Aus 2.1“p e T” und
aus Al gleich “p ¢ R”
folgt via 5-3: peT\R.

Aus VS gleich “—(—p) €e T\ R”
folgt via 5-3:

Aus 1“—(—p) e T...”
folgt via 100-6:

ARITHMETIK #104

—(-p) e T\R.

(=(=p) € T) A (=(-p) ¢ R).

peT.
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104-5. Falls z,y € T\R, dann z +y,z-y € T\Rund z : y = 0 oder x : y = nan:

104-5(Satz)
Es gelte:

—) z e T\R.

—) yeT\R.
Dann folgt:

a) v+yeT\R.

b) z-yeT\R.

c) “z:y=0"oder “z:y=nan”.

RECH-Notation.

Beweis 104-5 ab)

1.1: Aus =) “z...€ T\R”
folgt via 104-1:

1.2: Aus =) “...y e T\R”
folgt via 104-1:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

Fallunterscheidung

)
V. (x=nan) A (y = +00)
VvV (x=nan) A (y = —o0)
vV (x = 400) A (y = nan)
Vo (2 =400) A (y = +00)
V(. =+00)A(y=—00)
VvV (x = —00) A (y = nan)
\ )
V
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Beweis 104-5 ab) ...

ARITHMETIK #104

‘Fallunterscheidung‘
(2 =nan) A (y = nan).
3.1: Aus 2.1.Fall
folgt: £ = nan.
3.2: Aus 2.1.Fall
folgt: y = nan.
4.1: x—l—yaﬁinanjtyegnanjtnanw:_lnan.
4.2: a:-yaiinan-yegnan-nangz_5 nan.
5.1: Aus4.1“z4+y=...=nan” und
aus 104-2“nan € T\ R”
folgt: r+yeT\R
5.2: Aus4.2“¢-y=...=nan” und
aus 104-2“nan € T \ R”
folgt: z-yeT\R.
6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: (x+y€eT\R)A(x-yeT\R).
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Beweis 104-5 ab) ...

‘Fallunterscheidung‘

(z = nan) A (y = +00).
3.1: Aus 2.2.Fall
folgt: £ = nan.

3.2: Aus 2.2.Fall

folgt: Yy = +00.
4.1: z+y = nan +y 2 nan 4 (+00) "= han.
4.2: z-yEnan-y Enan- (+00) "= nan.
5.1: Aus4.1“z4+y=...=nan” und

aus 104-2“nan € T \ R”

folgt: r+yeT\R
5.2: Aus4.2“¢-y=...=nan” und

aus 104-2“nan € T \ R”

folgt: z-yeT\R.

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: (x+y€eT\R)A(x-yeT\R).




200

Beweis 104-5 ab) ...

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #104

(z = nan) A (y = —o0).
3.1: Aus 2.3.Fall

folgt: £ = nan.
3.2: Aus 2.3.Fall

folgt: Yy = —00.
4.1: oty nan+y3ﬁ2nan+(—oo)97:_1nan.
4.2: 2y = nan-y 2 nan - (o) "5 han.
5.1: Aus4.1“z4+y=...=nan” und

aus 104-2“nan € T \ R”

folgt: xr+yeT\R
5.2: Aus4.2“¢-y=...=nan” und

aus 104-2“nan € T \ R”

folgt: z-yeT\R.

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: (x+yeT\R)A(x-yeT\R).
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Beweis 104-5 ab) ...

‘Fallunterscheidung‘

(z = +00) A (y = nan).
3.1: Aus 2.4.Fall

folgt: r = +00.
3.2: Aus 2.4.Fall

folgt: y = nan.
4.1: T4y Z (400) +y 2 (+00) + nan "= han.
4.2: 2y Z (+00) -y 2 (+00) - nan "= nan.
5.1: Aus4.1“z4+y=...=nan” und

aus 104-2“nan € T \ R”

folgt: r+yeT\R
5.2: Aus4.2“¢-y=...=nan” und

aus 104-2“nan € T \ R”

folgt: z-yeT\R.

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: (x+y€eT\R)A(x-yeT\R).
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Beweis 104-5 ab) ...

‘Fallunterscheidung‘

(z = +00) A (y = +00).
3.1: Aus 2.5.Fall

folgt: x = +00.
3.2: Aus 2.5.Fall

folgt: Yy = +00.
4.1: T4y E (+00) +y 2 (+00) + (+00) A2 400
4.2: 2y E (+00) -y 2 (+00) - (+00) *2 400,
5.1: Aus4.1“x+y=...=+00” und

aus 104-2“+o00 € T\ R”

folgt: r+yeT\R
5.2: Aus4.2“x-y=...=+00” und

aus 104-2“+o0 € T\ R”

folgt: z-yeT\R.

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: (x+yeT\R)A(x-yeT\R).
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Beweis 104-5 ab) ...

‘Fallunterscheidung‘

(z = +00) A (y = —o0).
3.1: Aus 2.6.Fall

folgt: r = +00.
3.2: Aus 2.6.Fall

folgt: Yy = —00.
4.1: z 41y 2 (+00) +y 2 (+00) + (—o0) 2 nan.
4.2: z-y L (+00) -y 2 (+00) - (—o0) A —c.
5.1: Aus4.1“x+y=...=nan” und

aus 104-2“nan € T \ R”

folgt: r+yeT\R
5.2: Aus4.2“z-y=...=—00” und

aus 104-2“—00 € T\ R”

folgt: z-yeT\R.

6: Aus 5.1 und
aus 5.2

folgt: (x+yeT\R)A(x-yeT\R).
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Beweis 104-5 ab) ...

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #104

3.1: Aus 2.7.Fall
folgt:

Aus 2.7.Fall
folgt:

3.2:

4.1:

4.2: xT -

5.1: Aus4.1“z4+y=...=nan” und
aus 104-2“nan € T \ R”

folgt:

5.2: Aus4.2“¢-y=...=nan” und
aus 104-2“nan € T \ R”

folgt:

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt:

(r+y€eT\R)A(x-yeT\R).
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Beweis 104-5 ab) ...

‘Fallunterscheidung‘

6: Aus 5.1 und
aus 5.2

(z = —00) A (y = +00)
3.1: Aus 2.8.Fall

folgt: T = —00.
3.2: Aus 2.8.Fall

folgt: Yy = +00
4.1: +yZ (—00) +y 2 (—00) + (+00) 2 nan.
4.2: 2oy Z (—00) -y E (—00) - (+o0) " 0.
5.1: Aus4.1“x+y=...=nan” und

aus 104-2“nan € T \ R”

folgt: r+yeT\R
5.2: Aus4.2“z-y=...=—00” und

aus 104-2“—00 € T\ R”

folgt: z-yeT\R.

folgt: (x+yeT\R)A(x-yeT\R).
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Beweis 104-5 ab) ...

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #104

(z = —00) A (y = —0)
3.1: Aus 2.9.Fall

folgt: T = —00.
3.2: Aus 2.9.Fall

folgt: Yy = —00.
4.1: # 4y 2 (~00) +y = (~00) + (~00) *ET -
4.2: zoyE (—00) -y ¥ (—0) - (—0) AT 1o
5.1: Aus4.1“z+y=...= —o0” und

aus 104-2“—oco0 € T\ R”

folgt: r+yeT\R
5.2: Aus4.2%x-y=...=+00” und

aus 104-2“+o0 € T\ R”

folgt: z-yeT\R.

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: (x+yeT\R)A(x-yeT\R).

‘Ende Fallunterscheidung‘ln allen Fillen gilt

Aus A1
folgt:

3.a):

Aus A1
folgt:

3.b):

Al “(z+yeT\R)A(z-y e T\R)”

r+yeT\R

z-yeT\R.
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Beweis 104-5 c)

1.1: Aus =) “z e T\R”
folgt via 5-3: xeT.

1.2: Es gilt: (x=0)V (0 #x).

1.3: Aus =) “yeT\R”
folgt via 104-3: (rez(y) = 0) V (rez(y) = nan).

2: Aus 1.2 und
aus 1.3
folgt: (x =0) A (rez(y) = 0)
V(0 #x)A(rez(y) =0)
vV (x =0) A (rez(y) = nan)
V(0 # z) A (rez(y) = nan).

Fallunterscheidung‘
2.1.Fall (x =0) A (rez(y) = 0).
3.1: Aus 2.1.Fall
folgt: z =0.
3.2: Aus 2.1.Fall
folgt: rez(y) = 0.
4: x:y::v-rez(y)gO-rez(y)ng-OgS;mO.
5: Aus4“z:y=...=0"
folgt: (x:y=0)V(z:y=nan).
2.2.Fall (0 # x) A (rez(y) = 0).
3.1: Aus1.1“zeT”
folgt via €SZ: x Zahl.
3.2: Aus 2.2.Fall
folgt: rez(y) = 0.
4: Aus 3.1%“z Zahl”
folgt via FSMO: z-0=0.
5 x:y:x-rez(y)siz:c 0=0
6: Ausb“z:y=...=0"
folgt: (x:y=0)V(z:y=nan).
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Beweis 104-5 ¢) ...

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #104

3.2:

2.3.Fall 0) A (rez(y) = nan).
3.1: Aus 2.3.Fall
folgt: z = 0.
3.2: Aus 2.3.Fall
folgt: rez(y) = nan.
4: a::y:x~rez(y)3ilO-rez(y)siz(}nanAéVIO.
5: Ausd“z:y=...=0"
folgt: 0) V (x : y = nan).
2.4.Fall (0 # x) A (rez(y) = nan).
3.1: Aus 2.2.Fall“0# z...” und

aus 1.1“2z € T”
folgt via AAVTI:

Aus 2.2.Fall
folgt:

: Aus4“z:y=...=nan”

folgt:

3.2 3.1
x:y=ux-rez(y) = x-nan = nan.

T - nan = nan.

rez(y) = 0.

In allen Fallen gilt:
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104-6. Fallsz e T\Rund y € T, dann z +y € T\ R:

104-6(Satz)
Aus “x € T\R”und “y € T” folgt “x+yeT\R".

RECH-Notation.

Beweis 104-6 VS gleich (x e T\R)A (y €T).

1: Aus VS gleich “x € T\R...”
folgt via 104-1: (x =nan) V (z = +00) V (z = —00).

Fallunterscheidung‘

x = nan.
2: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via AAVTI: nan + y = nan.
Tr+y ML han +y 2 nan.
4: Aus3“x+y=...=nan” und

aus 104-2“nan € T\ R”
folgt: x+yeT\R.
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Beweis 104-6 . ..

‘Fallunterscheidung‘

1.2.Fall T = 4o00.
2: Es gilt: (yeR)V (y ¢ R).
Fallunterscheidung‘
2.1.Fall y €R.
3: Aus 2.1.Falléy e R’
folgt via AAVT: (+00) + y = 0.
4: 4y PEN (oo) +y 2 4o
5: Ausd4“z+y=...=40c0” und
aus 104-2“+400 € T\ R”
folgt: xr+yeT\R.
2.2.Fall y ¢ R.

3: Aus VS gleich “...y € T” und

aus 2.2.Fall“y ¢ R”

folgt via 5-3: yeT\R.
4: Aus VS gleich “x € T\R” und

aus 3“y € T\R”

folgt via 104-5: x+yeT\R.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt:
rz+yeT\R.
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Beweis 104-6 . ..

‘Fallunterscheidung‘

1.3.Fall T = —00
2: Es gilt: (yeR)V (y ¢ R).
Fallunterscheidung‘
2.1.Fall y € R.
3: Aus2.1.Falléy e R”
folgt via AAVT: (—o0) +y = —c0.
4: 4y PEY (Coo) +y 2 —.
5: Ausd4“z+y=...=—00” und
aus 104-2“—co € T\ R”
folgt: r+yeT\R.
2.2.Fall y ¢ R.
3: Aus VS gleich “...y € T” und
aus 2.2.Fall“y ¢ R”
folgt via 5-3: yeT\R.
4: Aus VS gleich “x € T\R” und
aus 3“y € T\R”
folgt via 104-5: z+yeT\R.

|Ende Fallunterscheidung]In beiden Fillen gilt:
rz+yeT\R.

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: r+yeT\R
U
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104-7. Falls x € T, dann gilt + — 2 = nan genau dann, wenn z € T \ R:

104-7(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) “zeT”und “x—x =nan”.

ii) z € T\R.
RECH-Notation.
Beweis 104-7 VS gleich (x € T) A (z — x = nan).
1: Es gilt: (x e R)V (z ¢ R).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall x €R.
2: Aus1.1.Fall“zeR”
folgt via €SZ: z e C.
3: Aus2“z e C”
folgt via 102-5: x—x=0.

4: Aus VS gleich “...x —x =nan” und
aus 3“z —xz=0"
folgt: nan = 0.

5: Esgilt 4“nan=0".
Via 95-7 gilt “0 # nan” .

Ex falso quodlibet folgt: xeT\R.
1.2.Fall z ¢ R

Aus VS gleich “x € T...” und
aus 1.2.Fall“z ¢ R”
folgt via 5-3: xzeT\R.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: reT\R.
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Beweis 104-7 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x € T\R”
folgt via 5-3:

1.2: Aus VS gleich “x € T\ R”
folgt via 104-1:

Fallunterscheidung‘

213

z e T\R.

reT.

(x =nan) V (z = +00) V (2 = —0).

1.2.1.Fall
2: Via 97-4 gilt:

3: Aus1.2.1.Fall“z = nan” und
aus 2“nan — nan = nan”

X = nan.

nan — nan = nan.

2: Via 97-4 gilt:

3: Aus1.2.2.Fall“z = 4+00” und
aus 2“(400) — (+00) = nan”

folgt: T — x = nan.
1.2.2.Fall T = +o0.

(+00) — (+00) = nan.

2: Via 97-4 gilt:

3: Aus1.2.2.Fall“z = —c0” und
aus 2“(—o00) — (—o0) =nan”
folgt:

folgt: T — x = nan.
1.2.3.Fall T = —0Q.

T — X = nan.

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: Al| “z — 2z =nan”

2: Aus1.1“z € T” und
aus Al gleich “x — x = nan”
folgt:

(x € T) A (x — & = nan).

O
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A\C.

Ersterstellung: 02/02/06 Letzte Anderung: 29/01/12
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105-1. Es gilt x € A\ C genau dann, wenn Rez € T \ R oder Imz € T \ R und
dies ist genau dann der Fall, wenn x eine Zahl ist, die nicht in C ist:

105-1(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) z € A\ C.
ii) “Rex € T\ R”oder “Imx € T\R”.
iii) “ax Zahl”und “x ¢ C”.

REIM-Notation.
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Beweis 105-1 VS gleich

1: Aus VS gleich “z € A\ C”
folgt via 5-3:

2: Aus1“z e A..”
folgt via 95-4(Def):

3.1: Aus 2“z Zahl”
folgt via 96-9:

3.2: Aus 2“z Zahl”
folgt via 96-9:

4: Aus1“...x ¢ C”
folgt via 101-2:

Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #105

xeA\C.

(x € A)A(x ¢ C).

x Zahl.

Rex € T.

Imx € T.

(Rex ¢ R) V (Imz ¢ R).

5: Aus 3.1“Rex € T” und
aus 4.1.Fall“Rex ¢ R”
folgt via 5-3:

6: Ausb
folgt:

Rex ¢ R.

Rez € T\ R.

(Rex € T\R) V (Imz € T\ R).

5: Aus 3.2“lmz € T” und
aus 4.2.Fall“Imz ¢ R”
folgt via 5-3:

6: Ausb
folgt:

Imz ¢ R.

Imz € T\ R.

(Rez € T\R) V (Imz € T\ R).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(Rex € T\ R) V (Imz € T\ R).
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Beweis 105-1 VS gleich (Rex € T\ R) V (Imz € T\ R).
1: Nach VS gilt: (Rex € T\ R) V (Imz € T\ R).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall Rex € T\ R.

2.1: Aus1.1.Fall“Rex € T\R”

folgt via Element Axiom: Rex Menge.
2.2: Aus1.1.Fall“Rex € T\R”

folgt via 5-3: Rex ¢ R.
3.1: Aus 2.1“Rex Menge”

folgt via 96-9: x Zahl.
3.2: Aus 2.2“Rex ¢ R”

folgt via 101-2: x ¢ C.

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: (x Zahl) A (z ¢ C).
1.2.Fall Imz € T\ R.

2.1: Aus1.2.Fall“lmz e T\R”

folgt via Element Axiom: Imz Menge.
2.2: Aus1.2.Fall“lmz e T\R”

folgt via 5-3: Imz ¢ R.
3.1: Aus 2.1“Ilmz Menge”

folgt via 96-9: x Zahl.
3.2: Aus 2.2%lmz ¢ R”

folgt via 101-2: x ¢ C.

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: (x Zahl) A (z ¢ C).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (z Zahl) A (z ¢ C).
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Beweis 105-1

VS gleich

1: Aus VS gleich “x Zahl...”
folgt via 95-4(Def):

2: Aus 1“2z € A” und
aus VS gleich “...x ¢ C”
folgt via 5-3:

ARITHMETIK #105

(x Zahl) A (x ¢ C).

r € A.

xeA\C.
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105-2. Es wird eine “einparametrige Liste” von Elementen aus A\ C angegeben:

105-2(Satz)
Es gelte:

—) z€T.
Dann folgt:

a) nan+i-ze€A\C.

d) z+i-nane€ A\ C.

b) (+o0) +i-z€A\C.
&) (—oo)+i-z€A\C.

e) x+i-(+o00) € A\C.
£f) z+i-(—0) € A\C.

RECH-Notation.
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Beweis 105-2 abc)

1.1: Aus 95-12“nan € T” und
aus —) “x € T”
folgt via AAIV: Re(nan +i-x) = nan.

1.2: Aus 95-12% 400 € T” und
aus —) “x e T”
folgt via AAIV: Re((4+00) +i-2) = 400.

1.3: Aus 95-12% —0co € T” und
aus —) “x e T”
folgt via AATIV: Re((—o0) +i-z) = —o0.

2.1: Aus 1.1“Re(nan+i-x) =nan” und
aus 104-2“nan € T\ R”
folgt: Re(nan+i-z) € T\R.

2.2: Aus 1.2“Re((+00) +i-2) = +00” und
aus 104-2“+oo € T\ R”
folgt: Re((+o0) +i-z) € T\R.

2.3: Aus 1.3“Re((—o0) +i-2) = —00” und
aus 104-2% —co € T\ R”
folgt: Re((—o0) +i-z) € T\R.

3.a): Aus2.1“Re(nan+i-z) € T\R”
folgt via 105-1: nan+i-z € A\ C.

3.b): Aus 2.24Re((+00) +i-2) € T\R”
folgt via 105-1: (+oo)+i-z e A\ C.

3.c): Aus 2.3“Re((—o0) +i-2) € T\R”
folgt via 105-1: (—o0)+i-zeA\C.
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Beweis 105-2 def)

1.1:

1.2:

1.3:

2.1:

2.2:

2.3:

3.d):

3.e):

3.f):

Aus =) “z €T” und
aus 95-12“npan € T”
folgt via AAIV:

Aus =) “z €T” und
aus 95-12“+oc0 € T”
folgt via AAIV:

Aus =) “2x € T” und
aus 95-12“—o0c0 € T”
folgt via AAIV:

Aus 1.1“lm(z +i-nan) =nan” und
aus 104-2“nan € T\ R”
folgt:

Aus 1.2%lm(z 41 (+00)) = +00” und
aus 104-2“+oo € T\ R”
folgt:

Aus 1.3“lm(z +i-(—00)) = —00” und
aus 104-2¢ —o0o € T\ R”
folgt:

Aus 2.1“Im(z +i-nan) € T\ R”
folgt via 105-1:

Aus 2.2%lm(z +i-(+00)) € T\ R”
folgt via 105-1:

Aus 2.3“lm(z +i-(—00)) € T\R”
folgt via 105-1:
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Im(z +i- nan) = nan.

Im(z 4 i - (+00)) = +00.

Im(z +i-(—00)) = —o0.

Im(z+i-nan) € T\R.

Im(z +i-(4+00)) € T\R.

Im(z +i-(—o00)) € T\R.

x+i-nane€ A\ C.

r+i-(+00) € A\C.

r+i-(—o0) e A\C.
U
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105-3. Die folgende Liste resultiert aus 105-2; indem in 105-2 die Variable x
durch nan, +o00, —oo € T ersetzt wird:

105-3(Satz)
a) nan+i-nan € A\ C.
b) nan+i-(4+o00) € A\ C.
c) nan+i-(—o0) € A\C.

d) (4+o00)+i-nane€ A\ C.
e) (+o0)+i-(+00) e A\C
£) (+o00)+i-(—o0) e A\C
g) (—oo)+i-nane A\C.
h) (—o0)+i-(+0) e A\C
i) (—o0)+i-(—o0) € A\C

RECH-Notation.
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Beweis 105-3 a)

Aus 95-12“nan € T”
folgt via 105-2:

b)

Aus 95-12“+00 € T7
folgt via 105-2:

c)

Aus 95-12%“ —c0 € T”
folgt via 105-2:

d)

Aus 95-12“nan € T”
folgt via 105-2:

e)

Aus 95-12“ 400 € T”
folgt via 105-2:

f)

95-12“ —0c0 € T”
folgt via 105-2:

g)

Aus 95-12“nan € T”
folgt via 105-2:

h)

Aus 95-12“ 400 € T”
folgt via 105-2:

i)
Aus 95-12“ —oc0 € T”
folgt via 105-2:
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nan-+i-nan € A\ C.

nan+i- (+o0) € A\ C.

nan+i-(—o0) € A\ C.

(+o0) +i-nan € A\ C.

(+00) +i-(+00) € A\ C.

(+00) +i-(—00) € A\ C.

(—o0) +i-nan € A\ C.

(—o0) +i-(+o0) € A\ C.

(—o0) +i-(—0) € A\C.

O
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105-4. Es gilt T\ R C A\ C und via 104-2 folgt hieraus nan, +oo, —oo € A\ C:

105-4(Satz)
a) T\RCA\C.
b) nane€ A\ C.
c) +oo e A\C.
d) —oo € A\ C.

Beweis 105-4

REIM-Notation.

a)
a€T\R.
2: Aus Themal“a € T\ R”
folgt via 5-3: acT.
3: Aus 2“a e T”
folgt via FST: a = Rea.
4: Aus Themal“a € T\ R” und
aus 3“a = Rea”
folgt: Rea € T\ R.
5: Aus 4“Rea € T\ R”
folgt via 105-1: aecA\C.
Ergo Themal: Va:(ae T\R)= (e« € A\C).

Konsequenz via 0-2(Def): T\RCA\C.
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Beweis 105-4 bcd)

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2.b):

2.c):

2.d):

Aus 104-2“nan € T \ R” und
aus 1“T\RCA\C”
folgt via 0-4:

Aus 104-2“+400 € T\ R” und
aus 1“T\RCA\C”
folgt via 0-4:

Aus 104-2“—o00 € T\ R” und
aus 1“T\RCA\C”
folgt via 0-4:
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T\RC A\C.

nan € A\ C.

+o0o0 € A\ C.

—o00 € A\ C.
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105-5. Es gilt p € A\ C genau dann, wenn —p € A\ C und dies ist genau dann
der Fall, wenn —(—p) € A\ C:

105-5(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) pe A\ C.
ii) —pe A\ C.
iii) —(—-p) € A\ C.

RECH-Notation.
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Beweis 105-5 VS gleich peA\C.
1: Aus VS gleich “p e A\ C”
folgt via 105-1: (p Zahl) A (p ¢ C).
2.1: Aus 1“p Zahl...”
folgt via 100-6: —p Zahl.
2.2: Es gilt: (—peC)Vv (—p¢C).
Fallunterscheidung‘
-peC.
3: Aus2.2.1.Fall“—peC”
folgt via 101-9: p e C.

4: Esgilt 3“pe C”.
Esgilt1“...p¢ C”.

Ex falso quodlibet folgt: —p ¢ C.
2.2.2.Fall —pgC.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: A “—pgC”

3: Aus 2.1“—p Zahl” und
aus A1 gleich “—p ¢ C”
folgt via 105-1: —peA\C.



228

Beweis 105-5 VS gleich

1: Aus VS gleich “—p e A\ C”
folgt via 105-1:

2.1: Aus 1“—p Zahl...”

ARITHMETIK #105

—-peA\C.

(—p Zahl) A (—p ¢ C).

folgt via 100-6: —(—p) Zahl.
2.2: Es gilt: (—(-=p) € C) vV (—(—p) ¢ C).
Fallunterscheidung‘
~(pec
3: Aus 2.2.1.Fall“—(—p) e C”
folgt via 101-9: —-peC
4: Bsgilt 3“—peC”.
Esgilt1“...—p¢ C”.
Ex falso quodlibet folgt: —(—p) ¢ C.
~(-p)¢C.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: ALl “—(—p) ¢ C”
3: Aus 2.1“—(—p) Zahl” und
aus A1 gleich “—(—p) ¢ C”
folgt via 105-1: —(—p) € A\C
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Beweis 105-5 VS gleich

1:

2.1:

2.2:

Es gilt: (peC)Vv(pé¢C).
Fallunterscheidung‘
peC
3: Aus2.2.1.FallpeC”
folgt via 101-9: —(-p)eC
4: Esgilt 3“—(-p) e C”.
Esgilt 1“... — (—p) ¢ C”.
Ex falso quodlibet folgt: pé¢C
p¢C.
‘Ende Fallunterscheidung‘ln‘behien:Féﬂen_gﬂt: ALl “p g C”
3: Aus 2.1“p Zahl” und
aus Al gleich “p ¢ C”
folgt via 105-1: peA\C.

Aus VS gleich “—(—p) € A\ C”
folgt via 105-1:

Aus 1“—(—p) Zahl...”
folgt via 100-6:
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—(-p) e A\C.

(=(=p) Zahl) A (=(=p) ¢ C).

p Zahl.
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105-6. Die Summe von = € A\ C und y Zahl ist stets in A\ C:

105-6(Satz)

Aus “x € A\ C"und “y Zahl” folgt “z+y € A\ C”.

RECH-Notation.

Beweis 105-6 VS gleich (x € A\ C) A (y Zahl).

REIM-Notation.

1: Aus VS gleich “z € A\C...”
folgt via 105-1: (x Zahl) A (z ¢ C).

2: Aus 1“2z Zahl” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-13: x +y Zahl.

3: Es gilt: (z+yeC)V(r+y¢C).

Fallunterscheidung‘

3.1.Fall x+yeC.
4: Aus4.1.Fall“zx+yeC’
folgt via 102-3: z e C.

5: Esgilt 4“2z € C”.
Esgilt 1¢...2 ¢ C”.

Ex falso quodlibet folgt: z+yeA\C.
3.2.Fall z+y¢C.

Aus 2“z + y Zahl” und
aus 3.2.Fall“z+y ¢ C”
folgt via 105-1: xr+yeA\C.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: r+yeA\C.
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105-7. Es gilt Re(x —x) = nan oder Im(z —x) = nan genau dann, wenn = € A\ C:

105-7(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) “Re(z —x) = nan”oder “Im(x —z) =nan”.

ii) x € A\ C.

RECH-Notation.

Beweis 105-7

REIM-Notation.
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Beweis 105-7 VS gleich  ((Re(x — x) = nan) V (Im(z — x) = nan)).

1: Nach VS gilt: ((Re(x — x) = nan) V (Im(z — x) = nan)).

Fallunterscheidung‘

Re(x — x) = nan.

2: Aus 1.1.Fall“Re(xz — x) = nan” und
aus 95-12“nan € T”

folgt: Re(x —x) € T.
3: Aus 2“Re(x —x) € T”
folgt via 96-9: x — x Zahl.
4: Aus 3
folgt: x + (—x) Zahl.
5: Aus 4“z + (—x) Zahl”
folgt via 96-13: x Zahl.
6: Es gilt: (xeC)V(x¢C).
Fallunterscheidung‘
6.1.Fall x e C.
7: Aus 6.1.Fall“z e C”
folgt via 102-5: rT—x=

8: Aus 7“z— 2 =0" und

aus AATIII“Re0 =07

folgt: Re(x — z) = 0.
9: Aus 8“Re(r —z) =0” und

aus 1.1.Fall“Re(z — x) = nan”

folgt: 0 = nan.

10: Es gilt 9“0 =nan”.
Es gilt 95-7“0 # nan” .

Ex falso quodlibet folgt: xzeA\C.
6.2.Fall z¢C.

Aus 5“x Zahl” und
aus 6.2.Fall“x ¢ C”
folgt via 105-1: zeA\C.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: reA\C.
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Beweis 105-7 VS gleich  ((Re(x — ) = nan) V (Im(z — x) = nan)).

‘Fallunterscheidung‘

Im(z — z) = nan.

2: Aus 1.2.Fall“lm(z — 2) = nan” und
aus 95-12“nan € T”

folgt: Im(z —x) € T.
3: Aus 2“lm(z —x) € T”

folgt via 96-9: x — x Zahl.
4: Aus 3

folgt: x + (—x) Zahl
5: Aus 4“x + (—z) Zahl”

folgt via 96-13: x Zahl.
6: Es gilt: (xeC)V(x¢C).

Fallunterscheidung‘

6.1.Fall x e C.
7: Aus 6.1.Fall“xz € C”
folgt via 102-5: T—x=

8: Aus 7“z—2=0" und

aus AAIII“Im0 = 0"

folgt: Im(z —z) =0.
9: Aus 8“Im(z —z) =0” und

aus 1.2.Fall“Im(z — z) = nan”

folgt: 0 = nan.

10: Es gilt 9“0 =nan”.
Es gilt 95-7“0 # nan” .

Ex falso quodlibet folgt: xeA\C.
6.2.Fall z¢C.

Aus 5“x Zahl” und
aus 6.2.Fall“x ¢ C”
folgt via 105-1: xeA\C.

Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fillen gilt: xzeA\C.
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Beweis 105-7

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #105

VS gleich  ((Re(x — x) = nan) V (Im(z — x) = nan)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: reA\C.

VS glich

xeA\C.

1: Aus VS gleich “z € A\ C”
folgt via 105-1:

Fallunterscheidung‘

(Rez € T\R) V (Imx € T\ R).

2: Aus1.1.Fall“Rex € T\ R”
folgt via 104-7:

3: Re(z—z) = Re(z+(—2x))

4: Aus 3“Re(z —z)=...=nan”
folgt:

Rez € T\ R

(Rez) — (Rex) = nan.

9625 9627
= =

Rex)+(Re(—x)) Rex)+(—Rex)
= (Rex) — (Rex) 2 nan.

(Re(z — z) = nan) V (Im(xz — z) = nan).

2: Aus 1.2.Fall“lmz € T\ R”
folgt via 104-7:

: Im(z—z) = Im(z+(—x))

4: Aus 3“Im(xz —x)=...=nan”
folgt:

Imz € T\ R

(Imz) — (Imz) = nan.
9627

96—-25 6—2
= ( = (

Imz)+(Im(—2x)) Imz)+(—Imx)
= (Imz) — (Imz) 2 nan.

(Re(z — z) = nan) V (Im(z — z) = nan).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(Re(x — ) = nan) V (Im(z — x) = nan).

O
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FundamentalSatz —- in R.
NTFR: NullTeilerFreiheit in R.

Ersterstellung: 02/02/06 Letzte Anderung: 29/01/12
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ARITHMETIK #106

106-1. Mit diesem folgenden Satz wird der erste Schritt in Richtung des spéter

zu beweisenden Fu

ndamentalSatz —- getan:

106-1(Satz)
Es gelte:
—) z €R.
—) y eR.
Dann folgt:
a) (—x)-y=
b) z-(—y) =
(_

c) (—z)-(—y

—T-y.
—T-y.

)=x-y

RECH-Notation.
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Beweis 106-1 a)

1.1: Aus =) “x eR”
folgt via €SZ:

1.2: Aus =) “x eR”
folgt via 100-6:

1.3: Aus =) “y e R”
folgt via €SZ:

1.4: Aus =) “x € R” und
aus —) “y € R”
folgt via AAV:

2.1: Aus1.1“2 € C”
folgt via 102-5:

2.2: Aus 1.3“y Zahl”
folgt via FSMO:

2.3: Aus =) “y e R” und
aus 1.2“—x € R”
folgt via AAV:

2.4: Aus =) “yeR”,
aus —) “x € R” und
aus 1.2“—zx e R”
folgt via AAV:

4: Aus3“0=...=z-y+(—x)-
folgt via FS—:

237

z e C.

—x € R.

y Zahl.
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Beweis 106-1 b)

1.1:

1.2:

1.3:

c)

Aus =) “y € R” und
aus —) “oz € R”
folgt via AAV:

Aus =) “y e R”
folgt via 100-6:

Aus =) “y € R” und
aus —) “z e R”
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus =) “z € R” und

aus 1.2“—y e R”
folgt via AAV:

: Aus 3

folgt:

: Aus =) “y e R”

folgt via 100-6:

: Aus =) “z € R” und

aus 1“—y e R”
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus =) “z € R” und

aus —) “y € R”
folgt via des bereits bewiesenen b):

ARITHMETIK #106

(—2) - (~y) 2~z (—y) 2 ~(—z-y) "Fzy

: Aus 4

folgt:
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106-2. In R gibt es NullTeilerFreiheit:

106-2(Satz) (NTFR: NullTeilerFreiheit in R)

Unter den Voraussetzungen . ..
—) z €R.
—) y €R.

...sind die Aussagen 1), 1i) dquivalent:
i) z-y=0.

ii) “z=0"oder “y=0".

RECH-Notation.
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Beweis 106-2 VS gleich x-y=0.
1: Es gilt: (0#2)AN(0#y)
V
(. =0)V(y=0)
Fallunterscheidung‘
(0#2) A0 #y).
2.1: Aus 2 “z eR”
folgt via AAV: rez(z) € R.

2.2: Aus1.1.Fall“0# z...” und
aus —) “x € R”

folgt via 96-37: rez(z) -« = 1.
2.3: Aus m)“y eR”

folgt via AAV: 1-y=uy.
3.1: Aus 2.1%rez(z) e R”

folgt via €SZ: rez(z) Zahl.

3.2: Aus 2.1%rez(z) e R”,
aus —) “z € R” und
aus —) “y € R”

folgt via AAV: rez(z) - (x - y) = (rez(z) - x) - y.
4: Aus 3.1%rez(z) Zahl”

folgt via FSMO: rez(xz) -0 = 0.
5: Oérez(x)-O‘grez(x)-(m-y)g(rez(x) ) yE1.y 2y
6: Aus 4

folgt: 0=y.

7: Esgilt 6“0=1y".
Esgilt 1.1.Fall«...0#y".

Ex falso quodlibet folgt: (x=0)V(y=0).
1.2.Fall (x=0)V(y=0).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: (x=0)V(y=0).
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Beweis 106-2

1:

VS glich

Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall x=0.
2: Aus o) “y eR”
folgt via €SZ: y Zahl.
3: Aus 2“y Zahl”
folgt via FSMO: 0-y=0
4: Aus1.1.Fall“xz =0"und
aus 2“0-y =07
folgt: z-y=0
1.2.Fall y=0.
2: Aus =) “xz eR”
folgt via €SZ: x Zahl.
3: Aus 2“z Zahl”
folgt via FSMO: z-0=0
4: Aus1.2.Fall“y=0"und
aus 2“z-0=20"
folgt: z-y=0
Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: x-y=0
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106-3. Via Negation folgt aus NTFR das vorliegende Kriterium:

106-3(Satz)
Unter den Voraussetzungen . ..
—) z €R.
—) y €R.
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) 0#x-y.
ii) “O# x”und “0#y”.

RECH-Notation.

Beweis 106-3

1: Aus =) “z € R” und
aus —) “y € R”

folgt via NTFR: x-y=0
54
(z=0)Vv(y=0)
2: Aus 1
folgt: (=(z-y=0))
=
(=((z =0)V(y =0)))
3: Aus 2
folgt: (=(z-y=0))
54
(=(z =0)) A (=(y = 0))
4: Aus 3
folgt: 0#x-y
~
(0 #2) A(0F#y).
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Parameter Axiom III. <.
KleinerGleich-Relation. Kleiner-Relation.
<-Notation.

FS< .: FundamentalSatz < -.
KGM: KommutativGesetz Multiplikation.

Ersterstellung: 20/07/05 Letzte Anderung: 03/02/12
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Parameter Axiom III. Die klassische KleinerGleich-Relation betritt in axio-
matischer Weise die Essays. Im Folgenden wird Parameter Axiom III ohne
explizite Referenz verwendet, i.e. es wird im Folgenden < ohne expliziten Bezug
auf Parameter Axiom III als Klasse angesehen:

ParameterAxiom III




ARITHMETIK #107 245

107-1. Bei der im Parameter Axiom III in die Essays eingebrachten Klasse <

1r
handelt es sich um die KleinerGleich-Relation. Die Klasse < ist die Kleiner-
Relation und wird mit einem eigenen, an die HOIR-Notation angelehnten Symbol
bezeichnet:

107-1(Definition)

ir
a) <=<.

b) “€ KleinerGleich-Relation” genau dann, wenn gilt:

c=<.

c) “€ Kleiner-Relation” genau dann, wenn gilt:

C=<.
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107-2. Die vorliegenden Aussagen verstehen sich fast von selbst:

107-2(Satz)
a) < KleinerGleich-Relation.

b) Aus “€ KleinerGleich-Relation”
und “® KleinerGleich-Relation”

folgt “€=2".
c) < KleinerRelation.
d) Aus “€ Kleiner-Relation”
und “® Kleiner-Relation”
folgt “€ =27,

Beweis 107-2 a)
Aus “< = <7 folgt via 107-1(Def): < KleinerGleichRelation.
b) VS gleich (€ KleinerGleich-Relation) A (® KleinerGleich-Relation).
1.1: Aus VS gleich “€ KleinerGleich-Relation. .. ”

folgt via 107-1: =<
1.2: Aus VS gleich “...® KleinerGleich-Relation”

folgt via 107-1: D =<

2: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: ¢C=29.
c)
Aus “ < = <7 folgt via 107-1(Def): < KleinerRelation.
d) VS gleich (€ Kleiner-Relation) A (D Kleiner-Relation).
1.1: Aus VS gleich “€ Kleiner-Relation. .. ”

folgt via 107-1: =<
1.2: Aus VS gleich “...® Kleiner-Relation”

folgt via 107-1: D =<

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: ¢c=29.
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<-Notation. Eine der Standard-Notationen der Mathematik wird hiermit in die
Essays iibernommen:

<-Notation

1) “p < q” genau dann, wenn gilt:
(pq) € <.

2) “p < q” genau dann, wenn gilt:

(p,q) € <.
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Arithmetisches Axiom VII. Hiermit werden die grundlegenden Aussagen iiber
< und iiber die Zusammenhénge elementaren Rechnens mit der Kleiner-Relation
getroffen. Mit “—oo < & < 400" von d) ist die Aussage “(—o0 < z) A (z <

+00)” gemeint:

ARITHMETIK #107

AAVII: Arithmetisches Axiom VII

d)
e)

f)

g)

h)
i)
3
k)

Aus
Aus
Aus
Aus

Aus
Aus
Aus
Aus

b) S ist <_Kette.
c) < Total Vollstandig.

“r e R” folgt “—o00 < x < +00.

a) < antiSymmetrische Halbordnung in S.

“reR’und “y € R”und “z < y” folgt “0 <y —a”.

“reR”und “y € R”und “0 <y — 2" folgt “ox < y”.

“r e R"und “y € R”und “0 < 2” und “0 < y”

“r e R”und “0 < 2” folgt
“reR”und “0 < 2” folgt
“r e R”und “x < 0" folgt

“r e R”und “x < 0" folgt

«

(13

(13

13

folgt “O0 < x-9y”.
+00) - x = +00”
—0) - = —00”
+00) -z = —00”
—00) - & = +00”

RECH. <-Notation.
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107-3. Die unscheinbar wirkende Aussage “z < y” hat mannigfaltige Konsequen-
zen, die alle in den axiomatisch fest gelegten Eigenschaften von < begriindet sind:

—)

a)
b)
c)
d)
e)
)
g)
h)

i)

107-3(Satz)
Es gelte:

z < y.

Dann folgt:

T € S.
Yy €S.
<z
y=y.
x = Rex.
y = Rey.
Rex <.
x < Rey.

Rer < Rey.

REIM.<-Notation.

Beweis 107-3

1: Via AAVII gilt:

< antiSymmetrische Halbordnung in S.

2: Aus 1“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13:

(< Relation in S) A (< reflexiv in S).
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Beweis 107-3

3.a):

3.b):

3.c):

3.4):

4.1:

4.2:

5.e):

5.f):

6.g):

6.h):

7.1):

Aus 2“< Relationin S. ..

aus —) “x < y ”
folgt via 34-1:

Aus 2“< Relationin S. ..

aus —) “x < y ”
folgt via 34-1:

Aus 2“ < Relation in S...7 |

und

und

aus 2“... < reflexivin S” und

Aus _>) «“ T S y i
folgt via 34-11:

Aus 2¢“< Relation in S...”7 |

aus 2“... < reflexivin S” und

Aus _>) «“ T S y i
folgt via 34-11:

Aus 3.2)“x €S”
folgt via €SZ:

Aus 3.p)“y € S”
folgt via €SZ:

Aus 4.1z €T”
folgt via FST:

Aus 4.2y e T”
folgt via FST:

Aus 5.e)“z = Rez” und
aus —) “x < y ”
folgt:

Aus =) “z <y” und
aus 5.f) “y = Rey”
folgt:

Aus 6.g) “Rexr < y” und
aus 5.f) “y = Rey”
folgt:

ARITHMETIK #107

T €S,

Yy E€S.

yeT.

z = Rex.

y = Rey.

Rex <.

r < Rey.

Rer < Rey.
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107-4. Interessanter Weise ist iiber AAVII hinaus gehend x € R dquivalent zu

—o0 < T < 400:

107-4(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z €R.

ii) —oco < x < +00.

<-Notation.

Beweis 107-4 VS gleich

Aus VS gleich “xz € R”
folgt via AAVII:

VS gleich

1.1: Aus VS gleich “—co<x...”
folgt via 41-3:

1.2: Aus VS gleich “—co<x...”
folgt via 41-3:

1.3: Aus VS gleich “...z < +00”
folgt via 41-3:

2.1: Aus1.1“—oc0 < 2”7
folgt via 107-3:

2.2: Aus 1.2
folgt:

3: Aus2.1“2z €87,
aus 1.3“z # +00” und
aus 2.2“x # —o0”
folgt via 95-17:

z € R.

—00 < x < 400.

—o0 < x < 4o00.

—00 # .

x # +00.

r € S.
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107-5. Die Aussage = € S ist - unter anderem - dquivalent zu = < x:

107-5(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv), v) sind dquivalent:
i) z €S.
ii) z <uz.
iii) —oo < x.
iv) z < +o0.

v) —oo < x < +o0.

<-Notation.
Beweis 107-5 VS gleich x € S.
1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < reflexiv in S.

2: Aus 14 < reflexivin S” und
aus VS gleich “x € S”
folgt via 30-17(Def): r <z
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Beweis 107-5 VS gleich

1: Aus VS gleich “z < z”
folgt via 107-3:

2: Aus 1“2z €8§”
folgt via 95-15:
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r € S.

(x € R)V (z =400) V (z = —00).

3.1: Via AAVII gilt:
3.2: Via AAI gilt:

folgt via 34-13:

4.2: Aus 3.2“0€R”
folgt via AAVII:

5: Aus 4.1“< transitiv”,
aus 4.2“—-00 < 0...”7 und
aus 4.2“...0 < +00”
folgt via 44-1:

6: Aus 5“—o00 < +00” und
aus 2.2.Fall“x = +00”
folgt:

Fallunterscheidung‘
2.1.Fall reR
3: Aus 2.1.Fall“z e R”
folgt via AAVII: -0 <z
4: Aus 3“—oco<z”
folgt via 41-3: -0 <z
2.2.Fall r = +00.

< antiSymmetrische Halbordnung in S.

4.1: Aus 3.1“< antiSymmetrische Halbordnung in S”

0eR.

< transitiv.

—o0 < 0 < 400.

—o0 < 400.




254

Beweis 107-5 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #107

r <.

3.1: Via 95-11 gilt:

4: Aus 3.2“< antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13:

5: Aus 4“< reflexivin S” und
aus 3.2“—-oc0 € §”
folgt via 30-17(Def):

6: Aus 5“—00 < —oc0” und
aus 2.3.Fall“zy = —oc0”
folgt:

3.2: Via AAVII gilt: < antiSymmetrische Halbordnung in S.

Tr = —OQ.

—o0 € S.

< reflexiv in S.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

US gleich

1: Aus VS gleich “—o00 < 27
folgt via 107-3:

2: Aus 14z €S”

T €S.

folgt via 95-15: (x eR)V (x=400) V(= —00).

Fallunterscheidung‘

3: Aus 2.1.Fall“xz e R”
folgt via AAVII:

4: Aus 3“x < +00”
folgt via 41-3:

z € R.

xr < +o00.

T < +o00.
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Beweis 107-5 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘
2.2.Fall T = 400.
3.1: Via 95-11 gilt: 400 € S.
3.2: Via AAVII gilt: < antiSymmetrische Halbordnung in S.

4: Aus 3.2“< antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13:

5: Aus 4“< reflexivin S” und
aus 3.2“4+0c0 € §”

< reflexiv in S.

4.1: Aus 3.1“< antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13:

4.2: Aus 3.2“0 € R”
folgt via AAVII:

5: Aus 4.1“< transitiv”,
aus 4.2“—00 < 0...” und
aus 4.2“...0 < +00”
folgt via 44-1:

6: Aus 2.2.Fall“zx = —00” und
aus 5“—o00 < +00”
folgt:

folgt via 30-17(Def): +o0o < 400
6: Aus 2.2.Fall“z = +00” und
aus 5“ 400 < +00”
folgt: r < 400
2.3.Fall T = —0Q.
3.1: Via AAVII gilt: < antiSymmetrische Halbordnung in S.
3.2: Via AAT gilt: 0eR.

< transitiv.

—o0 < 0 < 400.

—o0 < 400.

r < +o00.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

r < 400.



256 ARITHMETIK #107

Beweis 107-5 VS gleich x < +o00.

1: Aus VS gleich “o < +00”
folgt via 107-3: x € S.

2: Aus 1“2z €87
folgt via 95-15: (x € R)V (z =400) V (z = —00).

Fallunterscheidung‘

2.1.Fall xzeR.
3: Aus 2.1.Fall“z e R”
folgt via AAVII: —o0 < .
4: Aus 3“—oco<z”
folgt via 41-3: —oo < .

5: Aus 4“—oco < z” und
aus VS gleich “o < +00”

folgt: —o0 <z < 400.
2.2.Fall T = +o0.
3.1: Via AAVII gilt: < antiSymmetrische Halbordnung in S.
3.2: Via AAI gilt: 0eR.
4.1: Aus 3.1“< antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: < transitiv.
4.2: Aus 3.2“0€R”

folgt via AAVII: —00 < 0 < 4o00.

5: Aus 4.1“< transitiv”,

aus 4.2“—00 < 0...”7 und

aus 4.2“...0 < +o0”

folgt via 44-1: —o0 < 4o00.

6: Aus 5“—o00 < +00” und
aus 2.2.Fall“xy = +o0”
folgt: —o0 < 7.

7: Aus 6“—oco < z” und

aus VS gleich “o < +00”
folgt: -0 <z < 4o0.
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Beweis 107-5 VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

3.1:
3.2:
4:

R

Via 95-11 gilt: —o0 € S.
Via AAVII gilt: < antiSymmetrische Halbordnung in S.

Aus 3.2“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: < reflexiv in S.

: Aus 4“< reflexivin S” und

aus 3.2“—-c0 € §”

folgt via 30-17(Def): —00 < —00.

: Aus 5% —0c0 < —00” und

aus 2.3.Fall“zy = —oc0”

folgt: —o0 < 7.

: Aus 6“—o00 < z” und

aus VS gleich “z < +00”

folgt: -0 <z < 400.

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

Aus VS gleich “—oc0o < z...”
folgt via 107-3:
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x < +o00.

—o0 <z < +400.

VS gleich —o0 < x < +00.

T €S.
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107-6. Hier werden einige wenig verbliiffende Aussagen iiber die Kleiner(Gleich)-
Relation und 0, 1, 400, —co getroffen:

107-6(Satz)

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)

i)

0<0.

1<1.
+o00 < 4o00.
—o00 < —00.
0<1.

—00 < 0 < +o00.
—00 < 1 < 400.
—00 < +00.

—00 # +00.

<-Notation.

Beweis 107-6

RECH-Notation.

abcd)
1: Via 95-11 gilt: (0eS)A(1€S)A(+o0 €S)A(—x €8).

2.a): Aus1“0e€S...”

folgt via 107-5: 0<0.
2.b): Aus1“...1€8S...”

folgt via 107-5: 1<1.
2.¢c): Aus1“...+00€S...”7

folgt via 107-5: 400 < +00.
2.d): Aus1“...—00€S”

folgt via 107-5: —00 < —00.
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Beweis 107-6 e)

1.1: Via AAVII gilt: S ist < _Kette.
1.2: Via 95-11 gilt: 0€eSs.
1.3: Via 95-11 gilt: 1eS.

2: Aus 1.1“S ist < Kette”,
aus 1.2“0 € S” und
aus 1.3“1€S”
folgt via 41-9: 0<1)v(O0=1)V(1l<D0).

Fallunterscheidung‘

o<1

0=1

Es gilt 2.2.Fall“0=1".
Via 95-2 gilt “0 # 17
Ex falso quodlibet folgt: 0<1.
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Beweis 107-6 e)

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #107

4:

10:

11:

3:

Via AAT gilt:

Aus 3“...1€R” und
aus 3“0 € R...” und
aus 2.3.Fall“1 < 0”
folgt via AAVII:

¢ Via 98-12 gilt:
: Via 100-7 gilt:
: Aus4“0<0—1" und

aus 5.1“0—-1=-1"
folgt:

: Aus 5.2“-1€R”,

aus 5.2“—-1 € R”
aus 6“0 < —1”7 und
aus 6“0 < —17
folgt via AAVII:

: Aus 3“...1 € R” und

aus 3“...1 € R”
folgt via 106-1:

: Via 98-19 gilt:

Aus 740 < (=1)- (-1)” und
aus 8“(=1)-(-1)=1-1"
folgt:

Aus 1040 < 1-1” und

aus 9“1-1=17

folgt:

1 <0.
(0eR)A (1 €R).

0<0-1.
0-1=-1.
-leR.

0<—1.

0<1-1.

0<1.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

0<1.
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Beweis 107-6 fghi)

1.1:
1.2:

2.f):

2.1:

3.h):

4.1):

Via AAI gilt: (0eR)A (1 €R).

Via AAVII gilt: < antiSymmetrische Halbordnung in S.

Aus1.1“0eR...”7

folgt via AAVII: —00 < 0 < +o0.
: Aus1.1“...1 e R”

folgt via AAVII: —00 < 1 < +o0.

Aus 1.2“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”

folgt via 34-13: (< transitiv) A (< antiSymmetrisch).

Aus 2.1“< transitiv... 7,

aus 2.1“... < antiSymmetrisch” ,

aus 2.f) “—oo < 0...”7 und

aus 2.£)“...0 < 400"

folgt via 46-16: —00 < +00.

Aus 3.h) “—o00 < 400”7
folgt via 41-3: —00 # +00.



262

ARITHMETIK #107

107-7. Keine Klasse ist echt grofler als 400 oder echt kleiner als —oo:

107-7(Satz)
a) Aus “Hoo < x”folgt “x =+oc”.
b) (400 < ).

c) Aus “ox < —o0” folgt “x = —o0

d) —(x < —0).

<-Notation.

Beweis 107-7 a) VS gleich

1.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13:

1.2: Aus VS gleich “4o00 < 27
folgt via 107-3:

2: Aus 1.2z €8S§”
folgt via 107-5:

3: Aus 1.1“< antiSymmetrisch” |
aus 2“2 < +o00” und
aus VS gleich “+4o0 < x”
folgt via 30-47:

+oo < .

< antiSymmetrisch.

r € S.

z < +o00.

r = +00.



ARITHMETIK #107 263

Beweis 107-7 b)

1: Es gilt: (+o0 < ) V (—(400 < 2)).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall +o00 < 7.
2: Aus1.1.Fall“+oo<a”
folgt via 41-3: (+o00 <) A (400 # ).
3: Aus 240 <z...”
folgt via des bereits bewiesenen a): T = +o00.

4: Esgilt 3“2 = 400”.
Esgilt 2“...+0c0#z”.

Ex falso quodlibet folgt: (400 < ).
1.2.Fall —(400 < ).
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (400 < ).
c) VS gleich x < —o0.

1.1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.

1.2: Aus VS gleich “x < —oc0”
folgt via 107-3: x €S.

2: Aus 1.2z €S’
folgt via 107-5: —o0 < .

3: Aus 1.1“< antiSymmetrisch” |
aus VS gleich “o < —co0” und
aus 2“—o0 < 2”7
folgt via 30-47: x

Il
|
2
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Beweis 107-7 d)

1:

Es gilt:

Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #107

(x < —00) V ((z < —00)).

2: Aus1.1.Fall“x < —o0”
folgt via 41-3:

3: Aus 2z < —0...”

r < —00.

(x < —00) A (z # —00).

folgt via des bereits bewiesenen c): T = —0Q.
4: Esgilt 3z = —0c0”.
Es gilt 2“... 2 # —0c0” .
Ex falso quodlibet folgt: —(z < —00).
1.2.Fall (2 < —00).
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: —(z < —00).
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107-8. Fiir < gelten die “starken Versionen” der Transitivitét:

107-8(Satz)
a) Aus “x <y’und “y < z”folgt “x < z”.
b) Aus ‘oz <y’und “y < z”folgt “x < z”.
c) Aus “@x <y’und “y < z”folgt ‘o< z”.

d) Aus “x <y’und “y < z”folgt “x < z

<-Notation.
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Beweis 107-8 a) VS gleich (x<y)A(y <2).

1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < transitiv.

2: Aus 1“< transitiv”,
aus VS gleich “oz <y...” und
aus VS gleich “...y < z7”
folgt via 30-38: z < z.

b) VS gleich (x<y)A(y < 2).

1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: (< transitiv) A (< antiSymmetrisch).

2: Aus 1“< transitiv... ",
aus 1“... < antiSymmetrisch” |
aus VS gleich “x <y...” und
aus VS gleich “...y < z2”
folgt via 46-16: x < z.

c) VS gleich (x<y)A(y < 2).

1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: (< transitiv) A (< antiSymmetrisch).

2: Aus 1“< transitiv...”,
aus 1“... < antiSymmetrisch” |
aus VS gleich “x <y...” und
aus VS gleich “...y <27
folgt via 46-16: x < z.

d) VS gleich (x<y)A(y < =z).

1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: (< transitiv) A (< antiSymmetrisch).

2: Aus 1“< transitiv... ”,
aus 1“... < antiSymmetrisch” |
aus VS gleich “o <y...” und
aus VS gleich “...y < z2”
folgt via 46-16: x < z.
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107-9. Zur Vereinfachung spéterer Argumentationslinien wird hier eine erweiterte
“<-Version” von 107-3 angegeben. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - b) - ¢) - £)
-g)-h)-k)-1)-d)-1) -m) -e) - j):

107-9(Satz)
Es gelte:
=) x<y.
Dann folgt:
a) = €S.
b) z <.
c) = = Rex.
d) z < +o0.
e) “zeR7oder “x =—00”.
f) yeS.
g y<uy.
h) y = Rey.
i) —oco<y.
j) “y e R”oder “y=+o0”.
k) Rexr <y.
1) x < Rey.

m) Rexr < Rey.

<-Notation.
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Beweis 107-9

1:

2.a):

2.b):

2.c):

2.f):

2.g):

3.1:

3.2:

3.3:

3.4:

3.k):

3.1):

Aus =) “z < y”
folgt via 41-3:

Aus 14z <y...”
folgt via 107-3:

Aus 14z <y...”
folgt via 107-3:

Aus 14z <y...”
folgt via 107-3:

Aus 1“x <y...”
folgt via 107-3:

Aus 1“x <y...”
folgt via 107-3:

D Aus 1 <y...”

folgt via 107-3:

Aus 2.a)“x € S”
folgt via 95-15:

Aus 2.2)“x € S”
folgt via 107-5:

Aus 2.f)“y € S”
folgt via 107-5:

Aus 2.f)“y € S”
folgt via 95-15:

Aus =) “x <y” und
aus 2.c) “x = Rex”
folgt:

Aus —) “x <y” und
aus 2.h) “y = Rey”
folgt:

ARITHMETIK #107

(x <y) A (z #y).

T €S,

z = Rez.

y < +o00.

(y €eR)V (y = +00) V (y = —0c0).

Rex < y.

x < Rey.
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Beweis 107-9

4.d):

4.1i):

4.m):

5.1:

5.2:

6.e):

6.3):

Aus —) “z <y” und
aus 3.3“y < +00”
folgt via 107-8:

Aus 3.2 —00 < z”7 und
aus —) “x <y’
folgt via 107-8:

Aus 3.k) “Rexr < y” und
aus 2.h) “y = Rey”
folgt:

Aus 4.d)“x < +o00”
folgt via 41-3:

Aus 4.1)“—oco < y”
folgt via 41-3:
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xr < +00.

—00 < .

Rexr < Rey.

x # +00.

—00 # Y.

Aus 3.14“(x € R) V (x = 400) V (z = —00)” und

aus 5.1z # 400”
folgt:

Aus 3.4%(y e R) V (y = +0o0) V (y

aus 5.2 —o00 #£ y”
folgt:

(x €R)V (x = —o0).

= —00)” und
(y € R)V (y = +o00).
U
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107-10. Es gilt —oo < x genau dann, wenn z € R oder x = 400 - und dies ist
dquivalent zu x € S und x # —oc:

107-10(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) —oo < .
ii) “z e S7und ‘o # —”.

iii) “x € R7oder “oz = 4o00”.

<-Notation.
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Beweis 107-10 VS gleich

1.1: Aus VS gleich “—oco < x”
folgt via 107-9:

1.2: Aus VS gleich “—oco < x”
folgt via 41-3:

2: Aus 1.2
folgt:

3: Aus1.1“2€S” und
aus 2“x # —o0”
folgt:

VS glich

1: Aus VS gleich “z €S...”
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—00 < 7.

r € S.

(x € S) A (x # —0o0).

(x € S) A (x # —0o0).

folgt via 95-15: (x € R)V (z =400) V (z = —00).

2: Aus 1“(z € R) V (z = 400) V (r = —00)” und
aus VS gleich “...z # —oc0”
folgt:

VS glich

1: Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

(x € R)V (z = +00).

(r € R)V (x = +00).

(r € R)V (x = +00).

Aus 1.1.Fall“x e R”
folgt via AAVII:

z € R.

—o00 < .

1.2.Fall
2: Via 107-6 gilt:
3: Aus 2“—00 < +00” und

aus 1.2.Fall“xy = +o0”
folgt:

xr = 400.

—00 < 400.

—o00 < .

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

—00 < .
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107-11. Es gilt x < +o00 genau dann, wenn x € R oder x = —oo und dies ist

dquivalent zu x € S und x # +o0:

107-11(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

i) x < 4o0.
ii) “x € S7und “x # +o0”.

iii) “z € R7oder “z = —o00”.

<-Notation.
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Beweis 107-11 VS gleich r < +o00.
1.1: Aus VS gleich “x < +00”
folgt via 107-9: x € S.
1.2: Aus VS gleich “x < +00”
folgt via 41-3: T # 400.
2: Aus 1.2 und
aus 1.3
folgt: (x €S) A (z # +00).
VS gleich (z € S) A (¢ # +o0).
1: Aus VS gleich “z €S...”
folgt via 95-15: (x € R)V (z =400) V (z = —00).

2: Aus 1“(z € R) V (z = 400) V (r = —00)” und
aus VS gleich “...x # 400"

folgt: (x eR)V (x = —00).
VS gleich (x eR)V (x = —0).
1: Nach VS gilt: (x eR)V (x = —00).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall xzeR.

Aus 1.1.Fall“xz e R”

folgt via AAVII: x < 4o00.

1.2.Fall r = —00.
2: Via 107-6 gilt: —00 < +00.

3: Aus 1.2.Fall“x = —00” und
aus 2“—o00 < +00”
folgt: T < +o00.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: r < 400.
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107-12. Nun wird eine bestechend einfache Aussage prasentiert:

107-12(Satz)

Aus “u < x < o”folgt “z €R”.

<-Notation.

Beweis 107-12 VS gleich

1: Aus VS gleich “u < x...”
folgt via 107-9:

Fallunterscheidung‘

u<x<o.

(x € R)V (z = +00).

z € R.

2: Aus 1.2.Fall“z = +oc0” und
aus VS gleich “...z < 0”
folgt:

3: Esgilt 2400 < 0”.

Via 107-7 gilt “—(+00 < 0)”.
Ex falso quodlibet folgt:

xr = 400.

+o0o < o.

z € R.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

z € R.
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107-13. Die nunmehrige Liste von Aussagen iiber < und < folgt aus dem Um-

stand, dass < eine antiSymmetrische Halbordnung (in S) ist:

107-13(Satz)

a) Aus “x <y’und “y <z’ folgt “z=1y".
b) Aus “x <y’ folgt “—(y < z)”.
c) Aus “ax <y’ folgt “—~(y <x)”.

d) Aus “z <y’ folgt “—(y <z)”.

<-Notation.
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Beweis 107-13 a) VS gleich (x <y)A(y <x).
1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.
2: Aus 1“ < antiSymmetrisch” |
aus VS gleich “oz <y...” und
aus VS gleich “...y <zx”
folgt via 30-47: T =y.
b) VS gleich x <.

1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.

2: Aus 1“ < antiSymmetrisch” und
aus VS gleich “xz < y”
folgt via 46-1: —(y < x).

c) VS gleich x <.

1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.

2: Aus 1“ < antiSymmetrisch” und
aus VS gleich “z <y”
folgt via 46-1: -(y < x).

d) VS gleich x<y.

1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < antiSymmetrisch.

2: Aus 1“ < antiSymmetrisch” und
aus VS gleich “z < y”
folgt via 46-1: —(y < z).
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107-14. Die vorliegende Liste von Aussagen iiber < und < folgt aus dem Um-

stand, dass S eine <_Kette ist:

107-14(Satz)

Es gelte:
—) x €8S.
—) y €S.

Dann folgt:

”

a) “x<y’oder “y<a”.

U

c) “x<y’oder “‘y<ux”.

d) “c<y’oder “y<ax”.

b) “xz<y’oder “z=y"oder “y<ax”.

<-Notation.
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Beweis 107-14

1: Via AAVII gilt: S ist < _Kette.

2.a): Aus 1“S ist <_Kette”,
aus —) “x € S” und
aus —) “y € S”
folgt via 30-68(Def): (x<y)V(y <o)

2.b): Aus 1“S ist <_Kette”,
aus —) “oz € S” und
aus —) “y e S”
folgt via 41-9: (x<y)V(x=y)V(y<x).

2.c): Aus 1“Sist < _Kette”,
aus —) “z € S” und
aus —) “y € S”
folgt via 41-9: (x<y)V(y<uz).

2.1: Aus 1S ist <_Kette”,
aus —) “y € S” und
aus —) “x € S”
folgt via 41-9: (y<z)V(x<y).

3.d): Aus 2.1
folgt: (z<y)V(y <)



ARITHMETIK #107

279

107-15. Die nunmehrigen Aussagen sind gut bei einigen “Ex-falso-quodlibet” -
Beweisen einsetzbar:

107-15(Satz)

<-Notation.
Beweis 107-15
1.1: Via 107-6 gilt: 0 < 4o0.
1.2: Via 107-6 gilt: —o0 < 0.
1.3: Via 107-6 gilt: —00 < +00.
2.a): Aus1.1“0 < +00”
folgt via 107-13: —(400 < 0)
2.b): Aus1.1“0 < +o0”
folgt via 107-13: —(400 < 0)
2.¢): Aus1.2“—-0c0 <07
folgt via 107-13: —(0 < —00)
2.d): Aus1.2“—0c0<0”
folgt via 107-13: =(0 < —o0)
2.e): Aus1.3“—00 < +00”
folgt via 107-13: (400 < —0)
2.f): Aus1.3“—00 < +00”

folgt via 107-13:
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107-16. Die nunmehrigen Aussagen sind Anwendungen von 107-9:

107-16(Satz)

a) Aus “0 <z’ folgt “—o0 # x”.
b) Aus “0 < z”folgt “(xr € R) V (z = +00)”.
c) Aus “x < 0”folgt “x # 400’

d) Aus “z <07 folgt “(x € R)V (x = —00)”.

<-Notation.
Beweis 107-16 a) VS gleich 0<x.
1: Aus VS gleich “0 < z”
folgt via 107-9: —00 < .
2: Aus 1“—oc0 < x”
folgt via 41-3: —00 # T.

b)

Aus VS gleich “0 < x”
folgt via 107-9:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “x < 0”
folgt via 107-9:

2: Aus 1“2 < 407
folgt via 41-3:
d) VS gleich

Aus VS gleich “z <07
folgt via 107-9:

(r € R)V (x = +00).
x < 0.

xr < +00.

x # +00.

z < 0.

(x eR)V (x = —0).
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107-17. Unter Mitwirkung von 107-16 kann 107-16 zur vorliegenden Aussage
verscharft werden:

107-17(Satz)

a) Aus “0<a”folgt “—oc0 # z”.
b) Aus “0 <z’ folgt “(xr € R)V (z = +00)”.
c) Aus “ax <07 folgt “x # 4+o0”.

d) Aus “x <07 folgt “(x € R) V (z = —00)”.

<-Notation.
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Beweis 107-17 ab) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “0 < z”
folgt via 41-5:

Fallunterscheidung‘
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1.1.1.Fall

Aus1.1.1.Fall“0<a”
folgt via 107-16:

0<z.

(—oo#z) A ((z €R)V (z = +0)).

1.1.2.Fall

2.1: Aus 95-7“0 # —o0” und
1.1.2.Fall“0 = 2"
folgt:

: Aus AAI“0 € R” und

1.1.2.Fall“0 =2a"
folgt:
: Aus 2.1
folgt:
: Aus 2.2
folgt:

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:

T #£ —o0.

z € R.
—00 # T.

(x €eR)V (z = +00).

(oo #2) A ((z € R)V (z = +00)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

“(—ooZx)AN((r €R)V (x = +00))”

Al
1.a): Aus Al
folgt:
1.b): Aus Al

folgt:

—00 # .

(x € R)V (z = +00).
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Beweis 107-17 cd) VS gleich x < 0.

1.1: Aus VS gleich “z <07
folgt via 41-5: (x <0)V(x=0).

Fallunterscheidung‘

1.1.1.Fall z < 0.
Aus1.1.1.Fall“x < 0”

folgt via 107-16: (x #+0) A ((z €R) V (z = —0)).
1.1.2.Fall z=0.

2.1: Aus1.1.2.Fall“z = 0" und
aus 95-7“0 # +00”
folgt: T # +o0.

2.2: Aus1.1.2.Fall“x =0" und
aus AAI“0 e R”

folgt: rzeR.
3: Aus 2.2

folgt: (x €R)V (z = —00).
4: Aus 2.1 und

aus 3

folgt: (x #+0) A ((z €R)V (z = —0)).

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

Al “(z #4o0) A ((z €R)V (z = —0))”
1.¢): Aus Al
folgt: x # +00.
1.d): Aus Al
folgt: (x eR)V (x = —00).



284 ARITHMETIK #107

107-18. Via 0 € S ergibt sich ohne viel Miihe auch unter Einbeziehung von
107-14 das vorliegende Kriterium fiir x € S:

107-18(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii), iv), v) sind dquivalent:
i) z €S.
ii) “ax < 0”oder “0<zx”.
iii) “ax < 0”oder “x =0"oder “0 <ax”.
iv) “x<0”oder “0<az”.

v) “x<0”oder “0<z”.

<-Notation.

Beweis 107-18 VS gleich x € S.

Aus VS gleich “z € S” und
aus 95-11“0 € §”
folgt via 107-14: (x <0)V(0<a).
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Beweis 107-18 VS gleich

1: Nach VS gilt:

—~

x<0)V(0<ux).

—~

x<0)V(0< ).

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall z <0.
2: Aus 1.1.Fall“x <0”
folgt via 41-5: (x <0)V(x=0).
3: Aus 2
folgt: (x<0)V(x=0)V(0<z).
1.2.Fall 0<z.
2: Aus 1.2.Fall“0<a”
folgt via 41-5: 0<z)V(0=u2x).
3: Aus 2
folgt: (x=0)V(0<ux).
4: Aus 3
folgt: (x<0)V(x=0)V(0<z).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
(x<0)V(z=0)V(0<x).




286 ARITHMETIK #107

Beweis 107-18 VS gleich (x<0)V(z=0)V(0<ux).

1: Nach VS gilt: (x<0)V(x=0)V(0<ux).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall z < 0.
2: Aus1.1.Fall“z < 0”
folgt via 41-3: z < 0.
3: Aus 2
folgt: (x<0)V(0<uz).
1.2.Fall z=0.

2: Aus1.2.Fall“z =0” und
aus 107-6“0 < 0”

folgt: x <0.
3: Aus 2
folgt: (x <0)V(0<ux).
1.3.Fall 0 <z
Aus 1.3.Fall
folgt: (x<0)V(0<ua).

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: (x <0)V(0<ux).
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Beweis 107-18 VS gleich (x <0)V(0<ua).
1: Nach VS gilt: (x <0)V(0<ux).
Fallunterscheidung‘
<0,
2: Aus 1.1.Fall“x <0”
folgt via 41-5: (x <0)V(x=0).

Fallunterscheidung‘

2.1.Fall x < 0.
Aus 2.1.Fall

folgt: (x<0)V(0<a).
2.2.Fall xz=0.

3: Aus 107-6“0 < 0” und
aus 2.2.Fall“x =07

folgt: 0<x.
4: Aus 3
folgt: (x<0)V(0<a).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(x<0)V(0<z).

1.2.Fall 0<ua.
2: Aus 1.2.Fall“0 <2’
folgt via 41-3: 0< .
3: Aus 2
folgt: (x<0)V(0<a).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (x <0)V(0<ux).




288

Beweis 107-18 ||v) = 1) || VS gleich

1:

Nach VS gilt:

Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #107

(z < 0)V (0 < x).

(z < 0)V (0 < x).

1.1.Fall x < 0.
Aus 1.1.Fall“z <0
folgt via 107-9: x €S.
1.2.Fall 0<x
Aus 1.2.Fall“0 < z”
folgt via 107-3: x €S.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

r € S.
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107-19. Via 107-18 folgt aus 95-16 die folgende, auch an sich interessante Cha-
rakterisierung der Elemente von T:

107-19(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z€T.

ii) “x < 0”oder “x =0"oder “0 < z”oder “x =nan”.

<-Notation.
Beweis 107-19 VS gleich xeT.
1: Aus VS gleich “x € T”
folgt via 95-16: (x €S) V (z = nan).
Fallunterscheidung‘
res
3: Aus2.1.Fall“z e §
folgt via 107-18: (x<0)V(z=0)V(0<z).
4: Aus 3
folgt: (x<0)V(z=0)V(0<z)V(z=nan).
© = nan.
Aus 2.2.Fall
folgt: (x<0)V(z=0)V(0<z)V(z=nan).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(x<0)V(x=0)V(0<zx)V(r=nan).
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Beweis 107-19 VS gleich (x <0)V (z=0)V (0<zx)V(x=nan).

1:

Nach VS gilt: (x<0)V(z=0)V(0<x)V(zr=nan).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall (x<0)V(z=0)V(0<z).
2: Aus 1.1.Fall“(z<0)V(z=0)V(0<uxz)”
folgt via 107-18: x €S.
3: Aus2“z e S”
folgt via €SZ: zeT.
1.2.Fall T = nan.
Aus 1.2.Fall“z = nan”
folgt via 95-16: zeT.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

reT.
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107-20. Nun wird fest gestellt, dass keine reelle Zahl kleinergleich —oo oder
groBergleich 400 ist:

107-20(Satz)

Es gelte:

—) zeR.
Dann folgt:

a) ~(z < —o0).

b) (400 < 7).

<-Notation.

Beweis 107-20 a)

b)

1: Aus =) “z e R”
folgt via A AVII:

2: Aus 1¥“—oco < 2”7

folgt via 107-13:

1: Aus =) “z e R”
folgt via AAVII:

2: Aus 1%z < +00”

folgt via 107-13:

—00 < .
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107-21. Da < eine Relation in S ist, kann fiir ¢ S natiirlich weder x < y noch
x < y noch y < x noch y < x gelten. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - ¢) - b) -
d):

107-21(Satz)

Es gelte:
—) z¢8S.

Dann folgt:

<-Notation.

Beweis 107-21

1: Aus AAVII“ < antiSymmetrische Halbordnung in S”
folgt via 34-13: < Relation in S.

2.a): Aus 1“< Relation in S” und
aus —) “x ¢ S”
folgt via 34-1: —(z <vy).

2.c): Aus 1“< Relation in S” und
aus —) “x ¢ S”
folgt via 34-1: —(y < z).

3.b): Aus2.a)“~(z <y)”
folgt via 41-5: —(z <y).

3.d): Aus2.¢)“~(y<uxz)”
folgt via 41-5: —(y < x).
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107-22. Falls 0 < x, dann ist x multipliziert mit oo gleich +o00. Falls x < 0,
dann ist x multipliziert mit +oo gleich Foo:

107-22(Satz)

a) Aus “x <07 folgt “x -

(+00)
b) Aus “0 < z” folgt “x - (+00) =
c) Aus “x <07 folgt “x - (—00)

(—o0)

d) Aus “0 < x” folgt “x -

RECH. <-Notation.

Beweis 107-22 a) VS gleich x < 0.

1: Aus VS gleich “x < 07
folgt via 107-9: (x €R)V (x = —o0).

Fallunterscheidung‘

rER

Aus 1.1.Fall“z € R” und
aus VS gleich “z < 0”
folgt via AAVII: x - (+00) = (+00) - = —o0.

7= —c0.

2.1: z - (+00) "2 (—00) - (400) B —00.

1.2iall (

2.2: (+00) -z +00) - (—o0) =" —o0.

3: Aus 2.1%x - (4+00)=...=—00” und
aus 2.24(+o00) rx =... = —00”
folgt: x - (+00) = (+00) - = —o0.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
x - (400) = (+00) - x = —00.
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Beweis 107-22 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “0 < z”
folgt via 107-9:

Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #107

0<z.

(x € R)V (z = +00).

Aus 1.1.Fall“z € R” und
aus VS gleich “0 < z”
folgt via AAVII:

x - (+00) = (+00) - = 400

z € R.

(400

2.1: x~(+oo)12£?n(
2.2: (—i—oo)-gcug‘:all
3: Aus 2.1%x - (4+o00) =...= 400" und
aus 2.2%(+00) - x = ... = +00”

r = 400

+00) - (+o0) ARV

AAVI
) =

—+00

) - (400 +00

folgt:

x -+ (+00) = (+00) - & = 400

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

z - (+00) = (+00) - & = +00.
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Beweis 107-22 c) VS gleich x < 0.
1: Aus VS gleich “x < 0”
folgt via 107-9: (x eR)V (x = —00).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall z e R.
Aus 1.1.Fall“x € R” und
aus VS gleich “x < 07
folgt via AAVII: x - (—00) = (—00) - & = 4o00.
1.2.Fall T = —o00.
2.1: x - (—00) b2 Eell (—0) - (—00) AT .
2.2: (—o0) - & "E (—00) - (—o0) AT .
3: Aus 2.1%x - (—o00) =...= 400" und
aus 2.24(—o00)rx =... = +00”
folgt: x - (—00) = (—00) - x = +00.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
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Beweis 107-22 d) VS gleich 0 <.
1: Aus VS gleich “0 < z”
folgt via 107-9: (x € R)V (z = +00).
Fallunterscheidung‘
zER.
Aus 1.1.Fall“z € R” und
aus VS gleich “0 < z”
folgt via AAVII: x-(—0) = (—00) -z = —00.
7 = 0o,
2.1: x - (—00) b2 Eell (+00) - (—00) AV
2.2: (—o0) - & "*E (—o0) - (400) AAVT
3: Aus 2.1%x - (—00)=...= —00” und
aus 2.24(—o00)rx =... = —00”
folgt: x - (—00) = (—00) & = —00.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
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107-23. Im FundamentalSatz < - wird die in AAVIIg) fiir reelle Zahlen
formulierte Rechenregel via 107-22, teilweise unter unter schwécheren, teilweise
unter anderen Voraussetzungen re-formuliert. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - d)
-b) -c):

107-23(Satz) (FS< -: FundamentalSatz < -)

a) Aus “0<z”und “0<y”folgt “0<x-y”.
b) Aus “0 < zx”und “0<y”folgt “0<z-y”.

c) Aus “0<z”und “0<y”folgt “0<x-y”.

d) Aus “0 <zx”und “0 <y’ folgt “0<x-y”.
RECH. <-Notation.
Beweis 107-23 a) VS gleich 0<x)A(0<y).
1.1: Aus VS gleich “0 < x...”
folgt via 107-16: (x e R)V (z = +00).
1.2: Aus VS gleich “...0 < y”
folgt via 107-16: (y e R)V (y = +00).
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (x e R)A(y € R)
V (zeR)A (y = +0o0)
V. (x = +00) A (y = +00)
Vo (2 =400) A (y = +00).
Fallunterscheidung‘
e R Ay eR)

Aus 2.1.Fall“zeR...”,

aus 2.1.Fall“...y e R”,

aus VS gleich “0 < z...” und

aus VS gleich “...0 < y”

folgt via AAVII: 0<x-y.
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Beweis 107-23 a) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #107

0 <2)A(0<y)

3: Aus VS gleich “0<z...”
folgt via 107-22:

(x €R) A (y = +00).

x -+ (+00) = +o0.

3: Aus ) “0<y”
folgt via 107-22:

4: Aus 3“z - (+00) = 400" und
aus 2.2.Fall...y =4+
folgt: T -y = ~400.
5: Aus 107-6“0 < +00” und
aus 4“x -y = 4+o00”
folgt: 0<z-y.
2.3.Fall (x = +00) A (y € R).

(+00) -y = +o0.

4: Aus 2.3.Fall“xz = 4o00...” und
aus 3“(400) -y = +00”
folgt: T -y = —400.
5: Aus 107-6“0 < +00” und
aus 4“x -y = 4+o00”
folgt: 0<zx-y.
2.4.Fall (x = 400) A (y = +00).
3.1: Aus 2.4.Fall
folgt: T = 4o0.
3.2: Aus 2.4.Fall
folgt: y = +o00.
4: -y 2 (+00) ¥ 2 (+00) - (+00) AT L o
5: Aus 107-6“0 < +00” und
aus 4“x-y=...= 400"
folgt: 0<zx-y.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:
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Beweis 107-23 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “0<z...”
folgt via 41-5:

1.2: Aus VS gleich “...0 <y”
folgt via 41-5:

2: Aus 1.1 und
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aus 1.2
folgt: 0<z)AN(0<y)
vV (0<z)A(0=1y)
vV (0=x2)A(0<y)
Vi (0=z)A(0=y)
Fallunterscheidung‘
(0<2)A0<y)

3: Aus 2.1.Fall“0<x...”und
aus 2.1.Fall“...0<y”

4: Aus3“0<zx-y”
folgt via 41-3:

folgt via des bereits bewiesenen a):

O<zx-y.

3: Aus 2.2.Fall“0<xz...”
folgt via 107-9:

4: Aus 3“zx e S”
folgt via €SZ:

5: Aus 4“x Zahl”
folgt via FSMO:

6: Aus5“z-0=0" und
aus 2.2.Fall“...0=y"
folgt:

7: Aus 107-6“0 < 0” und
aus 6“z-y=10"
folgt:
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Beweis 107-23 d) VS gleich

ARITHMETIK #107

(0<z)A(0<y).

‘Fallunterscheidung‘
2.3.Fall =z)A(0<y).
3: Aus 2.3.Fall“...0<y”
folgt via 107-9: y € S.
4: Aus 3“yeS”
folgt via €SZ: y Zahl.
5: Aus 4“y Zahl”
folgt via FSMO: 0-y=0.
6: Aus 2.3.Fall“0O=x...” und
aus 5“0-y =107
folgt: z-y=0
7: Aus 107-6“0 < 0“und
aus 5“z-y=0"
folgt: 0<zy
2.4.Fall =z) N0 =y)
3.1: Aus 2.4.Fall
folgt: z =0.
3.2: Aus 2.4.Fall
folgt: y=0
4 ey 20.-y20.0”="%0.
5: Aus 107-6“0 < 0” und
aus4“zx-y=...=0"
folgt: 0<z-y.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

0<z-y.
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Beweis 107-23 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “0 < z...”
folgt via 41-3:

2: Aus 1“0 < z” und
aus VS gleich “...0<y”

folgt via des bereits bewiesenen d):

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “...0 <y”
folgt via 41-3:

2: Aus VS gleich “0 < z...” und
aus 1“0 < y”

folgt via des bereits bewiesenen d):
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0 <2)A(0<y).

0<x y.

0<z)A(0<y).



302 ARITHMETIK #107

107-24. Nun wird der erste von fiinf Hilfs-Séatzen auf dem Weg zum Kommu-
tativGesetz Multiplikation bewiesen:

107-24(Satz)

Es gelte:
—) x €8S.
Dann folgt:
a) x-nan=nan-zx.
b) z-(400) = (400) - x.

c) x-(—00)=(—00)-x.

RECH-Notation.

Beweis 107-24

<-Notation.
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Beweis 107-24 a)

1: Es gilt: (x=0)V (0 #x).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall x = 0.
2: z-nan "0 nan A2 0 A han 0 Y 2 nan - o
3: Aus 2
folgt: Z-nan =nan-z.

0#a.

1: Aus =) “z € S”

folgt via €SZ: zeT.
2: Aus 1.2.Fall“0 # z” und

aus 1“z e T”

folgt via AAVTI: Z-nan =nan-z.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: X -nan = nan- .
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Beweis 107-24 b)

1: Aus =) “z €S”

ARITHMETIK #107

folgt via 107-18: (x<0)V(x=0)V(0<ux).
Fallunterscheidung‘
z<0.

Aus 1.1.Fall“x <0”
folgt via 107-22:

x+ (+00) = (+00) - 2.

Aus 1.3.Fall“0 < 2”7
folgt via 107-22:

1.2.Fall z = 0.
2: x - (+00) t2fell (+00) AAVI (+00) -0 125all (4+00) - .
3: Aus?2

folgt: z - (+00) = (+00) - z.
1.3.Fall 0<ux.

x -+ (+00) = (+00) - .

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:

x - (+00) = (+00) - x.
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Beweis 107-24 c)
1: Aus =) “z €8S”
folgt via 107-18: (x<0)V(x=0)V(0<uax).
Fallunterscheidung‘
<0,
Aus 1.1.Fall“z <0
folgt via 107-22: x -+ (—00) = (—00) - x.
.=
2. T (—OO) 1.2£a11 0. (—OO) AéVI (—OO) .0 1.2£a11 (—OO) .
3: Aus 2
folgt: x-(—00)=(-00)-
0<z
Aus 1.3.Fall“0 < 2”
folgt via 107-22: x-(—00) =(—0) - x
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: z-(—00) = (—00)-x
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107-25. Nun wird als zweiter von fiinf Hilfs-Sétzen auf dem Weg zum Kom-
mutativGesetz Multiplikation bewiesen, dass fiir € S und y € R stets
x-y=1y-x gilt:

107-25(Satz)

Es gelte:
—) Tz €S.
—) y eR.

Dann folgt “x-y=y-x”.

RECH-Notation.
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Beweis 107-25

1: Aus =) “z € S”
folgt via 95-15: (x € R)V (z =400) V (z = —00).

Fallunterscheidung‘

rER

Aus 1.1.Fall“z € R” und
aus —) “y e R”

folgt via AAV: T-y=y-x.
1.2.Fall T = +00.
2: Aus ) “yeR”
folgt via €SZ: y € S.
3: Aus2“y e S”
folgt via 107-24: (+00) -y =y (+00).

4: Aus 3“(400) -y =y - (+00)” und
aus 1.2.Fall“z = +00”

folgt: Toy=y-x.
1.3.Fall L= —0oQ.
2: Aus ) “yeR”
folgt via €SZ: y €S.
3: Aus 2“y e S”
folgt via 107-24: (—00) y=y-(—00).

4: Aus 3“(—00)-y=y-(—00)” und
aus 1.3.Fall“x = —o00”

folgt: Toy=y-x.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: Toy=1y-1.
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107-26. Im dritten von fiinf Hilfs-Sétzen auf dem Weg zum KommutativGe-
setz Multiplikation wird nun bewiesen, dass in S ein KommutativGesetz Mul-

tiplikation gilt:

107-26(Satz)

Es gelte:
—) Tz €S.
—) y €S.

Dann folgt “x-y=y-x”.

RECH-Notation.
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Beweis 107-26

1: Aus =) “...y esS”
folgt via 95-15:

Fallunterscheidung‘

Aus ) “z €S” und
aus 1.1.Fall“y € R”
folgt via 107-25:

y € R.

2: Aus )4z eS”
folgt via 107-24:

3: Aus 2“z - (+00) = (400) - 2”7 und
aus 1.2.Fall“y = +o0”

Y = +00.

x+ (+00) = (+00) - 2.

folgt: TYy=y-x
1.3.Fall Yy = —0Q.
2: Aus =) “x eS”
folgt via 107-24: x-(—00) = (-00) - x
3: Aus 2“z - (—o0) = (—00) - 2”7 und
aus 1.3.Fall“y = —o0”
folgt: TYy=y-x
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: T-Yy=1y

309

(y €R)V (y=+00) V (y = —0).
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107-27. Im nun vorliegenden vierten von fiinf Hilfs-Siatzen auf dem Weg zum
KommutativGesetz Multiplikation wird nachgewiesen, dass -y =y - = fiir

alle x,y € T gilt:

107-27(Satz)

Es gelte:
—) zeT.
—) yeT.

Dann folgt “x-y=y-x”.

RECH-Notation.

Beweis 107-27

1.1: Aus =) “z...eT”
folgt via 95-16:

1.2: Aus =) “...yeT”
folgt via 95-16:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

Fallunterscheidung

V

(x €S) V (z = nan).

(y €S)V (y = nan).

(xeS)A(y€f)
(x € S) A (y = nan)
(x =nan) A (y €8S)
(x = nan) A (y = nan).

V
V
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Beweis 107-27

Fallunterscheidung‘

(z€S)A(y€S).

Aus 2.1.Fall“z e S...” und
aus 2.1.Fall“...yeS

folgt via 107-26: T-y=y-x.
2.2.Fall (z € S) A (y = nan).

3: Aus 2.2.Fall“zxe€S..”
folgt via 107-24: Z-nan =nan-z.

4: Aus 3“z-nan=nan-z” und

aus 2.2.Fall“...y = nan”

folgt: Toy=y-x.
2.3.Fall (x =nan)A(y €8S).

3: Aus 2.3.Fall“...y ey
folgt via 107-24: nan-y =y - nan.

4: Aus 3“nan-y=y-nan” und
aus 2.3.Fall“z =nan...”

folgt: T-y=y-x.
2.4.Fall (x = nan) A (y = nan).

3: Aus “nan-nan = nan-nan” und
aus 2.4.Fall“x =nan...
folgt: Z-nan =nan-z.

4: Aus 3“x-nan=nan-x” und
aus 2.4.Fall“...y = nan”
folgt: Toy=y-x.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: Toy=1y-1.
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107-28. Interessanter Weise ist der fiinfte von fiinf Hilfs-Satzen auf dem Weg zum
KommutativGesetz Multiplikation nicht gleich dem KommutativGesetz
Multiplikation:

107-28(Satz)

Es gelte:
—) x Zahl.
—) y Zahl.

Dann folgt “x-y=y-x”.

RECH-Notation.
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Beweis 107-28

313

REIM-Notation.

1.1: Aus —)“x Zahl”
folgt via 96-9:

1.2: Aus —) “y Zahl”
folgt via 96-9:

2.1: Aus1.1“Rexz € T...” und
aus 1.2“Rey e T...”

folgt via 107-27:

2.2: Aus1.1“Rez € T...” und
aus 1.2“. .. Imy € T”

folgt via 107-27:

2.3: Aus1.1“...Imz € T” und
aus 1.2“Rey e T...”

folgt via 107-27:

2.4: Aus1.1“...Imz € T” und
aus 1.2“. .. Imy € T”

folgt via 107-27:

(Imz)
Rey) — (Im) - (Imy)) +1 - ((Rez)
Rez) — (Imz) - (Imy)) +i- ((Rex)
Rez) — (Imy) - (Imz)) + i - ((Rex)
Rez) — (Imy) - (Ima)) + i - ((Imy)
Rex) — (Imy) - (Ima)) +i - ((Imy)
Re) — (Imy) - (Ima)) +i - ((Rey)

(Rex € T) A (Imz € T).

(Rey € T) A (Imy € T).

- (Rey) = (Rey) - (Rex).
- (Imy) = (Imy) - (Rex)
- (Rey) = (Rey) - (Imz)
(Imy) = (Imy) - (Imz)
Ty

(Imy) + (Imz) - (Rey))
(Imy) + (Imz) - (Rey))
(Imy) + (Imz) - (Rey))

- (Rex) 4 (Imz) - (Rey))
- (Rex) + (Rey) - (Imx))
(Imz) + (Imy) - (Rex))
Toy=y-x
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107-29. Gemifl KommutativGesetz Multiplikaiton ist die Reihenfolge, in
der Klassen multipliziert werden, irrelevant:

107-29(Satz) (KGM: KommutativGesetz Multiplikation)
x . y prng y . x.
RECH-Notation.
Beweis 107-29
1: Via 95-6 gilt: (x-y Zahl) V (x -y ¢ A).
Fallunterscheidung‘
7y Zahl
2: Aus1.1.Fall“x -y Zahl”
folgt via 96-15: (x Zahl) A (y Zahl).

3: Aus 2“x Zahl...” und
aus 2“...y Zahl”

folgt via 107-28: T-y=y-x.
1.2.Fall x-y ¢ A
2.1: Aus1.2.Fall“z-y ¢ A”

folgt via 96-16: z-y=U.
2.2: Aus1.2.Fall“z-y ¢ A”

folgt via 96-16: y-r=U.

3: Aus2.1“z-y=U...” und
aus 2.2 ..y-x=U"
folgt: Toy=y-x.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: ToYy=1y-2x.
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-SZ: -Satz Zahlen.

Ersterstellung: 20/07/05 Letzte Anderung: 08/02/12
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108-1. Das vorliegende Resultat ist beim Beweis von -SZ hilfreich:

108-1(Satz)
Es gelte:
—) x € 8S.

—) “y=0"oder “y=—+oc”oder “y=—-o0".

Dann folgt:

4 ”

a) “@-y=0"oder “x-y=+oc"oder “x-y=—o0".

b) z-y€S.

RECH-Notation.

Beweis 108-1 a)

1: Aus =) “z €87
folgt via 107-18: (x<0)V(x=0)V(0<ux).

2: Aus 1“(z<0)V(x=0)V(0<z)” und
aus —) “(y = 0) V (y = +00) V (y = —00)”
folgt: (z<0)V(z=0)V(0<z)A((y=0)V(y=+00)V (y=—00)).

3: Aus 2

folgt: (x <0)A(y=0)
Vo (< 0)A(y =+00)

V (2 <0)A(y=—00)

Vo (z=0)A(y=0)

V (z=0)A(y=+0o0)

Vo (z=0)A(y=—0o0)

vV (0<x)A(y=0)

VvV (0<x)A(y =+00)

Fallunterscheidung
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Beweis 108-1 a)

Fallunterscheidung‘

3: Aus )%z e§S”

(x <0)A(y=0).

3: Aus 2.2.Fall“z <0..

folgt via €SZ: x Zahl.
4: Aus 3“x Zahl”

folgt via FSMO: z-0=0
5: Aus4“z-0=0” und

aus 2.1.Fall“...y=0"

folgt: z-y=0
6: Ausb

folgt: (x-y=0)V(x-y=40)V(x -y=—0c0)

2.2.Fall (x <0)A(y =+00)

3: Aus 2.3.Fall“xz <0...”
folgt via 107-22:

4: Aus 3“z - (—o00) = +00” und
aus 2.3.Fall“...y = —o0”
folgt:

5: Aus 4
folgt: (x-y=0)V(z

folgt via 107-22: x - (+00) = —00
4: Aus 3“z - (+00) = —00” und
aus 2.2.Fall“...y = +o0”
folgt: Ty =—00
5: Aus 4
folgt: (z-y=0)V(r-y=+00)V(x y=—00)
2.3.Fall (x <0)A(y =—00)
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Beweis 108-1 a)

‘Fallunterscheidung‘

2.4.Fall (x=0)A(y=0).
3: Aus 98-16“0-0 = 0" und
aus 2.4.Fall“x =0...”
folgt: z-0=0.
4: Aus 3“z-0=07 und
aus 2.4.Fall“...y =0"

folgt: z-y=0.
5: Aus 4
2.5.Fall (x=0)A(y =~+00).

3: Aus AAVI“0- (+00) = 0” und
aus 2.5.Fall“x =0...7
folgt: z - (+00) = 0.

4: Aus 3“z - (4+00) =0” und
aus 2.5.Fall“...y =+

folgt: z-y=0.
5: Aus4
2.6.Fall (x=0)A(y = —0).

3: Aus AAVI“0 - (—00) = 0" und

aus 2.6.Fall“x=0...”

folgt: x-(—o0) =0.
4: Aus 3“z - (—00) =0" und

aus 2.6.Fall“...y = —o0

folgt: z-y=0.

5: Aus4
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Beweis 108-1 a)

‘Fallunterscheidung‘
2.7.Fall 0 <z)A(y=0).
3: Aus =) “z e S”
folgt via €SZ: x Zahl.
4: Aus 3“z Zahl”
folgt via FSMO: z-0=0
5: Aus4“z-0=0" und
aus 2.7.Fall“. ..y =0
folgt: z-y=0
6: Aus 5
folgt: (x-y=0)V(x-y=40)V(x -y=—0c0)
2.8.Fall (0 <z)A(y=+00).
3: Aus 2.8.Fall“0<x...”
folgt via 107-22: x - (+00) = 400
4: Aus 3“z - (+00) = 400" und
aus 2.8.Fall“...y = +o0”
folgt: Ty =400
5: Aus 4
folgt: (x-y=0)V(r-y=+00)V(x y=—00)
2.9.Fall 0<z)A(y=—00).
3: Aus2.9.Fall“O<x...”
folgt via 107-22: x - (—00) = —o0.
4: Aus 3“z - (—o00) = —00” und
aus 2.9.Fall“...y = —o0”
folgt: Ty =—00
5: Aus 4
folgt: (x-y=0)V(x-y=400)V(x -y=—00).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:
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(x-y=0)V(z-y=+400) V(2 -y=—00).
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Beweis 108-1 b)

1: Aus =) “2z €S” und
aus —) “(y =0) V (y = +o0) V (y = —00)”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(x-y=0)V(r-y=+o0)V(x -y=—00).

Fallunterscheidung‘
1.1.Fall z-y=0.
Aus 1.1.Fall“z-y=0"und
aus 95-11“0 € §”
folgt: x-y€ES.
1.2.Fall T -y = 400.
Aus VS gleich “z -y = 4+00”
folgt via 95-15: x-y E€S.
1.3.Fall -y = —00.
Aus VS gleich “z -y = —00”
folgt via 95-15: x-y E€S.
Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: x-yES.
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108-2. Je nachdem, ob z in R, S, T, C, B, A und ob y in R, S, T, C, B, A liegt, liegt
das Produkt z -y in R, S, T, C,B, A. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - b) - ¢) - p)
-d)-e)-f)-g)-h)-3j)-1)-k)-1)-m)-n)-0)-qg) -r)-8)-t)-u:

a)
b)
c)
d)
e)
f)
g)
h)
i)
3
k)
1)
m)
n)

0)

Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus
Aus

“r e R”und
“r € R”und
“r e R”und
“r e R”und
“r e R”7und
“r e R”und
“r e S”und
“r e S”und
“r e S”und
“r e S”und
“r e S”und
“r e T”und
“x e T”und
“r e T”und

“re T”und

108-2(Satz) (-SZ: -Satz Zahlen)

“y e R” folgt “z-yeR”.
“yeS”folgt “x-yeS”.
“ye T” folgt “x-yeT”.
“ye C”folgt “x-yeC”.
“ye B folgt “x-yeB”.
“y Zahl” folgt “x -y Zahl”.
“y e S”folgt “x-yeS”.
“yeT” folgt “x-yeT”.
“ye C7folgt “x-yeB”.
“yeB”folgt “x-yeB”.
“y Zahl” folgt “x -y Zahl”.
“ye T folgt “x-yeT”.
“y e C” folgt “x -y Zahl”.
“y e B” folgt “x -y Zahl”.

“y Zahl” folgt “x -y Zahl” .

RECH-Notation.
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108-2(Satz) ...
p) Aus “x € C’und “y e C” folgt “x-y e C”.
q) Aus “x € C”’und “y € B” folgt “x -y Zahl”.
r) Aus “x € C”und “y Zahl” folgt “x -y Zahl”.
s) Aus “x € B”und “y € B” folgt “x -y Zahl”.
t) Aus “x € B”und “y Zahl” folgt “x -y Zahl”.

u) Aus “x Zahl”und “y Zahl” folgt “x -y Zahl”.

RECH-Notation.

Beweis 108-2

REIM-Notation.

a) VS gleich (x € R)A (y € R).

Aus VS gleich “z € R...” und
aus VS gleich “...y € R”
folgt via AAV: x-y€R.



ARITHMETIK #108 323

Beweis 108-2 b) VS gleich (x eR)A(y €8).

1: Aus VS gleich “...y € §”
folgt via 95-15: (yeR)V (y=400)V (y = —00).

Fallunterscheidung‘

yER.

2: Aus VS gleich “z € R...” und
aus 1.1.Fall“y e R”

folgt via AAV: z-y€eR.
3: Aus2“z -y eR”
folgt via €SZ: x-y€ES.
1.2.Fall y = +oo.
2: Aus VS gleich “z € R...”
folgt via €SZ: x €S.

3: Aus 2“2z €S” und
aus 1.2.Fall“y = +o0”

folgt via 108-1: x-y€ES.

1.3.Fall Yy = —0Q.
2: Aus VS gleich “z € R...”

folgt via €SZ: z € S.

3: Aus 2“2z €S” und
aus 1.3.Fall“y = —o0”
folgt via 108-1: x-yE€S.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: x-yES.
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Beweis 108-2 c) VS gleich (xeR)A(yeT).

1: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via 95-16: (y €S)V (y = nan).

Fallunterscheidung‘

yes.

2: Aus VS gleich “z € R...” und

aus 1.1.Fall“y e §”

folgt via des bereits bewiesenen b): x-yES.
3: Aus 2z -y eS”

folgt via €SZ: z-yeT.
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Beweis 108-2 c¢) VS gleich
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(xeR)A(yeT).

‘Fallunterscheidung‘
1.2.Fall Yy = nan.
2: Es gilt: (x=0)V (0 +# ).

Fallunterscheidung‘

3: Aus AAVI“0-nan = 0" und
aus 2.1.Fall“x =0"
folgt:

4: Aus 3“x-nan=0" und
aus 1.2.Fall“y = nan”
folgt:

5: Aus4“z-y=0" und
aus 95-12“0 € T”
folgt:

z-nan = 0.

3: Aus VS gleich “z e R...”
folgt via €SZ:

4: Aus 2.2.Fall“0 # z” und
aus 3“z € T”
folgt via AAVTI:

5: Aus 1.2.Fall“y = nan” und
aus 4“x - nan = nan”

0 # x.

zeT.

X - nan = nan.

folgt: Z -y = nan.
6: Aus 5“z -y =nan”
folgt via 95-16: z-yeT.
\Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fillen gilt: z-yeT.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

x-yeT.
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Beweis 108-2 p) VS gleich (x e C)A (y € C).

1.1: Aus VS gleich “xz € C...”
folgt via 101-1: (Rex € R) A (Imz € R).

1.2: Aus VS gleich “...y € C”
folgt via 101-1: (Rey € R) A (Imy € R).

2.1: Aus1.1“Rex € R...” und
aus 1.2“Rey e R...”
folgt via AAV: (Rez) - (Rey) € R.

2.2: Aus1.1“Rex € R...” und
aus 1.2“. .. Imy e R”
folgt via AAV: (Rez) - (Imy) € R.

2.3: Aus 1.1“...Imz € R” und
aus 1.2“Rey e R...”
folgt via AAV: (Imz) - (Rey) € R.

2.4: Aus 1.1“...Imz € R” und
aus 1.2“. .. Imy e R”
folgt via AAV: (Imz) - (Imy) € R.

3: Aus 2.4“(Imz) - (Imy) € R”
folgt via 100-6: —(Imz) - (Imy) € R.

4.1: Aus 2.1“(Rex) - (Rey) € R” und
aus 3“—(Imz) - (Imy) e R”
folgt via AAV: (Rez) - (Rey) + (—(Imz) - (Imy)) € R.

4.2: Aus 2.2“(Rex) - (Imy) € R” und
aus 2.3“(Imzx) - (Rey) € R”

folgt via AAV: (Rezx) - (Imy) + (Imz) - (Rey) € R.

5: Aus 4.1
folgt: (Rez) - (Rey) — (Imz) - (Imy) € R.
6.1: Via 96-26 gilt: Re(z - y) = (Rex) - (Rey) — (Imz) - (Imy).

6.2: Via 96-26 gilt: Im(z - y) = (Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey).
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Beweis 108-2 p) VS gleich (x e C)A (y € C).

7.1: Aus 6.1“Re(x-y) = (Rex) - (Rey) — (Imz) - (Imy)” und
aus 5 (Rez) - (Rey) — (Imx) - (Imy) € R”
folgt: Re(z-y) € R.

7.2: Aus 6.2“lm(z - y) = (Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)” und
aus 4.2“(Rex) - (Imy) + (Imz) - (Rey) € R”
folgt: Im(z - y) € R.

8: Aus 7.1“Re(z -y) € R” und
aus 7.2%lm(x - y) e R”
folgt via 101-1: x-yeC.

d) VS gleich (x e R)A(y € C).

1: Aus VS gleich “x e R...”
folgt via €SZ: x e C.

2: Aus 1“2 € C” und
aus VS gleich “...y € C”
folgt via des bereits bewiesenen p): x-yeC.

e) VS gleich (x e R)A (y € B).

1.1: Aus VS gleich “z € R...”
folgt via €SZ: xeT.

1.2: Aus VS gleich “...y € B”
folgt via 101-3: (Rey € S) A (Imy € S).

2.1: Aus 1.1z € T”
folgt via FST: (x = Rez) A (Imz = 0).

2.2: Aus1.2“Rey €S...”
folgt via €SZ: Rey Zahl.

2.3: Aus1.2“...Imy € S”
folgt via €SZ: Imy Zahl.
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Beweis 108-2 e) VS gleich

3.1: Aus2.1“x =Rex...” und
aus VS gleich “x e R...”
folgt:

3.2: Aus 2.2“Rey Zahl”
folgt via FSMO:

3.3: Aus 2.3“Imy Zahl”
folgt via FSMO:

4.1: Aus 3.1“Rex € R” und
aus 1.2“Rey € S...”

folgt via des bereits bewiesenen b):

4.2: Aus 3.1“Rex € R” und
aus 1.2“...Imy € S”

folgt via des bereits bewiesenen b):

4.3: Aus2.1“...Imz =0" und
aus 3.3“0-Imy =07
folgt:

4.4: Aus2.1“...Imzx =0" und
aus 3.2“0-Rey =0"
folgt:

ARITHMETIK #108

(x e R) A (y € B).

Rexr € R.
0-Rey =0.
0-Imy=0.

(Rez) - (Rey) € S.
(Rez) - (Imy) € S.
(Imz) - (Imy) = 0.

(Imz) - (Rey) = 0.

Re(z - y)
Rez) - (Rey) — (Imz) - (Imy)
= (Rex) - (Rey) — 0

Rex) - (Rey) + 0

Im(z - y)

9626

=" (Rez) - (Imy) + (Imz) - (Rey)

e

Rex) - (Imy) + 0

9812

=" (Rez) - (Imy).
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Beweis 108-2 e) VS gleich (x e R)A (y € B).

6.1: Aus5.1“Re(z-y)=...=(Rex) - (Rey)” und
aus 4.1“(Rex) - (Rey) € S”
folgt: Re(z - y) € S.

6.2: Aus 5.2“lm(z-y) =...= (Rex) - (Imy)” und
aus 4.2“(Rex) - (Imy) € S”
folgt: Im(z - y) €S.

7: Aus 6.1“Re(z-y) € S” und
aus 6.2lm(x -y) € S”
folgt via 101-3: x-y € B.

£) VS gleich (x € R) A (y Zahl).

1: Aus VS gleich “x e R...”
folgt via €SZ: x Zahl.

2: Aus 1“2z Zahl” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-15: x -y Zahl.
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Beweis 108-2 g) VS gleich (xeS)A(y €8).
1: Aus VS gleich “...y € §”
folgt via 95-15: (yeR)V (y=400) V (y = —0).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall yeR.
2: Aus 1.1.Fall“y € R” und
aus VS gleich “x € §S...”
folgt via des bereits bewiesenen b): y-x E€S.
3: Via KGM gilt: T-y=y-2x.
4: Aus3“z-y=y-z” und
aus 2“y-x € S”
folgt: x-y E€S.
1.2.Fall y = +oo.
Aus VS gleich “z €S...” und
aus 1.2.Fall“y = +o0”
folgt via 108-1: x-y€ES.
1.3.Fall Yy = —0Q.
Aus VS gleich “z € S...” und
aus 1.3.Fall“y = —o0”
folgt via 108-1: x-y€ES.

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt: x-yES.
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Beweis 108-2 h) VS gleich (xeS)A(yeT).

1: Aus VS gleich “...y € T”
folgt via 95-16: (y €S)V (y = nan).

Fallunterscheidung‘

yes.

2: Aus VS gleich “z € S...” und
aus 1.1.Fall“y e §”
folgt via des bereits bewiesenen g): x-yES.

3: Aus 2z -y €S”
folgt via €SZ: z-yeT.
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Beweis 108-2 h) VS gleich (xeS)A(yeT).
‘Fallunterscheidung‘
y = nan.
2: Es gilt: (x=0)V (0 +# ).

Fallunterscheidung‘

v =0,

3: Aus AAVI“0-nan = 0" und

aus 2.1.Fall“x =0"

folgt: z-nan = 0.
4: Aus 3“x-nan=0" und

aus 1.2.Fall“y = nan”

folgt: z-y=0.
5: Aus4“z-y=0" und

aus 95-12“0 € T”

folgt: z-yeT.
2.2.Fall 0 # x.
3: Aus VS gleich “z €S...”
folgt via €SZ: zeT.
4: Aus 2.2.Fall“0 # z” und
aus 3“z e T”
folgt via AAVTI: Z - nan = nan.

5: Aus 4“z-nan =nan” und
aus 1.2.Fall“y = nan”

folgt: Z -y = nan.
6: Aus 5“z -y =nan”
folgt via 95-16: z-yeT.
\Ende Fallunterscheidung‘ln beiden Fillen gilt: z-yeT.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

x-yeT.
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Beweis 108-2 j) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z €S...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “...y € B”
folgt via 101-3:

2.1: Aus1.1“2€T”
folgt via FST:

2.2: Aus1.2“Rey €S...”
folgt via €SZ:

2.3: Aus1.2“...Imy € S”
folgt via €SZ:

3.1: Aus2.1“z =Rez...” und
aus VS gleich “z €§S...”
folgt:

3.2: Aus 2.2“Rey Zahl”
folgt via FSMO:

3.3: Aus 2.3“Imy Zahl”
folgt via FSMO:

4.1: Aus1.2“Rey €S...” und
aus 3.1“Rex € S” und

folgt via des bereits bewiesenen g):

4.2: Aus 3.2“(Rey)-0=0" und
aus 2.1%. .. Imz =07
folgt:

4.3: Aus1.2“...Imy € S” und
aus 3.1“Rex € S”

folgt via des bereits bewiesenen g):

4.4: Aus 3.3“(Imy)-0=0" und
aus 2.1%. .. Imz =07
folgt:
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(x €S) A (y € B).

reT.

(Rey € S) A (Imy € S).

(r = Rex) A (Imz = 0).

Rey Zahl.

Imy Zahl.

Rex € S.

(Rey)-0=0.

(Imy) - 0 = 0.

(Rey) - (Rex) € S.

(Rey) - (Imz) =

(Imy) - (Rex) € S.

(Imy) - (Imz) = 0.
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Beweis 108-2 j) VS gleich (x € S)A (y € B).

5.1: Re(y - x)

9626

=% (Rey) - (Rex) — (Imy) - (Ima)

2 (Rey) - (Rez) — 0

98-15

=" (Rey) - (Rex) + 0

98—12
=" (

Rey) - (Rex).

5.2: Im(y - )
%9228 (Rey) - (Imz) + (Imy) - (Rex)
(

20+ (Imy) - (Rex)

=12 (Imy) - (Rex).

6.1: Aus5.1“Re(y-z) =...=(Rey)- (Rex)” und
aus 4.1“(Rey) - (Rezx) € §”
folgt: Re(y - z) € S.

6.2: Aus 5.2“lm(y-z) =...= (Imy) - (Rex)” und
aus 4.3“(Imy) - (Rex) € S”
folgt: Im(y - x) € S.

7: Aus 6.1“Re(y-z) € S” und
aus 6.2“lm(y - z) € S”
folgt via 101-3: y-x €B.

8: Via KGM gilt: TYy=1y-2.

9: Aus8“z-y=y-2”7 und
aus 7"y -x € B”

folgt: r-y € B.

i) VS gleich (x €S) A (y € C).
1: Aus VS gleich “...y € C”

folgt via €SZ: y € B.

2: Aus VS gleich “z € S...” und
aus 1“y € B”
folgt via des bereits bewiesenen j): r-y €B.



ARITHMETIK #108

Beweis 108-2 k) VS gleich

1:

Aus VS gleich “x €S...”
folgt via €SZ:

: Aus 1%z Zahl” und

aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-15:

1) VS gleich

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “z € T...”
folgt via 95-16:

Aus VS gleich “...y € T”
folgt via 95-16:

: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt:

Fallunterscheidung‘

V
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(x € S) A (y Zahl).

x Zahl.

x -y Zahl.

(xeT)AN(yeT).
(x €S) V (z = nan).

(y €S)V (y = nan).

(x €S)A(y €9S)
V. (z €S)A (y=nan)
V. (z=nan)A(y €S)
(x = nan) A (y = nan).

3: Aus 2.1.Fall“xz e S...”und
aus 2.1.Fall“. ..y e§

folgt via des bereits bewiesenen g):

4: Aus 3“z-yeS”
folgt via €SZ:

(x €S)A(y €8S).

x-y€ES.

z-yeT.

Aus 2.2.Fall“x €S...” und
aus VS gleich “...y € T”
folgt via des bereits bewiesenen h):

(x € S) A (y = nan).

z-yeT.
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Beweis 108-2 1) VS gleich

‘Fallunterscheidung‘

ARITHMETIK #108

(xeT)A(yeT).

3: Aus 2.3.Fall“...y € S” und
aus VS gleich “z e T...”

(x =nan) A (y €8).

3: Aus 2.4.Fall“z =nan...” und
aus 97-5“nan - nan = nan”
folgt:

4: Aus 3“z-nan =nan” und
aus 2.4.Fall“...y = nan”
folgt:

5: Aus 4“z-y =nan”
folgt via 95-16:

folgt via des bereits bewiesenen h): y-xeT.
4: Via KGM gilt: T-Yy=y-2x.
5: Aus4“z-y=y- 2”7 und
aus 3“y-x € T”
folgt: z-yeT.
2.4.Fall (x = nan) A (y = nan).

Z - nan = nan.

Z -y = nan.

z-yeT.

|[Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt:

m) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x € T...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “...y € C”
folgt via €SZ:

2: Aus 1.1“z Zahl” und
aus 1.2%y Zahl”
folgt via 96-15:

x-yeT.
(x e T)A(y € C).

x Zahl.

y Zahl.

x -y Zahl.



ARITHMETIK #108

Beweis 108-2 n) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x € T...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “...y € B”
folgt via €SZ:

2: Aus 1.1“z Zahl” und
aus 1.2%y Zahl”
folgt via 96-15:

0) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € T...”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“2z Zahl” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-15:

q) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “xz € C...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “...y € B”
folgt via €SZ:

2: Aus 1.1“z Zahl” und
aus 1.2%y Zahl”
folgt via 96-15:

r) VS gleich

1: Aus VS gleich “x € C...”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“2z Zahl” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-15:

337

(x € T)A (y € B).

x Zahl.

y Zahl.

x -y Zahl.

(x € T) A (y Zahl).

x Zahl.

x -y Zahl.

(x € C)A (y €B).

x Zahl.

y Zahl.

x -y Zahl.

(x € C) A (y Zahl).

x Zahl.

x -y Zahl.
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Beweis 108-2 s) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “z € B...”
folgt via €SZ:

1.2: Aus VS gleich “...y € B”
folgt via €SZ:

2: Aus 1.1“z Zahl” und
aus 1.2%y Zahl”
folgt via 96-15:

t) VS gleich

1: Aus VS gleich “xz €B...”
folgt via €SZ:

2: Aus 1“2z Zahl” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-15:

u) VS gleich

Aus VS gleich “z Zahl...” und
aus VS gleich “...y Zahl”
folgt via 96-15:

ARITHMETIK #108

(x € B) A (y € B).

x Zahl.

y Zahl.

x -y Zahl.

(x € B) A (y Zahl).

x Zahl.

x -y Zahl.

(x Zahl) A (y Zahl).

x -y Zahl.
O
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