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KAPITEL 1

Einleitung

Virtuelle Labore ersetzen in der Chemie mehr und mehr Experimente und werden zur Vor-
hersage von Eigenschaften neuer Verbindungen verwendet. Die Basis der Simulation und
damit der mathematischen Beschreibung ist die vor mehr als 80 Jahren von Schrodinger
eingefiihrte Quantenmechanik (Schrédinger, 1926). Gemal dieses Modells kann das Ver-
halten eines quantenmechanischen Systems mitsamt aller physikalischen Eigenschaften
vollstidndig durch eine Wellenfunktion beschrieben werden. Die Wellenfunktion ist dabei
die Losung einer partiellen Differentialgleichung, der Schrodingergleichung, welche je-
doch nur in den einfachsten Fillen analytisch bestimmt werden kann. Aus diesem Grund
miissen im Allgemeinen numerische Verfahren verwendet werden um Niherungslosun-
gen zu berechnen. Die vorliegende Arbeit untersucht die Diskretisierung der stationéren
Schrodingergleichung fiir Molekiile mit Hilfe der Galerkin-Methode. Dabei werden aniso-
trope Waveletbasen als Ansatzfunktionen verwendet.

Im Falle von Atomen und Molekiilen geniigt es auf Grund des grolen Masseunterschieds
zwischen den Kernen und den Elektronen niaherungsweise nur letztere quantenmechanisch
zu behandeln. Diese so genannte Born-Oppenheimer-Néherung (Born und Oppenheimer,
1927) fiihrt in der Regel zu ausreichender Genauigkeit. Weiterhin werden zur Berechnung
von Energieniveaus und Bindungsenergien nur stationdre Wellenfunktionen benétigt. In
diesem Fall ist die Wellenfunktion fiir V Elektronen eine Abbildung

(1.1) ¥ (R x (1) = C

in den Elektronenkoordinaten r; = (x;, 0;) fir¢ = 1,..., N. Dabei ist x; € R3 die Orts-
und o; € {1/} die Spinvariable (Eigendrehung) des i-ten Elektrons. Zum Beispiel ist die
Wellenfunktion eines Wassermolekiils (H2O) eine Abbildung in dreiflig kontinuierlichen
Variablen, da das Molekiil N = 10 Elektronen enthilt. Auf Grund der Ununterscheid-
barkeit der Teilchen muss die Wellenfunktion zusitzlich antisymmetrisch beziiglich der
Permutation der Variablen sein (Pauli-Prinzip).

Die Wellenfunktion muss der nichtrelativistischen stationdren Schrodingergleichung genii-
gen, das heiflt Losung zum Eigenwertproblem

(1.2) Hy =Evy, ¢ #0

sein. Der Eigenwert E ist dabei die Energie des Systems im Zustand . Der Hamiltonope-
rator H ist in dimensionslosen atomaren Einheiten durch

1N N M Z]/ 1
H:_iiz:;Ai—ZZkBi—al,h—i— Z

i=1v=1 1<i<j<N |wZ - wj|2

gegeben, wobei dort parametrisch die Positionen a,, € R3, v = 1,..., M, der Kerne und
ihre Ladungen 7, eingehen. Hier bezeichnet A; den Laplaceoperator beziiglich der i-ten
Variablen x;. Relativistische Effekte, wie z.B. die Spin-Bahn-Kopplung, werden in diesem
Modell nicht beriicksichtigt. Dies fiihrt dazu, dass die Wellenfunktion aus Gleichung (1.1)
ohne Einschrinkung als Abbildung nach R anstatt nach C gesehen werden kann.

1



2 1. EINLEITUNG

Die mathematische Analyse der Schrodingergleichung ist ein weit entwickeltes Feld. Die
Grundlage der mathematischen Formulierung bildet die Theorie der unbeschriinkten selbst-
adjungierten Operatoren (von Neumann, 1932). Kato konnte zeigen, dass die elektronische
Schrodingergleichung innerhalb dieses Rahmens formuliert werden kann (Kato, 1951b).
Aussagen iiber das qualitative Spektrum konnten von Hunziker, van Winter und Zhislin er-
zielt werden, sieche dazu den Ubersichtsartikel (Simon, 2000, und enthaltene Referenzen).
Daneben konnte ebenfalls die Regularitit der Eigenfunktionen, sowie deren qualitative
Eigenschaften bestimmt werden, sieche dazu (Kato, 1957; Agmon, 1981; Fournais et al.,
2005).

Von entscheidender Bedeutung fiir die vorliegende Arbeit ist eine Reihe von Ergebnis-
sen von Yserentant zur gemischten Regularitit der Eigenfunktionen in den letzten Jahren.
Basierend auf der Formulierung der stationdren Schrodingergleichung iiber Bilinearfor-
men auf Sobolevriumen (Yserentant, 2003) konnte gezeigt werden, dass mit wachsender
Teilchenzahl auch die Regularitit der Eigenfunktionen zunimmt (Yserentant, 2004). Im
Spezialfall, bei dem die Spins aller N Elektronen iibereinstimmen, existiert zum Beispiel
die Ableitung
ON

0%1,01 " -  OTN.ay

im schwachen Sinne und ist quadratintegrabel. Dabei wihlt «; eine der drei Komponenten
der i-ten Variable x; aus. Die Ableitungsordnung beziiglich gemischter Ableitungen steigt
linear in der Raumdimension an. Mehr noch konnte gezeigt werden, dass diese Ableitun-
gen, wie auch die Wellenfunktion selbst, exponentiell abfallen (Yserentant, 2010a).

Die explizite Losung der stationdren Schrodingergleichung fiir Atome und Molekiile ist
im Wesentlichen nur fiir das Wasserstoffatom bekannt. Fiir alle anderen Fille kann die
Losung nur ndherungsweise mit Hilfe numerischer Methoden bestimmt werden. Dabei
zeigt sich, dass die Hochdimensionalitit der Wellenfunktion v die grofite Schwierigkeit
bereitet. Benutzt man zur Diskretisierung zum Beispiel gewohnliche Finite Differenzen
mit 100 Punkten in jeder Dimension, so erhdlt man fiir ein Molekiil mit N Elektronen
10V Gitterpunkte - im Falle des Wassermolekiils sind dies schon 100 Freiheitsgrade.
Dieses exponentielle Ansteigen des Aufwands in der Anzahl der Dimensionen wird auch
als Fluch der Dimensionen bezeichnet (Bellman, 1957).

Ungeachtet dieser Schwierigkeiten wurde jedoch schon seit der Entdeckung der Quanten-
mechanik versucht physikalische Eigenschaften aus der Schrodingergleichung herzuleiten,
siehe zum Beispiel (Heitler und London, 1927). Als Verfahren, die keine weitere Modell-
annahmen neben der Schrédingergleichung verwenden, sind vor allem folgende Methoden
zu nennen: Hartree-Fock (HF), Multiconfiguration Selfconsistent Field (MCSCF), Mgller-
Plesset Storungstheorie (MP), Configuration Interaction (CI), Coupled Cluster (CC) und
Dichte-Funktional-Theorie (DFT). Ein Uberblick iiber diese und weitere Ansitze findet
sich zum Beispiel in (Helgaker et al., 2000). Vor allem mit der Dichte-Funktional-Theorie
ist es moglich, Molekiile mit mehreren zehntausenden Atomen zu berechnen. Zur Diskre-
tisierung werden dabei meistens speziell konstruierte Basisfunktionen, wie zum Beispiel
kontrahierte Gauf3-Orbitale (CGTO), verwendet.

Die oben genannten Methoden wurden auch mathematisch untersucht; die Hartree-Fock-
Methode zum Beispiel in (Lieb und Simon, 1977), MCSCF in (Friesecke, 2003) und die
Coupled Cluster Methode in (Schneider, 2009). Gerade in letzter Zeit existiert ein ver-
mehrtes Interesse an der mathematischen Analyse der Schrodingergleichung, sieche zum
Beispiel (Friesecke und Goddard, 2009) und die Ubersichtsartikel (Le Bris, 2003; Le Bris,
2005; Le Bris und Lions, 2005).

Die vorgenannten numerischen Methoden basieren dabei mehr auf vereinfachten Modellen

der Schrodingergleichung als auf einer numerischen Diskretisierung: die erreichbare Ge-
nauigkeit ist vom Modell bestimmt und kann nicht systematisch verbessert werden. Dies



1. EINLEITUNG 3

tritt am offensichtlichsten bei der Dichte-Funktional-Theorie zu Tage, bei der jeweils die
Austauschkorrelation fiir verschiedene Anwendungen neu modelliert werden muss.

In letzter Zeit wurde die Approximationsrate der Eigenfunktionen beziiglich systemati-
scher Basen untersucht, sowohl fiir die Dichtematrix (Flad et al., 2006), die Hartree-Fock-
Losung (Flad et al., 2008) als auch die gesamte Wellenfunktion (Flad et al., 2007). Syste-
matische Basen aufbauend auf Wavelets wurden dabei schon fiir den Jastrow-Faktor (Flad
et al., 2002; Flad et al., 2004) als auch fiir Dichte-Funktional Berechnung BigDFT (Ge-
novese et al., 2008) verwendet, siehe dazu auch den Ubersichtsartikel (Arias, 1999). Eine
Verkniipfung von Tensorproduktapproximation und Waveletbasen wurde in einer Reihe
von Artikeln ausgearbeitet (Beylkin und Mohlenkamp, 2002; Beylkin und Mohlenkamp,
2004; Beylkin et al., 2008).

Neben diesen Methoden legen die Resultate von Yserentant (Yserentant, 2010a) iiber die
Glattheit der Eigenfunktionen nahe, diinne Gitter zur Approximation der Wellenfunktionen
zu benutzen. Diese Methode aus der Approximationstheorie hochdimensionaler Funktio-
nen besitzt das Potential, den Fluch der Dimensionen zu brechen. Die Anfinge der Theo-
rie gehen dabei auf die Arbeiten (Korobov, 1957; Korobov, 1959; Smolyak, 1963) iiber
die Integration hochdimensionaler Funktionen zuriick. Seit der Arbeit von (Zenger, 1990)
wurden diese Methoden fiir die Diskretisierung partieller Differentialgleichungen verwen-
det. Fiir einen Uberblick iiber die Grundlagen, die Geschichte und die Anwendung diinner
Gitter siehe auch den Ubersichtsartikel von (Bungartz und Griebel, 2004).

Die vorliegende Arbeit untersucht nun, inwieweit die Ergebnisse in (Yserentant, 2010a)
eine effiziente Approximation der Wellenfunktionen mit Hilfe diinner Gitter ermoglichen
und, darauf aufbauend, wie die so entstehenden Rdume zur Diskretisierung der Schrodin-
gergleichung verwendet werden konnen.

Erste Arbeiten in dieser Hinsicht verwendeten abgeschirmte diinne Gitter zur Diskreti-
sierung des Wasserstoffatoms (Hilgenfeldt et al., 1995), um das Newtonpotential durch
die Diinngitterinterpolante hinreichend genau darzustellen. In (Garcke, 1998; Garcke und
Griebel, 2000) wurden Wasserstoff und Helium mit Hilfe der Kombinationstechnik diskre-
tisiert und in (Garcke, 2008) diese Ergebnisse mit Hilfe der optimierten Kombinationstech-
nik verbessert. In (Yserentant, 2005) wurde eine Semidiskretisierung auf Teilbereichen im
Fourierraum konstruiert. Die diinne Fouriertransformation wurde in (Griebel und Hamae-
kers, 2007) zur Diskretisierung verwendet, sowie in (Griebel und Hamaekers, 2006) diinne
Gitter aufbauend auf Meyer-Wavelets. Um eine effizientere Approximation zu erzielen,
wurde der Diinngitterraum in (Hamaekers, 2009; Griebel und Hamaekers, 2009) durch eine
Hartree-Fock-Losung erweitert. Als Ansatzraum wurde dabei eine approximative Mehrs-
kalenbasis aufbauend auf der Gaufschen Glockenkurve verwendet, welche bereits in den
klassischen Diskretisierungen der Quantenchemie sehr gute Approximationseigenschaften
aufweisen. Unter der zusitzlichen Annahme, dass die Eigenfunktionen im Rahmen der
Theorie der Finite Order Weights (Sloan et al., 2004; Wasilkowski und WoZniakowski,
2009) eine kleine effektive Dimension besitzen, kann das Anwachsen der Freiheitsgrade
mit der Anzahl der Elektronen weiter begrenzt werden.

Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit sind die in (Yserentant, 2010a) hergeleiteten Aus-
sagen iiber die Glattheit der Ortskomponenten
ug : (RN - R, & (F,5)

gebundener Zustéinde v fiir alle Spinkonfigurationen & € {#14}". im Folgenden werden
diese Ergebnisse kurz zusammengefasst. Definiere dazu fiir eine Abklingrate v > 0 die
exponentielle Gewichtsfunktion
N
wy(Z) = H e’”zihv

i=1



4 1. EINLEITUNG

wobei die Variable & in N dreidimensionalen Koordinaten x1, ...,y € R? der Elektro-
nen aufgeteilt wird. Weiterhin werden die Elektronen in zwei Gruppen

11(5) = {ilos = 1/}

zerlegt, je nachdem ob sie Spin + 1/> oder — 1/, besitzen. Dann kann fiir die Fouriertransfor-
mierte U}T/-Q\Ug des Produktes der Komponente uz und der Gewichtsfunktion w, /o gezeigt
werden, dass der Ausdruck

Lo OG0 | T (=[50 + T1 (+ 5

i€l (3 iel_ (¢

endlich ist, falls die Konstanten {2 und v geeignet gewihlt werden. Aus den Eigenschaf-
ten der Fouriertransformierten beziiglich Ableitungen folgt daraus, dass die erste schwa-
che Ableitung des Produktes w., ouz innerhalb einer Spingruppe I ein weiteres Mail
beziiglich jeder dreidimensionalen Elektronenkoordinate abgeleitet werden kann. Die Ab-
leitungsordnung wéchst somit fiir bestimmte gemischte Ableitungen linear mit der An-
zahl der Elektronen. Glattheitsaussagen dieser Art sind charakteristische Voraussetzungen,
dass die mit Hilfe diinner Gitter erzielten Approximationsraten unabhiingig oder nahezu
unabhingig von der Anzahl der Dimensionen sind.

2 gl
) | 17 721(@)2 da

Im ersten Schritt werden diese Ergebnisse in dieser Arbeit dahingehend interpretiert, dass
die Komponenten uz in bestimmten Sobolevraumen gemischter Ordnung liegen. Die-
se Rdume werden klassischerweise dazu verwendet, die Approximationsrate beziiglich
diinner Gitter zu bestimmen, siehe auch (Temlyakov, 1989; Bungartz und Griebel, 2004).
Im Gegensatz zu den klassischen Sobolevriumen gemischter Ordnung wird zusétzlich eine
Gewichtsfunktion eingefiihrt, die das riumliche Verhalten der Funktion und ihrer Ableitun-
gen beschreibt.

Allgemein bestehen gewichtete Sobolevriume H.7;* ((R?)N,w) gemischter Ordnung aus
Funktionen w, deren schwache Ableitungen

[G1,, ()2
/ ‘871{(@‘ w(Z) dEd < oo
RAN

Ox

fiir alle Multiindizes der Form & = Gy + Gigo € (NN mit

N
max |Gtmix, il <k, Z; |tiso i1 < m.
P

erfiillen, d.h. deren Ableitungen quadratintegrabel beziiglich der Gewichtsfunktion w sind.
Allgemeiner als fiir die Schrodingergleichung wurde hier die Variable & in N d-Tupel auf-
geteilt und eine beliebige Gewichtsfunktion w verwendet. Damit kann jede m-te Ableitung
von u zusétzlich in jedem d-Tupel noch k-fach abgeleitet werden.

Speziell fiir die Komponenten uz der gebundenen Zusténde 1/ der Schrodingergleichung
kann nun iiber die speziellen Eigenschaften der Gewichtsfunktion w., gezeigt werden, dass

die entsprechend skalierten Funktionen uz(-/€2) in H;l/ii’l((Rg)N ,w~) enthalten sind.
Dabei werden die Sobolevriume gebrochener Ordnung iiber die reelle Interpolationstheo-
rie nach (Peetre, 1963b; Peetre, 1963a) eingefiihrt, sieche z.B. (Butzer und Scherer, 1968).
Die Komponente uz und ihre Ableitungen sind daher sowohl im Ortsraum als auch im
Fourierraum lokalisiert. Eine laufende Untersuchung (Kreusler, 2010) legt zudem die Ver-
mutung nahe, dass die Komponenten sogar in H jmlx fiir alle s < 3/4 liegen.

Im zweiten Schritt wird die Komplexitit der Approximation der einzelnen Komponenten
uz bestimmt. Das heifit, es wird eine Approximation uz . als endliche Linearkombination

von Basisfunktionen gesucht, so dass

(1.3) lug —uszelli Se
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gilt, d.h. der Fehler in der H'-Norm bis auf eine Konstante kleiner oder gleich ¢ ist. Als
Ansatzfunktionen werden dabei anisotrope Tensorprodukte von Wavelets gewdihlt. Diese
Funktionen erfiillen die natiirliche Anforderung an die Diskretisierung, sowohl im Orts-
raum (Abklingverhalten) als auch im Fourierraum (gemischte Regularitit), lokalisiert zu
sein. Wavelets wurden in verschiedenen Gebieten, wie zum Beispiel Signalverarbeitung,
Physik und reiner Mathematik, entwickelt. Eine umfassende Einfiihrung findet sich dabei
in (Daubechies, 1996; Cohen, 2003, und enthaltenen Referenzen).

Zur Konstruktion anisotroper Waveletbasen auf dem Raum L2 ((Rd)N ) setzen wir vor-
aus, dass auf dem Raum L2(R?) eine biorthogonale Waveletbasis {1y} rev, {@A} AV
beziiglich einer Indexmenge V existiert, so dass eine Norméquivalenz zwischen den ge-
eignet gewichteten Entwicklungskoeffizienten und allen Sobolevriumen H*(R?) fiir 0 <
s < 1 existiert. Die Schranke 7 wird dabei von der Regularitit und der Anzahl der ver-
schwindenden Momente der Waveletbasis bestimmt. Die Existenz solcher Funktionen fiir
beliebig grofes T ist wohlbekannt, z.B. erfiillen orthogonale Daubechies-Wavelets (Daube-
chies, 1988) und biorthogonale Spline-Wavelets (Cohen et al., 1992) die Voraussetzungen.
Weiterhin ist es auch moglich, letztere Funktionen im Rahmen von Multi-Wavelets zu or-
thogonalisieren (Donovan et al., 1996). Mit Hilfe der d-dimensionalen Funktionen kann
nun durch

N
i =QvUn, X=(\,.... Av) € VY
=1

(analog ebenfalls fiir &X) eine biorthogonale Waveletbasis {5} 5.on> {1&;} seyn auf

L?((R%)N) erzeugt werden. Der Waveletindex X beinhaltet fiir jeden Faktor ¢y, im Mul-
tiindex \; den jeweiligen Typ, die Stufe und die Verschiebung.

Die Konstruktion einer Approximanten uz . der Komponente uz erfolgt iiber die Herlei-
tungen diskreter Normen fiir den gewichteten Sobolevraum H;}X((R3)N , w) gemisch-
ter Ordnung, in welchem ugz liegt, siche auch (DeVore et al., 1998; Griebel und Knapek,
2000). Etwas allgemeiner wird als erstes zentrales Resultat die Norméquivalenz fiir Riume
Hy i (RN, w), dh.

(14) HU’”IQnix,w,s,’rnN Z UJ(CEX) H?;g()‘) KIQnSix(A)|uX|27 u= Z UX¢X,

XevN XevwN

fiir alle m + s < 7 und geniigend reguldre Gewichtsfunktionen w bewiesen. Die Gewichte
der Entwicklungskoeffizienten |uy|* werden zum einen durch die Gewichtsfunktion und
zum anderen iiber die Ableitungsordnung bestimmt. Der erste Faktor, w(Zy), bezeichnet
den Wert der Gewichtsfunktion w am Mittelpunkt des Trigers von 5 und ist damit nur von
der ortlichen Lokalisierung der Ansatzfunktion 15 abhéngig. Die beiden anderen Fakto-
ren, Kiso Und Ky, sind hingegen nur von den Stufen der Ansatzfunktion abhingig. Dabei
charakterisiert xis, die isotrope und kyix die anisotrope Glattheit. Aquivalenzen dieser
Art sind sowohl fiir Sobolevraume gemischter Ordnung (DeVore et al., 1998; Griebel und
Knapek, 2000), Besov- und Triebel-Lizorkin-Rdume (Triebel, 2006) als auch fiir gewich-
tete R@ume isotroper Ordnung (Izuki und Sawano, 2009) bekannt. Zur Herleitung wird das
Prinzip der Lokalisierung (Triebel, 2006) benutzt. Auf diese Weise konnen die Ergebnisse
fiir ungewichtete Sobolevraume gemischter Ordnung (Griebel und Knapek, 2000) auf ge-
wichtete Rdume iibertragen werden. Entscheidend ist dabei, dass sowohl die primalen als
auch die dualen Wavelets beschrinkten Tréiger besitzen.

Auf Grund der Tatsache, dass die zu approximierende Funktion uz ein Element des ge-
wichteten Sobolevraums H;;llx ((R3)N , w.y) ist, konnen aus der Normiquivalenz (1.4) po-
tentiell wichtige Ansatzfunktionen identifiziert werden. Speziell wihlt man fiir die Kon-
struktion von uz . als Ansatzfunktionen diejenigen Wavelets aus, deren Indizes Xe vV
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die Ungleichung

- 1

(15) w, (@5) r2 () < 5

erfiillen. Die Parameter s und v werden dabei durch den Raum Hr‘;’ilx((R3)N , wv) be-
stimmt, in dem uz liegt. Approximiert man nun ugz auf der so definierten Indexmenge, so
erhilt man eine Niherung uz ., die (1.3) erfiillt. Betrachtet man die mit einer Linearkom-
bination uz , von n Basiselementen erreichbare Genauigkeit, so erhélt man asymptotisch
in n den Fehler

(1.6) lug — ugnlli < (logn)* V=Y p=s/3,

Speziell fiir s = 1/ ergibt sich bis auf logarithmische Terme asymptotisch ein Genauigkeit

von n~'/6 unabhingig von der Anzahl der Elektronen N.

Die so erzielte Approximationsrate kann jedoch noch verbessert werden, wenn die speziel-
le Struktur der Komponente uz beriicksichtigt wird. Auf Grund des Pauli-Prinzips miissen
die einzelnen Komponenten partiell antisymmetrisch beziiglich & sein, d.h. es muss

’LL,}'(PIiE,Pﬁ) = SigIl(P) u&‘(ivﬁ)

fiir alle Permutationen P mit P& = & gelten. Fiir eine Linearkombination w,, in n Basis-
funktionen verbessert sich die Approximationsrate somit auf

||U5 . u&,n”l S ec\/lognnfs/S

asymptotisch in n, wobei die Konstante ¢ nicht von n oder N abhéngt. Fiir s = 1/, erhilt
man eine Konvergenzrate von n~'/% in fiihrender Ordnung. Als zentrales Resultat folgt
somit, dass die einzelnen Komponenten gebundener Zustidnde mit einer Rate approximiert
werden konnen, die unabhingig von der Anzahl der Elektronen ist. Der Fluch der Dimen-
sionen ist damit gebrochen.

Im dritten Schritt werden die durch (1.5) definierten Ansatzriume in einem Galerkin-
verfahren zur Diskretisierung des Eigenwertproblems Hi) = FE+t verwendet. Ohne Ein-
schrinkung der Allgemeinheit kann die Berechnung auf | N/2| Eigenwertprobleme fiir
bestimmte Komponenten uz beschrinkt werden, siehe dazu (Yserentant, 2010a). Die er-
zielte Approximationsrate (1.6) iibertrdgt sich nach dem Lemma von Cea auch auf die
Niherungslosung. Das so entstehende diskrete Eigenwertproblem kann mit Hilfe iterativer
Verfahren, siehe z.B. (Knyazev, 2001), gelost werden. Durch die Mehrskalenstruktur der
Ansatzfunktionen ist dabei ein einfacher Vorkonditionierer gegeben, dessen Kondition un-
abhingig von der Feinheit der Diskretisierung beschrinkt werden kann. Die Berechnung
der Elemente der Galerkinmatrix wird jedoch durch die partielle Antisymmetrie erschwert.
Analog zu den Condon-Slater-Regeln fiir voll antisymmetrische Funktionen werden daher
Regeln fiir partiell antisymmetrische Funktionen angegeben, die diese Berechnung ver-
einfachen. Jedoch ist die Diskretisierungsmatrix auf Grund des anisotropen Trigers der
Basisfunktionen fast voll besetzt. Da zudem wegen der partiellen Antisymmetrie schnel-
le Algorithmen zur Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts, siehe (Balder und Zenger,
1996), nicht verwendet werden konnen, bestimmen die Kosten einer Anwendung der Dis-
kretisierungsmatrix die Komplexitit des numerischen Algorithmus.

Die vorgeschlagene Diskretisierung wird anhand des Heliumatoms getestet. Helium ist das
erste nichttriviale elektronische System, fiir welches keine analytische Losung vorliegt.
GemailB den Approximationsaussagen ist schon fiir dieses System die allgemeine Konver-
genzrate zu erwarten. Lediglich die Antisymmetrie spielt dabei keine Rolle, so dass in
diesem Fall die Algorithmen zur schnellen Matrix-Vektor-Multiplikation angewendet wer-
den konnen. Um den Speicherverbrauch der Galerkinmatrix zu verringern wird dabei vor-
geschlagen, das Newtonpotential durch eine Exponentialsumme anzundhern (Hackbusch,
2006). Dies fiihrt dazu, dass die Multiplikationsoperatoren der Potentiale ebenfalls durch
eine Summe von Tensorproduktoperatoren angenihert werden kann, also nur die einzelnen
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Faktoren gespeichert werden miissen. Dabei wird untersucht, in wie weit diese Approxima-
tion Einfluss auf das Spektrum besitzt. Speziell werden die Parameter so bestimmt, dass die
Auswirkungen unterhalb der chemischen Genauigkeit liegen. Als Ansatzfunktionen wer-
den dabei vollstindig anisotrope Basen benutzt, die auf den eindimensionalen Prewavelets
aufgebaut sind (Chui und Wang, 1992; Niedermeier, 1999). Der Ansatzraum wird im Lau-
fe der Rechnung adaptiv durch Verfeinerung bestimmt. Die Matrixelemente konnen durch
die Approximation des Newtonpotentials durch eine Exponentialsummen effizient mittels
einer zweidimensionalen numerischen Quadratur berechnet werden.

Bei der tatsdchlichen Berechnung des kleinsten Eigenwertes von Helium sieht man, dass
sich ab etwa 10* Freiheitsgraden eine asymptotische Rate von etwa n~°-46% in der Anzahl
der Basisfunktionen n einstellt. Dies entspricht in etwa der Approximationsrate, die sich
durch eine Hf;l/ii’l Regularitit ergibt. Die genauste Approximation mit etwa 22 Millionen
Ansatzfunktionen liefert einen Fehler von ca. 7 mHa, und liegt damit weit iiber der chemi-
schen Genauigkeit von etwa 1.6 mHa. Die Konvergenzrate erlaubt jedoch die Ergebnisse

zu extrapolieren, womit der Fehler auf 1.7 mHa reduziert werden kann.

Die erzielten Ergebnisse ergeben ein zwiespiltiges Gesamtbild. Auf der theoretischen Sei-
te konnte gezeigt werden, dass die Eigenfunktionen tatséchlich mit einer von der Anzahl
der Elektronen unabhéngigen Rate approximiert werden konnen. Auf der praktischen Sei-
te jedoch kann sogar der einfachste Fall des Heliumatoms nur mit immensen Aufwand
zufriedenstellend gelost werden.

Natiirlich kann die Effizienz der vorgestellten numerischen Methode gesteigert werden. Ein
Ansatzpunkt ist dabei die Verbesserung der Approximationseigenschaften der verwendeten
Basis. Dies kann durch die Verwendung von Wavelets hoherer Ordnung oder auch iiber die
Erweiterung der systematischen Basis um aus der Quantenchemie wohlbekannte appro-
ximative Losungen, wie z.B. die Hartree-Fock-Losung, erreicht werden. Zudem kann der
begrenzende Faktor bei der Approximation der Wellenfunktionen durch Tensorprodukt-
funktionen, d.h. der Elektron-Elektron-Cusp, wirkungsvoll mit Hilfe explizit korrelierter
Ansatzfunktionen behandelt werden (Kutzelnigg und Klopper, 1991; Yserentant, 2010b).

Der andere wichtige Punkt betrifft die effiziente Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts.
Insbesondere muss vermieden werden, die fast voll besetzte Diskretisierungsmatrix expli-
zit aufzustellen. Der Schliissel dazu ist einerseits die effiziente Behandlung der Elektron-
Elektron-Wechselwirkung und anderseits die Entwicklung unidirektionaler Algorithmen
auf partiell antisymmetrischen diinnen Gittern, welche die Anwendung der Diskretisie-
rungsmatrix auf die der Ein- und Zweiteilchenoperatoren reduziert. Dabei muss aber iiber
die vielversprechende Approximation des Newtonpotentials als Exponentialsumme hin-
ausgegangen werden. Eine Moglichkeit besteht darin, den glatten Teil des Potentials {iber
die Kollokation zu behandeln, siehe (Hilgenfeldt et al., 1995), und nur fiir den singuléren
Teil die Diskretisierungsmatrix aufzustellen.

Aber auch die ausgekliigeltsten Ansatzfunktionen werden nicht iiber das grundsitzliche
Problem linearer Ansitze in der Quantenchemie hinweghelfen, die eben nicht groenkon-
sistent (size consistentent) sind. Aus diesem Grund konnen auch verbesserte Algorithmen
nur fiir kleine Systeme mit wenigen Elektronen verwendet werden. In diesem Spezial-
feld konnten sich die vorgestellten Methoden durch ihr systematisches Konvergenzverhal-
ten etablieren. Den vielversprechendsten Ansatz liefert dabei die Arbeit von (Hamaekers,
2009), in welcher die Systematik eines diinnen Gitters mit der Effizienz klassischer quan-
tenchemischer Verfahren gekoppelt wird.

Auf der theoretischen Seite ist die Untersuchung der elektronischen Schrédingergleichung
im Hinblick auf die Theorie der nichtlinearen besten n-Term Approximation, siche z.B.
(DeVore, 1998), zu nennen. Dazu miissen zum einen Approximationsrdume analog zu
(Nitsche, 2004) bestimmt werden und zum anderen entsprechende Regularitdtsaussagen
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der stationdren Zustinde hergeleitet werden. Darauthin konnen Algorithmen konstruiert
werden, die diese Regularitdt ausnutzen. Ein moglicher Weg fiihrt dabei auf die in (Co-
hen et al., 2001) entwickelten und in (Dahmen et al., 2008; Rohwedder et al., 2010) auf
Eigenwertprobleme spezialisierten Algorithmen, die fiir eine grofe Klasse von Problemen
quasi-optimale Konvergenzraten liefern. Diese Algorithmen beruhen auf iterativen Verfah-
ren auf dem unendlichdimensionalen Raum der Entwicklungskoeffizienten. Ein Schliissel
zur Realisierung ist die effiziente ndherungsweise Anwendung der unendlich grolen Dis-
kretisierungsmatrix. Diese lassen sich jedoch fiir eine groe Klasse von Operatoren, auch
in hohen Dimensionen (Schwab und Stevenson, 2008), fiir jede Genauigkeit effizient durch
diinnbesetzte Matrizen mit nur endlich vielen Eintrdgen in jeder Zeile und Spalte ndhern
(s™-compressible/computable). Auf diese Weise kann die Matrix-Vektor-Multiplikation ef-
fizient fiir jede gewiinschte Genauigkeit berechnet werden. Die Frage, ob die Diskretisie-
rungsmatrix des Hamiltonoperators ebenfalls kompressibel ist, ist Gegenstand aktueller
Forschung (Flad und Schneider, 2010).

Die vorliegende Arbeit ist in drei grofle Teile aufgeteilt: Im ersten wird die Galerkindiskre-
tisierung hochdimensionaler Problem mit Hilfe anisotroper Waveletbasen im allgemeinen
Fall diskutiert. Erst anschlieend werden diese Ergebnis im zweiten Teil auf den Fall der
Schrodingergleichung spezialisiert. Im letzten Teil werden numerische Experimente fiir
das Heliumatom gezeigt.

Der erste Teil beginnt dabei mit einem einfiihrenden Kapitel iiber die Approximation mul-
tivariater Funktionen. Anhand eines einfachen Modellsystems wird aufgezeigt wie diinne
Gitter den sogenannten Fluch der Dimensionen herkommlicher Diskretisierungen brechen
konnen. In Kapitel 3 werden die gewichteten Sobolevraumen gemischter Ordnung ein-
gefiihrt, wobei die Menge der zuldssigen Gewichtsfunktionen beschrinkt wird. Fiir die-
se Rdume wird anhand des Lokalisierungsprinzips eine dquivalente Norm eingefiihrt, die
sich als Summe ungewichteter Normen auf Wiirfeln darstellen 1dsst. Aufbauend auf die-
ser Norm konnen dann in Kapitel 4 diskrete Normen auf den Entwicklungskoeffizienten
einer Waveletbasis angegeben werden. Fiir den Spezialfall eines exponentiellen Gewichts
werden damit in Kapitel 5 Approximanten konstruiert und Abschitzungen fiir deren Kon-
vergenzrate angegeben. Kapitel 6 zeigt, wie die so bestimmten endlichen Teilrdume als An-
satzriume eines Galerkinverfahrens benutzt werden konnen. Dabei liegt der Schwerpunkt
auf iterativen Losern und einer entsprechenden Vorkonditionierung. Das letzte Kapitel des
ersten Teils beschiftigt sich mit der schnellen Matrix-Vektor-Multiplikation.

Im zweiten Teil wird in Kapitel 8 kurz auf die grundlegende stationédre Schrodingerglei-
chung eingegangen und Literatur zu diesem Thema zitiert. Im darauf folgenden Kapitel
9 werden die Eigenschaften des Spektrums und der Eigenfunktionen diskutiert, speziell
die Resultate iiber die Existenz gemischter Ableitungen. In Kapitel 10 werden antisym-
metrische diinne Gitter konstruiert und deren Approximationsraten abgeschitzt. Das letzte
Kapitel des zweiten Teils beschiftigt sich mit den Matrixelementen der Diskretisierungs-
matrix.

Im letzten Teil werden numerische Ergebnisse zum Heliumatom vorgestellt. Dabei wird in
Kapitel 12 das Newtonpotential approximiert um die numerischen Berechnungen zu ver-
einfachen, wobei der Fehler im Spektrum kontrolliert wird. Die eigentlichen numerischen
Ergebnisse werden in Kapitel 13 vorgestellt.

An dieser Stelle mochte ich mich ganz herzlich bei Herrn Prof. Dr. Harry Yserentant fiir
die Betreuung und die Unterstiitzung bedanken. Prof. Dr. Helmut Harbrecht danke ich fiir
sein Interesse an meiner Arbeit und die Ubernahme des Zweitgutachtens. Nicht zuletzt
danke ich der gesamten Arbeitsgruppe von Herrn Yserentant, speziell Dr. Heinz-Jiirgen
Flad, Dr. Jochen Garcke, Christian Kamm, Christian Kreusler und André Uschmajew fiir
die Diskussionen, die Unterstiitzung und die nette Zeit.



Teil 1

Galerkinverfahren auf diinnen Gittern






KAPITEL 2

Approximation hochdimensionaler Funktionen

Bei der ndherungsweisen Losung von Eigen- und Randwertproblemen mit Hilfe des Ga-
lerkinverfahrens, siehe zum Beispiel (Braess, 2003) oder (Brenner und Scott, 2008), wird
in einem gewihlten endlichdimensionalen Unterraum des urspriinglichen Raumes eine ap-
proximative Losung bestimmt. Deren Genauigkeit ist dabei nach Ceas Lemma im We-
sentlichen durch die Bestapproximation der Losung in diesem Unterraum gegeben. Fiir
spezielle Kombinationen von Funktionenklassen und Ansatzfunktionen, wie zum Beispiel
Sobolevraume und lineare Finite Elemente, konnen so mit Hilfe von Ergebnissen der Ap-
proximationstheorie Konvergenzraten abgeschitzt werden.

Ein zentraler Punkt bei der approximativen Losung von Problemen in hohen Dimensionen
ist demnach die Approximierbarkeit multivariater Funktionen. Im vorliegendem Kapitel
wird daher anhand eines einfachen Modellproblems diskutiert, wie sich die Approxima-
tionsrate mit steigender Zahl von Dimensionen verhilt. Besitzt die zu approximierende
Funktion lediglich gewohnliche Sobolevregularitit, so wéchst der Aufwand zur Diskreti-
sierung exponentiell in der Anzahl der Dimensionen, was auch als Fluch der Dimensionen
bekannt ist (Bellman, 1957). Im Gegensatz dazu kann die Existenz gemischter Ableitungen
den Fluch bis zu einem gewissen Grad brechen.

Grundlage dafiir sind diinne Gitter, deren Anfinge sich in der russischen Literatur finden.
Analog zum Vorgehen in Abschnitt 3 hat Babenko (Babenko, 1960) zur Approximation
multivariater Funktionen hyperbolische Kreuze im diskreten Fourierraum eingefiihrt. Wei-
terhin wurde die Idee von diinnen Gittern auch bei der Integration multivariater Funktio-
nen (Smolyak, 1963) ausgenutzt. Die systematische Untersuchung zur Verwendung von
diinnen Gittern als Ansatzraum einer Galerkin-Diskretisierung wurde mit (Zenger, 1990)
eingeleitet. Eine Zusammenfassung der Geschichte sowie der Verwendung von diinnen
Gittern und viele Literaturangaben finden sich im Ubersichtsartikel (Bungartz und Grie-
bel, 2004).

Der Rest des Kapitels ist wie folgt aufgebaut. In Abschnitt 1 wird das Approximations-
problem vorgestellt. Um die Problematik der hohen Dimensionen klarer herauszuarbeiten,
werden bei dem Modellproblem einige Vereinfachungen getroffen. Zum einen wird das
Gebiet auf einen endlichen Wiirfel beschrinkt, das heiit das Abklingverhalten muss nicht
beriicksichtigt werden. Zum anderen werden die Funktionen durch wohl bekannte trigono-
metrische Funktionen approximiert. In Abschnitt 2 wird die Approximationsrate berechnet,
wenn die zu approximierende Funktion in klassischen Sobolevraumen liegt. Die Kernaus-
sage dieses Kapitels wird in Abschnitt 3 herausgearbeitet: Besitzt die zu approximierende
Funktionen gewisse gemischte Ableitungen hoherer Ordnung, bleibt die Approximations-
rate im Wesentlichen unabhéngig von der zugrunde liegenden Dimension.

Obwohl in diesem Kapitel nur ein Modellproblem behandelt wird, kann es dennoch als
Leitfaden fiir die folgenden Kapitel dienen. Die grundlegende Struktur kann auch bei der
Herleitung von Approximationsraten beziiglich anisotroper Wavelets verwendet werden,
siehe dazu auch Kapitel 4 und 5.
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1. Problemstellung

Ziel unserer Betrachtungen ist es, eine 27-periodische Funktion u : (0,27)Y — R in
N Variablen durch ein trigonometrisches Polynom zu approximieren. Bezeichnet man die
trigonometrischen Monome dabei mit

ve(®) = (2m) N2 fe N,

so lasst sich eine Approximation «# durch

U = Z Uy vi
kez
mit einer endlichen Teilmenge Z C Z% darstellen. Die Genauigkeit wird dabei in der
L2-Norm gemessen, das heifit der Ausdruck

1/2
fu=aloi=( [ lute) - a()? do)
(0,2m)N

soll minimiert werden. Hier und im Folgenden werden N-dimensionale Vektoren mit ei-
nem Pfeil gekennzeichnet.

Insbesondere soll das asymptotische Verhalten der Genauigkeit ||« — @||o der Approxima-
tion beziiglich der Anzahl der Summanden, das heifit der Michtigkeit 7 von Z, untersucht
werden. Die Konvergenzrate wird dabei beziiglich einer spezieller Funktionenklasse diffe-
renzierbarer Funktionen abgeschitzt. Untersucht wird somit das asymptotische Verhalten
der Funktion
o, = inf sup inf |l — allo

ICZN weH U=Xgcz URvg

1Z=n flullg=1
in der Anzahl n der Summanden. Hierbei bezeichnet H eine Menge von Funktionen mit
gewissen Glattheitseigenschaften, die durch die entsprechende Norm || - || 7 gegeben ist. o,
beschreibt also die bestmogliche Genauigkeit, die durch trigonometrische Polynome mit n
fest gewidhlten Monomen iiber die Einheitskugel in /I erreicht werden kann.

In diesem Kapitel wird der Fall untersucht, bei dem H durch Sobolevraume gewohnlicher
oder gemischte Regularitiit gegeben ist. Generell gilt, dass desto bessere Konvergenzraten
zu erwarten sind, je glatter die Funktion ist. Grundlegend ist dabei die Theorie der Fourier-
reihen, wie man sie zum Beispiel in Lehrbiichern von (Konigsberger, 2001) oder (Wilcox
und Myers, 1994) findet.

2. Isotrope Sobolevregularitit

In diesem Abschnitt wird die asymptotische Konvergenzrate abgeschitzt, wenn die zu ap-
proximierende Funktion gewohnliche Sobolevregularitit besitzt, siehe z.B. (Adams, 1975;
Kufner et al., 1977). Wir nehmen dazu an, dass die Funktion ein Element des Sobolevraums
H™((0,27)N) der Ordnung m ist sowie die Funktion und alle Ableitungen bis zur Ord-

nung m 27-periodisch sind. Die Norm || - ||,, auf H™((0,27)") wird dabei durch das
Skalarprodukt
(U, 0)m = > / O%u(2)0%(T) dZ
GeNy (0,2m)N
|@l1<m

induziert. Die auftretenden Ableitungen mit den Multiindizes & € N N d.h.

oy,

u=—
«q an ?
Ox(t - ... Oxly

sind dabei im schwachen Sinne zu verstehen, wobei | - |, die £,-Norm auf N bezeichnet.
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Bezeichnet nun H3((0,27)") die Vervollstindigung der unendlich oft differenzierbaren
und 27-periodischen Funktionen beziiglich der Norm || - ||;,,, so nehmen wir an, dass die
zu approximierende Funktion u ein Element von H22((0,27)™) mit m > 1 ist. Zur Kon-
struktion der Approximante @ werden wir die Eigenschaften der trigonometrischen Mo-
nome ausnutzen. Die Menge (vj;)j:c;~ bildet ein vollstindiges Orthonormalsystem von
L2((0,27)"). Damit lsst sich u eindeutig als

2.1 U = Z upvp,  up = ((vg)*, u)o

kezN
darstellen, wobei der Limes im L2-Sinne zu verstehen ist. Der Stern beim ersten Argu-
ment des Skalarprodukts bezeichnet die Komplexkonjugation. Die Koeffizienten (uj);; o~
werden wie iiblich Fourierkoeffizienten von u genannt. Durch die Orthonormalitét der tri-
gonometrischen Monome ist die Bestapproximation % auf einer gegebenen Indexmenge

I C ZV durch
U= Z ugp Uy
keT
gegeben. im Weiteren werden geeignete Indexmengen Z bestimmt und die Genauigkeit
abgeschiitzt.

Neben der L2-Orthonormalitiit stehen die trigonometrischen Monome beziiglich aller Ska-
larprodukte auf H™((0, 27)™) mit m € N paarweise senkrecht, das heift es gilt

((p)" v )m = O - Z 2a F R ezn.

aeNV
|@l1<m
Hierbei wird die Notation
78 _ .00 anN
kY =k RN

fiir Multiindizes @ € NV verwendet. Damit gilt

22) ullZ, = > 37 E Jug?,

aeNN geznN
|@l1<m

als Verallgemeinerung der Parsevalschen Gleichung. Man kann leicht zeigen, dass die
Norméquivalenz

e~ D L+ EE)™ Jugl.
kezN
gilt. Hier und im Folgenden wird a ~ b geschrieben, wenn sich a jeweils durch ein Viel-

faches von b nach oben (¢ < b) und unten (o 2 b) abschitzen ldsst. Die auftretende
Konstante wird dabei nicht nédher spezifiziert.

Nach Voraussetzung ist u ein Element von H22((0, 27r)"). Insbesondere muss daher

72 2 2

D RE™ fugl S llullf, < oo

EezN
gelten. Das bedeutet, dass die Koeffizienten uz im (2-Sinne wie |E |3 ™ abfallen. Betrachtet
man die Isoflichen des Gewichts \E |5*, so erhdlt man konzentrische Kreise im Koeffizi-
entenraum, sieche dazu auch Abbildung 1(a) fiir eine schematische Darstellung im Falle
N =2undm = 1.
Wenn nun eine Funktion durch eine endliche Linearkombination der Basisfunktionen (v;)
dargestellt werden soll, so kann diese a priori Information verwendet werden, um endlich

viele Indizes k auszuwihlen. Dabei wird man nur solche Indizes k berticksichtigen, fiir
die der zugehorige Koeffizient uz potentiell groB ist. Ein Mal dafiir ist die GroBe des
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ky

(a) (b)

ABBILDUNG 1. Schematische Darstellung der Isolinien 2!, 22, 23 und
24 fiir |k1 |2 + |k2|? (@) und (1 + |k1]?) - (1 + |k2|?) (b).

Gewichts: je kleiner das Gewicht, desto groBer kann der dazugehdorige Koeffizient sein und
umgekehrt. Aus diesen Uberlegungen setzen wir die Indexmenge

2.3) I, ={k e ZV||E3 < 2*"}, LeN,

das heiBt alle Punkte k, die innerhalb des Kreises um den Ursprung mit Radius 2% liegen.
Die Approximante sei nun durch
uy, = Z U EUE.

EGfL
definiert. Damit unterscheidet sich die Approximante u;, und die Funktion u in der Ent-

wicklung nach trigonometrischen Monomen nur in den Indizes k ¢ Tr. Mit Hilfe der
Normgleichheit aus Gleichung (2.2) gilt daher die Fehlerdarstellung

2.4) lu—urlly =11 > ugoglg = > lugl
keI keI

Benutzt man nun die Definition der Koeffizientenmenge aus Gleichung (2.3), so kann der
Approximationsfehler zu

k2 \m _ - ~
@5 Jlu-ulp< Y ('2%) fug? < 2725 SR gl < 27 2,
keTr, \;1“ EezN

[\v] V)

abgeschitzt werden. Damit wird die Funktion u durch uy, in der L2-Norm bis auf 2~1™
genau approximiert.

Diese Genauigkeit muss im Verhiltnis zum Aufwand, das heiflt zur Anzahl der benétig-
ten Freiheitsgrade, gesehen werden. Dazu muss nun die Michtigkeit der Indexmenge 7,
abgeschitzt werden. Nach Konstruktion ist diese durch die Anzahl ganzzahliger Indizes
kezN gegeben, die innerhalb einer N-dimensionalen Kugel um den Ursprung mit Ra-
dius 2% liegen: |E |2 < 22L. Diese Anzahl kann asymptotisch durch das Volumen der N-

dimensionalen Kugel abgeschitzt werden und man erhélt dadurch die Michtigkeit

)

wobei die Konstante nicht von L abhingt.
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Um eine Genauigkeit € > 0 der Approximation zu erhalten, muss die Diskretisierungsstufe
L entsprechend

Ju—urllo S 27" Julm <& = L >—logy(e/llullm)/m+c

gewihlt werden, wobei sich die Konstante ¢ aus dem Faktor der Fehlerabschitzung ergibt.
Dem entspricht somit ein trigonometrisches Monom vy, mit

N. ~ 2LN ~ 2—log2(s/|\u||m) N/m _ (E/”unm)—N/m ~ E—N/m

Termen asymptotisch in €. Stellt man das Ergebnis um, so kann mit einer Linearkombina-
tion u,, von n = 2~ Termen asymptotisch ein Fehler von

lu = unllo < 0=

erreicht werden. Das bedeutet, dass sich bei fester Regularitit m und immer groferen Di-
mensionen N die Konvergenzrate um den Faktor N verschlechtert. Dies wird auch als
Fluch der Dimensionen bezeichnet (Bellman, 1957).

Steigt die Regularitit m mit der Anzahl der Dimensionen N mindestens linear an, ist die
Konvergenzrate unabhingig von der Anzahl der Dimensionen. Fiir gew6hnlich kann ein
solches Verhalten jedoch nicht erwartet werden.

3. Gemischte Regularitit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, dass eine effiziente Approximation einer multivariaten
Funktion konstruiert werden kann, wenn bestimmte hohere Ableitungen existieren. Insbe-
sondere werden wir annehmen, dass fiir die zu approximierende Funktion u die schwache
Ableitung der Form
Nm
(2.6) ama—um
e 0a

fiir ein m > 1 existiert. Da jedoch nicht vorausgesetzt wird, dass alle Ableitungen der
Ordnung m NN existieren, ist die Forderung schwicher als die nach gewohnlicher Sobole-
vregularitit der Ordnung mN.

Als Beispiel einer Funktion, die hthere Ableitungen der obigen Form besitzt, aber nicht
alle Ableitung der entsprechenden Ordnung, sei

N
=@
=1

gegeben. Die Funktion ist ein Tensorprodukt! N univariater Funktionen u;, die jeweils
m-fach schwach differenzierbaren seien. Damit folgt, dass u als Funktion in N Variablen
zwar m-fach, jedoch im Allgemeinen nicht m/V-fach schwach differenzierbar ist. Dariiber
hinaus existieren aber hohere Ableitungen bis zur Ordnung m N, wie zum Beispiel die
in Gleichung (2.6) angegebene. Fiir Funktionen dieser Art wichst die Differentiationsord-
nung fiir bestimmte Ableitung linear in der Anzahl der Dimensionen.

Als neue Regularititsklasse fithren wir den Sobolevraum H™_((0, 27)") gemischter Ord-
nung ein, siehe auch (Schmeisser und Triebel, 1987; Bungartz und Griebel, 2004). Durch

(U, V)i = Y /O 2)0%(7) dT

aenV 27")N
\a|oo<m

istauf H™ ((0,27)") ein Skalarprodukt gegeben, das die Norm || - ||mix,m induziert.

Im Vergleich zu gewohnlichen Sobolevraumen H™ hat sich hierbei die Indexmenge beziig-
lich der Ableitungen gedndert. Nun wird nicht mehr iiber alle Multiindizes & mit |&/]; < m

IFiir eine Einfiihrung in Tensorprodukte und Tensorproduktrdume sieche Anhang B.
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summiert, sondern iiber solche mit |&|o, < m. Setzt man speziell a; = m fiir alle i =
1, ..., N so erhilt man genau die Ableitung m/NV-ter Ordnung aus Gleichung (2.6).

Unter Ausnutzung der erhohten Regularitit, es gilt offensichtlich H\  C H™, konnen
nun effizientere Approximanten konstruiert werden. Dazu wird nicht mehr die Indexmenge
T, aus Gleichung 2.3 verwendet, sondern ein sogenanntes hyperbolisches Kreuz. Dieser

Ansatz wurde schon in (Babenko, 1960) verwendet.

Wir nehmen nun an, dass u ein Element von H},, , ((0,27)") ist, d.h. der Vervollstindi-

gung unendlich oft stetig differenzierbarer und 27-periodischer Funktionen beziiglich der
Norm || * ||mix,m. Analog zu Abschnitt 2 kann man ebenfalls die Norm der gemischten

Sobolevriume iiber die Fourierkoeffizienten ausdriicken. Man erhilt eine Aquivalenz

N
el e ~ > T+ 1Kil*)™ gl
kezN i=1
Betrachtet man die Isoflachen dieses Gewichts, so erhilt man ein hyperbolisches Kreuz,
siche dazu auch Abbildung 1(b) fiir eine schematische Darstellung im Falle N = 2 und
m = 1. Aus diesem Grunde werden die gewdhnlichen Sobolevrdume auch isotrop genannt
und die gemischten anisotrop.

Man definiert nun anhand dieses Abklingverhaltens analog zum letzten Abschnitt eine neue
Indexmenge

N
Jo={kezN | T +k*) < 2%}

=1

Mit der selben Argumentation wie in den Gleichungen (2.4) und (2.5) folgt

-L
lu= 3" wgeglo S 275" ulmisn-
EEJL
Um die Konvergenzrate in diesem Fall zu bestimmen, muss die Anzahl der Koeffizienten

keJ 7 abgeschitzt werden. Dazu benutzt man eine Uberdeckung der Indexmenge 77,
durch dyadische Bereiche

N . .
K;:= ‘>_<1 K, Kj={kez|2% <1+ k> <220ty

fiir Indizes j € NN, Man kann leicht zeigen, dass

e U K

7l <L
gilt. Mit Hilfe der Abschétzung WC; ~ 2311 und kombinatorischen Uberlegungen folgt so
Jp S LV 12k,

wobei die auftretende Konstante unabhéngig von L ist. Fiir eine detailliertere Darstellung
siche zum Beispiel (Bungartz und Griebel, 2004). Somit ist die Méchtigkeit von [J, ver-
glichen mit 7y, entschieden kleiner, wobei dennoch die gleiche Genauigkeit in der Appro-
ximation erzielt wird.

Mit Hilfe dieser Abschitzung kann nun die Konvergenzrate bestimmt werden. Fiir die Ap-
proximation der Funktion u € H}7% ,.((0,27)") bis auf einem Fehler von ¢ beziiglich
der L?-Norm bendtigt man den Diskretisierungsparameter L mit

lu = urllo 275 ullmixm <€ = L > —logy(e/|[ullmixm)/m + ¢
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asymptotisch in €, wobei sich die Konstante c aus dem Faktor der Fehlerabschitzung ergibt.
Dies entspricht einer Anzahl von

Ne ~ |10g(5/”u”mix,m)|N_1(5/Hu||mix,m)_l/m ~ |log E‘N_lg_l/m

Termen in der endlichen Fourierreihe. Stellt man wiederum nach der Anzahl der Summan-
denn ~ LY=L . 2L uym, so erhilt man als Abschitzung

lu = unllo < (log )™ N =1 =

)
wobei hier L < logn verwendet wurde.

Bis auf logarithmische Terme ist die Approximationsrate einer Funktion in /N Variablen
mit gemischten Ableitungen der Ordnung m gleich der eines eindimensionalen Problems
mit isotroper Regularitéit m. Der Fluch der Dimensionen ist somit im Hinblick auf die
Konvergenzrate bis auf logarithmische Terme gebrochen.

Im vorliegenden Fall des einfachen Modellproblems erlaubt die Existenz hoherer Ableitun-
gen gemischter Ordnung somit eine effiziente Approximation. Eine analoge Situation er-
gibt sich jedoch allgemeiner auch bebei der Approximation von Funktionen in gewichteten
Sobolevrdumen wie sie in den folgenden Kapiteln behandelt wird. Obwohl statt trigono-
metrischer Polynome anisotrope Wavelets zur Approximation verwendet werden, ist das
Vorgehen zur Herleitung von Konvergenzraten diesem Kapitel sehr dhnlich. Damit kann
dieses Kapitel als Leitfaden der vorliegenden Arbeit dienen.

Zusammenfassend gesehen, waren die Normiquivalenzen zwischen den kontinuierlichen
Normen und den gewichteten Koeffizienten grundlegend: zum einen zu der Norm, beziig-
lich der approximiert werden soll, im vorliegenden Fall die L2-Norm, und zum anderen
zu der stirkeren Norm, hier entweder H™ oder H]: . Auf Basis der diskreten Normen
wihlt man nun sukzessive die Koeffizienten mit dem kleinsten Gewicht aus bis man die
gewiinschte Genauigkeit erhidlt. Zur Berechnung der Konvergenzrate musste anschlieend

noch die Michtigkeit der dadurch bestimmten Indexmenge berechnet werden.

Eine @hnliche Situation wird sich ebenfalls bei der Approximation von Funktionen in ge-
wichteten Sobolevrdumen ergeben. Waren die Norméquivalenzen durch die Parsevalsche
Gleichung im Falle trigonometrischer Polynome schon gegeben, miissen diese fiir die Wa-
veletdiskretisierung und die entsprechenden Réume erst hergeleitet werden. Dabei kommt
als weitere Schwierigkeit ein unbeschrinktes Gebiet hinzu und dariiber hinaus speziell bei
der Schrodingergleichung noch die Antisymmetrie. Das weitere Vorgehen, d.h. die Aus-
wahl geeigneter Ansatzfunktionen und die Bestimmung der Anzahl der Freiheitsgrade,
wird dann anschlieBend jedoch wieder dhnlich verlaufen.






KAPITEL 3

Gewichtete Sobolevraume

In diesem Kapitel werden gewichtete Sobolevriume gemischter Ordnung eingefiihrt und
untersucht. Diese werden zunéchst fiir ganzzahlige Ordnung definiert und anschlieend
durch Interpolation auf gebrochene Ordnung verallgemeinert. Das Augenmerk liegt da-
bei auf solchen Ridumen, die auf dem Gesamtraum definiert sind. Im Hinblick auf eine
spétere Waveletcharakterisierung der entsprechenden Raume wird mit Hilfe des Lokalisie-
rungsprinzips (Triebel, 1992) eine dquivalente Norm konstruiert, die aus einer gewichte-
ten Summe ungewichteter Normen auf endlichen Wiirfeln zusammengesetzt ist. Um die
erwiinschte Aquivalenz dieser so konstruierten Norm zu sichern, muss gefordert werden,
dass die Gewichte beziiglich dieser Wiirfel nur wenig variieren.

Sobolevriume gemischter Ordnung treten auf natiirliche Weise bei der Approximation von
Funktionen mit Hilfe diinner Gitter auf, sieche zum Beispiel (Babenko, 1960; Bungartz und
Griebel, 2004). Wurden bisher vor allem beschrinkte Gebiete betrachtet, werden in die-
ser Arbeit Sobolevraume gemischter Ordnung auf Gesamtraum betrachtet. Die zusitzlich
eingefiihrte riumliche Gewichtsfunktion erlaubt dabei eine Kontrolle iiber das Abklingver-
halten der Funktion und ihrer Ableitungen.

Gewichtete Sobolevraume treten dabei auch zum Beispiel bei der Untersuchung von dege-
nerierten elliptischen Gleichungen auf (Kufner, 1985) oder dienen zur Beschreibung von
singuldrem Verhalten (Kozlov et al., 1997). Allgemeiner als hier werden in (Triebel, 2006)
gewichtete Besov- und Triebel-Lizorkin-Rdume eingefiihrt. Dabei kann die Restriktion der
Gewichtsfunktion noch abgeschwicht werden (Schott, 1998; Rychkov, 2001). Gewichtete
Sobolevraume werden ebenfalls in (Griebel und Hamaekers, 2009) betrachtet, wobei das
Gewicht dort auf Polynome eingeschrankt wird.

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut. Im ersten Abschnitt werden die gewichteten Sobo-
levraume gemischter Ordnung fiir ganzzahlige Ableitungsordnung kanonisch eingefiihrt
und durch Interpolationstheorie fiir gebrochene Ordnung erweitert. Zudem wird die Men-
ge der in dieser Arbeit betrachteten Gewichtsfunktionen eingeschrinkt. Wir bendtigen im
Weiteren eine Charakterisierung der ungewichteten Rdume mit Hilfe der Fouriertransfor-
mation und geben diese in Abschnitt 2 an. Die ungewichteten Raume spielen dabei eine
entscheidende Rolle bei der Konstruktion der lokalisierten Norm in Abschnitt 3.

1. Definition

Die Sobolevriume gemischter Ordnung HT. aus Kapitel 2, Abschnitt 3, werden in diesem
Abschnitt in mehrfacher Hinsicht verallgemeinert. Erstens werden die Rdume so definiert,
dass die entsprechenden Funktionen neben der anisotropen Regularitit ebenfalls eine ge-
wisse isotrope Regularitit besitzen. Zweitens werden die Variablen in Hinsicht auf die
Regularititsergebnisse der Schrodingergleichung, Kapitel 8, in d-Tupel aufgeteilt. Drittens
wird im Ortsraum ein Gewicht eingefiihrt, wodurch das rdumliche Verhalten der Funktion
und ihrer Ableitungen beschrieben werden kann. Diese Information und genauer das Ab-
klingverhalten solcher Funktionen wird spiter notwendig sein um eine Approximation zu
konstruieren, siehe Kapitel 4 und 5.
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Im Wesentlichen werden im Verlauf der Arbeit vorrangig gewichtete Rdume gemischter
Ordnung auf dem Gesamtraum und ungewichtete auf einem endlichen Wiirfel benétigt.
Die hier gegebene Definition ist jedoch allgemein genug, um beide Fille zu behandeln.
Weiterhin sind auch klassische Sobolevraume dadurch definiert.

Bei der Notation muss beachtet werden, dass (d/N)-dimensionale Variablen in N d-Tupel
aufgeteilt werden. Dies spiegelt sich in der Schreibweise

zE':(azl,...,a:N), aci:(xi,l,...,xi,d)

wider: N-dimensionale Groflen werden mit einem Vektorpfeil gekennzeichnet, d-dim-
ensionale mit einem fetten Buchstaben bezeichnet, wihrend die einzelnen Komponenten
diinn geschrieben werden. Somit wird ein (dV)-dimensionaler Vektor fett geschrieben und
mit einem Vektorpfeil gekennzeichnet.

Weiterhin werden Multiindizes & € (Nd)N , wie in Kapitel 2 erklart, verwendet. Nach der

Festlegung der Notation kdnnen nun die gewichteten Sobolevrdume gemischter Ordnung
definiert werden.

DEFINITION 3.1. Sei d,N > 1, m,k € N, Q C R eine offene Menge und w eine
positive Gewichtsfunktion auf €2. Definiere die Menge A*™ < (N?)¥ der Multiindizes
mit

N

< k Z|also l|1 < m}

i=1

3.1 AR = L@ i + Bliso | max | Qmix,i|1

Der gewichtete Sobolevraum H. k, QL w) gemischter Ordnung ist durch die Menge aller

mix
messbaren Funktionen u gegeben, so dass (u, %) mixw,k .m,Q Mit

3.2) <U,U>mix,w,k,m,ﬂ = / aa aa ) (_') dz
cAk,m

endlich ist. Weiterhin ist durch den obigen Ausdruck ein Skalarprodukt auf H*™(Q, w)
gegeben. Die dadurch erzeugte Norm wird mit || - || mix,w,k,m,0 bezeichnet. Im Falle von

Q = R wird der Index (2 weggelassen, ebenso w im Falle w = 1.

Die Aufteilung der der Multiindizes AR™ in eine Summe von &y und &0 spiegelt die
zwei verschiedenen Glattheitsklassen wider. Zum einen gibt der Teil @, die gewohnli-
che, isotrope Glattheit wieder und stellt sicher, dass alle Ableitungen bis zur Ordnung m
beziiglich der gewichteten L2-Norm existieren. Insbesondere erhilt man die gewhnlichen
gewichteten Sobolevraume, falls k¥ = 0 gesetzt wird, d.h. es gilt

H™(Q,w) = HO™(Q, w).

mix

Zum anderen erlaubt die Bedingung an &, beziiglich eines jeden d-Tupels x; zusitzlich
m-fach abzuleiten. Die gesamte Ordnung der so gebildeten Ableitungen kann somit bis
zu Nm sein. Die in Kapitel 2 eingefiihrten Raume H¥. ((0,27)") sind als Spezialfall
HEL (((0,27)1)N, 1) enthalten.

Die Gewichtsfunktion w bestimmt das rdumliche Verhalten der Funktion und ihrer Ab-
leitungen. Allgemeiner konnte man auch fiir verschiedene Ableitungen & verschiedene
Gewichtsfunktionen wg einfiihren, siche auch (Triebel, 1992). Speziell fiir w = 1 erhilt
man die ungewichteten Rdume.

Wie im Falle von klassischen Sobolevriumen kann man nun durch Interpolationstheorie'
auch gewichtete Sobolevraume gemischter Regularitéit und gebrochener Ordnung einfiihren.

IFiir eine Einfiihrung in die reelle Interpolationstheorie siche Anhang A.
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DEFINITION 3.2. Seid, N > 1, m € N, s > 0 und w eine positive Gewichtsfunktion auf
einem Gebiet 0 C RV, Fiir s ¢ N definiere iiber die Interpolationstheorie
H&mﬁhw):[HﬁmGLw%HkaLwﬂe , k=Ts], 0=s/k

mix mix mix
,

den gewichteten Sobolevraum gemischter und gebrochener Ordnung. Dabei bezeichnet [ 5]
die kleinste ganze Zahl, die groBer oder gleich s ist.

Alternativ werden ungewichtete Rdume gebrochener Ordnung nach Sobolev-Slobodeckij
definiert, sieche zum Beispiel (Haroske und Triebel, 2008). Dieser Ansatz kann ebenfalls auf
Rédume mit Gewicht verallgemeinert werden. Es muss jedoch noch gepriift werden, welche
Voraussetzungen an das Gebiet und an die Gewichtsfunktion gestellt werden miissen, damit
beide Definitionen dquivalent sind. Im Falle der spiter betrachteten Gewichtsfunktionen
aus Definition 3.3 kann die Aquivalenz mit Hilfe der lokalisierten Norm, siehe Abschnitt
3, gezeigt werden.

In der vorangegangenen Definition kann nur der Index s, der die gemischte Regularitit be-
stimmt, gebrochene Werte annehmen. Jedoch kann durch eine zweite Interpolation eben-
falls gebrochene Ordnung in der isotropen Regularitét eingefiihrt werden. Dies wird jedoch
in dieser Arbeit nicht benotigt. Weiterhin sind jedoch gewohnliche, isotrope Sobolevraume
mit gebrochener Ordnung in der Definition enthalten. Setzt man N = 1 und Q C R?, so
gilt

(33) H*(Q) = Hyg (2,1),

fiir die ungewichteten Riume (w = 1).

im Weiteren Verlauf der Arbeit werden gewichtete Raume nur auf dem Gesamtraum un-
tersucht und ebenfalls die Menge der Gewichtsfunktionen eingeschrinkt.

DEFINITION 3.3. Sei d, N > 1 und w eine positive Gewichtsfunktion auf RN Die Ge-
wichtsfunktion w heilt lokal schwach variierend, falls es eine Konstante C,, gibt, so dass
fir alle &, § € R mit |Z — 3| < 1

(3.4 w(y) < Cop w(&)

gilt. Insbesondere soll also die Punktauswertung von w wohldefiniert sein.

In der Definition der lokal schwach variierenden Gewichtsfunktionen wird die Umgebung
eines Punktes & € R ohne Einschrinkung der Allgemeinheit mit Radius eins, der cha-
rakteristischen Léange im Ort, gewihlt. Jede andere Wahl des Radius fiihrt auf die gleiche
Klasse von Funktionen, wobei sich jedoch die Konstante ', dndert, siche auch den Beweis
von Lemma 3.4. Die Definition dhnelt dabei den lokalen Gewichten, wie sie zum Beispiel
in (Rychkov, 2001) eingefiihrt werden. In der Tat sind lokal schwach variierende Gewichte
in der dort verwendeten Notation A°°-Gewichte.

LEMMA 3.4. Sei w eine lokal schwach variierende Gewichtsfunktion mit Konstante C',.
Dann gilt fiir alle &,§ € RN mit | & — §lo < 1

ol w(@) < w(i) < Cow()

w
Auferdem existiert eine Konstanten v € R, so dass
w(E) < el
fiir alle & € RN gilt.
BEWEIS. Zum Beweis der ersten Behauptung wird # und g in Gleichung (3.4) ver-

tauscht. Fiir die zweite wird diese Ungleichung rekursiv angewandt. Wihle dazu das klein-
ste n € N mit |#|o, — 1 < n. Dann kann eine Folge £; € Z" fiiri = 0,...,n gefunden
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werden, so dass
bo=0, |[ti—Ff; 1|oo=1 i=1,...,n
und |Zn — &| < 1. Daher gilt mit rekursiver Anwendung der Ungleichung (3.4)
w(E) < w(0) - C" = w(0) - o8 Cwm,

Weiterhin gilt n < |#|,, woraus mit v = log C, die zweite Behauptung folgt. t

Als Konsequenz des letzten Lemmas ergibt sich, dass das Maximum und Minimum eines
lokal schwach variierenden Gewichts auf einem Wiirfel mit Seitenlinge 2 durch den Wert
am Mittelpunkt abgeschitzt werden kann. Weiterhin konnen Gewichtsfunktionen dieser
Art hochstens exponentiell wachsen. Im Folgenden werden nur solche gewichteten Sobo-
levraume untersucht, deren Gewicht lokal schwach variierend ist.

2. Fourierdarstellung ungewichteter Normen

Bevor im nédchsten Abschnitt die gewichteten Rdume genauer untersucht werden, wird in
diesem Abschnitt fiir die ungewichteten Raume gemischter Ordnung auf dem Gesamtraum
eine dquivalente Norm im Fourierraum hergeleitet. Damit kdnnen auf den Sobolevrium-
en mit gebrochener Ordnung dquivalente Normen mit expliziter Darstellung angegeben
werden. Mit Hilfe dieser Darstellung wird weiterhin gezeigt, dass sich die ungewichteten
Sobolevraume als Schnitte von Tensorproduktriumen darstellen lassen.

Durch dieses Vorgehen gewinnt man zum einen eine gewisse Intuition iiber die Eigen-
schaft der Funktionen gemischter Ordnung und zum anderen werden die Ergebnisse dieses
Abschnittes bei der Waveletcharakterisierung der gewichteten Sobolevraume gemischter
Ordnung im nichsten Kapitel eine wichtige Rolle spielen.

Als Hilfsmittel wird in diesem Abschnitt die kontinuierliche Fouriertransformation ver-
wendet, sieche zum Beispiel (Weidmann, 2000; Stein und Weiss, 1971) fiir eine Einfiihrung.
Diese ist fiir alle Funktionen f € L'(R*) N L2(R4Y) durch

(5) f@) = @m0 [ @) ag

RAN

definiert und auf dem gesamten L?(R%Y) durch Erweiterung des Operators.

Bei den Beweisen wird zuerst der Fall ganzzahliger Ableitungsordnungen betrachtet und
dann anschlieend auf den Fall gebrochener Ordnung mit Hilfe der Interpolationstheorie
verallgemeinert.

Mit Hilfe der Fouriertransformation kann nun folgende dquivalente Norm angegeben wer-
den.

LEMMA 3.5. Seid, N > 1und m,k € N. Dann gilt fiir Funktionen u € Hi’iT((Rd)N)
die Normdgquivalenz

N
i~ [ 0+ 16B)" TLO+ )" (@) a3,

i=1

wobei u die Fouriertransformierte von u bezeichnet.

BEWEIS. Mit Hilfe der Fouriertransformation lisst sich die Norm auf den ungewich-
teten Sobolevrdumen als

el = / LY @@ d@

&EAk‘,?YL
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schreiben. Auf Grund der Struktur von A*™ kann man ersten Term des Integranden als

—2a —2a —24a
w = w . w

acAk.m lali<m max |a; |1 <k

faktorisieren. Die erste Summe kann dabei durch (1 + \J\%)m nach oben und unten ab-
geschitzt werden. Der zweite Teil kann ebenfalls aufgespalten werden:

S o@e Ym0y (e

max;—1,... N |1 <k a1 |1 <k max;—2,.. N |o;|1<k i=2

Der erste Faktor kann wie oben #dquivalent durch (1 + |w;|3)™ ausgedriickt werden. Fiihrt
man dies rekursiv fort und setzt alle Faktoren zusammen, so erhilt man die Behauptung.
]

Mit Hilfe der Interpolationstheorie kann nun die Aussage des letzten Lemmas verallgemei-
nert werden.

SATZ 3.6. Die Aussage von Lemma 3.5 gilt ebenfalls fiir die Riume H."!
s > 0, wenn in der Aussage k durch s ersetzt wird.

(RN mit

BEWEIS. Nach Definition 3.2 ist die Interpolationsnorm auf H*" durch

mix

)
||uHI2nix,s,m :/(; t_1_29 inf [Hu valem +t2HU||m1ka] dt

ve Hk: m

mix

gegeben, wobei k = [s] und 6 = s/k gesetzt wurde. Mit Hilfe von Lemma 3.5 ist durch

N
. - fraN af koo -
inf / (1+ 1313 )m[\ (B) — (&))* + H (1+ |wz\§) |v(w)\2} das.
veH " JRAN i=1

ein dquivalenter Ausdruck fiir das Infimum im Integranden gegeben. Man bestimmt nun
punktweise das Minimum des Integranden und erhilt

1

N ~

(&) = - (D).
e [L (1 fwi)”
Man kann zeigen, dass das so definierte v ein Element von H™ ((R%)N) ist. Mit Hilfe

dieser Funktion kann nun die Interpolationsnorm einfach ausgerechnet werden und man
erhilt die Behauptung. U

Mit Hilfe der Fourierdarstellung der Normen aus dem letzten Satz kann man nun leicht zei-
gen, dass die ungewichteten Sobolevriume gemischter Ordnung sich als Schnitte von Ten-
sorproduktriumen darstellen lassen, siehe auch (Griebel und Oswald, 1995) und (Griebel
und Knapek, 2000) fiir den Fall beschriinkter Gebiete. Eine Zusammenfassung wichtiger
Eigenschaften von Tensorproduktriaumen befindet sich im Anhang B.

KOROLLAR 3.7. Seid, N > 1, m € Nund s > 0. Der Raum H; (R*)N) lasst sich als

N
Hii (RDY ﬂ H O T(RY), HY(RDY) = @ H" (RY)
darstellen, wobei €; den i-ten Einheitsvektor und 1 = (1,...,1) € RN bezeichne.

BEWEIS. Der Beweis bedient sich der Darstellung der dquivalenten Normen im Fou-
rierraum von Satz 3.6. Nach den Eigenschaften des Tensorprodukts, sieche Anhang B, gilt
fiir jedes £ € RN mit £ > 0 komponentenweise

t7 Nt —
I,y ~ e H 1 feld)” ()13 3.
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Mit der Abkiirzung | - || z+ sei die Norm auf dem oben definierten Schnitt der Riume
H F((Rd)N ) bezeichnet. Dann gilt fiir diese Norm

s—i—(s,7 m PR N
e~ [, [ZH _ |- la@) 4.
j=1li=1
Der erste Faktor im Integranden kann zu
N N
[ (g )] - TT (1 + wil3)
j=1 =1
faktorisiert werden. Der Term in der eckigen Klammern ist jedoch zu (1 + |<Zv|§) ™ dquiva-
lent, so dass mit Satz 3.6 die Behauptung folgt. (]

3. Lokalisierte Normen

In diesem Abschnitt wird eine dquivalente Norm auf H'" ((Rd)N , w) fiir lokal schwach
variierende Gewichtsfunktionen hergeleitet und zwar fiir alle s > 0. Dabei stellt sich die
Schwierigkeit, dass die gemischte Regularitit das Abklingen der Fouriertransformierten

bestimmt, wihrend das Gewicht das Verhalten im Ortsraum wiedergibt.

Aus diesem Grunde kann die Fouriertransformation im gewichteten Fall nicht direkt be-
nutzt werden, da sie im Ortsraum nicht lokalisiert ist. Abhilfe schafft das Prinzip der Lo-
kalisierung (localization principle) (Triebel, 1992). Dazu zerlegt man den Raum in sich
tiberlappende Wiirfel und approximiert die Gewichtsfunktion auf jedem einzelnen durch
eine Konstante. Somit erhilt man auf jedem Wiirfel eine ungewichtete Norm. Wegen der
speziellen Struktur der lokal schwach variierenden Gewichtsfunktion kann man den Fehler
zudem nach oben und unten abschitzen. Summiert man die Normen auf dem einzelnen
Wiirfel, so erhilt man eine dquivalente Norm.

Die lokalisierte Norm wird im néchsten Kapitel die Grundlage fiir die Konstruktion dqui-
valenter diskreter Normen beziiglich anisotroper Wavelets sein. Die Uberdeckung des Ge-
samtraumes durch Wiirfel kommt dabei der lokalisierten Struktur der Wavelets entgegen.
Durch den beschrinkten Triger der primalen und dualen Wavelets kann damit aus den
wohlbekannten Norméquivalenzen fiir die ungewichteten Normen jene fiir gewichtete her-
geleitet werden.

Wir beginnen mit der Definition der lokalisierten Norm.

DEFINITION 3.8. Seid, N > 1, m € N, s > 0 und w eine lokal schwach variierende
Gewichtsfunktion auf R . Definiere fiir £ € Z die Wiirfel

Qi ={# e R™ | |Z — €| < 1}.

und die Norm

-

(36) |Hu|”m1x w,s,m Z l Hu”mlx $,m,Qp" ’LUZ = U)( )
feczdN

fiir geniigend glatte Funktionen u : R*Y — R.

In einem ersten Schritt wird nun fiir s € N gezeigt, dass die oben definierte Norm dqui-
valent zu der Norm auf H:’ ((Rd)N , w) ist. Spiter kann die Aussage durch Interpolation

mix
auch auf gebrochenes s verallgemeinert werden.

LEMMA 3.9. Seid, N > 1, m,k € N und w eine lokal schwach variierende Gewichts-
funktion auf R¥N . Dann gilt die Normdquivalenz

< C,

-1 < 2 2
w Hu”nux,w,k,m ~ |||u|||mix,w,k',m ~ v ||uHmixw,k,m'

im Raum H"™ (RN, w). Hierbei sind die Konstanten unabhiingig von Cy, und u.

mix
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BEWEIS. Im ersten Schritt wird die linke Ungleichung gezeigt. Auf Grund der Uber-
deckung des Gesamtraumes R*Y durch die Wiirfel {Q; | £ € Z* } gilt

[l < D> D / |D%(#) 2w (Z) d.

PezdN GEAk.™

Mit der Holder-Ungleichung und der Eigenschaft der Gewichtsfunktion folgt damit die
Behauptung.

Nun wird die rechte Ungleichung gezeigt. Es gilt fiir alle Multiindizes & € A*™

> we/ | D%u(Z)[? da‘:‘:/m ID%u(@)]*[ Y wg] diE.
fezaN R E3eQy

Jeder einzelne Summand in der eckigen Klammer kann nun durch

wz < Cyp w(T)

abgeschitzt werden, da & und £in der |- |oo-Norm hochstens Abstand eins besitzen konnen.
Da die Summe nur endlich viele Terme besitzt, folgt die Behauptung durch anschlieSendes
Aufsummieren iiber die Multiindizes. ]

In einem zweiten Schritt soll nun gezeigt werden, dass die in Definition 3.8 angegebene
Norm ||| [ mix,w,s,m ebenfalls fiir gebrochene s eine dquivalente Norm darstellt. Dies ist die
Hauptaussage dieses Kapitels. Im Hinblick auf die diskreten Normen im nichsten Kapitel
ist die Aussage iiber gebrochene Ordnung notwendig, um die Normiquivalenz fiir eine
moglichst groe Spanne von Ordnungen zu erhalten und so den Regularititsbereich der
Wavelets voll auszuschopfen.

SATZ 3.10. Seid, N,m € N, s > 0 und w eine lokal schwach variierende Gewichtsfunk-
tion. Dann gilt die Normdquivalenz

w [l S C

< Nl [[ull
mix,w,s,m ~J mix,w,s,m ~o v mix,w,s,m

im Raum H ;02 (RDN w).

mix

BEWEIS. Fir s € N ist nach Lemma 3.9 nichts mehr zu beweisen. Im anderen
Fall setze k = [s] und 6 = s/k. Eine zentrale Rolle im Beweis spielen dabei die K-
Funktionale

Kz(t7u) = inf || UHmlwam +t2 ||UH1?nix,w7k7m und
UEH:;‘;; ((Rd)N,w
K2(t7 u, QZ) = inf || v”le 0,m Qe + t2 HU”fnix,k,m,Qz‘

UEHII:;}T(QZ)

Das erste K -Funktional wird verwendet, um die Normen auf dem Raum H,/' (R®)Y, w)
auf dem Gesamtraum darzustellen. Das zweite K -Funktional fiihrt auf die ungewichtete
Norm auf den Réumen H'"(Q 7) auf den Quadern @, die spiter mit den geeigneten
Gewichten die Norm ||| - [||mix,w,s,m bilden.

Im ersten Teil des Beweises wird die linke Ungleichung gezeigt. Sei dazu fiir alle ¢ > 0
eine Funktion v*(t) € HE (RN, w) gegeben die das Infimum im K -Funktional bis

mix

auf einen Faktor zwei annimmt, d.h. es gelte

3.7 1w = 0" () i .0, 8 10" O . < 257 (E )
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Mit Hilfe dieser Funktion folgt

el = > wg / 1 K2 (1, Q)

eEZdN

< Z we / t - 20 ||U ( )”mle’rn Q7 +t2 ||U*(t)HI2nix,k,7n,Qz} dt.

ZEZdN

Auf Grund des Satzes iiber die Monotone Konvergenz, siehe z.B. (Konigsberger, 2004),
kann die Summe mit dem Integral vertauscht werden und es gilt

)
—1-26
|||u|||12nix,w,s,m S ~/O t -2 [|||U ( )|||m1xw ,0om +t2 |||U ( )H‘mlxw km} di

oo
—1-20
/S Cw/o 3 12 [”u7v*(t)Hr2nix,u),0,rn‘Ft2 ||’U ( )”mlxwkm} dt?

wobei im zweiten Schritt die Norméquivalenz aus Lemma 3.9 fiir die auftretenden ganz-
zahligen Normen angewandt wurde. Schitzt man nun den Integranden durch Gleichung
(3.7) ab, so folgt die erste Behauptung.

ZdN

Nun folgt der Beweis der rechten Ungleichung. Dazu sei fiir jedes lc und fiir alle

t>0einvy(t) € H" e (Qg) gegeben, so dass

mix

(38) HU - U ( )Hmlx()m ,Qp +t2HU ( )HIIllkaQl < 2K2(U,t,QZ)

gilt. Sei weiterhin eine unendlich oft differenzierbare Funktion ¢ gegeben, so dass durch
die Funktionen

g = (- — Z), £cziN

eine Partition der Eins gegeben ist. Der Triger von ¢y sei dabei vollstindig in (07 enthalten.
Aus den lokal definierten Funktionen (v;. (t))g wird nun mit Hilfe der Partition der Eins die
global definierte Funktion

(3.9) v*(t) = Z ogv3(t)

fezan
konstruiert. Die so definierte Funktion ist dabei ein Element von Hmlx ((Rd)N , w), wie
im Folgenden gezeigt wird. Da der Triger von 5 vollsténdig in Q5 enthalten ist und die
Mengen (@) eine lokal endliche Uberdeckung bilden, folgt aus den Eigenschaften der
lokal schwach variierenden Gewichtsfunktion

(310) ||'U ( )Hmlxu} k,m N Z ||SDEU" ”mlxw k,m N Z wg””* Hmlx k,m Q
eeZdN leZdN

wobei die Beschrinktheit von ( und deren Ableitungen zusétzlich in der letzten Abschétzung
verwendet wurde. Jeder einzelne Summand kann nun nach Konstruktion durch

t2 ||vz(t)‘|?nix,k,m,Qz < 2K2(t7ua QZ) = 49t29/ 771729K2(taua QZ) dr
t

20 o —1—-26 2 20
< 40t / K2(7,u,Qg) dr = 408 )2y s .,

auf Grund der Monotonie des K -Funktionals abgeschitzt werden. Eingesetzt in Gleichung
(3.10) ergibt dies die Abschitzung ||v*(¢) S wobei die Kon-

||m1x w,k,m ~ |||u|||m1x w,s,m?
stante von ¢ abhingig ist. Mit der Abschitzung \Hu||\mlx wem S < Cy [l 215, 5,m AUS

dem ersten Teil des Beweises folgt damit, dass v*(¢) fiir alle ¢ > 0 ein Element von
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HE? (RN, w) ist. Damit kann v*(t) verwendet werden um das K-Funktional nach

mix

oben abzuschitzen:

K2(t7u) < HU—U ( )Hmlwam—’_tZ”v ( )Hmlxwkm

2
/S Z ||¢Z(u - vZ(t)) ||mix,w,0,m + t2H(pJU”( )”mlx w,k,m-"
fezan
Hier wurde wiederum die lokale Endlichkeit von (¢;); verwendet. Wegen supp(py) C
Qg der Holder-Ungleichung und den Eigenschaften der lokal schwach variierenden Ge-
wichtsfunktion folgt

Kz(t U < Cw Z ||U — Uz ( ))”mlx ,0,m,Qz + t2||’U ( )”mlx km Qe]
ZeZdN
SCw Y wyp K2(tu,Qy),
fezdN
wobei in der letzten Gleichung die Abschitzung (3.8) verwendet wurde. Somit folgt
Hu||mlx wsm = Cuw / t=1- 20 wz K2(t,u, QZ)] dt.
eeZdN

Eine Anwendung des Satzes iiber die Monotone Konvergenz zeigt die zweite Behauptung.
O






KAPITEL 4

Wavelet Entwicklung und diskrete Normen

Im vorliegenden Kapitel werden dquivalente diskrete Normen fiir die im letzten Kapitel
eingefiihrten gewichteten Sobolevraume gemischter Ordnung hergeleitet. Als Ansatzfunk-
tionen werden dabei anisotrope Tensorprodukte von Wavelets verwendet.

Funktionen in den betrachteten Rdumen besitzen eine bestimmte Lokalisierung sowohl im
Ortsraum als auch im Fourierraum. Ersteres wird dabei durch die Gewichtsfunktion und
zweiteres durch die gegebene Regularitit vermittelt. Mochte man aufbauend auf einem
Funktionensystem eine diskrete dquivalente Norm entwickeln, so miissen die Basisfunk-
tionen ebenfalls eine solche Lokalisierung aufweisen. Insgesamt liegen somit zwei wider-
strebende Forderungen vor, da aus der Heisenbergschen Unschirferelation folgt, dass beide
Eigenschaften nicht beliebig gut erfiillt werden konnen (Mallat, 1999, S.30). Eine perfekte
Lokalisierung im Frequenzraum (Fourierpolynome) bedingt eine Delokalisierung im Orts-
raum und umgekehrt. Daher muss ein Kompromiss zwischen beiden Extrema gefunden
werden.

Diese Aufgabe erfiillen Wavelets oder allgemeiner eine Mehrskalenanalyse (Mallat, 1989),
deren Entwicklung auf so verschiedenen Gebieten wie Signalverarbeitung, Physik und rei-
ne Mathematik stattgefunden hat. Fiir eine umfassende Einfiihrung und weiterfiihrende
Literaturangaben sei hier auf die Monographien von (Daubechies, 1992; Keinert, 2004;
Cohen, 2003) sowie den Artikel (Daubechies, 1996) verwiesen. Das vielleicht bekannteste
Beispiel ist die Haar-Basis, die auf verschiedene Weise verallgemeinert wurde. Insbeson-
dere seien hier die orthogonalen Basen mit beschrianktem Tréager hoherer Ordnung (Daube-
chies, 1988) und biorthogonale Mehrskalenanalysen basierend auf B-Splines hoherer Ord-
nung (Cohen et al., 1992) erwihnt. Man kann nun zeigen, dass solche Funktionensysteme
eine Reihe von Funktionenklassen charakterisieren konnen, darunter auch Sobolevraume.
Das heif3t es gibt eine Norméquivalenz zwischen gewichteten Entwicklungskoeffizienten
beziiglich dieser Basis und den kontinuierlichen Rdumen.

In der vorliegenden Arbeit wird im Speziellen die Existenz eines biorthogonalen Funktio-
nensystems vorausgesetzt, fiir das dquivalente diskrete Normen fiir Sobolevriaume H*(R?),
0 < s < 7mit7 > 0, gegeben sind. Zudem wird angenommen, dass sowohl die prima-
len als auch die dualen Funktionen beschrinkten Triager besitzen. Die Existenz solcher
Funktionensysteme ist wohlbekannt. Insbesondere werden diese Forderungen fiir beliebi-
ge 7 < oo von der auf B-Splines aufbauenden biorthogonalen Mehrskalenanalyse erfiillt,
falls die Splines geniigend hohe Ordnung besitzen (Cohen et al., 1992).

Mit Hilfe dieses Funktionensystems werden durch Bildung des Tensorproduktes anisotrope
Funktionen in dN Variablen konstruiert. Die Hauptaussage dieses Kapitels ist, dass dieses
Funktionensystem die gewichteten Sobolevridume gemischter Ordnung H," (R%)™Y, w)
charakterisiert, solange m + s < 7 gilt.

Der Beweis stiitzt sich dabei zum einen auf die spezielle Struktur der ungewichteten Sobo-
levraume gemischter Ordnung, die als Schnitt von Tensorproduktraumen dargestellt wer-
den konnen, sieche auch (Griebel und Oswald, 1995; Griebel und Knapek, 2000). Zum
anderen kann die gewichtete Norm durch das Prinzip der Lokalisierung als Summe unge-
wichteter Normen geschrieben werden, wie im letzten Kapitel gezeigt wurde. Auf Grund

29
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der beschrinkten Trédger der primalen und dualen Basisfunktionen kann auf diese Weise
eine Norméaquivalenz hergeleitet werden.

Das Kapitel ist dabei wie folgt aufgebaut. Im ersten Abschnitt wird die Notation der Wa-
veletbasis festgelegt und grundlegende Voraussetzungen formuliert. Anschlieend wird in
Abschnitt 2 gezeigt, dass die anisotropen Tensorprodukte der d-variaten Wavelets die un-
gewichteten Sobolevraume gemischter Ordnung charakterisieren. Aufbauend darauf wird
mit Hilfe der lokalisierten Normen im letzten Abschnitt 3 die Norméquivalenz zu den ge-
wichteten Raumen gezeigt.

1. Notation und Voraussetzungen

In diesem Abschnitt werden die Voraussetzungen an eine d-variate Mehrskalenbasis for-
muliert aus der im folgenden Abschnitt eine Waveletbasis im L2 (Rd)N ) konstruiert wird.
Grundlage ist dabei eine univariate biorthogonale Mehrskalenanalyse, aus der durch Bil-
dung des Tensorproduktes d-variate Wavelets entstehen.

Gegeben seien Funktionen ¢(9) (1) ) 1) ¢ 12 (R). Dabei wird 1(*) die (primale)
Skalierungsfunktion und ¢»(!) das (primale) Wavelet genannt und die Funktionen /(%) ¢)(1)
die duale Skalierungsfunktion bzw. das duale Wavelet.

Fiir Indizes € € {0, 1}¢ definiere die Funktionen

d d
- ®¢(6i), &) = ®1;(8z)
i=1 i=1
als Tensorprodukt univariater Funktionen. Durch
Y (x) = 2792 (2 — k), ee{0,1}, jeZ kel

und analog fiir 1/) & seien dyadisch skalierte und verschobene Funktionen definiert. Dabei
gibt € den Typ der Funktion, j die Stufe und k die Verschiebung an. Um die Notation zu
vereinfachen wird ein Multiindex

4.1 A= (e,j, k) € {0,1} x Z x 7.
eingefiihrt und die entsprechenden Funktionen anschliefend mit

Ua =0, D=0 A= (e,4,k).
bezeichnet. Die Aufpunkte werden dabei mit
4.2) xy =277 (ki,....kq) €RY, A= (e, j,k)
bezeichnet. Zur Notation seien auf den Multiindizes Funktionen
4.3) e(N) =€, JA) =N =4, k(A\) =k, A= (5].k)
definiert, die die einzelnen Komponenten extrahieren. im Folgenden sei eine Indexmenge
@4 V:={(0,0,k) | keZ' U{(e,jk)|e€{0,1}*\ {0}, j N, k ez}
eingefiihrt. Die erste Menge der Vereinigung besteht aus den Indizes der Skalierungsfunk-
tionen grobster Stufe, wihrend die zweite die Indizes aller Wavelets enthilt.
Auf dieser Menge sei fiir s € R der Raum ¢2(V) aller Folgen (uy) ey definiert, so dass

[(urevllZzery = D 2o funal®
AEV

endlich ist. Weiterhin ist #2(V) ein Hilbertraum, wie man leicht nachpriifen kann.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen sei nun folgende Generalvoraussetzung gestellt.
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VORAUSSETZUNG. Gegeben seien Funktionen (9 1) () (1) ¢ L[2(R) mit be-
schriinktem Trdger, so dass fiir ein £

(4.5) suppyy C {z € R | |z| <€}, o€ (9@, M @ 1}

gilt, also alle Tréger der entsprechenden Funktionen in einem Wiirfel um den Ursprung mit
Seitenldnge 2¢ enthalten sind. Es gelte fiir die Funktionen

@.6) (WO —k) N —k)) =6 b kK €Z, e, & €01},

wobei § das Kronecker-Delta bezeichne. Die ganzzahligen Verschiebungen der primalen
Funktionen 1) und 9 sind somit biorthogonal zu denen der dualen Funktionen (%)
und (1), Weiterhin sei 7 > 0 gegeben, so dass fiir alle 0 < s < 7 die Norméquivalenz

4.7 [ulls ~ [[(ux)revlez(wy,  un = (¥x, u)o

fiir alle uw € H*(RY) erfiillt ist.

Aus der Voraussetzung folgt insbesondere, dass die Funktionen {1y | A € V} den Raum
L?(R?) stabil aufspannen, siche z.B. (Cohen, 2003). Weiterhin ist durch {¢y | A € V} ein
zu {¢» | A € V} biorthogonales Funktionensystem gegeben, d.h. es gilt

(r,hn) =0y, AN EV,
Somit kann die Abbildung

(4.8) w s (1hy, w)o Py

als (nicht-orthogonaler) Projektor auf den von v, aufgespannten Raum gesehen werden.
Bei der Konstruktion von dquivalenten diskreten Normen auf gewichteten Sobolevrium-
en wird dabei entscheidend eingehen, dass diese Abbildung auf Grund des beschrinkten
Tréagers von 7,/; » lokal wirkt.

Die Forderung der Normiquivalenz in der obigen Voraussetzung kann ebenfalls als Iso-
morphismus des Operators

4.9) D:H*(RY) — 2(V), urs ((¥r,u)o)rev

fiir alle 0 < s < 7 formuliert werden.

Die Existenz solcher Funktionensysteme ist wohlbekannt. Zum Beispiel erfiillen die Daube-
chies-Wavelets (Daubechies, 1988) und die biorthogonalen Splinewavelets (Cohen et al.,
1992) die Voraussetzungen. Mit kleinen Anderungen der Indexmengen konnen ebenfalls
Multiwavelets, wie zum Beispiel die orthogonalen Splinewavelets (Donovan et al., 1996),
betrachtet werden.

2. Der ungewichtete Fall

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe des Tensorproduktes eine anisotrope Waveletbasis
fiir den L?((R%)™) konstruiert und die Norméquivalenz zwischen den gewichteten Wa-
veletkoeffizienten und den ungewichteten Réumen gemischter Ordnung H, [ ((R%)Y),
0 < s+ m < 7, hergeleitet. MafBgeblich fiir den Beweis ist dabei die Tatsache, dass diese
Réiume iiber Schnitte von Tensorproduktriumen dargestellt werden kdnnen, siehe Korollar
3.7. Da die Waveletbasis nach Konstruktion ebenfalls aus Tensorproduktfunktionen be-

steht, konnen die Ergebnisse aus Anhang B angewendet werden.
Die Waveletbasis im L? ((R?)") sei folgendermaBen definiert:

DEFINITION 4.1. Sei N > 1 und X € VV ein mehrdimensionaler Multiindex mit

—

)\:(/\1,...,)\]\7), )\i:(si7ji7ki>ev~
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Definiere die Funktionen

N
(4.10) vy =Qvn, eV

=1

als Tensorprodukt N d-variater Funktionen.

Im Gegensatz zu der Konstruktion der Wavelets in d Variablen aus Abschnitt 1 konnen sich
die Stufen (j;);=1,... n in den unterschiedlichen Dimensionen unterscheiden. Dadurch wird
der Tréger ein anisotroper achsenparalleler Quader.

Es wird sich nun zeigen, dass die Menge {¢5; | Xe vV } die ungewichteten Sobolevriume
gemischter Ordnung in einem gewissen Sinne stabil aufspannt. Zum Beweis wird zuerst
eine Normiquivalenz zu den Raumen H t((Rd)N ) hergeleitet aus denen nach Korollar

3.7 die Riume H"™ ((R")N) durch Schnitt entstehen. Zur Vereinfachung der Notation

werden folgende Grofen eingefiihrt

DEFINITION 4.2. Sei N > 1und X € V¥ ein Multiindex. Der Stufenvektor j(X) sei
durch
@.11) JX) = (Ml 1w

definiert. Weiterhin seien die GroBen

K/iso(x) = 2‘;(X)‘m, K‘mix()_\') = 2‘]()\)‘17
sowie fiir s, m € R die Abkiirzung

(4.12) Ksm(N) = K (X) - K1 (V)

ISO

definiert.

Die hier eingefiihrten Groen werden spéter in der diskreten Norm als Gewichte fiir die
Waveletkoeffizienten dienen. Die Definition der GroBen ks, und knix iSt dabei analog zu
der Aufteilung der Multiindizes A™* aus Definition 3.1 zu sehen: das Term ki, Steht
dabei in Verbindung zur isotropen und k,ix zur anisotropen Regularitit.

Es gilt folgende Normiquivalenz.

LEMMA 4.3. Seit € RY, wobei 0 < r<r komponentenweise gelten soll und T die
Ordnung der Normdiquivalenz angibt. Weiterhin sei u ein Element von H* ((Rd)N ) wobei
die Raume in Korollar 3.7 definiert sind. Dann gilt die Normdquivalenz

(4.13) 3 22 [y 2 o [ () ug = (5, wo.

XevN

Dabei bezeichnet das Skalarprodukt im Exponenten das euklidische Skalarprodukt auf R™ .

BEWEIS. Auf den d-dimensionalen Raumen H!(R?) mit 0 < ¢ < 7 ist der in Glei-
chung (4.9) definierte Operator D ein Isomorphismus. Analog zur Konstruktion von H?
werden folgende Hilbertraume

N
M) = Q) 4.(V)
i=1
eingefiihrt. Nach Definition von Tensorproduktoperatoren gilt

D®...@D:H(R)N) — 2(VY), wrs (5, 1)0)zepn-
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Nach Satz B.2 ist dieser Operator wiederum ein Isomorphismus und es gilt die Normiqui-
valenz

N
Y 5 2
Il ey ~ 3 [T 6550l
Sevn Li=1

Der Term in der Klammer kann nun als 227 (\) geschrieben werden, womit die Behaup-
tung folgt. (]

Mit Hilfe dieses Resultats kann durch Bildung des geeigneten Schnittes folgende Normiqui-
valenz hergeleitet werden.

SATZ 4.4. Seid,N > 1, m € Nund s > 0, so dass m + s < 7 gilt, wobei T die obere
Schranke der d-dimensionalen Normdiquivalenz angibt. Dann gilt die Norméiquivalenz

(4.14) ||u||12nix,s,m ~ Z K;g,m(x) |U;\'|2, uy = <'(/;,_\'7u>0
XevN
fiiruw € H2(RYN). Das Gewicht Ks.m (X) ist dabei durch Gleichung (4.12) gegeben.

BEWEIS. Fiir die Normiquivalenz mit H,;' ((R?)") muss nun der Schnitt mehrerer

Hilbertriiume der Form H'((R%)N) betrachtet werden, siehe dazu Korollar 3.7. Aus der

Voraussetzung 0 < m + s < 7 folgt fiir alle ben6tigten £ komponentenweise 0 < £ < 7
gilt. Damit kann Lemma 4.3 angewandt werden und es folgt nach Definition der Schnitte
von Hilbertraumen in Lemma B.4

N
il [222<<m~w+s~w<k>>] (ool
Sevn Li=i

Der Term in der Klammer kann nun dquivalent durch

N
3 g2((mets DI o, g2mlIDlt 26N — 2 (5)
=1

ausgedriickt werden, womit die Behauptung folgt. (]

3. Der gewichtete Fall

In diesem Abschnitt wird die Kernaussage dieses Kapitels bewiesen: die Norméquiva-
lenz gewichteter Waveletkoeffizienten zu gewichteten Sobolevraumen gemischter Ord-
nung. Der Beweis beruht dabei auf dem Zusammenspiel der lokalisierten Norm von Kapitel
4, Abschnitt 3, der Norméquivalenz zu ungewichteten Raumen des letzten Abschnittes und
der Tatsache, dass sowohl die primalen als auch die dualen Wavelets beschriankten Tréger
besitzen.

Die Aufpunkte der Wavelets in R%Y seien analog zu Gleichung (4.2) als
(4.15) Z; = (xn,,...,xy,) €RY
definiert. Mit Hilfe dieser Notation kann folgende Norméquivalenz formuliert werden.

SATZ 4.5. Sei d,N > 1, m € Nund s > 0, so dass m + s < 7 gilt, wobei T die
obere Schranke der d-dimensionalen Normdquivalenz angibt. Weiterhin sei w ein lokal
schwach variierende Gewichtsfunktion auf RN . Dann gilt fiir u € H>™ ((Rd)N , w) die
Normdquivalenz

@16)  Cu™ ullhixwsm S Y w(@x) 520N Juzl? S Cufllull?

mix,w,s,m>?
AeVN
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wobei uy; = %, w)o und ng = [£]+3 ist. Das Gewicht Ks.m (N) ist dabei durch Gleichung
(4.12) und & durch den Tréiger der Wavelets, siehe Gleichung (4.5), gegeben.

BEWEIS. Im ersten Teil des Beweises wird die linke Ungleichung gezeigt. Definiere
zu diesem Zweck fiir alle £ € Z4V die Indexmenge

= {X € VY | supp(v3) N Qg # 0}.

der Indizes aller Wavelets, deren Triger den Wiirfel Q7 schneiden. Dann gilt

@.17) Hu”mix,s,m,Qz - H _.Z uij\“ mix,s,m,Qg = H _‘Z UXU)X

AEVy AEVy

7
mix,s,m

wobei die letzte Ungleichung aus der Monotonie des K -Funktionals und damit der Normen
beziiglich des Gebietes folgt. Aus der Normiquivalenz aus Satz 4.4 folgt die Abschétzung

Hu”leSle Z ’ism |u,\|2
)\GVZ

Nun summiert man iiber alle Verschiebungen ¢ € 7N mit den passenden Gewichten wy
auf und erhélt nach Definition 3.8 der Norm || - |[|mix,w,s,m

el sicwsm S D [ D wgl K20 () Jugl?

XevN  E:Xevy

wobei hier schon die Indizes X umsortiert wurden. Ein fester Waveletindex A € VV liegt
nur in solchen Indexmengen V, fiir die |Z; — €| < & + 1 gilt. Aus der Eigenschaft der
lokal schwach variierenden Gewichtsfunktion folgt damit

el i, 0m S CETT D w(@s) w2, () Jug].

XevN
Setzt man die Norméquivalenz aus Satz 3.10 ein und verschlechtert die Konstante aus

Griinden der Symmetrie von C’LEHQ auf C,[FHS (es gilt C, > 1) erhilt man die erste
Ungleichung.

im Folgenden wird die rechte Ungleichung bewiesen. Die zentrale Idee ist dabei, dass die
Projektoren auf die Waveletriume, siehe Gleichung (4.9), lokal wirken. Setze fiir £ € 7N

= {Xe vV | E5 € Qq),
das heift die Indizes aller Wavelets, deren Zentren im Wiirfel (5 liegen. Fiir diese Menge

von Indizes definiere die Vereinigung aller Triger der zugehdrigen biorthogonalen Funk-
tionen:

QZ = U{supp@x ‘ X S @Z}.
Es gilt mit der Eigenschaft der Gewichtsfunktion

4.18) > w(@s) w2, (N usl? < Cw Y wg a2, (V) usl,

Xev; Xevy

wobei die Koeffizienten durch uy = <7/~’X’ u)o gegeben sind. Da die dualen Wavelets J’X
beschrinkten Tréger besitzen, sind die Koeffizienten u 5 fiir X ev 7 hur von der Restriktion

von u auf Q 7 abhéingig. Konstruiere nun eine unendlich oft stetig differenzierbare Funktion
, so dass
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und definiere die Translationen @y = (- — £) fiir £ € Z* . Da p; auf Q; den Wert eins
annimmt gilt also

uy = (Y, 05 w)o, Xe 62
fiir alle £ € ZV . Setzt man dies nun in Gleichung (4.18) ein, so erhilt man
> w(@z) w2,V [uzl < Cuwg Y K2 (N) (W5, g udol’,
XeVy Xev¥N
wobei hier schon die Summation auf alle Indizes X e V¥ erweitert wurde, was den Aus-

druck jedoch nur vergroBert. Mit Hilfe der Norméquivalenz fiir den ungewichteten Fall aus
Satz 4.4 folgt damit

= 2y 2 2 2
Z ’w(in) "{s,m()‘) |uX| 5 Cw U}z ||wzu||mix,s,m g Cw U)Z ||u||mix,s,m,supp vz’
X€@Z
wobei bei der zweiten Abschitzung die Holder-Ungleichung angewandt wurde. Die an-
schlieBende Summation iiber alle £ € Z4 liefert
= 2y 2 2
Z U)(J?X) Hs,m()\)|uX| 5 Cw Z ’LUZ ||u||mix,s,m,supp(pz'
XevN be7dN
Dabei wurde beriicksichtigt, dass jeder Index X in hochstens endlich vielen Indexmengen

@Z enthalten sein kann. Nun iiberdeckt man die Tréager suppy; mit den Wiirfeln Q5 und
erhilt

S w@) 2O S0 S [ Y wp] s,

AevVN £cziN gl QzNsupp @z #0

Nach Definition von ¢ gilt fiir festes £ fiir alle Indizes £ in der obigen Summe | ¢ 7 loo <
& + 1. Durch die Eigenschaften der Gewichtsfunktion folgt

S w(@s) k2 Nlugl S CE2 3wy i,
XevwN fezaN
Setzt man noch die Norméquivalenz zwischen den Normen || - || mix,w,s,m Und |||l mix,w,s,m
aus Satz 3.10 ein, so folgt die zweite Ungleichung. U

Mit diesem Ergebnis ist gezeigt, dass die Waveletkoeffizienten die gewichteten Sobolev-
rdume gemischter Ordnung charakterisieren. Dabei setzt sich der Gewichtungsfaktor zum
Koeffizienten |u|? aus den Teilen w(#y) und 2, (X) zusammen. In den ersten geht dabei
nur die Position des Trigers und im zweiten nur der Stufenvektor des Wavelets ein.






KAPITEL 5
Approximation durch Wavelets

In diesem Kapitel wird mit Hilfe der anisotropen Waveletbasen des letzten Kapitels eine
Approximante fiir Funktionen in gewichteten Sobolevrdumen gemischter Ordnung kon-
struiert und die Konvergenzrate explizit berechnet. Da die Funktionen auf dem Gesam-
traum definiert sind, muss zusitzlich ein gewisses Abklingverhalten im Ort, vermittelt
durch die Gewichtsfunktion, gefordert werden. Wir beschrinken uns bei der Diskussion
beziiglich der Gewichtsfunktionen auf eine Familie von exponentiell wachsenden Funk-
tionen wie sie auch in der Regularititsaussage von Eigenfunktionen der Schrodingerglei-
chung vorkommen, siehe Kapitel 9.

Wie schon im einfithrenden Kapitel 2 spielt die Charakterisierung der entsprechenden
Normen durch gewichtete Waveletkoeffizienten die zentrale Rolle, genauer die im letz-
ten Kapitel hergeleiteten Normédquivalenzen. Die Gewichte der Waveletkoeffizienten in
der Normiquivalenz aus Gleichung (4.16) geben bei der Charakterisierung der exponen-
tiell gewichteten Sobolevraume gemischter Ordnung eine a priori Informationen iiber die
GroBe der einzelnen Waveletkoeffizienten. Analog zum Vorgehen in Kapitel 2 kann man
damit sowohl eine Auswahl der relevanten Basisfunktionen treffen als auch den Fehler der
Approximation kontrollieren.

Als Approximationsrdaume ergeben sich diinne Gitter. Diese treten auf natiirliche Weise
bei der Approximation von Funktionen mit gemischter Regularitit auf, siche zum Beispiel
(Babenko, 1960; DeVore et al., 1998; Zenger, 1990), und kénnen sogar explizit tiber Opti-
mierungsstrategien hergeleitet werden (Bungartz, 1998).

In den genannten Arbeiten wird jedoch immer angenommen, dass die Funktion auf einem
beschrinkten Gebiet approximiert werden soll. Im Gegensatz dazu ist in der vorliegenden
Arbeit das Gebiet unbeschrinkt. Jedoch bestimmt die betrachtete, exponentielle Gewichts-
funktion ein Abklingverhalten im Ort. Dadurch erhélt man ein diinnes Gitter, das simultan
Restriktionen an die Stufen und an die Verschiebung der beriicksichtigten Wavelets stellt.
Generell konnen Wavelets grober Stufe weiter vom Zentrum entfernt sein als solche feiner
Stufe. Mit zunehmend besserer Auflosung wird sowohl der ortliche Diskretisierungsbe-
reich erweitert als auch Wavelets feinerer Stufe nahe des Ursprungs hinzugefiigt.

Die Hauptaussage dieses Kapitels ist, dass die Konvergenzrate bis auf logarithmische Ter-
me unabhiingig von der Anzahl der Dimensionen ist. Wie schon in Kapitel 2 ist somit der
Fluch der Dimensionen zu einem gewissen Grade gebrochen. Bei der Diskussion der Ap-
proximationsraten beschrinken wir uns dabei auf den Fall, dass der Fehler beziiglich der
Norm des gewohnlichen Sobolevraums H™ gemessen wird und die zu approximierende

Funktion im Raum H )" " mit m = m’ liegt. Der allgemeinere Fall, m # m/, kann analog
zu den Arbeiten (Bungartz und Griebel, 1999; Griebel und Knapek, 2000) betrachtet wer-
den. Unter bestimmten Voraussetzungen konnen so diinne Gitter hergeleitet werden, deren

Komplexitit keinen logarithmischen Faktor aufweist.

Der Rest dieses Kapitels ist nun wie folgt aufgebaut. In ersten Abschnitt werden die spezi-
ellen, exponentiellen Gewichtsfunktionen und die entsprechenden Rdume eingefiihrt. Bei
der Approximation wird sich in der Indexmenge ein diinnes Gitter ergeben, fiir das in Ab-
schnitt 2 ein abstrakter Rahmen gegeben wird. Anschlieend werden in Abschnitt 3 die
Indexmengen so bestimmt, dass dabei simultan im Ort und in den Stufen ein diinnes Gitter

37
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entsteht. Eine einfachere Struktur der Indexmenge entsteht, wenn der Raum auf Grund des
Abklingverhaltens von vornherein auf ein festes Gebiet beschrinkt wird. Bei geeigneter
Wahl des Gebietes konnen so mit klassischen diinnen Gittern bis auf logarithmische Fak-
toren die gleichen Approximationsraten wie im vorangegangenen Abschnitt erzielt wer-
den, wie Abschnitt 4 zeigt. Im letzten Abschnitt 5 wird untersucht, welche Auswirkung
die Missachtung der Gruppierung in d-Tupel hat. Es wird sich herausstellen, dass dabei
die Voraussetzungen an die Regularitit bzw. die Anzahl der verschwindenden Momen-
te der Wavelets zum Preis einer um logarithmischen Terme schlechteren asymptotischen
Approximationsrate abgeschwicht werden kann.

Wie schon im letzten Kapitel soll fiir alle Aussagen dieses Kapitels angenommen werden,
dass die Voraussetzungen aus Kapitel 4, Abschnitt 1 erfiillt sind.

1. Exponentiell gewichtete Sobolevriume

In diesem Abschnitt wird eine Familie von Gewichtsfunktionen eingefiihrt. Die Diskussi-
on der gewichteten Sobolevraume wird im Weiteren auf diese Gewichte beschrinkt. Ins-
besondere werden Approximationsraten beziiglich der anisotropen Waveletbasis nur fiir
diese Raume bestimmt. Fiir die betrachteten lokal schwach variierende Gewichtsfunktio-
nen aus Definition 3.3 zeigt Lemma 3.4, dass derartige Funktionen héchstens exponentiell
anwachsen konnen. Im Folgenden wollen wir diesen Grenzfall untersuchen und werden
die Diskussion auf diese Klasse von Gewichtsfunktionen beschréinken.

Eine Festlegung auf ein bestimmtes Abklingverhalten, vermittelt durch die Gewichtsfunk-
tion, ist notwendig, um eine endliche Approximation zu erhalten. Fiir die explizite Be-
stimmung der Michtigkeit geeigneter Indexmengen bei der Approximation wird dariiber
hinaus zusitzliche Information iiber das genaue Verhalten der Gewichtsfunktion benétigt.
Im Hinblick auf die Regularitit der Eigenfunktionen der Schrodingergleichung wird dabei
folgende Familie von Funktionen betrachtet.

DEFINITION 5.1. Seid, N > 1und v > 0. Definiere auf RN die Gewichtsfunktion
N

(5.1) wy (&) = [ e7®il=.
i=1

Fiir m € Nund s > 0 werde der Raum H®'"

mix

Sobolevraum gemischter Ordnung bezeichnet.

(RY)N, w.) als exponentiell gewichteter

Der Parameter -y bestimmt in der obigen Definition wie schnell die Funktion w., anwéchst.
Wird w., als Gewichtsfunktion benutzt, so ist v der bestimmende Parameter fiir eine rdum-
liche Lokalisierung fiir Funktionen in den entsprechenden Réumen H, " ((Rd)N , w.y):
durch 1/+ ist eine charakteristische Linge gegeben auf denen die Funktion und ihre Ablei-
tungen abklingen. Aus diesem Grund wird in allen folgenden Abschitzung die Abhédngig-
keit der auftretenden Konstanten von v immer explizit angegeben.

im Folgenden wird gezeigt, dass w., eine lokal schwach variierende Gewichtsfunktion nach
Definition 3.3 ist.

LEMMA 5.2. Seid, N > 1, v > 0 und w., die aus Gleichung (5.1) gegeben Gewichtsfunk-
tion. Dann gilt

wy(Y) < Cywy (%), C, = VAN

RdN

fiir alle 3,9 € mit |Z — oo < 1.

BEWEIS. Es gilt fiir alle z, y € R? auf Grund der Dreiecksungleichung

lylz < |z —yl2 + |2
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Mit der Abschitzung |x — y|o < V/d | — y|. folgt damit sofort fiir alle &, § € R mit

N
w’Y(g) < H (e’)’|wi\2 .e’Y\/a) _ e“/\/aN ’LU,y(ii:)

i=1

und somit die Behauptung. (|

2. Allgemeine Diinngitterriaume

In diesem Abschnitt werden allgemeine Diinngitterrdume als abgeschnittene Summe von
Tensorproduktriumen eingefiihrt. Darauf aufbauend werden in den folgenden beiden Ab-
schnitten Raume zur Approximation von exponentiell abklingenden Funktionen mit ge-
mischter Ableitung konstruiert.

Zur Definition seien Raume Z und {V () },cy gegeben, so dass

N
(5.2) Qv cz

i=1
gilt. Fiir jeden Raum V() sei weiterhin eine (i.A. nicht geschachtelte) Folge von endlich-
dimensionalen Unterrdumen gegeben, das heif3t es gelte

v v r=01,2,....

Aufbauend auf diesen Unterrdaumen konnen wir nun folgende Raume definieren.

DEFINITION 5.3. Der Diinngitterraum G, der Stufe L aufbauend auf den Rdumen
{Ve(l)}eeN, cen {VL;(N)}geN ist durch

N
(5.3) Gre=Y Zz mit Zz=QV,"
Zen” i=1
f<L

definiert. Fiir £ € NV ist |ﬂ 1 die Stufe des Tensorproduktraumes Z . Weiterhin wird NV die
(Diinngitter-) Dimension genannt.

Die entstehenden Ridume sind in Abbildung 1 fiir den Fall N = 2 und L = 2 als graue
Wiirfel gezeichnet. Der Vollgitterraum zur selben Stufe ist durch alle Wiirfel mit durchge-
zogenen Rand gegeben. Anhand dieses Beispiels kann man sehen, dass bei diinnen Gittern
wesentlich weniger Tensorproduktrdume beriicksichtigt werden miissen.

In den meisten Féllen stimmen sowohl die Riaume V' (?) als auch die Unterriume {V,”} ey
fiir alle Dimensionen ¢ = 1,..., N iiberein. Zum Beispiel sind in der klassischen Diinn-
gitterkonstruktion die Raume durch V) = H}([0,1]) und Z = H}([0,1]") gegeben. Die
Unterrdume V; sind dabei durch die eindimensionale hierarchische Hiitchenbasis gegeben.
Jedoch schlie3t die obige Definition auch andere Konstruktionen ein, wie zum Beispiel
hierarchische Basen hoherer Ordnung (Bungartz, 1998) oder auch Prewavelets (Nieder-
meier, 1999). Weiterhin fallen darunter auch Konstruktionen, fiir die die Rdume V@ aus
Funktionen in mehreren Variablen aufgebaut sind, zum Beispiel aus Wavelets (Schwab
und Todor, 2003) oder Finiten Elementen (Harbrecht et al., 2008). Im Falle parabolischer
Probleme wurden in (Griebel und Oeltz, 2007) auch verschiedene Riume V() benutzt, in
diesem Fall eine eindimensionale Mehrskalenbasis fiir die zeitliche Komponenten und eine
dreidimensionale fiir die rdumliche Komponente. In unserem Fall werden die Unterrdume

V}Z(i) fiir festes ¢ fiir alle ¢ = 1, ..., N identisch sein.
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ABBILDUNG 1. Die Menge der ausgefiillten Wiirfel stellen das diinne
Gitter G5 der Stufe zwei (L. = 2) fiir zwei Dimensionen (N = 2) dar,
siehe auch Definition 5.3. Der Vollgitterraum zur selben Stufe ist durch
die Menge aller Wiirfel mit durchgezogenem Rand gegeben.

3. Diinnes Gitter in Ort und Stufe

Ausgehend von der Normiquivalenz aus Gleichung (4.16) wird in diesem Abschnitt fiir
eine exponentiell abklingende Funktion gemischter Regularitit explizit eine Approximan-
te konstruiert und die Konvergenzrate abgeschétzt. Die Indexmenge ergibt sich dabei im
Sinne des letzten Abschnittes als ein verallgemeinertes diinnes Gitter, simultan im Ort und
in der Stufe der Wavelets. Das Vorgehen zur Bestimmung der Indexmenge als auch der
Konvergenzrate ist dabei zu Kapitel 2 sehr dhnlich.

Im Sinne der verallgemeinerten Diinngitterrdume werden zuerst die entsprechenden Un-
terrdume (V7)en definiert.
DEFINITION 5.4. Sei s,y > 0. Definiere fiir { € N die Indexmenge
(5.4) b ={N € V| 2% <w,(xy) 225 < 22HDY
und die entsprechenden Riume
Vi i=span{iix | A € o0}
fiir £ € N.

Die Mengen ¢q, ¢1, ... iberdecken die Menge der Indizes V vollstindig. Logarithmiert
man die Bedingung an die Indizes A in der Definition der Menge ¢, aus Gleichung (5.4)
so erhilt man

1
(5.5) C<F|xrlz +s5(N) <41, '~y:§'y-log26.

Man sieht, dass die Auswahl im Ort und in der Stufe gekoppelt ist. Fiir einen Index A in ¢y
muss das Zentrum x des entsprechenden Wavelets ¢ desto nidher am Ursprung liegen,
je hoher die Stufe j(A) ist, d.h. je feiner die zugehorige Auflosung ist. In Abbildung 2 sind
die Indexmengen ¢, ¢1 und ¢, fiir den Falld = 1, s = 1 und 4 = 1 skizziert.

Im folgenden Lemma werden die Indexmengen des daraus konstruierten diinnen Gitters
charakterisiert.

LEMMA 5.5. Sei s,y > 0. Fiir das aus den Riumen {V;}sen von Definition 5.4 gemdify
Definition 5.3 konstruierte diinne Gitter G, der Stufe L € N gilt

Gp=span{ys | X e ®r}, Zy={¢5|lc ;)
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o 0 0
j= \2\1 . —t—
NN T
R NG TN
=3

-3 -2 -1 0 1 2 3

ABBILDUNG 2. Skizze der Indexmengen ¢g, ¢1 und ¢, fiir den Fall
d=1,s=1und~y = 2/log, e. Die einzelnen Ebenen j = 0, ..., 3 ent-
sprechen den einzelnen Stufen der Ansatzfunktionen und jedem Strich
das Zentrum einer Ansatzfunktion. In den jeweiligen Mengen sind alle
Indizes enthalten, die im schraffierten Bereich oder an der Innengrenze
liegen.

mit den Indexmengen

N
(5.6) er=|J ¢p und é;= X o,
ZeNN =t
[¢l1 <L

wobei die Mengen ¢y in Gleichung (5.4) definiert sind.

In Abbildung 3 ist das diinne Gitter fir N = 2,d = 1, s = 1 und v = 2/ log, e skizziert,
wobei jeder Punkt fiir den Aufpunkt eines Wavelets steht. Man sieht, dass mit zunehmender
Stufe sowohl das Diskretisierungsgebiet vergrofiert wird, als auch mehr Funktionen nahe
des Ursprungs hinzugefiigt werden.

6 ; 6
3 3
0r 0
-3 -3
-6 - -6
-6 -3 0 3 6 -6 3 0 3 6
(a) Level 3 (b) Level 6

ABBILDUNG 3. Skizze der Indexmengen ®3 (a) und ®¢ (b) fiir den Fall
N =2,d=1,s=1und~v = 2/log, e. Dabei entspricht jedem Punkt
der Mittelpunkt eines Trigers.

Mit Hilfe dieser Indexmenge wird nun eine Approximante auf dem diinnen Gitter konstru-
iert, dessen Genauigkeit abhiingig vom Parameter L explizit bestimmt werden kann.

SATZ 5.6. Sei d,N > 1 und v > 0. Weiterhin sei m € N und s > 0 so, dass m +
s < 1 gilt, wobei T die obere Schranke der Normdquivalenz ist. Fiir eine Funktion u €
H (RN w.) konstruiere die Approximante wy, mit

mix

(5.7) ug = Y ugty,  ug = (U5, uo.

XG@L
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Dann gilt die Fehlerabschdtzung

2 A—
(5.8) = urllm S 7> 275l o 5m

~

beziiglich der H™ (RN )-Norm, wobei n¢ wie in Satz 4.5 definiert ist. Die Konstante ist
dabei unabhdngig von L und .

BEWEIS. Durch die Biorthogonalitit und die Norméquivalenz aus Gleichung (4.14)
gilt die Abschitzung

2 3N
lu —urlz = Y- ugwsl” < D 22 I=fug .

Xgor XgPr
Ijldizes X ¢ ®p, liegen nach Gleichung (5.6) in Mengen ¢; mit |Z] 1 > L. Somit gilt fiir
Ag DL

225|3(X)|1w7(:ﬁx) > 92L
so dass

= urlf S 2725 Y7 ws (@) w2 (N) fugl®
XevN

folgt. Dabei ist das Gewicht k ,,, in Gleichung (4.12) gegeben. Mit Hilfe der Norméqui-
valenz aus Gleichung (4.16) folgt somit die Behauptung. (]

Die Approximation wird somit beziiglich der Norm von ™ gemessen, wobei die zu ap-
proximierenden Funktionen ausgehend von H™ zusitzlich noch s Ableitungen gemischter
Ordnung besitzen. Um die Konvergenzrate zu bestimmen muss nun die Michtigkeit der
Menge ®;, asymptotisch in L bestimmt werden.

LEMMA 5.7. Sei s,y > 0. Fiir L € N besitzt die Indexmenge @1, aus Gleichung (5.6)
asymptotisch

ﬁq)L 5 ,Y—dN . LN—l 2dL/S

Elemente, wobei die Konstante unabhdngig von L und -y ist.

BEWEIS. Die Berechnung der Michtigkeit von ®;, wird in zwei Teilschritte zerlegt.
Zuerst wird gezeigt, dass sich die Anzahl der Indizes in ¢, aus Gleichung (5.4) fiir { € N
asymptotisch durch

oo Sy 2%/

abschitzen ldsst, wobei die Konstante unabhingig von ¢ und -y ist. Sei dazu ein Index
A € ¢ mit [\| = j gegeben. Lost man die Bedingung (5.5) an die Indizes A in ¢, nach
|z |2 auf, ergibt sich

{—js {+1—js

(5.9 <|xeal2 < 5 , mit 4 =~log,e /2.

Die Anzahl der Indizes A € V mit |A\| = j, die die obige Gleichung erfiillen, kann nun
folgendermaBen abgeschiitzt werden: Sei k = k(\) die Verschiebung und nach Definition
x) = 277k. Es wird die Anzahl aller ganzzahliger Indizes k € Z? gesucht, fiir die 277 | k|,
in einer Kugelschale um den Ursprung liegt, dessen innerer und duflerer Radius durch den
linken bzw. rechten Term in Gleichung (5.9) gegeben ist.

Asymptotisch kann diese Anzahl beschrinkt werden durch das Volumen der Kreisschale
dividiert durch das Volumen 2~% einer Einheitszelle. Das Volumen ergibt sich dabei asym-
ptotisch als das Produkt der Oberfliche einer Kugel mit dem inneren Radius (¢ — js)/4
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und der Dicke 1/7 als Differenz des duBeren und inneren Radius. Insgesamt kann damit
die Anzahl der Translationen k durch

< (Hla) L g
- v gl

abgeschitzt werden. Anschliefend muss noch iiber die moglichen Stufen j € N mit £ <
js < £+ 1 aufsummiert werden:

L€/s] .\ d—1
3 (“1—18> L gia < s,
J=1e/s1 v 7

was die Behauptung liefert.

Im zweiten Schritt kann damit die Méchtigkeit von ®;, berechnet werden, da &, als Ver-

einigung von Kreuzprodukten der Mengen ¢, definiert ist. Eine solches Kreuzprodukt ¢;
hat asymptotisch

~dgdli/s _ y~dN  gd|ll:/s

tor S|y

—

Il
N

7

Elemente und ist daher nur von der Norm \Z\ 1 abhédngig. Damit gilt fiir die Anzahl der
Elemente in ®j,

L
(5.10) 10 Sy 2 g {fe NV | iy = 0}
£=0
Aus kombinatorischen Uberlegungen folgt, dass die Michtigkeit der Menge aller ganzzah-
ligen und nichtnegativen N-Tupel ¢, deren Summe ¢ ergibt, durch
e = {4+ N-1 _

N N—1

(5.11) t{eN y£|1=e}=( N1 )Nz

asymptotisch in £ abgeschitzt werden kann. Insgesamt ergibt sich daher

L
bd, <IN ZKNA 9dl/s o n=dN [N=19dL/s
£=0
wobei die auftretende Konstanten unabhingig von L und + ist. O

Mit Hilfe der Abschitzung der Michtigkeit der Indexmenge ®;, kann man nun die Kon-
vergenzrate berechnen. Dies ist die zentrale Approximationsaussage dieses Kapitels.

SATZ5.8. Seid, N > 1 und~ > 0. Weiterhin seim € Nund s > 0 so, dass m—+s < 7 gilt,
wobei T die obere Schranke der Norméiquivalenz ist. Fiir u € H[ (RN w,)) existiert
fiir jedes £ > 0 eine endliche Linearkombination aus Funktionen {15 | Xe vV }, so dass
lu = vellm < €l|tflmixw,,s,m &ilt. Dabei kann asymptotisch die Anzahl der benotigten

Summanden in u. fiir ¢ — 0 durch
dne/(2s)  — 1
fu. < Cvni/( S)7 dN | logE|N 1 —d/s
abgeschiitzt werden, wobei ng wie in Satz 4.5 definiert ist. Die auftretende Konstante ist

dabei unabhdngig von € und .

BEWEIS. Setze c als die in Gleichung (5.8) auftretende Konstante, d.h. c ist ein Viel-

faches von 025/2. Wihle L € Nmit L = [~ log, £ +log, c]; das heiBtes gilt c- 27F < e.
Nach Satz 5.6 gilt fiir die entsprechend definierte Funktion uy, aus Gleichung (5.7) die
Fehlerabschitzung

[ = urllm < & l[tfmixuwn,sm-
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Die Menge der benétigten Indizes ist dabei durch die Méchtigkeit von ®;, gegeben, die
nach Lemma 5.7 asymptotisch durch

ﬁuL 5 'Y_dN . LN—l . 2dL/s

beschrinkt werden kann. Aus der Definition von L folgt L < —log, € + logs ¢ + 1 und
nach Einsetzen damit die Behauptung. (|

Dieses Resultat zeigt, dass der Fluch der Dimensionen zum Teil gebrochen ist: Der Ex-
ponent von ¢ hidngt nicht mehr von der Anzahl der Dimensionen N ab. Lediglich im lo-
garithmische Term | log €| taucht im Exponenten die Dimension auf, vergleiche dazu auch
Kapitel 2. Stellt man das Ergebnis wie in Kapitel 2 nach der Anzahl der Unbekannten
n ~ LN=124L/5 ym, so erhilt man asymptotisch eine Genauigkeit

(5.12) = tnlm < (Qogn)*N=1 . p=s/d

in der Anzahl der Summanden. Bis auf logarithmische Terme ist somit die Rate durch s/d
unabhingig von [N gegeben.

Dabei muss jedoch betont werden, dass die auftretenden Konstanten exponentiell von der
Anzahl der Dimension abhiingen. Dies folgt direkt aus der Beobachtung, dass die Konditi-
on der Norméquivalenz (4.16) im Allgemeinen ebenfalls exponentiell von IV abhéngt, sie-
he dazu Korollar B.3 im Anhang B. Im Falle v < 1 sieht man direkt, dass sich die Anzahl
der Terme im Bezug auf die Abklingrate wie %" verhilt. Die Konstante steigt demnach
exponentiell in der Anzahl der Dimensionen. Somit ist zwar die Rate bis auf logarithmische
Terme unabhingig von der Anzahl der Dimensionen, jedoch nicht die Konstanten. Weiter-
hin kann fiir bestimme Funktionen, wie zum Beispiel der Gaulschen Glockenkurve in d[N
Dimensionen, die gemischte Norm ebenfalls exponentiell mit der Anzahl der Dimension
wachsen.

Mochte man nun die Approximation beziiglich einer anderen Norm als H™ bestimmen
so kann man analog zu (Griebel und Knapek, 2000) vorgehen. In bestimmten Fillen kann
die Approximationsrate dahingehend verbessert werden, dass die logarithmischen Terme
verschwinden. Auch im vorliegenden Fall sollte diese Technik das gewiinschte Ergebnis
liefern.

4. Approximation auf einem endlichen Gebiet

In diesem Abschnitt werden Approximationsraume konstruiert, fiir die zuerst der Bereich
der Diskretisierung beschrinkt wird und anschlieSend dieses Gebiet mit Hilfe eines klas-
sischen diinnen Gitters diskretisiert wird. Im Gegensatz zum letzten Abschnitt erfolgt die
Auswahl der Ansatzfunktionen somit in zwei Schritten. Im ersten Schritt werden nur sol-
che Waveletfunktionen beriicksichtigt, deren Zentrum im vorgegebenen Gebiet liegt. Im
zweiten Schritt werden von diesen Funktionen solche ausgewdhlt, deren Stufe unter einer
bestimmten Schranke liegt. Dieses Vorgehen kann im Hinblick auf einfachere Datenstruk-
turen bei der tatsichlichen Realisierung Vorteile bringen und wurde zum Beispiel auch im
Rahmen der Diskretisierung der Schrodingergleichung verwendet (Griebel und Hamae-
kers, 2007).

In der folgenden Diskussion wird untersucht, wie sich die beiden Faktoren, Beschriankung
des Diskretisierungsbereichs und Beschriankung der Stufe des diinnen Gitters, auf die Ge-
nauigkeit der Approximante auswirken. Werden beide Parameter geeignet gewihlt, so
erhilt man — bis auf logarithmische Faktoren — die gleichen Approximationsraten wie im
letzten Abschnitt. Das Vorgehen bei der Konstruktion und der Herleitung von Approxima-
tionsraten ist dabei fast identisch mit dem des letzten Abschnittes.

Dieses Ergebnis rechtfertigt somit das Vorgehen, das Gebiet a priori als endlich anzusehen.

Um jedoch optimale Raten zu erhalten, sollte man die im letzten Abschnitt konstruierte
Approximationsraume nutzen.
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im Folgenden werden diinne Gitter aufbauend auf den folgenden Raumen untersucht.

DEFINITION 5.9. Sei s,y > 0 und ein Radius R > 0 gegeben. Definiere fiir / € N die
Indexmenge

(5.13) 05 = {)\ €V |22 < 22N < Q2D g |, < R}.
und die entsprechenden Rédume

W,R = Span{i/u ‘ A€ 9[73}
fiir £ € N.

In der Indexmenge 6, p werden daher nur die Indizes solcher Wavelets beriicksichtigt,
deren Zentren innerhalb einer Kugel mit Radius R liegen und deren Stufe |A| zwischen /s
und (¢ + 1)/s liegen. Mit Hilfe dieser Unterrdume wird nun ein diinnes Gitter aufgebaut.
Die entsprechenden Indexmengen werden im nédchsten Lemma bestimmt.

LEMMA 5.10. Sei s,y > 0 und ein Radius R > 0 gegeben. Fiir das aus den Rdumen
{Vi,r}een von Definition 5.9 gemdfs Definition 5.3 konstruiere diinne Gitter G, r der
Stufe L € N gilt

Gr,r = span{yy | = OrL.r}, ZZR = span{¢y |,X € QZR}

mit den Indexmengen

N
(514) ®L7R: U QZR, und QZR: >< @gi,R,
fenN =1
f<L

wobei die Mengen 0, r in Gleichung (5.13) definiert sind.

Im so definierten diinnen Gitter ergibt sich das Diskretisierungsgebiet als Tensorprodukt
d-dimensionaler Kugeln mit Radius R, d.h. nur Wavelets deren Zentren in diesem Gebiet
liegen werden in dem so konstruierten diinnen Gitter beriicksichtigt. Zusitzlich miissen die
Indizes X in der Indexmenge © 1, x die Bedingung |j(X)|; < (L + N)/s erfiillen, d.h. ein
klassisches diinnes Gitter der Stufe (L + N)/s bilden.

Mit Hilfe dieser Indexmenge kann nun eine Approximante konstruiert werden, wobei der
Fehler in den Parametern L und R kontrolliert werden kann.

LEMMA 5.11. Sei d,N > 1 und v > 0. Weiterhin sei m € N und s > 0 so, dass
m + s < 7 gilt, wobei T die obere Schranke der Normdquivalenz ist. Fiir eine Funktion
ue H2W ((Rd)N, ww) konstruiere dabei folgende Approximante wy, g mit

(5.15) U, R = Z ux¥s, u;=<1;x,u>o~
Xe€Or R

Dann gilt die Fehlerabschditzung
2 _ _
(5.16) u = wr gllm S CE"* max {e™ 2 275} [ul iy 5.m

~

beziiglich der H™(R)-Norm. Die Konstante ist dabei unabhiingig von L, R und .

BEWEIS. Durch die Normiquivalenz aus Gleichung (4.14) gilt die Abschitzung
2 =3
sl =) Y st 3 IO g
X6 r XgOr r
Nach Definition von ©, i aus Gleichung (5.14) gilt fiir jeden Index X ¢ O, g entweder

92sli0h 5 92L oder wo (Z5) > e
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Somit folgt
lu = ur |7 S max {2725, e} N wy(@Ey) w2, Jug)?
XevN

folgt. Mit Hilfe der Norméquivalenz aus Gleichung (4.16) folgt somit die Behauptung. [

Um die Konvergenzrate zu bestimmen, muss nun die Michtigkeit der Indexmenge O, r
in Abhéngigkeit der Parameter L, R und ~y bestimmt werden.

LEMMA 5.12. Sei s,y > 0. Fiir L € N und R > 0 besitzt die Indexmenge O g aus
Gleichung (5.14) asymptotisch

jj@L,R S LNfl 2dL/s RdN

Elemente, wobei die Konstante von L, R und -y unabhdingig ist.

BEWEIS. Der Beweis wird analog zu Lemma 5.7 gefiihrt. Man erhilt fiir die in Defi-
nition 5.9 gegebene Menge 0, r

ﬁQZ,R S 2d£/s Rd

und somit fiir das Tensorprodukt 6 , aus Gleichung (5.14)
ﬁeZR < 2d|l7\1/stN.
Folgt man nun der Argumentation aus Lemma 5.7, so folgt die Behauptung. O

Die Giite der Approximation einer Funktion auf dem Raum G'1, g wird durch die Parameter
L und R bestimmt. Bei einer effizienten Approximation wird man nun versuchen, dass die
dadurch entstehenden Fehler in etwa gleich grof sind. Diese Strategie fiihrt auf folgende
Approximationsrate.

SATZ 5.13. Seid, N > 1 und v > 0. Weiterhin sei m € Nund s > 0 so, dassm+ s < T
gilt, wobei T die obere Schranke der Normdquivalenz ist. Fiir u € H;;Z((Rd)]v, w,y)
existiert fiir jedes € > 0 eine endliche Linearkombination aus Funktionen {1y | X e
VN, sodass ||u—uc||m < € || mix ., ,s,m gilt. Dabei kann asymptotisch die Anzahl der
Summanden in u. fiir ¢ — 0 durch

fue < C;lng/@s) TN “og5|(d+1)1v71 e—d/s

abgeschiitzt werden, wobei ng wie in Satz 4.5 definiert ist. Die auftretende Konstante ist
dabei unabhdingig von € und .

BEWEIS. Setze c als die in Gleichung (5.16) auftretende Konstante, d.h. c ist ein Viel-
faches von C¢/%. Wihle K € Nmit K = [—log, e +log, c], das heiBtes gilt -2~ % < e.
Setze nun

2logy e

L=K, R= K.

Dann gilt ¢ max{2~%,e=7%/2} < ¢.27K < ¢ Nach Lemma 5.11 gilt somit fiir die
entsprechend definierte Funktion uy, r aus Gleichung (5.15) die Fehlerabschétzung
[ = ur,rllm < € [ullw,,mix,s,m-

Die Menge Menge der benétigten Indizes ist dabei durch die Michtigkeit von ©, g gege-
ben, die nach Lemma (5.12) asymptotisch durch

bur,p S KNI (K /)Y

beschridnkt werden kann. Aus der Definition von K folgt K < —logy € + logyc+ 1 und
nach Einsetzen damit die Behauptung. U
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Man sieht, dass auch beziiglich dieser Approximation die Rate in fiihrender Ordnung s/d
betridgt, wie auch in Satz 5.8. Jedoch verschlechtert sich die Approximationsrate um den
logarithmischen Faktor | log g|4V.

5. Approximation durch vollstindig anisotrope Basen

In den bisherigen Ergebnissen zur Approximation wird die d/N-dimensionale Variable &
in N d-Tupel aufgeteilt. Diese Aufteilung fiihrt im Falle der Schrodingergleichung auf
natiirliche Regularitétsklassen, bei denen die x-, y- und z-Koordinate eines jeden Elek-
trons zusammengefasst werden. Man kann sich nun fragen, wie sich die Approximations-
geschwindigkeit dndert, wenn eine Funktion in NV d-Tupeln als Funktion in d/N Variablen
gesehen wird. Die Ergebnisse dieses Abschnittes werden zeigen, dass sich die Approxima-
tionsrate nur in den logarithmischen Termen verschlechtert. Jedoch kénnen die Vorausset-
zungen an die Mehrskalenanalyse gelockert werden.

Bei der Notation miissen nun die Rdume mit Gruppierung in d-Tupel und ohne Gruppie-
rung unterschieden werden. Dies geschieht durch Klammerung wie in (R?)" oder durch
Weglassen der Klammer wie in R4V

Wir beginnen damit, die Regularitit einer Funktion in dN Variablen durch die in N d-
Tupeln abzuschitzen.

LEMMA 5.14. Sei m € Nund s,y > 0. Dann ist der Raum H;DT(RdN /) stetig in
H D ((RYN w.y) eingebettet, falls

' =s/d, ' =~/Vd,

gewdhlt wird.

BEWEIS. Im Beweis wird zunichst fiir ganzzahlige Werte m, k € N die stetige Ein-
bettung von

Hk: m(RdN ) I Hdk m ((Rd) w\/av)

mix mix

gezeigt. AnschlieSend folgt die Behauptung durch Interpolation. Fiir u € H I];S: (RN )
gilt nach Definition

9%u € L*(R™  w,)

fiir Indizes @ € A*™, siehe Gleichung (3.1), mit

N d
Q= Opix + Qiso,s . I?aXN |amix,i,ﬁ| < kv E § : Qiso z,ﬁ >
i=1,..., 4
B=1,....d =1 =1

Nun fasst man den Index & in d-Tupel zusammen. Alle Multiindizes & der oben definierten
Form sind ebenfalls in der Menge

{&:&mix'i'&iso i maX |am1x z|1 <dk Z|a1501|1 <m}
1=1,..., |
enthalten. Diese Menge bestimmt aber die Multiindizes, die bei der Norm des Raums
HE™(RYN, w,) auftreten, d.h. in dem Raum gemischter Regularitit beziiglich d-Tupel.

Fiir die Gewichtsfunktion folgt fiir = € R?

d
[ ws(zs) = X loal < 7 Villale = o - ()
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aus der Ungleichung zwischen der ¢1-Norm und der ¢5-Norm und den Eigenschaften der
Gewichtsfunktion. Aus den obigen Argumenten folgt somit

HUHH:;(: (RdNﬂU’Y) 5 Hul|Hi§;m((Rd)Naw\/E»y)

das heifit die stetige Einbettung der den entsprechenden Rdumen. Durch die Interpolati-
onstheorie kann die Aussage auch auf nicht ganzzahlige k verallgemeinert werden, so dass
die Behauptung folgt. (]
Die Einbettung gibt nun die Grundlage, eine Funktion u € H" ((Rd)N , w,y) durch ei-
ne vollstindig anisotrope Waveletbasis zu approximieren. Dazu wird u nun nicht mehr
als Funktion in N d-Tupel gesehen, sondern als Funktion in dN Variablen in der Regu-
laritéitsklasse an/ii’m (RdN Wy \/3) In der Folge wird die Funktion nun beziiglich der
Waveletbasis {15 | X € VN} approximiert, deren Basiselemente durch ein (dN)-faches
anisotropes Tensorprodukt gebildet werden. Jeder einzelne Index X € V4 besteht somit
aus dN Indizes \; g, miti = 1,..., N und 8 = 1,...,d. Fiihrt man nun auf diese Wei-
se die Approximation durch, so erhilt man analog zu den Sitzen 5.8 und 5.13 folgende
Konvergenzraten.

KOROLLAR 5.15. Sei d,N > 1 und v > 0. Weiterhin sei m € N und s > 0 so,
dass m + s/d < 7 gilt, wobei T die obere Schranke der Normdquivalenz ist. Fiir u €
H>" ((Rd)N , wv) existiert fiir jedes € > 0 eine endliche Linearkombination aus Funktio-

mix

nen {5 | X e VINY, so dass ||u — ucl|lm < e |t mix,w.,,s,m &ilt. Dabei kann die Anzahl

der Summanden in u. asymptotisch fiir ¢ — 0 durch

fue < Ogns/(%) TN HoggldN—l e—d/s
abgeschditzt werden oder durch

fu. < ijns/(%) AN |10g€‘2dN—1 Le—d/s

wenn man das Gebiet im Sinne von Gleichung (5.14) vorher festlegt. Die auftretenden
Konstanten sind dabei unabhdngig von € und . Hierbei ist ng wie in Satz 4.5 definiert.

BEWEIS. Nach Lemma 5.14 gilt

[l Sl

il (e, )

mix

a72m (RN w.)
Aus den Sitzen 5.13 und 5.8 folgen die angegebene Approximationsraten da die Voraus-
setzung m + s/d < 7 erfiillt ist; dabei muss d < 1, N < dN, s < s/d und v «— ’y/\/;i

gesetzt werden. (]

Der Satz besagt also, dass bis auf logarithmische Terme die gleiche Konvergenzrate er-
reichbar ist, aber die Anforderungen an die Mehrskalenanalyse von m + s < 7 auf m +
s/d < T gesenkt werden kann. Man verliert in beiden Fillen den logarithmischen Faktor
|log e|(d=DN



KAPITEL 6

Galerkin Methode auf diinnen Gittern

Die Resultate iiber die Approximation multivariater Funktionen im letzten Kapitel legen
nahe, die anisotropen Wavelets als Ansatzfunktionen in einem Galerkin-Verfahren zu be-
nutzen. Speziell werden in diesem Kapitel elliptische Gleichungen und elliptische Eigen-
wertprobleme in hohen Dimensionen und deren Diskretisierung mittels diinner Gittern un-
tersucht.

Dieses Kapitel fasst im Wesentlichen bekannte Resultate aus der Theorie der Finiten Ele-
mente zusammen, wie sie zum Beispiel in Lehrbiichern wie (Brenner und Scott, 2008)
aufgefiihrt werden. Diese Ergebnisse werden jedoch im Hinblick auf die hier verwendeten
Ansatzfunktionen speziell fiir diinne Gitter beziiglich anisotroper Waveletbasen formuliert.

Ein Augenmerk liegt insbesondere auf der Konstruktion effizienter Priakonditionierer im
Hinblick auf die Verwendung iterativer Loser. Ausgehend von der Norméquivalenz der dis-
kreten Norm beziiglich der Waveletkoeffizienten und gewohnlichen Sobolevnormen, siehe
Kapitel 4, wird gezeigt, dass durch geeignetes diagonales Skalieren ein Vorkonditionierer
mit stufenunabhiéngiger Kondition gegeben ist. Zusammen mit schnellen Routinen zur Be-
rechnung des Matrix-Vektor-Produkts, die im nichsten Kapitel untersucht werden, ergibt
sich somit ein effizientes Verfahren zur Losung elliptischer Gleichungen.

In den letzten Jahren wurde neben der Galerkin-Approximation eine weitere Methode ent-
wickelt um adaptive Verfahren zu konstruieren. Grundlage dafiir ist wiederum die in Ka-
pitel 4 gezeigte Normiquivalenz, oder genauer, der Isomorphismus zwischen geeignet ge-
wichteten Waveletkoeffizienten und Sobolevriumen, siehe auch Gleichung (4.9). Damit
konnen die Probleme #quivalent im Folgenraum ¢2 formuliert werden und dort Iterations-
verfahren zur Losung durchgefiihrt werden. Eine erste komplette Analyse ist dabei erstmals
in (Cohen et al., 2001) durchgefiihrt worden. Die Vorgehensweise wurde in (Rohwedder
et al., 2010; Dahmen et al., 2008) auf Eigenwertprobleme verallgemeinert und (Schwab
und Stevenson, 2008) beschiftigt sich mit hochdimensionalen Problemen. Diese Ergebnis-
se konnen auch auf die in dieser Arbeit verwendeten Ansatzfunktionen erweitert werden.

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut. Im ersten Abschnitt wird kurz das elliptische Pro-
blem eingefiihrt und anschlieBend das Gleichungssystem zur Bestimmung der approxi-
mativen Losung aufgestellt. In Abschnitt 2 wird ein stufenunabhéngiger Prikonditionierer
bestimmt. Im letzten Abschnitt 3 werden elliptische Eigenwertprobleme, und genauer die
niherungsweise Bestimmung der kleinsten Eigenwerte und dazugehoriger Eigenfunktio-
nen, untersucht.

1. Problemstellung und Approximationsresultate

Wir betrachten folgendes Problem. Sei ein Raum Z mit Norm || - || gegeben. Mit Z’ sei
der Dualraum und mit (-, -} die duale Paarung auf Z’ x Z bezeichnet. Wir nehmen an, dass
Z = H™(R) fiir ein m € N gilt.

Sei nun ein linearer und stetiger Operator T gegeben mit T : Z — Z’, der zudem stark
positiv ist; d.h. es gelte

(Tu,u) > ||ul|* firalle u € Z.

49
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Zudem sei T symmetrisch im dem Sinne, dass fiir alle u,v € Z
(Tu, vy = (To, u)
gilt. Somit ist durch die Bilinearform
t:ZxZ—->R, (u,v)— (Tu,v)

ein Skalarprodukt auf Z gegeben. Die dadurch erzeugte Norm wird Energienorm genannt
und ist dquivalent zur urspriinglichen Norm || - || auf Z.

Die Aufgabe besteht nun darin, fiir ein f € Z’ eine Approximation an die Losung u von
6.1) Tu=f in 2’

zu finden. Dabei wird angenommen, dass die Losung u zusétzlich gemischte Regularitit
besitzt und deren Ableitungen exponentiell abfallen; das heif3it es existieren Konstanten
5,7 > 0, so dass v im Raum H;"" (RN, w,) liegt.

Eine Niaherungslosung der Aufgabe (6.1) wird nun mit Hilfe der Galerkinmethode be-
stimmt, wobei als Testrdume die im letzten Kapitel eingefiihrten Approximationsrdume
verwendet werden. Mit dem Lemma von Cea folgt aus der Approximationseigenschaft
der Raume die Fehlerabschétzung fiir die Ndherungslosung. Der folgende Satz fasst die
Ergebnisse zusammen.

SATZ 6.1. Setze Z, = G mit L € N aus Lemma 5.5, bzw. Z, = G, g mit L € N und
R > 0 aus Lemma 5.10. Dann gilt fiir die Losung uy, € Zy, der Gleichung

(Tup,vp) = (f,vp) firalle v, € Zp

unter den oben gemachten Annahmen jeweils bis auf Konstanten die gleiche Fehlerab-
schéitzungen fiir ||u — up||.m wie in Satz 5.6 bzw. Lemma 5.11 angegeben. Die Approxima-
tionsraten sind mit denen aus den Scitzen 5.8 bzw. 5.13 identisch.

Zur Bestimmung der Niherungslosung kann nun ein lineares Gleichungssystem fiir die
Koeffizienten von w;, beziiglich einer Basis von Zj, aufgestellt werden. Dabei wird als
Basis die natiirliche Tensorproduktbasis auf den Diinngitterrdumen des letzten Abschnittes
gewdhlt.

Zur Vereinfachung der Notation werden im Sinne von (Brenner und Scott, 2008, Kapitel

7) Koordinatenabbildungen verwendet, was den Vorteil einer tibersichtlicheren Darstellung
besitzt. Seien zu diesem Zweck fiir £ € N Operatoren

(6.2) I R¥YVe v

durch Abbildung der Koordinaten beziiglich der Waveletbasis in V; in den Raum V' =
H™(R?) gegeben. In unserem Fall sind die Riume {V} } s bzw. {Vz g }ren aus Definition
5.4 bzw. 5.10 gegeben. Aus diesen Abbildungen konstruiere

N
6.3) Ir=Q)I,, [NV

i=1
Dadurch wird auf dem Raum Z; als Basis das Tensorprodukt der Basen von V..., Vp
gewdhlt.

Da Z;, die Vereinigung aller Z; mit |£_]1 < L ist, kann eine Funktion u;, € Zj somit durch
die Koordinaten

G ) Zy
T = [‘TZ]\[IlSL € R* L, xpe R#Z:
dargestellt werden. Weiterhin gilt
(6.4) up = Y Ipag

ZenN
[€1<L
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Um das Gleichungssystem fiir die Koordinaten x der diskreten Losung u;, zu formulieren
wird der adjungierte Operator [ } . 7' — R benotigt. Dieser ist kanonisch durch die
Forderung

<I;7f,x> = (f, Iz) firalle feZ' ze Rtz

gegeben, wobei hier (-, -) die entsprechenden dualen Paarungen bezeichne. Mit Hilfe dieser
Operatoren kann der diskretisierte Operator 7' : R¥Gr — RECGL gls

6.5) T = Teo) g, on<c

geschrieben werden. Die Matrix besitzt also Blockstruktur, wobei jeder einzelne Block
durch

(6.6) Ty :R¥Y2 - R¥r, Ty =TI
gegeben ist.

Die rechte Seite des Gleichungssystems ist durch
b=l <o br=Tef

bestimmt. Damit lautet nun das Gleichungssystem 72 = b. Die Galerkinlosung uy, und
damit eine Approximation an die Losung u von Gleichung (6.1), ergibt ist nach Losung
dieses Gleichungssystems durch Gleichung (6.4).

2. Prikonditionierung und Iterationsverfahren

Zur effizienten Losung des linearen Gleichungssystems 7'z = b konnen iterative Verfahren
verwendet werden, wie zum Beispiel die Methode der konjugierten Gradienten. Durch die
Norméquivalenz der Waveletkoeffizienten zu den Sobolevnormen konnen dabei einfache
und effiziente Prikonditionierer konstruiert werden.

Die gewichteten Waveletkoeffizienten sind dquivalent zur Norm auf H™, siehe Satz 4.4,
und diese wiederum &dquivalent zur von T induzierten Energienorm. Damit folgt wegen der
Transitivitdt auch die Normédquivalenz der gewichteten Waveletkoeffizienten zur Energie-
norm. Der durch

P:Z—27, ur Y 2200wy (5, )
XevN
definierte Operator geniigt somit der Norméquivalenz
(Tu,u) ~ (Pu,u), ueZ
Sei durch P die Diskretisierung von P beziiglich Z;, gegeben, das heif3it

P=[Pyila, o< Foo =T Plp.

Auf Grund der speziellen Struktur von P ist P diagonal beziiglich der gewihlten Basis. Da
die Norméquivalenz sich ebenfalls auf jeden endlichen Teilraum von Z vererbt, gilt fiir die
Matrizen

(Tx,x) ~ (Pz,z), x¢cR¥%n

unabhiingig von Zj,, d.h. ebenfalls eine spektrale Aquivalenz.
Mit Hilfe von P kann ein einfacher und stufenunabhingiger Vorkonditionierer konstruiert
werden. Transformiere dazu das Gleichungssystem 7'z = b mit Hilfe von

T=pP '\ 2rp=12 p=p1/?%

in ein dquivalentes Gleichungssystem T% = b fiir . Die urspriingliche Losung x kann
dabei durch z = P~1/2% berechnet werden. Das neue Gleichungssystem hat nach der
obigen Diskussion eine Kondition, die unabhiingig von der Stufe L beschrinkt ist. Da P
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zudem eine Diagonalmatrix ist, konnen die angegebene Transformation zudem einfach
berechnet werden.

Aus diesem Grund konvergieren Iterationsverfahren wie zum Beispiel die Methode der
konjugierten Gradienten angewandt auf dieses Gleichungssystem mit Raten, die unab-
hiingig von der Stufe L beschrinkt werden konnen. Fiir die effiziente Durchfiihrung der
Iterationsverfahren miissen jedoch auch die Anwendungen der Diskretisierungsmatrix auf
einen Vektor schnell berechnet werden. Dies wird Thema des nichsten Kapitels sein.

3. Eigenwertprobleme

In diesem Abschnitt wird eine kurze Einfiihrung in elliptische Eigenwertprobleme gege-
ben. Dabei beschrinkt sich die Darstellung auf Konvergenzaussagen fiir den kleinsten Ei-
genwert. Weitere Theorie findet man dabei in den Darstellungen (Chatelin, 1983; Babuska
und Osborn, 1989; Babuska und Osborn, 1991) und neuere Aussagen in (Knyazev und
Osborn, 2006). Speziell im Kontext der Schrodingergleichung wird dies in (Yserentant,
2010a) behandelt. Bei der Galerkin-Diskretisierung erhdlt man im Unterschied zu Ab-
schnitt 1 bei analogem Vorgehen ein verallgemeinertes Matrixeigenwertproblem anstatt
eines linearen Gleichungssystems.

Zu dessen Losung existiert eine Reihe von Verfahren, siehe zum Beispiel (Parlett, 1980).
In dieser Arbeit wird jedoch ein prikonditioniertes indirektes Verfahren verwendet, das in
(Neymeyr, 2001; Knyazev und Neymeyr, 2009) untersucht wird. Dieses Verfahren erlaubt
dabei Konvergenzraten analog zur Losung von linearen Gleichungssystemen. Fiir prak-
tische Berechnungen scheint dabei das Verfahren BLOPEX, wie es in (Knyazev, 2001)
vorgestellt wurde, das geeignetste zu sein.

Zur Formulierung des Eigenwertproblems sei neben dem Raum Z aus Abschnitt 1 noch
ein Hilbertraum (H, (-,-),| - |) gegeben, so dass H stetig und dicht in Z eingebettet ist.
Definiere weiterhin einen Operator

(6.7) E:Z—-27, u~ (u,),
wobei (-, ) das Skalarprodukt auf H bezeichne. Das Eigenwertproblem ist damit folgen-
dermafen gegeben: Gesucht sind Eigenpaare (A, ) mitu € Z \ {0}, so dass

Tu=MEu in Z’

gilt. Der Operator erfiille dabei die gleichen Voraussetzungen wie in Abschnitt 1. In der
Schreibweise iiber Bilinearformen ist dies dquivalent zu

a(u,v) = Au,v) firallev € Z,

siehe dazu auch die Diskussion in (Rohwedder et al., 2010). Weiterhin wollen wir anneh-
men, dass A; der kleinste Eigenwert ist. Dieser soll einfach und wohl getrennt vom Rest
des Spektrums liegen, das durch A > A1 nach unten beschrinkt sei.

In diesem Fall kann folgende Konvergenz des Galerkin-Verfahrens hergeleitet werden, zam
Beweis siehe zum Beispiel (Yserentant, 2010a).

SATZ 6.2. Sei uy mit |uy| = 1 eine Eigenfunktion zum kleinsten Eigenwert \, des Ei-
genwertproblems (6.7). Weiterhin sei Zy, C Z ein endlichdimensionaler Unterraum und
(A hsurp) mituyp € Zy \ {0} ein Losung zu

(68) <T’U,17h7’()h> = Al’h(ul}h,vh) fiir alle vy, € Zh,

wobei Ay p, kleinstmoglich gewdihlt werde. Dann gilt unter den obigen Annahmen die Ab-
schdtzung

0 S )\17}1 — )\1 S inf Hu1 — ul,h||2
up€Zp

Der Wert Ay j, konvergiert somit quadratisch im Abstand von Z;, zum Eigenvektor u.
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In unserem Fall wollen wir annehmen, dass der Raum H = L2(R®)und V = H™(R)
fiir ein m > 1 gilt. Analog den Aussagen in Satz 6.1 konnen damit folgende Konvergenz-
aussagen hergeleitet werden.

KOROLLAR 6.3. Setze Zj, = G, mit L € N aus Lemma 5.5, bzw. Zp, = G r mit L € N
und R > 0 aus Lemma 5.10. Weiterhin liege die Eigenfunktion uy zum Eigenwert A\ im
Raum Hy0 (RN w.), wobei m + s < 7 und ~ > 0 gelte. Hierbei ist T die Schranke
der Normdquivalenz der Waveletbasis. Dann gilt fiir die Losung A1, der Gleichung (6.8)
unter den obigen Annahmen die Fehlerabschdtzung

0< A — AL S CFey 2N 272 )2

mix,w~,s,m
im ersten Fall, bzw.

0< Ap— A1 S CY 2N max{e "7, 2725} |ul|2

mix,w~,s,m

im zweiten Fall. Die Konstanten sind dabei unabhdngig von L, v und R.

Um die approximative Losung (A1 5, u1,5) zu bestimmen muss ein verallgemeinertes Ei-
genwertproblem fiir die dazugehorigen Koordinaten von wy, ; gelost werden. Analog zur
Diskretisierung von T, siehe Gleichungen (6.5) und (6.6), erhilt man fiir den Operator E
die Matrix

_ 7
E= [EZZ/L[MZ’\]SL’ Egp = 1B 1z,
so dass die Bestimmungsgleichung durch
Tx =M\ Ex

gegeben ist. Gesucht ist dabei der kleinste Eigenwert A1 j, und der dazugehorige Eigenvek-
tor xy p.

Zur Losung kann neben klassischen Verfahren (Parlett, 1980) auch die prakonditionierte
inverse Iteration verwendet werden. Diese Iteration wurde erstmals in (Samokish, 1958)
und (Godunov et al., 1976) untersucht. Neuere Ansétze zur Konvergenzuntersuchung sind
dabei in (Knyazev und Neymeyr, 2009) gegeben. Im Falle von Operatorgleichugen wurde
die Konvergenz darauf aufbauend in (Rohwedder et al., 2010) hergeleitet. Analog zu den
Verfahren fiir lineare Systeme in Abschnitt 2 wird der dort definierte Prakonditionierer,
nach geeigneter Skalierung, verwendet.

Fiir einen gegebenen Vektor x € R*#» wird mit Hilfe der Vorschrift

(Tx, )

(Ez,x)

der Nachfolger a’ generiert, wobei u(x) der Rayleighquotient von z ist. Die Skalierung «
wird so gewihlt, dass

(1-B)(Tw,z) < (aPz,x) < (1+ 6) (Tz,x), x € R¥

(6.9) v =z +aP Y Te — px)Ex), plx)=

fiir ein moglichst kleines 3 gilt. Fiir die so entstehende normierte Folge (xy)x=0,1,... und
den entsprechenden Rayleighquotienten (£41)x=0,1,... kann folgende Konvergenz gezeigt
werden, siehe auch (Knyazev und Neymeyr, 2009; Rohwedder et al., 2010).

SATZ 6.4. In der Notation von Gleichung (6.9) gelte fiir den Rayleighquotienten g des
Startwerts xo po < A2,n, wobei A 1, den zweitgrofite diskreten Eigenwert bezeichne. Dann
gilt fiir die Folge der Rayleighquotienten Ly, |41, . . . die Abschditzung

e —An S (Pe—1—Ap), <1

fiir alle k = 1,2, . ... Hierbei ist q von der Qualitiit des Priikonditionierers (3 sowie vom
Ausdruck (A1, — Aa,p)/A1,p abhdingig. Insbesondere konvergiert die Folge (i) ken der
Rayleighquotienten linear gegen den kleinsten Eigenwert Ay p,.
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Bisher wurde hier nur die Konvergenz des Rayleighquotienten betrachtet. Weiterhin exi-
stieren auch Aussagen iiber die Konvergenz der Eigenvektoren. Fiir genauere Abschitzun-
gen siehe zum Beispiel (Knyazev und Osborn, 2006) oder (Yserentant, 2010a).



KAPITEL 7

Algorithmen auf diinnen Gittern

Im letzten Kapitel wurde fiir elliptische Probleme das Gleichungssystem zur Bestimmung
der Néherungslosung aufgestellt und gezeigt, dass durch diagonales Skalieren ein effizien-
ter und einfacher Prikonditionierer gegeben ist. Verwendet man geeignete iterative Verfah-
ren so sind die Konvergenzraten stufenunabhiingig. Zur effizienten Realisierung iterativer
Verfahren wird jedoch zusitzlich eine schnelle Routine benétigt, die die Anwendung der
Steifigkeits- bzw. Massematrix auf einen Vektor berechnet.

Verwendet man wie im letzten Kapitel diinne Gitter beziiglich einer anisotropen Wavelet-
basis fiir die Diskretisierung, so stellt man fest, dass die Diskretisierungsmatrizen selbst fiir
lokale Operatoren im wesentlichen voll besetzt sind. Eine direkte Berechnung des Matrix-
Vektor-Produkts ist somit ineffizient und das Nadelohr bei iterativen Verfahren.

Jedoch konnen in speziellen Fillen effiziente Routinen entworfen werden, die die Anwen-
dung der Diskretisierungsmatrix auf einen Vektor effizient, d.h. linear in der Grofle des
Vektors, berechnen konnen. Solch ein Verfahren wurde erstmals fiir ein klassisches diinnes
Gitter aufbauend auf der eindimensionalen hierarchischen Basis angegeben (Balder und
Zenger, 1996; Bungartz, 1992; Bungartz, 1998). Kern dabei ist ein Algorithmus, der die
Tensorproduktstruktur des zugrunde liegenden Operators ausnutzt und dadurch nur linear
in der Anzahl der Unbekannten skaliert. Fiir allgemeinere Diinngitterriume, wie zum Bei-
spiel Multilevel Frames Finiter Elemente (Harbrecht et al., 2008) kann ein suboptimaler
Algorithmus angegeben werden, der auf den Uberlegungen von Schwab und Todor beruht
(Schwab und Todor, 2003).

Der zentrale Punkt dieses Kapitels ist nun, aufbauend auf den oben genannten Algorith-
men, einen linear skalierenden Algorithmus auf verallgemeinerte Diinngitterraume zu kon-
struieren. Grundlage der Untersuchung ist dabei eine abstrakte Formulierung auf beliebi-
gen verallgemeinerten Diinngitterrdumen, wobei die in Kapitel 5 definierten Ansatzriume
von Lemma 5.5 und 5.10 als Spezialfall angesehen werden konnen. Auf diese Art treten
zudem die zugrunde liegenden Mechanismen deutlicher hervor.

Dazu wird im ersten Abschnitt aufgezeigt, wie hoherdimensionale diinne Gitter rekursiv
aus niederdimensionalen aufgebaut werden konnen. Mit Hilfe dieser Technik kann man
sich fiir die weiteren Aussagen auf den Fall eines zweidimensionalen diinnen Gitters be-
schrinken. Im Abschnitt 2 wird die Struktur der Diskretisierungsmatrix bestimmt. An-
schlieBend wird in Abschnitt 3 ein Algorithmus angegeben, der die vorhandene block-
weise Tensorproduktstruktur ausnutzt. Das Unidirektionale Prinzip wird anschlieend im
Abschnitt 4 vorgestellt. Im vorliegenden Fall kann zusétzlich noch die Mehrskalenstruktur
der Ansatzfunktionen verwendet werden, siche Abschnitt 5. Durch die abstrakte Formu-
lierung kann die Komplexitit der einzelnen Algorithmen jedoch nicht explizit angegeben
werden. Um eine quantitative Analyse zu erhalten wird in Abschnitt 6 das diinne Gitter
auf einem beschrinkten Gebiet als Modellfall betrachtet. Dabei werden alle angegeben
Algorithmen quantitativ untersucht und mit dem Aufwand beim direkten Aufstellen der
Matrix verglichen. Im letzten Abschnitt werden die Algorithmen in einem numerischen
Experiment verglichen.

55
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1. Reduktion der Dimensionen

Ein Schliissel zur Behandlung hochdimensionaler diinner Gitter ist die Tatsache, dass sie
eine rekursive Struktur besitzen. Dadurch vereinfacht sich die Formulierung von Algo-
rithmen, da man sich auf den zweidimensionalen Fall beschrinken kann. Grundlegend ist
dabei die einfache Beobachtung

|€_]1 =/ + |(€2,...,€N)|1.

Damit kénnen fiir £ € NV die Diinngitterriume hoherer Dimension rekursiv konstruiert
werden: Ein Diinngitterraum der Dimension /N ist somit eine abgeschnittene Summe von
Tensorproduktriumen V;, mit den Diinngitterriumen der Stufe |¢]; — ¢; des (N — 1)-
dimensionalen Diinngitterraumes. Dadurch konnen die Aussagen fiir hochdimensionale
Diinngitterrdaume iiber Induktion bewiesen werden. Das folgende Lemma prizisiert die
Aussage.

LEMMA 7.1. Sei G, ein N-dimensionaler Diinngitterraum aufbauend auf den Riumen
{Vg(l)}geN, cee {VZ(N)}geN. Definiere fiir ¢ € N die Hilfsrdume

N
T (@)
Vi = Z ® ‘/57:—17
feNN—1 =2
[e]1=¢
das heift die Summe aller (N — 1)-dimensionalen Tensorproduktrciumen mit Stufe {. Dann
stimmt G, mit dem zweidimensionalen Diinngitterraum beziiglich der Riume {Vl(l)}geN
und {V;}een zur selben Stufe iiberein.

BEWEIS. Der Beweis folgt direkt aus der Definition 5.3 und der Tatsache, dass

n

X el= 3 vile 3 @] X @i
2

feN"’ feNz [Leanl a= geNn a=1
[€1<L [€1<L [0/ |1=L2 [¢]1 <L
gilt, da ‘€|1 :€1+‘€/|1. |

Aus diesem Grund beschrinkt sich im Weiteren die Behandlung der Diinngitterriume auf
den zweidimensionalen Fall, das heift N = 2. Weiterhin nehmen wir aus Griinden der
Notation an, dass sowohl die Rdaume V(1) und V2 als auch die Teilrdume (Vl(l))g:(),lw

und (Ve(z)) ¢=o0,1,... identisch sind. Somit gilt im Folgenden

GLi= Y Vi, ®V,.

leh <L

Fiir die auftretenden Indizes ¢ wird angenommen, dass sie Element von N2 sind.

Die Aussagen dieses Kapitels konnen jedoch auf den Fall verallgemeinert werden, bei dem
die Unterrdume nicht iibereinstimmen. Insbesondere kann daher der zweite Raum analog
zu Lemma 7.1 selbst ein Diinngitterraum sein. Auf diesem Wege konnen die Aussagen so-
mit auch auf den hoherdimensionalen Fall verallgemeinert werden. An den entsprechenden
Stellen werden Hinweise gegeben, wie dies durchgefiihrt werden kann.

2. Tensorproduktoperatoren

Die in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen sind nicht fiir allgemeine Operatoren
giiltig, sondern nur fiir solche Operatoren, die selbst eine Tensorproduktstruktur beziiglich
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der Faktoren des Diinngitterraumes besitzen. Wir beschrinken uns auf Operatoren der
Form

(7.1) T=S®S, S: V-V,

das heiflt T zerfillt in ein Tensorprodukt zweier Operatoren. Dabei kann allgemeiner auch
T=51 gs® gesetzt werden, aber aus Griinden der Einfachheit verzichten wir auf den
Fall. Die Verallgemeinerung in diesem Sinne bereitet jedoch keine Probleme.

Diese Einschrinkung schlieit dabei eine grofie Klasse von Operatoren aus. Jedoch gilt zum
Beispiel fiir den N-Dimensionalen Laplaceoperator

A=Ad®.. @ld+... +ldld®...® A,

wobei in dem Tensorprodukt der eindimensionale Laplaceoperator als Faktor auftritt. So-
mit kann dieser Operator als Summe von Operatoren der Form (7.1) dargestellt werden.
Andere Operatoren konnen zumindest ndherungsweise als Summe von Tensorproduktope-
ratoren dargestellt werden, so dass die Uberlegungen dieses Kapitels auch in diesem Fall
verwendet werden konnen.

Zur Diskretisierung des Operators T kann man nun analog zu Kapitel 6, Abschnitt 1 vorge-
hen. Zusitzlich kann jedoch die Tensorproduktstruktur von T ausgenutzt werden, so dass
die einzelnen Blocke durch

Tj[’ = (Iél ® Ifz)/(s ® S)(I['l ® Iié)
(7.2) = (I}, SIy) ® (I;,S1e,)
= Sghg/l ® 5427%.

gegeben sind. Das heilit, die Blocke besitzen beziiglich dieser speziellen Basis Tensorpro-
duktstruktur. Im Gegensatz zur Diskretisierung auf vollen Gittern kann die gesamte Matrix
T jedoch nicht als Tensorprodukt geschrieben werden.

Das Vorgehen kann dabei leicht auf hohere Dimensionen, unterschiedliche Operatoren S(*)
und unterschiedliche Unterriume V'(?) verallgemeinert werden. Die diskretisierten Opera-
toren haben dann die Form

N
i=1

wobei hier 7, ¢ € NV gilt.

Fiir iterative Loser muss nun ein Algorithmus angegeben werden, der die Anwendung der

Matrix auf einen Vektor berechnet: bestimme fir v = [z 7, ., € R#GL

y:T,T7 mit [yz]IZhSL:[ Z Tif’mf’]\fth
1711 <L

Eine direkte Berechnung dieses Matrix-Vektor-Produkts ist jedoch nicht effizient, da die
Matrix T sogar fiir lokale Operatoren anndhernd voll besetzt, sieche dazu auch Abschnitt
6 dieses Kapitels. Daher darf bei der Berechnung von y = T’z die Matrix nicht explizit
aufgestellt werden, sondern es muss die spezielle Tensorproduktstruktur des Operators T
ausgenutzt werden.

3. Algorithmus von Schwab und Todor

In diesem Abschnitt wird der Algorithmus zur Berechnung der Matrix-Vektor-Multiplika-
tion, wie er in (Schwab und Todor, 2003) gegeben ist, vorgestellt. Der Schliissel ist dabei
die Beobachtung, dass die Diskretisierungsmatrix eine blockweise Tensorproduktstruktur
besitzt: die einzelnen Blocke TZ 7 1n Gleichung (7.2) erben die Tensorproduktstruktur des
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Operators T. Diese Tatsache kann bei einer Matrix-Vektor-Multiplikation ausgenutzt wer-
den, wenn die Anwendung blockweise geschieht. Die Berechnung kann dabei in unter-
schiedlicher Reihenfolge geschehen:

(Strey © Seyy) T = (Ide, ® Sy, ) [(Se, 05 @ 1dgy) 27]
= (Sey.0; ®1dg,) [(Idgy @ Se, ) 5]

wobei Id, die Identitdt auf dem Koordinatenraum von V; bezeichne. Wie in (Schwab und
Todor, 2003) beschrieben wihlt man fiir den Algorithmus nun die Reihenfolge, die mit
weniger Aufwand berechnet werden kann. Der Algorithmus ist somit folgendermal3en ge-
geben.

ALGORITHMUS 7.2. (SCHWABTODOR)

Eingabe: @ = [z 5,1, [Seelee<t
Ausgabe: y =Tz, y = [y77,<1

for all |/, < L
forall ||, < L
(Ide, ® Sey00)[(Sey,e; @ 1dgy) 5]

mit minimalem Aufwand.
(S[l’g/l & Idg2) [(Idg/l & 5[2’[/2) .’E[,]

Yr=ypt
endfor
endfor

Die Reihenfolge, in der die Operatoren angewendet werden, ist hier entscheidend. Als
Beispiel sei der zweidimensionale Diinngitterraum G2 gegeben. Setze 7= (2,0) und
7 = (0,2). Wihlt man fiir die Berechnung die erste Zeile, so muss als Zwischenergeb-
nis der Anwendung von Sy, ¢ ® Id,, ein Koordinatenvektor fiir ein Element in V5 ® V2
gespeichert werden. Im Gegensatz dazu benétigt die Auswertung der zweiten Zeile zur
Zwischenspeicherung ein Element des Raums V) ® V), der im Allgemeinen weniger Frei-

heitsgrade als V5 ® V5 besitzt.

4. Unidirektionaler Algorithmus

Der Algorithmus SCHWABTODOR benutzt die Tensorproduktstruktur innerhalb der Blocke,
um die Berechnung des Matrix-Vektor-Produktes zu beschleunigen. Zusitzlich besitzt die
Matrix T als Gesamtes eine tensorproduktartige Struktur, die jedoch nicht so offensichtlich
wie im Falle der Vollgitterdiskretisierung ist. Diese Struktur kann jedoch benutzt werden
um den Algorithmus zu verbessern. Diese Tatsache wurde als erstes in (Balder und Zenger,
1996; Bungartz, 1992) zur Konstruktion von Algorithmen fiir Diinngitterrdume basierend
auf der eindimensionalen hierarchischen Basis verwendet.

Um einen Einblick zu erhalten, wie diese Struktur ausgenutzt werden kann, betrachte vor-
erst die Diskretisierung auf einem vollen Gitter mit Multiindizes |ﬂ oo < L. Auch mit
dieser Diskretisierung kann der Algorithmus SCHWABTODOR mit offensichtlichen Ande-
rungen ausgefiihrt werden. Nutzt man jedoch die Tensorproduktstruktur der vollen Matrix
aus, kann ebenfalls fiir jedes a

L L
Yy = Z (St @ Sy e)Ter = Z (Sey e @1dy,) [ Z (Idg, ® 542,4'2)964/}

10| <L 4=0 =0

ARy
berechnet werden. Die zweite Summe kann dabei im Voraus berechnet und in der Variable
Z(¢; 0,) zWischengespeichert werden. Dadurch zerfillt die Doppelsumme in zwei Einzel-
summen. Die Berechnungen finden dabei jeweils in eine Koordinatenrichtung statt, ein
Prinzip das unidirektional genannt wird.
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Vo®V,  V,8V, Vo®V,  V,8V,

ABBILDUNG 1. Skizze des unidirektionalen Prinzips fiir verschiede-
ne Reihenfolge der Anwendung. In Abhéngigkeit von der Reihenfolge
und der betroffenen Unterrdume konnen die Zwischenergebnisse selbst
auf dem diinnen Gitter gespeichert werden (durchgezogene Pfeile) oder
nicht (gepunktete Pfeile).

Dieses Prinzip kann jedoch nicht ohne weiteres auf die Diskretisierung mit diinnen Gittern
tibertragen werden, da die erforderlichen Zwischenergebnisse wiederum auf vollen Gittern
gespeichert werden miissten und damit die Vorziige der Diinngitterdiskretisierung verloren
gehen. Um dies zu sehen sei wie in der Analyse des Algorithmus SCHWABTODOR ein
zweidimensionales diinnes Gitter mit L. = 2 gegeben, siehe dazu Bild 1. Im linken Bild
wird als erstes .S beziiglich der Horizontalen angewendet. In diesem Fall benttigt man den
Unterraum Vo ® V5 um das Zwischenergebnis fiir den Effekt von Vy ® V5 auf Vo @ V| zu
speichern. Vertauscht man die Rollen der Unterrdume, so reicht V) ® V{ zum Speichern
des Zwischenergebnisses. Vertauscht man nun die Reihenfolge der Anwendung, das heif3t
fiihrt man zuerst die Operationen vertikal aus, so wechseln die Rollen der Unterrdume.
Als Konsequenz folgt somit, dass beide Reihenfolgen benétigt werden um die Zwischen-
ergebnisse effizient speichern zu kdnnen. Man muss jedoch beachten, dass Beitrige nicht
mehrfach gezihlt werden. Analog zum Algorithmus in (Balder und Zenger, 1996; Bun-
gartz, 1992) spalten wir die Summe

hinsichtlich £ in zwei Teile auf, wobei die Reihenfolge der Summation fiir 7 im zweiten
Teil vertauscht wird:
¢ L—t, L—¢; L—4
)OIV D DD S ILD DD DI
|8, <L 177 <L 1771 <L £3=0£5=0  £5=0£1=L+1
0<01<l;  £1+1<8<L

Nun kann man wie im Falle eines vollen Gitters vorgehen, das heif3t die Tensorprodukt-
struktur entkoppelt die Doppelsumme. Als Zwischenergebnis erhalten wir

L—t; Lty

Zr=Y (de, ® Sepp)ae, e, Zp= Y (See®1de,)es,,
£=0 £=01+1

fiir alle ¢ des Diinngitterraumes. Die Werte Z; und Z; benutzt man anschlieBend zur Be-
rechnung von

El L_Zl
Jp=> (S, e ®1de,) 200, Gr= Y (Ids, ® Sp,0)20,.0.
=0 =0

Als Ergebnis setzt man letztendlich y; = 47 + ¢ Durch direktes Nachrechnen kann man
leicht zeigen, dass durch y; tatséichlich das Ergebnis von T’z gegeben ist.
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Der vorgestellte Algorithmus benutzt wie im Falle eines vollen Gitters die Anwendung der
Operatoren auf Schnitten entlang einer Koordinatenrichtung. Im Folgenden soll daher eine
Notation entwickelt werden, die diese Strategie noch deutlicher hervorhebt.

1, eines Elementes in Vg + ... + Vf.

.....

¢ L
Sox =] E Sevxple=o,..,n, Sazw:=]| E Sevxee=o,... L,
=0 =41

das heif3t in die untere und strikte obere Blockmatrix Sg; und SA von S. Es gilt § =
SV + Sh.

Auf dem Diinngitterraum sei durch

Tty = [Te05]0=0,.0—t50  Ttr0 = [Teyele=o0,....0—0;-
ein Schnitt entlang den Koordinatenachsen definiert. In dieser Notation gilt nun

L—{o

Zoy = | Z (Se,er @ Idg, ) e ) e=0,.... -0, = (SA @1dy,) Te -
=t+1

Damit kann der Vektor Z, ¢,, das heifit der Schnitt von Z entlang der ersten Dimension,
durch die Anwendung der strikten oberen Dreiecksmatrix S auf den Schnitt x, ¢, be-
rechnet werden. Um 2 vollstdndig zu berechnen muss dies fiir jeden moglichen Schnitt,
d.h. fiir alle zuldssigen Indizes {5 beziiglich der zweiten Dimension, durchgefiihrt werden.
Analoge Aussagen gelten auch fiir die anderen Ausdriicke.

Der neue Algorithmus kann nun mit Hilfe dieser Notation folgendermaflen geschrieben
werden.

ALGORITHMUS 7.3. (UNIDIR)

; . _ forall / < L
Eingabe: x = [ZUZ]\Z\ISL i '*_(Id/ 2S) %
Sar T T AT (o
. Z0e = Id, ® S) z °
Ausgabe: y =Tz, mity = [yf}lfllgL endi';)r (Ide ® S) e,
forall / < L
forall ¢ < L Jo,0 = (S ®1de) Ze ¢
20,5 = (SA ® Idg) Lo ¢ endf(zr i
endfor y=1y-+1y.

Der Algorithmus berechnet somit nacheinander die Anwendung der Operatoren auf den
Schnitten in der ersten Koordinatenrichtung x, ¢ und in der zweiten Koordinatenrichtung
2y, Der letzte noch fehlende Teil ist ein Algorithmus zur Berechnung des Matrix- Vektor-
Produktes mit S,/ . Alle weiteren Terme S = S, + Sa und (Sg /A ® Idg) 4 ¢ konnen
damit berechnet werden.

im Folgenden konzentrieren wir daher auf die Berechnung der Ausdriicke

‘ L
Sox = | E Seexele=o,...0, Sax =] E Sevxele=o,... L.
—0 =41

Die erste Moglichkeit ist die direkte Berechnung.
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ALGORITHMUS 7.4. (TOPDOWNSIMPLE, BOTTOMUPSIMPLE)

ToOPDOWNSIMPLE BoTTOMUPSIMPLE
Eingabe: z = [2¢]¢=0,....1, Eingabe: z = [2¢]¢=0,...1,
[Seer)e o<1 [See)ee<r
Ausgabe: Y = [yr]je=0,....Ls Ausgabe: Yy = [ye]je=0,...L,
y=Syz y=Sazx
forall/=0,...,L forall/=0,...,L
forall ¢/ =0,...,¢ forall ¢ =¢+1,...,L
Yo :=Ye + Sepxp Yo = Yo + Seprxp
endfor endfor
endfor endfor

Dabei stammen die Namen TOPDOWN und BOTTOMUP aus der Arbeit von Bungartz
(Bungartz, 1998). Sie stammen aus der Art die entsprechenden Ausdriicke durch einen
entsprechenden Durchlauf durch einen Baum zu berechnen.

Mit Hilfe dieser Routinen kann nun der Algorithmus UNIDIR vervollstindigt werden.

ALGORITHMUS 7.5. Der aus der Kombination der Algorithmen UNIDIR, Algorithmus
7.3, und TOPDOWNSIMPLE und BOTTOMUPSIMPLE, Algorithmus 7.4, entstehende Al-
gorithmus werde mit UNIDIRSIMPLE bezeichnet.

Verglichen mit dem Algorithmus 7.2 SCHWABTODOR, vermeidet der obige Algorithmus
die mehrfache Berechnung von bestimmten Summen. Die Reduktion einer vierfach ge-
schachtelten Schleife auf eine dreifach geschachtelte Schleife deutet an, dass dieser Algo-
rithmus effizienter ist.

5. Mehrskalen Algorithmus

Im letzten Abschnitt wurde die geschachtelte Summation durch Einfiihrung von Zwischen-
groBen entkoppelt und so die Effizienz des Algorithmus verbessert. In diesem Abschnitt
konzentrieren wir uns auf den Algorithmus zur Berechnung von Sp /. Dabei werden
wir die zweite Idee des Algorithmus UNIDIR aus (Balder und Zenger, 1996; Bungartz,
1992; Bungartz, 1998) verallgemeinern, die auf einer gewissen Mehrskalenstruktur in den
eindimensionalen Rédumen {V; }scn beruht.

In der Folge werden effiziente Algorithmen zur Berechnung der Ausdriicke

¢ L
va = [ E SZ,E/"L.E’]KZO,...,La und SAw = [ g SE,Z’:E[’]ZIO ..... L,
=0 0 =0+1

untersucht. Eine Verbesserung der Algorithmen TOPDOWNSIMPLE bzw. BoTTOMUP-
SIMPLE wird im Allgemeinen nur moglich sein, wenn die Blockmatrizen S; ¢ eine ge-
wisse Struktur besitzen. Wir werden im Folgenden annehmen, dass die Ansatzrdume eine
Mehrskalenstruktur besitzen. Das Ziel ist nun, Berechnungen auf einer groberen Stufe £ —1
fiir die Stufe ¢ wiederzuverwenden und umgekehrt. Fiir geschachtelte Rdume kann dies mit
Interpolation auf die feinere Stufe geschehen, siehe zum Beispiel (Yserentant, 1986).

Diese Technik werden wir auch im vorliegenden Fall benutzen. Wir nehmen an, dass eine
Folge geschachtelter Rdume V) C V; C ... existiert, so dass V, C V, fiiralle / = 0,1, ...
gilt. Auf Grund dieser Struktur gilt demnach

Vot Vid...+V, C Vi,

d.h. der Raum V, umfasst die Riume aller groberen Stufen. Im Falle der hierarchischen Ba-
sis stellt V; dabei die volle Hiitchenbasis auf der Stufe ¢ dar. Sind die Raume (V7)=o,1,...
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durch eine Mehrskalenanalyse gegeben, so wird V, als die Menge aller Skalierungsfunk-
tionen der Stufe ¢ gewihlt. In beiden Fillen sieht man, dass die Funktionen aller groberen
Stufen beziiglich dieses Raumes dargestellt werden konnen.

Sei nun durch
Ec:Ve— Vi, v
die kanonische Einbettung der Rdume V; in Vi gegeben. Weiterhin seien die wiederum
durch die kanonische Einbettung Prolongationsoperatoren durch
Po:Vi— Vigr, 00— g
gegeben. Die Diskretisierungsmatrizen werden von E; und P, werden mit Ey, bzw. P,
bezeichnet. Weiterhin bezeichne Sy ¢ die Diskretisierungsmatrix beziiglich der Rdume V5.

Zusitzlich werden ebenfalls die transponierten Matrizen E; und P, bendtigt. Definiere
folgenden Algorithmus:

ALGORITHMUS 7.6. (TopPDOWNML/BoTTOMUPML)

TorpDOWNML BortomUPML
Eingabe: x = [2¢]¢=0,. .1 Eingabe: = [2¢]¢=0,...L
[Seele=o1,..L, [Seele=o1...L,
[Etle=o,1,....,Ls [Eeli=0,1,...,L
[Pele=o0n1,....L (Pele=0n1,....1L
Ausgabe:  y = [ye]e=o,....L, Ausgabe:  y = [y¢]e=o0,....L,
y=5Sgx y=Sax
Lo = Eozo g, = S Erzr
Yo := E§S0,0%0 yr =0
for/=1,...,L for/{=L—-1,L—2,...,0
Ty = PpaZe + Eprg Yo = B P
Yo = E;Spe%0. Ue = P/ g1+ SeeEpxe
endfor endfor

Fiir die Analyse von TOPDOWNML sei angemerkt, dass in 2, alle Beitrdige der Funktion
auf der rechten Seite bis einschlieBlich der Stufe ¢ enthalten sind. Bei der Berechnung von
S*Mig und der anschlieBenden Restriktion auf den Raum V, werden somit alle Beitrige
der groberen Stufen und der Stufe ¢ beriicksichtigt. Die Summation geschieht dabei von
den groberen zu den feineren Stufen.

Im Gegensatz dazu verlduft die Summation zur Berechnung von Saz im Algorithmus
BoTTOMUPML in entgegengesetzter Richtung, von den feineren Stufen zu den groberen.
Dabei wird die Mehrskalenstruktur im Ergebnis ¢, ausgenutzt. In ¢, sind alle Beitrige
von der feinsten bis zur Stufe £ — 1 beriicksichtigt. Der Algorithmus kann bis auf die
Diagonaleintriige als adjungierte Matrix betrachtet werden, siehe auch (Balder, 1994).
Diese beiden Algorithmen konnen nun als Kern im Algorithmus UNIDIR verwendet wer-
den.

ALGORITHMUS 7.7. Der aus der Kombination der Algorithmen UNIDIR, Algorithmus
7.3, und ToPDOWNML und BorTTOMUPML, Algorithmus 7.6, entstehende Algorithmus
werde mit UNIDIRML bezeichnet.

Im Vergleich mit dem Algorithmus SCHWABTODOR, Algorithmus 7.2, und UNIDIRSIM-
PLE, Algorithmus 7.5, benétigt Algorithmus UNIDIRML nur eine zweifach verschachtelte
Schleife, im Gegensatz zu einer drei- bzw. vierfach verschachtelten Schleife. Eine weitere
Schleife ist dabei in den Raumen Vg versteckt, da man im Allgemeinen immer

Vi=Vo+...+V,
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setzen kann. Um die Berechnung tatsichlich zu beschleunigen miissen die Rdume eine
Mehrskalenstruktur besitzen.

6. Modellfall

In diesem Abschnitt wird die Komplexitit der Algorithmen der letzten Abschnitte anhand
des diinnen Gitters auf einem beschrinkten Gebiet untersucht und mit der direkten Berech-
nung verglichen. Dabei werden die Rdume aus Definition 5.9 betrachtet. Fiir einen festen
Radius R > 0 bestehen somit die Rdume V; aus isotropen Wavelets in d Variablen. Die
Michtigkeit von V ist nach Lemma 5.12 und dem Beweis dabei asymptotisch in ¢ und R
durch

Ve S RY 2"

gegeben und der zweidimensionale Diinngitterraum aufbauend auf den eben definierten
Réume V besitzt asymptotisch die Dimension

(7.3) 1Gp < R*1 L 24L,

in L und R.

Um die Komplexitit der direkten Berechnung des Matrix-Vektor-Produktes anzugeben,
werden im Folgenden die Anzahl der Eintriige in der Diskretisierungsmatrix bestimmt. Da-
zu nehmen wir an, dass der Operator T lokal wirkt: fiir zwei Funktionen w, v mit disjunk-
tem Triger sei auch der entsprechende Eintrag (Tu,v) der Diskretisierungsmatrix Null.
Um die Anzahl der Matrixeintrdge zu bestimmen, muss also die Anzahl der Paare von
Basisfunktionen berechnet werden, deren Trédger einen nichtleeren Schnitt besitzen.

Als Basis dient das Tensorprodukt der Ansatzfunktionen aus Gleichung (6.3). Die Tréiger
zweier Basisfunktionen 9;; und 15, haben genau dann nichtleeren Schnitt, wenn die Triger
der einzelnen Faktoren jeweils nichtleeren Schnitt besitzen.

Diese Tensorproduktstruktur werden wir im Folgenden ausnutzen. Sei durch M, die
Massematrix beziiglich L?(R?) fiir die Unterriume V7 und Vs bezeichnet. Aus der Mehr-
skalenstruktur der isotropen Waveletbasis kann die Anzahl der Eintrdge durch

ﬂMZ,é’ - R 2dmax(€,é’)

abgeschitzt werden. Hierbei wurde keine mogliche Orthogonalitit beriicksichtigt.
Um die Eintrige in T" abzuschitzen definiere die Hilfsgrofe
B(t,t)= Y Ty,
2=, |1 =¢’
das heifit die Anzahl der Eintrdge in dem Teil der Matrix T, fiir welche die zugehdrigen

Riume die Stufe ¢ bzw. ¢’ besitzen. Auf Grund der Tensorproduktstruktur gilt fiir jeden
Block TF 7

My S tMo, g, Moy g ~ RO 21mex(C0tl)  gtmax(lant)

nach den obigen Uberlegungen.
Die Summe in E(¢, ¢') kann als

¢

EW0) =33 4T j).gre—i
§=0j'=0
4 o
~ Z Z RZd 2dmax(j,j') . 2dmax(ffj,2'7j')
j=07'=0
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geschrieben werden. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann ¢/ > ¢ angenommen
werden, wodurch die obige Summe in

¢ j—1 O —l+5—1
E(6,0)~R* Y [Z 28 gU=) 1 N gl gDy
J=0 " j'=0 =i
o
+ S 2 2d(eai>} ,

§=t =t

aufgeteilt werden kann. Eine direkte Rechnung ergibt
B(£,0) ~ R 290+

asymptotisch in £, ¢ und letztendlich

L L
(7.4) ﬂT — Z E(E, KI) -~ R2d Z 2d(f+€/) ~ RQd 22dL
£,0'=0 £,6'=0
asymptotisch in L und R.

Eine vollbesetzte Matrix besitzt nach Gleichung (7.3) asymptotisch R*¢ L2227~ Eintrige.
Somit ist die berechnete Anzahl der Eintrige, R?¢ 2291, bis auf den Faktor R—2? L? ist
dies das Quadrat der Michtigkeit R2? L2%" des Diinngitterraumes G .. In der Stufe L des
Diinngitterraumes ist somit die Matrix bis auf logarithmische Terme voll besetzt. Dadurch
skaliert die Komplexitit einer direkten Matrix-Vektor-Multiplikation annzhernd quadra-
tisch in der Zahl der Unbekannten.

Als nichstes wird der Algorithmus SCHWABTODOR fiir das Modellproblem diskutiert. Die
Ausfiihrungen lehnen sich dabei an die Arbeit (Harbrecht et al., 2008) an. Als Abschitzung
fiir den Aufwand bei der Berechnung der ersten Zeile in Algorithmus 7.2 erhélt man

(75) ﬁwl . ﬂs@z)eé + ﬁsél,ﬁ’l . ﬁwé ~ RQd 2d€1 . 2(imax(€2,€/2) + R2d 2dmax(€1,€'1) X 2(1@/2.

Damit kann der Aufwand durch R2? 2dmax(t1+6, 1411 ynd fiir die zweite Zeile analog
durch R2d gdmax(£2+61,LL1E']) gpgeschitzt werden. Somit wird man die erste Zeile wiihlen,
falls ¢4 + ¢, < ¢} + ¢ gilt sonst die zweite.

Es gelte nun ¢; + ¢}, < ¢} +¥5, das heiBt zur Berechnung wird die erste Zeile gewihlt. Dann
kann der Aufwand nach Gleichung (7.5) durch R2¢ 24max(711.12 1) apgeschitzt werden.
Um das zu sehen unterscheiden wir zwei Fille: Falls ¢, < {5 gilt, dann folgt offensichtlich
b+ 0 <t + 4y = |l7]1 Gilt andererseits ¢4 > {5 so folgt aus der Annahme ¢; + ¢4 <
0} + 05 dass

O+ <O+l <O+ 0y =10

gilt und somit £, + ¢4 < max(|€], |¢’|;). Wihlt man wegen £1 + £} > £} + £ die zweite
Zeile so ergibt sich analog dieselbe Abschitzung.

Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass zur Berechnung hochstens

L
Z R2d gdmax(|¢],|1¢"]) ., p2d Z pgdmax(e.l) | p2d [3odL
121,181 <L £,0/=0

1

Operationen notwendig sind.

Verglichen mit der Anzahl der Rechenoperationen R2¢ 2241 aus Gleichung (7.4), die ein

explizites Aufstellen der Matrix benoétigt, zeigt sich hier ein grof3e Verbesserung der Kom-
plexitit um den Faktor 2¢% (bis auf logarithmische Terme). Jedoch ist der Aufwand noch
nicht linear in der Anzahl der Unbekannten R?? L 24 aus Gleichung (7.3).



7. NUMERISCHES BEISPIEL 65

Nun wird fiir den Algorithmus UNIDIRSIMPLE die Komplexitit fiir den Modellfall ab-
geschitzt. Wir beginnen dabei mit dem Algorithmus TOPDOWNSIMPLE. Der Aufwand
kann dabei durch

L ¢

WS(L> ~ Z Z R Qdmax(é,é/) ~ R L 2dL,

£=0 £/'=0
abgeschitzt werden. Eine analoge Aussage gilt auch fiir den Algorithmus BOTTONUP-
SIMPLE. Damit folgt fiir den Algorithmus UNIDIRSIMPLE direkt, dass die Anzahl der
Rechenoperationen durch

WUS ZWS L — g ﬁw ZRd 2d (L—0) Rd2d€ R2d L2 2dL’
£=0

beschrinkt werden kann. Verglichen mit dem Algorithmus SCHWABTODOR gewinnt man
somit einen logarithmischen Faktor L, wenn das unidirektionale Prinzip angewandt wird.
Jedoch ist der Aufwand noch nicht linear in der Anzahl der Unbekannten R2? L 2L,
Als letztes wird der Algorithmus UNIDIRML untersucht. Dazu miissen die Hilfsrdume
konstruiert werden, die im Modellfall direkt angegeben werden konnen: V, ist dabei die
Menge der Skalierungsfunktionen zur Stufe £+ 1. Aus der Verfeinerungsgleichung und der
Verschachtelung der Rdume konnen damit alle Beitridge in Vj, . .., V; dargestellt werden.
Die Michtigkeit ist dabei asymptotisch durch #V, ~ R% 29 und somit identisch mit der
von V; gegeben. Weiterhin gilt fiir die Diskretisierung und die Einbettungsoperatoren

ﬁgf,f ~ Rdzde’ ﬁEé ~ Rd2d(7 PZ ~ Rd2d€
aus der Mehrskalenstruktur.
Dadurch kann der Aufwand der Algorithmen TOPDOWNML, Algorithmus 7.4 durch
L
W (L Z §P_1 + By + S00 ~ R* 295,
£=0

abgeschitzt werden. Eine analoge Aussage gilt auch fiir den Algorithmus BOTTONUPML.
Damit folgt fiir den Algorithmus UNIDIRML direkt, dass die Anzahl der Rechenoperatio-

nen durch
L L
Womr(L) ~ Y Wur(L—0) - 4Vy ~ Y RI2UEZO R R4 T, 27F,
=0 ¢=0
beschrinkt werden kann. Verglichen mit dem Algorithmus UNIDIRSIMPLE gewinnt durch
das Ausnutzen der Mehrskalenstruktur somit wiederum einen logarithmischen Faktor L.
Der Aufwand ist damit linear in der Anzahl der Unbekannten R? L 2%~ und somit optimal.

7. Numerisches Beispiel

In diesem Abschnitt werden anhand eines numerischen Beispiels die drei Algorithmen
SCHWABTODOR, UNIDIRSIMPLE und UNIDIRML verglichen. Sei dazu wie in (Harbrecht
etal., 2008) der Fall V = H{[0,1] und S = —A gegeben, also

4

- 0z20y>?

Als Ansatzriume {V;}¢cn soll der eindimensionale Mehrskalenframe aufbauend auf der
stiickweise linearen Hutfunktion benutzt werden. Die V; werden demnach durch

bor(x) =272 — k), for k=1,2,...,27 —1,

auf Z = H}[0,1] ® Hy[0,1].

aufgespannt, wobei ¢(z) = max(1 — |z|,0) die Hutfunktion auf [—1, 1] ist. Die Diskre-
tisierung ist somit redundant und wir kénnen V, = V), wihlen, so dass F, = Id gilt.
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ABBILDUNG 2. Vergleich der Rechenzeiten fiir eine Matrix-Vektor-
Multiplikation in Abhéngigkeit von der Stufe des diinnen Gitters fiir
die vorgestellten Algorithmen. Die gestrichelten Linien geben dabei die
asymptotischen Raten an.

Die Diskretisierungsmatrizen S ¢.¢ 1st durch die tibliche Steifigkeitsmatrix gegeben und die
Prolongationen sind die Interpolationsoperatoren.

Damit gilt auch fiir diese Diskretisierung dasselbe asymptotische Verhalten wie fiir den
Modellfall des letzten Abschnittes. Die numerischen Ergebnisse konnen somit mit den
theoretischen Vorhersagen verglichen werden.

Die drei Algorithmen wurden angelehnt an (Harbrecht et al., 2008) dazu in MATLAB im-
plementiert. Das numerische Experimente zeigt, dass vom ersten Level L = 1 an UNI-
DIRML der schnellste Algorithmus ist, gefolgt von UNIDIRSIMPLE als zweit schnellsten
und SCHWABTODOR als langsamsten. Bild 2 zeigt dabei fiir die Stufen L = 10, ...,19 die
Zeiten fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation an. Bei Stufe L = 19 sind die Algorithmen
UNIDIRSIMPLE und UNIDIRML sechs bzw. sechzig mal schneller als SCHWABTODOR.
Weiterhin sind auch die asymptotischen Raten eingezeichnet, wie sie fiir den Modellfall
berechnet wurden. Dabei zeigt sich, dass sich die asymptotischen Raten etwa fiir Stufe
L = 16 einstellen.
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KAPITEL 8
Die Schrodingergleichung

Dieses Kapitel gibt eine kurze Einfiihrung in das aus der Schrodingergleichung fiir Atome
und Molekiile resultierende Eigenwertproblem. Speziell wird auf die Antisymmetrie und
deren Konsequenzen eingegangen.

Die physikalische Interpretation wird dabei nur am Rande behandelt. Hierfiir sei auf grund-
legende Einfiihrungen in die Quantenmechanik wie zum Beispiel (Cohen-Tannoud;ji et al.,
1977; Messiah, 1963; Thaller, 2000; Thaller, 2004) verwiesen. In (Gustafson und Sigal,
2003) wird die mathematische Seite der Quantenmechanik detailliert behandelt.

Im ersten Abschnitt wird das Eigenwertproblem formuliert und die passenden Riume fest-
gelegt. Eine entscheidende Rolle spielt hier die Antisymmetriebedingung, die in Abschnitt
2 genauer betrachtet wird. Im letzten Abschnitt werden diese Resultate verwendet, um
invariante Unterrdume zu konstruieren und so das Eigenwertproblem zu vereinfachen.

1. Der Hamiltonoperator

Leichte Atome und daraus aufgebaute Molekiile werden durch das Modell der nichtrelati-
vistischen Quantenmechanik sehr genau beschrieben. Insbesondere konnen alle physikali-
schen Eigenschaften, wie zum Beispiel Spektren und Bindungsenergien, daraus abgeleitet
werden. Der Zustand eines quantenmechanischen Systems zu einem Zeitpunkt ¢ ist ein-
deutig durch eine Wellenfunktion festgelegt. Interessant fiir die Chemie sind hier vor allem
stationdre Zustinde, die im Weiteren untersucht werden sollen.

Auf Grund des grolen Masseunterschieds zwischen den Elektronen und den Kernen geniigt
es, nur die Elektronen quantenmechanisch zu beschreiben. Die Positionen und die Ladun-
gen der Kerne gehen dabei parametrisch in die Gleichung fiir die Wellenfunktion ein. Diese
sogenannte Born-Oppenheimer-Néherung (Born und Oppenheimer, 1927) liefert im All-
gemeinen ausreichend genaue Ergebnisse.

Damit wird die quantenmechanische Beschreibung von Atomen und Molekiilen auf eine
zeitunabhéngige Wellenfunktion fiir NV Elektronen reduziert. Jedes einzelne Elektron be-
sitzt neben seiner Ortsvariable © € R? dabei einen Spin o € {4-1/}. Die Wellenfunktion
ist eine Abbildung

8.1) v RV < {10}~ C,  (&,5) - ¥(&,F),
mit

&= (x1,...,xxn) € RN, &= (0y,...,0n) € {£1H},
wobei x; und o; die Orts— bzw. die Spinvariable des i-ten Elektrons sind.

Wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen muss die Wellenfunktion bestimmten Sym-
metriebedingungen geniigen. Genauer, es muss nach dem Pauli-Prinzip fiir Fermionen

(8.2) (P&, Pd) = sign(P)y (&, o)

fiir alle Permutationen P € Sy der symmetrischen Gruppe gelten. Nur Wellenfunktionen,
die diese Bedingung erfiillen, beschreiben einen physikalischen Zustand eines elektroni-
schen Systems.

69
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SchlieBlich muss die Wellenfunktion v eines Atoms oder Molekiils der Eigenwertglei-
chung

(8.3) Hip = Evp, ¢ #0

geniigen, wobei F/ € R die Energie des elektronischen Systems ist. In den Hamiltonopera-
tor H geht dabei die spezielle Zusammensetzung des betrachteten Systems ein. Seien dafiir
M Kerne an den Position a,, € R? jeweils mit Ladung Z,, fiir v = 1,..., M gegeben. Der
nichtrelativistische Hamiltonoperator lautet dann

1N N M Z, 1
(8.4) H:*§;Ai*22m+ 3 PR

b
R
i=1 =1 1<i<j<N 170 il2

wobei A; der Laplaceoperator beziiglich der Koordinaten «; ist. Hier und im Folgenden
werden dimensionslose atomare Einheiten verwendet. Relativistische Effekte, wie z.B. die
Spin-Bahn-Kopplung werden in diesem Modell nicht beriicksichtigt. Dies fiihrt dazu, dass
die Wellenfunktion aus Gleichung (8.1) ohne Einschrinkung als Abbildung nach R anstatt
nach C gesehen werden kann.

Entscheidend ist nun, in welchen Funktionenrdumen die Wellenfunktion ¢ gesucht wird.
John von Neumannn legte in seiner Monographie (von Neumann, 1932) die mathemati-
schen Grundlagen der Quantenmechanik, die auf der Theorie der unbeschrinkten selbstad-
jungierten Operatoren beruht. Speziell fiir die elektronische Schrodingergleichung konnte
Kato (Kato, 1951a) zeigen, dass fiir eine geeignete und natiirliche Wahl des zugrunde lie-
genden Raums der Hamiltonoperator tatsdchlich selbstadjungiert ist. Eine ausfiihrliche Be-
handlung dieses Themas findet sich zum Beispiel in den Lehrbiichern (Weidmann, 2000;
Hislop und Sigal, 1996).

Ausgangspunkt fiir die Wahl der geeigneten Rédume ist die Deutung des Betragsquadrats
|v)(&, 7)|? als Wahrscheinlichkeitsverteilung. Daraus folgt die Normierungsbedingung

(8.5) > (&, 7)|* d& = 1.
geqx 7

Jedoch muss die Menge der Funktionen weiter eingeschrinkt werden um den Laplaceope-
rator zu definieren. Grundlage dafiir sind ungewichtete Sobolevraume, das heifit der Spe-
zialfall w = 1 von Definition 3.1. Die dort eingefiihrten Sobolevraume koénnen direkt auf
Wellenfunktionen erweitert werden, die zusitzlich zu den Ortsvariablen noch die diskrete
Variable des Spins haben.

DEFINITION 8.1. Sei m € N und N > 1 die Anzahl der Teilchen. Der Sobolevraum
H"™(N) der Ordnung m fiir N Teilchen ist definiert als die Menge aller Abbildungen

¥ R3N x {£141Y SR,

so dass ¥(-, &) € H™(R3M) fiir jede Komponenten & € {41/} gilt. Weiterhin seien die
Funktionen antisymmetrisch, das heif3it es gelte

(P, P7) = sign(P)y(&, 7)
fiir alle Permutationen P € Sy . Durch
(8.6) W@ @hm = Y ((5),0(,5))m
Fef{+lpyy

ist ein Skalarprodukt auf H™(N) gegeben. Die entsprechende Norm wird ebenfalls mit
|| - ||m bezeichnet. Fiir den Spezialfall m = 0 schreibt man auch £2(N).
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Die Arbeit (Kato, 1951b) behandelt die Schrodingergleichung ohne Betrachtung des Spins.
Durch die Tatsache, dass der Spin im Hamiltonoperator nicht vorkommt, konnen die Ergeb-
nisse aber leicht auf den Fall mit Spin verallgemeinert werden. Aus diesen Uberlegungen
folgt, dass der Hamiltonoperator ein unbeschrinkter, selbstadjungierter Operator

H:H?cL? — L2
ist.
Somit kann der Hamiltonoperator mit den Mitteln fiir unbeschrinkte selbstadjungierte
Operatoren untersucht werden. Insbesondere konnen Eigenschaften des Spektrums die-

ses Operators angegeben werden, das auch im physikalischen Sinne das Spektrum eines
Atoms oder Molekiils wiedergibt.

2. Antisymmetrie

Bevor im folgenden Abschnitt genauer auf das Eigenwertproblem eingegangen wird, wird
in diesem Abschnitt die Antisymmetrie genauer betrachtet. Speziell wird eine antisym-
metrische Funktion beziiglich der z-Komponente des Gesamtspins zerlegt. Die einzelnen
Summanden sind dabei durch ein antisymmetrisiertes Produkt einer Ortsfunktion und einer
Spinfunktion gegeben.

DEFINITION 8.2. Der Antisymmetrisierungsoperator A angewandt auf einer Funktion v in
N Variablen sei durch

1 . -
NI Z sign(P)u(Pr)
' PeSn

8.7) (Au)(7) =

definiert, wobei Sy die symmetrische Gruppe bezeichne.

Man kann nun leicht nachpriifen, dass A ein Projektor auf den Raum der antisymmetrischen
Funktionen ist. Zum einen gilt Au = wu fiir eine antisymmetrische Funktion » und zum
anderen ist Au fiir eine beliebige Funktion w antisymmetrisch.

In unserem Fall setzen sich die Komponenten 7; von ¥ = (r1,...,7xy) aus der Ortsva-
riablen «; und der Spinvariablen o; zusammen, d.h. es gilt r; = (x;, 0;). In diesem Fall
ist A sogar beziiglich jeder Sobolevnorm ein orthogonaler Projektor auf den Raum der
antisymmetrischen Funktionen, wie in Kapitel 10, Abschnitt 1 gezeigt wird.

im Folgenden wird untersucht, welche Eigenschaften antisymmetrische Funktionen besit-
zen. Zur Veranschaulichung sei eine bivariate, antisymmetrische Funktion u auf dem Raum
R? gegeben. Dann geniigt es, die Funktion auf dem Bereich {(z,y) € R? | 2 < y} zu
kennen. Denn fiir den Fall y > z gilt automatisch u(z,y) = —u(y, ). Eine dhnliche
Eigenschaft besitzt auch eine antisymmetrische Wellenfunktion 1): diese ist schon dann
eindeutig festgelegt, wenn fiir bestimme Spinkonfigurationen & die Komponenten v (-, &)
bekannt sind. Um diese Spinkonfigurationen weiter zu untersuchen, werden die Spins in
Aquivalenzklassen unterteilt.

LEMMA 8.3. Sei N > 1. Auf dem Raum aller Spins {£1/}" heifien zwei Spinkonfigu-
rationen &,1] dquivalent, in Zeichen ¢ ~ 1, falls eine Permutation P € Sy existiert,
so dass PG = 1j gilt. Dadurch ist eine Aquivalenzrelation gegeben. Weiterhin sind durch
Spinkonfigurationen der Art

(8.8) 5:(Jr]/z,...,Jr]/z,f]/z,...,f]/z), N, =0,....,N

N mal N_ mal

ein System von Reprdsentanten gegeben, die mit Ry bezeichnet seien.
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Die Aussagen des Lemmas konnen direkt gezeigt werden. Fiir eine Spinkonfiguration ¢ €
R beschreibt N die Anzahl der Elektronen mit Spin + !/ und entsprechend N_ =
N — N, mit Spin — /5. Wie folgendes Lemma zeigt, ist eine antisymmetrische Funktion
eindeutig durch die Komponenten (-, &), & € Ry, festgelegt.

LEMMA 8.4. Sei i) eine antisymmetrische Funktion und seien zwei dquivalente Spinkonfi-
gurationen & ~ 1j gegeben, so dass 77 = Pa fiir eine Permutation P gilt. Dann folgt

U (@,7) = sign(P)y(P~'E,5),

das heifit beide Komponenten (-, 1) und (-, &) der Funktion v unterscheiden sich nur
im Vorzeichen und einer Permutation der Variablen.

BEWEIS. Es gilt
U(&,7) = Y(PP™'&, Pd) = sign(P)¢(P~'&,0)

wegen der Antisymmetrie von ). U

im Folgenden wird eine antisymmetrische Funktion in eine Summe von Funktionen zer-
legt, wobei jeder Summand ein antisymmetrisiertes Produkt zweier Funktionen ist. Der
erste Faktor ist dabei eine Funktion in den Ortsvariablen und der zweite eine elementare
Funktion der Spinvariablen &. Wie im ndchsten Abschnitt gezeigt wird, liegen die einzel-
nen Summanden beziiglich des Hamiltonoperators in invarianten Unterrdumen. Auf diese
Weise entkoppelt das Eigenwertproblem der Wellenfunktion ) und man erhilt fiir jeden
Summanden ein separates Eigenwertproblem. Das Vorgehen kann als Analogon einer Se-
paration der Variablen fiir antisymmetrische Funktionen gesehen werden.

In der folgenden Definition werden, allgemeiner als in der Schrédingergleichung benétigt,
Funktionen behandelt, deren Variablen in N d-Tupel aufgeteilt sind. Speziell fiir Wellen-
funktionen wird hierbei d = 3 gesetzt.

DEFINITION 8.5. Seid, N > 1, m € Nund & € Ry eine Spinkonfiguration. Definiere
nun die Rdume

HZ (RN = {ue H™(RWN) | u(Pz) = sign(P)u(Z), firalle P € Sy : P& = &}
der beziiglich & partiell antisymmetrischen Funktionen m-ter Ordnung.

Folgendes Korollar zeigt, dass durch eben diese Funktionenklassen die einzelnen Kompo-
nenten einer antisymmetrischen Funktion beschrieben werden.

KOROLLAR 8.6. Sei N > 1, m € Nund ¢ € H™(N) eine antisymmetrische Funktion.
Setze fiir alle Repriisentanten ¢ € Ry

N! .
(8.9) ug = mﬂv@-
Dann gilt uz € HI'(R™) und die Funktion v kann mittels
(8.10) Y=Y Aluzdz)
FERN

dargestellt werden, wobei 0 das Kronecker-Delta bezeichne, d.h. 67(77) = 1 fiir i = & und
Null sonst.

BEWEIS. Fiir die erste Behauptung berechnet man fiir eine Permutation P € Sy mit
Ps=7
N! N!

= Ny VB0 = oy (PE pa).

Durch die Antisymmetrie von ¢ erhélt man so sign(P)ugz(Z).

uz (PT)
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Zum Beweis der zweiten Behauptung sei 77 € Ry ein Repréasentant. Nach Definition des
Antisymmetrisierungsoperators A gilt

I 1 . " _,
[ 3 A(u[;(sg)] @) =37 2 . sien(P)us(PE)ds(Pi).
FGERN PeSn deERN
Bei der Summe iiber & braucht jedoch nur ¢ = 17 beriicksichtigt werden, da beide Spinkon-
figurationen Reprisentanten sind und somit fiir alle anderen dz(P7) = 0 gilt. Weiterhin
tragen nur solche Permutationen zur Summe bei, fiir die P7j = 77 gilt. Somit folgt

I 1 . S
[ Z A(uc;(Sa)} (Z,7) = N1 Z sign(P)ugz(PX).
FERN P:Pij=if
Nach der eben bewiesenen Aussage gilt aber u;(PZ) = sign(P)u;(€) fiir die auftreten-
den N, ! N_! Permutationen. Damit gilt

[ > Alug - 5&)} (&,17) = T_ uig(Z) = (&, 1)

FERN :
nach Definition der Komponente u;. Somit stimmen beide Seiten fiir alle Reprisentanten
77 € Ry tberein. Da beide Funktionen antisymmetrisch sind, sind sie nach Lemma 8.4
identisch. u

3. Eigenwertprobleme

Aufbauend auf der Zerlegung der antisymmetrischen Funktionen in Gleichung (8.10) kann
in diesem Abschnitt das Eigenwertproblem vereinfacht werden. Es wird sich zeigen, dass
die einzelnen Summanden Elemente beziiglich des Hamiltonoperators H invarianter Un-
terrdume sind. Damit zerfillt das Eigenwertproblem in kleinere Teilprobleme. Fiir diese
Eigenwertprobleme wird im Hinblick auf die Diskretisierung nach Kapitel 6, Abschnitt 3
auch die schwache Form angegeben werden.

Fiir den unbeschriinkten Hamiltonoperator H : H2(N) C £?(N) — L2(N) nennen wir
einen Teilraum A C L2(N) invariant beziiglich H, falls das Bild von A N H?(N) unter
H eine Teilmenge von A ist. Das heifit alle Punkte in .4, fiir die die Anwendung von H
definiert ist, werden nach A abgebildet.

SATZ 8.7. Sei N > 1 und m € N. Definiere fiir jeden Reprisentanten & € R den Raum
8.11) HE(N) = {A(uz 67) | uz € HE'(R*N)}.
Dann gilt HZ'(N) = H™(N) N L2(N) und
H™(N) = D HF(N),
FERN
wobei die Zerlegung beziiglich L*>(N) orthogonal ist. Weiterhin gilt
H:HZ(N) C LZ(N) — LZ(N),

d.h. die Riume L2(N) sind invariant beziiglich H.

BEWEIS. Die Eigenschaft HZ' = H™ N L2 folgt direkt aus der Definition der Ridume
HZ und H™(N), siehe Definition 8.1. Die Tatsache, dass die Raume H2'(N), ¢ € Ry,
den Raum H™(N) aufspannen folgt aus Korollar 8.6, da jede antisymmetrische Funktion
als Summe von Funktionen in den angegebenen Riumen dargestellt werden kann. Uber

die Definition des Skalarprodukts in Gleichung (8.6) kann die Orthogonalitit leicht gezeigt
werden. Es bleibt zu zeigen, dass die Ridume HZ (V) beziiglich des Hamiltonoperators auf
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L2 abgebildet werden. Da die Operatoren H und A kommutieren, d.h. HA = AH gilt, folgt
fliirugz € H;

H [A(u(; (55)} =A [H(U,&' 55)] .

Fiir die Ortsfunktion gilt Huz € L2, da der Hamiltonoperator symmetrisch beziiglich Ver-
tauschung der Elektronen ist. Weiterhin hingt der Hamiltonoperator nicht von den Spinva-
riablen ab, so dass die Behauptung folgt. O

Physikalisch gesehen wird der Raum beziiglich der z-Komponente des Gesamtspins zer-
legt, der sich als Ny — N_ = 2N, — N ergibt. Da der Hamiltonoperator den Spin nicht
enthilt ergibt sich zwangsliufig die Invarianz der entsprechenden Unterriume. Ublicher-
weise wird das Problem jedoch zuerst in die Eigenrdume des Gesamtspins zerlegt und
anschlieBend beziiglich der z-Komponente. Dies ist moglich, da die Operatoren kommu-
tieren. Bei der Regularitétsbetrachtung (Yserentant, 2010a) stellt sich heraus, dass die Auf-
teilung anhand der z-Komponenten eine verfeinerte Regularititsanalyse erlaubt, was in
Kapitel 9, Abschnitt 3 behandelt wird. AnschlieBend konnen die so entstandenen Raume
jedoch beziiglich des Betrags des Gesamtspins weiter zerlegt werden.

—

Das Eigenwertproblem zerfillt somit in Eigenwertproblem in den Rdumen E??(N ), & €
R . Aufgrund der speziellen Struktur der Rdume, siehe Gleichung (8.11), kann die Spin-
funktion vollstindig entkoppelt werden.

LEMMA 8.8. Sei N > 1, ¢ € Ry ein Reprisentant und ¢ € H;(N) eine antisym-
metrische Funktion. Dann existiert nach Definition des Raumes in Gleichung (8.11) eine
Funktion uz € HZ(N), so dass

Y = A(ug 05)

gilt. Die Funktion 1) ist genau dann Eigenfunktion von H, wenn die Ortskomponente uz €
H;(]R3N ) eine Eigenfunktion ist. Dabei stimmen die Eigenwerte iiberein.

BEWEIS. Sei ¢ € H2 eine Eigenfunktion zum Eigenwert E. Dann muss die Eigen-
wertgleichung ebenfalls fiir die Komponenten (-, &) gelten und damit fiir uz. Da ¢ # 0
gilt muss ebenfalls uz # 0 gelten, das heifit uz ist eine Eigenfunktion. Zum Beweis der
Gegenrichtung sei uz € H. 3 eine Eigenfunktion. Aus der Kommutatorgleichung HA = AH
und

HA(’LL(; 55) = AH(u;,' 53).

folgt, dass A(ug dz) ebenfalls die Eigenwertgleichung zum gleichen Eigenwert erfiillt. Zu-
dem gilt A(uzdz) # O falls ugz # 0 gilt. O

Als Konsequenz des letzten Lemmas folgt also, dass die Eigenwertprobleme
(8.12) Hu = Bu, u¢c H2(R*)\ {0}

fiir alle Reprisentanten & € R gelost werden miissen, insgesamt also /N Eigenwertpro-
bleme. Dabei kann man die Anzahl der Probleme auf | N/2| beschrinken, da die Rédume
HZ(R3N) und HZ, (R3N) fiir #,6/ € Ry mit Ny = N — N/ mit der Notation von
Gleichung (8.8) identisch sind.

Das Spektrum von H auf £2(N) setzt sich demnach aus den Spektren der entsprechen-
den Probleme auf L2(R3") zusammen. Der Raum LZ(R3"), in dem das Eigenwertpro-
blem (8.12) gestellt ist, ist dabei selbst wieder ein beziiglich H invarianter Teilraum von
L?(R3N). Aus den Aussagen iiber das Spektrum auf dem Gesamtraum L?(R*") kénnen
somit Eigenschaften der Spektren auf Lé(ﬂ@N ) gefolgert werden.

Die Eigenwertprobleme aus Gleichung (8.12) konnen ebenfalls in der schwachen Form

analog zu Kapitel 6, Abschnitt 3 formuliert werden. Grundlegend fiir diese Uberlegungen
ist folgende Abschitzung fiir das Potential.
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SATZ 8.9 (Hardy-Ungleichung). Sei u € H'(R?). Dann gilt

1

/ — lu(z)|? da < 4/ |Vu(x)|2 de.
rs |3 R3

Gilt u € H?(RS) dann folgt daraus ebenfalls

1
[ ol nPdedy <2 [ Vule.y)P dody.
RS |(13 - y| R6

Fiir einen Beweis siehe z.B. (Yserentant, 2010a). Mit Hilfe dieser Aussage kann man das
Eigenwertproblem auf H' formulieren. Der folgende Satz fasst die Ergebnisse von (Yse-
rentant, 2010a) zusammen.

SATZ 8.10. Sei N > 1 und ¢ € Ry. Dann ist der Hamiltonoperator H aus Gleichung
(8.4) eine lineare und stetige Abbildung

H: H3(R*Y) — (Hz(R*))',
von HL(R3N) in seinen Dualraum. Setzt man weiterhin
(8.13) > 9N3 +1/4,

so folgt ebenso die starke Positivitdit des verschobenen Operators:
1
((H + pE)u, u) > - Jull3.

Dabei ist E der durch das innere Produkt von L*(R3YN) induzierte Operator, siehe Glei-
chung (6.7).

Dieser Satz legt somit die Grundlage, um die Theorie {iber die Diskretisierung von Eigen-
wertproblemen, wie sie in Kapitel 6, Abschnitt 3 vorgestellt wurde, anzuwenden. Weiterhin
ist diese Formulierung der Ausgangspunkt der Regularititstheorie iiber die Existenz von
hoheren gemischten, exponentiell abfallenden Ableitungen, siehe (Yserentant, 2010a).






KAPITEL 9
Eigenschaften des Spektrums und der Eigenfunktionen

Dieses Kapitel beschiftigt sich mit den Eigenschaften der Eigenwerte und der zugehori-
gen Eigenfunktionen der elektronischen Schrodingergleichung. Dabei werden Aussagen
sowohl iiber die qualitative Struktur des Spektrums als auch das Verhalten der Eigenfunk-
tionen angegeben.

Abschnitt 1 gibt die zentralen Resultate iiber das Spektrum des Hamiltonoperator wie-
der. Grundlegend dafiir ist die Formulierung des Eigenwertproblems iiber einen selbstad-
jungierten unbeschrinkten Operator, siche dazu (von Neumann, 1932; Hislop und Sigal,
1996). Als zentrales Resultat erhélt man, dass bei stabilen Verbindungen der untere Teil
des Spektrums diskret ist und das kontinuierliche Spektrum dariiber liegt.

Der darauffolgende Abschnitt 2 beschiftigt sich mit den Eigenschaften der Wellenfunk-
tion. Zum einen zeigt sich, dass die Eigenfunktionen und ihre Ableitungen exponentiell
abfallen (Agmon, 1981) und zum anderen, dass die Wellenfunktionen eine gewisse klassi-
sche Regularitit besitzen.

Der letzte Abschnitt enthilt die zentrale Aussage fiir diese Arbeit. Dort wird das Ergebnis
von Yserentant (Yserentant, 2010a) iiber die Existenz und das Abklingverhalten gemisch-
ter Ableitungen hoherer Ordnung zusammengefasst.

1. Spektraleigenschaften

Im vorliegenden Abschnitt werden grundlegende Eigenschaften iiber das Spektrum des
Eigenwertproblems Hyy = FE1i) zusammengetragen. Die Hauptaussage ist dabei, dass fiir
sogenannte stabile Verbindungen der untere Bereich des Spektrums diskret ist. Die Aus-
sagen fiir das volle Problem unter Beriicksichtigung des Spins konnen, wie in Kapitel 8,
Abschnitt 2 erklirt, aus den Aussagen iiber die Spektren des Hamiltonoperators H auf den
Réumen L2(R3Y) gefolgert werden.

Fiir eine gegebene Spinkonfiguration ¢ € Ry fiir NV Elektronen gibt
A(@) = inf {(Hu,u) | lullo =1, u € H;(R?’N)}

die kleinste Energie an, die fiir die gegebene Spinkonfiguration erreicht werden kann.
Durch die Halbbeschrinktheit des Hamiltonoperators H gilt A(&) > —oo und A(&) ist
Teil des Spektrums (Weidmann, 2000).

Die Eigenwerte des Hamiltonoperators aus Gleichung (8.3) spielen eine Hauptrolle fiir die
Existenz gebundener Zustdnde. Als erstes konnte Kato (Kato, 1951b) beweisen, dass das
Spektrum des Heliumatoms in der Born-Oppenheimer Néherung unendlich viele Punkte
besitzt und dass der Grundzustand existiert. Dieses Ergebnis konnte von Zhislin (Zhislin,
1960), Hunziker (Hunziker, 1966) und van Winter (van Winter, 1964; van Winter, 1965)
unabhingig voneinander noch verallgemeinert werden. Siehe dazu auch den Ubersichts-
artikel (Hunziker und Sigal, 2000), sowie die Lehrbiicher (Weidmann, 2000; Weidmann,
2003; Hislop und Sigal, 1996; Gustafson und Sigal, 2003).

Definiere dazu fiir eine gegebene Spinkonfiguration & € R

Y(R,&) = inf {(Hu,u) | u € HE(R*), w(@) = 0 fiir |&]> < R, |Jullo = 1}.

77
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Physikalisch kann dies als die kleinste Energie des Systems interpretiert werden, bei dem
sich mindestens ein Elektron auflerhalb einer Kugel mit dem Nullpunkt als Zentrum und
dem Radius R befindet. Lisst man nun das Elektron im Unendlichen verschwinden ergibt
sich die Ionisierungsschwelle

B(#) = lim X(R, ).

Der folgende Satz fasst die Aussagen aus den oben genannten Arbeiten und (Yserentant,
2010a) zusammen.

SATZ 9.1. Sei N > 1. Zu einer gegebenen Spinkonfiguration ¢ € Ry besteht das Spek-
trum unterhalb der lonisierungsschwelle (&) nur aus einem diskreten Spektrum. Das
wesentliche Spektrum ist nicht leer und Teilmenge von [X(d'), 00).

Aus dem Satz folgt fiir den Fall A(&) < 3(&), dass der Grundzustand ein isolierter Eigen-
wert mit zugehorigem endlichdimensionalen Eigenraum ist. Die Aussage iiber das wesent-
liche Spektrum kann wahrscheinlich durch eine genauere Analyse des HVZ-Theorems im
Hinblick auf die vorliegende Symmetriebedingung noch verbessert werden, siehe dazu die
Diskussion in (Reed und Simon, 1978, Theorem XIII.17").

Fiir das volle Eigenwertproblem unter Beriicksichtigung des Spins definiere die entspre-
chenden Grofen
A= min A(F), ¥ = min 3(7).
GERN GERN

Aus den obigen Aussagen beziiglich der einzelnen Teilsysteme folgt damit, dass das Spek-
trum unterhalb von A diskret ist und das wesentliche Spektrum oberhalb von ¥ liegt. Fiir
stabile Atome und Molekiile wird man annehmen, dass die Grundzustandsenergie A nied-
riger ist als die Ionisierungsschwelle, d.h. dass A < ¥ gilt.

2. Eigenschaften der Eigenfunktionen

In diesem Abschnitt werden die Wellenfunktionen gebundener Zustinde untersucht. Die
Hauptaussage ist dabei, dass die Wellenfunktionen exponentiell abklingen und auflerhalb
der Coulomb-Singularitdten analytisch sind. Weiterhin kann das Verhalten an den Singu-
larititen genauer beschrieben werden.

Wir beginnen mit der Lokalisierung von Eigenfunktionen zu Eigenwerten A\ < 3, die im
Folgenden iiber die Mitgliedschaft in gewichteten Sobolevrdumen, siche Definition 3.1,
formuliert wird. Es gilt folgende Aussage, siche zum Beispiel (Yserentant, 2010a).

SATZ 9.2. Sei N > 1, & € Ry eine gegeben Spinkonfiguration und u € HZ(R3N) eine
Eigenfunktion von H zum Eigenwert A < X.(&). Dann gilt fiir die Eigenfunktion u

©.1) ue H' (RN, wy) ~ < /8(2(F) — \)/N,

das heiflt u und Ableitungen erster Ordnung fallen in diesem Sinne exponentiell ab. Die
Gewichtsfunktion w., ist dabei in Gleichung (5.1) definiert.

Die Wellenfunktionen und ihre ersten Ableitungen gebundener Zustinde fallen somit im
L2-Sinne exponentiell ab. Eine Ubersicht iiber dieses Thema und weitere Abschitzungen
findet man in der Monographie von Agmon (Agmon, 1981), wo auch weiterfiihrende Ar-
beiten angegeben sind.

Neben dem Abklingverhalten ist ebenfalls auch die Regularitidt der Wellenfunktionen inter-
essant. Aus der Definition des Eigenwertproblems im Raum H ;(RSN ) folgt automatisch,
dass die Eigenfunktionen zwei mal schwach differenzierbar sind. Kato hat weiterhin in
(Kato, 1957) auch die Regularitit der Wellenfunktion im klassischen Sinne untersucht. Er
konnte zeigen, dass die Wellenfunktionen stetig sind und beschrinkte erste Ableitungen,
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ausgenommen an den Coulomb-Singularitéten, besitzen. Mehr noch ist die Wellenfunktion
auflerhalb der Coulomb-Singularitéiten analytisch (Hopf, 1931).

Weiterhin kann man ebenfalls die genaue Form der Wellenfunktion an den Coulomb-
Singularititen angeben. Exemplarisch sei dies hier am Beispiel der Helium-Wellenfunktion
aufgezeigt. Es gilt mit Parametern ry /o = |} /2|2 fiir das Verhalten am Kern

8711 T1 =0

o2
— = —2u(x1,0), x 0,
<3T2)r2_(] (@1,0) 27

_Qu(07w2)7 Ty 7&0

wobei '/2 die Mittlung von w fiir 7 /2 = const ist. An der Elektron-Elektron-Singularitét
verhilt sich die Wellenfunktion geméf

8&12) 1 1
=ul=(x1 +x2),=(®1 +22) ), 1+ 0,
(% _mulger e gara). @ten

wobei 715 = |T; — x3|> und 4'? die Mittlung von wu fiir 712 = const ist. Demnach
verhiilt sich die Wellenfunktion an den singuldren Punkten in etwa so, wie die Wasserstoff-
Wellenfunktion am Kern. Genauer gilt nahe des Kerns eine Abhingigkeit wie e 2112 und
auf der Diagonalen ¢, = x5 ein Verhalten wie 1 + 1/2 5.

Mit Kenntnis der Singularititen kann man nun versuchen, die Wellenfunktion multiplikativ
in

F(Z)

u(@) =e -v(&)

zu zerlegen. Hierbei soll im ersten Faktor der singuldre Teil abgedeckt werden, wodurch v
reguldrer wird. Setzt man

M N
B 1
Fg(a:):—ZZZV|a:Z-—aV|2+§ Z |z — 2,
v=1i=1 1<i<j<N
M
Fy(@) = 2" Z(@: — av.@; — a,)log(le: — al} + @) — a,l2).
3 1271 v\Lig vy &g v g [ V|2 J v|2

v=11<i<j<N

und F' = F5 + F3, so konnten Fournais, M. und T. Hoffmann-Ostenhof und @stergaard
Sgrensen (Fournais et al., 2005) zeigen, dass v in C1! liegt und somit die Ableitungen
erster Ordnung Lipschitz-stetig sind.

3. Existenz exponentiell gewichteter gemischter Ableitung

Die bisher vorgestellten Glattheitseigenschaften reichen jedoch noch nicht aus, um den
Fluch der Dimensionen (Bellman, 1957) zu brechen: Mit zunehmender Anzahl der Teil-
chen N wichst der Aufwand die zugehorigen Wellenfunktionen zu diskretisieren exponen-
tiell in V. Wihlt man zum Beispiel als Diskretisierung 100 Gitterpunkte in jeder Dimensi-
on ergibt dies bei N Elektronen 10V Freiheitsgrade. Schon fiir das Wassermolekiil HyO
mit zehn Elektronen ergibt dies eine unglaubliche Zahl mit 60 Nullen. Fiir die Schwierig-
keit der Approximation von hochdimensionalen Funktionen siehe auch Kapitel 2.

Mit Hinblick auf die Eigenschaften der Wellenfunktion aus Abschnitt 1 kann man jedoch
nicht erwarten, dass die klassische Regularitit mit der Anzahl der Dimensionen wichst.
Vernachlidssigt man zum Beispiel die Elektron-Elektron-Wechselwirkung und betrachtet
N Elektronen im Feld eines Kerns mit Ladung Z = N, so kann man zeigen, dass die
Wellenfunktion ein antisymmetrisches Produkt von Wasserstoffwellenfunktionen ist. Im
Grundzustand muss dabei mindestens ein Faktor der Art e ~Z/®il2 yorkommen. Daher kann
in diesem Fall die Regularitit im Sinne von Sobolevrdumen nur kleiner als 5/2 sein, wie
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man schnell durch die Fouriertransformation dieses Faktors berechnen kann, siehe dazu
auch (Yserentant, 2010a).
Dennoch wird die Funktion mit wachsender Anzahl von Teilchen reguléarer. Wie Yserentant

(Yserentant, 2010a) zeigen konnte liegen die Eigenfunktionen u € HZ(R3Y) in gewissen
gewichteten Sobolevraumen gemischter Ordnung.

SATZ 9.3. Sei N > 1, & € Ry eine Spinkonfiguration und u € HZ(R3Y) eine Eigen-
funktion zum Eigenwert A unterhalb des kontinuierlichen Spektrums A(&). Sei weiterhin
durch 0 > 12N3/2 + 6y N'/2 ein Skalierungsparameter im Frequenzraum gegeben. Dann

ist der Ausdruck
2 ny
1 ‘—l
2) + Hl ( + 0O

L0ED[ 11 0ol

iioi=+1p iioy=—1/
endlich, falls v < /8(X(&) — \)/N gilt.

Die sich ergebenden Ridume stimmen jedoch nicht exakt mit den gewichteten Sobole-
vraumen gemischter Ordnung aus Definition 3.1 iiberein. Im Folgenden soll daher ein
Raum der Form H>" ((Rd)N , ww) bestimmt werden, in dem die Eigenfunktionen liegen.

Ny L
2>}|ww/2u(w) dw

mix
Zum einen kann der Parameter €2 bei einer geeigneten Umskalierung der Variablen & ent-
fernt werden. Setze dazu

9.2) v(g) = N u(g/Q)
fiir alle 4 € R4 und 4" = v/€. Dann ist der Ausdruck

9.3) /w (1+1a13) { [I G+lwl)+ JI O+ wilé)} [y 20| 4
R 0=+ 1/2 o =— 1/2

endlich und besitzt sogar den gleichen Wert wie der in Satz 9.3. Der Parameter 1/ kann
dabei als charakteristische Wellenldnge des zugrunde liegenden Systems interpretiert wer-
den, wihrend 1/~ die gesamte Ausdehnung des Systems beschreibt. Der Wert v gibt somit
das Verhiltnis zwischen einer charakteristischen Lingenskala und der Gesamtausdehnung
wieder. im Weiteren wihlen wir das Koordinatensystem 4 und bezeichnen die Funktion
wieder mit w.

Durch die Ungleichung zwischen algebraischem und geometrischen Mittel folgt

N
1
IT+1wil3)”* < 5 [ I G+leB)+ J[ (+ \wl%)]
=1 1':0',;:—',—1/2 i:a,,:—l/z
Somit wird der Term
N 1/2
[ v [T0+ek)] e a
i=1

durch den Ausdruck in Gleichung (9.3) dominiert und ist also endlich.

Allgemeiner wollen wir nun Funktionen untersuchen, fiir die der obige Term endlich ist,
wenn der Exponent 1/2 der eckigen Klammern durch 0 < s < 1 ersetzt wird. Eine laufen-
de Untersuchung (Kreusler, 2010) deutet darauf hin, dass dieser Ausdruck fiir gebundene
Zustinde nicht nur fiir s = 1/2, sondern sogar fiir s < 3/4 endlich bleibt. Dies bedeutet,
dass die Eigenfunktionen regulérer sind als in Satz 9.3 angegeben.

LEMMA 94. Sei N > 1,v > 0,0 < s < 1 und eine Funktion v gegeben, so dass
N

04 [ )| 10+ )] 1o as
=1

2

mix,w. 5,1 durch diesen Ausdruck dominiert.

endlich ist. Dann wird die Norm ||u||
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BEWEIS. Der Beweis wird mittels der Interpolationstheorie gefiihrt. Fiir den Fall s =
0 ist die Behauptung offensichtlich. Der Fall s = 1 wird in (Yserentant, 2010a) gezeigt.
Bezeichne nun fiir ein festes v mit X ° den Raum aller messbaren Funktionen, so dass der
Ausdruck (9.4) endlich ist. Die Abbildung

i X0 - HEL (R, 0,)
ist somit fiir s = 0 und s = 1 stetig, das heifit beschréinkt. Die Interpolationsrdume kdnnen
nun analog zu Satz 3.6 fiir 0 < 6 < 1 zu

0 1 _ v
[X X ]9,2 =X
bestimmt werden. Auf der anderen Seite gilt nach Definition 3.2

{HO,I ((R3)N,w7)7H1’1 ((RB)Nawv)LQ — ol ((R3)N’w7)

mix mix mix

so dass die Aussage mit Satz A.4 folgt. O

Der folgende Satz fasst die Uberlegungen zusammen.

SATZ 9.5. Sei N > 1, & € Ry eine Spinkonfiguration und u € HZ(R3Y) eine Eigen-
Sfunktion zum Eigenwert A mit A < X(&). Wiihle weiterhin Parameter v, € R, so dass

v < /8(%(3) — A\)/N, Q>12N3/? 4 6yN'/?

gilt und setze ' = /. Dann ist die entsprechend skalierte Funktion
v = Q73N 2y(./Q)

. 1/2,1 3\N
ein Element von H " (R*)N w.,).
Damit kann die Approximation der Eigenfunktionen gebundener Zustinde auf die Appro-
ximation von Funktionen in exponentiell gewichteten Sobolevraumen gemischter Ordnung
zuriickgefiihrt werden. Auf diesem Weg konnen alle Ergebnisse der Approximation von
Kapitel 5 angewendet werden. Die Wellenfunktion besitzt jedoch zusitzlich als Element
von HZ(R3Y) eine partielle Antisymmetrie. Das folgende Kapitel behandelt die Auswir-
kungen dieser zusitzlichen Struktur auf die Approximation und zeigt, dass dadurch bessere
Approximationsraten erzielt werden konnen.






KAPITEL 10
Approximation antisymmetrischer Funktionen

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit der Approximation partiell antisymmetrischer Funktio-
nen, die zusitzlich in exponentiell gewichteten Sobolevraumen gemischter Ordnung lie-
gen. Nach der Aussage von Satz 9.5 kann damit ebenfalls die Approximationsrate einer
Eigenfunktion eines gebundenen Zustands bestimmt werden.

Allgemein wird die Approximation von Funktionen v € H'" ((Rd)N , wv) betrachtet, die
beziiglich einer Spinkonfiguration ¢ € R im Sinne von Definition 8.5 antisymmetrisch
sind, wobei der Fehler in der H™-Norm gemessen wird. Zur Approximation werden nun
die diinnen Gitter aus Kapitel 5 verwendet, die jedoch zusétzlich antisymmetrisiert wer-
den. Es zeigt sich, dass dadurch einige Basisfunktionen entfallen und die Konvergenzrate

verbessert werden kann.

Insgesamt erhilt man eine Konvergenzrate, die unabhingig von der Anzahl der Dimen-
sionen ist. Der Fluch der Dimensionen ist somit fiir partiell antisymmetrische Funktio-
nen in dieser Hinsicht gebrochen. Insbesondere folgt daraus, dass gebundene Zusténde der
Schrodingergleichung mit einer Rate approximiert werden kdnnen, die unabhingig von der
Anzahl der Teilchen ist.

Im ersten Abschnitt wird ein, beziiglich des H™-Skalarprodukts, orthogonaler Projektor
auf den Raum der antisymmetrischen Funktionen angegeben. Mit Hilfe dieses Operators
werden im zweiten Abschnitt die Diinngitterrdume aus Kapitel 5 partiell antisymmetrisiert.
Beziiglich dieser Rdume werden anschlieBend die entsprechenden Approximationsraten
hergeleitet.

1. Bestapproximation von antisymmetrischen Funktionen

In diesem Abschnitt wird ein orthogonaler Projektor auf den Raum H ;”(R(“V ) angegeben.
Als Folgerung muss eine Bestapproximation nur in diesem Raum gesucht werden.

LEMMA 10.1. Seid, N > 1 und & € R eine Spinkonfiguration. Definiere den partiellen
Antisymmetrisierungsoperator Az fiir Funktionen u € L*(R*) durch

(10.1) (Azu)(E) = NN

wobei Ny jeweils die Anzahl der Eintrige in & mit +1/> angibt. Dann ist Az beziiglich
des inneren Produktes auf H™(RN) fiir alle m € N ein orthogonaler Projektor auf den
Raum der partiell antisymmetrischen Funktionen HZ' (RIN),

BEWEIS. Als erstes wird gezeigt, dass der Operator Az auf HZ* (RN die Identitit
ist. Sei dazu u ein Element dieses Raumes. Dann gilt nach Definition

! > sign(P)u(PE).

(M@ = g >
P:P&=3&

Da u partiell antisymmetrisch ist folgt u( PZ) = sign(P)u (&) fiir die Permutationen P der
Summe. Aus der Tatsache, dass die Summe N !N_! Permutationen dieses Typs umfasst,
folgt Azu = u.

83
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Zweitens gilt, dass Az als Abbildung von H™ ((R%)") das Bild HZ*(RY) besitzt. Zu
diesem Zweck wihle eine Permutation () € Sy mit Q5 = &. Dann gilt nach Definition
fiir eine Funktion u € H™ ((R*)Y)

(Asu) Q&) = 5

Die Permutationen, die ¢ invariant lassen, sind wiederum eine Untergruppe von Sy . Da
das Vorzeichen einer Permutation multiplikativ ist, das heift es gilt sign(PQ) = sign(P) -
sign(Q) und ebenfalls sign(P~1) = sign(P), folgt mit P’ = PQ

(Azu)(QF) = sign(Q) - w7

und damit (Azu)(QF) = sign(Q)(Azu)(&). Also liegt Azu in H'(RV).

Als letztes muss nun gezeigt werden, dass A beziiglich des Skalarprodukts auf H™ ((R?)™)
selbstadjungiert ist. Zum einen gilt fiir die Fourierdarstellung

(Asu) (@) = (AzT)().
und fiir jede Permutation P € Sy
(u(P-),v)m = /ﬂw(l +]@ ) a(P&) - (@) A& = (u, v(P))m

durch Umparametrisierung. Aus der Linearitit des Integrals folgt damit die Symmetrie und
durch die Beschrinktheit des Operators Az somit auch die Selbstadjungiertheit. O

Mit Hilfe des Projektors kann nun folgendes Resultat gezeigt werden.

LEMMA 10.2. Seid,N > 1,7 € Ry und u € H?(R‘“V) eine partiell antisymmetrische
Funktion fiir m € N. Sei & € H™(R) eine Approximation. Dann gilt fiir den Fehler

llu —all7, = llu — Azall7, + [|(Id — Az)all5,-
Somit approximiert Azt die Funktion v mindestens so gut wie u. Die Bestapproximation

ist damit automatisch immer antisymmetrisch.

BEWEIS. Es gilt nach Voraussetzung Azu = u. Damit folgt
lu— a2, = [|Asu — [As + (Id — A || .
Aus der Orthogonalitit des Projektors kann der Ausdruck in
lu = all7, = llu — Azallz, + [I(1d — Az)all7,

zerlegt werden. Damit folgt die Behauptung. O

2. Antisymmetrische diinne Gitter

Nach den Ergebnissen des letzten Abschnittes ist es sinnvoll, zur Approximation partiell
antisymmetrischer Funktionen nur Ansatzfunktionen zu verwenden, die die gleiche Sym-
metrie aufweisen. Die Approximationsresultate aus Kapitel 5 bleiben somit bestehen, wenn
eine partiell antisymmetrische Funktion durch partiell antisymmetrisierte diinne Gitter ap-
proximiert wird. Die Antisymmetrisierung bedingt jedoch eine Verkleinerung des Raumes,
so dass fiir die gleiche Genauigkeit weniger Ansatzfunktionen benotigt werden. Die Aus-
wirkungen auf die Konvergenzrate werden in diesem Abschnitt untersucht.

Wir beginnen mit der Definition der zugrunde liegenden Approximationsrdume.
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DEFINITION 10.3. Sei N > 1, s, > 0 und eine Spinkonfiguration & € Ry gegeben,
sowie die in Definition 5.4 definierten Rdume {V;}scn. Das gemif Definition 5.3 konstru-
ierte antisymmetrische diinne Gitter G, (&) der Stufe L € N ist durch

GL(E) = Span{A,ﬂ/}X ‘ X S (DL}
mit der Indexmenge ®;, aus Gleichung (5.6) gegeben.

Durch die Antisymmetrisierung werden nun zum einen Ansatzfunktionen auf Null abge-
bildet, falls innerhalb einer Spingruppe nicht alle Indizes paarweise verschieden sind. Zum
anderen konnen verschiedene Indizes X #+ X bis auf Vorzeichen dieselbe Funktion erge-
ben, das heifit es gilt

(10.2) Asibs = £Asbs,.

Das bedeutet, dass die Michtigkeit des antisymmetrisierte Diinngitterraumes im Allge-
meinen kleiner ist als ohne Symmetriebedingung und daher die Indexmenge verkleinert
werden kann. im Folgenden wollen wir eine Teilmenge von @, auswihlen, die ausreicht
um den Raum G, (&) aufzuspannen.

LEMMA 10.4. Sei N > 1, s, > 0 und eine Spinkonfiguration & € R gegeben. Definiere
die Indexmenge

(10.3) dL(0) = U {67 Z]I+ und #|;_ monoton fallend }
wobei I, ={1,...,Ny}und I_ = {N,. +1,...,N}. Dann gilt
G () = span{Az15 | Xe ®L(5)}.

Somit reichen die Indizes in ® (&) aus, um das antisymmetrische diinne Gitter aufzuspan-
nen.

BEWEIS. Sei ein Index X € @, gegeben. Fiir jede Spingruppe I, und /_ getrennt
werden die Indizes innerhalb der Gruppe so vertauscht, dass die Stufen |A;| monoton fal-
lend sind. Die so entstehenden Funktionen sind bis auf das Vorzeichen mit den urspriing-
lichen identisch, d.h. es gilt Gleichung (10.2). Somit kann man sich auf solche Indizes
beschrinken, die diese Ordnung aufweisen und die Behauptung folgt. ]

Die so angegeben Indexmenge wird den Raum weiterhin redundant aufspannen, da z.B. in
®1,(0') Indexmengen ¢ enthalten sind, fiir die innerhalb einer Spingruppe zwei Indizes ¢;
und /; iibereinstimmen. In den entsprechenden Rdumen Z, siehe Gleichung (5.3), liegen
Funktionen, die durch Antisymmetrisierung auf Null abgebildet werden. Dennoch enthilt
der so antisymmetrisierte Raum auch Basiselemente von G, (&). Somit kann die Index-
menge Py, (&) weiter verkleinert werden. Eine Basis wird explizit in Kapitel 11, Abschnitt
1 konstruiert. Jedoch ist es schwer, von diesen Mengen die Méchtigkeit zu bestimmen.

Auf diesem antisymmetrischen diinnen Gitter kann nun die Genauigkeit der Approximati-
on einer antisymmetrischen Funktion in Abhéngigkeit von der Stufe abgeschitzt werden.
Dabei ergibt sich das gleiche Resultat wie in Satz 5.6.

LEMMA 10.5. Sei N > 1, m € Nund s,y > 0 mit m + s < 7, wobei T die Schranke der
Normdquivalenz ist. Fiir eine beziiglich der Spinkonfiguration ¢ € Ry antisymmetrische
Funktion u konstruiere die Approximante up, mit

uy, ‘= Z UX.Ag’(/)/-\‘, wobei Uy = <1LX,u>0.
XE@L
Dann gilt die Fehlerabschditzung

2 _
lu = urllm S O3> 275 iy 5.m

~
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beziiglich der H™ ((Rd)N)—Norm, wobei n¢ wie in Satz 4.5 definiert ist. Die Konstante ist
dabei unabhdngig von L und .

BEWEIS. Nach Satz 5.6 approximiert die Funktion
dp =), uzts
X€¢L

die Funktion v in der H™-Norm bis auf die in der Abschidtzung angegeben Faktor ge-
nau. Nach Lemma 10.2 folgt damit, dass u;, = Azuy die antisymmetrische Funktion
mindestens ebenso gut approximiert, womit die Behauptung folgt. (|

Um die Michtigkeit der Indexmenge ®, (&) abzuschitzen bendtigen wir folgendes Resul-
tat.

LEMMA 10.6. Sei k € N. Die Anzahl aller monoton fallenden Folgen natiirlicher Zahlen
k1 > ko > ... mit Summe k heift die Zerlegungszahl p(k). Diese kann dabei durch

2v/2k
p(k) S k

abgeschidtzt werden, wobei die Konstante unabhdngig von k gewdhlt werden kann.

Die Zerlegungszahl ist eine grundlegende Gro8e in der Zahlentheorie und wurde zum Bei-
spiel in (Euler, 1753; Hardy und Ramanujan, 1918) behandelt. Einen Beweis fiir die ange-
gebene, nicht optimale, Abschitzung findet sich in (Yserentant, 2010a). Mit Hilfe dieser
Abschitzung kann asymptotisch die Michtigkeit des partiell antisymmetrisierten diinnen
Gitters bestimmt werden.

LEMMA 10.7. Seid, N > 1, s,y > 0 und eine Spinkonfiguration & € Ry gegeben. Fiir
L € N besitzt die Indexmenge ®1,(5) aus Gleichung (10.3) asymptotisch

ﬁq)L (5_») 5 ,yde . e4\/ﬁ 2dL/s

Elemente, wobei die Konstanten unabhdingig von L und ~ ist.
BEWEIS. Zum Beweis muss der zweite Teil des Beweises von Lemma 5.7 modifiziert
werden. Wegen der Struktur der Menge ®,(6°) miissen dabei in Gleichung (5.10) auf Seite

43 nicht mehr alle Stufenindizes ¢ mit |¢|; = ¢ gezihlt werden, sondern nur noch solche,
die innerhalb der Spingruppen I, und /_ monoton steigend geordnet sind. Somit muss

L
1@, (5) < 22“/3 : ﬁ{ie NV ‘ 17, = ¢, ﬂ1+ und /|;_ monoton fallend }
=0

berechnet werden. Die Anzahl der so geordneten Stufenindizes 7 kann aber mit Hilfe der
Zerlegungszahl und Lemma 10.6 abgeschitzt werden. Es gilt insbesondere

mfifl <t

falls fiir die gesamte Folge |l7\1 = ( gilt. Somit kann die Méchtigkeit durch
( ezx/ﬂ> 2 _ AV

abgeschitzt werden. Summiert man anschlieBend auf, so folgt die Behauptung. O

Mit Hilfe der Genauigkeitsabschitzung und der Abschitzung der Anzahl der Freiheitsgra-
de kann wiederum die Konvergenzrate abgeschitzt werden.
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SATZ 10.8. Seid, N > 1, m € Nund s,y > 0mit m + s < 7, wobei T die Schranke der
Normdquivalenz ist. Weiterhin sei ¢ € R eine Spinkonfiguration. Fiir eine beziiglich &
partiell antisymmetrische Funktion u € H'" ((Rd)N , w,y) existiert fiir jedes € > 0 eine
endliche Linearkombination aus Funktionen { Az | X € VN, so dass ||u — uel|m <
€ ||tl|mix,w. ,5,m gilt. Dabei kann die Anzahl der Summanden in u. durch

(10.4) fue < Cgan/(QS) AN oAv/2llogs ¢ —d/s

abgeschiitzt werden, wobei ng wie in Satz 4.5 definiert ist. Die auftretende Konstante ist
dabei unabhdingig von € und 7.

BEWEIS. Der Beweis wird analog zum Beweis des Satze 5.8 gefiihrt, wobei die Aus-
sagen von Lemma 10.5 und Lemma 10.7 verwendet werden. (]

Stellt man wiederum nach der Anzahl der Unbekannten n ~ e*V2L24L/s ym so erhilt
man asymptotisch in n eine Genauigkeit von

||u — un”m < e%\/% . n_s/d'

~

Im Vergleich zum Ergebnis aus Gleichung (5.12) tritt die Dimension N nicht mehr im
Exponenten auf. Die Approximationsrate ist somit wirklich unabhéngig von /N und somit
der Fluch der Dimensionen im Hinblick auf die Konvergenzrate gebrochen.

Das Resultat des letzten Satzes fiir partiell antisymmetrische Funktionen kann auf Grund
von Satz 9.5 direkt auf die gebundenen Eigenzustiande der Schrodingergleichung angewen-
det werden. Folgender Satz fasst das Hauptresultat dieses Kapitels zusammen.

KOROLLAR 10.9. Sei N > 1, & € Ry eine Spinkonfiguration und u € HZ(R3Y) eine
Eigenfunktion zum Eigenwert \ mit A < 3(&). Wihle weiterhin Parameter v, € R, so

dass
7 < /8(%(F) —\)/N, Q>12N%2 1 12yN'/?

gilt und setze ' = ~ /). Mit v werde die nach Gleichung (9.2) skalierte Funktion bezeich-
net. Wiihle als Basis den Raum

{As5(Q) | X e VN,

mit einer geniigend reguldren Waveletbasis, so dass fiir die Schranke T der Normdquivalenz
14+ 1/2 < 7 gelte. Dann gibt es fiir jedes € > 0 eine endliche Linearkombination aus
diesen Funktionen, so dass ||u — uc1v < € ||v]lmix,w.,,1/2,1 &ilt. Dabei kann die Anzahl
der Summanden in u. durch

(10.5) fu, < 737 Nne f/—dN 4y/2[log, (/)] .6
abgeschdtzt werden. Die auftretende Konstante ist dabei unabhdingig von € und .

BEWEIS. Aus Satz 9.5 folgt, dass die skalierte Funktion v in dem gewichteten Sobolev-
raum H'/*! ((R?’)N , wy) gemischter Ordnung liegt. Damit kann fiir diese Funktion das

mix
Resultat von Satz 10.8 angewandt werden, wobei hier anstatt ¢ die kleinere Genauigkeit
¢/ verwendet wird. Macht man nun die Umskalierung riickgiingig, so folgt

(1 + E 2) ’(ﬂ— u )(G))!Q d& < (/)2 ||v))?
REN Qls € = mix,w,,1/2,1
Fiir die gewohnliche H!-Norm folgt damit

Ju-wlf <2 [

R3N

L (@ - 0.)(@)|” d& < &2 [|]?
Qs 5 >€ mix,w,s,1/2,1

und somit die Behauptung. U
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Umgestellt nach der Anzahl der Unbekannten ergibt sich daher eine Approximationsrate
von

lu— unlls S eV/F 087 =176

asymptotisch in n. Bis auf logarithmische Terme gilt, dass die Approximante beziiglich
der H'-Norm wie n~ /6 konvergiert, wenn n die Anzahl der Ansatzfunktionen ist.
Man sieht, dass die Anzahl der Teilchen N nicht mehr im Exponenten auftritt. Der Fluch
der Dimensionen ist somit im Hinblick auf die Konvergenzrate gebrochen. Die angegebene
Rate sollte aber als obere Abschitzung angesehen werden. Auf Grund der Struktur der
Wellenfunktion kann erwartet werden, dass die Besov-Regularitit der Wellenfunktionen
entschieden hoher liegt, siehe auch (Flad et al., 2007). Dies fiihrt ebenfalls zu verbesserten
Konvergenzraten.
Weiterhin deutet eine laufende Untersuchung (Kreusler, 2010) darauf hin, dass die Wel-
lenfunktionen gebundener Zustiinde hohere Regularitit besitzen. Ist zum Beispiel fiir ein
1/2 < s < 1 der Ausdruck

N s
(10.6) [ 0| [T+ w) e as

i=1
endlich, so verbessert sich ebenfalls die Approximationsrate, falls 1 + s < 7 gilt. Anstatt
£~ 6 Terme werden lediglich e ~3/* Terme in fiihrender Ordnung benétigt um die Wellen-
funktion bis auf den Fehler ¢ darzustellen. Die vorldufigen Ergebnisse deuten darauf hin,
dass hier s < 3/4 gesetzt werden kann. Dies wiirde in fiihrender Ordnung eine Approxi-
mationsrate der Wellenfunktionen von annihernd n~'/* und somit eine Rate von n /2
beziiglich des Rayleighquotienten bedeuten, wobei hier n wiederum die Anzahl der An-
satzfunktionen ist.

Eine zu Satz 10.8 analoge Aussage kann ebenfalls fiir die diinnen Gitter mit fest gewéhltem
Diskretisierungsgebiet aus Kapitel 5, Abschnitt 4 gefunden werden. Folgender Satz fasst
die Ergebnisse zusammen.

SATz 10.10. Mit den Voraussetzungen von Definition 10.3 und einem Parameter R >
0 definiere analog das antisymmetrisierte diinne Gitter aus den Réiumen {Vp g}ocn aus
Definition 5.9
GLyR(E) = {.Ag’(/JX | X S 9L,R}~
Analog zu ®1,(5) aus Gleichung (10.3) definiere © 1, r(&). Dann gilt
ﬁGLtR((}') < RIN 64\/i odL

asymptotisch in L und R, wobei die Konstante nicht von y abhdngt. Die Konvergenzrate
analog zu (10.4) verschlechtert sich bei geeigneter Wahl von R wie im Beweis zu Satz 5.13

auf
ﬁus S e’yds/QN’ﬂg/(QS) ,deN 64\/2|log26| |10g€|dN Efd/s’

wobei die Konstante unabhdngig von € und -y ist.

Wie schon im Falle von Kapitel 5 bleibt somit die Konvergenzrate fiihrender Ordnung er-
halten, der Fehler verhilt sich asymptotisch in der Anzahl der Freiheitsgrade n wie n~5/¢,
Jedoch tritt im Exponenten zum Term |log ¢| wiederum die Anzahl der Dimensionen N
auf, die Rate ist somit nicht unabhingig von /N. Aussagen iiber die Approximation von
Eigenfunktionen der Schrédingergleichung ergeben sich dabei analog zu Korollar 10.9.



KAPITEL 11
Galerkindiskretisierung der Schrodingergleichung

In diesem Kapitel wird die Diskretisierung des Eigenwertproblems
Hy = By, ¢ e H3R™)
auf partiell antisymmetrischen diinnen Gittern besprochen.

Zunichst wird auf dem Diinngitterraum G, (&) eine Basis konstruiert. Dazu werden die
partiell antisymmetrischen Basisfunktionen als Produkt zweier vollstindig antisymmetri-
scher Funktionen dargestellt. Dabei sind die beiden Faktoren Slater-Determinanten, wie
sie auch in der Quantenchemie verwendet werden, siehe z.B. (Helgaker et al., 2000). Auf
diese Weise kann anschlieBend leicht eine Basis angegeben werden.

Verwendet man diese Funktionen in einem Galerkin-Verfahren, so miissen zur Bestim-
mung der Eintriige der Diskretisierungsmatrix allgemein Integrale in 3N Variablen berech-
net werden. Aufbauend auf den Condon-Slater-Regeln (Condon, 1930) wird die Bestim-
mung der Eintrage auf maximal sechsdimensionale Integrale zuriickgefiihrt. Dabei nehmen
wir vereinfachend an, dass die Wavelets orthogonal sind. Fiir nicht-orthogonale Ansatz-
funktionen konnen aufbauend auf den Lowdin-Regeln (Lowdin, 1955) dhnliche Ausdriicke
gefunden werden.

Im Hinblick auf iterative Methoden zur Losung des diskreten Eigenwertproblems wird ge-
zeigt, dass Diagonalskalierung auch bei partiell antisymmetrischen Ansatzriumen auf ei-
ne stufenunabhingige Kondition der Diskretisierungsmatrix fiihrt. Jedoch ist die Anwen-
dung der Diskretisierungsmatrix auf einen Vektor der Flaschenhals bei der Berechnung
von Niherungslosungen. Zum einen ist die Diskretisierungsmatrix anndhernd voll besetzt
und direkte Verfahren somit ineffizient. Zum anderen kann die die Konstruktion schneller
Algorithmen zur Berechnung des Matrix-Vektor-Produkts, siehe Kapitel 7, auf Grund der
Antisymmetrie nicht auf den vorliegenden Fall {ibertragen werden.

1. Konstruktion einer Basis auf antisymmetrischen diinnen Gittern

In diesem Abschnitt wird eine Basis fiir den partiell antisymmetrisierten Diinngitterraum
G (&) von Kapitel 5 konstruiert. Dabei wird folgende Struktur der Basisfunktionen aus-
genutzt.

LEMMA 11.1. Sei N > 1 und eine Spinkonfiguration ¢ € Ry der Struktur (8.8) gegeben.
Weiterhin seien v und v_ Funktionen in N4 bzw. N_ Variablen. Dann gilt

Ay @) = (Ay) @ (Ap-).

Damit ist Az (04 ® 1_) ein Produkt zweier antisymmetrischer Funktionen.

BEWEIS. Sei eine Permutation P € Sy mit P& = & gegeben. Dann lésst sich P als
P:P+®P7, P:tESNi
schreiben. Damit gilt mit der Aufteilung & = [£,,&_] mit £, € R3N=
1

Az (s @ P_)(E) = NN > sign(Py)yy (P ) sign(Po)y (P-a@_).
R PiGSNi

89
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Faktorisiert man die Summen iiber P, so ergibt sich die Behauptung. (]

Die Basisfunktionen des partiell antisymmetrisierten Gitters Gz (L) lassen sich nun am
einfachsten beschreiben, wenn die Basisfunktionen nummeriert werden. Definiere dazu
die bijektive Abbildung

(11.1) k:N= o

£=0

fiir die Indexmengen ¢y, siche Gleichung 5.4. Weiterhin sei fir K = [k, k'] € NV mit
k € NN+ und k' € NV~ die partiell antisymmetrische Funktion

Ny N_
(112) V=TV, Vp=/NIAQRQ Ve, V= VN-IAQ) brgir,)
i=1

=1

gegeben. Der Faktoren /N_! fiihren dabei auf eine normierte Wellenfunktion, wenn al-
le Faktoren v, (k). 2 = 1,..., Ny, und ¥, ), i = 1,...,N_, normiert sind. In der
Quantenchemie werden die Funktionen W z und W e iiblicherweise Slater-Determinanten
genannt und die einzelnen Faktoren Orbitale, siehe z.B. (Helgaker et al., 2000).

Sei nun ein Waveletindex \ € ® 1, gegeben. Setzt man nun
E=[" ),k P O] B = [ AN, 1), 6 H (O]

bzw. abkiirzend K = [k, k'] = = 1(X), so gilt
1 _,

Aoty = e e K=n7'(D)
Mit Hilfe dieser Notation kann nun leicht folgende Aussage gezeigt werden.
SATZ 11.2. Sei N > 1, L € Nund & € Ry eine Spinkonfiguration. Dann ist durch
(V| K e T5(1)}
mit

(L) = {[E, K| [k, k'] = k= Y(X), k, K’ streng monoton fallend, X € P}

BEWEIS. Fiir eine antisymmetrische Funktion W mit k e NN+ gilt

\I/PE = sign(P) \I,E

fiir alle Permutationen P € Sy, . Daraus folgt fiir die Konstruktion einer Basis, dass man

sich auf streng monoton fallende Vektoren k beschriinken kann. Eine analoge Aussage gilt
ebenfalls fiir Uz,. Die lineare Unabhéngigkeit der angegebenen Menge folgt schlieBlich

aus der linearen Unabhingigkeit der Funktionen {5, Xe v O

Aus dem letzten Satz folgt ebenfalls, dass der Raum aller beziiglich & partiell antisymme-
trischen Funktionen durch {V ;. | K € Z(&)} mit

(11.3) Z(6) = {[k, k'] |k € NN+, k' € NN- k, ¥ streng monoton fallend}

aufgespannt ist.
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2. Berechnung der Matrixelemente

Die Eintrage der Galerkinmatrix zur Diskretisierung des Hamiltonoperators sind durch
3N-dimensionale Integrale gegeben, wobei neben der Hochdimensionalitdt als weitere
Schwierigkeit die partielle Antisymmetrie auftritt. Durch die spezielle Struktur des Ha-
miltonoperators kann die Berechnung der Matrixelemente jedoch stark vereinfacht wer-
den. Grundlage hierfiir sind die sogenannten Condon-Slater-Regeln (Condon, 1930), bzw.
Verallgemeinerungen davon (Lowdin, 1955).

Durch diese Regeln kann die Berechnung der Eintrige auf drei- bzw. sechsdimensionale
Integrale zuriickgefiihrt werden. In der urspriinglichen Arbeit von Condon (Condon, 1930)
muss dabei vorausgesetzt werden, dass die Orbitale in den Ansatzfunktionen orthogonal
sind, jedoch kann auf diese Annahme auch verzichtet werden (Lowdin, 1955).

In diesem Abschnitt werden diese Regeln im Falle partiell antisymmetrischer Funktionen
angegeben. Dabei beschrinken wir uns der Einfachheit halber auf den Fall orthogonaler
Funktionen. Im allgemeinen Fall kann man die Berechnung der Matrixelemente ebenfalls
auf maximal sechsdimensionale Integrale zuriickfiihren.

Um diese Regeln auf eine Diskretisierung mit Wavelets anzuwenden, miissen demnach
orthogonale Basen gewihlt werden. Dafiir konnen zum Beispiel die Daubechies-Wavelets
(Daubechies, 1988) verwendet werden. Weiterhin existieren auch stiickweise polynomia-
le und orthogonale Multiwavelets mit beschrianktem Tridger (Donovan et al., 1996). Die
Approximationsresultate dieser Arbeit sind auch fiir letztere Wavelets giiltig.

Ziel ist es demnach die Eintrdge der Diskretisierungsmatrix des Hamiltonoperators H aus
Gleichung (8.4) fiir die Ansatzfunktionen {\IJ e | K ceJ } fiir eine Teilmenge J C Z(&)
zu berechnen. Die Eintridge sind dabei durch

(kK [HIE ) = (W

gegeben, wobei [k, k], [0, 7] € T gelte.

Der Operator H kann als Summe von Operatoren der Form

N
O1=Zh1(i)7 02 = Z ha(i, 5),

1<1<j<N

dargestellt werden. Dabei setzt sich O; aus den Einteilchenoperatoren der kinetischen
Energie und der Kern-Elektronen Wechselwirkung, d.h.

M
1 Z
hy = —=-A E ——r
! 2 JrV:l |z —a,ls’

zusammen, wobei A den Laplaceoperator in drei Dimensionen bezeichnet. Mit hy (¢) wird
nun der entsprechende Operator bezeichnet, der auf die Koordinate a; wirkt. Der Operator
O, gibt die Elektron-Elektron-Wechselwirkung wieder, wobei

- 1
|z — yl2

gilt und bei hy (¢, j) die Koordinaten @ und y durch «; bzw. ; zu ersetzen sind.

ha

Es wird sich zeigen, dass sich die Matrixelemente

(k, K01 /2|6, 0) := (¥ i 1, 012 Wi o)

von O/, beziiglich der Basis {\Il[,;j,] | [k, k'] € J} durch gewisse Regeln auf die Ein-
trage der Galkerkinmatrix von h; bzw. hy zuriickfiihren lassen. Grundlage dafiir ist, dass
die Operatoren auf hochstens zwei Koordinaten wirken. Das Integral iiber die anderen Ko-
ordinaten kann auf Grund der Orthogonalitit der Faktoren vereinfacht werden.
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Ny N_ >
C=Tk1.. . ky.. kn.]
kilhi|k:) + Eir|hy |k o , , i’
;< Ik Zif Pk} P =1k kK]
(kI ) = bbb
P =K. K, . Ky ]
C=Tk1.. . ku.. kn,]
ki |hi|e _ +
(b mfe) T=[K...0, . Ky ]

TABELLE 1. Condon-Slater Regeln zur Berechnung des Matrixelements
(k,k'|O1|Z, 7' bei beziiglich L2(R3) orthonormalen Ansatzfunktionen.
Dabei wird angenommen, dass sowohl k und 7 als auch &’ und ¢ in
grofitmoglicher Ubereinstimmung sind. Zusitzlich gelte &k, # £, und
k!, # ¢ ,. Alle nicht angegebenen Fille ergeben Null.

Zur Formulierung dieser Aussagen benotigen wir noch folgende Notation. Fiir die Matrix-
elemente von h; o gelten folgende Schreibweisen:

(klh1[€) == (Y, h1 ),
(kikalhall162) == (Y, @ Yy, ha e, @ 1y,)
(k1ko||€1€2) := (k1ka|ha|l1£s) — (k1ka|ha|laly).

Die Regeln zur Berechnung der Matrixelemente werden stark vereinfacht, wenn man die
Indizes k, k/, bzw. £, ¢’ geeignet umsortiert.

DEFINITION 11.3. Sei N > 1 und eine Spinkonfiguration & € Ry gegeben. Weiterhin
seien zwei Indizes L = [k, k'] und L = [¢, '] gegeben, wobei

k,0e NV+ K 0 eNV-

gelte. Die einzelnen Komponenten von E, K , Zund 7 seien jeweils paarweise verschieden.
Die Komponenten k und £'sind in maximaler Ubereinstimmung, wenn jede Permutation P
die Anzahl der identischen Komponenten in k und P/ nicht vergroBert (analog fiir k' und
7). Die gesamten Indizes K und L sind in maximaler Ubereinstimmung, falls jede ihrer
Komponenten in maximaler Ubereinstimmung ist.

Mit Hilfe dieser Bezeichnungen kénnen Regeln zur Berechnung der Matrixelemente ange-
geben werden.,

SATZ 11.4 (Condon-Slater-Regeln). Sei N > 1 und ¢ € Ry eine Spinkonfiguration.
Weiterhin sei durch 1g,v1,... € H(R3) ein System orthonormaler Ansatzfunktionen
gegeben. Seien zwei Indizes [E, E’], [Z 1% | gegeben, die in maximaler Ubereinstimmung sind.
Dann konnen die Matrixelemente

(W7 51101/21¥ 7))

gemdf3 den Tabellen 1 und 2 berechnet werden. Das Matrixelement zwischen allgemeinen
Indizes K und L konnen dabei auf diesen Fall zuriickgefiihrt werden, wenn entsprechend
permutiert wird. Dabei dndert sich hochstens das Vorzeichen.

BEWEIS. Ein groBler Teil der Regeln kann direkt auf die Condon-Slater-Regeln fiir
vollstindig antisymmetrische Funktionen zuriickgefiihrt werden. Dies ergibt sich aus der
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S (kiksllkik) + > (Kikj |k

LN, 1S4 <j' SN~ C=1[k1. koo k. k]
+ — o i ’ i ’
+Zz<klk;/|h2|k1k’;/> 4 :[ 1. U/...k,‘ul...kN7]
i=14'=1
Ny N_ -
, , C=lki...by.. ky.. kn,]
;U“”kl”g"’” + 2%"’“"“2""’“’) P = (K Ky K Ky ]
N_ Ny >
O=Tk1.. . ky..  ku.. En.]
KK\ kL + kik/|ho kil S . # +
D (Kb + S0 ) T
ok [600,) C=Tkr o by k]
pies O=1[k .. k. K,  Kky]
C=T[ki.. . ku.. . ky.. kn,]|
kLKL, ~ ’ +
<V H”U M> E':[ki;,(;,k;\,_]
C=Tki... by ku.. kn,]|
kyk.:|ha|€, 0., ~ . +
(ks Ihalts ) [ N

TABELLE 2. Condon-Slater Regeln zur Berechnung des Matrixele-
ments (k, k'|O|l, ) bei beziiglich L? orthonormalen Ansatzfunktio-
nen. Dabei wird angenommen, dass sowohl k und ¢ als auch &’ und
7 in groBtmoglicher Ubereinstimmung sind. Zusitzlich gelte k; # /;,
i=v,p,und k, # £,,i' = u/,v'. Alle nicht angegebenen Fille ergeben
Null.

Zerlegung der Operatoren Oy /5 in

0, = (%hl(i)) ®ld+1d® (Zhl(i)),

i=1
O=( 3 hmp)er+de( D k)
1<i<j<Ny 1<i<j<N_
Ny N_
+ Z Z h2(7’7] + NJr)a
i=1 j=1

das heift als Summe von Tensorproduktoperatoren. Fiir einen Operator der Form O ® Id
gilt jedoch

(O®1d) Wipp) = (¥, 0Wg) - 075

durch die Orthonormalitit der Ansatzfunktionen. Eine analoge Aussage gilt auch fiir einen
Operator Id ® O. Die einzelnen Faktoren W, ¥z, sind nach Definition vollstindig anti-
symmetrisch. Daher konnen direkt die Condon-Slater-Regeln angewendet werden, siche
zum Beispiel (Szabo und Ostlund, 1989).

Nun muss nur noch jener Teil des Elektron-Elektron-Operators betrachtet werden, der die
beiden Spingruppen koppelt. Die Herleitung der entsprechenden Regeln orientiert sich da-
bei an (Szabo und Ostlund, 1989). Wegen der Symmetrie gilt

Ny N_
B EDSTS  ho(i, Ny + )00 = Ny N - (k' [ha(1, Ny + 1), 7),

i=14'=1
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da jeder Operator der Summe den gleichen Anteil liefert. Setzt man nun explizit die Defi-
nition der partiell antisymmetrischen Funktionen ein, so erhélt man fiir den letzten Faktor

1
(N: — DN —1)! Z Z sign(P) sign(Q) sign(P’) sign(Q")
P,QeSn, P',Q'€SN_
. 1 . . S oo
< [ UrPE Y (PE)——UdQE )05 (@) i i
[T11—z-1l2
mit Hilfe der Aufteilung & = [£,,Z_] gemiB den Spingruppen. Die Integrale iiber die
Variablen x4 5,..., x4 y, und x_ ,...,x_ y_ konnen mit Hilfe des Satzes von Fubi-

ni herausgezogen werden. Wegen der Orthonormalitit der Orbitale erhélt man so fiir das
Integral

H(skm)f@() H Ko iy ligr iy

1
< [ @, ) g (@), (9) dedy.

P’<1> |z — yl2 Q(
Im Folgenden werden fiinf Félle unterschieden.

Fiir den ersten gelte 7= Fkund /' = K, das heiBt die Indizes stimmen vollstdndig iiberein.
Damit miissen die Permutationen in den Stellen i = 2,..., N, bzw. ¢/ = 2,...,N_
libereinstimmen, es gilt somit P = Q und P’ = Q’. Zudem wird jedes Paar von Orbitalen
(ki, k) genau (N; — 1)! - (N_ — 1)!-mal an die erste Stelle permutiert. Dies ergibt den
letzten Beitrag in der ersten Zeile von Tabelle 2.

Im zweiten Fall seien die Indizes ¢ und k an der Stelle v unterschiedlich W, # k),
withrend ¢’ = k' gelte. Dann muss

P(1)=Q(1)=v und P(i)=Q) fir i=2,...,N,

gelten. Weiterhin miissen die Permutationen P’ und @)’ analog zum ersten Fall iibereinstim-
men. Insgesamt tritt fiir i’ = 1,..., N_ jedes Paar (k,, k},) und (¢,, k) genau (N —1)!-
(N_ — 1)! mal auf. Daraus ergibt sich der zweite Summand der zweiten Zeile von Tabelle
2. Analog kann auch der dritte Fall behandelt werden, fiir den 7" und k' sich an der Stelle
v unterscheiden, withrend =k gilt (zweiter Summand der dritten Zeile).

Im vierten Fall seien die Indizes £ und k an der v-ten Stelle und die Indizes # und &’ an
der v/'-ten Stelle unterschiedlich. Dadurch muss fiir die Permutationen

P(1)=Q(1)=v und P(i)=Q(i) fir i=2,...,N4
P'(1)=Q'(1)=v" und P'(i)=Q'(:) fir i=2,...,N_
gelten. Mit der gleichen Argumentation wie oben folgt der Ausdruck in der letzten Zeile
der Tabelle.

Unterschieden sich die Indizes £ und k bzw. ¢/ und &’ in mehr als einer Stelle so ergibt sich
kein Beitrag. (]

Kennt man die Diskretisierungsmatrizen

hy = [(¥i, %'ﬂi_’iﬂ und o = [(Y; @5, ha by @)

Sy
(X IRVEV

fiir alle vorkommenden Indizes 4,4, 7, 5, so lassen sich die Eintriige der Diskretisierungs-
matrizen von Oy /o und damit auch vom Hamiltonoperator H direkt berechnen.
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3. Prikonditionierung

Mochte man nun das diskretisierte Eigenwertproblem des Hamiltonoperators mit den Me-
thoden von Kapitel 11, Abschnitt 3 effizient 16sen, benétigt man einen Prikonditionie-
rer. Analog zum Fall ohne Antisymmetrie, vergleiche Kapitel 11, Abschnitt 2, fiihrt die
Normiquivalenz der gewichteten Waveletkoeffizienten auf einen einfachen Prikonditio-
nierer mit einer stufenunabhingigen Kondition.

Sei {V | K € I(#)} die Menge der beziiglich der Spinkonfiguration & partiell antisym-
metrischer Basisfunktionen, siehe Gleichung (11.2) und (11.3). Weiterhin sei mit Hilfe der
Nummerierung « von Gleichung (11.1) die Abbildung der Stufen

JE) = [(5(K1), - (5(KN))]
analog zu Gleichung (4.11) gegeben.
LEMMA 11.5. Sei N > 1, @ € Ry eine Spinkonfiguration und t € RN mit 0 < t <

T komponentenweise, wobei T die Ordnung der Normdquivalenz angibt. Dann gilt die
Normdquivalenz

1 2(8,j(PK 2 2
a4y Y [N+! 7 2 PO iegP~ | Y g ile(go)-
KeZ(3) P:PG=& KeZ(3)
Die Riiume HF((Rd)N) sind dabei in Korollar 3.7 definiert.
BEWEIS. Zum Beweis der Aussage wird der partiell antisymmetrische Fall auf den

ohne Symmetrie von Lemma 4.3 zuriick gespielt. Mit der Definition der partiell antisym-
metrischen Basisfunktionen W gilt

Z cp¥ Z Z 51gn
Ke1(5) Kezs; Vv N+' N Pe=
Die Indizes

{PK | K €1(5), P: PG =&}

sind dabei paarweise verschieden. Damit kann Lemma 4.3 angewendet werden und die
Behauptung folgt. O

Speziell kann damit analog zu Satz 4.4 durch die Darstellung der Sobolevraume durch
Schnitte von Tensorproduktrdumen, vergleiche Korollar 3.7, die Norméquivalenz zu diesen
Réumen gezeigt werden. Wir beschrinken uns hierbei auf den Fall isotroper Regularitit.

SATZ 11.6. Sei N > 1, m € N, so dass m < 7 gilt, wobei T die obere Schranke
der Normdiquivalenz ist. Weiterhin sei ¢ € Ry eine Spinkonfiguration. Dann gilt die

Normdquivalenz
Z 22m |J K)|°O|C~|2 ~ H Z Cr K||7n
R KeI(3)

BEWEIS. Nach Definition der isotropen Sobolevrdume als Schnitte von Tensorpro-
duktrdgumen ergibt sich analog zum Satz 4.4

I > ex¥l, Z > N, lNu > 2T PR jeg .

KeZ(3) =1 Re1 () P:P&=d

Fiir den Exponenten gilt

(@, J(PE)) = j (+(Kp-1(3)))-
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Die Summe iiber ¢ = 1,..., N liefert somit

N L N B
Z 92m(&;,j(PK)) _ Z 92mj(k(Ki)) ., 92m|j(K)lee
i=1 i=1
Die anschlieBfende Summe iiber die N !/N_! Permutationen liefert die Behauptung. U

Der letzte Satz zeigt, dass die partiell antisymmetrischen Ansatzfunktionen W > die gleiche
Norméquivalenz erfiillen, wie die tensorierten Wavelets in Satz 4.4. Damit kann der gleiche
diagonale Prikonditionierer wie in Kapitel 6, Abschnitt 2 angewandt werden. Dieser liefert
eine stufenunabhingige Kondition.

4. Komplexitit der Diskretisierungsmatrix

In diesem Abschnitt wird niherungsweise die Anzahl der Eintrige der Diskretisierungsma-
trix des Hamiltonoperators H beziiglich partiell antisymmetrisierter diinne Gitter bestimmt.
Als Modell dient dabei das diinne Gitter aus Satz 10.10, bei dem das Gebiet explizit durch
einen Parameter R beschriankt wird.

Wir beginnen mit der Abschidtzung der Anzahl der Eintrdge je Zeile. Sei dazu fiir eine
Spinkonfiguration & € Ry gegeben. Wir betrachten fiir L € N und festes & > 0 das
partiell antisymmetrisierte diinne Gitter

GL,R(&) = span{Agz/JX | X S CI)L’R},
vergleiche auch Kapitel 5, Abschnitt 4, Kapitel 10, Abschnitt 2, sowie speziell Satz 10.10.
Fiir diesen Raum sei analog zum Abschnitt 1 eine Indexmenge 7, r(5") gegeben, so dass
die Funktionen { ¥z | K € J;, (%)} den Diinngitterraum aufspannen.
Wir beginnen mit der Abschitzung der Anzahl der Eintriige in einer Zeile. Sei dazu eine

Ansatzfunktion ¥ > mit Parameter K= [E , K | € J gegeben. Mit Hilfe der Nummerierung
K, siehe Gleichung (11.1), entspricht dies einem Index

X:()\1,...,)\N+,/\N++1,...,)\N), )\i:H(Ki).
Wie schon in den vorangegangenen Abschnitten nehmen wir an, dass die einzelnen Funk-
tionen v orthonormal sind. Dann folgt aus den Condon-Slater-Regeln, Satz 11.4, dass ein
Matrixelement (K|H|L) nur dann nicht verschwindet, wenn maximal zwei Indizes von K
und L nicht iibereinstimmen.

Um diese Anzahl abzuschétzen wihlen wir ein Paar ¢ < j und ersetzen die Basisfunktio-
nen mit Index A;, \; durch solche mit X}, )\;-. Die so entstehende Funktion muss jedoch
weiterhin ein Element des Diinngitterraumes sein. Demnach muss
XL+ N1 < L= 15+ Nl + [y] = L

gelten, sowie die entsprechenden Funktionen ebenfalls im Gebiet liegen, das durch den
Parameter R bestimmt wird. Das Paar liegt demnach in dem zweidimensionalen Diinngit-
terraum G'z,; r. Nach Lemma 5.12 existieren somit RS L;; 23Fii Funktionen asymptotisch
in L und R. Schiitzt man L;; durch die Stufe L ab und beriicksichtigt die Anzahl der Ele-
mente im Diinngitterraum, siehe Satz 10.10, so ergeben sich maximal

R3N+6 64\/EL 96L

Eintrdge. Dies ist in etwa die quadratische Anzahl der Basisfunktionen.

Somit wird die Berechnung der Matrixeintridge sowie die Matrix-Vektor-Multiplikation die
Komplexitit der Berechnung der Galerkinlosung bestimmen. Wiinschenswert wire hier
ein Algorithmus, der auf die Aufstellung der Matrix verzichtet. Fiir direkte CI-Methoden
(Roos, 1972) kann solch ein Algorithmus angegeben werden, der die Berechnung des
Matrix-Vektor-Produkts auf die Ein- und Zweiteilchenmatrixelemente zuriickfiihrt, siche
auch (Helgaker et al., 2000, Abschnitt 11.8).
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Die entsprechenden Algorithmen konnen jedoch nicht sofort auf den vorliegenden Fall
tibertragen werden. Die Komplexitit der dort vorgestellten Algorithmen ist zwar linear in
der Anzahl der Basisfunktionen der Gesamtraumes, jedoch quadratisch in der Anzahl der
Orbitale. Bei den iiblicherweise verwendeten Ansatzfunktionen in der Quantenchemie ist
die Anzahl der Orbitale im Vergleich zur Anzahl der Slater-Determinanten vernachlissig-
bar. In unserem sind auf Grund der Diinngitterkonstruktion gilt dies nicht mehr; vielmehr
stimmen die Groflenordnung der beiden Zahlen iiberein. Die Algorithmen miissen daher in
dieser Hinsicht liberarbeitet werden.
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KAPITEL 12
Approximation des Newtonpotentials

In den folgenden beiden Kapiteln wird das Heliumatom auf adaptiv gewéhlten diinnen Git-
tern diskretisiert. Obwohl Helium nur zwei Elektronen besitzt und damit das erste nichttri-
viale elektronische System darstellt, treten jedoch schon dort im Wesentlichen die gleichen
Schwierigkeiten auf, wie bei Atomen und Molekiilen mit mehreren Elektronen. Dies folgt
aus der Tatsache, dass die Konvergenzrate nach den Ergebnissen der letzten Kapitel un-
abhingig von der Anzahl der Elektronen ist. Lediglich die Antisymmetrie muss bei Helium
nicht beachtet werden, da im Grundzustand beide Elektronen den gleichen Spin besitzen.

Bei der Berechnung der Eintréige der Diskretisierungsmatrizen h; und hy miissen drei- bzw.
sechsdimensionale Integrale iiber singulédre Potentiale berechnet werden. Weiterhin konnen
die in Kapitel 7 vorgestellten effizienten Algorithmen zur Berechnung der Matrix-Vektor-
Multiplikation nicht direkt angewendet werden, da die Elektron-Elektron-Wechselwirkung
nicht als Tensorprodukt geschrieben werden kann.

In diesem Kapitel wird daher eine Approximation des Newtonpotentials konstruiert und
der entsprechende Fehler abgeschitzt. Dabei wird das Newtonpotential 1/| - |5 durch ei-
ne kurze Summe von Tensorproduktfunktionen ohne Singularitit genédhert. Speziell wer-
den hier Exponentialsummen gewahlt, wie sie auch in (Beylkin und Mohlenkamp, 2004;
Hackbusch, 2006) verwendet werden.

Daraus folgt, dass die zugehdrigen Multiplikationsoperatoren sich niherungsweise eben-
falls als eine Summe von Tensorproduktoperatoren schreiben lassen: jeder einzelne Sum-
mand zerfillt im Falle des Kernpotentials vollstidndig in ein Tensorprodukt von Operatoren,
die auf eine Variable wirken. Bedingt durch die Struktur 1/|x — y|2 zerfallen die einzelnen
Summanden der Elektron-Elektron-Wechselwirkung nur in ein Produkt von drei Operato-
ren, die auf jeweils zwei Variablen (z; und y;) wirken. Im nichsten Kapitel wird gezeigt,
wie der Algorithmus von Schwab und Todor, siehe Kapitel 7, Abschnitt 3, angewendet
werden kann.

im Folgenden wird zuerst in Abschnitt 1 allgemein diskutiert, welche Auswirkung eine
Storung des Newtonpotentials auf das Spektrum besitzt. AnschlieBend wird im zweiten
Abschnitt die Approximation mit Hilfe von Exponentialsummen besprochen.

1. Storung des Potentials

Der Hamiltonoperator H aus Gleichung (8.4) eines allgemeinen elektronischen N-Teilchen-
Systems kann in zwei Teile zerlegt werden:

H=T+V,

wobei T = —1AA die kinetische Energie und V das Potential darstellt. Das Potential
selbst setzt sich wiederum aus der Elektron-Kern- (V,.) sowie der Elektron-Elektron-
Wechselwirkung (Vee) zusammen. Beide Operatoren sind Multiplikationsoperatoren be-
ziiglich der Funktionen

N

K
Vne = - Z Z Zl/vel(mi - au)a V;ee

i=1 v=1 1<i<j<N

101



102 12. APPROXIMATION DES NEWTONPOTENTIALS

wobei v als Newtonpotential bezeichnet wird.

Verwendet man zur Diskretisierung des Hamiltonoperators H diinne Gitter, wie in den Ka-
piteln 5 und 10 beschrieben, so bereitet das Potential V auf zweierlei Arten Probleme.
Zum einen erschweren die auftretenden Singularititen in den Potentialen die Berechnung
der Eintrige der Diskretisierungsmatrix und zum anderen konnen die Algorithmen zur
schnellen Matrix-Vektor-Multiplikation, siehe Kapitel 7, nicht angewandt werden, da der
Operator V¢, keine Tensorproduktstruktur besitzt. Die Idee ist nun, den Hamiltonopera-
tor H durch einen gestorten Operator H zu ersetzen, der ebendiese Struktur aufweist und
zudem keine Singularitit mehr besitzt. Der Operator H wird dabei so bestimmt, dass der
Fehler zwischen den Eigenwerten von H und H unterhalb der gewiinschten Genauigkeit
bleibt.

Zu diesem Zweck werden in diesem Abschnitt Abschidtzungen hergeleitet, wie sich eine
Approximation des Newtonpotentials auf die Eigenwerte auswirkt. Die Diskussion wird
jedoch nicht allgemein fiir ein /V-Teilchen-System durchgefiihrt, sondern nur anhand des
Hamiltonoperators von Helium

He ln,la, -2 2, 1
2 2 zl2 fyl2 [z -yl
Die entsprechenden Potentialoperatoren sind demnach durch
2 2 1
Vae(z,y) = REEES Vee(®,y) = =k
gegeben. Die monoton steigenden Eigenwerte von H seien mit A\; < Ay < ... bezeichnet
und die entsprechenden Eigenfunktionen mit uy, us, . . .. Die erzielten Ergebnisse konnen

jedoch auf Systeme mit mehr Elektronen verallgemeinert werden.

Wir beginnen mit der Annahme iiber die Struktur des Approximationsfehlers.

DEFINITION 12.1. Sei e > 0. Durch v, sei ein approximatives Newtonpotential gegeben,
so dass fiir alle € R3

|~ x| <0

(12.1) () = tax) = {n(m) o> 6

gelte, wobei der Fehler 1 durch |n(z)| < € beschrinkt sei.

Das heif3t ¥ ist Null in einer §-Umgebung von Null und unterscheidet sich auerhalb im
Betrag um hochstens € vom exakten Newtonpotential. Diese Struktur des Fehlers wird sich
ergeben, wenn im nichsten Abschnitt das Newtonpotential durch eine Exponentialsumme
angenihert wird. AuBlerhalb einer Kugel um den Ursprung kann die Approximante so kon-
struiert werden, dass das Potential bis auf einen Fehler € approximiert wird. Innerhalb die-
ser Kugel jedoch konnen jedoch keine Fehlerschranken angegeben werden. Vereinfachend
setzen wir in der Analyse daher die Approximante v dort Null.

Definiere nun aufbauend auf dem gestorten Newtonpotential v die Funktionen

Vie = —20a1(@) = 20a1(y), Voo = Tar(@ — y)-
und die zugehorigen Multiplikationsoperatoren \7ne Jee Setze als Fehler
Wae = Vie = Ve, Wee = Vee = Vee.
sowie W = Wi, + W, so dass der gestdrte Hamiltonoperator durch H = H + W gegeben

1st.

Die grundlegende Frage ist nun, in wieweit sich die Eigenwerte des exakten Hamiltonope-
rators H und des gestorten Hamiltonoperators H unterscheiden. Aufbauend auf der Cha-
rakterisierung der Eigenwerte mit Hilfe des Satzes von Courant-Fischer, siehe z.B. (Parlett,
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1980), wird in den folgenden beiden Lemmata der Term (Wu, u) abgeschitzt. Wir begin-
nen mit dem Beitrag W,,., der die Storung des Elektron-Kern-Potentials beschreibt.

LEMMA 12.2. Unter den Voraussetzung von Definition 12.1 gilt
(12.2) —de||lul|g < (Wheu, u) < 4e||ul|3 + 85||Vul|3,

falls v ein Element von H'(RS) ist.

BEWEIS. Betrachte zuerst nur die Storung des Potentials beziiglich des ersten Elek-
trons mit Koordinate . Man teilt fiir die Berechnung von

(Whe,gu, u) = /]R3 /]R3 —2(1761(:c) — vel(m))|u(w, y)|2 dzx dy

das Integrationsgebiet in zwei Teile ein: in den Bereich nahe des Kerns, d.h. Bs(0) x R3,
und dem Komplement. Nach Definition 12.1 verschwindet das Potential v, innerhalb von
B;(0), so dass

/ / (@) —va(@)lu(e.y)f dedy =2 [ [ (o) ey
R3 JBs(0 Bs(0) |5'3|
< 2/ / 6—2 |u(zlc,y)|2 de dy < 85/ / |V:,3u(ar3,y)|2 dx dy

R3 J Bs(0) ‘m‘ R3 JR3

mit Hilfe der Hardy-Ungleichung von Satz 8.9 folgt. Eine Abschitzung nach unten folgt
durch die Tatsache

Vel () — Val(z) =

Insgesamt folgt damit

0< [ [ 2@ - vale)lul@y) de dy < 85| Vol
R3 J B5(0)

>0, fir |z]y<é.

x| ~

Ein analoger Ausdruck ergibt sich fiir die Abschitzung des Kernpotentials beziiglich y.
Dabei muss V,, durch V, ersetzt werden.

Fiir den Bereich weg vom Kern ergibt sich aus der Holder-Ungleichung

[ 2@ - @) ) de dy| < 2]l
R JR3\ B;(0)

da sich 9] und ve; nach Definition vom Betrage hochstens um e unterscheiden. Setzt man
die Ergebnisse zusammen, so folgt die Behauptung. U

Eine @hnliche Abschitzung kann auch fiir das Elektron-Elektron-Potential gefunden wer-
den.

LEMMA 12.3. Unter den Voraussetzung von Definition 12.1 gilt folgende Abschdtzung fiir
die Storung Wee:

(12.3) —ellullg — 26[|Vull§ < (Weeu, u) < elul3
fiiru € H'(RS).

BEWEIS. Der Beweis verlduft dhnlich wie der des letzten Lemmas. Zuerst wird der
Bereich der Integration in

D5={|$—y|2§5}CR6
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und in das Komplement RS \ Dj aufgeteilt. Fiir die Integration iiber Dj ergibt sich

0> /D (3er(@ — ) — vl — ) ulz, )|? dz dy

v

5 / L ua,y)? de dy > 25 / Vu(e, y)? de dy,
Ds |f‘c - y\ R6

wobei hier der Satz von Fubini und die Hardy-Ungleichung benutzt wurden. Der Teil au-
Berhalb von Djs kann wiederum durch 4¢||u||2 abgeschiitzt werden. Damit folgt die Be-
hauptung. (I

Fasst man beide Storungen zusammen, so erhélt man direkt folgende Abschitzungen fiir
die Storung des Potentials und die dadurch resultierende Verschiebung des Spektrums.
SATZ 12.4. Unter den Voraussetzung von Definition 12.1 gilt fiir die Storung
(12.4) —5e|u|g = 20||Vul|2 < (Wu,u) < 5el|ul|Z + 86| Vul|2.
Weiterhin gilt fiir Eigenwerte i des gestorten Operators H
Ak — Ak| < 32max(8,e) (A + 1)
wobei 11 die Verschiebung in Gleichung (8.13) ist.
BEWEIS. Die Abschitzung der Stérung folgt direkt aus den beiden vorangegangenen
Lemmata. Als leichte Verschlechterung folgt direkt
[(Wu, u)| < 8max(d, )||ull i rs).-

Aus der Normiquivalenz des verschobenen Hamiltonoperators und der H'-Norm, siehe
Satz 8.10, folgt

Tl < {(H A+ ) < M.
Eingesetzt in der letzten Gleichung ergibt sich
[(Wu, u)| < e((H+ p)u,u), c=32max(d,e).
Demnach folgt sofort fiir den Rayleigh-Quotienten des gestorten Operators H=H+W

oy < (U € (Hu ) + cprul3
{Hu, >{2 (1 — ¢)(Hu, u) — cpllul2.

Durch das Charakterisierung der Eigenwerte mit Hilfe des Satzes von Courant-Fischer
folgt damit fiir alle Eigenwerte unterhalb des essentiellen Spektrums

Ak = Akl < ek + ),
also die Behauptung. O
Wendet man diese Abschitzung auf den kleinsten Eigenwert A\; des Heliumatoms an, so
folgt
(12.5) Ak — M| < 2240 max(e, §)

wobei 11 = 721 und \; < —27 gesetzt wurden.

Die Abschitzung nach oben kann noch verbessert werden, wenn das Virialtheorem, siche
z.B. (Yserentant, 2010a), verwendet wird. Diese Aussage gilt jedoch nur speziell im Falle
von Atomen und nicht mehr allgemein fiir Molekiile.
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SATZ 12.5. Unter den Voraussetzung von Definition 12.1 gilt fiir den kleinsten Eigenwert
des gestorten Operators

(12.6) A1 < A+ 5e + 168|Aq],

wobei A1 der kleinste Eigenwert des ungestorten Hamiltonoperators ist.

BEWEIS. Sei u; der in der L?(R%) normierte Grundzustand des ungestorten Hamil-
tonoperators H. Dann gilt durch die variationelle Charakterisierung
M :”rrlllin (Hu,u) < (Huq,up) = (Hug,uy) + (Wug, ug)
u 0:1

<A1+ 5e + 86| Vs |13

Der Norm im letzten Summanden kann physikalisch als die doppelte kinetische Energie in-
terpretiert werden. Durch das Virialtheorem kann sie durch die Energie der Eigenfunktion
u; ausgedriickt werden, siehe z.B. (Yserentant, 2010a). Es gilt

1
IV lls = (= A0 ullg
und somit die Behauptung. (]

Um die eine explizite Schranke fiir den Fehler in A; zu erhalten, muss der Betrag des klein-
sten Eigenwerts A\; nach oben abgeschitzt werden. Dazu vernachléssigt man die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung in H und kann so aus den bekannten Energieeigenwerten des
Wasserstoffatoms die Schranke |A\;| < 4 herleiten. Damit folgt

(12.7) A < A\ + be + 644.

als obere Abschitzung fiir den kleinsten Eigenwert des gestorten Operators H. Diese Ab-
schitzung ist im Vergleich zu Gleichung (12.5) um einen Faktor von etwa 50 besser.

2. Exponentialsummen

In diesem Abschnitt wird das Newtonpotential v, durch eine kurze Summe von Elementar-
tensoren approximiert:

K 3
(12.8) ver ® et = Y () v

k=1 i=1
Die Approximation soll dabei so gewéhlt werden, dass die entsprechende Storung des
Spektrums kleiner als die chemischen Genauigkeit von 1kcal/mol ist. Dies entspricht in
etwa 1.6mHa und damit in den hier verwendeten dimensionslosen Einheiten 1.6 - 1073,
Approximationen der Form (12.8) wurden in (Beylkin und Mohlenkamp, 2004; Hack-
busch, 2006) hergeleitet und zum Beispiel in (Beylkin et al., 2008) verwendet. Als Grund-
lage dafiir dient die in der Quantenchemie wohl bekannte Gleichung

7.2
tu du,

1 2 [
12. — = —= e
(=2 i~V
wobei hier speziell t = |z|3 gesetzt wird. Anstatt des Integral exakt auszurechnen kann nun
stattdessen eine ndherungsweise Berechnung des Integrals durch numerische Quadratur
erfolgen. Als Ergebnis erhilt man nach (Hackbusch, 2006) eine Entwicklung der Form

K
(12.10) B (t) = wpe™,
=1

wobei die Quadraturpunkt und die Gewichte optimiert werden. Der Fehler ist dabei durch

(12.11) sup  |t7V? — Eg(t)| <ex
te[l,Ri]
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beschrinkt, wobei die Parameter R i und € i von der Anzahl der Summanden K abhingen.

) ~1/2 yuf einem Bereich

Nach Definition 12.1 bendtigen wir eine Approximation von (|w|§
mit ||x||2 > ¢. Durch Umskalierung folgt, dass
1 1
sup | — = Exc(|f3/6%)| <=
s<jml<r T2 0
mite = ex/d und R = § /R gilt, wie man direkt nachrechnen kann. Wihlt man nun R
so, dass R > 1/e gilt, so folgt, dass die Nullfunktion auf |x|o > R in diesem Bereich das
Newtonpotential ebenfalls bis auf eine Genauigkeit von € approximiert.

Setzt man nun
e=10"% §=10"°, R>10%,
so erhilt nach Gleichung (12.7) die Abschétzung
A <A +1.24-1073

fiir den kleinsten Eigenwert des gestorten Operators H. Damit liegt die Genauigkeit unter
der geforderten chemischen Genauigkeit. Die Coulombwechselwirkung wird bei dieser
Wahl der Parameter bis zum Abstand von 10~° atomaren Einheiten von der Singularitit,
das entspricht in etwa dem Kernradius, auf 10~* genau approximiert.

Um diese Genauigkeit zu erreichen, geniigt es, in den urspriinglichen Groflen die Entwick-
lung in Exponentialsummen mit

K =50, €5 =10"% Rso=10%
zu wihlen (Hackbusch, 2006, Tabellen im Internet). Damit wird das elektrostatische Po-
tential in 50 Summanden zerlegt. In Abbildung 1 wird der Fehler der Exponentialsumme
dargestellt. Fiir die Bereiche nahe der Singularitit, das heif3t fiir Absténde kleiner als 1073,
und fiir groBe Abstéinde ist der Fehler fast identisch zum eigentlichen Potential das eben-
falls eingezeichnet ist.
Zum Test wurde eine Hartree-Fock Losung des kleinsten Eigenwertes von Helium, berech-
net von MOLPRO, eingesetzt. Die Rayleighquotienten dieser Losung beziiglich des exakten
Operators H und des gestorten Operators H ergeben

AuF = —2.86162484, gy = —2.86162492.

Die Energie zum gestdrten Hamiltonoperator liegt somit ungefihr 10~7 Hartree hoher, die
Abschitzung ist in diesem Fall also sehr viel pessimistischer.
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Fehler Exponentialsumme

100

1 0'1 0 | 1 1 1 1 1 1
108 10 107 102 10° 102 10*

ABBILDUNG 1. Fehler der Exponentialsumme mit K = 50 Termen
zum exakten Coulombpotential 1/|x| (gestrichelt).
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KAPITEL 13

Numerische Behandlung des Heliumatoms

In diesem Kapitel wird die Diskretisierung des Heliumatoms mit Hilfe diinner Gittern be-
schrieben und numerische Ergebnisse prisentiert. Anstatt das exakte Eigenwertproblem
beziiglich des Hamiltonoperators

He o, la_ 22 1
2 2 2 |yl |z -yl

zu 16sen, wird das Eigenwertproblem beziiglich des gestdrten Hamiltonoperator H des letz-

ten Kapitels ndherungsweisen gelost. Die dort durchgefiihrte Approximation des Newton-

potentials erlaubt die effizienten Algorithmen zur Berechnung des Matrix- Vektor-Produkts,

siehe Kapitel 7, zu verwenden. Weiterhin sind zur Bestimmung der Eintrdge der Diskreti-

sierungsmatrix keine Integrale mit singuldren Integranden zu berechnen.

Da keine spezielle Symmetrie des Atoms ausgenutzt wird, kann das System auch als Test-
beispiel fiir allgemeine N-Teilchen-Probleme gesehen werden. Aus diesem Grund wird
zur Diskretisierung ein diinnes Gitter verwendet, obwohl keine zusitzliche gemischte Re-
gularitiit der Eigenfunktionen zu erwarten ist.

Spezieller Wert wird dabei darauf gelegt, die Diskretisierungsmatrix auch fiir den Operator
ho nie explizit aufzustellen. Auf Grund der Approximation des Newtonpotentials durch
eine Summe von Tensorprodukten wirken die Operatoren nur auf maximal zwei Variablen.
Verwendet man zur Berechnung des Matrix- Vektor-Produkts den Algorithmus von Schwab
und Todor so miissen nur die Faktoren der einzelnen Blocke gespeichert werden. Damit
ergeben sich grofle Einsparmoglichkeiten in der Speicherung der Diskretisierungsmatrizen.

Jedoch ist mit dieser Vorgehensweise auch ein Nachteil verbunden. Um die Tensorpro-
duktstruktur ausnutzten zu konnen, miissen die entsprechenden Ansatzraume ebenfalls die
Tensorproduktstruktur widerspiegeln. Dies fiihrt dazu, dass Adaptivitit im Ansatzraum nur
bedingt realisiert werden kann.

Der Rest des Kapitels ist wie folgt aufgebaut. Im ersten Abschnitt werden die Ansatzriume
diskutiert. Abschnitt 2 beschiftigt sich mit der Struktur der Diskretisierungsmatrizen und
der effizienten Realisierung von Matrix-Vektor-Multiplikationen. In Abschnitt 3 wird kurz
auf die effiziente Berechnung der Matrixelemente eingegangen. Im letzten Abschnitt wer-
den numerische Ergebnisse vorgestellt.

1. Diskretisierung des Heliumatoms

Zur Diskretisierung des Eigenwertproblems des gestorten Hamiltonoperators H des letz-
ten Kapitels werden entsprechend Kapitel 11 anisotrope Tensorproduktwavelets verwen-
det. Dabei wird die Mehrskalenanalyse aus eindimensionalen Prewavelets aufgebaut, siche
auch (Niedermeier, 1999; Feuersinger, 2005).

Diese Ansatzfunktionen sind stiickweise linear und besitzen einen beschrinkten Tréger.
Die Skalierungsfunktion ist dabei die wohlbekannte Hutfunktion, das Wavelet ist in Ab-
bildung 1 dargestellt. Die Wavelets sind dabei zwischen verschiedenen Stufen orthogonal,
jedoch nicht innerhalb der gleichen.

109
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ABBILDUNG 1. Skizze des eindimensionalen Prewavelets.

Die eindimensionalen Wavelets erfiillen dabei eine Norméquivalenz fiir Sobolevriume
H*(R) fir s < 3/2 = 7, siehe auch Gleichung (4.7). Im Hinblick auf die Vorausset-
zungen aus Korollar 10.9 erfiillen diese Funktionen nicht die Anforderungen beziiglich der
Regularitit, da 7 % 3/2 gilt. Legt man die vermuteten verbesserten Regularititsaussagen
(Kreusler, 2010) mit s = 3/4 zugrunde, so sollte sogar 7 > 7/4 gelten, um die bestmogli-
che Konvergenzrate zu erhalten.

Um die Voraussetzungen an die Wavelets abzumildern, kann jedoch die Strategie von Ka-
pitel 5, Abschnitt 5 angewandt werden: anstatt ein zweidimensionales Tensorprodukt von
Wavelets in drei Variablen zu verwenden, wird ein sechsdimensionales anisotropes Tensor-
produkt von Funktionen in jeweils einer Variable verwendet. Aus Korollar 5.15 folgt, dass
zum Erreichen der bestmdglichen Approximationsrate (bis auf logarithmische Faktoren)
nur noch eine Norméquivalenz von 7 > 1 4 s/3 benétigt wird. Setzt man hier wiederum
s = 3/4, so bendtigt man nur noch 7 > 5/4. Die verwendeten Prewavelets erfiillen damit
diese Voraussetzung.

Weiterhin wird das Gebiet fiir die Diskretisierung im Voraus auf den Wiirfel —[4, 4]° be-
schrinkt, vergleiche dazu die Approximationsaussagen von Kapitel 5, Abschnitt 4. Ein
solches Vorgehen vereinfacht die numerische Realisierung. Um aber eine gewisse Adapti-
vitit zu ermoglichen, wird das diinne Gitter aus Teilrdumen der Form

Ve={va [ XeT} C{Ua| A€V, A= ¢}

mit einer geeignet gewihlten Indexmengen {Z; }, aufgebaut. Insbesondere kann damit die
Struktur der Diinngitterrdume aus Kapitel 5, Abschnitt 3 nachgebildet werden, wo Wave-
lets hoherer Stufe ndher am Ursprung lokalisiert sein miissen.

Die Menge aller Ansatzfunktionen ist jedoch nicht notwendigerweise ein diinnes Gitter,
sondern ist durch eine Summe von Tensorprodukten, das heifit durch

6
(13.1) Gr=J2%2 Z;=QVi. JCN
leg i=1

gegeben. Dabei wird Z; durch alle Basiselemente 5 mit X Element von Z, 7= X S Ty,
aufgespannt.
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2. Diskretisierungsmatrizen

In diesem Abschnitt wird untersucht, wie mit Hilfe der Niherung des Newtonpotentials
als Summe von Tensorprodukten die in Kapitel 7 vorgestellte schnelle Matrix-Vektor-
Multiplikation verwendet werden kann. Speziell wird der Algorithmus von Schwab und
Todor, siche Kapitel 7, Abschnitt 3, dahingehend analysiert.

Der gestorte Hamiltonoperator H ldsst sich als
H=T+ Vie + Vee

darstellen. Dabei kann der Operator der kinetischen Energie als
1.8
T=- de..A®...01d
5 ; ®..0A®...®

geschrieben werden, wobei der Operator A an der i-ten Stelle der Laplaceoperator beziig-
lich einer Variable ist. Das gestorte Kernpotential setzt sich aus

50
Vie=-2-Y a; E®E®E®deldeld
=1
50
—2~Zai-1d®1d®1d®Ei®Ei®Ei
=1

zusammen, wobei E; die zu exp(—w;| - |?) gehdrenden Multiplikationsoperatoren sind,
vergleiche (12.10). Im Gegensatz zu den vorgestellten Operatoren zerfillt die Elektron-
Elektron-Wechselwirkung nicht vollstindig in eine Summe von Tensorproduktoperatoren
in einer Dimension. Vielmehr gilt

50
Vee = Y- Ei(21,51) @ Ei(72,2) ® Ei(ws, ys).
i=1

Mit den Variablen soll angedeutet auf welche Variablen die einzelnen Operatoren wirken.
Bei entsprechender Umordnung [z, y] — [x1, y1, T2, Y2, T3, y3] gilt wiederum

50
Veezzai'Ei®Ei®Eia

i=1
wobei die Multiplikationsoperatoren diesmal auf zwei Variablen wirken.

Berechnet man nun die Galerkinmatrix des gestdrten Operators H beziiglich der Ansatz-
funktionen (13.1), so erhélt man analog zu Abschnitt 1 eine Matrix

mit Blocken

Die einzelnen Blocke kdnnen gemif3 der oben besprochenen Zerlegung von H wiederum
als Summe von Tensorprodukten geschrieben werden, da ebenfalls die Unterrdume Z;nach
Gleichung (13.1) Tensorproduktstruktur besitzen.

Insgesamt miissen demnach fiir die Operatoren Id, A und E; die Diskretisierungsmatrizen
(13.2) LId Iy, I, ALy, I1dI,
fiir alle ¢, ¢’ berechnet werden, die mindestens einmal in der Menge 7 vorkommen. Wei-

terhin miissen ebenfalls die Matrizen

(13.3) I}, 0 Ei Lo
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fiir alle ¢1, {5, ¢7, £}, berechnet werden, so dass die Paare ({1, ¢5) und (¢}, ¢,) mindestens
einmal in der Indexmenge J vorkommen. Mit Hilfe dieser Diskretisierungsmatrizen kann
der Algorithmus SCHWABTODOR aus Abschnitt 3 direkt angewendet werden.

Um die Einsparung beziiglich des Speicherbedarfs abzuschitzen, nehmen wir an, dass G 7
ein sechsdimensionales diinnes Gitter der Stufe L ist. Stellt man die Matrizen explizit auf,
so kann man analog zum Abschnitt 6 zeigen, dass asymptotisch in L dafiir L* 227 Eintriige
notig sind. Im Gegensatz dazu miissen bei Anwendung des Algorithmus SCHWABTODOR
die Diskretisierungsmatrizen beziiglich Id, A, (E;);=1,... 50 gespeichert werden. Fiir die
Diskretisierungsmatrizen beziiglich einer Variablen werden fiir alle ¢, ¢ < L benétigt,
womit sich insgesamt L2” Eintriige ergeben. Der logarithmische Faktor kann durch Aus-
nutzen der Mehrskalenstruktur noch eingespart werden. Entscheidend fiir die Komplexitit
sind hingegen die Matrizen [, 21’ ¢, Ei L7 ¢y Diese miissen auf Grund der Struktur des An-
satzraums nur fiir solche Indizes berechnet werden, fiir die ¢; + £, £} + ¢4 < L gilt, sprich
auf einem zweidimensionalen diinnen Gitter. Nach Abschnitt 6 sind dazu L 22* Elemente
asymptotisch in L notwendig.

Durch diese Uberlegungen sieht man, dass der Speicherbedarf um den logarithmische Fak-
tor L2 kleiner ist. Fiir die Realisierung kann jedoch ein Faktor von 1000 im Speicherbedarf
(L = 10) entscheidend sein.

3. Berechnung der Matrixelemente

In diesem Abschnitt wird die Berechnung der Matrixelemente der in den Gleichungen
(13.2) und (13.3) gegebenen Diskretisierungsmatrizen beschrieben. Dabei miissen eindi-
mensionalen Integrale

/ Pa(2) - () de, / V(@) - Y (@) da, / alz) e Py() da

mit A\, \" € V sowie zweidimensionale Integrale

(13.4) /w,\l(gﬁw,\z (y) fa(w_y)zi/),\; (z)ha, (y) dzdy

fiir Indizes A1, A2, A], A5 € V berechnet werden. Der Parameter « variiert dabei iiber einen
groBen Bereich von etwa 4 - 1078 bis 8 - 108.

Der vorgestellte Weg eignet sich fiir alle Funktionen, die stiickweise aus Polynomen auf-
gebaut sind und einen beschrinkten Triager besitzen. Insbesondere gilt dies fiir B-Splines
und die verwendeten Prewavelets. Fiir diesen Fall besitzt auch das Produkt v ()¢ ()
beschrinkten Triger und ldsst sich als stiickweises Polynom schreiben.

Sind die Basisfunktionen stiickweise Polynome m-ten Grades, so gilt zum Beispiel fiir die
Elemente der Massematrix

[ost@) (e do = > / (o) d,

wobei (I;); endlich viele disjunkte Intervalle und die (p;); Polynome vom Grade 2m sind.
Diese Integrale lassen sich numerisch leicht berechnen. Fiir Prewavelets gilt hier m = 1.

Die Integrale
(13.5) /111,\(17)670“277/;)\/(17) dxr = Z/ pi(x)eﬂm2 dez,
i Ui

besitzen fiir verschiedene o unterschiedlichen Charakter. Fiir « — 0 konvergiert das In-
tegral gegen den entsprechenden Eintrag der Massematrix und fiir « — oo bis auf Nor-
malisierung gegen die Punktauswertung an der Stelle z = 0. Numerisch kann man solche
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Integrale effizient berechnen, indem man das Integral in Abhéngigkeit von « in charakteri-
stische Teilintervalle aufteilt und auf jedem einzelnen Gebiet eine adaptive Integration mit
Quadraturformeln hohen Grades ausfiihrt.

Eine analog Strategie fiihrt auch bei den zweidimensionalen Integralen zum Ziel. Durch ge-
schickte Transformation der Variablen kann das zweidimensionale Integral von Gleichung
(13.4) auf ein eindimensionales zuriickgefiihrt werden. Dazu transformieren wir zuerst ein
achsenparalleles Rechteck auf Relativ- und Schwerpunktkoordinaten.

LEMMA 13.1. Gegeben seien Intervalle I, = [xo, 1] und I, = [yo, y1] mit o < 1 und
Yo < y1. Weiterhin gelte 1 — xg > y1 — Yo. Fiihre durch die Transformation

1
r=u-y s=3(+y)

Relativ- und Schwerpunktkoordinaten ein. Dann gilt
I, x I, = B; UBy U Bj
mit den Bereichen
Bi={(r,s)|ro<r<ri, mo—1/2<s <y +71/2}
By = {(T,S) | <r<re, yo+7r/2< S§y1+r/2}
By={(r,s)|ra<r<rs, yo+r/2<s<ax—1/2}.
Die Konstanten sind dabei durch ro = xo — Yo, ™1 = %o — Yo, 2 = T1 — Y1, '3 = T1 — Yo

gegeben. Einzelne oder auch alle Gebiete konnen dabei leer sein.

BEWEIS. Die Relativkoordinaten der Eckpunkte (z;, Yj)i,j—0,1 ergeben sich zu
ro = 1(T0,Y1) = To — Y1, r1 = r(x0,y0) = To — Yo,
ry =1r(x1,Y1) = 1 — Y1, r3 = r(x1,%) = 1 — Yo-

Diese sind nach Voraussetzung an die Intervalle monoton steigend, d.h. es gilt rg < r; <
ro < r3. Die Schwerpunktkoordinate s muss wegen x = s +r/2und y = s — r/2 die
Ungleichungen 29 < s + /2 < z1 und yo < s — r/2 < y; erfiillen. In den jeweiligen
Bereichen r; < r < r;4; der Relativkoordinate kann man die Grenzen explizit bestimmen
und erhilt damit die Behauptung. U

In diesen neuen Koordinaten kann ein Integral wie folgt geschrieben werden.

LEMMA 13.2. Seien @, 1) stetige Funktionen und die Intervalle I, und I, wie in Lemma
13.1 gegeben. Dann gilt

J[  ewee vy aay= 3 [ e mw
Tox Iy i=1,2,3 7/ Ti-1
mit den Funktionen

yi+r/2 y1+r/2
Hy(r) = / h(r,s) ds, Ha(r) = / h(r, s) ds,

0—r/2 Yyo+r/2

z1—7/2
Hs(r) = / h(r,s) ds
Yo+r/2

mit h(s,r) = p(s +1/2)(s — r/2).

BEWEIS. Durch die Transformationssatz gilt in den Relativ- und Schwerpunktkoor-
dinaten

// o(x) e_a(m_y)zw(y) dzdy = / o(s+ r/2)e_("21/)(s —r/2) drds
Ipx1y

B1UB>UBg3
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nach Lemma 13.1. Nun teilt man das Integral in die Bereiche B, By und B3 auf und
verwendet den Satz von Fubini. O

Durch die Zerlegung der Integration iiber  in die einzelnen Bereiche [r;_1,7;] fir ¢ =
1,2, 3 sind die Funktionen H,(r) Polynome, wenn es die Faktoren ¢ und % sind.

KOROLLAR 13.3. Seien die gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 13.2 gegeben. Wei-
terhin seien ¢, 1) Polynome n-ten Grades. Dann ist h in r und s ein Polynom (2n)-ten
Grades, das heifit es gilt

h(r,s) € span{r’-s’ |i+j<2n,i,j>0}

Weiterhin ist H;(r) ein Polynom in r vom Grade hochstens 2n + 1.

BEWEIS. Durch Ausmultiplizieren sieht man, dass die Faktoren ¢ (s+r/2) und ¢ (s—
r/2) Polynome in r und s vom Grade n sind. Somit ist i (r, s) ein Polynom vom Grade
2n. Integriert man nun iiber s erhoht sich der Polynomgrad um eins auf 2n + 1. Setzt man
nun die Grenzen ein, die affin-lineare Ausdriicke in 7 sind, so ergibt sich ein Polynom in r
vom Grade 2n + 1. O

Durch die Ergebnisse kann man nun eine effiziente numerische Quadratur zur Berechnung
des Integrals von Gleichung (13.4) angeben. Setze dazu

() =Ya, (@) - Pa (), V() =V (y) - ¥a,(v)

und zerlege das Integral in achsenparallele Teilgebiete, auf denen sowohl ¢ als auch v
Polynome sind. Ohne Einschrinkung kann dabei angenommen werden, dass der Triger
von ¢ groBer als der von v ist, ansonsten tauscht man. Sind die Funktionen 1 stiickweise
Polynome m-ten Grades, so sind die Funktionen ¢ und 1) Polynome vom Grade 2m. Fiir
die Integration von

/z e_O”"QHi(r) dr

kann man die gleiche numerische Quadratur benutzen wie fiir (13.5). Fiir die Auswer-
tung der Funktion H;(r) an bestimmten Punkten kann man die Integration iiber s exakt
ausfithren, wenn eine Quadraturformel gewihlt wird, die exakt fiir Polynome vom Grad
2m ist. Im vorliegenden Fall gilt m = 1, so dass eine Quadraturformel gewihlt werden
sollte, die exakt bis zum Grade zwei ist.

4. Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die numerischen Ergebnisse zur Berechnung des kleinsten
Eigenwertes von Helium vorgestellt. Als Ansatzfunktionen wurde wie in Abschnitt 1 be-
schrieben vollstindig anisotrope Prewavelets verwendet. Als Loser wurde der iterative Ei-
genwertloser LOBPCG verwendet (Knyazev, 2001). Die Anwendung der Galerkinmatrix
wurde dabei wie in Abschnitt 2 durch blockweise Matrix-Vektor-Multiplikation realisiert.
Als Vorkonditionierer wurde die Diagonalmatrix aus Kapitel 6, Abschnitt 2 verwendet.

Die Ansatzrdume wurden wie in Gleichung (13.1) gewiihlt, wobei die Indexmenge 7 und
die Raume V; adaptiv verfeinert wurden. Der entsprechende Algorithmus zur heuristischen
Auswahl wurde dabei folgendermalien realisiert, siche auch (Bungartz und Griebel, 2004).
Fiir eine gegebene Niherungslosung mit Koeffizienten uy beziiglich des Ansatzraums G 7
werden alle Indizes X € V© bestimmt, so dass Y5 € G 7 gilt und noch nicht alle direkten
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Schritt #G7  Amin [Ha] Fehler [Ha]
1 13 —1.87240 1.03132-1070
2 85 —2.10651 7.97218-10""
3 225 —2.23722 6.66505-107!
4 701 —2.38431 5.19418-10"1
5 1997 —2.50358 4.00144-10~1
6 5041 —2.60453 2.99192-10!
7 14945 —2.69790 2.05820-10!
8 49697 —2.77765 1.26069-10!
9 169537 —2.82921 7.45184-102

10 611825 —2.86152 4.22049-1072
11 2189153 —2.88016 2.35664 102
12 7446169 —2.89056 1.31629 1072
13 24367489 —2.89604 7.68481-1073

Extrapoliert —2.90202 1.70726-1073

TABELLE 1. Berechnete Niherungen an den kleinsten Eigenwert Ay
von Helium. Die Gitter G 7 wurden adaptiv erzeugt durch die Bedin-
gung (13.6) erzeugt, wobei der Parameter § = 0.4 gesetzt wurde. Als
Referenzwert wurde der in (Sims und Hagstrom, 2002) berechnete Wert
verwendet. Der extrapolierte Wert wurde auf Basis der letzten drei Ap-
proximationen berechnet.

Nachkommen von 95 in G7 enthalten sind. Diese Menge sei im Folgenden mit D be-
zeichnet. AnschlieBend wird fiir einen gegebenen Parameter 6 € (0, 1] durch Sortieren die
kleinste Menge D’ bestimmt, so dass

(13.6) Z 92li(N) oo . |UX‘2 <0- Z 927(XN)oc . |uX|2
XeDr XeD

gilt. Der Faktor 927Nl ergibt sich dabei aus dem Prikonditionierer und der Forderung,
dass der Fehler beziiglich der H'-Norm minimiert wird.

Hat man so die Menge D’ bestimmt, so werden alle direkten Nachkommen zu diesen An-
satzfunktionen hinzugefiigt. Weiterhin werden dementsprechend kleinstmégliche Raume
f/e’ und eine Indexmenge 7’ bestimmt, so dass der entsprechend Gleichung (13.1) konstru-
ierte Ansatzraum G 7 sowohl den alten Ansatzraum G 7 als auch die direkten Nachfahren
der Funktionen in D’ enthilt.

Diese heuristische Art der Verfeinerung wird oftmals im Zusammenhang mit diinnen Git-
tern angewandt und fiihrt praktisch gesehen zu guten Ergebnissen (Bungartz und Griebel,
2004). Speziell wurde im vorliegenden Fall als Parameter § = 0.4 gewihlt.

Fiihrt man diesen Algorithmus im Falle des Heliums aus, so ergeben sich die in Tabelle 1
zusammengefassten Ergebnisse, die graphisch in Abbildung 2 dargestellt sind. Da fiir die
Eigenwerte von Helium keine analytischen Ausdriicke bekannt sind, wurde als Referenz-
wert die in (Sims und Hagstrom, 2002) berechnete Nédherung des kleinsten Eigenwerts von
Helium (A, = —2.9037243770341195982999) verwendet. Dort wurden zur Berechnung
Ansatzfunktionen verwendet, die die Struktur der Wellenfunktion des Heliumatoms sehr
gut wiedergeben, sieche auch (Hylleraas, 1929). Obwohl, wie gesagt, der exakte Wert nicht
bekannt ist, geht man davon aus, dass dieser Wert bis zur achtzehnten Nachkommastelle
exakt ist.
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Fehler Rayleighquotient [Hartree]

Chemische Genauigkeit (1 kcal/mol) Extrapoliert

10’ 102 10 10*  10°  10° 10" 108 10°
Freiheitsgrade

ABBILDUNG 2. Fehler des Rayleigh-Quotienten zum kleinsten Eigen-
wert des Helium Atoms in Abhédngigkeit von den Freiheitsgraden. Als
Referenz wurde A = 2.903724 aus (Sims und Hagstrom, 2002) verwen-
det.

Aus dem der graphischen Darstellung des Rayleighquotienten in Abbildung 2 erkennt man,
dass der Fehler im Eigenwert sich wie

(13.7) A=A ~n

verhilt, wenn dabei n der Anzahl der Freiheitsgrade entspricht. Bestimmt man dabei den
Wert « graphisch, so erhilt man « ~ 0.45. Eine gemischte Regularitit von s = 3/4 im
Sinne von Gleichung (10.6) liefert eine asymptotische Konvergenzrate im Eigenwert von
a=1/2.

Das asymptotische Verhalten aus Gleichung (13.7) erlaubt, den Eigenwert fiir n — oo
zu extrapolieren. Dazu wird anhand der letzten drei Ergebnisse numerisch eine Schitzung
der Konvergenzrate berechnet. Mit Hilfe dieser Rate kann dann aus den letzten beiden
Ergebnissen die Extrapolation berechnet werden. Der dadurch erhaltene Wert ist sowohl in
der Tabelle als auch in der Graphik aufgefiihrt.

Insgesamt erfiillen die Approximationen des kleinsten Eigenwertes jedoch nicht die che-
mische Genauigkeit, die bei etwa
1kcal/mol ~ 1.6 mHa

liegt. Der extrapolierte Wert liegt dabei mit einem Fehler von 1.7 mHa in der Nihe dieser
Schranke. Fiihrt man anhand des Fehlerverhaltens aus Gleichung (13.7) die Entwicklung
fort, so ist zu erwarten, dass mit ca. 10° Freiheitsgraden diese Schranke erreicht ist.



ANHANG A
Reelle Interpolation

In diesem Anhang werden die Grundlagen der reellen Interpolationstheorie aufbauend auf
dem K -Funktional zusammengefasst, wie sie von Peetre eingefiihrt wurde (Peetre, 1963b;
Peetre, 1963a). Zur Ubersicht und weiteren Literaturhinweisen siehe zum Beispiel (Bergh
und Lofstrom, 1976; Butzer und Scherer, 1968). Diese Theorie wird dabei an verschie-
denen Stellen verwendet, um Norméquivalenzen von gewichteten Waveletkoeffizienten zu
gewichteten Sobolevraumen herzuleiten. Das Material beruht dabei auf der Monographie
(Butzer und Scherer, 1968). Speziell im Kontext von Wavelets wird sie ebenfalls in (Cohen,
2003) erklirt.

Die Theorie der Interpolationsrdaume wird dazu verwendet Rdume zu konstruieren, die
in einem gewissen Sinne die Liicke zu schon vorhandenen Réumen ausfiillen. Die be-
kanntesten Beispiele sind dabei vielleicht der Raum der Holder-stetigen Funktionen zum
Exponenten «, der zwischen den Rdumen der |«]- und [«]-mal stetig differenzierbaren
Funktionen liegt. Weiterhin konnen mit Hilfe der Interpolationsriume auch Sobolevriume
gebrochener Ordnung eingefiihrt werden.

Wir werden die K -Funktional Theorie hier jedoch nicht in voller Allgemeinheit beschrei-
ben, sondern werden uns auf die Interpolation zwischen zwei Rdumen beschrinken, bei
denen einer im anderen enthalten ist.

Dabei werden wir wie folgt vorgehen: Zuerst wird das K -Funktional fiir Banachrdume
Y C X eingefiihrt und einige Eigenschaften bewiesen. Spéter wird mit dessen Hilfe eine
Schar von intermedidren Rdume [X,Y]p, mit Y C [X,Y]y, C X fiir ¢ € [1,00] und
0 < 0 < 1 definiert werden. Diese Rdume liegen somit zwischen X und Y.

Wir beginnen mit der Definition des K -Funktionals.
DEFINITION A.l. Seien zwei normierte Banachriume Y C X mit Normen || - || x bzw.

| - ||y gegeben, wobei Y in X stetig eingebettet ist. Das K -Funktional beziiglich X und
Y ist durch

K:XxR" =R, (f,1) = K(f,t) = inf [If —gllx +lgllv]
gegeben.

Das K-Funktional gibt also wieder, wie gut eine Funktion f € X durch eine Funktion
g € Y approximiert werden kann, wobei die Norm von g als mit ¢ gewichteter Strafterm
hinzugezihlt wird. Da fiir die Normen nach Voraussetzung || - || x < || - ||y gilt misst dieser
Term somit indirekt die Glattheit der zu approximierenden Funktion. Spiter wird dabei vor
allem das Verhalten von K (f,t) fiir t — 0 eine Rolle spielen.

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass die Konstante der
Einbettung eins ist, d.h. dass

I1flly < Ifllx
gilt.
LEMMA A.2. Sei f € Y und s,t € R. Das K-Funktional besitzt folgende Eigenschaften:
(W) K(ft) = [fllx fiirt > 1.

117
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2) t/s-K(f,s) < K(f,t) < K(f,s), fiirt <sunds>0.
Speziell ist damit K (f,t) in t monoton wachsend.

BEWEIS. Zuerst wird der zweite Punkte gezeigt werden. Sei dazu ¢t < s wie angege-
ben. Dann gilt

K(f,t)=inf ||f —gllx +tlglly < inf ||f — gllx + sllgly = K(f,s).
gey gey

In die andere Richtung folgt die Behauptung aus
t s t
K(f,t)=inf || f — t = —inf —||f — >-K
(£.8) = inf If = gllx +tlglly = < inf 21f = gllx +sllglly = = K(/.5),

da s/t > 1 gilt.
Der erste Punkt wird zuerst fiir den Spezialfall £ = 1 bewiesen. Es gilt
Ifllx < IIf —gllx +llgllx <IIf —gllx +1-lglly,

wobei fiir die zweite Ungleichung die stetige Einbettung benutzt wurde. Bildet man nun
das Infimum iiber g, so ergibt sich || f||x < K(f,1). In die andere Richtung gilt ebenfalls
durch die Dreiecksungleichung

K(f,1) < |If = Ollx +1- [0}y = [Ifllx-

Zusammen ergibt sich die Identitit || f|| x = K(f,1).
Der allgemeine Fall ¢ > 1 folgt aus der Monotonie des K -Funktionals und der Abschédtzung

K(f,1) = i [If = gllx +tlglly < [If = Ollx +#ll0lly = |l llx-
(]

Mit Hilfe des K -Funktionals konnen nun Ridume konstruiert werden, die zwischen X
und Y liegen. Sie werden durch die Geschwindigkeit charakterisiert mit denen das K-
Funktional fiir ¢ — 0 abfillt.

SATZ A3. Fiir f € X, g € [1,00] und 0 < 6 < 1 definiere
dt

A1) e, = [ KGO0 S

wobei fiir ¢ = oo das Integral durch die Supremumsbildung zu ersetzen ist. Dann ist durch
(X, Y]o.q ={f € X[ Ifllx.v)5,, <00}

mit der Norm || - ||(x y),., ein Banachraum gegeben.

Ein Beweis dieser Aussage kann z.B. in der Monographie (Butzer und Scherer, 1968) ge-
funden werden.

Im vorliegenden Fall wird vor allem der Fall ¢ = 2 benétigt. Speziell fiir diesen Fall
kann man ebenfalls die Interpolationsnorm mit einem leicht abgeidnderten K -Funktional
definieren. Setze dazu

K2(f,t) = inf |If — gl% + £ ]gll5-
gey
Dann gilt
K2(f.t) ~ K2(f,1)

fiir alle £ und f. Somit ist die analog zu Gleichung (A.1) definierte Norm unter Verwendung
von K dquivalent zu [| - [|[x,y], ,-

Eine wichtige Eigenschaft der Interpolationsraume ist durch folgenden Satz gegeben:
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SATZ A4. Seiq € [1,00], 0 < 6 < 1 und fiiri = 1,2 Raume Y; C X; gegeben, so dass
die Voraussetzungen fiir die Definition A.1 des K-Funktionals erfiillt sind. Weiterhin sei
ein stetiger linear Operator T als Abbildung X, — Xo und Y, — Y5 gegeben. Dann ist
die Abbildung

T:[X1,Y1]p,q — [X2,Y2]0,4

beziiglich der Interpolationsnormen ebenfalls stetig. Fiir die Norm gilt die Abschdtzung

)
||T||[X1,Y1]9,q*>[X27Y2]9‘q < HT||A1)(14>X2 : ||T||€’1~>Y2'

BEWEIS. Esgiltfiirz € X;
K(t7Tx,X2’Yé) = inf HTJ? - yHXz + tHyHY2 < inf ||T:I,‘ - TyHXz + t||TyHY2
yEY? yeY,

< inf HT||X1*>X2||"E - y”Xl +i- ||T||Y1*>Y2||y||Y1
YyeEY]

T —
< Ty K (=, X, 1)
||T||X1*>X2

nach Ausklammern der Norm von 7. Bildet man nun durch das Integral die Interpolati-
onsnorm, so kann auf diese Weise nun die Norm || T'z||(x, v,), , durch ||z(|(x, v}, , ab-
geschitzt werden. Das Ergebnis ergibt sich dabei durch Substitution.






ANHANG B

Tensorridume und gemischte Ableitungen

In diesem Kapitel werden Tensorprodukte und Schnitte von Hilbertrdaumen eingefiihrt und
die zentralen Aussagen zusammengefasst. Die Darstellung der Tensorrdume basiert da-
bei auf den Monographien (Weidmann, 2000; Reed und Simon, 1980). Der Fall von Ba-
nachrdumen wird im Buch (Light und Cheney, 1985) behandelt. Die Behandlung von So-
bolevriumen gemischter Ordnung als Schnitt von Tensorproduktriumen wird dabei auch
in (Griebel und Oswald, 1995; Griebel und Knapek, 2000) verwendet.

Gegeben seien zwei Hilbertrdume (X, (-,-)x) und (Y, (-, -)y). Im Folgenden wollen wir
Ausdriicke der Form x ®y mitx € X und y € Y definieren so dass folgende Rechenregeln
gelten: fiir alle z, 2’ € X,y € Y und a € R gelte
(z+2)Qy=20y+1' ®y
(ar)@y=0az®y
und analoge Ausdriicke ebenso fiir den zweiten Faktor.

Die Definition wird iiber Aquivalenzklassen auf dem Raum der formalen Linearkombina-
tionen auf X x Y,

N
F(X,Y)= {Zak(mkayk)|ak€R7 zreX, yp€Y, k=1,...,N}
k=1

gefiihrt. Auf F(X,Y) kann direkt eine Addition sowie die Multiplikation mit einem Skalar
definiert werden.

Jedes Element u = Zszl ar(zk, yr) aus F(X,Y) induziert eine Abbildung

N
O X XY =R, (2,y) = Y ak(@,zi)x - (U, uk)y
k=1

Zwei Elemente u,v € F(X,Y) heiBen nun dquivalent u ~ v, falls fiir die von « und v
induzierten Abbildungen ®,, = ®,, gilt.

Das algebraische Tensorprodukt ist dann als Quotientenraum
X®,Y=FXY)/ ~
definiert. Auf X ®, Y ist durch

N N’

N N
O ar(@e,yr), Y ai(@u)) xo.y = Y Y arai(zr, 21)x - (Ve yi)y
k=1 =1

k=11=1
ein Skalarprodukt gegeben.
DEFINITION B.1. Seien (X, (-,-)x) und (Y, (-, -)y) zwei Hilbertrdume und durch X ®,Y
das algebraische Tensorprodukt wie oben gegeben. Die Vervollstindigung von X ®, Y

beziiglich der durch das Skalarprodukt (-, -} x gy induzierten Norm wird als Tensorprodukt
X ®Y von X und Y bezeichnet.
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Operatoren .S und 7" auf X bzw. Y konnen zu Operatoren auf X ® Y kombiniert werden.
Fiir jede endliche Linearkombination setze

N N
(S®T) (Z arpTE & yk> = Z ar(Szx) @ (Tyr)-
k=1 k=1

Man kann zeigen, dass die Definition auf den Aquivalenzklassen wohldefiniert ist. Einen
Operator auf X ® Y erhilt man nun durch Erweiterung. Der folgende Satz beschiftigt sich
mit der Frage, ob aus der Stetigkeit der Operatoren .S und 7" auch die Stetigkeit von S ® T’
folgt.

SATZ B.2. Seien fiir i = 1,2 Hilbertriume (X;, (-,-)x,) und (Y, (-,")y;) gegeben. Setze

U=X1®XoundV =Y ® Yy mit der iiblichen Norm. Weiterhin seien beschrdnkte
OperatorenT; : X; — Y; gegeben. Dann gilt

1T @ Talluv—v = [T1]lx,—vy - T2l x0—vs-

BEWEIS. Sei eine endliche Linearkombination

N1 N2
=30 et
TL11 ng:l

gegeben, wobei fiir i = 1, 2 jeweils die Vektoren {x,(f) |k =1,...,N;} ohne Einschrinkung
der Allgemeinheit linear unabhiingig gewihlt werden konnen. Fiir ¢ = 1,2 definiere die
Diskretisierungsmatrizen

M; = (@ o) x ke Si= (Tl Ty kgt
Die Matrizen M7 und M5 sind als Gramsche Matrix symmetrisch positiv definit, wihrend
S1 und S2 symmetrisch positiv semidefinit sind. Aus aus dem verallgemeinerten Eigen-
wertproblem Sc¢ = pMec folgt, dass fiir i = 1,2 auf span{x,(j) |k =1,2,...,N;} ei-

ne beziiglich des Skalarprodukts auf X; orthonormale Basis von Vektoren {w,(f) |k =
1,2,...,N;} gibt, so dass

(wj(vl),w,il)hi =0k, <Tiw](-l),Tiw,(f)>§g = j,kuﬁ'),
Weiterhin gilt
(B.1) 0<u? <||Tilf% .y, firallej=1,...,N,.

Somit kann  in dieser neuen Basis als
N1 N2
1 2
w= D D cmmwr) @ u
ni1=1ns=1
mit Koeffizienten c,,,,, geschrieben werden. Nutzt man nun die Orthogonalitit der Basis-
vektoren aus, so erhilt man

N N. N N:
(o)l =S S° @ i@ wd =S 3" &
1 2 uHV - Z Z cnlngiu’n Hm un ||u||U - Z Z Cnlnz'
n1:1n2:1 n1:1n2:1

Somit folgt mit Hilfe von Gleichung (B.1) und der Dichtheit der endlichen Linearkombi-
nationen die Abschitzung

1T @ Talluv—v < [[T1]lx,—vy - [1T2]lx0—vs-
Die andere Richtung folgt aus
(11 @ T2) 2 @ 2P|y = | TizW |y, - [|Toa@ ||y,
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und der Tatsache, dass fiir jedes ¢ > 0 und i = 1,2 ein Element (") mit ||z(V|y, = 1
existiert, so dass || T,z |y, = ||Ti||x, vy, — € gilt. O

Mit Hilfe des letzten Satzes konnen nun Norméquivalenzen hergeleitet werden. Dabei hei-
Ben zwei Normen || - || und ||| - || auf dem Raum X &dquivalent wenn fiir alle Elemente
reX

prnin [ < 2] < prmase[2]]

mit Konstanten fmin, fimax Unabhingig von x gilt. Das Verhiltnis £ = pimax/ tbmin Wird
dabei die Kondition der Normiquivalenz genannt.

KOROLLAR B.3. Seien auf dem Hilbertrdumen X und Y jeweils zwei durch Skalarpro-
dukte induzierte dquivalente Normen gegeben, das heifst es gelte

[zllx ~ llzllx, undylly ~ flylly,

fiir alle x € X und y € Y. Die Kondition der Normdquivalenz werde mit kx und Ky
bezeichnet. Dann gilt fiir den Tensorproduktraum

lull xoy ~ llullxsy,
fiir alle w € X ® Y, wobei die Normen auf den Tensorproduktrdumen kanonisch gegeben
sind. Die Kondition der Normdquivalenz ist durch kxgy = Kx - Ky gegeben.

BEWEIS. Betrachte dazu den Tensorproduktoperator der Identititen
Idx = (X - llx) = (X Hllx)

und der analog definierten Identitdt Idy, sowie dessen Inverse. Dann folgt die Behauptung
aus

IdX®y =Idx ® Idy
und Satz B.2. O

Weiterhin wird ebenfalls der Schnitt zweier Hilbertrdume benétigt.

LEMMA B.4. Seien (X, | - ||x) und (Y, || - ||y) zwei Hilbertriiume. Der nichtleere Schnitt
X NY wird mit dem Skalarprodukt

<fa g>XﬁY = <fa g>X + <f7 g>Y
zum Hilbertraum.
Die Normiquivalenzen kénnen hier einfach bestimmt werden.

KOROLLAR B.5. Seien auf dem Hilbertrdumen X und Y jeweils zwei durch Skalarpro-
dukte induzierte dquivalente Normen gegeben, das heifst es gelte

lellx ~ llzllx, und flylly ~ llylly,

fiir alle x € X und y € 'Y mit den Konstanten ugii };)min. Dann gilt auf X NY folgende
Normdquivalenz
lullkny = llullk + lull$ ~ llullk + i = llulliay

wobei u € X NY. Die Kondition der Normdquivalenz ist dabei durch
X Y
max (Jak, i)

RXny S — S OERN AT
min <M5n1127 /’[’gnir)l)

gegeben.
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BEWEIS. Es gilt in die eine Richtung

2 2
el + [lull < (2) " Mulli + (lacd) “llull

fiir alle w € X NY. Abschitzung der Faktoren uﬁ,ﬁéy) liefert die Behauptung. Die andere

Richtung folgt analog. (]
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