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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die Berechnung von 3-dimensionalen elektromagnetischen
Feldern mittels der Finite Elemente Methode (FEM) unter der besonderen Verwendung von
kantenbasierten Ansatzfunktionen entwickelt und verifiziert. Dafiir ist im Rahmen dieser
Arbeit das dreidimensionale FEM-Paket IFEP entwickelt worden.

Zuerst wird auf die Arbeitsweise der FEM eingegangen. Dabei stehen Methodik und An-
schauung im Vordergrund. Die Probleme der Beschreibung und die Diskretisierung in Tetra-
eder des Berechnungsgebiets werden anschlieffend diskutiert. Dabei wird die Bewertung der
Qualitdt von Diskretisierungen und ihre Verbesserungsmoglichkeiten behandelt. Anschliefsend
werden die kantenbasierten Ansatzfunktionen mit der Ordnung 0,5 im Tetraeder eingefiihrt.
Sie sind Grundlage fiir alle Berechnungen und werden ausfiihrlich hergeleitet und anschaulich
dargestellt. Zusétzlich wird gezeigt, daf die Ansatzfuntionen im Element divergenzfrei und
rotationskonform sind.

Anschliefsend wird die korrekte Anwendung der FEM mit Kantenelementen auf die vekto-
rielle Helmholtzgleichung beschrieben. Dabei werden von der Problembeschreibung iiber die
Einfiihrung der Randbedingungen, der Kontinuitdtsbedingung, und der Formulierung der Wel-
lengleichung als Variationsproblem bis zum Aufstellen des zu lésenden linearen Gleichungs-
systems alle Schritte der FEM beschrieben, die in IFEP zur Anwendung kommen. Dann
wird die Speicherung und das Losen des Gleichungssystems behandelt. Dabei werden Themen
wie die Reduktion der Bandbreite der Matrix bei Kantenelementen oder die Reduktion des
Gleichungssystems durch Eleminierung innerer Freiheitsgrade untersucht. Besonders werden
iterative Loser behandelt, wobei der Zusammenhang zwischen Feldlosung und Konvergenz
an Beispielen untersucht wird. Es werden zwei Verfahren vorgestellt, um Streuparameter in
Wellenleitern zu berechnen. Am Schluf werden die Ergebnisse mit anderen Verdffentlichun-
gen, anderen Berechnungsmethoden und Messungen auf ihre Genauigkeit hin iiberpriift und
diskutiert.
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Verwendete Konstanten, Grofsen und
Formeln

Konstanten im Vakuum:
Magnetische Feldkonstante — pyq
Elektrische Feldkonstante €0

4.7-107" ~1,257-107° [ 2]
8,854187817 - 10712 [A2]

Qo

Lichtgeschwindigkeit Co 2,99792458 - 108 [2]
Ausbreitungskonstante im
Vakuum kO = wy/Eolho [%}

Wellenwiderstand im
B0 — 120 -7 &~ 376,79

freien Raum Zy -

Mathematische Konstanten:
T &~ 3,141592653590

Formel:
Phasenmafl 6 = 27“ =27 f - \/HoprEoEr = T
Definitionen:
Konjugiert Komplex z* = das Konjugiertkomplexe der Zahl z
Groflen:
Baryzentrische Koordinate i &, = L; oder (; (Bezeichnung in anderer Literatur)
Knoten ¢ P, = Knotenpunkt ¢ eines Elements
Flachennormale n = Vektor der Lange 1 senkrecht auf der Fliche
Leitfahigkeit k = spezifische elektrische Leitfahigkeit [Q7!]
Wellenlénge A= 27“ [m)]
Kreisfrequenz w = 2nf [s7]
Permeabilitét W= o
. = relative Permeabilitit
Permitivitat E = £p&r
g, = relative Permitivitat
Phasengeschwindigkeit vo= % (2]
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Kapitel 1

Einleitung

Heute ist der Begriff CAE (Computer Aided Engineering) in der Welt eines Ingenieurs keine
Seltenheit mehr. Der computergestiitzte Arbeitsplatz eines Ingenieurs ist heute schon fast
komplett in ein Computernetzwerk eingebunden. Wo friither der Ingenieur mit seinem Com-
puter ein Insel-Dasein pflegte, ist er heute Teil eines grofen, oft konzerniibergreifenden, com-
putergestiitzten Prozesses. So mochte man nach einem Entwurf an einem CAD!'-Arbeitsplatz

Ao

@20
v

Abbildung 1.1: Computergestiitzter Entwicklungsprozefs

(s. Abb. 1.1) die Funktionsfahigkeit moglichst frith durch Simulationen verifizieren. Aus die-
sem Grund werden die Daten mit EDM? iiber den Industriestandard STEP? weiter zum CAE
gegeben. Hier kann mittels Finite-Elemente-Methode oder anderer Simulationen der Entwurf
iiberpriift oder auch verbessert werden. Nachdem die Simulation erfolgreich abgeschlossen
wurde, kann der Entwurf iiber EDM weiter zum CAM? gegeben werden. Hier kann mit Ra-
pid Prototyping ein Prototyp gefertigt werden oder auch gleich die Serienfertigung organisiert
werden.

lengl. Computer Aided Design

Zengl. Engineering Data Management

3STEP ist eine internationale Normung der ISO fiir Produktdaten, die vor ca. 13 Jahren begonnen wurde.
Sie stellt heute wohl den umfassensden Standard fiir Produktdaten jeglicher Art dar. Der Abschnitt ISO
10303, der sich mit der Beschreibung von Formdaten beschéftigt, ist hier auch fiir FE-Daten erweitert worden.
Der Vorteil dieser Norm liegt in der Mdoglichkeit sémtliche Produktdaten nach der gleichen Methode zu ver-
arbeiten, zu speichern und zu transportieren. Damit ist es heute auch méglich, Projekte bei internationaler
Zusammenarbeit auch mit FE-Daten leichter durchzufithren zu kénnen [2] [3] [4] [5] [6].

‘engl. Computer Aided Manufacturing
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Nun ist es Aufgabe der Forschung, fiir diese Simulationen moglichst genaue und schnelle
Werkzeuge zu schaffen, um den Entwicklungsprozeft moglichst kostengiinstig und schnell zu
gestalten. Seit vielen Jahren wird die Finite-Elemente-Methode (FEM) zur numerischen Be-
rechnung elektromagnetischer Felder eingesetzt. Neben anderen Methoden, wie der Boundary
Elemente Methode (BEM) und der Finite Differenzen Methode (FDM) wird die FEM wohl
am héufigsten eingesetzt. Jede dieser Methoden hat je nach Losungsansatz problemabhingige
Vor- und Nachteile bei der Berechnung elektromagnetischer Felder. Dabei miissen abhingig
vom Zeitverhalten der auftretenden elektromagnetischen Felder unterschiedliche physikalische
Gesetzte simuliert werden.

In dieser Arbeit soll die numerische Berechnung 3-dimensionaler hochfrequenter elektromagne-
tischer Felder mittels der Finite-Elemente-Methode unter der besonderen Beriicksichtigung von
kantenbasierten Ansatzfunktionen behandelt werden.

Die FEM basiert auf der Diskretisierung des Berechnungsvolumens in kleine einfache Elemente.
Fiir diese Elemente werden einfache Ansatzfunktionen gewéhlt. Mittels einer Optimierungs-
methode werden dann die Koeffizienten der Ansatzfunktionen gesucht, die die herrschende
Physik am besten beschreiben. Mit der Wahl der Ansatzfunktionen wird eine wichtige Ent-
scheidung fiir die Losbarkeit und Genauigkeit der Feldlosung getroffen.

Die ersten Ansatzfunktionen, die in der FEM angewendet wurden, waren knotenbasiert. Hier
sind die unbekannten Koeffizienten Punkten im Element zugeordnet. Sie werden auch heute
noch oft benutzt. Bei hochfrequenten elektromagnetischen Feldern fiihrt ihre Verwendung
jedoch zu fehlerhaften Ergebnissen, da sie die physikalische Lésung nicht richtig abbilden
konnen.

Mit den hier angewendeten kantenbasierten Ansatzfunktion wird dagegen die Divergenzfreiheit
des elektromagnetischen Feldes im Element erfiillt. Sie sind rotationskonform und erzeugen
keine sogenannten Geister-Losungen. Die Kontinuitdtsbedingung an Materialiibergédngen wird
nicht {ibererfiillt. Das heiftt, dafs hier wirklich nur die notwendige Kontinuititsbedingung
eingehalten wird und nicht mehr erzwungen wird. Zusétzlich lassen sich Singularititen an
elektrisch leitenden Kanten oder Ecken besser beschreiben.

Um die Effizienz und Zuverldssigkeit dieser Berechnungsmethode zu untersuchen, ist im Rah-
men meiner Forschungsarbeit ein FEM-Programmpaket mit dem Namen IFEP entwickelt
worden. Es ist in der graphischen Programmierumgebung GRAPE eingebettet [1| und in
objektorientiertem C implementiert. Es ist modular aufgebaut und bietet die Moglichkeit,
weitere Forschungsarbeiten hierauf aufzubauen.

Da an dieser Stelle nicht das gesamte Programmpaket beschrieben werden kann, sind in dieser
Arbeit nur die wichtigsten Grundlagen und Ergebnisse zusammengefaft. Im 2. Kapitel wird
zunéchst die Arbeitweise der Finite-Elemente-Methode beschrieben. Dabei steht die Methodik
und die Anschauung im Vordergrund. Im 3. Kapitel wird die Diskretisierung des Berechnungs-
volumens behandelt. Wobei Probleme der Geometriebeschreibung, der Netzgenerierung und
der Netzverbesserung behandelt werden. Das 4. Kapitel beschéftigt sich mit den kantenba-
sierten Ansatzfunktionen in den zerlegten Elementen. Da sie Grundlage fiir alle Berechnungen
und fiir das Verstindnis der Arbeit sehr wichtig sind, werden sie hier ausfiihrlich hergeleitet
und anschaulich dargestellt. In Kapitel 5 steht die Berechnung der hochfrequenten elektroma-
gnetischen Felder mit der FEM und den kantenbasierten Ansatzfunktion im Mittelpunkt. Hier
wird der Rechenweg von den Maxwell’schen Gleichungen bis zum Gleichungssystem beschrie-
ben. Das Losen des linearen Gleichungssystems wird dann in Kapitel 6 untersucht. Dabei
stehen hier iterative Loser im Vordergrund, die heute immer mehr zur Anwendung kommen.



Im 7. Kapitel wird gezeigt, welche Moglichkeiten in IFEP bestehen, um die berechneten Felder
zu visualisieren und auszuwerten. Im 8. Kapitel sind an Beispielen mogliche Anwendungen
dargestellt. Die erzielten Ergebnisse werden dabei mit anderen Berechnungen oder Messungen
verglichen und diskutiert. In Kapitel 9 werden dann noch einmal alle wesentlichen Ergebnisse
zusammengefakt und Anregungen fiir mogliche zukiinftige Forschungen und Entwicklungen
gegeben.
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Kapitel 2

Die Finite-Elemente-Methode

Fiir das Versténdnis der spéter folgenden mathematischen Betrachtungen ist es sehr hilfreich,
wenn zuvor eine Vorstellung von dem Problem und der Idee der Finite-Elemente-Methode
aufgezeigt wird.

2.1 Problemstellung

In der Physik oder Technik ist ein System oft durch eine Differentialgleichung mit bestimmten
Rand- oder Anfangsbedingungen beschrieben. Als Beispiel ist hier die Schwingung einer Saite
genannt, die rechts und links befestigt ist:

4 RN
= B

Saite
Abbildung 2.1: Schwingung einer Saite

Das Schwingungsverhalten ist bei kleinen Auslenkungen der Saite durch die eindimensionale
Wellengleichung gegeben z.B.[7, S.475|:

O%u(t, O%u(t,
“a(tf):a? g;f>+f<t,x> (2.1)

Dabei gibt f(t,z) die Intensitdt der duferen Storung an, a beschreibt die Eigenschaft des
schwingenden Mediums und u(t, z) beschreibt die Auslenkung an der Stelle z zur Zeit ¢ und
stellt die gesuchte Losungsfunktion dar.

11
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Unter der Annahme, dafs die Saite frei schwingen kann und daf nach einer kleinen Stoérung
bei t = 0 keine dufsere Kraft mehr wirkt (f(¢ > 0,z) = 0), erhdlt man fiir ¢ > 0:

OPu(t, ) _ a282u(t,x) (2.2)
ot? Ox?

Die Losung dieses Randwertproblems kann leicht analytisch gefunden werden. Es liegt auf
der Hand, daf diese Losung eine Uberlagerung von Sinusfunktionen sein wird.
Dieses Wissen ist fiir die Wahl der Ansatzfunktion fiir u(¢,z) entscheidend. Hat man eine ge-
eignete Ansatzfunktion fiir die Anfangs-Randwertaufgabe gefunden, so kann man eine Losung
analytisch bestimmen. Da es in der Regel bei partiellen Differentialgleichungen mit kompli-
zierteren Randbedingungen nicht so einfach ist, einen geeigneten Losungsansatz zu finden,
mufte man andere Werkzeuge entwickeln.

2.2 Idee der finiten Elemente

Bei der Methode der finiten Elemente (engl. Finite Element Method = kurz FEM) setzt
man als Ansatzfunktion fiir die gesuchte Losung u(t, ) eine Naherung upgp(t, ) an. Diese
Néherung besteht aus dem Zerlegen des Gebiets in viele Teilgebiete, was dann die finiten
Elemente der Liange h sind, und aus dem Wiéhlen einer sehr einfachen Ansatzfunktion fiir
jedes Teilgebiet (Element).

Man definiert nach [15, S.58| die Netzweite (oder Maschenweite) h bei m Elementen im Netz

mit:

h = max Durchmesser(Element;) (2.3)

i=1,....m

Wobei hier der Durchmesser die Linge eines Saitenstiicks ist. Bei einem Dreieck oder Tetraeder
ist es die lingste Kante eines Elements.

finite Elemente

Abbildung 2.2: Qualitative Losung upgps(t, x) der Grundschwingung mit 4 finiten Elementen,
die als Ansatzfunktion Geraden haben.

In Abbildung 2.2 sieht man qualitativ, wie eine Losung aussehen konnte. Man sieht jedoch
auch gleich die Grenzen dieser Methode. Die Ndherung in Abbildung 2.2 fiir die Grundschwin-
gung ist noch einigermafien brauchbar. Fiir die néchste Oberschwingung ist die verwendete
Gebietszerlegung schon sehr schlecht (siehe Abb. 2.3).
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finite Elemente

Abbildung 2.3: Erste Oberschwingung der Saite mit 4 finiten Elementen, die als Ansatzfunk-
tionen Geraden haben.

Mit dieser Tatsache 14t sich das wichtige Kriterium (2.4) bei Wellenproblemen begriinden:

A

Qn = 7 (2.4)

Die Qualitéit der Diskretisierung (), ist direkt von den existierenden Wellenldngen A abhingig.
Mit kleinerem h, also mit mehr Elementen, wird die Qualitit der Ndherungslosung besser.
Desweiteren muf Shannons' Abtasttheorem beachtet werden. D.h., die Bedingung

fT > 2- fg (25)

zur Abtastung mit der Frequenz fr = % einer periodischer Funktionen, deren hochste darin

enthaltene Frequenz f, betrigt, mul mindestens eingehalten werden. Mit der Wellenldnge \
erhédlt man dann:

1 1
2o 9.z 5.
Y 6)
A > 2-h (2.7)

A

2—Qn > 2 (2.8)

Das heifst, dal (), mindestens grofer als 2 sein mufl, moglichst aber noch gréfer. Das Ab-
tasttheorem ist notwendig zum Erkennen einer Welle, hier ist jedoch der Verlauf der Losungs-
funktion von Interesse. Das bedeutet, dal @), noch grofer sein muf. In die Genauigkeit der
Néaherungslosung geht jedoch neben h auch die Art der einfachen Ansatzfunktion ein. Je mehr
es moglich ist, durch die einfache Ansatzfunktion die Losung im Element zu ndhern, um so
genauer wird die Ndherungslosung.

Hier ist als Ansatzfunktion in einem Element eine Gerade verwendet worden. Fiir die Be-
schreibung einer Geraden sind nur zwei Punkte notwendig, ndmlich der Anfangspunkt und der
Endpunkt. Man nennt Elemente, deren lokale Ansatzfunktion durch Punkte (auch Knoten
genannt) beschrieben werden, auch Knotenelemente. Wenn sich zwei benachbarte Elemente

!Der Grundgedanke des Abtasttheorems geht bis zu J.L. Lagrange (1736-1813) zuriick. Er zeigte, daf zur
Darstellung einer periodischen Funktion durch eine trigonometrische Reihe mit je n cos— und sin—Gliedern
die Kenntnis von 2n dquidistanten Funktionswerten einer Periode geniigen. In der Nachrichtentechnik wurde
das Abtasttheorem 1948 durch Claude E. Shannon bekannt, weshalb es heute auch Shannons Abtasttheorem
genannt wird.
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dann einen Punkt teilen, ist die gendherte Ansatzfunktion upgy/(t, ) immer stetig. Das ist
bei einer schwingenden Saite auch richtig.

Bei den spiter behandelten elektromagnetischen Wellen ist diese Bedingung aber nicht im-
mer gefordert. So springt zum Beispiel die Normalkomponente der elektrischen Feldstirke
an Grenzflichen mit unterschiedlichem Dielektrikum. Mit der Wahl von Knotenelementen
erzwingt man jedoch diese Stetigkeit, was folglich zu Fehlern fiihren muf. Kantenelemente
erlauben im Gegensatz dazu Unstetigkeiten in der Normalkomponente zwischen
den Elementen. Weiter soll dies hier nicht vertieft werden, da in Kapitel 4 auf Seite 31 das
Thema genauer untersucht wird.

Im verbleibenden Teil des Kapitels sollen die Methoden zum Finden solcher Ndherungslésun-
gen, wie zum Beispiel urgp(t, ), behandelt werden.

2.3 Losungsmethoden der FEM

Es gibt fiir die FEM mehrere Verfahren die Losungsfunktion zu finden, z.B. Kollokations-
Methode, Untergebiets-Methode, Methode der kleinsten Quadrate, Galerkin-Methode und die
Ritz-Methode [9, S.57] [24, S.12|. Dabei sind die Methoden von Ritz und Galerkin die heute
am meisten verwendeten in der FEM, weshalb hier nur diese beiden vorgestellt werden. Im
folgenden wird die Naherungslésung mit ¢ bezeichnet und die exakte Losung mit ¢.

Allen Methoden gemein ist das grundsétzliche Vorgehen:

= Aufstellen einer Ansatzfunktion 5, die von N unbekannten Koeffizienten abhéngt.

= Optimieren der Ansatzfunktion gz~5 durch Finden der besten Koeffizienten von 5 so, dafs
der Fehler £ = ¢ — ¢ minimal wird, wobei ¢ die exakte Losung ist.

Ausgehend von einem zusammenhiingendem Gebiet 2 C R® mit einem umschlieRenden Rand
I' und einer Oberflichennormalen 7, wie in Abb. 2.4, soll ein Randwertproblem gelést werden.

In dem Gebiet €2 gelte eine Differentialgleichung:
Lo=f (2.9)

Dabei ist L ein Differentialoperator, f der Anregungsterm und ¢ die gesuchte Losungsfunkti-
on. Auf dem Rand I" gelten Dirichletsche, Neumannsche oder Cauchysche Randbedingungen.
Diese Randbedingungen werden im Abschnitt 2.3.3 auf Seite 21 genauer erklirt.

2.3.1 Globale Ansatzfunktionen

Es wird hier davon ausgegangen, daft das Randwertproblem tatséchlich zu 16sen ist.

Die folgenden Verfahren verwenden beide als Ansatzfunktion einen Satz von N + 1 linear
unabhéngigen und dem Problem moglichst angepafsten Funktionen

900(3773/72)7 (,01(.%,@/,2’), 902(3773/72)7 s ,(,0]\[(.%,@/,2’) (210)
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Abbildung 2.4: Einfach zusammenhéngendes Berechnungsgebiet 2 mit Rand I' und Oberfla-
chennormale 7

Wobei die Funktionen im gesamten Gebiet ) gelten, also noch keine Gebietszerlegung
erfolgt ist. Aus diesem Satz von Funktion wird die gesuchte Funktion ¢(z, y, z) durch folgende
Linearkombination angesetzt:

N
Oz, y,2) = @olx,y,2) + Y ¢ 02y, 2) (2.11)
j=1

Dabei mufs die Funktion g (z,y, z) die inhomogenen Randbedingungen erfiillen. Die restlichen
Funktionen sollen alle gegebenen homogenen Randbedingungen erfiillen, auf dem Rand mit Di-
richletscher Randbedingung verschwinden und desweiteren auf Randstiicken mit Cauchyscher
Randbedingung diese erfiillen.

Mit dem Ansatz (2.11) werden bei beliebigen Koeffizienten ¢; alle Randbedingungen erfiillt.

Der grundlegende Gedanke liegt nun darin, von dem Problem

= Fine Funktion im Raum aller moglichen Funktionen zu finden, die das Randwertproblem
lost

iiberzugehen zu dem Problem

= Bestimmen von N Gewichtungskoeffizienten c; einer Linearkombination wie in (2.11)
um das Randwertproblem zu ldsen.

Wie man die Gewichtungskoeffizienten c¢; finden kann, wird in den beiden folgenden Abschnit-
ten gezeigt.
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2.3.1.1 Die Methode von Ritz

Die Methode von Ritz z.B. [23] |24, S.12| [22, S.41] [9, S.55], auch bekannt als Rayleigh-
Ritz Verfahren, ist ein Variationsverfahren, wobei das Randwertproblem als Variationsproblem

beschrieben wird. Das Funktional F'(¢), das variiert werden soll, hat genau dort sein Minimum,

wo die Funktion 5 die Differentialgleichung mit den gegebenen Randbedingungen am besten
erfiillt.

Die Naherungslosung g(x,y, z) erhélt man also durch Auffinden des Minimums des Funktio-
nals.

Fiir das weitere Vorgehen wird zunéchst das innere Produkt des Hilbertraums eingefiihrt, daf
durch eckige Klammern angegeben wird:

<¢,w>=:/£¢¢ﬁdﬂ, (2.12)

wobei der hochgestellte Stern das Konjugiertkomplexe bezeichnet. Setzt man voraus, das der
Operator L linear, selbstadjungiert

(Lo, ) = ($, L1)) (2.13)
und positiv definit ist
[ >0 640
<E¢,¢>—{ “0 60, (2.14)

dann kann die Losung von (2.9) auf S.14 durch Minimieren des Funktionals
~ 1 ~ ~ 1/~ 1 ~
F(3)=5(Ld0) 5 (0.5) =5 (£ 2.15)

gefunden werden. Schreibt man die Ansatzfunktion (2.11) in vektorieller Form mit der Annah-
me, daf keine inhomogene Randbedingung (d.h.: ¢y(x,y, z) = 0) auftritt und der Operator £
reellwertig? ist, dann wird

6= ch%' ={c}" {¢} = {0} {c} . (2.16)

Setzt man (2.16) in (2.15) ein, verwendet das inneren Produkt (2.12) und die Bedingung (2.13),
daf der Operator £ linear und selbstadjungiert ist, so erhilt man fiir das Funktional

F(¢) - F(Cl,CQ,Cg,... 7CN) (217)
7 [ (et i — (0" [ (o san. 2.18)

Wie bei der allgemeinen Kurvendiskussion ist bei dem Minimum bzw. einem Maximum oder
einem Sattelpunkt die 1. Ableitung Null. Man nennt eine Losung an dieser Stelle einen

2Dies ist zuniichst eine starke Einschrinkung, spiter wird jedoch auch auf komplexwertige Operatoren
eingegangen.
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stationaren Punkt, da sich das Funktional hier nicht wesentlich dndert. Bildet man nun von
dem Funktional die partiellen Ableitungen® nach ¢; und setzt diese Null, erhilt man

PO = ) [eteT i+ 5" [ (o) epda- [

N
1
= 336 [ates+oteda - [ gifan
j=1 79 Q
L0 firi=1,2,3,...,N. (2.19)

In Matrixschreibweise ist das ein lineares Gleichungssystem

[S]{c} = {0} (2.20)

mit den Matrixelementen
Sij = %/Q(%-Esoj + L) d) (2.21)
und den Elementen in Vektor b
b, = /ngifdQ. (2.22)

Die gesuchten Koeffizienten ¢; erhdlt man nun durch Losen des Gleichungssystems (2.20).
Damit ist die Naherungslosung ¢(z,y, z) bekannt.

An dieser Stelle sei noch erwihnt, das die Matrix [S] symmetrisch ist, da der Operator £
selbstadjungiert ist. Man kann dann (2.21) schreiben als:

2.3.1.2 Die Methode von Galerkin

Die Methode von Galerkin, auch als Methode der gewichteten Residuen bekannt, ist univer-
seller als die Methode von Ritz. Hier ist ein Extremalprinzip nicht notwendig, weshalb diese
Methode auch auf einen bedeutend grofseren Problemkreis anwendbar ist [22, S.45], [24, S.14],
|0, S.55]. Als Ansatzfunktion ¢ wird wieder (2.11) von Seite 15 verwendet. Setzt man den
Ansatz (2.11) in die Differentialgleichung (2.9) von Seite 14 ein, so ist diese in den seltensten
Féllen erfiillt. Man erhélt vielmehr ein Residuum

r=Lé—f #0. (2.24)

Die beste Ndherung von 5 bekommt man, wenn r in allen Punkten im Gebiet €2 den kleinsten
Wert annimmt. In der Methode der gewichteten Residuen verlangt man nun, dafs das Integral
des Residuums, gewichtet mit gewissen Gewichtsfunktionen w; verschwindet

Rj:/wjrdgéo. (2.25)
Q

3Man spricht auch von der ersten Variation des Funktionals F(¢) nach ¢; und schreibt dann §F(¢).
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Fiir den Ansatz qg (2.11) benétig man N Bestimmungsgleichungen, da es N Koeffizienten c;
gibt. Mit NV linear unabhéngigen Gewichtsfunktionen w; erhélt man unter Verwendung von
(2.25) genau diese N Bestimmungsgleichungen.

Bei der Methode von Galerkin werden als Gewichtsfunktionen w; die Funktionen des Ansatzes
@, verwendet

wj = @, fiur 7=1,2,3,... ,N. (2.26)
Damit wird aus (2.25) :

Rj:/(gojﬁ{@}T{c}—@jfdQéo fir j=1,2,3,... ,N. (2.27)
Q

Als Ergebnis hat man wieder ein lineares Gleichungssystem wie (2.20), das zu 16sen ist.

Falls der Operator £ selbstadjungiert ist, ist die Matrix [S] wieder symmetrisch®. Dann fiihrt
die Methode von Galerkin auf dieselben Bestimmungsgleichungen wie die Ritzsche Methode.

2.3.2 Lokale Ansatzfunktionen (FEM)

Bei den beiden bisher vorgestellten Methoden war es jedoch immer noch notwendig, die Funk-
tionen

900(%%2)7 901(957972), 902('%.73/72)7 cee 790N(95>3/>2’)

des Ansatzes (2.11) problemangepafit im gesamten Gebiet 2 zu finden. Das ist bei
beliebigen Berandungen gerade im 3-Dimensionalen ein sehr grofses Problem, wenn nicht sogar
unmoglich.

Deshalb unterteilt man das Gebiet €2 in viele finite Elemente und setzt hierfiir lokale Funktio-
nen ¢¢ an. Diese Funktionen sind nur innerhalb eines Elementes definiert und sonst identisch
Null. Aufgrund der geringen Variation innerhalb eines Elementes kann man jetzt eine sehr
einfache Funktion ansetzen. Dies ist die Finite-Elemente-Methode.

Als lokale Ansatzfunfunktionktion verwendet man meistens Polynome ersten® oder zweiten®

Grades. Man kann auch Polynome hoheren Grades verwenden, jedoch nimmt der Rechenauf-
wand dann schnell zu.

Bis auf besondere Ausnahmen sind die n lokalen Ansatzfunktionen in einem Element immer
von der Struktur:

¢ = Z¢§ o5 = {0} {e} = {¢} {9}, (2.28)

siche Abbildung 2.5. Die Funktion ¢¢ setzt sich aus der Summe der Basisfunktionen w5
multipliziert mit dem Stiitzwert ¢ zusammen. Dabei beschreibt jede Basisfunktion ¢ genau
den Einfluf des j-ten Stiitzwertes ¢ auf die lokale Ansatzfunktion ¢°. Als Stiitzstellen werden
hauptséchlich Punkte (Knoten) verwendet. Bei vektoriellen Ansatzfunktion kann man jedoch
auch Kanten verwenden.

“Die Symmetrie der Matrix ist ein wichtige Eigenschaft, da sie beim numerischen Losen des Gleichungssy-
stems grofte Vorteile mit sich bringt.

®Lineare Ansatzfunktion

6Quadratische Ansatz
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Stiitzpunkte ¢

> o

Dreiecks-
gebiet

- X

Abbildung 2.5: 2-Dimensionale knotenbasierte Ansatzfunktionen mit linearem Polynom-Grad
(Ebene) bei einem Dreieck

2.3.2.1 Lokale Ritzsche Finite-Elemente-Methode

Das Funktional (2.15) von S.16 kann mit Hilfe der lokalen Ansétze (2.28) als

F(¢) =Y F(¢°) (2.29)

e=1

geschrieben werden, dabei ist M die Anzahl der Elemente des gesamten Gebiets ). Fiir das
lokale Funktional gilt dann

F@(&e):% PCL A — . focdQ. (2.30)

Qe

Dies gilt unter der Annahme, dafs das Problem reellwertig ist.

Setzt man nun die lokalen Ansatzfunktionen (2.28) in das lokale Funktional (2.30) ein, so
erhélt man

1
FE) =316V [ 1YLy a0 (o)1 [ S ierae. e
Qe Qe
In Matizenschreibweise ergibt das

Fo(@) = S {0Y (K07} — (077 ) (232
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mit der n x n Matrix [K°| und dessen Matrixeintrigen

K5 = /Qe 5 Lp; dQ (2.33)
und dem n x 1 Zeilenvektor {b°}

b = /Q f 5 dQ. (2.34)

Setzt man nun das lokale Funktional (2.32) in das globale Funktional (2.29) ein, so erhilt man
fiir das gesamte Gebiet )

M
~ 1
PO =3 (30 (0 - 017 ) (239
e=1
Fiihrt man die Summation iiber alle Elemente durch und vergibt eine globale Knotennume-
rierung, so lautet (2.35)

F = {6 K] {0} — {67 {0} . (2.36)

Dabei werden Beitrige von mehreren Elementen zu einem Knoten aufaddiert, wodurch jeder
Knoten auch wirklich nur einmal vorkommt.

So ist der Vektor {¢} ein NV x 1 Spaltenvektor, wobei jedes Element den Stiitzwert des globalen
Knotens beschreibt. N ist die Anzahl der globalen Knoten. Die Matrix [K] ist eine symmetri-
sche N x N Matrix und durch (2.33) bestimmt. Der Vektor {b} ist auch ein N x 1 Spaltenvektor
und beschreibt die Anregung des Systems. Seine Werte sind durch (2.34) gegeben.

Um das Funktional zu minimieren, wird wieder nach den unbekannten Koeffizienten (hier ¢;)
partiell abgeleitet und gleich Null gesetzt. Daraus ergeben sich wieder N Bestimmungsglei-
chungen, die in Matrixschreibweise auf das lineare Gleichungssystem fiihren

[K]{o} = {b} . (2.37)

Nach dem Einarbeiten der Randbedingungen in (2.37) ist mit numerischem Losen von (2.37)
die Naherungslosung bekannt.

2.3.2.2 Lokale Galerkinsche Finite-Elemente-Methode

Wie in Abschnitt 2.3.1.2 schon beschrieben, geht die Methode von Galerkin von dem Residu-
um der Differentialgleichung aus. Fiir das Residuum des e-ten Elements ergibt sich mit der
Gewichtfunktion w; = ¢§ und (2.27)

R;:/e O5(Lo" — f)dY mitj=1,2,... ,n. (2.38)

Setzt man nun die lokale Ansatzfunktion (2.28) in die lokalen Residuen (2.38) ein, so erhélt
man

! -
Rjz/e gpj[,{gpe}T dQ {¢°} — Qefgpde:() mit;j=1,2,...,n (2.39)



2.3. LOSUNGSMETHODEN DER FEM 21

und in Matrixschreibweise

(R} = K] {¢*} — {b°} = {0} (2.40)

mit {R} = [R¢, RS, RS, ... , R¢]". Die Matrixelemente K¥; und die Vektorelemente b; werden
entsprechend (2.33) bzw. (2.34) berechnet. Summiert man (2.40) wieder iiber alle Elemen-
te des Gebiets (2 und geht auf globale Knotennumerierung iiber, so erhélt man wieder ein
Gleichungssystem der Form:

[K]{o} = {0} . (2.41)

Nach dem Einarbeiten der Randbedingungen in (2.41) ist mit numerischem Losen von (2.41)
die Naherungslosung bekannt.

2.3.3 Randbedingungen in der FEM

Die unterschiedlichen Randbedingungen auf dem Rand I" des Gebiets {2 miissen vor dem nume-
rischen Losen des linearen Gleichungssystems von (2.37) bzw. (2.41) in das Gleichungssystem
eingearbeitet werden.

Dirichletsche Randbedingung: Sie wird auch Randbedingung erster Art genannt und im
Folgenden auf dem Randgebiet S35 angenommen. Hier handelt es sich um ein Zwangsbe-
dingunyg.

¢; = Wert

Fiir eine Stiitzstelle ¢; soll ein ganz bestimmter Wert erzwungen werden. Man erreicht
das, indem man in der Zeile j alle Kj;; mit ¢ # j auf Null setzt, K;; = 1 setzt und b; setzt
man auf den Wert, den die Stiitzstelle ¢ erhalten soll. Im Gleichungssystem existiert
dann fiir ¢; nur noch die Gleichung:

1-¢; =Wert

Wird das Gleichungssystem geldst, hat ¢; den Wert. Durch diesen Eingriff ist die Matrix
in ihrer Struktur aber verédndert worden. Sie hat die symmetrische Struktur verloren.
Man kann die Matrix jedoch wieder in eine symmetrische Form bringen. Dalfiir ist die
Spalte j in K bis auf K;; auch auf Null zu bringen [24, S.44].

Die Matrixeintrage in der Spalte j werden bei der Matrix-mal-Vektor-Operation gerade
mit dem Wert ¢; multipliziert und zu b0; addiert. Da ¢; aber ja schon bekannt ist,
kann man diese Multiplikation schon jetzt durchfiihren, das Produkt von b; abziehen
und den Matrixeintrag nullsetzen. Damit bleibt das Gleichungssystem erhalten und
die Matrix K ist wieder symmetrisch, falls sie es vorher auch schon war. Da man
diese Randbedingung in das Gleichungssystem explizit einarbeiten mufs, wird sie als
essentielle Randbedingung bezeichnet, wegen ihrer geometrischen Bedeutung aber auch
als geometrische Randbedingung.
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Neumannsche Randbedingung: Sie wird auch Randbedingung zweiter Art genannt |24,
S.34]. Sie stellt einen Sonderfall (mit v = 0s. Gl. (2.44) auf S.22) der Cauchyschen
Randbedingung dar

aa¢_
on 4

(2.42)

mit der nach aufsen gerichteten Normalen n der Oberflache I' vom Gebiet (2. Die Parame-
ter a und ¢ seien bekannt. Fiir ¢ = 0 spricht man von der homogenen und bei g # 0 von
der inhomogenen Neumannschen Randbedingung. Die homogene Neumannsche Randbe-
dingung ist eine natirliche Randbedingung. Sie wird beim Minimieren des Funktionals
automatisch miterfiillt. Fiir weiterfithrende Literatur sei hier [24, S.45] empfohlen. Hier
sei nur angemerkt, daf dieser Anteil im Funktional durch partielle Integration entsteht

und a% zu b; dazu addiert werden muf. Da
r

0¢;

a—
on |p

=gq (2.43)
ist, braucht nur ¢; dazuaddiert zu werden. In dem Sonderfall ¢; = 0 wird b; nicht
verandert, wobei alles beim Alten bleibt.

Cauchysche Randbedingung: Sie wird auch Randbedingung dritter Art genannt [24, S.34],

0¢
on

022 4 yp=g (2.44)
mit der nach aufsen gerichteten Normalen n der Oberfliche I" vom Gebiet 2. Die Para-
meter «, v und ¢ seien bekannt. Fiir ¢ = 0 spricht man von der homogenen (spéter auf
dem Randgebiet S, angenommen) und bei ¢ # 0 von der inhomogenen (spéter auf dem
Randgebiet S; angenommen) Cauchyschen Randbedingung. In dem Sonderfall v = 0
stellt sie wieder die Neumannsche Randbedingung dar.

Schreibt man (2.44) in der Form

00,
a 6ﬁ] ) =q; — V95, (2.45)

so kann der Term ¢;—vy¢; in [K| und {b} absorbiert werden. Fiir weiterfithrende Literatur
sei hier wieder [24, S.45-47] empfohlen.



Kapitel 3

Diskretisierung bzw. Netzgenerierung

Allgemein unterscheidet man zwischen strukturierten und unstrukturierten Netzen bzw. Dis-
kretisierungen. Wobei mit strukturierten Netzen regelmdfsige Unterteilungen des Gebiets ge-
meint sind und mit unstrukturierten Netzen eine unregelmdjige Unterteilung. Die FEM hat
den Vorteil, dafs sie mit unstrukturierten Netzen komplizierte Geometrien gut approximieren
kann. Gleichzeitig entsteht dadurch aber auch die Notwendigkeit, ein unstrukturiertes Netz
fiir das gerade benétigte Problem zu konstruieren [12].

So wie man jedes ebene Polygon in Dreiecke zerlegen kann, so ist es im 3-dimensionalen Raum
auch moglich, jeden Polyeder in Tetraeder zerlegen. Dies ist jedoch keine einfache Aufgabe.
Aus diesem Grund wurden alle in dieser Arbeit verwendeten Netze mit dem Netzgenerator
GEOMPACK von Barry Joe [16]| generiert. Da fiir den Netzgenerator ein vollkommen eige-
nes Format der Volumenbeschreibung verwendet wird, wurde eine Studienarbeit zum Thema,
Schnittstelle CAD-Netzgenerator bearbeitet [18]. Weil der Netzgenerator jedoch sehr schwie-
rig zu bedienen ist und selten zu Netzen ausreichender Qualitit fiir die FEM fiihrte, wurde
desweiteren eine Studienarbeit zum Thema Netzverbesserung bearbeitet [20].

3.1 Volumenbeschreibung

Mit dem Begriff Volumenbeschreibung verbindet sich die eindeutige Beschreibung eines Ge-
bietes und nicht nur einer Oberfliche. Es ist also wichtig, daf man feststellen kann, ob ein
Punkt im Gebiet liegt oder auflerhalb.

Man kann grundsétzlich zwischen zwei Arten unterscheiden, wie man ein Volumen beschrei-
ben kann. Entweder man verwendet analytische Funktionen, die das Gebiet begrenzen. Hier
werden krummlinige Grenzflichen immer exakt beschrieben, solange eine Funktion zur Ver-
fiigung steht, die dieses krummlinige Verhalten besitzt. Als andere Moglichkeit kann man
die Oberfliche diskretisieren. Dann ist man von der Wahl der Funktionen unabhingig und
kann beliebig Oberflichen verwenden. Dementsprechend gibt es Netzgeneratoren, die ana-
lytische Funktionen oder eben Polyeder zur Volumenbeschreibung verwenden. GEOMPACK
verwendet Polyeder.

Die heute wohl natiirlichste Art ein Berechnungsgebiet zu beschreiben, ist die Eingabe in
ein CAD-Programm. In den meisten CAD-Systemen wird heute die interne Darstellung mit
analytischen Funktionen realisiert. Man spricht hier von einer vollparametrischen Darstellung.
Erst beim Export werden die Daten diskretisiert.

23
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Aus diesem Grund wurde eine Schnittstelle in IFEP entwickelt, um die Geometriedaten aus
einem DXF-File von Autocad R12 zu importieren [18].

Dabei stellte sich heraus, daf in dem DXF-Format von R12 zum letzten Mal noch 3D-
Volumeninformationen enthalten waren. In den nachfolgenden DXF-Standards bis zu R14
befinden sich nur noch 2D-Objekte, sodaf es in diesen Versionen nicht mehr moglich ist,
Informationen iiber Polyeder aus dem Format zu gewinnen.

Im DXF-Format R12 sind alle 3D-Zeichenbefehle als einzelnes 3D-Objekt gespeichert. Um
aus diesen vielen 3D-Objekten aber ein Gebiet zu machen, miissen diese wieder verbunden
werden.

Bei jedem Teilpolyeder miissen die Flachennormalen nach aufen zeigen. Liegt an der Fliche ein
Nachbarpolyeder an, muf, da jede Fliache nur eimal vorkommt, die Flachennormale mit dem
anderen Polyeder abgestimmt werden. Man sieht schnell, dafs dies keine triviale Aufgabe ist.
Aus diesem Grund sind im Rahmen dieser Arbeit neben anderen komplizierten dynamischen
Programmierungen auch umfangreiche Visualisierungen (s. z.B. Abb. 3.1) dieser Daten in
[FEP entstanden.

Abbildung 3.1: Volumenbeschreibung des Hohlleiter-Bandpasses von Abschnitt 8.3

Alle Routinen fiir diesen Aufgabenbereich sind in IFEP in Form eines neuen Projekts na-
mens GEOP3D eingebunden. Dort kénnen die einzelnen 3D-Objekte visualisiert und dann
verbunden werden. Anschliefiend wird die gesamte Volumenbeschreibung in einem ,,*.g3"-File
abgelegt und man kann mit dem Netzgenerator ein Tetraeder-Netz erzeugen.

3.2 Netzgenerierung

Fiir einen Uberblick iiber die verschieden Methoden zur Netzgenerierung sei auf |12] verwiesen.
Der Netzgenerator GEOMPACK benoétigt fiir seinen Algorithmus konvexe Gebiete. Deshalb
werden die vorgegebenen Polyeder zunichst in konvexe Gebiete zerlegt, um sie anschliefsend
zu vernetzen. Dabei werden mit Hilfe eines Zufallsgenerators Knoten in dem konvexen Gebiet
generiert, die dann nach verschiedenen Kriterien zu Tetraedern verbunden werden.

Zunichst wird erst einmal die Qualitit eines Tetraedernetzes eingefiihrt und anschliefsend wird
auf die Probleme eingegangen, die bei der Netzgenerierung auftauchen kénnen. Wie ein bereits
generiertes Netz nachtriglich noch verbessert werden kann, wird im folgenden Abschnitt dann
gezeigt.

3.2.1 Qualitit eines Tetraedernetzes

Fiir die Finite-Elemente-Methode wire es eigentlich am besten, wenn alle Tetraeder gleich-
lange Kanten hétten. Dies ist aber nicht moglich, deshalb besteht ein Tetraeder-Netz immer
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aus mehr oder weniger guten Tetraedern. Um die einzelnen Tetraeder in ihrer Qualitdt un-
terscheiden zu konnen, existiert unter anderem das ,Innenkugel-Umkugelkriterium” mit o fiir
den Radius der Innenkugel und R fiir den Radius der Umkugel:

0
Q=34 (3.1)

Die Werte von () variieren im Intervall [0, 1]. Ein Tetraeder mit gleichlangen Kanten hat ein
() = 1, wihrend ein degeneriertes Tetraeder mit keinem Volumen den Wert () = 0 besitzt.
Tetraeder mit o/R < 0.01 (d.h. @ < 0.03 ) werden als Sliver Elemente bezeichnet |13].

Neben diesem Kriterium gibt es noch andere, wie z.B. das Delaunay-, das Babuska- und das
MMSA-Kriterium. Fiir einen Uberblick sei hier [20] empfohlen.

Um nun die Qualitat iiber das gesamte Netz zu bestimmen, existieren die beiden Formulie-
rungen
-gemittelte Qualitit (mean)

| XN
mean — 7 i 3.2
Q ~ ; Q (3:2)

- parallel geschaltete” Qualitét (joint)

1
Qjoint = T N1 » (3.3)
N Dict QL

wobei @); die Qualitit des Tetraeders ¢ und N die Anzahl aller Tetraeder im Netz ist [14] [15].

Die gemittelte Qualitéit gibt eine gute Aussage iiber das gesamte Netz an. Die Joint Qualitit
bewertet schlechte Tetraeder dagegen hoher. Bei beiden Kriterien stellt 0 den schlechteste
Wert, d.h. die schlechteste Netzqualitit, dar und der Wert 1 den besten Qualitét.

3.2.2 Probleme der Netzgenerierung

Nachdem man das Problem der Erstellung einer Eingabedatei fiir GEOMPACK gelost war,
hatte der Netzgenerator zwei grundlegende Probleme.

3.2.2.1 Konvexe Gebietszerlegung

Das erste besteht in der Notwendigkeit, die Polyeder in konvexe Polyeder zu zerlegen. Wie
in Abbildung 3.2 zu sehen ist, kann das zu einer schwierigen Aufgabe werden. Es war fiir
GEOMPACK nicht moglich, dieses Polyeder in konvexe Gebiete zu zerlegen. Dazu mufs man
verstehen, wie der Algorithmus in GEOMPACK arbeitet. Es wird eine Kante genommen und
versucht, eine Schnittebene mit der Kante als Achse zu finden, um das Gebiet in konvexe
Gebiete zu zerschneiden. Daf diese Aufgabe bei einer Geometrie wie dem Kopf kaum zu
l6sen ist, leuchtet schnell ein. Fiir solche Geometrien eignen sich besser Advancing-Front-
Netzgeneratoren. Sie bauen vom Randgebiet das Netz Schicht fiir Schicht auf, haben jedoch
bei der Vernetzung am Schluf die Schwierigkeit, gute Tetraeder zu generieren.

Bei Geometrien, die mehr blockartig sind, oder bei Polyedern, die schon konvex sind, hatte der
Netzgenerator keine Schwierigkeiten, ein Netz zu erzeugen. Wie man in Abbildung 3.1 sehen
kann, sind dort alle Polyeder konvex, um dem Netzgenerator die Zerlegung abzunehmen. Dabei
war an den Enden des Gebiets eine hohere Diskretisierung erwiinscht. Aus diesem Grunde
wurden diese Gebiete zusitzlich zerlegt, um dort mehr Tetraeder zu erzwingen.
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Abbildung 3.2: Polyeder eines Kopfes, der von GEOMPACK nicht in konvexe Gebiete zerlegt
werden konnte.

3.2.2.2 Schlechte Netzqualitit

Ein zweites Problem ist die Qualitit der generierten Tetraeder. Sind z.B. in den Polyedern
sehr kleine Raumwinkel vorhanden, kann der Netzgenerator dort niemals gute Tetraeder gene-
rieren. Aber selbst wenn der Netzgenerator gute Polyeder vernetzen soll, kann es zu schlechten
Tetraedern kommen. Dies bewirkt eine schlechte Konvergenz des iterativen Losers.

Bei Netzen geringer Grofe (ca. 15000 Tetraeder) ist bei GEOMPACK meistens ein Netz guter
Qualitit generiert worden. Sollen jedoch mehr Tetraeder (ca. 50000 -150000 Tetraeder) gene-
riert werden, entstehen viele schlechte Elemente. Die einzige Methode, doch noch gute Netze
zu erhalten, war das Verdndern der gewiinschten Tetraederanzahl. So konnte es vorkommen,
daf man 60 verschieden Netze generieren mufte, um ein Netz mit ausreichend guter Qualitéit
zu erhalten. Aus diesem Grund werden im néchsten Abschnitt die verwendeten Methoden zur
Netzverbesserung beschrieben.

3.3 Netzverbesserung

Fiir die Netzverbesserung stehen eine Vielzahl von Verfahren zur Auswahl. So kann man zum
Beispiel durch Einfiigen von einem Knoten die lingste Kante eines Tetraeders halbieren. Diese
Methode hat jedoch auch den Nebeneffekt, daf das Netz dadurch verfeinert wird. Durch einen
Punkt kann man z.B. leicht 7 neue Kanten im Netz erzeugen. Wenn das oft der Fall ist, wird
das Netz schnell erheblich grofser. Aus diesem Grund wurde von dieser Methode Abstand
genommen und Methoden angewendet, die die Grofe des Netzes nur unwesentlich verdndern.
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3.3.1 Lokale Transformation

Eine andere Methode ist die der lokalen Transformationen. Dabei werden keine Knoten ver-
andert, sondern nur die Kanten, die die Knoten verbinden, werden vertauscht, eingefiigt oder
entfernt. Dadurch entstehen entweder neue Tetraeder, oder sie werden vertauscht oder gar
eliminiert. Der Begriff der lokalen Transformationen erklart sich daher, daf die Transfor-
mationen nur Auswirkungen auf einen kleinen lokalen Bereich haben. Auferhalb der Hiille,
die alle an der Transformation beteiligten Elemente enthélt, &ndert sich nichts. Aus diesem
Grund sind diese Transformationen iiberschaubar. Man kann die Berechnung der Qualitéts-
verbesserung lokal vornehmen und die Entscheidung, ob eine Transformation sinnvoll ist, mit
geringem Aufwand treffen.

Es gibt prinzipiell beliebig viele Transformationen. Ublicherweise hilt man die Anzahl der
moglichen Transformationen jedoch gering, da man alle Moglichkeiten priifen mufs, bevor man
die Entscheidung zur Durchfiihrung treffen kann.

In IFEP werden nur die folgenden Transformationen eingesetzt:

= zwel Tetraeder werden zu zwei Tetraedern
= zwel Tetraeder werden zu drei Tetraedern

= drei Tetraeder werden zu zwei Tetraedern

Obwohl so nur wenige Transformationen verwendet werden, miissen pro Tetraeder immer noch
22 Moglichkeiten gepriift werden. Anschliefsend wird die Transformation durchgefiihrt, bei der
sich die Joint-Qualitdt am stiarksten verbessert. Tritt eine Verschlechterung ein, wird keine
Transformation durchgefiihrt. In IFEP wird diese Methode mit transform bezeichnet. Eine
genaue Beschreibung ist in [20] nachzulesen.

3.3.2 Knoten-Relaxation

Diese Methode beruht auf der Verschiebung von Knoten in der Art, dafs sich die Qualitit der
umliegenden Tetraeder verbessert. In IFEP wird von den umliegenden Knoten der Schwer-
punkt gebildet

N.:
I
17]

und als moglicher Verschiebungspunkt vorgeschlagen. Man nennt diese Art der Verschiebung

Laplace-Smoothing [14]. Anschlieflend mufs gepriift werden, ob dies ein erlaubter Punkt ist.

Man kann dies einfach durch eine Volumenberechnung der beteiligten Tetraeder priifen. Wenn
die Volumen aller Tetraeder weiterhin positiv sind, wird durch die Verschiebung kein Netzfehler
verursacht.

Weiter muf gepriift werden, ob sich das Netz durch die Verschiebung verbessert hat. In IFEP
werden hier zwei Kriterien verwendet:
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= Die Joint-Qualitit (siehe (3.3)) der beteiligten Tetraeder darf sich durch die Verschiebung
nicht verschlechtern (in IFEP relaz! ).

= Das schlechteste Tetraeder darf durch die Verschiebung nicht schlechter werden (in IFEP
relaz? ).

Diese Verschiebungen diirfen natiirlich nicht iiberall im Netz durchgefiihrt werden. Es gibt
Knoten, die auf keinen Fall nach dieser Regel verschoben werden diirfen. Dazu gehoren:

= Knoten, die auf einer Trennfliche zwischen zwei Medien liegen (interface nodes).

= Knoten, die auf einer Randfliche liegen (surface nodes).

Man konnte diese Knoten zwar in einer Randfliche oder Trennfliche verschieben. Das ist
jedoch sehr aufwendig, da diese Flichen nicht in einer parametrischen Form vorliegen. Aus
diesem Grund wird auf die Relaxation dieser Punkte vollstdndig verzichtet.

3.3.3 Anwendung der Netzverbesserung

Nach [29, S. 156] werden Transformation und Relaxation kombiniert eingesetzt. Man fiihrt
sie abwechselnd durch, bis sich keine merkbare Verbesserung mehr einstellt. Dabei ist es nicht
moglich, vorauszusagen, welche Reihenfolge zu dem besten Ergebnis fiihrt.

Als Beispiel ist hier auf Seite 29 in Tabelle 3.1 die Netzverbesserung beim TEAM Problem
19 (siehe Abb. 8.1 auf Seite 98) angegeben. Dabei beschreibt smoothl einen Durchgang der
lokalen Transformation transform und anschlieffendem Relaxieren mit relazl. smooth2 besteht
aus einem Durchgang transform und anschliefendem Relaxieren mit relaxz2. Dabei sieht man
in der Spalte GEOMPACK die Qualitdt, mit der das Netz vom Netzgenerator erzeugt wurde.
Von links nach recht sieht man dann, wie sich die Qualitdt durch die verschiedenen Aufrufe
Schritt fiir Schritt verdndert.

Man sieht am Anfang die stirksten Verbesserungen im Netz, besonders bei den schlechten
Tetraedern. Beim zweiten Aufruf von relax2 und smooth2 gibt es nur noch Verbesserungen bei
sehr guten Elementen. Bis hier wurde die Relaxation nur durchgefiihrt, wenn das schlechteste
Element auch verbessert wurde. Das erklart, warum bei keinem Schritt eine Verschlechterung
eingetreten ist. Bei relazl und smoothl wird die Relaxation durchgefiihrt, wenn sich die Joint-
Qualitit der beteiligten Tetraeder gemeinsam verbessert. Man sieht hier, daf sich zwar die
Joint-Qualitit und die Mittlere-Qualitit des gesamten Netzes noch verbessert, dafiir entstehen
aber wieder mehr schlechtere Tetraeder.
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GEOMPACK ‘ relax2 ‘ smooth2 ‘ relax2 ‘ smooth?2 ‘ relax1 ‘ smoothl

Mittlere Qualitat 0,8187 0,8357 | 0,8402 | 0,8415 | 0,8418 | 0,8547 | 0,8561
Joint-Qualitét 0,8037 0,8253 | 0,8304 | 0,8317 | 0,8321 | 0,8442 | 0,8458
schlechteste Tetraeder 0,0638 0,1913 | 0,3459 | 0,3526 | 0,3526 | 0,3590 | 0,3589
beste Tetraeder 0,9981 0,9979 | 0,9980 | 0,9980 | 0,9980 | 0,9977 | 0,9980
Qualitatshaufigkeit im Netz
0,0-0,1 3 0 0 0 0 0 0
0,1-0,2 5 1 0 0 0 0 0
0,2-0,3 8 1 0 0 0 0 0
0,3-0,4 36 7 4 4 4 7 9
0,4-0,5 125 50 36 36 35 62 54
0,5-0,6 596 317 259 252 254 275 273
0,6-0,7 2168 1545 1416 1389 1379 1275 1240
0,7-0,8 6370 5999 5827 5758 5758 4322 4196
0,8-0,9 12058 11809 11653 11528 11487 10924 10870
0,9-1,0 4909 6549 7071 7299 7349 9401 9624

Tabelle 3.1: Netzverbesserung an einem Netz fiir das Beispiel TEAM Problem 19 von S. 98
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Kapitel 4

Die Kantenelemente

Die finiten Elemente hatten urspriinglich als unbekannte Parameter die Werte eines skalaren
Feldes immer auf den Knoten des Elements. Diese Elemente werden als Knotenelemente
bezeichnet. Als man begann, vektorielle Probleme zu berechnen, war es naheliegend, das
vektorielle Feld in seine skalaren Bestandteile zu zerlegen und wieder skalare Elemente zu
verwenden. Jedoch befanden sich nun drei Unbekannte auf jedem Knoten. Sie wurden und
werden auch heute noch oft verwendet.

Vektoren konnen jedoch nicht immer als Tripel von Zahlen aufgefafst werden. Sie haben ma-
thematische und physikalische Eigenschaften, die sich nicht immer leicht in Komponenten
eines Koordinatensystems ausdriicken lassen. Durch das Teilen des Vektors in die Kompo-
nenten des Koordinatensystems werden diese Eigenschaften verletzt. Bei elektromagnetischen
Feldern zum Beispiel gibt es oft eine Randbedingung, die nur die tangentiale Komponente an
den Elementgrenzen beriicksichtigt. Bei Knotenelementen muf diese einfache physikalische
Randbedingung in lineare Beziehungen zwischen den kartesischen Koordinaten transformiert
werden. Zusétzlich mufs an Knoten, an denen sich die tangentiale Richtung dndert, ein Mit-
telwert gebildet werden. Das ist nicht unmoglich, jedoch schwierig und unpraktisch [33].

Eine Alternative dazu stellen die Kantenelemente (engl. edge elements) dar. Hier werden als
unbekannte Parameter vektorielle Grofen verwendet, die den Kanten des Elements zugeordnet
sind. Zuerst eingefiihrt wurde der Begriff von Hassler Whitney! im Jahr 1957 [30], noch bevor
der Begriff ,Methode der Finiten Elemente" im Jahr 1960 von Clough gepréigt wurde [29, S.
39]. Die Bedeutung der Kantenelemente fiir die Berechnung elektromagnetischer Felder wurde
lange nicht erkannt. Erst 1980 mit der Arbeit von J. C. Nédélec [31| wurden diese Elemente
fiir die elektromagnetische Feldberechnung diskutiert. Die hier verwendeten Elemente werden
als ,Whitney-Elemente der Ordnung 1" bezeichnet [32, S. 76]. Sie besitzen ein konstantes
tangentiales /lineares normales Feld entlang der Elementkanten und ein lineares Feld auf den
Elementflichen und im Element. Man bezeichnet sie deshalb auch als ,Komplett mit der
Ordnung 0.5" [37] und wegen ihrer gemischten Ordnung auch als ,Mixed Elements" . Nédélec
zeigte, dall es ein nicht notwendiger Vorteil ist, wenn man polynom-komplette finite tangentiale
Vektorelemente in der FEM verwendet [31].

Fiir eine tiefergehende Untersuchung dieser Elemente werden sie im folgenden hergeleitet.

! Autor vieler grundlegender Arbeiten in der Differentialgeometrie

31



32 KAPITEL 4. DIE KANTENELEMENTE

4.1 Das lokale Koordinatensystem

Da die Ansatzfunktionen im Tetraeder in baryzentrischen Koordinaten beschrieben werden,
ist zum Versténdnis eine genaue Kenntnis dieser Koordinaten Vorraussetzung. Der Anschau-
ung halber wird dieses Koordinatensystem erst fiir Dreiecke, und dann davon abgeleitet, fiir
Tetraeder eingefiihrt.

4.1.1 Baryzentrische Koordinaten im Dreieck

Die baryzentrischen Koordinaten werden auch lokale? Koordinaten genannt und gehéren zu
den Verhéltniskoordinaten |7, 2.6.5][9, S. 572].

P1
A1,2,3
P AP,z 3
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 1 =
A 1,2,3
AP,2,3
P P3

2

Abbildung 4.1: Baryzentrische Koordinate &; im Dreieck

Dabei beschreibt die Koordinate® & die Punkte P auf der gestrichelten Linie, die im Dreieck
durch das Verhéltnis der Teilfliche A, 5 3 zur Gesamtfliche A, 5 5 des Dreiecks beschrieben sind
(sieche Abb. 4.1). Da die Fléche eines Dreiecks nur von der Grundlinie und der Héhe abhéngt,
ist &1 auf Parallelen zur Grundlinie konstant.

So definieren sich die baryzentrischen Koordinaten im Dreieck wie folgt

Ap23

_ as 4.1

&1 A1as (4.1)
A1p3

— Zip3 42

v (1.2
Al 2,p

= =P 4.3

&3 e (4.3)

Da fiir ein zweidimensionales Element nun drei Koordinaten existieren, miissen die Koordina-

2Beziiglich des Elementes
3In dieser Arbeit werden die baryzentrischen Koordinaten mit &; bezeichnet. Es gibt in der Literatur aber
auch die Bezeichnung mit L; oder ;.
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ten linear abhingig sein. Deshalb? gilt

S+&+&=1. (4.4)

4.1.1.1 Der Gradient einer Koordinate

Die Koordinaten &;, & und &3 sind lineare Funktionen, deshalb ist jeder Gradient 651- im
Dreieck ein Vektor mit konstantem Betrag und fester Richtung (siehe Abb. 4.2).

YA N YA N
1.84 P, 1.84 P,
144 P, 144 P,
094 094
0.54 Y X 054 >
0.04 > 004 > °
Pl Pl Pl
M M M M MRS M M M M MRS M M M M MRS
00 05 09 14 18 0.0 05 09 14 18 00 05 09 14 18
(a) Gradient von & (b) Gradient von & (c) Gradient von &3

Abbildung 4.2: Gradienten ﬁfz im Dreieck

Sie stehen senkrecht zur Grundlinie der Teilfliche und zeigen in das Element. Damit ist die
Richtung fest gegeben. Die Linge des Gradienten in kartesischen Koordinaten ist fiir die
Visualisierung und die Stetigkeit der berechneten Felder sehr wichtig. Deshalb wird an dieser
Stelle auch die Herleitung des Betrages von 6& durchgefiihrt.

Fiir das Wegintegral von & = 0 nach & = 1 muf in baryzentrischen Koordinaten gelten

1
Ve -ds =1. (4.5)

&i=0

In kartesischen Koordinaten mufs dann analog gelten

Ve -ds = 1. (4.6)

Sind ﬁfi und ds entlang des Weges parallel und ist h; = Abstandvon P; zur Grundlinie
(Hohe), dann gilt

“Man kann das leicht mit (4.1)(4.2)(4.3) {iberpriifen: Die Summe der drei Teildreiecke ergibt immer die
Gesamtfiiche des Dreiecks.
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Ve

ds =1 (4.7)

/hi
0

Ve

hy = 1. (4.8)

Damit ist der Betrag des Gradienten in kartesischen Koordinaten wie folgt definiert:

1 (4.9)

Ve, ,

4.1.2 Baryzentrische Koordinaten im Tetraeder

Wie im Dreieck sind im Tetraeder die baryzentrischen Koordinaten iiber ein Verhiltnis defi-
niert. Im Unterschied zum Dreieck wird beim Tetraeder statt der Flache das Volumen V}, 534
des Teiltetraeders betrachtet.

So definieren sich die baryzentrischen Koordinaten im Tetraeder wie folgt

& o= % (4.10)
& o= “25;‘ (4.11)
& = % (4.12)
& = ‘;112221: : (4.13)

Das Volumen eines Tetraeders ist nur von der Grundfliche und der Hohe abhéngig. So sind
auf den parallelen Ebenen zur Grundfliche die Koordinaten wieder konstant.

Fiir das dreidimensionale Element existieren vier Koordinaten. Sie sind wie beim Dreieck
linear abhingig. Deshalb gilt® beim Tetraeder

Si+&+EG+86 = 1. (4.14)

4.1.2.1 Der Gradient einer Koordinate

Die Koordinaten &, &, £ und &4 sind lineare Funktionen, deshalb ist jeder Gradient ﬁfz
im Tetraeder ein Vektor mit konstantem Betrag und fester Richtung. Er steht senkrecht zur
Grundflache des Teiltetraeders und zeigt in das Element. Damit ist die Richtung fest gegeben.
Die Betrag des Gradienten in kartesischen Koordinaten ist fiir die Visualisierung und Stetigkeit

®Man kann das leicht mit (4.10)(4.11)(4.12)(4.13) iiberpriifen: Die Summe der vier Teiltetraeder ergibt
wieder das Gesamtvolumen des Tetraeders.
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der berechneten Felder sehr wichtig. Deshalb wird an dieser Stelle auch die Herleitung des
Betrages von V¢; durchgefiihrt.

Fiir das Wegintegral von & = 0 nach & = 1 mufl wieder gelten

1
Ve -ds =1. (4.15)

&=0
In kartesischen Koordinaten mufs dann analog gelten
P
V& -ds = 1. (4.16)

P5i=0

Sind ﬁ@ und ds entlang des Weges parallel und ist h; = der Abstand von P; zur Grundfliche
(im Gegensatz zum Dreieck mit der Grundlinie), dann gilt

h; N
/ Velds = 1 (4.17)
0
V&l h = 1. (4.18)

Damit ist der Betrag der Gradienten in kartesischen Koordinaten fiir Tetraeder wie folgt
definiert

_ b (4.19)

Ve, ;

4.2 Die kantenbasierten Ansatzfunktionen im Element

Im Gegensatz zu knotenbasierten Formfunktionen [9] sind bei kantenbasierten Formfunktionen
die gesuchten Koeffizienten nicht den Knoten (Punkten) Py, P, Pj, ..., sondern den Kanten
zugeordnet. Die knotenbasierten Formfunktionen approximieren immer eine skalare Funktion
in dem Element. Wenn man damit vektorielle Funktionen approximieren will, benotigt man
fiir jede Komponente des Vektorfeldes eine eigene Formfunktion (z.B. im R? = 2 und im
R? = 3 ). Kantenbasierte Formfunktionen approximieren immer vektorielle Grofen. Die
gesuchten Koeffizienten sind zwar wieder skalare Grofen, jedoch beschreiben sie durch die
Gewichtung der vektoriellen Formfunktionen wieder eine vektorielle Grofse in dem Element.

4.2.1 Kantenbasierte Ansatzfunktion im Dreieck

Bei den hier verwendeten Formfunktionen beschreibt ein Koeffizient den Betrag der tangen-
tialen Vektorgrofse auf der Kante. Damit die Richtung der tangentialen Vektorgrofe eindeutig
zugeordnet ist, wird eine feste Orientierung fiir jede Kante festgelegt (siehe Abb. 4.3, S. 36).
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Durch das Vorzeichen des Koeffizienten ist somit auch die Richtung auf jeder Kante eindeutig
zugeordnet:

Kantel = PP, (4.20)
Kante2 = PyP;, (4.21)
Kante3 = P3P;. (4.22)

Fiir die Approximation im Element werden nun drei tangential unabhdngige Vektorbasisfunk-

18Y:: Kante 2 P,
144 P,
098 Kante 1
0.5% Kante 3
0.04
P

1

o~ o o
v g g

00 05 09 14 138

o o
" g g

X

Abbildung 4.3: Kantenzuordnung im Dreieck

tionen bendtigt. Das bedeutet, dak jede Funktion nur zur eigenen Kante einen tangentialen
Beitrag leisten darf. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten:

1. Die Vektorbasisfunktion verschwindet auf den anderen Kanten ganz.

2. Die Vektorbasisfunktion liefert nur Beitrige zur normalen Komponente auf den anderen
Kanten.

Es liegt nahe, fiir die 2. Moglichkeit die Gradienten ﬁfz der baryzentrischen Koordinaten zu
verwenden, da sie immer senkrecht zur Kante gegeniiber P; stehen (siehe Abb. 4.2, S.33). Auf
der anderen Kante mufs der Gradient jedoch verschwinden, was durch die Multiplikation mit
einem &; erreicht werden kann, das auf der Kante gerade verschwindet.

4.2.1.1 Der Ansatz der Vektorbasisfunktion

Betrachtet man ein beliebiges Dreieck und bezeichnet die Knoten und Kanten gemé&f Abb.
4.3, so kann man fiir die Kante 1 eine Vektorfunktion

Wis = & V& — & VE (4.23)

ansetzen. Dieser Ansatz wurde zuerst von Whitney [30] eingefithrt. Er beschreibt ein kon-
stantes tangentiales/lineares normales Feld entlang einer Elementkante und ein lineares Feld
im Inneren.


/home/damm/TEX/Dissertation//bilder/dreiedge.ps

4.2. DIE KANTENBASIERTEN ANSATZFUNKTIONEN IM ELEMENT 37

4.2.1.2 Normierung der Vektorbasisfunktion

Wie in (4.9) auf S. 34 schon beschrieben, ist der Gradient V¢&; aber stark von der Form des
Dreiecks abhingig. Da die Kante und damit auch der Koeffizient der Kante spater auch von
Nachbarelementen verwendet werden soll, muft die Tangentialkomponente unabhingig vom
Rest des Elements sein. Anders ausgedriickt, die tangentiale Komponente mufs zwischen zwei
Elementen stetig sein. Aus diesem Grund muf die Vektorbasisfunktion normiert werden.

Sei €7 der Einheitsvektor entlang der Kante 1 von Knoten 1 zu Knoten 2 und [; die Liange
dieser Kante. Die baryzentrische Koordinate &; ist eine lineare Funktion von &£ = 1 bei Knoten
Py bis zu & = 0 bei Knoten P, und &, ist eine lineare Funktion von & = 0 bei Knoten P; bis
zu & = 1 bei Knoten P, (s. Abb. 4.4, S.37).

€a
&)

0
Pl Kante 1 mit Liinge |, P2
Abbildung 4.4: Die Funktionen & und & entlang der Kante von P, nach P

Die tangentiale Komponente von ng ist dann im Knoten P;

& - Wi . & - V& (4.24)
_ % (4.25)
und im Knoten P,
& - Wi . —&, - V& (4.26)
_ b (4.27)

51 . W12 = (428)

—— (4.29)

Normiert man le mit [, ergibt sich fiir die tangentiale Komponente auf der Kante immer
ein Wert von 1.

So ergibt sich fiir jede Kante ¢ eine Vektorfunktion N; (s. Abb. 4.5, Abb. 4.6 S.38 und Abb.
4.7 S.39)
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Ny = Wil = (& V& —&VEN,
Ny = Wayly=(£VE —EVE) s, (4.30)
Ny = Waly=(&VE -6 V).

Jede der Vektorbasisfunktionen ]\7Z stellt eine Rotation um den gegeniiberliegenden Punkt der

Kante 7 dar.
Y
P
1.8 2
14 E ;
: f
0.9 \
0.5
0.0

0.0 0.5 0.9 1.4 1.8

\\\Nn—o——'

Abbildung 4.5: Vektorfunktion M
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Abbildung 4.6: Vektorfunktion No

Damit kann das Vektorfeld E¢ im Element e ausgedriickt werden mit
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Abbildung 4.7: Vektorfunktion N
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Abbildung 4.8: Stetigkeit der Tangentialen beim Elementiibergang
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3
E° = N{Ef. (4.31)
i=1
Dabei beschreibt Ef die tangentiale Feldkomponente entlang der i-ten Kante. Als Beispiel
sieht man in Abbildung 4.9 auf S.40 ein Vektorfeld E¢, wobei alle Ef’s den Betrag 1 besitzen
und somit eine Rotation beschreiben.

Y,

00 05 09 14 138

Abbildung 4.9: Beispiel fiir ein Vektorfeld E* im Dreieck

4.2.2 Kantenbasierte Ansatzfunktion im Tetraeder

Wie auch beim Dreieck beschreibt beim Tetraeder ein Koeffizient den Betrag der tangentialen
Vektorgrosse auf einer Kante. Damit die Richtung der tangentialen Vektorgrosse eindeutig
zugeordnet ist, wird wieder eine feste Orientierung fiir jede Kante festgelegt (siehe Abb. 4.10,
S. 41) .

Kantel = Db, (4.32)
Kante2 = DD (4.33)
Kante3 = PP, (4.34)
Kanted = PP, (4.35)
Kante5 = PP (4.36)
Kante6 = D3P, (4.37)

Fiir die Approximation des Vektorfeld E° im Element e sind beim Tetraeder sechs tangential
unabhdingige Vektorbasisfunktionen N notig:

6
E°=> EfNt. (4.38)
=1
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zZ

Abbildung 4.10: Kantenzuordnung im Tetraeder

Durch das Vorzeichen der Koeffizienten Ef kann auch die Richtung auf jeder Kante frei zuge-
ordnet werden.

Die Vektorbasisfunktionen ]\75 miissen wie beim Dreieck mindestens eine der Bedingungen 1
oder 2 von S. 36 erfiillen:

1. Die Vektorbasisfunktion verschwindet auf den anderen Kanten ganz.
2. Die Vektorbasisfunktion liefert nur Beitrdge zur normalen Komponente auf den anderen

Kanten.

4.2.2.1 Der Ansatz der Vektorbasisfunktion

Um die Bedingungen zu erfiillen, kann fiir das Tetraeder derselbe Ansatz wie beim Dreieck
(4.23 s. S. 36) verwendet werden, hier z.B. fiir die Kante 1:

Wia = & V& — & VE; . (4.39)

4.2.2.2 Normierung der Vektorbasisfunktion

Der Ansatz (4.39) muf analog wie in 4.2.1.2 auf S. 37 mit der Lénge /; der Kante ¢ normiert
werden.

So ergibt sich fiir jede Kante i eine Vektorbasisfunktion N; , also

Ny = Wyl = (& & Ve — & VE) 1, 4.40
Ny = Wigly= (& V& —&VE) s, 4.41
Ny = Wuly= (& V& —&VE) s, 4.42

(
Ni = Wayly=(
N5 = Wils=(

(

)
)
)
52 VfS - 53 v§2) l4 )
)
No = Wals= )l

E4VE — EVE) s,
£3VE — E4VES)
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und allgemein ausgedriickt, mit Kantenanfang (Index : 1) und Kantenende (Index : 2):

N; = Wiz li = (&, V&, — &, V&) L. (4.46)
Jede der Vektorbasisfunktionen ]\71 stellt eine Rotation um die gegendiberliegende Kante® der

Kante 7 dar.

4.3 Die Divergenz im Element

Wendet man den Divergenzoperator auf die einzelnen Ansatzfunktionen an, ergibt sich folgen-
des

Wio (4.47)
(EVE — &VE)

H(&VE) — V- (&VE)

VE -V — Ve - VE

div ng =

|
<< <

0. (4.48)
Allgemein gilt dann
divWi; = 0. (4.49)
4.4 Die Rotation im Element
Wendet man die Rotation auf die einzelnen Ansatzfunktionen an, ergibt sich
rot ng 6 X ng (450)
V x (51652 - 52651)
V x (&VE) =V x (&LVE)
= (V& x V&) = (V& x V§)
= 2(Ve x V) (451)
und damit fiir ]\71:
rot Nl = 2[1 (651 X 652) . (452)

Allgemein gilt

Die Vektorbasisfunktion N; ist der Kante i zugeordnet. Diese Kante hat genau eine gegeniiberliegende
Kante, mit der sie keinen gemeinsammen Knoten teilt. Und genau um diese gegeniiberliegende Kante drehen
sich die Vektoren der Funktion NV;.
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und

Da der Gradient einer baryzentrischen Koordinate 6& immer konstant ist, ist auch das Kreuz-
produkt in (4.53) immer ein konstanter Vektor. Somit ist die Rotation in einem Element immer
eine konstanter Vektor.

4.5 Einordnung dieser Kantenelemente in der FEM

Man unterscheidet bei Kantenelementen zwei verschiedene Arten. Das Kriterium ist dabei
der Operator der Diffentialgleichung, die gelost werden soll. Auf der einen Seite gibt es die
divergenzkonformen und auf der anderen die rotationskonformen Kantenelemente [36].

Divergenzkonforme Kantenelemente besitzen Stetigkeit in der normalen Komponente
beim Ubergang zwischen benachbarten Elementen. Bei diesen Ansatzfunktionen ver-
schwindet die Divergenz in einem Element nicht (im Gegensatz zu GL (4.49)). Diese
Ansatzfunktionen entsprechen dem Operator der EFIE (engl. Electric Field Integral
Equation).

Rotationskonforme Kantenelemente besitzen Stetigkeit in der tangentialen Komponente
bei Ubergang zwischen benachbarten Elementen. Die Divergenz der Ansatzfunktionen
verschwindet in einem Element (siehe (4.49)). Diese Ansatzfunktionen entsprechen z.B.
dem Operator der vektoriellen Helmholzgleichung. Die in dieser Arbeit vorgestellten
Kantenelemente sind die einfachsten dieser Art und sind am meisten verbreitet. Sie
wurden zuerst von Nédélec [31] vorgestellt und werden nach Nédélec als ,first-order”
edge elements bezeichnet. Es gibt aber auch die Bezeichnung ,,Whitney 1 elements”.

4.5.1 Kantenelemente hoherer Ordnung

Wie bei Knotenelementen ist es auch bei Kantenelementen mdoglich, Ansatzfunktionen héherer
Ordnung zu verwenden, um bei gleicher Diskretisierung eine hohere Genauigkeit der Losung
zu erreichen. Dabei sind bisher zwei verschiedene Wege beschritten:

1. Durch zusétzliche Basisfunktionen werden die einfachen Kantenelemente aus Abschnitt
4.2.2 additiv erweitert und man erhélt dadurch eine héhere Genauigkeit im Element.
Es handelt sich dabei um einen hierarchischen Ansatz. Einen Uberblick iiber die ver-
schiedenen Elemente erhélt man schnell in [37]. Als Beispiel sind hier Ansatzfunktionen
von J. P. Webb und B. Forghani tabellarisch angegeben [35]. Man spricht in diesem
Zusammenhang auch von Kantenelementen, die komplett mit der Ordnung n sind. Die
Bedeutung der Bezeichnung ,Mixed Elements”, womit Elemente mit gemischten Poly-
nomordnung (hier m = 0,5 und m = 1,5) bezeichnet werden, wird hier versténdlich.
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‘ m ‘ Kantenordnung ‘ Elementordnung ‘ Anzahl der BasisFunktionen
0,5 | konst. tangential linear 6
1,0 | linear tangential linear 12=6+6
1,5 | linear tangential quadratisch 20=64+6+8
2,0 | quadrat. tangential quadratisch 30=64+6+8+10

Tabelle 4.1: Hierarchische Ansatzfunktionen von Kantenelementen nach [33-')]

Kantenelemente mit ganzer Polynomordnung m (hier m = 1,0 und m = 2,0 ) bezeich-
net man auch als  konsistent” mit der Ordnung m (z.B.[31]). An Materialiibergéingen
wo die Normalkomponente springen kann, konnen jedoch nur Ansatzfunktionen mit der
Ordung m = 0,5 verwendet werden.

. Die andere Moglichkeit besteht darin die einfachen Kantenelemente mit der Ordnung

m = 0,5 von Nédélec |31] zu verwenden und durch Multiplikation mit Lagrangeschen
Interpolationspolynomen den Freiheitsgrad den Ansatzfunktionen zu erhohen. Diese
Methode ist in [36] von Graglia, Wilton, Peterson gezeigt und iiberpriift worden. Sie
hat den grofen Vorteil, dak die Normalkomponente am Elementiibergang weiterhin frei
bleibt, was zum Erfiillen der Kontinuitdtsbedingung an den Materialgrenzen notwendig
ist.

4.5.2 Konvergenzeigenschaften der Kantenelemente fiir die FEM

Die Konvergenzeigenschaft wird durch das lokalen Fehlermaf O(h™) bezeichnet. Es beschreibt
das Verhalten der Genauigkeit der Losung, wenn man die Diskretisierung des Netzes (durch
h ausgedriickt”) erhoht.

Es gibt hier leider nur wenig Literatur bei Kantenelementen. Die einzige mir bekannte Verof-
fentlichung stammt von Gerrit Mur [34]. Er vergleicht dort die numerische Effizienz zwischen
Knoten- und Kantenelementen. Kantenelemente mit dem Polynomgrad 0,5 (also die Whitney
1-Elemente) konvergieren demnach mit O(h). Mit dem Polynomgrad 1,0 (also konsistente
Elemente) erreicht man dagegen O(h?), was auch mit linearen Knotenelementen erreicht wird.

"siehe Definition (2.3) auf S. 12
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Hochfrequente elektromagnetische Felder

Technische Bauelemente werden in der Hochfrequenz gewohnlich im Frequenzbereich beschrie-
ben. Deshalb wird die weitere Betrachtung auf den zeitharmonischen Fall eingeschrinkt.
Hierbei 1aft sich das elektromagnetische Feld mit der Kreisfrequenz w > 0 fiir jede Zeit t € R
darstellen als

l?(?, t) = E(7)e*t, (5.1)

H(Ft) = H(f) e . (5.2)

E(7) und H(7) sind dabei komplexe Amplituden am Ort 7 = (z, v, 2).

5.1 Problembeschreibung

Als néchstes wird das Randwertproblem mit seiner Differentialgleichung und den Randbedin-
gungen beschrieben.

5.1.1 Die Wellengleichung im zeitharmonischen Fall

Ausgehend von einem Raum, der keine Ladungen enthélt, und mit der Beschrinkung auf
ein lineares isotropes Medium gelten folgende Maxwell’sche Gleichungen z.B. [11, S.476] [10,
S.728|:

tH = F — 5.3
0 Kb+ € o ( )
. OH
tE = —u— 5.4
ro = (5.4)
divH = 0, (5.5)
divE =

Angesichts des Ansatzes (5.1) und (5.2) gilt dann

rotH = (k+ jwe)E, (5.7)
rotE = —jwpH , (5.8)
divl = 0, (5.9)
divE = 0. (5.10)

45
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Gleichung (5.9) und (5.10) werden durch die Ansatzfunktionen der Kantenelemente lokal erfiillt
(siche Gleichung (4.49) auf Seite:42).

Multipliziert man die Gleichung (5.8) mit % und bildet anschlieftend die Rotation, folgt

]_ — —
rot <—r0tE> = —jwrotH . (5.11)
i

Multipliziert man dann Gleichung (5.7) mit —jw und setzt Gleichung (5.11) in Gleichung (5.7)
ein, so erhilt man

1 o .
rot <—7‘OtE) = — (jwk —w’) E. (5.12)
i

Bringt man — jumE allein auf die rechte Seite

1 - . .
rot (—rotE) —w’ E = —jwkE. (5.13)
o

Multipliziert man (5.13) mit po und fithrt man die Ausbreitungskonstante im freien Raum
ki = w?upeo, den Wellenwiederstand im freien Raum 7y = £ und die Stromdichte J = kE

ein, erhdlt man die vektorielle Wellengleichung fiir das elektrische Feld in der Form

1 - - >
rot <—7’0tE> —kje B = —jkoZoJ . (5.14)

Hor

Mit gleichen Uberlegungen lift sich die vektorielle Wellengleichung fiir die magnetische Feld-
stiarke herleiten

1 . ; 12
rot (—rotH) — k3. H = rot <—J) : (5.15)

Er Er

5.1.2 Randbedingungen

Die Wellengleichung ist fiir den gesamten Raum giiltig. Da das diskretisierte Gebiet aber
immer endlich sein muf, sind an den Réndern bestimmte Bedingungen (Randbedingungen)
einzuhalten. Diese Randbedingungen sind ein Teil des zu lésenden Problems und erfordern
besondere Aufmerksamkeit.

In der Regel stehen dem Anwender eines FEM-Programms nur eine begrenzte Anzahl von
Randbedingungen zu Verfiigung. So ist man bei der Beschreibung des Problems bemiiht, das
zu diskretisierende Problem immer innerhalb der zur Verfiigung stehenden Randbedingungen
zu definieren. Als néchstes sollen die gegebenen physikalischen Randbedingungen bei der
Wellengleichung im zeitharmonischen Fall vorgestellt werden.
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5.1.2.1 Elektrische Wand

Bei dieser Randbedingung (engl. Perfect Electric Conductor, kurz: PEC) handelt es sich um
eine Flache mit elektrisch ideal leitender Eigenschaft (k — 00). Das ist zum Beispiel Metall,
unter der Annahme, dak die eventuell auftretenden Wandstrome verlustfrei fliefsen konnen. Da
diese Strome Potentialunterschiede sofort verlustfrei ausgleichen, existieren auf der Oberfliche
der Wand keine tangentialen elektrischen Feldstéirken:

AxE=0 (5.16)

bzw. in H ausgedriickt

hx rotH =0. (5.17)

Ist die elektrische Wand verlustbehaftet, treten Wandstrome auf, die nicht sofort verschwunden
sind. Man kann dann die verlustbehaftete elektrische Wand durch eine widerstandsbehaftete
Randbedingung (engl. Impedance Boundary Condition, kurz: IBC) ndhern [25][24, S. 7].
Somit gilt dann die inhomogene Randbedingung

AxXE=P=—Z Hy, (5.18)
bzw. in H ausgedriickt

AxrotH =P =—Z-Hgn. (5.19)

Die elektrische Wand in IFEP Bei der Beschreibung des Problems in E (5.14)(5.16) ist
die Diskretisierung recht einfach.

Die tangentialen elektrischen Feldstirken sind bei Kantenelementen direkt als unbekannte
Variablen entlang den Kanten vorhanden. Liegt diese Randbedingung an dem Rand des
diskretisierten Gebiets, so liegen auch die Kanten der Oberfliche direkt in der elektrischen
Wand. Somit kann man die unbekannten Variablen dieser Kanten direkt auf Null setzen.
Man spricht hier von einer Dirichletschen Randbedingung, da die unbekannten Variablen des
FEM-Problems direkt gesetzt werden. Sie werden auch Zwangsbedingungen genannt |22, S.25].

Bei der Beschreibung des Problems in H (5.15)(5.17) ist die Diskretisierung auch recht einfach.

Man spricht hier von einer natirlichen Randbedingung [22, S.25| . Diese Randbedingung steckt
implizit im Variationsintegral. Die Variablen auf diesem Rand werden also durch das Losen
des Problems gleich mitgelost. Im Gegensatz zur Dirichletschen Randbedingung sind es aber
noch Unbekannte, die erst bestimmt werden miissen.

Die verlustbehaftete elektrische Wand (IBC) ist in IFEP nicht implementiert. Es ist jedoch
moglich, diese Randbedingung im Bedarfsfall noch zu implementieren [25].

5.1.2.2 Magnetische Wand

Bei dieser Randbedingung handelt es sich um eine Fliche mit magnetisch ideal leitender
Eigenschaft (u, — 00). Diese Randbedingung ist physikalisch unméglich und wird hauptséch-
lich zum Beschreiben von Symmetrie-Ebenen verwendet. Die magnetische Feldstéirke steht
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senkrecht auf diesem Rand. Auf der Oberfliche der Wand mufs die tangentiale magnetische
Feldstiarke dementsprechend Null sein:

nxH=0 (5.20)

bzw. in E ausgedriickt:

i X rotk =0 (5.21)

Die magnetischen Wand in IFEP  Bei der Beschreibung des Problems in H (5.15)(5.20)
ist die Diskretisierung der magnetischen Wand wieder eine Dirichletsche Randbedingung.

Die tangentialen magnetischen Feldstirken sind dann direkt als unbekannte Variablen auf den
Kanten vorhanden. Liegt diese Randbedingung auf dem Rand des diskretisierten Gebiets, so
liegen auch die Kanten der Oberflache direkt in der magnetischen Wand. Somit kann man die
unbekannten Variablen dieser Kanten direkt auf Null setzen.

Bei der Beschreibung des Problems in £ (5.14)(5.21) ist die Diskretisierung des Randes eine
natiirliche Randbedingung und wird durch das Variationsintegral wieder implizit geldst.

5.1.2.3 Absorbierende Randbedingungen

Neben einem Abschlufs des Gebiets, (elektrische Wand) oder der Ausnutzung von Symmetrieen
(magnetische Wand), gibt es auch offene Randflichen, an denen z.B. eine bestimmte Strah-
lung hindurch kann. Die Randbedingungen bewirken, daf die Welle von der Randbedingung
absorbiert wird.

Hier soll eine absorbierende Randbedingung (engl. Absorbing Boundary Condition, kurz:
ABQC) fiir einen Rechteckwellenleiter wie in Abbildung 5.1 hergeleitet werden.

Der Wellenleiter ist an S; offen und wird mit dem T FE;p-Mode angeregt. Dann folgt ein
gerader Rechteckhohlleiter (Wénde als PEC). Danach befindet sich ein Bereich, der durch
geometrische oder materielle Verdnderungen die Wellenausbreitung stort und wieder auf ein
Rechteckhohlleiter fiihrt, der an S, wieder den T E1o-Mode absorbiert.
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<< a2 =
A . 4
Storung / g\ | b,
: 10| {7
vy | ;

Abbildung 5.1: Wellenleiter mit T'F1p-Mode Anregung
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Damit der Wellenleiter aber auch so betrieben werden kann, miissen einige Bedingungen erfiillt
werden:

1. In den Rechteckhohlleiterstiicken ist nur der dominante Mode T Ey ungedampft aus-
breitungsfihig [10, S. 800ff].

2. Die Storstelle ist von den Toren S; und Sy so weit entfernt, dafs durch die Stérung
angeregte hohere Moden an den Toren soweit abgeklungen sind, daf sie vernachléssigt
werden konnen.

3. Der anregende T Ejp-Mode breitet sich an S; und Sy nur in positiver z-Richtung aus.

ABC am Tor S;  Die Stérung bewirkt eine Reflexion der Wellen. Deshalb gilt fiir die
elektrische Feldstérke E(z,y, z) am Tor S;

ES(z,y,2) = E(z,y,2)+ E™(z,y,2) (5.22)

= Eyéi,(7,y) e /t1? + RE, €10, (7, ) etz (5.23)

Dabei steht ein fiir den Anteil der einfallenden Welle (die Anregung) und ref fiir den An-

teil der reflektierten Welle. FEy beschreibt die Amplitude der einfallenden Welle. R ist der
Reflexionskoeffizient. €19, und kg, sind beim T'Ejo-Mode bei S; gegeben durch

&0, (z,y) = sin (@> g, (5.24)
3]
T 2
ks, = k%—(—) . (5.25)
3]

Wobei a; die Weite des Rechteckhohlleiters bei S ist (s.Abb 5.1).

Am Tor S; muk das elektrische Feld ES! (x,y, z) die eindimensionale Strahlungsbedingung fiir
eine sich in z-Richtung ausbreitende ebene Wellen im freien Raum erfiillen:

0 = N
—F = jkg F. 5.26
Oz IR, ( )

Wenn ES1(z,y, z) Gleichung (5.26) erfiillt, muB auch E“"(xz,y, z) und E"*f(x,y, z) die Bedin-
gung erfiillen. Dann gilt fiir die reflektierte Welle

o .
—E" = jks E™ 5.27
az .7 S1 ( )
und mit Gleichung (5.22) auch
o /4 i . iy
= (B = B) = jks, (B — En) . 5.28
—( jks, (5.28)
Formt man (5.28) nach ESt und E°n um, erhilt man folgende Bedingung an Tor Sy
o - ﬁ "y
8—E51 + jkg, B = —2jkg, E°™ . (5.29)
z

Mit der Vektorgleichung (A.4) von Seite 119 und der Gewifheit, daf E€" nur tangentiale
Komponenten besitzt, kann man (5.29) schreiben als

il % (6 X Esl) + kg X (n x Esl) — kg, B (5.30)
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Mit

ik o 27kq = .
,}/1 — j 517 Ue’Ln — ] S1 Ee’Ln (531)

Hor Moy

erhdlt man die Form (2.44) einer Cauchyschen Randbedingung:
1. . N A
—n X (TOtE) + 7 X (n X E) =Ue" (5.32)
Koy

Diese inhomogene Cauchysche Randbedingung ist also bei der Variation auf S; mit zu erfiillen.

ABC am Tor S; Durch die Reflexion der Welle an der Storung erreicht nur ein bestimmter
Teil der Wellen das Tor Sy. Deshalb gilt fiir die elektrische Feldstirke E(z,y, z) an dem Tor
S2

E%(z,y,2z) = E"(z,y,2) (5.33)
= TE“(z,y,2) (5.34)
= T Ey &, (x,y) e Fs27 (5.35)

Dabei steht trans fiir den Anteil der transmittierten Welle und T ist der Transmissionskoeffi-
zient'. €0, und kg, sind beim T FEj;-Mode durch die Geometrie bei Sy gegeben durch

€0, (z,y) = sin (W—x) €y, (5.36)

a2

ks, = k3—<1>2. (5.37)

a2

Wobei as die Weite des Rechteckhohlleiters bei Sy ist (s.Abb 5.1).

Am Tor S, muf das elektrische Feld E2 (x,y, z) wieder die eindimensionale Strahlungsbedin-
gung fiir eine sich in z-Richtung ausbreitende ebene Wellen im freien Raum (5.26) erfiillen.

Mit (5.33) ergibt sich dann die Bedingung

it x (ﬁ x 552) — ¢, x (6 x Esz) = jkg, Btrans (5.38)
&, x (6 X ESZ) — jkg Bl = 0. (5.39)

Mit der Vektorgleichung (A.4) kann man (5.39) schreiben als

it x (6 X ESZ) + ik X (n X ESQ) ~0. (5.40)

!Unter der Annahme, daR Tor S; auch die selben Mafie besitzt wie Tor Sy stimmt das. Sonst berechnet
sich der Transmissionsfaktor iiber die Leistung (siehe Abschnitt 7.2.2 auf S. 94)
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Mit
'k
y = 152 (5.41)
iy
erhilt man die Form (2.44) einer Cauchyschen Randbedingungen
1 _ . R _
—n X (TOtE) + om0 X (n X E) =0. (5.42)
Hor

Diese homogene Cauchysche Randbedingung ist also bei der Variation auf Sy mit zu erfiillen.

Fiir das magnetischen Feld sei hier nur der Vollstdndigkeit halber die allgemeine Form der
Randbedingung angegeben

1 . . .
S hx (th) HIPV AN (n x H) ~V. (5.43)
Er

Dabei ist vy ein bekannter Parameter und V ein bekannter Vektor.

5.1.3 Kontinuititsbedingung

An der Grenzfliche zwischen zwei unterschiedlichen Materialien sind die folgenden Kontinui-
tiatsbedingungen einzuhalten. Die tangentiale Stetigkeit der elektrischen Feldstérke E

Ax EY = fixE" (5.44)

bzw. in H ausgedriickt

1 L 1 L
—ﬁx(VxH*):—ﬁx(VxH*) (5.45)
&F &

und die tangentiale Stetigkeit der magnetischen Feldstéirke H

nx Ht =nx H- (5.46)
bzw. in E ausgedriickt
1 (o o= 1 o
—+n><(V><E) = —_nx(VxE). (5.47)
Hor oy

5.2 Das Variationsproblem der Wellengleichung

In Kapitel 2.3.1.1 wurde die Ritzsche Methode schon beschrieben. Bei den Wellengleichungen
(5.14) und (5.15) handelt es sich jedoch um vektorielle Gleichungen. Die Ritzsche Methode ist
auch auf vektorielle Probleme anwendbar. Dabei ergeben sich jedoch fiir elektromagnetische
Probleme Grenzen, die im folgenden Abschnitt verdeutlicht werden sollen. Anschlieffend wird
ein generelles Variationsverfahren vorgestellt, mit dem die meisten Randwertprobleme in der
elektromagnetischen Feldberechnung gelost werden konnen [24, S. 189].
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5.2.1 Beschriankungen bei der klassischen Ritz-Methode

Dazu fiihrt man das vektorielle innere Produkt ein

<a,5>:/ﬂ//a-5*d9. (5.48)

Die vektorielle Wellengleichung fiir das elektrische Feld (5.14) folgt mit dem Operator £ in
der Nabla-Schreibweise

L=V x <Mi§><> — ke, (5.49)

folgendermafsen
LE=f. (5.50)

Fiir das Innere Produkt” des Ritzschen Funktionals (2.15) gilt dann

(£E.F) = /// 28 [ﬁ « <uiv « E) —k:gsrﬁ} 00, (5.51)
Q T

Wendet man den zweiten vektoriellen Greenschen Satz (A.8) an, ergibt sich

EEF /// { <VxF*>—k§srﬁ*]dQ

+ﬂi[ﬁx(ﬁxﬁ*)—ﬁ*x(ﬁxﬁ)]-ﬁds. (5.52)

S

Mit dem Entwicklungssatz (A.2) und (A.3) und dem Spatprodukt (A.1) gilt

[E x (6 x ﬁ)} = (n x E) (6 x ﬁ) . [n x (ﬁ x ﬁ)] . (5.53)
Damit ist klar, wenn E und F die homogene Dirichletsche Randbedingung (5.16)
AxE=0 auf S (5.54)
und die homogene Cauchysche Randbedingung dritter Art,

1 L B}
—ﬁx(VxE)Jrnyﬁx(ﬁxE):O auf S (5.55)
i

mit S = Sy + S3 erfiillen, dann verschwindet das Oberflichenintegral in (5.52) unter der
Bedingung, dafs u, und g reell sind. Sind &, und p, reell, dann kann man (5.52) schreiben
als:

<£E, ﬁ> - <E Lﬁ> (5.56)

2Im Gegensatz zu (2.15) ist hier F statt E fiir das eine E im inneren Produkt geschrieben worden, um fiir
die weitere Rechnung die einzelnen Teile des inneren Produkt besser verfolgen zu konnen. Also es gilt F' = E.
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und damit ist £ selbstadjungiert. Die Bedingung, damit £ selbstadjungiert ist, ist also zum
einen, dak e,, p,und vg reellwertig sind und zum anderen, daf die homogenen Randbe-
dingungen erfiillt werden.

Dies stellt bei elektromagnetischen Problemen eine grofse Einschrinkung dar. Wenn verlust-
behaftete Medien berechnet werden sollen, sind ¢, und pu, komplexwertig. Eine weitere grofe
Einschrankung sind die homogenen Randbedingungen. Die Randbedingung (5.54) konnte in-
homogen sein, d.h. es konnten elektrische Wandstréme P auftreten. Oder die Randbedingung
(5.55) wiire inhomogen, wenn z.B. anregende Felder U auf einem Randgebiet auftreten (siche
S1). In diesen Féllen wiren die Randbedingungen inhomogen und das Problem ist mit dieser
Methode nicht mehr 16sbar [24, S.181ff].

5.2.2 Ein modifiziertes Variationsverfahren

Man kann durch eine Modifikation der Ansatzfunktion (hier E(z,y, z)) das Problem mit inho-
mogenen Randbedingungen wieder zu einem mit einem selbstadjungierten Operator £ iiber-
fithren. Dazu fiilhrt man eine neue Ansatzfunktion

—

E' =E—i (5.57)

ein. Dabei ist 4 eine Funktion, die die inhomogenen Randbedingungen erfiillt. Deshalb
brauchen mit Ansatz (5.57) wieder nur die homogenen Randbedingungen erfiillt zu werden
und das Problem wird wieder selbstadjungiert, aber immer noch unter der Bedingung,
daf ¢,, y,.und 7, reellwertig sind. Wendet man nun die klassische Ritzsche Methode an und
verwendet £ = E'+ im Funktional (2.15) von Seite 16, so kann man die Differentialgleichung
von E' schreiben als:

LE =f (5.58)
mit f_7 = f — Lu. Fiir das Funktional ergibt sich dann:
il Al 1 ol 1 AT
F(E):—<[,E,E>—§<E,f>—§<f,E> (5.59)

oder

{29 (5-9) o0

Da das Funktional nur iiber Terme variiert wird, die von E abhingen, kbnnen Terme, die E
nicht enthalten, entfallen. Damit ergibt sich fiir das Funktional:

F(E) = % (LE.E) - ; (£E.a)+ ; (E.ca) - % (B.7) - ; ) (5.61)

Unter Verwendung des ersten vektoriellen Greenschen Satz (A.7) und der inhomogenen Rand-
bedingungen (5.18) auf S3 und (5.32) auf S; mit S = S; + S3 erhélt man nach einiger Um-
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rechnung [24, S. 186] das Funktional:
o 1 Lie, @ VA S\ N
F(E) = 3 —(VxE)-(VxE) T R ol 1%
) L
1 . , Lo L
+§// [VE (an) : (an) +E-U*+E*-U} s
S

2
ko Z L
+“—°/// (E*-J—E-J*) dv (5.62)
>
|4

Trotzdem bleibt noch die Einschréinkung, daf ,, p,und vg reellwertig sein miissen.

5.2.3 Ein generelles Variationsverfahren der Wellengleichung
Nach [241, S. 188] gibt es jedoch ein generelles Variationsverfahren. Wie im Abschnitt 5.2.1
gezeigt wurde, ist die Forderung nach einem reellwertigen Operator £ eine direkte Folge der

Definition des inneren Produkts (5.48) bzw. im skalaren Fall (2.12). Aus diesem Grund
verwendet man nicht das innere Produkt (5.48) bzw. (2.12) des Hilbertraums, sondern das

symmetrische Produkt
(9, 4) = ¢ -1 df2 (5.63)
/Q//

bzw vektoriell
<&‘,5>:///6-5d£2. (5.64)
Q

Um der Frage nachzugehen, ob das eingefiihrte Variationsprinzip noch Giiltigkeit besitzt, soll
zunéchst die erste Variation des Funktionals (2.15) auf S. 16 betrachtet werden:

SF(E) = % <£5E, E> + % <£E, 5E> _ % <5E, f> _ % <E 5 f> (5.65)

Da £ auch mit dem symmetrischen Produkt selbstadjungiert ist, kann man (5.65) schreiben
als:

1 4 L
SF(E) =5 <6E, LE — f> .
Will man den stationdren Punkt der ersten Variation 6 F' = 0 erzwingen, folgt:
<5E, LE— f> L0

Man sieht, dak E die Diffentialgleichung (5.50) von S. 53 erfiillen muR, da 6E eine willkiirliche
Variation ist.

Damit ist das Variationsprinzip weiterhin giiltig, obwohl das symmetrische Produkt nicht
mehr die Bedingung des Hilbertraums nach einem Skalarprodukt mit einem reellen Ergebnis
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erfiillt. Es handelt sich bei dem neu eingefiihrten Funktional um eine komplexe Qualitéit
fiir ein komlexes Problem. Die Frage nach einem Minimum, Maximum oder Sattelpunkt ist
hier nicht mehr von Bedeutung, da bei diesem Funktional nicht mehr Qualitdten beurteilt
werden, die einer physikalischen Bedeutung wie Energie, Arbeit oder Leistung entsprechen.
Die Forderung nach einem ,stationdren Punkt der ersten Variation 6F” ist das bendétigte
Kriterium der Variationsrechnung [24, S.189).

Da die inhomogenen Randbedingungen weiterhin beriicksichtigt werden sollen, verwendet man
statt (2.15) das Funktional (5.61) des modifizierte Variationsverfahren mit dem symmetrischen
Produkt (5.64):

(LB E) - 1 (£E.@) + ; (B.ca)— (E.F) (5.66)

F(E) = :

Fiir die vektorielle Wellengleichung (5.14) mit dem Operator (5.49) und f als

f=—jkoZoJ (5.67)

ergibt sich

- /// E. (—jkoZof) dv (5.68)

\%

Wendet man den ersten vektoriellen Greenschen Satz auf die zweite und dritte Zeile von (5.68)

an, folgt:
. 1 - 1 - = , =l =
F(E) = Vx(—VxE)—keE| EdV
|4 fr
L, - = = = N\ -
+ﬂ;[ux(VxE>—Ex(qu)}-ndS
S
+ jkoZy ///E-fdv (5.69)

Da E und @ die inhomogenen Randbedingungen (5.18) auf S5 und (5.32) auf S; mit S = S;+Ss
erfiilllen, kann man in (5.69) das Oberflichenintegral zerlegen und mit Verwendung von (5.53)
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schreiben als:

F(E) - /// [ﬁ (Mi *)_kggrﬁ].ﬁdv
//Mrﬁ (x E) P (xi)] as

+ jkoZy /// E-Jdv (5.70)

Streicht man die Terme, die von E unabhéngig sind, folgt:
F(E) = 3 Vx|—VXE|—-kiE| -EdV
fhr
/ / (V= E)| as
fhr

+ jkoZy /// E-Jdv (5.71)

Wendet man den ersten vektoriellen Greenschen Satz jetzt auf die erste Zeile von (5.71) an

F(E) = /// LLT VxE (VXE) k2, E - E] dv
# Ex(ﬁ E) i -ds

//ur VxE)] ds

+ jkoZo //‘/ E-Jdv (5.72)

Zerlegt man das Oberflichenintegral in (5.72) wieder mit den inhomogenen Randbedingungen
(5.18) auf S; und (5.32) auf Sy und verwendet (5.53), ergibt sich mit den Entwicklungssitzen
(A.2),(A.3):
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F(E) = /// H v (VxE)—kggrE-E} v
+// [%(HXE)(ﬁXE)+Eﬁ:| ds
+ jkoZy ///E-fdv (5.73)

Dieses Funktional (5.73) ist nun auch fiir komplezes €., p.und vg und inhomogene Rand-
bedingungen giiltig [24, S. 190]. Fiir die vektorielle Wellengleichung mit der magnetischen
Feldstirke H (5.15) kann man mit demselben Rechenweg das dquivalente Funktional herlei-
ten:

P(H) - ;/// {i ( x ) (6xﬁ)—k§mﬁ-ﬁ] av
// 8 (3x ) - (3x A) + i -V] s
/// (VX_ )dv (5.74)

Es ist hier der Vollstdndigkeit halber noch angegeben. Im Folgenden wird nur noch die Formu-
lierung mit der elektrischen Feldstérke betrachtet, da sie auch im Programm IFEP verwendet
wird.

5.3 Lokales Variationsproblem der Wellengleichung

Im globalen Variationsproblem mit dem Funktional (5.73) ist nun, wie in Abschnitt 2.3.2
gezeigt, die globale Ansatzfunktion durch lokale Ansatzfunktionen zu ersetzen. Dabei sollen
jetzt die lokalen vektoriellen Ansatzfunktionen fiir Tetraeder von Abschnitt 4.2.2 verwendet
werden. In diesem Fall wird die lokale Ansatzfunktion (2.28) mit den Kantenelementen (4.38)
ALk

— 26315 Ne= {7 {Ne} = {z\?e}T {E} (5.75)

Setzt man den lokalen Ansatz (5.75) in das Funktional (5.73) ein, so erhélt man das Funktional
fiir ein Tetraederelement:
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F(E°) = /// { v X Ee (6 X E) - kgg;iﬁe-ﬁe] av (5.76)
+// l ﬁer -(ﬁxﬁe)+ﬁi€-ﬁ} ds (5.77)
2
S1
+ ko7, /// Be. Jav (5.78)
\%4

Als néchstes werden die drei Anteile des Funktionals getrennt betrachtet. Im Vordergrund
steht nun das Berechnen der Integrale. Dabei wird (5.76) als Volumenintegral F, (5.77) als
Randintegral F'§ und (5.78) als Stromintegral F'§ bezeichnet.

5.3.1 Das Volumenintegral

Setzt man in (5.76) die lokalen Ansatzfunktionen ein, kann man die Summanden ausmultipli-
zieren. Die Koeffizenten EY fiir die tangentiale elektrische Feldstéirke sind fir die Integration
konstant und konnen aus dem Integral herausgezogen werden. Damit ergibt sich fiir das
Volumenintegral:

Fo = 5 ({B*Y" 1A {E"} — k3 {E°)" [BY] {E*}) (5.79)

l\DI»—t

mit den Matrixelementen

Ag = /// ui {6 x 1\7} {6 x 1\7;} dv (5.80)
ve T

der 6 x 6 Matrix A¢ und den Matrixelementen

B :/// ¢ N¢ - Nedv (5.81)
Ve

der 6 x 6 Matrix B°€.

Um das Integral (5.80) berechnen zu kénnen, braucht man den Ausdruck ﬁxﬁie in kartesischen
Koordinaten. Setzt man (B.14) in (4.54) von S.43 ein und fiihrt das Kreuzprodukt durch,
ergibt sich:

VN = 21 (Ve x Ve

= Lo (e ds, — d ) Ens (dSBS, — bE dE)) €y (D55, — ,b5) €2] (5.82)

11 712 1 12 11712 11 12 71 12 21 712




60 KAPITEL 5. HOCHFREQUENTE ELEKTROMAGNETISCHE FELDER

Man sieht hier deutlich, daf V x Nf ein konstanter Vektor im Element ist. Damit ergibt sich
fiir das Skalarprodukt ein konstanter Wert im Element:

— \7 — 7 4l7‘€le € e (& e € e e e
{V X Nz‘e} {V X N;} - (6V€])4 [(c5, a5, — di,c5,) (5,5, — d5, 5, ) +
( bez - b;dfz) (djlb§2 - bsldjz) +
(05, ¢f, = i,05,) (85,5 — 6,85 (5.83)

Da (5.83) im Integral (5.80) konstant ist, kann man es vor das Integral ziehen und es folgt:

algisve
i = W [(Cildiz o di1ci2) (ledj2 - djlcj?) +

(dg b5, — b, de,) (de,bs, — b6, dS,) +

1 712 J17J2 J1 72

(0,5, — i b5,) (8,5, — 5,05, )] (5.84)

Somit ist die Matrix A im Element e exakt bekannt.

Bei dem Integral (5.81) geht man folgendermafen vor: Setzt man den Gradienten in karte-

sischen Koordinaten (B.14) in (4.46) ein und fiihrt das Skalarprodukt N¢ - ]\7; durch, ergibt
sich:

L 515
e e __ 7] e ¢e e ¢e e ¢e e e
Ni 'Nj - (6V)2 [ 1571 fizjz T Si1S5 fizjl BN AN filjz +€i2 o f’ilj1:| (5-85)

wobei fi; = b7b§ + cjc§ + did; ist. Setzt man (5.85) in das Integral (5.81) ein und verwendet



By,
BE = B§1
Biy = B
Bf4 = BZ1
Bis = By
Bis = B

Bj,
BSS = B§2
Bs, = By,
B§5 = B§2
B§6 = B§2

Bss
B§4 = Big
B§5 = B§3
Bss = Bgs

B
BZ5 = B§4
Bis = Bgy

Bg;
Bgg = Bgs

B
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die Gleichung (B.16) fiir die Integration, erhdlt man:

o (1) (fo2 = fr2 + fu1)
360Ve

752?(5]?‘5/56 (2fo3 = far = fis + f11)
;5?56 (2foa = for = fra + f11)
7653%2 (fos = fo2 = 2f13 + fr2)
;5?56 (fo2 = foa — fr2 + 2f1a)
% (foa = fas = fra + fi3)
83565)[%2 (fs3 = fi3 + fu1)
;j(lf‘l}i (2f31 = fis = fra + f11)
7853%2 (fss — fo3 — f13 + 2/12)
7653556 (fo3 = foa — fra + fra)
S (foa— fio 2+ o)
% (fs1 = fos = fis + fr2)
gé?e"l/ge (for = faa = 2f12 + fra)
;j(l]?f‘l/ge (faa — faa — fra +2f13)
% (fs3 = fos + f22)
;;l)zéi (fos = 2f34 = foo + foa)
exlals

T90V¢ (faa — foa — 2fa + fa)

ee (1g)”
360Ve
eclele

720V e
ec (Ig)”
360Ve

(faz — foa + faa)
(foa — 2foa — faa + f51)

(faa — faa+ f33)

Damit kann das Volumenintegral (5.76) vollstdndig in jedem Element e berechnet werden.

61
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5.3.2 Das Randintegral

Mit dem Randintegral F, (5.77) werden die inhomogenen Cauchyschen Randbedingungen auf
Sy (5.32) erfiillt. Zerlegt man das Integral (5.77) in zwei Anteile,

007§(ﬁxﬁ)(ﬁxﬁﬁds+[75ﬂﬁ¢s (5.86)
S1 S1

so kann man im ersten Integral noch die ggf. auftretenden homogenen Cauchyschen Randbe-
dingungen (5.55) auf dem Rand Sy mit einarbeiten:

//%(ﬁXEE)'(ﬁXEE)d5+//ﬁe-(7dS (5.87)

S1+Ss St

Mit der Diskretisierung des Volumens ist auch die Oberfliche diskretisiert worden. In diesem
Fall mit Dreiecken. In diesen Dreiecken sind nun die beiden Integrale von (5.87) zu berechnen.

An dieser Stelle wird oft die Frage aufgeworfen, ob fiir die Dreiecke die vektoriellen Ansatz-
funktionen (4.30) der 2D-Elemente verwendet werden oder die des Tetraeders. Die Antwort
wird durch die beiden Kriterien schnell deutlich:

Konformitdt von F;: Nicht nur die Diskretisierung, sondern auch die Koeffizienten £ miis-
sen konform sein. Alle Integralanteile sind Funktionen von Ef und miissen spéter zu-
sammengefalt werden, damit eine Losung fiir alle globalen E; gefunden wird.

Konformitit von Nz Die Koeﬂiizienten FE; stehen aber im direkten Zusammenhang mit
den Vektoransatzfunktion NV;, deshalb sind an dieser Stelle auch die vektoriellen 3D-
Ansatzfunktion (4.40) bis (4.45) zu verwenden.

Die 3D-Ansatzfunktionen besitzen jedoch eine Normalkomponente. Sie wird durch die Kanten
im Volumen hervorgerufen. Da das Volumen aber nicht mehr zum Rand gehort, diirfen sie
zum Randintegral nicht beitragen. Aus diesem Grund wird die tangentiale Komponente vom
Feld des Tetraeders im Dreieck als Ansatz verwendet:

hx BS = 26:§5Ef — {5} {5} = {55} (B} (5.88)

1=

Mit gf — 7 x N; , wobei N; die Ansatzfunktionen ]\77? des Tetraeders sind, unter der Vorraus-
setzung, daf die Kanten i zum Oberflichendreieck S gehéren. Sonst ist die Funktion N; = 0.
Mit diesem Ansatz wird die Konformitéit von E; und N; erfiillt. Mit dieser Wahl wird

ES = Ef (5.89)

und damit

{E°} ={E°} (5.90)

Setzt man den Ansatz (5.88) in das Randintegral (5.77) ein, ergibt sich:
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1
S e T S e
Fris, sy = §{E bCTH{E} (5.91)
Fi,, = —{EY{c%} (5.92)
S S S
FR o FR(51+52) + FRS1 (5.93)

mit den Matrixelementen

S s as
(Jij://ysi 5845 (5.94)

SS

der 6 x 6 Matrix C° und den Vektorelementen

S = // g5 . (17 X n) ds (5.95)

des Vektors ¢ mit 6 Komponenten, wobei 3 immer? identisch Null sind.

Im Programm IFEP besteht an dieser Stelle die Einschrinkung, daft die Normale n immer in
z-Richtung zeigt. Damit vereinfacht sich viel.

Mit den Transformationen (B.10) bis (B.13) von Seite 123 erhilt man mit 7 = —é,,

—

Si = —6_; X ]\71 = L [(&1012 - figcil) é‘mf (filb’i2 - £i2bi1) é;/] (596)

und es folgt damit:

- o Ll
Si+ S5 = —5 €&y Firge — Eirsa Jinir — Eiis finga + &0 Fing) (5.97)
(6V)
wobei f;; = b;ib; + c;cj ist. Die Koeffizienten b; bzw. b; und ¢; bzw. ¢; berechnen sich

entsprechend den Transformationen (B.10) bis (B.13). Die Werte fiir ¢; bzw. iy und j; bzw.
Jo2 entnimmt man den Kantenzuordnungen (4.32) bis (4.37) auf Seite 40. Die Integration iiber

3Unter der Bedingung, daf nur ein Dreieck des Tetraeders zum Rand S gehort.
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das Dreieck wird dann mit (B.7) durchgefiihrt und man erhélt fiir C7; :

e\2
Ccy = V;g‘l/) (fo2 — fiz+ f11) (5.98)
Cp=05 = Z;g‘i/lg (2f23 = for — fi3 + fu) (5.99)
Ch=0C5 = % (2f24 — fo1 — fra + f11) (5.100)
Ch=Cq = Z;g‘l/l“ (fa3 — fa2 — 2f13 + f12) (5.101)
Cis=Cs = Z;g‘i/lg (for = faa — fr2 + 2 f1a) (5.102)
Crs=Cs = Z;jl;‘f/lé (f21 — fo3 — fia + fi3) (5.103)

Cy, = Vﬁélvgf (f33 — fi3 + fi1) (5.104)
Cp=Cs = Z;f‘;vl (2fsa = frs = fra + fua) (5.105)
Cy=Ch = Z?QZ;% (f33 = fa3 — fiz3 + 2f12) (5.106)
Cys=C§ = Zgg;l: (f23 — f3a — fi2 + fia) (5.107)
Css=Cé = Zggélé (f3a — f33 — 2f1a + f13) (5.108)

s A (@2
Cy = 216V¢ (faa — fra + f11) (5.109)
ALl
054 = 053 = 1323/3 (f34 = foa — f13 + fi2) (5.110)
S S YAISIS
Cy =055 = 1301¢ (f2a — faa — 2f12 + fua) (5.111)
AlSIE
Cy=Cé = 132‘/6 (faa — f3a — f1a + 2f13) (5.112)

A (IS

Co = V21éé1 (f33 — foz + fa2) (5.113)
Al§IE

Ci=Cs = 132{1/3 (f23 = 2f34 — for + fou) (5.114)
Al§IE

046 C = 132;1/3 (f3a — fa3 — 2foa + fa3) (5.115)

A(l
Css = V21évl (f22 = foa + faa) (5.116)
AlEL
Ci=Cs = ZSQVG (foa — 2foa — faa + faa) (5.117)

YA (1§)°

Coe = 216V¢ (faa — foa + f33) (5.118)

Aber nur unter der Bedingung, daf ¢ und j Kanten des Dreiecks sind, da sonst ja S; oder S;
Null ist. Es gibt also immer 9 Nicht-Null-Eintréige in C°. Damit ist (5.91) bis auf den Faktor
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7 bekannt, der dann von dem speziellen Problem abhéngt (siehe (5.31) auf S.51 oder (5.41)
auf S.52).

Fiir die Eintrige ¢ wird S; und U x 7 benétigt. S; kann wieder mit (5.96) berechnet werden.
Die Vektorfunktion U ist gegeben, aber problemabhingig. Deshalb wird das Integral (5.95)
mit Hilfe der Gauss-Legendre-Quadratur C.1 von Seite 125 numerisch berechnet.

5.3.3 Das Stromintegral

Da fiir die Stromdichte nach dem Ohmschen Gesetz gilt:

—

J=k-E (5.119)

miifte es im Berechnungsgebiet () eine elektrische Leitfahigkeit ungleich Null geben. In Wel-
lenleitern oder Resonatoren befinden sich aber entweder Materialien mit sehr kleiner (k & 0)
oder mit unendlicher (k ~ co) elektrischer Leitfahigkeit. Fiir (x ~ 0) verschwindet das Stro-
mintegral. Im Fall (k ~ oco) stellt der Rand dieses Teilgebiets eine elektrische Wand dar und
kann durch eine Dirichletsche Randbedingung abgeschlossen werden. Aus diesen Griinden
wird das Stromintegral (5.78) in IFEP nicht beriicksichtigt. Es ist jedoch moglich, dies spéter
im Programm noch einzufiihren.

5.3.4 Das Elementgleichungssystem

Setzt man die Anteile (5.76),(5.77) und (5.78)* des Funktionals F¢(E°) wieder zusammen,
erhilt man:

FUES) = Fy+ Fp+ F (5-120)
= 5 (B (A () - BB 1) {59
3 (B (€3] (B} — (B} ()
10 (5.121)

Um das Funktional F¢(E®) zu minimieren, wird es nach den Koeffizienten Ef partiell abgelei-
tet:

SFe(E°) = [A]{E} -k} [B|{E} + [CF] {E°} - {f} (5.122)
= ([A7 k5 [B] + [C®]) {E} — {7} (5.123)

und dann gleich Null gesetzt:

(A=K [B]+ [CO]) {E} = {} = {0} (5.124)
([A°] — k3 [B] + [C®]) {E°} = {°} (5.125)

Mit
[K°] = [A]] — kg [B] + [C®] (5.126)

“Dieser Anteil ist hier Null. Wenn er beriicksichtigt werden sollte, miifte er an dieser Stelle weiter betrachtet
werden.



66 KAPITEL 5. HOCHFREQUENTE ELEKTROMAGNETISCHE FELDER

erhilt man die Form Az = b eines linearen Gleichungssystem fiir ein Element e:

(K| {E} = {c°} (5.127)
- 7 3 ¢ 3
ki kfy Kiz ki kis kfs EY Cig
k51 k5o k53 kSy k35 KSe E3 0
kSy kSy kSs kSy K55 K ) Es _ 0 (5.128)
ki ki kiz kiy kis ki E} Cf
k§i kso kg3 kiy kS5 kS Eg 0
ke1 kea kes Kea kes Kés \ Eg ) \ Cg )

5.3.5 Aufstellen des Gesamtgleichungssystems

Mit (5.128) hat man nun fiir jedes Element ein eigenes Gleichungssystem. Man mdochte jedoch
alle Gleichungssysteme zusammenfassen zu einem Gesamtgleichungssystem. Jedes Element
kann eine eigene Materialkonstante €, und g, haben. Dann sind an den Elementgrenzen die
Kontinuitétsbedingungen (5.44) bis (5.47) von Seite 52 einzuhalten.

An dieser Stelle kommt ein besonderer Vorteil der Kantenelemente zum tragen. Die Unbe-
kannten Ef reprisentieren gerade nur die tangentiale elektrische Feldstirke und nicht auch
die normale elektrische Feldstédrke, wie bei Knotenelementen. Wenn sich nun zwei Tetraeder
eine Kante teilen, haben dann beide die Kontinuitétsbedingung (5.44) automatisch erfiillt.

Wie alle Elementgleichungen zu einem Gesamtgleichungssystem zusammengefaftt werden kon-
nen, kann man in Abb. 5.2 sehen.

Was bei den einzelnen Schritten besonders zu beachten ist, kann in den Abbildungen 5.3 bis
5.6 genauer betrachtet werden.

Da die Matrix nur diinn besetzt sein wird, ist das Vorgehen in Abb. 5.4 sehr verschwen-
derisch mit dem Speicher. In IFEP wird an dieser Stelle eine Matrix mit volldynamischer
Speicherverwaltung verwendet, die nur Nicht-Null-Eintrége in der unteren Dreiecksmatrix mit
der Diagonalen abspeichert.

Was beim Einarbeiten des Elementgleichungssystems in die Gesamtmatrix passiert, kann man
in Gleichung (5.129) sehen. Hier ist ein Netz aus zwei Tetraedern verwendet worden, wobei
die beiden Tetraeder sich genau ein Dreieck teilen. Es sind die Kanten Ej bis Ef die von
beiden Tetraedern benutzt werden. Dementsprechend liefern auch beide Elementematrizen
[K'] und [K?] Beitriige zu den Eintriigen (sieche Runde Klammern in der Matrix). Im Element
2 ist die Kante 3 anders orientiert als bei den globalen Kanten. Aus diesem Grund sind
in der lokalen Zeile und Spalte von k3; die Vorzeichen vertauscht. Bei k2; selbst zweimal,
wodurch der Eintrag wieder positiv wird. Im Spaltenvektor {c?} erhilt auch der Eintrag c2
einen Vorzeichenwechsel.
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Grundsitzlicher Ablauf: Aufstellen des Gesamtgleichungssystems

Vorbereiten des Tetraedernetzes

Speicher fiir Gesamtgleichungssystem holen

Schleife iiber alle Tetraeder

Aufstellen des Elementgleichungssystems fiir das Tetraeder
unter Beriicksichtigung der lokalen Kantennumerierung

Orientieren der Matrixeintrége nach der globalen Kantenrichtung

Einarbeiten des Elementgleichungssystems ins
Gesamtgleichungssystem, unter Beriicksichtigung der globalen
Numerierung

Einarbeiten der Dirichletschen Randbedingungen

Abbildung 5.2: Aufstellen des Gesamtgleichungssystems

Schritt: Vorbereiten des Tetraedernetzes

Orientieren aller Tetraeder in der Form,
daf alle ein positives Volumen haben

Neu-Numerierung der Kanten bzw. Knoten, um spéter eine
geringe Bandbreite der Matrix zu erhalten

Aufbauen einer Kantenliste aus den Knoten der Tetraeder
mit der Bedingung, dafs jede Kante nur einmal vorkommt

Aufbauen einer Datenstruktur, die die Tetraeder
durch die Kantenliste beschreibt

Abbildung 5.3: Vorbereiten des Netzes
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Schritt: Speicher fiir Gesamtgleichungssystem holen

Bestimmung der Grofse des Gleichungssystems
durch die Anzahl der Kanten im Netz

Speicher fiir eine n x n Matrix holen

Speicher fiir EY-Vektor der Linge n holen

Speicher fiir RHS ¢}-Vektor der Lénge n holen

Abbildung 5.4: Speicher fiir das Gesamtgleichungssystem holen

Schritt: Orientieren der Elementmatrixeintrige nach der
globalen Kantenrichtung

Wenn (globale Richtung # lokale Richtung)
dann sonst

Vorzeichen aller Matrixeintrage in nichts
Zeile wechseln

Vorzeichen aller Matrixeintrige in
Spalte wechseln

Abbildung 5.5: Orientieren der Elementmatrixeintrage nach der globalen Kantenrichtung

Schritt: Einarbeiten des Elementgleichungssystems ins
Gesamtgleichungssystem unter Beriicksichtigung der globalen
Numerierung

Fiir kf; die globale Zeile ¢ von ¢ und
die globale Spalte j9 von j bestimmen

kg

igjg

g e
— Kigjo + K

Abbildung 5.6: Einarbeiten des Elementgleichungssystems in die Gesamtmatrix
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Sind alle Elementgleichungssystem eingearbeitet, miissen nur noch die Dirichletschen Rand-
bedingungen erzwungen werden. Als Beispiel soll auf Kante 7 der tangentialen Wert EJ auf
10,5 gezwungen werden. Dafiir wird k77 auf dem Wert 1 gesetzt, alle anderen Eintréige in der
Zeile auf Null und ¢7 auf den gewiinschten Wert, hier 10,5 (siehe Gleichung (5.130)). Dadurch
ist die Matrix [K] aber unsymmetrisch geworden.

ki k2 ki
ko1 Koz ka3
ka1 ksz  ks3
ka1 kaz ka3
ksi ksa2  ks3
k1 kez ko3
0 0 0
0 0 0
0 0 0

ks kis
kos  kos
kss ka5
kas ka5
ksa  kss
kes  kes
0 0
ksa  kss
kos ko5

ka7
k57

ke7

kg7

ko7

0 0
0 0
0 0
kas  kag
kss  ksg
kes koo
0 0
kss  ksg
kos kg

C1
C2
C3
Cq4
Cs
Ce
10,5
Cs

Co

(5.130)

Man kann die Matrix jedoch wieder symmetrisch machen. Da EY jetzt bekannt ist, kann man
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die Eintrége k;; mit ¢ # 7 mit B = 10,5 multiplizieren und in den Vektor {c} einarbeiten:

k11
ka1
ks1
ka1
ks1
ke1
0
0
0

k12
ka2

k32

Nun hat man ein
Randbedingungen

k13
ka3
k33
ka3
ks3
ke3
0
0
0

k14
ka4
ksa
ka4
ksa

ke

k1s
kas
kss
kas
kss
kes
0
kss

ko5

kag
kso
keo
0
kso

kg

c1—0-10,5
c2—0-10,5
cs—0-10,5
cq — ka7 - 10,5
cs — ks7 - 10,5
cg — kg7 - 10,5
10,5
cs — kg7 - 10,5
cg — ko7 - 10,5

(5.131)

Gleichungssystem, dessen Losung unter Beriicksichtigung der gegebenen
die Losung fiir das gesuchte Randwertproblem ist.



Kapitel 6

Losen des linearen Gleichungssystems

Es gibt sehr verschiedene Verfahren, um lineare Gleichungssystem zu 16sen [22] [13] [14] [45].
Dabei hat man immer zu beachten: Die Verfahren sollen nicht viel Speicher verbrauchen, aber
trotzdem schnell sein.

Grundsitzlich unterscheidet man zwischen den direkten Losern und den iterativen Losern.
Direkte Loser beruhen auf dem Eliminationsverfahren von Gauf beziehungsweise Cholesky. In
der FEM werden direkte Gleichungsloser mit Erfolg angewendet. Allerdings fiithren diese Glei-
chungsloser oft zu sehr grofen Zwischenmatrizen und damit zu extrem hohen Anforderungen
an Haupt- und Massenspeicherkapazititen sowie an die Rechenleistung der eingesetzten Com-
puter.

Bei der FEM sind die Matrizen in der Regel groft, jedoch nur diinn besetzt. Da bei direkten
Losern wihrend der Berechnung neue Matrixeintridg (sogenannte Fill-Ins) entstehen, ist hier
die Speicherverwaltung sehr kompliziert. Zusétzlich entstehen beim Ldsen Rundungsfehler,
die mit der Ordnung des Gleichungssystems zunehmen.

Aus diesen Griinden sind die in IFEP vorhandenen direkten Léser!' nur fiir sehr kleine Probleme
anwendbar. Thre Weiterentwicklung ist in IFEP nicht weiter verfolgt worden. Im Folgenden
werden nur noch iterative Loser betrachtet.

Vor der Behandlung der iterativer Loser selbst, werden zunéchst einige Mafsnahmen vorgestellt,
die das Losen erst ermdoglichen oder zumindest erleichtern.

6.1 Datenstrukturen zur Matrixspeicherung

Die Matrix A ist symmetrisch und diinn besetzt.

Beispiel: Bei einer n x n-Matrix mit n = 68793 entstehen bei voller Besetzung der Matrix
n-n=4,732-10°

Matrixelemente. Mit ABC s oder komplexen Materialkonstanten ist die Matrix auch kom-
plexwertig. Dann folgt ein Speicherbedarf:

4,732 -10%- 16 - Byte = 72,211 G Byte

1Siehe Tabelle 6.2

71
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nur fiir die Matrix. Soviel Speicher steht selten zur Verfiigung. Da diese Matrix nicht voll
besetzt ist, d.h. es gibt konkret nur nnz? = 767739 Nicht-Null-Eintrige, ist der eigentliche
Bedarf wesentlich geringer:

767739 - 16 - Byte = 11,996 M Byte

Nutzt man noch die Symmetrie aus und speichert nur die untere Dreiecksmatrix mit der
Diagonalen, so ergibt sich ein Bedarf von:

418293 - 16 - Byte = 6,38 M Byte

Dieser Speicherplatz kann heute in jedem PC bereitgestellt werden.

Das Hauptziel der folgenden Datenstrukturen ist es, nur die Nicht-Null-Eintrige nnz zu spei-
chern. Trotzdem soll man effizient alle nétigen Matrix-Operationen durchfithren kénnen. Da
hier viele verschiedene Arten existieren, werden hier nur die wichtigsten diskutiert und wei-
terfithrende Literatur empfohlen [22] [43] [44] [15] [46].

Alle hier vorgestellten Formate sind statisch, d.h. die Matrix mufs fertig assembliert sein.
Dies ist in IFEP mit einer volldynamischen Datenstruktur realisiert, in der natiirlich nur die
Nicht-Null-Eintrige gespeichert werden. Zusétzlich wird auch nur die untere Dreiecksmatrix
mit Diagonale (also die Symmetrie voll ausgenutzt) aufgebaut. So wird die Gesamtmatrix
nie voll aufgebaut. Dies ist die beste Losung, die eine optimale Nutzung des Arbeitsspeichers
ermoglicht. Jedoch ist die Implementierung mit schnellen Rechenzeiten sehr anspruchsvoll, da
beim Symmetrisieren nach dem Einarbeiten der Dirichletschen Randbedingungen eigentlich
die Gesamtmatrix bendtigt wird. Durch die dynamische Datenstruktur mit Zeilenlisten kann
man nicht jederzeit auf jedes Element zugreifen, ohne die Rechenzeit schnell in die Hohe zu
treiben. In IFEP ist hier eine schnelle Realisierung entwickelt worden, so daf die Dimension der
Matrix und die Anzahl der Nicht-Null-Eintrage feststeht, wenn die Matrix {iber eine temporére
Datei® in das statische Format umgespeichert wird.

6.1.1 Datenstrukturen fiir unsymmetrische Matrizen

Eine weit verbreitet Art, eine diinn besetzte Matrix zu speichern, ist das CSR-Format (engl.
C ompressed Sparse Row) und das CSC-Format (engl. Compressed Sparse Column) [15,
84ff]. Sie unterscheiden sich nur durch die zeilenweise (bei CSR) beziehungsweise spaltenweise
(bei CSC) Speicherung.

Der Vorteil der CSR- bzw. CSC-Datenstruktur ist, daf sich sowohl symmetrische wie auch
unsymmetrische Matrizen damit speichern lassen. Man kann eine Matrix auch leicht transpo-
nieren, indem man z.B. eine CSR-Matrix als CSC-Matrix verwendet oder umgekehrt. Nachteil
ist aber der komplizierte Zugriff auf die Diagonalelemente. Eine Abhilfe schafft da das MISR-
Format (engl. M odified Sparse Row). Hier wird die Diagonale als erstes in das Array AA
gespeichert, zusétzlich werden die Arrays JA und TA zu einem zusammengefafst. Die genaue
Beschreibung ist in [15, S.85] und [16, S.78] nachzulesen. Der Nachteil von diesem Format
liegt darin, daft man die Diagonale immer separat behandeln mufs und komplizierter auf die
Elemente zugreifen muf.

Znnz steht fiir Number of Non Zero, also die Anzahl der nicht Nullelemente in der Matrix A

3Dies verhindert einen kurzzeitigen hohen Speicherbedarf beim Umspeichern der Matrix.
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6.1.1.1 Datenstruktur vom CSR-Format

Dieses Format besteht aus 3 statischen Arrays. Einem Array aus den Nicht-Null-Matrix-
eintragen und zwei integer Arrays zur Speicherung der Position der Matrixeintrige . Sei eine
unsymmetrische Matrix A gegeben:

ai1 Q14
A21 Q22
A = ass (61)
42 Q44
| 51 as3 ass |

dann ergeben sich fiir die CSR-Speicherung folgende Daten (s. Abb. 6.1):

AA: [ a8y 8y, 8338y, 8,85 a5y ;|

JA: [1 4.1 2.:3.2 4.1 3 5|

bt 2 4

IA: [173 75 6 8 i11]

Abbildung 6.1: CSR-Speicherformat einer unsymmetrischen Matrix

Das Daten-Array AA beinhalten die Matrixelemente, und zwar Zeile fiir Zeile. Die Elemente
konnen dabei reell oder komplex sein. Im Array JA ist die Spalte eines jeden Eintrags fest-
gehalten. Mit dem Array TA wird die Position des ersten Elements einer Zeile in den Arrays
AA und JA festgehalten.

6.1.2 Datenstrukturen fiir symmetrische Matrizen

Die CSR-, CSC- und MSR-Formate bieten auch alle die Moglichkeit, nur den symmetrischen
Teil einer Matrix abzuspeichern. Jedoch bleiben die genannten Nachteile. Ein Format, mit
dem man so einfach arbeiten kann wie mit dem CSR- bzw. CSC-Format, und mit dem man auf
die Diagonalelemente direkt zugreifen kann, ist das AWS-Format [22, S.269|. Es unterscheidet
sich nur geringfiigig vom CSR-Format. Dabei speichert man nur Nicht-Null-Eintrége in und
unterhalb der Diagonalen wie im CSR-Format. Im Array TA speichert man nun statt des
Zeileanfangs den Index jeden Zeilenendes. Damit ist der direkte Zugriff auf die Diagonale
moglich und der Zugriff auf alle Matrixeintrage bleibt trotzdem einfach. Durch eine Index-
Verschiebung® im Array IA iRt es sich auch einfach ins CSR- bzw. CSC-Format umwandeln
und somit auch leicht transponieren.

6.1.2.1 Datenstruktur des AWS-Formats

Dieses Format besteht wie das CSR-Format aus 3 statischen Arrays. Ein Array aus den Nicht-
Null-Matrixeintragen und zwei integer Arrays zur Speicherung der Position der Matrixeintrége.

4Dabei ist auf die Lange des Arrays IA zu achten. Im CSR-Format ist es um eins liinger als im AWS-Format.


/home/damm/TEX/Dissertation//bilder/csr.ps

74 KAPITEL 6. LOSEN DES LINEAREN GLEICHUNGSSYSTEMS

Sei eine symmetrische Matrix A gegeben:

ai1
21 (G22
A= ass (6 2)
Q42 v
51 Q53 Q55

dann ergeben sich fiir die CSR-Speicherung folgende Daten (s. Abb. 6.2):

AWS: | Ay dyy Ay 331 dyy dyyr A5y dss assl

JAS: [ 1.1 2 3.2 4.13 5 |

T r‘/‘/,*/*

IAS|1|3|46

Abbildung 6.2: AWS-Speicherformat einer symmetrischen Matrix

Das Daten-Array AWS beinhaltet die Matrixelemente, und zwar Zeile fiir Zeile. Die Elemente
konnen dabei reell oder komplex sein. Im Array JAS ist die Spalte eines jeden Eintrags von
AWS festgehalten. Mit dem Array IAS wird die Position des letzten Elements einer Zeile
in den Arrays AWS und JAS festgehalten.

6.2 Bandbreite der Matrix

Unter der Bandbreite m einer Matrix A versteht man die kleinste Zahl m, so dafs

a;; =0 furallei, jmit |i —j| >m

gilt [22, S.160).

6.3 Optimale Numerierung der Kantenvariablen

Die Numerierung der Kanten und damit auch der Kantenvariablen hat entscheidenden Einflufs
auf die Besetzungsstruktur der Matrix A [22, S.165]. Die i-te Zeile der Matrix, welche der i-ten
Kantenvariablen zugeordnet ist, enthilt aufer dem Diagonalelement nur dann einen von Null
verschiedenen Betrag a;; bzw. aj;, wenn die Kanten ¢ und j von einem gemeinsamen Element
verwendet werden. Das heifst, daf die Elemente durch das Element-Gleichungssystem die
Eintrige a;; = aj; # 0 mit 7 # j verursachen.

Beispiel: Wird die Kante 1 und die Kante 1345 von einem Element verwendet, entsteht in
der Matrix A bei a; 1345 = 13451 eine Wert ungleich Null. Wenn es zum Beispiel nur
1345 Kanten gibt, hitte die Matrix A eine Bandbreite m = 1345.
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Daraus folgt, daf fiir eine geringe Bandbreite der Matrix jedes Element immer eine moglichst
kleine Differerenz in der Kantennumerierung haben sollte.

Nun gibt es fiir die Numerierung von Knotenvariablen Algorithmen, die die Bandbreite der
Matrix gut reduzieren z.B. [27]|28]. Bei Kantenelementen ist das Problem jedoch nicht so
leicht zu losen, da zwei Numerierungen im Netz existieren: Die Numerierung der Knoten
und darauf aufbauend die Numerierung der Kanten. Das Problem ist nicht, nur die Kanten
neu zu numerieren, sondern daf dadurch die Datenstuktur der Kantennumerierung auf der
Knotennumerierung inkonsistent wird. Zunéchst wird der Algorithmus von Cuthill-McKee
beschrieben, dann werden die Probleme bei Kantenelementen diskutiert und anschliefsend der
hier verwendete Algorithmus vorgestellt.

6.3.1 Der Algorithmus von Cuthill-McKee

Der von Cuthill und McKee vorgeschlagene Algorithmus fiir Knoten basiert auf graphentheo-
retischen Uberlegungen. Hier soll auf die Graphentheorie nicht niher eingegangen werden, da
der Algorithmus auch so versténdlich ist.

1. Schritt: Man sucht einen Knoten, der mdglichst nur von einem Tetraeder verwendet wird.
Dieser Knoten ist der Startknoten und bekommt die Nummer 1.

2. Schritt: Man bestimmt alle benachbarten Knoten (Schicht-1) zu dem Startknoten. An-
schlieflend bestimmt man, wieviele neue Nachbarknoten diese Schicht-1 Knoten hat und
numeriert, die mit den wenigsten Nachbarn zuerst, fortlaufend durch. Da es mehrere
Knoten mit der gleichen Anzahl von Nachbarn gibt, ist diese Numerierung innerhalb
dieser Nachbarn willkiirlich. Alle Knoten der Schicht-1 haben die Distanz 1 zum Start-
knoten. Sie bilden die Schicht-1.

3. Schritt: Zu den Knoten der Schicht-1 bestimmt man mit aufsteigenden Nummern die noch
nicht vergebenen Nachbarknoten. Sie haben die Distanz 2 zum Startknoten. Sie bilden
die Schicht-2. Genau wie im 2. Schritt werden sie dann durchnumeriert.

4. Schritt: Man wiederholt den 3. Schritt, bis alle Knoten neu numeriert worden sind.

Je kleiner die Schichten bleiben, um so kleiner bleibt die Bandbreite der Matrix.

6.3.2 Probleme bei Kantenelementen

Knoten sind im kartesischen Koordinatensystem eindeutig bestimmt. Kanten sind durch zwei
Knoten beschrieben. Mit der zusétzlichen Bedingung, daf die Knotennummer am Kantenende
1 immer kleiner ist als am Kantenende 2, kann eine Kante auch eindeutig zugeordnet werden.

Das Problem besteht nun im schnellen Suchen einer bestimmten Kante (ihr Index) aus allen
Kanten, wenn nur die Kantenenden gegeben sind. Soll mit linearer Ordnung gesucht werden,
muf die Kantennumerierung auch eine systematische Struktur in den Knoten haben. Eine
brauchbare Struktur ist das aufsteigende Sortieren der Kanten nach Kantenende 1 und bei
gleichem Kantenende 1 mit aufsteigenden Sortieren nach Kantenende 2. In dieser Struktur
kann man mit den Kantenenden jede Kante schnell finden.
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Mit dieser Struktur ist bei gegebener Knotennumerierung die Kantennumerierung schon fest
vorgegeben. Wenn man nun den Algorithmus von Cuthill-McKee nur auf die Kanten iibertrégt,
muf die Struktur in den Kantenenden zerstért werden. Deshalb wird hier ein Algorithmus
vorgestellt, der die Besonderheit der Kantenelemente beriicksichtigt.

6.3.3 Ein effizienter Algorithmus bei Kantenelementen

Die Distanz bei Knoten wie bei Kantenelementen ist durch die Elemente selbst gegeben. Man
kann diese Verwandschaft nun gezielt verwenden, indem man wie folgt vorgeht:

1. Schritt: Anwenden des Algorithmus von Cuthill-McKee auf die Knoten. Gleichzeitig baut
man eine Datenstruktur auf, mit der man aus den alten Knotennummern die Neuen fiir
jeden Knoten erhalten kann.

2. Schritt: Umsetzen aller Elemente von der alten Knotennumerierung auf die Neue.

3. Schritt: Aufbau der Kantennumerierung nach der Struktur

= (Knotennummer von Kantenende 1) < (Knotennummer von Kantenende 2)
= Kantennumerierung aufsteigend sortiert nach Knotennummer von Kantenende 1

= Wenn Knotennummer vom Kantenende 1 gleich, dann aufsteigend sortiert nach Kno-
tennummer von Kantenende 2.

Als Ergebnis erhilt man eine geringe Bandbreite der Matrix A, siehe Beispiel Abb. 6.3 b)
auf Seite 77 mit einer Bandbreite von m = 746 bei einer n x n-Matrix mit n = 12318 und
nnz®= 96416. Zusitzlich existiert eine Struktur in der Knotennumerierung der Kantenenden,
die eine schnelle Suche auch in sehr groffen Datenmengen erlauben.

6.4 Elimination von inneren Freiheitsgraden, Kondensati-
on

Ein Teil des Losungsvectors x ist direkt von den anderen Losungswerten abhéngig.

r1 = f(z2) (6.3)

Diese Unbekannten treten gewdhnlich am Rand des Gebietes auf. Unter Verwendung dieses
Wissens kann man das Gleichungssystem noch Reduzieren. Im Gleichungssystem sind noch
Kantenvariablen vorhanden, die nur vom eigenen Element abhéngig sind. Man bezeichnet die-
se Kantenvariablen als innere Freiheitsgrade |22, Seite 186]. Aufgrund der Extremalprinzipien
lassen sich die Werte der inneren Kantenvariablen durch die Werte der dufleren Kantenva-
riablen darstellen und deshalb in dem Gleichungssystem eliminieren, was man Kondensation

®nnz steht fiir Number of Non Zero, also die Anzahl der nicht Nullelemente in der Matrix A
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nennt. Thre Haufigkeit ist abhédngig von der Anzahl und Nachbarn der Kanten auf dem Rand
des Gebiets 2 und der Anzahl und Nachbarn der Kanten mit Dirichletscher Randbedingung.

Nach der Elimination der inneren Kantenvariablen bleibt ein reduziertes Gleichungssystem
der dufSeren Kantenvariablen {ibrig. Man nennt die resultierende Matrix kondensierte Steifig-
keitsmatriz und die Rechte-Hand-Seite kondensierten Elementvektor.

6.4.1 Kondensation

Geht man von folgendem Gleichungssystem

Ax =10 (6.4)
aus und liegt die Matrix A
A=L+D+L" (6.5)
nur in symmetrischer Form Ag,,,
AV = [+ D (6.6)

vor, also nur aus unterer Dreiecksmatrix L mit Diagonalen D bestehend. So soll aus Griinden
der Speichereffizenz statt der Matrix A nur noch A%Y™ verwendet werden, wie in Abbildung
6.3 a) zu sehen ist. Mit dieser Matrix wird durch die Suche nach den unabhéngigen Kantenva-

"
% RE
S W
RY N,
% Tl
s RN
i TR
2
b TR
\"-. R ot
% B
i RN
s A
\
;‘3:" .‘i A‘:":.
Y -
,
(a) Matrix ASym (b) Gesamte Matrix A

Abbildung 6.3: Matrix A einer FEM-Berechnung mit n = 12318

riablen (Algorithmus: greedy independent set ordering [15, S. 79|) eine Vertauschungsmatrix
P ermittelt, so dafs man durch Zeilen- und Spalten-Vertauschung A erhilt.

A=PAPT (6.7)

Wird die Vertauschung nun auf A%™angewendet (siche Abb. 6.4 a), S. 78), entstehen in der
oberen Dreiecksmatrix Eintrage, die aus der unteren Dreiecksmatrix stammen. Dementspre-
chend fehlen in der unteren Dreiecksmatrix noch Eintrige, die aus der oberen Dreiecksmatrix
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(a) A von Matrix ASY™

(b) A nach Transponieren

des Anteils

Abbildung 6.4: Die vertauschte Matrix von ASY™

stammen. Da A symmetrisch ist, sind auch beide Anteile symmetrisch. Durch Transponieren
dieses Anteil kann A%Y™ bestimmt werden, ohne daf die gesamte Matrix bendtigt wird.

Vertauscht man auch x und b, so erhélt man mit

xr = P
b = Pb
ein neues Gleichungssystem
AT =0

Betrachtet man (6.11) als System von zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten:

D+ ET%, = b
Eiv+Hiy = by

Kann man durch Auflésen von (6.12) nach x7:

#1= (b — E" %) D™

(6.10)

(6.11)

(6.14)

erhalten. Gleichung (6.14) stellt nun genau die Beziehung (6.3) dar. Mit Einsetzen von (6.14)

in (6.13) erhdlt man dann:

E(b—ET&%)D '+ H& = by
7 - BDENE, - - BDE

Areduzxreduz — breduz

(6.15)
(6.16)
(6.17)
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Gleichung (6.16) ist wieder ein Gleichungssystem der Form Az = b, was numerisch zu lésen
ist. Das Ergebnis 75 ist dann in (6.14) einzusetzen und man erhilt den gesamten Vektor z.
Mit

r=P'T (6.18)

wird der Vektor = wieder zuriick getauscht und man hat das Ergebnis des urspriinglichen
Gleichungssystems (6.4) von S.77.

Das Verfahren der Kondensation hat als priméres Ziel, die inneren Kantenvariablen zu elimi-
nieren und die Gesamtzahl der Unbekannten zu reduzieren. Es hat jedoch auch Nachteile, so
daf man den Einsatz der Kondensation immer erst abwégen mufs.

Nachteil 1: Das Matrix A"%# hat bei allen Berechnungen immer mehr Nicht-Null-Eintrige
in der Matrix erhalten als es in der Matrix A waren. Das bedeutet, daf fiir eine Matrix-
mal-Vektor-Operation immer ein héherer Rechenaufwand entsteht.

Nachteil 2: Fiir das Reduzieren des Gleichungsystems wird zusétzlicher Speicher und Re-
chenzeit bendétigt, der bei groferen Systemen auch entsprechend mitwéchst.

Abwigungskriterien:

= Der Nachteil 1 ist nicht von Bedeutung, wenn dann der iterative Loser viel schneller
konvergiert. Dann resultieren trotzdem weniger Rechenoperationen. Das ist jedoch
nicht zu beobachten gewesen.

= Je grofer ein Netz wird, um so geringer wird in der Regel das Verhéltnis der Oberflichen-
Kanten zur Gesamt-Kanten-Anzahl und damit auch der Anteil der inneren Kantenva-
riablen im Verhéltnis zur Ordnung des Gesamtgleichungssystems. Dann wird Nachteil
2 immer stiarker. Bleibt der Anteil der Oberflichen-Kanten zur Gesamt-Kanten-Anzahl
grofs, so kann die Anzahl der Unbekannten im reduzierten Gleichungssystem bei Kon-
densation stark reduziert werden.

In der Praxis werden in der Regel mit einem Netz viele Berechnung bei unterschiedlichen Fre-
quenzen durchgefiihrt. Die Effektivitit der Kondensation dndert sich dabei nur unwesentlich.
So ist es zu empfehlen, bei einer Frequenz verschiedene Solver mit und ohne Kondensation zu
testen und fiir die vielen Berechnungen den schnellsten Weg zu wihlen. Leider gibt es wegen
der Vielfalt der Probleme hier keinen eindeutigen Weg, jedoch kann man mit den hier vorge-
stellten Abwégungskriterien schnell zu einer guten Entscheidung gelangen. Welche Wirkung
die Kondensation bei den in dieser Arbeit berechneten Problemen hatte, ist in Tabelle 6.1
zu sehen. Man sieht, daf die Anzahl der inneren Knoten nur zwischen 26 — 31 % liegt. Die
Anzahl der Nicht-Null-Eintrédge nnz erhoht sich jedoch um 65 — 60 %. Dadurch steigt der
Aufwand fiir eine Matrix-mal-Vektor-Operation auch um ca. 65 — 60 %. Damit der iterative
Losungsprozefs nicht langsamer wird, muf er um 65 — 60 % schneller konvergieren. Zuséitzlich
mufs auch noch der Aufwand fiir die Kondensation selbst beriicksichtigt werden.

6.5 Iterative Loser

Welche Loser in IFEP zur Verfiigung stehen, ist in Tabelle 6.2 zu sehen. Um auch Loser mit
voller Matrixspeicherung (solv-1 und solv-2) vergleichen zu kénnen, wurde ein sehr kleines
Problem gewéhlt. Es handelt sich dabei um einen ungestorten Rechteckresonator.
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‘ FEM Problem ‘ n der Matrix A ‘ nnz innere Knoten ‘ n der Matrix Aredu? ‘ nnz

Team 19 33 787 454 385 8 842 24 945 751 365

Abb. 8.1, S. 98
Taper 65 335 844 117 18 601 46 734 1377 786

Abb. 8.5, S. 102
Wellenleiter 61 780 802 262 17 817 43 963 1329 677

Abb. 8.9, S. 106
Bandpass 74 812 921 452 23 209 51 603 1477 095

Abb. 8.15, S. 112

Tabelle 6.1: Auswirkung der Kondensation bei den in dieser Arbeit vorgestellten Beispielen
(nnz = Anzahl der Nicht-Null-Eintrige der ganzen Matrix)

Aufruf: Algorithmus Speicherform Speicher f. Az =0b | Zahlentyp
von A in MByte

solv-1-send Direkt LU-Decomp. volle Matrix 12,54 double
solv-2-send linbcg volle Matrix 12.54 double
solv-3-send Direkt LU-Decomp. Bandmatrix 6,94 double
solv-4-send linbcg MSR 0,1072 double
solv-5-send linbeg sym Bandmatrix 2,326 double
solv-6-send linbcg AWS 0,10028 COMPLEX
solv-T-send | linbcg m. Kondensation AWS 0,10028 COMPLEX
solv-8-send Lanczos AWS 0,10028 COMPLEX
solv-9-send | Lanczos m. Kondensation AWS 0,10028 COMPLEX
solv-10-send Lanczos AWS 76,208 KB double
solv-11-send miccg AWS 76,208 KB double

Tabelle 6.2: Loser die in IFEP zur Verfiigung stehen
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6.5.1 Bewertung der Loser

Der verwendete Zahlentyp ist von sehr grofer Bedeutung, weil er die Anwendbarkeit auf
bestimmte Problemstellungen einschrinkt.

Eine magnetische Wand bewirkt zum Beispiel, dafs auf der Diagonalen Werte <0 entstehen.
Beim Lanczos-Loser (solv-10-send) wird zum Beispiel der Trick von Eisenstadt [11] verwendet.
Es handelt sich dabei um eine Preconditionierung des Gleichungssystems, bei dem durch die
Wurzel der Diagonalen geteilt wird. Im Reellen ist das nicht mehr definiert und der Ldoser
kann im reellen nicht verwendet werden.

Wird eine ABC oder komplexwertige Materialkonstante verwendet, fiihrt das immer auf ein
komplexes Gleichungssystem.

Fiir die praktische Anwendung sind also von diesen Losern nur die komplexen Ldser von
Bedeutung und sollen genauer auf ihre Konvergenz untersucht werden. Die Algorithmen sind
dann:

1. Ein iterativer Bi-Conjugierte Gradienten-Loser (mit linbcg bezeichnet) [16, S.86].

2. Ein iterativer Lanczos-Type Conjugierte Gradienten-Loser mit Drei-Term-Rekursion und
SSOR. Vorkonditionierung fiir symmetrische indefinite Lineare Gleichungssysteme (mit
Lanczos bezeichnet) [47] [18] [15, S.174ff].

Dabei steht die Frage im Vordergrund: Welchen Einfluf$ hat die Anzahl der in der Feldlésung
vorhandenen Wellenlingen auf die Konvergenz der iterativen Lioser?

Dazu werden zwei Beispiele betrachtet:

Kurzer Wellenleiter: Am linken Ende ist der Rechteck-Hohlleiter offen (ABC) und wird
mit einem T Ejp-Mode bei f = 4,4 GHz angeregt. Am rechten Ende ist er auch offen,
hier wird der T'Ejp-Mode absorbiert. Die Lange ist so bemessen, dafs sich nur ca. i der
Wellenlidnge im Berechnungsgebiet befindet (sieche Abb. 6.5 auf S. 82). Die Netz besitzt
61221 Kanten, die halbe Bandbreite der Matrix A betrdgt 2863. Die gesamte Matrix
A besteht aus 888029 Nicht-Null-Eintriagen, wobei 4752 Kanten erzwungen sind. Zum
Speichern der Matrix werden ca. 10 MByte benétigt. Die Qualitdt der Netzes ist in
Tabelle 6.3 auf S. 82 zu sehen.

Langer Wellenleiter: Dieser Rechteck-Hohlleiter ist wie der kurze Wellenleiter angeregt,
jedoch ist die Linge so bemessen, daf sich ca. 2 Wellenldngen im Berechnungsgebiet
befindet (sieche Abb. 6.6 auf S. 83). Die Qualitét der Netzes ist in Tabelle 8.4auf S. 107
zu sehen. Es besitzt 61780 Kanten, die halbe Bandbreite der Matrix A betragt 1428.
Die gesamte Matrix A besteht aus 802262 Nicht-Null-Eintrigen, wobei 9846 Kanten
erzwungen sind. Zum Speichern der Matrix werden ca. 9,4 MByte benétigt.

Bei diesen Losungsverfahren wird die Losung als Grenzwert einer Folge von Nédherungen be-
stimmt.

Ziel eines iterativen Losers ist es immer, einen Losungsvektor x.s zu finden, der eine Lo-
sung des linearen Gleichungssystems (6.4) ist. Da jedoch immer nur Ndherungen ausprobiert
werden, entsteht dabei immer ein Residuum

r = Axtest — b . (619)
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Abbildung 6.5: Kurzer Rechteckwellenleiter

Mittlere Qualitat 0.864489
Joint-Qualitit 0.857738
schlechteste Tetraeder 0.345961
beste Tetraeder 0.998683
Qualitatshaufigkeit im Netz
0,0-0,1 0
0,1-0,2 0
0,2-0,3 0
0,3-0,4 5
0,4-0,5 23
0,5-0,6 150
0,6-0,7 1263
0,7-0,8 6893
0,8-0,9 23330
0,9-1,0 17396
kleinstes h 0,8552314 - 1073 m
grofites h 3,068177 - 1073 m

Tabelle 6.3: Qualitit des Netzes vom kurzen Wellenleiter
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Abbildung 6.6: Langer Rechteckwellenleiter

Dieses Residuum soll durch den Loser minimiert werden. Da r ein Vektor mit der Dimension
n ist, verwendet man fiir den Abstand® r der Losung eine Norm, hier die Euklidsche Norm’
z.B.[15, S.7] im R™ und C™:

(6.20)

An der Norm kann man schon gut erkennen, wieweit bei einem Problem eine gute oder schlechte
Konvergenz zu erwarten ist. Die Kanten sind mit dem in Abschnitt 6.3.1 von S.75 beschrie-
benen Verfahren numeriert worden. Dabei sind die Kanten, vereinfacht gesprochen, in der
Geometrie von links nach rechts durchnumeriert worden.

Nun existieren aber nur Anregungen im Bereich der ersten ABC, also nur bei den ersten
Kanten des Gleichungssystems. Alle anderen Kantenwerte ergeben sich aus der Lésung im
Anregungsgebiet. Da die Matrix A eine diinne Bandstruktur hat und die Unbekannten im
Vektor x iiber die gemeinsammen Kanten der Tetraeder in der Matrix gekoppelt sind, be-
wertet die Norm (6.20) das Residuum Ortlich. Schaut man sich das Konvergenzverhalten in
Abb. 6.7 an, erkennt man beim langen Wellenleiter, dafs in den ersten 300 Iterationen keine
Konvergenz zu sehen ist. Das liegt an der Welligkeit der Losung (siehe Abb.6.6) und der
Kopplung der Unbekannten zueinander. Ein kleiner Anderung im Anregungsbereich (hier bei
den ersten Kanten) bewirkt beim langen Wellenleiter einen grofen Fehler im restlichen Ge-
biet (also den Kanten die ausschlieflich iiber ihre Kopplung mit den ersten Kanten eindeutig
bestimmt sind). Ich bezeichne diese Berechnungszeit als Ausbilden der Grundwelle im
Berechnungsgebiet.

6 Abstand bezieht sich auf die Differenz zwischen A x;cs; und b im R™ bzw. im C”
Tauch mit Lo-Norm bezeichnet
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Abbildung 6.7: Konvergenzverhalten vom Lanczos-Loser beim Wellenleiter kurz und lang

Beim kurzen Wellenleiter ist die Losung nicht wellig (siehe Abb. 6.5), deshalb kann der
Léser sofort die Losung der Grundwelle kontinuierlich verbessern, was sich sofort durch ein
kontinuierliches Konvergieren der Losung darstellt. Es bleibt die Frage, ob dieser Effekt ein
spezielles Problem dieses Losers ist.

Um die Frage genauer nach zu untersuchen, sind die selben Problemstellungen mit dem linbcg-
Loser berechnet worden. Man sieht in Abb 6.8 deutlich, daf dieser Effekt wieder auftritt.
Der Unterschied zwischen beiden Losern besteht einmal in der Anzahl der Iterationen, die
gebraucht werden bis sich die Grundwelle ausgebildet hat: Lanczos =~ 300 Iterationen und
linbcg =~ 2100 Iterationen. Der Effekt des Ausbilden der Grundwelle ist also unabhéingig
vom verwendeten iterativen Loser.

Zum anderen ist aber auch die Konvergenzgeschwindigkeit (Steigung im Falle von Konvergenz)
zwischen beiden Losern unterschiedlich. Beim linbcg-Loser werden fiir den kurzen Wellenleiter
2504 Tterationen bendtigt, wogegen der Lanczos-Loser nur 844 Iterationen braucht (siehe Abb.
6.9).

Beim langen Wellenleiter ist der Lanczos-Losern in der Konvergenzgeschwindigkeit im Falle
der Konvergenz sogar besser (siehe Abb. 6.7). Der linbcg-Loser konvergiert dagegen etwas
langsamer als beim kurzen Wellenleiter (siche Abb. 6.8).

Bleibt noch die Frage, was passiert, wenn sich mehrere Wellenldngen in dem Berechnungsgebiet
befinden. Zu diesem Zweck wird hier das Konvergenzverhalten von dem Berechnungsbeispiel
Taper betrachtet. Dieses Beispiel hat 5%Wellenléingen in dem Rechteckhohleiter. Alle drei
Konvergenzkurven sind in Abbildung 6.11 zu sehen. Man sieht deutlich, dafs sich durch die
hohere Anzahl der Wellenldngen im Taper das Ausbilden der Grundwelle schwieriger wird
und mehr Iterationen benotigt werden. Zusitzlich ist im Fall der Konvergenz eine geringere
Konvergenzgeschwindigkeit zu beobachten.
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Abbildung 6.8: Konvergenzverhalten vom linbcg-Loser bei Wellenleiter kurz und lang
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Abbildung 6.9: Konvergenzverhalten vom Lanczos- und linbcg-Loser beim kurzen Wellenleiter
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Abbildung 6.10: Konvergenzverhalten vom Lanczos- und linbcg-Léser beim langen Wellenleiter
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Abbildung 6.11: Konvergenz bei Problemen mit 1/4- , 2-, 5 3/4-fachem der Wellenléinge mit
Lanczos-Loser
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6.5.1.1 Einflul} der Kondensation

Die in Abschnitt 6.4 beschriebene Kondensation ist auf den langen Wellenleiter angewendet
worden. Das dabei beobachtete Konvergenzverhalten ist in Abbildung 6.12 zu sehen. Man
erkennt hier deutlich, daf die Kondensation in der Konvergenz keinerlei Gewinn bringt. Dieses
Ergebnis erhdlt man auch fiir die anderen Beispiele und ist bei anderen Problemen immer
wieder bestétigt worden.

Da fiir die Kondensation selbst jedoch viel Speicher und Rechenzeit benétigt wird, und — das
ist noch viel schwerwiegender — die kondensierte Matrix voller besetzt wird, hat sich die Kon-
densation als Hilfsmittel zum Losen des Gleichungssystems als nicht brauchbar herausgestellt.

Die Begriindung ist leicht nachzuvollziehen. Selbst wenn man die zusétzliche Rechenzeit fiir
die Kondensation einmal vernachlissigt und man von der gleichen Anzahl von Iterationen
wie in Abb. 6.12 aus geht, dann hingt es allein davon ab, wie aufwendig eine Iteration ist.
Bei einem iterativem Loser wird pro Iteration mindestens eine Matrix-mal-Vektor Operation
durchgefiihrt. Wobei nur die Rechenoperationen durchgefiihrt werden, bei denen die Matrix
A auch wirklich Werte ungleich Null besitzt. Der Rechenaufwand fiir die Matrix-mal-Vektor
Operation ist also direkt von nnz der Matrix A abhéngig. Nun besitzt die unkondensierte
Matrix 802262 und die kondensierte Matrix 1329677 Nicht-Null-Eintrége. Daraus ergibt sich,
dafs ein Iteration mit Kondensation ca. 1,66 mal so aufwendig ist. Damit ist bei gleicher
Anzahl von Iterationen die Kondensation nicht brauchbar.
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Abbildung 6.12: Konvergenz vom Lanczos-Loser mit und ohne Kondensation beim langen
Wellenleiter
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6.5.1.2 Einfluff von Resonanzen

Bei den im vorigen Abschnitt gezeigten Problemen traten keine Resonanzen in der Feldlosung
auf. Wird die Feldstirke am Ort der Resonanz nicht durch eine Randbedingung kiinstlich
begrenzt, miifite sie dort eigentlich unendlich grofs werden. Ein iterativer Loser findet in diesem
Bereich immer einen Fehler und erhoht dort die Feldstéirke weiter, bis die Fehlerschranke des
Residuums erreicht ist. Durch die Feinheit des Netzes wird die maximale Amplitude begrenzt,
deshalb konvergiert der Loser trotzdem. Die Konvergenzgeschwindigkeit sinkt jedoch, siehe
Abbildung 6.13. Durch die geringe Kopplung des Resonators mit dem Wellenleiter sieht man
hier ein zweites Mal das ,,Ausbilden der Grundwelle", diesmal im Resonator.
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Abbildung 6.13: Konvergenzverhalten des Lanczos-Loser beim TEAM Problem 19 von Ab-
schnitt 8.1 bei der Resonanzfrequenz f = 2,543 GHz


/home/damm/TEX/Dissertation//bilder/iter-team19-8.ps

Kapitel 7

Auswertung der berechneten Felder

Man kann die berechneten Felder auf viele verschiedene Weisen auswerten. Hier wird auf
die Visualisierung der Feldlosung und die aus der Feldlosung berechenbaren Streuparameter
eingegangen. Es hingt ganz davon ab, was bei dem Entwurf optimiert werden soll. Meist sind
es jedoch konkrete Parameter, die optimiert werden sollen. Die Visualisierung dient mehr als
qualitative Kontrolle, bei der der Ingenieur mit seiner Erfahrung fiir Feldbilder schnell und
effektiv die Richtigkeit der Losung abschitzen kann und schnell ein Bild von den physikalischen
Effekten bekommt.

7.1 Visualisierung der Feldlosung

Durch die Spriinge in den Normalkomponenten der elektrischen Feldstirke an den Element-
grenzen wird schnell deutlich, daf die Visualisierung nicht trivial ist.

Es gibt eine einfache Methode, die Felder darzustellen. Man stellt an den Knoten den Mit-
telwert aller tangentialen Feldstdrken dar, die auf den angrenzenden Kanten auftreten und
interpoliert zwischen allen Knoten linear. Die Methode bewirkt jedoch eine starke Glattung
des Feldverlaufs und damit eine Verfdlschung der Losung. An Grenzflichen mit Sprung in
der Normalkomponente wére dieser nicht mehr zu erkennen. Die Kantenelemente haben ja
als Besonderheit, dals sie eine ,aufgeweichte" Stetigkeit besitzten. Damit eine richtige Ab-
schiatzung zwischen der numerischen Losung und dem physikalisch Erwarteten vorgenommen
werden kann, mufi die wirkliche numerische Feldlosung visualisiert werden.

In IFEP werden alle Berechnungsobjekte mit Kantenelementen durch eine Klasse namens
FED3D spezifiziert. Ein Objekt (Instance) dieser Klasse besteht aus dem Tetraedernetz, der
Kantenbeschreibung, den Randbedingungen, der Frequenz, fiir die die Feldl6sung berechnet
wurde, und der E-Feldlosung. Das Objekt besitzt durch die FEM-Berechnung die bekann-
ten Werte auf den Kanten und die genaue Ansatzfunktion. Damit steht immer die exakte
numerische Losung im gesamten Berechungsgebiet zur Verfiigung.

Fiir alle Objekte der Klasse FED3D existieren nun ganz unterschiedliche Visualisierungs-
Methoden, bei denen fiir die Auswertung die speziellen Ansatzfunktionen in den Tetraedern
verwendet werden. Dadurch kann man im Gegensatz zu vielen anderen FEM-Programmen
auch wirklich die Losung betrachten, die berechnet wurde, und nicht eine Mittelung, Glattung
oder Interpolation.
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Bei vielen Parametern der Visualisierungen besteht die Moglichkeit, sich eine Parameterva-
riation visualisieren zu lassen. So kann man zum Beispiel Schnittebenen durch das Volumen
fahren lassen oder sich alle Ebenen gleichen Feldstirkebetrags (z.B. level-disp) von der klein-
sten bis zur grokten Feldstérke in einer Animation anschauen. Oder man bewegt einfach seinen
Blickpunkt durch das Volumen.

7.1.1 Das elektrische Feld

Fiir das elektrische Feld stehen fiir Objekte der Klasse FED3D die folgenden Display-Methoden
zur Verfiigung:

‘ Display-Methode ‘ Wirkung ‘
clip-efeld-disp Pfeildarstellung in beliebiger Schnittebene des Realteils von E
clip-iefeld-disp Pfeildarstellung in beliebiger Schnittebene des Imaginérteils von E

level-disp Darstellung der Flichen gleichen Betrags des Realteils von E
ilevel-disp Darstellung der Flachen gleichen Betrags des Imaginérteils von E
edge-disp Darstellung der Kanten mit Farbung proportional zum Betrag

des Realteils von E

7.1.2 Das magnetische Feld

Das magnetische Feld wird aus der Rotation des E-Feldes berechnet!. Dabei ist zu beachten,
dak dadurch die Funktion H in einem Elementen konstant sind. Was sich aus der Rotation
der Ansatzfunktionen ergibt (siehe auch Abschnitt 4.4 auf S.42).

Fiir das magnetische Feld stehen die folgenden Display-Methoden zur Verfiigung:

‘ Display-Methode ‘ Wirkung
clip-hfeld-disp Pfeildarstellung in beliebiger Schnittebene des Realteils von H
clip-ihfeld-disp | Pfeildarstellung in beliebiger Schnittebene des Imaginéarteils von H
level-disp Darstellung der Flichen gleichen Betrags des Realteils von H
ilevel-disp Darstellung der Fliachen gleichen Betrags des Imaginérteils von H

7.1.3 Die Leistungsdichte

Die Berechnung des Poynting-Vektor S wird im Abschnitt 7.2.2 auf S.94 gezeigt.
Fiir das Leistungsdichte-Feld stehen die folgenden Display-Methoden zur Verfiigung:

‘ Display-Methode ‘ Wirkung ‘
clip-Power-disp | Pfeildarstellung in beliebiger Schnittebene der gesamten Leistungsdichte P
clip-pwirk-disp Pfeildarstellung in beliebiger Schnittebene des Realteils von P
clip-pblind-disp Pfeildarstellung in beliebiger Schnittebene des Imaginérteils von p

Isiehe auch Gleichung (95) auf S. 7.29
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7.1.4 Animation durch den Frequenzbereich (Wobbeln)

In IFEP besteht die Moglichkeit, ein Problem in einem bestimmten Frequenzbereich zu be-
rechnen und sich die Visualisierungen iiber den Frequenzbereich animieren zu lassen. So kann
man zum Beispiel visuell sehen, bei welcher Frequenz es zu einer Resonanz kommt.

7.2 Die Streuparameterberechnung

Man verwendet zur Schaltungsbeschreibung bei Frequenzen oberhalb 100 M H z die sogenann-
ten Streuparameter 12|, die bei Anpassung gemessen werden. Dabei werden die vom Netzwerk
gestreuten (reflektierten) Wellen in Bezug zu den einfallenden Wellen gesetzt. Die sich erge-
bende Streumatrix wird zur Beschreibung von aktiven wie passiven Bauelementen benutzt.

In TFEP finden zwei verschiedene Methoden zur Streuparameterberechnung ihre Anwendung.
Die erste ist |24, S.266] entnommen. Diese Methode ist bei Transmissionsfaktorberechnungen
nur sehr eingeschrinkt brauchbar und wird hier fiir Referenzzwecke verwendet. Die zweite
Methode ist aus der Definition der Streuparameter hergeleitet (z.B. [11]) und viel flexibler in
den Anwendungsmoglichkeiten.

7.2.1 Die einfache Anordnung (reflex)

Bei dieser Berechnungsmethode wird immer von einer Anordnung ausgegangen, wie sie in
Abbildung 5.1 auf S. 49 zu sehen ist, fiir die Transmissionsfaktor-Berechnung jedoch mit der
Einschrankung, daf das Einfalls-Tor S; genau so grof ist wie das Ausfalls-Tor Ss. Das heift,
dak a; = as und b; = by sein muf. Des weiteren darf sich die Ausbreitungsrichtung des
T Ei9-Modes zwischen den beiden Toren nicht &ndern.

Grundlage dieser Berechnung ist die analytische E—Feld—Lésung der einfallenden Wellen an
Tor S; und die Kenntnis iiber die analytische F-Feld-Losung der ausfallenden Wellen, wenn
sich die Wellen im ungestorten Fall um den Abstand zwischen S; und Sy weiter bewegt hétte.

Die Wellenzahl k.., und der Vektor &3 sind

Z10

by = kg—(g)Q, (7.1)
o = sin (7%”)67 (7.2)

Fiir den Reflexionsfaktor R gilt fiir die Fliche S bei z = z;

—

E(z,y,z1) = Ei”c(x, y,2) + Eref(x, Y, 21)
= Eyéo(z, y)e_jkzwzl + R Eyé1o(z, y)ejkz“’zl (7.3)

und fiir den Transmissionfaktor 7" gilt auf der Fliche S5 bei z = 29
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—

E(z,y,2z9) = Etrans(x,y,zg)
= TEoé’lo(x,y)e_jkzlon. (74)

So gilt fiir jeden Punkt auf der Fliche S;

R — E(QB, y? 2) j E_)Oé»lo(‘/?]; y)efjkzloz (75)
Eoéio(z,y)el =107
und fiir jeden Punkt auf der Fliache S,
E(z,y,2)
T = . 7.6
Eqeyo(z,y)e 7r=10° R (76)

Nun berechnet man den Reflexions- oder Transmissionsfaktor nicht punktweise. Eine bessere
Genauigkeit kann man durch Ausnutzen der Orthogonalitit der Wellenleiter-Moden erhalten.
Da der dominante Mode zu allen anderen Moden orthogonal ist, kann man (7.3) und (7.4) mit
€10 skalar multiplizieren? und anschliefend iiber die Fliche integrieren.

7.2.1.1 Die Reflexion

Fiir die Reflexion gilt dann

/ E(% y,2) - epdady = / Ey éeo(z, y)efjkzwz - €10 dxdy
Sl Sl

+/ R Eyéyo(x, y)el*=07 . &y dxdy . (7.7)
S1

Setzt man nun (7.2) ein, erhélt man

/ E(w, y,z) - sin (H) ey dedy = / Ey sin (E) €, e IF=10% . sin (H) ey dxdy  (7.8)
S1 a S a a

1

+/ R Eysin (H) €, e/F=10% . sin (H) €y, dxdy(7.9)
S a a

Mit e, - €, = 1 folgt dann

/ E(x,y,z) - sin (F—x) eydrdy = Eoe_jk'zloz/ sin? (F—x) dxdy (7.10)
S a S5 a
+REoejk'Z102/ sin? (W—x) dxdy (7.11)
S5 a

2Gilt nur wenn e und p konstant in der Fliche sind.
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beim Rechteckhohlleiter gilt dann fiir die Fléche Sy:

/E(m,y,zl)-sin (H> eydxdy = Epe sz1021/ / sin? dxdy (7.12)
S1 a

+RE, ejkzlozl/ / sin” dxdy (7.13)

Lost man nun das Integral iiber sin? (%’)

b a
o ) 1 2
/S1 E(z,y,2) - sin (%x) ey dxdy = Eoe_]k'zlozl/o {ix—%sm <%x>] dy (7.14)
b a
. 1 a 2mx
R Eye*=101 —x — —sin [ —= )| dy7.15
+R Eye’"#10 /0 {Qm 47Tsm( " )] Y )

erhalt man

= _(TTN LS|
E(z,y,z) - sin (—) eydrdy = FEpe %107 —ady (7.16)
S a 0 2
. b1
+REO€]kZ10z1/ iady. (7.17)
0

L&st man das Integral von 0 bis b

/ E(z,y,2) - sin (H) ey dedy = 20 gmiherga (7.18)
S1 a 2
Eyab
+R e (7.19)

und formt die Gleichung nach R um, erhélt man

2 = . .
Eoab /51 E(z,y,2) - sin (%95) €, drdy —eIF0m = RelFmot (7.20)

Multipliziert man die Gleichung mit e 72101 erhiilt man schlieklich

2e k=107

R = “abEy /51 E(z,y, 21)é0(x,y) dody — eF=101 (7.21)

Durch die Ausnutzung der Orthogonalitit und den analytischen Ansatz ist diese Berech-
nungsmethode fiir den Reflexionsfaktor in IFEP die genaueste. Hier ist die Beschaffenheit des
nachfolgenden Hohlleiters weitgehend egal, jedoch miissen die h6heren Moden der reflektierten
Welle am Tor S; abgeklungen sein.



94 KAPITEL 7. AUSWERTUNG DER BERECHNETEN FELDER

7.2.1.2 Die Transmission

Fiir die Transmission gilt dann

/ E(Jfa Y, 2) - €rpdady = / T Eyéio(z, y)efjkzwm - €1o drdy .
5'2 S2

Setzt man nun (7.2),von S.91 ein, erhélt man

/ E(z,y, z) - sin (F—x) e, drdy = / T Eysin (F—x) €, e k1022 (7.22)
Sa a Sa a
-sin (7;_95) ey dxdy (7.23)
Eyab
= T 2% ko (7.24)

Lost man die Gleichungen nach T auf, erhilt man

—

2e7k=10%2 .
o= i [ B )ty dedy (7.25)

Durch die Ausnutzung der Orthogonalitit und den analytischen Ansatz ist diese Berechnungs-
methode fiir den Transmissionsfaktor in IFEP die genaueste. Wegen der Einschriankung der
moglichen Anordnungen, wie: 2z muf bekannt sein, gleiches a und b sowie gleiche Ausbrei-
tungsrichtung an S; und Sy, ist diese Methode leider nur sehr selten anwendbar. Auch hier
miissen die hoheren Moden am Tor S5 abgeklungen sein.

7.2.2 Die Berechnung iiber die Leistung (power)

Es ist auch moglich, die Streuparameterbetrige aus den Leistungsbilanzen an den Toren zu
berechnen. Fiir diese Berechnungsmethode ist es jedoch nétig, dak man den Leistungsflufs
durch die Tore berechnen kann. Im ersten Abschnitt wird beschrieben, wie in IFEP der

Leistungfluft durch ein Tor berechnet wird. Anschliefend wird gezeigt, wie die Streuparameter
aus den Leistungen an den Toren berechnet werden.

7.2.2.1 Leistung durch ein Tor

Mit der Welle ist ein Leistungsflufs in Ausbreitungsrichtung verbunden. Allgemein berechnet
man den Momentanwert, der Leistungsflufsdichte (Poynting-Vektor) S aus

S=FExH. (7.26)

Fiir komplexe Grofsen ist der zeitliche Mittelwert S,
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S = %Re (ﬁ x ﬁ*) . (7.27)

Die Amplitude des zeitlich gemittelten Poynting-Vektors (7.27) stellt dann den Leistungsflufs
pro Quadratmeter in der Welle dar.

Die Leistung P durch eine Fliche A ist dann durch

ﬁ:/ﬁ-d@:/%&(ﬁxﬁ*)-dl (7.28)

gegeben.

Nun liegt aus der numerischen Berechnung fiir die Welle nur das E -Feld vor. Das H-Feld
muf iiber die Maxwellschen Gleichungen z.B. [10, Seite 728| mit

7 (7.29)

jwp

berechnet werden.

7.2.2.2 Die Streuparameter

Die Streuparameter sind bei einem Zweitor wie folgt iiber die Leistung definiert z.B. [11, S.
127] :

Leistung re flektiert an Sy

Sul> = 7.30
[l Leistung ein fallend an Sy (7:30)
= |n[? (7.31)
P, .—P
= s W (7.32)
PinTef
S ‘2 _ Lei.stung Te.flek:tz'ert an So (7.33)
Leistung ein fallend an So
= |y (7.34)
Pou - Pou
= % (7.35)
outrey
1501 ’2 _ Le?stung gelie:fert an Sy (7.36)
Leistung ver fiigbar an S,
= bl (7.37)
Pout
= 7.38
2 (7.38)

Nref
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Leistung geliefert an Sy

Sp|* = 7.39
[Sral Leistungver fiigbar an Sy (7:39)
= |l (7.40)
b
= 7.41
Poutmf ( )

Der Nachteil bei dieser Berechnungsmethode besteht in der zusitzlichen Berechnung eines
ungestorten Wellenleiters. Diese Referenzberechnung dient dazu, die Leistung P, ., an Tor 1
zu bestimmen, die bei einem ungestorten Wellenleiter mit genau diesem Querschnitt bei dieser
Frequenz durch das Tor dringen wiirde. Hierdurch entsteht eine zusitzliche Fehlerquelle. Hat
die Referenzberechnung einen Fehler, wirkt er sich direkt auf die Streuparameter aus.

Dabei hat sich herausgestellt, daf sich die Genauigkeit erh6ht, wenn:

= die Tore durch moglichst viele Dreiecksflichen diskretisiert sind und

= das Netz moglichst sehr unregelmafig ist.

Das erste Kriterium ist sicher klar. Die zweite Forderung nach einem moglichst zufilligen
Netz dagegen nicht. In [38] wurde gezeigt, dak strukturierte Netze Phasenfehler besitzen, die
sich durch die Regelmékigkeit des Netzes nicht autheben kénnen. Bei unregelméfigen Netzen
kann es jedoch positive wie negative Phasenfehler geben. Diese kénnen sich dann aufheben
und bewirken eine hoheren Genauigkeit.

In IFEP fiihrten Leistungsberechungen bei Referenzberechnung mit regelméfigen Netzen im-
mer zu einem bleibenden Fehler zwischen Eingangsleistung zu Ausgangsleistung unabhéngig
von der Genauigkeit der Diskretisierung an den Toren. Aus diesem Grund wird fiir die Re-
ferenzberechnung in IFEP immer automatisch ein unstrukturiertes Netz mit guter Qualitit
generiert. Fiir eine Frequenzberechnung wird auf einem Linux PC mit 200 MHz Pentium eine
Rechenzeit von ca. 60 sec benotigt.

Im néchsten Kapitel wird dieser Fehler auch an Beispielen ndher diskutiert.



Kapitel 8

Anwendungen und Resultate

Das Programm IFEP bietet noch Moglichkeiten fiir andere Anwendungen, hier sollen jedoch
die wichtigsten vorgestellt werden und in IThrer Qualitidt bewertet werden. Dabei werden das
Suchen von Resonanzfrequenzen in geschlossenen wie offenen Resonatoren sowie die Berech-
nung von Transmission und Reflexion in Wellenleiterstukturen betrachtet. Bei allen Beispielen
werden die Qualitit der Tetraeder, sowie die Netzgrofe A und die Qualitiat der Diskretisierung
()1, angegeben.

8.1 Resonatoren

Man kann zwei Arten von Resonatoren unterscheiden: Einmal geschlossene Resonatoren, sie
haben keine Offnung zu anderen Gebieten und besitzen damit auch keine Anregung eines
anderen Feldes. Oder offene Resonatoren, sie werden durch eine Offnung zu einem anderen
Berechnungsgebiet angeregt. Im Falle der Resonanzfrequenz entsteht dann im Verhéltnis zur
Anregung eine sehr grofse Feldstiarke im Resonator.

Bei geschlossenen Resonatoren besteht die Schwierigkeit in der Anregung bei der Suche der
Resonancefrequenz. Man muf auf einer geeigneten Kante einen Wert ungleich Null erzwingen.
Dabei ist es wichtig, dafs sich die Kante an einem Ort befindet, an dem man eine geringe
Feldstirke erwartet. Das kann zum Beispiel nahe an einer PEC-Wand sein. Dann wird sich
im Falle einer Resonanz im Resonator eine sehr hohen Feldstérke einstellen und man kann die
Resonanz erkennen. Liegt die erzwungene Kante am Ort, wo das resonante Feld sowieso ein
Maximum hat, wird durch die erzwungene Kante die Feldlosung kiinstlich begrenzt und man
kann die Resonanz vielleicht gar nicht sehen, da das Maximum ja erzwungen wird.

Hat man eine geeignete Anregung gewihlt, berechnet man im zu untersuchenden Frequenz-
bereich viele Frequenzen und erkennt dann in der Animation iiber den Frequenzbereich, wo
Resonanzen auftreten.

Das nun folgende Beispiel ist ein offener Resonator und stammt von dem internationalem
TEAM Workshop fiir Berechnung von elektromagnetischen Feldern. Dort hat das Beispiel die
Bezeichnung , Team Problem 19" [19].

In Abbildung 8.1 ist die untere Hélfte des Aufbaus zu sehen. Die Irisweite betrigt bei der
hier betrachteten Berechnung [ = 15mm. Die Struktur wird vorne an dem Rechteckhohlleiter
mit einem T Fjp-Mode angeregt und man erhélt im Falle der Resonanzfrequenz eine grofse
Feldstarke im angekoppelten Zylinder.
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Abbildung 8.1: Technische Abmessungen des TEAM Problems 19 (alle Mafe sind mm)

Das verwendete Netz ist in Abbildung 8.2 zu sehen. Es sind beide vorhandenen Symmetrie-
ebenen mit einer magnetischen Wand und einer elektrischen Wand (PEC) ausgenutzt worden.
Somit ist das Berechnungsgebiet nur 1/4 so grof. Das Netz besteht aus 5488 Knoten, 26266
Tetraedern und 33787 Kanten (davon sind 4303 Kanten erzwungen). Die Qualitit des Netzes
sieht man in Tabelle 8.1.

Im Netz gibt es keine Sliver (plattgedriickte Tetraeder), was man in Tabelle 8.1 an der Héu-
figkeit im Bereich von 0,0 — 0, 3 erkennen kann.

Der durchsuchte Frequenzbereich begann bei f, = 2400 M Hz und endete bei f, = 2600 M H z.
Dabei ergeben sich Wellenldngen von A\, = 0,124913m und A, = 0,115305m. Die Qualitét
der Diskretisierung ), ist dann im schlechtesten Fall (), = 10,053. Das heiftt, dak eine
Wellenlénge im schlechtesten Fall mit ca. 10 Kanten diskretisiert ist.

8.2 Rechteckwellenleiter

8.2.1 Taper

Dieses Beispiel ist im Rahmen des Forschungsprojekts: Planare lineare Millimeter-Beschleunig-
ungs-strukturen als Input/Output-Koppeleinrichtung von Herrn R. Merte entworfen worden
[52]. Dabei setzte Herrn R. Merte das Finite-Differenzen-Programm GdfidL ein [54].

Die Besonderheit bei dieser Struktur ist, dak das Eingangs- und Ausgangs-Tor unterschied-
lich groft sind. Damit ist es bei dieser Struktur nicht mdoglich, die Methode reflex mit der
einfachen Anordnung (siche Abschnitt 7.2.1 S.91) fiir die Transmissionsfaktor-Berechnung zu
verwenden. Weil sich b an S; und S, unterscheidet und z; am Ausgang nicht bekannt ist, mufs
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8.2. RECHTECKWELLENLEITER

Mittlere Qualitat 0.841493
Joint-Qualitét 0.831747
schlechteste Tetraeder 0.352636
beste Tetraeder 0.998019
Qualitatshaufigkeit im Netz
0,0-0,1 0
0,1-0,2 0
0,2-0,3 0
0,3-0,4 4
0,4-0,5 36
0,5-0,6 252
0,6-0,7 1389
0,7-0,8 5758
0,8-0,9 11528
0,9-1,0 7299
kleinstes h 7,0-107*m
groftes h 1,147 -102m

Tabelle 8.1: Qualitat des Netzes vom Problem TEAM 19

Abbildung 8.2: Randgebiet mit Dreiecken vom TEAM-Problem 19
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Abbildung 8.3: Elektrisches Feld bei Resonanz im Beispiel TEAM Workshop 19
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8.2. RECHTECKWELLENLEITER
Numerische FEM mit Kanten- | FEM mit Knoten- | Finite Integrations- Mefswerte
Methode elementen IFEP elementen [50)] Methode [51] [49]
Unbekannte 29484 keine Angabe ca 240000 -
fres in GHz 2, 542667 2,5543 2,5448 f1=2,54454
fy = 2, 54538
Afin MHz 2,29 9,34 0,16 0,42
1 (S
beziigl. %
Fehler in % 0,09 0,37 0,006 0,017
. fitf
beziigl. (htf2) = 2)
Tabelle 8.2: Vergleich der berechneten Resonanzfrequenz mit [50], [51] und mit zwei verschie-
denen Messungen f; und f, in [19]
7

Abbildung 8.4:

Magnetisches Feld bei Resonanz im Beispiel TEAM Workshop 19
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der Transmisionsfaktor {iber die Leistung, die durch die Tore tritt, berechnet werden (siehe
Abschnitt 7.2.2 S. 94). Man sieht in Abbildung 8.8 auf S. 104 deutlich, wie sich am Ausgang
wegen der geringeren Fliche eine groferes F, als am Eingang einstellt, weil die eingespeiste
Leistung eine geringere Fliche durchdringen muf.

P,=(0/10,624/ 22)mm P

f3=9,26075mm
'4=10,12418mm

=

P, =(0/0,94253 0)mm | &

— <

. 1,=10,32747mm -3

% =9,05747mm T <

i 1,27mm @ 0,86343mm

2,54mm 2,54mm
Eingang mit TE, jangeregt Ausgang

Abbildung 8.5: Technische Abmessungen des Tapers

Das verwendete Netz ist in Abbildung 8.6 zu sehen. Es sind die in der yz-Ebene vorhandenen
Symmetrieebenen bei x = 1, 27mm mit einer magnetischen Wand ausgenutzt worden. Somit
ist das Berechnungsgebiet nur 1/2 so grof. Das verbleibende Netz besteht aus 9925 Kno-
ten, 48350 Tetraedern, 61780 Kanten (davon sind 9846 Kanten erzwungen) und hat folgende
Qualitét (siche Tabelle 8.3).

Mit der Arbeitsfrequenz f = 91,392 GHz und der sich damit ergebenden Wellenlinge A\ =
0,00328 m ergibt sich fiir die Qualitdt der Diskretisierung (), dann im schlechtesten Fall
Qn = 6,55. Das heifst, dak eine Wellenldnge im schlechtesten Fall mit ca. 6 Kanten diskretisiert
ist. Im besten Fall ist eine Wellenldnge mit 73 Kanten diskretisiert.

In Abbildung 8.7 ist elektrische Feld in der yz-Ebene bei x = 1.27mm zu sehen. Die halbe
Struktur wird durch das GEOP3D-Objekt!' dargestellt, was die Geometrie fiir die Netzgene-
rierung beschreibt.

Bei der Arbeitsfrequenz ergab sich iiber die Leistung (power) ein Reflexionsfaktor |Sy;| =
0.0655 und ein Transmissionsfaktor |Sa;| = 0.99647 mit einem Leistungsbilanzfehler von 1 =
0.996936, was 0.31% Fehler bedeutet. In [52] ist der Leistungsbilanzfehler 1 = 1.003, was
einen Fehler von 0.3% bedeutet. Mit der Methode reflex ist bei dieser Anordnung nur der
Reflexionsfaktor berechenbar. Er betriagt |S1;| = 0.007633.

L Genauso wie es fiir Kanten FEM-Berechnungen die Klasse FED3D gibt, existiert fiir die Geometriebeschrei-
bung als Input fiir den Netzgenerator ein Klasse namens GEOP3D. Siehe auch [18][16]. Fiir diese Klasse stehen
in IFEP auch diverse Methoden zur Verfiigung.
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Abbildung 8.6: Qualitative Darstellung der Feinheit des Netzes in einer Schnittebene beim
Taper (Balken: unten fein - oben grob)

Mittlere Qualitat 0.855663
Joint-Qualitét 0.844079
schlechteste Tetraeder 0.367740
beste Tetraeder 0.998287
Qualitatshaufigkeit im Netz
0,0-0,1 0
0,1-0,2 0
0,2-0,3 0
0,3-0,4 16
0,4-0,5 159
0,5-0,6 664
0,6-0,7 2406
0,7-0,8 8429
0,8-0,9 19161
0,9-1,0 19273
kleinstes h 4,488 -10°m
grofites h 5,011 -10~*m

Tabelle 8.3: Qualitit des Netzes vom Taper
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Abbildung 8.7: Elektrisches Feld in der Symmetrie-Ebene des Tapers

Abbildung 8.8: Level-Darstellung des Betrags der elektrischen Feldstérke beim Taper
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Im Stehwellenverhéltnis V.SW R (engl. voltage standing wave ratio) ausgedriickt, erhélt man
fiir den mit der power-Methode berechneten Reflexionsfaktor

1+ S|
VSWR 1,14
1= S|
und iiber die reflex-Methode
1+ |S
vewr— 2E15ul g g5
1 —|Su]

Der Wert der reflez-Methode besitzt nur eine sehr geringe Abweichung von dem in [52] ange-
geben Wert von VSW R = 1.02. Der Wert der power-Methode besitzt dagegen eine grofere
Abweichung, die auf eine zu hohe Feldldsung, das heifst P; ist zu grofs, der Referenzberech-
nung fiir den ungestorten Wellenleiter schliefsen 14ft.

Nref
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8.2.2 Wellenleiter mit dielektrischem Storkorper

Bei diesem Beispiel von [55] und [56] befindet sich ein dielektrischer Storkorper in der Mitte
des Wellenleiters. An der Grenzfliche des Storkorpers muf die Kontinuitéitsbedingung (siehe
Abschnitt 5.1.3 auf S.52) erfiillt werden, die mit den Kantenelementen sehr gut abgebildet
werden kann.

1
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,22,2mm o
r/ Q@
81. = 6 /, \9
,’/ 9,975mm
/, ,&f
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; g
) =
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IS\ ! z
XJ
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Abbildung 8.9: Technische Abmessungen des Rechteckwellenleiters mit dielektrischem Stor-
korper

Zu Testzwecken ist hier darauf verzichtet worden, die Symmetrie-Ebene auszunutzen. Im Netz
gibt es keine Sliver (plattgedriickte Tetraeder), was man in Tabelle 8.4 an der Haufigkeit im
Bereich von 0,0 — 0, 3 erkennen kann.

Der Frequenzbereich, in dem berechnet wurde, erstreckt sich von f, = 4,0GHz bis f. =
4,8 GHz. Dabei ergeben sich Wellenlangen von A\, = 0,074948 m und A\, = 0,062457 m. Die
Qualitit der Diskretisierung (), ist dann im schlechtesten Fall @), = 10, 2. Das heifst, daf eine
Wellenlénge im schlechtesten Fall mit mehr als 10 Kanten diskretisiert ist.

Da hier beide Methoden zur Berechnung der Streuparameter angewendet werden kénnen, sind
in den Abbildungen 8.10 und 8.11 beide gegeniibergestellt worden. So bezeichnet (Power) die
Berechnung iiber die Leistung und (reflex) die Berechnung mit der einfachen Anordnung.

Dabei fiillt in Abb. 8.10 auf, daf der Reflexionsfaktor von (Power) bei kleinen Werten stark von
(reflex) abweicht. Das liegt daran, daf die Leistung der Referenzberechnung P, . kleiner ist
als die Leistung Py, die in den Wellenleiter einfillt. In Formel (7.32) auf S. 95 wird |Sy;|*dann
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Mittlere Qualitét 0.845305
Joint-Qualitat 0.834452
schlechteste Tetraeder 0,245750
beste Tetraeder 0,999015
Qualitatshaufigkeit im Netz
0,0-0,1 0
0,1-0,2 0
0,2-0,3 0
0,3-0,4 4
0,4-0,5 32
0,5-0,6 165
0,6-0,7 1348
0,7-0,8 7751
0,8-0,9 20219
0,9-1,0 18831
kleinstes h 1,556 - 1073 m
grofites h 6,132-103m

Tabelle 8.4: Qualitit des Netzes vom Rechteckwellenleiter mit dielektrischem Stoérkorper

0.7
IFEP (Power) — /
IFEP (reflex) --—---

0.6

0.5

0.4

0.3

S11-Parameter linear

0.2

0.1

0 -
3.9 4 4.1 4.2 4.3 4.4 45 4.6 4.7 4.8
Frequenz in GHz

Abbildung 8.10: Vergleich beider Berechnungsmethoden fiir [S1;| beim Rechteckwellenleiter
mit dielektrischem Storkorper
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kleiner als Null, was nicht sein kann. In Abb. 8.11 sieht man in diesem Frequenzbereich
einen Transmissionsfaktor bei (Power), der grofer als 1 ist. Das bedeutet, daf man einen
Energiegewinn in einem passiven Bauteil hdtte, was auch nicht sein kann. Hier ist die Leistung
Py, kleiner als die abgegebene Leistung FP,,; des Wellenleiters. Was mit Formel (7.38) auf
S. 95 zu einem Wert grofer Null fiihrt.

Die Frage, die sich hier stellt, lautet: Ist die Leistung in der Referenzrechnung Py, . zu klein
oder die Leistung im Wellenleiter P, sowie Py, zu grof$?

Dafiir wurde eine sehr genaue Referenzrechnung (mit Index g bezeichnet) bei f9 =4, 4GHz
durchgefiihrt. Die Geometrie ist in Abb. 6.5 auf S. 82 schon dargestellt worden. Das Netz hat
keine Sliver-Elemente, wie alle in dieser Arbeit angegeben Netze. Die Wellenlénge betriagt bei
dieser Frequenz A9 = 0.068135m. Mit hZ,,. = 3,068177 - 1073 ergibt sich fiir die Qualitéit der
Diskretisierung ()7 = 22,2. Das heifst, daf eine Wellenldnge im schlechtesten Fall mit mehr als
22 Kanten diskretisiert wird. Der T'Ejp-Mode wird an der ABC mit einem Ey = 10V angeregt.

In der Feldlosung der genauen Referenzrechnung stellt sich ein Wert fiir EJ = 10,0093 V' ein.
In Tabelle 8.5 sind alle Leistung gegeniibergestellt:

‘ Berechnung ‘ P ‘ P, ‘ Fehler in % ‘

genaue Referenzrechnung 6,06324-107° | 6,06312-107° | 2,0354 - 103
normale Referenzrechnung (Power) | 6,08336-107° | 6,03889-107° | 7,31-10"!
Wellenleiter mit Storkérper 6,08622-107° | 6,09661-10° | 1,71-107"

Tabelle 8.5: Leistungsvergleich mit der genauen Referenzrechnung

Da alle Berechnungen verlustfrei sind und keine aktiven Quellen enthalten, muf die Leistung,
die an Tor 1 eintritt, genauso grof sein, wie die Leistung, die den Wellenleiter an Tor 2 wieder
verlaft. Daf das in den Berechnungen nicht so ist, sieht man an dem Fehler in %. Man
sieht, daf die genaue Berechnung zwei Grofenordnung besser ist. Die Leistung ist auf jeden
Fall aber kleiner als die Leistung im Wellenleiter mit Storkorper. Damit ist eindeutig, daf die
Leistung im Wellenleiter zu grof ist. In diesem Frequenzbereich treten beim Dielektrikum hohe
Feldstiarken durch Resonanzen auf. Dies fiihrt scheinbar dazu, dafk ingesamt die Feldlosung in
der Amplitude angehoben wird.

In Abbildung 8.12 auf S. 109 ist der Leistungsbilanzfehler der Streuparameter fiir beide Me-
thoden zu sehen. Dabei wurde der Bereich mit Transmissionsfaktor > 1 in der Kurve von
(power) ausgespart.

Der Vergleich der berechneten Reflexionsfaktoren (reflez) auf S. 110 in Abbildung 8.13 mit
den Ergebnissen von Ise, Inoue und Koshiba [57] (ebenfalls Kantenelemente, Anzahl der Frei-
heitsgrade unbekannt) zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung. Die Ergebnisse von Christ und
Hartnagel |[55] (Finite Differenzen, Anzahl der Freiheitsgrade unbekannt) haben dagegen einen
Frequenzversatz zu den Werten von IFEP und [57].
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1.05 ! ! ! ! ! ! ! !
| | | | | IFEP (Powef) ——
IFEP (reflex) -—-—-

S21-Parameter linear
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Abbildung 8.11: Vergleich beider Berechnungsmethoden fiir [Sy;| beim Rechteckwellenleiter

mit dielektrischem Storkorper
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Abbildung 8.12: Vergleich beider Leistungsbilanz-Fehler aus den Streuparametern beim Recht-

eckwellenleiter mit dielektrischem Storkorper
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Abbildung 8.13: Vergleich der mit (reflex) berechneten |Sy;|-Werte mit [55] und [57]
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8.3 Hohlleiter-Bandpafs

Dieses Beispiel ist fiir eine Mefseinheit im Rahmen des Linearbeschleuniger Projekts TESLA
von Herrn S. Sabah entworfen worden [53]. Der Bandpak soll fiir die Signalverarbeitung
bei einem HF-Empfinger eingesetzt werden, um den Strahlversatz des Elektronenstrahls im
Beschleuniger zu messen.

Da dieser Bandpafs auch gebaut und gemessen wurde, steht hier die Vergleichsmdglichkeit mit
gemessenen Werten zur Verfiigung. In Abbildung 8.14 ist der gedffnete Bandpafs zu sehen. Er
ist aus Aluminium gefertigt und wird durch kleine Antennen in der Abdeckplatte betrieben.
Die numerische Simulation unterscheidet sich hier. Dabei wurde in der Simulation von einem
nach links und rechts unendlich ausgedehnten Hohlleiter R140 nach 153-IEC? ausgegangen, der
denselben Querschnitt besitzt wie der Bandpall, der auf der linken Seite mit einem 7T'E1o-Mode
angeregt und auf der rechten Seite wieder absorbiert wurde (s. Abb. 8.15). Im Unterschied zur
Simulation tritt dann bei der Messung eine zusitzlich Dampfung auf. Sie ist durch nichtideales
Material, einen noch verbleibenden Spalt an der Abdeckplatte (abstrahlende Spaltantenne)
und die verlustbehaftete Antennenkopplung verursacht.

ZiggﬂgzJEE1O11191314151‘

s
amai

Abbildung 8.14: Realisierter Hohlleiter-Bandpaf von Herrn Sabah Sabah

In dem fiir die Simulation verwendeten Netz gibt es keine Sliver (plattgedriickte Tetraeder),
was man in Tabelle 8.6 an der Haufigkeit im Bereich von 0,0 — 0, 2 erkennen kann.

Der Frequenzbereich, in dem gerechnet wurde, erstreckt sich von f, = 11,9GHz bis f, =
12,05 GHz. Dabei ergeben sich Wellenldngen von A\, = 0,025193m und A\, = 0,024879m.
Dann ergibt sich fiir die Qualitit der Diskretisierung )}, im schlechtesten Fall (), = 9, 32. Das
heifst, daf eine Wellenlénge im schlechtesten Fall mit mehr als 9 Kanten und im besten Fall mit
116 Kanten diskretisiert ist. Fiir den Frequenzbereich wurden insgesamt 51 Frequenzpunkte
berechnet. Dabei brach der Loser bei einer Genauigkeit von < 1,0-107% den Iterationsprozef
ab. Dafiir brauchte ein Linux PC mit 200MHz Pentium 26 Std, 53 Min., d.h. ca 32 Min pro

2TEC = International Electronical Commission
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Abbildung 8.15: Technische Mafe des Bandpak-Filters im Ku-Band (12-18 GHz)

Frequenzpunkt. Fiir jeden Frequenzpunkt wurden beide Methoden (reflex und power) zur
Streuparameterberechung angewendet. Da der geringe Unterschied der Kurven jedoch kaum
in den folgenden Grafiken zu erkennen wire, werden nur die Ergebnisse von power dargestellt.
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Mittlere Qualitét 0.845305
Joint-Qualitét 0.834452
schlechteste Tetraeder 0,245750
beste Tetraeder 0,999015
Qualitatshaufigkeit im Netz
0,0-0,1 0
0,1-0,2 0
0,2-0,3 3
0,3-0,4 16
0,4-0,5 92
0,5-0,6 604
0,6-0,7 3281
0,7-0,8 11281
0,8-0,9 23456
0,9-1,0 17449
kleinstes h 2,141 -1074m
grofstes h 2,668 - 1073 m

Tabelle 8.6: Qualitit des Netzes vom Bandpak-Filter

113
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Beim Vergleich des Reflexionsfaktor S7; mit den gemessenen Werten am Netzwerkanalysator
8722C von HP sieht man in Abb. 8.16, daf die Bandbreite bei der Messung grofer ist als bei
IFEP, jedoch herrscht bei der Mittenfrequenz eine sehr gute Ubereinstimmung. Hier hat die
Berechnung mit GdfidL einen Frequenzversatz gegeniiber der Messung und IFEP. In Abb. 8.17
sieht man am Transmissionsfaktor So; noch besser die sehr gute Ubereinstimmung zwischen
IFEP und Messung. Auch der Frequenzversatz der Berechnung mit GdfidL[54] ist deutlich zu
sehen.

Gdfidl rechnet mit FD-TD? im Zeitbereich. Anschliefend wird das Ergebnis in den Frequenz-
bereich transformiert. Anscheinend bewirken die numerischen Fehler im Zeitbereich einen
Versatz im Frequenzbereich. Dieser Frequenzversatz ist bei den Ergebnissen von Christ und
Hartnagel [55] in Abb. 8.13 auf S. 110 auch zu beobachten.

IFEP rechnet direkt im Frequenzbereich, was die Genauigkeit im Frequenzgang erkliaren kann.
Jedoch bleibt die Frage, warum im Durchlafbereich der Reflexionsfaktor Si; nicht zu ~ Null
wird und der Transmissionsfaktor nicht zu ~ 1. Bei diesen Frequenzen treten in den Kammern
des Bandpasses Resonanzen auf. Es scheint, als ob diese starken Felder, mit einer vielfachen
Amplitude der Felder an den Toren, die Ergebnisse hier verfilschen. Hohe Amplituden re-
sultieren im Losungsprozefs auch in grofen Fehlern. Dadurch werden Fehler in Gebieten mit
geringerer Amplitude auch geringer gewichtet. Die Streuparameterberechnung verwendet je-
doch nur Feldlosungen an den Toren, die dann auch grofsere Fehler haben kénnen.
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Abbildung 8.16: Vergleich der Sj;-Parameter beim Bandpalkfilter

Um den Einflull der Verluste in den Messung abschétzen zu kénnen, wird die Leistungsbilanz
der Messung betrachtet. So miifste im verlustfreien Fall

1S l* + Sz ]? = 1 (8.1)
gelten. Real sind die Verluste jedoch wesentlich grofser, sieche Abbildung 8.18.

Da Transmissionfaktor und Reflexionsfaktoren getrennt gemessen werden, ist es wichtig zu
verstehen, wie bei jeder Messung Verluste einfliefen kénnen.

3Finite Difference-Time Domain
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Abbildung 8.17: Vergleich der Ss-Parameter beim Bandpak-Filter
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Abbildung 8.18: Leistungsbilanz nach Gl. (8.1) bei der Messung des Bandpaf-Filters
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Bei der Transmissionfaktor-Messung wird am Tor 1 eingespeist und an Tor 2 gemessen. Die
Verluste sind hier proportional zu den Amplituden der transmittierten Wellen an Tor 2. Aus
diesem Grund haben die Verluste in Abbildung 8.17 den grofsten Einflufs auf die Transmission
bei groflen Transmissionswerten, also im Durchlalbereich. Im Durchlaftbereich dampfen die
Verluste jedoch die transmittierte Leistung. Dies erklirt die maximale Transmission von ca.
0,7 statt 1 im Durchlafbereich. Damit hat man eine Erklarung der Verluste, die durch die
Transmissionsfaktor-Messung hervorgerufen werden.

Bei der Reflexionsfaktor-Messung wird nur an Tor 1 gemessen und die gemessenen Werte mit
den Messungen verglichen, die beim Kalibrieren des Mefsgerits ohne Mefsobjekt aufgenommen
wurden. Bei der Messung haben Verluste also immer Einfluf, wenn sich an Tor 1 Felder
einstellen, die gedampft sein kénnen. Das erklart, warum auch Verluste in der Messung
auftreten, auch wenn keine Transmission vorhanden ist (s. Abb. 8.18, 8.16 und 8.17). Die
Verluste treten also immer an Tor 1 auf, wenn mit einer einfallenden Welle gespeist wird. Da
das Feld durch eine Antenne eingekoppelt wird, treten die Feldverluste immer dann auf, wenn
die Antenne ein Feld im Filter anregt.

Zum Vergleich ist die Leistungsbilanz (8.1) beim Bandpass fiir beide Berechnungsmethoden
power und reflex in Abbildung 8.19 zu sehen.
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Abbildung 8.19: Vergleich der zwei Methoden zur Streuparameterberechnung an der Lei-
stungsbilanz
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Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit ist das dreidimensionale FEM-Paket IFEP entwickelt worden, um
die vektorielle Helmholtzgleichung im Frequenzbereich zu l6sen. Fiir die Diskretisierung sind
Tetraeder mit kantenbasierten Ansatzfunktionen mit der Ordnung 0,5 verwendet worden.

Dabei stand die Frage im Mittelpunkt, mit welcher Genauigkeit man mit dieser Methode Re-
sonanzfrequenzen und Streuparameter in Mikrowellenstrukturen berechnen kann. Zum Losen
des Gleichungssystems wurden ausschlieflich iterative Loser verwendet, die auf ihr Konver-
genzverhalten bei unterschiedlichen Problemen untersucht worden sind.

Nach einer Einfiihrung in die Finite-Elemente-Methode in Kapitel 3, wurden die wichtigsten
Anforderungen an die Diskretisierung eingefiihrt, so daf die verwendeten Zerlegungen der
Berechnungsgebiete die Anforderungen der Finite-Elemente-Methode voll erfiillen konnten.

Kapitel 4 beschéftigte sich ausfiihrlich mit der Herleitung der kantenbasierten Ansatzfunk-
tionen. Es wurde die Divergenzfreiheit des elektromagnetischen Feldes im Element gezeigt.
Desweiteren wurde gezeigt, dak die Ansatzfunktionen im Element rotationskonform sind.

Die konkrete Anwendung der FEM mit Kantenelementen auf die vektorielle Wellengleichung
wurde in Kapitel 5 beschrieben. Dabei wurde von der Problembeschreibung iiber die Einfiih-
rung der Randbedingungen, der Koninuitdtbedingung, und der Formulierung der Wellenglei-
chung als Variationsproblem bis zum Aufstellen des zu l6senden linearen Gleichungssystems
alle Schritte der FEM beschrieben, die in IFEP zur Anwendung kommen.

Kapitel 6 behandelte die Aspekte zum Losen des linearen Gleichungssystems, wobei das effizi-
ente Speichermodell im AWS-Format verwendet wurde. Die Bandbreite der Matrix und ihre
Reduktion wurde unter der besonderen Bedingung von Kantenelementen behandelt. Zusitz-
lich wurde gezeigt, wie das lineare Gleichungssystem durch Elimination der inneren Freiheits-
grade (Kondensation) reduziert werden kann. Anschliefend sind die verwendeten iterativen
Loser gegeniibergestellt worden. Wobei die Gleichungsloser im komplexen wegen ihrer An-
wendbarkeit auf alle in dieser Arbeit vorkommenden Probleme genauer untersucht wurden.

Dabei stellte sich heraus, daf das Verfahren der Kondensation den Rechnenaufwand zum Losen
des Gleichungssystem nicht reduziert, sondern trotz des reduzierten Gleichungssystems durch
eine voller besetzte Matrix den Aufwand nur erhoht.

Weiter wurde gezeigt, dafs das Konvergenzverhalten der iterativen Loser von der Feldlosung
abghingig ist. Die verwendeten Loser konvergierten immer erst, wenn die Grundwelle sich
im Berechnungsgebiet ausgebreitet hat. Dieser Effekt wurde unabhéngig vom angewendeten
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iterativem Verfahren nachgewiesen und mit der ortlichen Verteilung der Residuen und ihrer
Koppelung im Berechnungsgebiet begriindet.

Fiir den schnellsten hier untersuchten iterativen Loser im komplexen wurde der Lanczos-Loser
befunden, der optimiert, im Quellcode und mit volldynamischer Speicherverwaltung in IFEP
zur Verfiigung steht.

In Kapitel 7 wurden zwei Verfahren vorgestellt, um die Streuparameter bei Wellenleitern zu
berechnen. Das allgemeiner anwendbare Verfahren power, was die Betrige der Streuparameter
iiber die Leistung an den Toren berechnet, wurde durch das einfachere Verfahren reflex in
seiner Genauigkeit iiberpriift. Obwohl das reflez-Verfahren nicht so allgemein anwendbar ist,
dient es trotzdem durch den analytischen Ansatz der Felderregung und der Verwendung der
Othogonalititseigenschaft als gute Referenz.

Der Verifizierung der Genauigkeit des FEM-Programms IFEP war das Kapitel 8 gewidmet.

So wurde am TEAM Workshop Beispiel 19 gezeigt, daft man mit IFEP eine Resonanzfrequenz
mit einer Genauigkeit von 0,09% Abweichung von der gemessenen Frequenz finden kann, wobei
die Messung selbst eine Varianz von 0,033% aufwies.

Beim Rechteckwellenleiter Taper ergab sich in der Berechnung des Stehwellenverhéltnisses
V SW R mit reflex eine Abweichung von 0,5% und mit power eine Abweichung von 11,8% von
dem in [52] verdffentlichem Wert.

Die Berechnung des Rechteckwellenleiters mit dielektrischem Storkorper zeigte, dak die Be-
rechnung mit power bei kleinen Reflexionsfaktoren zu groferen Fehlern neigt, was auch schon
beim Taper zu beobachten war. Besonders interessant war bei dieser Berechnung der Vergleich
mit anderen numerischen Berechnungen aus der Literatur. So hatte das Ergebnis von [55],
was mit der FDTD-Methode berechnet worden war, einen Frequenzversatz der Streuparame-
ter. Der Vergleich mit der Berechnung von [57], die auch auf der FEM mit Kantenelementen
beruht, zeigte dagegen nur sehr geringe Differenzen.

Die Berechnungen des letzten Beispiels, des Bandpasses, bestatigten diese Beobachtung auch.
Durch den Vergleich mit der Messung des gebauten Filters konnte eindeutig gezeigt werden,
daf der Frequenzversatz der FDTD zugeordnet werden mufs und nicht der FEM mit Kanten-
elementen.

Damit steht ein FEM-Paket zur Verfiigung, mit dem schon einige Problemklassen mit guter
Genauigkeit und vertretbarem Rechenaufwand berechnet werden kénnen. Zusitzlich stellt es
eine Grundlage fiir weitere Forschungsarbeiten dar, auf der aufgebaut werden kann. So konnten
noch schnellere iterativer Loser entwickelt werden oder hohere Ansatzfunktionen implementiert
werden und auf ihre Konvergenzverhalten untersucht werden. Auch sind Weiterentwicklungen
im Bereich der absorbierenden Randbedingungen sehr gut vorstellbar.



Anhang A

Vektor- und Integralgleichungen

A.1 Vektorgleichungen

Das Spatprodukt:

Bei Tangentialitit mit (A.2):

n X (N xa)

A.2 Integralsitze

Erster skalarer Greenscher Satz:

/V// a9 (u50) + u (Va) ()] av = ffaul as

S

Zweiter skalarer Greenscher Satz:

/V// [ (u¥0) ~ b9 - (w¥a) | av = #u G% _ b%) is

S

Erster vektorieller Greenscher Satz:
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Anhang B

Baryzentrische Koordinaten

B.1 Dreieckskoordinaten

Summe der baryzentrischen Koordinaten

+&E+E6=1 (B.1)
Dreiecksflache
1 ]- 1 Y
A=-1|1 T2 Y2 (B2)
1 z3 ys

Koordinatentransformation: Punkt kartesisch: (z,y) — Punkt baryzentrisch: (&1, &2, &3)
Nach (4.1) Seite 32 gilt:

4 ﬁp,zs
1,2,3
mit (B.2) ergibt sich:
L zp yp
11 2 oy
1 x5 w3
_ B.3
& - (B.3)
Bezeichnet man die Unterdeterminanten mit
a4y = T2 Y2 ‘
T3 Ys
_ L yo
= | 1 ys '
o — 1 T2
t= 1 T3
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kann man (B.3) schreiben als

_art+bhir+ay

Analog kann mit Zeilenvertauschen' fiir die restlichen Koordinaten schreiben:
as + box + ¢
g = 22 ;A 2y (B.5)
b
£ = as + 03x + c3y (B.6)

2A

Integral iiber das Produkt von baryzentrische Koordinaten mit den beliebigen Exponenten £k,
[ und m:

k' lYm!
k l m
dA =2A B.7
[ €r@re (e (B.1)
A
B.2 Tetraederkoordinaten
Summe der baryzentrischen Koordinaten
S+&+&G+Ha=1 (B.8)
Tetraedervolumen
Lz yh oz
V:l 1 Ty Yz 22 (Bg)
6|1 23 ys =23 '
L x4y ys 2

Koordinatentransformation: Punkt kartesisch: (z,y,z) — Punkt baryzentrisch: (&1, &2, &3, &)
Nach (4.10) Seite 34 gilt:

Vp2,34
f=1
1,2,3,4
Mit (B.9) ergibt sich dann:
1 zp yp zp
1|1 22 v 2
611 3 y3 23
Iz ys 2z
&1 =
v

L Achtung: Zeilen- oder Spaltenvertauschen bewirkt bei einer Determinante einen Vorzeichenwechsel.



B.2. TETRAEDERKOORDINATEN

Bezeichnet man die Unterdeterminanten mit

T2 Y2 Zz2
ap = | T3 Ys =23
Ty Ys 24

I yo 2
bi=—|1 y3 2z
1 ys 2z

1 Ty X2
cl = 1 I3 23
1 T4 24

1z
di=—|1 z3 y3
1 x4 ya

so kann man &; schreiben als

artbhirx+ay+diz
B 6V

&

Analog kann mit Zeilenvertauschen? fiir die restlichen Koordinaten schreiben:

as + box 4 coy + daz

§ = &V
¢ az + bsx + c3y + dsz
’ 6V
& — aq + byx + gy + dyz
v 6V
Dementsprechend gilt fiir die Gradienten in kartesischen Koordinaten:
= bi _ Ci d;
V&l = Wez + Wey + Wez
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(B.10)

(B.11)
(B.12)

(B.13)

(B.14)

Gradient von Koordinatentransformation: Punkt baryzentrisch: (&3, &s,&3,&) — Punkt kar-

tesisch: (z,y, z)

4 4 4
r=Y Gu  y=) &y z=) &z
=1 =1 =1

(B.15)

Integral iiber das Produkt von baryzentrische Koordinaten mit den beliebigen Exponenten £k,

[, mund n :

/V/ / ()" (&) (€)™ (€)" AV = 6V ¢ kil m! )

k+1+m+n+3)

(B.16)

2Achtung: Zeilen- oder Spaltenvertauschen bewirkt bei einer Determinante einen Vorzeichenwechsel.
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Anhang C

(Gauss-Legendre-Quadratur

Hier handelt es sich um die numerische Integration einer Funktion f im Dreieck mit der Fliche
A. Dabei wird davon ausgegangen, daf die Funktion f von einem bestimmten Polynomgrad
ist. Nach [21] gilt dann:

N
] 1@ e aa=a3 ns @ b6 (1)
A =1

Mit N Stiitzstellen ¢ der Funktion f an den Stellen (3,,&s,,&s,) und der Gewichtung w; der
Stiitzstellen. Je nach Polynomgrad der Funktion f ergeben sich folgende Stiitzstellen ¢ und
Gewichtungsfaktoren w;:

‘ Polynomgrad ‘ N ‘ i ‘ 511' ‘ 521’ ‘ 531’ ‘ W ‘
1 1 1

1 111 3 3 3 1
1 1 1

2 31| 3 3 0 3
1 1 1

2101353 | 3

1 1 1

3130135 3
1 1 1 27
3 411 s 5] 5| ®
ol 1| 2|22

15 15 15 48

32 |u|2| 2

15 15 15 48

4l 2| 2| 1n|

15 15 15 48

Tabelle C.1: Gauss-Legendre-Quadraturpunkte und Gewichtungsfaktoren
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