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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit untersuchen wir Optimalsteuerungsprobleme mit li-
nearen elliptisch-parabolischen partiellen Differentialgleichungen und punktweisen
Steuerungsbeschrankungen. Dabei liegt der praktische Hintergrund in Anwendun-
gen mit den Maxwellgleichungen. Zum einem betrachten wir Modelle mit gew6hn-
lichen Differentialgleichungen, welche wir aus elektrischen Schaltkreisen herleiten.
Zum anderen werden Modelle mit dreidimensionalen parabolischen Vektorpoten-
zialen behandelt. Fiir alle untersuchten Modelle zeigen wir die Existenz und Ein-
deutigkeit von Losungen fiir die enthaltenen Differentialgleichungen. Dabei ist aus
analytischer Sicht die Kopplung von elliptischen und parabolischen partiellen Dif-
ferentialgleichungen das grofste Problem. Nachfolgend leiten wir notwendige Opti-
malitdtsbedingungen 1. Ordnung fiir eine optimale Steuerung her, welche zum Teil
auch hinreichend sind. Fiir die Herleitung der Optimalitdtsbedingungen verwenden
wir die formale Lagrange-Technik. Weiterhin beschreiben wir Algorithmen, mit de-
nen wir die Optimalsteuerungsprobleme 16sen kénnen. Unser Fokus liegt dabei auf
Algorithmen, die robust beziiglich grofer Systeme sowie Praxis relevanter physi-
kalischen Grofen sind. So wird zum Beispiel eine elektrische Leitfdhigkeit von 0 in
nichtleitenden und 10° in leitenden Materialien verwendet. Zum Abschluss disku-
tieren wir einige numerische Losungen von verschiedenen Modellen. Dabei zeigen
wir Unterschiede in den Losungen fiir unterschiedliche Geometrien, Regularisie-
rungen und Optimalsteuerungsparameter.

Abstract

This thesis investigates optimal control problems related to electrical circuits and
Maxwell equations. For this purpose we discuss optimal control problems with
linear elliptic-parabolic partial differential equations and box constraints. Some
different models will be defined and explained. Models related to the Maxwell
equations will be discussed in the vector potential form. In all models we derive
the existence and uniqueness for involved differential equations. Furthermore we
derive the first-order necessary optimality conditions for all optimal control pro-
blems. This will be done by the formal Lagrange-technique. The coupling between
elliptical and parabolic partial differential equations constitutes the biggest chal-
lenge. We show algorithms to solve the optimal control problems numerically. The
main focus is that these algorithms are stable for big systems and practice re-
levant physical constants. For example a value of 0 for electrical conductivity in
non-conducting regions and 10° in conducting regions is used. Finally we discuss
numerical solutions of the different models. Particularly we consider numerical so-



lutions of different geometries, regularisations and optimal control parameters.
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0.1 Einleitung

In dieser Arbeit wird ein Optimalsteuerungsproblem mit linearen elliptisch - para-
bolischen partiellen Differentialgleichungen und punktweisen Steuerungsbeschran-
kungen bearbeitet. Das Modell fiihrt zu einer Anwendung mit Maxwell-Gleichungen.
Klassische Anwendungen sind zum Beispiel Generatoren, Transformatoren, Moto-
ren oder auch Wachstumsprozesse von Kristallen. Das Ziel ist die Steuerung ei-
nes Magnetfeldes B(x,t) durch einen Strom ¢, bezichungsweise im zweiten Schritt
durch eine angelegte Spannung w. Dafiir modellieren wir zuerst das Problem mit
Hilfe eines Vektorpotenzials A und zeigen die Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung fiir das Modell. Danach beschéftigen wir uns mit der Eindeutigkeit und
Existenz notwendiger und hinreichender Optimalitdtsbedingungen einer optimalen
Steuerung fiir das Problem. Weiterhin zeigen wir, wie das Optimalsteuerungspro-
blem numerisch gelost werden kann und weisen die Anwendbarkeit der Methode
durch numerische Beispiele nach.

In Kapitel 2 beginnen wir mit einem vereinfachten Problem, welches wir mit
der Hilfe von gewthnlichen Differentialgleichungen erstellen. Hintergrund der Glei-
chungen sind elektrische Schaltkreise, in der die Gleichungen fiir den Strom ¢ die
Form

di

(0.1.1) L= () + Rei(t) = u(t)

i(0) = —ig.

haben. In dieser Aufgabe wird der Strom 7 durch die Spannung u gesteuert.
Wir wenden die formale Lagrange-Technik an, um die notwendigen Optimalitéts-
bedingungen erster Ordnung herzuleiten. Hintergrund ist, dass wir im néchsten
Schritt ein Optimalsteuerungssystem fiir Maxwell-Gleichungen im dreidimensiona-
len Raum aufstellen wollen und diese Technik dann anwenden. Wir werden einige
numerische Beispiele fiir die Optimalsteuerung mit gewohnlichen Differentialglei-
chungen angeben, welche mit dem FEM-Programm COMSOL Muliphysics berech-
net werden. In Kapitel 3 stellen wir Grundlagen zu den Maxwell-Gleichungen be-
reit. Ein besonderer Schwerpunkt sind Potenziale, welche héufig fiir mathematische
Betrachtungen verwendet werden. Weiterhin soll das Magnetfeld im Vordergrund
stehen, da wir den magnetischen Fluss B, beziehungsweise das Wirbelstrompro-
blem, optimieren wollen. Wir geben einige Modelle zu dieser Problematik an.

Im 4. Kapitel werden die Existenz und Eindeutigkeit fiir das dreidimensionale
Wirbelstromproblem behandelt. Die Schwierigkeit liegt dabei in der Kopplung von

A%
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elliptischen und parabolischen Gleichungen fiir das Vektorpotenzial fiir die unter-
schiedlichen Gebiete (Leiter beziehungsweise Nichtleiter). Im Anschluss wird die
Existenz und Eindeutigkeit fiir ein Optimalsteuerungsproblem der Form

min F(A, 1) _Ar |A(T) — Ay |? do + A9 |A(t) — A|*dx dt
2 Jq 2 Jo

)\ T
+ 2 2
2 0

mit Nebenbedingungen

0%(){,1&) +V x vV x A(x,t)
n(x) x A(x,t)

e(x)i(t) inQ=Qx(0,T)
0 auf ¥ =00 x (0,7)

A(x,0) = —Ap(x) inQ
sowie
i € Lug:={i € L*(0,T) : ipin < i(t) < ipmag fiir fast alle ¢t € [0, 7]}

untersucht. Des Weiteren leiten wir die Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung
her. Kapitel 5 stellt eine Erweiterung von Kapitel 4 dar. Statt der Steuerung ¢ wird
jetzt das Problem iiber die Spannung u gesteuert, wobei u die Gleichung

0A : :
N E@{’ t)-e(x)dr+ R.i(t) =u(t) in (0,7)

erfiillt, mit Q. C Q. Auch fir dieses Optimalsteuerungsproblem zeigen wir die
Existenz und Eindeutigkeit von A, sowie die Existenz und Eindeutigkeit fiir eine
optimale Steuerung u fiir das obige Problem.

In Kapitel 6 folgen dann einige numerische Methoden fiir die Optimalsteue-
rung mit partiellen Differentialgleichungen des Wirbelstromproblems. Wir geben
an, wie das komplette Optimalsteuerungssystem gelost wird, wobei wir aus Sta-
bilitatsgriinden eine Regularisierung der Zustandsgleichung vornehmen. Als finite
Elemente verwenden wir H (curl)-konforme Nédélec-Elemente, welche in Kapitel 6
erklart werden. Fiir die betrachteten Optimalsteuerungsprobleme sind in der Zeit
Vorwartsprobleme fiir den Zustand und Riickwartsprobleme fiir den adjungier-
ten Zustand zu l6sen. Des Weiteren wird eine Approximation fiir den Gradienten
vom reduzierten Zielfunktional f(7) benotigt. Im dann folgenden Kapitel 7 zeigen
wir zum Abschluss der Arbeit noch einige numerische Beispiele, welche mit dem

vi



0.1. EINLEITUNG

FEM-Programm NGSOLVE erstellt sind. Wir gehen insbesondere auf die Regula-
risierung der Zustandsgleichung des Wirbelstromproblems, unterschiedliche Test-
geometrien und Normen im Zielfunktional ein. Weiterhin geben wir numerische
Losungen iiber mehrere Perioden an.

vil



Kapitel 1

Raume und Operatoren,
Standardsatze

In diesem Kapitel tragen wir einige Rdume, Operatoren so wie héufig verwendete
Standardsétze fiir das Wirbelstromproblem zusammen. Die wichtigsten fiir uns
sind der HY(Q), H(div,Q), H(curl,Q) und W(0,T). Auferdem fithren wir den
Spuroperator und die Differentialoperatoren Gradient, Divergenz und Rotation im
schwachen Sinne ein.

Definition 1.1. Sei () eine beschrinkte messbare Teilmenge aus RY und 1 < p < oo.
Den Raum aller zur Potenz p integrierbaren Funktionen von ) nach R bezeichnen
wir als

LP(Q) ={u:Q — R:u ist messbar und / lul? dz < oo}
Q
Die Norm ist definiert durch

lallze = { / ()PP dr}.

Die Rédume LP(Q2) sind fiir 1 < p < 0o Banachrédume und reflexiv fiir 1 < p < oo.
Das Skalarprodukt fiir L?(2) kann durch

(u, V) 12(0) :/uvdx
Q

definiert werden. Der L?(§2) wird durch die obige Definition zu einem Hilbertraum.
Weiterhin benétigen wir insbesondere den Raum L>°(2), der wie folgt definiert ist:

Definition 1.2. Mit L*(Q) wird der Raum aller fast iberall gleichmdfig be-
schrinkten und messbaren Funktionen u : €2 — R bezeichnet, mit der dazuge-
horigen Norm,

[ull oo () := inf (sup |u(z)]).
IFI=0 zeq\F



KAPITEL 1. RAUME UND OPERATOREN, STANDARDSATZE

Definition 1.3 (Sobolewriume). Es sei 1 < p < oo, k € N. Unter W*P(Q)
versteht man den Raum aller y € LP(Q), fir welche die schwachen Ableitungen
D%y fir alle « mit || < k existieren und zu LP(Q) gehdren, versehen mit der

Norm
o 1
yllwrr) = ( Z / | Dy ()P dz) /P
laj<k V€

Die Wk?(Q)-Réume sind Banachridume. Jetzt fiihren wir einige Réume ein, die
fiir parabolische Probleme benétigt werden und halten uns an [47].

Definition 1.4. Eine Abbildung von [a,b] C R in einen Banachraum X heifit
abstrakte Funktion.

Darauf aufbauend definieren wir Treppenfunktionen

Definition 1.5. Es sei y : [a,b] — X eine abstrakte Funktion. Ist [a,b] die
Vereinigung endlich vieler Lebesque-messbarer und paarweise disjunkter Mengen
M; C [a,b] und existieren endlich viele Elemente y; € X, so dass y(t) = y; fir alle
t € M; gilt, so heifit y Treppenfunktion.

Definition 1.6. Eine abstrakte Funktion y : [a,b] — X heifst messbar, wenn eine
Folge {yx}32, von Treppenfunktionen yy : [a,b] — X existiert, so dass y(t) =
limy, 0 Yx(t) fast tberall auf [a,b] gilt.

Definition 1.7. Es sei Q der Raum-Zeit-Zylinder 2 x (0,T). Der Raum W°(Q)
ist der Raum aller Funktionen y € L*(Q), die alle schwachen Ableitungen erster
Ordnung im Raum L?*(Q) besitzen, versehen mit der Norm

T
1/2
Iz = ([ o7+ 199G, o ar)

wobei mit V der Gradient beziiglich des Ortes gemeint ist, also V := V.

Definition 1.8. Es sei X ein Banachraum. Unter LP(a,b, X), 1 < p < oo, ver-
steht man den Raum aller (Aquivalenzklassen von) messbaren abstrakten Funktio-
nen y : la,b] — X mit der Eigenschaft

b
/ ly () dz < oo,

Die Norm ist ,
1/
19lreo = ( / ()l de)”.



Definition 1.9. Es sei X ein Banachraum. Unter W (0, T') versteht man den Raum
aller y € L*(0,T; X) mit schwacher Ableitung y' € L*(0,T; X*) versehen mit der
Norm

2. dt)'"?

Iolbwio = ([ 1@l + Iy 0]

Der Raum W(0,7") wird mit Skalarprodukt

(u, v)w(o,1) :/0 (u(t),v(t))v dt+/0 (' (t), ' (t))y~ dt

zu einem Hilbertraum.

Als Néchstes beschéftigen wir uns mit Differentialoperatoren. Diese bendtigen
wir fiir die schwache Formulierung der Maxwell-Gleichungen. Im Folgendem sei
2 C R* mit n € {2, 3} beschrinkt, offen und zusammenhéngend. Weiterhin besitze
das Gebiet ) einen Lipschitz-Rand I' := 0€). Fiir eine beliebige skalare Funktion
1 definieren wir den Gradienten durch

_ o o \r
Vi = (axl,...,axn) :
Der Divergenzoperator fiir u = (uy, ..., u,) ist definiert als
ou;
-u = divu := B
V-u wu oz,

Fir die Rotation miissen wir zwischen den Dimensionen n = 2 und n = 3 unter-
scheiden. Fiur den zweidimensionalen Fall erhalten wir fir die skalare Funktion u

die Rotation
ou ou

— ——.0).
81'2 ’ ox 1 ’ )
Im dreidimensionalen Fall definieren wir die Rotation fiir eine Vektorfunktion u

durch

V x u = curlu := (

8u3 _ 6112

8x2 8x3

up 8u3

Vxu=curlu:=| — — —=
83:3 83:1

8112 _ 8111

8:1:1 6.1'2

Der Vollstandigkeit halber notieren wir noch den Laplace-Operator
u  0*u  0*u
V:-Vu=Au:= )
" " ox?  0x% 03

Da wir mit schwachen Formulierungen arbeiten werden, definieren wir diese
Operatoren auch noch im schwache Sinne.
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Definition 1.10 (Schwache Differentialoperatoren). Es seien w € L*(), u €
L*(Q)? und q € L*(Q). Dann definieren wir g = Vw € L*()3 als den schwachen
Gradienten, wenn

/g~vda::_/wv'de Vv € C5o(Q)°
Q Q

gilt. Die schwache Divergenz ist definiert durch d =V - q € L*(Q) falls d erfiillt

/dvdx:—/q-VUd:I: Yo € C5°(92).
0 Q

Der Rotationsoperator ist im schwachen Sinne definiert durch ¢ = curlu € L*(Q2)?
falls

/C-de:/u-curlv Vv € C5°(Q)?
Q Q

qgilt.
Aus den Definitionen der Operatoren kénnen wir die Rdume
H(curl; Q) = {veL*(Q)*V xvelL*2)?%
H(div;Q) = {vel*(Q)*V-vel*Q)}
mit den dazugehorigen Normen
Wl = (IVI72@pe + 11V % VIZ2q)e) "
Vil = (IVIEa@p + 1V - VIEa@) "

definieren.

Insbesondere benétigen wir die Raume Hy(curl; Q) und Hy(div; 2) welche zum
Beispiel in [34] definiert sind. Fiir beschriankte Lipschitz-Gebiete 2 mit Rand 0
gilt, dass der Raum Hy(curl; ) die AbschlieRung von C5°(Q)? in H(curl; Q) ist.
Es gilt

Hy(curl;Q2) ={u € H(curl;Q) : u x n =0 auf 0Q}.
Weiterhin ist der Raum Hy(div; Q) die AbschlieRung von Cg°(Q)3 in H (div; 2). Es
gilt
Ho(div; Q) = {u € H(div; Q) :u-n =0 auf 0Q}.
Des Weiteren gelten fiir hinreichend glatte Funktionen u die Gleichungen
V x (Vu) = 0, das heift curl(gradu) = 0
V- (V x u) =0, das heifst div(curlu) = 0.

Da wir mit dem Raum H (curl, Q2) arbeiten, benétigen wir fiir diese Funktionen
auch Spursétze.

4



Definition 1.11 (Spuroperatoren). Fiir eine beliebige Funktion u € C=(Q)3 und
den nach auflen gerichteten Normalenvektor n auf I' := 0Q) definieren wir

yu = ulr X n.
Weiterhin definieren wir das Vektorprodukt der Rotation mit dem Normalenvektor
yvu = (V X ulp) xn
und die tangentiale Komponente von u
ypu:=n X (u|pr X n).

Um die Spuroperatoren auch fiir allgemeinere Rdume zu verwenden, benotigen
wir einige dichte Einbettungen aus [16]|. Fiir beschriankte Lipschitz-Gebiete §2 mit
Rand 052 gilt:

Satz 1.12 (Spursatz fiir H(curl, Q)). Sei§) ein beschranktes Lipschitz-Gebiet. Der

klassische Spuroperator ~y; kann von C*°(§2) erweitert werden auf eine lineare und
stetige Abbildung

Y H(curl, Q) — (HY2(09Q))3

und

()l (zr-17200)) < cllullaeurne) Ya € H(curl,€2).

Wir weisen daraufhin, dass die Abbildung 7; nicht surjektiv auf (H~/2(0%))?
ist. Der genaue Bildbereich der Spurabbildung ist

(1.0.1)  H Y*(div,09Q) := {u e HY*0Q) : u-n = 0, divaggu € H ?(0Q)},

wobei die Definition vom Differentialoperator divsg in [9] gegeben ist. Um die
Ergebnisse fiir Spuroperatoren abzurunden, fithren wir noch ein Lemma an, welches
zum Beispiel in [9],[10] und [20] zu finden ist.

Lemma 1.13. Die Spuroperatoren

Yo : H(curl, Q) — H™Y2(div, 0Q)
vp : H(curl, Q) — H™Y%(curl,09Q)
vy : H(curl,Q) — HY?(div, Q)

sind linear, stetig und surjektiv.



KAPITEL 1. RAUME UND OPERATOREN, STANDARDSATZE

In diesem Lemma ist das Bild von der Abbildung 7; der Raum H~Y/2(div, 0%).
Daher ist die Abbildung hier im Gegensatz zum Satz 1.12 surjektiv. Im néchsten
Schritt halten wir zwei Lemmata fest, die fiir die Theorie mit einem Vektorpotenzi-
al benotigt werden. Das erste Lemma sichert uns die Existenz eines Vektorpotenzi-
als fiir divergenzfreie Funktionen. Wir benutzen die bekannte Helmholtz-Zerlegung,
welche zum Beispiel in [34] oder [13] zu finden ist.

Lemma 1.14. Sei () ein beschranktes einfach zusammenhdngendes Lipschitz-Gebiet
mit Rand I' := 0Q und n der auf I' nach auflen gerichtete Normalenvektor. Wei-
terhin sei u € Lo(Q)? ein Vektorfeld.
Der Vektor w ist genau dann divergenzfrei, dass heiffit divu = 0, wenn ein A €
HY(Q)? existiert mit

u = curlA.

Sei divu = 0. Dann existiert ein Vektorpotenzial A € H(curl,Q) mit den Ei-
genschaften

curlA = u, divA =0, und A-n=0.

Sei divu = 0 und w- nlgg = 0. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes Vek-
torpotenzial A € H(curl,2), so dass

curlA = u, divA =0, und A X n|gpg =0.

Das néchste Lemma zeigt uns ein sehr wichtiges Resultat iiber verschiedene
Normen im Raum H(curl; Q) N H(div; Q) fiir mehrfach zusammenhéngende Ge-
biete. Dieses findet man zum Beispiel in [4].

Lemma 1.15. Das Gebiet €2 set mehrfach zusammenhdingend mit Lipschitz- Rand
I'. Dieser bestehe aus den RandteilenT;, firl <i <p. Es sei X () := H(curl; )N
H(div, ) mit der Norm

||V||§((Q) = ||VH%2(Q) + IV x VH%Q(Q) + IV V”%Q(Q)'

Dann gilt fir den Raum Xn(Q) = {v € X(Q) : v xn = 0 auf 00}, dass die

Seminorm
P
Vi [V x V2@ + IV - Vil + Y [(v-n; D |
i=1

dquivalent ist zur Norm || - || x()-
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1.1. BEZEICHNUNGEN

Wir werden spéter mit divergenzfreien Funktionen aus H (curl; Q2) arbeiten, die
gerade Y7 |(v-n; 1)r,| = 0 erfiillen. Dafiir sichert uns das Lemma fiir diese Funk-
tionen die Aquivalenz der vollen Xy (€2)-Norm und der Seminorm ||V X y||z2(0y.

Der folgende Satz sichert uns, dass eine aus Funktionen aus dem Raum H (curl, €;)
zusammengesetzte Funktion unter bestimmten Voraussetzungen auch aus H (curl, §2)
im gesamten Gebiet ist, siehe [34].

Satz 1.16. Es seien & und $dy zwei nicht uberlappende Lipschitz-Gebiete mat
einer gemeinsamen Schnittflache 3 mit positivem Maf§ und ¥ = Q1 N )y,

(1) Es seipy € HY(Q4), pa € HY(Q2) und p € L*(Q2, U Qe UY) definiert durch

_ P1 m Qh
p= P2 m QQ.

Weiterhin sei p; = py auf 3. Dann gilt p € H'(Q U Qy UY).

(2) Es seiuy € H(curl,Qy), ug € H(curl,Qs) und u € (L*( UQy UX))? sei
definiert durch

o in Qy,
(1.0.2) u= { Wy in Oy,

Wenn auf ¥ die Gleichung
U XnNn=us Xn
im schwachen Sinne gilt, erhalten wir u € H(curl, 3 U Qy U X).

(3) Es seien uy € H(div, Q) und uy € H(div, Q) sowie u € (L*(2; UQ, UN))?
wie in (1.0.2) definiert. Wenn auf ¥

U -n=us-1n

im schwachen Sinne gilt, so folgt u € H(div,; Uy U ).

1.1 Bezeichnungen

In diesem Abschnitt werden wir noch ein paar Notationen zusammenfassen. Fiir
dreidimensionale zeitabhingige Funktionen, zum Beispiel f : R3 x R — R3, legen
wir V folgendermafien fest:

Vi = Vif = 0,f + 0,f + 0.1,
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wobei x := (z,y,2)T ist. Wenn wir also vom Gradienten sprechen, beschrinken
wir uns auf die Ortsableitungen. Weiterhin gelten folgende Definitionen:

D, f := partielle Ableitung der Funktion f nach x

V* := Dualraum von V
(u,v) 2 = / uvde
Q
L*(Q) := L*(Q

o / |u|2dx
ol = lulliootey == [uf?da) + (| |9 uf*da)
) = / (el dr)"”
LP(a,b,X) := L*((a,b),X)
Da wir sehr hdufig V x (¢vV x A) verwenden, definieren wir die Vereinfachung
VxvVxA:=Vx({@VxA)
Es seien u € V und v € V*. Dann verwenden wir die Notation

uv = (U, v)y-y.



Kapitel 2

Optimierung elektrischer
Schaltkreise

Wir betrachten Optimalsteuerungsprobleme, welche durch lineare und nichtlinea-
re Systeme von gewohnlichen Differentialgleichungen definiert sind. Diese stellen
im gewissen Sinne ein Analogon der Maxwell-Gleichungen fiir das Wirbelstrom-
problem dar. Der Hintergrund fiir reale Anwendungen ist die Magnetisierung von
bestimmten 3D-Objekten. Genauer gesagt steht als das eigentliche Ziel das opti-
male Schalten zwischen verschiedenen magnetischen Feldern hinter diesem Kapi-
tel. Dieses Kapitel soll insbesondere als Test dazu dienen, wie man zeitoptimale
Steuerungsprobleme durch geeignete Integralfunktionale in fester Zeit modellieren
kann.

Probleme dieser Art treten bei Messungssensoren auf. Wenn das Mess-Signal
viel kleiner als die Storungen ist, benotigt man verschiedene Messtechniken, bei
denen unterschiedliche Magnetfelder verwendet werden. Zwischen diesen Magnet-
feldern soll man schnell hin- und herschalten kénnen. Typischerweise ist die Signal-
quelle ein elektrisches Feld. In der Realitat wird der Magnetisierungsprozess durch
Induktionsspulen gesteuert und das dazugehorige Modell wird durch die Maxwell-
Gleichungen beschrieben. Numerische Losungen dieser partiellen Differentialglei-
chungen und das dazugehérige optimale Kontrollsystem sind schwierig zu bestim-
men und anspruchsvoll. Um einen ersten Einblick fiir die optimalen Steuerungs-
funktionen zu erhalten, schauen wir uns vereinfachte Modelle fiir elektrische Schalt-
kreise an, welche auf gewohnlichen Differentialgleichungen basieren. Diese dhneln
dem Verhalten, welches wir fiir das 3D-Modell mit Maxwell-Gleichungen erwarten.
Wir betrachten verschiedene Typen von elektrischen Schaltkreisen und dazugehd-
rige Kontrollprobleme. In allen Beispielen verwenden wir Box-Beschrankungen an
die Steuerungsfunktion. Weiterhin betrachten wir auch elektrische Schaltkreise mit
nichtlinearer Induktivitat.

Aus mathematischer Sicht haben wir zwei Ziele. Von der Anwendungsseite her
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interessieren wir uns fiir die Form der optimalen Steuerung fiir verschiedene elek-
trische Schaltkreise. Wir diskutieren einige lineare und nichtlineare Modelle mit
steigendem Schwierigkeitsgrad. Auf der anderen Seite erlautern wir eine spezi-
elle Optimierungsmethode . Letztendlich 16sen wir die Optimalitatssysteme mit
einem kommerziellen Code. Das nicht glatte Optimalitdtssystem besteht aus den
Zustandsgleichungen, adjungierten Gleichungen und der Projektionsformel fiir die
Steuerung.

Solche Methoden wurden zum Beispiel schon von Neitzel et al. [38] fiir optimale
Kontrollprobleme fiir partielle Differentialgleichungen angewendet. Dieses Verfah-
ren funktioniert sehr gut fiir die diskutierten Probleme bei elektrischen Schaltkrei-
sen, kann aber noch nicht auf 3D-Feldprobleme ausgedehnt werden.

Das Optimalsteuerungssystem erhalten wir auf zwei verschiedenen Wegen. Als
Erstes verwenden wir das Pontrjaginsche Maximumprinzip, um die notwendigen
Optimalitdtsbedingungen 1. Ordnung fiir eine optimalen Steuerung zu erhalten.
Dieses Verfahren liefert uns alle bendtigten Informationen. Es ist aber auch in
einigen Fillen schwierig anzuwenden. Daher fithren wir das Optimalitéitssystem
dann iiber das bekannte Lagrangeprinzip der nichtlinearen Optimierung in Funk-
tionenrdumen ein, sieche zum Beispiel Toffe und Tikhomirov [25]. Dieses Verfahren
ist einfacher und beinhaltet alle benétigten Informationen fiir die numerischen
Zwecke.

2.1 Numerische Analysis fiir einen Schaltkreis mit
einer Schleife

2.1.1 Die optimale Steuerung

Wir beginnen mit einem einfachen elektrischen Schaltkreis, um zu zeigen, wie
die Optimierungstheorie fiir eine numerische Losung aufgebaut wird. Magnetische
Felder sind an elektrische Felder gekoppelt. In unserem vereinfachten System soll
diese Kopplung im elektrischen Schaltkreis gelten und wir beginnen mit einem
Beispiel, welches durch die Gleichungen

di

(2.1.1) L= @)+ Rei(t) = u(t)

beschrieben wird. Hier ist die Steuerung u eine steuerbare Spannung und ¢ der
dazugehorige elektrische Strom. Der Strom stellt den Zustand des Optimalsteue-
rungssystems dar und —ig € R den Anfangswert. Weiterhin seien L die Induktion
und R, der Widerstand. Wir nehmen an, dass 7g, L und R, positive reelle Werte
sind. Den dazugehorigen elektrischen Schaltkreis sehen wir in Abbildung 2.1.

10
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Abbildung 2.1: Schaltkreis mit einer Schleife, Modell 1

Nun wollen wir den Strom ¢ so schnell wie moglich von —ig auf 7y steuern
und danach den neuen Zustand 7y halten. Diese Absicht realisieren wir durch das
Zielfunktional

>‘2_T(¢(T) —ig)% + —/0 (i(t) — i9)* dt + >‘2—U/0 u(t)? dt

mit positiven Konstanten Ay, Ag, und Ay sowie einem festen Endzeitpunkt 7" > 0.
Weiterhin soll die Steuerung die Beschrankungen

(212)  J(,u) =

(2.1.3) U € Upg = {u € L*(0,T) | uy, < u(t) < uy fiir fast alle t € (0,T)}

erfiillen, wobei u, < u; feste reelle Werte sind. Dieses ist ein Kontrollproblem in
einem festen Zeitintervall, wobei wir die Zeitoptimalitédt im Kopf behalten wollen.
Der Hauptgrund fiir die Verwendung eines integralem Zielfunktionals mit einem
festen Zeitintervall ist folgendes: Bei Standardproblemen der zeitoptimalen Steue-
rung wird das Erreichen des exakten Endzustandes angenommen. Dieses ist aber
ein kompliziertes Problem fiir die Optimalsteuerung bei partiellen Differentialglei-
chungen. Im Fall gewohnlicher Differentialgleichungen ist der Zustandsraum ein
endlich dimensionaler Raum, so dass die Erreichbarkeit des Endzustandes eine
Standardvoraussetzung ist. Wir diskutieren solche Probleme in Abschnitt 2.3.3.
Das Hauptziel in diesem Kapitel ist die Betrachtung von physikalischen Effekten,
welche bei dreidimensionalen Maxwell - Gleichungen zu beobachten sind. Der phy-
sikalische Hintergrund ist dhnlich zum physikalischen Verhalten bei elektrischen
Stromkreisen. Bei magnetischen Feldern, welche durch die Maxwell Gleichungen
beschrieben werden, ist der Zustandsraum ein unendlich dimensionaler Raum. Fiir
solche Rédume wére die Erreichbarkeit des Endzustandes eine zu starke Forderung.
Daher betrachten wir auch die Probleme mit gew6hnlichen Differentialgleichun-
gen durch eine Approximation des Endzustandes, statt die genaue Erreichbarkeit
vorauszusetzen.

11
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*

Wir suchen ein Paar (i*,u*), welches das Zielfunktional minimiert, sowie die
Anfangsbedingung (2.1.1) und die Beschrankungen (2.1.3) erfiillt. Der Zustand
i soll eine Funktion aus W'2(0,T) sein. Die Funktionen * und u* werden als
optimaler Zustand und optimale Kontrolle bezeichnet. Das Zielfunktional wird mi-
nimal, wenn der Strom ¢*(7") nahe bei iy ist (erster Term in J) und erreicht dieses
Ziel schnell (zweiter Term) wihrend die Kosten der Spannung u im dritten Term
beriicksichtigt werden. Die Parameter Ap, Ag, und Ay konnen frei gewahlt wer-
den, um die drei Terme zu gewichten. Wir weisen noch einmal darauf hin, dass wir
einen positiven Regularisierungsparameter Ay fiir die Theorie und unsere Numerik
benotigen. Weil wir eine lineare Zustandsgleichung haben, ist das Zielfunktional
aus (2.1.2) strikt konvex. Die Menge der zuléssigen Steuerungen ist nichtleer und
beschrinkt in L?(0,T). Daher ist die Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen
Steuerung eine Standardfolgerung. Wir indizieren Optimalitdt in diesem Kapitel
mit einem Stern, also bezeichnet u* die optimale Steuerung und ¢* den dazugeho-
rigen optimalen Zustand.

2.1.2 Das Pontrjaginsche Maximumprinzip

Wir leiten zunéchst die dazugehorigen Optimalitatsbedingungen erster Ordnung
her. Hierfiir gibt es mindestens zwei Methoden. Die Erste basiert auf der nicht-
linearen Theorie in Funktionenraumen und verwendet das bekannte Prinzip von
Lagrangeschen Multiplikatoren. Um diese Technik anzuwenden, benotigen wir eine
Lagrangefunktion aus der wir die notwendigen Bedingungen ableiten.

Auf der anderen Seite gibt es das berithmte Pontrjaginsche Maximumprinzip,
welches eine Standardmethode ist, um ein solches Problem theoretisch zu l6sen.
Diese Methode beinhaltet die komplette Information iiber die notwendigen Op-
timalitdtsbedingungen. Daher verwenden wir diese Methode und formen die Re-
sultate so um, dass sie kompatibel zur Lagrange-Technik sind. Wir benétigen die
Kompatibilitdt, um den adjungierten Zustand in einen Lagrangeschen Multiplika-
tor umzuwandeln, welcher zur Zustandsgleichung (2.1.1) gehort. In den spéteren
Abschnitten werden wir nur noch die Lagrange-Technik benutzen.

Als Erstes wiederholen wir das Pontrjaginsche Maximumprinzip fiir die folgen-
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de Klasse von Optimalsteuerungsproblemen mit Zielfunktional vom Bolza - Typ:

min J(u) : = g(x(T)) +/0 fo(z,u)dt

mit
(2.14) Ty = fe(z,u) firk=1,...,n,
x(0) = v,
u(t) € X fur fast alle t € (0,7),

indem fp : R*" xR™ — R, k =0,....,n und g : R® — R geniigend glatte
Funktionen sind. Die Zeit 0 ist der feste Startzeitpunkt, 2° ein fester Startvektor
und X C R™ eine nichtleere konvexe Menge von zuldssigen Steuerungen und 7" > 0
eine feste Endzeit.

Zu diesem Problem fiihren wir die dynamische Kostenvariable xy ein mit

io(t) = fo(z(t),u(t)), w0(0)=0,
und die Hamilton-Funktion H : R"*! x R® x R™ — R durch

(2.1.5) H(Y,z,u) := Zwk fr(x,u).

Fir n = 2 erhalten wir

(2.1.6) H(y, z,u) := v folz,uw) + 1 fi(z,u) + 2 folz, w).

Mit Hilfe der Hamilton-Funktion kénnen wir die zu (z(+), u(+)) gehorige adjungierte
Gleichung durch

. oH
(2.1.7) wi:_ﬁaji firi=0,...,n

definieren, welche in expliziten Termen die Form

(2.1.8) hilt) == Ofi (z(t), u(t))p(t) Firi=0,...,n

al’i
k=0

hat. Dieses ist ein lineares Differentialgleichungssystem fiir die Vektorfunktion
. Daraus folgt 1)y = 0, weil ¢, identisch konstant ist. Jede Losung (-) =
(¥o(+), ..., ¥n(-))" der adjungierten Gleichung wird adjungierter Zustand zum Paar
(z(+),u(-)) genannt. Jetzt haben wir alle Voraussetzungen zusammen, um das Pon-
trjaginsche Maximumprinzip zu formulieren. Das Hauptresultat geht zuriick auf
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Boltjanski et al. [41]. Wir verweisen auch auf Ioffe und Tikhomirov [25], zumindest
fiir eine variable Endzeit und einer Kostenfunktion, welche nur Integralterme fiir J
enthélt. Fiir Probleme mit einem Funktional vom Bolza-Typ mit einer fest gegebe-
nen Endzeit T" benotigen wir einige Standardtransformationen, um das Pontrjag-
insche Maximumprinzip in seiner gebrauchlichsten Form zu verwenden. Fiir eine
detaillierte Diskussion empfehlen wir Athans und Falb [6] oder zum Beispiel Pinch
[40] oder Feichtinger [15]. Ein umfassender Uberblick der verschiedenen Versionen
des Pontrjaginsche Maximumprinzip ist in Hartl et al. [19] gegeben. Fiir Proble-
me mit dem Bolza-Funktional mit freiem Endzustand und fester Endzeit, welche
unabhéngig von der Zeit sind, gilt die folgende Version:

Satz 2.1 (Pontrjaginsches Maximumprinzip). Sei u*(:) eine zuldssige Steuerung
fir das Optimalsteuerungsproblem (2.1.4) mit entsprechendem Zustand

*

= (z5,...,2}). Wenn die Steuerung u* und der Zustand x* das Zielfunktio-
nal J minimieren und w die Beschrinkungen erfillt, dann missen die folgen-
den Bedingungen erfillt sein: Es existiert ein nichttrivialer adjungierter Zustand
V() = (Yo, U1, - ., ¥n)T, der fast diberall in (0,T) die adjungierte Gleichung (2.1.8)
mit x(t) = x*(t) und u(t) ;= u*(t) zusammen mit der Endbedingung

¥i(T) = o 88:1 (@ (T)), i=1,...,n,

erfullt und die Hamilton-Funktion H nimmt fast diberall in (0,T) das Mazximum
mit uw = u*(t) an, sprich

(2.1.9) max H(t),z(t),v) = H(W(t),z*(t),u"(t)) fir fast alle t € (0,7T)

an. Des Weiteren ist 1)y eine nichtpositive Konstante.

Die adjungierte Gleichung (2.1.8) ist ein lineares System fiir ¢(-). Daher kann
der adjungierte Zustand (+) zu keiner Zeit verschwinden, es sei denn, er ist iden-
tisch null. Der Fall, dass der adjungierte Zustand identisch null ist, wird durch das
Pontrjaginsche Maximumprinzip ausgeschlossen. Daher muss ¢y # 0 gelten, da
sonst die Endbedingung vom Maximum t(7") = 0 und somit () = 0 implizieren
wiirde. Wenn wir ¢ := 1) /1)y setzen, konnen wir ohne Beschriankung der Allge-
meinheit annehmen, dass 1)y = —1 ist, welches eine Standardaussage des oben
beschriebenen Problems ist.

2.1.3 Notwendige Optimalitatsbedingungen fiir das Opti-
malsteuerungsproblem

In diesem Abschnitt verwenden wir das Pontrjaginsche Maximumprinzip, um Op-
timalitdtsbedingungen erster Ordnung fiir eine optimale Steuerung u* fiir das Kon-
trollproblem (2.1.1) — (2.1.3) zu erhalten. Wir erinnern noch einmal, dass die
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Steuerung u punktweise durch die reellen Konstanten u, < wy, sprich u € U,g,
beschrankt ist. Um den unbeschrankten Fall mit einzubeziehen, setzen wir bei

Bedarf die Konstanten formal auf u, = —oo und/oder u, = +oc.
Wir schreiben die Differentialgleichung (2.1.1) in der Form
di R 1

a(t) = —fz’(t) + Zu(t)

und definieren
fi(i,u) = —&z’—i- lu
1 u) == 7
Das Zielfunktional vom Bolza-Typ aus (2.1.4) ist definiert durch
A AU 5

foli,u) = g(i—zo)u?u,

g(i) = A—QT(i—iO)Q.

Wie wir am Ende des letzten Abschnitts erlautert haben, ist es gerechtfertigt
1y = —1 anzunehmen. Durch ¢ := 1, erhalten wir

Ao A R, .
H:_<7Q (z—zo)2+§u2)+w(—fz+%).

Aus dieser Definition von H folgt die adjungierte Gleichung

%(t) = _aa_i[ = Aq (i(t) — o) + w(t)%.

Auferdem erzwingt das Pontrjaginsche Maximumprinzip die Endbedingung

99

W(T) = ~S26(T)) = ~Ar (i(T) — ).

Wir haben folgendes adjungiertes System erhalten:

dy R, . ,
—(t) = t) — + Ao li(t) — i
- L) = () 7+ Aglilt) — o)

O(T) = =Ar ((T) o).

Wie zuvor bezeichnen wir die optimalen Grofen durch ¢* und u*. Weiterhin un-
terdriicken wir den Stern bei dem dazugehodrigen adjungierten Zustand . Die
Beschriankung (2.1.3) wird beachtet bei der folgenden Ungleichung

0H

T @), w (1), 9(t)(u — (1) = (A" (€) + 9 (t)/L)(u — w'(2))

<0 Vu € Uy, fir fast alle t € (0,7).

15



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG ELEKTRISCHER SCHALTKREISE

Diese Ungleichung kann man leicht aus der Maximumbedingung (2.1.9) herleiten
und wir verwenden die gebrauchlichere Form

O . (0,000 0 — (1) = () — (8)/ L) — (0"

ZO Yue Uad-

(2.1.11)

In einigen Punkten passt diese Form aber noch nicht zu unseren numerischen
Methoden. Um eine Standardform fiir die nichtlineare Optimierung zu erhalten,
welche auch die dazugehorigen Lagrangeschen Multiplikatoren beinhaltet, fiihren
eine Substitution durch. Wir transformieren den adjungierten Zustand ¢ zu einem
Lagrangeschen Multiplikator p. Deswegen setzen wir

t
(2.1.12) p(t) = —M
L
und erhalten p L dy
p — ———_—
dt ) = Ldt ®):
Jetzt ersetzen wir ¢ durch p in der Gleichung (2.1.10) und erhalten das System
d . .
—LZE(t) = —Rep(t) + Mo (i(t) — i)
(2.1.13)
—Lp(T) = —=Xr (i(T) — o).

Wenn wir die gleiche Substitution in der Gleichung (2.1.11) anwenden, gilt die
Gleichung

(2.1.14)  (Apu™(t) +p(t))(u —u*(t)) >0 Yu € [uq, up) und fast alle t € (0,7).

Daher konnen wir die optimale Steuerung u* komplett mit der folgenden Fallun-
terscheidung beschreiben:

(i)  Apu(t)+pt) >0 = u'(t)=1u,
(i1)  Apu*(t)+p(t) <0 = u(t) =u

(i) Mur () +plt) =0 = u (1) :—ip(t).

Diese Diskussion fiir den jeweiligen Fall ergibt am Ende, dass die optimale Steue-
rung fast iiberall die bekannte Projektionsformel

u (1) = P[uu,%]{—%p@)} — max(min(u;, —%m» )
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erfiillt, wobei P, 5 die Projektion auf eine reelle Zahl aus dem Intervall [« J]
angibt. Fur die Herkunft der Formel verweisen wir zum Beispiel auf [47]. Jetzt
stellen wir unser gesamtes System auf. Nachdem wir den Ausdruck «* in (2.1.1)
eingesetzt haben und die Gleichung (2.1.13) beriicksichtigen, erfiillen die beiden
unbekannten Grofsen +* und p das Vorwarts-Riickwérts-Optimalitatssystem

L%(t)Jchi(t) = P[ua,ub]{—ip(t)}
i(0) = —ip
(2.1.15)
—L%(t)Jch () = AQ(i(t) — o)

Lp(T) = Ar(i(T) — o).

Obwohl dieses ein nichtlineares und nichtdifferenzierbares System ist, kann es recht
leicht mit verfiigharen kommerziellen Programmen numerisch gelost werden. Wir
benutzen das Programm COMSOL MULTYPHYSICS [1]. Im néchsten Abschnitt
demonstrieren wir die Effektivitéit dieser Idee mit numerischen Beispielen. Es gibt
auch viele andere numerische Methoden, um dieses gewohnliche Differentialglei-
chungssystem fiir glatte Funktionen an Stelle von Py, ,,) zu 16sen. Wir verwei-
sen hier nur zum Beispiel auf das Standardwerk von Hairer et al. [18]. Weiterhin
betrachten wir Methoden, die auf die numerische Behandlung von elektrischen
Schaltkreisen zugeschnitten sind, welche zum Beispiel in Rostoniec [43]| dargestellt
sind. Wir haben uns fiir COMSOL MULTIPHYSICS entschieden, da man hier
sehr einfach das Optimalsteuerungssystem implementieren und das System losen
kann.

Wir erwiahnen noch den unbeschrankten Fall v, = —oo und u, = oo. Hier gilt

1 1
]P’[ua,ub}{—gp(t)} = —Ep(t),

mit dem dazugehorigen System

L+ Reil®) = —p(0
(2.1.16) dp i(0) = —io
—L—(t) + Rep(t) = Aq(i(t) —io)

Lp(T) = M(i(T) —ip).
Die eindeutige Losung vom System ist das Paar (i*,p) und die Kontrolle u* =
—2g'p.

2.1.4 Numerische Beispiele

Wir fixieren die festen Beschriankungen u, := —300 und wu, := 300. Weiterhin
verwenden wir das Zeitintervall [0, 1] und setzen i := 1, L := 3.5 und R, := 145.
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Als Erstes untersuchen wir den Einfluss der Parameter Ay, \g und Ay. Wie
wir oben erkldrt haben, 16sen wir das nichtlineare System (2.1.15) numerisch, um
eine optimale Losung zu finden. Beginnen wir mit dem Einfluss von Ag. Dieser
Parameter steuert den Strom ¢ tiber die Zeit. Wir fixieren Ay und Ay mit 1 und
variieren Ag. In der Abbildung 2.2 kénnen wir sehen, wie der Strom ¢ das Ziel i
erreicht fiir steigendes \g. Die Form der Kurve am Ende hangt von dem Verhaltnis
von Ag und Ar ab. Dieses Verhaltnis diskutieren wir etwas spéter.

i [A]
loj’ —————————————————————————————— ;
0.5t
i /
,." ,/'
::"/" ‘0‘24440444 **O}L } Loghb-‘l‘ot[s]
)/
- 05 II - —)\ :10
e Ao = 1600
--- )Xo =6-10°
- 10 — g =2.5-107

Abbildung 2.2: Elektrischer Strom 7 bei verschiedenen A¢

Als Néchstes betrachten wir den Einfluss von Ay . Dieser Parameter beschreibt
die Kosten fiir die Steuerung u. Wenn Ay sehr grof ist, wird die Steuerung teuer
und es wird entscheidend |u| zu minimieren. Dieses sehen wir in der Abbildung
2.3. Wir sehen, dass auf der rechten Seite der Abbildung die obere Schranke wu,
aktiv beim Start ist.

Zum Abschluss analysieren wir noch einmal genauer die Verhéltnisse der Pa-
rameter A\g und Ay. Dafiir betrachten wir nur den mittleren Integralteil

Jg = /0 (i(t) — o) dt

aus dem Zielfunktional. Dieser Teil ist fiir uns am wichtigsten, da er beeinflusst,
wie schnell der Zustand iy erreicht wird. Unser Ziel ist ein Parameter Ag, bei dem
Jg so klein wie moglich ist. In der Abbildung 2.4 sehen wir die Werte von Jg
in Abhéngigkeit von Ag. Die x-Achse ist logarithmisch abgetragen. Beide Kurven
weisen einen kritischen Punkt auf, ab dem Jg stark anwéchst. Aufgrund dieser
Beobachtungen empfehlen wir Ao > 10° und Ay < 107*. Mit ungefihr diesem
Verhéltnis von Ao und Ay wollen wir ein entsprechendes Ar finden. Wir setzen
Ao = 10° und Ay = 107 und variieren Ar. Die linke Abbildung von 2.5 zeigt, dass
Ar auf ¢ kaum einen Einfluss hat. Allerdings, wenn wir die Kurve in der Nahe vom
Endzeitpunkt T betrachten, sehen wir, dass der Parameter einen Einfluss auf den
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(b) Spannung u in Abhéngigkeit von Ay

Abbildung 2.3: Strom ¢ und Spannung u fiir verschiedene Ay

Strom bei diesem hat. Wenn Ay grofs genug ist, erreicht der optimale Zustand ¢*
einen Wert sehr nahe bei iy und wir verwenden Ay = 1000.

Wir haben mit einem einfachen Beispiel begonnen. In den néchsten Abschnitten
diskutieren wir kompliziertere Systeme.

2.2 Schaltkreis mit zwei Schleifen bei nur einer Dif-
ferentialgleichung

Im restlichen Kapitel betrachten wir einige Félle fiir elektrische Schaltkreise mit
zwei Schleifen. Wir beginnen mit einem einfachen Schaltkreis, den wir durch eine

einzige Differentialgleichung beschreiben. Dadurch passt dieser Schaltkreis auch in
die Theorie vom letzten Abschnitt.
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Jg Jq
o8k 08|
04l 04f

10‘00 u‘y‘ 12}7 u‘y" Q 10° 10+ 0.01 1 )\U
(a) Der Wert von Jg abhéngig (b) Der Wert von Jg abhingig
von A von Ay

Abbildung 2.4: Wert von Jg in Abhéngigkeit von verschiedenen Parametern

Wir betrachten den Schaltkreis aus Abbildung 2.6, der zusétzlich zum letzten
Beispiel einen Widerstand R,, beinhaltet. Wir entwickeln jetzt die Differentialglei-
chung zu diesem Schaltkreis. Aus dem Kirchhoffschen Gesetz erhalten wir fiir die
Strome am Punkt A

(2.2.1) i1(t) = ia(t) + is(t)

fiir jede Zeit t. Der Schaltkreis ist aus den Schleifen I und II zusammengesetzt.
Durch Kirchhoff’s Spannungsgesetz erhalten wir die Gleichung

»
(2.2.2) Lﬁ(t) FRo(t) = u(t)
fiir die Schleife I und

y
(2.2.3) . L%(t) + Ryis(t) = 0

fiir die Schleife II. Unser Hauptinteresse liegt darauf, den Strom i3 optimal zu
steuern, den wir auf ¢ := i3 umschreiben. Aus (2.2.1), (2.2.2) und (2.2.3) erhalten
wir fiir ¢ = i3 die Gleichung

R. . di
L(1 ) — i(t) = :
(1 5550+ Reilt) = u(t)
Zusammen mit dem Anfangswert i(0) = —ig bekommen wir das Anfangswertpro-
blem
di .
(2.2.4) a %(t) + Rei(t) = wul(t)

i(0) = —io,
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(b) Elektrischer Strom ¢ in Abhéngigkeit von Ap bei T

Abbildung 2.5: Elektrischer Strom ¢ in Abhéngigkeit von Ar
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Abbildung 2.6: Elektrischer Schaltkreis mit zwei Schleifen

21



KAPITEL 2. OPTIMIERUNG ELEKTRISCHER SCHALTKREISE

in dem a durch

R,
7 )

w

a:=L(1+

definiert ist. Das Ziel ist den elektrischen Strom so zu optimieren, dass das Zielfunk-
tional (2.1.2) minimal wird. Mit der eben durchgefithrten Transformation mit Zu-
standsgleichung (2.2.4), Zielfunktional (2.1.2) und Kontrollbeschrinkungen (2.1.3)
stellen wir fest, dass dieses auf den Fall (2.1.1) — (2.1.3) zuriickzufiihren ist.

Daher erhalten wir ein System, welches dquivalent zu (2.1.15) ist. Fir eine
unbeschriankte Steuerung gilt (2.1.16). Da das Optimalsteuerungssystem gleich
ist, verzichten wir auf numerische Beispiele.

2.3 Zwei Schleifen mit Induktionskopplung

2.3.1 Das Optimalsteuerungsproblem

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Schaltkreis, den wir nicht einfach auf
eine einzelne gewohnliche Differentialgleichung zuriickfiihren kénnen. In den nach-
folgenden Abschnitten erhalten wir das Optimalitdtssystem mit dem Lagrange-
Prinzip. Hier verwenden wir direkt die Karush-Kuhn-Tucker Theorie fiir nicht-
lineare numerische Probleme in Banachrdumen um das Optimalititssystem zu
erhalten. Wir verwenden hierzu die formale Lagrange-Technik, welche nicht alle
Funktionsrdaume genau angibt, die fiir die Theorie bendtigt werden. Die exakte
Karush-Kuhn-Tucker Theorie fiir Probleme mit Differentialgleichungen ist kom-
pliziert. Wir verweisen zum Beispiel auf Ioffe und Tikhomirov [25]|, Luenberger
[31] oder Jahn [26]. Die Voraussetzungen der KKT-Theorie ist fiir alle unsere Pro-
bleme erfiillt, so dass wir die gleichen Resultate erhalten, wie die aus der formalen
Lagrange-Technik, welche wir benutzen. Diese ist aus [47] entnommen. Die durch
formale Lagrange-Technik erhaltenen Optimalitdtsbedingungen sind kompatibler
zu den numerischen Methoden der nichtlinearen Optimierung.

Wir betrachten den Schaltkreis aus Abbildung (2.7), welcher zwei Schleifen
beinhaltet, die induktiv gekoppelt sind. Die Induktivitdten sind gegeben durch L,
und L, und die Kopplungsvariable . In einem gewissen Sinne simuliert dieses
Modell eine Kopplung zwischen einem magnetischen Feld und den Wirbelstromen.
Aus physikalischen Griinden nehmen wir v € [0, 1] an.

Der elektrische Schaltkreis wird durch folgendes Anfangswertproblem beschrie-
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Abbildung 2.7: Modell 2

ben:
diy dis o
diy dis o
21(0) = —1p
ZQ(O) - O,

welche die gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die beiden Schleifen enthélt.
Die Konstante C' ist durch C' := v /Ly Ly definiert. Jetzt ist das zu minimierende
Zielfunktional gegeben durch

J(iy, 9, u) = %(z’l(T) —ig)? + % / (Aq (i1(t) —i0)* + Aria(t)?) dt
(2.3.2) "
+ %U u(t)? dt

mit nichtnegativen Konstanten Ap, Ag, A\ und Ay > 0. Insgesamt haben wir fol-
gendes Optimalsteuerungsproblem erhalten: Minimiere das Zielfunktional(2.3.2)
mit Zustandsgleichungen (2.3.1) und den Steuerungsbeschrankungen (2.1.3). Um
das dazugehorige Optimalitéitssystem zu erhalten, kénnten wir das Differential-
gleichungssystem (2.3.1) mit der Matrix £ multiplizieren, um das System in der
Standardform zu erhalten. Die Matrix E setzt sich dabei aus den Koeffizienten vor
den Zeitableitungen di;/dt, j = 1,2 zusammen:

(2.3.3) E = { él Z } .

Dieses wird hier nicht unbedingt benétigt. Wir verwenden diese Form im néchsten
Abschnitt. Im Gegensatz zum Pontrjaginschen Maximumprinzip ist die formale
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Lagrange-Technik direkt auf das System (2.3.1) anwendbar. Wenn wir diese Tech-
nik anwenden, eliminieren wir die beiden oben stehenden Differentialgleichungen
durch zwei Langrangesche Multiplikatoren p; und ps. Wir beachten aber weiterhin
den Anfangswert und die Steuerungsbeschréinkungen u € U,y explizit. Daher ist
die dazugehorige Lagrange-Funktion definiert als

L(i1, 12, u, p1,p2) :=J (i1, i3, u)

_ /0 (Ll%(t) e %(t) © Reis(t) — ult)) put) dt

/T(L D21y 4 0 D1y 4 Ry in(8)) palt) d
— — — ) .
; 270 i 2 D2
Aus der formalen Lagrange-Technik folgt, dass eine optimale Losung (iF, 5, u*) die
notwendigen Optimalitdtsbedingungen fiir die Minimierung von £ fiir die Varia-
blen iy, is, u erfiillen muss. Hier bendtigen wir nicht mehr die Beschrénkung durch
die gewohnlichen Differentialgleichungen, aber die Beschriankungen durch den An-
fangswert und an die Steuerung. Wir weisen darauf hin, dass ¢y, 79, v in diesem
Fall entkoppelt sind. Fiir die Zusténde 1, 75 heiflt das

oL
(i3, prp) h =0 Vhmit h(0) =0, j=1,2
j
In Hinblick auf u erhalten wir, dass die Variationsungleichung
5 (182, p1,p2) (u =) 20 V€ Usa

erfiillt sein muss. Der Einfachhalt halber definieren wir £ = L(i}, 75, u*, p1, p2). Fiir
OL/0u erhalten wir

oL Sk kK 4
%(hﬂmu , D1, P2) U :/0 (Avu(t) + pi(t)) u(t)dt.

Weil wir aber nur eine Ungleichung haben, folgt
T
/ (A u(t) +p1(t) (u(t) —u*(t)dt >0 Vu € Uy
0

Die Auswertung dieser Ungleichung fithrt direkt auf die Projektionsformel

(2.3.4) u*(t) = P[ua,ub]{_$p1 (1)}

Fiir 0 £/014; bekommen wir durch partielle Integration
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oL

_'7‘7 ’ ) h
iy (Zl 12, U, P1 pz)

= M(i1(T) —ig) h(T) + )\Q/O (11(t) — i) h(t) dt

_/0 (Ll%(t)Jchh(t))pl(t)dt—/o C%(i)pg(t)dt
= {M(ia(T) — i) — Lip1(T) — Cpao(T)} R(T)

+/O {)‘Q (i1 () — o) —chl(t>+L1%(t)+c%(t>} h(t) dt
= 0 Vhmit h(0) = 0.

Weil A(T') und h(-) frei wahlbar sind, miissen sich beide Terme in den Klammern
aufheben. Deswegen muss die Gleichung

dp; dpo
I, = P2 R
(2.3.5) 1 dt (t) c dt (t) cpl(t>

Lipi(T) + C po(T)

i
> >
5N O
—~
. ~
—_ [
~—~~
H =
~
| |
s S
~— /;:
~—
~—

erfiillt sein. Durch eine analoge Diskussion folgern wir aus 0 £/01iy = 0 die Glei-
chungen

dpl dpg -
(2.3.6) —C— () = Lo —=(t) + Rupa(t) = 0

Cpi(T) + Lapo(T) = 0.

Die Gleichungen (2.3.5) und (2.3.6) definieren unser adjungiertes System. Wenn wir
nun die Gleichungen (2.3.1), (2.3.4), (2.3.5) und (2.3.6) zusammenfassen, erhalten
wir das folgende Optimalitétssystem, welches vom optimalen Tripel (i, 5, u*) und
den dazugehorigen Lagrangeschen Multiplikatoren pq, py erfiillt sein muss:
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L %(t) e %@ FRr(t) = P {-Ag'pi(0)
0?@)%2%@”3“2@) 0
_ff SORYe dd—pjm + Repi(t) = A (ia(t) —io(t))
(2.3.7) —C () = CLy 2 () + Rupa(t) = Aris(t)
i1(0) —ig
ir(0) = 0
Lipi(T) + Cpo(T) Ar(i1(T) — i)
Cpi(T) + Lapo(T) = 0.

Wenn keine Box-Beschrankungen an unsere Steuerung u gegeben sind, kénnen
wir den nichtlinearen und nichtglatten Term Py, ,,,;j{—A;'p1(t)} durch den glatten
linearen Ausdruck —\;'p;(t) ersetzen. In den numerischen Beispielen 16sen wir
das nichtglatte Optimalitatssystem (2.3.7) wieder mit dem Programm COMSOL
Multiphysics.

2.3.2 Numerische Beispiele

Wir beginnen mit dem Festlegen der Parameter und Konstanten. Wir setzen den
Endzeitpunkt 7" = 1 und die Konstanten ig := 1, L := 3,5,Ls := 2, R, :=
145, R, := 3500 und v = 0,9. Weiterhin sind die Kontrollbeschrankungen u, :=
—300 und up, := 300 gegeben. Als Erstes diskutieren wir die Parameter Ag und Ay
aus dem Zielfunktional. Daher definieren wir wieder

Jo = /0 (i1(t) — o) dt

und zeichnen Jg fiir einige unterschiedliche Parameter auf. Wie im Abschnitt 2.1.4
suchen wir Parameter, so dass [(i(t) — ig)| so schnell wie moglich klein wird. Die
Parameter Ay und A; haben kaum einen Einfluss auf Jg und wir fixieren sie bei
Ar = 10000 und A; = 100. Wir varieren immer nur einen Parameter von A\g und
Ay und setzen den zweiten auf 1. Auf der linken Seite von Abbildung 2.8 sehen
wir die Werte J abhéngig von Ag und auf der rechten Seite in Abhéngigkeit von
Ay. Wir stellen fest, dass die kritischen Punkte so dhnlich wie im Modell 1 sind
(siehe Abbildung 2.4).

Schauen wir uns nun den Strom ¢ und die Steuerung u mit den Parametern
Ao = 10° Ay = 107% Ap = 10000 und A; = 100 an, die wir oben erhalten

(2.3.8)
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Jo JQ

1.0+ 1Lor

1 n‘)u 1(‘!‘ 100 108 )\Q u;” IO“ 0‘01 ; )\U
(a) Auswertung von Jg fiir ver- (b) Auswertung von Jg fiir ver-
schiedene Parameter \g schiedene Parameter Ay

Abbildung 2.8: Auswertung von Jg fiir verschiedene Parameter

haben. Auf der linken Seite der Abbildung 2.9 sehen wir, wie der Zustand i; den
Zielzustand 7g = 1 erreicht. Nahe am Zeitpunkt ¢ = 0 ist die Kontrolle v auf der
oberen Grenze uy, bevor sie auf eine Haltespannung fillt (siehe die rechte Seite in

Abbildung 2.9).

i [A] u 1Vl
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250 -
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e 3]
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L L L L
-10F 00 02 04 0.6 08

(a) Zustand iy (b) Steuerung u

Abbildung 2.9: Lésung vom Modell 2

Zusatzlich konzentrieren wir uns jetzt auf den Strom i,. Weil der Strom 5 an
den Strom i; gekoppelt ist, vernachlédssigen wir den Teil, in dem i; fast konstant
ist. Daher haben wir in Abbildung 2.10 nur einen Teil vom Zeitintervall abgebildet.

2.3.3 Zeitoptimales Problem

Im vorherigen Abschnitt haben wir ein Optimalsteuerungsproblem mit einem fes-
ten Zeitintervall [0, T'] betrachtet. Dieses Problem ist durch Integralterme in einem
Zielfunktional formuliert, um den Zielzustand zu erhalten. Wie wir schon vorher in
Abschnitt 2.1.1 gesagt haben, verwenden wir diese Alternative, da die Problematik
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Abbildung 2.10: Zustand i, in Modell 2

nur ein erster Schritt zur zeitoptimalen Steuerung beim Schalten von Magnetfel-
dern ist. Fiir die dreidimensionalen Maxwell-Gleichungen ist es schwieriger, ein
zeitoptimales Problem richtig zu definieren. Allerdings ist das fiir Probleme mit
gewoOhnlichen Differentialgleichungen sinnvoll. Solche Aspekte wollen wir in die-
sem Abschnitt betrachten. Wir benutzen wieder die Zustandsgleichungen (2.3.1)
als Modell fiir unseren elektrischen Schaltkreis. Jetzt sollen beide Zustéande (i1, iz)
wirklich die erwiinschten Werte (ig, 0) in kiirzester Zeit erreichen. Nachdem (i, 0)
erreicht ist, sollen beide Zustédnde konstant bleiben. Weiterhin ist der Anfangswert
durch (—ig,0) gegeben.
Um dieses Ziel zu erreichen, betrachten wir das Problem

(2.3.9) min T
mit u € U,g und den Zustandsgleichungen
diy dis .
L, — =2 —
0+ C 20+ Ren(t) = ()
diy diy .
(2.3.10) C (&) + Ly —~(t) + Ruia(t) = 0
i1(0) = —ig
und den Endbedingungen
iw(T) = 1
(2.3.11) 7) ’
in(T) = 0.

Es wird sich zeigen, dass die Losung fiir dieses Problem auch eine Losung vom
Problem ist, welche den Zustand in kiirzester Zeit vom Anfangszustand auf den
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einen Haltezustand i; = i( steuert. Nachfolgend verwenden wir den Spaltenvektor
i = (i1,19) .

Als Erstes diskutieren wir, ob der Zielvektor (ig,0)" in endlicher Zeit erreicht
werden kann. Um die dazugehorigen Standardresulate aus der Steuerungstheorie
fiir linear unabhéngige Systeme benutzen zu kénnen, transformieren wir (2.3.10)
um auf die Standardform

(2.3.12) i'(t) = Ai(t) + Bu(t).

Diese Gleichung erhalten wir, indem wir die Gleichung(2.3.10) mit

1L, -C
-1 2
(2.3.13) Bl = [ “ L, ]

multiplizieren, wobei E in der Gleichung (2.3.3) definiert wurde und D = (1 —
v?)L1 Ly die dazugehorige Determinante ist. Wir erhalten

A — _E_l |: Rc 0 :| 1 |: —LQRC YV LlLQRw :|

0 R, - D VLiLyR, —LR,

1 1 L
_ -1 _ L 2
p=rlo] =5l %]
Wir betrachten zuerst den Limes lim;_, i(t) fiir eine konstante Steuerungs-

funktion u(t) = u. Fiir i(t) = 0 in (2.3.10) erhalten wir 4; = R_'u und iy = 0 als
Grenzwerte, vorausgesetzt diese existieren.

Satz 2.2. Fir 0 < v < 1 sind die Eigenwerte der Matriz A reell, negativ und
voneinander verschieden. Fir u(t) = u, gilt

lim i(t) — [Rclu }

t—o00 0
Beweis: Die charakteristische Gleichung fiir die Eigenwerte A /5 ist
det(A—XI) =N+ A (LiRw + LoR.) + (1 =y L1 LyRc Ry = 0

und somit

1
Ajg = 5 (—(LlRW + LoR.) + \/L%R%u +(2—-4(1 = ?)L1L2R. Ry, + L%Rﬁ) :

Wegen 0 < v < 1 folgt mit einer kleinen Abschétzung

0 < (LiRy— LyR.)* < L*R2 + (2 — 4(1 — v*) L1 LyR.R,, + L3R?
< (L Ry — LoR.)*.
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Daher ist die Quadratwurzel reell und ungleich null, sowie die Eigenwerte negativ
und A\; # Ao. Um die zweite Behauptung zu zeigen, verwenden wir die Formel der
Variation der Konstanten

0 = ] fn] ] w
= N { _Oio } + AV - "B { 0 }

in der u eine Konstante ist. Weil die Eigenwerte von A negativ sind, strebt die
Matrix-Exponentialfunktion fiir £ — co gegen null und somit

lim i(t) = A™'B { g 1 .

t—o00

Dariiber hinaus erhalten wir analog i'(t) — 0. Daher folgt die Behauptung tiber
den Limes direkt durch Einsetzen des Limes in die Gleichung (2.3.10). O
Als Néchstes zeigen wir, dass die bekannte Kalman-Bedingung

(2.3.14) rank|B, A B] =2

erfiillt ist. Es gilt, dass die beiden Vektoren B und A B genau dann linear unab-
héangig sind, wenn E B und E A B dieselbe Eigenschaft haben, weil E invertierbar
ist. Wir haben

pan- 55t [ %0 | [1] 4] BB )

0 R, 0 D | —C L,
o [1] 1
und EB=FEF {0]—{0}.

Die beiden Vektoren sind offenbar linear unabhéngig. Die Kalman-Bedingung ist
die Hauptvoraussetzung fiir den Beweis des néchsten Resultates.

Satz 2.3. Wir nehmen u, > R.ig an. Dann existiert eine optimale Steuerung
u € Uy, welche den Anfangswert (—ig,0)" in endlicher Zeit auf den Endzustand
(i0,0) " steuert.

Beweis: In einem ersten Intervall [0, ¢;] fixieren wir die Kontrolle auf eine Hal-
tespannung, sprich
U(t) = Rc?:(], t e [O,tl]

Wir wissen durch den Satz 2.2, dass i(t) — (ig,0)" fiir #; — oo. Daher existiert
ein € > 0 mit
|Z(t1) - (i07O)T| <g,
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wenn t; ausreichend grof ist. Wir erhalten i(t;) = (ig,0)" +n mit |n| < e. Beginnt
man mit i(¢;) als neuen Startwert, erreichen wir (ig,0)" nach t, > 0 folgenderma-
fsen: Wir setzen 7 > 0 und

u(ty + 1) = Reip +v(1), 7 €]0,t5].
Durch Variation der Konstanten erhalten wir

(23.15)  i(ti4+7)= e (2) + [ AT B Reig + e Bu(s) ds
(2:3.16) =)l ds (7).

weil die ersten beiden Gleichungen auf der rechten Seite in (2.3.15) den stationéren
Strom (ig,0)" mit dazugehériger Haltespannung R.io entsprechen. Fiir den Zeit-
punkt 7 = t, wollen wir i(¢; + 7) = (ip,0)" erreichen und somit miissen wir nach
der Gleichung (2.3.16) ein v finden, so dass

77 .
—< 1) :/ eA(tQ_S)Bv(s) ds
712 0

gilt, welches dquivalent zu

to
(2.3.17) —e A (771) = / e **Bu(s)ds
T2 0

ist. Dank der Kalman-Bedingung bildet der Operator auf der rechten Seite jede
offene Kugel aus L*>°(0,t;) vom Radius 6 > 0 um 0 auf eine offene Kugel aus
R? mit Radius € > 0 ab, siche Macki und Strauss [32] den Beweis von Satz 3 in
Kapitel II Teil (3). Bei unseren Voraussetzungen wu, > R.ig gilt, dass R.ig + v(t)
eine zuléssige Steuerung ist, wenn |v(¢)| < § und 6 > 0 ausreichend klein ist. Wir
fixieren ¢t5 > 0 und wéhlen § > 0 so klein, dass R.ig + v(t) zuléssig ist. Auferdem
sei t; so groR, dass n = i(t;) — (ig,0)" zur Kugel aus R? um 0 gehort, die wir oben
definiert haben.
Die Steuerung

u(t) _ Rci() in [O, tl]
Rcio + U(t — tl) in (tl, tl + tg]

erfiillt die gewilinschten Eigenschaften. .
Nun haben wir alle Voraussetzungen fiir eine Diskussion der Zeitoptimalitéit
zusamimen.

Satz 2.4. Seiy € (0,1) und up, > Rcio, dann hat das zeitoptimale Steuerungspro-
blem (2.3.9) — (2.3.11) eine eindeutig bestimmte optimale Steuerung. Diese Steue-
rung ist eine Bang-Bang-Steuerung und hat maximal einen Umschaltpunkt.
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Beweis. Aus dem letzten Satz folgt, dass der Endzustand (ig,0)" in endlicher

Zeit durch eine zuldssige Steuerung erreicht werden kann. Daher sichert uns Theo-
rem 1 aus [32], Kapitel IT die Existenz von mindestens einer optimalen Steuerung.
Dieses Theorem bezieht sich auf das Problem das Ziel (0,0)" zu erreichen, aber
der Beweis funktioniert auch fiir unseren Fall mit minimalen Anderungen.

Wir wissen, dass die Kalman-Bedingung bei unserem Problem erfiillt ist, wel-
che hier dquivalent zur Normalitdt des Systems ist, weil B aus einem einzelnem
Spaltenvektor besteht, siehe [32], Kapitel III, Theorem 7. Daher kénnen wir aus
dem Theorem 4 von [32], Kapitel III folgern, dass die optimale Spannung eindeu-
tig ist und die Bang-Bang Figenschaften mit endlichen vielen Umschaltpunkten
besitzt.

Nun kénnen wir das Maximumprinzip fiir lineare zeitoptimale Steuerungspro-
bleme verwenden, [32], Theorem 3, Kapitel III. Es sagt aus, dass es einen konstan-
ten Vektor h € R? ungleich 0 gibt, so dass die optimale Steuerung u die Form

T —
(2.3.18) u(t) = { up falls h'exp(—At)B >0

u, if hlexp(—At)B <0

fir fast alle t € [0,T] hat, wobei T' die optimale Zeit ist. Weil alle Eigenvektoren
von A reell und unterschiedlich sind und h # 0, ist die Funktion h'exp(—At)B
eine Summe von Exponentialfunktion und hat maximal eine Nullstelle. Daraus
folgt direkt die Behauptung iiber die Anzahl der Umschaltpunkte. U

Durch das Maximumprinzip (2.3.18) erhalten wir, dass die optimale Steuerung
maximal einen Umschaltpunkt ¢; hat. Dank des physikalischen Hintergrundes kon-
nen wir diesen folgendermafien finden:

In einem ersten Intervall [0, ¢;] setzen wir die Steuerung v auf die obere Schranke
up bis i1(t1) > dp. Im Intervall (¢;,7] setzen wir die Steuerung auf die untere
Schranke u, bis der Zustand i; den Wert iy zum Zeitpunkt 7" erreicht, also

’Ll(T> = 7:0.

Natiirlich hangt der Zeitpunkt 7' von ¢; ab, also kénnen wir 7" als eine Funktion
T(t;) = 7(t1) definieren. Wir legen nun ¢; durch die Bedingung is(7) = 0, in
diesem Fall

(2.3.19) ia(7(t1)) =0,

fest.

Zeitoptimale Steuerung auf ein Halteniveau. Im Problem (2.3.9) — (2.3.11)
ist das Ziel, den Endzustand (ig, 0) zu erreichen. Nachdem wir diesen Zustand zum
Zeitpunkt T' erreicht haben, konnen wir die Steuerung auf ein Halteniveau

Ug = Rc’io
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setzen. Dann ist fiir alle t > T der Zustand ¢ auch konstant und es gilt i(t) =
(i9,0) V&t > T In diesem Sinne erfiillt die Lésung unseres zeitoptimalen Problems
auch das Problem, dass der Zustand i; = 7¢ in kiirzester Zeit erreicht und danach
gehalten wird.

Das Ziel, den Haltezustand in kiirzester Zeit zu erhalten, kann auch mit Hilfe
eines zusétzlichen Zielfunktionales J aus (2.3.2) dargestellt werden. Der erste Term
zwingt i1 den Zustand 7y zu erreichen, wihrend der zweite Term klein wird, wenn
dieses sehr schnell passiert. Allerdings wird die Optimierung mit dem Zielfunktio-
nal J nur zu einer Approximation der zeitoptimalen Steuerung fiihren.

Nun werden wir die beiden oben erklarten Methoden vergleichen. Durch die
sinnvolle Wahl der Parameter folgt, dass beide Methoden das Halteniveau in kur-
zer Zeit erreichen. Diese Parameter wahlen wir wie folgt: Die Steuerungsbeschréan-
kungen seien wieder u, := —300 und u, := 300. Wir haben gesehen, dass die Zeit
in der Nahe bei ¢t = 0 entscheidend ist und wahlen 7" = 0, 035. Weiterhin setzen wir
io:=1, L := 3,5 Ly =2, R. =145, R, := 3500, v = 0,9, Apr = 10000, A\g =
105, Ay = 107%, und A\; = 10000. Die zum Zielfunktional J zugehérige Losung
ist in allen Abbildungen mit durchgezogener Linie bezeichnet. Die Losung, die wir
durch die Optimierung der beiden Punkte t1, 5 erhalten haben, ist durch die gestri-
chelte Graphen dargestellt. Als erstes betrachten wir den Zustand ¢;. Abbildung
2.11 zeigt uns, dass die Zustande die wir durch beide Methoden erhalten haben,
ziemlich gleich sind. In dem Intervall, bei dem der Wert iy erreicht wird, treten
einige Unterschiede auf. Um diese Unterschiede genauer zu analysieren, betrachten
wir die rechte Seite der Abbildung 2.11, wo dieser Teil vergrofert ist. Wéahrend der
Zustand mit der durchgezogenen Linie den Wert i( direkt erreicht, iibersteigt der
Zustand mit der gestrichelten Wert 7o und féllt danach langsam wieder auf 7y ab.

i [A] i [A]
1.10 -
1.0+ -
1.05 -
0.5+
L
1.00 L —
0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 t [S]
095 -
0.5+ . .
1.0 O ozd 002 0026 0027 0028 0.0 os0 T [S]
(a) Zustand i; auf dem gesamten Zeit- (b) Zustand ¢; im Zeitintervall nahe bei
intervall t =0.025

Abbildung 2.11: Losungen fiir den Zustand ¢; vom Modell 2

Im Gegensatz zu den optimalen Zusténden, haben wir hier grofse Unterschiede
zwischen beiden optimalen Steuerungen. Diese haben wir in der Abbildung 2.12
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dargestellt. Die durch die gestrichelte Linie dargestellte Steuerung bleibt bis zum
ersten Umschaltpunkt ¢; auf der oberen Schranke. Danach springt die Steuerung
bis zum zweiten Umschaltpunkt auf die untere Grenze. Nach dem zweiten Um-
schaltpunkt ¢, bleibt die Steuerung auf einer Haltespannung. Im Gegensatz dazu
geht die Steuerung, welche mit der durchgezogenen Linie gezeichnet ist, direkt von
der oberen Schranke auf die Haltespannung. Wir beobachten, dass beide Metho-
den unterschiedliche optimale Steuerungen berechnen, obwohl die optimalen Werte
und Zusténde fast gleich sind.

u [V] u [V]

300

i 300 -
| I
1
200 F 00
A I
| r=— ===

100 -

t [S] 0

100 -

I I I I I I I
0.005 0.010 0.015 0.020 0.02 0.030 0.035

100 -

200 200 [

1
[
[N
. o . . . ¢t [5]
0.025 0.026 0.027 0.028 0.029 0.030
[N
[}
[N
[N
1
[
[N
[N
|9}

300 - . 300 -

(a) Steuerung w im gesamten Zeitinter- (b) Steuerung u beschriankt auf das Zei-
vall [0,0.035) tintervall ¢ € [0.025,0.03)

Abbildung 2.12: Vergleich der Steuerungen u

Um die numerische Diskussion zu vervollstdndigen, zeichnen wir die Zustande
io flir die beiden Losungen in Abbildung 2.13 ab.

v]Al

T S S L ! t [S]
0.005 0.010 0.015 0.020 0.02% 0.030 0.035
-0.02

-0.04 |

-0.06

-0.08

Abbildung 2.13: Vergleich der Zustéande i
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2.4 Vom elektrischen Strom abhangige Induktion

2.4.1 Das nichtlineare Optimalsteuerungsproblem

Zum Abschluss dieses Kapitels betrachten wir den Fall, dass die Induktion L vom
elektrischen Strom abhéngt. Dadurch erhalten wir eine nichtlineare Zustandsglei-
chung. Wir betrachten wieder den Schaltkreis aus Abbildung 2.1 und definieren
die Induktion L durch

L(i) == a+ 3bi>.
Daher erhalten wir aus der Gleichung (2.1.1) die nichtlineare Gleichung

di

(2.4.1) (a+3b3(t)) g

(t) + Rei(t) = u(t).

Weil a und b positiv sind, transformieren wir die Gleichung zu

di R, 1
9.4.2 @ .
(2.42) i a1302 arzbie

Das Optimalsteuerungsproblem unter diesen Bedingungen ist es jetzt, das Zielfunk-
tional (2.1.2) zu minimieren unter Einhaltung der Zustandsgleichungen (2.4.1) und
den Steuerungsbeschrénkungen (2.1.3).

2.4.2 Notwendige Optimalitatsbedingungen

Erneut erhélt man die Optimaltédtsbedingungen auf zwei verschiedene Arten. Die
erste Moglichkeit ist es wieder, das Pontrjaginsche Maximumprinzip mit den Zu-
standsgleichungen in der Form (2.4.2) zu verwenden. Die zweite, welche wir be-
vorzugen, ist die Lagrange-Technik. Hier konnen wir direkt die Gleichung (2.4.1)
verwenden, um die Lagrangefunktion zu definieren und es gilt

L(i,u,p) :/\—QT(Z'(T)—Z'O)Q—F)\?Q/O (i(t) — d9)? dt+/\7U i u(t)? dt

T di
—/ (Rcz'(t) + (a+3bi*(t)) d—i(t) — u(t)) p(t) dt.
0
Wir erhalten die notwendigen Voraussetzungen aus den Ableitungen dL£/0u und

0L/0i. Es gilt

—aﬁ(gu“’p)h: /0 (Av u(t) + p(t)) h(t) dt,
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unter der Annahme h(0) = 0.

OL(i,u,p)

D)y A (G(T) ~ i) /0 Ni(t) — o) h(t) dt — /O Rop(t) h(t) dt

—/0 6bz’(t)—(t)h(t)p(t)dt—/0 (a+3bz’2(t))%p(t)dt

— (Ar(i(T) —ip) — (a+3bi) p(T)) h(T)
+/0 —Aq(i(t) —io) h(t) — Reph(t)

+ (a+3bi*(t)) %(t) h(t) dt.

Da die Gleichung null sein muss fiir alle Richtungen h mit Anfangswert h(0) = 0,
erhalten wir die adjungierten Gleichungen

— (a+3b4%(t)) %(t)'f—ch = A (i(t) — o)
(a+303(T)) p(T) = Ap(i(T) — io).

Letztendlich folgt fiir die adjungierten Zustédnde das System

Reilt) + (a+307(0)) S0 = Py (-X5'(0))
(243 Rep(t) + (a+302%() D(t) = —2q ilt) — o)

Z(O) = —1p
(a+3b(T)) p(T) = Ar(i(T) — o).

Die numerische Auswertung fiir dieses System fiihren wir im néchsten Abschnitt
aus.
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2.4.3 Numerische Beispiele

Wir verwenden die Schranken und Konstanten aus den vorherigen Modellen, sprich
U, = —300 und u;, := 300. Wie zuvor ermitteln wir sinnvolle Parameter A\g, Ay
und Ar. Wir definieren erneut

Jo = /0 (i(t) — io)2dt.

Wir haben gesehen, dass der Parameter Ar einen vernachléssighbaren Einfluss hat
und setzen Ay = 1000. Wir setzen Ay = 1 fest, variieren A\g und wechseln als
néchstes die Rollen der Parameter. So finden wir die sinnvollen Parameter

Ag = 10 und Ay = 107°.

Auf den ersten Blick gibt es keine entscheidenden Unterschiede zu den anderen
Modellen. Aber wenn wir uns auf die Zeit nahe bei ¢ = 0 konzentrieren, kénnen
wir ein nichtlineares Ansteigen des elektrischen Stromes beobachten. Dieses ist in
Abbildung 2.14 fiir verschiedene Ay zu sehen. Das Aussehen der Steuerung w ist
den Steuerungen aus den linearen Beispielen sehr dhnlich. Zuerst ist die Steuerung
auf der oberen Schranke und féllt dann auf die Haltespannung ab, siehe Abbildung
2.17.

l [A]

1.0

0.5

0.0 —

-0.5

-1.0

Abbildung 2.14: Elektrischer Strom ¢ fiir verschiedene A\

Nun betrachten wir die Induktion L. Weil diese nur von ¢ abhéngt, benotigen
wir nur die Zeit am Anfangszeitpunkt. In der Abbildung 2.15 sehen wir, wie die
Induktion L auf den Wert 1 abféllt und danach wieder auf das Halteniveau ansteigt.
Dieses erhélt man auch analytisch aus der Bedingung fiir den Anfangswert fiir ¢
mit —ig = —1. Zum Zeitpunkt ¢; wenn i(t;) = 0 ist, muss fiir die Induktion
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O(‘TZ ‘ 064 ‘ 066 ‘ ‘0.(‘)8‘ ‘ ‘O.iOt[S]

Abbildung 2.15: Induktion L fiir verschiedene Ay

L(i(t;)) = L(0) = a+ b - 0* = 1 gelten und dort ihr Minimum annehmen. Nach
diesem Punkt steigt die Induktion wieder auf das Halteniveau.

Wir vergleichen noch das Beispiel mit konstanter Induktion aus dem Modell 1
(siche 2.1.4) mit dem letzten Modell mit zeitabhédngiger Induktion. Wir verwenden
die Parameter wie zu vor. In der Abbildung 2.16 kénnen wir die Unterschiede fiir
den Zustand 7 sehen. Fiir das Beispiel mit zeitabhdngiger Induktion steigt der
Zustand zuerst langsamer an. Aber nach einer kurzen Zeit, wéchst er schneller als
fiir den Fall mit konstanter Induktion und erreicht auch schneller den Wert .

i [A]

1.0

0.5

. . . . t[s]
0.04 0.06 0.08 0.10

—— Konstante Induktion
---- Lineare Induktion

ts]

/ L L L \
!/ .010 0.015 0.020 0.025 0.030

—— Konstante Induktion
-- Lineare Induktion

Abbildung 2.16: Vergleich des elektrisches Stroms bei verschiedenen Induktionen
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In Abbildung 2.17 sind die Kurven der Steuerungen u dargestellt. Wir kénnen
sehen, dass im Fall mit konstanter Induktion die Steuerung lénger an der obe-
ren Beschréankung bleibt. Trotzdem haben beide Kurven die selbe Charakteristik.
Die Rechenzeit fiir die Losung des nichtlinearen Optimalsteuerungsproblem liegt

u [V]
300 T
[ |
F \
250 | \
r 1
[ \
200 - |
[ |
: 1
150 | Lo
100 7 Konstante Induktion
———- Lineare Induktion
50F
ol v e [S]
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

Abbildung 2.17: Vergleich der Spannungen fiir verschiedene Induktionen

bei ungefihr 850 Sekunden (Single Core 3 GHz,4 GB RAM). Im Gegensatz dazu
benotigt man etwa 180 Sekunden fiir das lineare Problem aus Abschnitt 2.1.4.
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Kapitel 3

Grundlagen der
Maxwell-Gleichungen

3.1 Elektromagnetische Felder und ihre Grofien

In diesem Kapitel fiihren wir einige Grundlagen fiir dreidimensionale elektroma-
gnetische Felder ein. Diese Felder sind von der Zeit abhéngig. Des Weiteren hangen
diese Felder von drei Ortsvariablen ab. Nachdem wir uns mit Optimalsteuerungs-
problemen bei gewohnlichen Differentialgleichungen befasst haben, betrachten wir
nun Probleme im dreidimensionalen Raum. Um die elektromagnetischen Felder
zu beschreiben, bendtigen wir partielle Differentialgleichungen. Wir fiihren das
physikalische Modell und einige dazugehorige mathematischen Gleichungen bezie-
hungsweise Modelle ein. Hierbei halten wir uns im wesentlichen an [30], [34]. Das
klassische elektromagnetische Feld wird durch die vier Vektorfunktionen E, D, H
und B charakterisiert:

Grofien
Elektrische Feldstérke E [V/m)]
Elektrische Flussdichte D [C/m?]
Stromdichte i [A/m?]
Magnetische Feldstarke H [A/m]
Magnetische Flussdichte B [T
Elektrische Ladungsdichte p  [C)/m?]
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Die Maxwell-Gleichungen sind in differentieller Form gegeben durch

0B
o +VXxE=0 Induktionsgesetz von Faraday
V-D=p Gaufssches Gesetz
V-B=0 Gaufssches Gesetz fiir Magnetfelder

oD
3 +VxH=]j Ampéresche Gesetz

sowlie das Ohmsches Gesetz durch
j=j.+oE

Hier bezeichnet H die magnetische Feldstdarke, B die magnetische Flussdichte, E
die elektrische Feldstéirke, D die elektrische Flussdichte, j die elektrische Strom-
dichte und j, eine angelegte elektrische Stromdichte. Alle Gréfsen sind vom Ort
und von der Zeit abhéngig.

Die erste Gleichung ist das Induktionsgesetz von Faraday, welches den Einfluss
eines sich in der Zeit verdndernden magnetischen Feldes auf das elektrische Feld
beschreibt, sprich

0B

1.1 — E=0.
(3.1.1) 8t+V>< 0

Weiterhin ist das B-Feld divergenzfrei ist, das heifit es existieren keine magneti-
schen Ladungen. Es ist quellenfrei, also gilt

(3.1.2) V-B=0.

Das erweiterte Ampéresche Gesetz gibt den Zusammenhang zwischen den elektri-
schen Stromen und der magnetischen Feldstiarke an

oD
3.1.3 —— +VxH=j
(3.1.3) 5 TV xH=]
Das Gaufsche Gesetz beschreibt den Effekt einer Ladung p auf die elektrische
Flussdichte D durch die Gleichung
(3.1.4) V-D =p.

Eine weitere Gleichung folgt aus der elektrischen Leitfdhigkeit von Materialien.
Wenn das Material elektrisch leitféhig ist, erzeugt ein sich &nderndes magnetisches
Feld einen elektrischen Strom. Dieses konnen wir als als ¢E mit einbringen. Wir
nehmen an, dass das Ohmsche Gesetz wie folgt gilt:

(3.1.5) i=j.tj.=cE+j..
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Die elektrische Leitfahigkeit o ist eine nichtnegative Funktion und j. beschreibt
eine angelegte elektrische Stromdichte. Mit j, definieren wir den induzierte Strom.
Gebiete mit o > 0 werden als elektrische Leiter bezeichnet.

Nun gehen wir auf die Materialgleichungen ein. Sowohl die Felder H und B
sowie D und E sind gekoppelt. Wir unterscheiden drei Fille.

Der erste Fall ist das Verhalten im Vakuum. Es gilt

D= EoE
B = IUQH

Dabei ist p9 die magnetische Permeabilitét [As/V'm] und ¢, die elektrische Per-
mittivitdt [V's/Am]. Hierbei sind sowohl y als auch ¢, skalare Konstanten mit den
Werten

(3.1.6) po =4m x 107"Hm ™" und ¢y ~ 8.854 x 107 Fm ™"

im SI Standard oder MKS - System.

Der zweite Fall tritt bei inhomogenen isotropischen Materialien auf. Hier miis-
sen wir unterschiedliche Materialeigenschaften beriicksichtigen. Wir nehmen an,
dass die Materialeigenschaften nicht von der Richtung des Feldes abhdngen und
linear sind. Dann gilt

(3.1.7) D =¢E und B = uH,

wobei 1 und € positive, beschrinkte, skalare Funktionen sind, welche nur von der
Ortsposition abhéngen. Die Funktionen € und p selbst kénnen wir definieren als

= oty und € := €otr,

wobei p, die relative Permeabilitdt und €, ist die relative Permittivitét ist. Diese
relativen Grofen hdngen vom betrachteten Material ab. Des Weiteren definieren
wir auch direkt die Reluktivitit als v := =1

Der dritte Fall ist fiir inhomogene, anisotropische Materialien. In diesem Fall
sind p und € positiv definite 3 x 3 - Matrizen, die von der Ortsposition abhéngen.
An dieser Stelle weisen wir darauf hin, dass dies Spezialfélle sind. In der Realitét
héngen p und € von den Feldern ab und es treten zusétzlich Hystereseeffekte bei
elektromagnetischen Feldern auf, siehe Kaltenbacher [42]. Normalerweise sind die
Abhéngigkeiten also nichtlinear. Wir nehmen fiir die gesamte Arbeit an, dass die
elektrische Permittivitat fiir jedes Material konstant ist und die magnetische Per-
meabilitdt nur vom Ort abhéngt. In einigen Beweisen weisen wir explizit darauf
hin, dass auch p(|B|) verwendet werden kann, siehe auch [7].
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3.2 Ubergangs- und Randbedingungen

Von enormer Bedeutung sind die Ubergangsbedingungen zwischen Gebieten mit
unterschiedlichen Materialeigenschaften und Randbedingungen im mathematischen
Sinne, fiir die wir jetzt einen kurzen Uberblick geben. Fiir weitere Details sei [34],
[49], [14] empfohlen. Sei

Q:Q:[UQQ mit leQQZQ,

wobei €2, ©; und 25 zusammenhéngende und offene Gebiete sind. Weiterhin sei .S
der Rand zwischen den Gebieten €27 und €25, also

S = Ql ﬂQQ

Fiir das eine Gebiet €); seien p,1, €1 gegeben und im zweiten Gebiet €2y die
Funktionen p, 2, €.2. Die dazugehorigen Felder sind jeweils E;, H; und Eq, H,.
Weiterhin sei n der nach aufsen gerichtete Normalenvektor von €2;. Aus dem phy-
sikalischen Hintergrund fiir das elektrische Feld erhalten wir

nX(El—EQ):()aufS.

Wir erlautern diese Randbedingung kurz fiir den Fall, dass ein Gebiet ein perfekter
Leiter (0 = 00) ist. Fiir 0 — oo folgt E — 0. Es sei das zweite Gebiet ein perfekter
Leiter mit E5; = 0. Dann gilt

nxE; =0aufS.
Fiir das magnetische Feld gelten folgende Bedingungen: Damit die Divergenzbe-
dingung fiir das magnetische Feld erfiillt ist, miissen die Normalenkomponenten
stetig durch den Rand S gehen. Daraus erhalten wir
n- (ur,lHl — lungHg) =0 auf S.
Als nédchstes betrachten wir die Tangentialspur n x H auf dem Rand. Es gilt
n X (Hl — HQ) :js auf S,
wobei j, die Oberflaichen-Stromdichte angibt. In den meisten Féllen sind aber
stetige Tangentialkomponenten mit js = 0 gegeben, siche dazu auch [5]. So nehmen
wir im Allgemeinen an, dass

nX(Hl—Hz):OanS
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gilt. Es sei n der nach aufsen gerichtete Normalenvektor auf einem Aufenrand I’
von einem Gebiet. Dann definieren wir folgende Randbedingungen:

(3.2.1) B-n=0aufl
und fir das elektrische Feld
(3.2.2) Exn=0aufl.

Weiterhin ist das elektromagnetische Feld zeitabhéngig. Daher werden fiir die
Zeit Anfangsbedingungen benotigt. An dieser Stelle gehen wir zunéchst nur auf
die Divergenzfreiheit von B in Abhéngigkeit von der Anfangsbedingung ein. An-
genommen es gilt V - B(x,0) = 0. Dann folgt auch fiir beliebiges ¢

(3.2.3) V- B(x,t) = 0.

Diesen Sachverhalt erhalten wir durch das Anwenden des Divergenzoperators auf
das Faradaysche Gesetz, sprich
0B
—(x,t) =0
Vet =0,
welches zusammen mit V-B(x, 0) = 0 die Gleichung (3.2.3) impliziert. Analog folgt
fiir das elektrische Feld aus dem Ampéreschen Gesetz mit Hilfe der Divergenz

oD
welches dquivalent zu
oD
3.2.5 A VA
(3.2.5) Voo ==V
ist. Wenden wir weiterhin auf die Gleichung (3.1.4) die Zeitableitung an, gilt
0 0
3.2.6 —V-D=—
( ) 8tv ot
und es folgt
(3.2.7) V-j+ 9, 0
- I~
sowie
(3.2.8) 2(V D—-p)=0
2. T p)=0.

Das heifit, wenn (3.1.4) fiir ein beliebiges t gilt, dann gilt es auch fiir jedes ¢.
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3.3 Einfiihrung von Potenzialen

Fiir die mathematische Analysis werden haufig fiir die Felder E und B Potenziale
eingefiihrt. Diese bringen den Vorteil, dass man die geforderte Divergenzfreiheit
von B nicht explizit als Gleichung mit betrachten muss. Wir beginnen mit dem
Vektorpotenzial A fiir das Magnetfeld. Dieses konnen wir fiir das Magnetfeld ein-
fithren. Fiir die magnetische Flussdichte gilt die Quellenfreiheit V-B = 0. Aus der
Helmholtz-Zerlegung (1.14) folgt, dass ein Vektorpotenzial A existiert mit

B=VxA.

Fiir einen magnetischen Fluss B ist das Vektorpotenzial A nicht eindeutig be-
stimmt, weil die Rotation eines Gradientenfeldes null ist. Fiir ein glattes beliebiges
v gilt

VxA=Vx(A+Vep).

Das heifst, wir bendtigen weitere Bedingungen an A, um einem B genau ein Po-
tenzial A zuordnen zu konnen. Dieses nennt man Eichung. Vorher definieren wir
zusatzlich das skalare Potenzial, welches wir aus dem Zusammenhang mit E er-
halten. Aus dem Faradayschen Gesetz erhalten wir mit B =V x A eingesetzt

A
(3.3.1) V X (E + aﬁ_t) =0.

Hieraus folgt die Existenz eines skalaren Potenzials ¢ mit

Auch das skalare Potenzial ist nicht eindeutig bestimmt. Wenn wir A* so wéhlen,
dass

t
(3.3.3) A" =A+ / Ve dt
to

fiir ty = 0 gilt, dann folgen die Gleichungen

OA*

(3.3.4) E=-—

und Vx A =V x A*.

Das elektrische Feld E hidngt nun nur noch vom Vektorpotenzial ab und fiir die
Maxwell-Gleichungen gilt die Formulierung
O?A* 0A*

o +o T +V x (u17'V x A*) = j,.
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Wie wir schon angemerkt haben, ist das Vektorpotenzial nicht eindeutig bestimmt.
Um die Eindeutigkeit zu gewéhrleisten, verwenden wir wieder eine Eichung. Hier
gibt es fiir die Vektorpotentiale im wesentlichen zwei verwendete Methoden. Diese
sind die sogenannte Coulomb-Eichung und die Lorenz-Eichung. Die Md&glichkeit
zur Wahl einer Eichung an dieser Stelle wird als Eichfreiheit bezeichnet. Die Eich-
freiheit gibt einem die Moglichkeit, das Vektorpotenzial explizit an das Problem
anzupassen. Die Lorenz-Eichung wird haufig bei elektromagnetischen Wellen ver-
wendet. Es wird fiir eine Konstante ¢

(3.3.5) V.- A* c%g_f =0 (SI— System)

gefordert. Die Coulomb-Eichung wird fiir magnetostatische Probleme beziehungs-
weise bei konstanten Materialkoeffizienten verwendet. Man fordert zusatzlich

V-A*"=0 in (2

3.3.6
( ) A*¥  n=0 auf T

mit ' := 002 und dem Normalenvektor n auf I". Mit Hilfe der Coulumb-Eichung
erhalten wir, dass das Vektorpotenzial eindeutig bestimmt ist. Wir werden die
Coulomb-Eichung im Weiteren dieser Arbeit fiir die Optimalsteuerungsprobleme
verwenden.

Zum Abschluss der Betrachtungen iiber das Vektorpotenzial gehen wir noch
auf die Randbedingungen ein. Wir unterscheiden im Allgemeinen zwei Randbe-
dingungen.

e Natiirliche (Neumannsche) Randbedingung: Es wird angenommen, dass j mit
j=('VxA)xn
auf dem Rand bekannt ist.
e Wesentliche (Dirichletsche) Randbedingung: Es wird auf dem Rand
(3.3.7) Axn=0

0A
gesetzt. Weill E = o gilt, entspricht dieses den tangentialen Komponenten

des elektrischen Feldes. Weiterhin wird dadurch B-n = (V x A)-n =0
gefordert.

3.4 Mathematische Modelle

Wir tragen nun einige mathematische Modelle zu dieser Problematik zusammen.
Zuerst stellen wir stationdre Probleme vor. Das elektromagnetische Feld ist von
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der Zeit unabhéngig. Fiir das elektrostationdre System gilt

V xE=0in (,
(3.4.1) V-D =pin ),
D =¢€E in Q.

Im vorherigen Abschnitt haben wir Potenziale diskutiert. Sei ¢ ein skalares Poten-
zial mit E = —V . Dann erhalten wir fiir das elektrostatische Problem aus (3.4.1)
die Gleichung

—V - (eVp) = pin .

Wir weisen darauf hin, dass ¢ nur bis auf eine Konstante eindeutig bestimmt ist.
Als Randbedingung gibt es unterschiedliche Méglichkeiten, wie zum Beispiel die
natiirliche Randbedingung
dp
“on —Ps
mit pg als elektrische Ladungsdichte auf dem Rand S. Dies entspricht der Rand-
bedingung D - n = —pg.
Das magnetostatische Problem ist durch

(3.4.2) V xH=j, inQ,
(3.4.3) V.-B=0inQ,
(3.4.4) B=uHin

gegeben. Hier konnen wir aus der ersten Gleichung ableiten, dass j. divergenzfrei
sein muss. Wir eliminieren H mit Hilfe der Materialgleichung (3.4.4) und erhalten

Vx(p'B)=j.in Q.

Durch Einsetzen eines Vektorpotenzials A mit B = V x A folgt das magnetische
Vektorpotenzial-Problem

(3.4.5) Vx(p'VxA)=j. in Q.
Mit der Coulomb-Eichung muss noch zuséatzlich

4.6) V-A=0inQ
A -n =0 auf 992

gefordert werden. Als Randbedingungen erhalten wir

(3.4.8) A xn =0 auf 00.
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Dieses entspricht fiir den magnetischen Fluss
B :-n =0 auf 09.

Wenn wir
H xn=—jauf 090

annehmen, gilt fiir das Vektorpotenzial
(3.4.9) (W 'V x A) x n = —j auf 9Q.

Nach dem stationdren Fall betrachten wir das Wirbelstromproblem, welches
ein Spezialfall fiir zeitabhéngige Modelle ist. Wir interessieren uns insbesondere
fiir sich langsam &ndernde elektromagnetische Felder. Daher vernachléssigen wir
die Zeitableitung fiir die elektrische Flussdichte D. Dadurch folgt aus (3.1.3),(3.1.1)
und (3.1.2) das System

0B
— +VXxE=0

ot
V-B=0
VxH=j.
) ) . 0A
Durch das Einsetzen des Vektorpotenzials A mit B = V x A und E = ~
erhalten wir die Formulierung fiir das Wirbelstromproblem
0A
(3.4.10) oo+ Vx (™ 'V x A) =j..

An dieser Stelle haben wir auch das Ohmsche Gesetz mit

L OA
J=Js T )= J@t Je

verwendet. Als Randbedingungen erhalten wir dquivalent aus den Gleichungen
(3.4.8) und (3.4.9) zum magnetostatischen Problem entweder

(3.4.11) A x n =0 auf 09

oder
(1™'V x A) x n = —j auf 0Q.

Mit dem Wirbelstromproblem aus der Gleichung (3.4.10) und der Randbedingung
(3.4.11) werden wir in den folgenden Kapiteln weiterarbeiten.
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3.4.1 Vollstandiges Modell

Wenn wir Zeitableitung von D nicht vernachlassigen, erhalten wir aus den Maxwell-
Gleichungen unter Beriicksichtigung der Materialgleichungen

OE
o +V x u'B=0E+j..

Setzen wir das Vektorpotenzial A ein, gilt

D*A 0A 1 .
€3y +JE—|—VX(/¢ V xA)=]j..

3.4.2 Zeitharmonisches Modell

Im zeitharmonischen Modell verwenden wir fiir die Felder E, D, B und H den
zeitharmonischen Ansatz

u(x,t) = Re(t(x)e™").

Dabei seien mit i1 komplexen Funktionen bezeichnet und Re der Realteil der kom-
plexen Zahlen. Die Zeitableitung lasst sich dann durch

ausdriicken. Durch diese Transformation konnen wir das zeitharmonische Problem
wie folgt aufschreiben:

Weiterhin folgt aus (3.2.6) die Gleichung.
iwp(x) +V-j(x)=0
und wir erhalten die zeitharmonische Vektorpotentialformulierung
V x (u7'V x A) +iwocA — w?eA = j.,.

Dalfiir haben wir E = —iwA und B =V x A verwendet.
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Kapitel 4

Optimalsteuerungsprobleme

4.1 Ein Testbeispiel fiir die Optimalsteuerung ei-
nes Vektorpotenzials

MNetzen 4.9,.11

Abbildung 4.1: Testgeometrie

Nachdem wir im vorherigen Kapitel die Maxwell-Gleichungen eingefiihrt, sowie
die Formulierung fiir das zu B gehorige Vektorpotenzial A hergeleitet haben, geht
es in diesem Kapitel um die mathematische Existenz und Eindeutigkeit fiir das
Vektorpotenzial, sowie die Existenz und Eindeutigkeit der optimalen Steuerung
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fiir ein Optimalsteuerungsproblem. Wir beschrinken uns auf das Wirbelstrom-
problem und vernachléssigen die Zeitableitung zweiter Ordnung. Die verwendete
Geometrie ist im Bild 4.1 dargestellt, wobei das rote Gebiet €2y die Spule in Zylin-
derform charakterisiert, griin das Gebiet €25 fiir einen rohrférmigen Eisenkern und
das blaue Gebiet 23 die Luft. Die drei Gebiete sind mit unterschiedlichen Eigen-
schaften versehen. Als Erstes haben wir ein wiirfelférmiges Rechengebiet, welches
alle anderen Gebiete einschliefst. Dieses Gebiet entspricht in der Realitdt Luft und
ist ein Isolator mit
o=0und p = pp.

Als Zweites betrachten wir das Gebiet §2;, welches eine Spule darstellen soll. In
diesem Gebiet wird die Steuerung fiir das Optimalsteuerungsproblem wirken. Wir
wollen ein Vektorpotenzial im gesamten Gebiet €2 durch den Strom ¢, welcher in-
nerhalb der Spule gegeben ist, steuern. Im Gebiet der Spule gilt ¢ > 0 und u = pq.
In Kapitel 5 wird dann in einem zweiten Optimalsteuerungsproblem die Spannung
als Steuerung verwendet. Dafiir wird o = 0 im Gebiet der Spule gesetzt, damit das
Induktionsgesetz nicht verletzt wird. Mit dem dritten Gebiet wird ein Eisenkern
dargestellt. Folglich gilt hier ¢ > 0 und p = pop, mit p, > 0. Ziel der Optimal-
steuerung ist es, in moglichst kurzer Zeit zwischen verschiedenen Zustédnden des
Vektorpotenzials A hin und her zu schalten. Die Steuerung ist folgendermafen
gegeben: Standardméfig gilt fiir ein Vektorpotenzial A die Zustandsgleichung

cA+V x(rVxA)=finQx(0,7)
mit einer Steuerung f. Fiir das Optimalsteuerungsproblem sei f durch

f(x,t) = e(x)i(t)

gegeben, wobei 7 der gegebene Strom ist und e ein festes Vektorfeld, das die Rich-
tung des Stromes vorgibt. Durch das Vektorfeld e soll simuliert werden, dass im
Gebiet der Spule der Strom in die Richtung fliefit, die er hétte, wenn man die
Spulenwindungen selber betrachten wiirde. Das Ziel der Uberlegungen ist es, ein
Vektorpotenzial A nur durch den Strom ¢ zu steuern.

4.2 Das mathematische Modell

In diesem Abschnitt werden die mathematischen Gleichungen fiir das Vektorpo-
tenzial A genauer erldautert. Das komplette Gebiet €2 sei eine beschréinkte, zusam-
menhingende offene Menge aus dem R?. Wir nehmen an, dass der Rand I" := 9
ein Lipschitzrand ist. Fiir die Betrachtungen ist es wichtig, dass die Gebiete mit
einer elektrischen Leitfahigkeit grofer null vom Gebiet mit nicht leitender elek-
trischer Leitfahigkeit umschlossen sind. Fiir unser Beispiel ist es also notwendig,
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dass das Spulengebiet (€2;) und das Eisenkerngebiet (€2;) innerhalb des Gebietes
Q liegen, also ; Uy C Q gilt. Siehe dafiir zum Beispiel [3] oder auch [28]. In |?]
werden auch allgemeinere Gebiete, insbesondere nicht einfach zusammenhéngende,
betrachtet. Wir schreiben die Gebiete noch einmal explizit auf. Fiir das Gebiet des
Eisenkernes gilt

QZ:{X€R3 : O<T1<X%—|—X%<7‘2, 21 < X3 < 29}
Analog sei fiir das Gebiet der Spule
L ={xeR®: 0<ry<x:+x5<713 ¢ <X3<C}
Fiir das Gebiet 23 der Luft gilt
Qs = O\ (Q, UQ,).

Kommen wir zu den mathematischen Gleichungen, die in den einzelnen Gebieten
Q1, Q9 und Q3 gelten miissen. Das Gebiet 2; entspricht der Spule mit

oA (x,t) +V x (v(x) V x A(x,t)) = f(x,t) = e(x) i(t)

mit e definiert durch

e1(x) —y/ (2 + %)
(4.2.1) e(x):= [ exx) | = 2/\/(22+1?)
e3(x) 0
In der obigen Gleichung sei
x
X=119Y
z

definiert. Dieses Modell ist eine erste Ndherung, da momentan nur von einer ein-
zigen Windung ausgegangen wird. Hintergrund ist der sonst bendtigte numerische
Aufwand, um das Problem zu 16sen. Angenommen wir wiirden jede einzelne Win-
dung modellieren. Dann muss fiir eine numerischen Berechnung jede Windung
diskretisiert werden. Da die Durchmesser der Windungen sehr klein sind, beno-
tigen wir ein Diskretisierungsgitter wie in den Abbildungen 4.2 und 4.3. In der
Abbildung 4.2 sehen wir die Problematik, dass nicht nur die Spulenwindungen
in der Spule selber diskretisiert werden miissen, sondern auch die Zwischenrédume.
Dafiir ist eine sehr feine Diskretisierung notwendig. Wenn wir annehmen, dass eine
Spule mehrere tausend Windungen hat, erhalten wir durch Abbildung 4.3 einen
Eindruck, wie grof der Diskretisierungsaufwand alleine fiir die Spule ist. Die Spule
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-0
sges

Abbildung 4.2: Diskretisierung der Windungen innerhalb der Spule

ist aber nur ein kleiner Teil, wie wir in der Abbildung 4.1 gesehen haben. Daher
modellieren wir nicht jede einzelne Windung in der Spule, sondern verwenden eine
Funktion, die uns die Richtung des Stromes in der Spule angibt.

Die Funktion e gibt die Richtung vom Strom ¢ innerhalb der Spule vor. Fiir
unser Modell soll der Strom auf Kreisbahnen innerhalb der Spule fliefsen. Betrachte
dazu die Abbildung 4.4, in der die Funktion e(x) abgetragen ist. Fiir die beiden
folgenden Gebiete ist die rechte Seite der Zustandsgleichung f gleich null, weil es
hier keine Steuerung gibt. Der Eisenkern ist das Gebiet €25 und wir erhalten

oA(x,t)+ V x (v(x) V x A(x,t)) = 0.

Im Gebiet €23 der Luft gilt ¢ = 0, also fiir das Vektorpotenzial die elliptische
Gleichung

V x (v(x) V x A(x,t)) = 0.

Die Bedingung, dass nur das Gebiet 23 einen Auflenrand hat, kénnen wir jetzt

durch die Gleichung
(0QLUINL)NIN =0
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Abbildung 4.3: Uberblick der Diskretisierung innerhalb der Spule

formulieren. Auf den Réndern zwischen den einzelnen Gebieten werden folgende
Ubergangsbedingungen benétigt: Die Tangentialkomponenten vom Vektorpoten-
zial sollen stetig auf den Réndern sein. Daher erhalten wir

Aq(x,t) x n(x) = Ax(x,t) x n(x) auf 9Q; NIy
(4.2.2) A (x,t) x n(x) = Az(x,t) x n(x) auf 9Q; NIy
As(x,t) x n(x) = Az(x,t) X n(x) auf 9Qs N 0N3,

wobei der Index am Vektorpotenzial angeben soll, in welchem der drei Gebiete
das Vektorpotenzial definiert ist. Weiterhin benétigen wir Ubergangsbedingungen
fir v((V x A) x n), welche wir in der Bemerkung 4.1 ausgefiihrt haben. Auf dem
Aufsenrand 0f) des Rechengebietes soll A x n = 0 erfiillt sein. Jetzt gelten in
den unterschiedlichen Gebieten Gleichungen, die einerseits die Zeitableitung von
A enthalten und andererseits solche, in der die Zeitableitung keinen Einfluss auf
die Gleichung hat. Dieses wollen wir ausnutzen und zerlegen das Problem in einen
Teil mit elliptischer Differentialgleichung und einen anderen Teil mit parabolischer
Differentialgleichung. Wir definieren die Funktion f(x,¢) folgendermafen:

| oe(x)i(t) in Yy
f:= { 0 in Q.

Dann werden die beiden parabolischen Gebiete zusammengefasst zu

oA(x,t) +V x (v(x) V x A(x,t)) = f(x,t) in Q1 U Q.
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Abbildung 4.4: Durch e(x) vorgegebene Stromrichtung in der Spule

Dadurch wurden die drei verschiedenen Gebiete auf zwei Gebiete reduziert. Ein
Gebiet mit elliptischer und eines mit parabolischer Differentialgleichung. Beide
Gleichungen sind iiber die Rénder der Gebiete gekoppelt. Dieses System ist aber
noch nicht vollsténdig. Da es ein zeitabhdngiges Problem ist, bendtigen wir einen
Anfangswert. Dieser ist nur im Gebiet € U €2y gegeben, da ein Anfangswert im
Gebiet 3 mit elliptischer Differentialgleichung keinen Sinn ergibt. Es sei A(0) =
Aj in ) U Qs und eine Anregung f gegeben. Fiir das Vektorpotenzial folgt das
System

cA(x, 1)+ V x (v(x) V x A(x,t)) = f(x,t) inQ UQ,
(42.3) Vx(v(x)VxAXxt)=0 in Q3
o A(x,t) xn(x)=0 auf 0
A(x,0) = Ap(x) in QU

mit den zusitzlichen Ubergangsbedingungen. Dafiir betrachten wir folgende Be-
merkung.

Bemerkung 4.1. Um die Notation mit den Indizes an €); nicht ausarten zulassen,
legen wir Q1 = Q. U Qs als das Gebiet mit Zeitableitung und €y := 3 ohne
Zeitableitung von A fest. Weiterhin sei I'y := Q1 N Qo mit Normalenvektor ny von
Q auf I'y. Es folgt aus den Gleichungen (4.2.3) und den Ubergangsbedingungen
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das vollstindige System

oA (x,t)+V x (v V x Ay(x,1)) = f(x,1) in 4
Vx(rVxAyx,t)=0 in
(4.2.4) Aj(x,t) xn; = Ag(x,t) X my auf I'y
o n((Vx Ai(x,t) xny) = 1a((V x Aa(x,t)) xny)  auf Ty
Asy(x,t) xn=20 auf OS2
Aq(x,0) = Ap(x) in .

4.3 DMaterialeigenschaften

Um die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung A zu erhalten, werden einige
Bedingungen an v = p~! bendtigt. Im weiteren ist v die Reluktivitit. Wir un-
terscheiden zwei Félle fiir v. Im ersten Fall hdngt v nur von der Ortskoordinate
mit v : R — RT ab, welches als linearer Fall bezeichnet wird. Dieser ist fiir uns
besonders wichtig, da wir diesen Fall im Optimalsteuerungsproblem und in der
Numerik betrachten. Aus dem physikalischen Hintergrund, der zum Beispiel in
[42] beschrieben ist, konnen wir fir v

(4.3.1) O<v<v<vp

mit skalaren Konstanten ¥ < 7 annehmen. Im sogenannten nichtlinearen Fall
héngt v nur vom Betrag der magnetischen Flussdichte ab, das heift v = v(|B]).
Hier gilt v : R — R und |B| wird eingesetzt, also v(|B|) = v(|V x Al). Fiir
diese Abhéngigkeit soll zusétzlich zu (4.3.1) noch

(4.3.2) s +— v(s)s ist strikt monoton
(4.3.3) s+ v(s)s ist Lipschitz-stetig

gelten. Es bleibt noch die elektrische Leitfahigkeit o. Hier beschrinken wir uns
darauf, dass o fiir jedes Gebiet konstant ist und o € L*(2). Weiterhin soll

(4.3.4) o > g > 0 fast iiberall in

fiir eine Konstante o > 0 im leitendem Gebiet erfiillen. Im ersten Schritt zeigen wir
die Existenz und Eindeutigkeit des Vektorpotenzials im Teil mit der elliptischen
Differentialgleichung. Als Zweites betrachten wir den Teil mit der parabolischen
Differentialgleichung und zum Schluss das komplette gekoppelte System. Hier liegt
der Schwerpunkt darin, dass die Losung fiir den elliptischen Teil zusammen mit
der Losung vom parabolischen Teil wirklich eine Losung in 2 = €2 U, ist. Dieses
zeigen wir wie im Beispiel in der Arbeit von Bachinger, Langer, Schoberl [7], [8]
und Kolmbauer [28]. Die Idee ist, das komplette System auf den parabolischen Teil
zuriickzufithren. Weitere Arbeiten in diesem Zusammenhang sind zum Beispiel [21],
[22], [23], |24].

57



KAPITEL 4. OPTIMALSTEUERUNGSPROBLEME

4.4 Vektorpotenziale fiir zweidimensionale Gebie-
te

Nachdem wir in Kapitel 2 Optimalsteuerungsprobleme ohne Beriicksichtigung der
Ortsdimension betrachtet haben, wére es jetzt ein logischer Schritt, das Wirbel-
stromproblem fiir zweidimensionale Gebiete zu bearbeiten. Im zweidimensionalen
Ortsgebiet zerfallt das Wirbelstromproblem zu einer Laplace-Gleichung. Dieses
wollen wir kurz erlautern.

Fiir zweidimensionale Probleme folgt, dass die Funktionen j, H, B, und A nur
von der z- und y-Komponente abhéngen. Wir nehmen eine unendlich lange Spule
mit einem Strom der Form

je(x) = (0,0, je(, )"

an. Dies heifst, dass die Stromlinien senkrecht zur z- und y-Komponente verlaufen.
Diese Spule erzeugt dann ein ,zweidimensionales” Magnetfeld im folgenden Sinne:
Da die Magnetfeldlinien senkrecht auf den Stromlinien stehen, ergibt sich fiir die
magnetische Flussdichte

(4.4.1) B(x) = (bi(z, ), b2z, 9),0) " .

Um B durch ein Vektorpotential darzustellen, bedarf es hier nur eines skalaren
Potentials a(z,y) mit

A(x) = (0,0,a(z, y))T

Aus der Definition fiir den Rotationsoperator im zweidimensionalen Raum aus
Kapitel 1 erhalten wir fiir B die Gleichung

B = VxA=Vx(00,a(z,y)"

Oya(z,y) — 0,0 dya(x,y) by
= azO - axa($v y) = —&Ca(m, y) = b?
0,0 — 9,0 0 bs
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Damit sind b; und by aus (4.4.1) und es gilt

by voya(x,y)
Vx@wB) = Vx|v]| b =V x| —vo.a(z,y)
bs 0

9,0 — (= d.vdza(z,y))
= 0,v0ya(z,y) — 0,0
8.Z’V( - aaca(xv y)) - 8y(V8ya(x, y))

0
0

(@ (voate.n) +2,(v@atea)) | \iten
Unser Interesse gilt also nur der dritten Zeile, die folgendes Problem beschreibt:

Betrachten wir als néchstes die Bedingung fiir den Rand. Es gilt

0 n; 0 noa
0 | =nxA=| ny X 0] = —nya
0 nj a 0

Dieses soll auf dem ganzen Rand gelten und a ist skalar. Also muss a auf dem
Rand verschwinden. Fiir das Magnetfeld folgt dann mit (4.4.2)

V-(l/Va(x,y)) = ]($7y) in

(4.4.3) a = 0 auf T

Die Coulombsche-Fichbedingung von A aus der Gleichung (3.3.6) geht auf a {iber
und ist automatisch wegen

VoA =V-(0,0a(ny)7) = 2259 g
0z
erfiillt. Weil Q ein Lipschitzgebiet ist, gilt:
(1.4.4) HL(Q) = {y € H'(Q) : ylr =0},

Diese Art von Aufgaben ist sehr gut bekannt und wird zum Beispiel in [47], [13]
behandelt.
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4.5 Das Vektorpotenzial fiir das nicht leitende Ge-
biet

Um die Existenz und Eindeutig eines Vektorpotenzials zu zeigen, folgen wir den
Arbeiten [7], [28] und [29]. Auch in den Abschnitten 4.6 und 4.7 folgen wir diesen
beiden Arbeiten, insbesondere in der Modellierung fiir die Kopplung der leiten-
den und nicht leitenden Gebiete. In diesem Abschnitt beschrianken wir uns auf den
nichtleitenden Teil und setzen zur Vereinfachung €2 = 23. In diesem Gebiet ist eine
elliptische partielle Differentialgleichung zu 16sen. Wir berticksichtigen insbesonde-
re die Randbedingungen, da diese fiir die spatere Kopplung zum parabolischen Teil
sehr wichtig sind. Es gilt im Gebiet ) fiir das Vektorpotenzial

(4.5.1) Vx(rVxA)=f.

Obwohl im Abschnitt 4.2 keine Steuerung f im elliptischen Gebiet gegeben ist, soll
der mathematischen Vollstéindigkeit halber £ # 0 sein. Somit sei also f € L*(Q)?
gegeben. Bevor wir die schwache Formulierung aufschreiben, notieren wir noch
folgendes Resultat:

Lemma 4.2. Es sei das beschrinkte Gebiet Q@ € R mit Rand 02 gegeben und
n bezeichne den nach auflen gerichteten Normalenvektor auf 0S2. Dann gilt fir
ausreichend glatte Funktionen u, v : Q — R3 die Integrationsformel

/Q(qu)-vdxzﬁL/Qu-(va)dx—/ (uxn)-v ds.

o0

Dieses Lemma ist mit Hilfe der Formel fiir die komponentenweise partielle

Integration
ou / ov /
-vdr=— [ u dr + n;u)v ds
/Q aXi QO aXi 89( )

leicht zu zeigen. Um die schwache Formulierung zu erhalten, integrieren wir iiber
den Ort und multiplizieren (4.5.1) mit einer Testfunktion ¢. Dann gilt

(4.5.2) /Q(VX(I/VXA))-gp dx:/ﬂf-cpdx

und mit Hilfe partieller Integration, wie in Lemma 4.2, folgt die schwache Formu-
lierung

(4.5.3) /Q(VVXA)~(V><w)d:c:/Qf~z/zdx
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fiir alle
Y eVi={veH(url,Q) :vxn=0 auf 00Q}.

Wir weisen darauthin, dass die linke Seite der schwachen Formulierung ein posi-
tives Vorzeichen hat. Bei dhnlichen elliptischen Problemen, wie zum Beispiel mit
dem Laplace-Operator, wiirden wir in der schwachen Formulierung ein negatives
Vorzeichen auf der linken Seite erhalten. Den Rand 0f) zerlegen wir in die zwei
Teile I'; und I's. Es soll

F:z@Q:I’lUFgundFlﬂngO

gelten. Dabei entspricht I'y dem Aufenrand von 2 und I'y dem Rand zum para-
bolischen Teil. Auf dem Teil I'y, der das Rechengebiet begrenzt, folgt fiir A und
den nach aufen gerichteten Normalenvektor n auf I'y aus (3.3.7) die Gleichung

A xn=0aufI.

Auf dem Rand I'y, welcher mit dem Gebiet der parabolischen Differentialgleichung
zusammenhangt, gilt nach den Ubergangsbedingungen

Axn=—A, xnaufl,

fiir den nach auften gerichteten Normalenvektor n. Hierbei sei Ay das Vektorpoten-
tial im gekoppeltem Gebiet €25. Auf diesem Randteil ben6tigen wir also inhomogene
Randdaten um die Kopplung zu realisieren. Damit wir das Problem fiir ein A mit
homogenen Randdaten betrachten kénnen, verwenden wir zuséatzlich eine Funktion
g und betrachten die Gleichung

(4.5.4) /Q(VX(VVX(A—i-g))%/)dx:/ﬂf-wdx.

Durch partielle Integration folgt daraus

/Q(VVX(A—FQ))-(VXw) d:ic+/ (PVx (A+g)) xn) (nx(¢xn))ds

o0

:/Qf-wdx.

Wir suchen also ein Vektorpotenzial A aus der linearen Mannigfaltigkeit g + V.
Dabei soll g € H(curl, ) sein mit Randbedingung

(4.5.5) g x n =g auf 0.

Dafiir muss g aus H~Y?(divp,T") sein, da der Spuroperator v : H(curl,Q) —
H~'?(divp,T") surjektiv ist, siehe (1.0.1).
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Wir definieren eine Bilinearform a : V X V — R und eine Linearform F € V*
durch

a(A, ) = /Q(yv < A)-(V x ) da,
(F, ) ::/Qf-wdx.

Um das Lemma von Lax-Milgram anwenden zu konnen, wollen wir homogene
Randdaten erhalten und formen das Problem zu

(4.5.6) a(A, ) =F(@) Yy eV,
mit
(45.7) F(y) =F(¢) —a(g, )

um. Da die linke Seite der Gleichung (4.5.1) divergenzfrei ist, muss dies auch als
Kompatibiltatsbedingung fiir f gefordert werden. In der schwachen Formulierung
(4.5.3) heifit dies, dass die linke Seite fiir 1) = Vi mit ¢ € H} () gleich null sein
muss. Daher muss fiir f

/f~V<pda::O Yo € Hy(Q)
Q

vorausgesetzt werden. Fiir eine Losung A der Gleichung (4.5.6) erhalten wir analog
zu oben, dass auch A + Vo fir ¢ € Hj(Q) eine Losung von (4.5.6) ist. Um
eine eindeutige Losung zu erhalten, nehmen wir an, dass die Divergenz von A im
distributionellen Sinne gleich null ist. Die Divergenzfreiheit von A wollen wir in
den Losungsraum einbinden. Also suchen wir ein Vektorpotenzial A mit

(4.5.8) /Q(V-A)go d:v:/QA-Vgp dz =0 Vo € H} ().
Wir definieren den Raum
(4.5.9) V:i=V/W(Q):={veV:(v,w)qp =0, Ywec W}
mit
(4.5.10) W(Q) := {w = Vo : ¢ c H(Q) und ¢ = ¢; auf I'; mit Konstanten ¢;}.
Alle v € V erfiillen die Gleichung (4.5.8). Zusammen mit der Norm
Iyl% = H}’H%%QP + IV x yH%Q(QP + IV YH%2(Q)3
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ist (V,||-|ls) ein reeller Hilbertraum. Das Problem liest sich dann folgendermafen:
(4.5.11) Finde ein A € V: a(A,) = F(¥), Yy e V.

Trotz der Einschrinkung des Losungsraums auf V und der Funktion F € \7*,
muss f € L?(Q)? divergenzfrei sein. Die Eigenschaften der Bilinearform a hiingen
wesentlich von den Eigenschaften von v ab, so dass wir an v einige Bedingungen
stellen miissen, welche aus den Materialeigenschaften abgeleitet werden. Wir wollen
das Lemma von Lax-Milgram benutzen, welches zum Beispiel in [13], [34], [50]
bewiesen ist.

Lemma 4.3 (Lax und Milgram). Sei V' ein reeller Hilbertraum und a : VXV —
R eine Bilinearform. Weiterhin existieren Konstanten a > 0 und 3 > 0 mit

aly,v] < allyllv||v||v (Beschrinktheit)
aly, y) = Blylly (Koerzivitit).

Dann existiert zu jeder Linearform F € V* eine eindeutige Losung u € V', welche

alu,v] = F(v) Yv eV und |ly|lv < c||F|

V*
erfillt. Hierbei ist ¢ eine von F unabhdngige Konstante.

Satz 4.4. Seiv € L>(2) und v erfiillt die Bedingung (4.3.1) und F € V*. Dann
existiert ein eindeutig bestimmtes Vektorpotenzial A € V, welches das Problem
(4.5.11) lost.

Beweis. Dafiir zeigen wir, dass das Problem die Voraussetzungen des Lemmas
von Lax-Milgram erfiillt. Der Raum V mit der Norm

VIR = IVIZ2 s + IV X VI + IV - VL2

ist ein reeller Hilbertraum. Wir betrachten den linearen Fall, in dem v nur vom
Ort abhéingt und verwenden die Eigenschaften von v aus (4.3.1). Die Koerzivitit
wird folgendermafien gezeigt. Es gilt fiir ein beliebiges y € V die Ungleichung

oly.y)= [0 x¥) (Vxy) dozp [ (Txy) (Vxy) da
Q Q
= v[|V x Y||%2(Q)3-

An dieser Stelle bendtigen wir die Aquivalenz der vollen Norm von V und der
Seminorm

i = [ 1V x v do.
Q
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Das Lemma 1.15 sichert die Ungleichung
IV % yllr2@p > cllyly VeV

und eingesetzt erhalten wir die Koerzivitét
aly,y] = 2|V x yl72@p = cllylz

Die Beschrinktheit von a folgt fiir beliebige y, u € V durch
oy wl <7 [ Vx| [V xul da
Q

< (/ IV x y[? dx)l/i’(/ IV x uf? d)"/2
Q Q
S v HV X yHLQ(Q):sHV X uHLQ(Q)3

<c?lyllvlully.

Damit sind die Voraussetzungen vom Lemma von Lax-Milgram erfiillt und es gilt,
dass fiir die Aufgabe (4.5.11) eine eindeutig bestimmte Losung A € V existiert. [J

Es kann hier auch der nichtlineare Fall betrachtet werden. Bei diesem ist v
abhéngig von |V x A| und es wird zusétzlich zu (4.3.1) noch die Eigenschaft (4.3.2)
bendtigt. Die Existenz und Eindeutigkeit kann dann mit dem Satz von Browder
und Minty [51] oder aber auch mit einer nichtlinearen Version vom Lemma von
Lax-Milgram [13| gezeigt werden. Da fiir die Optimalsteuerung der nichtlineare
Fall in dieser Arbeit nicht betrachtet wird, verzichten wir auf den Beweis und
verweisen auf [7].

4.6 Der elektrisch leitende Teil

In diesem Abschnitt diskutieren wir die Existenz und Eindeutigkeit eines Vektor-
potenzials A im elektrisch leitendem Gebiet 2 := € U Q5. Dafiir sei der Orts-
Zeit-Zylinder @ := Q x (0,7T). Es gilt im gesamten Gebiet ¢ > ¢ > 0. Aus den
Betrachtungen iiber die Maxwell-Gleichungen und das eingefiihrte Vektorpotenzial
in Kapitel 3 folgen die Gleichungen

O’%—?(X, )+ V x (v(x)V x A(x,t)) =f(x,t) inQ

(4.6.1) n(x) x A(x,t) =g(x,t) auf X =1 x(0,T)

A(x,0) = Ap(x) in Q.
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In der Gleichung sind f € L%((0,T), L*(Q)?) und g € L*((0,T), H*?(divr,T)
gegebene Funktionen. Wir haben es mit inhomogenen Randdaten zu tun, da wir
vorausgesetzt haben, dass der elektrisch leitende Teil komplett vom elliptischen
Gebiet umschlossen ist. Um die Existenz und Eindeutigkeit von A zu zeigen, ver-
wenden wir einen Satz fiir monotone Operatoren aus [51]. Dafiir geben wir noch
folgende Definitionen an:

Definition 4.5 (monotoner Operator). Fin Operator M, der von V nach V*
abbildet, heifit

e monoton, wenn gilt:

(Mv — Mw,v—w)y~y >0 Yo,w eV,

e streng monoton, wenn gilt:

(Mv— Mw,v—w)y-y >0 Yo,weV v#w,

e stark monoton, wenn ein ¢ € R existiert, mit

(Mv — Mw,v —w)y-y > cllv—w|* Yv,we V.

Definition 4.6 (koerziver Operator). Ein Operator M, der von V nach V* abbildet
heif$it koerziv, wenn gilt

M x
(Mo, v)vey — o0 falls ||v||y — oo.
[ollv

Definition 4.7 (hemistetig). Es sei A ein Operator von' V- — V*. A heif$t hemistetig,
wenn die reellwertige Funktion ¢ : [0,1] — R, definiert durch

ot (A(y —|—tv),w)V*7V

fur alle festen y,v,w € V stetig ist.

Satz 4.8. Sei V. C H C V* ein Gelfandscher Dreier und A : 'V — V* ein
monotoner, koerziver und hemistetiger Operator. Weiterhin sei A beschrinkt, ug €
H und b€ L*((0,T),V*) gegeben. Dann besitzt das Anfangswertproblem

u'(t) + A(u(t)) = b(t), fir fast alle t € (0,7T),
U(O) = Uy € H,
w L((0,T),V), o' € L3(0,T),V*)

eine eindeutige Losung.
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Es ist anzumerken, dass die Funktionen u € L*((0,7), V) mit v’ € L*((0,T),V*)
stetig in den Raum C([0,T7], L*(Q2)) eingebettet sind, siehe zum Beispiel [48]. Wir
beschranken uns sofort auf den linearen Fall und verwenden daher einen Satz fiir
den linearen Fall:

Satz 4.9. Fs sei V C H C V* ein Gelfandscher Dreier und 0 <'T' < oco. Des Wei-
teren seien die Riume V und H reelle Hilbertrdume. Der Operator M :V — V*
sei linear, stetig, und koerziv sowie Ag € H und £ € L*((0,T),V*). Weiterhin sei
die Funktion o € L>*(Q) mit der Eigenschaft (4.3.4). Dann besitzt das Anfangs-
wertproblem

A
aaa—t—FMA:f in@=Qx(0,7T)
A0) = Ay in Q)
. . 2 8A 2 * . . . .
genau eine Losung A € L*((0,7),V), o € L?((0,T),V*). Weiterhin ist die

Abbildung

H x L*((0,T),V*) — L*((0,T),V)
(Ao, f) — A

linear und stetig. Es gilt die Ungleichung

(4.6.2) (A2 (0., +|| T ||L2(0T v) < cllfll2 v + [[Aollv).

Dieser Satz ist zum Beispiel in [50] zu finden. Wir zeigen, dass das Problem
4.6.1 die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt und formen hierfiir das Problem
in die benoétigte Form um. Beginnen wir mit einigen Vorbetrachtungen fiir die
Randbedingung

(4.6.3) Axn=gauf X =T x(0,7).

In dieser Gleichung sei g € H~'/?(diur, ') gegeben. Wir werden sehen, dass wir an
g noch weitere Bedingungen stellen miissen. Analog zum Problem mit elliptischer
Differentialgleichung wollen wir mit homogenen Randdaten arbeiten. Die schwache
Formulierung der Differentialgleichung fiir ein f € L?((0,7T), L*(Q)?) ist gegeben
durch

0A .
(4.6.4) /Qaaiﬁ + (VX WV XxA) -¢de= /Qf ~pdx Y € L*((0,T),V)
und umgeformt gilt

(4.6.5) /o——w+ WV x A) - (V x 1)) dx:/f-wdx Vi € L2((0,T), V).
Q
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Wir arbeiten mit der Operatorform und fithren dafiir folgende Operatoren ein:

(4.6.6) M:V =V, Ay = /nyA ) - (V x 1) da
(4.6.7) F:LX(Q)3 — V*, f)y) = /f Y d.

Fiir die Homogenisierung auf dem Rand 9 benétigen wir F' mit

(A68)  F(E) =< (), 6 >y.y — < 098, 0 >y — < M(B), 6 g9 -

Um die inhomogenen Randdaten aus (4.6.3) zu homogensieren, wéhlen wir A =

A + g mit g erfiillt g x n = g x n. In der Gleichung (4.6.8) ist g nicht auf den

Rand beschriankt. Das heiftt, wir bendtigen die Ausdehnung von g von I' auf €.
96

Wir fordern g € L*((0,7), H(curl,©)) mit 8_§ € L*((0,T), H(curl,Q)*) fir die

Definition von F. Diese Regularititsannahme trifft insbesondere fiir Funktionen g
zu, die folgende iibliche Randbedingung erfiillen:

(4.6.9) g € L*((0,T), H Y?(divp,T))
g
ot
Es gilt nach Lemma 1.13, dass der Spuroperator ~y, : H(curl, ) — H~/2(div|r,T)

surjektiv ist. Das heiftt, dass wir fiir jede Funktion g mit den Eigenschaften aus
(4.6.9) eine Funktion g existiert, fiir die

(4.6.11) g € L*((0,T), H(curl,))
g
ot

gilt, sowie die Randbedingungen (4.6.9) und g x n = g x n auf I'. Fiir f bendtigen
wir analog zum Problem 4.5.11 die Divergenzfreiheit im schwachen Sinne. Diese
muss fiir alle ¢ € (0,7") erfiillt sein. Wir setzen

(4.6.10) e L*((0,T), H*(divp, T)*).

(4.6.12) € L*((0,T), H(curl,Q)*)

(4.6.13) / f(t)- Vo dr =0 Vye Hi(Q)Vte (0,T)
Q
voraus. Nun kénnen wir das parabolische Problem in Operatorform notieren.

3 A 3
Problem 4.10. Finde ein A € L*((0,T),V) mit OA € L*((0,T),V*) welches

N ot
fiir £ € L*((0,T),V*) mit der Eigenschaft (4.6.13) die Gleichung
0A -
— + MA =Ff
ot

A(0) = A,
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erfillt, wobei Ay € L*(Q)? ist.

Um zu zeigen, dass dieses Problem eindeutig losbar ist, verwenden wir den Satz
4.9. Wir beginnen mit dem Raum

V = Hy(curl,Q) = {v € H(curl,) : v x n = 0 auf 0Q}

und verwenden erneut aus diesem Raum nur die divergenzfreien Funktionen und
definieren V := V /W mit W wie in (4.5.10) gegeben. Nun wollen wir die Existenz
und Eindeutigkeit fiir A € V zeigen. Dafiir benétigen wir, dass V. C L*(Q)? ¢ V*
ein Gelfandscher Dreier ist. Es gelten die dichten Einbettungen C3°(Q) < V und
C°(Q) — L*(Q)3. Dadurch folgt auch die stetige Einbettung V < L?(Q)? und
L?(Q)* — V*. Von besonderer Bedeutung ist fiir uns die daraus resultierende
stetige Einbettung des Losungsraumes in den Raum C'([0, T, L*(€)?). Siehe dazu
auch [48] oder [51]. Damit ist die Losung in der Zeit stetig und das Vektorpoten-
zial A auch zum Endzeitpunkt ¢ = T definiert. Weiterhin ist zu zeigen, dass der
Operator M stetig und koerziv ist. An dieser Stelle weisen wir darauthin, dass
der Operator M bis auf die Réume dquivalent zur Bilinearform a aus (4.5.6) ist.
Wir zeigen zuerst die Beschriinktheit von M. Es gilt fiir beliebige y1,y2 € V die
Abschéatzung

IMyille. = swp | [0V x5+ (V xy) do
ygeV,Hy2l|:1 Q
< sup WV X yillez@p ||V X yallr2@)s
y2€V,|lyz||=1
< sup [V x yill2)p ||y2llv

y2€V,|ly2||=1
S ﬁHV X ylHLZ(Q)B
< c?|yilly

Die Koerzivitit erhalten wir fiir y € V mit

<My7y>=/ﬂ<w<vv><y>>~ydx

Die letzte Ungleichung folgt aus dem Lemma 1.15. Daraus folgt

(My,y)v-v

(4.6.14)
Iy ll+

— oo fiir [lyly — oo.
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Abbildung 4.5: Gebiete und Rénder in einem zweidimensionalen Fall

Somit ist der Operator M monoton, beschréinkt und koerziv. Die Linearitat von M
folgt aus der Linearitéit des Rotationsoperators. Weil M linear und beschrankt ist,
ist M auch stetig. Damit erfiillt der Operator M die Voraussetzungen des Satzes
4.9 und es folgt die Existenz eines eindeutigen Vektorpotenzials, wie zum Beispiel
in 7] und [28]. Dieses fassen wir als Satz zusammen:

Satz 4.11. Seien o,v € L>(Q) und v erfillt (4.3.1), sowie o die Bedingung
(4.3.4). Dann erhalten wir fiir jedes F € L2((0 T),V*) eine eindeutig bestimmite
Losung A € L*((0,T), V) mit A’ € L*((0,T), V*) fiir (4.10).

Wir erhalten fiir jede beliebige Steuerung F e L*((0,T), V*) ein eindeutiges
Vektorpotenzial A € L*((0,T), V). Sei A € L*((0,T), V) die eindeutig bestimmte
Losung von (4.10). Fiir ein g, welches die Eigenschaften (4.6.9) erfiillt, 16st A + g
das Problem (4.6.1). Unsere nichste Aufgabe ist es; die elliptische und paraboli-
sche Losung zu verkniipfen und zu zeigen, dass die zusammengesetzte Losung das
Problem auf dem gesamten Gebiet 10st.

4.7 Das leitende und nicht leitende Gebiet gekop-
pelt

In diesem Kapitel wollen wir das Wirbelstromproblem fiir Gebiete mit elliptischen
und parabolischen Differentialgleichungen betrachten. Die Gebiete fiir den ellip-

tischen Teil (0 = 0) und parabolischen Teil (o > 0) sind gekoppelt. Wir haben
in den letzten beiden Abschnitten gezeigt, dass fiir jeden Teil einzeln genau eine
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Losung existiert. Fiir den elliptischen Teil liegt diese im Quotientenvektorraum V
und fiir den parabolischen Teil gilt A, € L((0,7), V) mit A/ € L*((0,T),V*).
Dieses beiden Losungen sollen nun verkniipft werden. Wir haben die beiden offenen
Gebiete ; mit ¢ > 0 und 2 mit ¢ = 0, sieche Abbildung 4.1 und insbesondere
auch die Skizze 4.5, in der Beispielhaft €, {25 und die Rénder dargestellt sind.
Wir definieren €2 := 7 U€),. Die Schnittfliche der beiden Gebiete ist als der glatte
Rand I' := Oy N, definiert. Der Aukenrand ist gegeben durch 0€2. Wir suchen
eine Losung A auf ganz ). Die Tangentialkomponenten vom Vektorpotenzial A
sollen stetig auf dem Rand I' sein.Weiterhin seien n; die jeweiligen nach aufien
gerichteten Normalenvektoren zu {2;. Dann soll auf dem Rand I' die Bedingung

(471) A1|1‘* XNy = —A2|F X Ny

im schwachen Sinne gelten, wobei A; die Losung im parabolischen Gebiet €2; und
A, im elliptischen Gebiet €2, ist. Weiterhin gilt A x n = 0 auf dem Aufenrand
0€). Die Verwendung der Gleichung sehen wir bei der Herleitung der schwachen
Formulierung in 4.7.8. Zusammengefasst erhalten wir das System

A
Uaatl—l-VX(l/VxAl):f in Q; x (0,7)
Vx @V xA)=0 in Qy x (0,7)
n; x Ay = —ny x Ay auf I x (0,7
(4.7.2) V(V x A1) x i) = —1((V X Ap) xm5)  auf T x (0,7)
nxA=0 auf 0Q x (0,7)
A(O) = AO in Ql.

Die Idee ist nun folgendermafsen: Angenommen wir kennen eine Losung fiir den
parabolischen Teil. Uber die Randbedingung (4.7.1) ist die Losung A; € V im
elliptischen Gebiet eindeutig durch die Losung im parabolischen Gebiet fiir jedes
t € [0,T] bestimmt. Wir wollen also zeigen, dass eine zusammengesetzte Losung
aus dem parabolischen und dem elliptischen Gebiet eine Losung auf ganz ) =
Q1 U Qy ist. Wir weisen auch auf den Satz 1.16 hin, da dieser gerade sichert,
dass dann auch die Losung im gesamten Gebiet im Raum H(curl, Q) liegt. Dafiir
benétigen wir auf I' die zusétzliche Ubergangsbedingung

v((V x Ay) xny) = —v((V x Ay) xny) auf I x (0,7),

um die Gebiete in der schwachen Formulierung zu trennen und partiell zu inte-
grieren. Wir betrachten zuerst den Fall, dass eine Losung auf €2 gegeben ist und
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schauen uns an, welche Bedingungen fiir die Teilgebiete folgen. Es gilt

Uaa—?jLVx(nyA)—f in Q x (0,7)
Axn=0 auf 002 x (0,7)
A(O) :AQ in € X (07T)

Wir nehmen an, dass A eine schwache Losung der Gleichung ist. Die schwache
Formulierung ist gegeben durch

(4.7.3)
OA i
[Zlaa—;-¢dx+/§2(vaA)-(vX¢) dx:/Qlf-z/zdx Vi) € V(Q).

Um Indizes am Vektorpotenzial zu vermeiden, definieren wir die Funktionen u in

Q) und v in €2 durch
u=Aqg und v=Apq,

Dann ist u eine schwache Lésung von

ga—u+V><(yV><u):f in

ot
(4.7.4) uxn =-vxny aufl
u(0) = ug in

in 2, und in 25 die Funktion v als schwache Losung von

Vx(@Vxv)=0 in
(4.7.5) vxn =0 auf 0f2
uxn =—vxny aufl.

Diese Richtung der Losung ist klar. Wir wollen jetzt aber zeigen, dass die umge-
kehrte Richtung auch gilt. Also ist zu zeigen, dass wenn u eine schwache Losung
von (4.7.4) und v von (4.7.5) ist mit

(4.7.6) ueV;:={ue H(curl; Q)/W(Q)}
(4.7.7) v e Vy:={{v e H(curl; Q) : vxn=0auf 0Q}/W(Q)},

dann soll die aus u und v zusammengesetzte Losung A aus

V(Q) :={v e H(curl;Q)/W(Q)}
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das gekoppelte Problem in der schwachen Formulierung (4.7.3) 16sen. Mit V(Q)
sind also erneut nur die divergenzfreien Funktionen aus dem Raum H(curl, )
bezeichnet. Wir wollen ausnutzen, dass v eindeutig von u abhéngt, denn wenn wir
u gegeben haben, ist v eindeutig durch das System (4.7.5) nach Satz 4.4 bestimmt.
Wir betrachten erst einmal die schwache Formulierung fiir A stationar. Es gilt

/Ql(Vx(nyu))-wdaH—/

Qo

(VX(VVXV))-@/)dx:/ f-ypde VeV

951

Durch die partielle Integration und die Bedingung

v(Vxu)xng)=—-v(Vxv)xny) auf ' x (0,7)

folgt
/QV(qu)'(VXw)dx—i—/Fu((qu)><n1)~(n1><(1p><n1))da:
+/ u(va)~(wa)dx+/y((va)xn2)~(n2x(szng))d:c
(4.7.8) 2 ;
:/QV(qu)-(wa)d:U—i—/Qu(va)-(wa)dx

:/ £y de Vo€ V(Q).
951

In dieser Gleichung werden noch u und v bendétigt. Wir wollen zeigen, dass die
gesamte Losung nur von u abhéngt. Dann konnen wir das Problem auf u € V; re-
duzieren. Wir nehmen an, dass u € V; eine schwache Losung im Gebiet {2; mit der
parabolischen Differentialgleichung ist. Aus dem Lemma von Lax-Milgram haben
wir erhalten, dass die schwache Losung v € V5 im elliptischen Teil eindeutig durch
die schwache Losung u € Vi von (4.7.4) gegeben ist. Aus diesem Grund kénnen
wir einen Operator G einfiihren, welcher eine schwache Losung u von (4.7.4) auf
die entsprechende schwache Losung v fiir (4.7.5) abbildet. Zusammengefasst gilt

GIV1—>V2

ur— V.

(4.7.9)

Den Operator G verwenden wir, um in der Gleichung (4.7.8) v zu eliminieren.
Daher erhalten wir

(4.7.10)
/Ql(nyu)-(de))dm—F/

Qo

(I/VXG(U))-(VX@/))da::/ f-¢de Vp € V.

1951
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Aus dieser Gleichung folgt, dass die Losung nur noch von u € V; abhéngt. Aber
im Integral von (25 benétigen wir noch i € V5. Dieses wollen wir jetzt auch durch
G(v) mit ¢ € V; ersetzen. Dafiir nehmen wir an Stelle aller ¢ aus Vy nur die, die
der Darstellung

(4.7.11) Y =G(p) mit eV,
entsprechen und betrachten das Integral fiir
/ UV x G(u)) - (V x ) dz
Qo

(4.7.12) :/ (Vx vV xGu))-¢de
Q2

—i—/y(V X G(u)) xn)-(nx (1 xn)) ds.
r
Auf dem Rand T folgt nach der Definition von G und der Bedingung (4.7.11) die

Gleichung
v xn=G({) xn.

Des Weiteren gilt
/Q (Vx WV xG))-¢vde=0 Vip €V,
im distributionellen Sinne, da der Operator G gerade auf die schwache Losung v
mit
/QQ(VX(VVXV))-wd:E:O Vi €V,
abbildet. Setzen wir diese beiden Resultate in die Gleichung (4.7.12) ein, so folgt
/Q UV x G(w) - (V x o) de
= [ AV x G xm) - (nx (G0) x w) ds
- /Q UV x Gw) - (V x G(1)) dz.

Daraus ergibt sich

/Q (vV xu) - (V x 1) dx—k/Q vV x G(u)) - (VxG)) dz
(4.7.13) : 2

:/ £ de Vi € V.
1951
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Dadurch ist die schwache Formulierung der Zustandsgleichung jetzt nur noch von
u € V; und den Testfunktionen ¢ € V; abhéngig. Es stellt sich an dieser Stelle
jetzt noch die Frage, in welchen Rdumen wir arbeiten. Fiir die parabolische Teil-
16sung haben wir u € V;. Der Operator GG bildet gerade auf die divergenzfreien
Funktionen aus H(curl;2y) ab. Zusammengesetzt betrachten wir den Raum

Vi={v e H(curl,Q) v, = G(via,),
(4.7.14) (V,W)r20) = 0,V w € W(),
vxn=0, auf 00},
mit W(£2;) sind die Gradientenfelder auf ©; wie in (4.5.10) bezeichnet. Dadurch,
dass im Gebiet €25 selber nur noch Funktionen stehen, die Bilder von G sind,

konnen wir noch einen Schritt weiter gehen und benétigen nur noch den Raum V;
aus (4.7.6). Daher ist es moglich, die Bilinearform a mit

a:VixV; =R
u, ] — [ (¥V xu)-(Vx1) dx—i—/ v(Vx Gu))(VxG@W)) de

Ql Q2
zu definieren. Setzen wir jetzt den parabolischen Teil aus {2, mit Zeitableitung und
den elliptischen Teil aus {2, zusammen, folgt

ou
Qlaa-zpdij/Ql(Vqu)-(wa) dx—k/QQ(VVxG(u))-(VXG(@/))) do

:/ f-ode VY eV,

Q1

und mit der Bilinearform a

(4.7.15) / aa—u~wdx+d[u,w]:/ f-vde VY eVy.
0, Ot o

Analog zum parabolischen Fall aus Abschnitt 4.6 wollen wir den Satz 4.9 verwen-
den. Dafiir reicht es zu zeigen, dass die Bilinearform a die Voraussetzungen vom
Satz 4.9 erfiillt. Die Eigenschaften der Bilinearform a gehen direkt auf einen asso-
ziierten Operator M iiber. Wegen der Anschaulichkeit zeigen wir die Koerzivitat
und Beschranktheit fiir die Bilinearform a. Fiir die Koerzivitidt verwenden wir,
dass der erste Term von a in Q koerziv ist (siehe (4.6.14) ) und der Anteil vom
Gebiet €y grofser null ist. Es gilt fiir ein beliebiges u € V;

a[u,u]:/Q v(Vxu)-(Vxu) dac—i—/Q v(VxG(u)) -V xG(u) de

(4.7.16) > V|IV x [z, + VIV X Gu)l[2 0,0
>0
> | [ul[3,
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Die Beschrianktheit von a erhalten wir auf dhnliche Art und Weise. Wir wissen
schon, dass der erste Term auf der linken Seite von (4.7.16) beschrankt ist und
konzentrieren uns nur auf den zweiten Term. Das Problem ist, den Anteil im Gebiet
Q9 durch eine Funktion im Gebiet € abzuschéatzen. Dafiir reicht es zu zeigen,
dass die Abbildung G beschréinkt ist. Wir haben schon in Abschnitt 4.5 gezeigt,
dass durch ein vorgegebenes u die Losung fiir das elliptische Problem eindeutig
und stetig zugeordnet ist. Daher wissen wir, dass fiir eine Losung v = G(u) die
Ungleichung

(4.7.17)

|G ()| #(eurt.2) = VI H(eurtn) < clln X all =120 1y < cllullaieurton) < cllullv,

gilt. Dabei haben wir die Eigenschaften des Spuroperators ausgenutzt. Die Ab-
schitzung (1) ist die Stetigkeit von u — v. Fiir weitere Details siche [28] und
[20].

Jetzt bleibt noch zu zeigen, dass eine Losung v € V' von (4.7.13) auch eine
Losung fiir die schwache Formulierung (4.7.3) ist. In der Ursprungsgleichung (4.7.3)
sind die Testfunktionen aus 2. In der Dissertation von Kolmbauer [29] ist gezeigt,
das nur Testfunktionen auf €2y benétigt werden. Dieses wird im Abschnitt 3.1
erlautert. Wir beschréanken uns darauf zu zeigen, dass das Problem 4.7.2 zu dem
im Satz 3.4 in [29] dquivalent ist. Dafiir betrachten wir die Gleichung (4.7.3).
In dieser Gleichung sind die Testfunktionen auf ganz {2 definiert. Wir definieren
analog zu Kolmbauer [29] den Dirichlet- Spuroperator

Yoy =n x (y xn)
sowie den Neumann-Spuroperator

wy =(V Xy) xn.

Wenn wir nun die Gleichung (4.7.3) im Gebiet Qy partiell integrieren und diese
beiden Spuroperatoren einsetzen, gilt

0A,

/Qlow-wdx—i-/g(quA)-(wa)dx

:/ gaAl-wdx+/ vV x Ay) - (V x 1) dx—/VNA-vpibds
o Ot o r

+/ (Vx (vV x Ay)) - ¢ da
Qo
0A
:/nga—tl-gbdx+/ﬂl(nyA1)-(VX@/}) d$—/F7NA'7D¢dS

:/ f-ode Vi e V(Q).
951
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Diese Gleichung ist dquivalent zur Gleichung (3.3) in [29], wobei die Zeitabhéngig-
keit in dieser schon zusétzlich berticksichtigt ist. Weiterhin ist in dieser Arbeit im
Theorem 3.4. gezeigt, dass dieses Problem eindeutig l6sbar ist,wobei nur Testfunk-
tionen auf €2 benotigt werden. Es folgt, dass die Eigenschaften der Testfunktionen
im Gebiet €2 keinen Einfluss auf die Losung haben.

4.7.1 Regularisierung mit ¢A

Eigentlich ist damit die Eindeutigkeit und Existenz eines Vektorpotenzials im Fak-
torraum V fiir das Problem 4.7.2 gezeigt. Fiir die numerischen Beispiele in Kapitel
7 wollen wir das Problem trotzdem regularisieren. Dafiir fligen wir den Term €A in
der Zustandsgleichung fiir das Vektorpotential A im Gebiet €2 hinzu. Wir fordern,
dass die Konstante ¢ > 0 ist. Diese Regularisierung werden wir fiir die numeri-
schen Beispiele sowie Optimierungsalgorithmen verwenden. Hintergrund ist, dass
diese Regularisierung das Problem in der Numerik stabilisiert. Auch analytisch
vereinfachen sich einige Punkte. Wir haben nun folgendes Problem zu l6sen:

A
Uaat1+VX<VVXA1)+EA1:f ian><(0,T)
Vx WV XxAy)+eAy =0 in Qy x (0,7)
nxA;=-nxA, auf I' x (0,7)
v(VxA) xn)=-v((VxAy) xn) aufl x(0,7)
nxA=0 auf ¥ = 0Q x (0,7)
A(O) = _AO in Ql-

Fiir die schwache Formulierung gilt

Llaz—?-wdwjtd[u,w]:[hf-wdm Vi € V)

mit der Bilinearform
a: Vi xV; =R
[, ] — [ (vV xu)-(Vx)de +/ (vV x G(u)) - (V x G(¢)) da

Ql QZ

+/Qleu~wdx+/mee<u>-e<w>dx-

Wir wollen kurz erlautern, warum diese Regularisierung keine mathematischen
Probleme beziiglich der Existenz und Eindeutigkeit einer Losung bereitet. Wir
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konzentrieren uns dabei nur auf den Teil
/ eu- do +/ eG(u) - G(v) dx,
91 Q2

da wir die Eigenschaften fiir die restlichen Terme von a schon gezeigt haben. Bei
der Linearitdt andert sich nichts. Fiir die Koerzivitat reicht die Betrachtung

/ eu-udr+ / €G(u) - G(u) dz = ce([[ull72(0,)s + |1G(W)[[12(0,)3) = 0
Q1 QQ

aus und fiir die Beschranktheit analog mit der Abschétzung fiir v durch 7.

4.7.2 Konvergenz des regularisierten Problems

Abschliefsend wollen wir zeigen, dass die Losung vom regularisierten Problem gegen
die Losung des Ausgangsproblems konvergiert, falls ¢ — 0. Wir beschréanken uns
hier auf das elliptische Problem in einem Gebiet €2 und fiir A soll

/ﬂ(viA)-(va)dxz/f.vdx

Q
fir alle v € Hy(curl, ) gelten. Im mit € > 0 regularisierte Problem soll A, die
Gleichung

(4.7.18) /Q(VV XA (Vxv)de +/

Q
fir alle v € Hy(curl, ) erfiillen. Dafiir betrachten wir das Sattelpunktproblem
fiir das Vektorpotenzial. Die Divergenzfreiheit aus der Eichung wird jetzt nicht
mehr in den Raum eingebunden, sondern das Problem als gekoppelte Formulierung
betrachtet. Dadurch ist die allgemeine Variationsformulierung a(A,v) = v unter
einer Nebenbedingung lN)(A) = ¢ zu l6sen. Dieses Problem kénnen wir durch die
Einfithrung eines Lagrange-Multiplikators ¢ als Sattelpunktproblem formulieren.
Fiir das unregularisierte Problem suchen wir ein Paar (A, ¢) aus Hy(curl, ) x
H} (), welches

(4.7.19)

/(nyA)~(V><V) dx+/v-Vg0d:1::/f~vda: Vv € Ho(curl, ),
Q 0 Q

eAe-de:/f-de
Q

/A~V¢dx=0 Vip € Hy(Q)
Q

erfiillt. Fiir das regularisierte Problem gilt mit den gleichen Testfunktionen
(4.7.20)

/(nyAe)-(va)dx+e/AE-vd$+/v-V@de:/f-vdz
Q Q Q Q
/A6~dea::0.
Q
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Fiir die variationelle Formulierung benétigen wir auch entsprechende Raume. Wir
suchen zu einer Funktion f € Hy(curl,2)* das Paar (A, ¢) aus Hy(curl,2) x
Hj(£2), so dass 4.7.19 erfiillt ist. Wir verwenden aus [49] folgenden Satz:

Satz 4.12. Es sei fiir v die Annahme (4.3.1) erfillt, sowie f € Ho(curl, Q)* mit
den Eigenschaften V-f =0 und f-n = 0 auf 0. Weiterhin sei e > 0. Dann gelten
folgende Aussagen:

e Das Problem (4.7.19) ist fir jedes f eindeutig l6sbar mit zugehériger Losung
(A, ) € Ho(curl, Q) x Hy(9).

e Das regularisierte Problem (4.7.20) hat zu jedem f eine eindeutig bestimmte
Lésung (A, . = 0) € Ho(curl, Q) x HJ () und A, erfillt

”AeHHQ(curl,Q) § CHfHHO(curl,Q)* .

o Wenn (A, ) das Problem (4.7.20) lost, dann ist A, auch eine Lisung vom
regularisierten Standardproblem (4.7.18).

e Es sei (A,p = 0) eine Losung von (4.7.19) und (A, p. = 0) von (4.7.20).
Dann gilt

||A - AeHHO(curl,Q) S & €||f||H0(curl,Q)*~

Im letzten Punkt von dem Satz bedeutet (A, ¢ = 0), dass ¢ selber null ist und
A € Hy(curl, Q). Hintergrund ist, dass wir in (4.7.19) fiir die Testfunktion v = V)
mit Vi) € VH(Q) C Ho(curl, ) einsetzen konnen. Dieses impliziert dann in der
ersten Gleichung von (4.7.19)

/(quA)-(vaw) dx+/Vw-Vgodx
(4.7.21) @ “

:/f~deac=0 Vi € HY(Q).
Q

Die rechte Seite ist gleich null, weil f im schwachen Sinne divergenzfrei ist. Des
Weiteren gilt V x Vi = 0 und es folgt aus der Gleichung (4.7.21), dass

/V@/}-Vg@dxzo Vip € Hg(Q)
Q

gilt. Daraus folgt, dass ¢ die homogene Laplace-Gleichung 16st, also null ist.

Analog erhalten wir fiir eine Losung (A, ) fiir (4.7.20), dass ¢, = 0 ist. Es
folgt aus der ersten Gleichung von (4.7.20) fiir eine Testfunktion Vi € VH}(Q) C
Hy(curl, Q)

(4.7.22) 6/ A VY dx+/ V- Voode =0 Vo € HA(Q).
Q Q
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Aus der zweiten Gleichung von (4.7.20) folgt, dass efQ A Vipdr = 0 ist. Damit
ist @, eine Losung der homogenen Laplace-Gleichung.

Damit sichert uns dieser Satz, dass fiir den Regularisierungsparameter ¢ — 0
auch die regularisierte Losung A, gegen die unregularisierte Losung A konvergiert.
Das heiftt aber auch, dass in den numerischen Betrachtungen unsere Methoden
insbesondere fiir € — 0 stabil sein miissen.

4.8 Die Existenz und Eindeutigkeit einer optima-
len Steuerung

Nachdem wir gezeigt haben, dass das Vektorpotenzial eindeutig bestimmt werden
kann, wenden wir uns der Optimalsteuerung zu, wobei das Zielfunktional eine inte-
grale Form hat. Als Raum-Zeit-Zylinder verwenden wir @ :=  x (0,7). Aus dem
Gleichungssystem (4.2.4) folgt zusammen mit dem Zielfunktional F’ die allgemeine
Aufgabenstellung

min F(A,1) _Ar |A(T) — Ay |? dx + A9 |A(t) — A |*dx dt
2 Jq 2 Jo

(4.8.1) o
M 2
+ 5 /0 1° dt

mit Nebenbedingungen

Uaa—?—i—Vx(nyA):ei(t) in@=Qx(0,T)

(4.8.2) nxA=0 auf ¥ = 00 x (0,7)

sowie
(4.83) i€ Lg:=1{i € L*(0,T) : ipin < i(t) < ipmas fiir fast alle t € [0, T]}.

Die Parameter Ay, Ag sollen nicht negativ und A\; > 0 sein. Wir haben in den
vorherigen Kapiteln gesehen, dass o = 0 auf einem Teilgebiet 2; C () sein kann. In
diesem Gebiet darf kein Anfangswert fiir A vorgegeben werden und wir betrachten
diesen Fall ausfiihrlich in 4.8.3.

Warum wir das Zielfunktional so wahlen, beziehungsweise die Schranken an
die Steuerung, erklaren wir ausfiihrlich in Kapitel 7, da wir bei den numerischen
Beispielen auch einige Anderungen vornehmen und Unterschiede aufzeigen. Kom-
men wir noch einmal darauf zuriick, in welchem Raum die schwache Losung A von
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(4.7.2) liegt. Im Gebiet mit o > 0 ist die Zeitableitung von A definiert und wir
definieren den Raum

- A
(4.8.4) W(0,T,Vy) :={A € L*((0,T),V,) : aa_t € L*((0,7),V})}
und V; aus (4.7.6). Zusammengesetzt erhalten wir den Raum
(4.8.5) W(0,T) :={A € L*0,T,V) : Ajo, € W(0,T,V;)}.

Wir wollen zeigen, dass eine optimale Steuerung i € I,; existiert, die F' minimiert
und der zugehorige Zustand A die Gleichungen (4.8.2) erfiillt. Dafiir wird aus [47]
folgender Satz verwendet:

Satz 4.13. Es seien reelle Hilbertraume {U,||-||u} und {H, ||-||u}, eine nichtleere,
beschrinkte, abgeschlossene und konvexe Menge U,y C U, yq € H sowie eine
Konstante A > 0 gegeben. Ferner sei S : U — H ein linearer und stetiger Operator.
Dann besitzt die quadratische Optimierungsaufgabe im Hilbertraum

. 1 A
min f(u) = 515w — yally + 5l

u€Ugyq
eine optimale Losung u. Im Fall X > 0 ist diese eindeutig bestimmd.

Insbesondere bendtigen wir diesen Satz mit einem zusétzlichen Term im Ziel-
funktional und erweitern den Satz:

Satz 4.14. Sei zusdtzlich zum Satz 4.13 ein weiterer linearer und stetiger Operator
St : U — Hy gegeben mit {Hy, || - ||m,} ist ein reeller Hilbertraum und yr € H;.
Dann besitzt die quadratische Optimierungsaufgabe im Hilbertraum

. 1 1 A
min f(u) := S||Sw = yallzr + 515w = yrl, + Sl

u€Ugq
eine optimale Losung w. Im Fall X > 0 st diese eindeutig bestimmit.

In diesem Satz und der Erweiterung héingt das reduzierte Zielfunktional f nur
von der Steuerung ab, wihrend das Zielfunktional F' aus (4.8.1) vom Zustand A
und der Steuerung ¢ abhéngig ist. Das heifst, wir miissen mit Hilfe von Steuerungs-
Zustands-Operatoren das Zielfunktional F' so anpassen, dass es auch nur noch von
der Steuerung i abhéngt. Als Nachstes werden wir die Existenz und Eindeutigkeit
fiir die optimale Steuerung zeigen. Dafiir wollen wir &hnlich vorgehen wie fiir die
Existenz und Eindeutigkeit fiir das Vektorpotenzial A. Wir zerlegen das Gebiet in
den elliptischen und den parabolischen Teil. Dafiir zeigen wir jeweils, dass optimale
Steuerungen existieren. Wir beginnen mit dem elliptischen Teil, wobei wir im Ge-
gensatz zu unserem Problem die rechte Seite der Zustandsgleichung ungleich null
annehmen. Danach betrachten wir den parabolischen Teil. Zum Abschluss koppeln
wir beide Gebiete und zeigen, dass auch hier unter bestimmten Voraussetzungen
eine optimale Steuerung existiert.
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Bemerkung 4.15. Wir betrachten nur den Fall, dass v die Bedingung (4.3.1)
erfillt. Das heif$t, es wird nur der lineare Fall in der Optimalsteuerung betrachtet.
Fiir den nichtlinearen Fall benotigt man eine andere Theorie fiir Optimalsteuerun-
gen.

4.8.1 Ein elliptisches Optimalsteuerungssystem

Im elliptischen Fall sind wir zeitunabhéngig und konnen sehr einfach zeigen, dass
eine optimale Steuerung existiert. Das Zielfunktional F" aus (4.8.1) vereinfacht sich
zu

>\T >\U
(4.8.6) F(A,u) = A = Al + 5 ullze@s,

da wir keinen Term mehr haben, der von Zeit abhéngt. Die Zustandsgleichung ist
dann durch

Vx(WVxA)=u inQ
(4.8.7) nxA=0 aufdQ

gegeben. Wir verwenden an der Stelle direkt n x A = 0, da gezeigt wurde, wie
ein Problem mit inhomogenen Randdaten auf dieses Modell zuriickzufiihren ist.
Wir haben schon erwéhnt, das es unphysikalisch ist, wollen aber dennoch eine
Steuerung u vorgeben. Die Menge der zulédssigen Steuerungen sei

(4.8.8)
Upa = {u € L*(Q)® : tpin < Wi(X) < Uz, @ € {1,2,3} fiir fast alle x € Q}

Mit Upin < Umqe definiert. Wir verwenden hier nicht die Steuerung e(x)i, da die

Funktion e(x) im elliptischen Gebiet gleich null ist und eine Richtung vorgibt,
die im elliptischen Fall keinen Sinn ergibt. Wir haben gezeigt, dass zu jedem u €
L2(Q)? genau ein A € V existiert, so dass die schwache Formulierung aus (4.5.3)
erfiillt ist, wobei auch hier

(4.8.9) Vi=V/W(Q):={veV:(v,W)qs =0, Ywec W}

mit

(4.8.10) W(Q):={w=Vyp:pec H(Q) und ¢ = ¢; auf I'; mit Konstanten c;}
ist. Also kénnen wir den Steuerungs-Zustands-Operator S mit

S:L*(Q)P -V

4.8.11
(4.8.11) s A
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definieren. Durch den Operator S folgt das reduzierte Zielfunktional
A7 Au
(18.12) Fl) = SN0~ Anc gy + ol

Wie schon erwéhnt, wollen wir den Satz 4.13 verwenden. Wenn wir zeigen kénnen,
dass unser Problem alle Voraussetzungen erfiillt, erhalten wir die Existenz und
Eindeutig einer optimalen Steuerung u. Die Rdume erfiillen die Voraussetzungen,
da es reelle Hilbertraume sind. Auch unsere Menge der zuléssigen Steuerungen
U,q ist nichtleer, beschrinkt, abgeschlossen und konvex. Also bleibt noch zu zei-
gen, dass der Steuerungs-Zustands-Operator aus (4.8.11) linear und stetig ist. Die
Linearitét folgt direkt aus der Linearitdt des Rotationsoperators, sowie dass v nur
vom Ort abhéngig ist. Also geniigt es zu zeigen, dass S beschriankt ist. Dafiir ver-
wenden wir aus dem Satz von Lax-Milgram 4.3 die Aussage tiber die Abschitzung.
Diese sagt aus, dass es eine von u unabhéingige Konstante ¢ gibt mit

[Ally < cfully..

Also ist S durch
[Sully = [[Ally < cllu

e
beschrinkt und es folgt, dass S stetig ist. Damit haben wir alle Voraussetzungen
des Satzes erfiillt und haben gezeigt, dass fiir das Problem (4.8.7), (4.8.6), (4.8.8)
eine optimale Steuerung u € U, existiert. Fiir Ay > 0 ist diese dann auch eindeutig
bestimmt.

4.8.2 Optimale Steuerung fiir den parabolischen Fall

In diesem Abschnitt zeigen wir die Existenz einer optimalen Steuerung fiir das
Problem, wenn o auf ganz () echt positiv ist. Dieses konnen wir erreichen, indem
wir das Problem mit

O'(X)_ O'>0, XEQl
] e >0, X € Qo

regularisieren. Eingesetzt in die Gleichung (4.8.2) erhalten wir

UE%JrVX(UVXA):ei(t) in@=Qx(0,7T)

(4.8.13) nxA=0 auf ¥ =1 x (0,7

A(0)=—A, in Q.

Zusétzlich konnte auf der rechten Seite in der Gleichung im Gebiet () der Term
€1 A stehen. Die Regularisierung an der Zeitableitung von A mit o, hat mehrere
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Vorteile. Einerseits ist die Losung A jetzt in [0,7] im gesamten Gebiet stetig.
Daher konnen wir den Anfangswert auf ganz 2 vorgeben. Weiterhin ist die Losung
A e W(0,T) :={A € L*((0,7),V) : A’ € L*((0,T),V*)}. Der Satz 4.9 liefert
uns gerade, dass der Steuerungs-Zustands-Operator S : L*(0,T) — W(0,T) stetig
ist. Unsere Steuerung i geht in der Gleichung (4.8.13) in die rechte Seite ein und
geht iiber auf

f = e(x)i(t),

wobei die Funktion e(x) fest und ¢ € L*(0,7T) mit ¢ € I,4 in (4.8.3) definiert ist.
Eigentlich bendtigen wir an dieser Stelle einen weiteren Operator, der

L*(0,T) — L*((0,T) x Q)

1 el

abbildet. Es ist klar, dass die Eigenschaften von der Menge I,4 auf U,y := {e(x)i :
i € 1,4} tbergehen, sprich wenn [,; nichtleer, konvex, beschriankt und abge-
schlossen ist, dann folgt dieses auch fiir die Menge U,;. Des Weiteren ist f €
L2([0,T),V*), weil e € L*(Q)* und i(t) € L*(0,T) und somit auch | [, f -4 dz| <
oo fiir alle ¢ € V. Durch die Definition (4.2.1) von e ist die Funktion e im Ort
divergenzfrei und daher auch ei(t) Vt € [0, T)]. Die benétigten Voraussetzungen an
o werden durch die Regularisierung o, erfiillt. Im Zielfunktional tritt aber auch
noch das Vektorpotenzial A zum Zeitpunkt ¢t = T auf. Das heifst, wir benétigen
einen Operator, welcher die Steuerung ¢ auf A(7") abbildet. Dieser sei durch

Sr: L*0,T) — L*(Q)?
i(t) — A(T)

definiert. Wir setzen S aus dem Steuerungs-Zustands-Operator S und dem Be-
obachtungsoperator

Er:W(0,T) — L*(Q)?
A— A(T)

durch St := Er S zusammen.

Um den Satz zur Existenz einer optimalen Steuerung anwenden zu kdnnen,
benotigen wir zusétzlich noch die Linearitdt und Stetigkeit von Sp. Da wir jetzt
an dieser Stelle zwei Operatoren haben, bendtigen wir die Erweiterung aus Satz
4.14. Fiir die Stetigkeit des Operators S7 nutzen wir die Eigenschaften von S aus.
Wir zerlegen den Operator St in St = Er S. Als Verkniipfung stetiger Operatoren
ist St stetig, wenn Ep stetig ist. Dieses folgt aus der stetigen Einbettung

W(0,T) — C([0,T], L*(Q)?),
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welche linear und stetig ist. Dadurch sind jetzt die Operatoren S und Ep linear
und stetig und daher auch S.

Somit kénnen wir den Satz (4.14) anwenden und folgern, dass das Optimal-
steuerungsproblem (4.8.1), (4.8.13), (4.8.3) eine optimale Steuerung i € [,4 be-
sitzt.

4.8.3 Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen Steuerung
fiir das gekoppelte System

Fiir das gekoppelte System wollen wir die beiden Teile aus dem Gebiet (25 mit
elliptischer Differentialgleichung und der parabolischen Differentialgleichung im
Gebiet §2; wieder zusammensetzen. Als Erstes wird das Zielfunktional F' aus (4.8.1)
betrachtet. Hier haben wir den Term

A—T/ IA(T) — A dz
2 Jo

auf ganz () definiert. Dieses ist aber im gekoppelten System nicht mehr sinnvoll,
da wir dann einen Term in der Endbedingung der adjungierten Gleichung haben,
der eine iiberfliissige "Anfangs™Bedingung im Gebiet Q\Q; fiir den adjungierten
Zustand p darstellen wiirde. Wir haben im Beweis fiir die Existenz eines Vektorpo-
tentials im gekoppelten System gesehen, dass der Startwert nur auf (2; vorgegeben
werden darf. Daher miissen wir analog auch die Endwertbetrachtung auf €2; be-
schrianken und wahlen als Zielfunktional

F(A, ) :A—QT IA(T) — A |? do + %Q/ IA(t) — Ao |?de dt
(4.8.14) AQI . ?
+ 25 i) at.
2 0

Wir konnen zwar wie zuvor in den reellen Hilbertrdumen und mit einem quadra-
tisch konvexen Zielfunktional arbeiten, aber das Problem liegt am Steuerungs-
Zustands-Operator. Dieser ist definiert durch

S: L*0,T) — W(0,T)
11— A.

Aus dem Satz 4.9 folgt, dass der Operator S stetig ist. Den Operator S konnen
wir in die einzelnen Operatoren S; und Sy mit

S1 i Alg,
SQ : A’Ql = A|Q2
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zerlegen, welche daher auch linear und stetig sind.

Wir wenden erneut den Satz 4.14 an. Dafiir benotigen wir analog zum para-
bolischen Fall zusitzlich den Beobachtungsoperator By : W (0,T) — L2(€4)? der
auch wieder linear und stetig ist und wir definieren S; = E7S7. Damit gilt fiir das
Zielfunktional aus (4.8.14)

A A
FG) =25 |(Sp i) (T) — As? dx—i——Q/ |Si — A |dx dt
2 Jo, 2 Jo
Y T
+ 2L i@)? at.
2 Jo

4.9 Optimalitatsbedingung erster Ordnung

Wir wollen nun fiir unser Problem die notwendige Optimalitétsbedingung erster
Ordnung herleiten. Nachdem wir die Existenz und Eindeutigkeit einer optimalen
Steuerung i(t) bewiesen haben, beschiiftigen wir uns nun damit, wie diese aussieht.
Es wird gleich der gekoppelte Fall betrachtet, also das Optimalsteuerungsproblem
auf dem Gebiet Q = Q; U Q. Die formale Lagrange-Technik gibt uns dazu einen
Anhaltspunkt. Die Lagrange-Funktion fiir das Problem (4.8.1), (4.8.2), (4.8.3) ist
gegeben durch

L:W(0,T) x Ijg x W(0,T) — R,
(4.9.1)

A
L(A,i,p) = J(A,i) +/ (a%—t +V X (UV x A) —ei) - pdrdt.
Q

Damit i eine optimale Steuerung ist, muss (i, A, p) die Bedingung fiir einen Sat-
telpunkt von L erfiillen. Es miissen fiir die optimale Steuerung 7 mit zugehorigem
Zustand A die Gleichungen

DaL(A,p,i)h =0 Vh mit h(0) =0

4.9.2 o _
(4.9.2) DL(ALp)i—1) >0 Vi€ Ly

gelten. Dabei kann man verifizieren, dass die erste Gleichung der Variationsformu-
lierung der adjungierten Gleichung und die zweite Gleichung der Variationsunglei-
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chung entspricht. Fiir die partielle Ableitung von £ nach A folgt

g—i(A,Zp)h:L M (A(T) — Ax) - h(T) dx+/Q/\Q(A—AOO)-hdx dt

h
+/ aaa—t-pdxdt—i—/(Vx(nyh))-pdxdt
1 Q

_ /Q Ar(A(T) — A.) - h(T) d + /Q op(T) - h(T) da

_/ ag—lt)-hdxdt+/[)\Q(A—Aoo)+V><(VVXP)]'hdxdt
1 Q

= 0 Vh mit h(0,z) = 0.

Da diese Gleichung fiir alle h gelten muss, konnen jetzt durch geschickte Wahl von
h die Gleichungen fiir die Gebiete (), Q)2 und I' getrennt werden und man erhalt
jeweils fiir p die Gleichungen

(4.9.3) Vx @V xp)=-XI(A—-A,) in Q2 = x (0,7)
pxn=0 auf ¥ =T x (0,7)

—0

Mit I wollen wir jetzt nicht den Rand zwischen 2; und 25 bezeichnen, sondern
den Aufsenrand von {2,. Fiir die Ableitung nach ¢ erhalten wir

(194) DFARIE—1) = / ' [ww - / e(x) - plz, 1) dx] (i) — i(t)) dt

>0 Vi € Iy

Wir beginnen mit der Variationsungleichung aus [47]. In diesem Abschnitt wollen
wir zeigen, dass der Lagrangesche Multiplikator p, welchen wir mit der formalen
Lagrange-Technik berechnet haben, dem dazugehorigen adjungierten Multiplikator
entspricht. Dafiir zeigen wir zunéchst die eindeutige Losbarkeit der adjungierten
Gleichung mit Hilfe einer Zeittransformation. Es gilt fiir den adjungierten Zustand
das Gleichungssystem (4.9.3). Dieses System ist ein Endwertproblem. Zur Verein-
fachung arbeiten wir wieder mit der Bilinearform

alA ] = /Q(VV X A)-(V x ) de dt.

86



4.9. OPTIMALITATSBEDINGUNG ERSTER ORDNUNG

Die schwache Formulierung der Gleichung (4.9.3) fiir p € W(0,T) mit p(0,-) = 0
ist gegeben durch

(4.9.5) (/OT /Q1 opv’ dz dt) + alp,v] = /Q1 aq,v(T) dx + /Qan(t) dx dt

mit
(4.9.6) ag, = —Ar(A(T)|a, — Axclay)
(4.9.7) ag = —Ao(A(t) — A).

Wir fithren eine Zeittransformation wie folgt durch. Definiere 7 :=T — ¢, p(7) :=
p(T — t) und v(7) := v(T — t). Dann gelten p(0) = p(T'), p(T) = p(0) sowie
v(0) = v(T), v(T) = v(0). Zusétzlich definieren wir aqg, = aq, und ag(r) :=
ag(T —t) sowie

(4.9.8) / pv dx dt = —/ p v, dx dr.
Q Q

Dabei bezeichnet v, die Ableitung nach 7. Wir erhalten die Vorwartsgleichung

U;+VX(VVXp):dQ(T) in@=Qx(0,7)

(4.9.9) nxp= auf ¥ =T x (0,7)

op(0) = agq, in ;.

Dieses Problem hat sowohl eine rechte Seite im parabolischen Teil als auch im
elliptischen Teil, da ag(t) auf Q definiert ist. Somit ist die Gleichung inhomogen.
Wir formen das Problem so um, dass die rechte Seite der Gleichung nur im pa-
rabolischen Teil ungleich null ist. Dafiir 16sen wir zuerst den elliptischen Teil des
Problems. Wir definieren

(4.9.10)

2 (r) = ag(lar = Ao(A(T) = Ao
aolr) = da(A(r) A = { () seTm Z Qi ~

(4.9.11) ag—f_) +V x vV xp) = C_Lb(T) in @ =0 x(0,7)
(4.9.12) V x (VV x p) = dg(7) in Qy =0y x (0,7)
(4.9.13) nxp=0 auf X =T x (0,7)
(4.9.14) o p(0) = ag, in Q.
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Es sei nun w die eindeutig bestimmte Lésung von

(4.9.15) VxwVxw)=0 in Q
(4.9.16) V x (vV x w) = ag(T) in @y
(4.9.17) nxw=0 auf X
(4.9.18) w(0) =0 in Q.

0
Im néchsten Schritt bendtigen wir, dass 8_‘: € L*(0,T; V*) ist. Wir haben ag(t) =

Ao(A—A) mit A, ist konstant beziiglich der Zeit. Weiterhin gilt A € H*(0,T; V*),
weil es eine Losung vom Vorwirtsproblem ist. Also ist ag(t) € H'(0,7;V*) und

0
somit a_vtv € L*(0,T;V*). Wir verwenden fiir p den Ansatz

(4.9.19) p(x,7) =w(x,7) + v(x, 7).
Eingesetzt in die Gleichung (4.9.11) folgt

JW—}—VX(VVXW)—{—VX(VVXV):déQ(T) in Q4
T
Vx (vV xw)+V x vV xv) =ay(7) in Qo
nxw-nxv=_0 auf ¥
op(0) = ag, in Q.
Aus der Definition fiir w folgt
ov _ ow .
UE—FVX(I/VXV):aé(T)—UW in ; x (0,7)
VxwVxv)=0 in Q9 x (0,7)
nxv=_0 auf ¥ =T x (0,7)
ov(0) = agq, in Q.

Dieses Problem kann nun genauso gelost werden, wie das Vorwartsproblem fiir das
Vektorpotenzial A in Abschnitt 4.7. Durch die Riicktransformation von 7 auf ¢
wird der Beweis beendet. Somit haben wir gezeigt, dass das Gleichungssystem fiir
den adjungierten Zustand eine eindeutige Losung besitzt.

Satz 4.16. Es sei A € W(0,T) definiert durch

A
craa—t—FVx(l/VxA):bQi in @
Axn=0 auf X
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Die Koeffizienten seien bg € L>*(Q)3 und bg € L®()? sowie die Steuerung
i € L*(0,T). Des Weiteren soll ag, € L*(1)? und ag € L*(Q)? erfiillt sein. Dann
qilt

(4.9.20)

/ ag, - A(T) dx+/aQ-Adxdt:/bQ-pidxdt—i-/ bo - p(0) dz
o) Q Q

951
mit p aus (4.9.3).

Beweis: Es gilt die schwache Formulierung fiir das Vektorpotenzial A mit Test-
funktion p

/0 o(A(t), p(t))venadt + alA, p] :/Qe-pz' dz dt

mit Anfangswert A(0) = Ay. Durch partielle Integration in der Zeit im Gebiet €2
folgt

- / o (B(), A()v vt + o (A(t) p(t)[T + a[A, p]
(4.9.21) 0

= / e - pi dzdt.
Q
Aus der Gleichung (4.9.3) und (4.9.6) folgt
(4.9.22) op(T) = aq,.

Setzen wir die Anfangsbedingung A (0) = bg und die Gleichung (4.9.22) in (4.9.21)
ein, erhalten wir

_/ a(B(t), A(t))vy vidl + a[A, p]
(4.9.23) ’

=—(A(T), aﬂl)LQ(Ql) + (bQ7p(0))L2(QI) +/ e - pi dzdt.
Q

Analog folgt fiir den adjungierten Zustand p mit Testfunktion A

(4924) — /(; O’(p(t), A(t))vl*,vldt + a[p, A] = /QCZQA dt.

Da die linken Seiten der Gleichungen (4.9.23) und (4.9.24) gleich sind, miissen die
rechten Seiten ebenfalls gleich sein und es folgt die Behauptung (4.9.20).

Diesen Satz wollen wir verwenden, um zu zeigen, wie eine optimale Steuerung
aussehen muss.
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Satz 4.17. Eine Steuerung i € I,q mit zugehirigem Zustand A € W(0,T) ist
genau dann optimal fir die Aufgabe (4.8.1), (4.8.2), (4.8.3), wenn mit dem zuge-
hérigen adjungierten Zustand p aus (4.9.3) die Variationsungleichung

(4.9.25) /0 (- /Qp(x,t) ce(z) dz + Apu(t)) (i(t) —i(t)) dt >0

fiir alle © € 1,4 erfiillt ist.
Um diesen Satz zu zeigen, werden einige Vorbetrachtungen benotigt.

Lemma 4.18. FEs sei U ein reeller Banachraum, 1,4 C U eine konvexre Menge
und f: I,q — R ein auf 1,4 Giteauz-differenzierbares reellwertiges Funktional.
Mit i € 1,4 sei eine Losung der Aufgabe

i /)

gegeben. Dann st die folgende Variationsungleichung erfillt:
(4.9.26) )i —14) >0 Vi€ I
Analog gilt

Satz 4.19. Es seien reelle Hilbertraume U, H und H,, eine nichtleere abgeschlos-
sene und konvere Menge I,; C U, A € H sowie eine Konstante A\; > 0 gegeben.
Ferner seien S : U — H und Sy : U — Hy lineare und stetige Operatoren. Die
Steuerung i € I,q list genau dann die Aufgabe (4.8.1), (4.8.2), (4.8.3), wenn die
folgende Variationsungleichung erfillt ist:

(4.9.27) (Sr(STi(T) — Asy) + S*(Si — A) + Niyi — i)y >0 Vi € I
Die Operatoren S* und S;. sind die jeweils adjungierten Operatoren zu S und St.

Das Lemma und der Satz sind leicht zu zeigen und wir verweisen hier auf Kapi-
tel 3 in [47]. Insbesondere erhalten wir, dass die notwendige Bedingung erster Ord-
nung auch hinreichend ist. Fiir die weiteren Betrachtungen ist es sinnvoll (4.9.27)
ohne adjungierte Operatoren aufzuschreiben und fiir die Gleichung (4.9.27) gilt
dann

((STHT) = Aus), Sr(i — 1)) pzgans + (57— Aoy S(i — 1)) p2ggy
+ (/\g,l — E)LQ(O,T) >0 Viely.

Wir definieren an dieser Stelle die Operatoren S und S; um. Wir benétigen fiir
den Beweis von Satz 4.17 in der Zeit einen homogenen Anfangswert. Da wir ein
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lineares Optimalsteuerungsproblem haben, zerlegen wir den Zustand A in einen
Teil mit Anfangswert A (0) = 0 und Steuerung ¢, sowie einen Teil mit inhomogenem
Anfangswert und konstanter Steuerung i = 0. Es sei S : L*(0,7) — L*(Q)?
der Operator, der bei homogener Anfangsbedingung der Steuerung die schwache
Losung zuweist. Weiterhin ist durch Sy : L?(0,T) — L?(9)3 der Operator gegeben,
der ebenfalls bei homogener Anfangsbedingung der Steuerung den Endwert A(T)
zuordnet. Zu einem festen Ay # 0 im Gebiet €2; und der konstanten Steuerung
i = 0 gehort A = GyAg. Dadurch kénnen wir

A(T)—AOO:STZ+(G0A0)(T)—AOO =Sri—zp
A-A . =5i+GAy— A =951—=2

mit z = A, — GoAy setzen. Wir erhalten fiir das reduzierte Zielfunktional

T
(4.9.28)  f(i) ::A—T/ |STi—ZT|2d$—|—)\—Q/ 1S5 — z|? dxdt+ﬁ i2dt.
2 Jo, 2 Jo 2 Jo

Aus der allgemeinen Variationsungleichung folgt fiir die optimale Steuerung i € Ioq
f(g)/(l — E) :)\T(STE — ZT, ST(Z — E))L2(Ql)3 -+ )\Q(SE — Z, S(Z — E))L2(Q)3
+ Ar(i — 2,0 — ) 201

- / (A(T) — As) - (A(T) — A(T)) da

T
+/(A—Aoo)-(A—A)dxdt+)q/ i(i— i) dt
Q 0
>0 Vi€ L.

Dabei haben wir den nichthomogenen Anfangswert aus der Gleichung (4.8.2) von
A folgendermafsen eingebracht. Es gilt

Si—Si=8i+GoAg—GoAy—Si=A—-A

und

Spi—Sri=Si+GoAo(T) — GoAo(T) — Si=A(T)— A(T).

An dieser Stelle verwenden wir Satz 4.16 fir A := (A — A) und 7 := i — ¢ mit
folgenden Funktionen

ag, = —Ar(A(T) — Ag)
agQ = —AQ(A - Ao)
bQ = e.
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Dies liefert als Ergebnis

/Q(A(T)—Aoo) A(T )dx+/Q(A—AOO).Ad;cdt

——/e-pgdxdt.
Q

Eingesetzt in die Variationsungleichung erhalten wir

og/ (A(T) — Ay) - (A(T) — A(T)) dx+/(A—AOO)-(A—A) dz dt
0 Q

T —_
+ A i(z’—i) dt

T
/ z—zda:dt+)\1/ i(i— 1) dt
0

/ (/ —e-p)dr+ i) (i —i)dt

und damit die Behauptung von Satz 4.17. Wir wissen nun, wie unsere Steuerung
aussehen muss. Aus dem schwachen Minimumsprinzip [47] folgt fiir die Steuerung

1
i) = Pl {5 /Q e(x) - p(x,#) dx} fast iiberall in [0, 7).

Zusammen erhalten wir das komplette Optimalitatssystem

086_? +V x (vV x A) = e(x)i(t) in @Q
nxA=0 auf X
A(O) = —AO n Ql

4.9.29
( ) —U%—p—i-VX (vV xp)=—-Ag(A—Ay) in @
nxp=20 auf >
op(T) = - (A(T) — Ay) in

1
= P[imin,imaw}{)\—]/gep da}.

Auf den ersten Blick sieht dieses Gleichungssystem unsymmetrisch aus, da bei der

Anfangsbedingung
A(O) = _AO in Ql
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der Koeflizient o im Gegensatz zur Endbedingung
O'p(T) = —)\T(A<T) — Ao) in Ql

nicht enthalten ist. Dennoch passen die beiden Bedingungen zusammen, da ¢ durch
partielle Integration in der Zeit zur Gleichung (4.9.3) in die Endbedingung kommt.
Wir wollen uns noch die Gleichung fiir die Steuerung anschauen. In dieser haben
wir

. 1
i= P[imm,imam]{)\—l /Qe . p dz}

iiber das gesamte Gebiet () integriert um weitere Unterscheidungen der Gebiete zu
vermeiden. Die Funktion e(x) hatten wir aber in (4.2.1) nur im Gebiet der Spule
ungleich null definiert. Wir bezeichnen das Gebiet der Spule nun nochmal als 2.
Weil e = 0 in 2\, folgt

/Qe(x) -p(x,t) doe = / e(x) - p(x,t) d.

Qe

Daraus erhalten wir mit Hilfe der Projektionsformel fiir die Steuerung i(t) die
Gleichung

. 1
i) = Pissals, [ ) p(x.0) da}

und die Steuerung ¢ hdngt nur vom Verhalten von p im Gebiet der Spule ab.
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Kapitel 5

Optimalsteuerungsproblem mit
einer Spannung als Steuerung

In diesem Kapitel diskutieren wir eine Erweiterung des Optimalsteuerungspro-
blems (4.8.1), (4.8.2), (4.8.3). Bis jetzt haben wir den Strom als Steuerung verwen-
det. Dieser ist aus physikalischer Sicht nicht direkt steuerbar. Es ist aber moglich,
eine an die Spule angelegte Spannung v zu steuern, welche den Strom ¢ bestimmt.
Dieses fiigen wir jetzt in unser Modell ein. Dafiir wird der Zusammenhang zwischen
der Spannung u und dem Strom ¢ bendtigt. Es ist bekannt, dass das Magnetfeld
dem Strom entgegen wirkt. Diesen Fakt miissen wir in unserem Modell fiir das
Vektorpotenzial widerspiegeln. Wir verwenden das Induktionsgesetz. Es muss in-
nerhalb der Spule
oY

(5.0.1) = (8) + Rei(t) = u(?).

gelten. Hierbei ist ¢ der totale magnetische Fluss. Fiir den Widerstand der Spule
nehmen wir R, := p - QL an. Dieser gilt fiir den linearen Zusammenhang aus den
Gleichungen fiir Schaltkreise. Hierbei entspricht [ der Lange des Widerstandskor-
pers, in unserem Fall ist dies die Lénge des Spulenelementes. Mit [€).| sei die mit
Strom durchflossene Querschnittsfliche bezeichnet, sieche Abbildung 5.1. Fiir den
spezifischen Widerstand gilt p := o~ !. Diese Definition von R, stellt eine groRe
Vereinfachung dar, da weder Skin- noch Proximityeffekte in der Spule betrachtet
werden. In der Abbildung 5.1 sind in orange die Querschnittsflachen markiert. Es
darf hier nur eine von beiden Fléachen in unsere Betrachtung einfliefien, da der
Strom im Kreis fliefsen soll.

Die Flache, welche durch die Vereinigung der Spulenwindungen aufgespannt
wird, sei mit F bezeichnet. Dabei nehmen wir eine Spulenwindung als geschlos-
senen Kreis an, siche Abbildung 5.2. Das heiftt, eine Spulenwindung ist ein Kreis
innerhalb des Spulengebietes (2., welcher analog der Stromrichtung in der Abbil-
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Abbildung 5.1: Querschnitt der Spule

dung 4.4 gelegt wird. Da wir N, Stromwindungen annehmen, ist F die Flache der
N, aufsummierten Kreisflichen. Der magnetische Fluss kann dann als Integral von
B in der Form

(5.0.2) W(t) = /f B(t) - dF

angegeben werden. Dann gilt fiir die Zeitableitung des totalen magnetischen Flus-
ses

oY(t : . ,
(5.0.3) M:/B(t).dF@/(VXA)-dF@ A - ds.

ot F F oF

Die Gleichheit von (1) folgt aus der Definition des Vektorpotenzials A und der von
(2) aus dem Satz von Stokes. An dieser Stelle erfolgt eine weitere Vereinfachung
durch Mittelung von A im Spulengebiet €2, durch

0y (t) N,

. (3) . N,
(5.0.4) ot o 9] Jo. 2] Jo.

E - e dx.
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Spulenwindung

Abbildung 5.2: Eine Spulenwindung

In der Gleichung (5.0.4) verwenden wir in (3) gerade, dass e die Kreisbahnen in
der Spule beschreibt. Wir haben nur eine Approximation, da wir die Anzahl N,
an Stromwindungen annehmen und daher nicht die komplette Flache [€2.| strom-
durchflossen ist. Zwischen den einzelnen Stromwindungen gibt es kleine Absténde,

welche wir in in den Abbildungen 4.2 und 4.3 dargestellt haben. Es sei € :=

/A-édx: NC/A-edx.
Qe ’Qc| Qe

Ne . : : o
Der Faktor m ist skalar und hat daher keinen Einfluss auf die Orientierung von

e. Zur Vereinfachung der Schreibweise und um in der Notation analog zum Kapitel
4 zu bleiben, schreiben wir in diesem Kapitel e anstatt von e.
Setzen wir dieses Ergebnis in (5.0.1) ein, so erhalten wir

Ne
—e.
. 2]
Dann gilt

A
(5.0.5) OA 1) - e(x)de + Re i(t) — u(t).
o, Ot
Zusammengesetzt gelten die Gleichungen
A
(5.0.6) 06(;_15()(’ t)+V x (vV x A(x,t)) = e(x)i(t) in Q
A
(5.0.7) / 8(9—t(x, t)-e(x)dr+ R.i(t) =wu(t) in (0,7),
Qe

welche gekoppelt sind. Dabei haben wir wieder ausgenutzt, dass sowohl o als auch
die Funktion e(x) in bestimmten Gebieten konstant null sind. Wir miissen sorgfal-
tig wahlen, an welcher Stelle die Leitfahigkeit o grofer als null ist. Bis jetzt hatten
wir

(5.0.8) a%—? +V x ¥V x A) = e(x)i(t)
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mit ¢ > 0 im Gebiet der Spule angenommen. Jetzt haben wir aber die Spulen-
windungen explizit modelliert und der Strom i verlduft exakt auf den einzelnen
Spulenwindungen. Daher muss die elektrische Leitfahigkeit im Spulengebiet €. null
sein. Die elektrische Leitfahigkeit der Windung selber steckt jetzt im Widerstand

R., da R, = Ql| gilt und in der Gleichung (5.0.5) enthalten ist. Daher fordern
o
wir, dass das Vektorpotenzial A im Gebiet €2, die Gleichung

(5.0.9) V x (vV x A(x,t)) = e(x)i(t)
erfiillt. Wir schreiben die Zustandsgleichungen noch einmal explizit auf. Das Gebiet
Q) sei ein offener Wiirfel aus dem R?, so dass Q; U Q. C Q gilt. Geometrisch
beschreiben wir das Gebiet des Elsenkernes durch

D ={xeR®:0<r <x?+x3<ry 2 <X3< 2}
Analog haben wir fiir die Spule das Gebiet

QC:{XERg2O<T2<X%+X§<T3,01<X3<C2}.

Fiir das Gebiet €y der Luft gilt

Qy = O\ U Q..
Es gilt
0%(){,1&) +V x vV x A(x,t)) =0 in Q x (0,7)
V x (vV x A(x,t)) = e(x)i(t) in Q. x (0,7)
V x (vV x A(x,t)) =0 in Qy x (0,7)
(5.0.10) A
/Q 5 —(x,1) - e(x) de + R. i(t) = u(t) in (0,7)
i(0) = 1o
A(x,t) xn(x)=0 in 99 x (0,7).

Wir miissen in diesem Kapitel die drei unterschiedlichen Gebiete €2;, €25, und €2,
betrachten. Dieses sehen wir spater, wenn wir die Optimalitdtsbedingung erster
Ordnung herleiten. Um das Vektorpotenzial A iiber die Spannung u steuern zu
konnen, miissen wir zeigen, dass zu jedem u € L?(0,T) genau ein A existiert, wel-
ches die Gleichungen (5.0.6), (5.0.7) mit zusétzlichen Anfangsbedingungen erfiillt.
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5.1 Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung A
fiir den Fall mit Induktionsgesetz

Die Analysis fiir dieses Problem ist schwierig und wir verweisen auf die Arbeit
[39], in der fiir die Steuerung u € H'(0,T) vorausgesetzt wird. Wir betrachten
in dieser Arbeit den endlichdimensionalen Fall mit einem Halbgruppenargument.
Als erstes regularisieren wir das Problem analog zum Kapitel 4 und erhalten das
Differentialgleichungssystem

(5.1.1)

aa—(x, t)+V x (vV x A(x,t)) + eA(x,t) =0 in Q; x (0,7)
V x (vV x A(x,t)) + eA(x,t) = e(x)i(t) in Q. x (0,7)
V x (vV x A(x,t)) + eA(x,t) =0 in Q9 x (0,7)
/Q %(x, t)-e(x) dr+ R.i(t) = u(t) in (0,7)
A(x,t) xn(x) =0 auf 0Q x (0,7)

A(0) = —Ay
i(0) = 1o in x (0,7)

Dafiir formen wir das Gleichungssystem (5.1.1) zuerst so um, dass die Steuerung
f := e nur im parabolischen Gebiet €2; in den Gleichungen enthalten ist. Dafiir
wahlen wir fiir das Vektorpotenzial den Ansatz

(5.1.2) A(x,t) = v(x,t) + w(x)i(t),

und

L T R
wobei w die eindeutige Losung vom elliptischen Problem

(5.1.4) Vx ¥V xw)+ew=einQ

(5.1.5) w X n = 0 auf 0

ist. Setzen wir diesen Ansatz fiir A in (5.0.10) ein, erhalten wir fiir v die Gleichung

O’% +V x vV X v)+ev=—wi(x)i(t) in ; x (0,7)

(5.1.6) VXxwVXv)+ev=0 in (Q.UQ) x (0,7)
vxn=0 auf 09 x (0,7
V(O) = AO — W12<O) in Ql'
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In dieser Gleichung bezeichnet w; die Einschréankung von w auf ;. Wenn ¢ €
H'(0,T) gegeben ist, dann folgt die Existenz und Eindeutigkeit von v wie in Ka-
pitel 4 Satz 4.11 gezeigt. Um die Problematik, dass der elliptische Teil in der Glei-
chung 5.1.6 eine Halbgruppe erzeugen muss, zu umgehen, betrachten wir das Pro-
blem, welches im Ort diskretisiert ist. Dafiir verwenden wir die Finite-Elemente-
Methode mit den diskreten Vektorpotenzialen A", A" und A%, sowie mit M, und
K die Matrizen zu den dazugehorigen Billinearformen und E der Vektor zu e. Aus
der Definition von e folgt, dass E # 0 ist. Der Einfachheit halber schreiben wir A,
A und A,. Weiterhin benétigen wir die Aufsplittung von K auf die Gebiete )4
und Q.U 2y in der Form

K, K1 Ky
5.1.7 K= = )
( ) <K2> <K21K22>
Dabei bilden die Matrizen K5 und K5, die Kopplung von A; und A, auf dem

Rand I' ab und K7; und Ks, den elliptischen Operator in den jeweiligen Gebieten.
Das System (5.1.6) ldsst sich ohne Anfangsbedingung wie folgt darstellen:

M,A(t) + K A(t) = £(t)
KyA(t) =0

A1 n Ql
A = ]
A2 m Qc U QQ

auf den Gitterpunkten der diskretisierten Gebiete. Wir haben das System

(5.1.8) M,A"+ KA(t) = (Ez(t?)
mit
(5.1.9) (AL(t), E) + Rei(t) = ul(t).

Fiir den diskreten Ansatz
(5.1.10) A(t) =V(t)+ Wi(t)

sei W die eindeutig bestimmte Losung von

0
(5.1.11) KW = <E>
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analog zum undiskreten Fall in (5.1.2). Daraus folgt, dass W unabhéngig von der
Zeit ist. Setzen wir diesen Ansatz in (5.1.8) ein, folgt daraus

M,(V'+ Wi't) + K (V(t)+ Wi(t) = (Ei(t(;> :

Mit Hilfe der Gleichung (5.1.11) erhalten wir

(5.1.12) M,(V'+Wi'(t) + K (V(t))

Il
/N
o O
~__

und umgeformt gilt
(5.1.13) M, (V') + K (V(t)) = (

Betrachten wir die beiden Gebiete separat mit

V o— V1 in Ql AW — W1 n Ql
o V2 in Qc U Qg o o WQ in Qc U Qg ’
so gelten die Gleichungen

M, V() + KuVi(t) + K12 Va(t) = =M, Wyi'(t)
KnVi(t) + K2 Va(t) = 0.

Aus der zweiten Gleichung folgt
(5.1.14) Vy(t) = — Ky Ko Vi(t).
Setzen wir dieses Resultat in die erste Gleichung ein, erhalten wir

M,V (t) + K11 V() — K19 Ky Koy Vi (t) = =M, W14 (t)

und ein Anfangswertproblem zusammen mit der Anfangsbedingung
V1(0) = A — W, i(0).

Mit
L:=Ky — Ki2Ky' Ko

101



KAPITEL 5. OPTIMALSTEUERUNGSPROBLEM MIT EINER SPANNUNG
ALS STEUERUNG

und ohne Beschrankung der Allgemeinheit M, = I erhalten wir das System

V1(0) = AY — W1 i(0).

Daraus folgt bei gegebenem i’ die eindeutig bestimmte Losung
V1 = €7Lt(A? — W1 Z(O))

t
+ / e L= (—W,i'(s)) ds.
0

V, ergibt sich aus (5.1.14) durch
Vo = —K5,' Koy [e LHAY — W1 i(0)) + /Ot e LU= (W, i'(s)) ds].
Die Ableitung von V nach ¢ ist dann fast iiberall (falls ¢/ € L*(0,T)))
Vi(t) =— Le ""(A) = Wyi(0)) + (e " /t el s (=W, d'(s)) ds)’
0

t
=—Le "(AY — Wii(0) — LeLt/ el (=W yi'(s)) ds
0
+ettel (—W i (1))
t
=— Le Y(AY — W1i(0)) — W4/ (t) + / Le H0=9) (1 W, i/(s)) ds.
0
Es gilt

Ay =V, + Wy
= — K K1V + Wy
= — Ky Ko {—Le "' (A} — W1i(0))

WL ) + /0 (—L)eH) (W, /(s)) ds} + W i

Daraus erhalten wir

(AL(t), E) = (V,+Wyi' E)
= (V’Q, E) + (Wy i, E)
= (—Ky Ko {—Le *"(AY — W1i(0))

(=W i) + /0 (=L)e~ M09 (—W, /(s)) ds}, E) + (W, E) i’
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Dieses Resultat verwenden wir in
(A5(1), E) + Rei(t) = u(t)
und erhalten fiir ¢ die Integrodifferentialgleichung

(= K3 K1 {—Le " (AY — W1i(0))

+I(-Wyd'(t)) + /t(—L)eL(ts)(—Wl i'(s)) ds}, E)
+ (Ws, E)i' + R, z'?t)
= u(t),

welche dquivalent zu

(— Ky Ka{-Le "' (A] - W1i(0)), E)

+ (=W d'(t) + /t(—L)eL(ts)(—Wl i'(s))ds}, E)
+ (Wy, E)i' + R, i(Zt)
= u(t)

ist. Der erste Term ist unabhéngig von ¢ und es sei

o(t) == (— Koy Ko {—Le ""(A} — W1i(0))}, E),

(5.1.15) = (K Ky Wy, B) + (Wa, E)
sowie

k(t,s) := Le "= (_ K 'Ky W, E).
Dann gilt

o(t) +mi'(t) + /0 t k(t, s)i'(t) ds + R, i(t) = u(t),

welches dquivalent zu

(5.1.16) mi'(t) + /O (k(t,s) + R.)i'(s)ds +i(0) = u(t) — ¢(t)
ist. Gleichungen dieses Typs
(5.1.17) mx(t) + /t k(t,s)z(s) ds = b(t)

nennt man Volterrasche Integralgleichung 2. Art. Solche sind mit Hilfe des Banach-
schen Fixpunktsatzes eindeutig l6sbar, unter der Annahme, dass l%(t, s) stetig und
m # 0 ist. Fiir b € L*(0,T) existiert genau ein x € L*(0,T'), welches die Gleichung
(5.1.17) 16st. Dafiir zitieren wir folgenden Satz, welchen man zum Beispiel in [33]
findet:
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Satz 5.1 (Existenz und Eindeutigkeit Volterrascher Integralgleichungen).
Sei A ={(t,s) € [a,b] x[a,b] : s <t} und k € C(A). Dann besitzt die Volterrasche

Integralgleichung zweiter Art

x(t) +/0 k(t,s) z(s) ds = b(t)

fir jedes b € Cla,b] eine eindeutig bestimmte Losung x € Cla,b] und diese kann
mit der Fizpunktiteration berechnet werden.

Natiirlich gilt dieser Satz auch fiir b € L?(0,T) und x € L?(0,T). Wir erhalten
fiir b € L?(0,T) eine eindeutig bestimmte Losung x € L?(0,T). Es sei nun

z(t) :==i'(t) und b := u(t) + ¢(t)

mit u, p € L*(0,7T). Dann lést i € H'(0,T) die Gleichung (5.1.16) und ist eindeutig
bestimmt. Es bleibt noch zeigen, dass m # 0 gilt.

Lemma 5.2. Die Konstante m aus der Gleichung (5.1.17) ist immer ungleich
null.

Beweis:
Zuerst zeigen wir, dass die Matrix K5y und somit auch K,' immer positiv de-
finit ist. Es gilt, dass Ky die dazugehérige Matrix zur Bilinearform a(p, ) =
Jo.ua, V(V X @) - (V x9) + ep-1pda ist. Fiir diese Bilinearform hatten wir schon
in Abschnitt 4.5 gezeigt, dass fiir jedes ¢ # 0 die Ungleichung

a(p, @) >0

gilt, die Bilinearform also positiv definit und somit auch K, positiv definit sind.
Im zweiten Schritt nehmen wir an, dass m = 0 ist. Aus der zweiten Gleichung
von (5.1.15) folgt

(5.1.18) (Kyp' Ky W1, E) + (Wy, E) = 0.

W ist aber genau so gewéhlt, dass es die Gleichung (5.1.11) erfiillt, woraus
KoyyWi + KpsWy = E

folgt und nach Wy umgestellt

(5.1.19) W, = Kl [E — Koy W),

Eingesetzt in die Gleichung (5.1.18) erhalten wir

(5.1.20) (K5 KW, E) + (K E, E) — (Ky' Kn W1, E) = (K3 E,E) = 0.

Es gilt aber, dass Ky positiv definit und F # 0 ist. Somit kann die letzte Gleichung
nicht gelten und die Annahme, dass m = 0 ist, ist falsch.

O

104



5.2. FORMALE LAGRANGE-TECHNIK FUR DIE STEUERUNG U

5.2 Formale Lagrange-Technik fiir die Steuerung u

Unser vollstdndiges Optimierungsproblem ist gegeben durch

>\T

min F(A,u) := |A(T) — Ay |? dx

Q1UQ:

/|A A Pda dt+—/

(5.2.1)

unter der Nebenbedingung

aaa—?(x, t)+V x (vV x A(x,t)) = e(x)i(t) in @
(5:22) [ 8 1) o) e+ i) = ult) i (0.7
A(x,0) = —A
Z(O) =10

mit Steuerung
(5.2.3) 4 € Uyg :={u € L*(0,T) : Upin < u(t) < Upqe fiir fast alle ¢ € (0,7)}.

Fiir die Schranken gilt ,,;;, < Umqee. Um zu zeigen, dass eine optimale Steuerung
u existiert und diese eindeutig ist, muss der Beweis fiir die optimale Steuerung
mit ¢ aus dem letzten Kapitel erweitert werden. Dieses ist in der Arbeit von Ni-
caise/Troltzsch [39] fiir ein Problem gezeigt, bei dem 4 eleminiert wurde. Darauf
gehen wir hier nicht ein. Fiir das durch FEM semidiskretisierte Problem folgt dies
aus dem letzten Abschnitt und daraus, dass die Abbildung u +— (A, ) stetig ist in
passenden Rédumen. Dieses diskutieren wir hier nicht weiter und nehmen die Exis-
tenz und Eindeutigkeit an. Die Lagrange-Funktion ist durch das Zielfunktional F
und die Zustandsgleichungen (5.2.2) folgendermafen definiert. Es gilt:

L:W(0,T) x H(0,T) x L*0,T) x W(0,T) x H(0,T) — R
mit

A
L(A,i,u,p,q) = F(A,u)+ / (“%_t +V x (vV x A) —ei)p dx dt

/ /— edr+ R.i—u) qdt.

In diesem Abschnitt sollen notwendige Optimalitatsbedingungen 1. Ordnung fiir
unsere optimale Steuerung hergeleitet werden. Analog zu Abschnitt 4.9 beginnen
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wir mit der formalen Lagrange-Technik. Es miissen fiir eine optimale Steuerung
mit zugehorigen Zustinden ¢ und A die Gleichungen

DAL(A,i,%,p,q)h =0 Yh e W(0,T) mit h(0) =0
(5.2.4) D,L(A,i,4,p,q)h =0 Yh e H'(0,T) mit h(0) =0
DL(A i, u,p,q)(u—1u) >0 Vuc Uy

gelten. Wir berechnen die Ableitungen und beginnen mit der Ableitung von £
nach u. Es gilt fiir alle u € Uyg mit h = (u — @)

oL T T
(5.2.5) — h= / Avu(t)h dt — / q(t) h dt > 0.
ou 0 0

Als Zweites leiten wir die Lagrange-Funktion nach ¢ ab. Es folgt

aﬁ T T
—,h:—/ (/ p~edm)hdt+/ Rog(t) hdt =0
di 0 Qe 0

(5.2.6)

fiir alle h € H'(0,T) mit h(0) = 0, welches dquivalent zu

Jo,p-edz

(5.2.7) q(t) -

ist. Im letzten Schritt ist die Lagrange-Funktion noch nach A abzuleiten. Diese
Ableitung ist gegeben durch

oL
oA b= /QIUQC Ar(A(T) — Ay) - h(T) dx + /Q op(T) h(T) dx
op

+/ —oZ2(#) - h(t) dr dt
axr Ot ) B

+ | [Mo(A(t) — Ax) +V x (vV x p(t))] - h(t) dz dt
Q

J
o,

Daraus erhalten wir

e ¢(T) h(T) dz — /Q RCROZT

c

—aa—p +Vx(wVxp)—e-qt) =—-N(A—-AL)

ot
op(T) +eq(T) = =Ar(A(T) — Ay).
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Wenn wir nun die partiellen Zustandsgleichungen fiir A und ¢ mit den Gleichungen
fiir die Lagrangeschen Multiplikatoren p und ¢ und der Steuerung u zusammen-
fassen, muss fiir ein optimales © mit A folgendes System erfiillt sein:

(5.2.8) a%—‘;“(t) +V x (vV x A(t)) = ei(t)

(5.2.9) /Q %—‘?(w cedr+ R, i(t) = u(t)

(5.2.10) A(0) = —Agin O

(5.2.11) i(0) =

(5.2.12) —aaa—lt)(t) +V x (1Y x p(t) — eq(t) = —Ao(A(t) — As)

(5.2.13) q(t) = Jo p(g o d

(5.2.14) op(T) +eq(T) = —Ar(A(T) — As) in Q3 UQ,

(5.2.15) /0 (\valt) — g(t)) (u—a)dt > 0.

Wenn keine Schranken fiir die Steuerung u gegeben sind, dndert sich die Unglei-
chung (5.2.15) zu

(5.2.16) /0 (Ava(t) —q(t)) (u—a) dt =0 Yu € Uy.

Daraus folgt das fast iiberall

gilt. Fiir unser Problem wire dies der Fall, wenn U,y = L*(0,T) ist. Die Gleichun-
gen fiir die adjungierten Zustdnde haben wir nur formal hergeleitet und beweisen
im néchsten Schritt, dass die Optimalitdtsbedingung erster Ordnung so aussieht.
Dabei verwenden wir die adjungierten Zustdnde aus dem obigen System.

5.3 Optimalitatsbedingung erster Ordnung

In diesem Abschnitt beweisen wir die hergeleitete Form der Optimalitdtsbedin-
gungen. Dafiir zeigen wir zuerst einen Satz, der uns spéater benotigte Gleichungen
liefern wird. Die Aussagen des Satzes folgen analog zu Satz 4.16 und wir werden
die Beweise nur kurz anreiften.

Satz 5.3. Es seien das Vektorpotenzial A € W(O,T) und i € HY(0,T) definiert
durch (5.2.8), (5.2.9), (5.2.11) mit Steuerung u € L*(0,T) und A, € L*(2,UQ.)3.
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Wir setzen voraus, dass genau ein Paar adjungierter Zustinde (p,q) € W(O, T) x
HY0,T) existiert, das die Gleichungen (5.2.12), (5.2.13), (5.2.14) erfillt. Dann
gelten

/ M(A(T) — A) - A(T )dx+/Q)\Q(A(t)—AOO)~A(t) dz dt

T
//—e pzdxdt+/ oAy - (O)d$—|—//A-eq’dxdt
of o Ja.
und
T
(5.3.2) / qu— / — e dx)q) dt = / (/ p-edz)i dt.
0 c

Beweis: Der Beweis der ersten Gleichung lauft analog zu Satz 4.9.20 ab, wobei
wie in der Gleichung (5.2.12) zu entnehmen ist, noch die negative Zeitableitung
—q'e eingefiigt wird. Fiir die zweite Gleichung verwenden wir die Variationsformu-
lierung von (5.2.9) mit der Testfunktion ¢ wie im Satz gegeben und erhalten

T
//— edrqg+ R.iqdt = /uth,
0
welches

T T
A

(5.3.3) / R.iq dt:/ uq—/ 8—~edar;q dt
0 0 Q. Ot

liefert. Genauso testen wir die Gleichung (5.2.13) mit Testfunktion ¢ und nach
Umstellung gilt

T T
(5.3.4) / R.iq dt:/ (/ p-edz)idt.
0 0 Qe

Da die linken Seiten der Gleichungen (5.3.3) und (5.3.4) iibereinstimmen, gilt dieses
auch fiir die rechten Seiten und es folgt (5.3.2). Nach dieser Vorbetrachtung zeigen
wir folgenden Satz:

(5.3.1)

Satz 5.4. Eine Steuerung U € Uyq mit zugehdrigen Zustinden A und i ist genau
dann optimal fir die Aufgabe (5.2.1), (5.2.2), (5.2.3), wenn mit den zugehdrigen
adjungierten Zustinden p € W(0,T) und ¢ € H'(0,T) aus (5.2.12), (5.2.13) die

Variationsungleichung
T
(5.3.5) / —(q(t) + Mu(t))(u —a) dt >0
0
fur alle uw € Uyq erfillt ist.
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Beweis: Wir gehen analog zum Fall mit der Steuerung ¢ vor. Wir formen das
Zielfunktional um, so dass es nur noch von u abhéngt. Dafiir bendtigen wir die
Steuerungs-Zustands-Operatoren S und Sp, welche analog zu den Steuerungs-
Zustands-Operatoren aus Kapitel 4 definiert werden.

(5.3.6) S L*(0,T) — L*(Q)?
(5.3.7) Sr: L*(0,T) — L*(Q UQ,)?
(5.3.8) Go: L*(Q U Q) — L*(Q)>.

Wihrend wir bei den Operatoren S und Sp wieder von einem homogenen An-
fangswert Ay = 0 ausgehen, wird A(0) = A gerade durch G berticksichtigt. Der
Operator S bildet eine Steuerung auf das dazugehorige Vektorpotenzial ab und Sy
zusitzlich das Vektorpotenzial zum Zeitpunkt ¢ = 7" im leitendem Gebiet €2; und
Q.. Fiir das auf u reduzierte Zielfunktional f erhalten wir

_Ar _ ) _
(53.9)  f(u) =7 /WQJ(ST u) — As|? dz + : /Q|(s w)(t) — Aso|? dz dt
(5.3.10) + A u(t)2 dt.
2 Jo

Natiirlich muss die Variationsungleichung
(5.3.11) f(u)(u—u) >0

fiir eine optimale Steuerung u fiir alle u € U,y gelten. Wir leiten f nach u in
Richtung (u — u) ab:
f’(ﬂ) (u - ﬂ) :/\T(STE - A[), ST<’LL - ﬂ))L2(QIUQc)3
+ )\Q(Sﬂ — A, S(u — ﬂ))LQ(QP

Ao (W, u — a)L2(0,T)

(5.3.12) :/\T( (T) — A, (A(T) — K(T)))B(QluQc)s
+ )\Q( A, (A= A))g
Ao (U, u — u)Lz(o,T)~

Dabei haben wir die beiden Operatoren S und S; verwendet, sowie G in welchem
auch der inhomogene Anfangswert berticksichtigt wird. Nach Satz 5.3 mit A -
A—A i:=i—iund @ :=u—agilt

A (A(T) = Ane, (A(T) — A(T)))B(Ql)s

+ Aol A A, (A - A))Lz

/ / e-Ad —e- pi) dx dt.

(5.3.13)
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Den Teil fOT Jo, —€- pi dz dt kénnen wir nach der zweiten Gleichung aus Satz 5.3
ersetzen und erhalten

/(e-Aq—e-pg) dz dt
Q

T T A

- A
:/e-Aq’dxdt—/ ﬂth+/ 6)—-edqut.

Q 0 o Jao Ot

In dieser Gleichung ist der Term fOT w q dt schon enthalten und wir zeigen, dass sich

die anderen beiden Terme auftheben. Dafiir integrieren wir partiell fQ eAq dz dt
wodurch

T
/e‘Aq'dxdt:/ A-edsq dt
Q 0 JQ

. -
:[/ e-Aqu]OT—/ / aa—A-edqut
= / dx—/ / —edxgdt

= —Ar(A(T) — A, A(T)) 120 3—/ /— edrqdt

gilt. Dabei haben wir fiir den Randterm den homogenen Anfangswert A(0) = 0
sowie die Eigenschaft von ¢(7') aus Gleichung (5.2.14) ausgenutzt. Setzen wir nun
dieses Ergebnis in die Gleichung (5.3.13) ein, folgt fiir

Ar(A = Ao, (A = A)) 20,2 + Ag(A — A, (A = A))2(gpe

/ eAq —epi dz dt

:—/\T(A Aoo,<A A L2 3—/ /— edxq dt

—/ uth—l—/ /—equdt
0

T
= —)\T(A Aooa( — A))LZ(Q )3 — / uq dt.
0

Das Ergebnis verwenden wir in Gleichung (5.3.12) in Verbindung mit der Variati-
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onsungleichung (5.3.11) und es folgt schliefslich
0< f'(@)(u—1) =A\r(A — A, (A — A))r2(0,00.)3

T
+ )\Q<K_ A, (A _K))LQ(Q)3 + )\u/ u (u—w) dt
0

:/0 (—uq+ \a)(u—u) dt.

Nach Anwendung des schwachen Minimumprinzipes und Einsetzen der
Projektionsformel erhalten wir fiir die optimale Steuerung @ die Gleichung

1
(5314> u = P[unLinyumaz]{EQ}'

Ohne Schranken an die Steuerung gilt

1

u=—ya.
!

Anmerkung: Im Satz 5.4 ist ¢ € H'(0,T). Zusammen mit der Gleichung
1
(5.3.14) folgt P[umm,umm]{)\—q} € H'(0,1). Somit ist auch u € H'(0,T). Diese

Voraussetzung spielt auch in [39] eine wichtige Rolle.
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Kapitel 6

Numerik

In diesem Kapitel gehen wir darauf ein, wie die hergeleiteten notwendigen Optima-
litdtsbedingungen aus den Kapiteln 4 und 5 numerisch behandelt werden koénnen.
Dafiir beginnen wir kurz mit einer Einleitung zum Galerkin-Ansatz der zum Bei-
spiel in [34] oder [13] zu finden ist. Grundsétzlich betrachten wir das elliptische
Problem, dass A bestimmt werden soll, wobei A die Gleichung

(6.0.1) a(A,v)=f(v) VYveV

erfiillt. In dieser Gleichung ist a eine Bilinear- und f eine Linearform. Den un-
endlichdimensionalen Raum V wollen wir durch einen diskreten Raum ersetzen.
Fiir einen endlich dimensionalen Raum X, C V erhalten wir die Aufgabe der
Bestimmung einer Lésung von A, € X, fiir

CL(Ah,Vh) = f(Vh) Vv, € X,
Der Index h steht hierbei fiir einen Diskretisierungsparameter. Wir wollen eine
Kette von diskreten Rédumen definieren mit X;, € V und den dazugehorigen
Losungen Aj,. Die Idee hierbei ist, dass fiir h — 0 auch die diskrete Losung

A, € Xj gegen die Losung A € V konvergiert. Dieses ist unter bestimmten
Annahmen der Fall. Die Losung A;, € X, sei von der Art

N
A, = Z u?gpi
i=1

wobel (¢;)1<i<n eine Basis von X, ist. Damit ist es ausreichend fiir (6.0.1) das
Problem

(6.0.2) MA = f
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zu betrachten. Die Matrix M € RY*¥ der Eingangsvektor f € RY und der Lo-
sungsvektor u € RY sind definiert durch

= (a(i, 9j))1<ij<n,
= (f(wi))i<icn,
A= (ul)1<i<n.

Ein System von dieser Art werden wir in jedem Zeitschritt numerisch 16sen.
Im Folgenden wollen wir fiir das Kapitel annehmen, dass die Steuerung sowie
das Vektorpotenzial A diskrete Objekte sind.

6.1 Nédélec-Elemente

In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf die verwendeten Elemente bei der
Finiten-Elemente-Methode ein. Da das Vektorpotenzial A betrachtet wird, verwen-
den wir die curl-konformen Nédélec-Elemente. Detaillierte Ergebnisse findet man
dazu zum Beispiel in [34], [27] oder auch [45]. Die wesentliche Idee der Nédélec-
Elemente ist, dass die de Rham-Kohomologie

R4 HYQ) Y H(curl, Q) 24 H(div, Q) 2 L2(Q) 2 {0}

auch fiir den diskreten Fall erfiillt ist.

Wir zeigen die Konstruktion von Nédélec-Elementen wie in [49]. Sei 7}, eine
Triangulierung fiir das Gebiet . Dann definieren wir fiir ein Teilgebiet D C Q
die Menge der Punkte, Kanten und Oberflichen von D durch N (D), £,(D) und
Fn(D).

Der Raum der Polynome auf D mit einem Polynomgrad kleiner k sei Py (D),
wobei k£ > 0 ist . Entsprechend sei 75k(D) der Raum der homogenen Polynome mit
Polynomgrad kleiner k. Fiir Polynome, die nach R? abbilden, verwenden wir die
Indizierung Py (D)?. Wir definieren direkt fiir & > 1 und den dreidimensionalen
Fall den Raum

Si(D) :={p € P,(D)?, (x,p) :== &% a;p; = 0}

Seien T' € 7, und k > 1 gegeben. Der lokale Raum fiir das Nédélec-Element ist
durch

gegeben. Fiir den Spezialfall £ = 1 erhalten wir die Elemente kleinsten Polynom-
grades aus der Definition

ND(T) :={x—a+bxx, abeR*.
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Die Freiheitsgrade erhalten wir durch die linearen Funktionale auf N'Dy(T) von
der Form

(i) q / (a, thpds p € Pos(E).E € &(T)
(ii) q+— / q X n,p)do p € Pro(F)*F € Fu(T)
(1i1) q|—>/ q,p p € Pr_s(T)°.

Dabei werden die Rdume mit negativem Polynomgrad als leere Rdume angenom-
men. Durch diese Definition der Freiheitsgrade erhalten wir, dass der globale finite
Elementeraum N Dy (; 7,) im Raum H (curl,)) enthalten ist. Des Weiteren fiih-
ren wir jetzt den Raum

NDk,O(Q» ,]77,) = NDk<Qa ,]71) N Ho(CUTl, Q)

ein. Dadurch kénnen wir jetzt die schwache Formulierung 4.5.3 fiir das Vektorpo-
tenzial im diskreten Fall folgendermafen definieren: Wir suchen ein Vektorpoten-
zial Aj, € RY, welches die Gleichung

/(VVxAh)-(Vth)dm—{—/eAh-qhda::/f-qhdx Van € NDyo(Q,Tp,)
Q Q Q

erfiillt.

6.2 Numerik fiir das Optimalsteuerungsproblem aus
Kapitel 4

Wir beginnen mit dem Optimalsteuerungsproblem aus Kapitel 4 mit der Steuerung
1

min F(A,i) := Az |A(T) — Ay |* do + )\—Q/ |A(t) — Ay |* dz dt
2 91 2 Jo
(6.2.1) )
+ z‘(t)2 dt
2 Jo
bei
0A : :
(6.2.2) v +V x vV x A)+ €A =ei(t) in@=Qx(0,T)
(6.2.3) nxA=0 auf ¥ =T x (0,7)
(6.2.4) A(0) = —A, in 0
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und punktweisen Box-Beschrankungen
(6.2.5)  i(t) € Tug :={i € L*(0,T) : tppin < i(t) < ipmae fiir fast alle t € [0, T]}
fiir ein fest gegebenes T' > 0. Wir haben an dieser Stelle die elliptische Regulari-

sierung mit €A aus Abschnitt 4.7.1 vorgenommen.

6.2.1 Operatoren

Wir betrachten die Problemstellung fiir Testfunktionen aus dem Raum
(6.2.6) V= {v € Hy(curl,Q)}.

Die schwache Formulierung war gegeben durch

9 A
(6.2.7) /ﬂaf)‘t v H/Q”( x A) - (V x9) $+/Qe b da

:/e-wdxz’(t), Vi € V.
Q

Wir wollen die Losungsmethoden in Matrizen- und Vektorform aufschreiben und
fithren dafiir folgende Operatoren ein. Es sei Vg der diskretisierte Raum zu Vy:

(M) ) = [ A-vds e Vi
(M,(A),) = /QUA ) do Vi € Vi
(K,(A).0) = [ AV % A) (V% 0) do v e Vi
(K (8),0) = [ A da e Vi

(b, V) :—/ e dr Vi e VI

Mit diesen Operatoren als Matrizen, sowie b als Vektor zu b interpretiert, konnen
wir die Zustandsgleichung (6.2.2) fiir ein diskretes A folgendermafsen aufschreiben:

M,A+K,A+KA=bi
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6.2.2 Die diskretisierte Form

Um das Problem zeitabhéngig zu l6sen, verwenden wir das implizite Euler-Verfahren.
Wir diskretisieren das Zeitintervall (0,7") &quidistant durch die Zeitpunkte 0 =
to, ... tn =T. A™ sei das FEM-diskretisierte Vektorpotenzial zum Zeitpunkt t,,.
Analog definieren wir den diskreten adjungierten Zustand p™ und die diskrete
Steuerung ™. Wir verwenden fiir die drei diskreten Variablen einen stiickweisen
konstanten Ansatz. Damit kann A durch

A+l _ A()

6.2.10 A~
( ) .

approximiert werden. Die Konstante 7 > 0 stellt die Schrittweite in der Zeit dar.
Weiterhin sei b der FEM-diskretisierte Vektor zum Operator b. Eingesetzt in die
Gleichung (6.2.8) gilt fiir den Zeitpunkt n + 1

n+1l) n
MUM + KMA(”H) + K. AMD = p (D)
T

und umgeformt erhalten wir
(K + K, + 7 M, )AT™™) = b D) 4 771, A™),
Wenn wir die Matrix (K, + K, + 7' M,,) invertieren, folgt schlieflich
AT — (K + K, + 77 "M,) 7 (b ™ + 77 M, A™).

Somit ist es moglich, aus der bekannten Steuerung i und A™ das Vektorpotenzial
fiir den Zeitschritt n + 1 zu berechnen. Im Ablauf sieht dies folgendermafien aus:

1. Das Vektorpotenzial A® muss als Anfangswert gegeben sein.
2. Berechne einmal die Matrix B = (K. + K, + 7' M,)™".

3. Firn=0,... np —1
A = B(b i) — 71, A,

Natiirlich ist es rechenintensiv, die inverse Matrix B in 2. zu berechnen und man
kann an dieser Stelle auch mit anderen Methoden arbeiten. Wir haben uns hier
bewusst fiir die Invertierung entschieden, weil die Matrix B in jedem Zeitschritt
benotigt wird. Weiterhin verwenden wir B nicht nur fiir das Vorwartsproblem um
A(t) zu l6sen, sondern auch im Riickwértsproblem, um den adjungierten Zustand
p aus (6.2.12) zu 16sen. Zusétzlich sei erwéhnt, dass im Algorithmus, um eine opti-
male Steuerung zu berechnen, das Vorwarts- und Riickwértsproblem sehr oft gelost
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werden muss. Des Weiteren ist die Matrix B unabhéngig von den Gewichtungsko-
effizienten im Zielfunktional, zum Beispiel (6.2.1), der Optimalsteuerungsprobleme
aus den Kapiteln 4 und 5 und kann bei der Variation dieser wiederverwendet wer-
den. Betrachten wir aber zuerst den adjungierten Zustand p. Fiir diesen hatten
wir in Abschnitt 4.9 die Gleichungen

—Ua—p—i—Vx(VVXp)—i-ep:—)\Q(A—Ao) in @ =0x(0,T)

ot
nxp=0 auf ¥ =1 x (0,7)
O'p(T) = —AT(A(T) — Ao) in Ql

erhalten. Mit den in 6.2.1 definierten Operatoren und dem impliziten Euler-Verfahren
analog wie in der Gleichung (6.2.10) angewendet, folgt

n+1) _ n)

( (
P LS K,p™ + Kp™ = —AoM(A™ — Ag)  in Q=0Qx(0,7T)

T

M, p") = A\ M(A™) — Ay) in Q.

Wir kénnen die Gleichung von p™ analog zur Gleichung fiir das Vektorpotenzial
A herleiten und erhalten

(6.2.11)  p™ =B( - AgM(A™ — Ag) + 7'M, p"™)  in Q= x (0,7).

Wir wissen jetzt, wie A und p berechnet werden kénnen. Als Néchstes wollen wir
eine optimale Steuerung i berechnen. Diese muss zusammen mit dazugehorigem
optimalen Zustand A und adjungierten Zustand p das System

aaﬁ—?—i—v X (VV x A) +eA =e(x)i(t) in Q

nxA=0 auf ¥

A(0) = —-Ay in

(6.2.12) —aaa—lz +V x (V xp)+ep=—N(A—A) in Q
nxp=>0 auf ¥

op(T) = =Ar(A(T) — Ay) in

: 1
1 = P[imin,inmx]{)\—l /Q e'p dﬂf}

erfiilllen. Wenn fiir die Steuerung 7 keine Beschrénkungen gelten, erhélt man i =

1
X fQ e - pdx anstatt der letzten Gleichung vom obigen Gleichungssystem.
I
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6.2.3 Algorithmus

Um die optimale Steuerung mit dazugehorigem Zustand zu l6sen, verwenden wir
das projizierte Gradienten-Verfahren. Die Funktion, die es zu optimieren gilt, ist
unser reduziertes Zielfunktional f. Das heiflt, wir benotigen die erste Ableitung
von f nach i. Diese hatten wir aber schon in Gleichung (4.9.4) mit

f(@)h = Mi(t)h — /(e -p)h dzx
Q
fiir eine Richtung h € L?*(0,T) berechnet und wir erhalten daraus den von f
reduzierten Gradienten
Ayl — / e-pdex.
Q

Im Gradientenverfahren bestimmen wir aus dem reduzierten Gradienten von f und
einer Schrittweite s > 0 die neue Richtung. Um das Gradientenverfahren abzubre-
chen verwenden wir folgende Kriterien. Einerseits muss die Schrittweite s > « fiir
eine gegebene Konstante o > 0 sein. Des Weiteren soll fiir eine zweite Konstante
B > 0 die Ungleichung ||D;L|| > /3 erfiillt sein. Diese Bedingungen sichern einen
hinreichend langen Abstieg. Wenn eine dieser beiden Bedingungen nicht mehr er-
fiillt wird, soll das Verfahren abbrechen. Dieses kann wie folgt implementiert wer-
den. Der untere Index k soll hier den Iterationsschritt des Gradientenverfahrens
darstellen.

1. Lege eine Anfangssteuerung iy € I,4 fest und berechne dazu den Zustand
Ay. Setze diesen in die adjungierte Gleichung 6.2.11 ein und bestimme den
zugehorigen Zustand pg. Des Weiteren setze positive Konstanten sy, a und

0 fiir die Abbruchkriterien fest.
2. Fir k=1,2,... bis (||Ar — Ax_1|| < f oder 551 < )

2.1 Setze A = A,
2.2 Berechne p, zu A

2.2 Berechne die Suchrichtung dy durch den reduzierten Gradienten

du(t) = (D) (1) = Arin(t) — / e (1) du.

Q

2.3 Berechne das Vektorpotenzial A, fiir die Steuerung i(t) := d(¢).

2.4 Die Schrittweite s, = s erhalten wir aus

f(P[,meﬂmax]('lk + Sk dk)) == Igglf(P[lmmﬂmar](Zk + S dk)) .
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2.5 Setze Zk = ikfl + Sk dk
2.6 Setze Ak =A + Sk Ad.

Die Konstanten «,3 > 0 werden fiir die Abbruchkriterien benétigt und miis-
sen an das jeweilige Problem angepasst werden. Um die Schrittweiten zu be-
stimmen, konnte man das Halbierungsverfahren verwenden. In diesem geht man
von einer ausreichend grofsen Startschrittweite sy > 0 aus und setzt nacheinander

So So S
—0, —0, —0, ... ein, bis eine Schrittweite s gefunden ist, welche die Gleichung in

2.4 erfiillt. Zu bevorzugen ist aber eine exakte Schrittweitenbestimmung. Dies ist
moglich, da es sich um ein linear-quadratisches Optimalsteuerungsproblem han-
delt. In [47] wird ausfiihrlich erklart, wie die exakte Schrittweite bestimmt werden
kann. Auf diese Weise ist es moglich, eine optimale Steuerung zu berechnen.

6.3 Die Spannung als Steuerung

Analog zum vorherigen Abschnitt wollen wir die Methoden fiir die Berechnung
einer optimalen Steuerung u zeigen. Hier haben wir zusétzlich eine Gleichung,
die den Zusammenhang von A, ¢ und u beschreibt. In Kapitel 5 haben wir das
komplette System

(6.3.1) a%—?(t) +V x (vV x A(t)) = ei(t)

(6.3.2) /Q %—?(t) cedzr + R, i(t) = u(t)

(6.3.3) A(0) = —Ag in

(6.3.4) i(0) = g

(6.3.5) —a%—lz(t) +V x (UV x p(t) — eq(t) = —Ao(A(t) — A)

(6.3.6) (t) = Ja p(zz),c e dz

(6.3.7) op(T) + eq(T) = —Ap(A(T) — Ay) in Q UQ,
(6.3.8) /OT (Ava(t) —q(t)) (w—u)dt >0

hergeleitet.

6.3.1 Numerischer Algorithmus

Es wird erneut das implizite Euler-Verfahren verwendet. Die Zeitschrittweite sei
wieder durch 7 > 0 gegeben und die definierten Operatoren aus Abschnitt 6.2.1.
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Zusétzlich sei K, . := K+ K definiert. Um das Vorwértsproblem fiir A zu berech-
nen, bendtigen wir die Gleichungen (6.3.1), (6.3.2) und die Anfangsbedingungen
(6.3.3), (6.3.4). Nun ist unser Ziel die Gleichung (6.3.1) nach A umzustellen, so
dass die Zeitableitung des Vektorpotenzial A in (6.3.2) eingesetzt werden kann.
Wir verwenden wie in 6.2.10 die Approximation

) Aln+l) _ A ()
(6.3.9) A —M

T

Eingesetzt in die Gleichungen (6.3.1), (6.3.2) gilt

A+l _ A()
(6.3.10) o 4V x (vV x ArFD) p cAHD) — g (4D

-
(6.3.11) . M e dr + R, i) = D),
Wir definieren A"+ := A"+ — A Dann folgt aus (6.3.10)

(6.3.12) TIMLACY K, AD = b R, A

und durch Umformung anschliefsend

(6.3.13) A = (771, 4+ K, ) N (bi™ ) — K, A,

Es sei weiterhin b der FEM-diskretisierte Vektor zum Operator b. Dann kénnen
wir das Vektorpotenzial A™*Y in (6.3.11) einsetzen und erhalten

(6.3.14) 7 'TACTY L R, i =T (+7 M, + K, ) (bi"T) — K, A™)
(6.3.15) + R, it = ¢ (n+D),

Durch Auflésen nach "™ gilt, dass diese Funktion im Zeitschritt (n + 1) nur von

den zu dem Zeitpunkt bekannten Skalaren «("*") und vom Vektor A™ durch

jn 1) —

(b" (77" My + K, ) 'b+ 7R) (7 My + Kpu) TN AW+ Tu )

abhiingt. Welche Startwerte A und u(0) = g wir fiir unsere numerische Bei-
spiele verwenden, wird in Kapitel 7 erklart. Dadurch kann jetzt A durch folgende
Methode gelost werden:

e Die Startwerte A® und u(0) = ug seien gegeben.
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e Berechne B = (77'M, + K,,.)"" und s = (b" Bb + R.7).
e Firn=0,..(npr—1)

1. i) = 7Y (b BK,, A" + ru(+D)
9 A+ _ B(T_lMUA(n) + le'(n-i-l)) )

Um den Rechenaufwand zu vermindern ist es sinnvoll, eine andere Methode zu
verwenden. Fiir die Berechnung von i"*1 wurde schon K e it A™ multipliziert.
Es ist moglich, dieses unter Punkt 2 auszunutzen und man berechnet zuerst

A+l — B(bz’(”“) - K, 6A(n))
und anschliefend das Vektorpotenzial zum Zeitpunkt n + 1 durch
AT+ — A | A+

Dadurch benétigen wir in 2. nicht mehr die Multiplikation von 7=1M, mit A
erhalten aber gleichzeitig eine zusétzliche Addition. Nachdem somit gezeigt wurde,

wie man A®M ... A7) berechnen kann, wollen wir dieses auch fiir die adjungier-
ten Zustinde p™ und ¢™ fiir n = 0,...,ny — 1 zeigen. Vor der Berechnung des
adjungierten Zustandes sind A, ..., A7) bereits bekannt. Wir verwenden in der

Zeit wieder das implizite Euler-Verfahren und es gilt:

(n+1) _ p(n) (n+1) _ 4(n)
_Ma% + K,.p™ + b% = —AoM(A(z,t) — Ac(w))
n pr(n)
4 = '

6.3.16
(63.16) >

Wir stellen die Gleichung nach p™ um und erhalten
(6317)  p™ = B(r (b(g™) — ™) + M,p+) — Ag(AT) — A)).

Einsetzen von p” in (6.3.16) ergibt

(n

) BTBG (b(g" ) — ¢) + Mp ) — Ag(A” — AL))

q R,

Das ist dquivalent zu
bTBT_lbq(n) + Rc q(n) — bTB_l(T_l(bq(n+1) + Mo_p(n-‘rl)) _ )\Q(A(n) _ Aoo))

und liefert

oy _ BTB(r (b)) 4 Mp("tD) — Ag(A™ — A))
bI'Br=1b+ R, :

Zusammengefasst notieren wir folgende Methode, um p und ¢ zu berechnen:

q
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e Berechne

B :(T_IMU + Ku,e)_ly S :Rc + T_leBb7 ST :bTMU’(;b + RC.

o Berechne ¢") = s (b7 M_ } (—Ar(A"T) — AL)).
e Berechne aus der Gleichung (6.3.7) den Endwert
p"r) = M;g(—bq("T) — )\T(A(”T) —AL)).

e Firn=(nyr—1),...,0

1. Berechne

¢ = s7'b"B(r ! (bg"V + M,p™ V) — Ag(A™ — AL)).
2. Berechne
p" = B(r ' (b(¢"*" — ¢™) + M,p") = Ag(A™ — AL)).

Damit haben wir jetzt alle benétigten diskreten Gleichungen aufgestellt, um ei-
ne optimale Steuerung u zu berechnen. Das Gradientenverfahren &dndert sich im
Gegensatz zu 6.2.3 nur in wenigen Punkten. Der untere Index gibt den Iterations-
schritt im Gradientenverfahren an. Wir bendtigen erneut zwei Konstanten o, 3 > 0
fiir die Abbruchbedingung.

1. Lege eine Anfangssteuerung ug € U,q fest und berechne dazu die Zustén-
de ip und Ay. Setze diese in die adjungierte Gleichung ein und bestimme
die zugehorigen adjungierten Zusténde gy und py. Weiterhin werden die Ab-
bruchkonstanten sg, o und 3 festgelegt.

2. Fir k=1,2,... bis (||Ar — Ax_1|| < f oder s;_1 < )
2.1 Setze A(x,t) = Ag—1)(x,t) und u(t) = ug_1)(t).
2.2 Berechne q)(t) und p,(x,t) mit Hilfe von A _1)(x,1).
2.3 Berechne die Abstiegsrichtung dx(t) aus dem Gradienten

diiy(t) = Duf(t) = Av ug—1)(t) — qer) (1)
2.4 Berechne das Vektorpotenzial A, fiir die Steuerung w(t) := di(t).

2.5 Die Schrittweite s, = s erhalten wir aus

2.6 Setze Uk = Uk—1 + Sk dk
2.7 Setze A, = A + s, Ay
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6.3.2 Ausnutzen von Symmetrieeigenschaften des Vektor-
potenzials

Abbildung 6.1: Testgeometrie im Achtelraum

Nachdem wir gezeigt haben, wie sowohl das Vorwirtsproblem als auch das
Riickwartsproblem und insgesamt das komplette Optimalsteuerungssystem gelost
werden konnen, wollen wir uns an dieser Stelle noch Gedanken zu den geome-
trischen Symmetrieeigenschaften des Modells machen. Wir nehmen an, dass eine
symmetrische Geometrie gegeben ist, siche zum Beispiel Abbildung 6.1. Dann ist
es sinnvoll, diese Symmetrieeigenschaften auszunutzen, um den numerischen Auf-
wand zu vermindern. In unserem Fall kénnen wir Flachensymmetrien verwenden.
Fiir den dreidimensionalen Fall hiefe dies, dass man nur im Achtelraum rechnen
muss. Es ist kein Problem, die entsprechenden Symmetrieeigenschaften fiir die

Abbildung 6.2: Testgeometrie im Achtelraum
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Rénder zu verifizieren. Diese sind davon abhéngig, wie das Vektorpotenzial im
Raum orientiert ist, respektive die magnetische Flussdichte und somit das Vek-
torpotenzial. Fiir den Fall, dass die magnetische Flussdichte B senkrecht auf der
Symmetriefliche steht, muss die Randbedingung

(6.3.18) nxp '(VxA)=0 (Neumann-Randbedingung)

verwendet werden. Liegt die magnetische Flussdichte parallel zur Symmetriefiéche,
also in der Ebene, fordern wir auf diesem Rand

(6.3.19) A xn =0 (Dirichlet-Randbedingung),

was B - n = 0 impliziert. Warum diese Bedingung sinnvoll ist, findet man zum
Beispiel in [12] ausgefiihrt. Mit diesen beiden Randeigenschaften geniigt es, das
dreidimensionale Problem auf einem Achtelraum zu betrachten, sieche Abbildung
6.2. Dafiir verwenden wir auf den Réndern I'y die Randeigenschaft (6.3.18), da
das Magnetfeld senkrecht auf den Magnetflichen steht und auf I's die Bedingung
(6.3.19). Allerdings miissen wir noch den totalen magnetischen Fluss beachten.
Diesen benétigen wir fiir den Zusammenhang zwischen der Spannung » und dem
Strom ¢ innerhalb dem Gebiet der Spule. In Kapitel 5 hatten wir die Gleichung

(6.3.20) Y+ Rei(t) = u(t)
eingefithrt. Wenn wir in der Numerik nur auf Teilgebieten arbeiten, gilt

¢:m”¢m

mit der Anzahl m € N der symmetrischen Teilrdume und v, der totale magne-
tische Fluss auf dem betrachteten Teilraum. Dieses gilt, weil wir in (5.0.2) ein
Integral haben. Wenn wir jetzt unter Ausnutzung von Symmetrieeigenschaften
nur ein Teilgebiet betrachten, ist die Gleichung (6.3.20) entsprechend anzupassen.
Wir wollen 7 und u aber unveréndert lassen und miissen daher m-mal den magne-
tischen totalen magnetischen Fluss verwenden. Also erhalten wir entsprechend fiir
die Gleichung (6.3.2) nun

m/ A | e dz + R.i(t) = u(t).
o, Ot

Fir den diskreten Fall erhalten wir mit Hilfe von b

(6.3.21) mb' A + R.i(t) = u(t).
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Damit muss m auch im numerischen Algorithmus beriicksichtigt werden und es
dndern sich die beiden Gleichungen, in denen s und i) berechnet werden. Die
neuen Gleichungen lauten

s=mbI'Bb+ R.7
i = s7(m b"BK, A" + 7"y,

Auch auf das Riickwértsproblem hat das Einfligen von m Auswirkungen. Wir
miissen m in folgende Gleichungen einfiigen:

S = R.+mb'Bb
p(nT) — B(m bq"* — /\T(A(HT) —AL))
@ = sTBTB( (m b g™ 4 M,p™ ) — 2g(A®) - AL))
p™ =Bl (mb (¢" = ¢") + M,p™t') — Ag(A™ — AL)).

Wir weisen zum Abschluss noch einmal darauf hin, dass m nur eine skalare Kon-
stante ist und wir somit keine Probleme beziiglichen der Vektoren und Matrizen
vom diskretisierten Problem erhalten.
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Numerische Beispiele

Abschliefsend diskutieren wir einige numerische Beispiele. Insbesondere betrachten
wir Probleme, die durch die Materialkonstanten auftreten, sowie Parameter vom
Optimierungsalgorithmus und die Diskretisierung in der Zeit und im Ort. Dabei
werden wir sowohl das Problem mit Strom ¢ als Steuerung fir (4.8.1), (4.8.2),
(4.8.3) sowie das Problem mit der Spannung u als Steuerung fir (5.2.1), (5.2.2),
(5.2.3) bearbeiten.

Wir betrachten zwei unterschiedliche Geometrien, beide ziemlich dhnlich. Sie bein-
halten jeweils drei unterschiedliche Gebiete. Es gibt ein Gebiet fiir einen elektrisch
leitenden Kern, eins fiir die Spule und das Rechengebiet, welches durch die Eigen-
schaften der Luft in der Umgebung charakterisiert wird. Es gibt aber einen sehr
entscheidenden Unterschied zwischen beiden Geometrien. Im Gebiet, welches den
Kern darstellen soll, hat die Geometrie 2 einen Schlitz. Mit diesem Schlitz haben
wir ein echtes dreidimensionales Problem, welches nicht durch Zylinderkoordinaten
auf zwei Dimensionen reduziert werden kann. Beide Geometrien sind in der Abbil-
dung 7.1 dargestellt. Obwohl der Schlitz nur 5mm breit ist, hat er einen starken
Einfluss auf die Wirbelstréme.

Das Ziel ist es, das Vektorpotenzial zu steuern. Dabei méchten wir von einem
Zustand A in moglichst kurzer Zeit in einen anderen Zustand A., wechseln. Fiir
uns ist insbesondere der Fall interessant, bei dem man aus einem Anfangszustand A
den Zustand — A ansteuert. Weiterhin ist es wichtig, dass der angesteuerte Zustand
in der Zeit danach konstant gehalten werden kann, also fiir die Zeitableitung A’ = 0
ab Erreichen des Zielzustandes gilt. Es sei auch erwéhnt, dass die Geometrie 2
nicht in einem Achtelraum betrachtet werden. Symmetrieeigenschaften konnen nur
ausgenutzt werden, wenn der Schlitz in der Mitte der Symmetrieebene liegt und
auch dann ist es nur im Viertelraum moglich.
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(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

Abbildung 7.1: Die verwendeten Testgeometrien.

7.1 Parabolische Regularisierung

Um numerisch stabile Ergebnisse zu erhalten, wollen wir das Problem in der Glei-
chung

(7.1.1) 0% +V x (vV x A)=f =ei(t) in

regularisieren. Um die verwendete Regularisierung zu erlautern, beschranken wir
uns auf das Problem mit ¢ als Steuerung fiir (4.7.18). Man kann auch mit dem
Sattelpunktproblem (4.7.19) arbeiten, welches aber einen deutlich htheren nume-
rischen Aufwand erfordert und daher nicht praktikabel ist. Fiir die Regularisierung
gibt es mehrere Moglichkeiten. Eine Moglichkeit ist eine parabolische Regularisie-
rung. Bei dieser fligen wir einen Regularisierungsparameter vor die Zeitableitung
des Vektorpotenzials ein. Das heift, wir verwenden in der Gleichung (7.1.1) statt
o ein o, := max{o, ¢} mit € > 0. Wir erhalten die Gleichung

0A
ey +V x ¥V x A) =ei(t) in Q,
welche wir auch im Abschnitt 4.8.2 verwenden. Analytisch stellt diese Regulari-
sierung kein Problem dar. Wir haben nur noch den parabolischen Fall, den wir
in den Abschnitten 4.6 und 4.8.2 betrachtet haben. Weitere Vorteile sehen wir im
Zielfunktional. Dieses war durch

A A
min F(A,1) :—T/ |A(T) — Ag|* dv + —Q/ |A(t) — Ao|?dx dt
2 /o 2 /o
(7.1.2) N
+ 29 )2 dt
2 Jo
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Abbildung 7.2: Geometrie 1 mit B-Feld

gegeben. Fiir den Teil, der nur im letzten Zeitpunkt T bewertet wird, bendtigen
wir die Stetigkeit der Losung A in der Zeit. Diese ist aber fiir das Gebiet mit
o gegeben, so dass A(T') auf ganz €2 definiert ist. Mit der selben Argumentation
kénnen wir auch einen Startwert A (0) auf ganz € vorgeben. Leider bekommen wir
mit dieser Regularisierung numerische Probleme. Wir konnten beobachten, das fiir
t — oo auch [|A(t)||r2(q) gegen oo strebt. Dieses wollen wir genauer dokumentieren.
Durch die Verwendung von o, anstatt von o, verdndern wir die Massenmatrix. Es
wird nun M, _verwendet. Die Matrix M, ist analog zu M, in Abschnitt 6.2.1
definiert. Es ist die zur Bilinearform

(M, (8).0) = [ o.Awv ds
Q
gehorige Matrix. Wir verwenden die Geometrie 1 und wenden eine konstante Steue-
rung i(t) = iponstant an. Wir fixieren die Parameter und schauen uns die L?-Norm
vom Vektorpotenzial A an. Natiirlich ist es wichtig, in welcher Grofenordnung e
liegt. Es ist zu beachten, dass fiir ein zu kleines e die Matrix M, sehr schlecht
konditioniert ist. Wahlen wir hingegen e sehr grofs, ist der Einfluss auf die linke
Seite der Gleichung (7.1.1) grof. Daher fithren wir eine Parameter-Studie fiir e
durch. Wir verwenden ¢ = 0.01, 1, 10, 100 bei ¢ = 10°. Wir sehen, dass fiir
beliebiges o, die L2-Norm vom Vektorpotenzial A fiir + — oo auch gegen unend-
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[A[l L2 ||7{1||L2(Q)
i
c=0,1 | ¢ = 100
|
? e =108
e=1:10 ' I o
t T s s 0t

(a) L?-Norm vom Vektorpotenzial A fiir ~ (b) L?-Norm vom Vektorpotenzial A fiir
oe > 0 mit e = 0.01, 1, 10 fiir ein kon- oe > 0 mit € = 100, 10° fiir ein konstan-
stantes ¢ tes ¢

Abbildung 7.3: L2-Norm vom Vektorpotenzial A fiir ein konstantes 4

lich strebt. Je kleiner € ist, um so grofser ist der Anstieg. Aber auch fiir ¢ = 100
wachst die Norm. Dieses konnen wir aus der rechten Seite der Abbildung 7.3 ent-
nehmen. Die durchgezogene Kurve ist mit e = 100 und die gestrichelte mit e = 10°
berechnet, welche beide monoton ansteigen. Wir legen die Parameter folgenderma-
fsen fest. Die Schrittweite sei durch dt = 0.0001 und die elektrische Leitfahigkeit
o = 10° gegeben. Die Permeabilitit sei mit p, = 4000 gegeben. Leider ist der
Effekt, dass fiir o # 0 die L?-Norm vom Vektorpotenzial ansteigt auch von der
Zeitschrittweite unabhéngig. Um dieses zu iiberpriifen, fixieren wir noch einmal
alle Parameter, setzen ¢ = 10 und verwenden unterschiedliche Zeitschrittweiten.
Wir wahlen dt = 0.01, 0.001, 0.0001. Wir erhalten fiir diese Zeitschrittweiten die
gleichen Normen von A. Wir verzichten auf eine Abbildung, da die drei Graphen
fiir die unterschiedlichen Zeitschrittweiten {ibereinander liegen und man aus einem
Bild keine neuen Informationen entnehmen kann.

Fazit: Diese Art der Regularisierung ist fiir die von uns behandelten Probleme
ungeeignet.

7.2 Elliptische Regularisierung

Als Néchstes diskutieren wir eine zweite Moglichkeit der Regularisierung. Bei dieser
fiigen wir in die Zustandsgleichung (7.1.1) auf der linken Seite eA mit € > 0 hinzu
und erhalten

(7.2.1) 0% +VXx(WVxA)+ecA=Ff=ei(t) in Q.

Auch in diesem Fall bleiben die Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen aus den Ka-
piteln 4 und 5 richtig. Insbesondere gilt der Satz 4.12, der aussagt, dass fiir ¢ — 0
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L2—Norm

o ; . . . o Time [t]

Abbildung 7.4: L2-Norm vom Vektorpotenzial fiir eine konstante Steuerung

die Norm [|A — A.|| gegen null strebt, wobei A, die Losung zum regularisierten
Problem darstellt. Durch diese Regularisierung erreichen wir eine hohe numerische
Stabilitit. Als Erstes zeigen wir die Stabilitit der L2-Norm vom Vektorpotenzial
fiir die Berechnung des Vektorpotenzials A mit der regularisierten Zustandsglei-
chung (7.2.1).

Ein weiterer interessanter Aspekt ist, dass wir fiir eine divergenzfreie Steue-
rung f eine divergenzfreie Losung A erhalten. Es sei auch erwdhnt, dass wir mit
der Regularisierung €A stabile Ergebnisse erhalten, auch wenn wir zuséatzlich die
parabolische Regularisierung €; A’ einfiigen. Ein Beispiel fiir eine numerische Be-
rechnung mit beiden Regularisierungen sehen wir in 7.4. Wir sehen, dass die Norm
von A in der Zeit gegen die Norm von einem A, konvergiert. Wir wollen aber
im weiteren von einer Regularisierung der Zeitableitung absehen. An dieser Stel-
le sei erwdahnt, dass es auch moglich ist YVV - A als Regularisierungsterm in die
Zustandsgleichung (7.1.1) einzufiigen. Dann gilt fiir das Vektorpotenzial A die
Gleichung

V x ¥V xA)+~9VV - A=eit).

Wir sehen davon ab, da auch diese Methode zu numerischen Problemen fiihren
kann. Ein Beispiel, dass eine Losungsmethode eine numerische Losung berechnet,
welche aber nicht gegen die analytische Losung konvergiert, ist in [34] dargestellt.

7.3 Berechnung eines gewiinschten Zielzustandes

Diesen Abschnitt wollen wir nutzen, um kurz zu erkldren, wie wir einen zur Pro-
blemstellung passenden Zielzustand A, berechnen kénnen. Da wir einen Zielzu-
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stand verwenden miissen, den wir mit unseren numerischen Methoden erreichen
konnen, liegt es nahe A, numerisch zu berechnen. Dafiir gehen wir wie folgt vor:

Wir berechnen ein Vektorpotenzial A mit einer konstanten Steuerung i fiir das
Anfangswertproblem (5.2.2) mit ¢ € [,4 wie in (4.8.3) definiert. Diese Steuerung
soll ungleich null sein und wir verwenden als Startwert Ay = 0. Die Idee ist,
solange mit der konstanten Steuerung weiter zu rechnen, bis wir numerisch eine
zeitlich de facto stationdre Losung erhalten. Das heifst, wir suchen einen Zeitpunkt

0A
tend it ||E(tmd)|| < &, wobei § sehr klein ist. Wir verwenden § = 1078, Damit

haben wir Ao, = A(tenq) gefunden, welches wir ansteuern konnen und das zu
einer Steuerung i gehort. Analog gehen wir fiir das Optimalsteuerungsproblem
mit Steuerung u vor. Wir starten erneut mit A(0) = 0 und setzen i(0) = 0. Wir
l16sen das Anfangswertproblem (5.2.2) mit einer konstanten Steuerung u # 0 und
u € Uyg wie in (5.2.3). Somit kénnen wir den numerisch berechneten Zielzustand
A := A(teng) verwenden.

Eine andere Moglichkeit wire, den Zielzustand A, aus dem elliptischen Wir-
belstromproblem zu berechnen. Dafiir betrachten wir das Problem mit der Steue-
rung u aus (5.2.1), (5.2.2), (5.2.3). Im elliptischen Fall ist A’(t) = 0 fiir alle
t € (0,7) und aus der zweiten Gleichung von (5.2.2) folgt

(7.3.1) p—
Setzen wir i jetzt in die erste Gleichung (5.2.2) ein, gilt

(7.3.2) VX@VXA%HA:e%n

Die Losung dieser Gleichung fiir ein festes @ sei A. An dieser Stelle kommt die Fra-
ge auf, ob fiir das Optimalsteuerungssystem (5.2.1),(5.2.2), (5.2.3) auch A, = A
verwendet werden kann. Wenn dieses sinnvoll ist, konnen wir den numerischen
Aufwand des Losens des parabolischen Problems fiir den Anfangswert sparen
und miissten nur eine elliptische Gleichung l6sen. Um diese Frage zu beantwor-
ten, vergleichen wir die Losungen A fiir die Gleichung (7.3.2) sowie die Losung
A, vom Gleichungssystem (5.2.2) mit Anfangswert Ay = 0 mit ihren jeweili-
gen Steuerungen @ = u(t) = 1. Als Abbruchkriterium fiir A,, verwenden wir

0A . — :
||W(tend)” < 107%. Wir wollen uns [|A, — Al|| fiir verschiedene Werte des Re-

gularisierungsparameters ¢ anschauen. In der Abbildung 7.5 ist zu sehen, dass fiir
kleine € der relative Fehler stark ansteigt. Dieser ist auch fiir ¢ = 1 ziemlich grofs.
Dabher ist es nicht ratsam, die Losung des elliptischen Problems als Zielzustand zu
verwenden.
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Abbildung 7.5: L?>-Norm von A — A fiir eine konstante Steuerung

7.4 Numerisches Beispiel fiir den Strom i als Steue-
rung

Wir betrachten das Optimalsteuerungsproblem aus Kapitel 4 Abschnitt 4.8. Wir
wollen die optimale Steuerung fiir das Problem

min F(A,1) _Ar |A(T) — Ay |? dx + A9 |A(t) — A |*dx dt
2 Jq 2 Jo

)\I r )
— dt
+ 2/ )
mit Nebenbedingungen

Ja—A+V>< (W 'V xA)+eA =ei(t) nQ=0Qx(0,T)

ot
nxA=0 auf ¥ = 00 x (0,7

sowie
i € Iog:={i € L*(0,T) : ipin < i(t) < ipmae fiir fast alle ¢t € [0, 7]}

numerisch bestimmen. Wir werden keine komplette Diskussion der numerischen
Ergebnisse durchfiihren, sondern nur einen sinnvollen Parametersatz angeben und
eine Losung fiir die Geometrie 1 zeigen.

Wir definieren die Parameter wie folgt: Wir wéhlen im Eisenkern und der Spule
o = 10° und sonst null. Fiir die relative Permeabilitit soll im Eisenrohr 4000 jq
gelten und sonst pig, welches in (3.1.6) definiert ist. Der Zielzustand A, wird wie
in Abschnitt 7.3 mit der konstanten Steuerung ¢ = 1 berechnet und der Anfangs-
wert ist Ay = 0. Wir verwenden H,,.,-konforme Elemente zweiter Ordnung sowie
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i A 1A - AL
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(a) Steuerung i (b) L2-Norm von A — A,

Abbildung 7.6: Steuerung i und L?>-Norm von A — A, fiir die einzelnen Iterationen
des Gradientenverfahrens

das implizite Euler-Verfahren mit 3000 Zeitschritten und At ~ 107°. Diese kleine
Zeitschrittweite wird bendtigt, da das Problem sehr sensitiv beziiglich der Steue-
rung ist. Dieses muss insbesondere im Zeitintervall, in dem die Steuerung von der
oberen Schranke abféllt, beachtet werden. Zusétzlich wird aber ein grofses Zeitin-
tervall benétigt, da die Steuerung nur sehr langsam in einen de facto stationéren
Zustand iibergeht. Daher werden sehr viele Zeitschritte benotigt. Weitere Para-
meter sind Ay = 10%, A\g = 10° und Ay = 1073. Die Schranken fiir die Steuerung
seien durch i,,4, := 1,2 und 7,,;, := 1,2 gegeben. Wir betrachten die Abbildung
7.6, in der die einzelnen Iterationen des Gradientenverfahrens abgebildet sind. Im
linken Bild ist der Strom ¢ fiir die einzelnen Gradienteniterationen abgetragen und
auf der rechten Seite [|A(t) — Ax||r2(q) fiir die ersten Gradientenschritte. Fiir die
Steuerung i erhalten wir ein zu erwartendes Ergebnis. Die Steuerung liegt am An-
fang erst auf der oberen Schranke 7,,,, und geht dann auf den Haltezustand ¢+ = 1.
Fiir [|A(t) — Aso||12() sehen wir, dass der Term gegen null strebt, sprich das Vek-
torpotenzial A(t) gegen A, in der L?-Norm wie gewiinscht konvergiert. Weiterhin
ist gut zu erkennen, dass schon die ersten Iterationen der Loésung ziemlich nahe
kommen und es dann nur noch sehr kleine Verédnderungen gibt. Dieses Verhalten
ist sehr typisch fiir das Gradientenverfahren. Wir werden uns an dieser Stelle mit
diesem Resultat begniigen, da das zweite Modell mit u als Steuerung wesentlich
interessanter ist.
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Abbildung 7.7: Die Norm von A — A,

7.5 Numerische Beispiele mit der Spannung u als
Steuerung

Nun befassen wir uns mit dem Problem (5.2.1), (5.2.2) und (5.2.3). Auch fiir dieses
Problem erarbeiten wir sinnvolle Parameter Ap, Ao und Ay fiir unser Zielfunktio-
nal J. Da der Parameter A\ fiir uns der Wichtigste ist, setzen wir zuerst A\p = 1
und Ay = 1. Im Folgenden vergleichen wir einige verschiedene Losungen fiir un-
terschiedliche A\g. Wir beschrénken uns dabei auf die Auswertung der Steuerung
u selbst. In der Abbildung 7.7 sehen wir, dass fiir ein zu klein gewahltes g das
Vektorpotenzial A nicht gegen A, konvergiert. Der Einfluss vom mittlerem Term

A
2T A - A |? dz dt aus dem Zielfunktional ist zu gering. In der linken Ab-
2 0 JQ

bildung von 7.8 sind die Steuerungen v in Abhéngigkeit von A\g abgetragen. Fiir
zu kleine A erreicht die Steuerung nicht die obere Grenze. Mit steigendem Mg
gewinnt der mittlere Term aber an Gewicht und wir erhalten den gewiinschten
Effekt. Die gepunkteten Losungen wurden fiir die Parameter Ao = 10%, 107, 10°
berechnet. Es ist gut zu erkennen, dass sich zwischen den Werten \g = 10° und
Ao = 10 kaum noch Unterschiede feststellen lassen. Wir sehen, dass es fiir diese
Parameter kaum noch Unterschiede gibt, wéahrend fiir kleinere Ag, die in der Ab-
bildung mit den durchgezogenen Kurven dargestellt sind, die Steuerung nicht ihre
charakteristische Form erhilt. Die durchgezogenen Kurven wurden mit Ao = 1, 10?
und 10° berechnet. Auf der rechten Seite der Abbildung 7.8 finden wir die dazu-
gehorigen Zustande ¢. Hier ist zu erkennen, dass fiir grofe g die Zusténde ¢ recht
schnell gegen ein Haltelevel konvergieren, wahrend fiir kleine A\ dieses Level nicht
erreicht wird. Sowohl bei den Steuerungen wu als auch bei den Zusténden ¢ kdnnen
wir nahe des Endzeitpunktes t = 1.5 erkennen, dass sie abfallen. Dieses hangt
damit zusammen, dass die Bedingung, dass [|[A — A,||? klein sein soll, nur iiber
einen Integralterm eingebracht wird, der vom Ort und der Zeit abhéngt. Dieses
Verhalten werden wir mit dem Parameter Ay zum Schluss der Parameterdiskussi-
on verhindern. Zuséatzlich wollen wir noch einen Blick auf die Norm von A — A

135



KAPITEL 7. NUMERISCHE BEISPIELE
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Abbildung 7.8: Spannung v und Strom ¢ in Abhéngigkeit von Ag

werfen. In der Abbildung 7.7 ist diese abgetragen und wir kénnen der Abbildung
entnehmen, dass fiir groke Ay die Norm sehr schnell klein wird und wir den ge-
wiinschten Zielzustand erreichen.

Ahnlich wollen wir jetzt fiir Ay vorgehen. Wir setzen die Parameter Ay und
Ao aus dem Ziefunktional fest auf 1 und variieren nur Ay. Wenn wir Ay zu grofs
wahlen, bleibt die Steuerung ungefahr bei null und das Vektorpotenzial A kommt
nicht in die Nahe unseres gewiinschten Zustandes A.. Je kleiner wir Ay wéih-
len, desto weniger kostet die Steuerung und wir sehen, dass das Vektorpotenzial
A auf A, gesteuert wird. Allerdings diirfen wir Ay auch nicht zu klein wéhlen,
da wir sonst numerische Instabilitdten in unseren Simulationen erhalten. Wir ha-
ben in Kapitel 4 ausgefiihrt, dass wir Ay > 0 fiir die Existenz einer eindeutig
bestimmten optimalen Steuerung bendtigen. Bei der Wahl Ay = 0 erhalten wir
trotzdem die Existenz einer unter Umstédnden nicht eindeutigen optimalen Steue-
rung. Wir konnen im Gradientenverfahren auch mit Ay = 0 rechnen. Dies liegt an
dem Gradienten-Verfahren. Im Algorithmus aus Kapitel 6 in 6.3.1 verwenden wir
fiir die Abstiegsrichtung

dey(t) = Duf(t) = Av uge—1)(t) = quey ().

Der Parameter Ay gibt in dieser Gleichung an, wie viel Einfluss die Steuerung aus
dem letzten Iterationschritt auf die Steuerung im aktuellen Iterationsschritt hat.
Setzen wir Ay = 0, so wird die Abstiegsrichtung nur aus dem aktuellen adjungier-
ten Zustand ¢ mit

diy(t) = Duf = —qu (1)

berechnet. Es hat sich gezeigt, dass es Sinn macht, Ao und Ay in einem bestimmten
Verhéltnis zu wéhlen. Natiirlich konnte man auch Ay = 1 fixieren und Ag so
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grofs wihlen, so dass der Zustand das Ziel A, erreicht wird. Dafiir benttigen wir
extreme Grofenordnungen im Bereich > 107 fiir Ag. Der Parameter Ao geht bei
uns in den adjungierten Zustand p durch

__9p
Tt

ein. Dadurch erhalten wir aber auch eine sehr grofse Norm von p, was einen Einfluss
auf die zu wahlende Schrittweite fiir die Abstiegsrichtung hat, die sehr klein wird.
Wenn wir umgekehrt zum Beispiel einfach Ao = 1 wéhlen und Ay sehr klein werden
lassen, verlieren wir den glattenden Effekt der Steuerung aus der vorherigen Ite-
ration des Optimierungsverfahrens. Daher bietet es sich an, die Grofenordnungen
auf beide Parameter zu verteilen. Damit haben wir auch die besten numerischen
Erfahrungen.

Nachdem wir uns mit Ag und Ay auseinandergesetzt haben, wéhlen wir ein
passendes Verhéltnis zwischen beiden. Wir setzen A\g = 10° und Ay = 1072. Jetzt
wollen wir noch Ar betrachten. Der Term im Zielfunktional hdngt nicht vom Zeit-
intervall [0, 7] sondern nur vom Endzeitpunkt 7" ab. Da die Ergebnisse analog zu
der Diskussion im Kapitel 2 fiir Ay sind, verzichten wir darauf.

(x,1) +V x (u'V x p(x,1)) +ep(x, 1) —e(x)q(t) = —Ag(A(x, 1) — Ax(x))

7.6 Vergleich der numerischen Losungen der ver-
wendeten Geometrien

Wir haben am Anfang zwei unterschiedliche Testgeometrien vorgestellt (siche Ab-
bildung 7.1). Wir wollen jetzt analysieren, wie sich der Schlitz im magnetisch lei-
tenden Gebiet auf die Steuerung u auswirkt. Dafiir verwenden wir wieder unsere
Standardeinstellungen fiir die Parameter. Wir fiihren fiir beide Geometrien jeweils
eine Optimierung durch und vergleichen die Ergebnisse. Dafiir betrachten wir die
Abbildung 7.9. Hier ist mit der durchgezogenen Linie der Graph fiir die Geome-
trie 1 abgetragen und die gestrichelte Kurve entspricht der Optimierung fiir die
Geometrie 2. Wir sehen, dass die Unterschiede nur gering ausfallen. Es ist fiir die
Steuerungen w als auch fiir die Zustande ¢ die Struktur beider Losungen &hnlich.
Gleiches gilt fiir die Norm der Vektorpotenziale A, wie wir aus der Abbildung 7.10
entnehmen koénnen. Dennoch gibt es signifikante Unterschiede. Die Steuerung u
bleibt fiir die Geometrie 2 deutlich langer auf der oberen Schranke als die Steue-
rung fiir die Geometrie 1. Warum, das sehen wir beim Zustand . Der Zustand ¢ fiir
die Geometrie 1 steigt schneller an als fiir die Geometrie 1. Der Grund dafiir sind
die Ausbildungen der Wirbelstrome innerhalb des Gebietes mit o > 0. Demzufolge
konvergiert auch |A — A| fiir die Geometrie 1 langsamer gegen null als fiir die
Geometrie 2. Allerdings muss man vorsichtig mit diesem Vergleich sein. Wie wir in
der Abbildung 7.10 sehen, ist der Ausgangswert |A(0) — A | fiir beide Geometrien
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Abbildung 7.9: Steuerung v und Zustand ¢, wobei die durchgezogene Kurve fiir die
Geometrie 1 und die gestrichelte fiir die Geometrie 2 steht.
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Abbildung 7.10: Die L?-Norm von A — A, wobei die durchgezogene Kurve fiir
die Geometrie 1 und die gestrichelte fiir die Geometrie 2 steht.

unterschiedlich. Fiir die Geometrie 2 ist der Ausgangswert deutlich hoher als fiir
die Geometrie 1 und konvergiert daher auch langsamer.

7.7 Optimierung fiir den magnetischen Fluss B

In den vorherigen Beispielen wurde das Vektorpotenzial A im Zielfunktional be-
trachtet. Eigentlich sind wir aber am aus B = V x A resultierenden magnetischen
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Fluss interessiert. Daher verandern wir das Zielfunktional zu

min F(A, u) :A—T/ IV x A(T) — Bo|* dz

2 Jg
)\ T

+ 28 () dt
2 Jo

mit B, := V x A,. Dadurch verdndert sich das numerische System wie folgt. Die
Vorwirtsgleichung, um das Vektorpotenzial A zu losen, bleibt von der Anderung
im Zielfunktional unberiihrt. Bei der Berechnung des adjungierten Zustandes spielt
das Zielfunktional eine Rolle. Der Unterschied liegt in der Ableitung von F'. Es gilt

DAF(A,u)h :AT/ [V x (A(T) — Ax)] - V x h(T) dw

Q1UQ¢

+ Ao /Q[v x (A(t) — Ax)] - V x h(t) da dt.

Eingesetzt in die adjungierten Gleichungen (5.2.12) und (5.2.14) erhalten wir

—aa—p(x, t)+V x (vV x p(x,t)) + ep(x,t) — e(x)q(t)

ot
= -V x (V x A(x,t) — By (x))

op(x,T) +e(x)q(T) = =MV x (V x A(x,T) — B (x)).

Fiir dieses Problem wurde in dieser Arbeit keine Analysis betrachtet, da es den
Rahmen gesprengt hétte. Daher verwenden wir diese adjungierten Gleichungen
nur formal. Die numerischen Ergebnisse unterscheiden sich kaum von denen mit
der Lo-Norm aus Abschnitt 7.5. Die Struktur der Losungen ist wieder sehr &hnlich
und scheint nur zeitlich etwas verschoben. Zuerst konzentrieren wir uns auf die
Steuerung u und betrachten die Abbildungen 7.11, 7.12 und 7.13. In diesen ist
mit der rot durchgezogenen Kurve die Steuerung fiir das B-Feld abgetragen und
schwarz gestrichelt fiir das Vektorpotenzial A.

In der Abbildung 7.11 kénnen wir zwischen beiden Steuerungen kaum einen
Unterschied ausmachen. Daher betrachten wir den Zeitbereich, in dem die beiden
Steuerungen quasi konstant werden. In der Abbildung 7.12 ist der Unterschied
zwischen beiden Steuerungen deutlich sichtbar. Obwohl die Steuerung fiir die Op-
timierung des B-Feldes die obere Schranke deutlich eher verldsst und absinkt,
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Abbildung 7.11: Steuerung u fiir das Zeitintervall ¢t € (0,1). In rot ist die optimale
Steuerung fiir ein optimales B und in schwarz fiir ein optimales A abgetragen.

g.][) 0.15 0.20 025 (J.BZelt [t]

Abbildung 7.12: Steuerung u auf dem eingeschréankten Zeitintervall (0,0.5). In rot
ist die optimale Steuerung fiir ein optimales B und in schwarz fiir ein optimales
A abgetragen.
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Abbildung 7.13: Steuerung u auf dem eingeschrankten Wertebereich (5.6, 6.45). In
rot ist die optimale Steuerung fiir ein optimales B und in schwarz fiir ein optimales
A abgetragen.

erreicht diese deutlich spéater den fast konstanten Zustand. Auf den ersten Blick
sieht es so aus, als ob es nur ein Unterschwingen unter den dann eintretenden kon-
stanten Zustand gibt. Dieses tduscht aber, was wir der Abbildung 7.13 entnehmen.
In dieser betrachten wir noch einmal einen gréferen Zeitbereich und konzentrieren
uns aber auf den Wertebereich von 5,5 bis 6,5 fiir die Steuerungen u. Wir kon-
nen der Abbildung deutlich entnehmen, dass es nach dem Unterschwingen beider
Steuerungen zu einem Uberschwingen kommt und beide Steuerungen von oben auf
die konstante Steuerung vom Wert 6 sinken. Dieses Schwingen der Steuerungen hat
natiirlich Auswirkungen auf den Zustand i, wobei diese nur sehr gering sind. Wah-
rend wir in der Abbildung 7.14 keine Unterschiede ausmachen kénnen, stellt sich
die Situation in den vergroferten Abbildungen deutlich anders dar. Insbesondere
in der Abbildung 7.16 kénnen wir gut erkennen, dass die Zustdnde ¢ analog zu
den Steuerungen nicht direkt auf den Haltezustand gehen, sondern einschwingen.
Der Zustand i von der Optimierung des B-Feldes erreicht deutlich langsamer das
Wertegebiet des Haltezustandes. Es ist auch ein deutlich groferes Uberschwingen
zu erkennen. Danach kommt es zu einem Unterschwingen bevor der Haltezustand
endgiiltig ereicht wird.

7.8 Periodische Steuerung

Zum Abschluss schauen wir uns ein Modell an, in dem wir mehrmals zwischen
zwei verschiedenen Zustdnden hin und her steuern. Bis dato hatten wir uns darauf
beschréankt, vom Zustand A(0) = 0 auf ein vorher festgelegtes A, zu steuern.
Jetzt betrachten wir, wie sich die Steuerung und der Zustand verhalten, wenn wir
mehrmals zwischen A, und —A . umschalten. Um dieses zu realisieren, miissen
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Abbildung 7.14: Zustand ¢ im Zeitintervall (0, 1). In rot ist die optimale Steuerung
fiir ein optimales B und in schwarz fiir ein optimales A abgetragen.
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Abbildung 7.15: Zustand i in dem eingeschrénkten Zeitbereich (0, 0.3) und Werte-
bereich (0.56,0.64). In rot ist die optimale Steuerung fiir ein optimales B und in
schwarz fiir ein optimales A abgetragen.
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Abbildung 7.16: Zustand i in dem eingeschrénkten Zeitbereich (0,0.4) und Werte-
bereich (0.58,0.62). In rot ist die optimale Steuerung fiir ein optimales B und in
schwarz fiir ein optimales A abgetragen.

wir einige Anderungen im Zielfunktional F' vornehmen. Wir verwenden als zu
minimierendes Zielfunktional

)\ T
min F(A, i) = 7T JA(T) - A+ / u(t)? dt
0

t2
+ / / |H curl) dx dt
t1
+ / / |H curl) dx dt)
to

mit ¢; und t, sind Vielfache von At. Wir sehen, dass wir nur den Term mit
dem Parameter A\g aufspalten miissen. Die Analysis bleibt fiir solche Probleme
weiterhin richtig, da wir keine Veranderung an den R&umen oder Steuerungs-
Zustandsoperatoren vorgenommen haben, beziehungsweise alle benotigten Figen-
schaften an F' weiterhin erfiillt sind. Dieses haben wir nicht explizit im Theorieteil
im Abschnitt 5 betrachtet. In diesem Kapitel hangt A, nur vom Ort ab, wihrend
in der Gleichung (7.8.1) A, zusétzlich von der Zeit abhéngt. Dennoch betrach-
ten wir die numerischen Ergebnisse fiir die unterschiedlichen Zeitintervalle. Wir
konnen bei der Optimierung mit einem Intervall den Zielzustand nur bis auf einen
numerischen Fehler exakt berechnen. Daher gibt es einen Unterschied, ob man
die Optimierung dreimal separat fiir ein Zeitintervall ausfiihrt oder die Intervalle
direkt in einer Berechnung gekoppelt sind. Einen weiteren Unterschied sieht man
direkt im Zielfunktional 7.8.1. Im Zeitintervall (0,¢;) wird der Zustand A von 0

(7.8.1)
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Abbildung 7.17: Optimale Steuerung u fiir drei Zeitintervalle

auf A, gesteuert. Im Zeitintervall (¢, t2) soll der Zustand auf —A ., umgeschaltet
werden und im Intervall (t9,7") wieder zuriick auf A . Damit sind die Losungen in
den einzelnen Zeitintervallen gekoppelt und bedingen sich gegenseitig. Als Erstes
betrachten wir die Steuerung u. In der Abbildung 7.17 sieht man, dass die Steue-
rung am Anfang erneut auf der oberen Schranke wu,,,, liegt und danach auf eine
Haltespannung abféllt. Konzentrieren wir uns als ndchstes auf den Umschaltpunkt
t; und betrachten die Abbildung 7.18 in der die Steuerung im Zeitbereich um den
Zeitpunkt t; abgebildet ist. Wir erkennen, dass die Steuerung schon deutlich vor
dem Umschaltpunkt den Haltezustand verldsst und auf die untere Grenze geht.
Auch hier nimmt die Steuerung nicht den direkten Weg. Es ist als erstes wieder
ein Uberschwingen zu sehen, bevor die Steuerung auf die untere Schranke geht.
Beim erneuten Ubergang auf u = —6 ist ein leichtes Uberschwingen zu erkennen,
bevor die Steuerung wieder konstant wird. Ab jetzt erkennen wir das periodische
Verhalten. Die Steuerung bleibt konstant bis zum néchsten Umschaltpunkt. Wir
betrachten als Nachstes ¢. Hier tritt das gleiche Verhalten wie im Beispiel 7.5 auf,
wobei dieses Verhalten jetzt iber mehrere Perioden auftritt, wie wir der Abbil-
dung 7.19 entnehmen konnen. Hier sehen wir im linken Bild, wie der Zustand ¢
tiber die drei Perioden hinweg der Steuerung u folgt und im Zeitintervall (0, ¢;) von
0 auf einen Haltezustand ansteigt. Beim Umschaltpunkt ¢; geht der Zustand dann
auf den negativen Haltezustand wie im Detail im rechten Bild der Abbildung 7.19
abgetragen ist. Am Umschaltpunkt ¢, setzt sich dieses Verhalten periodisch fort.
Analog kann man die Resultate auf das Vektorpotenzial ausweiten, wobei man hier
in der Ubersicht iiber drei Perioden in der rechten Abbildung 7.20 nur sehr wenige
Informationen entnehmen kann. Im rechten Bild wird wieder der Umschaltpunkt
T' genauer betrachtet.
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Abbildung 7.18: Optimale Steuerung u im Zeitbereich des ersten Umschaltpunktes
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(a) Optimaler Zustand i fiir 3 Zeitintervalle  (b) Optimaler Zustand 7 im Zeitbereich des
ersten Umschaltpunktes

Abbildung 7.19: Zustand ¢ im Zeitbereich des ersten Umschaltpunktes
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Xaa. 1 23 Xaa. to

J 't t

(a) Auswertung des optimalen Zustandes A (b) Auswertung des optimalen Zustandes A
im gesamten Zeitintervall im Zeitbereich des ersten Umschaltpunktes

Abbildung 7.20: Auswertung des optimalen Zustandes A mit Hilfe von X5 o :=
Ko | A = Ao m(curt) + Xt )| A + Ao | (curt) + X, | A — Ao H(curry- Dabei sei
X(qp) die charakteristische Funktion auf dem Intervall (a, b).

7.9 Benotigte Rechenzeiten

Zum Abschluss geben wir noch einen Uberblick iiber die benétigte Rechenzeit. Die
technische Grundlage war hierfiir ein DuoCore-Prozessor mit 2Ghz Geschwindig-
keit mit einem Arbeitsspeicher von 8 GB. Es gibt zwei Punkte, die fiir die zeitliche
Dauer entscheidend sind. Zum einen, ob man das Problem(7.4) mit ¢ als Steue-
rung oder (7.5) mit u als Steuerung betrachtet. Wir beschrinken uns hierbei auf
das Problem mit u als Steuerung. Der Aufwand fiir das Problem mit u als Steue-
rung ist hoher, da die beiden Zustdnde 7 und A berechnet werden miissen, sowie
die beiden adjungierten Zustiande p und g. Der zweite Punkt ist die Anzahl der
Freiheitsgrade in der Berechnung, welche einen deutlich grofieren Einfluss haben.
Des Weiteren besteht die numerische Berechnung aus drei Teilen. Der erste Teil
ist die Berechnung der inversen Matrix (sieche Abschnitt 6.3.1). Der zweite Teil ist
die Dauer einer zeitlichen Vorwarts- und Riickwéartsrechnung. Diese beiden Rech-
nungen unterscheiden sich zeitlich kaum, weil die selbe Anzahl von Zeitschritten
benotigt sowie die gleichen Matrizen und Vektoren verwendet werden. Der dritte
Teil ist die Anzahl der benotigten Iterationsschritte des Optimierungsverfahrens.
Diese Anzahl variiert, so dass wir hierfiir keine Betrachtung vornehmen. Die An-
zahl der benoétigten Iterationsschritte ist insbesondere vom Startwert abhéngig.
In der Tabelle 7.1 ist die benétigte Zeit fiir die Matrixinvertierung sowie fiir die
Vorwartsgleichung abhéngig von den Freiheitsgraden abgetragen. Hintergrund ist
das in 7.5 betrachte Problem mit 1500 Zeitschritten.
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7## Freiheitsgrade

Matrixinvertierung in Sek.

Vorwirtsgleichung in Sek.

15 000 2 44

30 000 17 165
93 032 32 257
105 000 480 987
120 000 260 1512

Tabelle 7.1: Bendtigte Rechenzeit

Es werden fiir einen Optimierungsvorgang ca. 5-15 Gradientenschritte benotigt.
In einem Gradientenschritt muss zusétzlich zur Vorwértsgleichung auch die Riick-
wartsgleichung fiir die adjungierten Zusténde berechnet werden. Daher bendtigen
wir pro [terationsschritt in etwa zwei Vorwéartsgleichungen. Ein Optimierungsvor-
gang mit 120000 Freiheitsgraden dauert somit ca. zwischen 4-12,5 Stunden.
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