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1 Einleitung

1.1 Einfiihrung in die Thematik

Der Begriff ,,Energy Harvesting* bezeichnet Verfahren, die eingesetzt werden, um aus Ener-
giequellen, die von dem Verfahren selbst unabhéngig existieren, elektrische Energie zu ge-
winnen. Typische Beispiele moglicher Energiequellen sind Sonnenstrahlung, Stromungen
von Wind und Wasser, Temperaturgefille und mechanische Vibrationen [36]. Im Gegen-
satz zu Anwendungen auf der Makroebene wie zum Beispiel Windkraft- und Solaranlagen,
die eingesetzt werden, um die gewonnene Energie in das Stromnetz einzuspeisen, besteht
das vorrangige Ziel beim Energy Harvesting in der Ermoglichung des energieautarken Be-
triebs elektronischer Kleinstgerite [18, 19, 73]. Ein hédufig betrachteter Anwendungsfall ist
der Betrieb drahtloser Sensornetzwerke an schwer zugédnglichen Stellen [84, 104], bei denen
Energie zur Erhebung und Weitergabe von Daten bendtigt wird. Ein oft betrachtetes Beispiel
dafiir ist die Uberwachung von Bauteilen durch integrierte Sensoren [20, 22, 57, 64, 67].
Da Vibrationen im Betrieb technischer Strukturen nahezu immer auftreten, sind Energy Har-
vesting Systeme (EH-Systeme), welche die in der Bewegung einer Tréagerstruktur enthaltene
kinetische Energie umwandeln, sehr gut fiir diese Aufgabe geeignet. Fiir die Umwandlung
der kinetischen in elektrische Energie stehen verschiedene physikalische Prinzipien zur Ver-
fiigung [5, 33], wobei die Verwendung des piezoelektrischen Effekts als besonders effizient
und robust gilt [41, 43, 46] und in dieser Arbeit ausschlieBlich betrachtet wird.

Die verwendeten EH-Systeme bestehen ihrerseits selbst aus schwingungsfihigen Systemen,
welche durch die externen Vibrationen angeregt werden. Da es sich bei den grundlegenden
Umsetzungen um Systeme handelt, die sich iiber weite Bereiche linear verhalten [28, 51],
hingt die erzielte Energieausbeute mafigeblich von der Abstimmung des EH-Systems auf
die Anregung ab [70, 96].

Fiir den Fall einer harmonischen Anregung wird die Abstimmung so vorgenommen, dass
die Frequenz der Anregung moglichst genau der ersten Eigenfrequenz des EH-Systems ent-
spricht [83]. Fiir den Fall einer stochastischen Anregung ist die Frage nach der richtigen
Abstimmung weniger einfach zu beantworten [3, 21], aber auch hier fiihren bereits kleine
Abweichungen in der Abstimmung zu gro3en Einbuf3en in der Energieausbeute [98].

Da die Abstimmung meist {iber die Anpassung geometrischer Parameter des EH-Systems
erfolgt, unterliegt diese dem Einfluss von Fertigungstoleranzen und Schwankungen in den
Materialeigenschaften, was in Verbindung mit der iiblicherweise schwachen Dimpfung da-
zu fiihrt, dass die Umsetzung einer fixen Abstimmung aufwindig ist [11].

Die Umsetzung einer dynamischen Abstimmung, die auf eine Veridnderung in der Anregung
zum Beispiel durch das Verschieben von Massen reagieren kann [2, 58], ist ebenfalls schwer
umzusetzen und falls dabei eine aktive Regelung verwendet wird, verringert sich zudem die

Energieausbeute um den fiir die Regelung benotigten Anteil [10].
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Eine vielversprechende Moglichkeit dieser Problematik zu begegnen und damit den Ein-
satzbereich der EH-Systeme zu erweitern, liegt in der Einfithrung von Nichtlinearititen
[13, 30, 80, 85]. So fiihrt zum Beispiel eine progressive (degressive) Nichtlinearitédt in der
Riickstellung dazu, dass die Resonanzkurve hin zu hoheren (niedrigeren) Werten der Erre-
gerfrequenz gebogen wird und somit der Frequenzbereich, in dem es zu einer Systemantwort
mit groBen Amplituden kommt, vergroert wird [17].

Ein noch stirkerer Effekt kann erzielt werden, wenn die Nichtlinearitét so gewihlt wird, dass
sich die Anzahl der stabilen Gleichgewichtlagen des Systems erhoht. Dies fiihrt dazu, dass
zusitzlich zu den Losungen, bei denen das System um eine der stabilen Gleichgewichtslagen
schwingt (Intrawell-Losungen), eine weitere Losung auftritt, bei der alle stabilen Gleichge-
wichtslagen umlaufen werden (Interwell-Losung). Dabei wird die Amplitude der Interwell-
Losung maBigeblich vom Abstand der Gleichgewichtslagen zueinander bestimmt, was dazu
fiihrt, dass auch bei Anregungen auBlerhalb der Resonanz Systemantworten mit groer Am-
plitude realisiert werden konnen [16].

Obwohl Stabilitit eine Eigenschaft von Losungen und nicht von Systemen ist, hat es sich
weitestgehend durchgesetzt, dass die Anzahl der stabilen Gleichwichtslagen zur Bezeich-
nung der Systeme verwendet wird. So werden Systeme mit einer stabilen Gleichgewichts-
lage monostabil, Systeme mit zwei stabilen Gleichgewichtslagen bistabil und Syteme mit
drei stabilen Gleichgewichtslagen tristabil genannt.

Die Frage danach, welche Anzahl von Gleichgewichtslagen fiir den Betrieb von EH-Systemen
am besten geeignet ist, ldsst sich nicht allgemein beantworten und ist Gegenstand aktueller
Forschung [44, 101, 102, 103]. Sicher ist, dass mit der Anzahl der stabilen Gleichgewichts-
lagen sowohl die Komplexitit des Autbaus des Systems als auch die Komplexitit des dy-
namischen Verhaltens ansteigt. So treten zum Beispiel auBer den Interwell- und Intrawell-
Losungen weitere Losungen auf, bei denen zwar mehr als eine stabile Gleichgewichtslage,
aber nicht alle stabilen Gleichgewichtslagen umlaufen werden [102].

Die zum gegenwirtigen Zeitpunkt am hédufigsten Untersuchte Variante stellen bistabile Sys-
teme dar [73, 98]. Deren Umsetzung und Modellierung ist vergleichsweise einfach moglich
und sie weisen im Vergleich zu monostabilen Systemen einen deutlich breiteren Frequenz-
bereich auf, in dem ein effizienter Betrieb moglich ist [23, 55].

Ein besonders hiufig gewdhlter Aufbau fiir ein solches bistabiles, piezoelektrisches EH-
System ist in Abbildung 1 zu sehen [23, 26, 37]. Das System besteht aus einem Rahmen,
der mit der Trigerstruktur verbunden wird, sowie einem Balken der aus einem ferromagne-
tischen Material besteht und fest mit dem Rahmen verbunden ist. Auf dem Balken sind nahe
der Einspannung beidseitig Piezokeramiken aufgeklebt, welche mit dem elektrischen Ver-
braucher, der hier vereinfacht durch einen Ohmschen Widerstand représentiert wird, verbun-
den sind. Gegeniiber dem freien Ende des Balkens sind zwei identische Permanentmagnete
symmetrisch angebracht (jeweils mit dem magnetischen Nordpol nach oben zeigend), wel-

che dazu dienen, die gewiinschte Nichtlinearitit zu realisieren.
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\ Ohmscher Widerstand
Rahmen

u(t) . . .
— piezokeramische Schichten

' ferromagnetischer Balken

Z Permanentmagnete

Abbildung 1: Das in der Arbeit untersuchte nichtlineare piezoelektrisches Energy Harvesting System.

In Abhéngigkeit von der Anordnung der Magnete zueinander und zum Balken sind drei qua-
litativ unterschiedliche Arten von nichtlinearem Verhalten moglich [17, 59]. Befinden sich
die Magnete direkt unter der unausgelenkten Balkenspitze und ist kein Abstand zwischen
den Magneten vorhanden, stabilisieren diese die unausgelenkte Ruhelage und wirken auf
das System wie eine zusitzliche degressive Steifigkeit. Sind die Magnete von einander abge-
riickt und befinden sich so nahe am Balken, dass es in der unausgelenkten Ruhelage zu einer
Kraftwirkung auf diesen kommt, dann wird die unausgelenkte Ruhelage destabilisiert und
der Balken bis hin zu einem Punkt ausgelenkt, in dem sich die Kraft der Magnete auf den
Balken mit der riickstellenden Kraft des Balkens im Gleichgewicht befindet. Aufgrund der
beidseitigen Anordnung der Magnete existieren zwei solcher stabilen Gleichgewichtslagen,
woraus die Bistabilitit des betrachteten EH-Systems folgt. Wird der Abstand zwischen den
Magneten aus dieser Konfiguration heraus weiter vergrofert, kann es zu einem tristabilen
Verhalten des Systems kommen, bei dem neben der stabilen unausgelenkte Gleichgewichts-
lagen zwei weitere stabile ausgelenkte Gleichgewichtslagen existieren [102].

Im Vergleich zu einem linearen System ist der Aufwand, der mit der Modellierung und Ana-
lyse verbunden ist, deutlich hoher. Zunidchst muss die nichtlineare Kraftwirkung der Magnete
auf den Balken geeignet modelliert werden, was trotz der iiberschaubaren Komplexitit des
Aufbaus nicht trivial ist [63, 79]. Im Anschluss daran miissen geeignete Methoden gewihlt
werden, um das aus der Modellierung resultierende System nichtlinearer Differentialglei-
chungen analysieren zu konnen. Insgesamt steigt der notwendige Aufwand bei der Verwen-
dung komplexer Modelle und/oder der Verwendung von Analysemethoden mit hoher Ge-
nauigkeit schnell an, weswegen in den bislang vorgestellten Arbeiten zum Thema vorrangig
Minimalmodelle betrachtet wurden [26, 37, 75], deren Untersuchung hiufig nur in erster

Niéherung erfolgte, sieche zum Beispiel [75, 77].
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1.2 Literaturiibersicht

Im Folgenden soll eine kurze Ubersicht iiber den aktuellen Stand der Forschung der im Lau-
fe der Arbeit behandelten Themenbereichen gegeben werden. Dazu wird eine Gliederung

gewdhlt, die sich am Aufbau der Arbeit orientiert.

Modellierung des EH-Systems

Das mathematische Modell des betrachteten Systems wurde im Jahr 2009 von Erturk [23]
vorgestellt und besteht bei genauer Betrachtung aus der Kombination zweier anderer Mo-
delle. Das erste ist das von Moon [59] im Jahr 1979 vorgestellte Modell zur Beschreibung
eines deterministischen, chaosfihigen mechanischen Systems, welches dem EH-System aus
Abbildung 1 ohne Piezokeramiken und Ohmschen Widerstand entspricht. Die Modellierung
des Balkens erfolgt geméf der Euler-Bernoulli Balkentheorie und die resultierende Feldglei-
chung wird lediglich mit einer Ansatzfunktion diskretisiert. Der Einfluss der Magnete wird
durch eine horizontale Einzelkraft, die an der Balkenspitze angreift und kubisch von der
Auslenkung der Balkenspitze abhingt, beriicksichtigt.

Das zweite verwendete Modell ist das von Erturk [24] im Jahr 2008 vorgestellte Modell
eines lineraren piezoelastischen EH-Systems mit verteilten Parametern, welches dem EH-
System aus Abbildung 1 ohne Magnete entspricht. Auch hier wird der Balken geméil} der
Euler-Bernoulli-Balkentheorie modelliert und die Diskretisierung der Feldgleichung erfolgt
mit einer beliebigen Anzahl von Ansatzfunktionen. Die Modellierung der Piezokeramiken
erfolgt gemél der linearen Theorie, die im IEEE Standard zur Piezoelektrizitit [1] darge-
stellt ist.

Um beide Modelle kombinieren zu konnen, wird auch in dem zuletzt genannten Modell
die Diskretisierung auf eine Ansatzfunktion eingeschrinkt. Das resultierende Modell besteht
somit aus einer gewohnlichen Differentialgleichung (ordinary differential equation, ODE)
zweiter Ordnung mit kubischer Nichtlinearitét fiir den mechanischen Teil und einer ODE
erster Ordnung fiir den elektrischen Teil. Dieses Modell ist insofern als minimal anzuse-
hen, als dass der Grad der Nichtlinearitdt nicht niedriger gewihlt werden kann, ohne das
charakteristische bistabile Verhalten zu verlieren und zudem eine weitere Reduzierung des
Diskretisierungsgrades nicht moglich ist [S9].

Aus der Herleitung des Modells in [59] geht jedoch hervor, dass der Grad der Nichtlineari-
tdt, der benotigt wird um den Einfluss der Magnete vollstindig abzubilden, theoretisch hoher
liegen kann und dass die in der Diskretisierung verwendete Ansatzfunktion moglicherweise
von der tatsdchlichen Schwingform des EH-Systems abweicht.

An dieser Stelle soll zuletzt noch auf zwei bautechnische Variante des EH-Systems hinge-
wiesen werden, die ein vergleichbares dynamisches Verhalten aufweisen. Bei dem bislang
beschriebenen System resultiert die Bistabilitit aus der anziehenden Kraft, welche die Per-

manentmagnete auf den Balken ausiiben. Alternativ dazu ist es moglich, einen Magneten
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an der Balkenspitze und einen weiteren Magneten mit entgegengesetzter Polung, der direkt
gegeniiber fest am Rahmen angebracht ist, zu verwenden. In diesem Fall stofen sich die
Magnete gegenseitig ab, was ebenfalls zu einem bistabilen Verhalten fiihrt [76]. SchlieBlich
lasst sich derselbe Effekt auch durch eine axiale Kraft erzielen, die gro3 genug ist um ein
Ausknicken des Balkens zu bewirken, siehe dazu zum Beispiel [55]. Da fiir alle drei vorge-
stellten Bauformen zumeist das gleiche mathematische Modell verwendet wird, lassen sich
die zur Analyse der unterschiedlichen Bauformen verwendeten Methoden sowie die dabei

erzielten Ergebnisse teilweise iibertragen.

Analyse fiir den Fall einer harmonischen Anregung

Eine generelle Untersuchung des dynamischen Verhaltens des bistabilen EH-Systems erfolgt
in der Arbeit von Stanton [76], in der auch gezeigt wird, dass fiir breite Frequenzbereiche
mehrere Losungen koexistieren, die sich im Energieertrag stark unterscheiden. Der Frage
inwieweit und in welchen Szenarien das bistabile EH-System seinem linearen Gegenpart
iiberlegen ist, widmen sich die Arbeiten von Mansana [55] und Erturk [26]. Beide Autoren
gelangen dabei zu dem Ergebnis, dass das bistabile EH-System immer dann einen hoheren
Energieertrag als ein entsprechendes lineares System liefert, wenn Losungen angenommen
werden, bei denen das System um beide Gleichgewichtslagen umliuft. In einer weiteren Ar-
beit von Mansana [56] wird gezeigt, wie das Auftreten superharmonischer Resonanz dazu
fiihrt, dass das bistabile EH-System auch bei niederfrequenter Anregung effektiv eingesetzt
werden kann.

Wihrend in den bisher genannten Arbeiten die Analyse des Modells stets mittels numeri-
scher Integration erfolgt, wird in dem Aufsatz von Stanton [77] ein analytisches Verfahren
vorgestellt, welches eine Kombination aus dem Verfahren der langsam veridnderlichen Phase
und Amplitude sowie der Methode der Harmonischen Balance ist. Da in dem verwendeten
Ansatz nur eine Frequenz beriicksichtigt wird, erlaubt die Methode, wie auch in dem selben
Artikel festgestellt wird, nur eine erste Ndherung des dynamischen Verhaltens. Diese Aussa-
ge deckt sich mit den Ergebnissen des Autors bei der Untersuchung des Duffing-Schwingers
[91, 92, 93, 94], in denen gezeigt wird, dass zur Berechnung von Losungen, die eine gu-
te quantitative und qualitative Ubereinstimmung mit Referenzlosungen aufweisen, zumeist
mehrere Frequenzen im Losungsansatz beriicksichtigt werden miissen. Da das Verfahren der
Harmonischen Balance mit multifrequenter Ansatzfunktion in anderen Forschungsfeldern
hiufig eingesetzt wird [14, 31], liberrascht es daher, dass in den Arbeiten zur Analyse des
betrachteten und dhnlicher EH-Systeme [9, 32, 66, 71, 72, 74, 82, 101, 103] ausschlielich

monofrequente Ansatzfunktionen verwendet werden.
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Analyse fiir den Fall einer Anregung durch weiles Rauschen

Inwiefern sich das bistabile EH-System generell fiir den Einsatz bei vorliegender stochas-
tischer Anregung eignet, wird in der Arbeit von Litak [50] untersucht. Ein Vergleich von
bistabilem- und linearem EH-System wird in dem Aufsatz von Ferrari [29] prdsentiert, mit
dem Ergebnis, dass das bistabile System einen hoheren Energieertrag liefert, falls die Inten-
sitit der Anregung so hoch ist, dass es zu hdufigen Spriingen zwischen den Gleichgewichts-
lagen kommt. Wihrend in den beiden bisher genannten Arbeiten die stochastische Anregung
stets durch ein weilles Rauschen modelliert wurde, wird in der Arbeit von Daqaq [15] zu-
satzlich ein farbiges Rauschen als Anregung betrachtet.

Eine weit verbreitete Methode zur rein simulativen Untersuchung des Systemverhaltens
stellt die Monte-Carlo-Simulation dar [40]. Da die Methode lange Rechenzeiten benotigt
und vergleichsweise schlecht handhabbare numerische Ergebnisse liefert, wird sie zumeist
als Referenzlosung zur Beurteilung der Qualitéit semi-analytisch bestimmter Losungen ver-
wendet, siehe zum Beispiel [4, 45]. Ein hdufig gewihlter Ansatz zur semi-analytischen Be-
stimmung des Systemverhaltens besteht in der ndherungsweisen Losung der zugehorigen
Fokker-Planck-Gleichung (Fokker-Planck equation, FPE) [69]. Die dabei eingesetzten Me-
thoden unterscheiden sich jedoch stark. So erfolgt in der Arbeit von He [38] die Losung
mittels der Finiten-Elemente-Methode (FEM), in der Arbeit von Kumar [45] mittels FEM
und Monte-Carlo-Simulation und in der Arbeit von Jiang [42] mittels stochastischer Mittel-
wertbildung.

Eine weitere Moglichkeit stellt das in der Arbeit von von Wagner [95] vorgestellte Galerkin-
Verfahren dar, welches in dem Artikel von Martens [53] und spéter auch in einer Arbeit des
Autors der vorliegenden Dissertation [48] zur Analyse des bistabilen EH-Systems genutzt

wurde.

1.3 Motivation und Aufgabenstellung

Wie aus der Zusammenfassung zum Stand der Forschung hervorgeht, ist das vorgestellte
bistabile EH-System Gegenstand aktueller Forschung. Wihrend im letzten Jahrzehnt die
Bemiihungen vor allem auf die Untersuchung der grundlegenden Eigenschaften des EH-
Systems gerichtet waren, verschiebt sich der Fokus inzwischen immer mehr hin zu Frage-
stellungen hinsichtlich der Auslegung und Optimierung konkreter Systeme fiir bestimmte
Anwendungsszenarien. Dieser Wandel fiihrt dazu, dass die Anzahl der durchzufiihrenden
Simulationen, sowie die Anforderungen hinsichtlich der Genauigkeit der erzielten Ergebnis-

se ansteigen. Die Beantwortung der daraus resultierenden Fragestellungen nach
e ciner verbesserten Modellierung des Systems

¢ und der Bereitstellung genauer und effizienter Analyseverfahren



1.3 Motivation und Aufgabenstellung

ist das Ziel der vorliegenden Arbeit.

Wie im vorherigen Abschnitt erldautert wurde, stellt das in den aktuellen Forschungsarbei-
ten vorrangig verwendete Modell ein Minimalmodell hinsichtlich der Diskretisierung und
der beriicksichtigten Nichtlinearitdt dar. Dies legt die Vermutung nahe, dass eine Verbes-
serung des Modells einerseits durch eine Erhohung der Anzahl der in der Diskretisierung
verwendeten Ansatzfunktionen und andererseits durch eine Beriicksichtigung komplexerer
Nichtlinearititen erzielt werden kann. Da nach Kenntnisstand des Autors bislang kein ent-
sprechendes Modell des EH-Systems verdffentlicht wurde, besteht die erste Aufgabe daher
in der Herleitung eines Modells, welches mit beliebig vielen Ansatzfunktionen diskretisiert
werden kann und die Beriicksichtigung der Kraftwirkung der Magnete in allgemeiner Form
ermdglicht. Nach der Herleitung sollen aus dem Modell verschiedene Realisierung abgelei-

tet werden, die es ermoglichen, den Einfluss der verfeinerten Modellierung zu untersuchen.

Die nichste Aufgabe besteht dann in der Bereitstellung geeigneter Analysemethoden, so-
wohl fiir den Fall einer harmonischen Anregung als auch fiir den Fall einer Anregung durch
weilles Rauschen. Dabei muss sichergestellt werden, dass die Methoden in der Lage sind,
Ergebnisse mit einer hohen Genauigkeit zu liefern, ohne dass die dazu benotigten Rechen-
zeiten zu sehr ansteigen.

Fiir die Untersuchung der harmonisch angeregten Modelle soll dazu das Verfahren der Har-
monischen Balance eingesetzt werden, welches vom Autor bereits mehrfach erfolgreich zur
Analyse des Duffing-Schwingers und verwandter Systeme eingesetzt werden konnte. Wie
sich im Rahmen dieser Arbeiten gezeigt hat, fithrt die Verwendung von multifrequenten
Ansatzfunktionen im Allgemeinen zu einer deutlichen Verbesserung der quantitativen und
qualitativen Ubereinstimmung zwischen den berechneten Losungen und Referenzlosungen.
Da die Modellierung des betrachteten EH-Systems auf Gleichungen fiihrt, die der Duffing-
Gleichung dhnlich sind, ist zu erwarten, dass dadurch auch fiir diese eine Verbesserung in
der Genauigkeit der Losungen erzielt werden kann. Nach Kenntnisstand des Autors wurde
bislang keine Arbeit zur Analyse des betrachteten EH-Systems mittels Harmonischer Ba-
lance unter Verwendung einer multifrequenten Ansatzfunktion verdffentlicht. Es ist daher
zundchst zu kldren, welche Anpassungen fiir eine Anwendung des Verfahrens notwendig
sind und welche Frequenzen im Ansatz beriicksichtigt werden miissen. Als néchstes soll
untersucht werden, wie grof3 die Unterschiede zwischen den Ergebnissen sind, die unter Ver-
wendung eines mono- beziechungsweise multifrequenten Ansatzes berechnet wurden.

Fiir den Fall der Anregung durch weiles Rauschen kann auf umfangreiche Vorarbeiten zu-
riick gegriffen werden. Die Theorie des Verfahrens, das verwendet werden soll, wurde aus-
fiihrlich beschrieben und bereits zur Analyse des EH-Systems eingesetzt. Dabei zeigte sich
jedoch, dass die dafiir verwendete Implementierung ineffizient ist und verbessert werden

muss. So kommt es hdufig zu langen Rechenzeiten oder aber sogar zu einem Abbruch der
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Programmausfithrung, vor allem wenn fiir die Berechnung der Nédherungslosungen Ansatz-
funktionen mit einer vergleichsweise hohen Anzahl an Gliedern verwendet werden.

Die wahrscheinliche Ursache hierfiir liegt in den umfangreichen Berechnungen, die zum
Aufstellen des zu 16senden Gleichungssystem notwendig sind. Es ist daher davon auszuge-
hen, dass eine deutliche Effizienzsteigerung erzielt werden kann, wenn es gelingt die notwen-
digen Berechnungen zu vereinfachen. Um dies zu erreichen, wird das Verfahren in Matrix-
Schreibweise iiberfiihrt. Dafiir werden die darstellenden Matrizen der im Verfahren auftre-
tenden Operationen hergeleitet und es wird gezeigt, wie sich deren Darstellung fiir die Wahl

unterschiedlicher Basen dndert.

1.4 Inhalt und Gliederung der Arbeit

Die vorliegenden Arbeit verfolgt drei Ziele. Das erste besteht in der Herleitung eines ma-
thematischen Modells fiir das in Abbildung 1 dargestellte EH-System. Desweiteren sollen
akkurate und effiziente Analysemethoden fiir den Fall der harmonischen Anregung und fiir

den Fall einer Anregung durch weilles Rauschen bereitgestellt werden.

In Kapitel 2 wird das elektro-mechanische Modell des EH-Systems besprochen und an-
schlieBend aus der Lagrange-Funktion ein mathematisches Modell hergeleitet, welches eine
Diskretisierung mit beliebig vielen Ansatzfunktionen erlaubt und den Einfluss der Magnet-
kréfte in einer allgemeingiiltigen Form beriicksichtigt. Um den Einfluss der Modellierung
im Laufe der Arbeit untersuchen zu konnen, werden drei konkrete Realisierungen des Mo-
dells erstellt, die den am Institut vorhandenen experiementellen Aufbau in unterschiedlichem
Detailierungsgrad abbilden. Zum Abschluss des Kapitels wird der fiir die Validierung ver-
wendete experiementelle Aufbau vorgestellt und unterschiedliche Messergebnisse werden

mit den Vorhersagen der Modelle verglichen.

Kapitel 3 widmet sich der Analyse des EH-Systems fiir den Fall einer harmonischen An-
regung und beginnt mit einer Beschreibung des dynamischen Verhaltens des bistabilen EH-
Systems. Als nédchstes wird die Methode der Harmonischen Balance in allgemeiner Form
vorgestellt und anschlieBend unter Verwendung einer monofrequenten und einer multifre-
quenten Ansatzfunktion zur Analyse des EH-Systems verwendet. Anhand eines ausfiihrlich
dargestellten Anwendungsbeispiels wird gezeigt, wie a priori Wissen iiber den Frequenzin-
halt der zu erwartenden Losungen genutzt werden kann, um die Methode besonders effektiv
zu gestalten und welche Schritte fiir die Programmierung des Verfahrens wichtig sind. Das
Kapitel endet mit einem Vergleich der Ergebnisse, die mit den unterschiedlichen Ansétzen

erzielt wurden.

In Kapitel 4 wird die Analyse des EH-Systems fiir den Fall einer Anregung durch weiles

Rauschen besprochen. Nach einer kurzen Einfiithrung in die Grundlagen der Theorie der sto-
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chastischen Differentialgleichungen wird das Verfahren, dass zur Losung der Fokker-Planck-
Gleichung verwendet wird, vorgestellt. Im nichsten Schritt wird eine Formulierung entwi-
ckelt, die zeigt wie das Verfahren durch Matrixmultiplikationen umgesetzt werden kann.
Darauf aufbauend wird eine explizite Berechnungsvorschrift fiir die verwendeten Matrizen

prasentiert. AnschlieBend wird das Verfahren auf die Modelle des EH-Systems angewendet.

Kapitel 5 enthilt eine kurze Zusammenfassung der erzielten Ergebnisse und schlieit die
Arbeit mit einem Ausblick auf weitere Moglichkeiten zur Verbesserung der Modellierung

und der vorgestellten Analyseverfahren.

1.5 Im Rahmen der Arbeit entstandene Publikationen

Im Zuge der Bearbeitung der im Abschnitt 1.3 aufgefiihrten Fragestellungen entstanden drei
Konferenzberichte und vier verdffentlichte Aufsétze, welche im Folgenden kurz besprochen

werden.

In [47] wird gezeigt, wie das zur Losung der FPE eingesetzte Verfahren durch die Verwen-
dung orthonormaler Ansatzfunktionen vereinfacht werden kann. Diese Methodik wird dann
in [49] zur Bestimmung der Verteilungsdichte eines bistabilen EH-Systems angewendet. Da-
bei besteht die Neuerung darin, dass erstmals ein Modell aus einer Diskretisierung mit zwei
Ansatzfunktionen untersucht wird. Eine ausfiihrlichere Untersuchung des Modells mit zwei
Freiheitsgraden erfolgt dann in [48], wobei hier auch Uberlegungen hinsichtlich der Gewin-
nung realistischer stochastischer Anregungungsprozesse préasentiert werden.

Teile der vorliegenden Arbeit fanden zudem Eingang in die Bearbeitung des Forschungs-
projekts ,,Untersuchung des nichtlinearen dynamischen Verhaltens von stochastisch erregten
Energy Harvesting Systemen mittels Losung der Fokker-Planck-Gleichung®, welches von
der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG) unter den Projektnummern WA 1427/23-1
und WA 1427/23-2 gefordert wird.

Aus der Entwicklung eines Verfahrens zur Beriicksichtigung multifrequenter Ansatzfunk-
tionen innerhalb der Methode der Harmonischen Balance resultieren die Arbeiten [91, 92,
93, 94]. Gegenstand der Untersuchung ist dabei die Duffing-Gleichung oder verwandte Glei-
chungen und das Hauptaugenmerk liegt auf der Unterscheidung von physikalisch relevanten
Losungen von solchen, die numerische Artefakte darstellen. Auf Grundlage dieser Arbei-
ten wurde das Forschungsvorhaben ,,Artefakte bei analytischen Nédherungslosungen in der
Dynamik nichtlinearer mechanischer und mechatronischer Systeme* bei der DFG beantragt,

dessen Forderung inzwischen unter der Projektnummer WA 1427/30-1 bewilligt wurde.

Im Zusammenhang mit den in der vorliegenden Arbeit behandelten Themen wurden die

folgenden fiinf Arbeiten durch Studenten angefertigt. In [100] wird der Einfluss der Diskre-
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tisierungsordnung bei einem linearen EH System untersucht. Die Modellierung des Magnet-
felds und die Berechnung der Krifte der Magnete auf den Balken sind Gegenstand der Arbeit
[63]. Eine Untersuchung der Fehleranfilligkeit bei der numerischen Integration nichtlinea-
rer Systeme erfolgt in [68] und in [7] wird die Einsatzmoglichkeit von Graphikkarten zur
Parallelisierung numerischer Integrationen betrachtet. Die Thematik der Modellierung realer

Anregungssignale durch stochastische Prozesse ist Gegenstand der Arbeit [99].
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2 Modellierung des bistabilen Energy Harvesting Systems

In diesem Kapitel wird das verwendete elektro-mechanische Modell des in Abbildung 1 dar-
gestellten EH-Systems besprochen und davon ausgehend ein mathematisches Modell herge-
leitet. Dabei soll das resultierende Modell in der Lage sein, verteilte Krifte in Lings- und
Querrichtung, sowie verteilte Momente zu beriicksichtigen. Desweiteren soll es prinzipiell
moglich sein, eine beliebige Anzahl von Ansatzfunktionen in der Diskretisierung zu verwen-
den.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung des mathematischen Modells ist die Lagrange-Funktion
des EH-Systems, aus der die diskretisierten Bewegungsgleichungen abgeleitet werden. Im
Anschluss daran werden drei konkrete Realisierungen des Modells mit unterschiedlichem
Detaillierungsgrad erstellt, wobei die Wahl der Parameter so erfolgt, dass die Modelle den
am Institut vorhandenen experimentellen Aufbau abbilden. Das Kapitel endet mit einem
Vergleich von experimentell erzielten Ergebnissen und solchen, die durch die Simulation der

Modelle erzielt wurden.

2.1 Vorbereitende Uberlegungen

In Vorbereitung auf die eigentliche Modellierung muss gekliart werden, welche Annahmen
und Vereinfachungen fiir die Modellierung getroffen werden konnen. Dazu erfolgt eine Un-
terteilung hinsichtlich der Modellierung des mechanischen Bereichs, des elektrischen Be-

reichs und der Magnete.

2.1.1 Modellierung des mechanischen Bereichs

Fiir die Modellierung des Balkens stehen mehrere Theorien zur Wahl, welche sich in ihrer
Komplexitit teilweise stark unterscheiden. Die Euler-Bernoulli-Balkentheorie fiihrt auf das
am einfachsten zu handhabende Modell und wird in der zum Thema untersuchten Literatur
ausschlieBlich verwendet. Nach [97] ist die Euler-Bernoulli-Theorie ausreichend, wenn die
betrachteten Bauteile hinreichend schlank sind und nur Schwingungen mit niedrigen Fre-
quenzen betrachtet werden. Durch diese Anforderungen wird sichergestellt, dass die Schub-
verformung der Querschnitte und die rotatorische Tridgheit vernachlidssigt werden konnen,
siehe dazu zum Beispiel [35].

Da das im Rahmen der Arbeit betrachtete System beide Anforderungen erfiillt, muss schlie$3-
lich noch die Frage gekléart werden, ob fiir die zu erwartenden Auslenkungen ein lineares
Verhalten gegeben ist. Dazu wurden, in Zusammenarbeit mit dem ebenfalls am Fachgebiet
MMD beschiftigeten Herrn Max-Uwe Noll, sowohl fiir den Balken ohne- (Abbildung 2 a))
als auch fiir den Balken mit applizierten und kurzgeschlossenen Piezoelementen (Abbildung
2 b)) experimentell statische Kraft-Weg-Kurven gemessen. Die Ergebnisse finden sich in

Abbildung 2, wobei die Punkte den Messwerten entsprechen und die zum Vergleich ein-
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2.1 Vorbereitende Uberlegungen

gezeichneten Kurven die Werte wiedergeben, die aus der Berechnung der Biegelinie unter

Annahme von linearem Materialverhalten folgen.

wy [mm] wp [mm]
a) b)
10 | 10 |
; : ‘ F [N] : 1 * ~ F [N]
-1 -0. 0.5 1 -1 -0 0.5 1
-10 -10

Abbildung 2: Statische Kraft-Weg-Kurven fiir das im Rahmen der Arbeit experimentell untersuchte
EH-System. Dargestellt sind in a) die Ergebnisse fiir einen Balken ohne und in b) die Ergebnisse fiir
einen Balken mit applizierten Piezokeramiken.

Wie zu sehen ist, stimmen die Messwerte im Bereich von +£12 mm, der sich im Folgenden
als fiir die Modellierung relevant herausstellen wird, sehr gut mit den theoretisch erzielten
Werten iiberein. Aus diesen Uberlegungen folgt, dass der Balken gemif der Euler-Bernoulli-

Theorie modelliert werden kann.

2.1.2 Modellierung des elektrischen Bereichs

Der elektrische Bereich besteht aus den Piezokeramiken und einem Ohmschen Widerstand.
Da der Ohmsche Widerstand bereits das Modell eines Verbrauchers darstellt, muss lediglich
geklart werden, geméll welcher Theorie die Piezokeramiken modelliert werden sollen. In den
Arbeiten [75, 90] wird die nichtlineare Modellierung der Piezoelemente eines Piezobalkens
untersucht. Dabei zeigt sich, dass die nichtlinearen Effekte der Piezokeramiken klein sind
und daher vernichlissigt werden konnen.

Die Modellierung der Piezoelemente erfolgt somit ebenfalls linear, geméf der in [81] darge-

stellten Theorie.

2.1.3 Modellierung der Permanentmagnete

Da gemii der vorausgehenden Uberlegungen sowohl der Balken, als auch die Piezoelemente
linear modelliert werden, stellen die Permanentmagnete die einzige Quelle fiir Nichtlineari-
taten im Modell dar. Da die Magnete ausschlieBlich verwendet werden, um das dynamische
Verhalten des Balkens zu beeinflussen und selbst nicht betrachtet werden, ist es ausreichend,
ihre Wirkung auf den Balken zu modellieren. Diese Wirkung besteht einerseits in der Anzie-
hungskraft der Magnete auf den Balken und andererseits aus einer Ddmpfung der Bewegung
des Balkens infolge von im Balken induzierten Wirbelstrémen [60].

Grundlage fiir die Berechnung beider Effekte ist das Magnetfeld, welches in drei Anteile

zerlegt werden kann. Ein Anteil hingt nur von der Beschaffenheit der Magnete sowie ihrer
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2.2 Elektro-mechanisches Modell

Positionierung zueinander ab und ist somit stationdr. Die anderen beiden Anteile sind insta-
tiondr und resultieren aus der Magnetisierung des Balkens und aus den induzierten Wirbel-
stromen [60, 78]. Um die letzteren beiden Anteile exakt beriicksichtigen zu konnen, miissten
innerhalb des Models fiir jeden betrachteten Zeitschritt die Maxwell-Gleichungen numerisch
gelost werden [61], was im Rahmen der geplanten Verwendung des Modells nicht méglich
ist.

Wird der Einfluss von Wirbelstrémen und das Magnetfeld in Folge der Magnetisierung des
Balkens vernachlissigt, bleibt nur noch das stationdre Magnetfeld der Magnete, welches im
Laufe der Modellierung einmalig berechnet werden muss. Aus diesem Magnetfeld kann dann
die Kraftwirkung auf den Balken fiir eine bestimmte Konfiguration des Balkens berechnet
werden, wobei die Berechnung numerisch erfolgen muss und nicht trivial ist [60, 79]. Da
Voruntersuchungen hierzu keine zufriedenstellenden Ergebnisse lieferten, wurde dieser An-
satz nicht weiter verfolgt und stattdessen eine heuristische Formulierung der Magnetkrifte

verwendet, welche in Abschnitt 2.4 genau beschrieben wird.

2.2 Elektro-mechanisches Modell

Um ein mathematisches Modell den EH-Systems herzuleiten, wird das in Abbildung 3 a) be-
ziehungsweise 3 b) dargestellte elektro-mechanische Modell verwendet. Das Modell besteht
aus einem Kragbalken, welcher aus einer Trigerschicht (Lange [, Breite w, Hohe Ay ) und
zwei aufgeklebten identischen Piezokeramikschichten (jeweils Linge /;, Breite w, Hohe h,)
besteht. Fiir die Modellierung wird angenommen, dass die Klebeschichten weder eine Stei-
figkeit noch eine Dicke besitzen und daher die kinematischen GroBen am Ubergang zwischen
den verklebten Schichten stetig sind. Weiter wird angenommen, dass die gesamte Oberfli-
che der Piezokeramikschichten gleichméBig leitend und von der Triagerschicht elektrisch
isoliert ist. Aus diesen Annahmen folgt, unter Beriicksichtigung der jeweils eingezeichneten
Polarisierungsrichtung, dass es sich bei der in 2 a) skizzierten Anordnung um eine Parallel-
schaltung und bei der in 2 b) skizzierten Anordnung um eine Serienschaltung handelt. Da die
Herleitung des Modells sich fiir beide Anordnungen nur unwesentlich unterscheidet, konnen
beide Fille parallel betrachtet werden.

Der elektrische Verbraucher wird durch einen Ohmschen Widerstand modelliert, was zwar
eine Vereinfachung darstellt, aber eine {ibliche Vorgehensweise bei der Modellierung von
EH-Sytemen ist [5].

Zur rdumlichen Beschreibung des Modells wird ein lokales mitbewegtes Korrdinatensys-
tem eingefiihrt, dessen x-Achse mit der neutralen Faser des Balkens zusammenfillt. Der
im deutschsprachigen Raum zumeist verwendeten Konvention folgend ist die z-Achse nach
unten orientiert und die y-Achse ist so angeordnet, dass das Koordinatensystem ein Rechts-
system bildet (diese Festlegung fiihrt zu Unterschieden in den Bewegungsgleichungen im
Vergleich zu Herleitungen aus dem amerikanischen Raum, siehe zum Beispiel [25]).

Die Biegung des Balkens w sowie die durch u gegebene Verschiebung des Koordinatensys-
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w
"”(f) “_-" q(x,w)
; v
—> X i 5 5 50 5 5 5 5 5 o
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(a) Parallelschaltung
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Abbildung 3: Elektro-mechanisches Modell tiir das betrachtete Energy Harvesting System.

tems erfolgen in Richtung der z-Achse.

Wie unter 2.1.3 erldutert, werden die Magnete selbst nicht modelliert. Stattdessen wird die
Kraftwirkung der Magnete auf den Balken, die gemédll Moon [59] aus einer Volumenkraft
und einem Volumenmoment besteht, beriicksichtigt. Da der Balken als eindimensionales
Kontinuum modelliert wird, entspricht der Volumenkraft eine Linienkraft deren x- und y-
Komponenten mit n respektive g bezeichnet werden. Dem Volumenmoment entspricht ein
Linienmoment, dessen Komponente, welche um die y-Achse dreht, mit m bezeichnet wird.
Alle nicht benannten Komponenten verschwinden aus Symmetriegriinden. An dieser Stelle
soll darauf hingewiesen werden, dass die Linienkraft und das Linienmoment sowohl von der
Position auf dem Balken (x-Koordinate), als auch von der Auslenkung des Balkens (w als

Funktion von x und #) abhéingen.

2.3 Herleitung des mathematischen Modells

Fiir die Herleitung des mathematischen Modells wird zuerst die Lagrange-Funktion fiir das
oben beschriebene elektro-mechanische Modell bestimmt. Mittels Auswertung des Hamilton-
Formalismus werden dann die beschreibenden Feldgleichungen sowie die dynamischen Rand-
und Ubergangsbedingungen bestimmt.

Die Diskretisierung der Feldgleichungen der mechanischen Komponente erfolgt iiblicher-
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2.3 Herleitung des mathematischen Modells

weise mit dem Ritz- oder dem Galerkin-Verfahren. Der Vollstidndigkeit halber werden hier
beide Verfahren verwendet und es wird gezeigt unter welchen Voraussetzungen beide Ver-
fahren das selbe Ergebnis liefern.

2.3.1 Berechnung der Lagrange-Funktion

Die Lagrange-Funktion des elektro-mechanischen Modells lautet nach [81]

L:IG—HNV @2.1)
\%4

darin ist T die kinetische Energiedichte, H die elektrische Enthalpiedichte und V das ge-
samte Volumen des Modells. Um die Energiedichten weiter spezifizieren zu konnen, werden

zunachst folgenden drei Bereiche eingefiihrt

w w h h
Vi=3(x,»2)|0<x<l,-——<y<—,-=<z< = 22
S %xy@ xsly=—5sys5, -5 sz 2} (2.2a)
vo=dayolocx<r, Way W By (2.2b)
= XY, SXsS L, 7 = = Ty T4 =X =5 .
d e PTySYEp REE T
w w  h h
szz{(x,y,z) O<x§lp,—§ S)’SE,—E—hPSZs—E} (2.2¢)

dabei entspricht V, dem Volumen der Trégerschicht, V,, dem Volumen der unteren und V,,
dem Volumen der oberen Piezokeramikschicht. Weiter ist V,, = V,, UV, das Volumen beider
Piezokeramikschichten und V = V UV, das Gesamtvolumen des Modells. Fiir die kinetische
Energiedichte gilt
Lo T )
s Dv(x, t) + ()] , fallsr e V,
nm:{w (2.3)

1 . o2
3Pp W(x, 1)+ ()] , fallsre Ve

wobei p; und p,, die Massendichten der Tréigerschicht respektive der Piezokeramikschichten
sind. Integration von Gleichung (2.3) liefert unter Verwendung der Bezeichnungen A, und
A, fir die Querschnittsfliche der Tréger- beziehungsweise einer Piezokeramikschicht, sowie
My = Apg + 24,0, und p, = Ap, fiir die Massenbelegung des Balkens im Bereich 0 < x < [,
beziehungsweise [, < x < [ die kinetische Energie

lp l

S

T:%fﬁﬂﬂmn+mm2M+%f@ﬂm%n+mmZMu (2.4)

0 Iy

Die elektrische Enthalpiedichte H wird ebenfalls aus [81] iibernommen. Dabei findet die

Summationskonvention fiir doppelt vorhandene Tensorindizes Anwendung und alle Indi-

15



2.3 Herleitung des mathematischen Modells

zes 1, j, k, | durchlaufen die Werte 1,2 und 3 wobei die 1-Richtung der x-Richtung, die 2-
Richtung der y-Richtung und die 3-Richtung der z-Richtung entspricht. Zunéchst gilt

U , fallsr € V
H(r) = (2.5)
U-ED, ,fallsreV,

darin ist U die in der Verformung gespeicherte elastische Energiedichte, E; sind die Kompo-
nenten des elektrischen Feldes und D, sind die Komponenten der elektrischen Verschiebung.
Weiter gilt

1 E
5CS 1S ki , falls r € V,
U(r) = ? EJkl J s (26)
3CuSiSut 26 EE; falls r e V,
und
D= €S o+ ik, 2.7)

Darin sind C:':}kz die elastischen Konstanten des jeweiligen Materials gemessen bei einem kon-
stanten elektrischen Feld, e;; die piezoelektrischen Konstanten, el.sj die dielektrischen Kon-
stanten gemessen bei einer konstanten Dehnung und §S;; die Komponenten des Verzerrungs-
tensors.

Gemail der Euler-Bernoulli-Balken-Theorie werden Schubverformungen vernachléssigt und
es wird angenommen, dass lediglich Verzerrungen in x-Richtung auftreten, so dass fiir die

Komponenten des Verzerrungstensors

—zw’(x,t), fallsi=j=1
(x. 1) / . (2.8)

ij
0, sonst

gilt. Aus der Annahme, dass das elektrische Feld lediglich Komponenten in Richtung der
Polung (3-Richtung, z-Achse) besitzt, folgt zudem

E,=E,=0. (2.9)

Einsetzen der Gleichungen (2.6) und (2.7) in (2.5) liefert unter Verwendung von (2.8) und
2.9)

1 E 2. 12
3 E W1 , falls r € V,

H(r) = (2.10)

%clflllzzw”z(x, 1)+ ez 2w” (x, ) E5(t) — %e%E%(l) , fallsre Vv,
In der Literatur und in den Datenblittern der Hersteller von Piezokeramiken werden teilwei-

16



2.3 Herleitung des mathematischen Modells

se andere Konstanten verwendet. Eine Umrechnung kann mittels der in [27] angegebenen

Umrechnungsformeln fiir diinne Piezoschichten

6353 = E3T3 - S_i;l (2.11a)
11
d
ey = s—f; (2.11b)

erfolgen. Darin ist €, die dielektrische Konstante in Polungsrichtung gemessen bei konstan-
ter Spannung, dy; der piezoelektrische Ladungskoeffizient und s}, die elastische Nachgie-
bigkeit.

Fiir die weitere Auswertung von Gleichung (2.10) muss nun erstmals zwischen der Serien-
und der Parallelschaltung unterschieden werden.

Fiir den Fall der Parallelschaltung betrigt die Spannung in jeder Piezoschicht v, und da beide
Schichten die selbe Polungsrichtung besitzen, hat die Kopplungskonstante e;;; das gleiche
Vorzeichen in beiden Schichten. Dies fiihrt wiederum zu einen unterschiedlichem Vorzei-
chen im jeweiligen elektrischen Feld, so dass in der unteren Piezoschicht E5(1) = —v(2)/h,
und in der oberen Piezoschicht E5(7) = v(£)/h, gilt.

Im Fall der Serienschaltung ist die Spannung in jeder Piezoschicht v/2 und infolge der unter-
schiedlichen Polungsrichtung hat die Kopplungskonstante e;,; unterschiedliche Vorzeichen,
was dazu fiihrt, dass die jeweiligen elektrischen Felder das selbe Vorzeichen aufweisen und
E5(t) = —v(1)/2h,, fiir beide Schichten gilt.

Fiir eine ausfiihrliche Diskussion des beschriebenen Sachverhalts siehe DuToit [19]. Die
Anwendung obiger Uberlegungen auf Gleichung (2.10) fiihrt nach der Ausfiihrung der Inte-
gration iiber die Hohe und die Breite des Systems (siehe dazu Anhang A.1) auf

lP ls

1 1
f HdV = f Y (x, ) dx + 5 f IY,w"(x, 1) dx — 9w (L, (D) — e, (1) (2.12)
Vv

0 Iy

worin 1Y, = Y[, + 2Y,1, und Y, = Y/ die Biegesteifigkeiten des Balkens fiir den Bereich
mit Piezokeramiken beziehungsweise fiir den Bereich ohne Piezokeramiken sind. Weiter
bezeichnen Y, und ¥, die E-Moduln der Trédgerschicht und der Piezokeramiken und /; =
5 bh? beziehungsweise I, = 1b[(h /2 + h,)* - (h,/2)’] sind die Flichentrigheitsmomente fiir
eine Biegung um die y-Achse beziiglich der neutralen Faser. Die Kapazitit einer Piezoschicht
ist ¢, = L—Zbe; und der elektromechanische Kopplungsterm berechnet sich zu ¢ = (A +

A, )esy, fiir die Parallelschaltung und ¢ = 1/2 (A, +A,)es,, fir die Serienschaltung. Einsetzen
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2.3 Herleitung des mathematischen Modells

der Gleichungen (2.4), (2.12) in (2.1) liefert schlieBlich die gesuchte Lagrange-Funktion

l

S

f wy, Di(x, ) + a(®)])* dx
ZP

N =

lP
L= % f w, D(x, £) + a(®))? dx +
0

l I (2.13)
1 72 1 7?2
—EfIYlw (x,t)dx—ifIYZW (x,1) dx
0

L

+ 9w (L, V() + ¢,y (D) -

In (2.13) nicht enthaltenen sind die Lininekrifte g und n, das Linienmoment m sowie der

Strom / = v/R. Um diese Grofen zu beriicksichtigen wird deren virtuelle Arbeit

l

oW = f [q(x, w)ow(x, 1) — m(x, w)ow' (x, 1) + N(x, w)w'(x, H)ow’(x, )] dx — %&l(t)

0
(2.14)

verwendet. Die darin verwendete Grofie N = fx b n(x,w) dx ist die Normalkraft an der Stelle
x und A ist die sogenannte Flussverkettung, die iiber den Zusammenhang A(f) = f v(s) ds

beziehungsweise A(f) = v(t) mit der Spannung v in Verbindung steht.

2.3.2 Auswertung mittels des Prinzips von Hamilton

Um aus der im vorherigen Abschnitt hergeleiteten Lagrange-Funktion (2.13), sowie der vir-
tuellen Arbeit (2.14) die Feldgleichung des Modells herzuleiten, wird das Prinzip von Ha-

milton

3|

1
5f.£dt+f6Wdt:O. (2.15)
l

fo
ausgewertet. Die damit verbundene umfangreiche Rechnung (sieche Anhang A.2) liefert die

bereichsweise definierte PDE

ww(x, 1) + 1Y, W (x, 1) — (N(x, w)w' (x, 1)) = q(x, w) + m'(x, w) — pii(t), 0 < x < L,

1717

o o(x, 1) + 1Y,w"" (x, 1) — (N(x, ww'(x, 1)) = q(x, w) + m'(x, w) — w,ii(t), L, <x <

(2.16)
fiir den mechanischen Bereich des Modells, sowie die ODE

2¢,0(1) + I%v(t) + W' ([, 1) =0 (2.17)

18



2.3 Herleitung des mathematischen Modells

fiir den elektrischen Bereich des Modells. Offensichtlich ist die ODE (2.17) direkt mit dem
mechanischen Teil gekoppelt, wihrend die PDE (2.16) keine elektrischen Grofen enthilt.
Unter Verwendung der geometrischen Randbedingungen des Kragbalkens (2.18a) und (2.18b),
der Forderung nach Momentenfreiheit des freien Endes (2.18c) sowie der Kontinuitit und
Stetigkeit der Biegelinie (2.19a) und (2.19b) folgen zudem die iibrigen Rand- und Uber-

gangsbedingungen, so dass sich insgesamt

w(0,1) = 0 (2.18a) w(ly, 1) = w(li, 1) (2.19a)

w'(0,7) = 0 (2.18b) w(ls, 1) = w(l, 1) (2.19b)

w'(l,1) =0 (2.18¢) IYw'(L, 1) = IYyw" (I, 0) + 9v()  (2.19¢)
1YW (I, w(l, D) = m(l, 1) (2.18d) 1YW (L, 1) = 1YW (I, 1) (2.19d)

ergibt. Wie zu erkennen ist, findet sich die Kopplung zwischen dem mechanischen und dem
elektrischen Teil des Modells in der dynamischen Ubergangsbedingung (2.19c¢). Da es sich
dabei um eine inhomogene Ubergangsbedingung handelt, welche die unbekannte elektrische
Grosse v enthilt, ist es schwierig, Ansatzfunktionen fiir eine Diskretisierung zu finden, die
diese erfiillen. Die dynamische Randbedingung (2.18d), die das Linienmoment enthélt, wel-
ches im Allgemeinen eine nichtlineare Funktion der Verschiebung des Balkens w ist, fiihrt
ebenfalls zu Schwierigkeiten beim Auffinden von Ansatzfunktionen, welche diese Randbe-
dingung erfiillen.

Um dieser Schwierigkeit zu entgehen, werden die Inhomogenitéten aus (2.19c) und (2.18d)
unter Verwendung der Dirac-Distribution ¢ und deren distributiver Ableitung in die Feldglei-
chung iibertragen. Die dabei verwendete Ausblendeigenschaft der Dirac-Distribution und

deren distributiver Ableitungen lautet

[Se]

f PO %0 iy do = (-1 LD (2.20)
dx dx" le=x

—00

Daraus folgen die verdnderten Feldgleichungen fiir den mechanischen Bereich

wp(x, 1) + 1YW (x, 1) — (N(x, ww'(x, 1)) = =6 (x — L)Yov(®) + q(x,w) + m'(x,w) — wii(t)

oW (x, 1) + IY,w"" (x, 1) — (N(x, W)W (x, 1)) = =6(x — [)m(x, w) + q(x, w) + m’ (x, w) — w,ii(t)
(2.21)

wobei die erste Gleichung wieder fiir den Bereich 0 < x < /, und die zweite Gleichung fiir
den Bereich /[, < x < [ giiltig ist. Die entsprechend verédnderten Rand- und Ubergangsbe-
dingungen ergeben sich aus (2.18a)-(2.18d) und (2.192a)-(2.19d), indem in (2.18d) der Term
m(l,, t) und in (2.19¢) der Term ¥v(¢), die nun in den Feldgleichungen enthalten sind, gestri-

chen wird.
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2.3 Herleitung des mathematischen Modells

2.3.3 Diskretisierung mittels Galerkin-Verfahren

Um das mathematische Modell des betrachteten EH-Systems in Form eines Systems ge-
wohnlicher Differentialgleichungen zu erhalten, muss eine Diskretisierung vorgenommen

werden. Ausgangspunkt dafiir ist der Ansatz

n

wx 0 = ) a(HP(x). (2.22)
i=1

Darin sind die a; unbekannte Zeitfunktionen und die ®; gewidhlte Ansatzfunktionen, wel-
che simtliche geometrischen und dynamischen Rand- und Ubergangsbedingungen erfiillen
miissen. Damit geeignete Ansatzfunktionen gefunden werden kénnen, die diese Anforderun-
gen erfiillen, ist es notwendig, dass das Randwertproblem mit den Feldgleichungen (2.21)
verwendet wird. Einsetzen des Ansatzes (2.22) in die Feldgleichungen (2.21) liefert ein Re-
siduum, welches auf die verwendeten Ansatzfunktionen projiziert wird. Die Forderung nach
dem Verschwinden dieser Projektionen liefert ein System von n ODEs fiir den mechani-
schen Bereich. Da die Feldgleichung fiir den elektrischen Bereich (2.17) bereits eine ODE
darstellt, muss diese nicht weiter diskretisiert werden und es wird lediglich der Ansatz (2.22)

eingesetzt. Insgesamt ergeben sich die ODEs
Dm0+ Y kyaft) + flay,...a,0 = giit) + xy(@, i=1,....n (2.23a)
j=1 =1
D O
26,90 + — + D xia(® =0 (2.23b)
i=1

wobei m;; die modale Masse und k;; die modale Steifigkeit bezeichnet und in f; der Einfluss
samtlicher Magnetkrifte zusammengefasst ist. Die modale Verstirkung der FuBBpunkterre-
gung lautet g;, die elektro-mechanische Kopplungskonstante wird mit y; bezeichnet und c,

ist die Kapazitit einer Piezokeramikschicht. Die Berechnungsvorschrift fiir die einzelnen
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2.3 Herleitung des mathematischen Modells

Terme lautet wie folgt

l I

P s

m;; = f @i (0)P(x) dx + f pr@,(0)P ;(x) dx (2.24a)
0 lp
I, I

ki; = f 1Y, 07" () ®@(x) dx + f 1Y, (x)®(x) dx (2.24b)
0 I

p
l

s ’

fi=- f[q(x, 1 +m'(x, 1) - (N(x, 1) Z a;@(x) [ | @;(x) dx + m(l,, HO(1) (2.24c)
0

J=1

IP ls

g =- f/lld)i(x) dx + f,uztl)i(x) dx (2.24d)
0 Iy
X = 00(y) (2.24e)

wobei eine weitere Vereinfachung moglich ist, wenn die verwendeten Ansatzfunktionen ge-
wisse Eigenschaften erfiillen.

Im vorliegenden Fall werden als Ansatzfunktionen die Eigenfunktionen des Systems ohne
Magnete verwendet, welche orthogonal sind (sieche Anhang A.4). Werden die Eigenfunk-

tionen zusétzlich auf die Masse normiert, gilt unter Verwendung des Kronecker-Deltas 6;;

my; =6, (2.25a)
ki; = WS, (2.25b)

ivij

wobei w; der Eigenkreisfrequenz der i-ten Ansatzfunktion entspricht. Unter Beriicksichti-

gung dieser Ergebnisse vereinfacht sich das durch (2.23a) und (2.23b) gegebene System zu

a; () + w%ai(t) + fay,...,a,,t) = g;ii@) +xv@), i=1,...,n (2.26a)
2¢,9(0) + % + ; yia ) =0. (2.26b)

2.3.4 Diskretisierung mittels Ritz-Verfahren

Obwohl mit (2.26a) und (2.26b) bereits ein mathematisches Model des betrachteten EH-
Systems zur Verfiigung steht, wird der Vollstandigkeit halber mit dem Ritz-Verfahren eine

weitere hdufig benutzte Diskretisierungsmethode betrachtet. Dazu wird auch hier wieder der
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2.3 Herleitung des mathematischen Modells

Ansatz

n

wx 0 = ) a(n®(x) (2.27)
i=1
mit den noch unbekannten Zeitfunktionen a; und den gewihlten Ansatzfunktionen @, ver-
wendet. Im Unterschied zu dem bereits besprochenen Galerkin-Verfahren erfolgt die Dis-
kretisierung nicht in der Feldgleichung, sondern bereits in der Lagrange-Funktion (2.13).
Ein weiterer Unterschied besteht darin, dass die verwendeten Ansatzfunktionen lediglich die
geometrischen Rand- und Ubergangsbedingungen erfiillen miissen.

Aus der Auswertung der Euler-Lagrange Gleichungen 2. Art (siche Anhang A.3)

doL oL _ oW
dtda, 0Oa, 0da;’
doL 0L dsW

=== 2.28b
dr g1 64 86d (2:28b)

i=1,...,n (2.28a)

folgen n ODE:s fiir den mechanischen Bereich des Modells und eine ODE fiir den elektri-
schen Bereich des Modells

Dm0+ Y kyafn) + flay,...a,0 = gD + @, i=1,...,n (2.29a)
j=1 j=1
v o
2, 9(0) + = + D xia(® =0 (2.29b)
i=1

welche formal dieselbe Struktur wie (2.23a) und (2.23b) besitzen. Auch hier ist m,; die mo-
dale Masse, k;; die modale Steifigkeit und in f; ist der Einfluss sdmtlicher Magnetkrifte
zusammengefasst. Die modale Verstiarkung der FuBpunkterregung lautet g;, y; ist die elektro-
mechanische Kopplungskonstante und ¢, die Kapazitét einer Piezokeramikschicht. Bis auf
die modale Steifigkeit k;; konnen alle Koeffizienten gemél (2.24a), (2.24¢), (2.24d) und
(2.24e) berechnet werden. Fiir die modale Steifigkeit gilt

lP [s

kij = fIYI ;' (x)®7 (x) dx + fIYﬂ);'(x)(D;'(x) dx. (2.30)

0 I

Der Unterschied zu dem Ergebnis aus dem Galerkin-Verfahren (2.24b) besteht also in der

Verteilung der Ableitungen auf die Ansatzfunktionen, welche mittels zweifacher partieller
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2.4 Untersuchte Realisierungen des mathematischen Modells

Integration wie folgt abgeéndert werden kann

lP ls

k; = f 1Y, @ ()@ (x) dx + f 1Y, @ ()@ (x) dx

0 Iy

i i b

= 1Y, Q] (x)®'(x) + f 1Y, @ (x)®(x) dx (2.31)

—1Y, 0" (1) (x)
0 0 9
l

s

+fIY2<I)lf"'(x)(Dj(x) dx.

plp

lS S

+1Y,07 (0)@'(x) | =17, @] (x)®;(x)

l l

P

Hieraus wird ersichtlich, dass beide Diskretisierungen genau dann iibereinstimmen, wenn
samtliche Randterme in (2.31) verschwinden. Nach Beriicksichtigung der geometrischen
Rand- und Ubergangsbedingungen (2.18a), (2.18b), (2.19a) und (2.19b) folgt daraus

[@/(I)IY,] D(1) =0  (2.32a) 17,07/ (1) - 1%,@] ()| @) =0 (2.33a)
(@ (I)IY,] D) =0  (2.32b) 17,077 (1) = 17,@" (1) | @,(1,) =0 (2.33b)

wobei die Terme in den eckigen Klammern gerade den dynamischen Rand- und Uberhangs-
bedingungen (2.18c), (2.18d), (2.19¢) und (2.19d) in der Formulierung, bei der die Inho-
mogenitdten in der Feldgleichung beriicksichtigt werden, entsprechen. Daraus folgt das be-
kannte Ergebnis (siehe [97]), dass beide Diskretisierungen iibereinstimmen, falls im Ritz-
Verfahren Ansatzfunktionen verwendet werden, die zusitzlich zu den geometrischen Rand-
und Ubergangsbedingungen auch die dynamischen Rand- und Ubergangsbedingungen erfiil-
len.

Da die im Anhang A.4 hergeleiteten Eigenfunktionen des Balkens mit applizierten Piezoke-
ramiken aber ohne Magnete sdmtliche Rand- und Ubergangsbedingungen erfiillen, fiihrt de-
ren Verwendung als Ansatzfunktionen im Ansatz (2.27) erneut auf die Gleichungen (2.26a)
und (2.26b).

2.4 Untersuchte Realisierungen des mathematischen Modells

Das im vorherigen Abschnitt hergeleitete mathematische Modell des EH-Systems wurde
bewusst sehr allgemein gehalten. Fiir eine Analyse des dynamischen Verhaltens ist es not-
wendig, dass die Anzahl der in der Diskretisierung verwendeten Ansatzfunktionen festgelegt
und dass eine Formulierung fiir die Magnetkrifte eingefiihrt wird. Beide Punkte sind insofern
mit Schwierigkeiten verbunden, als dass die Verwendung von mehr als einer Ansatzfunktion
als auch die Verwendung einer physikalisch motivierten Formulierung fiir die Magnetkraft
einen hohen Aufwand bedeuten.

Im Folgenden werden daher drei Realisierungen des mathematischen Modells besprochen,
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welche eine erste grundlegende Untersuchung des Einflusses der Art der Modellierung der
Magnetkrifte und der Anzahl der verwendeten Ansatzfunktion ermdglichen.

Dabei wird fiir die Magnetkraft ein Ansatz in Form eines Polynoms verwendet, dessen Ko-
effizienten so gewihlt werden, dass das Modell bestimmte Messergebnisse reproduzieren
kann. Im vorliegenden Fall sind dies die Auslenkung der Balkenspitze in Ruhe w, sowie die
Eigenkreisfrequenz w, bei Schwingungen mit kleiner Amplitude um diese Ruhelage.

Der grofite Vorteil bei dieser Art der Modellierung besteht darin, dass mit geringem Aufwand
einfach handhabbare Modelle erstellt werden konnen. Das Verfahren wurde in der Vergan-
genheit nach Kenntnis des Autors ausschlieBlich zur Erstellung von Modellen mit kubischem
Ansatz fiir die Magnetkraft und einer Ansatzfunktion in der Diskretisierung verwendet. Die
in der Literatur (siche zum Beispiel [23, 76]) pridsentierten Ergebnisse zeigen iiber weite Be-
reiche eine gute Ubereinstimmung der so erstellten Modelle mit experimentell gewonnenen
Ergebnissen, wobei der Fokus der Untersuchungen klar auf dem qualitativen Verhalten iiber
weite Frequenzbereiche liegt.

Der groBte Nachteil der so erstellten Modelle besteht darin, dass in Vorbereitung der Model-
lierung zuerst ein physikalisches System gebaut und vermessen werden muss und dass das zu
Grunde liegende physikalische System aus einem Modell nicht rekonstruiert werden kann.
Dieser Nachteil kommt zum Tragen, wenn Parameterstudien oder Optimierungen durchge-
fiihrt werden. Physikalische Parameter konnen dabei nicht als Eingangsgroflen verwendet
werden, da nicht klar ist, wie diese das Modell veridndern.

Obwohl bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen gezeigt wurde, dass die Verwendung
von massennormierten Ansatzfunktion zu einer Vereinfachung fiihrt, konnen diese im Fol-
genden nicht verwendet werden. Der Grund dafiir liegt darin, dass die Bestimmung der Ko-
effizienten der Magnetkraft in Modell 3 (siehe 2.4.3) nur gelingt, wenn die Ansatzfunktionen
so normiert werden, dass fiir diese @,(l,) = @,(l,) = ®, gilt, was im Falle der Massennor-
mierung nicht der Fall ist. Der genaue Wert auf den normiert wird, spielt dabei keine Rolle,
da jede beliebige Normierung auf dieselben Koeflizienten in den Differentialgleichungen

fiihrt, wie im Folgenden zu sehen sein wird.

2.4.1 Modell 1: eine Ansatzfunktion und kubische Nichtlinearitit

Das erste betrachtete Modell entspricht dem in der Literatur iiblicherweise verwendeten Mo-
dell (siehe dazu zum Beispiel die Ubersichtsartikel [43, 65, 98]). Fiir die Diskretisierung wird
eine Ansatzfunktion verwendet und fiir die Magnetkraft ein Polynom angesetzt, welches ku-

bisch von der Balkenverschiebung w abhéngt und das auf die Balkenspitze beschrinkt ist.
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Der Einfluss der Magnetkraft im Modell geméf Gleichung (2.24c) lautet daher

l

S

fi = f 8(x = 1) |, @, (0)a, (1) + ¢; D} ()a} (1) @, (x) dx
0
= 1D} a,(1) + ¢30} a; (1)

(2.34)

und das Modell des mechanischen Bereichs, gemif3 Gleichung (2.29a), ist gegeben durch
my iy (1) + kya, (1) + ¢, QF a (1) + ;0 a3 (1) = g,iil1) + x,v(1) . (2.35)

Division durch die Masse m; und Verwendung der neuen Koeffizienten

1 1
a=—( +c,®) und B=—c;® (2.36)
my s my s
fiihrt auf
. ; 1 1
a, (1) + aa, (1) + Baj(t) = —g (1) + —x V(). (2.37)
m; m;

Aus der Forderung nach Bistabilitét folgt zunichst @ < 0, > 0 und somit cld)i < —k;, wo-
durch zum Ausdruck kommt, dass der lineare Anteil der Riickstellung infolge der Magnete
negativ und im Betrag groBer als die elastische Riickstellung sein muss. Die Linearisierung
von (2.37) um die stabilen Ruhelagen a,, = + W liefert

1 1
a,(0) - 2a (a,(0) + -a/B) = —g1ii(1) + — (1) (2.38)
1 1
woraus die Eigenkreisfrequenz w = V-2« direkt abgelesen werden kann. Sind aus einer

Messung die statische Ruhelage w,,, sowie die Eigenkreisfrequenz w, fiir freie Schwingungen

mit kleiner Amplitude um diese Ruhelage bekannt, ergeben sich die gesuchten Koeffizienten

Zu
1, mwj + 2k,
- __ bzw. =20 2.39
a 7@ bzw. ¢, 202 (2.39)
und
2 2
1 ZCDIS mywyg
B = Ewo " bzw. ¢; = 2W2q)12 (2.40)

0 0

s

wobei die erste Form der Darstellung gebrduchlicher und die zweite Form der Darstellung fiir
den Vergleich verschiedener Modelle niitzlich ist. Wie aus beiden Darstellungen zu erkennen

ist, hingt der Koeffizient des linearen Terms nur von der gemessenen Eigenkreisfrequenz w,
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und nicht von Auslenkung in der Gleichgewichtslage ab.
Fiir die weitere Untersuchung - insbesondere im Hinblick auf die Anwendung numerischer
Methoden - ist es empfehlenswert, eine Skalierung von (2.37) vorzunehmen. Dazu wird zu-

nichst die dimensionslose Zeit
T=w,!t (2.41)

eingefiihrt. Die Zusammenhiénge zwischen den Ableitungen nach den unterschiedlichen Zei-

ten lauten

. d d . d? d?
()Za():woa():wo()’ bzw. ()= —() =

a7 132 = @) (2.42)

wobei die Ableitung nach der dimensionslosen Zeit T wie iiblich mit einem Apostroph ge-
kennzeichnet wird. Obwohl dieselbe Notation bereits fiir die Ableitung nach der x-Koordinate
verwendet wird, sind Verwechslungen ausgeschlossen, da beide Ableitungen in dieser Arbeit
nicht im selben Kontext auftreten. Zusitzlich wird einer weiteren Konvention entsprochen,
indem hier mit x die unbekannte Zeitfunktion bezeichnet wird. Dabei wird auch hier eine

weitere Skalierung

a(t) = %’x(m)) (2.43)

vorgenommen. Auch diese Umbenennung fiihrt iiblicherweise zu keinen Doppeldeutigkei-
ten. Unter Verwendung von (2.42) und (2.43) lassen sich (2.37) und (2.23b) schreiben als

xX'(1) - %x(‘r) + %XS(T) = fu”(t) + y,,v(1) (2.44a)
V(1) + uv(t) + y X' (1) =0 (2.44b)

mit den Koeffizienten

I I
1 (foplulq)l(x) dx + flp’ Hy @y (x) dx)

= - 3 ; T (2.45a)
Woly fo” 1 @3 (x) dx + fzpb @3 (x) dx
) o, D (/)
Yo = —5 ub (2.45b)
Wol fop,ulcl)%(x) dx + flps o ®3(x) dx
9 D)
y, = %% (2.45¢)
p A
1
= , 2.45d
H 2¢c,woR ( )
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2.4 Untersuchte Realisierungen des mathematischen Modells

Aus der Betrachtung der Berechnungsvorschriften fiir die einzelnen Koeffizienten wird er-
sichtlich, dass sich diese bei einer gednderten Skalierung der Ansatzfunktion @, nicht ver-
dndern. Dies ldsst sich ebenfalls an der Riicktransformation von modalen in physikalische
Koordinaten erkennen. Aus dem gewihlten Diskretisierungsansatz (2.22) und der Koordina-

tentransformation (2.43) folgt

D, (x)
o,

w(x, 1) = a; ()P (x) = wox(1(1)) (2.46)

wobei hier x die geometrische Koordinate bezeichnet. Wie anhand von (2.46) zu sehen ist, ist
die Riicktransformation von der Skalierung der Ansatzfunktionen unabhingig, woraus folgt
dass dies auch fiir die berechnete modale Koordinate gelten muss.

Die Gleichgewichtslagen des durch (2.44a) und (2.44b) gegebenen System liegen in x;, = +1
und die Eigenkreisfrequenz bei einer Linearisierung um diese Gleichgewichtslagen betrigt

w=1.

2.4.2 Modell 2: eine Ansatzfunktion und quintische Nichtlinearitiit

Fiir die Diskretisierung wird wieder der Ansatz w(x, t) = a,(t)®,(x) verwendet und fiir die
Magnetkraft wird ein Polynom angesetzt, das ausschlieBlich lineare- und quintische Terme
enthdlt. Aus Gleichung (2.24c¢) folgt dann unter Beriicksichtigung der in der Beschreibung
von Modell 1 getroffenen Uberlegungen

l

S

fi = f 8(x = 1) |, @, (¥)a, (1) + csD()a} (1) @, (x) dx
0
= ¢;07 ay (1) + ¢ 07 a; (1)

(2.47)

und das mathematische Modell des mechanischen Bereichs lautet gemif3 Gleichung (2.29a)
myidy (1) + ki@, () + ¢, @f ay (1) + es®) @} (1) = i) + (1) . (2.48)
Nach Division durch die Masse m; und Beriicksichtigung der neuen Koeffizienten
1 2 1 6
a=—(k +c®) und y=—cs;D (2.49)
nm s nm s
wird daraus

1 1
a,(t) +aa(t) + 7a?(t) = —gi(t) + —xv(@) . (2.50)
my my
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2.4 Untersuchte Realisierungen des mathematischen Modells

Auch hier muss fiir Bistabilitdt wieder @ < 0, v > 0 und daher auch ¢, CI)IZV < —k, gelten und

die Linearisierung von (2.50) um eine der stabilen reelen Ruhelagen a, , = ++/—a/y lautet
. s | 1
iy (1) = 4 (@) (1) & a/y) = —g,ii(t) + —x (1) (2.51)
1 1
woraus die Eigenkreisfrequenz w = V-4« direkt abgelesen werden kann. Die Anpassung an

die statische Ruhelage w, sowie die Eigenkreisfrequenz der freien Schwingungen um diese

Ruhelage w, liefert

1 mw? + 4k,
a:-zw@ bzw. q:——fﬁg—— (2.52)
und
4 2
1,9 m,w,
= —-w;,— , bzw. ¢s = ———. 2.53
Y 4 0 Wg 5 4W3 q)lz ( )
Fiir die Skalierung von (2.50) wird wieder die dimensionslose Zeit
T=wyt (2.54)
in Kombination mit der neuen Zeitfunktion x, welche
a,(t) = 22 x(x(1)) (2.55)
Q,

erfiillt, verwendet. Unter Beriicksichtigung der Ableitungsregeln (2.42) lassen sich (2.50)
und (2.23b) als

xX'(1) - %x(r) + %xs(r) = fu” (t) + y,,v(1) (2.56a)
V(D) + (7)) + 7. X' (1) = 0 (2.56b)

schreiben, wobei die Koeffizienten durch die Gleichungen (2.45a)-(2.45d) gegeben sind. Die
Gleichgewichtslagen des durch (2.56a) und (2.56b) gegebenem Systems liegen ebenfalls in
Xy = 1 und die Eigenkreisfrequenz bei einer Linearisierung um diese Gleichgewichtslagen

betrigt ebenfalls w = 1.

2.4.3 Modell 3: zwei Ansatzfunktionen und kubische Nichtlinearitit

Diesmal wird fiir die Diskretisierung der Ansatz w(x, t) = a,(1)®,(x) + a,(t)D,(x) verwendet
und fiir die Magnetkraft wieder ein Polynom angesetzt, das kubisch von der Balkenverschie-

bung w abhéngt. Unter Berticksichtigung der in der Beschreibung von Modell 1 getroffenen
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2.4 Untersuchte Realisierungen des mathematischen Modells

Uberlegungen folgt dann aus Gleichung (2.24c)

lS
fi= f5(x = 1) [Cl (@ (x)a;(t) + Dy(x)ay (1)) + c5 (D (x)a, (1) + @2(x)a2(t))3] D;(x) dx
0

= c(a (0D (L) + ay(OD, L)) D (L) + e3ay (D (L) + ay(ND,(1))’ Di()
(2.57)

Aus der Voraussetzung, dass der Wert der Auslenkung an der Balkenspitze fiir jede Ansatz-
funktion identisch ist und somit @,(l;) = @,(l,) = @, gilt, folgt, dass die Magnetkraft fiir
beide modalen Koordinaten identisch ist und die beiden Gleichungen fiir den mechanischen

Teil des Systems lauten

myd, (1) + kyay () + ¢, (a; (D@ + a, (D) + c3(a, (DD + az(f)(bzs)3q)ls
= 81(0) + xv(®) (2.58a)

My, (1) + kyay (1) + ¢ (a, (D + a) (D, )P, + c3(a, (D + az(t)(Dls)3(DIS
= g,() + x,v(0) . (2.58b)

Fiir diesen Fall bietet sich die Zusammenfassung und Umbennenung der Koeffizienten, wie
sie bei den beiden vorherigen Modellen durchgefiihrt wurde, nicht an, da die Anzahl der neu
generierten Koeffizienten die Anzahl der Freiwerte iibersteigt und somit zu einer unnotig
komplizierten Darstellung fiihrt.

Die Bestimmung der modalen Gleichgewichtslagen liefert

o —ci(ky + k@7 — kk, " —ci(ky + k)0 — kik, (2.59)
a = = , a = + .
L2 2 ek + ky)3D? 2172 : sk + ky)3D?

klkz
ky+k,

Ungleichung der Ersatzsteifigkeit bei einer Reihenschaltung der beiden Moden entspricht.

welche nur dann reel sind, wenn ¢ ld)f < - gilt, wobei der Term auf der rechten Seite der

Die Darstellung der Gleichgewichtslagen in physikalischen Koordinaten lautet

—cy(ky + kZ)CDZ - kik,
c3(ky + ky)* D)

Wi, = (k) + k), J (2.60)

Gleichsetzen von (2.60) mit der gemessenen Auslenkung w, und Auflosen nach c; liefert
zunichst

ci(ky + ky)®7 + kik,
(kw22

(2.61)

C3:
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2.4 Untersuchte Realisierungen des mathematischen Modells

noch in Abhéngigkeit von c,. Die vier aus der Linearisierung von (2.58a) und (2.58b) unter
Verwendung von (2.61) berechneten rein imaginédren Eigenwerte lassen sich nicht iibersicht-
lich darstellen, so dass darauf verzichtet wird. Da die Eigenwerte in komplex-konjugierten
Paaren auftreten und der Betrag der Imaginérteile der Eigenkreisfrequenz der zugehdrigen
Schwingung entspricht, stehen zwei Eigenkreisfrequenzen zur Bestimmung von ¢, zur Ver-
fligung.

Falls aus Messungen zusitzlich zur Eigenkreisfrequenz w, die Eigenkreisfrequenz der néachst
hoheren Schwingform bestimmt wurde, kann zum Beispiel versucht werden, ¢, so zu wiéhlen,
dass der Fehler im Bezug auf beide Eigenkreisfrequenzen moglichst gering wird. Alternativ
ist es aber auch moglich, die niedrigere der beiden Eigenkreisfrequenzen mit w, gleichzu-

setzen und nach ¢, aufzuldsen, woraus schlielich unter Verwendung von (2.61)

w; (klmz (kl — mlwé) +kom, — kzmlmzw(z))

207wk, + ky) (K, + ky + W3(=(m; +m,))

(2.62)

und

—k2 (Zk2 + mzw%) + k, (—Zkg + 2k,wi(my + my) + mlmzwg) + kymy (m2a)(2) - kz)

207 (k, + ky) (ky + by — wi(m, +my))

c3 =
(2.63)

folgt. Durch die Skalierung der resultierenden Differentialgleichung mittels der Verwen-
dung einer dimensionslosen Zeit und einem Proportionalitdtsfaktor in der Koordinate wire
es moglich, einen von vier Koeffizienten der linearen Terme und einen von acht Koeffizienten
der kubischen Terme beliebig einzustellen. Um eine moglichst gute Vergleichbarkeit mit den
beiden anderen Modellen zu gewihrleisten, wird hier aber ein anderes Vorgehen verwendet.

Durch die Verwendung der dimensionslosen Zeit
r=wrt (2.64)

und den neuen Koordinaten

at) = Zx(r), i=1.2 2.65)
lS

wird sichergestellt, dass die Modelle und die erzielten Ergebnisse auch ohne eine vorheri-

ge Riicktransformation vergleichbar sind. Einsetzen von (2.64) unter Beriicksichtigung von
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2.5 Experimentelle Validierung der Modelle

(2.65) in (2.58a), (2.58b) und (2.23b) liefert schlieBlich

X (1) + a2 (7) + @p(7) + By (%, (1) + xz(T))3 = fiu” (1) + Vi, w(T) (2.66a)
X5 (T) + @y %1 (7) + @ X, (7) + B (%, (1) + xz(T))3 = fou" (1) + YmZV(T) (2.66b)
V(T) + puv(T) + ¥ X1(T) + 7o, X5(7) = 0. (2.66¢)

Fiir die linearen und kubischen Steifigkeitskoeflizienten gilt

ay = e (2.67a)
mw;
c3w3®i
pi=—t, (2.67b)
mw}

und fiir die iibrigen Koeffizienten

l I
1 Q, (fop w D;(x) dx + fzp U D;(x) dx)

fi=———=— ; , (2.68a)
Wowy [P, 2(x) dx + flp“ po®?(x) dx
9 @, D;(1,)
Ym = —5 Sk : (2.68b)
WoWy fopuld)iz(x) dx + fls,uzd)?(x) dx
wot @i (1)
_ o Pit) 2.68
1
= ) 2.68d
H 2¢c,wR ( )

wobei stets i = 1,2 gilt und 6,; das Kronecker-Delta ist. An dieser Stelle soll darauf hinge-
wiesen werden, dass in den Berechnungsvorschriften fiir die Steifigkeitskoeflizienten (2.67a)
und (2.67b) die Ergebnisse fiir ¢, und c;, die durch (2.62) und (2.63) gegeben sind, nicht ein-
gestzt wurden um die Ubersicht zu wahren. Wird dies allerdings getan und werden m, und
k; gemdl (2.24a) und (2.24b) umgeschrieben, so zeigt sich, dass die Koeffizienten ;; und g;
ebenfalls nicht von der gewihlten Skalierung der Ansatzfunktionen ®; abhéngen.

Fiir das auf diese Art skalierte System ldsst sich lediglich noch die Aussage treffen, dass
fiir die niederigste Eigenkreisfrequenz bei einer Linearisierung in den Gleichgewichtslagen

w =1 gilt.

2.5 Experimentelle Validierung der Modelle

Um die im vorherigen Abschnitt besprochenen Modelle zu validieren, wurde ein experi-
menteller Aufbau erstellt, an dem umfangreiche Messungen vorgenommen wurden. Dabei
erfolgte die Planung und Konstruktion des Aufbaus durch den Autor. Die Planung der Expe-

riement erfolgte gemeinsam mit dem zu dieser Zeit ebenfalls am Fachgebiet Mechatronische
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2.5 Experimentelle Validierung der Modelle

Maschinendynamik beschéftigten Herrn Nguyen Huy The, welcher die Experimente dann
auch durchfiihrte. Im Folgenden wird der Aufbau vorgestellt und es werden einige aussage-

kriftige Vergleiche zwischen Messungen und Simulationen présentiert.

2.5.1 Aufbau des experimentellen EH-Systems

Das Kernstiick des verwendeten experimentellen Aufbaus ist das in Abbildung 4 dargestellte
EH-System. Um die Handhabung zu vereinfachen, wurde der Aufbau bewusst groer dimen-

sioniert als es in den meisten Anwendungenszenarien der Fall ist.

Abbildung 4: Das im Rahmen der Arbeit verwendete experimentelle EH-System.

Das EH-System besteht aus einem Balken aus handelsiiblichem Federstahl auf den Piezoker-
amiken vom Typ PIC 255 der Firma PI Ceramics aufgeklebt wurden. Der Rahmen, an dem
der Balken befestigt ist, wurde aus Aluminiumprofilen der Firm Item hergestellt, um den
Einfluss auf das Magnetfeld moglichst gering zu halten. Um die feste Einspannung zu reali-
sieren, wurde der Balken zwischen zwei eigens dafiir gefertigte Aluminiumprofile gespannt,
die sich auf einem Schlitten aus Item-Aluminumprofil befinden, welcher in Balkenldngs-
richtung (x-Achse des Balkenkoordinatensystems) verschiebbar ist. Auf dem Rahmen be-
findet sich ein weiterer Schlitten, der ebenfalls aus einem Item-Aluminiumprofil gefertigt
wurde, der in die Breitenrichtung des Balkens (y-Achse des Balkenkoordinatensystems) ver-
schiebbar ist. Auf diesem Schlitten wiederum befinden sich zwei weitere Schlitten, die aus
Aluminium Vollmaterial gefertigt wurden, welche in die Bewegungsrichtung des Balkens
(z-Achse des Balkenkoordinatensystems) verschoben werden konnen. Auf diese wurden die
beiden verwendeten NeFdb-N45 Permanentmagnete aufgeklebt, welche von der Firma Con-

rad bezogen wurden. Die Male und relevanten physikalischen Parameter des Balkens, der

32



2.5 Experimentelle Validierung der Modelle

Piezokeramiken und der Magnete finden sich in Tabelle 1. Fiir eine weitere Beschreibung

der verwendeten Grofen siehe die Erlduterungen in Abschnitt 2.2.

Tabelle 1: Geometrische- und physikalische Parameter des experimentellen EH-Systems

GroBe Zeichen Einheit | Balken | Piezokeramik | Magnete
Linge (x-Richtung) Ly, Loy Iy mm 250 60 5
Breite (y-Richtung) by, b,, by, mm 20 20 20
Hohe (z-Richtung) hg, h,, hy, mm 1 0.2 10
Massendichte pe pp kg/m’ | 7870 7800 -
E-Modul Y, Y, GPa 213 62 -
Piezoelek. Ladungskoeft. dy,  pm/V - -190 -
Permittivititszahl e, nF/m - 6.43

Remanenzflussdichte B, T - - 1,3

Durch die Verwendung der Schlitten ist es moglich, die Lage der Magnete in Bezug auf die
Balkenspitze frei zu wihlen, wobei bislang ausschlieBlich symmetrische Aufbauten unter-
sucht wurden. Da die y-Richtung in der Modellierung und Untersuchung des Systems nicht
betrachtet wird, werden die Magnete in dieser Richtung symmetrisch zur Balkenmitte an-
geordnet. Der Abstand in x-Richtung von der Oberseite der Magnete zur Balkenspitze wird
mit d und der Abstand in z-Richtung vom Mittelpunkt eines der symmetrisch angeordneten
Magnete zur x-Achse mit z,, bezeichnet. Fiir den untersuchten experimentellen Aufbau gilt
dabei d = 6 mm und z,, = 11,5 mm was dazu fiihrt, dass die statische Auslenkung der Bal-
kenspitze in der Ruhelage, welche mit w, bezeichnet wird 6 mm betrigt.

Fiir die durchgefiihrten Messungen wurde eine Serienschaltung der Piezokeramiken verwen-
det und der verwendete Ohmsche Widerstand betrdgt 120 kQ.

Abbildung 5: Der fiir die im Rahmen der Arbeit durchgetiihrten Experimente verwendete Autbau.

Zur Durchfiihrung der Messungen wird der in Abbildung 5 dargestellte Messaufbau ver-
wendet. Das beschriebenen EH-System wird auf einen Schwingtisch montiert, welcher tiber
einen elektrodynamischen Shaker angeregt wird. Dem Shaker wird durch einen Signalge-

nerator ein harmonisches Signal vorgegeben, welches tiber den Schwingtisch und den Rah-
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2.5 Experimentelle Validierung der Modelle

men auf den Balken iibertragen wird. Da es durch die iibertragenden Komponenten zu einer
Veridnderung der gewiinschten Anregung kommt, wurde an der Einspannung des Balkens
ein Beschleunigungssensor montiert, der die tatsdchliche Anregung des Balkens misst. Zur
Messung der Schwingungen des Balkens wird ein Laservibrometer verwendet, welches die

Geschwindigkeit an der Balkenspitze misst.

2.5.2 Modalanalyse des Systems

Zu Beginn wurde eine Modalanalyse bei Anregung mit einem Modalhammer zur Ermittlung
der Eigenfrequenzen und Dampfungsgrade fiir das System ohne und mit montierten Ma-
gneten durchgefiihrt. Da das System mit Magneten zwei stabile Ruhelagen besitzt, wurde
die Modalanalyse hier fiir jede der Ruhelagen durchgefiihrt, wobei ausschlieBlich Schwin-
gungen untersucht wurden, bei denen es zu keinem Wechsel der Gleichgewichtslagen kam.
Obwohl es sich bei dem System mit Magneten um ein nichtlineares System handelt, war es
moglich aus dem Antwortspektrum einer FFT die ersten vier Eigenfrequenzen abzulesen.

Da fiir das System ohne Magnete eine analytische Losung existiert (siche Anhang A.4) kon-
nen diese Ergebnisse verwendet werden, um Unsicherheiten in den Parametern zu verrin-
gern. Im vorliegenden Fall betraf dies den E-Modul des Flachstahls fiir den vom Hersteller
eine Spanne von 200 — 230 GPa angegeben wurde. Durch die Anpassung der analytisch be-
stimmten Frequenzen der ersten und zweiten Schwingform an die in Tabelle 2 aufgefiihrten
Messwerte wurde ein Wert von 213 GPa bestimmt. Die Verwendung dieses Wertes fiihrt zu
einer sehr guten Ubereinstimmung zwischen den ersten vier gemessenen und analytisch be-
rechneten Frequenzen wie an den in Tabelle 2 aufgefiihrten prozentualen Abweichungen zu

sehen ist.

Tabelle 2: Ergebnisse der experimentellen Modalanalyse fiir das System ohne Magnete.

Schwingform |1 2 3 4
Frequenz [Hz] 96,1 537,8 1433,8 2757,1
Déampfungsgrad [%] 0,40 0,30 0,20 0,32

Abweichung zur analytischen Losung [%] | 0,04 4,06 5,37 6,41

In Tabelle 3 sind die Ergebnisse fiir das System mit Magneten aufgefiihrt, wobei der jeweils
linke/rechte Wert der Messung in der linken/rechten Ruhelage entspricht. Wie zu erkennen
ist, stimmen die gemessenen Frequenzen annédhernd iiberein, was ein Zeichen dafiir ist, dass
das System tatsdchlich symmetrisch ist. Gestiitzt wird diese Annahme auch durch die Mes-
sung der statischen Auslenkung der Balkenspitze w,, die in beiden Gleichgewichtslagen ge-
nau 6 mm betrdgt. Die Beurteilung des gemessenen Dampfungsgrads fillt schwer, da dieser
bei der ersten und vierten Schwingform gro3e Abweichungen zeigt, fiir die zweite und drit-
te Schwingform aber gut iibereinstimmt. Da auch eine Wiederholung der Messungen keine

Verbesserung in den Ergebnissen brachte, wurden die gemessenenen Dimpfungsgrade nicht
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2.5 Experimentelle Validierung der Modelle

Tabelle 3: Ergebnisse der Modalanalyse fiir das System mit Magneten.

Schwingform ‘ 1 2 3 4
Frequenz [Hz] 94,2/93,1 541,0/540,3 1437,3/1433,8 2760,8/2758,5
Dampfungsgrad [%] | 0,66/0,48 0,28/0,29 0,19/0,20 0,44/0,27

weiter verwendet und stattdessen aus der Anpassung an Ausschwingversuche Dampfungs-

grade fiir die erste und zweite Schwingform bestimmt.

2.5.3 Koeflizienten der Modelle

Unter Verwendung der in Tabelle 1 aufgefiihrten Parameter konnen zuniéchst die in Anhang
A.4 hergeleiteten Ansatzfunktionen explizit berechnet werden. Anschlieend konnen unter
Beriicksichtigung der gemessenen statischen Auslenkung der Balkenspitze in der Ruhelage
wy = 6 mm und der gemittelten Frequenz der ersten Schwingform mit kleiner Amplitude um
die stabilen Ruhelagen f,, = 93.65Hz simtliche Koeflizienten der Modelle berechnet wer-
den.

In Tabelle 4 finden sich zunichst die Koeffizienten, die in allen drei Modellen auftreten. Zu-
sdtzlich zu den bei der Beschreibung der Modelle besprochenen GroBen ist die verwendete
modale Dampfung & aufgefiihrt, welche als einziger Faktor vor der modalen Geschwindig-
keit steht. Bei den Eintrigen entspricht die Reihenfolge der Nummerierung der Koordinaten,

so dass fiir Modell 1 und Modell 2 jeweils nur der erste Eintrag relevant ist.

Tabelle 4: Koeftizienten der Modelle.

Koeffizient ‘ f & YVn Y, u
Wert ‘0,0301/—0,0176 0,011/0,030 0,1280/-0,4689 -0,2350/0,9123 0,5503

Die Steifigkeitskoeffizienten von Modell 3 sind in Tabelle 5 aufgefiihrt. Wie zu erkennen ist,
weichen der lineare Steifigkeitskoeffizient a;; und der kubische Steifigkeitskoeffizient 8, von
den entsprechenden Werten aus Modell 1 ab, so dass dieses nicht als Spezialfall in Modell 3

enthalten ist.
Tabelle 5: Steifigkeitskoeftizienten fiir Modell 3.

Koeffizient ‘ g ap, @ sy B B>
Wert \ -0,4572 —-1.5111 -1.4254 34,2875 0,4858 0,4582

2.5.4 Vergleich von Simulation und Experiment

Fiir die Validierung der Modelle wurden die oben beschrieben Messungen mit harmonischer
Anregung u”(t) = gcos(nt) durchgefiihrt. Fiir die Validierung wird neben den grundle-
genden Losungstypen Interwell und Intrawell auch ein Spezialfall, ndmlich eine Intrawell-

Losung mit Periodenverdopplung betrachtet.
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2.5 Experimentelle Validierung der Modelle

Tabelle 6: Werte der zur Validierung verwendeten Messungen.

Messung \ n[-] ¢[m/s*] betrachtete Losungen
1 0,6 1,9 Interwell und Intrawell
2 1,0 4,5 Intrawell mit Periodenverdopplung

In Tabelle (6) sind die jeweils zur Generierung der Anregung verwendeten Amplituden g,
sowie die normierten Kreisfrequenzen 7 fiir die einzelnen Messungen aufgefiihrt. Dabei ist
zu beachten, dass die an der Einspannung des Balkens gemessene Beschleunigung leichte
Abweichungen in der Amplitude und dem Verlauf zeigt. Fiir die Simulationen wurden die

gemessenen Beschleunigungen als Anregung verwendet.
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Abbildung 6: Vergleich zwischen Experiment und Simulation bei einer harmonischen Anregung mit
n=0,6und g = 1,9 m/s? fiir Interwell-Losungen, Messung 1. Dabei ist das Ergebnis aus Modell 1
in blau, das aus Modell 2 in griin und das aus Modell 3 in rot dargestellt.

In den fiir den Vergleich verwendeten Abbildungen 6-8 sind in der linken Spalte Phasenpor-
traits fiir Lage- und Geschwindigkeit und in der rechten Spalte Zeitverldufe der Spannung v

dargestellt. Dabei werden die Daten aus der Messung stets schwarz gepunkt und die Ergeb-
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2.5 Experimentelle Validierung der Modelle

nisse aus der Simulation in Farbe und durchgezogen dargestellt. Im Farbcode entspricht blau
dem Ergebnis aus der Simulation von Modell 1, griin dem Ergebnis aus der Simulation von
Modell 2 und rot dem Ergebnis aus der Simulation von Modell 3.

In Abbildung 6 sind die Ergebnisse aus dem Vergleich von Simulation und Messung 1 fiir
den Fall der Interwell Losungen dargestellt. Augenscheinlich ist die qualitative und quan-
titative Ubereinstimmung zwischen Experiment und Simulation fiir alle drei Modelle sehr
gut. Bei einer Betrachtung der Phasenportraits féllt auf, dass die beiden kubischen Modelle
(Graphiken 6 a) und e)) tendenziell iiberschitzen und das quintische Modell (Graphik 6 c))
tendenziell unterschitzt. Die Zeitverldufe der Spannung zeigen ein abweichendes Bild, da
hier die Ergebnisse aus Modell 2 und Modell 3 (Graphiken 6 d) und f)) die gemessenen Ver-

laufe am besten wiedergeben.
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Abbildung 7: Vergleich zwischen Experiment und Simulation bei einer harmonischen Anregung mit
n=0,6undqg = 1,9 m/s? fiir Intrawell-Lésungen, Messung 1. Dabei ist das Ergebnis aus Modell 1
in blau, das aus Modell 2 in griin und das aus Modell 3 in rot dargestellt.

Die Ergebnisse aus dem Vergleich von Simulation und Messung 1 fiir den Fall der Intrawell

Losungen finden sich in Abbildung 7. Auch hier ist die qualitative und quantitative Uber-
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2.5 Experimentelle Validierung der Modelle

einstimmung zwischen Experiment und Simulation fiir alle drei Modelle wieder sehr gut.
Die beim vorherigen Vergleich der Phasenportraits festgestellte Tendenz der kubischen Mo-
delle (Graphiken 7 a) und e)) das Ergebnis zu iiberschitzen findet sich hier nicht wieder;
tatsdchlich ist hier das Gegenteil der Fall und die Modelle unterschitzen das Ergebnis und
das quintische Modell (Graphik 7 c)) zeigt die beste Ubereinstimmung. Bei der Betrachtung
der Zeitverldaufe der Spannung ldsst sich lediglich feststellen, dass das Ergebnis von Modell
2 (Graphik 7 d)) trotz besserer Ubereinstimmung im Phasenportrait #hnlich kleine Abwei-
chungen wie die Ergebnisse von Modell 1 und Modell 3 (Graphiken 7 b) und f)) zeigt.
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Abbildung 8: Vergleich zwischen Experiment und Simulation bei einer harmonischen Anregung mit
n = 1.0 und g = 4.5 m/s? fiir Interwell-Losungen, Messung 2. Dabei ist das Ergebnis aus Modell 1
in blau, das aus Modell 2 in griin und das aus Modell 3 in rot dargestellt.

In Abbildung 8 finden sich die Ergebnisse aus dem Vergleich von Simulation und Messung 2
fiir den Fall der Intrawell Losungen. Wie eine Betrachtung der Phasenportraits zeigt, ist die
vorliegende Losung insofern besonders, als dass die Gleichgewichtslage zweimal umlaufen
wird. Aus den Zeitverldufen der Spannung ist zu erkennen, dass es dabei zu einer Verdopp-

lung der Periodendauer kommt. Der Vergleich der Ergebnisse aus der Simulation mit der
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2.5 Experimentelle Validierung der Modelle

Messung zeigt, dass lediglich Modell 2 (Graphik 8 c)) das beschriebene Verhalten korrekt
abbildet. In Verbindung mit den starken qualitativen Abweichungen bei den Ergebnissen der
Modelle 1 und 3 (Graphiken 8 a) und e)) kommt es auch zu groflen quantitativen Abwei-
chungen sowohl im Phasenportrait als auch im Zeitverlauf der Spannung.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, das alle drei Modelle erfolgreich validiert werden konn-
ten, mit einer Einschrankung hinsichtlich der Vorhersagegenauigkeit von speziellen Losun-

gen wie zum Beispiel der betrachteten Intrawell Losung mit Periodenverdopplung.
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3 Analyse fiir eine harmonische Anregung

Im folgenden Kapitel wird gezeigt, wie sich das dynamische Verhalten der Modelle fiir den
Fall einer harmonischen Anregung untersuchen lisst. Dazu wird zunichst ein Uberblick iiber
das mogliche dynamische Verhalten gegeben. Als nichstes wird erldutert, wie die im Fol-
genden zur zusammenfassenden Darstellung des Systemverhaltens verwendeten Antwortdia-
gramme erstellt werden. Der Hauptteil des Kapitels besteht aus der Vorstellung der Methode
der Harmonischen Balance unter Verwendung einer multifrequenten Ansatzfunktion. Nach
einer Besprechung der theoretischen Grundlagen der Methode wird die konkrete Umsetzung

anhand eines Beispiels ausfiihrlich erldutert.

3.1 Uberblick iiber das dynamische Verhalten des Systems

Um ein Verstidndnis fiir das dynamische Verhalten des untersuchten Systems zu entwickeln,
ist es hilfreich, konkrete Losungen zu betrachten. Da deren Auspriagung aber stets zu ei-
nem gewissen Grad von der gewihlten Modellierung des Systems abhéngt, ist es bei den
folgenden Uberlegungen wichtig, das Hauptaugenmerk auf die beschriebenen Effekte zu le-
gen und die gezeigten Realisierungen als Beispiel zu verstehen. Alle gezeigten Losungen
wurden durch die Simulation von Modell 1 (siehe Abschnitt 2.4.1) erzielt und die dabei ver-
wendeten Parameterwerte konnen aus Abschnitt 2.5.3 Tabelle 4 entnommen werden und die

verwendeten Anfangsbedingungen finden sich in Anhang D.

3.1.1 Einblick in die Losungsvielfalt

Als Grundlage fiir die Beschreibung des dynamischen Verhaltens des Systems ist es niitzlich
zuerst das Potenzial U der riickstellenden Kraft zu betrachten. In Abbildung 9 a) ist dessen

qualitativer Verlauf in Abhiingigkeit von der modalen Koordinate x dargestellt.

\" L

Abbildung 9: Potenzialfunktion und Energiefliche des bistabilen Systems.

Wie zu sehen ist, besitzt das Potenzial zwei achsensymmetrische Potenzialsenken (potential
wells) die durch eine Barriere (potential barrier) voneinander abgetrennt sind. Insgesamt be-

sitzt das Potenzial drei lokale Extremstellen, wobei die Extremstellen bei +1 globale Minima
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3.1 Uberblick iiber das dynamische Verhalten des Systems

und die Extremstelle im Ursprung ein lokales Maximum darstellen. Daraus folgt, dass es sich
bei den Extremstellen in +1 um stabile Gleichgewichtslagen handelt, und die unausgelenkte
Lage instabil ist.

Fiir den Fall einer verschwindenden Geschwindigkeit entspricht die im System vorhandene
Energie dem Potenzial der riickstellenden Kraft, so dass die in Abbildung 9 a) dargestellte
Kurve das Energieniveau des Systems in Abhidngigkeit von der Auslenkung darstellt.

Wird die Geschwindigkeit hinzugenommen, ergibt sich fiir das Energieniveau die in Abbil-
dung 9 b) dargestellte Flidche. Aus deren Betrachtung wird ersichtlich, dass das System auf
Bewegungen innerhalb einer der Potenzialsenken beschrinkt ist, solange die Energie nicht

hoch genug ist um die Potenzialbarriere zu iiberwinden.
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Abbildung 10: Phasenportrait und Zeitverlauf tiir eine Intrawell-Losung mit Periodizitit 1. Die fiir
die Simulation verwendeten Parameter finden sich in Anhang D.1, Tabelle 13.

Diese Art von Schwingungen (Intrawell-Losung) ist in Abbildung 10 a) im Phasenportrait
und in 10 b) im Zeitverlauf dargestellt. Der rote Punkt im Phasenportrait ist eine Poincaré-
Abbildung, die dadurch erzeugt wurde, dass im zeitlichen Abstand von einer Erregerperiode
die Lage und Geschwindigkeit des Systems eingetragen wurde. Aus der Betrachtung der
Poincaré-Abbildung und dem Zeitverlauf wird ersichtlich, dass die Periodendauer der be-
trachtete Schwingung der Periodendauer der Anregung entspricht, was im Folgenden mit
Periodizitit 1 bezeichnet wird.

Kommt es zu einer Erhohung der Energie, so dass das System in der Lage ist die Potenzial-
barriere zu iiberschreiten, sind zwei Szenarien moglich. Liegt die Energie des Systems nicht
dauerhaft iiber dem Grenzwert, der notwendig ist um die Potenzialbarriere zu tiberschreiten,
stellt sich nach dem Ubertritt zunichst wieder eine Intrawell-Lésung ein. Kommt es dann
wieder zu einem Anstieg der Energie iiber den Grenzwert, erfolgt ein erneuter Ubertritt und
dieser Vorgang wiederholt sich, wobei es entscheidend ist, ob die Wiederholungen in re-
gelmiBigen zeitlichen Abstinden stattfinden oder nicht. Der Fall unregelméBiger Ubertritte
stellt ein chaotisches Systemverhalten dar und ist in Abbildung 11 zu sehen, wobei der Uber-
sicht halber im Phasenportrait 11 a) lediglich die Poincare-Abbildung dargestellt wurde.

Im Zeitverlauf 11 b) ist der beschriebene unregelmélige Wechsel zwischen den Potenzi-

alsenken gut zu erkennen und die Poincare-Abbildung zeigt, wie fiir chaotische Losungen
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3.1 Uberblick iiber das dynamische Verhalten des Systems

typisch, einen seltsamen Attraktor.
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Abbildung 11: Phasenportrait und Zeitverlauf fiir eine chaotische Losung. Die fiir die Simulation
verwendeten Parameter finden sich in Anhang D.1, Tabelle 13.

Fiir den Fall, dass die Energie des Systems dauerhaft iiber dem Grenzwert liegt, der zum
Uberschreiten der Potenzialbarriere notwendig ist, kommt es zu einer Schwingung bei der
beide stabilen Gleichgewichtslagen umlaufen werden (Interwell-Losung). Aus der Darstel-
lung in Abbildung 12 wird deutlich, dass die Auslenkungen vergleichsweise grof3 sind, und
erwartungsgemil liefert diese Schwingung auch die hochste Energieausbeute (siehe zum
Beispiel [26]) was zu der alternativen Bezeichnung high-energy orbits fiir diese Art der Lo-

sung gefiihrt hat.
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Abbildung 12: Phasenportrait und Zeitverlauf fiir eine Interwell-Losung mit Periodizitét 1. Die fiir
die Simulation verwendeten Parameter finden sich in Anhang D. 1, Tabelle 13.

An dieser Stelle soll erwidhnt werden, dass die besprochenen Losungen sowie weitere Son-
derformen héufig koexistieren. Welche Losung angenommen wird, hingt in diesen Féllen
entscheidend von der urspriinglichen Lage und Geschwindigkeit (Anfangsbedingungen) des
Systems ab. Dieser Sachverhalt kann durch eine Betrachtung der Einzugsbereiche des Sys-
tems anschaulich gemacht werden. Dabei handelt es sich um Karten in der Phasenebene,
in denen jeder Kombination von Anfangsbedingungen, in Abhéngigkeit von der Losung die
sich fiir diese einstellt, eine Farbe zugeordnet wird.

In Abbildung 13 sind zwei Karten von Einzugsbereichen fiir das gleiche System dargestellt,

wobei fiir die Berechnung der rechten Karte eine hohere Erregeramplitude verwendet wurde.
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3.1 Uberblick iiber das dynamische Verhalten des Systems

ay [-]

Abbildung 13: Qualitativ unterschiedliche Karten von Einzugsbereichen fiir das gleiche System bei
unterschiedlichen Erregeramplituden. Dabei stehen rot und blau fiir Intrawell-Schwingungen um die
linke beziehungsweise rechte Gleichgewichtslage mit Periodizitit 1, und fiir Intrawell-
Schwingungen um die linke beziehungsweise rechte Gleichgewichtslage mit Periodizitit 2, schwarz
fiir Interwell-Schwingungen um beide stabile Gleichgewichtslagen und grau fiir chaotische Losungen

In den Abbildungen stehen rot und blau fiir Intrawell-Schwingungen um die linke, respektive
rechte Gleichgewichtslage mit Periodizitit 1, und fiir Intrawell-Schwingungen
um die linke, respektive rechte Gleichgewichtslage mit Periodizitét 2, schwarz fiir Interwell-
Schwingungen um beide stabile Gleichgewichtslagen und grau fiir chaotische Losungen. Wie
zu erkennen ist, treten in der Karte links drei koexistierende Losungen auf und die Bereiche
der Anfangsbedingungen, die zu diesen Losungen fiihren, weisen eine gewisse Struktur auf.
Im Unterschied dazu, wirkt die Karte auf der rechten Seite nahezu unstrukturiert und es exis-
tieren Anfangsbedingungen, die zu chaotischen Losungen fiihren.

Zusitzlich zu der beschriebenen Unterteilung in verschiedenen Losungsarten, kommt es in-
nerhalb einer Art von Losung zu Periodenvervielfachungen. In Abbildung 14 ist dieses Phi-
nomen fiir eine Intrawell-Losung dargestellt. Wie anhand der Phasenportraits 14 a) und 14 c)
und der Zeitverldufe 14 b) und 14 d) zu erkennen ist, entspricht die Periode der oberen Lo-
sung dem doppelten Wert der Erregerperiode und die Periode der im Bild unten dargestellten
Losung dem vierfachen Wert der Erregerperiode.

In den Simulationen die zur Erzeugung der Abbildungen 14 a) und 14 c¢) durchgefiihrt wur-
den, wurde lediglich die Erregerfrequenz verdndert und alle anderen Parameter konstant ge-
halten. Desweiteren existiert kein Bereich, in dem die beide Losungen koexistieren, so dass
es gerechtfertigt ist davon auszugehen, dass es sich um eine Fortsetzung einer Losung han-
delt, die beim Uberschreiten gewisser Parameterwerte (Verzweigungspunkte) die Periodizitit
dndert. Tatsichlich wurden fiir die dargestellte Losung weitere Periodenvervielfachungen bis
hin zum zwolffachen Wert der Erregerperiode simulativ ermittelt.

Wie aus dem Vergleich der Phasenportraits beider Losungen ersichtlich wird, stellt die To-

pographie der Orbits dabei keine zuverlidssige Moglichkeit zur Bestimmung der Periodiztéit
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3.1 Uberblick iiber das dynamische Verhalten des Systems

1 1.5
a)
| | — 17 |
T o e
= 0.5
_1 | | 0 | | | |
0 0.5 1 1.5 0 2T 4T 6T 8T 10T
x[-] T[]
1 1.5
c) d)
— —_— 17
T e
= 0.5} .
_1 | | 0 | | | |
0 0.5 1 1.5 0 2T 4T 6T 8T 10T

x[-] T[]

Abbildung 14: Phasenportrait und Zeitverlauf tiir Intrawell-Losungen mit Periodizitit 2 (oben) und 4
(unten). Die fiir die Simulation verwendeten Parameter finden sich in Anhang D. 1, Tabelle 13.

dar, so dass andere Kriterien verwendet werden miissen. Neben dem hier gewéhlten Verfah-
ren der Auszédhlung der unterschiedlichen Punkte in der zugehorigen Poincaré-Abbildung
und der Analyse des Zeitverlaufs, bietet sich auch die Fast Fourier Transformation (FFT) an.
Im Gegensatz zu den aufgezédhlten Moglichkeiten, die einen zusétzlichen Aufwand bedeuten,
liefert das weiter unten besprochene Verfahren der Harmonischen Balance die gewiinschte
Information ohne jeglichen Mehraufwand.

Wie aus Abbildung 15 ersichtlich wird, ist das Phdnomen der Periodenvervielfachung weder
auf Intrawell-Losungen noch auf gerade Vielfache der Erregerperiode beschrinkt. So sind in
Abbildung 15 eine Interwell-Losung und eine Intrawell-Losung zu sehen, deren Periodizitit
jeweils dem dreifachen Wert der Erregerperiode entspricht.

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dass die auftretenden Periodizitit in direktem Zu-
sammenhang zum Grad der Nichtlinearitéit des betrachteten Systems steht. So ist eine Viel-
fachheit vom Wert drei ein direkter Hinweis auf kubische Nichtlinearitdten und eine Periodi-
zitdt vom Wert zwei ein Hinweis auf quadratische Nichtlinearititen. Dabei ist zu beachten,
dass die Zusammensetzung der Nichtlinearitidt durch die Transformation des Systems in ei-
ne der stabilen Ruhelagen verdndert wird. Betrachtet man zur Verdeutlichung die bistabile
Duffing-Gleichung

X'+ Ex —ax + Bx° = fcos(nr) (3.1
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3.1 Uberblick iiber das dynamische Verhalten des Systems

und die Transformation in die stabile Ruhelage mit der neuen Koordinaten y = x — +/a/f, so

lautete die beschreibende Differentialgleichung

Y + &Y +2ay - 3+aBy’ + By’ = fcos(yr) (3.2)

woraus ersichtlich wird, dass bei Intrawell-Losungen gerade Periodenvervielfachungen mog-

lich sind, auch wenn das Ausgangssystem ausschlielich ungerade Nichtlinearititen enthilt.
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Abbildung 15: Phasenportrait und Zeitverlauf fiir eine Interwell- (oben) und eine Intrawell-Losung
(unten), beide mit Periodizitét 3. Die fiir die Simulation verwendeten Parameter finden sich in Anhang
D.1, Tabelle 13.

SchlieBlich exisitieren auch Losungen, die keinem der bisher beschrieben Losungstypen
Intrawell-, Interwell- oder chaotische Losung klar zugeordnet werden kénnen und deren Pe-
riodizitit ebenfalls nicht einfach aus dem Grad der Nichtlinearitéit abgeleitet werden kann.
Ein Beispiel hierfiir ist die in Abbildung 16 dargestellte Losung, die sowohl Charakteristi-
ken einer Intrawell- als auch einer Interwell-Losung besitzt und eine Periodizitidt aufweist,
die dem Siebenfachem der Erregerperiode entspricht.

Da die simulierte Differentialgleichung lediglich Nichtlinearititen bis zum Grad drei enthélt
und sieben eine Primzahl ist, handelt es sich hier also nicht um eine einfache Periodenver-
vielfachung. Ergédnzend sei hier darauf hingewiesen, dass Losungen dieser Art in vom Autor

durchgefiihrten Untersuchungen nur selten aufgetreten sind.
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Abbildung 16: Phasenportrait und Zeitverlauf fiir eine nicht eindeutig zuordenbare Losung mit Peri-
odizitit 7. Die fiir die Simulation verwendeten Parameter finden sich in Anhang D.1, Tabelle 13.

3.1.2 Zusammenfassende Darstellung des Systemverhaltens

Wie aus der Diskussion deutlich wird, stellt die Unterteilung in Intrawell-, Interwell- und
chaotische Losungen zusammen mit der Angabe der Periodizitét eine gute Moglichkeit zur
Gliederung des dynamischen Verhaltens dar. Da das Systemverhalten iiblicherweise iiber
einen Frequenzbereich betrachtet wird, ist es allerdings nicht praktikabel, die gewiinschte
Information in Form von Phasenportraits darzustellen.

Stattdessen werden die in Abbildung 17 dargestellten Diagramme verwendet, welche im Fol-
genden als Antwortdiagramme bezeichnet werden. Dargestellt sind die Extremstellen (Um-
kehrpunkte) der Auslenkung der modalen Koordinate x aller Losungen, die bei einer gege-
benen Frequenz auftreten, welche iiber der Frequenz aufgetragen werden. Aus Griinden der
Symmetrie reicht es dabei aus, die positive Halbebene zu betrachten. Diese Form der Dar-
stellung dhnelt insofern dem zur Beschreibung linearer Syteme verwendeten Amplituden-
Frequenzgang, als dass die maximale Auslenkung, die fiir eine bestimmte Frequenz auftritt
sofort abgelesen werden kann. Zudem ist ersichtlich in welchen Frequenzbereichen es zu ei-
ner starken Erhohung kommt (analog zur Resonanz im linearen Fall). Da alle Umkehrpunkte
einer Losung dargestellt werden, ist es zudem moglich, die Topographie einer Losung abzu-
schitzen und zu erkennen, ob es sich um eine Intrawell-, Interwell- oder chaotische Losung
handelt. Um die Information iiber die Periodizitit ebenfalls in das Diagramm aufzunehmen,
kann ein Farbcode eingefiihrt und die jeweiligen Losungen entsprechend eingefarbt werden.
Da die Periodizitit bei einer gewissen Vertrautheit mit dem Systemverhalten fiir viele Lo-
sungen aber auch aus der Lage der Losung im Diagramm abgeleitet werden kann und die
Bestimmung der Periodizitét bei Daten, die durch numerische Integration gewonnen wurden
aufwiindig ist, wird meistens darauf verzichtet.

Um den Nutzen der Antwortdiagramme zu verdeutlichen, erfolgt an dieser Stelle eine kur-
ze Diskussion der beiden in Abbildung 17 dargestellten Diagramme. Ohne genauer auf die
Details des simulierten Systems einzugehen, sei erwéhnt, dass die Eigenkreisfrequenz des
um eine der stabilen Gleichgewichtslagen linearisierten Systems bei 1 liegt. Weiter ist die

Amplitude der FuBpunktbeschleunigung, die zur Erstellung von Diagramm 17 a) verwendet

46



3.1 Uberblick iiber das dynamische Verhalten des Systems
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Abbildung 17: Exemplarische Darstellung der im Laufe der Arbeit verwendeten Antwortdiagramme
zur zusammenfassenden Darstellung des dynamischen Verhaltens iiber der Frequenz. Dargestellt sind
Extremwerte der Auslenkung der jeweils existierenden Losungen. Der Unterschied zwischen den Ab-
bildungen a) und b) liegt in der Intensitéit der Anregung. Dabei entspricht rot einer Interwell-Losung

mit Periodizitit 1, braun einer Interwell-Losung mit Periodizitét 3, einer Interwell-Lésung mit
Periodizitit 5, dunkelblau einer Intrawell-Losung mit Periodizitét 1, hellblau einer Intrawell-L6sung
mit Periodizitit 2, einer Intrawell-Lésung mit Periodizitit 4 und einer chaotischen Losung.

wurde, halb so grof3 wie die, die zur Erstellung von Diagramm 17 b) verwendet wurde.

Der fiir beide Diagramme verwendete Farbcode lautet wie folgt: rot entspricht einer Interwell-
Losung mit Periodizitét 1, braun einer Interwell-Losung mit Periodizitit 3, einer Inter-
well-Losung mit Periodizitét 5, dunkelblau einer Intrawell-Losung mit Periodizitét 1, hell-
blau einer Intrawell-Losung mit Periodizitit 2, einer Intrawell-Losung mit Periodizitit 4
und einer chaotischen Losung.

Betrachtet man zunéchst Diagramm 17 a), so lédsst sich erkennen, dass das globale Verhalten
in zwei Anteile zerfillt. Der Anteil der durch die Intrawell-Losungen gegeben ist, entspricht
einem nichtlinearen Schwinger mit degressivem Verhalten und asymetrischer Riickstellung
und der durch die Interwell-Losungen gegebene Anteil einem nichtlinearen Schwinger mit
progressivem Verhalten. Der durch die Intrawell-Losungen gegebene Anteil weist drei Stel-

len mit besonders starker Erh6hung auf, die in Bereichen um 1 ~ 0,46 sowie n ~ 0,92 und
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n =~ 1,38 liegen. Ein Vergleich dieser Werte mit der Eigenkreisfrequenz des um die Ruhelage
linearisierten Systems von i = 1 zeigt, dass es sich bei der ersten und der dritten Resonanz-
stelle um super- beziehungsweise subharmonische Resonanz handelt, was sich auch darin
zeigt, dass die Losung in der dritten Resonanzstelle eine Periodizitit von 2 aufweist. Inter-
essant sind auch die Stellen der Kurven, an denen die maximale Auslenkung auftritt. Wie an
der zweiten und dritten Resonanzstelle zu sehen ist, kommt es dort zu einer Verzweigung in
Verbindung mit einer Periodenverdopplung.

Betrachtet man nun Diagramm 17 b), fiir dessen Berechnung die Amplitude verdoppelt wur-
de, so fillt zunidchst auf, dass hier nun chaotische Bereiche existieren. Desweiteren ist die
Resonanzstelle der Intrawell-Losungen bei n ~ 0,92 nicht mehr vorhanden, was dadurch
erkliart werden kann, dass das Energieniveau der Losungen so hoch ist, dass die Potenzi-
alsenke verlassen wird und es somit ausschlieBlich zu Interwell-Losungen kommt. Denkt
man an den Einsatz des EH-Systems zur Energiegewinnung welche am effiezientesten bei
Interwell-Losungen ablduft, so wird klar, dass es sich dabei um das bevorzugte Szenario
handelt.
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3.2 Analyse mittels numerischer Integration

Die numerische Integration stellt das Standardverfahren zur Analyse von nichtlinearen dy-
namischen Systemen dar. Die Griinde dafiir liegen in der einfachen Anwendbarkeit und der
zumeist hohen Qualitiit der erzielten Losungen. Ein groer Nachteil bei der Anwendung
auf nichtlineare Systeme besteht darin, dass im Allgemeinen nicht bekannt ist, wie viele
Losungen koexistieren und welche Anfangsbedingungen zu diesen Losungen fithren. Als
Konsequenz daraus miissen Integrationen fiir eine gro3e Anzahl von unterschiedlichen An-
fangsbedingungen durchgefiihrt und die resultierenden Losungen charakterisiert und vergli-
chen werden. Da dies zumeist nicht von Hand durchgefiihrt werden kann, sind umfangreiche

Programmierarbeiten notwendig, die im Folgenden besprochen werden.

3.2.1 Durchfiihrung der Integrationen

Da die Durchfithrung der Integrationen viel Zeit beansprucht ist es sinnvoll, die eigentliche
Auswertung von diesen zu trennen um im Falle einer wiederholten Auswertung die Integra-
tionen nicht erneut durchfiihren zu miissen. Dabei ist sicherzustellen, dass alle Daten, die fiir
die Auswertung benotigt werden, in geeigneter Form abgespeichert werden.

Der Ablauf des Programms, das zur Durchfithrung der numerischen Integrationen und zur
Erzeugung der Datengrundlage fiir die spitere Auswertung verwendet wurde, ist in Pro-

gramm | dargestellt.

Programm 1 Erzeugung der Datengrundlage zur Erstellung von Antwortdiagrammen mit-
tels numerischer Integration.

EingangsgroBen: i + g(x,x,v,1) = fcos(Qt), v+ v+ kx =0, Q_i., Qooxs o

X0> X0> Mmins Pmax

1: fori =0, to (Q,,x — Lnin)/4c do

2: Q=0 .. +idg

3: T =2m/Q

4: for j =1, to #x,do

5: for k = 1, to #x, do

6: bestimme x(z; x ;, Xo,) mittels numerischer Integration
7: bestimme alle ¢ € [n,,;,T, n,,,, 1] fiir die x(z) = 0 gilt
8: speichere erg;, = (..., {t,, x(z,),v(z,)},...)

9: end for
10: end for
11: Speichere (Q, [ergj,k]) in Datei
12: end for

AusgangsgrofBen: fiir jede betrachtete Erregerfrequenz eine Datei (Q, [ergj,k])

Als EingangsgroBen miissen die Differentialgleichungen des untersuchten Modells, ein Mini-

mal- und Maximalwert Q.. €, .. sowie ein Inkrement A, fiir die Erregerkreisfrequenz,

49



3.2 Analyse mittels numerischer Integration

Anfangswerte fiir die Lage x, und die Geschwindigkeit x, und Faktoren n Npin ZUT Be-

min?
stimmung der Zeitgrenzen iibergeben werden.

Fiir jeden Wert Q = Q.. + iA, der Erregerkreisfrequenz werden fiir sdmtliche Kombina-
tionen der Anfangswerte numerische Integrationen durchgefiihrt. Aus dem Ergebnis dieser

Integrationen werden dann alle Zeitpunkte ¢ € [n;,T,n,,,]] in denen die Geschwindig-

min
keit verschwindet und somit alle Umkehrpunkte der Lage und die zugehorigen Werte der
Spannung bestimmt und in erg;, gespeichert. Nachdem alle moglichen Kombinationen von
Anfangswerten bei einer bestimmte Erregerkreisfrequenz verwendet wurden, wird eine Datei
abgespeichert, in der die verwendete Erregerkreisfrequenz £ und sémtliche erg;, hinterlegt
sind.

Tabelle 7: EingangsgroBen fiir den in Programm 1 skizzierten Algorithmus zur Berechnung der in
Abbildung 17 dargestellten Antwortdiagramme.

GroBe ‘ Qmin Qmax AQ #xO #xO M min Mnax

Wert ‘ 5 25 0.025 10 10 900 1000

Um einen Uberblick iiber die Anzahl der durchzufiihrenden Rechnungen zu erhalten, sind
in Tabelle 7 die Werte fiir die Eingangsgroflen angegeben, die zur Berechnung der Dia-
- Q.in)/Aq = 800 folgt zunéchst,

dass die duBerste Schleife 801-mal durchlaufen wird. In jedem Durchlauf wird fiir jede der

gramme in Abbildung 17 verwendet wurden. Aus (£2,,,,
10 - 10 = 100 moglichen Kombinationen der Anfangsbedingungen eine numerische Inte-
gration durchgefiihrt, so dass insgesamt 80100 numerische Integration durchgefiihrt werden.
Auf dem verwendeten Computer (32GB RAM, 17-6700 Prozessor, Windows 10, Mathema-
tica 11.0) werden dafiir ungefihr 48 h benotigt und die GroBe der gespeicherten Ergebnisse
betrigt knapp 1,2 GB.

3.2.2 Auswertung der Ergebnisse

Das Ziel der Auswertung der mittels numerischer Integration erzeugten Daten besteht dar-
in, die Periodizitit der Losung zu bestimmen und zwischen Intrawell-, Interwell und chao-
tischen Losungen zu unterscheiden. Der Ablauf des Programms, das fiir die Auswertung
der mittels Programm 1 erzeugten Daten verwendet wurde, ist in Programm 2 dargestellt.
Die vom Programm bendétigten Eingangsgrof3en bestehen aus dem Datensatz (Q, [ergj’k]). In
zwei Schleifen wird das Feld [erg j,k] durchlaufen und fiir jeden Eintrag werden zunéchst die
Wendepunkte gerundet, wobei die Genauigkeit so zu wihlen ist, dass identische Punkte zu-
sammenfallen und unterschiedliche Punkte nach wie vor unterschieden werden kénnen. Als
nichstes werden die Zeitabstinde Az; zwischen identischen Wendepunkten bestimmt, wobei
darauf zu achten ist, dass die zeitliche Reihenfolge, in der die Wendepunkte auftreten, nicht
verdndert wird.

Im néchsten Schritt werden die At; gerundet um Rechenungenauigkeiten auszugleichen und
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3.2 Analyse mittels numerischer Integration

Programm 2 Auswertung der durch Programm 1 erzeugten Daten

Eingangsgrofien: (Q, [ergj’k])

1: for j =1, to #Zeilen [ergj,k] do

2: for k = 1, to #Spalten [erg j’k] do
3: X(t,) = runde (x(¢,))
4: bestimme alle At fiir die ein ¢, existiert, so dass x(¢, + A,) = x(z,) gilt
5: At; = runde (At;) und bestimme #Ar = #(At,, .. .)
6: l6sche alle sich wiederholenden Werte in (%(t,), .. .)
7: if #A7 = 1 then
8: die Periodizitit ist @ = QA4t,/(2r)
9: bestimme s; = #(x(t,),...), s, = #7(x(¢,),...) und 55 = # (x(t,),...)
10: else
11: die Losung ist chaotisch, setze @ = s, = 5, = 53 = —1
12: end if
13: setze type,;, = (@, 5y, 5, 53)
14: end for
15: end for

16: Speichere (Q, [type‘/,k]) in Datei

Ausgangsgrofien: fiir jede betrachtete Erregerkreisfrequenz eine Datei (Q, [type j’k])

die Anzahl #At verschiedener At; wird bestimmt. Fiir eine periodische Losung gilt #At = 1
und die Periodizitit einer Losung ist @ = QAt,/(2r). Zur Charakterisierung der Losung wird
die Anzahl der Wendepunkte s, die Anzahl der Wendepunkte in der positiven Halbebene
s, sowie die Anzahl der Wendepunkte in der negativen Halbebene s; berechnet. Losungen
mit #Ar # 1 werden als chaotische Losungen charakterisiert. An dieser Stelle sei darauf
hingewiesen, dass das beschriebene Verfahren in dieser Form nur moglich ist, da es bei dem
untersuchten System nicht zum Auftreten von quasi-periodischen Losungen kommt, wie dies
zum Beispiel bei nichtlinearen Systemen, die einer kombinierten Fremd- und Selbsterregung
unterliegen, der Fall sein kann.

Um die Moglichkeiten der beschriebenen Auswertemethode zu verdeutlichen, wird beispiel-
haft die Auswertung besprochen, die durchgefiihrt wurde, um das Antwortdiagramm in Ab-
bildung 17 a) zu erhalten. Von den insgesamt 80100 berechneten Losungen wurden 74849
(93.44 %) als periodisch identifiziert und hinsichtlich ihrer Periodizitét analysiert.

Tabelle 8: Periodizititen und relative Hiufigkeiten der im Antwortdiagramm 17 a) dargestellten Lo-
sungen.

Periodizitit o | 1 2 3 4 5 6 71 8 9 10
rel. Haufigkeit [%] | 94,82 295 1,81 0,10 0,8 0,11 004 002 005 0,02

Die gefundenen Periodizititen zusammen mit ihren relativen Hiufigkeiten bezogen auf die

Gesamtanzahl periodischer Losungen wurden in Tabelle 8 zusammengefasst. Wie zu sehen
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ist, sind Losungen mit Periodizitdt 1 mit groBem Abstand am héufigsten vertreten und Lo-
sungen mit einer Periodizitit groBer als 3 sehr selten. Die periodischen Losungen lassen sich
anhand der Charakteristiken s,, s, und s; in 47 unterschiedliche Losungsarten unterteilen,
von denen 28 dem Typ Intrawell- und 19 dem Typ Intrawell-Losung zugeordnet werden
konnen. Wird auch hier wieder die relative Héufigkeit in Bezug auf alle periodischen Lo-
sungen betrachtet, so ergibt sich ein Wert von 85.16 % fiir die Intrawell- und ein Wert von
14.84 % fiir die Interwell-Losungen, wobei an dieser Stelle darauf hingewiesen werden soll,
dass die untersuchten Anfangswerte um die Null zentriert sind und somit niedrige Werte, die

tendenziell eher zu Intrawell-Losungen fiihren, besonders stark vertreten sind.
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3.3 Analyse mittels der Methode der Harmonischen Balance

3.3 Analyse mittels der Methode der Harmonischen Balance

Die Methode der Harmonischen Balance ist ein hdufig verwendeten Verfahren zur (semi-)
analytischen Berechnung von periodischen Losungen nichtlinearer dynamischer Systeme
und wurde bereits mehrfach zur Analyse des betrachteten und dhnlicher EH-Systeme ein-
gesetzt [9, 32, 66, 71, 72,74, 82,75, 77, 101, 103].

Der Grund dafiir, dass die Methode der Harmonischen Balance hier erneut aufgegriffen wird,
liegt darin, dass in den genannten Arbeiten lediglich eine monofrequente Ansatzfunktion ver-
wendet wird. Eigene Erfahrungen mit dhnlichen Systemen [91, 92, 93, 94] zeigen aber, dass
durch die Verwendung von multifrequenten Ansatzfunktionen eine deutliche Verbesserung
in der Ubereinstimmung zwischen den berechneten Losungen und Referenzlosungen erzielt

werden kann.

3.3.1 Beschreibung der Methode der Harmonischen Balance

Eine umfassende Beschreibung der Methode der Harmonischen Balance zusammen mit ei-
nigen Anwendungsbeispielen findet sich in den bereits vor fiinfzig Jahren erschienenen Ar-
beiten von URABE [86, 87, 88].

In den zitierten Arbeiten werden die Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten der
Ansatzfunktion durch die Projektion des Residuums auf Gewichtsfunktionen gewonnen,
weswegen die Methode dort als Galerkin-Verfahren bezeichnet wird. Da als Ansatz- und
Gewichtsfunktionen dabei ausschlieBlich orthogonale trigonometrische Funktionen verwen-
det werden, kann die Projektion aber auch als technische Umsetzung eines Koeffizienten-
vergleichs aufgefasst werden, so dass die vorgestellte Methode als Harmonische Balance
interpretiert werden kann.

Im Fokus der Arbeiten von UrABE steht die mathematische Analyse der Methode und dabei
insbesondere die Frage nach der Existenz und Eindeutigkeit von periodischen Losungen, so-
wie nach der Konvergenz der Ndherungslosungen. Als wichtigstes Ergebnis (Theorem 1 aus
[86]) ladsst sich festhalten, dass fiir zweimal stetig differenzierbare nichtlineare periodische
Systeme das im Folgenden beschriebene Verfahren Approximationen liefert, welche gleich-
mifBig gegen die exakte periodische Losung konvergieren, falls eine solche existiert.

Auf dieser Grundlage wird die Methode im Folgenden zusammenfassend besprochen. Aus-

gangspunkt ist das g-dimensionale, periodische Differentialgleichungssystem 1. Ordnung

x=f(x,1). (3.3)

Darin ist x € R? der Zustandsvektor, ¢ € [0, o) die Zeit und f € R der Fluss im Phasenraum,
welcher polynomiale Nichtlinearititen enthalten kann. Des Weiteren bezeichnet () = d/dt
die Ableitung nach der Zeit und es existieren positive Zahlen T, so dass f(x,1) = f(x,t+ T,)
gilt, wobei die kleinste dieser Zahlen als Periodendauer 7; des Flusses bezeichnet wird. Be-

reits an dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die gesuchten Losungen von (3.3) zwar
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ebenfalls periodisch sind, dass aber die Periodendauer der Losung 7', nicht der Periodendau-
er des Flusses entsprechen muss, da es in Folge der Nichtlinearitit zum Auftreten von Losun-
gen mit subharmonischen Frequenzanteilen kommen kann (superharmonische Frequenzan-
teile sind ebenfalls moglich, fithren aber zu keiner Verdnderung der Periodendauer). Ziel des

Verfahrens ist es, die unbekannte Losung x durch eine trigonometrische Summe der Form
X=a,+ Z [a, cos(kwt) + b, sin(kwt)] (3.4)
k=1

zu approximieren, wobei w = 2x/T, die Grundkreisfrequenz der approximierten Losung
bezeichnet und die 2n+1 Koeffizientenvektoren ay, . .., a,, b, ..., b, noch bestimmt werden

miissen. Einsetzen von (3.4) in (3.3) liefert zunédchst rein formal

¥ = fG,1) 3.5)

wobei die linke Seite durch die Differentation von (3.4) ersetzt werden kann. Um die rechte
Seite von (3.4) ebenfalls umschreiben zu konnen, ist eine Voriiberlegung notwendig. An-
genommen der hochste Grad der Nichtlinearitét in f sei r, dann treten in der rechten Seite
von (3.4), gemal der im Anhang B.1 ausgefiihrten Rechnungen, harmonische Anteile mit
Kreisfrequenzen bis hin zum r-fachen Wert der hochsten in der trigonometrischen Summe
verwendeten Kreisfrequenz auf. Unter Verwendung der neuen Koeffizientenvektoren &,, b;,

die wie folgt

TX
2
a(ay,...,a, b,,....b,) = T ff(i:, t)ycostkwt)dr, k=0,...,nr (3.6a)
0
TX
- 2
b(ay,...,a, b,,....b,) = Fff(ic, pHsintkwt)dr, k=1,...,nr (3.6b)
0

berechnet werden, ldsst sich die rechten Seite von (3.5) als Fourier-Reihe darstellen. Dabei
wird aus den Berechnungsvorschriften (3.6a) und (3.6b) ersichtlich, dass die neu eingefiihr-
ten Koeffizientenvektoren &,, b, nichtlineare Funktionen der Koeffizienten der Ansatzfunk-

tion sind. Die Differentialgleichung (3.5) lisst sich schlielich in die algebraische Gleichung

n nr

1 -
[b kw cos(kwt) — akw sin(kwt)] = 5&0 + [&k cos(kwt) + b, sin(kwt)] (3.7
k=1 k=1
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tiberfithren und ein Koeffizientenvergleich liefert das Gleichungssystem

a,ay,...,a,, b,....b,)=0 (3.8a)
—kwb, , firl <k<n
ak(ao,...,an, bl""’bn) = (3.8b)
0 , firn <k <nr
- kwa, ,firl <k<n
bk(ao,...,an, b],...,bn) = (38C)
0 ,firn <k <nr
das zur Bestimmung der gesuchten Koeffizientenvektoren a,,...,a,, b,,...,b, verwendet

wird. Dabei fillt auf, dass durch (3.8) 2nr+1 vektorwertige Gleichungen zur Bestimmung der
2n + 1 Koeflizientenvektoren gegeben sind und das Gleichungssystem iiberbestimmt ist. Fiir
die Losung des Gleichungssystem werden daher nur (3.8a) sowie (3.8b) und (3.8¢) fiir 1 <
k < n verwendet. Falls durch die so gefundenen Koeffizientenvektoren a, ..., a,, b,,...,b,
die nichtberiicksichtigten Gleichungen aus (3.8b) und (3.8c¢) fiir n < k < nr ebenfalls erfiillt
werden, stellt die zugehorige Approximation eine exakte Losung dar. Ublicherweise ist dies
nicht der Fall, und der Ausdruck

R(@ay,....a,, by,....b,0)= )" |@ coskwr) + by sin(kwr)| 3.9)

k=n+1

stellt ein Mal} dafiir dar, inwieweit eine gefundenen Approximation die zugrundeliegende
Differentialgleichung (3.3) nicht erfiillt. Fiir die Verwendung als Fehlermal} besser geeignet

ist das absolute zeitliche Maximum der Abweichung
e.(ay,....a,, b,,....b,)=max{|R(a,,...,a, b,,....b, 1)} (3.10)

das theoretisch bereits zur Beurteilung der Qualitéit einer Approximation verwendet wer-
den kann. Da dessen Wert allerdings noch direkt von der GroBe der Koeffizientenvektoren
a,...,a,, b, ..., b, abhingt, liefert (3.10) fiir Losungen mit groBeren Amplituden syste-
matisch hohere Werte. Um diesen Effekt auszugleichen, wird der Fehler auf das Maximum

der zugehorigen Losung bezogen, woraus der durch

T
e(@g,....@, by.....b,) =100 (€yq1/Tma i+ Cans g/ Fmang) 3.11)

gegebene, prozentuale relative Fehler folgt, welcher im Folgenden zur Bewertung der Qua-
litdt von Losungen verwendet wird (siehe dazu [91, 92]).
Um die Stabilitéit einer Approximation X zu untersuchen, wird zu dieser eine kleine Storung

A addiert und dieser Term in die Differentialgleichung (3.3) eingesetzt, was zunéchst den
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Ausdruck
)?+A:f(5c+A,t) (3.12)

liefert. Als ndchstes wird die rechte Seite von (3.12) um die Stelle A = 0 entwickelt, mit dem

Ergebnis
F+A=f(x,1) +J (%, HA + O(A?) (3.13)

wobei J ; die Jacobi-Matrix von f und O das Landau-Symbol bezeichnet. Da ¥ die Diff-
erentialgleichung (3.3) ndherungsweise erfiillt, konnen die entsprechenden Terme in (3.13)

gestrichen werden und es bleibt
A=J (% DA+OA) . (3.14)

Anhand von (3.14) kann nun die urspriingliche Fragestellung nach der Stabilitit von X be-
antwortet werden, da die Stabilitét der trivialen Losung von (3.14) gleichbedeutend mit der
Stabilitédt von ¥ ist. Zur Untersuchung der Stabilitiit der trivialen Losung reicht es aus, den
linearen Anteil von (3.14) zu betrachten. Da es sich um ein System mit periodischen Ko-
effizienten handelt, erfolgt die Stabilitdtsuntersuchung geméfl dem Satz von Floquet (sieche
[62]). Sei dazu @ ein Fundamentalsystem der Linearisierung von (3.14) und M eine kon-

stante Matrix mit der Eigenschaft
O(T, +1)= MD(1) (3.15)

dann ist die triviale Losung von (3.14) und somit auch ¥ asymptotisch stabil, falls alle Ei-

genwerte von M betragsmiBig kleiner als 1 sind.

3.3.2 Anwendung mit monofrequenter Ansatzfunktion

Wie eingangs erwihnt wurde, existieren mehrere Arbeiten (siehe zum Beispiel [75, 77, 103]),
in denen das betrachtete EH-System mit der Methode der Harmonischen Balance unter Ver-
wendung eines monofrequenten Ansatzes analysiert wird.

Da die so berechneten Losungen im Folgenden mit solchen, die unter Verwendung eines
multifrequenten Ansatzes berechnet wurden, verglichen werden sollen, werden die notwen-
digen Rechnungen besprochen. Beispielhaft soll dies hier fiir das unter 2.4.1 beschriebene
Modell 1 gezeigt werden, wobei ein Ubertrag der vorgestellten Schritte auf die beiden ande-
ren Modelle ohne Schwierigkeiten moglich ist und zu vergleichbaren Ergebnissen fiihrt.

Da es fiir die weitere Rechnung giinstig ist, den Phasenversatz ¢ in der Anregung und nicht
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in der Approximation zu berticksichtigen, wird die leicht verdnderte Form

X'(1) + €x' (1) — ax(7) + Bx° (1) — yv(7) = f cos(nT — )
= ficos(nT) + f, sin(n7)

(3.16)

der Differentialgleichung (2.44a) betrachtet. Die monofrequente Ansatzfunktion lautet
X(1t) = ay + Acos(nr) (3.17)

mit zunédchst unbekannten Koeffizienten a, und A. Wird der Ansatz (3.17) in die Differential-
gleichung des Stromkreises eingesetzt, stellt das Ergebnis eine lineare Differentialgleichung
1. Ordnung mit harmonischer Anregung dar, deren Losung geméil} der Theorie der linearen

Differentialgleichungen durch

’k kA

n
7T /le cos(nt) + NS

V(1) = vy exp(—At) — A sin(nt) (3.18)

gegeben ist. Einsetzen von (3.17) und (3.18) fiir v(0) = 0 in (3.16) liefert, nach der Durch-

fiihrung eines Koeffizientenvergleichs, das folgende System nichtlinearer Gleichungen

1:  —aay+pBa+ %ﬁaoAz =0 (3.19a)
3
cos(nt): A [—a/ - (7]2/:)—(/12 - 1) + 3ﬁa§ + Z’BAZ] = fi (3.19b)
A
sin(gr) ;. An (g + nZK )fr 12) - -, (3.19¢)
cos(2n7) : %,BaOAZ =0 (3.19d)
1
cos(3n7) : Z,BA3 =0 (3.19)

zur Bestimmung der Koeffizienten a,, A und falls gewiinscht des Phasenversatzes ¢. Wie
oben beschrieben werden lediglich die Gleichungen (3.19a), (3.19b) und (3.19¢) zur Bestim-
mung der Unbekannten verwendet und mittels den Gleichungen (3.19d) und (3.19¢e) wird
das Fehlermalf}

e(1) = %,BaoAz cos(2nT) + i,BA cos(3n7) (3.20)

formuliert. Aus Gleichung (3.19a) folgt zunichst die Losung fiir den konstanten Anteil

|
[\ON OV

=

o

a,=0 oder a;,== (3.21)

IR
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wobei die Nulllosung zu einer Interwell- und die nichtverschwindende Ldsung zu einer
Intrawell-Losung fithrt. Um einen funktionalen Zusammenhang zwischen der normierten
Kreisfrequenz n und der Amplitude A herzuleiten, werden die Gleichungen (3.19b) und

(3.19¢) quadriert und addiert, woraus das Ergebnis

- 2 2
KY 3 KY
f2 =|-a + 172 (772 n /12 — 1) + ZﬁA2:| A2 + 772 (f + m) A2 (3223)
oder
2 [ 2 KX 15 , ? 2 2 KXY ? 2
ff=2a+n 772+/12_1 —ZA,B A" +n §+772+/12 A (3.22b)

folgt. Auch hier fiihrt das erste Ergebnis zu einer Interwell- und das zweite Ergebnis zu einer
Intrawell-Losung. Die Auswertung der Gleichungen (3.22a) und (3.22b) fiir die unter 2.5

beschriebenen Parameter fiithrt zu den in Abbildung 18 dargestellten Diagrammen.

Interwell Intrawell
b\) T T T T
2, |
o o
> = 14 -
I
() | | [ i t i | 0/ | | | | |
04 06 08 1,0 1,2 14 1,6 04 06 08 1,0 1,2 14 1,6

1 [-] 1 [-]

Abbildung 18: Antwortdiagramme erstellt mit dem Verfahren der Harmonischen Balance mit mo-
nofrequenter Ansatzfunktion und Anregung f = 0.1304. Losungen mit groBem Fehler sind in rot,
instabile Losungen mit kleinem Fehler in grau und stabile Losungen mit kleinem Fehler in blau dar-
gestellt.

Fiir beide Approximationen ist der gemaf} (3.11) berechnete prozentuale relative Fehler mit
Werten von 0,02% < e < 107,19% fiir die Interwell- und 5,83% < e < 35,00% fir die
Intrawell-Losung sehr hoch. Da bislang kein Kriterium bekannt ist, das verwendet werden
kann um den maximalen zulidssigen Fehler zu bestimmen und eine zu restriktive Wahl in
diesem konkreten Fall dazu fiihren wiirde, dass kaum Losungen zur anschlieBenden Diskus-
sion librig bleiben, wird fiir beide Fille ein Wert verwendet, der einem Drittel des jeweili-
gen Bereichs des Fehlers entspricht. Die konkreten Zahlenwerte lauten e = 32, 17% fiir die
Interwell- und e = 14, 58% fiir die Intrawell-Losung.

Um einen Eindruck von der Qualitit der Losungen, die in der Nédhe der Fehlerschranke lie-
gen zu erhalten, werden die stabilen Interwell- und Intrawell-Losungen, welche den hochsten
noch zuldssigen Fehler aufweisen, im Phasenportrait dargestellt. Die Lage der betrachteten

Losungen ist in Abbildung 18 a) durch den Diamant und in Abbildung 18 b) durch die
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Interwell Intrawell
T
1 | 02| f
= 0 1T o |
= =
-1 2 -0.2 | .
| | | | | |
-2 -1 0 1 2 0.8 1 1.2 1.4

Abbildung 19: Vergleich der Losungen mit dem hochstem noch zugelassenem Fehler aus dem Ver-
fahren der Harmonischen Balance mit monofrequenter Ansatzfunktion in blau und numerischer Inte-
gration in schwarz.

Dreiecke gekennzeichnet. Zum Vergleich werden in Abbildung 19 den Losungen aus der
Harmonischen Balance (blau) Referenzlosungen (schwarz) aus der numerischen Integration
gegeniibergestellt.

Fiir die Interwell-Losung betragt der Wert des relativen Fehlers e = 32,09% und die zugeho-
rige Kreisfrequenz der Anregung ist n = 0, 63. Wie der Vergleich der Losungen zeigt, ist die
Ubereinstimmung der beiden Orbits niedrig. Das qualitative Verhalten im Bereich der Null-
durchginge der Lage, das in der Referenzlosung durch eine Einschniirung gekennzeichnet
ist, wird nicht wiedergegeben und auch quantitativ unterscheiden sich die beiden Losungen
stark.

Noch drastischer féllt der Vergleich bei der Betrachtung der Orbits der Intrawell-Losung
aus, welche einen relativen Fehlers von e = 15, 58% aufweist und bei einer Kreisfrequenz
der Anregung von n = 0,52 auftritt. Wie zu sehen ist, unterscheiden sich beide Orbits in

ithrer Form stark voneinander und es kommt zu grof3en quantitativen Abweichungen.

3.3.3 Anwendung mit multifrequenter Ansatzfunktion

Im Folgenden soll gezeigt werden, wie durch die Verwendung einer multifrequenten Ansatz-
funktion Niherungslosungen bestimmt werden koénnen, die eine sehr gute Ubereinstimmung
mit den zugehorigen Referenzldsungen aufweisen. Da die bendtigten Programmierarbeiten
einigen Aufwand erfordern, werden diese ausfiihrlich besprochen.

Da sowohl die Qualitiit der berechneten Losungen als auch die Effizienz des Verfahrens ent-
scheidend von der Wahl der verwendeten Ansatzfunktionen abhéngt, wird zuerst besprochen,
wie diese zweckmiBig gewihlt werden konnen. Im Allgemeinen ist davon auszugehen, dass
die Qualitit der Niherungslosungen mit der Anzahl der Glieder im Ansatz (3.4) steigt, so
dass es wiinschenswert erscheint, diese moglichst hoch zu wihlen. Dem entgegen steht das

Ansteigen des rechnerischen Aufwands, der mit der Erhohung der Anzahl der Unbekann-

59



3.3 Analyse mittels der Methode der Harmonischen Balance

ten einhergeht, was dafiir spricht den Ansatz moglichst klein zu halten. Die hier verfolgte
Strategie mit diesem Konflikt umzugehen besteht darin, in Vorbereitung der eigentlichen
Berechnung einige charakteristische Referenzlosungen hinsichtlich ihres Frequenzinhalts zu
analysieren und auf dieser Grundlage passende Ansatzfunktionen zu wéhlen.

Zur Demonstration des Vorgehens wird dazu im Folgenden von folgendem Szenario ausge-
gangen. Zur Generierung von a priori Wissen stehen die zur Konstruktion des in Abschnitt
3.1.2 besprochenen Diagramm 17 a) verwendeten Daten zur Verfiigung. Ziel ist es, mit-
tels der besprochenen Methode eine Datengrundlage zur Erstellung von Diagramm 17 b) zu
erzeugen. Da dieses Diagramm bereits mittels numerischer Integration konstruiert wurde,

stehen die dabei verwendeten Daten sowie das Diagramm selbst zur Validierung zur Verfii-

gung.
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1 r "‘—‘<,\V// =i
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04 06 08 1,0 1,2 1,4 1,6
n[-]
Abbildung 20: Antwortdiagramm aus Abbildung 17. Zusétzlich eingezeichnet sind die Frequenzen,

fiir die Losungen hinsichtlich ihrer Periodizitit analysiert wurden. Eine Ubersicht aller analysierten
Losungen findet sich in Anhang B.2.

In Abbildung 20 ist Diagramm 17 a) erneut dargestellt, wobei nun zusitzlich die Frequen-
zen gekennzeichnet wurden, fiir die charakteristische Losungen analysiert werden. Bei der
Wahl der untersuchten Frequenzen wurde darauf geachtet, dass moglichst alle auftretenden
Losungstypen erfasst wurden.

Die Untersuchung der einzelnen Losungen wird beispielhaft an Frequenz 4 besprochen. Wie
aus Abbildung 20 ersichtlich wird, existieren zu dieser Erregerfrequenz eine Interwell- und
zwei Intrawell-Losungen. Die Phasenportraits sowie die Ergebnisse einer schnellen Fourier
Transformation (FFT) dieser Losungen sind in Abbildung 21 dargestellt.

Die Darstellung des Phasenportraits dient dabei lediglich dazu, eine Vorstellung von der Ge-
stalt der Losung zu erhalten. Fiir die Analyse der Losung entscheidend ist das Ergebnis der
FFT.

Da im vorliegenden Fall vorrangig das Verhiltnis zwischen den in der Losung enthaltenen
Frequenzen und der Erregerfrequenz von Interesse ist, wurde als Abszissenwert das Ver-

hiltnis dieser Frequenzen gewdhlt und als Frequenzverhiltnis bezeichnet. Dabei bedeutet
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Abbildung 21: Phasenportraits und Frequenzspektren der Losungen in Frequenzpunkt 4. Die fiir die
Simulation verwendeten Parameter finden sich in Anhang D.2, Tabelle 14.

ein Wert von beispielsweise 2, dass die zugehorige Frequenz doppelt so hoch wie die Erre-
gerfrequenz ist. Fiir die Beschriftung der Ordinate wurden die Amplituden aller beteiligten
Schwingungen auf die grofte beteiligte Schwingung bezogen. Zusitzlich wurde ein Wert
von 2% der maximalen Amplitude markiert, der die Schwelle dafiir darstellt, ob ein Fre-
quenzanteil als fiir eine Losung relevant eingestuft wird. Da der Kehrwert der niedrigsten im
Frequenzspektrum enthaltenene Frequenz gerade der Periodizitdt 7', der Losung entspricht,
konnen aus dem Diagramm die beteiligten Frequenzen sowie die Periodizitit einer Losung
direkt abgelesen werden.

Die Analyse der FFT-Diagramme der in Abbildung 21 dargestellten Losungen zeigt, dass
die Interwell-Losung (obere Zeile) eine Periodizitit von 1 aufweist und dass Harmonische
mit Frequenzverhéltnis 1 und 3 relevant sind. Die Intrawell-Lésung mit kleiner Amplitude

(mittlere Zeile) hat eine Periodizitit von 1 und es sind Harmonische mit Frequenzverhiltnis
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3.3 Analyse mittels der Methode der Harmonischen Balance

1 und 2 relevant. Die Intrawell-Losung mit groer Amplitude (untere Zeile) weist eine Peri-

odizitit von 2 auf und Harmonische mit Frequenzverhiltnis 1/2, 1, 3/2 und 2 sind relevant.

Tabelle 9: Periodizitit und relevante Frequenzvielfache der zur Bestimmung der multifrequenten An-
satzfunktionen untersuchten Losungen. Eine Darstellung der analysierten Losungen findet sich in
Anghang B.2 und die verwendeten Simulationsparameter in Tabelle D.2.

Frequenzpunkt | Losungsart Periodizitit relevante Frequenzvielfache
Interwell 1 1,2,3,4,5,6
() n=0.382 | et 1 1,2, 3,4
Interwell 1 1, 3,5
(2) 7=0,376 | Intrawell 1 1,23
Intrawell 1 1, 2,3,4,5
Interwell 1 1,3, 5
(3) n=0.510| 1 el 1 1,23, 4
Interwell 1 1, 3
(4) 7=0,785 | Intrawell 1 1,2
Intrawell 2 1/2, 1, 3/2, 2, 5/2, 3
Interwell 3 1/3, 1, 5/3
(5) 1=1.275 | {el 1 1
Interwell 3 1/3, 1, 5/3
(6) n=1,442 | Intrawell 1 1
Intrawell 4 1/4, 2/4, 3/4, 1, 5/4, 6/4
Interwell 5 1/5, 3/5, 1, 7/5
@ n = 1,550 | Intrawell 1 1
Intrawell 2 1/2, 1, 3/2

Die nach dem selben Schema durchgefiihrte Analyse der iibrigen Frequenzpunkte findet sich
in Anhang B.2 und wird an dieser Stelle nicht weiter ausgefiihrt. Insgesamt lieferte die Ana-
lyse aller 7 Frequenzpunkte 3 unterschiedliche Interwell- und 8 unterschiedliche-Intrawell
Losungen. Dabei wird davon ausgegangen, dass eine Losung, die weder eine Verzweigung
noch einen Sprung aufweist, keine Anderung in ihrer Periodizitit und in ihrem Frequenzin-
halt erfahrt. Diese Annahme ermdglicht es, ausgehend von einer Analyse in einem Frequenz-
punkt Aussagen iiber Frequenzbereiche zu treffen. Die Analyse der Diagramme in Anhang
B.2 zeigt, dass diese Annahme zuldssig ist.

Aus den in Tabelle 9 zusammengefassten Ergebnissen wird ersichtlich, dass die iiberwie-
gende Mehrheit der untersuchten Losungen aus einer Uberlagerung mehrerer harmonischer
Funktionen besteht. Erwartungsgemif} handelt es sich dabei nicht nur um Vielfache der Er-
regerfrequenz sondern auch um Bruchteile. Desweiteren zeigt sich, dass in keiner der un-
tersuchten Losungen mehr als 6 Frequenzen relevant sind und dass zudem die relevanten

Frequenzen bei Losungen mit unterschiedlicher Periodizitit sehr verschieden sind.
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Basierend auf diesen Feststellungen werden die folgenden Ansatzfunktionen verwendet

T aipo : . .
Periodizitit 1: x,(7) = - + Z [au cos (int) + by ; sin (zm')], (3.23a)
i=1
Ay i i
Periodizitit 2: x(r) = 22 + ; [az’i cos (Em) + by, sin (Em)]’ (3.23b)
6 .
a 2i—1 -
Periodizitit 3: x;(1) = % + Z as; cos( : m’) + by sin( 777')] . (3.230)
i=1

Wie zu sehen ist, wird fiir jede Periodizitit ein eigener Ansatz verwendet und es werden
in jedem Ansatz 6 Frequenzen beriicksichtigt. Der Grund dafiir, dass darauf verzichtet wird
Ansitze zur Ermittlung der Losungen mit Periodizitdt 4 und 5 zu verwenden liegt darin, dass
die entsprechenden Losungen nur in einem sehr kleinen Frequenzbereich auftreten. Dies
stellt allerdings auch keine starke Einschrinkung dar, da diese bei Bedarf problemlos er-
ginzt werden konnen. Desweiteren wire es wahrscheinlich moglich, den Ansatz x; weiter
zu reduzieren, da in der Analyse von Losungen mit einer Periodizitit von 3 nur 3 Frequenzen
als relevant ermittelt wurden. Da der Rechenaufwand fiir einen Ansatz in dem 6 Frequenzen
beriicksichtigt werden aber gut vertretbar ist, wurde darauf verzichtet.

Da die Anzahl der beriicksichtigten Frequenzen in allen Ansatzfunktionen n = 6 betrigt,
liefert das oben beschriebene Verfahren ein System von 4n + 1 — 2[n/3] = 21 nichtlinearen
algebraischen Gleichungen pro Ansatzfunktion. Zur Bestimmung der Koeffizienten in der
Ansatzfunktion werden die ersten 2n+ 1 = 13 Gleichungen verwendet und die verbleibenden
2(n — |n/3]) = 8 Gleichungen werden zur Ermittlung des Fehlers (3.11) verwendet. Obwohl
die Anzahl der zu 16senden nichtlinearen Gleichungen nicht sehr hoch ist, gelingt es in den
meisten Féllen nicht, eine exakte Losung zu bestimmen, was dazu fiihrt, dass numerische Ni-
herungsverfahren verwendet werden miissen. Fiir die in dieser Arbeit priasentiertem Ergeb-
nisse wurde dazu die in MatHEMATICA 10 enthaltene Implementierung des Newton- Verfahrens
verwendet. Da es sich dabei um ein lokales Verfahren handelt, bei dem der verwendete Start-
wert einen entscheidenden Einfluss darauf hat, welche von mehreren moglichen Losungen
gefundenen wird, ist es wichtig, dass das Verfahren mehrmals mit unterschiedlichen Start-
werten durchgefiihrt wird. Der prinzipielle Ablauf der dabei verwendeten Implementierung
ist in Programm 3 dargestellt.

Die Eingangsgrofen sind das zu 1osenden System nichtlinearer Gleichungen egs und die
natiirliche Zahl anz welche angibt, wieviele Variationen von Startwerten verwendet werden
sollen. In Vorbereitung fiir die Anwendung des Newton-Verfahrens wird zunéchst ein redu-
ziertes Gleichungssystem redegs erzeugt, indem in den ersten 3 Gleichungen von egs die
Koeflizienten a; und b; fiir i = 2,...,6 zu Null gesetzt werden. Die resultierenden Glei-
chungen sind analytisch 16sbar und liefern » Losungen die mit ¢ ;= (ay, a1 by, i 0,...,0

bezeichnet werden.
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Programm 3 Bestimmung der Ansatzkoeffizienten mittels Newton-Verfahren.

EingangsgroBen: egs, anz

1: redeqs = (eqs,, eqs,,eqs;) setze darina; = b, =0firi =2,...,6
2: berechne alle analytischen Losungen von redegqs, bezeichne diese als ¢,, i = 1,...,r
3: for j=1, tordo

4 for k = 1, to anz do
5: cp=2¢C it A
6 berechne ¢, = Newton(egs, ¢,)

7 end for

8: end for

9: bestimme alle verschiedenen Losung in ¢ e bezeichne diese alsc¢;, i =1,...,q

Ausgangsgrofen: c;

Fiir jede dieser Losungen wird nun eine Anzahl von anz Startwerten ¢, erzeugt, indem zu den
berechneten Losungen eine Storung A, addiert wird. In der verwendeten Implementierung
handelt es sich bei der Storung A, um Zufallszahlen mit vorgegebener Bandbreite, was sich
in den bisherigen Anwendungen bewihrt hat, aber wahrscheinlich nicht die optimale Wahl
darstellt. So ist davon auszugehen, dass die so berechneten Storungen fiir nicht ausreichend
grofle Werte von anz nicht gleichmiBig verteilt sind.

Ausgehend von den Startwerten ¢, lassen sich nun mit dem Newton-Verfahren j-k-Losungen
Cix berechnen, welche im Allgemeinen nicht alle verschieden sind. Der letzte Schritt des Ver-

fahrens besteht daher darin, die mehrfach enthaltenen Losungen zu entfernen.

Tabelle 10: Anzahl berechneter Losungen und verwendeter Startwerte.

Ansatz mit Periodizitét ‘ 1 2 3
#Losungen reduziertes System ¢ 4781 2403 2403
#Startwerte ¢, 239050 120150 120150

#L0Osungen vollstindiges System ¢ 5301 18134 84805

Um die Bedeutung der einzelnen Schritte des Programms zu verdeutlichen, sind in Tabelle
10 Zahlenwerte fiir die Anzahl der bei der Berechnung des Beispiels aufgetretenen Losungen
dargestellt. Dabei ist zu beachten, dass das in Programm 3 dargestellte Verfahren fiir 801-
Frequenzwerte angewendet wurde und die dargestellten Zahlenwerte der Summe der Anzahl
der Losungen fiir alle Frequenzwerte entspricht.

Konkret folgten aus der Losung des reduzierten Gleichungssystem redegs, das fiir die An-
satzfunktion mit Periodizitét 1 erstellt wurde, bei der Auswertung von 801 Frequenzwerten
4781 analytisch bestimmte Losungen ¢. Da fiir die Berechnung des Beispiels anz = 50 ge-
wihlt wurde, folgten daraus 4781 - 50 = 239050 Startwerte ¢, fiir das Newton-Verfahren.
Aus der Auswertung des Newton-Verfahrens resultierten 5301 verschiedene Losungen c. Da
das Newton-Verfahren fiir jeden Startwert genau eine Losung liefert, zeigt sich in der Dif-

ferenz 5301 — 4781 = 520 die Wirkung der Verwendung von variierten Startwerten. Noch
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deutlicher ausgepridgt ist dieser Effekt bei den Ansitzen mit Periodizitéit 2 und 3 bei denen
die Anzahl der Losungen des vollstindigen Systems die der Losungen des reduzierten Sys-

tems weit iibersteigt.

Tabelle 11: Aufschliisselung der berechneten Losungen hinsichtlich Fehler und Stabilitét.

Ansatz mit Periodizitét 1 2 3
#Losungen vollstidndiges System ¢ | 5301 18134 84805
#LoOsungen mit groBem Fehler 206 8657 66356
#instabile Losungen 3025 9301 17375
#stabile Losungen 2070 176 1074

Als néchstes werden die aus den berechneten Losungen konstruierten Approximationen hin-
sichtlich ihrer Qualitdt untersucht. Dazu wird zunéchst fiir jede der Losungen der relative
Fehler (3.11) augewertet und mit einem Schwellenwert, der im vorgestellten Beispiel bei 1%
liegt, verglichen. Liegt der Wert des Fehlers oberhalb des Schwellenwertes, wird die Losung
verworfen. Andernfalls wird die Stabilitit der Losung mittels der oben beschriebene Metho-
de bestimmt.

Fiir das behandelte Beispiel wurde die Untersuchung der Losungen sowohl zahlenmiBig aus-
gewertet als auch graphisch dargestellt. Die zahlenmifBige Auswertung, deren Ergebnisse in
Tabelle 11 zusammengefasst sind, zeigt, dass insbesondere bei den Lésungen mit Periodizi-
tit 2 und 3 eine hohe Anzahl von Losungen stark fehlerbehaftet ist.

Da ausgehend von der beschriebenen Voruntersuchung davon ausgegangen werden kann,
dass die Anzahl der beriicksichtigten Terme in den Ansatzfunktionen ausreichend hoch ge-
wihlt wurde, resultiert der hohe Fehler vermutlich nicht aus einer unvollstindigen Konver-
genz, sondern aus dem Auftreten von Losungen aus dem Newton-Verfahren, die auf Ap-
proximationen fiithren, welche keine Losung der Differentialgleichung darstellen (siehe dazu
[93, 94]). Diese Annahme wird sich im Folgenden beim Vergleich der durch die Harmoni-
sche Balnce berechneten Losungen mit den Referenzldsungen aus der numerischen Integra-
tion bestitigen.

Des Weiteren ist in Tabelle 11 zu sehen, dass von den verbleibenden Losungen mit geringem
Fehler der grofte Anteil instabil ist.

Um eine Vorstellung davon zu geben, wie die fehlerbehafteten, instabilen und stabilen Lo-
sungen iiber die Frequenz und die moglichen Losungsarten verteilt sind, wurde Abbildung
22 erstellt. In den beiden Spalten der Abbildung finden sich die Antwortdiagramme fiir die
Interwell- und Intrawell-Losungen, wobei jede Zeile zu einer anderen Ansatzfunktion ge-
hort. Dabei sind die Losungen mit einem hohen Fehler in rot, die instabilen Losungen mit
geringem Fehler in grau und die stabilen Losungen mit geringem Fehler in blau dargestellt.
Wie zu erkennen ist, sinkt die Anzahl fehlerbehafteter Losungen mit steigendem 7. Insbeson-
dere bei den Intrawell-Losungen mit Periodizitét 2 und 3 tritt die grote Anzahl fehlerhafter
Losungen in einem niedrigen Frequenzbereich (bis ungefihr = 0, 5) auf.

Des Weiteren existieren derart viele Losungen, dass ohne eine Auswahl anhand des Fehlers
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Abbildung 22: Antwortdiagramme aus der Harmonischen Balance mit multifrequenten Ansatztfunk-
tionen. Losungen mit groBem Fehler sind in rot, instabile Losungen mit kleinem Fehler in grau und
stabile Lésungen mit kleinem Fehler in blau dargestellt.

und der Stabilitit, und der dadurch ermdglichten Reduzierung, der Nutzen der erzeugten
Graphiken sehr gering wire. Da fiir die Analyse des Systemverhaltens ausschlieBlich Lo-
sungen mit geringem Fehler in Frage kommen, und von diesen vorrangig die stabilen von
Interesse sind, werden aus den Diagrammen in Abbildung 22 lediglich die blau dargestellten
Losungen zur Konstruktion des Verzweigungsdiagramms verwendet, welches in Abbildung

23 zu sehen ist.

3.3.4 Vergleich der Ergebnisse

Im Folgenden werden die Ergebnisse aus der Methode der Harmonischen Balance unter Ver-

wendung einer monofrequenten und einer multifrequenten Ansatzfunktion miteinander ver-
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glichen. Wie aus den vorausgegangenen Ausfiihrungen deutlich wird, erhoht sich der erfor-
derliche Aufwand bei der Verwendung multifrequenter Ansatzfunktionen deutlich. Demge-
geniiber steht eine Erhohung der Genauigkeit der berechneten Losungen. Zur Verdeutlichung
der jeweils erzielten Genauigkeit werden die resultierenden Antwortdiagramme mit einem
Referenzdiagramm, das mittels numerischer integration erzeugt wurde, verglichen. In Ab-
bildung 23 findet sich dazu oben das Antwortdiagramm aus der Harmonischen Balance mit
monofrequenter Ansatzfunktion, in der Mitte das Antwortdiagramm aus der Harmonischen
Balance mit multifrequenter Ansatzfunktion und unten das Antwortdiagramm, welches mit
der numerischen Integration bestimmt wurde.

Wie zu sehen ist, liefert die Methode der Harmonischen Balance mit monofrequentem An-
satz ein Antwortdiagramm, welches ein sehr schlechtes Abbild des Referenzdiagramms dar-
stellt. Weder die Bereiche in denen Interwell-Losungen existieren, noch der Bereich in dem
keine Intrawell-Losung existiert werden richtig abgebildet. Besonders auffillig ist der grof3e
Frequenzbereich, fiir den keine Losung vorhergesagt wird. Konkret wiirde dies bedeuten,
dass das System in diesem Bereich keine periodische Losung besitzt, was wie ein Vergleich
mit dem Referenzdiagramm zeigt, nicht richtig ist.

Das Antwortdiagramm hingegen, welches unter Verwendung des multifrequenten Ansatzes
erstellt wurde, ist in der Lage die grundlegenden Merkmale des Referenzdiagramms rich-
tig abzubilden. Insbesondere die Grenzen des Bereichs, in dem lediglich die in der An-
wendung bevorzugte Interwell-Losung auftritt, werden richtig abgebildet. Desweiteren ist
zu sehen, dass das Antwortdiagramm aus der Harmonischen Balance das Auftreten der
Interwell-Losung fiir einen groBeren Frequenzbereich vorhersagt als das Referenzdiagramm.
Der Grund hierfiir liegt darin, dass fiir die Erstellung des Referenzdiagramms nur eine be-
grenzte Anzahl von Anfangsbedingungen verwendet wurden und der Energie-Schwellenwert
(siehe Abschnitt 3.1.1), der fiir das Auftreten von Interwell-Losung iiberschritten werden
muss, bei deren Verwendung nicht erreicht wird. Daraus folgt, dass das mit der Methode
der Harmonischen Balance konstruierte Antwortdiagramm das Referenzdiagramm in die-
sem Punkt an Genauigkeit tibertrifft.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die Verwendung der Methode der Harmonischen
Balance mit monofrequenter Ansatzfunktion kein adidquates Mittel zur Untersuchung des
betrachteten bistabilen Systems darstellt und dass stattdessen ein multifrequenter Ansatz ver-

wendet werden muss.
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Abbildung 23: Vergleich der Antwortdiagramme erstellt mit der Methode der Harmonischen Balance
mit monofrequenter Ansatzfunktion (oben), mit der Methode der Harmonischen Balance mit multi-
frequenter Ansatzfunktion (mitte) und numerischer Integration (unten).
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4 Analyse fiir eine Anregung durch weies Rauschen

Im diesem Kapitel wird gezeigt, wie sich das dynamische Verhalten des Systems fiir den Fall
einer Anregung durch weiles Rauschen untersuchen lisst.

Als Grundlage fiir die anschlieBenden Ausfiithrungen wird zuerst eine kurze Zusammenfas-
sung der Grundlagen stochastisch angeregter Systeme gegeben. Als nichstes wird erldutert,
wie die Verteilungsdichten von Zufallsgroen mittels der Monte-Carlo-Simulation nume-
risch bestimmt werden konnen. Als néchstes wird ein semi-analytisches Verfahren vorge-
stellt, in dem Verteilungsdichten durch eine ndherungsweise Losung der dem System zuge-

ordneten Fokker-Planck-Gleichung (Fokker-Planck equation, FPE) bestimmt werden.

4.1 Grundlagen der Untersuchung stochastische angeregter Systeme

Im Gegensatz zu dem im vorherigen Kapitel betrachteten Fall der harmonischen Anregung,
bei der die duBere Anregung aus einer eindeutig definierten Funktion besteht, wird nun eine
Anregung betrachtet, von der lediglich statistische Kenngroen bekannt sind. Demzufolge
besteht das gesuchte Ergebnis auch nicht in einer von der Zeit abhéingigen Funktion, welche
die Systemantwort beschreibt, sondern ebenfalls in statistischen KenngréBen. Im Folgenden
sollen die Werkzeuge, die zur Beschreibung der Anregung und der Systemantwort benotigt
werden, vorgestellt und besprochen werden. Fiir eine weiterfithrende Beschiftigung mit der

Thematik werden die Grundlagenwerke [6, 69] empfohlen.

4.1.1 Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitstheorie

Gegenstand der Wahrscheinlichkeitstheorie ist die mathematische Beschreibung von Zufalls-
experimenten [6]. Dabei versteht man unter einem Zufallsexperiment ein (gedankliches) Ex-
periment, das beliebig hiufig wiederholt werden kann und das trotz gleicher duflerer Be-
dingungen (Parameter, Anfangsbedingungen, etc.) unvorhersagbare Ergebnisse liefert. Eine
mogliche Realisierung der Zufallskomponente des Experiments wird Elementarereignis w
genannt und die Menge aller moglichen Elementarereignisse wird mit £2 bezeichnet.

Von besonderem Interesse ist nun die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten eines bestimmten
Elementarereignisses oder aber einer Kombination von Elementarereignissen A € Q. Da-

bei versteht man unter Wahrscheinlichkeit formal eine Abbildung P : Q — [0, 1] mit den

Eigenschaften
P} =0 (4.1a)
P@Q) =1 (4.1b)
(UA] ZP(A) falls A, NA; = {} Vi # j gilt. (4.1¢)
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4.1 Grundlagen der Untersuchung stochastische angeregter Systeme

Fiir ein besseres Verstiandnis des Begriffs der Wahrscheinlichkeit soll hier noch die Haufig-
keitsinterpretation aus [6] wiedergegeben werden. Bezeichne dazu n die Anzahl von Durch-
fiihrungen eines Zufallsexperiments und n, die Anzahl von Fillen in denen dabei das Ereig-

nis A eingetreten ist, dann ist durch

ry=— (4.2)
die relative Haufigkeit des Eintretens von A gegeben und es gilt

PA) = 31_}12 ry - (4.3)

Nun ist in den meisten Anwendungsféllen gar nicht das bei der Durchfiihrung des Experi-
ments eintretende Ereignis A von Interesse, sondern eine Grofle, die sich aus A berechnen
lasst. Zum Beispiel sind im Fall des EH-Systems unter stochastischer Anregung nicht der
Wert der Anregung der sich einstellt, sondern die daraus folgenden Werte fiir Lage und Ge-

schwindigkeit von Interesse. Aus diesem Grund wird eine weitere Abbildung

X,(9)
X:Q-R', QO X(Q) = : “4.4)
X,(2)

eingefiihrt, die aus der Menge aller Elementarereignisse auf R” abbildet und als Zufallsva-
riable bezeichnet wird. Der Ubertrag des Wahrscheinlichkeitsbegriffs auf die Zufallsvariable
erfolgt iiber die Verteilung

Py(A) = P({Q: X(©Q) € A}) (4.5)

die einer Menge A von Realisationen von X die Wahrscheinlichkeit des Urbildes zuordnet.

Eng mit der Verteilung verkniipft ist die Verteilungsfunktion F
Fx)=PX<x)=P({Q:X,(Q) <xy,...X,(Q) < x,}) (4.6)

welche die Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, dass X Werte annimmt die komponentenweise
kleiner-gleich x sind. Falls die durch F gegebene Verteilung Lebesgue-stetig ist (sieche dazu
[6]) existiert die Verteilungsdichte p und es gilt

F(x):f...fp(sl,...,sn)ds,,...dsl:fp(s)ds. 4.7)

—00

70



4.1 Grundlagen der Untersuchung stochastische angeregter Systeme

Aus der Additivitdt der Wahrscheinlichkeit (4.1c) folgt fiir A= [a;, l~91] X...xla,,b,] zudem

b a b
Py(A) = F(b) — F(a) = f p(s) ds — f p(s)ds = f p(s) ds (4.8)

woraus ersichtlich wird, dass die Verteilung einer einpunktigen Menge stets O ist.

Die Betrachtung der Wahrscheinlichkeiten bestimmter Komponenten einer vektorwertigen
Zufallsvariablen erfolgt iiber die Verwendung von Randverteilungsdichten, die aus p be-
rechnet werden, indem fiir die Komponenten, die nicht betrachtet werden, jegliche Ausgénge
zugelassen werden. Ist beispielsweise die Komponente X; nicht von Interesse, so ergibt sich

die Verteilungsdichte der iibrigen Komponenten von X zu

[0

pxl---x,--lxiu---xn(xl’ s Xy X gs e s X)) = fp(x) dx; . 4.9)

—00

Eine weitere wichtige Grofe, die zur Charakterisierung von Zufallsvariablen verwendet wird

ist deren @-Moment, das fiir einen Multiindex @ = (e, ..., @,) gegeben ist durch
m, = E{X"} = ffx(f‘ Xy p(x) dx ... dx, . (4.10)

Von besonderer Bedeutung sind dabei die k-ten Momente der einzelnen Komponenten der
Zufallsvariablen X

(9

mf = E{x} = fxfpxi(xi) dx, . 4.11)
So entspricht m] zum Beispiel dem Mittelwert von X;. Die um den Mittelwert verschobenen
Momente

Bl =m) = [=mip, 00 d. (4.12)

werden als zentrale Momente k-ter Ordnung bezeichnet und das zentrale Moment 2-ter Ord-

nung von x; entspricht der Varianz o;.

4.1.2 Stochastische Prozesse

Fiir die Modellierung des EH-Systems muss das Konzept der Zufallsvariable um die Ab-

hingigkeit von einem Parameter, der als Zeit interpretiert wird, erweitert werden. Dabei soll
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4.1 Grundlagen der Untersuchung stochastische angeregter Systeme

durch die verwendete Bezeichnung zum Ausdruck gebracht werden, dass sich die Zeit t und
das betrachtete Elementarereignis nicht gleichzeitig dndern.
Der Notation in [6] folgend wird die Menge {X,(Q) : t € [t,, T]} stochastischer Prozess ge-

nannt wobei die Bedeutung von X, folgende ist:
a) fiir ein festes ¢ € [#,, T] stellt X, eine Zufallsvariable gemal (4.4) dar,

b) fiir ein festes w € Q stellt x () = X,(w) den zeitlichen Verlauf des Experiments mit

dem Ausgang w dar und wird als Trajektorie bezeichnet.
Der Ubertrag des Konzepts der Verteilung auf stochastische Prozesse geschieht iiber

F(x)=P(X, <x)=P({Q:X,,(@ <x....X,,(Q) < x,)) (4.13)

und erfdhrt eine Erweiterung dadurch, dass beliebig viele Zeitpunkte ¢, . . ., ¢,, beriicksichtigt

werden konnen

F, . (.....x,)=P(X, <x.....X, <x,) . (4.14)

Ft1+At] zm+Atm(x1’ e Xy) = Ftl 0, (X1 X) (4.15)

.....

dann wird der zu Grunde liegende stochastische Prozess als stationér bezeichnet.

Eine weitere wichtige Eigenschaft stochastischer Prozesse ist die Markov-Eigenschaft wel-
che besagt, dass der betrachtete Prozess ,.kein Gedichtnis* besitzt. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass der Prozess X, sich zum Zeitpunkt 7 in A befindet, hingt dann nur vom letzten

bekannten (also dem gegenwirtigen) Zustand X, = x, ab. Es gilt also

P(X, € A{X, = x; : 1; € [1,1,]}) = P(X, € A{X, = x,}) (4.16)
was direkt auf den Begriff der Ubergangswahrscheinlichkeit

P(t;, x,,1,A) = P(X, € AlX, =x,) 4.17)
und deren Dichte

P, x.t,A) = fp(ts,xs, t,y)dy,...dy, (4.18)
A

fiihrt. Besitzt ein Prozess die Markov-Eigenschaft, wird dieser hiufig als Markov-Prozess
bezeichnet. Gilt weiter, dass die Ubergangswahrscheinlichkeit nur von der Zeitdifferenz ¢ —¢,

abhiéngt, also stationdr ist, spricht man zudem von einem homogenen Markov-Prozess und
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4.1 Grundlagen der Untersuchung stochastische angeregter Systeme

bringt dies zum Ausdruck, indem in (4.17) anstelle der Zeiten ¢,, ¢ nur noch ihre Differenz
At =t — t, als Argument genannt wird.

Die besondere Bedeutung der Ubergangswahrscheinlichkeit fiir Markov-Prozesse liegt darin,
dass bei zusitzlicher Kenntnis eines Anfangswerts sdmtliche Verteilungen des Prozesses aus

dieser berechnet werden konnen (siehe [6], S.47).

4.1.3 Wiener Prozess und weiles Rauschen

Der Wiener Prozess W, ist ein homogener Markov-Prozess, der von besonderer Bedeutung
fiir die Modellierung von stochastischen Anregungen ist. Der Wiener Prozess hat den An-

fangswert W, = 0 und seine Ubergangswahrscheinlichkeit besitzt die Dichte

P(At,x».)’) = Nx,AtIn(.Y) (419)

wobei N, ; », die Normalverteilung mit Mittelwert x und Kovarianz-Matrix Atl,, ist (fiir ei-
ne alternative Charakterisierung siehe zum Beispiel [12]). Obwohl der so definierte Wiener

Prozess stetig in der Zeit ist, existiert die als weilles Rauschen bezeichnete Ableitung

d
TWi=¢ (4.20)

lediglich im Sinne einer Distribution. Das weile Rauschen ist ein stationdrer Gauf3’scher
stochastischer Prozess mit Mittelwerten g = 0 und einer auf der gesamten reellen Ach-
se konstanten Spektraldichte, das hei3t in einer Fouriertransformation seiner Komponenten
sind alle Frequenzen mit gleicher Intensitit vertreten (siehe [6] S. 65fF). Obwohl ein solcher
Prozess in der Realitiét nicht existiert, ist seine Verwendung zur Modellierung von Zufallspro-

zessen in den Ingenieurwissenschaften weit verbreitet.

4.1.4 Stochastische Differentialgleichungen und Fokker-Planck-Gleichung

Das mathematische Modell eines deterministischen dynamischen Systems X = f(x, ) wel-
ches durch das im vorherigen Abschnitt beschriebene weille Rauschen angeregt wird, ist

formal durch die stochastische Differentialgleichung

%Xt = f(X,,0) + G(X,, D, (4.21)

gegeben, wobei X,, f € R", &, € R” und G € R™" gilt. In den nachfolgenden Betrachtungen

hingen f und G nicht explizit von der Zeit ab, woraus die Vereinfachnung

d
&Xt = f(Xz) + G(Xt)‘ft (4~22)
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4.1 Grundlagen der Untersuchung stochastische angeregter Systeme

folgt. Da das weille Rauschen zudem keine reguldre Funktion ist und unklar ist, ob die Zeit-
ableitung der Zufallsvariablen existiert, wird anstelle von (4.22) hiufig die integrale Darstel-

lung

X, =X, + f f(X,)ds+ f G(X,) dW, (4.23)

0 )

sowie die damit assoziierte Kurzschreibweise
dX, = f(X))dr + G(X,)dW, 4.24)

verwendet, wobel das zweite Integral in (4.23) hier und im Folgenden gemiB [52, 89] als
[t6-Integral interpretiert werden soll und dW, = &dr gilt.

Die Losungen stochastischer Differentialgleichungen sind ihrerseits Markov-Prozesse (siehe
[6], S.157), welche durch die Angabe eines Anfangswertes und der Ubergangswahrschein-
lichkeit vollstindig beschrieben sind. Da durch (4.23) und (4.24) Bestimmungsgleichungen
fir X, in Abhéngigkeit des Anfanswertes X, und einer konkreten Realisierung des Wiener-
Prozess gegeben sind, stellt deren Losung eine Realisierung von X,, also eine Trajektorie
dar. Eine Moglichkeit um aus diesen Trajektorien die Ubergangswahrscheinlichkeit nihe-
rungsweise zu bestimmen besteht darin, eine hohe Anzahl von Trajektorien zu berechnen
und auszuwerten (siche 4.2).

Die (zumindest theoretisch mogliche) exakte Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeit

erfolgt durch das Losen der Fokker-Planck-Gleichung

n n_n 2
- Zl 8% [f(0)po)] + % Zl ,Zl 8)‘?—% [B,x)p(x)] =0 (4.25)
welche hier bereits in der stationdren Form angeschrieben wurde. Die darin auftretenden
Koeffizienten f; und B;; = Y. G;G; konnen dabei direkt aus (4.24) tibernommen wer-
den. Wie zu sehen ist, handelt es sich bei (4.25) um eine PDE 2.0rdnung die linear in der
gesuchten GroBe p ist. Fiir den Fall, dass das modellierte System nichtlinear ist, sind die Ko-
effizienten f; nichtlineare Funktionen von x und es kann in den meisten Fillen keine exakte

Losung angegeben werden, so dass auf Nidherungsverfahren zuriickgegriffen werden muss.
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4.2 Bestimmung von Verteilungsdichten mittels Monte-Carlo-

Simulation

Um die stochastische Differentialgleichung (4.24) einer numerischen Behandlung zugéng-

lich zu machen, wird diese in die Differenzengleichung
X1 = X + Xy, )AL + G(Xy, 1)AW, (4.26)

mit Az, = t,,, — 1, umgeschrieben, was eine direkte Analogie zum expliziten Euler-Verfahren
darstellt und als Euler-Maruyama-Verfahren bezeichnet wird. Das darin verwendete Inkre-

ment des Wiener-Prozess berechnet sich gemif3
AW, = k+/Ar, 4.27)

wobei « eine normalverteilte Zahl aus dem Intervall [0, 1] darstellt (fiir eine kritische Be-
trachtung computergenerierter Zufallszahlen siehe z.B. [39]).

Unter der Verwendung von (4.26) und (4.27) ist es nun moglich, den zeitlichen Verlauf von
X, zu simulieren. Aus der relativen Héufigkeit, mit der verschiedene Zustinde angenom-
men werden, kann dann im Sinne der eingangs erwihnten Héufigkeitsinterpretation (4.3) die
zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsdichte bestimmt werden. Dabei héingt die Qualitéit
der erzielten Ergebnisse stark von der Anzahl der simulierten Zeitschritte, der verwendeten
Schrittweite und der ausreichend feinen Zerlegung des Zustandsraums ab.

Obwohl es nicht moglich ist, generelle Aussagen hinsichtlich der richtigen Wahl dieser Pa-
rameter zu treffen, zeigt die gesammelte Erfahrung, dass typische Rechenzeiten im Bereich
mehrerer Stunden oder gar Tage liegen. Das Verfahren eigent sich daher schlecht fiir hiufig

durchzufiihrende Rechnungen, wie sie zum Beispiel fiir Parameterstudien notwendig sind.
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4.3 Bestimmung von Verteilungsdichten mittels Fokker-Planck-

Gleichung

Im Folgenden wird das in [89, 95] vorgestellte und in [52] weiterentwickelte Verfahren zur
Bestimmung von Niherungslosungen der Fokker-Planck-Gleichung in eine Darstellung ge-
bracht, die eine effiziente Programmierung erlaubt.

Das Verfahren wurde nach seiner Vorstellung stetig weiterentwickelt [53] und auch bereits
mehrfach erfolgreich zur Behandlung des betrachteten EH-Systems eingesetzt [47, 48, 49,
52]. Was bislang aber fehlt, ist eine Darstellung des Verfahrens, welche auf eine effiziente
Programmierung abzielt. Diese Liicke soll im Folgenden geschlossen werden, indem mittels
Methoden aus dem Bereich der linearen Algebra ein Weg aufgezeigt wird, wie der gesamte
Losungsprozess durch Matrixmultiplikationen umgesetzt werden kann. In einem weiteren
Schritt wird dann gezeigt, dass es moglich ist, simtliche dazu benétigten Matrizen durch

Kroneckerprodukte von Matrizen mit deutlich geringerer Dimension darzustellen.

4.3.1 Beschreibung des Verfahrens

Ziel des Verfahrens ist die Berechnung einer Nédherungslosung fiir die Verteilungsdichte p,

welche die stationdre FPE

n.on (92

pr Ox;x;

[B,(x)p@)] =0 (4.28)

| =

0
- E ar [fi(x)p(x)] +
i-1 Ot

exakt 10st. Ausgangspunkt dafiir ist eine, im Vorfeld zu wihlende, Verteilungsdichte p,, die
im Allgemeinen von der tatsidchlichen Verteilungsdichte p verschieden ist. Der Ansatz fiir

die zu berechnende Niherungslosung p lautet
P(x) = po(X)k(x) = py(x) Z cii(x) (4.29)
i=1

wobei k ein multivariates Polynom aus dem m-dimensionalen Ansatzraum % mit Basis
B, ={¢;,|¢; : R" > R, i =1,...,m} ist. Einsetzen des Ansatzes in (4.28) liefert das Resi-

duum

n

& 0
RU)= )i~ ) 7 [Po@)d@)fio0] +
=1 Otk

i=1

n
62
0x,x;

1

5 [Po(x)¢;(x) By ()] (4.30)
k=1

das nur dann identisch zu Null wird falls p = p gilt, also p eine exakte Losung der FPE ist.

Fiir das weitere Vorgehen wird nun ganz im Sinne eines Galerkin-Verfahrens gefordert, dass

das Residuum orthogonal zu dem gewihltem Ansatzraum K ist. Unter Verwendung des L%-
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Skalarprodukts ergibt sich daraus die Forderung

(s

fR(k)¢j(x) dx =0, j=1,...,m, (4.31)

—00

beziehungsweise mit (4.30) nach Vertauschung der Reihenfolge von Integration und Sum-

mation

r o 1S P
Cl f o [Po(x)9;(x) fi(xX)] ¢ ;(x) dx+§ f [Po(x)¢;(x)Byy(x)] ¢ ,(x) dx| = 0
1:1 =1 k 1

Py 0xx;

(4.32)

fir j = 1,...,m. Mittels partieller Integration konnen die beiden Integrale in (4.32) bedeu-

tend vereinfacht werden. Beispielhaft gilt fiir das erste Integral

ro
f [P A 0] 6,(x) dx
k

(o]

f f po(x)¢i(x)ﬁc(x))]€k=m dx;...dx_dxg,, ... dx, + fpo(x)¢ (x)fk(x) ¢](x) dx

Xp=—00
—00

f Po(X)¢; (x)fk(x) ¢ j(x) dx

(4.33)

wobei ausgenutzt wurde, dass p, eine Verteilungsdichte ist und daher die Randbedingungen

lim py(x,..., X1, a Xpips-- -5 X,) = O erfiillt. Auf dem selben Weg erhilt man fiir das

a—+*oo

zweite Integral in (4.32)

2

r & p)
f T [Po(x)¢:(x)By(x)] ¢ ;(x) dx = f Po(X)e; (x)Bkz(x) ¢,(x) dx (4.34)
kX

und somit ist eine alternative Formulierung von (4.32) durch

pro(x)¢ (x)Bkz(x) ¢J(x) dx| =

kl]

lZfPo(x)¢ (x)fk(x) ¢j(x) dx + —
i= 1

(4.35)
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gegeben. Fiir die gesuchten Koeflizienten ¢; muss

(o)

M"¢ =0, und f Po(®) ) cip(x) dx = 1 (4.36)
-~ i=1
mit M = [m;;] € R™" und ¢ = (cy, ..., c,)’ € R™ gelten. Unter Verwendung der Abbkiir-
zungen
(x) = Zn: Ji (x)i¢ (x) (4.37a)
& B k=1 ¢ 0x; ! .
h(x) 1ZH]B()azflﬁ() (4.37b)
(x) == X)—¢i(x .
! 244 T oxx,
fiir j = 1,...,n konnen die Eintriage der Koeffizientenmatrix M gemif3
my; = f Po(x)¢;(x)g (x) dx + f Po(x);(x)h;(x) dx (4.38)

berechnet werden.

4.3.2 Vereinfachung durch orthonormale Ansatzfunktionen

Der Aufwand der zur Berechnung der Koeffizientenmatrix M in (4.36) notwendig ist, ldsst
sich durch die Verwendung von an das Problem angepassten Ansatzfunktionen stark redu-
zieren.

Voraussetzung dafiir ist, da3 es sich bei den Ausdriicken g;, #; um Polynome mit endlichem
Grad handelt. In diesem Fall existiert ein Multiindex g = (5,..., ,Bn)T € N”, so dass fiir
i=1,...,nstets g;, h; € R_glx] gilt, wobei R_glx] den Vektorraum der Polynome in n Va-

riablen mit reelen Koeffizienten und Grad kleiner oder gleich §; in der Variablen x; bezeichnet

und zudem dim (Rsﬂ[x]) = s gelten soll. Sei auBerdem @ = (ay,...,a,)" € N" ein weite-
rer Multiindex, so dass fiir alle verwendeten Ansatzfunktionen ¢; € R_,[x], i = 1,...,m
gilt und sei die Menge aller Ansatzfunktionen 8, = {¢, : i = 1,...,m} vollstdndig in dem

Sinne, dass sie eine Basis von R_,[x] bildet. Des Weiteren seien die Ansatzfunktionen ¢;

orthonormal beziiglich dem Skalarprodukt mit Kern p,,, es gelte also

(o]

(@i P)p, = f Po(X)$;(x)¢p ;(x) dx = 6;; . (4.39)

—00

Per Konstruktion gilt R_,[x] € R_g[x] und es folgt, dass 8, durch Hinzunahme von s—m ge-
eignet gewihlten Elementen aus einer beliebigen Basis von R_g[x] zu einer Basis von R _g[x]

ergidnzt werden kann. Werden die hinzugenommenen Elemente mit ¢, bezeichet, dann lésst
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sich die so erzeugte Basis als 8, = {¢,,...,,,, ¥ ,-..,¥,_,} schreiben. Da die Menge B,

linear unabhéngig ist, gilt fiirallei = 1,...,mund j = 1, ..., s — m die wichtige Eigenschaft

(o]

(Dis¥j)p, = f Po(x)p; () ;(x) dx = 0. (4.40)

—00

Die Entwicklung von (4.37a) und (4.37b) in der Basis B, liefert dann

&%) = Z fl(x) ¢ (x) = Z a; (%) + Z by (%) (4.412)
J=1 Jj=1
h (x) 2 Z Bjk(x) ¢ (x) Z CU¢ (x) + Z dl]'?”](x) (441b)
Jk=1 j=1

und aus der Auswertung von (4.38) folgt unter Beriicksichtigung von (4.39) und (4.40)

m; = f Po(x)¢;(x)g;(x) dx + f Po(X)$;(x)h;(x) dx

[oe] (o]
m

=Y [ @ dx e Y by [ poosconco ax
=1 k=1

(4.42)

(o) (o]
m

+ Z it f Po(O)B(X) 8, (x) dx + Zdjk f P0G (X)W (x) dx

—00

Aus dem Ergebnis dieser Rechnung wird ersichtlich, dass auf die aufwéndige Berechnung
uneigentlicher Integrale verzichtet werden kann, wenn es gelingt die Koordinaten von g; und

h; beziiglich der ersten m-Elemente der Basis 8, zu bestimmen.

4.3.3 Umsetzung durch Matrixmultiplikationen

Fiir eine effiziente Programmierung des Verfahrens ist es erstrebenswert, die zur Berechnung
der Koeffizientenmatrix M erforderlichen Schritte durch Matrixmultiplikation darzustellen.
Dazu werden zunichst ausgehend von den Termen (4.37a) und (4.37b) die beiden Abbildun-

gen

- d
g i Reylx] = Rlx], v(x) - Z fil) 5 ) (4.432)
2

0x;.x)

h: Relx] = Ryglx], v(x) o 5 klZlBkl(x)

v(x) (4.43b)
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eingefiihrt. Unter Verwendung der Abbildungen g und 4 lautet die Berechnungsvorschrift fiir

die Eintrdge der Koeffizientenmatrix nun

mgj = f Po(X)$;(x)g ;(x) dx + f Po(X)$;(x)h (x) dx
o 7. (4.44)
= f Po(X)$;(x)g(¢ ;(x)) dx + f Po(X)¢,(X)(;(x)) dx .

Fiir beliebige u,v € R_,[x] und 0,0, € R gilt
(o u(x) + o,v(x)) = Z fi@)5— (0'1u(x) + o,v(x))

0
= Z fu(x) (0'1 u(x) + a'za—v(x))
(4.45)

0
=0 ; ﬁ(x)a—xkuu) + 0y ; fil) g ()
=0,18(u) + o,8(v) .

Die Abbildung g ist also linear und der Nachweis der Linearitit fiir 4 verlduft vollkommen
analog. Daraus folgt, dass beide Abbildungen durch Matrizen dargestellt werden konnen.

Bezeichne nun @4 die durch

m

Oy 1R [x] = R”, v(x) = > e o (cppoc,) (4.46)

i=1
gegebene Koordinatenabbildung beziiglich der Basis 8, und @, die entsprechend definierte
Koordinatenabbildung beziiglich der Basis $,. Dann ist die Inverse der Koordinatenabbil-

dung @z durch

G G
Oz R S R [x] | [ o v@) = (¢ 8)| (4.47)

C C

m m

gegeben und die Inverse der Koordinatenabbildung @4 berechnet sich analog und wird mit
(Dg;i bezeichnet. Die darstellenden Matrizen der Abbildungen (4.43a) und (4.43b) beziiglich
den Basen B, und 8, sind dann durch

G =[8ls,s, = @5, (5 (5 (€)). .. s, (5 (03] ()] € 2™ (4.482)
H = [hlg g, = |@g (h(0F (€)))..... Dy (h(PF (e,)))] € R (4.48b)
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gegeben. In Vorbereitung auf spéter wird dieser, zunidchst noch sehr iibersichtliche Zusam-
menhang in Abbildung 24 beispielhaft fiir g durch das entsprechende kommutative Dia-
gramm dargestellt.

R_,[x] —— Rylx]

g, g,

Rm

> RS

Abbildung 24: Kommutatives Diagramm fiir die Abbildung g

Unter Verwendung von G und H lautet die Berechnungsvorschrift fiir die Eintrige der Ko-

effizientenmatrix (4.44) nun

m; :fpo(x)¢i(x)g(¢j(x)) dx + fpo(x)fﬁ,-(x)h((bj(x)) dx
e e o (4.49)
=jh@mm%mmm@m»m+fmmmw%0mawm»w

Da ¢; gerade das j-te Element der Basis B, ist, gilt

Dy (6,(0)) = ¢ (4.50)

und unter Verwendung der Notation aus (4.41a) und (4.41b) folgt weiter

Z%@m+2@mm (4.512)

1

. (Ge))

i

Ms

O (He)) = ) cidx) + Z dji(x) (4.51b)

I
—

i

was unter Verwendung von (4.47) umgeschrieben werden kann zu

(610 oo G0, @), s U ,0)G ey = D aig () + D b (x)
i=1 i=1
(4.52a)
(6100 o Bu@) U@ s U @)He = ) b0+ ) dii(x)
i=1 i=1
(4.52b)

Aus einem Vergleich der linken- und rechten Seiten in (4.52a) und (4.52b) wird ersichtlich,
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dass fiir die gesuchten Koeffizienten

e/Ge,=ay (4.53a)

efHe,=c; (4.53b)

gelten muss. Mit den gefundenen Ergebnissen kann die Koeffizientenmatrix wie folgt
M=|1,0,,|G+H (4.54)
geschrieben werden.

4.3.4 Konstruktion der darstellenden Matrizen

Mit (4.54), (4.48a) und (4.48b) liegt bereits eine Berechnungsvorschrift fiir die Koeffizien-
tenmatrix M vor. Da zu deren Umsetzung lineare Gleichungssysteme geldst werden miissen,
deren Dimension der Anzahl der verwendeten Ansatzfunktionen entspricht, steigt der Re-
chenaufwand sehr schnell an, wenn die Anzahl der Ansatzfunktionen erhoht wird. Dieser
Effekt, der in [53], S.45ff als ,,Fluch der Dimension bezeichnet wird, fiihrt dazu, dass die
Anzahl an Ansatzfunktionen die verwendet werden konnen, und damit letztendlich auch die
Dimension der Systeme die betrachtet werden konnen, stark begrenzt ist.

Aus diesem Grund ist es wiinschenswert Berechnungsvorschriften fiir G und H zu finden, die
ohne das Losen linearer Gleichungssysteme auskommen. Neben der dadurch ermdéglichten
Erhohung der Anzahl von Ansatzfunktionen besteht die Moglichkeit, den dadurch gegebe-
nen Einblick in die Struktur der Matrizen in Zukunft zu verwenden, um besser angepasste
Losungsverfahren zu entwickeln.

Aus der Definition der Abbildungen (4.43a) und (4.43b) folgt, dass diese durch

g: R [x] > Rylx], v(x) - (Z #f; 0 ak] (v(x)) (4.55a)
i=1
1 n
h: Relx] = Ryglx], v(x) o 3 {Z #B;; 0 & 0 al) (v(x)) (4.55b)
k=1

als Kompositionen der Abbildungen

9, R_,[x] = R_,[x], v(x) — a;ix) (4.562)
#fi 1 Rey[x] = Rg[x], v(x) = fi(x)v(x) (4.56b)
#B;; 1 R, [x] = Rg[x], v(x) — B;;(x)v(x) (4.56¢)

aufgefasst werden konnen, wobei wieder i, j = 1,...,n gilt. Da es sich bei (4.56a), (4.56b)

und (4.56¢) wieder um lineare Abbildungen handelt, konnen diese ebenfalls als Matrizen
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dargestellt werden. Dabei wird die Darstellung dieser Abbildung besonders einfach, wenn
die Monom-Basen M, und M, verwendet werden, wobei spanM,; = R_,[x] und spanM, =
R_g[x] gelten soll. Mit den zugehorigen Koordinatenabbildungen @ und @, , sowie deren

Inversen, folgen zunéchst die darstellenden Matrizen

D; = [0,]pm, = [©ag, (3 (@31 (€)oo @ (@3] (e,)))] € R (4.57a)
Fi= [+ flyom, = [P (45 (@31 €))) - @pg (o (51 (e,)))] € R (4.57b)
B, =

2B, = [0, (5, (03 €0) - om, (5, (03, )] <
(4.57¢)

welche unter Verwendung der Basistransformationen 7', und 7', und deren Inversen verwen-
det werden konnen um G und H darzustellen. Dabei berechnet sich die Transformation T

gemiB

Ty = |0y (P (€)),.... @y (D5 (e,))] € R (4.58)
und fiir deren Inverse T, ' gilt

T, = [0 (03 (€), .. Py (P51 (e,))] € R (4.59)

und die Berechnung von T, und T, " erfolgt analog. Zusammenfassend ist der gesamte Sach-

verhalt am Beispiel von g in Abbildung 25 als kommutatives Diagramm dargestellt.

R_,[x] —— Rylx]

[OF
8

1 R™

Abbildung 25: Erweitertes kommutatives Diagramm fiir die Abbildung g

Wie anhand des Diagramms zu sehen ist, gilt

G=T," [Z F,-Di) T, (4.60)
i=1
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und entsprechend

H=T," [Z BijDiDjJ T,. (4.61)

ij=1

Da T, und T, bei der Bestimmung der Basen B, und 8, mitberechnet werden (sieche dazu

Anhang C.1), muss nur noch die Frage geklirt werden, wie D;, F; und B;; aussehen.

Berechnung von D;:

Als Vorbereitung wird zunéchst die univariate Monombasis
U ={x:j=0....a} (4.62)

betrachtet. Fiir die Differentiation der Basiselemente beziiglich x; gilt unter Verwendung der
Abbildung (4.56a)

oi(xy = 2 = (4.63)

ox;

1 J_l

0 falls j =0
JX; sonst .

Bezeichne nun @q, die Koordinatenabbildung beziiglich U; mit der entsprechenden Inver-
sen, dann ist die darstellende Matrix der Abbildung 9; eingeschrénkt auf R_, [x;] beziiglich
der Basis U; durch

0 1 0 -+ O]
: 2 :
9y, = | oo 0 eRTDHeD (4.64)
. . a,-
0 - -+ .o 0]

gegeben. Das Ziel ist es nun, diese einfache Struktur auf den multivariaten Fall zu tibertragen.
Wiihlt man dazu fiir jede Variable x; in R_,[x] die entsprechende Monombasis U; wie oben,

dann ist
M=U...9U, (4.65)

eine mogliche Wahl fiir die bereits mehrfach verwendete Monombasis M, und die gesuchte
Matrix D; ist dann durch

D; = [0ppm =1Loe1 ®--- @1, 1 ®[0yqy 1, 1 ®...®1, (4.66)

gegeben, wobei ® das Kroneckprodukt (siehe zum Beispiel [34]) und I, € R™" die n dimen-

sionale Einheitsmatrix bezeichnet.
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Berechnung von F; und B;;:

Die Berechnung von F; und B;; erfolgt &hnlich wie die Berechnung von D;. Ausgangspunkt
ist wieder die Monombasis U, von oben sowie eine weitere analog aufgebaute Monomba-
sis V,, fiir die spanV; = Rsﬁ,- [x] gilt. Da Rsai [x] C Rsﬁi [x] ist, existiert eine positive Zahl
Y: = B;—«;, so dass eine weitere Monombasis ‘W; mit span'W; = R_, [x] existiert. Unter die-
sen Voraussetzungen gilt dann u,xw; € V, fiir alle w; € W, und u; € U,. Diese Uberlegungen

fiihren zunichst auf die Abbildungen
sx! 1 R, [x] > R [x], v(x) - x/v(x) (4.67)

wobei j =0,...,y;undi = 1,...,n gilt. Die entsprechenden darstellenden Matrizen beziig-
lich der Basen U, und V; sind dann durch

0
[*x{]fu(v. = Ia,-+1 € REIX(@D (4.68)

i 6

gegeben. Dabei sind 0 € R>@+D § e RO-2@+D Nyllmatrizen und I, ., ist wie oben

definiert. Fiir die Erweiterung auf den multivariaten Fall sei M, gemif3 (4.65) definiert und
die ebenfalls bereits mehrfach verwendete Monombasis M,, dann gilt

J — J
[*xi]Mle - Iﬁn+1,a,,+1 ®.. '®Iﬁi+1+1,%+1+1 ® [*xi ]‘LI,-(V,- ®I;8i71+1,a,-,1+1 ®.. '®I,81+1,a1+1 (4.70)

wobei I, ,, = [1,,0,,_,,,1" € R™" ist. Daraus folgt, dass in der Definition (4.68) fiir j = 0 der
Spezialfall

57y, = Tt 4.71)
enthalten ist. Insgesamt ergibt sich unter Verwendung der Superskripte j, = 0,...,y, fiir
i=1,...,n

[*x,];n kL Lk Xl{l]Mle = [*xf;],un,vn ®...9 [*x{]%% (4.72)
womit nun die Multiplikation mit einem beliebigen m; € M; = W, ® ... ® W, darstellbar

ist. Per Konstruktion gilt weiter f;(x), B, j(x) € spanM, fiir alle i, j = 1, ..., n. Es existieren
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also Zahlen a;, b, so dass

dimM;
fi(x) = Z a;  ms (4.73a)
k=1
d1mM3
By;(x) = Z bijpms i (4.73b)
k=1

gilt, wobei dimM; die Anzahl der Elemente in der Basis M, bezeichnet und der Ausdruck
ms,; so zu verstehen ist, dass jedes Element aus der Basis M; genau einmal in der Summe

vertreten ist. Daraus folgt schlieBlich, dass die gesuchten Matrizen F; und B;; durch

dimM;
_ jn,k jU(
F, = kZ:; iy [*xn * .. %X ]Mle (4.74a)
dimM; ) )
— Ink J1.k
B = Z biix [*x,, L% X ]Mle (4.74D)

k=1

gegeben sind, wobei hier nun durch die Doppelindizierung j;, zum Ausdruck gebracht wer-
den soll, dass simtliche moglichen Indexkombinationen durchlaufen werden. In den meisten
Anwendungsfillen bestehen die Ausdriicke f;(x) und B;;(x) aus einzelnen Monomen oder
aus der Summe weniger Monome, so dass in (4.74a) und (4.74b) nur wenige Glieder be-

riicksichtigt werden miissen.
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4.4 Anwendung zur Untersuchung der Modelle des EH-Systems

Im Folgenden soll das in 4.3 vorgestellte Verfahren zur ndherungsweisen Losung der Fokker-
Planck-Gleichung zur Bestimmung von Wahrscheinlichkeitsdichten der durch weilles Rau-
schen angeregten Modelle des EH-Systems verwendet werden.

Dazu miissen die Modelle zunichst in ein System 1. Ordnung umgeschrieben werden. Sei

dazu x der Vektor der Zustandsgroflen, dann gilt

fiir Modell 1 und Modell 2: x = (x,x',v)" = (x;, %y, x3)" (4.75a)

fiir Modell 3:  x = (X, X, X, X50 V)| = (X Xps Xlyr Xy, X5) " (4.75b)

wobei diese Bezeichnung insofern konsistent ist, als dass die Verwendung von x; fiir die
i-te Komponente von x gebraucht werden kann, ohne dass es zu einer doppelten Belegung
der Symbole x; und x, kommt, sofern immer zwischen den unterschiedlichen Modellen un-
terschieden wird. In Vorbereitung auf die Auswertung der Ergebnisse, wurde in den Ko-
ordinaten von Modell 3 eine Anderung vorgenommen. Der Grund hierfiir liegt darin, dass
letztendlich die Verteilungsdichten fiir w und w gesucht sind und diese aus den Verteilungs-
dichten von x;, x} und x,, x/, nicht ohne weiteres rekonstruiert werden konnen. Daher wird
die neue Koordinate x,, = x; + x, eingefiihrt und benutzt um x; zu ersetzen.

Die entsprechenden rechten Seiten f konnen dann fiir Modell 1 aus (2.44a), (2.44b), fiir
Modell 2 aus (2.56a), (2.56b) und fiir Modell 3 aus (2.66a), (2.66b), (2.66¢) zu

X2
fiir Modell 1: f = [ =£,x, + 3x; — 3x7 + VX3 (4.76a)
~YeX2 T HX3
X2
fiir Modell 2:  f = | =y x, + 1x; — 127 + ynxs (4.76b)
“YeXo T HX3
fiir Modell 3:
Xy
Xy
=0, = (& = L)xy + (@) + @) (xy, — X)) + (@1 + @)X, + (B + By)xy, — (Vm, + ¥Ym,)Xs
—oXy + @y (X, — X)) + A Xy + o Xy, — Ym,Xs

_)/el(x()v - X4) - 762x4 — HXs
(4.76¢)

bestimmt werden, wobei in allen drei Féllen der Term der FuBBpunkterregung entfernt und

eine Ddmpfung { hinzugefiigt wurde. Die Modellierung der Anregung durch das weille Rau-
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schen erfolgt gemiB (4.21), wobei

fiir Modell 1 und Modell 2: G = (0, w, 0, 0)" (4.77a)
fiir Modell 3: G = (0,0, w,0 + w,0, w,0, 0)" (4.77b)

mit

! I
R (7 ) dx + [ 1,00 ) - .
Y T [ 20 d D) d = '
oWy fo D (x) x+flp My @5 (x) dx

gilt. Die Anregung durch das weifle Rauschen ist also unabhéngig von der Position des Sys-
tems und wirkt nur auf den mechanischen Bereich. Desweiteren ist die Intensitit, die auf die
einzelnen Koordinaten von Modell 3 wirkt, nicht unabhiéngig.

Aus (4.77a) und (4.77b) konnen nun die Matrizen B zu

0 0O O
fiir Modell 1 und Modell 2: B =10 w%az 0 (4.79a)
0 0O O
00 0 0 0
2 2 2

fiir Modell 3: B — 0 0 (w +wy)o” (w +wyw,o 0
0 0 (W, +wy)w,o? wio? 0
00 0 0 0

(4.79b)

berechnet werden, wobei fiir die konkrete Rechnung der Wert oo = 1/w, verwendet wird.
Wie die zur Bestimmung der orthonormalen Ansatzfunktionen bendtigte Wahrscheinlich-
keitsdichte p, bestimmt werden kann, wird in [53] S.744T ausfiihrlich beschrieben und hier
deswegen nicht erneut aufgegriffen.

Von wesentlicher Bedeutung fiir die erzielten Ergebnisse ist der Grad der einzelnen Varia-
blen, der in den Ansatzfunktionen beriicksichtigt wird und in den oben aufgefiihrten Uberle-

gungen mit @ bezeichnet wurde. Fiir die hier gezeigten Ergebnisse wurde

fiir Modell 1 und Modell 2: a = (10,4,4) (4.80a)
fiir Modell 3: a« =(10,10,1,1,1) (4.80b)

verwendet. Wie zu sehen ist, wird fiir die Korrektur der Geschwindigkeiten und der Span-
nung in Modell 3 lediglich ein linearer Ansatz verwendet, was daran liegt, dass mit hoheren
Ansitzen kein verwertbares Ergebnis erzielt werden konnte. Der Grund dafiir liegt nicht in
der Programmierung des Verfahrens, sondern in Schwierigkeiten, die bei der Normierung

der berechneten Losung entstehen.
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Aus der Betrachtung von f und B kann zudem

fiir Modell 1: y=(3,1,1) (4.81a)
fir Modell 2: y =(5,1,1) (4.81b)
fir Modell 3: y=(@3,1,1,1,1) (4.81c¢)

abgelesen werden, so dass sich schlie3lich

fiir Modell 1: B =(13,5,5) (4.82a)
fiir Modell 2: B = (15,2,2) (4.82b)
fiir Modell 3: g =(13,11,2,2,2) (4.82c)

ergibt. Die Anzahl der beriicksichtigten Ansatzfunktionen in den einzelnen Basen, die als
MaB fiir die GroBe des gelosten Problems interpretiert werden kann, ist in Tabelle 12 auf-
gefiihrt. Wie zu sehen ist, miissen fiir Modell 1 und Modell 2 jeweils 275 Koeffizienten und
fiir Modell 3 schon 968 Koeffizienten bestimmt werden. Die Unterschiede in der Problem-
grofe spiegeln sich direkt in der zur Losung benotigten Rechenzeit wieder. So bendtigt die
Berechnung der Losung von Modell 1 und Modell 2 weniger als 5 Minuten, wihrend die

Berechnung der Losung von Modell 3 bereits knapp 2 Stunden dauert.

Tabelle 12: Dimension der verwendeten Basen

Modell | dimM; dimM, dimM;,

1 275 504 16
1 275 576 24
3 968 4536 64

Damit die Ergebnisse, die mit den Modellen 1 und 2 erzielt wurden, mit denen von Modell 3
verglichen werden kénnen, muss zuvor eine Riicktransformation in physikalische Koordina-
ten gemal} Gleichung (2.46) durchgefiihrt werden. Fiir die Auswertung werden im Folgenden
zunéchst die Randverteilungen der einzelnen Koordinaten dargestellt, wobei die dafiir ver-
wendeten Abbildungen wie folgt aufgebaut sind. In der linken Spalte sind die im Ansatz
(4.29) verwendeten initialen Randverteilungen p, in schwarz und die durch die Losung der
Fokker-Planck-Gleichung berechneten Randverteilungen p in blau fiir Modell 1, in griin fiir
Modell 2 und in rot fiir Modell 3 dargestellt. In der rechten Spalte wird der selbe Farbco-
de verwendet und es sind die Randverteilungen p als durchgezogene Linien und die mittels

Monte-Carlo-Simulation berechnete Referenzlosungen gepunktet dargestellt.
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4.4.1 Ergebnisse fiir Modell 1

1072

PwW)[1/mm]
Py(W)[1/mm]

|
-20  -10 0 10 20

w[mm]
1073
_ ol ]
g 1 | g
£ £
5 1 |
ES =3
QU QU
0 |
-2 -1 0 1 2
w[m/s]
. .1072
[ T
4 f)
=3 =Y |
= 2 =
= 2 20 o
< 1 <
0 | 0 |
-100 -50 0 50 100 -100 -50 0 50 100
v[V] v[V]

Abbildung 26: Initiale (schwarz) und berechnete Randverteilungen aus der Losung der Fokker-
Planck-Gleichung (blau) und Monte-Carlo-Simulationen (blau gepunktet) fiir Modell 1.

Wie durch die Betrachtung der Abbildungen 26 a), 26 c) und 26 e) zu sehen ist, findet durch
das Verfahren eine deutliche Korrektur der initialen Losungen fiir die Wahrscheinlichkeits-
dichten der Lage p,, und der Geschwindigkeit p,, statt, wihrend die Randverteilungsdichte
der Spannung p, durch die initiale Losung bereits sehr gut getroffen wird. Die Vergleiche
mit den Referenzldsungen aus der Monte-Carlo-Simulation in Abbildungen 26 b), 26 d) und

26 f) zeigen generell eine gute bis sehr gute Ubereinstimmung.
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4.4.2 Ergebnisse fiir Modell 2

1072 1072
a) T 7

P (W)[1/mm]
Pw(W)[1/mm]

El El
E | £
= =1 -
2 2
ES =3
Y Y
0 | | I
-2 -1 0 1 2
w[m/s]
1072
f) T
= =4 |
2 T .l |
< <
0 !
-100 =50 0 50 100 -100 =50 0 50 100
v[V] v[V]

Abbildung 27: Initiale (schwarz) und berechnete Randverteilungen aus der Losung der Fokker-
Planck-Gleichung (griin) und Monte-Carlo-Simulationen (griin gepunktet) fiir Modell 2.

Die Auswertung der in Abbildung 27 dargestellten Ergebnisse fiir Modell 2 zeigt ein dhn-
liches Bild wie im vorherigen Abschnitt. Auch hier findet durch das Verfahren eine deutli-
che Korrektur der initialen Losungen fiir die Wahrscheinlichkeitsdichten der Lage p,, und
der Geschwindigkeit p,, statt, wie anhand der Abbildungen 27 a) und 27 c¢) zu sehen ist.
Die Randverteilungsdichte der Spannung p,, welche in Abbildung 27 e) dargestellt ist, wird
durch die initiale Losung erneut so gut getroffen, dass keine sichtbare Korrektur stattfindet.
Die Vergleiche mit den Referenzlosungen aus der Monte-Carlo-Simulation in Abbildungen

27 b), 27 d) und 27 f) zeigen erneut eine gute bis sehr gute Ubereinstimmung.
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4.4.3 Ergebnisse fiir Modell 3

1072 1072

a) |

PwW)[1/mm]
Py(W)[1/mm]

Py(W)[s/mm]
Py(W)[s/mm]

=4 | =
z 2 1 22
< <
0 | 0 |
~100 =50 0 50 100 ~100 -50 0 50 100
v[V] v[V]

Abbildung 28: Initiale (schwarz) und berechnete Randverteilungen aus der Losung der Fokker-
Planck-Gleichung (rot) und Monte-Carlo-Simulationen (rot gepunktet) fiir Modell 3.

Die Auswertung der in Abbildung 28 dargestellten Ergebnisse fiir Modell 3 zeigt im Ver-
gleich zu den beiden vorherigen Abschnitten ein abweichendes Bild. Auch hier findet durch
das Verfahren eine deutliche Korrektur der initialen Losungen fiir die Wahrscheinlichkeits-
dichte der Lage p,, statt, wie anhand Abbildung 28 a) zu sehen ist. Fiir die Wahrscheinlich-
keitsdichten der Geschwindigkeit p, und der Spannung p, findet keine Korrektur statt. Im
Gegensatz zu den Ergebnissen der in den beiden vorherigen Abschnitten prisentierten Mo-
dellen 1 und 2, liegt dies aber teilweise daran, dass in der Berechnung ein Ansatz mit zu
niedrigem Polynomgrad verwendet wurde. So zeigt der Vergleich mit den Ergebnissen aus
der Monte-Carlo-Simulation fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Geschwindigkeit p,, in

Abbildung 28 d) eine relativ starke Abweichung, so dass davon auszugehen ist, dass eine
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weitere Verbesserung der Losung moglich wire. Der Vergleich mit den Ergebnissen aus der
Monte-Carlo-Simulation fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Spannung p, in Abbildung
28 f) zeigt jedoch wieder eine sehr gute Ubereinstimmung, so dass auch hier wieder davon
ausgegangen werden kann, dass die initiale Losung bereits ausreichend genau ist.

Die berechnete Losung fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte der Lage p,, stimmt wieder sehr
gut mit den Ergebnissen aus der Monte-Carlo-Simulation iiberein, wie in Abbildung 28 b)

zu sehen ist.

4.5 Beurteilung der erzielten Verbesserung

Die Verbesserung, welche durch die vorgestellte Programmierung erzielt wird, liegt neben
einer Steigerung der Geschwindigkeit vor allem in der Grofe der Probleme, die behandelt
werden konnen. Dies ist relevant, da die Anwendbarkeit bisheriger Implementierungen in-
sofern durch die Problemgrofe eingeschrinkt war, als dass zu grofle Probleme zu einem
Abbruch der Programmausfithrung wihrend der Aufstellung des zu 16senden Gleichungs-
systems fiihrten.

In der Arbeit von Martens [54] wird als Beispiel fiir ein groes Problem ein System mit 10
Zustandsgrofen analysiert. Aus der Arbeit geht auBerdem hervor, dass zur Bestimmung des
gesuchten Polynoms ein Gleichungssystem mit knapp 5 - 10* Unbekannten gelst werden
musste. Diese Zahl stellt ein plausibles MaB fiir die Grof3e des betrachteten Problems dar, da
der Hauptaufwand des Programms in der Erstellung und Losung dieses Gleichungssystems
liegt.

Mit der Implementierung welche in der vorliegenden Arbeit vorgestellt wird, wurden Pro-
bleme behandelt, die knapp 3 - 10° Unbekannte enthielten. Dabei konnte das resultierende
Gleichungssystem aufgestellt und geldst werden, aber es kam zum Auftreten einer neuen
Problematik, welche darin besteht, dass das berechnete Ergebnis nicht mehr normiert werden
konnte, da die dazu benétigte Berechnung der uneigentlichen Integrale nicht mehr moglich

war.
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S Zusammenfassung

Inhalt

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Modellierung und der Bereitstellung von Analy-
semethoden fiir ein bistabiles piezoelektrisches Energy-Harvesting System. Da das betrach-
tete System seit mehreren Jahren Gegenstand umfangreicher Untersuchungen ist, existieren
zwar bereits Modelle und Analysemethoden, allerdings stammen diese aus einer Phase, in
welcher der Fokus auf der Untersuchung der grundlegenden Eigenschaften des Systems lag.
Dies hat sich mittlerweile gedndert. In den aktuellen Arbeiten zum Thema geht es meist
darum, Systeme fiir konkrete Anwendungsszenarien auszulegen und zu optimieren, was zu
gesteigerten Anforderungen hinsichtlich der Vorhersagefihigkeit der verwendeten Modelle,

sowie der Effizienz und Genauigkeit der eingesetzten Analysemethoden gefiihrt hat.

Nach einer grundlegenden Einfithrung in die Thematik des Energy-Harvestings in Kapitel 1

werden dazu in der vorliegenden Arbeit die folgenden Themen behandelt:
e Eine ausfiihrliche Herleitung des mathematischen Modells in Kapitel 2.

e Die Anwendung der Methode der Harmonischen Balance mit multifrequenter Ansatz-
funktion zur Analyse des dynamischen Verhaltens bei einer harmonischen Anregung

in Kapitel 3.

e Die Anwendung eines Galerkin-Verfahrens zur Berechnung von Wahrscheinlichkeits-

dichten bei einer Anregung durch weiles Rauschen in Kapitel 4.

In Vorbereitung auf den Modellierungsprozess werden in Abschnitt 2.1 Voriiberlegungen da-
zu angestellt, welche Theorien verwendet werden miissen. Da experimentell ermittelte Kraft-
Weg-Kurven einen linearen Zusammenhang aufweisen und ausschlieflich Schwingungen
mit niedriger Frequenz betrachtet werden, wird der Balken geméf der Euler-Bernoulli Bal-
kentheorie modelliert und fiir die Modellierung der Piezokeramiken wird die lineare Theorie
verwendet.

Die Beschreibung des elektro-mechanischen Modells des EH-Systems erfolgt in Abschnitt
2.2. Fiir dieses Modell wird in Abschnitt 2.3 zunichst die Lagrange-Funktion berechnet und
anschlieBend wird aus dieser, durch Auswertung des Prinzips von Hamilton, die Bewegungs-
gleichungen hergeleitet. Diese sind durch eine bereichsweise definierte partielle Differential-
gleichung fiir den mechanischen Bereich und eine gewohnliche Differentialgleichung fiir den
Stromkreis gegeben. Fiir die weitere Verwendung der Bewegungsgleichungen wird die parti-
elle Differentialgleichung diskretisiert. Da die Diskretisierung mittels Ritz-Verfahren in den
Energieausdriicken oder mittels Galerkin-Verfahren in den Bewegungsgleichungen erfolgen
kann und beide Verfahren gebrduchlich sind, werden beide Moglichkeiten besprochen und es

wird gezeigt unter welchen Bedingungen beide Verfahren ein identisches Ergebnis liefern.
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In Abschnitt 2.4 werden aus den diskretisierten Bewegungsgleichungen drei verschiedene
Modelle abgeleitet, welche den am Fachgebiet Mechatronische Maschinendynamik vorhan-
denen experimentellen Aufbau in unterschiedlichem Detailierungsgrad abbilden. Zur Vali-
dierung der Modellbildung werden in Abschnitt 2.5 Simulationsergebnisse dieser Modelle
mit experimentell erzielten Ergebnissen verglichen.

Dabei zeigt sich eine gute quantitative Ubereinstimmung, solange die Modelle Losungen
liefern, die qualitativ zu dem im Experiment gemessenem Verhalten passen. Fiir den Fall
koexistierender Inter- und Intrawell-Losungen ist diese Einschrinkung offensichtlich, und
anhand der Abbildungen 6 und 7 zu sehen. Dariiber hinaus existieren aber auch Anregun-
gen, bei denen die Modelle qualitativ unterschiedliche Losungen liefern, was beispielhaft in
Abbildung 8 zu sehen ist. Fiir die gewidhlte Anregung zeigt das Experiement eine Intrawell-
Losung, welche im Vergleich zur Anregung eine Periodenverdopplung aufweist. Diese Peri-
odenverdopplung wird lediglich vom Modell mit quintischer Nichtlinearitit korrekt vorher-
gesagt, wihrend die beiden anderen Modelle Losungen liefern, die in ihrer Periodizitéit der
Anregung entsprechen. Diese Abweichung im qualitativen Verhalten fithrt auch zu groflen
quantitativen Unterschieden, welche zu Problemen bei der Auslegung oder Optimierung des
Systems fithren konnen. Wie dieses Beispiel zeigt, ist das meist verwendete Modell mit ku-
bischer Nichtlinearitit und einer Ansatzfunktion in der Diskretisierung nicht immer in der

Lage, das Systemverhalten korrekt wiederzugeben.

Als Grundlage fiir die Analyse des dynamischen Verhaltens bei einer harmonischen An-
regung werden in Abschnitt 3.1 die verschiedenen moglichen Losungsarten Intrawell, Inter-
well und Chaos besprochen. Desweiteren wird gezeigt, wie sich die Information iiber das
Auftreten der verschiedenen Losungsarten in sogenannten Antwortdiagrammen iibersicht-
lich zusammenfassen ldsst. In Abschnitt 3.2 wird erldutert, wie solche Antwortdiagramme
mittels numerischer Integration erstellt werden konnen. Dabei wird ausfiihrlich auf die Nach-
teile der Methode eingegangen, welche vor allem in der langen Laufzeit und der aufwindigen
Programmierung bestehen.

Als alternative Moglichkeit zur Konstruktion der Antwortdiagramme wird in Abschnitt 3.3
die Methode der Harmonischen Balance vorgestellt. Nach einer grundlegenden Beschrei-
bung der Methode in Abschnitt 3.3.1, erfolgt in Abschnitt 3.3.2 die Konkretisierung fiir den
Fall einer monofrequenten Ansatzfunktion, wie sie in der Literatur zum Thema Energy-
Harvesting mehrfach zu finden ist. In Abschnitt 3.3.3 erfolgt die Konkretisierung fiir den
Fall einer multifrequenten Ansatzfunktion, welche nach Kenntnisstand des Autors fiir das
betrachtete EH-System bislang noch nicht veroffentlicht wurde.

Generell ist damit zu rechnen, dass die Verwendung einer multifrequenten Ansatzfunktion
zu einer Verbesserung der Qualitit der erzielten Nédherungslosung fiihrt, falls die Losung
mehrere Frequenzen enthilt, was fiir das betrachtete EH-System meist zutrifft. Gleichzeitig

fiihrt die Verwendung einer multifrequenten Ansatzfunktion zu einer deutlichen Erhohung
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der Komplexitit in der Umsetzung des Verfahrens, was in erster Linie daran liegt, dass die
resultierenden nichtlinearen Gleichungen nicht mehr analytisch 16sbar sind. Bei der Losung
mittels numerischer Niherungsverfahren muss sichergestellt werden, dass alle Losungen ge-
funden werden und das Losungen, die keine physikalische Relevanz besitzen, aussortiert
werden. Die dazu notwendigen Schritte sowie deren praktische Umsetzung werden anhand
eines Beispiels ausfiihrlich besprochen. Dabei wird deutlich, dass insbesondere die Ansatz-
funktionen, die in der Lage sind Ndherungslosungen mit Periodenvervielfachungen abzubil-
den, eine sehr hohe Anzahl von physikalisch nicht relevanten Lésungen produzieren.
Weiter wird gezeigt, wie durch die Analyse des Frequenzinhalts von im Vorfeld erzeugten
Simulationsergebnissen besonders gut geeignete Ansatzfunktionen bestimmt werden kon-
nen, wodurch der erforderliche Rechenaufwand drastisch reduziert werden kann.
Abschlieend werden in Abschnitt 3.3.4 Antwortdiagramme, die mittels der Methode der
Harmonischen Balance mit monofrequenter- beziehungsweise multifrequenter Ansatzfunkti-
on berechnet wurden, miteinander verglichen und einem Referenzdiagramm, welches durch
numerische Integrationen bestimmt wurde, gegeniibergestellt. Wie in Abbildung 23 zu se-
hen ist, unterscheiden sich die Antwortdiagramme fiir verschiedene Ansatzfunktionen, die
mit der Methode der Harmonischen Balance erstellt wurden, stark voneinander. Dies gilt be-
sonders fiir die Frequenzspanne des Bereichs, in dem ausschlieBlich eine Interwell-Losung
mit einer Periodizitdt von eins existiert. Da dieser Bereich fiir den Betrieb den EH-Systems
besonders giinstig ist, stellt diese Groe ein mogliches Kriterium fiir die Auslegung oder
Optimierung des Systems dar, was eine genaue Vorhersage notwendig macht.

Weitere auffillige Unterschiede finden sich bei der Intrawell-Losung fiir niedrige Frequen-
zen der Anregung. So ist der monofrequente Ansatz nicht dazu geeignet die superharmoni-
sche Resonanzstelle abzubilden, was zu starken qualitativen und quantitativen Abweichun-
gen fiihrt.

Das Referenzdiagramm, welches durch numerische Integration berechnete wurde, stimmt
mit dem Diagramm das mittels Harmonischer Balance und multifrequenter Ansatzfunktion
berechnet wurde in weiten Bereichen sehr gut iiberein. Da zudem die benétigte Rechen-
zeit im Vergleich zur numerischen Integration vergleichsweise gering ausfillt, 14sst sich als
Schlussfolgerung festhalten, dass die Methode der Harmonischen Balance ein addquates Ver-
fahren zur Analyse des betrachten EH-Systems darstellt, sofern eine geeignete multifrequen-

te Ansatzfunktion verwendet wird.

Als Grundlage fiir die Analyse des dynamischen Verhaltens bei einer stochastischen An-
regung durch weilles Rauschen werden in Abschnitt 4.1 die Grundlagen stochastischer Dif-
ferentialgleichungen wiederholt. Anschlieend wird in Abschnitt 4.2 gezeigt, wie die Be-
stimmung von Verteilungsdichten mittels Monte-Carlo-Simulationen erfolgen kann, wobei
dieses Verfahren den Nachteil besitzt, dass sehr lange Rechenzeiten benétigt werden. Als

Alternative wird in Abschnitt 4.3 ein Galerkin-Verfahren vorgestellt, welches zur Bestim-
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mung von Verteilungsdichten durch die Berechnung von Nédherungslosungen der zugeord-
neten Fokker-Planck-Gleichung verwendet werden kann.

Eine detaillierte Beschreibung des Verfahrens erfolgt in Abschnitt 4.3.1 und in Abschnitt
4.3.2 wird gezeigt, wie durch die Verwendung orthonormaler Ansatzfunktionen eine drasti-
sche Vereinfachung des Verfahrens erzielt werden kann. Da die dabei verwendete Darstel-
lung des Verfahrens analytisch ist, ldsst sich daraus zunéchst noch keine effiziente Moglich-
keit zur Programmierung ableiten. Um zu einer dafiir geeigneten Darstellung zu gelangen,
werden in Abschnitt 4.3.3 die darstellenden Matrizen der zur Umsetzung des Verfahrens
bendtigten Operationen beziiglich beliebiger Basen berechnet und das Verfahren in Matrix-
Schreibweise iiberfiihrt. Darauf aufbauend erfolgt dann in Abschnitt 4.3.4 eine explizite Be-
rechnung der Eintrdge der darstellenden Matrizen beziiglich geeigneter Monombasen, was
eine nochmalige Vereinfachung der Umsetzung des Vefahrens erlaubt. Desweiteren wird
gezeigt, wie die bendtigten Matrizen als Kronecker-Produkte deutlich kleinerer Matrizen ge-
schrieben werden konnen, was einen Einstiegspunkt fiir eine zukiinftige Weiterentwicklung
des Verfahrens darstellt.

Zum Abschluss des Kapitels wird das besprochene Verfahren in Abschnitt 4.4 zur Ana-
lyse der drei hergeleiteten Modelle verwendet. Ein Vergleich mit Referenzergebnissen aus
Monte-Carlo-Simulationen zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung, bei deutlich geringeren
Rechenzeiten. Das vorgestellte Verfahren stellt daher ein effizientes Werkzeug zur Untersu-

chung des betrachteten EH-Systems bei einer Anregung durch weiles Rauschen dar.

Ausblick

Nach Beendigung der vorliegenden Arbeit stellt sich eine Vielzahl weiterfithrender Fragen
hinsichtlich der Anwendung und der Moglichkeiten zur Verbesserung des vorgestellten Mo-

dells und der beschriebenen Analysemethoden.

Im Hinblick auf die Anwendung muss geklirt werden, welcher Detailierungsgrad fiir die
Modellierung notwendig ist. Die in der vorliegenden Arbeit prisentierten Vergleiche zwi-
schen Experiment und Simulation enthalten bereits ein Beispiel, in dem die Lage der Ver-
zweigungspunkte der Intrawell-Losungen durch das hiufig verwendete Minimalmodell (in
der Arbeit als Modell 1 bezeichnet) falsch vorausgesagt werden. Da das dabei simulierte EH-
System, sowie die verwendete Anregung nicht untypisch sind, kann dies als Hinweis darauf
verstanden werden, dass das Minimalmodell generell nicht detailliert genung ist. Deswei-
teren stellt sich die Frage, inwiefern die Beriicksichtigung des Einflusses einer durch die
Magnete verursachten Langskraft und eines Moments zu einer verbesserten Vorhersagege-

nauigkeit fithren.

Eine deutliche Verbesserung der im Rahmen der Arbeit prisentierten Modellierung konn-

te erreicht werden, falls es gelingt die auf den Balken wirkenden Magnetkréfte ausschlie$3-
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lich aus physikalischen Parametern zu berechnen. Das momentan verwendete Verfahren, bei
dem ein durch ein Polynom gegebenes Kraftmodell an Messergebnisse angepasst wird, hat
den Nachteil, dass aus den Modellparametern das urspriingliche physikalischeSystem nicht
rekonstruiert werden kann. Dieser Nachteil kommt insbesondere dann zum Tragen, wenn
durch Parametervariationen oder Optimierungen Modellparameter bestimmt werden sollen.
Desweiteren stellt sich die Frage, ob es moglich ist Ansatzfunktionen zu finden, welche die
tasdchliche Schwingform des Systems besser abbilden, als die momentan verwendeten. Dies
konnte zu einer Verbesserung der Vorhersagegenauigkeit des Modells bei gleichbleibend

niedriger Anzahl von Ansatzfunktionen in der Diskretisierung fiihren.

Da in der vorliegenden Arbeit nahezu ausschlielich die mechanische Komponente des EH-
Systems betrachtet wurde, stellt sich zudem die Frage, inwieweit die Modellierung des Ver-
brauchers durch einen Ohmschen Widerstand ausreichend ist. Eine alternative Vorgehens-
weise besteht zum Beispiel darin, einen Kondensator in Kombination mit einer geeigneten

Gleichrichterschaltung als Energiespeicher zu verwenden.

Ausgehend von der vorliegenden Arbeit besteht der nichste Schritt in einer umfassenden
Analyse des EH-Systems unter Verwendung der prisentierten Analysemethoden. Ein nahe-
liegendes Ziel besteht dabei in der Herleitung von Auslegungsrichtlinien, die fiir ein vorge-
gebenes Anwendungsszenario ein moglichst effizientes EH-System liefern. Neben der Frage
nach den optimalen geometrischen Parametern des EH-Systems und der Piezokeramiken ist
dabei vor allem die Frage nach der optimalen Gestaltung der Nichtlinearitédt von Bedeutung.
Charakteristische GroBlen, die dazu betrachtet werden konnen, sind zum Beispiel der Ab-
stand zwischen den Potenzialsenken und deren Tiefe.

Weiterfiihrend stellt sich in diesem Zusammenhang die Frage, inwiefern ein EH-System,
das fiir eine harmonische Anregung optimiert wurde, auch bei einer stochastischen Anre-
gung effizient betrieben werden kann und umgekehrt. Falls sich dabei zeigt, dass bei einer
harmonischen Anregung andere Anforderungen an das EH-System gestellt werden als bei
einer stochastischen Anregung, folgt daraus wiederum die Frage, wie bei einer kombinierten

Anregung vorgegangen werden soll.
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A Modellierung

A.1 Integration der Elektrischen Enthalpiedichte

Das Integral der elektrischen Enthalpiedichte gemill Formel (2.10) berechnet sich zu

he/2 b2

fHdV——fff [zw” (x, )] dx dydz
Q

—hy/2-b/2 0O
hy/2+h, pj2 1,

+% f ff{Y [zw” (x, )] —emhlv(t)zw (x, 1) — ;633 2v (t)} dx dy dz
p

h/2 =b/2 0

~hy/2  b)2 l

+_ f ff{y [2w” (x, )] +6311—v(t)zw”(x f) — —633—2\/ (t)} dx dy dz

—h J/2=h, =b/2 0
lf
_! 1193 Y [w’(x,0)]* d
=3 3 7z w” (x, X
0 )
. Ly . h /2+h - hy/2+h, hy/2+h,
+§f{§bZ3 Y,[w”(x, N emh—v(t) Z ‘ W”(x’f)_§€383bz '
g hy/2 hy/2
. I . —h,/2 ~hy/2 —hg/2
+§f §bz3 Y, W (x, 0] +€311—V(Z)EZ2 w(x, 1) - §e§3bz
0 ~hy/2-h,, ~hg/2~h, —hg/2=h,
I
1
=5 f — bYW’ (x,0)]* dx
0

V(1 5 (h, hy\ , 1 )
5 [ UG\ 5 5| Phy |Yolw (6 0F = Sesiib(h, + hyv(w (x, 1)
0
1, 5
1 1 hy h 1
+§f{ Ebh;+(§s+?p) bh,|Y,[w"(x, H1* - e311b(h + hv(w” (x, f)}
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1 l
dx — 1633 h—vz(t)
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4 h,

(A.1)
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A.2 Auswertung des Prinzips von Hamilton

A.2 Auswertung des Prinzips von Hamilton
Die Lagrange-Funktion lautete geméf Gleichung (2.13)

I

s

% s [Ww(x, 1) + u(f)])* dx
IP

1],
L= % f wy Ov(x, 1) + ()] dx +
0

! Iy (A.2)
1 72 1 72
_EfIYIW (x,1) dx—ifIYzw (x,1)dx
0

L,

+ 9w (1, A1) + ¢, (1)
und die Ausfiihrung der Variation liefert

f I, l

s

6f.£ dr = f - f,ul [W(x, 1) + it()] ow(x, 1) dx — f,u2 [W(x, t) + ii(t)] Ow(x, 1) dx

ty 0 L,

l l Iy

p P
— 1Y, w"” (x, 1)ow'(x, 1) | +1Y, W (x, 1)ow(x, 1) | - f IY,w" (x,)6w(x, t) dx
0 0

0

1
I ! :

— 1Y,W" (x, oW (x, 1) | +1Y,w"" (x, 1)ow(x, 1) | - f IY,w"" (x, )6w(x, t) dx
I !

p 4
L,

- 19W'(lp, HOA(t) + 19v(t)6w'(lp, 1) — 2cpv(t)6/1(t)} dr
(A.3)

Die virtuelle Arbeit der in £ nicht beriicksichtigten nicht konservativen Groen lautet nach
Gleichung (2.14)

[

s

oW = f [q(x, w)ow(x, 1) — m(x, w)ow' (x, 1) + N(x, w)w'(x, )ow'(x, 1)] dx — %6/10)
0
I

s

= f [g(x,w) + m'(x, w) — (N(x, w)W'(x, 1)) | ow(x, ) dx — m(l,, w)ow(l,, 1) — %6/1(0 )
0

(A.4)
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A.2 Auswertung des Prinzips von Hamilton

Die Auswertung duech das Prinzip von Hamilton liefert schlieBlich

n

I
6f£dt+f6Wdt
Ty

)
f L,

= f - f(ﬂl [o(x, 1) + ii(£)] + 1Y, w"" (x, 1) = (N(x, w)w'(x, 1)) — q(x, w) — m’(x, w)) ow(x, 1) dx

Ty

0
lS
_ f(ﬂz [(x, 1) + ii(£)] + IY,w"" (x, 1) = (N(x, w)w'(x, 1)) — q(x, w) — m’(x, w)) ow(x, t) dx
IP

- (2cp}i(t) + %a(t) + W' (1, t)) SAD)
+ (IY,w"(0,1)) 5w’ (0, 1)
= (1YW (L. 1) = TV, (1. 1) = D)) W (L. 1)
—(IY,w" (1, )W (I, 1)
— (1Y, w"(0,1)) 6w(0, 1)
+ (1YW (1L, 0) = IV, W (L., 1)) Sw(l,.. 1)
+ (IY,w" (L, 1) — m(l, w)) Sw(l,, 1) } dr.
(A.5)
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A.3 Diskretisierung mittels Ritz-Verfahren

A.3 Diskretisierung mittels Ritz-Verfahren

Einsetzen des Ansatzes

w0 & ) a0,x) (A.6)
i=1

in die Lagrange-Funktion (2.13) liefert

l

P n 2 n 2
£=3 f {ul D@D + i) 17| Y a0 () }dx
O 1 1
1 Ly n 2 n 2
+3 f {#2 Zai(t)cp,.(x)m(r) 1Y, Zai(t)cl)lf'(x) }dx (A7)
lp 1 1

+9 ) aO®[L)AD) + ¢, (1)

und Einsetzen in die virtuelle Arbeit (2.14) liefert

l

K

oW = f [gCx, w) + m(x, w)'] )~ 6a,()P,(x) dx

0
L n n
f [N(x, W Y a0 Y 6@ (x) dx (A-8)
0 i J
—m(l,, 1) i oa;()D,(l,) — E(5/l(t)
s : i i\'s R .
Die fiir die Auswertung der Lagrange-Gleichungen 2. Art benotigten Terme sind
IP ls
4oL _ Zn: a;(HD;(x) + () | D (x) dx + f Zn: a;()D,(x) + ii(t) | D (x) dx
dr (9aj =1 K h i j H2 h i j
0 i 1]} i
" Ly I 1, I
=> f 1, @ (X)) dx + f @, ()P () dx | (1) + f @) dx + f 1@ () dx (1)
P10 , 0 L,
(A9)
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A.3 Diskretisierung mittels Ritz-Verfahren

und
1, 1,
6‘£ C 77 77 C 7 7 ’ b
Faiale fIY1 Z a; ()P} (x)D7 (x) dx — fIYz Z a; (D ()7 (x) dx + FD(1,) A1)
i 5 i 0 i
n lP ls
=— Z fIYld)Z’(x)Q}’(x) dx + fIYz(Dl'-’(x)(D}'(x) dx|a;(t) + ﬂCI)}(lp))l(t)
=110 I,
(A.10)
beziehungsweise
doL ~ ., .. ;
Ty Z ID)(L,)a (1) + 2¢,A(0) (A1)
und
0L
— =0. A.12
04 ( )

Die rechten Seiten sind gegeben durch

lS

65W 7’ - ’ ’

e, f {[q(x, ) + m(x, 1] ®,(x) + N(x, w) Z a;() @} (x)® ,-(x)} dx = m(l,, (1)
0

[

N

= f[q(x, D+ m(x, 1) — (N(x, w) Z ai(t)d);(x)) ] @ ;(x) dx — m(l,, DD (L)

0
(A.13)

beziehungsweise
ki = A4 ) (A.14)
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A.4 Eigenfunktionen eines diskontinuierlichen Balkens

A.4 Eigenfunktionen eines diskontinuierlichen Balkens

Im Folgenden werden die Eigenfunktionen und Eigenkreisfrequenzen des in Abbildung 29
dargestellten Balkens mit sprunghafter Anderung in Geometrie und Parametern hergeleitet.
Der Balken besitzt die Gesamtlidnge / und der Sprung findet an der Stelle x = /; statt.

Die Massenbelegung und Biegesteifigkeit im Abschnitt 1 (0 < x < /;) werden mit i, und /Y,

beziehungsweise mit p, und /Y, im Abschnitt 2 (/; < x < [) bezeichnet.

My 1Y, Wy, 1Y,
1

—>X

Y

z,w(x, 1)

Abbildung 29: Skizze des Balkens mit sprunghater Anderung in Geometrie und Parametern

Die Feldgleichung fiir die Auslenkung in z—Richtung gemi3 der Euler-Bernoulli Theorie

lautet

ww(x, 1) + IY,w"” (x,1) =0, 0 <x <1,

(A.15)
ow(x, 1) + IV,w" (x,0) =0, [, <x<I
und die Rand- und Ubergansbedingungen sind
w(0,1) =0 (A.16a) w(ly, 1) = w(l], 1) (A.17a)
w'(0,1) =0 (A.16b) w (], 1) =w(l],1) (A.17b)
w”(l,1) =0 (A.16c) yw'(;, 0 = 1,w' (], 1) (A.17¢c)
w”(l,1) =0 (A.16d) 1Y w”(l;,1) = 1Y,w" (1], 1) (A.17d)

wobei die hochgestellten Symbole +/— anzeigen, ob sich die Koordinate dem entsprechen-
den Wert von oben oder unten annihert. Wird fiir die Verschiebung der Produktansatz w(x, t) =
W(x)T (r) verwendet, kann die PDE (A.15) in eine ODE fiir die Zeitfunktion T und eine ODE
fiir die Eigenfunktion W separiert werden. Die ODE fiir die Zeitfunktion lautet

T(t) + W*T({) =0 (A.18)
und hat die Losung
T(t) = A, cos(wt) + B, sin(wt) (A.19)
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A.4 Eigenfunktionen eines diskontinuierlichen Balkens

worin w die Eigenkreisfrequenz ist, welche im Folgenden bestimmt werden soll. Die ODE

fiir die Orstsfunktion lautet

—wW(x)+ IY,W"(x) =0, 0<x<I,

(A.20)
—wW(x) + IY,W"(x) =0, [, <x<I
und hat die Losung
W(x) = A, cos(k,x) + B, sin(k;x) + C, cosh(k;x) + D, sinh(x;x), 0 <x </, (A21)

W(x) = A, cos(k,x) + B, sin(k,x) + C, cosh(k,x) + D, sinh(k,x), [; < x </

worin die Abbkiirzungen

2 2
PO bl G bl ot (A22)
1, 1Y,

verwendet wurden. Fiir die weitere Rechnung werden die dimensionslosen Koordinaten &, =

x/lund &, = (x — [,)/] sowie die Abbkiirzungen

o M

- A23
o, Y A (A.23)

a, =Kl a,=Kl p=
verwendet. Einsetzen in Gleichung (A.21) fiihrt auf die ODE

W) = Ay cos(a, &) + By sin(a,€)) + C, cosh(a, &) + Dy sinh(a,€)), 0<¢, <1/l

W(&,) = A, cos(ay6,) + B, sin(ay&,) + C, cosh(a,§,) + D, sinh(ayé,), 0<& < (I-1)/1
(A.24)

welche zur Auswertung der Rand- und Ubergangsbedingungen verwendet wird. Aus den
Randbedingungen (A.16a) und (A.16b) folgt

Bl1+D1=0 (A.25b)
und somit

W) = A, [cos(a,é)) — cosh(a,&))] + B, [sin(a,&,) — sinh(a,&))], 0< & <1/l. (A.26)
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A.4 Eigenfunktionen eines diskontinuierlichen Balkens

Aus den Ubergangsbedingungen (A.17a)-(A.17¢) und dem bisherigem Ergebniss zusammen

mit den Abkiirzungen

0, = cos(a,l,/l) — cosh(a,/,/1) (A.27a)
0, = sin(a,!; /1) — sinh(e, 1, /1) (A.27b)
05 = cos(a,l, /1) + cosh(a,l,/]) (A.27¢)
04 = sin(a,l, /1) + sinh(e,1, /1) (A.27d)

folgt das Gleichungssystem

-A,-C,+6,A, +6,B, =0 (A.28a)
—-B,-D,-p6,A; +B6,B, =0 (A.28b)
Ay = C, = B2yS3A, — B2y6,B, =0 (A.28c¢)
B, - D, +B*y6,A, — By63B, = 0 (A.28d)

das nach den Koeffizienten A,, B,, C, und D, aufgelost werden kann. Einsetzen der Ergeb-

nisse
A, = % (80, = 6,) A, + (8, + B*v5,) B (A.29a)
B, = %ﬂ |- (B0, + 6,) A, + (8, + B7v55) B, | (A.29b)
C, = % |- (6, +B*78;) A, + (6, - B7v6,) B, | (A.29¢)
D, = %,3 [(ﬁ275z - 54)141 + (51 —:32753) Bl] (A.29d)

unter Verwendung der Abbkiirzungen

- -1 -1 -1
CS=COS(CZle), sn:sin(ale), csh:cosh(a/2 ; l), snh:sinh(cy2 ll)

in die Randbedingung (A.16c¢) liefert

|- (805 = 6,) cs + B(B°6, + 6,) sn — (6, + 5°6;) csh + B (65, — 6,) snh| A,
=d
+ |- (6, +B%6,) cs = B (8, + 8265 ) sn + (6, — 56, ) csh + B (6, — 5°6;) snh| B, = 0

=d|,

(A.30)
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A.4 Eigenfunktionen eines diskontinuierlichen Balkens

nach Einsetzen in die Randbedingung (A.16d)

(865 - 6,) sn + B (826, + 6, ) cs — (6, +5°6;) snh + B (%6, — 6,) csh| 4,

:d21
(A.31)
+ (6, +%6,) sn = B (6, +B°63) cs + (6, — B6,) snh + (6, — 5265 ) esh| B, = 0.
=dy
Die Bedingung fiir die Existenz nichttrivialer Losungen von (A.21) lautet dann
p(w) =dydy —dpdy = 0. (A.32)

Die Auswertung von (A.32) fiihrt auf abzédhlbar unendlich viele Werte w; und zugehorige

Eigenfunktionen W,.

Um die Orthogonalitit der Eigenfunktionen zu beweisen muss gezeigt werden, dass der dem
System zugehorige Differentialoperator selbstadjungiert ist, was fiir den Massenoperator of-
fensichtlich ist und daher nur fiir den Steifigkeitsoperator gerechnet wird. Sei dazu K[-] der
Steifigkeitsoperator und seien f, g zwei Funktionen welche simtliche Rand- und Ubergangs-

bedingungen erfiillen. Die kurze Rechnung
l !
< f.K[g]>= ff(X)IYlg””(X) dx + ff(X)Ing""(X) dx
0 1

N 0 L b
= fOIY 87 (x) | = (OIY 8" (x) | +f(IY,8'(x) | =" (0)IY,8(x) |
0 0 0 0

) 1 ) [ ) ) [ . [ (A.33)
+ FOIY,8" (x) | = (OIY,g" (x) | +f7(D)IY,8 (x) | —f" ()Y, 8(x) |

ll ll ll ll
I, 1

+ fIYlf””(x)g(x) dx + fIYZf""(x)g(x) dx

0 I

=< K[fl.g >

zeigt, dass K selbstadjungiert ist und daher die Eigenfunktionen orthogonal sind.
Falls die Eigenfunktionen zusitzlich auf ihre Masse normiert werden, erfiillen diese die fol-

genden beiden niitzlichen Eigenschaften

A !

f,ulWl-(x)Wj(x) dx + f,UQW,-(x)Wj(x) dx = 0;; (A.34)

0 I
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A /
f 1Y, W (x)W;(x) dx + f 1Y, W (x)W;(x) dx = w}§,; (A.35)
0 A

wobei die erste Eigenschaft die Orthonormalitit beziiglich der Masse darstellt und die zweite
Eigenschaft verwendet, dass 1Y, W/ (x) = w?p; Wy(x) und IY, W/ (x) = w?p, W,(x) gilt.
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B Harmonische Anregung

B.1 Darstellung beliebiger Potenzen harmonischer Funktionen

Fiir n ungerade gilt:

. . n
COSn(rCL)t) — 27n (elrwt + eflrwt)

N o n —i(n=2k)rewt

k=0
n/2—-1 n

_on Z ( n ) emiti=20rwt | n=n Z [ n ) emiti=20rwr
= \ k k=[n/2] k
/2] 0

_on Z n emin=2krwr | on Z [ n ] eitr+20rwr
o\ k =g\ k+n
ln/2] 0

_o-n n emi=20rwr | o-n [ n ) eitr+20rn
o \ K =\ K
n/2] n/2]

— " Z Z —1(n 2k)rowt + 0N Z ( )ei(n—Zk)rwt

k=0
Ln/2]

= 2~(n-D) Z ( )cos((n — 2k)rwr)

und

. _ n
sin”"(rwt) = 27" ( e’ +ie ‘”‘”)

_ n—n C n _1\k;n o —i(n=2k)rwt
=2 Z( ) )( Dfire

k=0
n/2 n
= Lij n (_l)kine—i(n—2k)rwt +27 Z n (_l)kine—i(n—Zk)rwt
k k
k=0 k=[n/2]
ln/2] 0
=N Z n (_l)kine—i(n—Zk)rwt +2n Z [ n ]( 1)k+n n 1(n+2k)rwt
=\ k k=—Ln/2] k+n
ln/2] 0
_n-n n k:n —l(n 2k)rowt -n k+n: i" 1(n+2k)rwt
=27 ) (-Dfi 2y [ ]( 1)
k=0 k k=—[n/2] —k
[n/2] n [n/2] n
=" Z L ( 1)k n ,—i(n=2k)rwt 4+ Z ( B )( 1) —k+n: i’ l(l’l 2k)rwt
k=0 k=0
ln/2] n [n/2]
_n-n k n —1(n 2k)rowt -n —k+n—1: i 1(n 2k)rowt
_2Zk(1) 22( )(1)
k=0 k=0
ln/2]
n
= (=Dl Z [ B J(—l)k sin((n — 2k)rwt) .
k=0

(B.1)

(B.2)
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Fiir n gerade gilt

. . n
cos"(rwt) = 27" (e"“” + e“""’)

_Nn-n C n —i(n-2k)rwt
=2 Z[ ¢ ]e

k=0
n/2-1 n
— Q" Z n e—i(n—Zk)ra)t 40" n 40" Z [ n ] —i(n—=2k)rwt
o Lk n/2 k= n/2+] k
n/2—1
=" Z n e—i(n—2k)rwt +2n n +2" ( ] —i(n=2k)rwt
o LK n/2 :—(n/Z p\k+ (B.3)
n/2—1
— " n e—i(n—Zk)ra)t 40" n ( ] i(n+2k)rwt
o Lk n/2 =—(n/2 1
n/2-1 n/Z 1
— )" Z n e—i(n—Zk)ru)t 40" n 40" n 1(n 2k)rowt
o Lk n/2 k
n n/2-1 n
=" + 27D Z cos((n — 2k)rwt)
n/2 i\ k
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son -n s rwt - —irwr)\"
sin”(rwt) = 27" (—1e"" + ie )

=N Z( )( l)k n —i(n-2k)rwt

k=0
n/2-1 n n n n

=" ( l)k n —i(n=2k)rwt + (_l)n/22—nin + 0 ( )( l)k n —i(n=2k)rwt
kzz(; k n/2 i ;/2:“ k
n/2-1
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Abbildung 30: Zur Ermittlung des Frequenzinhalts charakteristischer Losungen verwendetes Ant-

wortdiagramm.
? )
a —_
al | E
— Q
| =l
= | %
- <
-2 \ \ \
-2 -1 0 1 2
x[-]
1
c) o)
— ©
| e}
— 0| = 1 Z
\R ;::
o
£
<
-1 ! !
0 0.5 1 1.5

201

10 |-

2

i

0

1

2 3 4 5 6 17
Frequenzverhiltnis [—]

20
d)

10 ||

.

|

0

1

2 3 4 5 6 7
Frequenzverhiltnis [—]

Abbildung 31: Phasenportraits und Frequenzspektren der Losungen in Frequenzpunkt 1. Die zur Be-
rechnung verwendeten Simulationsparameter finden sich in Tabelle 14.
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Abbildung 32: Phasenportraits und Frequenzspektren der Losungen in Frequenzpunkt 2. Die zur Be-

rechnung verwendeten Simulationsparameter finden sich in Tabelle 14.
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Abbildung 33: Phasenportraits und Frequenzspektren der Losungen in Frequenzpunkt 3. Die zur Be-
rechnung verwendeten Simulationsparameter finden sich in Tabelle 14.
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Abbildung 34: Phasenportraits und Frequenzspektren der Losungen in Frequenzpunkt 4. Die zur Be-
rechnung verwendeten Simulationsparameter finden sich in Tabelle 14.
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Abbildung 35: Phasenportraits und Frequenzspektren der Losungen in Frequenzpunkt 5. Die zur Be-
rechnung verwendeten Simulationsparameter finden sich in Tabelle 14.
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Abbildung 36: Phasenportraits und Frequenzspektren der Losungen in Frequenzpunkt 6. Die zur Be-

rechnung verwendeten Simulationsparameter finden sich in Tabelle 14.
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Abbildung 37: Phasenportraits und Frequenzspektren der Losungen in Frequenzpunkt 7. Die zur Be-
rechnung verwendeten Simulationsparameter finden sich in Tabelle 14.
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C Anregung durch weiles Rauschen

C.1 Berechnung der Elemente der Orthonormalbasen

Ziel ist es die Koeffizienten aller Basisvektoren der Orthonormalbasis 8 = {¢,,...,¢,} in

einer Matrix A € R™" zusammen zu fassen. Fiir ein Element ¢; aus der Basis soll

n

¢;(x) = Z aij-xi_l (C.1DH
i=1
gelten. Da stets grad(¢;) = j — 1 gelten soll, ist a; # O und a;; = O fiir i > j und daher
A = la;;] eine invertierbare obere Dreiecksmatrix. Fasst man die Koeffizienten von ¢; in
T .
a; = (alj, ey ajj) € R’ zusammen, lisst sich (C.1) schreiben als

J

$;(0) :Za A= (L) = (L ey (C.2)

i=1

Die Berechnung der Matrix A erfolgt iterativ. Sei dazu A ; € R™" die Block-Matrix

e e ay )
A= [ Ji -”"‘f] , mitA ;= . 1| eRHM, (C.3)
o .. I .
n—=J.j n—j
ajj
m; € R/ der Vektor
. . T
m;=|E(x), - E(x)] . (C4)

[e9)

in dem die Momente £ (x-’ ) = f x/¢y(x)dx der Ordnung j bis 2j — 1 zusammengefasst sind,

und @; € R/ der Vektor
T
A A _ -1
a;= (“U’ e ety 1) =aja;, (C.5)

der die Koeffizienten des Polynoms ¢ ; enthdlt, welches durch Normierung des Leitkoeffizi-

enten aus ¢; hervorgeht. Es gilt

i), = [-ma AT 1] (C.6a)

1

T\ 2
A+ 1)(j+1) —( a1 [m E( )] ) , (C.6b)
a1 = a(i+1)(i+l)&i+1 . (C.60)
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C.1 Berechnung der Elemente der Orthonormalbasen

Fiir den Beweis gehen wir davon aus, dass die Basiselemente ¢,,...,¢ ; bereits berechnet

wurden. Fiir ¢ +1 gilt dann

j
‘?’j+ Z l(j+1)x "+l = Zbl(]+1)¢l +x/ = sz(]n) Za X+ (C.7)

i=1

woraus mittels Koeffizientenvergleich fiirk =1,...,j

J
&k(j+l) = Z bi(j+1)aki (C.8)
i=1

folgt. Die Koeffizienten b, ;,, lassen sich aus den bekannten Koeffizienten a, mit 1 < k,1 < j,

unter Verwendung der Orthogonalitidtseigenschaft wie folgt berechnen

<¢]+1a¢ )
= wa«»b,qs )+ () = Z by + (X, 8) (C.9)
= byjpy + (X’ ’¢i>
also gilt fiir fiir i < j zunéchst by ;,,, = —(x/, ¢;) und weiter

<xj»¢i> - Zasi<xi’xs—l> — Z%'E (xj+s—1)

s=1 s=1 (ClO)

= by = — ZasiE (xj”_l) .
s=1
Einsetzen von (C.10) in (C.8) liefert dann
Jjood .
Ujary = = Z Z agzE (XJH_]) Ay (C.11)
i=1 s=1
dabei ist a; = O fiir s > 7 also ldsst sich (C.11) schreiben als

J J
by == ) D agE (¥ )4y = —mi A ATe, (C.12)

i=1 s=1
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woraus (C.6a) direkt folgt.

Anwendung der Orthogonalitdtsrelation auf ¢, liefert

2 A A
1=40ji1:0j01) = @) e(Pjs1s Pis1)
J
5 . .
= i1+ § b i) + (X 1)
i=1

_ 2 .
= a1y 1)

j+1
2 n D
= AGenii+n Z Ajigjen (X, X7
i=1

Jj+l

_ 2 N jHie1
= “(j+1)(j+1>zai<j+1>E(x ) :

i=1

(C.13)

Aus diesem Ergebnis folgt schlielich

|1yl = (?l,-+1 : [mf,E(xzf')]T) : (C.14)

und da das Vorzeichen der Basiselemente beliebig ist (C.6b) und (C.6¢). Nach dem Vor-
gegebenem Schema konnen nun die Matrizen A, ..., A, berechnet werden, wobei A, die

gesuchte Matrix A ist.
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D Verwendete Simulationsparameter

Im Folgenden werden simtliche Anfangsbedingungen, die zur Berechnung der in der Arbeit

prasentierten Ergebnisse verwendet wurden, aufgefiihrt. Fiir die Durchfithrung der Nume-

rischen Integration wurde stets das klassische Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung [8], mit

einer Schrittweite von 2 = T /1000 verwendet.

D.1 Uberblick iiber das dynamische Verhalten

Tabelle 13: Simulationsparameter, die zur Berechnung der in Abschnitt 3.1 gezeigten Abbildungen
verwendet wurden. Die Intensitdt der Anregung betréigt fiir alle Rechnungen f=0,13562 und als Zeit-
bereich wurde fiir alle Rechnungen mit reguldrer Lésung 0 < 7 < 10007 und fiir die Berechnung der
chaotischen Losung 0 < v < 50007 gewdhlt.

Abbildungen n  x(0) xX0) vO0)
10a)und 10b) | 0,98626 0,9 0,0 0,0
11a)und 11 b) | 0,98626 -0,9 1,2 0,0
12a)und 12b) | 0,98626 0,9 -1,5 0,0
14a)und 14 b) | 0,95271 -1,2 0,6 0,0
14c)und 14d) | 1,61692 1,5 1,5 0,0
15a)und 15b) | 1,36868 1,2 -0,3 0,0
15c¢c)und 15d) | 1,36868 1,5 0,3 0,0
16 a)und 16 b) | 0,98626 0,0 0,0 0,0

b
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Tabelle 14: Simulationsparameter fiir die Losungen aus Abschnitt B.2, welche zur Bestimmung der
multifrequenten Ansatzfunktionen verwendet wurden. Die Intensitit der Anregung betrigt fiir alle
Rechnungen f=0,05797 und als Zeitbereich wurde 0 < 7 < 10007 gewdhlt.

Abbildungen n  x(0) x'(©0) vO)
3l1a)und 31b) | 0,34217 0,3 0,6 0,0
31c)und 31d) | 0,34217 0,0 0,0 0,0
32a)und 32b) | 0,37572 0,0 0,0 0,0
32¢)und 32d) | 0,37572 0,6 0,0 0,0
32e)und 32 f) | 0,37572 -1,5 -0,3 0,0
33a)und 33b) | 0,50990 0,0 0,0 0,0
33c¢c)und 33d) | 0,50990 0,6 0,0 0,0
34a)und 34b) | 0,78498 -1,2 -1,5 0,0
34c)und 34d) | 0,78498 0,0 0,0 0,0
34e)und 34 f) | 0,78498 0,0 0,3 0,0
35a)und 35b) | 1,27475 -1,5 0,3 0,0
35c¢)und35d) | 1,27475 0,0 0,0 0,0
36a)und 36 b) | 1,44248 0,9 0,6 0,0
36c)und 36d) | 1,44248 0,0 0,0 0,0
36e)und 36f) | 1,44248 0,6 -0,6 0,0
37a)und 37b) | 1,54983 0,3 -0,9 0,0
37c)und 37d) | 1,54983 0,6 0,0 0,0
37e)und 37f) | 1,54983 0,0 0,0 0,0
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