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6-1. Es werden geordnete Paare in das LebensWerk eingefiihrt, indem erst-
malig eine Zeichenkette von der Form “(p,q)” auftritt, in der, von links nach
rechts gelesen, erst eine linke runde Klammer, dann eine KlassenVariable - spéter
auch ein KlassenTerm oder ein Parameter -, dann ein Komma, dann eine wei-
tere KlassenVariable - spéter auch ein KlassenTerm oder ein Parameter - und
dann eine rechte runde Klammer erscheint. Derlei Zeichenketten gelten hiermit
als zuléssiger Bestandteil der Essays, das heifit, aus hochstens zwei KlassenVa-
riablen oder KlassenTermen oder Parametern wird auf die angegebene Weise, die
durchaus dhnlich zu der Konstruktion von KlassenTermen ist, eine neue Klasse -
siche PaarAxiom I - kreiert.

Klarer Weise sind in der Literatur auch mengentheoretische Definitionen geord-
neter Paare zu finden. Auf derlei Konstruktionen wird in den Essays auch aus
Zeit- und Aufwand-Ersparnisgriinden verzichtet.

Statt dessen werden geordnete Paare eben als Zeichenkette eingefiithrt und der
Umgang mit geordneten Paaren wird via PaarAxiom I und PaarAxiom II
regelmentiert:

6-1(Definition)

“¢ geordnetes Paar von p und ¢” genau dann, wenn gilt:

= (p,q).
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PaarAxiom I. Geordnete Paare sind via a) stets Klassen.

Geordnete Paare sind via b) genau dann Mengen, wenn die beteiligten Klassen
Mengen sind. In b) von PaarAxiom I wird somit auch gesagt, dass jedes geord-
nete Paar von Klassen - als Menge - eine Klasse ist. Dass via c¢) kein geordnetes
Paar gleich der leeren Menge ist, ist eine technische, doch wichtige Annahme. In
def) wird gesagt, dass sich die “allgemeine Ersetzungsregel” - wonach in einem
Term oder einer Aussage stets Gleiches durch Gleiches ersetzt werden kann - auch
auf geordnete Paare ausdehnt. Vor allem d), wo es um simultanes Gleichsein geht,
kiirzt im Folgenden Einiges ab.

Die Umkehrung von Aussage d) wird unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass
es sich bei p,q, w,v um Mengen handelt, in PaarAxiom II in die Essays ein-
gefiihrt.

Dariiber hinausgehende Aussagen iiber Konsequenzen aus der Gleichheit geord-
neter Paare werden bis auf Weiteres nicht getroffen. In Paar Axiom I wird nichts
iiber geordnete Paare, in denen mindestens eine Unmenge auftritt, gesagt. Geméafl
ab) sind derartige Klassen Unmengen. Ein mogliches klassentheoretisches Modell
wire es, alle geordnete Paare, in denen mindestens eine Unmenge auftritt gleich
dem Universum U zu setzen:

PaarAxiom I

a) Va,B: (3N : Q= (a, 9)).

b) “(p,q) Menge” genau dann, wenn “p Menge” und “q Menge” .
c) Va,B:0# (o, 5).

d) Aus “p=w’und “q=1v"folgt “(p,q) = (w,v)”.

&) Aus “p=w”folgt “(p,q) = (w,q)"

f) Aus “q = 'U”fOZQt “(pa Q> = (puv)”'
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6-2. Da via PaarAxiom I fest gelegt ist, dass es sich bei geordneten Paaren um
Klassen handelt, kann auf die “Reflexivitat” der Gleichheit von Klassen zuriick
gegriffen werden und unter Einbeziehung von 6-1(Def) folgen in wenig iiberra-
schender Weise Aussage ab). Aussagen cd) sind einfache Folgerungen aus Paar-
Axiom I b):

6-2(Satz)
a) (p,q) geordnetes Paar von p und q.

b) Aus “C geordnetes Paar von p und q”
und “® geordnetes Paar von p und q”

folgt “€=2".
c) Aus “p Unmenge” folgt “(p,q) Unmenge”.
d) Aus “q Unmenge” folgt “(p,q) Unmenge” .
Beweis 6-2 a)
Aus “(p.q) = (p,q)”
folgt via 6-1(Def): (p, q) geordnetes Paar von p und gq.
b) VS gleich (€ geordnetes Paar von p und q)

A(D geordnetes Paar von p und q).

1.1: Aus —) “€ geordnetes Paar von p und ¢...”
folgt via 6-1(Def): ¢ =(p,q).

1.2: Aus —) “... D geordnetes Paar von p und ¢”
folgt via 6-1(Def): D = (p,q).

2: Aus1.1“C=(p,q)” und
aus 1.2“0 = (p,q)”
folgt: C=2.



Beweis 6-2 c) VS gleich
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p Unmenge.

1: Es gilt: ((p, q) Menge) V ((p, q) Unmenge).

Fallunterscheidung‘

2: Aus 1.1.Fall“(p,q) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

3: Esgilt 2“p Menge” .
Es gilt VS gleich “p Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

(p,q) Menge.

p Menge.

(p, ¢) Unmenge.

(p, ¢) Unmenge.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

d) VS gleich

(p, q) Unmenge.

¢ Unmenge.

1: Es gilt: ((p,q) Menge) V ((p,q) Unmenge).
Fallunterscheidung‘
(p, ) Menge.

2: Aus 1.1.Fall“(p,q) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

3: Esgilt 2“q Menge” .
Es gilt VS gleich “q Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

q Menge.

(p, ¢) Unmenge.

(p, ¢) Unmenge.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(p, q) Unmenge.
U
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PaarAxiom II. Die erwartete Regel “geordnete Paare sind genau dann gleich,
wenn sie koordinatenweise gleich sind” wird nun in der interessanteren Richtung -
aus der Gleichheit der geordneten Paare folgt unter Zu-Grunde-Legung von Men-
gen die Gleichheit der involvierten Mengen - in die Essays eingefiihrt. Die weniger
interessante Richtung ist die durch PaarAxiom I verfiighare ErsetzungsRegel.

In PaarAxiom II wird nichts dariiber ausgesagt, was aus der Aussage “(p, q) =
(w, v)” folgt, wenn mindestens eine der Klassen p, ¢, w,v eine Unmenge ist.

Wie in 6-9 gezeigt wird, konnen die Voraussetzungen von PaarAxiom II da-
hingehend abgeschwicht werden, dass nur die “Mengen-Eigenschaft” von w und
v gefordert wird:

PaarAxiom II

Es gelte:
=) (p,q) = (w,v).
—) p Menge.
—) q Menge.
—) u Menge.
—) v Menge.

Dann folgt “p=w"und “g=1v".




8 MENGENLEHRE #6

6-3. Das binér-cartesische Produkt von x und y besteht genau aus jenen
geordneten Paaren, deren “erste Koordinate” aus  und deren “zweiten Koordi-
nate” aus y ist. Die Definition des binédren, cartesischen Produktes kommt ohne
sprachlichen Bezug zu “Koordinaten” eines geordneten Paares aus. Somit kann
bis auf Weiteres auf eine Definition der “ersten” und “zweiten” Koordinate eines
geordneten Paares verzichtet werden:

6-3(Definition)

1D zxy
=6.0(z,y) ={(A\p):(Aex)A(ney)}
={w:(FQV: (Qex)ANV ey A(w=(2¥)))}
2) “€ binar-cartesisches Produkt von =z und y”

genau dann, wenn gilt:

C=xxy.




#6 MENGENLEHRE 9

6-4. Da es sich bei dem neu eingefithrten Objekt - hier: das bin&r-cartesische
Produkt von x und y - entsprechend der Konvention der Essays um eine Klasse
handelt, kann niichtern die folgende Aussage zur Kenntnis genommen werden:

6-4(Satz)
a) x Xy bindr-cartesisches Produkt von x und y.

b) Aus “C bindr-cartesisches Produkt von x und y”
und “® bindr-cartesisches Produkt von x und y”

folgt “€=2".
Beweis 6-4 a)
Aus “zxy=xxy”
folgt via 6-3(Def): x X y bindr-cartesisches Produkt von z und y.
b) VS gleich (€ binér-cartesisches Produkt von = und y)

A(® binér-cartesisches Produkt von x und y).

1.1: Aus —) “ € binér-cartesisches Produkt von z und y...”

folgt via 6-1(Def): C=xxy.
1.2: Aus —) “... D binér-cartesisches Produkt von z und y”
folgt via 6-1(Def): D=xxy.

2: Aus 1.1“C =2 xy” und
aus 1.2“D =z xy”
folgt: C=2.
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6-5. Es folgt ein Kriterium fiir das “Element-Sein” einer Klasse in einem binér-
cartesischen Produkt:

6-5(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind druivalent:
i) werxy.

i1) IQV: (Qex) AN (¥ ey) A (w=(2,7)).

Beweis 6-5 VS gleich weETXYy.

1: Aus VS gleich “w € x x y” und
aus “xxy={w:(3QV: (Qex)A(Vey Aw=(2,V))}

folgt: wef{w: AUV (Qer) ANV ey Alw=(2,¥)))}.
2: Aus 1w e{w: (3T : (Qex) AN (T ey A(w=(2,V)))}”
folgt: QU : (Qex) AN (T ey)A(w=(2,T)).
VS gleich IV (Qex) AN(¥ ey A(w=(2,V)).
1.1: Aus VS gleich “...Qex...”
folgt via Element Axiom: ) Menge.

1.2: Aus VS gleich “... U ey...”
folgt via Element Axiom: U Menge.

2: Aus 1.1“Q Menge” und
aus 1.2“W Menge”

folgt via PaarAxiom I: (Q, ¥) Menge.
3: Aus VS gleich “...w = (Q,¥)” und

aus 2“(Q, V) Menge”

folgt: w Menge.
4: Aus VS gleich “3Q, ¥ : (Qex) AN (Ve y) A (w=(2,¥))” und

aus 2“w Menge”

folgt: we{w: (AT : (Qex) AN (T ey A(w=(2,V))}.

5: aus 4w € {w: (AQV: (Qe)AN (VY ey AMw=(2,¥))}” und
aus “{w: (AQLU: (Qe) ANV ey AN(w=(QV))} =z xy”
folgt: werxy.
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6-6. Die Aussagen

[13

(p,q) € x xy”und “(p € x) A (q € y)” sind dquiyalent:

6-6(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquiyalent:

ii) “pex’und “gqevy”.

i) (p,q) € x x y.

Beweis 6-6 VS gleich (p,q) € x X y.
1.1: Aus VS gleich “(p,q) € x x y”

folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.
1.2: Aus VS gleich “(p,q) € x x y”

folgt via 6-5: U (Qex) AN(Yey) A((p,q =(Q,7)).
2.1: Aus 1.1“(p,q) Menge”

folgt via Paar Axiom I: (p Menge) A (¢ Menge).
2.2: Aus1.2“...Q€ex...”

folgt via Element Axiom: ) Menge.
2.3: Aus1.2“... ¥ ey...”

folgt via Element Axiom: U Menge.

3: Aus1.2“...(p,q) = (2, V)7,

aus 2.1“p Menge... 7,

aus 2“...q Menge” ,

aus 2.2“€) Menge” und

aus 2.3“W¥ Menge”

folgt via PaarAxiom II: p=Q)AN(g=1).
4.1: Aus3“p=Q...” und

aus 1.2¢..Qex...”

folgt: pE x.
4.2: Aus3“...¢q=¥" und

aus 1.2¢.. . 0 ey...”

folgt: qecuy.

5: Aus 4.1 und
aus 4.2

folgt: (pex)AN(qey).
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Beweis 6-6 VS gleich (pex)A(qey).
1.1: Aus VS gleich “pex...”
folgt: dp:pe€uw.

1.2: Aus VS gleich “...q ey’
folgt: dg:qeuy.

2: Aus1.1“dp:pex”,
aus 1.2“dg: g € y” und
aus “(p,q) = (p,q)”

folgt: dp,q:(pex)A(gey) A((p,q) = (p.q)).
3: Aus2“dp,q:(pex)AN(gey) AN ((p.q) = (p,q)”
folgt via 6-5: (p,q) € T X y.

O
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6-7. Es folgen vier Aussagen iiber Inklusions-Eigenschaften binér-cartesischer
Produkte. Die Beweis-Reihenfolge ist d) - a) - b) - ¢):

6-7(Satz)
a) Aus “x C z7folgt “x xy Czxy”.
b) Aus “y Cw’folgt “zxyCxxw”.
c) Aus “x C z7folgt “x xx Czx2z”.

d) Aus “x C z"und “y Cw”folgt “oxyCzxw”.

Beweis 6-7 d) VS gleich (r C2)A(y Cw).
aExxy.

2: Aus Themal“a €z xy”
folgt via 6-5:
QU (Qex) AN (T ey)A(a=(2,T)).

3.1: Aus2“...Q€x...” und
aus VS gleich “x C z...”
folgt via 0-4: Qe -z

3.2: Aus 2“... ¥ ey...” und
aus VS gleich “...y Cw”
folgt via 0-4: v € w.

4: Aus 3.1“Q € 2”7 und
aus 3.2V € w”
folgt via 6-6: (Q,0) € z x w.

5: Aus2“...a=(Q,¥)” und
aus 4“(Q, V) € z x w”
folgt: o€z Xw.

Ergo Themal: Va:(a€x xy) = (a€zxw).

Konsezuenz via 0-2(Def): rxXyCzxuw.
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Beweis 6-7 a) VS gleich
1: Via 0-6 gilt:

2: Aus VS gleich “x C z” und
aus 1Lt,y g y77

folgt via des bereits bewiesenen d):

b) VS gleich
1: Via 0-6 gilt:

2: Aus 1“2z C 2”7 und
aus VS gleich “y Cw”

folgt via des bereits bewiesenen d):

c) VS gleich

Aus VS gleich “x C 2”7 und
aus VS gleich “x C 27
folgt via des bereits bewiesenen d):

MENGENLEHRE #6
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BinarCartesisches Axiom. Zum Abschluss der allgemeinen, einfithrenden Be-
trachtungen binér-cartesischer Produkte wird axiomatisch fest gelegt, dass das
binér-cartesische Produkt zweier Mengen eine Menge ist:

Binir-Cartesisches Axiom

Aus “x Menge” und “y Menge” folgt “x x y Menge” .
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6-8. In abc) sind Aussagen iiber das “ Element-Sein” in U XU zu finden. Aussagen
b) und c¢) ergeben ein Kriterium fiir “(p,q) € U xU” . Aussagen def) liefern ein
Kriterium fiir “(p,q) ¢ U x U” :

6-8(Satz)
a) Aus “wel xU” folgt
“JQ, U : (Q Menge) A (¥ Menge) A (w = (Q,¥))”.
b) Aus “p Menge” und “q Menge” folgt “(p,q) €U X U .
c) Aus “(p,q) €U x U” folgt “p Menge” und “q Menge” .
d) Aus “p Unmenge” folgt “(p,q) ¢ U xU” .
e) Aus “q Unmenge” folgt “(p,q) ¢ U xU”.

£) Aus “(p,q) ¢ U X U7 folgt “p Unmenge” oder “q Unmenge”.

Beweis 6-8 a) VS gleich weUXU.
1: Aus VS gleich “w el xU”
folgt via 6-5: AV (QelU)N (Y eld)N(w=(QV)).
2.1: Aus 1“..Qel...”
folgt via Element Axiom: 2 Menge.
2.2: Aus1“.. v eld...”
folgt via Element Axiom: U Menge.
3: Aus 1“dQ. W ...7 |

aus 2.1“€ Menge” |

aus 2.2“W¥ Menge” und

aus 1“...w = (Q,V)”

folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (¥ Menge) A (w = (2, V)).
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Beweis 6-8 b) VS gleich

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “p Menge. ..

folgt via 0-19:

2

Aus VS gleich “...q Menge”

folgt via 0-19:

:Aus1.1“pel” und

aus 1.2“gelU”
folgt via 6-6:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “(p,q) eU xU”

2.1:

2.2:

folgt via 6-6:

Aus 1“pel...”

folgt via Element Axiom:

Aus 1“...qel”

folgt via Element Axiom:

: Aus 2.1 und

aus 2.2
folgt:

d) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p Unmenge”

folgt via 6-2:

: Aus 1“(p, ¢) Unmenge”

folgt via 0-1:

e) VS gleich

1: Aus VS gleich “g Unmenge”

2:

folgt via 6-2:

Aus 1“(p, q) Unmenge”
folgt via 0-1:

17

(p Menge) A (¢ Menge).

pelU.

qeU.

(p,q) eU X U.

(p,q) €U X U.

(peUU)N(qgel).

p Menge.

q Menge.

(p Menge) A (¢ Menge).

p Unmenge.

(p, q) Unmenge.

(p,g) ¢U X U.

q Unmenge.

(p, q) Unmenge.

(p,q) ¢ U xU.
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Beweis 6-8 f) VS gleich (p,q) gUXU.
1: Es gilt: (p Menge) A (¢ Menge)
V
(p Unmenge) V (¢ Unmenge).
Fallunterscheidung‘
(p Menge) A (¢ Menge).
2: Aus 1.1.Fall“(p Menge) A (¢ Menge)”
folgt via des bereits bewiesenen b): (p,q) eU x U.

3: Esgilt 2%(p,q) eU xU” .
Es gilt VS gleich “(p,q) ¢ U xU” .

Ex falso quodlibet folgt: (p Unmenge) V (¢ Unmenge).
1.2.Fall (p Unmenge) V (¢ Unmenge).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

(p Unmenge) V (¢ Unmenge).
U
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6-9. Im IGP: IdentititsSatz Geordnete Paare werden die Voraussetzungen
von PaarAxiom II abgeschwiicht.

In 6-9 wird erstmalig in einem Satz der Essays die Notation von “abgesetzten,
alternativen Voraussetzungen” - hier sind es die Voraussetzungen “(p,q) Men-
ge” oder “(w,v) Menge” oder “p,q Mengen” oder “w,v Mengen” - verwendet.
Hierbei handelt es sich um eine Notation, mit deren Hilfe Wiederholungen von
Satzen “&ahnlicher Bauart” vermieden werden. Die Beweis-Reihenfolge ist ¢) - d)
-e)-1f)-a)-Db):

6-9(Satz) (IGP: IdentititsSatz Geordnete Paare)

Es gelte:

=) (p,q) = (w,v).

(p,q) Menge.
oder
(w,v) Menge.
N oder
“p Menge” und “q Menge” .
oder
“w Menge” und “v Menge” .

Dann folgt:
a) p=w.
b) ¢=wv.
c) p Menge.
d) q Menge.
e) w Menge.

f) v Menge.
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Beweis 6-9
1.1: Nach —)“7 gilt: (p, q) Menge
V
(w,v) Menge
V
(p Menge) A (¢ Menge)
V
(w Menge) A (v Menge).

Fallunterscheidung‘
(p, ) Menge

2: Aus 1.1.1.Fall“(p,q) Menge” und
aus =) “(p,q) = (w,v)”

folgt: (w,v) Menge.
3: Aus1.1.1.Fall“(p,q) Menge” und
aus 2
folgt: ((p, ) Menge) A ((w,v) Menge).
1.1.2.Fall (w,v) Menge

2: Aus =) “(p,q) = (w,v)” und
aus 1.1.2.Fall“(w,v) Menge”
folgt: (p, q) Menge.

3: Aus 2 und
aus 1.1.2.Fall“(w,v) Menge”
folgt: ((p, q¢) Menge) A ((w,v) Menge).
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Beweis 6-9 ...

‘Fallunterscheidung‘

1.1.3.Fall (p Menge) A (¢ Menge)
2: Aus 1.1.3.Fall“(p Menge) A (¢ Menge)”
folgt via PaarAxiom I: (p, q) Menge.

3: Aus ) “(p,q) = (w,v)” und
aus 2“(p,q) Menge”
folgt: (w,v) Menge.

4: Aus 2“(p,q) Menge” und
aus 3“(w,v Menge”

folgt: ((p, q) Menge) A ((w,v) Menge).
1.1.4.Fall (w Menge) A (v Menge)

2: Aus 1.1.4.Fall“(w Menge) A (v Menge)”
folgt via PaarAxiom I: (w,v) Menge.

3: Aus =) “(p,q) = (w,v)” und

aus 2“(w,v) Menge”

folgt: (p, q) Menge.
4: Aus 3“(p,q) Menge” und

aus 2“ (w,v) Menge”
folgt: ((p, ) Menge) A ((w,v) Menge).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fillen gilt:

A1 “((p,q) Menge) A ((w,v) Menge)”




22

Beweis 6-9 ...

1.2: Aus A1 gleich “(p,q) Menge...”

1.3:

2.

.c):

.d):

.e):

)

.a):

.b):

1:

folgt via PaarAxiom I:

Aus A1 gleich “...(w,v) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

Aus =) “(p,q) = (w,v) 7,

aus 1.2“p Menge. .. ",
aus 1.2“...q Menge” ,
aus 1.3“w Menge...”
aus 1.3“...v Menge”

folgt via Paar Axiom II:

Aus 1.2
folgt:

Aus 1.2
folgt:

Aus 1.3
folgt:

Aus 1.3
folgt:

Aus 2.1
folgt:

Aus 2.1
folgt:

und

MENGENLEHRE #6

(p Menge) A (¢ Menge).

(w Menge) A (v Menge).

(p=w) A (g =)

p Menge.

q Menge.

w Menge.

v Menge.
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6-10. Wie in 6-8 vorweggenommen, liegt der Verdacht nahe, dass es sich bei dem
nachfolgenden KlassenTerm um U x U handelt. Dass dies genau so ist, zeigt sich
in 6-11:

6-10(Definition)
6.1() = {(\, p) : (A Menge) A (1 Menge)}
={w: (I ¥ : (Q© Menge) A (¥ Menge) A (w = (2, V))}.
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6-11. Der KlassenTerm 6.1() ist gleich U xU. Obwohl der Ausdruck “6.1()” nicht
in 6-11 vorkommt, wird die Definition von 6.1() angegeben. Dies geschieht, um
klar zu machen, dass der in 6-11 auftretende KlassenTerm durch keine “implizite
Definition” in die Essays eingefiihrt wird, sondern, da mit einer eigenen Nummer
versehen, in einer vorangehenden Definition erstmalig fest gelegt wurde:

6-11(Satz)
UXU={(\p): (N Menge) \ (u Menge)}.

6-10(Def) {(\, i) : (A Menge) A (v Menge)}.
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Beweis 6-11

el xU.

2.1:

2.2:

Aus Themal . 1“aelU xU”
folgt via Element Axiom: a Menge.

Aus Themal . 1“aelU xU”
folgt via 6-8:
30, U : (Q Menge) A (¥ Menge) A (a = (2, 0)).

: Aus 2.243Q, ¥ : (2 Menge) A (U Menge)

N a = (©,7))” und
aus 2.1“a Menge”
folgt:
a € {w: (30, U : (Q Menge) A (¥ Menge) A (w = (2,¥))}.

0 Aus 3“a € {w: (3N, ¥ : (Q Menge) A (¥ Menge)

Nw = (£2,V))}” und

aus “{w: (IQ, ¥ : (2 Menge) A (¥ Menge) A (w = (2,V))}
= {(A, ) - (A Menge) A (1 Menge)}”

folgt: a € {(\ pn): (A Menge) A (1 Menge)}.

Ergo Themal.3:

Konsequenz via 0-2(Def):

25

Va:(aeUU xU)= (ae{(A\pn): (A Menge) A (1 Menge))}.

AL| “U xU C{(A\ ) : (A Menge) A (u Menge)}”
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Beweis 6-11 ...

a € {(A 1) : (A Menge) A (11 Menge)}.

2: Aus Themal.2“«a € {(A, i) : (A Menge) A (1 Menge)}” und
aus “{(A\, ) : (A Menge) A (u Menge)}
le {w: (32, : (2 Menge) A (¥ Menge) A (w = (2, ¥))}”
olgt:
a € {w: (3Q,V: (Q Menge) A (¥ Menge) A (w = (2,¥))}.

3: aus 2“a € {w: (3N, U : (2 Menge) A (¥ Menge)

Nw = (£2,V))}”
folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (¥ Menge) A (a = (2, V)).

4: Aus 3“...Q Menge...” und
aus 3“... ¥ Menge”
folgt via 6-8: (QU)eld xU.

5: Aus 3“...a=(Q,¥)” und
aus 4“(Q,U) el xU”
folgt: aceldxU.

Ergo Themal.2: Vo : (a € {(A p): (A Menge) A (u Menge)}) = (a e U x U).

Konsequenz via 0-2(Def): |A2| “{(\, u) : (A Menge) A (u Menge)} CU x U™

1.3: Aus A1 gleich “U x U C {(\, ) : (A Menge) A (# Menge)}” und
aus A2 gleich “{(A, 1) : (A Menge) A (x Menge)} CU xU”
folgt via GleichheitsAxiom:
UxU={(\p): (NMenge) A (u Menge)}.

O
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6-12. Es folgen fiinf Resultate iiber U x U. Aussage e) wird im Zusammenhang
mit Relationen gebraucht:

6-12(Satz)
a) 0¢UXU.
b) U xU CU.
) UXxU#U.
A UZUXU.

e) txyCUXU.

Beweis 6-12 a)

1: Es gilt: OeUxU)V(0¢UxU).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall OceUxU.
2: Aus1.1.Fall“0elU xU”
folgt via 6-8: 3Q, ¥ : (2 Menge) A (T Menge) A (0 = (2, ).

3: Bs gilt 240 = (Q, )" .
Via PaarAxiom I gilt “0 # (2, ¥)”.

Ex falso quodlibet folgt: 0¢UxU.
1.2.Fall 0¢UxU.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 0¢UXU.

b) Via 0-18 gilt: UxUCU.
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Beweis 6-12 ¢)

1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

1.2: Via 0-18 gilt:

2: Aus 1.2“0e€eU” und
aus 1.1“0¢ U xU”
folgt via 0-10:

3: Aus 2
folgt:

d)

1.1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

2: Aus 1.1“U XU #U” und
aus 1.2“U xU CU”
folgt via 0-10:

e)
1.1: Via 0-18 gilt:
1.2: Via 0-18 gilt:

2: Aus1.1“2 CU” und
aus 1.2y CU”
folgt via 6-7:

MENGENLEHRE #6

0¢U X U.
0OedU.

UFUXU.

UxUF#U.

UxUF#U.
UXUCU.

UTLUXU.
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6-13. Es folgen sechs Aussagen iiber binér-cartesische Produkte, in denen die
leere Menge eine Rolle spielt. Aussagen c) und d) ergeben ein Kriterium fiir
“x xy = 0"und Aussagen e) und f) ergeben ein Kriterium fiir “0 # x x y” .

Die BeweisReihenfolge ist a) - b) -e) - f) -¢) - d):

6-13(Satz)
a) zx0=0.
b) 0 xy=0.

c) Aus “x xy=07"folgt “x=0"oder “y=0".
d) Aus “x =0"oder “y=07folgt “x xy=0".
e) Aus “0# x xy” folgt “0# x”und “0#1y”.

) Aus “0+# x”und “0# y” folgt “0#x xy”.

Beweis 6-13 a)

2: Aus Themal“a €z x 0”7
folgt via 6-5:

3: Esgilt 2“... U €0...”7.
Via 0-19 gilt “¥ ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt:

a€ezxx0.

QU (Qex)A (¥ e0)A(a=(2,¥)).

a¢xxO0.

Ergo Themal: Va:(a€xx0)= (a¢xx0).

Konsequenz via 0-19:

zx0=0.
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Beweis 6-13 b)
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2: Aus Themal“a €0 xy”
folgt via 6-5:

3: Esgilt 2¢...Q€0...7.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt:

30, T (e 0) A (T €y)Ala=(Q,0)).

ac0xuy.

ad0xy.

Ergo Themal:
Konsequenz via 0-19:

e) VS gleich

1: Aus VS gleich “0# x x y”
folgt via 0-20:

2: Aus 1“...Qexxy”
folgt via 6-5:

3.1: Aus2“..Veux...”
folgt via 0-20:

3.2: Aus2“...decy...”
folgt via 0-20:

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:

Va:(ae0xy) = (a¢0xy).
0xy=0.
0#zxy.

J0:Qexrxy.

VP (Vex)A(Pey) A Q= (T,)).

0 # x.

0#y.

(0F# 2) A0 #y).
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Beweis 6-13 f) VS gleich

1.1:

1.2:

cd)

1.1:

1.2:

4.¢):

4.4):

Aus VS gleich “0#x...”
folgt via 0-20:

Aus VS gleich “...0#y”
folgt via 0-20:

: Aus 1.1“...Q €€ x” und

aus 1.2“... 0 ey”
folgt via 6-6:

D Aus 24(Q V) ez xy”

folgt via 0-20:

Via des bereits bewiesenen e) gilt:
Via des bereits bewiesenen f) gilt:

: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt:

: Aus 3

folgt:

Aus 3
folgt:

Aus 3
folgt:

31

(0+2) A (0 £ y).

40 : Q€ x.

T ey

(QVU) ez xy.

0#xxy.

07z xy) = ((0#2) A (0F#y)).

(0£2)AN(0#y)) = (0#xxy).

(07# 2 xy) = (07 2)A(0Fy)).

(zxy=0)&((z=0)V(y=0).

(zxy=0)=((z=0)V(y=0)).
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Definitions-Bereich. dom z.
Bild-Bereich. ranz.
dom ran Axiom.

Ersterstellung: 12/09/05 Letzte Anderung: 07/05/11
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7-1. Der Definitions-Bereich von = besteht genau aus jenen Mengen w, fiir die
es  gibt, so dass (w,€2) € z. In 7-2 stellt sich heraus, dass dieses 2 eine Menge
ist. Klarer Weise ist hier die Reihenfolge, in der w und € im geordneten Paar
erscheinen, von Bedeutung. Die umgekehrte Reihenfolge tritt beim Bild-Bereich
von z auf, siche 7-3(Def).

Die Abkiirzung “dom z” fiir den Definitions-Bereich von x erinnert an die engli-
sche Bezeichnung “domain” fiir “ Definitions-Bereich” .

Interessanter Weise wird der Definitions-Bereich fiir beliebige Klassen x in die
Essays eingefiihrt. Dies geschieht ungeachtet der Tatsache, dass in den meisten
vertrauten Anwendungen Definitions-Bereiche fiir Relationen oder Funktionen
betrachtet werden:

7-1(Definition)

1) domz
=7.0(z) ={w:(32: (w,Q) € x)}.

2) “€ Definitions-Bereich von z” genau dann, wenn gilt:

¢ =domuz.
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7-2. Klarer Weise ist “dom z” der Definitions-Bereich von z, siehe a). In ¢) wird
die definierende Eigenschaft von domax in einer kurzen, in Beweisen leicht zu
verwendenden Aussage zusammengefasst.

GemiB d) ist jede Klasse mit nicht-leerem Definitions-Bereich eine nicht-leere
Klasse. In 7-11 ist ergénzend hierzu fest gestellt, dass es nicht-leere Klassen -
nédmlich zunmindest “{0}” - mit leerem Definitions-Bereich gibt:

7-2(Satz)
a) domux Definitions-Bereich von x.

b) Aus “C Definitions-Bereich von x”
und “® Definitions-Bereich von x”

folgt “€=2".
c) Aus “p € domaz” folgt “3IQ : (Q Menge) A ((p, ) € x).

d) Aus “0 # domzx” folgt “0 # x”.
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Beweis 7-2 a)

Aus “domx = domz”
folgt via 7-1(Def): dom z Definitions-Bereich von z.
b) VS gleich (€ Definitions-Bereich von z) A (© Defintions-Bereich von z).

1.1: Aus VS gleich “€ Definitions-Bereich von x...”
folgt via 7-1(Def): ¢ =domz.

1.2: Aus VS gleich “...® Definitions-Bereich von x”
folgt via 7-1(Def): D =domuz.

2: Aus 1.14“¢C =domz” und
aus 1.2 =doma”
folgt: C=2.

c) VS gleich p € domx.

1: Aus VS gleich “p € domz” und
aus “domz ={w: (IQ: (w,Q) € 2)}"

folgt: pe{w: (IN: (w,NQ) € x)}.
2: Aus1“ped{w: (I (w,Q) € x)}”

folgt: 30 : (p, Q) € x.
3: Aus 2¢(p,Q) € z”

folgt via Element Axiom: (p, Q) Menge.
4: Aus 3“(p,Q2) Menge”

folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.
5: Aus 2¢“dQ...7 |

aus 4“€) Menge” und

aus 2“...(p,Q) € x”

folgt: 30 : (2 Menge) A ((p,2) € x).
d) VS gleich 0 # dom .

1: Aus VS gleich “0 # domz”
folgt via 0-20: 30 : Q € domz.

2: Aus 1“...Q €domz”
folgt via des bereits bewiesenen b): IV : (U Menge) A ((Q, V) € x).

3: Aus 2¢...(Q,¥) € a”
folgt via 0-20: 0 # x.

O
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7-3. Der Bild-Bereich von z besteht genau aus jenen Mengen w, fiir die es
Q gibt, so dass (Q,w) € x. In 7-4 stellt sich heraus, dass dieses {2 eine Menge
ist. Klarer Weise ist hier die Reihenfolge, in der die Mengen 2 und w im geord-
neten Paar erscheinen, von Bedeutung. Die umgekehrte Reihenfolge tritt beim
Definitions-Bereich von x auf, siche 7-1(Def).

Die Abkiirzung “ranz” fiir den Bild-Bereich von z erinnert an die englische Be-
zeichnung “range” fiir “Bild-Bereich” .

Interessanter Weise wird der Bild-Bereich fiir beliebige Klassen z in die Essays ein-
gefiihrt. Dies geschieht ungeachtet der Tatsache, dass in den meisten vertrauten
Anwendungen Bild-Bereiche fiir Relationen oder Funktionen betrachtet werden:

7-3(Definition)

1) ranx
=71(z) ={w: (3Q: (Quw) € x)}.

2) “¢€ Bild-Bereich von z” genau dann, wenn gilt:

¢ =ranuzx.
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7-4. Klarer Weise ist “ranz” der Bild-Bereich von z, siehe a). In ¢) wird die
definierende Eigenschaft von ranz in einer kurzen, in Beweisen leicht zu verwen-
denden Aussage zusammengefasst.

GeméB d) ist jede Klasse mit nicht-leerem Bild-Bereich eine nicht-leere Klasse.
In 7-11 ist ergénzend hierzu fest gestellt, dass es nicht-leere Klassen - namlich
zunmindest “{0}” - mit leerem Bild-Bereich gibt:

7-4(Satz)
a) ranxz Bild-Bereich von x.

b) Aus “C Bild-Bereich von x” und “% Bild-Bereich von x”
folgt “€=2".

c) Aus “q € ranz” folgt “3IQ : (Q Menge) A ((2,q) € x)”.

d) Aus “0# ranz” folgt “0 # x”.
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Beweis 7-4 a)

Aus “ranz =ranz”
folgt via 7-3(Def):
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ran x Bild-Bereich von z.

b) VS gleich (€ Bild-Bereich von z A (® Bild-Bereich von z).

1.1: Aus VS gleich “¢€ Bild-Bereich von z...”
folgt via 7-3(Def):

1.2: Aus VS gleich “...® Bild-Bereich von x”
folgt via 7-3(Def):

2: Aus 1.1“C =ranz” und
aus 1.2 =ranz”
folgt:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “q € ranz” und
aus “ranz = {w: (3Q: (Q,w) € z)}”
folgt:

2: Aus1¥ge{w: (3Q: (Quw)ex)}”
folgt:

3: Aus 2¢...(Q,q) € z”
folgt via Element Axiom:

4: Aus 3“(€2,q) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

5: Aus 2¢“dQ...7 |
aus 4“€) Menge” und

aus 2“...(Q,q) € x”
folgt:

e) VS gleich

1: Aus VS gleich “0 # ranz”
folgt via 0-20:

2: Aus1“...Q €ranx”
folgt via des bereits bewiesenen b):

3: Aus 2¢...(¥,Q) e a”
folgt via 0-20:

¢ =ranz.

D =ranz.

C=29.

g Eeranz.

ge{w: (3N : (Quw)ex)}

IQ:(Q,q) € x.

(Q, q) Menge.

2 Menge.

Q0 : (Q Menge) A ((22,q) € x).

0 # ranz.

40 : Q € ranz.

3V : (U Menge) A (¥, Q) € ).

0 # x.
U
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7-5. Hier sind hinreichende Bedingungen fiir das “Element-Sein” im Definitions-
oder Bild-Bereich zu finden:

7-5(Satz)
Aus “(p,q) € x” folgt “p € domz”und “q E ranz”.
Beweis 7-5
1.1: Aus =) “(p,q) € z”

1.2:

1.3:

3.1:

3.2:

4.a):

4.b):

folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

2

Aus =) “(p,q) € x
folgt: dp: (p,q) € .

Aus =) “(p,q) € z”
folgt: dq: (p,q) € x.

: Aus 1.1“(p, q) Menge”

folgt via Paar Axiom I: (p Menge) A (¢ Menge).

Aus 1.2“3p: (p,q) € x”7 und

aus 2“...q Menge”
folgt: ge{w: (3N: (Quw)ex)}

Aus 1.3“3q: (p,q) € 7 und
aus 2“p Menge. .. ”
folgt: pe{w: (IN: (w,N2) € x)}.

Aus 3.2pe{w: (I : (w,N) € z)}” und
aus “{w: (IN: (w,Q) € x)} = domz”
folgt: p € domx.

Aus 3.14“g € {w: (IQ: (Qw) € x)}” und
aus “w: (IN: (Qw) € x)} =rana”
folgt: q € ranx.
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7-6. Via Negation folgen aus 7-5 hinreichende Bedingungen fiir “(p,q) ¢ 27 :

7-6(Satz)

Aus “p ¢ domx”oder “q & ranz” folgt “(p,q) ¢ =”.

Beweis 7-6
1: Via 7-5 gilt: ((p,q) € x) = ((p € domz) A (¢ € ranz)).

2: Aus 1
folgt: (=((p € domz) A (¢ € ranx))) = (=((p, q) € 2)).

3: Aus 2
folgt: ((p ¢ domz) V (¢ ¢ ranx)) = ((p,q) & z).

O
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7-7. Aus den folgenden sechs Aussagen ist ersichtlich, dass Definitions- und Bild-
Bereich eng miteinander verwoben sind. Aussagen b) und e) ergeben ein Krite-
rium fiir “0 # domz” und “0 # ranz” . Aussagen c) und f) folgen aus b) und
e) via Negation und ergeben ein Kriterium fiir “domx = 0” und “ranz = 0" .
Die Beweis-Reihenfolge ist a) - b) -d) -e) - ¢c) - £):

7-7(Satz)
a) Aus “p e domzx”folgt “3IQ: (Q eranz) A ((p,Q) € x)”.
b) Aus “0# domzx” folgt “0 # ranz”.
c) Aus “domx =07 folgt “ranx =0".
d) Aus “q €ranx” folgt “3Q: (Q € domz) A ((Q2,q9) € x)”.
e) Aus “0#ranx” folgt “0 # domz”.

) Aus “ranx =07 folgt “domz =0".

Beweis 7-7 a) VS gleich

1:

2:

3:

1:

Aus VS gleich “p € domzx”
folgt via 7-2:

Aus 14...(p,Q) € x”
folgt via 7-5:

Aus 143Q...7

aus 2“€) € ranz” und
aus 1.2“...(p,Q) € x”
folgt:

b) VS gleich

Aus VS gleich “0 # domx”
folgt via 0-20:

: Aus 1¢...Q edoma”

folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus2“... U Eranx...”

folgt via 0-20:

p € domx.

30 : (p, Q) € x.

Q) €ranz.

A0 (Q eranz) A ((p, Q) € z).
0 # domz.

30 : Q € domzx.

AV (¥ eranx) A ((2,¥) € x).

0 # ranzx.



42

Beweis 7-7 d) VS gleich

1: Aus VS gleich “q € ranx”
folgt via 7-4:

2: Aus 1.2“...(Q,q) € x”
folgt via 7-5:

3: Aus 1.2dQ...7,
aus 2“€) € domz” und
aus 1.2“...(Q,q) € 2”7
folgt:

e) VS gleich

1: Aus VS gleich “0 # ranz”
folgt via 0-20:

2: Aus 1“...Q Eranz”

folgt via des bereits bewiesenen d):

3: Aus2“... W €edomzx...”
folgt via 0-20:

c) VS gleich
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q € ranz.

IQ:(Q,q) € x.

Q) € domz.

AQ: (Q € domz) A ((22,q) € x).

0 # ranzx.

0 :Q Eranx.

AV (U edomz) A (P, Q) € x).

0 # domz.

domzx = 0.

1: Es gilt: (0 #ranx) V (ranz = 0).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall 0 #ranz.
2: Aus1.1.Fall“0#ranx”
folgt via des bereits bewiesenen e): 0 # domz.
3: Esgilt 2“0 # domz”.
Es gilt VS gleich “domax =07
Ex falso quodlibet folgt: ranz = 0.
1.2.Fall ranz = 0.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: ranxz = 0.
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Beweis 7-7
f) VS gleich ranx = 0.
1: Es gilt: (0 #domz) V (domz = 0).
Fallunterscheidung‘
0 # dom z.
2: Aus 1.1.Fall“0 # domz”

folgt via des bereits bewiesenen b): 0 # ranz.

3: Esgilt 2“0 #ranx”.
Es gilt VS gleich “ranz =0".

Ex falso quodlibet folgt: domz = 0.
1.2.Fall domz = 0.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: domz = 0.
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7-8. Es folgen zwei Aussagen iiber x N (U x U) und dom z, ran z:

7-8(Satz)
a) xN (U xU) C (domzx) x (ranz).

b) Aus “domz Menge” und “ranxz Menge”
folgt “x N (U xU) Menge” .
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Beweis 7-8 a)

acxnNUxU).

2:

Aus Themal“a €z N (U xU)”
folgt via 2-2: (aex)AN (el xU).

Aus 2¢...aeU XU

folgt via 6-8:
30, U : (Q Menge) A (¥ Menge) A (a = (2, 0)).

: Aus 3“...a=(,V)” und

aus 2“a € x...”

folgt: (Q,¥) € .
: Aus 44(Q,0) € 7

folgt via 7-5: (Q e domz) A (U € ranz).
: Aus 5“2 € domx...” und

aus 5“... ¥ €ranz”

folgt via 6-6: (2,V) € (domz) x (ranx).

: Aus 3“...a=(2,V)” und

aus 6“ (2, V) € (domz) x (ranz)”
folgt: a € (domz) x (ranx).

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

b)

1.1:

1.2:

2:

Aus —) “dom z ist ein Menge” und
aus —) “ranx Menge”

folgt via Binadr-Cartesisches Axiom:

Via des bereits bewiesenen a) gilt:

Aus 1.2 N (U xU) C (domzx) x (ranz)” und
aus 1.1“(domx) x (ranz) Menge”

folgt via TeilMengenAxiom:

45

Va:(aexnN(UxU)) = (« € (domz) X (ranx)).

zN (U xU)C (domzx) x (ranx).

(domz) x (ranz) Menge.

zN(UxU)C (domzx) x (ranz).

x N (U xU) Menge.

O
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dom ran Axiom. Intuitiv betrachtet haben weder dom x noch ran x mehr Elemente
als z. Also erscheint das dom ran Axiom recht kanonisch:

dom ran Axiom

Aus “x Menge” folgt “domx Menge” und “ranx Menge” .
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7-9. Vier unmittelbare Folgerungen aus dem domran Axiom. Klarer Weise ist
b) ein Spezialfall von a) und d) ist ein Spezialfall von c). Diese Spezialfélle wer-
den in die Essays aufgenommen, um spétere Beweise ein wenig abzukiirzen. Die
Préasentation der logischen Umformungen, die im Beweis zum Tragen kommen,
ist auf ein Minimum reduziert:

7-9(Satz)
a) Aus “domx Unmenge” folgt “x Unmenge”.
b) Aus “domx =U" folgt “x Unmenge”.
c) Aus “ranz Unmenge” folgt “x Unmenge”.

d) Aus “ranx =U" folgt “x Unmenge”.
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Beweis 7-9 a)

1:

2:

Via domran Axiom gilt:

Aus 1
folgt:

b) VS gleich

1:

2:

c)

Via 0L/ Axiom gilt:

Aus VS gleich “domx =U" und
aus 1“U Unmenge”
folgt:

: Aus 2“domz Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Via domran Axiom gilt:

: Aus 2

folgt:

d) VS gleich

1:

2:

Via OU Axiom gilt:

Aus VS gleich “ranz =U" und
aus 1“U Unmenge”
folgt:

: Aus 2“ranz Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen c):

MENGENLEHRE #7

(x Menge) = (dom z Menge).

(domz Unmenge) = (z Unmenge).

domz =U.

U Unmenge.

dom z Unmenge.

x Unmenge.

(x Menge) = (ranx Menge).

(ranz Unmenge) = (z Unmenge).

ranz = U.

U Unmenge.

ran x Unmenge.

x Unmenge.

O
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7-10. Sowohl Definitions- als auch Bild-Bereich vergrossern sich, wenn zu einer
umfassenderen Klasse {ibergegangen wird:

7-10(Satz)
a) Aus “ax Cy”folgt “domz C domy”.

b) Aus “x Cy” folgt “ranxz C rany”.

Beweis 7-10 a) VS gleich x Cuy.

a € domz.

2.1: Aus Themal“a € domz”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“a € domz”
folgt via 7-2: 30 : (2 Menge) A ((a, Q) € z).

3: Aus 2.2 .. (a,Q) € 2”7 und
aus—>)“x§y”

folgt via 0-4: (a, Q) € y.
4: Aus 3“(a,Q) € y”
folgt via 7-5: a € domy.
Ergo Themal: Va: (o € domz) = (o € domy).

Konsequenz via 0-2(Def): domz C domy.
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Beweis 7-10 b) VS gleich

o Eranx.

2.1:

2.2:

Aus Themal“«a € ranz”

folgt via Element Axiom: a Menge.

Aus Themal“a € ranz”

folgt via 7-4: 32 : (Q Menge) A (22, a) € ).

i Aus 2.2¢...(Q,a) € 27 und

aus _>) “o g yn

folgt via 0-4: (Q,a) €y.

i Aus 3¢(Q,a) € y”
folgt via 7-5: a € rany.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € ranz) = (a € rany).

ranz C rany.

O
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7-11. Definitions- und Bild-Bereich von 0,/ und {0} werden ermittelt. Wenig
iiberraschend gilt via abcd), dass Definitions- und Bild-Bereich der leeren Menge
gleich der leeren Menge ist und dass Definitions- und Bild-Bereich des Universums
gleich dem Universum ist. Via e) steht fest, dass eine Klasse - hier ist es “{0}” -
einen leeren Definitions-Bereich haben kann, ohne gleich der leeren Menge zu
sein. Ahnlich steht via f) steht fest, dass eine Klasse - hier ist es “{0}” - einen
leeren Bild-Bereich haben kann, ohne gleich der leeren Menge zu sein. In gh) wird
schliellich als Konsequenz von ab) dargelegt, dass aus 0 # domz oder 0 # ranx
die Aussage 0 # x folgt:

7-11(Satz)
a) dom0=0.
b) ran(0 = 0.
c) domU =U.
d) ranld =U.

e) “0+#{0}7und “dom{0} =0".
£) “0# {0}”und “ran{0} =0".
g) Aus “0# domz” folgt “0 # x”.

h) Aus “0# ranz” folgt “0 # x”.

Beweis 7-11 a)

a € dom 0.

2: Aus Themal“a € dom0”
folgt via 7-2: 3Q : (Q Menge) A ((a, 2) € 0).

3: Esgilt 2¢...(a, Q) €07
Via 0-19 gilt “(a, Q) ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: a ¢ dom 0.

Ergo Themal: Va: (o € dom0) = (a ¢ dom0).

Konsequenz via 0-19: dom0 = 0.
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Beweis 7-11 b)

« € ran(.
2: Aus Themal“a € ran(”
folgt via 7-4: 30 : (Q Menge) A ((©2, ) € 0).

3: Esgilt 2“...(Q,a) €07
Via 0-19 gilt “ (2, «) ¢ 0”.

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ ran0.
Ergo Themal: Va: (o € ran0) = (a ¢ ran0).
Konsequenz via 0-19: ran0 = 0.
c)
aeU.
2: Aus Themal“a e U’
folgt via Element Axiom: a Menge.
3: Aus 2“a Menge” und
aus 2“a Menge”
folgt via Paar Axiom I: (v, @) Menge.
4: Aus 3“(a, ) Menge”
folgt via 0-19: (o, ) € U.
5: Aus 4“(a,a) €eU”
folgt via 7-5: a € domU.
Ergo Themal: Va: (e« €U) = (o € domU).

Konsequenz via 0-19: domU =U.
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Beweis 7-11 d)

2: Aus Themal“a elU”

folgt via Element Axiom:

3: Aus 2“a Menge” und
aus 2“a Menge”
folgt via PaarAxiom I:

4: Aus 3“(a, ) Menge”
folgt via 0-19:

5: Aus 4% (a,a) €eU”
folgt via 7-5:

aecl.

a Menge.

(v, ) Menge.

(o, c0) € U.

a € ranld.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

23

Va: (o €U) = (o € ranld).

ranld = U.
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Beweis 7-11 e)
1: Via 1-5 gilt: 0 # {0}.
2: Es gilt: (0 # dom {0}) V (dom {0} = 0).

Fallunterscheidung‘

0% dom (0}
3: Aus 2.1.Fall“0 # dom{0}”
folgt via 0-20: 30 : Q € dom {0}.
4: Aus 3“...Q € dom{0}”
folgt via 7-2: 3T : (T Menge) A ((©2,P) € {0}).
5: Aus 4“...(Q,¥) e {0}
folgt via 1-6: (Q,¥)=0.

6: Esgilt 54(Q, ) =0".
Via PaarAxiom I gilt “0 # (2, ¥)”.

Ex falso quodlibet folgt: dom {0} = 0.
2.2 .Fall dom {0} = 0.
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: A1 “dom {0} =0"

3: Aus 1“0 # {0}” und
aus Al gleich “dom {0} =0"
folgt: (0 # {0}) A (dom {0} = 0).
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Beweis 7-11 £)

1: Via 1-5 gilt:

2: Es gilt:

25

0 {0}.

(0 # ran{0}) V (ran {0} = 0).

Fallunterscheidung‘

0 4 an o).
3: Aus 2.1.Fall“0 # ran{0}”
folgt via 0-20: 30 : Q € ran{0}.
4: Aus 3“...Q €ran{0}”
folgt via 7-4: 3T : (T Menge) A ((T, Q) € {0}).
5: Aus 4“...(¥,Q) e {0}”
folgt via 1-6: (T,Q)=0.
6: Esgilt 5“(0,Q) =0".
Via PaarAxiom I gilt “0 # (¥,Q)” .
Ex falso quodlibet folgt: ran{0} = 0.
2.2.Fall ran {0} = 0.

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

A1| “ran{0} =07

3: Aus 1“0 # {0}” und
aus Al gleich “ran{0} =0”

folgt:

(07 {0}) A (ran {0} = 0).
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Beweis 7-11 g) VS gleich 0 # dom .

1: Es gilt: (x=0)V (0#x).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall z=0.
2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: dom0 = 0.

3: Aus1.1.Fall“z =0"und

aus 2“dom0 =107

folgt: domx = 0.
4: Esgilt 3“domx =07

Es gilt VS gleich “0 # domzx” .

Ex falso quodlibet folgt: 0 # x.
0fa
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: 0# x.
h) VS gleich 0 #ranx.
1: Es gilt: (x=0)V (0 #x).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall z=0.
2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: ran0 = 0.

3: Aus1.1.Fall“z =0"und

aus 2“ran0=07"

folgt: ranz = 0.
4: Esgilt 3“ranz =07 .

Es gilt VS gleich “0 # ranz” .

Ex falso quodlibet folgt: 0 # x.
1.2.Fall 0% z.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: 0 +# x.
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7-12. Es wird die Klasse aller Definitions-Bereiche der Elemente einer gegebenen
Klasse definiert. 7-12 und 7-14 sind dhnliche Definitionen:

7-12(Definition)

72(X) ={domA: A e X} ={w:(IN: (2 € X)A (w=dom))}.
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7-13. In a) ist eine notwendige Bedingung fiir “w € {dom A : A € X'}” formuliert.
In b) findet sich Hinreichendes fiir “domw € {dom A : A € X}” . Bemerkenswer-
ter Weise wird weder in a) noch in b) eine “Mengen-Eigenschaft” gefordert. 7-13
und 7-15 sind in Formulierung und Beweis-Fiihrung &hnlich:

7-13(Satz)
a) Aus “w e {domA: X e X} folgt “IN: (w=domQ)A(2e X)”".
b) Aus “x € X7 folgt “domzx € {domA: \ € X}).

7-12(Def) {dom A : \ € X}.
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Beweis 7-13 a) VS gleich w € {domA: e X}

1:

Aus VS gleich “w € {domA: A€ X}” und
aus “{domA: A€ X} ={w:(3IQ: (2 € X)A (w=domQ))}”

folgt: we{w:(3Q: (€ X)A(w=dom®Q))}.
2: Aus1“we{w: (IQ: (2 € X)A (w=domQ))}”
folgt: 3Q:(Q e X)A (w=domQ).
3: Aus 2
folgt: 3Q: (w=domQ) A (2 € X).
b) VS gleich reX.
1.1: Aus VS gleich “x € X7
folgt: Jr:x e X.
1.2: Aus VS gleich “x € X7
folgt via Element Axiom: x Menge.
2: Aus 1.2“x Menge”
folgt via domran Axiom: dom x Menge.
3: Aus 1.1“dz:x € X7 und
aus “domx = dom zx”
folgt: dz : (z € X) A (domz = dom ).
4: Aus 3“dz: (x € X) A (domz =domz)” und
aus 2“domax Menge”
folgt: domz e {w:(3Q: (2 € X)A (w=dom®Q))}.
6: Aus5“domz € {w: (IQ: (2 € X) A (w=domQ))}” und

aus “dw: (IQ: (€ X) A (w=domQ))} ={domA: X € X}”
folgt: domz € {dom\: X\ € X}.

O
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7-14. Es wird die Klasse aller Bild-Bereiche der Elemente einer gegebenen Klasse
definiert. 7-14 und 7-12 sind &hnliche Definitionen:

7-14(Definition)

73(X) ={ranA: e X} ={w:(FN: (Qe X)A (w=ranQ))}.
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7-15. In a) ist eine notwendige Bedingung fiir “w € {ran A : A € X'}” formuliert.
In b) findet sich Hinreichendes fiir “domw € {ran A : A € X'}” . Bemerkenswerter
Weise wird weder in a) noch in b) eine “Mengen-Eigenschaft” gefordert. 7-15
und 7-13 sind in Formulierung und Beweis-Fiihrung &hnlich:

7-15(Satz)
a) Aus “we{ranA: A€ X}7folgt “IQ: (w=ranQ)AN(Qe X)”.

b) Aus “x € X7 folgt “ranz € {ran\: X\ € X}).

7-14(Def) {ranA: )\ € X}.
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Beweis 7-15 a) VS gleich w e {ranA: X e X}

1:

Aus VS gleich “w € {ranA: X € X}” und
s“AranA: A e X} ={w:(F2: (Qe X)AN (w=ran2))}"

folgt: wefw:(3FQ: (Ve X)AN(w=ranQ))}.
2: Aus1“w e{w: (IN: (e X)A (w=ranQ)))}”
folgt: IQ:(Qe X)A(w=ranQ).
3: Aus 2
folgt: I (w=ranQ) A (2 € X).
b) VS gleich r e X.
1.1: Aus VS gleich “x € X7
folgt: Jr:xze X.
1.2: Aus VS gleich “x € X7
folgt via Element Axiom: x Menge.
2: Aus 1.2“x Menge”
folgt via domran Axiom: ran x Menge.
3: Aus 1.1“dz:x € X7 und
aus “ranx = ranx”
folgt: dr: (z € X) A (ranz =ranz).
4: Aus 3“Jz:(x € X)A(ranz =ranz)” und
aus 2“ranx Menge”
folgt: ranz € {w: (IQ: (€ X)A (w=ranQ))}.
6: Aus 5“ranz € {w: (IQ

Qe X)AN(w=ranQ))}” und
s Hw: (A2 : (e X)A(w=ranQ))} ={ranA: X € X}”
folgt: ranz € {ran\: A € X},

O
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7-16. Es werden Definitions- und Bild-Bereiche im Zusammenhang mit Vereini-
gung und Durchschnitt untersucht. Wahrend Definitions- und Bild-Bereich der
Vereinigung jeweils gleich der Vereinigung der Definitions- und Bild-Bereiche ist,
liegen die Verhéltnisse bei dem Durchschnitt anders. Es steht lediglich die Aus-
sage, dass der Definitions- und Bild-Bereich des Durchschnitts jeweils eine Teil-
Klasse des Durchschnitts der Definitions- und Bild-Bereiche ist, zur Verfiigung.
Beispiele, die zeigen, dass die “TeilKlassen-Aussagen” beim Durchschnitt nicht
ohne Weiteres durch Gleichungen ersetzt werden koénnen, sind im Folgenden zu
finden, siehe auch 7-17(Bem):

7-16(Satz)

a) dom (JX) = {domA: e X}.
b) dom (N X) C N {domA: e X}.
¢) ran(UX)=U{ranA: 1 e X}.
d) ran(NX)CN{ranA: X e X}.
e) dom (z Uy) = (domz) U (domy).
£) dom (z N y) C (domz) N (dom ).
g) ran(zUy) = (ranz) U (rany).

h) ran(xNy) C (ranx) N (rany).

7-12(Def) {dom A : X € X}.
7-14(Def) {ran\: X € X}.
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Beweis 7-16 a)
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2: Aus Themal.1“«a € dom (|JX)”

folgt via 7-2:

3: Aus 2“.. . (o,Q) e X7

folgt via 1-12:

4.1: Aus3“.. . (o,Q) e W...”

folgt via 7-5:

4.2: Aus3“... ¥ e X7

folgt via 7-13:

5: Aus4.1“a €dom¥” und
aus 4.2“dom V¥ € {domA: X e X}”

folgt via 1-12:

a € dom (J X).

30 ¢ (2 Menge) A ((o, Q) € JX).

AV ((o, ) € W) A (P € X).

a € dom V.

domV¥ € {dom\: X e X}.

a € |J{domA: e X}

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o € dom (JX)) = (e e J{domA: X € X}).

A1| “dom (|JX) C | J{domA: e X}”
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Beweis 7-16 a) ...
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folgt via 1-12:

folgt via 7-13:

folgt:
folgt via 7-2:

aus 3“... e X7
folgt via 1-12:

folgt via 7-5:

2: Aus Themal.2“a € [J{dom A : X € X}”
30 (ae QA (Qe{domA: e X}).
3: Aus2“...Q e {domA: e X}”

4: Aus2“...a€...” und
aus 3“...Q=domw...”

5: Aus 4“a € domU¥”

6: Aus5“...(o,®) € ¥” und

7: Aus 6“(a, @) e UX”

a € J{domA: X e X}.

AV (Q=domV¥) A (¥ € X).

a € dom V.

3P : (& Menge) A ((«o, @) € V).

(a,®) € JX.

a € dom (J X).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o€ J{domA: X € X}) = (a € dom (| X)).

A2| “|J{domA: XA e X} Cdom(JX)”

1.3: Aus A1 gleich “dom (|JX) CJ{domA: X € X}” und
aus A2 gleich “(J{domA: X € X} Cdom(|JX)”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (U X) = J{domA: X € X}.
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Beweis 7-16 b)

o € dom (N X).
2.1: Aus Themal“«a € dom ([ X)”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“«a € dom ([ X)”

folgt via 7-2: 30 : (2 Menge) A ((o, Q) € N X).
B e {domX:\e X}

4: Aus Thema3“f € {domA: X e X}”
folgt via 7-13:
U (f=domVU) A (Ve X).

5: Aus 2.2“. .. (a,) € (X7 und
aus 4“... ¥ e X7

folgt via 1-13: (a, Q) € U.
6: Aus 5% (a,2) € U”
folgt via 7-5: a € dom V.

7: Aus 6“a € domV¥” und
aus 4“...f=domWV¥...”
folgt: a € p.

Ergo Thema3:
Al “VB: (B e{domA: A€ X}) = (a€f)”

4: Aus A1 gleich
“VB: (B e{domA: X e X})= (o€ ) und
aus 2.1“«a Menge”
folgt via 1-13: a e ({domA: e X}

Ergo Themal: Va: (o€ dom (X)) = (€ N{domA: X e X}).
Konsequenz via 0-2(Def): dom (N X) C{domA: X € X}.
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Beweis 7-16 ¢)
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2: Aus Themal.1“a €ran(|JX)”

folgt via 7-4:

3: Aus 2“...(Qa)e X7

folgt via 1-12:

4.1: Aus3“...(Qa)eV...”

folgt via 7-5:

4.2: Aus3“... ¥ e X7

folgt via 7-15:

5: Aus4.1“a €ran¥” und
aus 4.2“ran ¥V € {ran\: A € X}”

folgt via 1-12:

a €ran(JX).

3Q ¢ (2 Menge) A ((©2,a) € JX).

AV ((Q,a) e U)A (Ve X).

o € ran VU,

ranU € {ran\: \ € X}.

aeJ{ranA: e X}

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(a€ran(JX)) = (e € U{ranA: X € X}).

At “ran (UX) CU{ranA: A e X}”
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Beweis 7-16 ¢) ...

aeJ{ranA: X e X}

2: Aus Themal.2“a € [J{ranA: A € X}”

folgt via 1-12: 3 (ae YA (Qe{ranX: X e X}).
3: Aus2“...Qe{ranA: A e X}7

folgt via 7-15: AV (Q=ranV) A (¥ € X).
4: Aus 2“...a€...” und

aus 3“...Q=ranV¥.. .7

folgt: a €ranV.

5: Aus4“a eranV¥”
folgt via 7-4: 3P : (¢ Menge) A ((P,a) € V).

6: Aus 5“...(®,a) € ¥” und
aus 3“... ¥ e X7

folgt via 1-12: (¢, ) e UX.
7: Aus 6“(®,a) e UX”
folgt via 7-5: a € ran (JX).
Ergo Themal.?2: Va: (e € J{ranA: X € X}) = (a €ran (U X)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “(HranA: A e X} Cran(UX)”

1.3: Aus A1 gleich “ran ((JX) C J{ranA: A € X}” und
aus A2 gleich “(J{ranA: A € X} Cran(JX)”
folgt via GleichheitsAxiom: ran(JX) =U{ranA: X € X}.



#7 MENGENLEHRE

Beweis 7-16 d)

a €ran () X).

2.1: Aus Themal“a € ran((X)”
folgt via Element Axiom:

2.2: Aus Themal“a €ran((X)”
folgt via 7-4:

o Menge.

30 : (2 Menge) A ((©2,a) € N X).

folgt via 7-15:

AV (B=ranV)A (Ve X).
D Aus 2.24...(Q,a) € (X7 und

aus 4“... e X7

folgt via 1-13: (Q,a) € U.
i Aus 54(Q,a) € U7
folgt via 7-5: a €ranV.

: Aus 6“a €ran¥” und

aus 4“...f=ranV¥ .. .7

folgt: a € p.

ge{rani: A e X}
4: Aus Thema3“f € {ranA: A e X}”

Ergo Thema3:

AL “VB:(Befrand: e X}) = (€ f)”

4: Aus A1 gleich
“VB:(Be{ranA: A€ X})= (a€ ) und
aus 2.1“a Menge”
folgt via 1-13:

a€(ranA: e X}

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

69

Va:(a€ran((NX)) = (e € {ranA: X € X}).

ran (N X) C{ranA: X € X}.
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Beweis 7-16 e)

o € dom (z U y).
2: Aus Themal.1“a € dom (zUy)”
folgt via 7-2: 3Q : (Q Menge) A ((a, Q) € z U y).

3: Aus 2¢.. (o, Q) exUy”
folgt via 2-2: ((a, ) € 2) V ((or, Q) € ).

Fallunterscheidung‘

3.1.Fall (a,Q) € .
4: Aus 3.1.Fall“(a,Q) € x”
folgt via 7-5: a € domx.
5: Aus 4“a € domz”
folgt via 2-2: a € (domzx) U (domy).
3.2.Fall (o, Q) € y.
4: Aus 3.2.Fall“(a,Q2) €y”
folgt via 7-5: «a € domy.

5: Aus4“a €domy”
folgt via 2-2: a € (domx) U (domy).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
a € (domz) U (domy).

Ergo Themal.1: Va: (o € dom(zUy)) = (a € (domz) U (domy)).

Konsequenz via 0-2(Def): A1] “dom (zUy) C (domz) U (domy)”
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Beweis 7-16 e) ...

2: Aus Themal.2“«a € (domz) U (domy)”

Fallunterscheidung‘

a € (dom ) U (domy).

folgt via 2-2: (. € domz) V (a € domy).

5: Aus 4“(a, Q) €xUy”
folgt via 7-5:

2.1.Fall o € dom .
3: Aus 2.2.Fall“a € domz”
folgt via 7-2: 30 : (2 Menge) A ((o, Q) € ).
4: Aus 3“... (a,Q) €ex”
folgt via 2-2: (o, Q) €z Uy.

a € dom (x Uy).

5: Aus 4“(a,Q) €exUy”
folgt via 7-5:

2.2.Fall o € domy.
3: Aus 2.2.Fall“a € domy”
folgt via 7-2: 3Q : (2 Menge) A ((o, Q) € y).
4: Aus 3“...(a,Q) €y”
folgt via 2-2: (o, Q) €z Uy.

a € dom (x Uy).

‘Ende Fallunterscheidung‘
In beiden Féllen gilt:

a € dom (z Uy).

Ergo Themal.?2: Va: (a € (domz) U

(domy)) = (o € dom (z U y)).

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “(domx) U (domy) C dom (zUy)”

1.3: Aus A1 gleich “dom (z Uy) C (domz) U (domy)” und
aus A2 gleich “(domz) U (domy) C dom (x Uy)” folgt

via GleichheitsAxiom: dom (z Uy) = (domz) U (domy).
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Beweis 7-16 £)

o € dom (z Ny).
2: Aus Themal“a € dom(x Ny)”
folgt via 7-2: 3Q : (Q Menge) A ((a, Q) € zNy).

3: Aus 2¢.. (o, Q) exny”
folgt via 2-2: ((a, ) € 2) A ((or, Q) € ).

4.1: Aus 3“(a, Q) €x...”
folgt via 7-5: a € domz.

4.2: Aus3“...(o,Q) ey’
folgt via 7-5: a € domy.

5: Aus4.1“a € domz” und
aus 4.2“a € domy”
folgt via 2-2: a € (domz) N (domy).

Ergo Themal: Va: (e € dom(zNy)) = (a € (domz) N (domy)).
Konsequenz via 0-2(Def): dom (zNy) C (domz) N (domy).
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Beweis 7-16 g)

o € ran (v Uy).
2: Aus Themal.1“a €ran(zUy)”
folgt via 7-4: 3Q 1 (Q Menge) A (2, ) € z U y).

3: Aus 2.2¢...(Q,a)exUy”
folgt via 2-2: () ex)V((a)€y).

Fallunterscheidung‘

3.1.Fall (Q, ) € z.
4: Aus 3.1.Fall“(Q,a) € 27
folgt via 7-5: o €ranz.
5: Aus4“a €ranz”
folgt via 2-2: a € (ranz) U (rany).
3.2.Fall (Q,a) €y.
4: Aus 3.2.Fall“(Q,a) ey’
folgt via 7-5: a €rany.

5: Aus4“a €rany”
folgt via 2-2: a € (ranz) U (rany).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
a € (ranz) U (rany).

Ergo Themal.1: Va:(a€ran(zUy)) = (o € (ranz) U (rany)).

Konsequenz via 0-2(Def): A1l| “ran(zUy) C (ranz) U (rany)”
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Beweis 7-16 g) ...

a € (ranx) U (rany).

2: Aus Themal.2“a € (ranz) U (rany)”
folgt via 2-2: (a €ranz) V (o € rany).

Fallunterscheidung‘

2.1.Fall o €ranx.
3: Aus 2.2.Fall“a €ranz”
folgt via 7-4: 30 - (2 Menge) A ((Q,a) € x).
4: Aus 3“...(Q,a)ex”
folgt via 2-2: (Q,a) €xUy.
5: Aus 4“(Q,a) exUy”
folgt via 7-5: a€ran(zUy).
2.2.Fall o € rany.
3: Aus 2.2.Fall“a €rany”’
folgt via 7-4: 3Q : (2 Menge) A ((©, ) € y).
4: Aus 3“...(Q,a)ey”
folgt via 2-2: (Q,a) €xUy.

5: Aus 44(Q,a) exUy”
folgt via 7-5: a €ran(zUy).

‘Ende Fallunterscheidung‘

In beiden Féllen gilt: a € ran(z Uy).
Ergo Themal.?2: Va: (a € (ranz)U(rany)) = (e € ran(z U y)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “(ranz)U(rany) Cran(z Uy)”

1.3: Aus A1 gleich “ran(zUy) C (ranx) U (rany)” und
aus A2 gleich “(ranz) U (rany) Cran(zUy)” folgt
via GleichheitsAxiom: ran (z Uy) = (ranz) U (rany).
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Beweis 7-16 h)

o € ran (z Ny).
2: Aus Themal“a €ran(zNy)”
folgt via 7-4: 3Q 1 (Q Menge) A (2, ) € zNy).

3: Aus 2.2 .. (Qa)exny”
folgt via 2-2: (o) ex) A ((Qa) €y).

4.1: Aus 3“(Q,a) €x...”
folgt via 7-5: o €ranz.

4.2: Aus3“...(Qa)ey”
folgt via 7-5: a € rany.

5: Aus4.1“a €ranz” und
aus 4.2“a € rany”

folgt via 2-2: a € (ranz) N (rany).
Ergo Themal: Va:(a€ran(xNy)) = (o € (ranz) N (rany)).
Konsequenz via 0-2(Def): ran (zNy) C (ranz) N (rany).

O
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7-17. Wie in den folgenden vier Beispielen dargelegt, konnen die “TeilKlassen-
Aussagen” von 7-16bdfh) nicht ohne Weiteres durch Gleichungen ersetzt werden:

7-17.Bemerkung

e Die Gleichung
“dom (N X) =({domA: X e X}
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Gleichung
“ran (X)) ={ranA: A € X}”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Gleichung
“dom (z Ny) = (domx) N (domy)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Gleichung
“ran (zNy) = (ranz) N (rany)”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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7-18. Laut folgendem Beispiel ist die Gleichung
“dom (N X) =({dom A : A € X}” nicht ohne Weiteres verfiighar:

7-18.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
—) q Menge.
—) p#q.

=) X ={{p)}{lpo}}
Dann folgt:

a) NX =0.

b) {domA:\e X} ={{p}}

¢) dom (NX) = 0.

d) N{domA: e X}) = {p}.

e) dom (NX) #MN{domA: A € X1.

Ad a): Da p,q Mengen sind und p # q gilt, folgt (p,p) # (p, q), woraus sich via
1-6 ergibt, dass es kein Element in [ X geben kann.
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7-19. Laut folgendem Beispiel ist die Gleichung
“ran (N X) =({ran A : XA € X}" nicht ohne Weiteres verfiigbar:

7-19.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
—) q Menge.
—) p#q.

=) X ={{ a}{(¢.a}}
Dann folgt:

a) NX =0.

b) {ranA: A e X} = {{q}}.

¢) ran(NX) = 0.

d) (ranA: A e X}) ={q}.

e) dom (N X) % N{domA: \ € X}.

Ad a): Da p,q Mengen sind und p # q gilt, folgt (p,q) # (q, q), woraus sich via
1-6 ergibt, dass es kein Element in [} X geben kann.
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7-20. Laut folgendem Beispiel ist die Gleichung
“dom (x Ny) = (domx) N (domy)” nicht ohne Weiteres verfiigbhar:

79

7-20.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
—) q Menge.
—) p#q.
=)z ={(p,p)}

- y=A{a}
Dann folgt:

a) zNy=0.
b) domz = {p}.

¢) domy = {p}.

d) dom (z Ny) = 0.

e) (domz)N (domy) = {p}.

£) dom (x Ny) # (domx) N (domy).
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7-21. Laut folgendem Beispiel ist die Gleichung “ran (x Ny) = (ranz) N (rany)”
nicht ohne Weiteres verfiigbar:

7-21.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
—) q Menge.
=) PF#q.
=) == {9}

- y={(g 9}
Dann folgt:

a) Ny =0.
b) ranz = {q}.

c) rany = {q}.

d) ran(zNy)=0.

e) (ranz) N (rany) = {q}.

£) ran(zNy) # (ranz) N (rany).
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7-22. Es folgen acht Aussagen iiber Definitions- und Bild-Bereich binérer, carte-
sischer Produkte. Dabei kommt der leeren Menge eine Sonderrolle zu:

7-22(Satz)
a) dom(z xy)Cx.
b) Aus “0# y” folgt “dom (z x y) =z”.
c) dom (z x 0) = 0.
d) dom (0 x y) = 0.
e) ran(z xy) Cy.
£) Aus “0# z” folgt “ran(x xy) =y”.
g) ran(x x 0) = 0.

h) ran(0 x y) = 0.

Beweis 7-22 a)

o € dom (z x ).
2: Aus Themal“a € dom (z X y)”
folgt via 7-2: 30 : (2 Menge) A ((o, ) € z x y).
3: Aus 2¢.. . (o, Q) ex xy”
folgt via 6-6: o€ x.
Ergo Themal: Va: (a € dom(z x y)) = (o € x).

Konsequenz via 0-2(Def): dom (z x ) C .
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Beweis 7-22 b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “0 # y”
folgt via 0-20:
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0#y.

I0:Qey.

3: Aus Thema2“«a € 7 und
aus 1.1¢... Qe y”
folgt via 6-6:

4: Aus 3“(a,Q) €z xy”
folgt via 7-5:

o€ .

(a,Q) e x xy.

a € dom (z X y).

Ergo Thema2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

2: Aus 1.2“dom (z x y) C " und aus
A1 gleich “x C dom (z x y)” folgt
via GleichheitsAxiom:

c)

2: Aus 1
folgt:
d)

2: Aus 1
folgt:

Va: (a € z) = (o € dom (z X y)).

ALl “z Cdom(z x y)”

dom (z x y) C x.

dom (z x y) = .

dom (z x 0) °=? dom 0 =)

dom (z x 0) = 0.

dom (0 x y) °=2 dom0 =" 0.

dom (0 x y) = 0.
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Beweis 7-22 e)

o € ran (z X ).

2: Aus Themal“a € ran(z X y)”
folgt via 7-4: 30 ¢ (2 Menge) A ((, ) € z x y).

3: Aus 2¢... (Qa)ex xy”
folgt via 6-6: a€y.

Ergo Themal: Va: (a€ran(z xy)) = (o € y).
Konsequenz via 0-2(Def): ran (z x y) C y.
f) VS gleich 0 # x.

1.1: Aus VS gleich “0 # x”
folgt via 0-20: J0:Q e x.

a€y.

3: Aus1.1“...Q€2” und
aus Thema2“«a € y”

folgt via 6-6: (Q,a) € x xy.
4: Aus 3“(Q,a) ez xy”
folgt via 7-5: a € ran(xz X y).
Ergo Thema?2: Va: (aey) = (a €ran(z X y)).
Konsequenz via 0-2(Def): A1l “yCran(z xy)”
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: ran (z X y) C y.

2: Aus 1.2%ran (z x y) Cy” und aus
A1 gleich “y Cran(x x y)” folgt
via GleichheitsAxiom: ran(z X y) = y.



84

Beweis 7-22 g)
1:

2: Aus 1
folgt:

h)

2: Aus 1
folgt:
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ran (z x 0) %23 ran0 "2 0.

ran (z x 0) = 0.

ran (0 X y) %23 ran0 "2 0.

ran (0 x y) = 0.
U
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7-23. Es ist vermutlich wenig iiberraschend, dass U x U keine Menge ist:

7-23(Satz)
U x U Unmenge.
Beweis 7-23
1: Via 0-18 gilt: 0#U.
2: Aus 1“0#U”
folgt via 7-22: dom (U xU) =U.

3: Aus 2“dom (U xU)=U"
folgt via 7-9: U x U Unmenge.

O
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7-24. Die folgenden zwei Aussagen sind als Kombination vorhergehender Resul-
tate einfach zu beweisen:

7-24(Satz)
a) dom(zN(y x 2)) CyNdomzx.

b) ran(zN(y x 2)) C zNranzx.

Beweis 7-24 a)

1: Via 7-16 gilt: dom (z N (y x 2)) C (domx) N (dom (y X 2)).
2: Via 7-22 gilt: dom (y x z) Cy.
3: Aus 2“dom (y x z) Cy”

folgt via 2-15: (dom (y x z)) Ndomx C y Ndom x.
4: Via KGN gilt: (domx) N (dom (y X 2)) = (dom (y x z)) N dom z.

5: Aus 1“dom (zN(y X 2)) C (domx) N (dom (y x 2))” und
aus 4“(domz) N (dom (y x z)) = (dom (y x z)) Ndomx”
folgt: dom (z N (y x 2)) C (dom (y x z)) N dom z.

6: Aus 5“dom (zN(y X 2)) C (dom (y x z)) Ndomz” und
aus 3“(dom (y x z)) Ndomz C yNdomz”

folgt via 0-6: dom (zN(y x 2)) CyNdomzx.
b)
1: Via 7-16 gilt: ran (x N (y x z)) C (ranz) N (ran (y X z)).
2: Via 7-22 gilt: ran(y x z) C z.
3: Aus 2“ran(y x z) C 27
folgt via 2-15: (ran(y x z)) Nranz C zNranz.
4: Via KGN gilt: (ranz) N (ran(y x 2z)) = (ran (y x z)) Nranz.

5: Aus 1“ran(zN(y x 2)) C (ranz) N (ran(y X z))” und
aus 4“(ranz) N (ran(y x 2)) = (ran(y X z)) Nranz”
folgt: ran(z N (y x z)) € (ran(y x 2)) Nranz.

6: Aus5“ran(zN(y x 2)) C(ran(y x z)) Nranz” und
aus 3“(ran (y X z))Nranz C zNranz”
folgt via 0-6: ran(zN(y x z)) € zNranuz.

O
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injektiv.
nicht-injektiv.
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Bild von E unter z. z[E].

Ersterstellung: 12/09/05

Letzte Anderung: 11/04/11
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8-1. Die Konzepte der Injektivitat und der Nicht-Injektivitéat werden fiir beliebige
Klassen eingefiihrt. Die Phrasen “z injektiv” und “x nicht-injektiv” sind zwar
grammatikalisch unvollsténdig, jedoch bestechen sie durch Kiirze im Gebrauch:

8-1(Definition)

1) “z injektiv” genau dann, wenn gilt:
va, B,7: (((a, 8) € 2) A (7, B) € ) = (v = ).
2) “z nicht-injektiv” genau dann, wenn gilt:

—(x injektiv).
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8-2. Es wird fest gestellt, welche Klassen mit welchen Eigenschaften existieren,
wenn x nicht-injektiv ist. Die Liste dieser Eigenschaften ist durchaus beeindru-
ckend und ohne Hilfsmittel kaum in gut lesbare Form zu bringen. So wird der Les-
barkeit halber ein weiteres Ausdrucksmittel in die Essays eingefiihrt. Es besteht
aus einer Liste von Eigenschaften, die mit Nummern, die “e.” folgen, versehen
ist und der eine verbal formulierte Existenzaussage vorangestellt ist:

8-2(Satz)
Es gelte:
—) x nicht-injektiv.
Dann gibt es Q, W, @, so dass gilt:
e.1) (V) euwx.
e.2) (¢,V) €.
e.3) Q#O.

Beweis 8-2

1: Aus —) “x nicht-injektiv”
folgt via 8-1(Def): —(x injektiv).

2: Aus 1“—(z injektiv)”
folgt via 8-1(Def): —(Va,B,v: (o, B) € ) A((7,5) € 2)) = (a=7)).

3: Aus 2
folgt: QU P -
(QU)ex
AN (D,0)ex
AN Q#D.

O
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8-3. Um nachzuweisen, dass x nicht-injektiv ist, sind drei Klassen mit speziellen
Eigenschaften aufzutreiben:

8-3(Satz)

Es gelte:
—) (p,q) € .
—) (w,q) € x.
) pAuw.

Dann folgt “x nicht-injektiv”.

Beweis 8-3

1: Es gilt: (x injektiv) V (=(z injektiv)).

Fallunterscheidung‘

z injektiv.

2: Aus —) “z injektiv”

aus —) “(p,q) € 7 und

aus —) “(w,q) € z”

folgt via 8-1(Def): p=w.
3: Esgilt 2“p=w".

Esgilt =) “p#w”.

Ex falso quodlibet folgt: —(z injektiv).

—(z injektiv).

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: A1l “=(z injektiv)”

2: Aus Al gleich “—(z injektiv)”
folgt via 8-1(Def): x nicht-injektiv.

O
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8-4. Jede TeilKlasse einer injektiven Klasse ist injektiv. Jede Klasse, die eine
nicht-injektive Klasse umfasst, ist nicht-injektiv:

8-4(Satz)
a) Aus “ax Cy”und “y injektiv” folgt “x injektiv” .

b) Aus “x Cy”und “x nicht-injektiv” folgt “y nicht-injektiv” .

Beweis 8-4 a) VS gleich (x Cy) A (y injektiv).
(0, 8) € ) A (7, B) € x).
2.1: Aus Themal“(a,f) € z...” und
aus VS gleich “x C y”
folgt via 0-4: (o, B) € 9.

2.2: Aus Themal“...(v,0) € 2” und
aus VS gleich “x C y”
folgt via 0-4: (v, 0) € y.

3: Aus —) “y injektiv” |
aus 2.1“(a, f) € y” und

aus 2.2°(v,0) €y”
folgt via 8-1(Def): a=r.

Ergo Themal: Va, 5,7 : (o, 8) € x) A ((7,5) € ) = (e =7).

Konsequenz via 8-1(Def): x injektiv.
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Beweis 8-4 b) VS gleich

1: Aus VS gleich “...x nicht-injektiv”

folgt via 8-2: AU, D ((Q, V) €

2.1: Aus1“...(Q,¥)ex...” und
aus VS gleich “x Cy...
folgt via 0-4:

2.2: Aus1“... (¢, ¥)ex...” und
aus VS gleich “x Cy...
folgt via 0-4:

3: Aus 2.14(Q,¥) e y”,
aus 2.2“(d,¥) € y” und
aus 1“...Q # ®”
folgt via 8-3:
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(x C y) A (x nicht-injektiv).

2) A (B, 7) € 2) A (Q £ D).

(QU) €y.

(¢, ¥) €y.

y nicht-injektiv.
O
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8-5. Das Bild von F unter x besteht aus genau jenen Mengen w, fiir die es
ein € gibt, so dass 2 € F und (2,w) € x. Obwohl hauptséchlich bei Relationen
und Funktionen verwendet, wird das Bild von E unter z fiir ansonsten beliebige
Klassen F und z definiert. Interessanter Weise liegen schon in diesem Fall viele
der im Zusammenhang mit Relationen oder Funktionen erwarteten Resultate vor:

8-5(Definition)

1) z[E]
=8.0(F,z) ={w:(3Q: (€ E)AN((Quw) € x))}.

2) “¢ Bild von E unter z” genau dann, wenn gilt:

¢ =z[E].
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8-6. Das Bild von E unter z ist z[F] - und das Bild von F unter x ist eindeutig
bestimmt:

8-6(Satz)
a) z[E] Bild von E unter .

b) Aus “C Bild von E unter 7 und “® Bild von E unter x”

folgt “€=2".

Beweis 8-6 a)
Aus “x[E] = x[E]”
folgt via 8-5(Def): z[E] ist das Bild von F unter z.
b) VS gleich (¢ Bild von E unter z) A (© Bild von E unter z).
1.1: Aus VS gleich “€ Bild von F unter z...”

folgt via 8-5(Def): ¢ = x[E].
1.2: Aus VS gleich “...® Bild von E unter x”

folgt via 8-5(Def): D = z[E].

2: Aus 1.1“C =z[E]” und
aus 1.2“90 = z[E]”
folgt: C=2.
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8-7. Es werden drei notwendige Bedingungen fiir “¢ € z[E]” angegeben:

8-7(Satz)
Es gelte:
—) q € z[E].
Dann gibt es 2, so dass gilt:
e.1) Qe F.
e.2) Qe domz.

e.3) (2,q) € x.

Beweis 8-7

1: Aus —)“q € z[E]” und
aus “z[E] ={w: (3Q: (Q € E)A ((Qw) € x))}”

folgt: geE{w: (IN: (e E)A((Quw) € x))}.
2: Aus1¥ge{w:(3N: (Qe E)AN((Quw) €x))}”

folgt: 30 : (Qe E)AN((22,q) € z).
3: Aus 2“...(Q,q) € x”

folgt via 7-5: Q € domz.
4: Aus 2¢“3d0...7,

aus 2“...Q e E...7,

aus 3“€) € domz” und

aus 2“...(Q,q) € x”

folgt: 30 :

Qek

A Q€domz
A (Q,q) € .
U
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8-8. Im folgenden Satz wird die - vermutlich erwartete - hinreichende Bedingung

fir “q € x[E]” gegeben:

8-8(Satz)

Aus “(p,q) € x”und “p € E” folgt “q € z[E]”.

Beweis 8-8 VS gleich ((p,q) ex)N(peb).

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € x...”
folgt: dp: (p,q) € .

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € x...”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

2.1: Aus1.1%dp...”,
aus VS gleich “...p€ E” und
aus VS gleich “(p,q) € z...”

folgt: dp:(pe E)A((p,q) € ).
2.2: Aus 1.2“(p,q) Menge”
folgt via PaarAxiom I: q Menge.

3: Aus2.1“dp: (pe E) A ((p,q) € )” und
aus 2.2“q Menge”
folgt: geE{w: (IN: (e E)A((Quw) € x))}.

4: Aus 3“ge{w: (IN: (e E)A ((Qw) €x))}” und
aus “{w: (IQ: (Ve E)A ((Quw) € )} = x[E]"
folgt: q € x[E].

O
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8-9. Ohne allzu viel Riicksicht auf die Notationen von 8-9 zu nehmen wird das
Bild von x unter E wird grosser, wenn “z” oder “ E” durch grofiere Klassen ersetzt
wird:

8-9(Satz)
a) Aus “E Ce” folgt “x[E] C x[e]”.
b) Aus “x Cy” folgt “x|E] C y[E]”.

c) Aus “x Cy”und “FE Ce” folgt “x[F] C yle]”.

Beweis 8-9 a) VS gleich E Ce.
o € 2[E).
2: Aus Themal“«a € z[E]”
folgt via 8-T7: 30 (Q e B) AN (2, a) € 7).

3: Aus 2“...Q € E...” und
aus VS gleich “E Ce”

folgt via 0-4: Qee.
4: Aus 2“...(Q,a) € 2” und
aus 3“Q € e”
folgt via 8-8: a € zle].
Ergo Themal: Va: (a € z[E]) = (a € z[e]).

Konsequenz via 0-2(Def): z[E] C z[e].
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Beweis 8-9 b) VS gleich x Cuy.
o € z[B].
2: Aus Themal“a € z[E]”
folgt via 8-T7: 30 (Qe E)A (2, a) € x).

3: Aus 2¢...(Q, ) € 7 und
aus VS gleich “oz Cy”
folgt via 0-4: (Q,a) €y.

4: Aus 3“(Q,a) € y” und
aus 2“...Q e E...7

folgt via 8-8: a € y[E].

Ergo Themal: Va: (a € z[E]) = (a € y[E)).
Konsequenz via 0-2(Def): z[E] C y[E].
c) VS gleich (x Cy)AN(ECe)
1.1: Aus VS gleich “x Cy...”

folgt via des bereits bewiesenen b): x[E] C ylE].
1.2: Aus VS gleich “...E Ce”

folgt via des bereits bewiesenen a): ylE] C ylel.

2: Aus 1.1“2[E] C y[E]” und
aus 1.2“y[E] C yle]”
folgt via 0-6: z[E] C yle].
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8-10. Das Bild von F unter x hat Einiges mit dom x und ranz zu tzn:

8-10(Satz)
a) Aus “q € x|[E]” folgt “q € ranx”.
b) z[E] C ranzx.
c) z[E] = x[F Ndomx].

d) z[domz] =ranzx.

Beweis 8-10 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “q € z[E]”
folgt via 8-7:

2: Aus 1“...(Q,q) € x”
folgt via 7-5:

b)

q € z[E].

Q0 :(Q,q) € x.

g Eeranzx.

Aus Themal“«a € z[E]”
folgt via des bereits bewiesenen a):

a € z[E).

o Eranx.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € z[E]) = (o € ranz).

z[E] Cranx.
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Beweis 8-10 ¢)

o € 3[E].

2: Aus Themal.1“« € z[E]”
folgt via 8-7:
0 : (e B)AN(Qedomz) A (22, ) € ).

3: Aus2“...Qe E...7 und
aus 2.2“...Qc€domzx...”
folgt via 2-2: Qe ENndomz.

4: Aus 2“...(Q,a) € 2”7 und
aus 3“0 € ENdomz”

folgt via 8-8: a € z[E Ndomz].
Ergo Themal.1: Va: (a € z[E]) = (o € z[E N domx]).
Konsequenz via 0-2(Def): A1l| “z[E] C z[E Ndomz]”
1.2: Via 2-7 gilt: Endomx C E.

2: Aus1.2“ENdomz C E7”
folgt via 8-9: z[E Ndomx] C z[E].

3: Aus Al gleich “z[E] C z[EF'Ndomz]” und
aus 2“z[E Ndomz| C z[E]”
folgt via GleichheitsAxiom: z[E] = z[E N domz].
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Beweis 8-10 d)

o Eranx.

2: Aus Themal.1“a €ranz”
folgt via 7-4: 30 (Q,a) € .

3: Aus 2¢...(Q,a) e x”
folgt via 7-5: 2 € domz.

4: Aus 2“...(Q,a) € 2” und
aus 3“Q) € domaz”

folgt via 8-8: a € z[dom z].
Ergo Themal.1: Va: (o € ranx) = («a € x[dom z]).
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “ranz C z[domz]”
1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: x[domz| C ranz.

2: Aus 1.2“z[domz] Cranz” und
aus A1 gleich “ranx C z[domz]” folgt
via GleichheitsAxiom: xldomz] = ranz.
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8-11. Es folgen zwei hinreichende Bedingungen fiir “z[E] Menge” . Die Beweis-
Reihenfolge ist b) - a):

8-11(Satz)
a) Aus “x Menge” folgt “x[E] Menge”.

b) Aus “ranx Menge” folgt “x[E] Menge” .

Beweis 8-11 b) VS gleich ranx Menge.
1: Via 8-10 gilt: z[E] Cranz.

2: Aus 1“z[E] Cranz” und
aus VS gleich “ranx Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: x[E] Menge.

a) VS gleich x Menge.

1: Aus VS gleich “2 Menge”
folgt via domran Axiom: ran x Menge.

2: Aus 1“ranx Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): z[E] Menge.

O
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8-12. Es sind sechs Aussagen iiber das Bild von E unter x angegeben, in denen
x oder F gleich 0 oder gleich U ist:

8-12(Satz)
a) z[0] = 0.
b) 0[E] = 0.

¢) z[U] = ranz.
a) Aus “0# E”folgt “U[E] =U".
e) U[0] = 0.
£) 0[U] = 0.

Beweis 8-12 a)

o € z[0].
2: Aus Themal“w € z[0]”
folgt via 8-7: I (Qe0)A((Qa) € x).

3: Esgilt 2¢...Q€0...7.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: a ¢ z[0].

Ergo Themal: Va: (a € z[0]) = (a ¢ z[0]).

Konsequenz via 0-19: z[0] = 0.
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Beweis 8-12 b)

o € O[E].
2: Aus Themal“«a € 0[E]”
folgt via 8-T7: 30: (Qe B) AN (2, a) €0).

3: Esgilt 2“...(Q,a) €0.”7
Via 0-19 gilt “ (2, «) ¢ 07 .

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ 0[E].
Ergo Themal: Va: (o € 0[E]) = (a ¢ O[E)).
Konsequenz via 0-19: 0[E] = 0.
c)
o € ranz.
2: Aus Themal.1“a €ranz”
folgt via 7-4: 3Q 1 (Q Menge) A (22, a) € ).
3: Aus 2“...Q Menge...”
folgt via 0-19: Qel.
4: Aus 2“...(Q,«) € 2”7 und
aus 3“Q el”
folgt via 8-8: a € z[U].
Ergo Themal.1: Va: (o €ranz) = (o € zU]).
Konsequenz via 0-2(Def): A1| “ranz C z[U]”
1.2: Via 8-10 gilt: z[U] Cranz.

2: Aus 1.2“z[U] Cranz” und
aus Al gleich “ranz C z[U]”
folgt via GleichheitsAxiom: U] = ranz.
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Beweis 8-12 d) VS gleich

2.2:

2.1:

Aus Themal“a e U”
folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “0 # E”
folgt via 0-20:

: Aus 2.2¢... Q¢ E”

folgt via Element Axiom:

: Aus 3“2 Menge” und

aus 2.1“«a Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 4% (9, a) Menge”

folgt via 0-19:

: Aus 54(Q,a) e U” und

aus 2.2“...Q € E”
folgt via 8-8:

aecl.

a Menge.

12:Qc k.

) Menge.

(2, @) Menge.

(Q,a) €U.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

e) Via des bereits bewiesenen a) gilt:

f) Via des bereits bewiesenen b) gilt:

105

0+ E.
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8-13. Das Kriterium bezieht sich auf “z[E] = 07 :

8-13(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) z[E] =0.

ii) ENndomzx = 0.

Beweis 8-13 VS gleich z[E] = 0.

a € ENdomuz.

2: Aus Themal“a € ENdomz”
folgt via 2-2: (v € E) N (a € domz).

3: Aus 2“...a €domzx”
folgt via 7-2: 30 (o, ) € .

4: Aus 3“...(a,2) € 2”7 und
aus 2“a € B...7
folgt via 8-8: Q € x[E].

5: Aus 4“Q € z[E]” und
aus VS gleich “z[E] =07
folgt: Qeo.

6: Esgilt 5“0 €07,
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ ENdomz.
Ergo Themal: Va: (o€ ENdomz) = (o ¢ ENdomaz).
Konsequenz via 0-19: ENndomax = 0.
VS gleich ENndomx = 0.
1: 2[E] °=° z[E ndom 2] £ 2[0] *=% 0.
2: Aus 1
folgt: z[E] = 0.

O
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8-14. Durch Negation der Aussagen von 8-13 folgt ein Kriterium fiir “0 # z[E]” :

8-14(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) 0 # z[E].
ii) 0# ENdomuz.

0) & (FNdomzx =0).

Beweis 8-14
1: Via 8-13 gilt: (x[E] =
2: Aus 1
folgt: (=(z[E] =0)) & (=(ENndomz = 0)).
3: Aus 2

folgt: (0 # z[E]) < (0 # ENndom x).
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8-15. Im folgenden Kriterium geht es um die Frage, wann q kein Element von
x[F] ist:

8-15(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) q ¢ z[E].
ii) “q Unmenge” oder “Ya: (a € E) = ((a,q) ¢ z)”.

Beweis 8-15 VS gleich q ¢ z[E].

1: Aus VS gleich “q ¢ z[E]” und
aus “z[E] ={w: (3Q: (Q € E)A ((Qw) € x))}”

folgt: gt {w:(IN: (e E)AN((Qw) € x))}.
2: Aus 14 ¢ {w:(3Q: (Qe E)AN((Quw) €x))}”

folgt: (¢ Unmenge) V (=(32: (Q € E) A ((2,q) € x)).
3: Aus 2

folgt: (¢ Unmenge) V Va : (o € E) = ((a,q) & x)).

VS gleich (¢ Unmenge) V (Vo : (o € E) = ((«,q) ¢ x)).

1: Aus VS

folgt: (=(q Menge)) V (=(3Q2: (Q € E) A ((2,q) € x))).
2: Aus 1

folgt: —((q Menge) A (IQ: (Q € E) A ((Q,q) € 2)).
3: Aus 2

folgt: (g e{w:(FN: (Qe E)A ((Qw) € x))}).
4: Aus 3

folgt: gt {w:(3IN: (e )N ((Qw) € x))}.

o

cAus 44 ¢ {w: (AN (Qe E)A((Qw) €x))}” und
aus “{w: (IQ: (Ve E)A ((Quw) € x))} = x[E]"
folgt: q ¢ z[E].

O



#8 MENGENLEHRE 109

8-16. Via Negation folgt aus 8-15 Hinreichendes fiir “q ¢ x[y]” :

8-16(Satz)
Es gelte:
—) Va: (o€ ENndomz) = ((a,q) ¢ z).

Dann folgt “q ¢ x[E]”.

Beweis 8-16

1: Es gilt: (q € z[E]) V (q ¢ x[E)).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall q € z[E].
2: Aus 1.1.Fall“q e z[E]”

folgt via 8-7: I: (e E)A (2 edomz) A ((Q,q) € ).
3: Aus2“...Q€e F...” und

aus 2“...2 €domx...”

folgt via 2-2: Qe ENndomz.

4: Aus 3“...Q e ENndomz...” und
aus =) “Va: (a € ENdomza) = ((a, q) ¢ )7

folgt: (Q,q) ¢ x.
5: Esgilt 4%...(Q,q) ¢ 7.
Es gilt 2¢(Q,¢) € z.”

Ex falso quodlibet folgt: q ¢ z[E].
1.2.Fall q ¢ z[E).
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: q ¢ z[E].




110 MENGENLEHRE #8

8-17. Die folgenden Aussagen betreffen Folgerungen aus “q ¢ z[E]”, wobei ¢
eine Menge ist und jeweils eine Zusatzpramisse zur Verfiigung steht:

8-17(Satz)
a) Aus “q Menge”und “q ¢ z[E]”und “p € E” folgt “(p,q) ¢ x”.

b) Aus “q Menge” und “q ¢ x[E]” und “(p,q) € x” folgt “p ¢ E”.

Beweis 8-17 a) VS gleich (¢ Menge) A (¢ ¢ z[E]) A (p € E).

1: Aus VS gleich “...q ¢ x[E]...”
folgt via 8-15: (¢ Unmenge) V (Va : (o € E) = ((a,q) & x)).

2: Aus 1% (¢ Unmenge) V (Vo : (o € E) = ((a,q) ¢ x))” und
aus VS gleich “q Menge. .. ”
folgt: Va: (o€ E)= ((o,q) ¢ x).

3: Aus VS gleich “...p € E” und
aus 2“Va : (a € F) = ((a,q) ¢ x)”

folgt: (p,q) ¢ x.
b) VS gleich (¢ Menge) A (¢ & z[E]) A ((p,q) € x).
1: Es gilt: (pe E)V(p¢E).
Fallunterscheidung‘
pEE.
2: Aus VS gleich “q Menge...”
aus VS gleich “...q ¢ z[F]...” und
aus 1.1.Fall“pe E”
folgt via des bereits bewiesenen a): (p,q) ¢ x.

3: Esgilt 2% (p,q) ¢ 7.
Es gilt VS gleich “...(p,q) € x”.

Ex falso quodlibet folgt: pé¢ E.
1.2.Fall pd E.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: pé¢E.
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8-18. Mit der folgenden Definition wird ein erster Weg fiir KlassenAlgebra mit
Bildern von X unter F frei gemacht. Bei “{A[E] : A € X}” handelt es sich um
die Klasse aller Bilder einer festen Klasse F unter den Mengen \ aus einer Klasse
X. Die Begriffsbildung ist dhnlich zu, aber ungleich der Definition 8-22:

8-18(Definition)

8A(X,E) = {\E|: e X} ={w:(3Q: (Qe X) A (v =Q[E]))
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8-19. In a) wird einiges gesagt, was aus “w € {A[E] : A € X}" folgt. In b)
wird fest gestellt, dass aus “w € E” die Aussage “w[X] € {\[X]: X € E}” folgt.
Interessanter Weise wird in beiden Aussagen keine “Mengen-FEigenschaft” voraus
gesetzt:

8-19(Satz)
a) Aus “w e {\[E]: A€ X} folgt “IQ: (w=Q[E]) N(Q € X)”.
b) Aus “x € X7 folgt “z[E] € {\E]: A€ X}”.

8-18(Def) {A\[E]: A € X}.
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Beweis 8-19 a) VS gleich
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w e {AE]:Ne X},

1: Aus VS gleich “w € {A\[E]: A € X}” und
aus “{AE]: e X}={w:(FQ: (e X)A(w=Q[E]))}"

folgt: we{w: (AN: (L e X)A (w=0Q[E]))}.
2: Aus 1“w e{w: (IN: (Q e X)A (w=Q[E])}”
folgt: A0 (Q e X) A (w=Q[FE]).
3: Aus 2
folgt: A0 (w=Q[E]) A(Q € X)
b) VS gleich r e X.
1.1: Aus VS gleich “z € X7
folgt: dr:zxeX
1.2: Aus VS gleich “x € X7
folgt via Element Axiom: x Menge
2: Aus 1.2“x Menge”
folgt via 8-11: x[E] Menge
3: Aus 1.1“dz:x € X7 und
aus “z[E| = z[E]”
folgt: dz: (r € X) A (z[E] = z[E]).
4: Aus 3“Jr: (z € X) A (z[E] = x[E])” und
aus 2“z[E] Menge”
folgt: zlE] €{w: (3Q: (Q e X)A (w=Q[E]))}
5: Aus4“z[E] €{w: (3Q: (Q € X)A (w=Q[F]))}” und
aus “f{w: (AN (e X)A (w=Q[E]))} ={NE]: A e X}

folgt:

2[E] € {\[E]: X € X}.
O



114 MENGENLEHRE #8

8-20. Die Diskussion von 8-21 wird durch die folgenden Resultate, in denen es
um “ () X)[0]”, um “{A[E]: A € 0}” und um “{A[0] : A € X}” geht, vorbereitet.
Aussagen ab) sind einfache Spezialisierungen von 8-12 und werden, weil sie gut
in den Kontext passen, angegeben:

8-20(Satz)
a) (NX)[0] = 0.
b) (N0)[0] = 0.
&) {A[E]: \e0}=o0.
) NAE]: X0} =U.
&) {\[0]: Ae X} C {0}
£) Aus “0# X7 folgt “{A\[0]: A€ X} = {0}".
g) Aus “0# X7 folgt “({A[0]: A€ X} =07

8-18(Def) {\[E]: A € 0} und {\[0] : \ € X}.

Beweis 8-20 a)

Via 8-12 gilt: (NX)[0] =0.
b)

Via 8-12 gilt: (N0)[0] = 0.



#8 MENGENLEHRE 115

Beweis 8-20 ¢)

o€ {A[E]: X €0}
2: Aus Themal“a € {AE]: A€ 0}”
folgt via 8-19: A0 (a=Q[E]) A (Q2€0).

3: Esgilt 2¢...Qe€0”.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ {\E]: X € 0}.
Ergo Themal: Va:(a € {A\[E]: X €0}) = (a ¢ {\E]: Xe€0}).
Konsequenz via 0-19: {A[E]: Ae0}=0.
d)
1 NAE] :xe0t 2N0 24w,
2: Aus 1
folgt: {AE]: A €0} =U.
e)
o€ {A0]: A e X}
2: Aus Themal“a € {A[0]: A€ X}”
folgt via 8-19: 30 (a=Q[0]) A (2 € X).
3: Via 8-12 gilt: Q[0] = 0.
4: Aus 2“...a=Q[0]...” und
aus 3“Q[0] =07
folgt: o=
5: Via 1-5 gilt: 0 € {0}.
6: Aus 4“a=0" und
aus 5“0 € {0}”
folgt: a € {0}.
Ergo Themal: Va: (o€ {\0]: A€ X}) = (a€{0}).

Konsequenz via 0-2(Def): {A[0]: A e X} C {0}.
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Beweis 8-20 f) VS gleich

1:

Aus VS gleich “0 # X7
folgt via 0-20:

: Aus 14¥Q e X7

folgt via 8-19:

: Via 8-12 gilt:

: Aus 3“Q[0] =07 und

aus 2“Q[0] € {A\[0] : A e X}7
folgt:

: Aus 4“0 € {A\[0]: A e X}7

folgt via 1-8:

: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

: Aus 6“{A\[0]: A€ X} C{0}” und

aus 5“{0} C {A[0] : A e X }”
folgt via GleichheitsAxiom:

g) VS gleich

1:

3:

Aus VS gleich “0 # X7

folgt via des bereits bewiesenen f):

Aus 2
folgt:

MENGENLEHRE #8
0+ X.

10:Qe X.

0e {A0]: \e XD,
{0} C {A[0]: A € X}

{\0]: X € X} C {0},

{\0]: X e X} = {0}
0+#X.
(0] A e X} = {0}

N{A0]: A e X} = N{o0} "="0.

NIA0]: A e X} =o0.
O
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8-21. Gemaf a) ist das Bild von E unter der Vereinigung von X gleich der Verei-
nigung der Bilder von E unter den Elementen von X. Diese Gleichung iibertragt
sich geméf £) {iblicher Weise nicht auf die Durchschnittsbildung. In b) wird be-
wiesen, dass das Bild von E unter dem Durchschnitt von X eine TeilKlasse des
Durchschnitts der Bilder von F unter den Elementen von X ist. In cde) werden
drei spezielle Fille angegeben, in denen die “TeilKlassen-Aussage” von b) durch
eine “ Gleichheits-Aussage” ersetzt wird:

8-21(Satz)
2) (UX)[B] = ULAIE] : A € X},
b) (NX)[E] € N{AE]: A € X).
&) Aus “p Menge” folgt “(NX)[{p}] = AP} : A € X} 7.
A Aus “0 £ X7 folgt “(NX)[0] = N{A0]: A€ X} =07.
&) Aus “0# X" folgt “(N X)[{p}] = N{AUp} - A € X}7,

£) “(N0)[0] £ N{A[0] : A € 0} 7 und
“NO)0]=0"und “N{A[0]: Ae0}=U".

8-18(Def) {A[E]: A € X} und {A\[0]: A € X}
und {A\[{p}] : X € X} und {\[0] : X\ € 0}.
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Beweis 8-21 a)

a € (UX)[E]
2: Aus Themal.1“a € (JX)[E]”
folgt via 8-T7: 0 (e E)AN((2,a) e UX).

3: Aus 2“...(Qa) e X7
folgt via 1-12: AV ((Q,a) e U)A (Ve X).

4.1: Aus 3“...(Qa)e¥...” und
aus 2“... Qe E...7
folgt via 8-8: a e V[E].

4.2: Aus 3“... ¥ e X7
folgt via 8-19: U[E] € {\[E]: XA € X}.

5: Aus 4.1“a € Y[E]” und
aus 4.2“V[E] € {\[E] : A e X}”
folgt via 1-12: ae U{A\E]: X e X}

Ergo Themal.1: Va: (€ (UX)[E]) = (e J{N\E]: X € X}).

Konsequenz via 0-2(Def): A “(UX)E CUAE] - A e X}
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Beweis 8-21 a) ...

o€ UAE]: d e X}

2: Aus Themal.2“a € [J{A[E]: A e X}”

folgt via 1-12: 30 (e QAN (Qe{AE]: X X}).
3: Aus 2“...Q e {A\[E]: A e X}”

folgt via 8-19: AV (Q=V[E])A (Ve X).
4: Aus 2“...a€...” und

aus 3“...Q=VY[E]...”

folgt: a e V[E].

5: Aus 4“a € V[E]”
folgt via 8-T7: 30 : (P e E)A((D,a) € ¥).

6: Aus 5“...(®,a) € ¥” und
aus 3“... ¥ e X7
folgt via 1-12: (®,0) € J X.

7: Aus 6“(®,a) € X7 und
aus 5“... e E...7

folgt via 8-8: a € (UX)[E]
Ergo Themal.?2: Va: (o€ U{AE]: Ne X}) = (ae (UX)E).
Konsequenz via 0-2(Def): A “UYNE e X C(UX)E

1.3: Aus A1 gleich “(UX)[E] CU{AE]: X € X}” und
aus A2 gleich “|J{A[E]: A € X} C (UX)[E]” folgt
via GleichheitsAxiom: (UX)[E)=U{NE]: X e X}
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Beweis 8-21 b)

MENGENLEHRE #8

folgt via 8-7:

Themat] o € (NX)[E].
2.1: Aus Themal“a € (" X)[E]”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“« € (N X)[E]”

30 (QeB)A((Qa) e NX).

Thema3. 1]

folgt via 8-19:

folgt via 1-13:

folgt via 8-8:

folgt:

4: Aus Thema3.1“f € {\[E]: A€ X}”

5: Aus 2.2“...(Q,a) € X7 und
aus 4“... ¥ e X7

6: Aus 5“(,a) € U” und
aus 2.2“.. Qe E...7

7: Aus 6“«a € U[E]” und
aus 4“...0=V[E]...”

Be{NE: e XY,

3 : (8= V[E]) A (¥ € X).

(Q,a) € V.

a € U[E].

a € f.

Ergo Thema3. 1:

M| “YB: (Be{NE]: A e X}) = (a€f)”

3.2: Aus A1l gleich

aus 2.1“«a Menge”
folgt via 1-13:

“VB:(Be{AE]: A€ X})= (a€ p) und

aeNNE]: A e X}

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (e (NX)[E]) = (e {NE]: X € X}).
(MX)IET € N{AIE] - A € X
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Beweis 8-21 c¢) VS gleich

2.1:

a € AP} : A € X},

Aus Themal.1“a € {A{p}] : A € X}”

folgt via Element Axiom: a Menge.

geX.

3: Aus Thema2.2“( € X7

folgt via 8-19: Bl{pr}] € {\[{p}]: X € X}.
4: Aus Themal.1“a € N{A[p}: A€ X}” und

aus 3 f[{p}] € {A{p}] : A € X}7

folgt via 1-13: a € B[{p}]-
5: Aus 4“a € B[{p}]”

folgt via 8-7: 30 : (Q € {p}) A (2, @) € B).
6: Aus5“...Q e {p}...”

folgt via 1-6: Q =np.
7: Aus 6“Q=p”

folgt via PaarAxiom I: (Q,a) = (p,a).
8: Aus 7“(Q,a) = (p,«)” und

aus 5“...(Q,a) € 87

folgt: (p,a) € B.

4.1:

4.2:

Ergo Thema?2.2: AL VB (B e X) = ((p,a) € B)”

: Aus VS gleich “p Menge” und

aus 2.1“a Menge”

folgt via Paar Axiom I: (p, &) Menge.

Aus A1 gleich “Vg: (B € X) = ((p,o) € §)” und
aus 3“(p, ) Menge”

folgt via 1-13: (p,a) e X.

Aus VS gleich “p Menge”

folgt via 1-3: p € {p}.

121
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Beweis 8-21 ¢) ...

o € AP} : A € X},

5: Aus 4.1“(p,a) € (X" und
aus 4.2%p € {p}”

folgt via 8-8: a e (NX){p}-
Ergo Themal.1: Va: (a e ({A{p} : A€ X}) = (ae (NX){p}).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “H{A{pH : A e X C(NX)[{p}H]”
1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: (NX)HrH € N{Mp} : A e X}

2: Aus 1.2(NX){p}H CN{ {p} : A€ X}” und
aus A2 gleich “({A[{p}]: A € X} C (NX)[{p}]”

folgt via GleichheitsAxiom: (NX){r} = N{ {p}] : A e X}
d) VS gleich 0+#X.
1.1: Via 8-12 gilt: (NX)[0] =o0.

1.2: Aus VS gleich “0# X7
folgt via 8-20: N{A0]: A e X} =0.

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: (NX)[0] = N{A[0] : A € X} =0.
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Beweis 8-21 e) VS gleich 0+#X.
1: Es gilt: (p Menge) V (p Unmenge).
Fallunterscheidung‘
p Menge.
Aus 1.1.Fall“p Menge”
folgt via des bereits bewiesenen c): (NX){pH = N{A\{p}] : X € X}
p Unmenge.
2: Aus 1.2.Fall“p Unmenge”
folgt via 1-4: {p}=0.
3: Aus VS gleich “0# X7
folgt via des bereits bewiesenen d): (NX)[0]=N{A[0]: A € X}
4: (NX){p} 2 (NX)[0] = NEAL] : A € X} = N{AIpY : A € X
5: Aus 4
folgt: (NX)Hp} = M{AHp} : A e X}

f)

1.1:

1.2:

1.3:

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(NX)HpH = NP - A € X}

Via 8-12 gilt: (N0)[0] =0.

Via 0-18 gilt: 0#U.

Via 8-20 gilt: N{A0]: A e 0} =U.
: Aus 1.1,

aus 1.2 und

aus 1.3

folgt: (N 0)[0] # N{A0] : A € 0}

A (N0)[0] =0
A A0 A €0} =,
O
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8-22. Bei “{z[A] : A € €}” handelt es sich um die Klasse aller Bilder von Ele-
menten einer festen Klasse € unter einer festen Klasse x. Die Begriffsbildung ist
dghnlich zu, aber ungleich der Definition 8-18. Aus diesem Grund wird auch die
anonsten eher unhandliche Variabel “€&” eingesetzt:

8-22(Definition)

8.2(¢,x) ={z[A\]: e} ={w:(IQ: (Qe€ &) A (w=2[Q]))}.
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8-23. In a) wird Notwendiges aus “w € {z[\] : A € €}” gefolgert. In bc) wird
von “FE € x” ausgegangen und es wird jeweils eine Zusatzbedinung formuliert,
um auf “z[E] € {z[A] : A € €}” schlieflen zu konnen. Beide Zusatzbedingungen
fordern eine “Mengen-Eigenschaft” ein:

8-23(Satz)
a) Aus “w € {z[A\]: X € €} folgt “IQ: (w==2z[Q) AN (Q € E)”.
b) Aus “E € €”und “z|E] Menge” folgt “z[E] € {z[\] : A € €}”.

c) Aus “E € €"und “x Menge” folgt “z[E] € {z[\]: X\ € €}”.

8-22(Def) {z[A\] : X € €}.
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Beweis 8-23 a) VS gleich w e {z[A] : X € €}

1: Aus VS gleich “w € {z[A\] : A € €}” und
aus “{z[A\|: A€ €} ={w:(F0: (L€ E)A (w=2[Q])}”

folgt: we{w: (AN: (L e E)A (w=2[Q))}.
2: Aus1“we{w: (FN: (Qe &) A (w=2[Q]))}”
folgt: 30 (Q € &) A (w = z[Q)]).
3: Aus 2
folgt: 30 (w = z[Q]) A (2 € €).
b) VS gleich (E € &) A (2[E] Menge).

1: Aus VS gleich “F € &...”
folgt: JE: E € €.

2: Aus 1“3JE: EF € ¢” und
aus “z[E| = z[E]”
folgt: JE : (E € &) A (z]E] = z[E)]).

3: Aus 2“3JE : (E € &) A (z[E] = z[E])” und
aus VS gleich “...z[E] Menge”

folgt: z[E] €{w: (3Q: (2 € E)A(w=2z[Q])}.
4: Aus 3“z[El € {w:(3Q: (L€ E)A (w=2[Q])}” und
aus “{w: (FN: (Ve ) A(w=2[Q))} ={z[\]: A € €}
folgt: z[E] € {z[\] : X € €}
c) VS gleich (E € €) A (z Menge).

1: Aus VS gleich “...x Menge”
folgt via 8-11: x[E] Menge.

2: Aus VS gleich “F € &...” und
aus 1“...z[E] Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): z[E] € {z[\] : X € €},

O
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8-24. Es folgt eine Gleichung, die bei weiteren klassenalgebraischen Untersuchun-
gen von “{z[A] : A € €} hilfreiche Beispiele liefert:

8-24(Satz)
{z[\] : A € 0} = 0.
8-22(Def) {z[\] : A € 0}.
Beweis 8-24
o € {z[A] : A € 0}
2: Aus Themal“«a € {z[\]: A € 0}”
folgt via 8-23: A0 (a=z[Q]) A (2 €0).

3: Esgilt 2¢...Qe€0”.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ {z[A]: A €0}.
Ergo Themal: Va: (o€ {z[A]: A€ 0}) = (a ¢ {z[\]: A € 0}).
Konsequenz via 0-19: {z[A\]: A€ 0} =0.

O
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8-25. Gemaf a) ist die Vereinigung der Bilder der Elemente einer Klasse y un-
ter x eine TeilKlasse des Bildes der Vereinigung von y unter x. In bc) wird
jeweils eine “Mengen-Eigenschaft” gefordert, die zur Konsequenz hat, dass aus
der “TeilKlassen-Aussage” von a) eine “Gleichheits-Aussage” wird. Es bleibt in
8-25 offen, ob es Klassen z,y mit “(J{z[A\] : A € y} # z[Jy]” gibt. Diese Frage
wird in 8-26 beantwortet, wo mit Hilfe von U gezeigt wird, dass diese Ungleichung
tatsdchlich auftreten kann:

8-25(Satz)
a) U{z[\]: A€ €} CzlU e
b) Aus “Va: (a € €) = (z[a] Menge)” folgt
‘U €] = U{z[A] : A € €}7.
¢) Aus “z Menge” folgt “zlJ €] = Ula[\ : \ € €} 7.

8-22(Def) {z[\ : A € €}.
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Beweis 8-25 a)

o€ Ufz[N] : X € €},

2: Aus Themal“«a € [J{z[\]: A € €}”

folgt via 1-12: A (e Q)N (Qe{z[A\]: )€ E}).
3: Aus 2“...Q e {z[\]: A e &}”

folgt via 8-23: AV (Q =z[V]) A (T € €).
4: Aus2“...ae€Q...” und

aus 3“...Q =x[V]...”

folgt: a € x[V].

5: Aus 4“a € z[¥]”
folgt via 8-T7: 30 : (® e V) A (P, ) € ).

6: Aus5“... o WU...” und
aus 3“... U e ¢&”

folgt via 1-12: P e|e.
7: Aus 5“... (P, ) € 7 und
aus 6“® e |J&”
folgt via 8-8: a €z €.
Ergo Themal: Va: (a € {z[N: X € €}) = (a €z €)]).

Konsequenz via 0-2(Def): U{z[\] : A € €} C 2] €].
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Beweis 8-25 b) VS gleich Va: (a € €) = (z[a] Menge).
pealUe]
2: Aus Themal.1“f € z[|J €]”
folgt via 8-7: JQ: (e UeE) A((2,0) € x).

3: Aus2“...QelJe&...”
folgt via 1-12: U (QeV)A (V€ €).

4.1: Aus 3“... ¥ € ¢&” und
aus VS gleich “Va : (a € €) = (z[a] Menge)”
folgt: x[U] Menge.

4.2: Aus2“...(Q,0) € z” und
aus 3“...Q e v...”
folgt via 8-8: [ € x[V].

5: Aus 3“... ¥ € €” und
aus 4.1“x[¥] Menge”
folgt via 8-23: z[¥] € {z[A\] : A € €}.

6: Aus 4.2“0 € z[¥]” und
aus 5“x[U] € {z[\] : A € €}”

folgt via 1-12: B e U{z[\ : ) € €}
Ergo Themal.1: Vi (B ex|U€]) = (B € U{z[\: e E}).
Konsequenz via 0-2(Def): At] “z[J€] CU{z[N\: A e &}”
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: U{z[\] : X € €}) C 2] €]

2: Aus A1 gleich “z[|JA] € U{z[\]: A € ¢}” und
aus 1.2“J{z[\] : A € €} Cz[J €¢]”
folgt via GleichheitsAxiom: z[J €] = U{z[\ : A € ¢}.



#8 MENGENLEHRE 131

Beweis 8-25 c) VS gleich x Menge.
aee.
Aus VS gleich “x Menge”
folgt via 8-11: z]a] Menge.

Ergo Themal.1: Al] “Va : (o € €) = (z[a] Menge)”

1.2: Aus A1 gleich “Va : (a € ) = (z[a] Menge)”
folgt via des bereits bewiesenen b): z[UJ € = U{z[\]: X € €}

O
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8-26. Es wird die offene Frage, ob es y, € mit “y[J €] # U{y[\] : A € €} gibt,
unter Verwendung von y = U positiv geklart.
Die Pramisse von d) ist “0 # € # {0}” . Hiermit ist naiirlich “(0 # &) A (& #
{0})” gemeint. Diese Notation ist im Vergleich zu der ausfiihrlichen Schreibweise
knackiger und wird immer wieder eingesetzt:

8-26(Satz)
a) {U[N:\e e} C{o).
b) UMM A e &) =0.
¢) Aus “UIJ €] = UM : A € €7 folgt “€ = 07 oder “€ = {0} 7.
Q) Aus “0 £ € £ {0} folgt “U[J €] #UTUN : X e €} 7.
&) “UlJU] £ U : X € Uy und
UJU) = U und “UTUN - X eU} =07

8-22(Def) {U[N : A € €} und “{U[N] : X €U}”.
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Beweis 8-26 a)

a€{U:Xe e}

2.1: Aus Themal“wa € {U[\] : A € &}”

folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“a € {U[N\]: X € €}7

folgt via 8-23: AQ: (a=UQ) N (Q e E).
3: Aus 2.2 ..a=U[Q]...” und
aus 2.1“a Menge”
folgt: U[] Menge.
4.1: Es gilt: (0#Q) Vv (Q=0).
Fallunterscheidung‘
040
5: Aus4.1.1.Fall“0# Q"
folgt via 8-12: U =Uu.

6: Aus 5“U[Q] =U" und

aus 3“U[Q)] Menge”

folgt: U Menge.
7: Es gilt 6“U Menge” .

Via O0U/ Axiom gilt “U Unmenge” .

Ex falso quodlibet folgt: Q=0.
4.1.2.Fall Q=0.

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

Al “Q:O”

133
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Beweis 8-26 a) ...

o € {UN: A e e}
4.2: Aus 2.2 ..a=U[Q]...” und

aus Al gleich “Q =07

folgt: a =U[0].

5: Via 8-12 gilt: U0} =0.

6.1: Aus 4.2“a =U[0]” und

aus 5“U[0] =07

folgt: a = 0.
6.2: Via 1-5 gilt: 0 € {0}.

7: Aus 6.1“a =07 und
aus 6.2“0 € {0}”

folgt: a € {0}.
Ergo Themal: Va: (o€ {U[N X € €}) = (a €{0}).
Konsequenz via 0-2(Def): {U[N] : X € €} C {0}.
b)
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: {U[N] : X € €} C {0}.
2: Aus 1“{U[N] : A € €} C{0}”
folgt via 1-15: U{U[N] - A € €} C U{0}.
3: Via 1-14 gilt: UJ{0} =o.
4: Aus 2“J{U[N] : A € ¢} CU{0}” und
aus 3“(J{0} =07
folgt: U{UN] : A e €} Co.

5: Aus 4“(J{U[N: A e €} C 07
folgt via 0-18: U{UIN] : XA e €} =0.



#8 MENGENLEHRE 135

Beweis 8-26 c¢) VS gleich U € = U{UN : X € €}

1:

2:

Via des bereits bewiesenen b) gilt: U{UIN] : XA e €} =0.

Aus VS gleich “U[J €] = U{U[N] : X € €} und
aus 1“ {U[N] : N e €} =07

folgt: UllJ ¢ =o.
3: Aus 2“U[J€E] =07
folgt via 8-13: (U&) N (domU) = 0.
4: Via 7-11 gilt: domU =U.
5: 02 (Ue&)N (doml) = (Ue)nu =Z"Je.
6: Aus5“0=...=J¢&”
folgt: UJe=o.
7: Aus5¢J€=0"
folgt via 1-18: (¢=0) V(e ={0}).
d) VS gleich 0 # & # {0}.
1: Aus VS gleich “0 # € # {0}”
folgt: (0#£ &) A (€ #£{0}).
2: Es gilt: U €] = U{UN : ) e &}
V
UJ €l # U{UA] - A € €.
Fallunterscheidung‘
U e = U x e e},
3: Aus 2.1.Fall“U[J€ = UUN : A € &)
folgt via des bereits bewiesenen c): (¢=0)V(&={0}).

4: Esgilt 3¢(€=0) Vv (¢ ={0})".
Es gilt 1“(0 # &) A (€ # {0})”.

Ex falso quodlibet folgt: UIU €] # U{UN] : A € €.
Ul e) £ U : X e e}

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

UJ €l # U{UA] - A € €.
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Beweis 8-26 e)

1.1:

1.2:

1.3:

Via 0-18 gilt:

Via des bereits bewiesenen b) gilt:

Via 1-14 gilt:

: Aus 1.1“0# U7 und

aus 1.3“JU =U"
folgt:

: Aus 2“0 £ JU”

folgt via 8-12:

c Aus 3“UYU =UT,

aus 1.1“0#U” und
aus 1.2“U{U[N : A elU} =07
folgt:

MENGENLEHRE #8

0+£U.
UUN = A e U} =0,

Uu =u.
0+ Ju.
ulJu] = u.

UlJul #UUN - X e td}
A UJU = U

A UUN A eU) =o.
]
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8-27. Das Bild des Durchschnitts von € unter z ist eine Teilklasse des Durch-
schnitts der Bilder der Elemente von € unter x. Der Frage, ob es Klassen gibt, wo
“Ungleichheit” oder “Gleichheit” an Stelle von “TeilKlasse” tritt, wird in 8-28
und 8-29 mit dem Ergebnis, dass wohl beides moglich ist, nachgegangen. Ein
Beispiel fiir die Gleichheit steht via 8-29 erst dann zur Verfiigung, wenn eine
injektive Menge angegeben werden kann. Injektive Mengen gibt es, doch die ent-
sprechenden Beispiele - genauer: injektive Funktionen, die Mengen sind - folgen
erst spater. In 8-29 werden Klassen, fiir die Ungleichheit besteht, angegeben:

8-27(Satz)
z[ €] € ({z[A] : A € €}.

8-22(Def) {z[\] : )\ € €}.
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Beweis 8-27
o€ 2N €.
2.1: Aus Themal“« € z[() €]”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“a € z[() €]”

folgt via 8-7:

30 : (e NE) AR, a) € x).

folgt via 8-23:

aus 4“... U e ¢”
folgt via 1-13:

6: Aus 2.2“...(Q, a)
aus 5“1 € U”
folgt via 8-8:

folgt:

4: Aus Thema3.1“3 € {z[\]: A € €}”

5: Aus 2.2“...QeN€...” und

€ x” und

7: Aus 6“«a € z[¥]” und
aus 4“... 0 =x[V]...

B e {x[A\]: X € ¢}

AV (= z[¥]) A (Ve €).

Qe

a € z[V].

?

Ergo Thema3. 1:

AL “VG (B e{e]: A e €)) = (aep)”

3.2:
aus 2.1“a Menge”
folgt via 1-13:

Aus A1 gleich “V3: (B € {z[\]: A€ €E}) = (e € 3)” und

a € (WHz[\ X e e}

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € z[€]) = (a € N{z[A] : A € €}).

(e < Nz - A € €}
O
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8-28. Obwohl die Formulierung etwas anders lautet, wird im folgenden Satz sicher
gestellt, dass fiir jede injektive Menge x und fiir jede nichtleere Klasse € die
Gleichung “z[ €] = ({z[A] : A € €}” besteht. Im Satz wird anders gefordert,
dass fiir jede Menge o € € die Klasse x[a] eine Menge sein muss. Dies ist via
8-11 der Fall, wenn x eine Menge ist:

8-28(Satz)
BEs gelte:

—) z injektiv.

) 04£¢.

—) Ya:(a € €) = (z[a] Menge).
Dann folgt “x[ €] = N{z[\] : A € €} 7.

8-22(Def) {z[A\] : X € €}.
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Beweis 8-28
BeNfzN:Ae e
2: Aus =) “0#£¢&”
folgt via 0-20: 30 : Qe €.

3: Aus 2.2¢...Q € €7 und
aus —) “Va: (a € €) = (z]a] Menge)”
folgt: z[2] Menge.

4: Aus 2.2“...Q € &7 und
aus 3“z[Q)] Menge”
folgt via 8-23: z[Q] € {z[A] : X € €}.

5: Aus Themal.1“3 € ({z[\]: A € €}” und
aus 4“z[Q] € {z[\]: A € €}7
folgt via 1-13: B e z[Q).

6: Aus 4“3 € z[Q]”
folgt via 8-T7: AV (T eQ)A((Y,P) € x).

7: Aus 6“.. 0 eQ...”
folgt via Element Axiom: U Menge.
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Beweis 8-28 ...

g e N{zN

DA€ CE}

10:

11:

12:

13:

14:

=

9:

Aus Thema8.1“y € €7 und
aus —) “Va : (a € €) = (z[a] Menge)”

folgt: x[y] Menge.

Aus Thema8.1“y € €7 und
aus 9“x[y] Menge”

folgt via 8-23: zly] € {x[\] : A € €}.

Aus Themal.1“f € ({z[\] : A € €}” und
aus 10“z[y] € {z[\] : A € €}”

folgt via 1-13: B € x[y].

Aus 1148 € z[y]”

folgt via 8-T7: 40 : (©evy) A ((D,0) € x).

Aus —) “x injektiv”
aus 12“...(®,3) € 7 und
aus 6“...(V,0) € x”

folgt via 8-1(Def): o=,

Aus 13“®d =U¥” und
aus 12“... ¢ e y...”

folgt: v e .

Ergo Thema8. 1:

A2 “Vy:(ye €)= (Ven)”

141
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Beweis 8-28 ...

BeN{zlN:re e

8.2: Aus A2 gleich “Vy: (y € €)= (¥ €~)” und
aus 7“W¥ Menge”
folgt via 1-13: Uee.

9: Aus6“...(¥,5) € z” und
aus 8.2“0 e N ¢~

folgt via 8-8: B e x| €.
Ergo Themal.1: VG (B e (z[A\]: A € €}) = (6 € x])€]).
Konsequenz via 0-2(Def): A3| “N{z[A] : A e &} Cx]N €7
1.2: Via 8-27 gilt: z[ €] C N {z[\ : X € €}

2: Aus 1.2“2[ €] C ({z[A] : A € €}” und
aus A3 gleich “N{z[\] : A € €} C z]N €¢]”
folgt via GleichheitsAxiom: z[ €] = ({z[\ : A € ¢}

O
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8-29. Aussagen abc) bereiten d) vor. Im Beweis von b) wird der als hilfreich
titulierte Satz 8-24 verwendet. In d) wird mit “z = € = (07 ein Beispiel fiir
“x[N €] # N{x[\] : A € €} gegeben. In diesem Zusammenhang ist interessant,
dass via 8-27 die Aussage “z[[) €] C ({z[\] : A € €}” gilt:

8-29(Satz)
a) z[(0] =ranz.
b) (N{z[\: A €0} =U.
c) Aus “z[0] = ({z[\] : A € 0} folgt “ranz=U".

) “0[N0] # N0\ : A e 0"
und “0[0] = 07 und “N{ON: A€ 0} =U”.

8-22(Def) {z[\] : X € 0}.
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Beweis 8-29 a)

1: z[N0] '=" 2] *=* ranx.
2: Aus 1
folgt: z[0] =ranz.
b)
1: N{z\ s A e 0t *2No =y,
2: Aus 1
folgt: N{z[A\]: A €0} =U.
c) VS gleich z[0] = N{z[A] : A € 0}.
1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: z[[0] = ranz.
1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: N{z[A\]: A €0} =U.

2: Aus 1.1“2[)0] =ranz” und
aus VS gleich “z[0] = ({z[\] : A € 0}”
folgt: ranz = [{z[\ : A € 0}.

3: Aus 2“ranx = ({z[A] : A € 0}” und
aus 1.2“N{z[\] : A€ 0} =U"

folgt: ranx =U.
d)
1.1: Via 8-12 gilt: 0[N 0] =0.
1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: N{O0[A\]: A€ 0} =U.
1.3: Via 0-18 gilt: 0#£U.

2: Aus 1.1,

aus 1.2 und

aus 1.3

folgt: 0[N 0] # N{O[A] : A € 0}

A 0[N0]=0

A IO : A e 0} =
O
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Bild von E unter z: U, \, A.
x injektiv.

z[{p}]
(z x y)[E].

Ersterstellung: 12/09/05 Letzte Anderung: 13/04/11
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9-1. In a) wird gesagt, dass das Bild von E unter der bindren Vereinigung von x
und y gleich der bindren Vereinigung der Bilder von E unter z und unter y ist.
Gemaéf b) ist das Bild von E unter dem bindren Durchschnitt eine TeilKlasse
des bindren Durchschnitts der Bilder von E unter z und unter y. Dass hier an
Stelle der “TeilKlassen-Aussage” auch eine “Gleichheits-Aussage” treten kann,
wird in c¢) bewiesen. Gemifl c¢) ist das Bild von Singelton p unter dem binédren
Durchschnitt von = und y gleich dem bindren Durchschnitt der Bilder von Sin-
gelton p unter x und unter y. In 9-1 wird nichts weiter dariiber ausgesagt, ob
die “TeilKlassen-Aussage” von b) auch eine “Ungleichheits-Aussage” sein kann.
Genaueres hierzu in der folgenden Bemerkung und dem anschliefenden Beispiel:

9-1(Satz)
a) (zUy)[E] = («[E]) U (y[E]).
b) (zNy)[E] C (2[E]) N (y[E]).
o) (zny)l{pi] = ({pi]) N (yl{pH)-
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Beweis 9-1 a)

o € (zUy)[E).

2: Aus Themal.1“a € (z Uy)[E]”
folgt via 8-7:
10 (Qe E)A((Q,a) e xUy).

3: Aus 2“...(Q,a)exUy”
folgt via 2-2: (Qa)€ex)V((Qa) €y).

Fallunterscheidung‘

(Q.0) €.

4: Aus 3.1.Fall“(Q,a) € ” und
aus 2“... Qe E...”

folgt via 8-8: «a € z[E].

5: Aus 4“«a € z[E]”
folgt via 2-2: a € (z[E]) U (y[E)).
3.2.Fall (Q,a) €y.

4: Aus 3.2.Fall“(Q,a) € y” und

aus 2.2“.. Qe E...”7

folgt via 8-8: a € y[E].
5: Aus 4“a € y[E]”

folgt via 2-2: a € (z[E]) U (y[E)).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:
a € (¢[E]) U (y[E]).

Ergo Themal.1: Va: (o € (zUY)[E]) = (a € (z[E]) U (y[E])).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “(zUy)[E] C (2[E]) U (y[E))”
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Beweis 9-1 a) ...

1.2:

1.3:

b)

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

: Aus 2.1 (z Ny)[E]

Via 2-7 gilt:

Via 2-7 gilt:

: Aus1.2“z CaxUy”

folgt via 8-9:

: Aus 1.3“y CzUy”

folgt via 8-9:

: Aus 2.1“z[E] C (x Uy)[E]” und

aus 2.2“y[E] C (x Uy)[E]”
folgt via 2-12:

aus 3“ (z[E]) U (y[E]) C (zUy)[E]”
folgt via GleichheitsAxiom:

Via 2-7 gilt:
Via 2-7 gilt:

Aus1.1“zny Ca”
folgt via 8-9:

Aus1.2“znNny Cy”
folgt via 8-9:

C z[E]” und
aus 2.2% (z Ny)[E] C y[F]

folgt via 2-12:

R
2
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z CaxUy.

yCaUy.

N

(zUy)[E].

ylE] € (zUy)[E].

N

(z[E]) U (y[E]) € (zUy)[E].

: Aus A1 gleich “(z Uy)[E] C («[E]) U (y[E])” und



#9 MENGENLEHRE

Beweis 9-1 ¢)

1: Es gilt:

Fallunterscheidung‘

(p Menge) V

149

(p Unmenge).

p Menge.

3: Aus Thema2.1“a € (z[{p}]) N
folgt via 2-2:

¢ Aus 3“a € z[{p}]...”
folgt via 8-7:

: Aus 3“...a e y[{p}]”
folgt via 8-7:

5.1: Aus4.1¢...Q€e{p}...”

folgt via 1-6:

5.2: Aus4.2¢. .. ¥e{p}...”
folgt via 1-6:

6.1: Aus5.1“Q=p”
folgt via PaarAxiom I:

6.2: Aus5.2“U =p”
folgt via PaarAxiom I:

7.1: Aus 6.1“(Q,a) = (p,«)”
aus 4.1“...(Q,a) € z”
folgt:

7.2: Aus 6.2°(¥, ) = (p, )
aus 4.2“. .. (¥, ) €
folgt:

8: Aus7.1%(p,a) € z” und
aus 7.2%(p,a) € y”
folgt via 2-2:

RS
-

und

€ (z[{p}])) N
(yl{p})”

(€ z[{p})) A

3 (Q e {p}h) A ((Q,

v (Ve {p}) A (¥

(yl{p}])-
(o € y[{p}])-

a) € x).

a) €y).

(p,a) € y.

(p,a) €xny.
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Beweis 9-1 ¢) ...

Fallunterscheidung‘

p Menge.

o € (@[{p})) N (W[{p})).

9: Aus VS gleich “p Menge”
folgt via 1-3: p € {p}.

10: Aus 8“(p,a) € zNy” und

aus 9“p € {p}”
folgt via 8-8: a € (zNy)[{p}

Ergo Thema2.1: Va: (o € (z[{p}]) N (Wl{p})) = (@ € (x Ny)[{p}]).

Konsequenz via 0-2(Def): A3) “(z[{p}]) 0 (wl{p}) € (Nny){pH”

2.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

(zny){p}] € (z[{p}) N (y[{p}]).

3: Aus 2.2%(z Ny)[{p}] € (z[{p}]) N (y[{p}])” und

aus A3 gleich “ (z[{p}]) N (y[{p}]) € (= Ny)[{p}]”
folgt via GleichheitsAxiom: (xNny)[{pr} = [{p}) N (y[{pr}])-

1.2.Fall p Unmenge.
2: Aus 1.2.Fall“p Unmenge”
folgt via 1-4: {p}=0.

3: (z[{p}]) N (l{p}) 2 ([0)) N (y[0]) =7 0nyl0] *=" y[0] *=0
"= @ny)l] 2 (@ ny){p}]
4: Aus 3

folgt: (zny)l{p}] = («l{p}) N @i{pH)-

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(zNny){p}] = (={p})) O (y[{p}]é
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9-2. Wie aus Beispiel 9-3 ableitbar, kann die “TeilKlassen-Aussage” von 9-1b)
nicht ohne Weiteres in eine Gleichung {ibergefiihrt werden:

9-2.Bemerkung

Die Gleichung
“(xNy)[E] = («[E]) N (y[E])”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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9-3. Wie an Hand des folgenden Beispiels klar wird, kann die “TeilKlassen-
Aussage” von 9-1b) nicht ohne Weiteres in eine Gleichung iibergefiihrt werden:

9-3.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
—) q Menge.
=) P#q.
=) z={(p,p)}
=) y={(a,p)}

—) E={p,q}.

Dann folgt:
a) Ny =0.
b) z[E] = {p}.
<) ylE] = {p}.
d) (zNy)[E]=0
e) (z[E]) N (y[E]) = {p}.
£) (zNny)E] # (2[E]) N (y[E]).
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9-4. In a) wird gesagt, dass KlassenDifferenz der Bilder von F unter x und un-
ter y eine TeilKlasse des Bildes von E unter der KlassenDifferenz von x und y
ist. In b) wird unter Verwendung von 9-1 bewiesen, dass das Bild von E unter
xAy gleich der Vereinigung der Bilder von F unter z \ y und y \ z ist. Geméaf
c) ist die symmetrische KlassenDifferenz der Bilder von E unter x und unter
y eine TeilKlasse des Bildes von E unter xAy. Es wird nichts weiter dariiber
ausgesagt, ob die “TeilKlassen-Aussage” von ac) auch eine “Gleichheits-" oder
“Ungleichheits-Aussage” sein kann. Weitere Aussagen hierzu folgen in der nach-
folgenden Bemerkung und den anschlieffenden Beispielen:

9-4(Satz)
a) (z[E])\ (y[E]) € (= \ y)[E].
b) ((z\y)[E]) U ((y\ 2)[E]) = (zAy)[E].
©) (z[E])A(y[E]) € (zAy)[E].
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Beweis 9-4 a)

a & (z[E]) \ (y[E]).
2.1: Aus Themal“a € (z[E]) \ (y[E])”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“« € (z[E]) \ (y[E])”
folgt via 5-3: (a € z[E]) A (a ¢ y[E]).

3: Aus 2.2“a € x[E]...”
folgt via 8-7: 10:(Qe E)AN((Q,a) € x).

4: Aus 2.1“a Menge” ,
aus 2.2“...a ¢ y[E]” und
aus 3“... Qe E...7
folgt via 8-17: (Q,a) ¢y.

5: Aus 3“...(Q, ) € 2”7 und
aus 4“(Q,a) ¢ y”
folgt via 5-3: (Q,a) e x\y.

6: Aus 5“(Q,a) € z\ y” und
aus 3“...Q e E...7

folgt via 8-8: a € (z\ y)FE]
Ergo Themal: Va: (a € (z[E]) \ (y[E])) = (e € (x\ y)[E]).
Konsequenz via 0-2(Def): (z[E]) \ (y[E]) C (z\ y)[E].
b)
1: (2 \9)[E) U (w\ 2)[E]) *=" (2 \ 9) U (y \ 2))[E] *=T (2Ay)[E].
2: Aus 1

folgt: ((@\ y)ED) U ((y \ 2)[E]) = (zAy)[E].
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Beweis 9-4 ¢)

1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (z[E]) \ (y[E]) C (z\ y)[E].
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (y[E)\ (z][E]) C (v \ z)[E].
1.3: Via 5-27 gilt: (@[EDAWIE]) = ((«[E]) \ (y[E]) U ((Y[E]) \ (=[E])).

]

2: Aus 1.1%(z[E]) \ (y[E]) € (2 \y)[ " und
aus 1.2° (y[E]) \ (z[E]) €
folgt via 2-13:

(@[] (y[ED)) U ((WIED N\ (2[E]) € ((z\ 9)[E]) U ((y \ ©)[E]).

3: (z[E))AW[E) = ((=[E)\ (y [E}));J((y[E])\(x[E]))
C ((z\y[E]) U ((y\ z)[E]) = (zAy)[E]
4: Aus 3
folgt: (=[E])A(y[E]) € (zAy)[E].
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9-5. Wie bereits vorab zu 9-4 fest gestellt und wie in den nachfolgenden Bei-
spielen untermauert wird, konnen die Aussagen 9-4ac) nicht ohne Weiteres in
Gleichungen verwandelt werden:

9-5.Bemerkung

e Die Gleichung
“(2[E)\ (W[E]) = (z\y)[E]”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Gleichung
“(2[EDA(y[E]) = (zAy)[E]
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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9-6. Es folgt ein Beispiel, das belegt, dass 9-4a) nicht ohne Weiteres als Gleichung

zur Verfiigung steht:

9-6.BEISPIEL

Es gelte:
— p Menge.
—9 ¢ Menge.
—) D #q.
- z=A{(p,p)}.
=) y={(a,p)}
—) E={p.q}.
Dann folgt:
a) z[E] = {p}.
b) y[E] = {p}.
&) z\y=ua.
d) (z[E])\ (y[E]) = 0.
e) (z\y)[E] = {p}.
£) ([E])\ (y[E]) # (= \ y)[E].
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9-7. Es folgt ein Beispiel, das belegt, dass 9-4¢) nicht ohne Weiteres als Gleichung
zur Verfiigung steht:

9-7.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
—) ¢ Menge.
=) PFq
—) z={(p,p)}-
- y={(¢,p)}
=) E={p,q}.
Dann folgt:
a) z[E] = {p}.
b) y[E] = {p}.
<) zAy ={(p,p), (¢,;p)}.
d) (z[E))A(y[E]) =0.
e) (zAy)[E] = {p}.
£) (z[E)A(yY[E]) # (zAy)[E].
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9-8. In a) wird gezeigt, dass das Bild von F Ue unter = gleich der bindren Verei-
nigung der Bilder von E und e unter x ist. Im “Durchschnitts-Pendant” b) von
a) wird gesagt, dass das Bild von E N e unter = eine TeilKlasse des bin&ren
Durchschnitts der Bilder von F und e unter z ist. Gemé&fl ¢) wird aus der
“TeilKlassen-Aussage” von b) eine “Gleichheits-Aussage” , wenn x injektiv ist.
Es wird nichts weiter dariiber ausgesagt, ob die “TeilKlassen-Aussage” von b)
auch eine “Ungleichheits-Aussage” sein kann. Weitere Aussagen hierzu sind der
anschlieBenden Bemerkung und dem darauf folgenden Beispiel zu entnehmen:

9-8(Satz)
a) z[F Ue] = (z[E]) U (x]e]).
b) z[ENe] C (z[E]) N (ze]).

c) Aus “z injektiv” folgt “xz[E Ne] = (z[E]) N (zle])”.
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Beweis 9-8 a)

a€x[EUe].
2: Aus Themal.1“a € x[E U¢]”
folgt via 8-T7: dQ:(Qe EUe) A ((Q,a) € x).

3: Aus2“...Qe EFEUe...”
folgt via 2-2: (Qe E)V(Qee).

Fallunterscheidung‘

Qe

4: Aus 2.2%...(Q,a) €xz” und
aus 3.1.Fall“Q e E”

folgt via 8-8: «a € z[E].

5: Aus 4“«a € z[E]”
folgt via 2-2: a € (z[E]) U (z[e]).
3.2.Fall Qece.

4: Aus 2.2¢...(Q,a) €z” und

aus 3.2.Fall“Q ee¢”

folgt via 8-8: a € zle].
5: Aus 4“a € zle]”

folgt via 2-2: a € (z[E]) U (z[e]).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:
a € (z[E]) U (ze]).

Ergo Themal.1: Va: (o € x[EUe¢]) = (a € (z[E]) U (x]e])).

Konsequenz via 0-2(Def): Atl| “a[EUe] C (2[E]) U (x[e])”
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Beweis 9-8 a) ...
1.2: Via 2-7 gilt: E C EUe.
1.3: Via 2-7 gilt: eC EFUe.

2.1: Aus1.2“EC FEUe”
folgt via 8-9: z[E] C z[E Uel.

2.2: Aus1.3“eC FUe”
folgt via 8-9: zle] C x[EF Ue).

3: Aus 2.1“2[E] Cx[FUe]” und
aus 2.2“zle] Cx[EUe¢]”

folgt via 2-12: A2| “(z[E]) U (z]e]) C x[EUe]”

1.4: Aus A1 gleich “2[F Ue] C (z[E]) U (z[e])” und
aus A2 gleich “(z[E]) U (z[e]) C x[EF Ue]”

folgt via GleichheitsAxiom: z[E Ue| = (z[E]) U (z[e]).
b)
1.1: Via 2-7 gilt: EneCE.
1.2: Via 2-7 gilt: EnNnecCe.
2.1: Aus1.1“EnNneCE”

folgt via 8-9: z[ENe] Cz[E].
2.2: Aus1.2“FEnNnecCe”

folgt via 8-9: z[ENe| C xle].

3: Aus 2.1“z[E Ne] C z[E]” und
aus 2.2“z[ENe] C x[e]”
folgt via 2-12: z[ENe| C (z[E]) N (x[e]).
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Beweis 9-8 c) VS gleich
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x injektiv.

2.1:

2.2:
folgt via 2-2:

3.1:
folgt via 8-T:

Aus 2.2%. ..
folgt via 8-T:

3.2:

aus 3.1%...
aus 3.2%. ..
folgt via 8-1(Def):

5: Aus 4“Q =U” und
aus 3.2%“. ..
folgt:

6: Aus 3.1%...
aus 5“Q € e”
folgt via 2-2:

7: Aus 3.1%“...
aus 6“Q e ENe”
folgt via 8-8:

Aus Themal.1“a € (z[E]) N (z[e])”
folgt via Element Axiom:

Aus Themal.1“a € (z[E]) N (z[e])”
Aus 2.2“x € x[E] ...

a € zle]”

4: Aus VS gleich “z injektiv”
(Q,) € 2”7 und
(V,a) ex

Vee...”

Qek...”

(Qa)ex

a € (z[E]) N (zfe]).

a Menge.

(o € 2[E]) A (a0 € x[e]).

A (Qe E)A((Q,a) € x).

U (Tee)A((V,a) € x).

und

QcFEnNne.

2

und

aczx[ENel.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € (z[E]) N (zfe])) = (o € z[ENe)).

AL “(z[E]) N (z[e]) Cz[ENe]”

1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: z[ENe] C (xz[E]) N (x[e]).
1.3: Aus 1.2“z[EnNe] C (z[E]) N (z[e])” und
aus A1 gleich “(z[E]) N (z[e]) C x[F Ne]” folgt

via GleichheitsAxiom:

z[ENe] = ([E]) N (z[e]).

O



#9 MENGENLEHRE 163

9-9. Wie in 9-8c) fest gestellt, wird aus 9-8b) eine Gleichung, wenn x injektiv
ist. In Beispiel 9-10 wird hierzu ergédnzend klar gemacht, dass 9-8b) nicht ohne
Weiteres als Gleichung zur Verfiigung steht:

9-9.Bemerkung

Die Gleichung
“rlENe] = (x[E]) N (ze])”
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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9-10. An Hand des folgenden Beispiels wird geklart, dass die “TeilKlassen-
Aussage” von 9-8b) nicht ohne Weiteres als Gleichung verfiigbar ist:

9-10.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
) ¢ Menge.
=) pFq
=) z={(p,p): (¢,p)}
=) E={p}.
=) e= {4}
Dann folgt:
a) Ene=0.
b) z[B] = {p}.
c) ale] = {p}.
Q) z[ENe] =0.
e) (¢[E]) N (a[e]) = {p}-
£) 2B Nel # («[E]) N (z]e]).
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9-11. In a) wird gesagt, dass die KlassenDifferenz der Bilder von E und e unter
x eine TeilKlasse des Bildes von F \ e unter z ist. Gemé$ b) wird fiir injektive
x aus dieser “TeilKlassen-Aussage” eine “Gleichheits-Aussage” . Dass die binére
Vereinigung der Bilder von E \ e und e \ E unter = gleich dem Bild von FAe
unter x ist, wird in c) gesagt. Geméfl d) ist die symmetrische KlassenDiffe-
renz der Bilder von F und e unter x eine TeilKlasse des Bildes von FAe unter
x. In e) wird geeeigt, dass aus dieser “TeilKlassen-Aussge” eine “Gleichheits-
Aussage” wird, wenn x injektiv ist. Es wird nichts weiter dariiber ausgesagt, ob
die “TeilKlassen-Aussagen” von ad) auch “Ungleichheits-Aussagen” sein konnen.
Weitere Aussagen hierzu sind in der anschlieBenden Bemerkung und den folgen-
den Beispielen zu finden:

9-11(Satz)
2) (2[E))\ («le]) C 2[E\ .
b) Aus “z injektiv” folgt “(z[E)) \ (z[e]) = «[E \ ]”.
&) (z[E\ €]) U (zfe\ E]) = z[EA].
d) (z[E])A(z[e]) € z[EAe].
e) Aus “z injektiv” folgt “(z[E])A(z]e]) = z[EAe]”.
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Beweis 9-11 a)

o € (a[E)) \ (x]e]).
2.1: Aus Themal“« € (z[E]) \ (z[¢])”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“«a € (z[F]) \ (z[e])”

folgt via 5-3: (a € z[E]) A (o & z[e]).
3: Aus 2.2“a € z[E]...”

folgt via 8-7: 10 :(Qe E)AN((Q,a) € x).
4: Aus 2.1“a Menge” ,

aus 2.2“. ..« ¢ x[e]” und

aus 3“(Q,a) € z”

folgt via 8-17: Q¢e.
5: Aus 3“...Q € F...” und

aus 4“0 ¢ e”

folgt via 5-3: QeF\e

6: Aus 3“...(Q, ) € 2”7 und
aus 5“Q e F\e”
folgt via 8-8: acz[E\e|.

Ergo Themal: Va: (a € (z[E])\ (z[e]) = (o € z[E \ €]).
Konsequene via 0-2(Def): (x[E]) \ (z[e]) C z[E \ €].
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Beweis 9-11 b) VS gleich

o € z[E\ €]
2: Aus Themal.l“«a € x[E \ €]”
folgt via 8-T7: A0 (e E\e)A((Q,a) € x).

3: Aus 2¢...Qe E\e...”
folgt via 5-3:

4.1: Aus 2“...(Q,a) € 2”7 und
aus 3“QQ e F...7
folgt via 8-8:

4.2: Es gilt:

‘Fallunterscheidung

Qe E)A(Q¢e).

a € z[E).

(a € x[e]) V (a & z[e]).

167

x injektiv.
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Beweis 9-11 b) VS gleich x injektiv.

o € (B \ €]

‘Fallunterscheidung‘

4.2.1.Fall a € z[e).

5: Aus4.2.1.Fall“a € z[e]”
folgt via 8-7: T (T ee)A (P, a) € x).

6: Aus VS gleich “z injektiv”,
aus 2“...(Q,«) € 7 und
aus 5¢... (U, a) € x”
folgt via 8-1(Def): Q=1.

7: Aus 7“Q =9 und
aus 5“... W ee...”
folgt: Qee.

8: Esgilt 7*Q ee”.
Es gilt 3“...Q ¢ e”.

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ xle].
4.2.2.Fall a ¢ xle].

‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:

Al| “a ¢ x[e]”

4.3: Aus4.1“a € z[E]” und
aus Al gleich “«a ¢ xle]”
folgt via 5-3: a € (z[E])\ (z[e]).
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Beweis 9-11 b) VS gleich x injektiv.
Ergo Themal.1: VE: (a € z[E\¢€]) = (a € (x[E])\ (z]e])).
Konsequene via 0-2(Def): A2| “z[E\ e] C (z[E]) \ (z[e])”

1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (x[E]) \ (x[e]) C z[E\ €].

2: Aus 1.2“(z[E]) \ (z[e]) C z[E \ €]” und
aus A2 gleich “z[E\ e] C (z[F]) \ (x[e])”

folgt via GleichheitsAxiom: (z[E]) \ (z[e]) = z[E \ €].
c)
1 @B\ U (afe \ ) = 2l(B\ &) U e\ B)] °2 a[BAC]
2: Aus 1
folgt: (x[E\ €]) U (z[e\ E]) = z[EAe].
d)
1.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (z[E]) \ (z]e]) C z[E\ €.
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (x[e]) \ (z[E]) C zle \ E].

2: Aus 1.1“(z[E]) \ (z[e]) C z[E \ e]” und
aus 1.2“(z[e]) \ (z[E]) C z[e \ E]”

folgt via 2-13:
(([ED N\ (z[e])) U ((z[e]) \ (2[E])) € (z[E\ e]) U (z[e \ E]).

4: Aus 3
folgt: (z[E])A(zle]) C x[EAe].
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Beweis 9-11 e) VS gleich x injektiv.
1.1: Aus VS gleich “x injektiv”

folgt via des bereits bewiesenen b): (z[E]) \ (z[e]) = z[E \ €].
1.2: Aus VS gleich “x injektiv”

folgt via des bereits bewiesenen b): (z[e]) \ (z][E]) = zle \ E].

: (2[B])A(le]) *ZT (([E]) \ (z[e) U ((z[e]) \ (z[E]))
Y @B\ e]) U ((@le]) \ ([E]) 2 (2[E\ €]) U (ale\ E]) 2 2[EAL].
Aus 2
folgt: (z[E])A(x]e]) = x[EAe].

O
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9-12. Die “TeilKlassen-Aussagen” 9-11ad) koénnen, wie sich aus den nachfolgen-
den Beispielen ergibt, nicht ohne Weiteres durch Gleichungen ersetzt werden:

9-12.Bemerkung

e Die Gleichung
“(z[E)\ (zle]) = z[E\ €]”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Gleichung
“(2[E))A(z[e]) = z[EAe]”

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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9-13. Wie aus folgendem Beispiel ersichtlich, kann 9-11a) nicht ohne Weiteres
zu einer Gleichung verschérft werden:

9-13.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
) ¢ Menge.
—) D #q.
=) = ={(p,p), (¢,p)}-
—) E={p}.
=) e= {4}
Dann folgt:
a) E\e={p}
b) z[E] = {p}.
) zle] = {p}.
d) z[E\ ¢ ={p}.
e) (z[E]) \ (z[e]) =
£) (z[E])\ (z[e]) # z[E\ €].
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9-14. Wie aus folgendem Beispiel ersichtlich, kann 9-11d) nicht ohne Weiteres

zu einer Gleichung verschérft werden:

9-14.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
) ¢ Menge.
—) D #q.
=) = ={(p,p), (¢,p)}-
—) E={p}.
=) e= {4}
Dann folgt:
a) EAe = {p,q}.
b) z[E] = {p}.
) zle] = {p}.
d) z[EAe] = {p}.
e) (z[E])A(z]e]) = 0.
£) (z[E])A(zle]) # z[EAe].
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9-15. Spétestens wenn “x(p)” in die Essays eingefiihrt wird, kommt “z[{p}]” eine
ausgezeichnete Bedeutung zu. Hier wird ein Kriterium fiir “q € x[{p}]” prisen-
tiert:

9-15(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv) sind dquivalent:
i) q € z[{p}].
i1) “{q} C z[{p}]” und “q Menge”.
iii) (p,q) € z.

iv) “(p,q) € x”und “p Menge” und “q Menge”.

Beweis 9-15 VS gleich q € z[{p}]-
1.1: Aus VS gleich “q € z[{p}]”
folgt via Element Axiom: q Menge.

1.2: Aus VS gleich “q € z[{p}”
folgt via 1-8: {q} C z[{p}].

2: Aus 1.2 und
aus 1.1

folgt: ({a} € =[{p}]) A (¢ Menge).
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Beweis 9-15 VS gleich ({q} C z[{p}]) A (¢ Menge).
1: Aus VS gleich “...q Menge”
folgt via 1-3: q €{q}.

2: Aus1“q € {q}” und
aus VS gleich “{q} C z[{p}]...”
folgt via 0-4: q € z[{p}].

3: Aus 2“q € z[{p}]”
folgt via 8-7: 30 (2 € {p}) AN, q) € z).

4: Aus 3“...Qe{p}...”
folgt via 1-6: Q=np.

5: Aus 4“Q =p”
folgt via Paar Axiom I: (Q,q) = (p,q).

6: Aus 5“(,q) = (p,q)” und
aus 3“...(Q,q) € z”
folgt: (p,q) € .

VS gleich )

1: Aus VS gleich “(p,q) € 7
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

2: Aus 1“(p,q) Menge”
folgt via Paar Axiom I: (p Menge) A (¢ Menge).

3: Aus VS gleich “(p,q) € z”
aus 2“p Menge...” und
aus 2“...q Menge”
folgt: ((p,q) € x) A (p Menge) A (¢ Menge).

VS gleich ((p,q) € ) A (p Menge) A (g Menge).

1: Aus VS gleich “...p Menge...”
folgt via 1-3: p € {p}.

2: Aus VS gleich “(p,q) € x...” und

aus 1“p € {p}”
folgt via 8-8: q € z[{p}].

O
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9-16. Die hier definierte Klasse ist gleich x[{p}], siche 9-18:

9-16(Definition)

9.0(p,z) ={w: (p,w) € z}.
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9-17. Die folgende Aussage kann gelassen zur Kenntnis genommen werden. Ihre
Bedeutung wird erst im Zusammenhang mit “z(p)” und “y(p)” klar. Zum ge-
genwiértigen Zeitpunkt sind “z(p)” und “y(p)” noch nicht definiert:

9-17(Satz)

Aus “x Cy” folgt “{w: (p,w) € x} CH{w: (p,w) € y}”.

9-16(Def) {w: (p,w) € x} und {w: (p,w) € y}.

Beweis 9-17 VS gleich x Cuy.
a€f{w: (pw) €}
2.1: Aus Themal“w € {w: (p,w) € x}”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“w € {w: (p,w) € }”
folgt: (p, ) € x.

3: Aus 2“(p,a) € 7 und
aus VS gleich “x C y”
folgt via 0-6: (p,a) € y.

4: Aus 3“(p,a) € y” und
aus 2.1“a Menge”

folgt: a€{w: (p,w) €y}
Ergo Themal: Va: (o €{w: (p,w) €x}) = (0 € {w: (p,w) € y}).
Konsequenz via 0-2(Def): {w: (p,w) €z} C{w: (p,w) € y}.

O
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9-18. Es gilt z[{p}] = {w : (p,w) € x}:

9-18(Satz)
z[{p}] ={w: (p,w) € x}.
9-16(Def) {w: (p,w) € z}.
Beweis 9-18
a € z[{p}].
2.1: Aus Themal“«a € z[{p}]”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“«a € z[{p}]”
folgt via 8-T: 30 (Q e {p}) AN((2,a) € ).

3: Aus 2.2¢...Q e {p}...”
folgt via 1-6: Q=np.

4: Aus 3“Q =p”
folgt via PaarAxiom I: (Q,a) = (p,a).

5: Aus 4“(Q,a) = (p,a)” und
aus 2.2°...(Q,a) e x”
folgt: (p,a) € .

6: Aus 5“(p,«) € 7 und
aus 2.1“a Menge”
folgt: a€{w: (pw) €z}

Ergo Themal: Va: (o € z[{p}]) = (a € {w: (p,w) € z}).

Konsequenz via 0-2(Def): At “z[{p}] C{w: (p,w) € z}”
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Beweis 9-18 ...

ae{w: (pw) € a}.

2: Aus Themal.2“a € {w: (p,w) € x}”
folgt: (p, @) € x.

3: Aus 2“(p,a) € 2”7
folgt via 9-15: a € z[{p}].

Ergo Themal.2: Va: (a € {w: (p,w) € 2}) = (o € z[{p}])

Konsequenz via 0-2(Def): A2) Hw: (p,w) € v} C x[{p}]”

1.3: Aus A1 gleich “z[{p}] C{w: (p,w) € }” und
aus A2 gleich “{w: (p,w) € 2} C z[{p}]”
folgt via GleichheitsAxiom: z[{p}] ={w: (p,w) € z}.

O
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9-19. Mit der folgenden Aussage wird die Aquivalenz von “p € domz” und “z(p)
Menge” vorbereitet. Zum gegenwértigen Zeitpunkt ist “z(p)” noch nicht definiert:

9-19(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) p € domuz.
1) 04 a({p}].
Beweis 9-19 VS gleich p € dom .
1: Aus VS gleich “p € domz”
folgt via 7-2: 30 : (p, Q) € .
2: Aus 1“...(p,Q) €x”
folgt via 9-15: Q € z[{p}].
3: Aus 2¢Q € z[{p}]”
folgt via 0-20: 0 # z[{p}].
US gleich 0# a[{p}].
1: Aus VS gleich “0 # x[p}]”
folgt via 0-20: 30 : Q € z[{p}].

2: Aus 1¢...Q e z[{p}]”
folgt via 9-15: (p, ) €z

3: Aus 2¢(p,Q) € z”
folgt via 7-5: p € dom x.
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9-20. Via Negation ergibt sich aus 9-19 die folgende Aquivalenz:

9-20(Satz)

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) p ¢ domuz.
ii) z[{p}] =0.
Beweis 9-20
1: Via 9-19 gilt: (p € domz) & (0 # z[{p}]).
2: Aus 1
folgt: (p & domz) < (z[{p}] = 0).
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9-21 Es werden Folgerungen aus “x injektiv” in Bezug auf z[E] N x[e] und auf
(z[{p}]) N (z[{q}]) gezogen:

9-21(Satz)

Aus “x injektiv” und . ..
a) ...und “ENe=07folgt “(z[E]) N (z[e]) = 0".
b) ...und “0 # (z[E]) N (z[e])” folgt “0 £ ENe”.
c) ...und “p#q” folgt “(z[{p}]) N (z[{q}]) =0".

d) ...und “0# (z[{p}]) N (z[{q}])”
folgt “p=q” und “p Menge” und “q Menge” .

Beweis 9-21 a) VS gleich (x injektiv) A (ENe=0).
1.1: Aus VS gleich “zx injektiv ...”
folgt via 9-8: z[E Nel = (z[E]) N (z[e]).
1.2: Aus VS
folgt: Ene=0.
2: (z[E]) N (z]e]) 2 2[ENe] 2 2[0] =2 0.
3: Aus 2

folgt: (z[E]) N (x[e]) = 0.



#9 MENGENLEHRE 183

Beweis 9-21 b) VS gleich (x injektiv) A (0 # (z[E]) N (x]e])).
1: Es gilt: (ENne=0)V(0#EnNe).

Fallunterscheidung‘

1.1.Fall Ene=0.
2: Aus VS gleich “z injektiv...” und
aus 1.1.Fall“EnNe=20"
folgt via des bereits bewiesenen a): (z[E]) N (x[e]) = 0.

3: Esgilt 2“(z[E]) N (ze]) =07
Es gilt VS gleich “0 # (z[E]) N (z[e])” .

Ex falso quodlibet folgt: 0# FEnNe.
0#Ene.
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: 0# FEnNe.
c) VS gleich (x injektiv) A (p # q).

1: Aus VS gleich “...p#q”
folgt via 2-33: {p}n{q¢} =0.

2: Aus VS gleich “z injektiv...” und

aus 1“{p} N{q¢} =07
folgt via des bereits bewiesenen a): (z[{p}]) N (z[{q}]) = 0.

d) VS gleich (x injektiv) A (0 # (z[{p}]) N (z[{q}]).

1: Aus VS gleich “x injektiv...” und
aus VS gleich “...0 # (z[{p}]) N (z[{q}])”

folgt via des bereits bewiesenen b): 0 # {p}N{q}.
2: Aus 140 # {p}n{q}”
folgt via 2-33: (p = q) N (p Menge) A (¢ Menge).

O
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9-22. In Umkehrung von 9-21cd) werden zwei hinreichende, auf “(xz[{a}]) N
(x[{B}])” basierende Aussagen fiir “z injektiv” formuliert:

9-22(Satz)

a) Aus “Va,: ((a € domz) A (8 € domz) A (a # f3))
= ((z[{a}]) N (z[{B}]) = 0)”

folgt “x ingektiv”.

b) Aus “Va, [ : (v € domz) A (8 € domz) A (0 # (z[{e}]) N («[{5}]))
= (= p)”

folgt “x injektiv”.
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Beweis 9-22 a) VS gleich Vo, 5 : ((a € domz) A (6 € domx) A (v # 3))
= ((z[{a}]) N («[{B}]) =
((7,0) €2) A((e,0) €
2: Es gilt: (y#e)V(y=
Fallunterscheidung‘
v# e
3.1: Aus Themal“(y,0) € x...”
folgt via 7-5: v € domx.
3.2: Aus Themal“(y,§) €x...”
folgt via 9-15: 0 € z[{~}]
3.3: Aus Themal“...(e,d) €x
folgt via 7-5: € € domz.
3.4: Aus Themal“...(e,d) €z
folgt via 9-15: d € z[{e}].
4.1: Aus 3.1,
aus 3.3 und
aus 2.1.Fall
folgt: (v € domz) A (e € domz) A (v # €).
4.2: Aus 3.2%¢ € z[{v}]” und
aus 3.4“0 € z[{e}]”
folgt via 2-2: 0 € (z[{~}]) N (z[{e}])-
5: Aus VS gleich
“Ya, B : ((a € domzx) A (B € domz) A (o # 3))
= ((@[{a}]) N (z[{5}]) = 0)” und
aus 4.1¢(y € domzx) A (e € domz) A (y #¢€)”
folgt: x[{v}]) N (z[{e}]) = 0.
6: Aus 4.2%6 € (z[{7v}]) N (z[{e}])”
aus 5 (z[{y}]) N (z[{e}]) = 07
folgt: 0 €0.
7: Esgilt 646 €07
Via 0-19 gilt “d ¢ 0”.
Ex falso quodlibet folgt: y=¢€
‘Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt: v =e.

185
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Beweis 9-22 a) VS gleich Vo, 5 : ((aw € domx) A (8 € domz) A (a0 # 3))
= ((z[{a}]) N (z[{B}]) = 0).

Ergo Themal: Vy,0,e: (((7,0) € 2) A((€,6) € ) = (v =¢).
Konsequenz via 8-1(Def): x injektiv.
b) VS gleich Vo, 5 : ((aw € domx) A (B € domz) A (0 # (z[{a}]) N (z[{F}]))

= (a=pf).

1: Aus VS folgt:
Va, 3 : ((a € domz) A (8 € domz) A (o # B)) = ((z[{a}]) N (z[{5}]) = 0).

2: Aus 1“Va, 5 ((a € domzx) A (§ € domx) A (a0 # 3))
= ((z[{a}]) N (z[{F}]) = 0)”

folgt via des bereits bewiesenen a): x injektiv.

O
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9-23. Geméf a) ist das Bild von E unter x x y eine TeilKlasse von . In b) und
c) wird a) unter zusétzlichen Voraussetzungen prézisiert. Falls 0 # z N E, dann
ist das Bild von E unter x x y gleich y, siehe b), wiahrend geméafi ¢) auszNE =0
die Aussage (z x y)[E] = 0 folgt:

9-23(Satz)
a) (zxy)[E]Cy.
b) Aus “0# x N E” folgt “(z x y)[E]=y".

c) Aus “xNE =07 folgt “(x x y)[E] =0".

Beweis 9-23 a)

o € (x % y)[E].
2: Aus Themal“«a € (z X y)[E]”
folgt via 8-7: A (Qe E)A () exxy).
3: Aus 2¢...(Qa)exxy”
folgt via 6-6: ac€y.
Ergo Themal: Va: (a € (x x y)[E]) = (a € y).

Konsequenz via 0-2(Def): (x xy)[E] Cy.
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Beweis 9-23 b) VS gleich
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0£zNE.

2: Aus VS gleich “0#xNE”
folgt via 0-20:

3: Aus 2¢...QexznNnk”
folgt via 2-2:

4: Aus 3“Q e x...” und
aus Themal.l“a € y”
folgt via 6-6:

5: Aus 4“(,a) €z x y” und
aus 3“...Q e E”
folgt via 8-8:

a € y.

d12:Qcaxnk.

(Qex)N(QeER).

(Q,a) €z xy.

a € (x X y)[E]

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt:

1.3: Aus 1.2(x x y)[E] Cy” und
aus A1 gleich “y C (z x y)[E]”
folgt via GleichheitsAxiom:

Va: (a €y) = (a € (z xy)[E]).

At “y C (z x y)[E]”

(z x y)[E] Cy.

(z xy)[E] =y.
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Beweis 9-23 c¢) VS gleich xNE=0.
o € (z x y)[E].
2: Aus Themal“a € (x X y)[E]”
folgt via 8-7: 0 (e E)A((Q,a) € x xy).

3: Aus 2¢... (Qa)ex xy”
folgt via 6-6: (Qez)N(aey).

4: Aus 3“QY € 2”7 und
aus 2“... Qe E...”
folgt via 2-2: Qexnk.

5: Aus4“Q exNFE” und
aus VS gleich “xNE =0"
folgt: Qe0.

6: Esgilt 5“Q€0”.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ (zxy)E]
Ergo Themal: Va: (o € (zxy)[E]) = (a ¢ (x x y)[E]).
Konsequenz via 0-19: (x x y)[E]
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Relation. Relation in z. Keine Relation. Keine Relation in z.

Ersterstellung: 12/09/05 Letzte Anderung: 27/05/11
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10-1. Wie schon an Hand der folgenden Definition vermutet werden kann, sind
Relationen genau jene Klassen, die ausschliefilich aus geordneten Paaren von
Mengen bestehen. Diese Vermutung wird in 10-2 und 10-3 rigoros bestétigt.
Zur genaueren Klassifizierung von Relationen ist es hilfreich, eventuell zu Grun-
de liegende Klassen anzugeben. Dies geschieht durch den Begriff “Relation in
x” . Mitunter ist es von Bedeutung fest zu stellen, dass eine Klasse keine Relation
oder keine Relation in x ist. Die kanonische Definition, wann eine Klasse keine
Relation oder keine Relation in z ist, erfolgt ebenfalls hier.

10-1(Definition)

1) “r Relation” genau dann, wenn gilt:

rCUxUu.

2) “r Relation in z” genau dann, wenn gilt:
rCaz Xz
3) “r keine Relation” genau dann, wenn gilt:
—(r Relation).
4) “r keine Relation in 2” genau dann, wenn gilt:

—(r Relation in z).
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10-2. Falls r eine Relation ist, so gibt es zu jedem Element x von r zwei Mengen
2 € domr und ¥ € ranr, so dass z = (2, U):

10-2(Satz)
Es gelte:
—) 1 Relation.
—) weET.
Dann gibt es Q. ¥, so dass gilt:
e.1) Q2 €domr.
e.2) ¥ eranr.

e.3) w=(QVU).
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Beweis 10-2

1:

Aus —) “r Relation”
folgt via 10-1(Def):

: Aus =) “w €r” und

aus 1“r CU xU”
folgt via 0-4:

c Aus3*weld xU”

folgt via 6-8:

: Aus 3“w = (Q,¥)” und

aus —) “w er”

folgt:

: Aus 44(Q,0) er”

folgt via 7-5:

aus 3¢..

folgt:

: Aus 3¢dQ, 0.7
aus 5“Q € domr...”

aus 5“... W €ranr” und
w=(Q,WU)”

193

rCUxXU.

weUxXU.

QU w = (Q, V).

Q) er.

(Q e domr) A (¥ €ranr).

=0

Q € domr

A Weranr
AN w= (V).
O
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10-3. r ist genau dann eine Relation, wenn jedes Element von r ein geordnetes
Paar (von Mengen) ist und dies ist genau dann der Fall, wenn r =N (U x U):

10-3(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv) sind dquivalent:
i) r Relation.
ii) Va: (aer)= (3Q, ¥ :a=(2,V)).
iii) Va: (o er)= (3IQ,V : (Q Menge) A (¥ Menge) A (a = (2, V)).
iv) r=rn U xU).

Beweis 10-3 VS gleich r Relation.
1: Aus VS gleich “r Relation”
folgt via 10-1(Def): rCUxU.
aEr.

3: Aus 2“a €7r” und
aus 1“r CU X U”

folgt: aceUUxU.
4: Aus3“acelU xU”
folgt via 6-8: IV a=(Q,V).

Ergo Thema2: Va:(aer)= 3%V :a=(Q,V)).
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Beweis 10-3 VS gleich Va: (aer)= (3Q, V¥

195

Lo = (,7)).

2.2:

ger.

2.1:

Aus Themal“( € r”

folgt via Element Axiom: 0 Menge.

Aus Themal“f € r” und
aus VS gleich “Va : (a €r) = (IQ,V:a=(Q,V))”

folgt: A0 5= (Q,0).
:Aus 2.2¢...4=(2,¥)” und

aus 2.1“3 Menge”

folgt: (Q, ¥) Menge.

: Aus 3“(Q, V) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.2, 0. .7,

aus 4“2 Menge. .. ",
aus 4“... ¥ Menge” und
aus 2.2%...0=(Q, V)"
folgt:

3Q, W : (2 Menge) A (U Menge) A (8 = (2, V)).

(©2 Menge) A (¥ Menge).

Ergo Themal: V(3: (B €r)= (3Q, ¥ : (Q Menge) A (¥ Menge) A

Konsequenz:

Va: (o er)= (30, : (2 Menge) A (¥ Menge) A

(6

(cv
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Beweis 10-3

VS gleich Va: (aer)= (3, : (2 Menge) A (¥ Menge) A (a = (2, V)).
ger.

2: Aus Themal“( € r” und
aus VS gleich “Va : (a € 1)
= (3Q, ¥ : (2 Menge) A (¥ Menge) A (a = (2, ¥))”
folgt: 3Q, W : (2 Menge) A (U Menge) A (8 = (2, V)).

3.1: Aus 2“...Q Menge...”
folgt via 0-19: Qel.

3.2: Aus 2“...¥ Menge...”
folgt via 0-19: Vel

4: Aus 3.1“QcU” und
aus 3.2“0U e Y”
folgt via 6-6: (QU)eld xU.

5: Aus 2¢...0=(Q,¥)” und
aus 4“(Q, V) el xU”

folgt: geldxU.
Ergo Themal: VE:(Ber)=(BeldxU).
Konsequenz via 0-2(Def): rCUxU.
Konsequenz via 2-10: r=rnUxU).
VS gleich r=rnUxU).
1: Aus VS gleich “r=rnN U xU)”
folgt: rOUxU)=r.

2: Aus1“rn(UxU) =17
folgt via 2-10: rCUxXU.

3: Aus1“r CU XU
folgt via 10-1(Def): r Relation.

O
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10-4. Es folgen drei Aussagen iiber Relationen. Jede Relation r ist geméfl a) eine
TeilKlasse von (dom7) x (ranr) und gemé8 b) eine Relation in (domr) U (ran7).
Via c) wird fest gestellt, dass jede Relation eine Relation in i/ ist:

10-4(Satz)
Es gelte:
—) 1 Relation.
Dann folgt:
a) r C (domr) x (ranr).
b) r Relation in (domr) U (ranr).

c) r Relation in U.

Beweis 10-4 a)

=

2: Aus VS gleich “r Relation” und
aus Themal“a € r”
folgt via 10-2:
QU (Qedomr) A (¥ eranr) A (a=(2,7)).

3: Aus 2“...Q€&€domr...” und
aus 2“... W €ranr...”
folgt via 6-6: (Q, W) € (domr) x (ranr).

4: Aus 2“...a=(Q,¥)” und
aus 3“ (2, V) € (domr) x (ranr)”
folgt: a € (domr) x (ranr).

Ergo Themal: Va: (o €r)= (o€ (domr) x (ranr)).

Konsequenz via 0-2(Def): r C (domr) x (ranr).
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Beweis 10-4 b)

2.

2.

c)

1:

1:

2:

Aus —) “r Relation”

folgt via des bereits bewiesenen a): r C (domr) x (ranr).
Via 2-7 gilt: domr C (domr) U (ranr).
Via 2-7 gilt: ranr C (domr) U (ranr).

: Aus 2.1“domr C (dom7)U (ranr)” und

aus 4“ranr C (domr) U (ranr)”
folgt via 6-7:
(dom7) x (ranr) C ((domr) U (ran7)) x ((domr) U (ran7)).

: Aus 1“7 C (domr) x (ran7)” und

aus 5“(domr) x (ranr) C ((domr) U (ranr)

) X ((domr)U (ran7))”
folgt via 0-6: r C ((domr) U (

ranr)) x ((domr) U (ranr)).

: Aus 6“7 C ((domr) U (ranr)) x ((domr) U (ranr))”

folgt via 10-1(Def): r Relation in (domr) U (ranr).

: Aus —) “r Relation”

folgt via 10-1(Def): rCUxU.

s Aus1“r CU XU

folgt via 10-1(Def): r Relation in U.
U
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10-5. Jede Relation, deren Definitions- und Bild-Bereich eine Menge ist, ist eine
Menge:

10-5(Satz)

Es gelte:
—) 1 Relation.
—) domr Menge.
—) ranr Menge.

Dann folgt “r Menge” .

Beweis 10-5

1.1: Aus —) “domr Menge” und
aus —) “ranr Menge”
folgt via BindrCartesischesAxiom: (domr) x (ranr) Menge.

1.2: Aus —) “r Relation”
folgt via 10-4: r C (domr) x (ranr).

2: Aus 1.2“r C (domr) x (ran7)” und
aus 1.1%(domr) x (ranr) Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: r Menge.
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10-6. Jede TeilKlasse einer Relation Relation:

10-6(Satz)

Aus “r Relation” und “s C r” folgt “s Relation”.

Beweis 10-6 VS gleich (r Relation) A (s C r).

1: Aus VS gleich “r Relation...”
folgt via 10-1(Def): rCUxU.

2: Aus VS gleich “...s Cr” und
aus 1“r CU X U”
folgt via 0-6: sCUXU.

3: Aus2¥sCU xU”
folgt via 10-1(Def): s Relation.

O
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10-7. Via 2-7 gilt r N's C r und via 10-6 ist jede TeilKlasse einer Relation
eine Relation. Also ist » N s eine Relation, wenn r eine Relation ist. Dies ist die
Aussage von a). Mit dhnlichen Argumenten wird in b) gezeigt, dass 7 \ s eine
Relation ist, wenn r eine Relation ist:

10-7(Satz)
Es gelte:
—) 1 Relation.
Dann folgt:
a) “rnNs Relation” und “sNr Relation”.

b) 7\ s Relation.

Beweis 10-7 a)
1.1: Via 2-7 gilt: rNsCr.
1.2: Via 2-7 gilt: snrCr.

2.1: Aus —) “r Relation” und
aus 1“rNsCr”
folgt via 10-6: r N s Relation.

2.2: Aus —) “r Relation” und
aus 1“sNr Cr”

folgt via 10-6: s N r Relation.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: (r N's Relation) A (s N r Relation).
b)
1: Via 5-5 gilt: r\sCr.

2: Aus —) “r Relation” und
aus 1“r\ s Cr”
folgt via 10-6: r\ s Relation.

O
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10-8. Geméifl a) ist die bindre Vereinigung von Relationen eine Relation. Aus
dieser Aussage, aus 5-28, wonach die symmetrische KlassenDifferenz eine Teil-
Klasse der bindren Vereinigung ist, und aus 10-6 folgt, dass die symmetrische
Differenz von Relationen eine Relation ist. Dies ist die Aussage von b):

10-8(Satz)
Es gelte:
—) 1 Relation.
—) s Relation.
Dann folgt:
a) rUs Relation.

b) rAs Relation.

Beweis 10-8 a)

1.1: Aus —) “r Relation”
folgt via 10-1(Def): rCUxU.

1.2: Aus —) “s Relation”
folgt via 10-1(Def): sCUXU.

2: Aus1.1“r CU xU” und
aus 1.2“s CU xU”
folgt via 2-12: rUsCUxU.

3: Aus2“rUsCUxU”
folgt via 10-1(Def): r U s Relation.
b)

1.1: Aus —) “r Relation” und
aus —) “s Relation”
folgt via des bereits bewiesenen a): r U s Relation.

1.2: Via 5-28 gilt: rAs C rUs.

2: Aus 1.1“r Us Relation” und
aus 1.2“rAsCrus”
folgt via 10-6: rAs Relation.

O
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10-9. Die Vereinigung einer Klasse von Relationen Relation. Interessanter Weise
kann diese Klasse durchaus leer sein:

10-9(Satz)
Aus “Ya: (o € R) = (a Relation)” folgt “|J R Relation”.

Beweis 10-9 VS gleich Va: (o € R) = (a Relation).
BeUR.
2: Aus Themal.1“f e JR”
folgt via 1-12: I (Be Q)N (QeR).

3: Aus 2“...2€ R” und
aus VS gleich “Va : (o € R) = (a Relation)”
folgt: Q2 Relation.

4: Aus 3“Q) Relation”
folgt via 10-1(Def): QCUxU.

5: Aus 2“...0€Q” und
aus 4“Q CU xU”

folgt via 0-4: el xU.
Ergo Themal.1: Vo:(BeUR)= (BelU xU).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “URCUXxU”

1.2: Aus Al gleich “URCU xU”
folgt via 10-1(Def): |J R Relation.

O
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10-10. Enthélt eine Klasse auch nur eine Relation, so ist der Durchschnitt dieser
Klasse als TeilKlasse dieser Relation - siehe 1-15 - eine Relation, siehe 10-6.
Interessanter Weise kann hier die zu Grunde Klasse nicht leer sein. Sonst kénnte
sie keine Relation beinhalten:

10-10(Satz)

Aus “r Relation” und “r € R” folgt “(\ R Relation”.

Beweis 10-10 VS gleich (r Relation) A (r € R).
1: Aus VS gleich “...r € R”
folgt via 1-15: ARCr.
2: Aus VS gleich “r Relation...” und
aus 1“NRCr”
folgt via 10-6: () R Relation.

O
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10-11. Wenn alle Elemente einer nicht leeren Klasse Relationen sind, dann ist
der Durchschnitt dieser Klasse eine Relation:

10-11(Satz)

Es gelte:
—) Va: (a € R) = (« Relation).
—) 0#R.

Dann folgt “(\ R Relation” .

Beweis 10-11

1: Aus =) “0# R”
folgt via 0-20: J0:Q e R.

2: Aus 1¢...Q € R” und
aus —) “Va : (o € R) = (a Relation)”
folgt: (2 Relation.

3: Aus 24 Relation” und
aus 1“...Q €€ R”
folgt via 10-10: () R Relation.

O



206

MENGENLEHRE #10

10-12. Jede TeilKlasse eines binédren, cartesischen Produkts ist eine Relation,
genauer, eine Relation in der bindren Vereinigung der am bin&ren, cartesischen
Produkt beteiligten Klassen. Die TeilKlasse kann durchaus leer sein. In etwas
versteckter Weise ist in 10-12 die Umkehrung von 10-4a) zu finden. Wenn im
jetzigen a) die Wahl x = domr und y = ranr getroffen wird, so folgt aus “r C
(dom7) x (ranr)” die Aussage “r Relation” . Also gibt es in Kombination von
10-4 und 10-12 mit “r Relation genau dann, wenn r C (domr) x (ranr)” ein
Kriterium fiir “r Relation” :

10-12(Satz)

a) Aus “r Cx xy” folgt “r Relation”.

b) Aus “r Cx xy”folgt “r Relation in xUy”.

Beweis 10-12 VS gleich

1:

2:

3.a):

4.2:

Via 6-12 gilt:

Aus VS gleich “r Cz x y” und
aus 1“xxy CUXxU”
folgt via 0-6:

Aus 2“r CU xU”
folgt via 10-1(Def):

: Via 2-7 gilt:

Via 2-7 gilt:

: Aus4.1“x CxUy” und

aus 4.2y CxUy”
folgt via 6-7:

: Aus VS gleich “r Cx x y” und

aus 5“r x y C (zUy) x (xUy)”
folgt via 0-6:

cAus 6“r C (zUy) x (xUy)”

folgt via 10-1(Def):

rCxzXxuy.

rXyCUXU.

rCUxU.

r Relation.
z CaxUy.

yCaUy.

rxyC(xUy) x (xUy).

rC(zUy) x (zUy).

r Relation in x U y.

O
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10-13. Es folgen drei (in Bezug auf 10-12: weitere) Aussagen iiber “Relations-
Eigenschaften” binérer, cartesischer Produkte:

10-13(Satz)
a) x Xy Relation.
b) Aus “x C z”und “y C z” folgt “x x y Relation in z”.

c) x Xy Relation in x U y.

Beweis 10-13 a)

1: Via 0-6 gilt: rXyCaxxy.
2: Aus 1z xyCaoxy”
folgt via 10-12: x X y Relation.
b) VS gleich (x C2)A(y C2).
1: Aus VS gleich “z C z...” und
aus VS gleich “...y C 27
folgt via 6-T7: rXyCzxaz.
2: Aus 1z xyCzxz”
folgt via 10-1(Def): x X y Relation in z.
c)
1: Via 0-6 gilt: rxXyCaxxy.

2: Aus1“zxyCaxy”
folgt via 10-12: x X y Relation in x U y.

O
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10-14. Es wird fest gestellt, dass jede Relation in x eine Relation ist. Dies liefert
a posteriori eine Rechtfertigung dafiir eine “Relation in 2” eben als “ Relation” zu
bezeichnen:

10-14(Satz)

Aus “r Relation in x” folgt “r Relation”.

Beweis 10-14 VS gleich r Relation in x.
1: Aus VS gleich “r Relation in z”

folgt via 10-1(Def): rCx Xz

2: Via 6-12 gilt: rXxxCUXU.

3: Aus1“r Cax xz” und
aus 2“z X x CU XU
folgt via 0-6: rCUxXU.

4: Aus 3“r CUxU”
folgt via 10-1(Def): r Relation.

O
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10-15. Wenn bei einer Relation Definitions- und Bild-Bereich identisch sind, dann
ist diese Relation sowohl eine Relation in ihrem Definitions-Bereich als auch in
ihrem Bild-Bereich:

10-15(Satz)
Es gelte:

—) 1 Relation.

—) domr =ranr.
Dann folgt:

a) r Relation in domr.

b) r Relation in ranr.

Beweis 10-15

1.1: Aus —) “r Relation”

folgt via 10-4: r Relation in (domr) U (ranr).
—) 2-14
2.1: (domr)U (ranr) = (ranr) U (ranr) =" ranr.
-) 2-14
2.2: (domr)U (ranr) = (dom7) U (domr) “="domr.
3.a): Aus 1“7 Relation in (domr)U (ranr)” und
aus 2.2“(domr) U (domr) = ... =domr”
folgt: r Relation in domr.

3.b): Aus 1“r Relation in (dom7)U (ranr)” und
aus 2.1 (domr) U (domr) = ... =ranr”
folgt: r Relation in ranr.

O
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10-16. Nun wird iiber jede Relation r in = gesagt, dass r auch eine Relation in
y ist, wenn x C y. Konsequenter Weise ist “x” durch die Aussage “r Relation in
x” nicht eindeutig fest gelegt. Auch wird fest gestellt, dass wenn r Relation in x
und Relation in y ist, » Relation in x Ny ist:

10-16(Satz)
a) Aus “r Relation in x”und “x Cy” folgt “r Relation iny”.

b) Aus “r Relation in x” und “r Relation iny”
folgt “r Relation in x Ny”.

Beweis 10-16 a) VS gleich (r Relation in z) A (z C y).

1.1: Aus VS gleich “r Relation in x...”
folgt via 10-1(Def): rCxxuz.

1.2: Aus VS gleich “...x Cy”
folgt via 6-T7: rXxxrCyxy.

2: Aus1.1“r Cx x 2”7 und
aus 1.2z xz Cyxy”
folgt via 0-6: rCuyxuy.

3: Aus2“r Cyxy”
folgt via 10-1(Def): r Relation in y.
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Beweis 10-16 b) VS gleich
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(r Relation in z) A (r Relation in y).

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

6.1:

6.2:

Aus VS gleich “r Relation in z ..

folgt via 10-1(Def):

J

Aus VS gleich “...r Relation in y”

folgt via 10-1(Def):

Aus Themal“a € r” und
aus 1.1“r Cax x x”
folgt via 0-4:

Aus Themal“a € r” und
aus 1.2“r Cy xy”
folgt via 0-4:

s Aus 2aex xa”
folgt via 6-5:  JQU: (Qex) A (Vex)A(a=(QV)).

:Aus 2.2“a €y x y” und

aus 3“...a=(Q,¥)”
folgt:

D Aus 44 (Q V) ey xy”

folgt via 6-6:

Aus 3“...Q€x...” und
aus 5“Q cy...”
folgt via 2-2:

Aus 3“... W ex...” und
aus 5“... ¥ e y”
folgt via 2-2:

tAus 6.1“Q e xny” und

aus 6.2“0V exnNy”
folgt via 6-6:

: Aus 3“...a=(2,V)” und
aus 7 (2, V) € (zNy) x (zNy)”

folgt:

(QU) e(xny) X (zNy).

acr.

rCx Xz

rCyxy.

aexr Xuox.

a ey Xy.

(QVU)eyxy.

(Qey) ANV ey).

Qezxny.

Uexny.

a€ (xNy) x (zNy).
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Beweis 10-16 b) ...

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Konsequenz via 10-1:

MENGENLEHRE #10

Va:(aer)=(ae(xny) x (xNy)).
rC(zNy) x (zNy).

r Relation in x N y.
O
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[A3pehi

10-17. Die in 10-16 angesprochene Nicht-Eindeutigkeit von “z” | wenn nur be-
kannt ist, dass r eine Relation in x ist, hat auch einen Vorteil. Wie nun fest
gestellt wird, muss von einer Relation nur bekannt sein, dass Definitions- und
Bild-Bereich TeilKlasse - und nicht etwa gleich - einer Klasse x sind, um fol-
gern zu konnen, dass diese Relation eine Relation in z ist. Interessanter Weise ist
“domr C 2”7 und “ranr C z” auch notwendig dafiir, dass r eine Relation in z ist:

10-17(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) “r Relation in x”.

ii) “r Relation” und “domr C x”und “ranr C z”.
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Beweis 10-17 VS gleich r Relation in z.
1.1: Aus VS gleich “r Relation in x”

folgt via 10-14: r Relation.
1.2: Aus VS gleich “r Relation in x”

folgt via 10-1(Def): rCuxxuz.
2.1: Aus1.2“rCaxxa”

folgt via 7-10: domr C dom (z X x).
2.2: Aus1.2“r Caxxzx”

folgt via 7-10: ranr C ran (x X ).
3.1: Via 7-22 gilt: dom (z x z) C x.
3.2: Via 7-22 gilt: ran(z x z) C x.

4.1: Aus 2.1“domr C dom (xz x z)” und
aus 3.1“dom (z x x) C x”
folgt via 0-6: domr C z.

4.2: Aus 2.2“ranr Cran(z x x)” und
aus 3.2“ran (z x x) C x”
folgt via 0-6: ranr C z.

5: Aus 1“r Relation”,
aus 4.1“domr C 2”7 und
aus 4.2%ranr C z”

folgt: (r Relation) A (domr C z) A (ranr C x).
VS gleich (r Relation) A (domr C x) A (ranr C x).
1: Aus VS gleich “r Relation...”
folgt via 10-4: r Relation in (domr) U (ranr).
2: Aus VS gleich “...domr C x...” und
aus VS gleich “...ranr C x”
folgt via 2-12: (dom7r) U (ranr) C .

3: Aus 1“r Relation in (dom7)U (ranr)” und
aus 2“(domr)U (ranr) C z”
folgt via 10-16: r Relation in x.

O
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10-18. In Analogie zu 10-3 handelt es sich bei r genau dann um eine Relation
in z, wenn es zu jedem « € r Mengen 2, ¥ in x mit a = (2, V) gibt und dies ist
genau dann der Fall, wenn r = r N (z x x):

10-18(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) r Relation in x.
ii) Va:(aer)= 33UV : (Qex)AN(Vex)A(a=(2,7))).

iii) r=rnN(x xx).

Beweis 10-18 VS gleich r Relation in x.

aer.

2: Aus VS gleich “r Relation in x”
folgt via 10-1(Def): rCx Xz

3: Aus Themal“a € 7”7 und
aus 2“r Cx x z”
folgt via 0-4: a €T X

4: Aus 3“aex xa”
folgt via 6-5:  IQ U : (Qezx) A (¥ ex)A(a=(,V)).

Ergo Themal: Va:(aer)= 33UV : (Qex)AN(Vex)A(a=(2,V))).
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Beweis 10-18

VS gleich Va:(aer)= 3Q¥: (Qex)AN(¥ex)A(a=(Q,V)).
ger.

2: Aus Themal“( € r” und
aus VS gleich “Va : (a € 1)
= 3AQV:(Qer) ANV ex)A(a=(2,V))
folgt: AV (Qex)AN(Vex)N(B= (V).

3: Aus2“...Q€x...” und
aus 2¢“...eqx...”
folgt via 6-6: (Q V) €x xu.

4: Aus2“...0=(Q,¥)” und
aus 3“(Q, V) ez x x”

folgt: B ez X
Ergo Themal: VB:(Ber)=(0e€xxu).
Konsequenz via 0-2(Def): rCxxua.
Konsequenz via 2-10: r0(zxx)=r.
Konsequenz: r=rnN(zxx).
VS gleich r=rnN(xxx).
1: Aus VS gleich “r=rnN(z xx)”
folgt: r0(zxzx)=r.

2: Aus1“rN(zxz)=r"
folgt via 2-10: rCuaxxux.

2: Aus1“rCaxa”
folgt via 10-1(Def): r Relation in .

O
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10-19. Nun werden drei grundlegende Aussagen iiber Relationen in z notiert:

10-19(Satz)

Aus “r Relation in x” und . ..
a) ...und “0#r” folgt “0#x”.
b) ...und “z =07 folgt “r=0".

c) ...und “x Menge” folgt “r Menge”.
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Beweis 10-19 a) VS gleich (r Relation in z) A (0 # 7).

29

1: Aus VS gleich “r Relation in z ...
folgt via 10-1(Def): rCuxxuz.

2: Aus VS gleich “...0 # r” und
aus 1“r Cax xz”

folgt: 0#rCuaxu.
3: Aus2“0#rCaoxa”
folgt via 0-20: 0#xxx.
4: Aus 3“0 #ax xz”
folgt via 6-13: 0 # .
b) VS gleich (r Relation in z) A (x = 0).

1: Aus VS gleich “...x =07
folgt via 6-13: xxzx=0.

2: Aus VS gleich “r Relation in x...”
folgt via 10-1(Def): rCuxxuz.

3: Aus2¥r C oz x z”7 und
aus 1“zxx =07

folgt: r CO0.

4: Aus 3“r C 0”7
folgt via 0-18: r=0.
c) VS gleich (r Relation in ) A (x Menge).

1.1: Aus VS gleich “...z Menge” und
aus VS gleich “...x Menge”
folgt via BindrCartesisches Axiom: x X x Menge.

1.2: Aus —) “r Relation in z”
folgt via 10-1(Def): rCx Xz

2: Aus1.2“r Cx x 2”7 und
aus 1.1“x x x Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: r Menge.
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10-20. Jede TeilKlasse einer Relation in z Relation in z:

10-20(Satz)

Aus “r Relation in x”und “s Cr” folgt “s Relation in x”.

Beweis 10-20

1: Aus —) “r Relation in z”
folgt via 10-1(Def): rCx Xz

2: Aus =) “s Cr” und
aus 1“r Cax xz”
folgt via 0-6: sCz Xz

3: Aus2¥“sCaxxaz”
folgt via 10-1(Def): s Relation in x.

O
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10-21. In Ahnlichkeit zu 10-7 sind durch bindren Durchschnitt und KlassenDif-
ferenz aus einer Relation in  gewonnene Klassen Relationen in z:

10-21(Satz)
Es gelte:
—) 1 Relation in z.
Dann folgt:
a) “rNs Relation in x” und “s Nr Relation in x”.

b) 7\ s Relation in x.

Beweis 10-21 a)

1.1: Via 2-7 gilt: rNsCr.
1.2: Via 2-7 gilt: snrCr.
2.1: Aus —) “r Relation in 7 und
aus 1.1“rNs Cr” folgt via 10-20: r N s Relation in x.
2.2: Aus —) “r Relation in 7 und
aus 1.2“sNr Cr” folgt via 10-20: s N r Relation in x.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: (r N's Relation in z) A (s N7 Relation in z).
b)
1: Via 5-5 gilt: r\sCr.

2: Aus —) “r Relation in 7 und
aus 1“r\ s Cr”
folgt via 10-20: r\ s Relation in z.

O
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10-22. Gemaéf 10-8 ist die bindre Vereinigung und die symmetrische KlassenDif-
ferenz von Relationen wieder eine Relation. Bei Relationen in x und y liegen die
Dinge ein wenig verwickelter. Auch ist der bindre Durchschnitt von Relationen

in x und y eine Relation in x N y:

10-22(Satz)
Es gelte:
—) 1 Relation in z.
—) s Relation in y.
Dann folgt:
a) rNs Relation in xNy.
b) rUs Relation in x Uy.

c) rAs Relation in x Uy.

Beweis 10-22 a)

)

1.1: Aus —) “r Relation in z’
folgt via 10-21:

1.2: Aus —) “s Relation in y”
folgt via 10-21:

2: Aus 1.1“r N s Relation in 7 und

aus 1.2“r N s Relation in y”
folgt via 10-16:

r N s Relation in x.

r N s Relation in y.

r N s Relation in z Ny.
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Beweis 10-22 b)

1.1: Aus —) “r Relation in z”

folgt via 10-17: (r Relation) A (domr C z) A (ranr C x).
1.2: Aus —) “s Relation in y”

folgt via 10-17: (s Relation) A (doms C y) A (rans C y).
2.1: Aus 1.1“r Relation ... "7 und

aus 1.2“s Relation...”

folgt via 10-8: r U s Relation.
2.2: Aus1.1“...domr Cxz...” und

aus 1.2“...doms Cy...”

folgt via 2-13: (dom7) U (doms) C zUy.
2.3: Aus1.1“...ranr C 2”7 und

aus 1.2“...rans Cy”

folgt via 2-13: (ranr) U (rans) C z Uy.
3.1: Via 7-16 gilt: dom (r Us) = (domr) U (dom s).
3.2: Via 7-16 gilt: ran(rUs) = (ranr) U (rans).

4.1: Aus 3.1“dom (rUs) = (domr) U (doms)” und
aus 2.2“(domr) U (doms) CzUy”
folgt: dom(rus) CzUy.

4.2: Aus 3.2“ran(rUs) = (ranr) U (rans)” und
aus 2.3“(ranr) U (rans) CaxUy”
folgt: ran(ruUs) CxUy.

5: Aus 2.1“r U s Relation”,
aus 4.1“dom (rUs) CxUy” und
aus 4.2“ran (rUs) CaxUy”
folgt via 10-17: r U s Relation in z U y.
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Beweis 10-22 ¢)

1.1:

1.2:

: Aus 3“7As = (

Aus —) “r Relation in 2”7
folgt via 10-21:

Aus —) “s Relation in y”
folgt via 10-21:

: Aus 1.1%7\ s Relation in ” und

aus 1.2“s \ r Relation in y”
folgt via des bereits bewiesenen b):

: Via 5-27 gilt:

r
aus 2“(r '\ s) U (
folgt:

\'s)U(s\r)” und
s\ r) Relation in z Uy”

223

r\ s Relation in z.

s\ r Relation in y.

(r\'s)U(s\r) Relation in z U y.

rAs=(r\s)U(s\r).

rAs Relation in z U y.
U
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10-23. In Spezialiserung von 10-22 ist die binére Vereinigung und die symmetri-
sche Klassendifferenz von Relationen in derselben Klasse = jeweils eine Relation
in z. Ein analoges Resultat gilt auch fiir den bindren Durchschnitt, doch ist dieses
Resultat unter schwécheren Voraussetzungen - damit r» N s eine Relation in z ist,

muss nur r eine Relation in x sein,

s muss nicht einmal eine Relation sein - in

10-21 zu finden, so dass sich eine weitere Erwéhnung eriibrigt:

10-23(Satz)
Es gelte:

—) 1 Relation in x.

—) s Relation in x.
Dann folgt:

a) rUs Relation in x.

b) rAs Relation in x.

Beweis 10-23 a)

1: Aus —) “r Relation in z”7 und
aus —) “s Relation in z”
folgt via 10-22:

2: Via 2-14 gilt:

3: Aus 1“rUs Relation in z U z’
aus 2“xUx =27
folgt:

b)

1: Aus —) “r Relation in z”7 und
aus —) “s Relation in z”
folgt via 10-22:

2: Via 2-14 gilt:

3: Aus 1“rAs Relation in z Uz”
aus 2“xUx = a7
folgt:

r U s Relation in z U .

rUzx =2x.
» und
r U s Relation in z.
rAs Relation in z U z.
rUzx =2x.
und

rAs Relation in z.

O
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10-24. In Erweiterung der auf bindre Vereinigungen bezogenen Aussage von 10-
23 und in Ahnlichkeit zu 10-9 bezieht sich 10-25 auf die Vereinigung von Relatio-
nen “in individuellen Klassen” . Bemerkenswerter Weise sind die in der Pramisse
auftretenden Relationen via Element Axiom Mengen, wihrend die Relation | R
der Schlussfolgerung keine Menge sein muss. Ahnliches gilt fiir die Klassen € der
Pramisse. Diese miissen wieder via Element Axiom Mengen sein, wiahrend die
in der Schlussfolgerung auftretende Klasse | J X keine Menge sein muss. Hier ma-
nifestiert sich auch ein Unterschied zu 10-23, wo sich die binére Vereinigung auf
Relationen bezieht, die Unmengen oder Relationen in Unmengen sein kénnen:

10-24(Satz)
Aus “Va: (a € R) = (3Q : (a Relation in Q) A (2 € X))”
folgt “|J R Relation in |JX”.
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Beweis 10-24 VS gleich “Va : (o € R) = (3 : (o Relation in Q) A (2 € X))”

BeUR.
2: Aus Themal“f € |JR”
folgt via 1-12: U (BeV)A(VeR).

3: Aus 2“... ¥ € R” und
aus VS gleich
“Va: (o€ R) = (I : (o Relation in Q) A (2 € X))”

folgt: 3® : (¥ Relation in @) A (¢ € X).
4: Aus 3“... o e X7

folgt via 1-15: dPCUX.
5: Aus 3“... U Relation in ®...” und

aus 4“® C X7

folgt via 10-16: U Relation in (J X.

6: Aus 5“W¥ Relation in [J X"
folgt via 10-1(Def): U C(UX) xUX).

7: Aus2“...0€WV...” und
aus 6“0 C (JX) x (UX)”

folgt via 0-4: ge(UX)x(UX).
Ergo Themal: Vo (BeUR)= (e (UX)x(UX)).
Konsequenz via 0-2(Def): URC UX)x (UX).
Konsequenz via 10-1(Def): U R Relation in | X.

O
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10-25. Wenn eine Klasse von Relationen in einer festen Klasse = gegeben ist,
dann ist die Vereinigung dieser Klasse von Relationen wieder eine Relation in
x. Im Vergleich zu 10-24 f&llt auf, dass die in 10-24 auftretenden Relationen
via Element Axiom Relationen in Mengen sind, wihrend im jetzigen Satz x
auch eine Unmenge sein kann. Dessen ungeachtet sind die im jetzigen Satz in
der Pramisse auftretenden Relationen - wieder via Element Axiom - Mengen,
withrend (J R eine Unmenge sein kann.

10-25(Satz)

Aus “Va : (a € R) = (« Relation in z)” folgt “|J R Relation in z”.

Beweis 10-25 VS gleich Va: (o € R) = (« Relation in ).

BeUR.

2: Aus Themal“f e |JR”
folgt via 1-12: AV (BeVU)A (Y e R).

3: Aus 2“...¥ € R” und
aus VS gleich “Va : (o € R) = (a Relation in z)”
folgt: U Relation in x.

4: Aus 3“VU Relation in z”
folgt via 10-1(Def): U Cxxuz.

5: Aus2“...0€WV...” und
aus 4“V C x x 27

folgt via 0-4: B exxuw.
Ergo Themal: Vo (e UR) = (fexxu).
Konsequenz via 0-2(Def): URCz x .
Konsequenz via 10-1(Def): |J R Relation in z.

O
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10-26. Der folgende Satz ist das Analogon zu 10-10 mit Relationen in z:

10-26(Satz)

Aus “r Relation in x”und “r € R” folgt “( R Relation in x”.

Beweis 10-26 VS gleich (r Relation in z) A (r € R).
1: Aus VS gleich “...r € R”
folgt via 1-15: ARCr.
2: Aus VS gleich “r Relation in z...” und
aus 1“NRCr”
folgt via 10-20: () R Relation in z.

O



#10 MENGENLEHRE 229

10-27. Es folgt eine einfache, notwendige Bedingung dafiir, dass ein geordnetes
Paar Element einer Relation in z ist. Eine notwendige Bedingung dafiir, dass
eine ansonsten beliebige Klasse Element einer Relation in z ist, ist in 10-18 zu
finden:

10-27(Satz)
Es gelte:
—) 1 Relation in z.
=) (p,q) €.
Dann folgt:
a) peEux.

b) q € x.

Beweis 10-27

)

1: Aus —) “r Relation in z’
folgt via 10-1(Def): rCx Xz

2: Aus =) “(p,q) € r” und
aus 1“r Cax xz”

folgt via 0-4: (p,q) € x X x.
3: Aus 2“(p,q) € x x x”
folgt via 6-6: (pex)A(qe€x).
4.a): Aus 3
folgt: pE .
4.b): Aus 3
folgt: qcx.
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10-28. In enger logischer Verquickung mit 10-27 wird mit dem folgenden Satz
eine einfache, hinreichende Bedingung dafiir gegeben, wann ein geordnetes Paar
nicht Element einer Relation in x sein kann:

10-28(Satz)
Es gelte:
—) r Relation in x.
—) péux.
Dann folgt:
a) (p,q) ¢r.
b) (q,p) &1
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Beweis 10-28 a)

1: Es gilt: ((p,q) €r) VvV ((p.q) &r).
Fallunterscheidung‘
(h.0) €.

2: Aus —) “r Relation in 7 und
aus 1.1.Fall“(p,q) € r”
folgt via 10-27: (pe€x)A(q€x).

3: Esgilt 2“pex...”.
Esgilt »)¢“p & a”.

Ex falso quodlibet folgt: (p,q) & 7.
(p.a) ¢ r-
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (p,q) & r.
b)
1: Es gilt: ((g,p) €7r) VvV ((g,p) & ).
Fallunterscheidung‘
(a.p) €.

2: Aus —) “r Relation in 7 und
aus 1.1.Fall“(q,p) € r”
folgt via 10-27: (gex)N(pe€x).

3: Esgilt 2“...pecax”.
Esgilt »)¢“p & a”.

Ex falso quodlibet folgt: (q,p) & r.
(¢:p) ¢ 7-
|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: (q,p) & r.
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10-29. Es folgt ein Kriterium fiir “r keine Relation” :

10-29(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) r keine Relation.

ii) r U X U.

Beweis 10-29

1:

2:

Via 10-1(Def) gilt:

Aus 1
folgt:

: Aus 2
folgt via 10-1(Def):

: Aus 3

folgt via 0-3:

(r Relation) < (r CU x U).

(= (r Relation)) < (=(r CU x U)).

(r keine Relation) < (=(r CU x U)).

(r keine Relation) < (r Z U x U).
U
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10-30. Dass, wie in a) gesagt wird, 0 eine Relation ist, konnte schon an mehreren
Stellen antizipiert werden. Dass das Universum geméaf3 b) keine Relation ist liegt
daran, dass es - zumindest im Rahmen der Essays - mindestens eine Menge gibt,
die nicht ein geordnetes Paar von Mengen ist. In der Tat ist geméfl Paar Axiom
I und O/ Axiom die leere Menge eine Menge, die nicht ein geordnetes Paar von

Mengen ist:

10-30(Satz)

a) 0 Relation.

b) U keine Relation.

Beweis 10-30 a)
1: Via 0-18 gilt:

2: Aus1“0CU xU”

folgt via 10-1(Def):

b)
1: Via 6-12 gilt:

2: Aus1“UZUXUT
folgt via 10-29:

0CUXU.

0 Relation.

UTLUXU.

U keine Relation.

O
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Relation invers zu z. z~!.

Urbild von F unter z. z7'[E].

Ersterstellung: 12/09/05 Letzte Anderung: 14/04/11
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11-1. Die Relation invers zu z besteht genau aus jenen geordneten Paaren
(p,q) von Mengen, fiir die (¢,p) € x gilt. Die Bezeichnung Relation invers zu
x wird in 11-7 gerechtfertigt. Dort stellt sich heraus, dass z! in der Tat eine
Relation ist. Bemerkenswerter Weise ist die Relation invers zu x fiir beliebige
Klassen z definiert. Insbesondere wird in der Definition nicht voraus gesetzt,
dass z eine Relation ist:

11-1(Definition)

1) ot
=11.0(z) = {(p, A) : (\, ) € z}

={w:(3QLY: (V) ez)A(w=(V,Q))}

2) “¢ Relation invers zu x” genau dann, wenn gilt:

¢ =zt
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11-2. Wenig iiberraschend ist 2! die Relation invers zu z:

11-2(Satz)
a) =~ ! Relation invers zu .

b) Aus “C Relation invers zu x” und “% Relation invers zu x”

folgt “€=2".

Beweis 11-2 a)
AUS ccxfl — xflw
folgt via 11-1(Def): z~! ist die Relation invers zu .
b) VS gleich (€ Relation invers zu x) A (D Relation invers zu x).
1.1: Aus VS gleich “€ Relation invers zu x...”

folgt via 11-1(Def): ¢ =uat
1.2: Aus VS gleich “...® Relation invers zu z”

folgt via 11-1(Def): D=zl

2: Aus 1.1“C=z"!" und
aus 1.2 = z717
folgt: C=2.
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7

11-3. Es folgt eine notwendige Bedingung fiir “w € 2717 :

11-3(Satz)
Es gelte:
—) wex L.
Dann gibt es Q. ¥, so dass gilt:
e.1) w=(¥,Q).
e.2) (,0) € x.
e.3) Qe domz.
e.4) Q€ran(z).
e.5) U eranx.

e.6) U edom(z7!).
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Beweis 11-3

1: Aus =) “w €z und
aus “o7' ={w: (3QU: (V) ex)A(w=(V,Q)}"
folgt: QU (V) € 2) A(w = (V,Q)).

2.1: Aus1“...(Q,¥) ex”
folgt via Element Axiom: (Q, ¥) Menge.

2.2: Aus =) “w e x™!” und
aus 1“...w = (V,Q)”
folgt: (U, Q) ezt

2.3: Aus1“...(Q¥)ex...”
folgt via 7-5: (Q e domz) A (¥ € ranx).

3.1: Aus 2.14(Q,¥) Menge”
folgt via Paar Axiom I: (€2 Menge) A (¥ Menge).

3.2: Aus2.24(0, Q) e xt”
folgt via 7-5: (U € dom (x7 1)) A (Q €ran(z71)).

4: Aus 1“3Q,¥...7,
aus 1“...w = (¥,Q)",
aus 1“... (L) ex...”
aus 2.3“Q) e domzx...”,
aus 3.2“...Q €ran(z71)”,

aus 2.3“... ¥ €ranz” und
aus 3.2V € dom (z71)...”
folgt: 30, W:
w = (V,0)
AN (Q0) ex
A Qedomz

A Qeran(z7h)
AN VU eranz

A W e dom(z71).
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11-4. Im folgenden Satz wird ein auch in dieser Form erwartetes Kriterium

fir “(q,p) € x~

1 und ein vielleicht weniger erwartetes Kriterium fiir “(p,q) €

(x71) ! gegeben:

11-4(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) (p,q) € x.

ii) (q,p) € 7.

iii) (p,q) € (+71)7"

1

Beweis 11-4 VS gleich (p,q) € .

1.1:

1.2:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “(p,q) € x”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

Aus VS gleich “(p,q) € x”
folgt: Ip,q: (p,q) € x.

: Aus 1.1%(p,q) Menge”

folgt via Paar Axiom I: (p Menge) A (¢ Menge).

Aus 2“...q Menge” und
aus 2“p Menge. .. ”

folgt via Paar Axiom I: (g, p) Menge.
Aus 1.2%9dp,q...7,

aus VS gleich “(p,q) € 7 und

aus “(q,p) = (¢, p)”

folgt: Ip,q: ((p,q) € ) A((g,p) = (¢,p))-

: Aus 3.2%3p,q: ((p,q) € ©) A((¢,p) = (¢,p))” und

aus 3.1“(q,p) Menge”
folgt: (g,p) €E{w: QT : (V) ex) A (w=(T,0)))}.

c{w: (AT : (V) €r)A(w=(¥,0)))}” und
aus “{w: (3L T : (ULY) ex)A (w=(9,Q))} =271

folgt: (¢,p) € x7L.
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Beweis 11-4 VS gleich (¢,p) € z71.

1.1:

1.2:

q)
: Aus 5% (p,q) € {w: (IQ,V:

Aus VS gleich “(q,p) € 2717
folgt via Element Axiom: (q,p) Menge.

Aus VS gleich “(q,p) € x717
folgt: Jg,p: (¢;p) €

: Aus 1.1“(q,p) Menge”

folgt via Paar Axiom I: (¢ Menge) A (p Menge).

: Aus 2“...p Menge” und

7

aus 2“q Menge. ..
folgt via Paar Axiom I: (p, q) Menge.

: Aus 1.2%3q,p: (¢,p) € x71” und

aus “(p,q) = (p,q)”
folgt: Jg,p: ((¢,p) € 27 A(p, @) = (p, 0))-

: Aus 4“3g,p: ((q,p) €27 ) A ((p.q) = (p,q))” und

aus 3“(p,q) Menge”

folgt: (p,q) € {w (EIQ v

QW) €27 A (w=(T,Q))}

A(w=(¥,9)}” und
s “AHw: (IQ, U : ((Q,W (\I/, O} = (z7H

folgt: (p,q) € (1)1

m

&
L

>

1:

(
: Aus 14(p,q) € {w:3Q U : (Q,¥) ez A (w
Q

Aus VS gleich “(p,q) € (z71)~!” und
aus “(z7H P ={w: 30T : (V) exHA (w = (7,0)}
folgt: (p,q) € {w:3Q, \IJ

folgt: 30, T (( ,‘If)_e A ((p,q) = (7,Q)).

cAus 24, () et

folgt via Element Axiom: (Q, ¥) Menge.

: Aus 3“(02, V) Menge”

folgt via PaarAxiom I: (€2 Menge) A (U Menge).

: Aus 2¢.. . (p,q) = (¥, Q)7

aus 4“... ¥ Menge” und
aus 4“2 Menge. .. ”
folgt via IGP: (p=Y)A(qg=9Q).
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10:

11:

12:

13:

14:

Beweis 11-4 VS gleich (p,q) € (x1)~1
6: Aus5“...¢q=Q" und

aus 5“p=w...”
folgt via PaarAxiom I: (q,p) = (Q, V).

: Aus 6“(q,p) = (£2,¥)” und

aus 2“...(Q,U) exz~t...”

folgt: (¢,p) € x7L.

: Aus 7%(¢q,p) € 717 und

aus ‘27! ={w:30,T: ((2,T) € 2) A (w = (T, 2))}"

folgt: (0.0) € {0 30, T ((,1) € ) A (w = (T, 8))}.
: Aus 19(¢,p) €{w: 30, T : (&, V) € x) A (w=(Y,P))}”
folgt: 30,7 : ((2,7) € x) A ((g,p) = (T, D)).

Aus 9“... (¢, 1) ex
folgt via Element Axiom: (®,T) Menge.

Aus 10¢ (P, T) Menge”
folgt via Paar Axiom I: (® Menge) A (T Menge).

Aus 9“...(q,p) = (1, ®)",
aus 11“...7T Menge” und
aus 11“® Menge...”

folgt via IGP: (g="T)A(p=9).
Aus 12“...p=P” und

aus 12“g=7...7

folgt via PaarAxiom I: (p,q) = (9, 7).

Aus 13“(p,q) = (P,7)” und
aus 9“...(®, 1) ez
folgt: (p,q) € x.
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11-5. Via Negation ergibt sich aus 11-4 ein Kriterium fiir “(¢,p) ¢ = ” und
fir “(p,q) & (=7)71":

11-5(Satz)

Die Aussagen 1), ii), iii) sind dquivalent:
1) (pq) ¢

ii) (¢,p) ¢ .

iii) (p,q) ¢ (=7)7"

Beweis 11-5
1: Via 11-4 gilt: ((p,q) €2) & ((g,;p) €271) & ((pg) € (=71) 7).

2: Aus 1
folgt: (=((p,q) € 2)) & (=((g;p) € z71)) & (=((p,q) € (z)7)).

3: Aus 2
folgt: () ¢x)e (gp)Ex") = ((pg) ¢ (@),

O
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11-6. Je groBer die Klasse, desto grofler ist die Relation invers zu dieser Klasse:

11-6(Satz)

Aus “x Cy”folgt “a=1 Cy= 17,

Beweis 11-6 VS gleich x Cuy.

aex !

2: Aus Themal“a € z717”
folgt via 11-3: QU (a=(¥,Q) A (V) € ).

3: Aus 2¢...(Q,¥) €x...” und
aus VS gleich “oz Cy”
folgt via 0-4: (Q,0) € y.

4: Aus 3“(Q,¥) ey”
folgt via 11-4: (U,Q) eyt

5: Aus 2“...a=(V,Q)...” und
aus 4“(¥,Q) e y= 1”7

folgt: aey .
Ergo Themal: Va:(aex™) = (aey™).
Konsequenz via 0-2(Def): !t Cy!
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11-7. Wie in 11-1 angekiindigt, ist 27! eine Relation. Der Definitions-Bereich
von 2! ist der Bild-Bereich von z. Der Bild-Bereich von ! ist der Definitions-

Bereich von x:

11-7(Satz)
a) ! Relation.
b) dom (z7!) =ranuz.

c) ran(z7') =domuz.

d) Aus “r Relation in E” folgt “r~

I Relation in E7.

Beweis 11-7 a)

1: Aus Themal“a € 17
folgt via 11-3:

2: Aus 1
folgt:

aex

AV o= (V,Q).

U, Q:a=(V,Q).

Ergo Themal:

Konsequenz via 10-3:

Va:(aez )= 3V, Q:a=(7,0).

2~ Relation.
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Beweis 11-7 b)

o € dom (z71).
2: Aus Themal.1“a € dom (z71)”
folgt via 7-2: 3Q: (a,Q) e z7 1.
3: Aus 2“...(a,Q) € a1
folgt via 11-4: (Q,a) €z
4: Aus 3“(Q,a) € x”
folgt via 7-5: o €ranz.
Ergo Themal.1: Va: (o € dom(z71)) = (a € ranx).
Konsequenz via 0-2(Def): A1l “dom (z7') Cranz”
o € ranz.
2: Aus Themal.2“a € ranx”
folgt via 7-4: 30 (Q,a) € .
3: Aus 2¢...(Q,a) e x”
folgt via 11-4: (a, Q) € 71
4: Aus 3“(a,Q) € 277
folgt via 7-5: a € dom (z71).
Ergo Themal.2: Va: (a € ranx) = (a € dom (z71)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “ranz C dom (x1)”

1.3: Aus A1 gleich “dom (z7!) C ranz” und
aus A2 gleich “ranx C dom (z71)”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (z71) = ranz.
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Beweis 11-7 ¢)

o € ran (z7").
2: Aus Themal.1“«a €ran(z71)”
folgt via 7-4: 30 (Q,a) ezl
3: Aus 2“...(Q,a) e a1
folgt via 11-4: (a, Q) € z.
4: Aus 3“(a,Q) €z’
folgt via 7-5: a € dom .
Ergo Themal.1: Va: (o €ran(z7!)) = (a € domx).
Konsequenz via 0-2(Def): A1l “ran(z71) C domz”
o € dom .
2: Aus Themal.2“a € domz”
folgt via 7-2: 30 (o, ) € .
3: Aus 2¢.. . (o, Q) € x”
folgt via 11-4: (Q )€t
4: Aus 3¢(Q,a) ez
folgt via 7-5: a € ran(z7h).
Ergo Themal.2: Va: (o € domz) = (a € ran (z71)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “domzx Cran(x1)”

1.3: Aus A1 gleich “ran(z7!) C domz” und
aus A2 gleich “domx C ran (z71)”
folgt via GleichheitsAxiom: ran (z7!) = domx.
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Beweis 11-7 d) VS gleich

1: Aus VS gleich “r Relation in E”
folgt via 10-17:

2.1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:
2.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

2.3: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

3.1: Aus 2.2“dom (r~!) =ranr” und
aus 1“...ranr C £
folgt:

3.2: Aus 2.3“ran(r7') =domr” und
aus 1“domr C E...7
folgt:

4: Aus 2.1“r! Relation”
aus 3.1“dom (r') C E” und
aus 3.2%ran (r ') C E”
folgt via 10-17:
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r Relation in F.

(domr C E)A (ranr C E).
r~! Relation.
dom (r~') =ranr.

ran (r~—1) = domr.

dom(r~1) C E.

ran(r~1) C E.

r—! Relation in E.

O
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11-8. Die folgenden vier Resultate erwachsen einerseits 7-7, wo notwendige Be-
dingungen fiir “z € domy” und “z € rany” zu finden sind, andererseits resul-
tieren sie aus 11-8, wo die Gleichungen “dom (z7') = ranz” und “ran (z7!) =
dom z” zu finden sind:

11-8(Satz)
a) Aus “q € domz” folgt “3Q: (2 € dom (z71)) A ((,q) € z71)”.
b) Aus “q € dom (z7!) 7 folgt “3Q: (Q € domz) A ((Q,q) € 2)”.
c) Aus “p€ranz” folgt “IN: (Q €ran(z7)) A ((p,Q) €ex™t)”.

d) Aus “p €ran(z7 1) folgt “IQ: (N €ranz) A((p,Q) € x)”
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Beweis 11-8 a) VS gleich q € domx.
1: Via 11-7 gilt: ran (z7!) = domz.
2: Aus VS gleich “q € domz” und

aus 1“ran (z7') = domz”

folgt: q €ran(z71).
3: Aus 2“g €ran(z71)”
folgt via 7-7: 30 (Q e dom (7)) A ((Q,q) € x71).
b) VS gleich q € dom (z71).
1: Via 11-7 gilt: dom (z7') =ranz.
2: Aus VS gleich “q € dom (z7!)” und
aus 1“dom (z7 1) =ranz”
folgt: q €Eranz.
3: Aus 2“g €ranzx”
folgt via 7-7: Q2 : (Q € domz) A ((22,¢q) € x).
c) VS gleich p Eranx.
1: Via 11-7 gilt: dom (z7') =ranz.
2: Aus VS gleich “p € ranz” und
aus 1“dom (z7!) = domz”
folgt: p € dom (z71).
3: Aus 2“p € dom (z71)”
folgt via 7-7: 30 (Qeran(z7H) A ((p, Q) € 7).
d) VS gleich p €ran(z7!).
1: Via 11-7 gilt: ran (z7!) = domz.
2: Aus VS gleich “p € ran(z7')” und
aus 1“ran (z7') = domz”
folgt: p € domx.
3: Aus 2“p € domz”

folgt via 7-T7: 3Q: (Q eranz) A ((p, ) € x).
0
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11-9. Da 27! nur aus jenen Elementen von x gebildet wird, die geordnete Paare
von Mengen sind ist es intuitiv klar, dass ! nicht mehr Elemente als x enthalten
kann. Konsequenter Weise ist die Aussage, dass sich eine eventuell vorhandene
“Mengen-Eigenschaft” von z auf 2~! “vererbt” nicht allzu iiberraschend. Auch
ist zu erwarten, dass eine dhnliche Aussage fiir Unmengen nicht ohne Weiteres
zur Verfiigung steht - und dass es jedoch schwierig sein wird, dies zu beweisen,
da hierzu eine Umenge zu finden ist, die lediglich eine Menge geordneter Paare
enthélt:

11-9(Satz)
Aus “x Menge” folgt “x=' Menge” .
Beweis 11-9
1.1: Via 11-7 gilt: 2! Relation.
1.2: Via 11-7 gilt: dom (z7') =ranz.
1.3: Via 11-7 gilt: ran (z7!) = dom .

1.4: Aus —) “x Menge”
folgt via domran Axiom: dom x Menge.

1.5: Aus —) “x Menge”
folgt via domran Axiom: ranx Menge.

2.1: Aus 1.2“dom (z7') =ranz” und
aus 1.5“ranx Menge”
folgt: dom (z7!) Menge.

2.2: Aus 1.3“ran (z7!) = domz” und
aus 1.4“domx Menge”
folgt: ran (z71) Menge.

3: Aus 1.1“z7! Relation”,
aus 2.1“dom (z7!) Menge” und
aus 2.2“ran (z7!) Menge”
folgt via 10-5: 2~ Menge.
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11-10. Wihrend 07! = 0 von a) wenig iiberrascht, ist die Aussage “U~1 =
U x U von b) doch die eine oder andere erginzende Uberlegung Wert. Zuerst
bedeutet die Gleichheit der Parameter & ~! und U x U, dass alle Resultate, die fiir
U x U gelten - etwa gilt via 6-12 die Aussage “U x U # U” - auch fiir U~! gelten
- etwa “U~! #U” - und dass es demzufolge eingermafen ineffizient wire, die fiir
U x U geltenden Aussagen nochmals fiir /! zu formulieren. Wenn in Beweisen
eine Aussage fiir ! gebraucht wird, die nur fiir & x U verfiighar ist, so wird erst
11-10 mit “U~t = U x U” zitiert, dann wird das gebrauchte Resultat fiir i x U
zitiert und dann wird in diesem Resultat “U x U” durch “U~'” ersetzt.

Als Ausnahme dieses Vorgehens wird in b) die Aussage “U~! # U” erwithnt. Via
10-30 ist bekannt, dass U keine Relation. Andererseits muss via 11-7 die Relation
invers zu U eine Relation sein. Schon alleine hieraus ergibt sich /=1 # U - und
diese Aussage konnte auch aus 6-12 gewonnen werden, wenn dort “U x U” durch
“U~Y ersetzt wird.

Via 10-1(Def) ist bekannt, dass jede Relation eine TeilKlasse von U x U ist und
da andererseits - etwa via 10-1(Def) und via 0-6, wonach U x U C U x U - die
Klasse U x U eine Relation ist, ist U x U die “groBite” Relation. Demnach sagt
b), dass U~! zwar nicht die grifte Klasse - dies wire via 0-18 das Universum U
- aber doch die grdfite Relation ist. Da ausserdem - etwa via 6-12 - die Inklusion
“UxU CU” gilt, liegt ein Indiz dafiir vor, dass zumindest bei einigen Klassen x
die Relation invers zu x die grdf$te in x enthaltene Relation ist. Dass dies generell
der Fall ist, wird in Essay #13 gezeigt. Die Beweis-Reihenfolge ist a) - ¢) - b):

11-10(Satz)
a) 071 =0.
b) U H£U.
o U'=UXxU.
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Beweis 11-10 a)

aeo .
2: Aus Themal“a € 0717
folgt via 11-3: QU (a= (T, Q) A ((2,¥) €0).

3: Esgilt 2“...(Q,¥)€0”.
Via 0-19 gilt “(Q,¥) ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: ad¢ 0L

Ergo Themal: Va:(ae0™) = (ag0).

Konsequenz via 0-19: 0l =0.
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Beweis 11-10 ¢)
1.1: Via 11-7 gilt:

2: Aus 1.1“U~! Relation”
folgt via 10-1(Def):
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U~! Relation.

M| “U T CUxU”

2: Aus Themal.2“a €U xU”
folgt via 6-8:

3: Aus 2“...¥ Menge...” und
aus 2“...8 Menge...”
folgt via PaarAxiom I:

4: Aus 3“(¥, Q) Menge”
folgt via 0-19:

5: Aus 4“(U,Q)el”
folgt via 11-4:

6: Aus2“...a=(Q,¥)” und
aus 5“(Q, ) e 1"
folgt:

30, U : (Q Menge) A (¥ Menge) A (a = (22, 0)).

acelU xU.

(¥, Q) Menge.

(¥, Q) elU.

QU eu .

aelU .

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus Al gleich “U™' CU xU” und
aus A2 gleich “U xU CUL”
folgt via GleichheitsAxiom:
b)
1: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

2: Via 6-12 gilt:

3: Aus 1“U ' =U xU” und
aus 2“U xU #U”
folgt:

Va:(aeUxU)= (aeU™).

A2 “UxUCU”

U t=UXxU.

U '=UXxU.
UxUF#U.

U £u.
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11-11. Im Folgenden geht es um Vereinigung und Durchschnitt von Klassen,
deren Elemente Relationen invers zu Elementen einer gegebenen Klasse sind. Die
hier angegebene Definition ist zugleich vorbereitend als auch themenstellend:

11-11(Definition)

111(X) = A A e X ={w: (30 (Qe€ X)A (w=Q)}
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11-12. In Erlduterung zu 11-11 als auch zur Erleichterung im Umgang mit der
in 11-11 definierten Klasse 11.1(X) folgt einerseits eine notwendige Bedingung
fir w € {A"' : A € X} - siehe a) - als auch eine hinreichende Bedingung fiir
rlte{dt: e X}

11-12(Satz)
a) Aus “we{At:Ne X} folgt “IQ: (w=Q"HA(Qe X)".

b) Aus “z € X7 folgt “x™t e {\"1: e X},

11-11(Def) {A7': X e X}.
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Beweis 11-12 a) VS gleich we{At: e X}

1:

Aus VS gleich “w € {A\™': A€ X}” und
aus “IA T AeX={w:(FQ: Qe X)A (w=0"1))}"

folgt: we{w: (3 (Qe X)A(w=0"1)}.
2: Aus 1w e{w: (3 (e X)A (w=0"1)}”
folgt: 30 (e X)A (w=071).
3: Aus 2
folgt: I (w=QHYA(Q e X).
b) VS gleich e X.
1.1: Aus VS gleich “x € X7
folgt: Jr:xze X.
1.2: Aus VS gleich “x € X7
folgt via Element Axiom: x Menge.
2: Aus 1“2z Menge”
folgt via 11-9: x~! Menge.
3: Aus 1.1“dz:x € X7 und
aus “z~! = 271 folgt: Jr:(z e X)AN(z7t=271).
4: Aus3“Jr: (z € X)A(z7t =271)” und
aus 2“2~ Menge”
folgt: rle{w:(3: Qe X)A(w=0")}.
5: Aus4“z7' e{w:(30: (e X)A (w=0Q"1))}" und

aus “w:(FAQ: (e X)A (w=0")N}={"1: A X}V
folgt: rte{dt: e X}

O
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11-13. Die folgende Gleichung ist bei den anschlieBenden Untersuchungen von
Vereinigung und Durchschnitt von {A\™! : A € x} hilfreich. Insbesondere liefert
die hier angegebene Klasse an einer wichtigen Stelle den Nachweis, dass eine
“TeilKlassen-Aussage” nicht ohne Weiteres durch eine Gleichung ersetzt werden
kann:

11-13(Satz)
(At aeo0}=0.

11-11(Def) {A"!: X € 0}.

Beweis 11-13

ac{A\t:Ae0)
2: Aus Themal“a € {\"1: X e0}”
folgt via 11-12: IQ: (a=Q YA (Q€0).

3: Esgilt 2¢...Q2€0”.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .

Ex falso quodlibet folgt: a g {\1t:Ae0}.
Ergo Themal: Va:(ae{A1:A€e0})= (ag {N1:Xe0}).
Konsequenz via 0-19: {At:xeo0}=0.

O
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11-14. In a) wird gezeigt, dass die Relation invers zu der Vereinigung einer Klas-
se X ist gleich der Vereinigung der Relationen invers zu den Elementen von X.
GeméB bed) liegen die Verhiéltnisse bei der Durchschnittsbildung etwas kompli-
zierter. Zunéchst gilt via b), dass die Relation invers zum Durchschnitt einer
Klasse X eine TeilKlasse des Durchschnitts der Relationen invers zu den Ele-
menten von X. Wenn hier X = 0 gesetzt wird, gilt via ¢) Ungleichheit dieser
beiden Klassen, so dass ohne Weiteres nicht Gleichheit auftritt. Dieses Weitere
ist via d) verbliiffend einfach. Geméafl d) ist ndmlich das in ¢) erwdhnte Beispiel
auch die einzige Ausnahme, denn wenn 0 # X gilt, dann ist die Relation invers
zu ()X gleich dem Durchschnitt der Klasse aller Relationen invers zu X:

11-14(Satz)
a) (UX)'=U{t:aex)
B) (NX) TSNt Ae X}
&) “N0)T£N{A: A e}
und “(N0)"L =U x U7 und “(YA"L: A0} =U".
d) Aus “0# X7 folgt “(NX)"'={ ' Ae X},

11-11(Def) {A': X € X} und {\"': A €0}
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Beweis 11-14 a)
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2: Aus Themal.1l“a € (UX)!”
LV (o= (T,Q) A (2 ¥) e UX).

folgt via 11-3:

3: Aus 2¢...(Q,¥) e X7

folgt via 1-12:

4.1: Aus 3“... (V) €

folgt via 11-4:

4.2: Aus3“d e X7
folgt via 11-12:

5: Aus 4.14(0,Q) € &' und
aus 4.2“0° e {Al: N e X}

folgt via 1-12:

6: Aus2“...a=(V,Q)...” und
aus 5 (¥, Q) e J{At: e X}

folgt:

ae(UX)

30 : ((Q,¥) € @) A (P € X).

(U,Q) e oL

e {\t: e X}

(U, Q) e UM e X}

ae e X}

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (e (UX) )= (aeU{rt:Xe X}).

Al “(UX)TCcUr e xy)y”
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Beweis 11-14 a) ...
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folgt via 1-12:
folgt via 11-12:
folgt:

5: Aus4“a € U~1”

folgt via 11-3:

aus 3“... e X7
folgt via 1-12:

folgt via 11-4:

folgt:

2: Aus Themal.2“ac € [J{A\': e X}
IQ: (e DA Qe {N:Ne X}).

3: Aus2¢..Qe{At: e X}

4: Aus2“...a€...” und
aus 3“...Q=y"1 7

30,7 : (o = (T, ®)) A ((,7) € D).

6: Aus5“...(®,T) € ¥” und

7: Aus 6“(9,7) e X7

8: Ausb5“...a=(1,9).
aus 7 (71, ®) € (UX)

—1»

ae U1t e X}

3P : (=T A (Ve X).

ac vl

(¢, T) e UX.

(T, @) € (UX)™

7

und

ae(UX)

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (ae A1 A eX}) = (e (UX)™).

A2 UMV eX CUX)TY”

1.3: Aus Al gleich “(UX)'CU{A': A€ X})” und
aus A2 gleich “U{ 1: A e X} C(UX)™'”
folgt via GleichheitsAxiom: UX)t=U{rt:reXxy.
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Beweis 11-14 b)

o€ (NX)™"
2.1: Aus Themal“a € (N X)™'”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“a € (N X)!”
folgt via 11-3: AU (a= (T, Q))A (2 Y)eNX).

pe{rtaext

4: Aus Thema3“f e {\1: e X}”

Aus 2.24...(Q, ) e X7 und

: Aus 54 (Q,0) € O7

Aus 2.2 .a=(V,Q)...” und

s Aus 7¢a € @17 und

folgt via 11-12: 30 : (B=D ) A (D € X).

aus 4“... o ¢ X7
folgt via 1-13: (Q,0) € d.

folgt via 11-4: (U,Q) e L.

aus 6“(0,Q) € o717
folgt: acd L,

aus 4“... =071 .7
folgt: a e p.

Ergo Thema3:

2.3: Aus Al gleich “V3: (Be{A1: A e X})= (a€B)” und

A SV (Be{d Tt Ae X)) = (aef)”

aus 2.1“«a Menge”
folgt via 1-13: aeN{ 1t xe X}

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
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Va: (e (NX) )= (aeN{Xt:Xe X}).

(NX)"' NN X e X}
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Beweis 11-14 ¢)

1.1 (No)y =4y
1.2: N t:aeor =2 N0 24w
2.1: Via 11-10 gilt: Ut=UxU.
2.2: Via 11-10 gilt: U't+U.
3.1: Aus 1.14(N0)t=...=U"'" und

aus 2.1U P =U XU

folgt: NO) ' =UxU.
3.2: Aus 1.14(N0)t=...=U""",

aus 2.2“U1 £U” und

aus 1.2 A1 e0}=...=U"

folgt: (N t£N{NT: X e0}.

4: Aus 3.2(N0O) PNV €0},
aus 3.14(N0)"'=UxU” und
aus 1.2 A1 e0}=...=U"
folgt: (NO)tAN{NT: A e}

A (OO P=UxU
A A0} =
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Beweis 11-14 d) VS gleich
1.1: Aus VS gleich “0# X7

folgt via 0-20:
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0+ X.

10: Qe X.

7.2

€A1 Ae X}

3:

Aus1.1“...Q€ X”

folgt via 11-12: Qlte{At: e X}
: Aus Thema2“a € ([{A\': A€ X}” und

aus 3“Q e {A\1: e X}

folgt via 1-13: aeQ

: Aus 4“a e Q717
folgt via 11-3: AV, P (a=(P,V)A (T, D) € ).

: Aus5“...a=(d,V¥)...” und

aus Thema2“a € ([{A\': A e X}

folgt: (@, ¥) e {N': e X},

feXx.
8: Aus Thema7.1“( € X7

folgt via 11-12: gte{\t: e X}
9: Aus6“(®,¥) e N{A': A€ X}” und

aus 8“3 lte{\1: e X}”

folgt via 1-13: (®,0) e gL
10: Aus 94(®, ) € g1

folgt via 11-4: (¥, ) € g.

Ergo Thema7.1: ALl “VB:(BeX)= (¥, ®)€f)”

Aus A1 gleich “Vg: (B e X)= ((V,®) € )" und
aus VS gleich “0 # X7

folgt via 1-13: (U, ®) e N X.

D Aus 7.24(0, ) e N X7
folgt via 11-4: (@, 7) e (NX) L

: Aus5“...a=(d,V¥)...” und

aus 8 (P, V) € (ﬂX)_.l.”

folgt: ae (X)L
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Beweis 11-14 d) VS gleich

Ergo Thema?2:

Konsequenz via 0-2(Def):
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0+ X.

Va: (ceN{A 1A eX}) = (ae(NX)).

A NVt eXrCc(NX)t”

1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: NX)tCcN{At: e X}

2: Aus1.2NX)TCcN{At: e X} und
aus A2 gleich “({A1: A e X} C(NX)'”
folgt via GleichheitsAxiom: NX)'=N{A':re X}

O
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11-15. Mit der folgenden Begriffsbildung wird Einiges erleichtert. Als Phrase
kommt das hier definierte Urbild von E unter x weder in den folgenden Sétzen
noch in den folgenden Definitionen vor. Damit steht das Urbild von F unter z
auf einer Stufe mit dem “Bild von E unter z” von 8-5(Def). Klarer Weise ist

das Urbild von E unter x gleich dem Bild von E unter z~!:

11-15(Definition)

“¢ Urbild von E unter z” genau dann, wenn gilt:

¢=z"'[E].
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11-16. In durchaus erwarteter Weise ist #—![E] das Urbild von E unter z:

11-16(Satz)
a) = '[E] Urbild von E unter z.

b) Aus “C Urbild von E unter x”7 und “® Urbild von E unter z”

folgt “€=2".

Beweis 11-16 a)
Aus “z7'[E] = =7 E]
folgt via 11-15(Def): x~![E] ist das Urbild von E unter z.
b) VS gleich (€ Urbild von E unter x) A (® Urbild von E unter z).
1.1: Aus VS gleich “€ Urbild von E unter x...”

folgt via 11-15(Def): ¢ =z'[E].
1.2: Aus VS gleich “...® Urbild von E unter z”

folgt via 11-15(Def): D =zx"'[E].

2: Aus 1.1“€ =2 '[E]” und
aus 1.2 = z71[E]”
folgt: C=2.
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11-17. Das Urbild der leeren Menge unter jeder Klasse ist die leere Menge, siehe
ae). Das Urbild jeder Klasse unter der leeren Menge ist die leere Menge, siehe bf).
Das Urbild des Universums unter einer Klasse ist der Definitions-Bereich dieser
Klasse, siehe c¢). Das Urbild jeder nicht leeren Klasse unter dem Universum ist
das Universum, siehe d). Der enge Bezug zu 8-12 ist nicht zu leugnen.

11-17(Satz)
a) x 0] =0.
b) 07'[z] = 0.
c) = '{U] = domuz.
d) Falls “0+# 2", dann “U~[z] =U".
e) UM0]=0.
£) 07'U] = 0.
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Beweis 11-17 a) Via 8-12 gilt: z7 0] = 0.
b)
2: Aus 1
folgt: 0~ 'x] = 0.
c)
1: e U] =22 ran (271 'E7 doma
2: Aus 1
folgt: 7' [U] = dom .
d) VS gleich 0 # x.
1.1: Via 11-10 gilt: Ut=UxU.
1.2: Via 2-17 gilt: UNz =z
2: Aus 1.2“U Nz =2" und
aus VS gleich “0 # x”
folgt: 0#UNz.
3: Aus2“0#AUNx”
folgt via 9-12: UxU)z]=U.
4: Aus 1.1°U ' =UxU” und

aus 3“(U x U)[z] =U”
folgt: U 2] =U.

e) Via des bereits bewiesenen a) gilt: U0 =0
£) Via des bereits bewiesenen b) gilt: 0~U] = 0.
U
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11-18. Aussagen ab) sind via 0-6 Spezialfille von c¢). In ¢) wird gesagt, dass
aus “z C y’und “E C ¢’ Inklusion z7'[E] C y~![e] folgt. Ungeachtet dieser
Implikationen ist die Beweis-Reihenfolge a) - b) - ¢). Aussage a) wiederholt 8-
9a) mit “2~” an Stelle von “z” . 8-9 wird auch beim Beweis von bc) verwendet:

11-18(Satz)
a) Aus “E Ce” folgt “z'[E] C x71[e]”.
b) Aus “x Cy” folgt “x~1[E] Cy~l[E]".

c) Aus “x Cy”und “E Ce” folgt “x=[E] Cy~'le]”.

Beweis 11-18 a) VS gleich E Ce.
Aus VS gleich “E Ce”
folgt via 8-9: z7'E] C a7 e].
b) VS gleich x Cuy.
1: Aus VS gleich “z C y”
folgt via 11-6: r P Cyh
2: Aus 14271 Cy=1”
folgt via 8-9: 7 'E] Cy ' E]
c) VS gleich (x Cy)N(E Ce).

1: Aus VS gleich “z Cy...”
folgt via 11-6: r ! Cy L.

2: Aus 1271 Cy'” und
aus VS gleich “... F Ce”
folgt via 8-9: 7 YHE] Cy el
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11-19. Es werden die Aussagen von 8-10 fiir “z~!” an Stelle von “z” unter Ver-
wendung von 11-7, wonach dom (z7!) = ranz und ran (z7!) = dom z gilt, adap-
tiert. Geméf a) ist jedes Element des Urbilds von E unter x in dom z. Das Urbild
von E unter z ist eine TeilKlasse von dom z, siehe b) und ist via c) auflerdem
gleich dem Urbild von E Nranz unter x. Wie in d) gesagt, ist das Urbild von
ranx unter x gleich dom x:

11-19(Satz)
a) Aus “p € x7[E]” folgt “p € domz”.
b) 7 }[E] C domuz.
c) 7 '[E]=x"'[ENranz].

d) z!ranz] = domz.
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Beweis 11-19 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “p € z7'[E]”
folgt via 8-10:

2: Via 11-7 gilt:

3: Aus1“p €ran(z™!)” und
aus 2“ran (z7') = domz”

folgt:
b)
1:
2: Aus 1
folgt:
c)
1 Y E)]
2: Aus 1
folgt:
d)
1 z ranz] *
2: Aus 1
folgt:

271
p €z E].
p €ran(z7!).

ran (z7!) = domz.

p € domz.

8-10
2 YE] C ran(z!) "7 doma.

r Y E] C domz.

1-7

=% 27 Endom (z Y] 'E" 2 ENranal.

7 'E]=z"'[ENranz].

=" 2 dom (z~1)] *=° ran (z~1) "=7 dom x.

r ranz] = dom z.

O
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11-20. Falls z oder dom x eine Menge ist, dann ist das Urbild jeder Klasse unter x
eine Menge. Dieses Resultat ist eine Kombination der vorhergehenden Aussagen
8-11 und 11-7 und 11-9:

11-20(Satz)
a) Aus “x Menge” folgt “x'[E] Menge”.

b) Aus “domz Menge” folgt “x~'[E] Menge” .

Beweis 11-20 a) VS gleich x Menge.
1: Aus VS gleich “2 Menge”
folgt via 11-9: 2~ Menge.
2: Aus 127! Menge”
folgt via 8-11: 7' [E] Menge.
b) VS gleich dom z Menge.
1: Via 11-7 gilt: domx = ran(z71).

2: Aus VS gleich “domz Menge” und
aus 1“domx =ran(z71)”
folgt: ran (z71) Menge.

3: Aus 2“ran (z7!') Menge”
folgt via 8-11: r~![E] Menge.
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11-21. In der folgenden Aussage wird eine notwendige Bedingung dafiir gegeben,
dass eine Klasse p im Urbild von E unter x ist. Die Formulierung ist &hnlich zu

8-7:

11-21(Satz)
Es gelte:
—) peax[E].
Dann gibt es €2, so dass gilt:
e.1) Qe F.
e.2) Qeranz.

e.3) (p,) €.

Beweis 11-21

1:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “p € z7[E]”

folgt via 8-7: IQ:(Qe E)A (2 edom(z7 ) A ((Q,p) € xz7h).

Via 11-7 gilt:

Aus 14...(Q,p) € 71”7
folgt via 11-4:

: Aus 14...Q edom(z7!)...” und

aus 2.1“dom (z7!) =ranz”
folgt:

CAus 143Q: Qe E...7,

aus 3“Q2 € ranz” und
aus 2.2“(p, Q) € z”
folgt:

dom (z71) = ranz.

(p, Q) € .

Q) €ranz.

30
ek
A QcCranz

AN (p,Q) €.
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11-22. Es folgt eine im Folgenden oft verwendete hinreichende Bedingung fiir
“p € 7 '[E]” . Die Formulierung &hnelt 8-8:

11-22(Satz)

Aus “(p,q) € " und “q € E” folgt “p € x71[E]”.

Beweis 11-22 VS gleich ((p,q) € x)A(q € E).

1: Aus VS gleich “(p,q) € x...”
folgt via 11-4: (q,p) € x7 L.

2: Aus 1“(q,p) € z7'” und
aus VS gleich “...q e E7
folgt via 8-8: p €z [E].
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11-23. Als Wegbereitung fiir Betrachtungen von Vereinigung und Durchschnitt
von Urbildern von einer vorgegebenen Klasse unter den Elementen einer anderen
Klasse wird die Klasse aller Urbilder von y unter den Elementen von x definiert:

11-23(Definition)

11.2(X, E)
={(AYE: A eX}={w:(30:(Qe X)A (w=0QE])}.
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11-24. Zur Vereinfachung des Umgangs mit der in 11-23 definierten Klasse
{\YE] : X € X} wird eine notwendige Bedingung fiir w € {\"![E] : A € X}
und Hinreichendes fiir 27 '[E] € {\"'[X] : A\ € E} bewiesen:

11-24(Satz)
a) Aus “w e {\TE]: A€ X} folgt “IQ: (w=Q7'E])A(QeX)”.
b) Aus “xz € X7 folgt “x7'E] € {\"'E]: A€ X}”.

11-23(Def) {\7'[E]: X € X}.
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Beweis 11-24 a) VS gleich we {NHE]: e X}

1:

Aus VS gleich “w € {\7'[E] : A € X}” und
aus “{AE: e X} ={w:(F0: (Qe X)A (w=QE])}"

folgt: we{w: (3N (Qe X)A (w=0Q'[E])}.
2: Aus 1w e{w: (FQ: (e X)A (w=Q7E])}”
folgt: 30 (2 e X)A (w=QE]).
3: Aus 2
folgt: I (w= Q7 E]) A Q€ X).
b) VS gleich reX.
1.1: Aus VS gleich “x € X7
folgt via Element Axiom: x Menge.
1.2: Aus VS gleich “x € X7
folgt: Jr:x e X.
2.1: Aus 1.1“x Menge”
folgt via 11-20: r~![E] Menge.
2.2: Aus1.2“dr:2x € X7 und
aus “z7E| =2 E]
folgt: Jdz: (z € X)A (27 E] = 27 [E]).
3: Aus 2.2“Jz: (x € X) A (27 [E] = 27 '[E])” und
aus 2.1“27[E] Menge”
folgt: rHE] e{w: (30: (e X)A (w=Q7[E])}.
4: Aus 3“z7'E]le{w: (F2: (Qe X)A (w=Q7E]))}” und

aus “fw: (FAQ: (e X)A (w=Q7YE]))} ={\"E]: e X}
folgt: r'El e {\E]: A€ X}

O
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11-25. Mit Aussagen ac) - Aussage b) ist eine Vorbereitung auf c) - stehen
Hilfsmittel zur Verfiigung, um im nachfolgenden Satz nachzuweisen, dass das
Urbild von einer Klasse unter dem Durchschnitt einer anderen Klasse mitunter
ungleich dem Durchschnitt der Urbilder der einen Klasse unter den Elementen
der anderen Klasse ist:

11-25(Satz)
a) {\UE]:\e0)=0.
b) {A10]: X\ e X} C {0}
¢) Aus “0 4 X7 folgt “{A71[0] : A € X} = {0}”.

11-23(Def) {A\"YE]: A € 0} und {\71[0] : A € X}.

Beweis 11-25 a)

o€ {ATHE]: A €0}
2: Aus Themal“a € {\"'[E]: A€ 0}”
folgt via 11-24: 30 (a=Q7E]) A (Q€0).

3: Esgilt 2¢...Qe€0”.
Via 0-19 gilt “Q ¢ 07 .
Ex falso quodlibet folgt: a¢ {\E]: X e0}.

Ergo Themal: Va: (e e {AHE]: A€ 0}) = (a ¢ {\'E]: A€ 0}).
Konsequenz via 0-19: {NE]: A e 0} =0.
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o€ {ATH0]: A e X}

2: Aus Themal“a € {A70]: A e X}”

folgt via 11-24: Q0 (a=Q7H0) A (Q € X).
3: Via 11-17 gilt: Q0] = 0.
4: Aus 2¢...a=0Q710]...” und

aus 3“Q71[0] =07

folgt: a = 0.
5: Via 1-5 gilt: 0 € {0}.
6: Aus 4“a=0" und

aus 5“0 € {0}”

folgt: a € {0}.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
c) VS gleich

1:

Aus VS gleich “0 # X7
folgt via 0-20:

: Aus 1¢...Q0 e X7

folgt via 11-24:

: Via 11-17 gilt:
: Aus 2¢Q710] e {A710] : A € X} und

aus 3“Q71[0] =0”
folgt:

: Aus 4“0 € {\710]: A e X}

folgt via 1-8:

: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

: Aus 6“{\710]: A€ X} C {0}” und

aus 5“{0} C {\7!0]: A e X}”
folgt via GleichheitsAxiom:

Va: (ae {A7H0): A€ X}) = (a € {0}).

{(A710]: A € X} C {0}
0# X,

J0: Qe X.

Q7o) e {ATH0): A e X}
Q-1[0] = 0.

0e {10 : e X}

{0y S {A7 0] : A e X}

{(A10]: A € X} C {0},

{(A10]: A € X} = {o}.
I
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11-26. Das Urbild von E unter der Vereinigung von x ist die Vereinigung der Ur-
bilder von E unter den Elementen von X, siehe a). Geméafl b) ist das Urbild von
E unter dem Durchschnitt von X eine TeilKlasse des Durchschnitts der Urbilder
von E unter den Elementen von X. Falls p eine Menge ist, dann ist geméfl c)
das Urbild von {p} unter dem Durchschnitt von X gleich dem Durchschnitt der
Urbilder von {p} unter den Elementen von X. In d) wird gezeigt, dass wenn p
eine Unmenge ist und wenn X nicht leer ist, das Urbild von {p} - diese Klasse ist
klarer Weise die leere Menge - unter dem Durchschnitt von X gleich dem Durch-
schnitt der Urbilder von {p} unter den Elementen von X ist. In der Tat stellt
sich heraus, dass beide angesprochenen auf “ Durchschnitts-Bildung” beruhenden
Klassen gleich der leeren Menge sind. Geméfl e) kann an Stelle der “ TeilKlassen-
Aussage” von c¢) auch eine Ungleichung treten - ndmlich dann, wenn fiir eine
Unmenge p die Klassen ((0)™'[{p}] und N{A\"'[{p}] : A € 0} betrachtet wer-
den. Dieses Beispiel zeigt auch, dass auf die Voraussetzung “0 # X7 in d) nicht
verzichtet werden kann:

11-26(Satz)
a) (UX)'El=U{N[E]: A e X}
b) (NX)'[E]CN{AE]: A e X}
c) Aus “p Menge” folgt “(NX)~'[{p}] = N{A""{p}]: A € X}".
d) Aus “0# X" und “p Unmenge”
folgt “(NX)"'[{p} = N{IA"{p} : A e X}
und “(NX)~'[{p} = 0"
und “N{N{p}: A e X} =07,
e) Aus “p Unmenge” folgt “(N0)~'[{p}] # N{A"{p}]: A € 0}”

und “(M0)~'[{p}] =0~
und “(VA{p}: Ae0}=U".

11-23(Def) {A\7YE]: A € X} und {\"1[{p}]: X € X}
und {\"[{p}] : X € 0}.
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281

folgt via 11-21:
folgt via 1-12:

folgt via 11-24:

folgt via 11-22:

folgt via 1-12:

2: Aus Themal.1“a € (JX)'[E]”

3: Aus 2“.. . (o,Q) e X7

4.1: Aus3“... ¥ € X7

4.2: Aus3“...(o,Q) e W...” und
aus 2“...Q e E...

7

5: Aus 4.2“a € U7HE]” und
aus 4.1“UE] e {\'[E]: A e X}”

ae (UX)E]

AN (Qe E)A((o,Q) e UX).

AV ((o, ) € W) A (P € X).

U E] e {\'E]: \e X}.

a € UE]

aeJ\HE]: ) e X}

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € (UX)E]) = (a € UIA[E]: A e XD).

A “(UX)HUEICU T E] : e X}
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Themat.2]

folgt via 1-12:

folgt via 11-24:

folgt:
folgt via 11-21:

aus 3“... e X7
folgt via 1-12:

folgt via 11-22:

2: Aus Themal.2“a € [J{A\HE]: A e X}
IQ: (e QA e{NE]: Xe X}).

3: Aus 2¢.. Qe {\E: e X}...”

4: Aus2“...a€f)...” und

aus 3“...Q=U"1E]...”

5: Aus4“a e U[E]”

6: Aus5“...(o,®) € ¥” und

7: Aus 6“(a,®) € X7 und
aus 5“... P e E...

b

ae JHE]: ) e X}

J0: (Q =T [E]) A (T € X).

a € UE]

A9 : (P € E)A ((a, @) € V).

(a,®) € JX.

a e (UX)[E]

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (e J{AHE]: A e X)) = (e (UX)E).

A CUHE e X C(UX)THE)

1.3: Aus Al gleich “(UX) 'E]CU{XE]: A€ X}” und
aus A2 gleich “{\'[E]: A e X} C (UX)'[E]”
folgt via GleichheitsAxiom: UX)HE =U{\NE]: N e X}
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Beweis 11-26 b)

4: Aus Thema3.2“f € {A\"'E]: A€ X}

5: Aus 2.2“. .. (a,) € (X7 und

: Aus 5“(a, Q) € U7 und

: Aus 6“a € UTE]” und

a € (NX)'[E].
2.1: Aus Themal“a € (N X)'[E]”
folgt via Element Axiom: a Menge.
2.2: Aus Themal“«a € (N X)'[E]”
folgt via 11-21: A0 (e E)A((a, ) € N X).
Be{A[E]: N e X}

folgt via 11-24:
AU (B=TE]) A (T € X).

aus 4“... ¥ e X7
folgt via 1-13: (a, Q) € U.

aus 2.2“... Qe E...7
folgt via 11-22: a € UTHE].

aus 4“...3=U"1E]...”
folgt: a € p.

Ergo Thema3. 1:

AL “VB: (B e{ATEl: A e X)) = (aef)”

3.2: Aus A1l gleich

“V:(Be{\E]: e X})= (a€ ) und

aus 2.1“a Menge”
folgt via 1-13: ae{N\E]: N e X}

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):
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Va: (ae (NX)HE]) = (e e ({ATYE]: X e X}).

(NX)'E] S N{ATHE] - A e X}
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Beweis 11-26 c) VS gleich
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p Menge.

Ae X}

o€ N{A "} -
feX.

3: Aus Thema3.1“f € X7
folgt via 11-24:

B {pH € (AP} A e X}

4: Aus Themal.1
“ac NI {p} : A€ X} und

aus 3“0~ [{p}] € {AT'[{p}] : A € X}”
folgt via 1-13: a € S {p}.

5: Aus 4“a € 87[{p}]”
folgt via 11-21:

201 (€ {ph) A ((0,2) € 9).
6: Aus5“...Qe{p}...”
folgt via 1-6: Q=np.

7: Aus 6“Q =p”
folgt via Paar Axiom I: (o, Q) = (a, p).

8: Aus 7 (a, ) = (a,p)” und
aus 5“...(a, Q) € g7
folgt: (a,p) € .

Ergo Thema?2.1:

Al “VB: (B e X)= ((a,p) €B)”
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Beweis 11-26 c) VS gleich p Menge.

ae N{A'[{p}H - A e X}

2.2: Aus Themal.1“a € {A " {p}]: A€ X}”
folgt via Element Axiom: o Menge.

3: Aus 2.2“a Menge” und
aus VS gleich “p Menge”
folgt via Paar Axiom I: (o, p) Menge.

4: Aus A1l gleich “V3: (€ X) = ((o,p) € )7 und
aus 2.2 (a, p) Menge”

folgt via 1-13: A2| “(a,p) €N X7

2.3: Aus —) “p Menge”
folgt via 1-3: p € {p}.

3: Aus A2 gleich “(a,p) € (X7 und
aus 2.3“p € {p}”

folgt via 11-22: ae (NX)'{p}.
Ergo Themal.1: Va: (e VA H{p}: Ae X}) = (e (NX) ' {p}H)-
Konsequenz via 0-2(Def): A3 “N{IAH{pt: A e XS (NX) ' [{p}]”

1.2: Via des bereits bewiesenen b) gilt: (X)) '[{p}] S A {p}]: A € X}.

2: Aus 1.2(NX) "{pH SN HH{p} : A € X}7 und
aus A3 gleich “N{A~'[{p}]: A € X} € (N X) " [{p}]”
folgt via GleichheitsAxiom: NX)'Hp =N{THp} - A e X}
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Beweis 11-26 d) VS gleich

1: Aus VS gleich “..
folgt via 1-4:

2.1:

2.2: Aus VS gleich “0# X ...”
folgt via 11-25:

.p Unmenge”

MENGENLEHRE #11

(0 # X) A (p Unmenge).

{p}=0.

(NX) {3 = (NX)7M0] "=To.

(A0 A e X} = {0l

3: NP A e XFENT0]: e X3 ZN{0} =10
4: Aus 2.14(NX) '{p}=...=07 und
aus 34NN [{p}] : X € X} =
folgt: (ﬂ X)) {pH =N{A[{p}: A€ X} =0
A (NX){pH =0
A AT A e X} =0,
e) VS gleich p Unmenge.
1: Aus VS gleich “...p Unmenge”
folgt via 1-4: {p} =0.
2.1: (NO)~[{p}] = (NO) o] =0,
2.2: N {pH s A e =2 o' 2w
3: Via 0-18 gilt: 0#£U.
4: Aus 2.14(N0)'[{p}] =
aus 3“0 #U” und
aus 2.2 A [{p}: A €0} =...=U"
folgt: (N0} # N{A " [{p}] - A€ 0}
A (N0~ H{pH =0
A AT A0t =U.

O
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Urbild von E unter z:

Ersterstellung: 12/09/05

287

ﬂ, \, A.

"{p}]-
(fc X y) g
(z x y)'[E].

Letzte Anderung: 15/04/11
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12-1. Es folgen vier Aussagen iiber die wechselseitige Beziehung der klassentheo-
retischen Grundoperationen und der Relation invers zu einer Klasse. In a) wird
gesagt, dass die Relation invers zur bindren Vereinigung von z und y gleich der
bindren Vereinigung der Relationen invers zu x und zu y ist. Gemé&f b) ist die
Relation invers zum bindren Durchschnitt von x und y gleich dem binéren Durch-
schnitt der Relationen invers zu x und zu y. Wie in c) gesagt ist die Relation
invers zu der KlassenDifferenz von = und y gleich der KlassenDifferenz der Rela-
tion invers zu x und der Relation invers zu y. Schliellich ist gem&fl d) auch die
Relation invers zu der symmetrischen KlassenDifferenz von = und y gleich der
symmetrischen KlassenDifferenz der Relation invers zu x und der Relation invers

Zu y:

12-1(Satz)

Beweis 12-1 a)

@€ (zUy)"

2: Aus Themal.1l“a € (zUy)™ 1”7
folgt via 11-3:  IQ ¥ : (a = (V,Q)) A ((Q V) € xUy).

3: Aus 1.1“...(Q,¥) exUy”
folgt via 2-2: (QU)ex)V((QU) ey).

‘Fallunterscheidung‘
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Beweis 12-1 a) ...

a€ (@uy) ™

‘Fallunterscheidung‘

3.1.Fall (Q,0) € 2.
4: Aus 3.1.Fall“(Q,¥) € x”
folgt via 11-4: (U,Q) ezt

5: Aus2“...a=(9,9Q)...” und
aus 4“(¥,Q) € x~1”

folgt: acaxl.
6: Aus5“a ez l”
folgt via 2-2: ac(z7hHuyh).
3.2.Fall (Q,0) €y.
4: Aus 3.2.Fall“(Q,¥) ey’
folgt via 11-4: (U,Q) ey L.

5: Aus2“...a=(7,Q)...” und
aus 4“(¥,Q) e y= 1”7

folgt: aecy L

6: Aus5“a ey t”
folgt via 2-2: ae (@ Huyh).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Fallen gilt:
a€ (@ )u(y™).

Ergo Themal.1: Va:(a€ (zUy)™) = (e (z7HUu(y™)).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “(zUy) ' C @ HUu@yh?
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Beweis 12-1 a) ...

1.2:

1.3:

2.1:

2.2:

b)

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Via 2-7 gilt:
Via 2-7 gilt:

Aus 1.2z CaxUy”
folgt via 11-6:

Aus 1.3“y C ...z Uy”
folgt via 11-6:

: Aus 2.1“27 ' C (zUy)™'” und

aus 2.2y 1 C (zUy)" 1”7
folgt via 2-12:

: Aus Al gleich “(zUy)™ 1 C (z7H) U (y™})

aus 3“(z"Hu(y™H C (zUy)
folgt via GleichheitsAxiom:

Via 2-7 gilt:
Via 2-7 gilt:

Aus1.1“zny Ca”
folgt via 11-6:

Aus1.2“cnNny Cy”
folgt via 11-6:

: Aus 2.1“(zNy) P Cz'” und

aus 2.2 (xNy)~t Cy= 17

MENGENLEHRE #12

z CaxUy.

y<CaxUy.

a7t C(rUy)~h

y ' C(zuy)h

7 und

folgt via 2-12:

A “(eny) S @) Ny )7
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folgt via 2-2:
3: Aus 2“a ez ...
folgt via 11-3:

aus 2“...a €y
folgt:

folgt via 11-4:

folgt via 2-2:

folgt via 11-4:

folgt:

2: Aus Themal.2%«a € (:I:*l) N (y’l)”

30,0 : (o = (U, Q) A (2, 0) € ).

4: Aus 3“...a=(V,Q)...” und

—1»

5: Aus 4.2(0,Q) ey 17

6: Aus 3“...(Q V) ex”
aus 5“(Q,¥) € y”

7: Aus 6“(Q, V) exny”

8: Aus 3“...a=(V,Q)...” und
aus 7(0,Q) € (xNy)~1”

a€(z Hny™).

(aexz™)A(aey™).

(P, Q) ey .

(Q,0) €y.

(Q,0)exzny.

(U,Q) e (xny)t.

a€(xny)

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(ae(z)ny™t) = (ae (xny)™t).

A2l “(z7ny ) CS(xzny)t”

1.3: Aus A1 gleich “(zNy)t C(z7HN(y™H” und
aus A2 gleich “(z7 )N (y~!) C (zny)~1”

folgt via GleichheitsAxiom:
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Beweis 12-1 ¢)

a € (@\y)"

2: Aus Themal.1“a € (z\y)™'”
folgt via 11-3: QU (a= (T, Q)N (L Y) ex\y).

3: Aus 2¢...(Q,0)ex\y”
folgt via 5-3: (QU) ex)AN((Q,0) ¢ y).

4.1: Aus3“(Q,¥)ex...”
folgt via 11-4: (U,Q) ezt

4.2: Aus 3“...(Q,0) ¢ y”
folgt via 11-5: (U, Q) ¢yt

5: Aus 4.14(0, Q) € x7!” und
aus 4.2“(0, Q) ¢ y=1”
folgt via 5-3: (U, Q) e (xH\ (v ).

6: Aus2“...a=(V,Q)...” und
aus 5 (¥, Q) € (z7H)\ (y )"
folgt: ac (@ H\ (y ™.

Ergo Themal.1: Va:(a € (z\y)™) = (ae @)\ (y ).

Konsequenz via 0-2(Def): ALl “(z\y) P C @ H\ @
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2: Aus Themal.2“a € (x71)\ (y71)”
folgt via 5-3:

3: Aus 2“aex”t...”
folgt via 11-3:

4: Aus 3“...a=(V,Q)...” und
aus 2“...a ¢y 1”7
folgt:

5: Aus 4“(0,Q) ¢y 1”7
folgt via 11-4:

6: Aus 3“...(Q V) ex”
aus 5 (Q, V) ¢ y”
folgt via 5-3:

und

7: Aus 6“(Q,0)ex\y”
folgt via 11-4:

.7 und

8: Aus 3“...a=(¥,Q)
\y)~t7

a
aus 7“(0,Q) € (z
folgt:

(@ez ) A(agy™)

30,0 : (o = (U, Q) A (2, 0) € ).

a€ @)\ )

(0,Q) ¢y

(Q,V) ¢ y.

(Q0) ex\y.

(¥, Q) € (z\y)~".

ae (z\y)

Ergo Themal.2:
Konsequenz via 0-2(Def):
1.3:

folgt via GleichheitsAxiom:
d)
1 (2Ay) P27 (@ \y) U (y\ o) 2 ((

2 (@H)\ (")) U

2: Aus 1
folgt:

Vo (a€ (@ )\ (™) = (@€ (z\y)™)

wol )\ () € (\y)

Aus A1 gleich “(z\y) ™t C (z7 )\ (y 1)
aus A2 gleich “ (271 \ (y71) C (x \ y)~1”

und
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12-2. Es folgen fiinf Resultate, die Adaptionen von 9-1 und - teilweise - von
9-4 fiir Urbilder an Stelle von Bildern sind. Geméafl a) ist das Urbild unter
der bindren Vereinigung gleich der bindren Vereinigung der Urbilder. Diese Glei-
chung geht, wie in b) gesagt, fiir den bindren Durchschnitt in eine “TeilKlassen-
Aussage” tiber. Das Urbild unter dem binéren Durchschnitt kann auch gleich dem
bindren Durchschnitt der Urbilder sein. Als Beispiel hierfiir werden in c¢) die je-
weiligen Urbilder von Singelton p betrachtet. In d) wird gezeigt, dass die Klassen-
Differenz der Urbilder eine TeilKlasse des Urbilds unter der KlassenDifferenz ist.
Dieses Resultat wird in e) auch fiir die symmetrische KlassenDifferenz bewiesen.
Dass die Aussagen bde) nicht ohne Weiteres als Gleichungen verfiigbar sind, wird
in der nachfolgenden Bemerkung und den anschlieenden Beispielen diskutiert:

12-2(Satz)
zUy)E] = (27 [E]) U (y~'[E]).
rNy) " [E] € @ 'E]) N (v E]).

a) (
(

o) (zny)~'{p}l = @ '{p}) N (v~ {p})-
(
(

b)

d)

v [ED\ (v~ [E]) € (= \ y)7'[E].

e) (' [ENA(y~'[E]) € (zAy) ' [E].
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Beweis 12-2 a)

b)

1:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

2: Aus 1
folgt:

Ny [l "= @ ny )R = @ {pH) N (v {p).

(xNy) " {p} = @ H{p) N (v~ {p})-

9—-4

(@ ED\ (v ED) € (@ \y IE]E (\y) (B

(@ ED\ (y7'[E]) € (z\y) 7 [E].

9—-4

(@ EDA E]) C (¢ 'Ay B 'ET (zAy) U E).

(@ EDA(E]) € (zAy)~'[E].
0
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12-3. Wie an Hand der folgenden Beispiele klar wird, sind statt der “TeilKlassen-
Aussagen” von 12-2bde) nicht ohne Weiteres Gleichungen verfiigbar:

12-3.Bemerkung

e Die Gleichung
“(eny)TE] = (7 ED N (yTED
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Gleichung
“aTED\ (v ED = (z \y)THE]

ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.

e Die Gleichung
“(aTEDA(TE]) = (zAy) T E]
ist nicht ohne Weiteres verfiigbar.
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12-4. Mit dem folgenden Beispiel wird klar gemacht, dass in 12-2b) nicht ohne

Weiteres eine Gleichung zu erwarten ist:

12-4.BEISPIEL

Es gelte:

— p Menge.

—9 ¢ Menge.

—) D #q.

=) = ={(p.p)}-

=) y={ a9}

—) E={p.q}.
Dann folgt:

a) (zNy)~t=0.

p) « '[E] = {p}.

o) y~'[E] = {p}.
) (xny) LE] =0.
) (@ HE) N (y [E]) = {p}-

(

Q.

(¢}

£) (xNy)~'E] # (@7 E]) N (y~H[E]).
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12-5. Mit dem folgenden Beispiel wird klar gemacht, dass in 12-2d) nicht ohne
Weiteres eine Gleichung zu erwarten ist:

12-5.BEISPIEL

Es gelte:
— p Menge.
—9 ¢ Menge.
—) D #q.
- z=A{(p,p)}.
=) y=A{( a9}
—) E={p.q}.
Dann folgt:
a) z\y={(pp)}
p) (z\y)'={(p.p)}
c) x 'E] = {p}.
d) y'[E] = {p}.
) (@ HEDN\ (yHE]) =0.
) (z\y)[E] = {p}.
(@ ED\ (v [E]) # (z\ y) ' [E]

(¢}

H

g)
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12-6. Mit dem folgenden Beispiel wird klar gemacht, dass in 12-2e) nicht ohne
Weiteres eine Gleichung zu erwarten ist:

12-6.BEISPIEL

Es gelte:
—) p Menge.
—) ¢ Menge.
=) P#q.
=) z={(p.p)}
=) y={ a9}
—) E={p.q}.
Dann folgt:
a) zAy ={(p,p). (p,9)}-
b) (zAy)~" ={(p,p), (¢;p)}.
c) 7' [E] = {p}.
d y'E] = {p}.
e) (¢ '[E]A(y '[E]) = 0.
£) (zAy)"'[E] = {p,q}.
(

g) (7' [EDA(y[E]) # (zAy)'E].
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12-7. In Adaption von 9-15 fiir “4~!” an Stelle von “7” werden zwei hinreichende
Bedingungen fiir z € y~1[{z}] angegeben. Die Beweis-Reihenfolge ist i) - iii) -
iv) - ii) - i):

12-7(Satz)
Die Aussagen i), ii), iii), iv) sind dquivalent:
1) pea'[{g}].
i1) “{q} C z[{p}]” und “q Menge”.
iii) (p,q) € z.

iv) “(p,q) € x”und “p Menge” und “q Menge”.
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Beweis 12-7 VS gleich

1:

Aus VS gleich “p € z71[{q}]”
folgt via 9-15:

: Aus 1%(q,p) € 2717

folgt via 11-4:

VS lich

1:

Aus VS gleich “(p,q) € x”
folgt via Element Axiom:

: Aus 1“(p, q) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus VS gleich “(p,q) € z”

aus 2“p Menge...” und
aus 2“...q Menge”
folgt:

VS glich

301

p€x[{q}]-

(q.p) €.
(P, q) € .
(p,q) € x.

(p,q) Menge.

(p Menge) A (¢ Menge).

((p,q) € ) A (p Menge) A (¢ Menge).

((p,q) € ) A (p Menge) A (¢ Menge).

Aus VS gleich “((p,q) € ) A (p Menge) A (¢ Menge)”
folgt via 9-15:

US gleich

1:

({g} € z[{p}]) A (¢ Menge).

({g} € z[{p}]) A (¢ Menge).

Aus VS gleich “({¢} € z[{p}]) A (¢ Menge)”

folgt via 9-15:

: Aus 1“(p,q) € z”

folgt via 11-4:

: Aus 2“(¢q,p) € x717

folgt via 9-15:

(p,q) € .

(¢.p) € z71.

p € {q}]
0
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12-8. Mit der folgenden Definition wird das “Urbild-Analogon” zu der in 9-
16(Def) definierten Klasse {w : (p,w) € =} in die Essays eingefiihrt:

12-8(Definition)

12.0(¢,z) ={w: (w,q) € x}.
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12-9. Je grofer die Klasse x ist, desto grofler ist die Klasse {w : (w,q) € x}. Ein
analoges Resultat fiir {w : (p,w) € x} ist in 9-17 zu finden:

12-9(Satz)

Aus “x Cy” folgt “dw:(w,q) €z} C{w: (w,q) € y}”.

12-8(Def) {w: (w,q) € 2} und {w : (w,q) € y}.

Beweis 12-9 VS gleich x Cuy.
a€{w: (wq)€a}
2.1: Aus Themal“a € {w: (w,q) € }”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal“a € {w: (w,q) € z}”
folgt: (o, q) € x.

3: Aus 2.2%(a,q) € 27 und
aus VS gleich “x C y”
folgt via 0-4: (a,q) € y.

4: Aus 3“(a,q) € y” und
aus 2.1“a Menge”

folgt: a€{w: (w,q) €y}
Ergo Themal: Va:(ae{w: (w,q) €x}) = (ae{w: (w,q) €y}).
Konsequenz via 0-2(Def): {w: (w,q) €z} C{w: (w,q) € y}.

O
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12-10. Im folgenden Satz wird in Ahnlichkeit zu 9-18 die Gleichung x~'[{q}] =
{w: (w, q) € x} etabliert:

12-10(Satz)
v {g} ={w: (w,q) €z}

12-8(Def) {w: (w,q) € z}.

Beweis 12-10

o€z [{q}].
2.1: Aus Themal.1“a € 27 [{q}]”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.1“a € xil[{q}] 7

folgt via 11-21: 30 (Q € {q}) N ((a, Q) € ).
3: Aus 2.2“...Qe{q}...”

folgt via 1-6: QN =q.
4: Aus 3“Q =gq”

folgt via Paar Axiom I: (o, Q) = (o, q).
5: Aus 4“(a, ) = (a,q)” und

aus 2.2“. .. (a,Q) € z”

folgt: (o, q) € .

6: Aus 5“(a,q) € 7 und
aus 2.1“«a Menge”
folgt: ac{w: (w,q) €z}

Ergo Themal.1: Va: (e €z {q}]) = (e € {w: (w,q) € x}).
Konsexuenz via 0-2(Def): 7 '{q} C{w: (w,q) € x}.
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Beweis 12-10 ...

a€{w:(wq)€a}
2: Aus Themal.2“a € {w: (w,q) € x}”
folgt: (o, q) € .
3: Aus 2“(a,q) € 7
folgt via 11-4: (¢q,a) € 271
4: Aus 3“(q,) € x717
folgt via 9-15: a €z {q}].
Ergo Themal.?2: Va: (a€{w: (w,q) € z}) = (o € 27 {q}]).
Konsexuenz via 0-2(Def): 22| “Aw: (w,q) €z} Ca ' {q}]”

1.3: Aus A1 gleich “27'[{¢}] C{w: (w,q) € z}” und
aus A2 gleich “{w: (w,q) € z} C 27 [{q}]”
folgt via GleichheitsAxiom: r '{q}] ={w: (w,q) € z}.

O
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12-11. g € ranz ist genau dann der Fall, wenn 0 # =z~ [{q}]:

12-11(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:

i) g Eranzx.

i) 0#21{q}].

Beweis 12-11 VS gleich q €E ranx.
1: Via 11-7 gilt: ranz = dom (z71).

2: Aus VS gleich “q € ranz” und
aus 1“ranz = dom (z71)”

folgt: q € dom (z71).
3: Aus 2“¢ € dom (z71)”
folgt via 9-19: 0 # ' [{q}].
VS gleich 0# z7 1 [{q}].
1.1: Aus VS gleich “0 # 27 '[{q}]”
folgt via 9-19: q € dom (z71).
1.2: Via 11-7 gilt: dom (z7!) = ranx.

2: Aus1.1“g € dom(z7!)” und
aus 1.2“dom (z7!) =ranz”
folgt: q € ranx.

O
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12-12. Via Negation ergibt sich aus 12-11 ein Kriterium fiir x7![{q}] = 0:

12-12(Satz)
Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) g ¢ ranz.

ii) 27 [{q}] = 0.

Beweis 12-12

1: Via 12-11 gilt: (g €eranz) & (0 # 27 {q}]).
2: Aus 1

folgt: (~(g € ran)) & ((0 # 2 [{g})).
3: Aus 2

folgt: (q ¢ ranz) < (z7'[{q}] = 0).
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12-13. Wie vermutlich erwarten werden konnte ist die Relation invers zu = x y
gleich y x x, siehe a). Bei nochmaligem “Invertieren” ergibt sich wieder x x y,
siehe b):

12-13(Satz)

1

a) (zxy)'=yxuz.

b) ((zxy)™Ht=zxy.

Beweis 12-13 a)

a € (@xy)

2: Aus Themal.1l“a € (z x y)~1”
folgt via 11-3:
I0,T: (a= (T, Q) A((QT) €z xy).

3: Aus 2¢... (V) ez xy”

folgt via 6-6: (Qex)AN (¥ ey).
4: Aus 3“... U € y” und

aus 3“Q ex...”

folgt via 6-6: (U, Q) ey xzx.

5: Aus 2“...a= (V,02)...” und
aus 4“ (U, Q) ey xz”
folgt: a €y X,

Ergo Themal.1: Va:(a€(zxy)™) = (e €y x ).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “(zxy)tCyxa”
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Beweis 12-13 a) ...

aeyxu.

2: Aus Themal.2“a €y xzx”
folgt via 6-6: JQV: (Qey) A (Vex)A(a=(Q,¥)).

3: Aus 2“...¥ € 2”7 und
aus 2“...Qey...”
folgt via 6-6: (V,Q) € x xy.

4: Aus 3“(V,Q)ex xy”
folgt via 11-4: (Q,0) € (zxy) ™

5: Aus2“...a=(Q,¥)” und
aus 4“(Q,¥) € (z x y)~ 1"

folgt: a€ (xxy)
Ergo Themal.2: Va: (aeyxz)= (o€ (zxy)™).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “yxx C(xxy)t”

Themal.3: Aus Al gleich “(z x y)™! Cy xz” und
aus A2 gleich “y x 2 C (z x y)~1”

folgt via GleichheitsAxiom: (xxy)t=yxuwz
b)
1: (@xy) ™ 2 yxa) Zoxy
2: Aus 1
folgt: (zxy) ™ Ht=zxy.
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12-14. Die folgenden drei Aussagen ergeben sich als Kombination von 9-12 und
12-14. Gemaf$ a) ist das Urbild jeder Klasse unter x x y eine TeilKlasse von x.
Falls 0 # x Ny, so ist fiir jede Klasse F das Urbild von y unter F x x gleich F,
siehe b). Wie in ¢) gesagt, folgt aus x Ny = 0, dass das Urbild von y unter £ x x

gleich der leeren Menge ist:

12-14(Satz)

a) (rxy)lE]Cux.

b) Aus “0#yNE”folgt “(x x y)"{E]=2".

c) Aus “ynNE =07 folgt “(x xy) ' [E]=0".

Beweis 12-14 a)

1:

2: Aus 1
folgt:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “0 #yNE”
folgt via 9-23:

2:

3: Aus 2
folgt:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “ynNE =0"
folgt via 9-23:

3: Aus 2
folgt:

9-23

=Py xa)E] ¢

(x x y)7'[E]
(x x y)71[E] C z.
0#£yNnE.

(y x 2)[E] = =.

12-13
= (

(z x y)~'[E] y x 2)[E] = .

(z xy)[E] ==
yNE=0.

(y x 2)[E] = 0.

12-13
= (

(z x y)'[E] y x z)[E] = 0.

(z xy) '[E] = 0.



Literatur Essays 0-90 311
e N. Dunford & J.T. Schwartz, Linear Operators. Part I: General Theory,
Wiley, 1988(6).
e H. Federer, Geometric Measure Theory, Springer, 1996.

e Th. Jech, The Axiom of Choice, North-Holland, 1973.

J. Kelley, General Topology, Springer, 1961.

A. Levy, Basic Set Theory, Springer, 1979.
e W. Rudin, Real and Complex Analysis, McGraw-Hill, 1987(3).

J. Schmidt, Mengenlehre. Band 1: Grundbegriffe,
B.I. Mannheim/Wien/Ziirich, 1974(2).

e H-P. Tuschik & H. Wolter, Mathematische Logik - kurzgefasst, Bl Wis-
senschaftsverlag, 1994.



