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Zusammenfassung

Den Kern der vorliegenden Arbeit bilden die Untersuchung sowie die Formulierung
von Losungsansatzen fiir ein elementares, elektromagnetisches Beugungsproblem;
einer undendlich langen Schlitzleitung mit einseitig begrenzter Metallisierungsplat-
te (Abschnitt 1.2).

Motiviert wird dieses Beugungsproblem im Hinblick auf die Beugungsproblema-
tik planarer Strahler (Antennen) mit endlich ausgedehnter Grundmetallisierung
(Abschnitt 1.1).

In Kapitel 2 wird ein Stromlinien-Modell zur Formulierung des Beugungsfeldes fiir
den Fall einer transienten Anregung (im Zeitbereich) vorgestellt.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit der Formulierung einer geschlossenen Naherungs-
l6sung des Beugungsproblems fiir den Fall einer zeitharmonischen Anregung (im
Frequenzbereich).

Es wird an verschiedenen Stellen der Versuch unternommen, Verkniipungspunkte
und Ahnlichkeiten der vorgestellten Losungsansitze mit etablierten beugungstheo-
retischen Verfahren zu betonen, um erstere in einem historischen wie methodischen
Rahmen der gesamten Beugungstheorie einzubetten. Dazu gehoren insbesonde-
re KELLERs Geometrische Beugungstheorie sowie UFIMTSEVs Physikalische Beu-
gungstheorie (Abschnitt 2.2).

Zum grundsétzlichen Verstédndnis des singuldren Verhaltens elektromagnetischer
Felder an unenlich scharfen Kanten wird in Anhang D das SOMMERFELDsche
Beugungsproblem sowie die MEIXNERsche Kantenbedingung erortert.
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Abstract

The thesis discusses solution concepts of an elementary electromagnetic diffraction
problem: an infinite slot-line with semi-infinite metallization (Section 1.2).

The treated configuration is motivated within the context of edge-diffraction pro-
blems concerning planar antennas with finite ground planes (Section 1.1).

In Chapter 2, a current-line modell describing the diffracted fields for the case of
transient excitation is developed.

Chapter 3 presents an approximated ray-optical solution of the treated diffraction
configuration in the case of time-harmonic excitation.

It was the aim of the author to expose the relations of his own solution concepts
with several ideas presented in the past in different diffraction theories. In particu-
lar KELLER’s Geometrical Theory of Diffraction and UFIMTSEV’s Physical Theory
of Diffraction. This is done in Section 2.2.

For understanding the general behaviour of electromagnetic fields at sharp edges,
SOMMERFELD’s diffraction problem and MEIXNER’s edge condition are treated in
Appendix D.

vii
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Kapitel 1

Darstellung des
Beugungsproblems

In diesem einleitenden Kapitel wird der Versuch unternommen, ausgehend von ei-
ner allgemeinen Darstellung der Beugungsproblematik planarer Strahler mit end-
lich ausgedehnter Grundmetallisierung zu dem dieser Arbeit zugrundeliegenden,
elementaren Beugungsproblem iiberzuleiten, wodurch dieses gleichzeitig motiviert
werden soll. Dabei richtet sich das Augenmerk der Betrachtung nicht so sehr auf
die endgiiltigen Berechnungsformeln der Strahlungsfelder der vorgestellten Anten-
nen, sondern vielmehr auf die feldtheoretischen Annahmen und Voraussetzungen,
auf denen die Berechnugsmodelle beruhen und welche fiir die Konstruktion des
elementaren Beugungsproblems ausschlaggebend sind.

1.1 Allgemeine Darstellung der Beugungsproble-
matik planarer Antennen mit endlich ausge-
dehnter (Grund-)Metallisierung

Vorteile, wie z. B.: einfache und kostengiinstige Herstellbarkeit, geringes Gewicht
wie geringer Platzbedarf, Oberflaichen-Konformitét, Integrierbarkeit auf Leiter-
platten, Kompatibilitit mit MMIC-Technologien® sowie die vielfiltigen Moglich-
keiten der Einstellbarkeit der Strahlungseigenschaften, haben zu einer weiten Ver-
breitung planarer Antennen in diversen technischen Anwendungsbereichen gefiihrt.
Dazu zéhlen insbesondere Anwendungen in der mobilen Kommunikationstechnik
und der Luft- und Raumfahrt. Abbildung 1.1 zeigt zwei der einfachsten und zu-
gleich wichtigsten Vertreter planarer Antennen mit den entsprechenden charak-
teristischen Ebenen (E- und H-Ebene). Diese in der Antennentechnik wichtigen

IMMIC (engl.): Monolithic Microwave Integrated Circuit.

1



2 KAPITEL 1. DARSTELLUNG DES BEUGUNGSPROBLEMS

Metallisierung

Substrat
Speisegenerator Speisepunkt

Abbildung 1.1: Zwei Beispiele planarer Antennen: Schlitz-Antenne (links) und
Patch-Antenne (rechts).

Betrachtungsebenen bilden Symmetrieebenen, in denen nur die bezeichnende Feld-
komponente vollsténdig liegt, wobei die jeweils andere Feldkomponente senkrecht
auf dieser Ebene steht.

Die Strahlungsfelder planarer Antennen lassen sich vornehmlich iiber die magne-
tischen Stromverteilungen in den Apertur-Flichen berechnen.? Dabei werden die
magnetischen Stromverteilungen nach dem HUYGENSschen®- Aquivalenzprinzip fiir
elektromagnetische Wellen 4 anhand der elektrischen Feldverteilung in der Apertur
bestimmt zu:

M = —ii x E, wobei 7 den Flachennormalenvektor bezeichnet.

Abbildung 1.2 zeigt die Verteilung des elektrischen Feldes in der Apertur eines
A/2-Schlitzes mit dem entsprechenden dquivalenten magnetischen Strom. Durch
Fiillung der Apertur mit vollkommen leitendem Material und anschliefender Spie-
gelung des magnetischen Stromes an der Grundmetallisierungsplatte (unter der
Annahme einer unendlich ausgedehnten Platte!) erhélt man die endgiiltige ma-
gnetische Stromverteilung zur Berechnung der Strahlungsfelder ,,unter Abwesen-
heit der Grundmetallisierung®: M = —27 x E. 5

2In der Fachliteratur, z. B. in [BRT90] und [Bal97], ist eine Vielzahl von verschiedenen empiri-
schen, halb-empirischen und analytischen Methoden zur Analyse und Berechnung von planaren
Antennen zu finden. Fiir die Thematik dieser Arbeit sind jedoch ausschliefilich die auf dem
HUYGENS-Prinzip beruhenden Modelle von Interesse.

3CHRISTIAN HUYGENS (x 14. April 1629 in Den Haag; + 8. Juli 1695 ebd.).

4Zur Herleitung des vektoriellen HUYGENS-Prinzips, siche z.B.: H. HENKE, Skriptum zur Vorle-
sung , Elektromagnetische Wellen I & II¢, TU-Berlin, WS 1995/96, S. 74.

°Es sei hier angemerkt, dass das Fiillen der Apertur mit vollkommen leitendem Material und
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Metallisierung
Apertur

Abbildung 1.2: Darstellung der elektrischen Feldverteilung sowie der dquivalenten
magnetischen Strome in der Apertur einer \/2-Schlitz-Antenne.
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Abbildung 1.3: Darstellung der elektrischen Feldverteilungen sowie der
aquivalenten magnetischen Strome in den Apertur-Flachen eines Patch-Resonators
im Grundschwingungsmode TEg;q.

Auch fiir das Patch-Element lassen sich, wie in in Abbildung 1.3 dargestellt, die
magnetischen Stréme anhand der nach dem Resonator-Modell® festgelegten elektri-

anschliefend die Spiegelung der magnetischen Stromverteilung an der Metallplatte notwendige
Bedingungen fiir die Berechnung der Strahlungsfelder unter ausschlieBlicher Heranziehung der
magnetischen Strome darstellen. Denn nach dem HUYGENS-Prinzip muss im Allgemeinen auch
die elektriche Flichenstromverteilung in der Apertur ( J=iixH ) zur Berechnung der Strahlungs-
felder herangezogen werden. Auch wenn im betrachteten Fall der Schlitz-Antenne, aufgrund der
Anregung der Felder in der Apertur-Ebene selbst, keine tangentiale magnetische Feldkomponente
in der Apertur existiert, miisste fiir eine vollstéindige Beschreibung, im Fall eines Verzichtes auf die
beiden obengenannten Bedingungen, die auf der Platte induzierte elektrische Flachenstromdichte
mitberiicksichtigt werden, deren Bestimmung die Losung eines eigenstindigen feldtheoretischen
Problems darstellt.

6Nach dem Resonator-Modell wird das Patch-Element als offener Resonator betrachtet. Unter der
vereinfachenden Annahme, dass das magnetische Feld an den strahlenden Schlitzen verschwindet,
withrend das elektrische Feld dort sein Maximum besitzt, konnen diese beiden Schlitze durch
magnetische Wande geschlossen werden. Nicht-ideale Effekte, wie z.B. Austritt und Wolbung
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schen Feldverteilungen in den Seitenflichen” bestimmen. Dabei ist ersichtlich, dass
die magnetischen Strome der seitlichen Schlitze sowohl innerhalb jedes einzelnen
Schlitzes als auch beziiglich des gegeniiberliegenden Schlitzes in entgegengesetzter
Richtung verlaufen, wodurch deren Strahlungsbeitrége sich im Fernfeld kompen-
sieren und somit die betreffenden Schlitze nicht zur Gesamtstrahlung des Patch-
Elementes beitragen. Diese werden daher auch als die nicht-strahlenden Schlitze
bezeichnet. Dagegen verlaufen die magnetischen Strome in den Frontal-Schlitzen
in gleicher Richtung, wodurch sich ihre Strahlungsbeitrige im Fernfeld konstruk-
tiv iiberlagern und die betreffenden Schlitze somit die ,strahlenden“ Schlitze des
Patch-Elementes bilden.

Auch hier lisst sich das Spiegelungsverfahren (unter der Annahme einer unendlich
ausgedehnten Platte!) auf die magnetischen Stréme anwenden, wodurch sich die
zur Berechnung der Strahlungsfelder ,,geniigende“® magnetische Stromverteilung
ergibt zu: M= —27ixE.

Somit ist anhand der beiden Beispiele (Patch- und Schlitz-Antenne) deutlich ge-
macht worden, dass die einfachen Berechnungsmodelle planarer Antennen immer
von einer unendlich ausgedehnten Grundmetallisierungsplatte ausgehen.

Planare Antennen werden in der Praxis jedoch immer mit einer endlich ausgedehn-
ten Grundmetallisierung ausgefiihrt. Diese Tatsache fiihrt zu Beugungserscheinun-
gen an den Kanten der Grundmetallisierung, welche sich dem eingentlichen Stra-
lungsfeld der Antenne iiberlagern, von dem Berechnungsmodell jedoch nicht erfasst
werden.

Die in Abbildung 1.4 dargestellten Richtdiagramme® veranschaulichen die Auswir-
kungen der begrenzten Ausdehnung der Grundmetallisierungsplatte.!® Wihrend

der elektrischen Feldlinien an den Patch-Kanten (welche zu einer Liéngenerweiterung fiihrt!)
oder die Luft-Substrat-Schnittstelle auBerhalb der Patch-Grenzen (welche zu einer Anderung der
effektiven Permittivitét fithrt!) werden anschlieend an das Resonator-Modell durch empirische
Modelle beriicksichtigt. Die seitlichen Schlitze spielen dabei keine entscheidende Rolle, da sie, wie
im Folgenden noch dargelegt wird, nicht zur Gesamtstrahlung des Patch-Elementes beitragen.

"Aufgrund der im Verhiltnis zu den restlichen Abmessungen niedrigen Resonatorhohe (bedingt
durch die Substratdicke!) werden die offenen Seitenfléichen in der Antennenliteratur als ,,Schlitze*
bezeichnet.

8Im Unterschied zu der Schlitz-Antenne liegen die hier betrachteten Schlitze nicht in der Grund-
metallisierungsplatte, sondern senkrecht auf ihr. Eine Fiillung der Apertur mit vollkommen lei-
tendem Material kommt also nicht in Betracht. Die nach dem HUYGENS-Prinzip zusétzlich zu
beriicksichtigende elektrische Stromverteilung J=fxH (inbesondere in den seitlichen Schlit-
zen) kann durch Anwendung des Spiegelungsverfahren vernachlissigt werden, da die elektrischen
Strome an einer Metallplatte bekanntlich mit entgegengesetztem Vorzeichen gespiegelt werden,
wodurch sie sich mit ihren Spiegelbildern, aufgrund des geringen Abstandes, strahlungsmafBig
kompensieren.

9Die Richdiagramme wurden mit der Software IE3D von Zeland simuliert.

ODer dargestellte Winkelbereich wurde auf den Halbraum der Hauptstrahlungsrichtung be-
schrankt. Dabei ist zu beachten, dass durch die Kantenbeugung auch eine Riickwértsstrahlung
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Abbildung 1.4: Richtdiagramme einer Patch-Antenne in der E-Ebene fiir verschie-
dene Absténde der zu den strahlenden Schlitzen parallelen Kanten der Grundplatte
vom Element-Zentrum.

fiir Kantenabsténde von bis zu einer halben Wellenldnge eine Strahlungsbiindelung
in Haupstrahlrichtung (im Vergleich zu dem Fall der unendlich ausgedehnten Me-
tallisierung!) zu beobachten ist, treten oberhalb dieses Abstandes deutliche Inter-
ferenzmuster in der Richtcharakteristik auf.

Die Forschungsbemiihungen zur Behandlung der Beugungserscheinungen an den
Metallisierungskanten richten sich primér auf die praktische Eliminierung bzw.
Démpfung der Beugungswellen. Z. B. wird in | | die Metallplatte an den
Réndern mit unsymmetrischen, rechteckigen Aussparungen versehen, derart, dass
sich die Beugungsbeitrige der gegeniiberliegenden Kanten aufgrund von Phasen-
unterschieden im Fernfeld gegenseitig kompensieren. Dagegen wird in | | der
Rand der Metallplatte zackenformig gestaltet, was zu einer ,, Verschmierung® der
Beugungsfront fiihrt. In | ] wird eine messtechnische Methode zur Elimi-
nierung der Beugungserscheinungen aus den gemessenen Richtdiagrammen vor-
gestellt. Dabei wird die Vorwirts-Riickwéarts-Symmetrie der Beugungswellen aus-
genutzt, wonach eine Subtraktion des Riickwarts-Strahlungsdiagramms von dem
Vorwiérts-Strahlungsdiagramm zur Eliminierung der Beugungswellen fiihrt.
Verfahren zur Berechnung der Kantenbeugungsfelder!! beruhen haupsichlich auf
der von J. B. KELLER entwickelten ,, Geometrischen Beugungstheorie®, auf die in
Abschnitt 2.2 kurz eingegangen wird. Die GTD!? stellt eine asymptotische Metho-

entsteht.
Hsiehe z.B. | ] und | ] (12.10, S. 638).
12GTD (engl.): Geometrical Theory of Diffraction.
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de fiir hochfrequente, zeitharmonische Vorgéinge dar. Mit der Einschrénkung auf
hochfrequente Vorgénge, was lediglich bedeutet, dass die Abmessungen der beugen-
den Struktur ,grof8“ im Verhéltnis zur Wellenlénge sein miissen, trigt dem strah-
lenoptischen Charakter dieser Methode Rechnung, wonach die beugenden Kanten
sich im Fernfeld der priméren Strahlungsquellen zu befinden haben.

Obwohl die Geometrische Beugungstheorie respektable Ergebnisse bei der Berech-
nung von Strahlungsdiagrammen planarer Antennen mit endlich ausgedehnter
Grundmetallisierung liefert, wie in | | und | | an mehreren Beispielen
demonstriert wird, stellt sich die Frage, inwiefern eine alternative Berechnungsme-
thode eine bessere Einsicht in die elektromagnetischen Vorgénge an den beugenden
Kanten gewéhrleisten kann, insbesondere, ob die Einschrénkungen der GTD auf
zeitharmonische Vorgédnge und Fernfeldbetrachtungen umgangen werden kénnen.
Die Strahlungsfelder der Antennen haben jedoch eine komplexe Struktur, wodurch
sich die Losung des Beugungsproblems in Form einens klassischen feldtheoretischen
Problems als schwierig erweist, ja eine strenge Losung schier unmoglich ist. Das
Haupthinderniss besteht dabei in der Tatsache, dass sich das primére Strahlungs-
feld und das Beugungsfeld nicht im gleichen Koordinatensystem in einer einfachen
Form mathematisch beschreiben lassen, anders ausgedriickt, dass die Phasenfron-
ten beider Wellen geometrische Flachen unterschiedlichen Typs bilden.

Daher wird im nachfolgenden Abschnitt eine einfache Beugungsanordnung kon-
struiert, die als elementares Beugungsproblem planarer Strahlungsstrukturen im
weiteren Verlauf dieser Arbeit untersucht werden soll.
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1.2 Formulierung des elementaren Beugungspro-
blems

T Y
Speisegenerator Schlitzleitung

Metallisierungs—

platte X

Metallisierungskante

Abbildung 1.5: Unendlich lange Schlitzleitung mit einseitig begrenzter Metallisie-
rungsplatte (Unendlich lange Schlitzleitung in einer leitenden Halbebene).

Abbildung 1.5 zeigt die zu untersuchende Beugungsanordnung, bestehend aus ei-
ner als unendlich lang angenommenen, durch einen konzentrierten Generator ge-
speisten Schlitzleitung mit einer einseitig begrenzten Metallisierungsplatte. Da-
bei wird hier nicht auf die leitungsspezifischen Eigenschaften der Schlitzleitung
wie z.B. Leitungswellenwiderstand oder Ausbreitungskonstante eingegangen.'® Die
Breite der Schlitzleitung wird als ,,sehr klein“ im Verhéltnis zum Beobachtungs-
abstand und zu den verwendeten Wellen- bzw. Pulsléngen angenommen, wodurch
die elektrische Feldverteilung in der Schlitzebene néherungsweise durch einen ma-
gnetischen Fadenstrom beschrieben werden kann, die elektromagnetischen Felder
einen TEM-Charakter aufweisen und sich mit Lichtgeschwindigkeit entlang der
Leitung fortpflanzen und zuletzt die Schnittkurven der Wellenfronten mit zur Lei-
tung senkrecht stehenden Ebenen Kreise bilden. Die ,unendlich diinne* Schlitz-
leitung stellt somit das BABINETsche!* Komplement zu einer unendlich diinnen

13Eine ausfiithrliche Behandlung der Schlitzleitung ist in [GGBBI6] zu finden.
11 JACQUES BABINET (x 5. Mérz 1794 in Lusignan, Vienne, Frankreich; + 21. Oktober 1872 in
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Drahtleitung dar, mit der Einschrinkung, dass die Felder der Drahtleitung eine
360°-Rotationssymmetrie aufweisen, wihrend sie im Fall der Schlitzleitung eine
Antisymmetrie beziiglich der Metallisierungsebene aufweisen.

Die Rolle der Schlitzleitung fiir das Beugungsproblem beschrinkt sich somit auf
die ,,physikalische” Ermd&glichung einer sich vom Speisegenerator aus ausbreitenden
Kugelwelle, als einfachste Wellenform einer planaren Struktur, die anschliefend an
der Metallisierungskante gebeugt wird. Abbildung 1.6 zeigt die qualitative Struktur
der elektromagnetischen Felder fiir den Fall einer DIRAC-Impuls gespeisten Lei-
tung. Die Feldlinien liegen auf einer Kugeloberfliche und bilden in einem Kugelko-
ordinatensystem mit dem Generator im Mittelpunkt eine TEM-Welle. Aufgrund

Y

Schlitzleitung

Abbildung 1.6: Qualitative Feldverteilung einer DIRAC-Impuls gespeisten Schlitz-
leitung.

der Antisymmetrie der Felder beziiglich der Metallisierungsebene, wurden, zum
Zwecke der Ubersichtlichkeit, ausschliefilich die Felder im oberen Halbraum dar-
gestellt.

Paris, Frankreich).
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Die elektromagnetischen Felder lassen sich fiir einen Strom-Impuls i(¢) des spei-
senden Generators, in Analogie zur Drahtleitung'®, wie folgt angeben (in Zylinder-
Koordinaten (p, ¢, z)):

o ilt=1/c) [ (p—acosg)z . (asing)z . _ ]

v = 1 .[i TG e 1 20) (L)
o q(t—r1/c) asing , _p—acos¢

EP — A+ USRS : =20 1.2

2me 0 o T ) w=0 {12

wobei 1 = \/p? — 2apcos ¢ + a® + 22 den rdumlichen Abstand zum Speisegene-
rator, o = \/p2 — 2apcos ¢ + a® den Querabstand zur Schlitzleitung bezeichnen,
wie Abbildung 1.7 veranschaulicht. Desweiteren wurde, unter der Annahme, dass
sich die Ladungen mit Lichtgeschwindigkeit (cy) entlang der Leitung bewegen,
von der Kigenschaft ¢ = ¢yq Gebrauch gemacht. Die auf der Metallisierungs-

Pp.9.2)

Y

Speisegenerator | Schlitzleitung

\
\
N N
\ N
\ N
\ AN
\ N
\ N
\ N
\
\ <
\ N

Metallisierungskante

Abbildung 1.7: Veranschaulichung der verschiedenen Aufpunktskoordinaten.

platte induzierte Flachenstromdichte lasst sich aus dem magnetischen Feld, unter
Beriicksichtigung der Antisymmetrie, wie folgt berechnen:

- . (1
Jp = €3 x2H(¢p = 0) = €,2H? —€. 2H! = _Z( ro/co)
T Ty

{167, o - a)gz} (1.3)

wobei rg = /(p — a)? + 22 den Abstand eines Punktes in der xz-Ebene vom Spei-
segenerator bezeichnet.

15Giehe dazu: G. MONICH, Skriptum zur Vorlesung , Elektromagnetische Vertriiglichkeit 1, TU-
Berlin, SS 1997, Kap. 8, S. 95.
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Zur Veranschaulichung des Beugungsvorganges wurde die zu untersuchende An-
ordnung mit Hilfe der Simulations-Software CST einer numerischen Feldsimulation
unterzogen. Die beiden Abbildungen 1.8 und 1.9 zeigen die elektromagnetischen
Felder in jeweils einer Ebene zu verschiedenen Zeitpunkten.

Absorbierende Randbedingung e
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Abbildung 1.8: Darstellung des elektrischen Feldes einer mit einem Gauf-Impuls
gespeisten Schlitzleitung in der Symmetrieebene (zy-Ebene) zu drei verschiedenen
Zeitpunkten: Vor dem Erreichen der Kante (links) sowie nach der Beugung an der
Kante (mitte, rechts). Die Feldvektoren sind logarithmisch skaliert. Simulations-
Software: CST.
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Abbildung 1.9: Darstellung des magnetischen Feldes einer mit einem Gauf-Impuls
gespeisten Schlitzleitung in der yz-Ebene zu drei verschiedenen Zeitpunkten. Die
Feldvektoren sind logarithmisch skaliert. Simulations-Software: CST.



Kapitel 2

V-Dipol basiertes
Stromlinien-Modell zur
Beschreibung des Beugungsfeldes

In diesem Kapitel wird ein diskretes Stromlinien-Modell zur Beschreibung des Beu-
gungsfeldes vorgestellt, welches im wesentlichen das Ziel einer Veranschaulichung
des Beugungsvorganges an der Kante verfolgt. Daher wird die Betrachtung im Zeit-
bereich fiir einen DIRAC-Impuls des priméren Generators durchgefiihrt. Die Vor-
teile dieser Betrachtungsweise sind zum einen, dass sich aufgrund der verschwin-
denden Impuls-Lénge die Zusammensetzung der einzelnen Feldbeitrige besser ver-
folgen ldsst, zum anderen haben die ermittelten Feldformationen den Charakter
einer Impulsantwort des Systems und erlauben somit die Berechnung der Beu-
gungsfelder fiir eine beliebige Zeitabhéngigkeit des treibenden Generators mittels
einer Faltungsoperation mit der Impulsantwort.

Das vorgestellte Modell kann anhand zwei seiner Grundgedanken in einen histo-
rischen sowie methodischen Kontext beugungstheoretischer Verfahren eingebettet
werden. Dies sind zum einen die Betrachtung der Beugung als lokales Phénomen,
welche in der geometrisch-optischen Beugungstheorie J. B. KELLERs am deut-
lichsten zutage tritt, und zum anderen die Einfiihrung von ,, Kantenriickwirkungs-
stromen, ein Gedanke, der seine Entsprechung in der physikalischen Beugungs-
theorie P. Y. UFIMTSEV findet. Zum besseren Verstdndnis des Modells sei daher
in 2.2 eine skizzenhafte Beschreibung beider Verfahren dargeboten.

11



12 KAPITEL 2. STROMLINIEN-MODELL

2.1 Allgemeine Beschreibung des Modells (Das
,,Besenmodell*)

Das Modell beruht auf der Annahme diskreter Elemente des priméren Flichen-
stromes fzp , die entlang einzelner Linien vom Generator aus in Richtung Kan-
te fortschreiten und diese an den Stellen z; zu verschiedenen Zeitpunken t;,; =
teo + /% + 22 [cq erreichen. Dabei stellt tyo den Zeitpunkt der Aussendung des
DirAc-Impulses vom Primér-Generator dar und kann im Folgenden, aufgrund der
Existenz einer einzigen Primér-Quelle, ohne Beschrankung der Allgemeingiiltigkeit
zu Null gesetzt werden. An den Stellen z; der Kante werden einzelne Sekundér-
Generatoren angesetzt. Verbunden mit diesen Generatoren sind in der Plattene-
bene angeordnete, stromfithrende Linien, die im Plattenbereich sternférmig von
den Generatoren ausgehen, wiahrend im Bereich auflerhalb der Platte jeweils ei-
ne einzige Stromlinie existiert, als Weiterfithrung der Verbindungslinie zwischen
dem Primér-Generator und dem entsprechenden Sekundér-Generator. Zur einfa-
cheren begrifflichen Handhabung, werden im Folgenden die von den Sekundér-
Generatoren ausgehenden Stromlinien als ,,Besen“ bezeichnet. Dabei bilden die
sternférmig vom Generator in den Plattenbereich ausgehenden Linien die ,Be-
senreiser”, wahrend die einzelne Stromlinie im Bereich auflerhalb der Platte den
»,Besenstiel“ bildet. Abbildung 2.1 zeigt die Anordnung der Stromlinien eines ein-
zelnen Sekundér-Generators. Sobald ein Element I:p des priméren Stromes den

Primér—GeneratO\

s N
/ a AR
s AN

Schlitzleitung o RN Besenreiser

Kante L ) ' N

Y N

7

Sekundiar—Generator

Besenstiel

Abbildung 2.1: Stromlinien-Anordnung fiir einen einzelnen Sekundér-Generator
am Ort z;.

Ort z; an der Kante erreicht hat, sendet der Sekundéir-Generator an dieser Stel-
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le einen Sekundar-Impuls aus. Dieser ist so bestellt, dass der Strom-Impuls ent-
lang des Besenstieles den priméren Strom-Impuls weiterfiihrt, jedoch gewichtet
und mit umgekehrten Vorzeichen, so dass die Unstetigkeit im Primé&r-Feld beim
Uberschreiten der Kante ausgeglichen wird. Auch in den Plattenbereich hinein sen-
det der Sekundér-Generator einen Strom-Impuls mit der gleichen Amplitude des
ankommenden priméren Strom-Impulses. Dieser verteilt sich jedoch auf die Besen-
reiser in einer Weise, die spéiter noch zu bestimmen ist.! Aus der Gestaltung des
,Besens* wird offenbar, dass der Sekundér-Generator einen kugelférmigen Wellen-
Impuls aussendet, der in einem lokalen Kugel-Koordinatensystem, mit dem Se-
kundéar-Generator im Ursprung, einen TEM-Charakter aufweist. Berechnen lassen
sich diese lokalen Sekundér-Wellen auf der Basis der Berechnung von V-Dipolen,
die jeweils von den einzelnen Besenreisern mit dem Besenstiel gebildet werden.
Das gesamte Beugungsfeld lédsst sich anschliefend als Kombination der einzelnen,
lokalen Sekundér-Wellen darstellen. Es wird sich dabei zeigen, dass die Beschrei-
bung des Beugungsfeldes durch die Einfithrung eines neuen problemangepassten
Koordinatensystems vereinfacht wird, in dem die Phasenfronten des Kantenbeu-
gungsfeldes mit einer der Koordinaten-Flachen iibereinstimmen.

!Die sternformige Anordnung der Stromlinien im Plattenbereich entspricht anschaulich einer
Streuung des priméren Stromes an der Kante.
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2.2 Grundlegende Ideen zur Entwicklung des Mo-
dells

2.2.1 Beugung als lokales Phinomen: Kellers Geometri-
sche Beugungstheorie.

Die Geometrische Beugungstheorie stellt eine Erweiterung der Geometrischen Op-
tik dar. Wahrend letztere auf einer strahlenoptischen Betrachtungsweise von Wel-
lenausbreitungsphédnomenen mit der Einschrankung auf die Gesetze der Reflexion
und der Brechung beruht, bietet erstere die zusédtzliche Moglichkeit der Behand-
lung von Beugungserscheinungen.?

In dem zentralen Artikel von 1962 (| ]) beschreibt J. B. KELLER? die Grund-

lagen seiner Theorie sowie ihre Anwendung auf verschiedene Beugungsanordnun-
4

gen.

Ahnlich wie die Gesetze der Reflexion und Brechung, lisst sich auch das Gesetz
der Beugung, das KELLER in seiner Theorie einfiihrt, aus dem FERMAT’schen
Prinzip herleiten. Dabei ist die Betrachtung der Beugung als lokales Phdnomen
entscheidend:

, The fundamental premise underlying the geometrical theory of diffrac-
tion is that light propagation is entirely a local phenomenon because
the wavelength of light is small. By this it is meant that the manner
of propagation at a given point is determined solely by the properties
of the medium and the structure of the field in an arbitrarily small
neighborhood of the point.“®

Wie Abbildung 2.2 am Fall der Beugung eines Wellenstrahls an einer unendlich
scharfen, geradlinigen Kante zeigt, verlaufen die Beugungsstrahlen auf der Ober-
fliche eines Kegels, dessen Achse mit der Kante iibereinstimmt und dessen Spitze
am Beugungspunkt liegt. Dabei entspricht der Offnungswinkel des Kegels dem
Winkel, den der primére Strahl mit der Kante bildet. Wahrend die Abhéngigkeit
der Amplitude der Beugungsstrahlen beziiglich des Abstandes zur Kante anhand
des Energieerhaltungssatzes ermittelt werden kann, geschieht die Bestimmung der
Winkelabhéngigkeit iiber den Vergleich mit der vorhandenen Losung eines kano-
nischen Problems (in diesem Fall das SOMMERFELDsche Beugungsproblem).

2Fiir eine ausfiihrliche Darstellung, siehe z. B.: [ ]

3JosEPH BisHOP KELLER (x 31. Juli 1923, Paterson, New Jersey)

4Die GTD wurde von KELLER im Laufe der 50er Jahre entwickelt. Dementsprechend sind einige
Vorarbeiten zur GTD vereinzelt auch in fritheren Artikeln zu finden, z.B. in | ].

SPIERRE DE FERMAT (x 1607/08 in Beaumont-de-Lomagne; + 12. Januar 1665 in Castres).

o ], S. 117.
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Metallplatte
Beugungs—

punkt \

'
h
\ ,

Beugungs—

strahlen
" Primirer

Wellenstrahl

Abbildung 2.2: Beugung eines Wellenstrahls (mit beliebigem Einfallswinkel) an
einer geradlinigen Kante.

Primérer

Metallplatte

\ Beugungs—

strahlen

Abbildung 2.3: Beugung eines Wellenstrahls (mit senkrechtem Einfallswinkel) an
einer geradlinigen Kante.
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Betrachtet man den Fall des senkrechten Einfalls eines Wellenstrahls auf die Kante
ug = e~ (Abb. 2.3), wobei der zeitharmonische Faktor e~™! unterdriickt wird,
so léasst sich das Beugungsfeld anhand der obigen Uberlegungen angeben, durch:

e’Lkp

VP

wobei D den winkelabhéngigen Beugungskoeffizienten darstellt.
Ein Vergleich mit der asymptotischen Losung des SOMMERFELDschen Beugungs-
problems (Gl. (D.8), S. 95) liefert schlieBlich:

u? = D(ay, ¢) (2.1)

—e' 1 1
D(O[07 ¢) = Rk ( b—ao T+ ¢>+a0> (22)

COS 5 COS 5

wobei wieder das obere Vorzeichen fiir den Fall der E-Polarisation, das untere
Vorzeichen fiir den Fall der H-Polarisation gilt.
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2.2.2 Kantenriickwirkungsstrome: Ufimtsevs Physikalische
Beugungstheorie

Die Methode der Physikalischen Optik” (PO) zur Lésung von Beugungs- und Streu-
ungsproblemen (an metallischen Gegenstanden) beruht auf der Berechnung der Se-
kundir-Felder und -Potentiale durch Auswertung des CouLoMB®schen Integrals’
fiir die induzierte Flichenstromdichte J3 :

- 1 [ Ja(r)
AS(r) = — F dO 2.3
") =1 o[ — 7] (2:3)
_ . d divA® _ .
Bo(r) = iy A () + &IV ey LB ) (24)

wWeo

Wobei eine harmonische Zeitabhéngigkeit (e =) der Vorgiinge vorausgesetzt wird.

Strahlungs—
quelle B
/F,——f’ T Schatten-
NS bereich

Abbildung 2.4: Bestimmung der sekundéren Fldchenstromdichte nach der Methode
der Physikalischen Optik.

Wie Abbildung 2.4 veranschaulicht, wird die sekundére Flichenstromdichte aus-
schliefflich in dem im Sinne der Strahlenoptik ausgeleuchteten Bereich anhand der
Formel

Js =27 x H? (2.5)

"Fiir eine ausfiihrliche Darstellung, siehe z. B.: MAKOTO ANDO: Physical Optics. In: [ ].

8CHARLES AUGUSTIN DE COULOMB (x 14. Juni 1736 in Angouléme; + 23. August 1806 in Paris)

90bwohl die Bezeichnung CouLoMB-Integral in der Literatur ausschlieBlich fiir die Berechnung des
skalaren Potentials aus der elektrischen Ladungsverteilung geldufig ist, wird diese hier, aufgrund
der formalen Ahnlichkeit, auch fiir die Berechnung des Vektorpotentials aus der elektrischen
Stromverteilung gebraucht.
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aus der primédren magnetischen Feldstérke HP berechnet, wiahrend im ,,strahlen-
optischen“ Schattenbereich keine induzierte Flichenstromdichte angesetzt wird.!?
Der abrupte Abbruch der sekundéren Flachenstromdichte sowie die Vernachlassig-
ung der durch Kriimmungen und Diskontinuitéten in der Oberfliche verursachten
Abweichungen von der durch Gl.(2.5) gegebenen Stromverteilung, bedingen den
Néherungscharakter der Physikalischen Optik.

UrFIMTSEVs!! Erweiterung der Physikalischen Optik (PO) zur Physikalischen Beu-
gungstheorie'? (PTD) beruht auf der Einfithrung einer modifizierten Flichenstrom-
dichte (siehe dazu: [ ], 2.1, S. 45):

R S (2.6)

wobei j}’PO die induzierte Flachenstromdichte der Physikalischen Optik nach Glei-
chung (2.5) darstellt (als uniform currents bezeichnet), wihrend J=" jegliche Ab-
weichungen der Oberflédche des beugenden Korpers von einer ausgedehnten, ebenen
Fldche (Kriimmungen, Kanten usw.) beriicksichtigen soll. Diese werden allgemein
als nonuniform currents und speziell im Falle von scharfen Kanten als fringe cur-
rents bzw. truncation currents bezeichnet.

Wie in | ] erértert wird, stellt sich im Allgemeinen die Schwierigkeit einer ex-
pliziten Bestimmung von j}N fiir ein bestimmtes Beugungsproblem. Diese gelingt
nur in den Féllen, wo ein Vergleich mit einem kanonischen Problem mit bekannter
Losung moglich ist, wie z. B. im Falle des SOMMERFELDschen Beugungsproblems
anhand der Gleichungen (E.72; S. 115) und (E.83, S. 117).

Dennoch hat der UriMTSEVsche Gedanke'® der Einfithrung von ,, fringe currents®
(in dieser Arbeit als ,, Kantenriickwirkungsstrome* bezeichnet) die Beugungstheo-
rie nachhaltig beeinflusst.

10Dje Unterscheidung von ausgeleuchtetem und Schattenbereich nach strahlenoptischen Kriterien
begriindet den Begriff ,,Optik“ im Namen der Methode, wiahrend die Bezeichnung ,,Physikalisch*
auf der Auswertung des Integrals iiber die induzierte Fldchenstromdichte beruht.

HUPyoTR YAKOVLEVICH UFIMTSEV (% 1931, Republik Altai (Sibirien)).

2UFIMTSEV hat seine Theorie in den frithen 1960ern entwickelt, vor dem Hintergrund von
Riickstreuuntersuchungen an verschieden geformten Objekten. Sein Artikel von 1962 (| D
wurde fortan vom Informationsdienst der Amerikanischen Luftwaffe ins Englische iibersetzt (je-
doch erst im Jahre 1971 zur allgemeinen Nutzung freigegeben) und hatte nachhaltige Auwirkun-
gen auf die Stealth-Technik zur Minimierung des Radar-Echos von militérischen Flugzeugen.

13Eine #hnliche Idee besteht in dem nach KOTTLER benannten Ansatz von Linienladungen an
scharfen Kanten zur Erfiillung der Kontinuitétsgleichung (siehe dazu: | ], 4.40.5, S. 891).
[FRIEDRICH KOTTLER (% 10. Dezember 1886 in Wien; + 11. Mai 1965)].
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2.3 Sektorisierung des priméaren Flichenstromes

Zur Bestimmung der diskreten Stromelemente I_;P , wird der vom Primér-Generator

ausgesendete Flachenstrom in Winkel-Sektoren Acq; aufgeteilt, welche an der Kan-
te (2-Achse) gleiche Abschnitte Az bilden, wie Abbildung 2.5 veranschaulicht.'*

_ X
Prlm'air—GeneratO\
I
/ W / AQL;
Schlitzleitung FRNNN
a S

Kante O,
\ \\\ .\'\‘ : A N . Z
\ \ A >

Az | Az } Az

Abbildung 2.5: Sektorisierung der priméren Flichenstromdichte zur Bildung dis-
kreter Stromelemente.

Der Winkel eines Sektors Aa; am Ort z; lasst sich wie folgt bestimmen:
A A
Aq; = arctan[(z; + TZ)/a] — arctan[(z; — TZ)/a] (2.7)

Fiir jeden Sektor Acq; wird nun ein diskretes Stromelement [:P angesetz, welches
aus der priméren Fliachenstromdichte auf folgende Weise berechnet werden kann:

Aus Gl. (1.3) geht hervor, dass die primére Flachenstromdichte beziiglich des Spei-
segenerators radial gerichtet ist, wobei, durch die konventionelle Festlegung des
Generator-Stromes i(t) in negative z-Richtung, der Flichenstrom aus dem Be-
reich > a in den Generator hinein flieit, wihrend der Fléachenstrom im Bereich
x < a aus dem Generator flieit. Aus dem Ausdruck dieser Radialkomponente:

(t — I‘Q/CQ) _ Z(t — I'()/Co)
7 (a — p) T T COS (v

1
Ty =B, + (JF,)? = (2.8)

14Es sei hier angemerkt, dass eine Diskretisierung in Sektoren gleichen Winkels A« zu unterschied-
lichen Abschnitten an der Kante Az; und damit zu einer Verkomplizierung bei der Berechnung
der Beugungsbeitrige entlang der Kante fithren wiirde.
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ist ersichtlich, dass deren Betrag ausschlieBlich vom Abstand zur Schlitzleitung
la — p| abhiingt.'

Der Strom innerhalb eines Sektors A, am Ort z; an der Kante kann unter der ver-
einfachenden Annahme, dass die Anderung der Flichenstromdichte entlang eines
Kreisbogens ro; Aq; innerhalb des Sektors vernachléssigbar ist, wie folgt angegeben

werden:
(t — To; v/ a? 2
]Zoa~r0'(zi) = Jgro- . rOiAOéi _ Z( )] /CO) a“ + Z; Aai (29)
19 1 9 7 7r a

wobei ro; = \/a? + 22 und Aq; aus Gl. (2.7) zu ermitteln ist.

Hier stellt sich das Problem der Gewichtung der einzelnen diskreten Stromelemente
(I_;?J ) entlang der Kante. Denn die Beitrige der verschiedenen Orte z; entlang der
Kante zum gesamten Beugungsfeld hdngen zum einen vom Winkel «; ab, mit dem
der primire Strom auf die Kante auftrifft!®, zum anderen von der Richtung des
priméren Stromvektors, also vom Verhéltnis der beiden zur Kante parallel bzw.
senkrecht gerichteten Stromkomponenten am jeweiligen Ort.
In Ermangelung eines strengen feldtheoretischen Kriteriums fiir die Gewichtung
der Stromelemente, soll dies im Folgenden auf heuristische Weise und im Vorgriff
auf die Ergebnisse der spateren Abschnitte, insbesondere der Simulationsergebnis-
se, versucht werden:
Naheliegend wére die Gewichtung der Strome in Gl. (2.9) mit dem Faktor cos o;; =
a/\/a* + 2%, wodurch die diskreten Stromelemente 1:2” an den Orten z; wie folgt
bestimmt werden:

Z(t — T / CO)

7r
Die Stromamplitude nimmt mit wachsendem Abstand entlang der Kante ab, und
zwar proportional zum Sektorwinkel Aa am jeweiligen Ort. Fiir die Summe der
Stromelemente entlang der gesamten Kante ergibt sich aus Gl. (2.10) fiir > Aa; =
7 der Generator-Strom i(¢), womit die Stromerhaltung gewéhrleistet ist.

Aus der Simulation des Stromlinien-Modells in Abschnitt 2.9 (S. 52) stellt sich
jedoch heraus, dass diese Gewichtung zu schwach ist (siehe dazu: Abbildung 2.31
(oberes Bild), S. 53).

I[(z) = Aa; (2.10)

15Dies markiert ein wesentliches Merkmal der gewiihlten Anregungsstruktur: Wihrend die Pha-
senfronten der priméren Welle konzentrische Kugelflichen um den Generator bilden, bilden die
Amplitudenfronten koaxiale Zylinderflichen um die Schlitzleitung herum.

16Fs sei betont, dass es sich hierbei um die Fortpflanzungsrichtung des Stromes handelt, nicht
jedoch um die Richtung des Stromvektores selbst. Denn bekanntlich fiithrt auch eine zur Kante
parallele Stromkomponente, die in einem bestimmten Winkel auf die Kante auftrifft zu Beugungs-
erscheinungen, ausgenommen der Fall einer zur Kante parallelen Fortpflanzung dieser Kompo-
nente.
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Eine zusétzliche Gewichtung mit dem Faktor 1/|z;]|, wodurch sich die diskreten
Stromelemente I_f’ an den Orten z; wie folgt bestimmen lassen:

Z(t — I'(]i/00> AO&Z'

™ | 2]

IP(2) =

(2.11)

fithrt, wie in Abbildung 2.31 (unteres Bild), S. 53, zu sehen ist, zu einer guten
Ubereinstimmung im Hauptbereich des gebeugten GAuss-Impulses, erweist sich
jedoch als zu stark im Bereich der ,,Schleppe”, in dem die Beitrdge der vom Auf-
punkt weiter entfernten Orte entlang der Kante an Dominanz gewinnen.

Der Faktor 1/|z;| verursacht eine Erhohung der zur Kante parallel gerichteten
elektrischen Komponente des Beugungsfeldes und fiihrt somit zu einer Verschlech-
terung des Stromlinien-Modells (Abschnitt 2.7.2).

Desweiteren fithrt der Faktor 1/|z;| zu einer Polstelle in der Gewichtung bei z; = 0.
Davon betroffen, sind zum einen die Berechnung der Felder der &uflersten Wellen-
front in der Symmetrieebene (Abschnitt 2.7.1), zum anderen die Berechnung der
Beugungsfelder innerhalb des Spindelkérpers an Aufpunkten fiir die einer der be-
teiligten Sekundér-Generatoren am Ort z; = 0 liegt (Abschnitt 2.7.2). Diese Falle
konnen daher nur asymptotisch berechnet werden.

Eine genauere Bestimmung der Gewichtung der priméren Stromelemente wird im
Rahmen dieser Arbeit nicht weiter erortert.
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2.4 Bestimmung der Stromverteilung auf die ein-
zelnen Besenreiser

Abbildung 2.6: Stromlinien-Anordnung zur Berechnung der Besenreiser-
Stromverteilung.

Abbildung 2.6 zeigt die zu untersuchende Anordnung eines Besens in einem lokalen
Polar-Koordinatensytem mit dem Sekundér-Generator im Ursprung. Dabei bilde
der Besenstiel mit der Kante den Winkel —¢;, welcher aus den Koordinaten des
Sekundar-Generators beziiglich des Primér-Generators ermittelt werden kann. Die
N Besenreiser sind in Winkeln ¢,, gleichméfig iiber den Wikelbereich [0, 7] verteilt.
Dazwischen sind in Winkeln ¢,,, insgesamt M = N —1 Stiitzpunkte auf einem Kreis
mit dem Radius r; angeordnet.

Wie in | | gezeigt wurde, konnen die elektromagnetischen Felder eines V-
Dipols mit unendlich langen Armen, welcher mittels eines Generators im Verzwei-
gungspunkt mit einem Strom-Impuls i(¢) gespeist wird, durch folgende Formeln
angegeben werden (Abb. 2.7 zeigt die Anordnung des V-Dipols, wobei zum Zwe-
cke einer einfachen Formulierung zwei lokale Kugel-Koordinatensysteme angesetzt
sind, deren Urspriinge mit dem Ort des Generators iibereinstimmen, wéahrend die
z-Achsen entlang des jeweiligen Dipol-Armes gerichtet sind):
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z
1
ﬁ]

B,

L=

Z,

Abbildung 2.7: Anordnung des V-Dipols in verschiedenen, dem jeweiligen Dipol-
Arm entsprechenden Kugel-Koordinatensystemen.

H,,(r,t) = (=1 {z’(t— ) (HC—OSQ?”)} L ov=1,2 (2.12)

4rr Co sin v,
(=) Tuo [ r. (1+cosd,
By, (rt) = —2— B2l — —) [ =22 2.13
ow(r1) 4y €0 i co) sin 9, ( )

Dabei resultieren die Felder in einem Beobachtungspunkt eines globalen Koor-
dinatensystems aus der Uberlagerung der Beitriige beziiglich der beiden lokalen
Koordinatensysteme (v = 1,2). In Anhang A ist eine Herleitung der beiden obi-
gen Formeln, in Anlehnung an | |, dargebracht.

Im betrachteten Fall (nach Abb. 2.6) konnen, unter Beriicksichtigung der Tatsache,
dass die Summe der Besenreiser-Strome dem Besenstiel-Strom mit umgekehrtem
Vorzeichen entspricht, die Besenreiser als Arme verschiedener V-Dipole betrachtet
werden, deren jeweilige zweite Arme sich im Besenstiel iiberlagern. Wendet man
Gl (2.12) auf die Besen-Anordnung in Abb. 2.6 an, so ergibt sich:

Hy(ri, (;Om) ’y:O =

N
1 3 Ln(on) (1 + cos(om — ¢n)) | 17(s) (1 + cos(pm — ¢1)) (2.14)
dmry | | = sin(p,, — @n) sin(@m, — i)

Dabei wurde die zeitliche Retardierung in der obigen Formel aufler Acht gelas-

sen, da alle Strome die gleiche Zeitabhéngigkeit aufweisen und nur deren Win-
kelabhéngigkeit im Folgenden von Belang ist.
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Aus der Anordnung ist ersichtlich, dass das in Gl. (2.14) angegebene Magnetfeld
senkrecht auf der Ebene der Stromlinien steht. Da jedoch das Magnetfeld auf ei-
ner vollkommen leitenden Fliache ausschlieflich eine tangentiale Komponente auf-
weisen darf, kann daraus gefolgert werden, dass der Ausdruck in Gl. (2.14) zur
Erfiillung dieser Randbedingung verschwinden muss. Nimmt man noch die oben
schon erwéhnte Bedingung hinzu, dass die Summe der Besenreiser-Strome gleich
dem Besenstiel-Strom (Dieser wiederum ist gleich dem ankommenden Primér-
Strom) sein muss: 25:1 I, = I?, so lasst sich ein N x N Gleichungssystem auf-
stellen, dessen Losung die Strom-Werte [, liefert:

b171 e blm, e bl,N [1 dl
T Y M _ g | dn 2.15)
T In s
bara barm by N : dn
r ... 1 ... 1 Iy 1
N ~- T N e N—
B I d

Dabei sind die Koeffizienten b, , und d,, wie folgt definiert:

1+ cos(©m — ¥n) g - 1+ cos(om — @;)

bimn . , _ 2.16
’ sin(@m — ¢n) sin(om — i) (2.16)
Die Besenreiser-Strome I,, konnen nun durch die Formel:

I=1"inv(B)d (2.17)

berechnet werden. Abbildung 2.8 zeigt die Stromverteilung auf die einzelnen Be-
senreiser fiir einen Besen am Ort z; = a (p; = —45°). Dabei wurde I = 14
gesetzt.
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Abbildung 2.8: Stromverteilung auf die einzelnen Besenreiser fiir den Fall: z; = a
(pi = —45°) und I} = 1A.
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2.5 Berechnung der elektromagnetischen Felder
eines einzelnen Besens

Nachdem die Amplituden der einzelnen Besenreiser-Stréme ermittelt wurden, konnen
die Gleichungen (2.12) und (2.13) nun zur Berechnung der Komponenten des
vom Sekundér-Generator ausgesendeten Feld-Impulses verwendet werden. Aus der
Struktur des Besens ist ersichtlich, dass der Sekundér-Feldimpuls sich in Form ei-
ner Kugelwelle mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitet. Aufgrund der Annahme eines
DirAc-Impulses, beschrinken sich die elektromagnetischen Felder sowie die zu
ihrer Berechnung angesetzten Aufpunkte auf eine Kugelfliche, welche zu einem
Zeitpunkt t > t;o den Radius r; = ¢o(t — ti) besitzt. Durch die Abwesenheit einer
radialen Komponente der elektromagnetischen Felder, weist der Feld-Impuls einen
TEM-Charakter auf. Somit liegen alle Feldlinien auf der Kugeloberfliche, was ihre
Berechnung deutlich erleichtert.

Zur Berechnung der elektromagnetischen Felder auf der Kugelfliche (r = r;) wird
ein lokales Kugel-Koordinatensystem (r, ¢, ¢) mit dem Sekundér-Generator im Ur-
sprung und der z-Achse senkrecht auf der Plattenebene (entsprechend der globalen
y-Achse) und der z-Achse entlang der Kante (entsprechend der globalen z-Achse)
eingefiihrt, wie in Abb. 2.9 zu sehen ist.

Ziy 9

Abbildung 2.9: Lokales Koordinatensystem zur Berechnung der elektromagneti-
schen Felder.

Eine direkte Auswertung der beiden Gleichungen (2.12) und (2.13) in diesem Ko-
ordinatensystem wiirde zu unhandlichen Formulierungen fithren, da zunéchst die
Beitriage der einzelnen Stromlinien in ihre ¢- und ¥-Komponenten beziiglich die-
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ses Systems zerlegt werden miissen. Deshalb wird, in Anlehnung an | ], der
Losungsweg iiber die Einfiihrung eines skalaren Potentials U bestritten:

Da der Ausdruck in Gl. (2.13) auf einer Kugelfliche um den Generator nur von
den Winkeln 6, 5 abhéngt (Zweidrahtleitung!), ldsst sich ein Potential der Form:

Ho 1 —costh ) 10U
U= l —_— t Ey=gradU = 2.18
47T " (1 — cos 192> ml v =8 r 90 (2.18)

einfithren. Angewendet auf unseren Fall, ergibt sich fiir das Potential:

U - 417T {[Z[ In 1—Cos(vp,vn))] e 1n(1_cos(z7p7@-))} (2.19)

n=1

Dabei bezeichnen v, 7, und v; die Richtungsvektoren von Aufpunkt, Besenreiser
und Besenstiel, (v, 9,) und (,,7;) die rdumlichen Winkel zwischen den jewei-
ligen Vektoren. Die Richtungsvektoren lassen sich in einem dem lokalen Kugel-
Koordinatensystem entsprechenden lokalen kartesischen Koordinatensystem (x;, y;, z;)
wie folgt angeben'”

U, = sinv, cosy, ey, +sind, sinp, ey, + cosd, €,
1 . o 5
— (T1p €2, + Yip €y, + 21p €2) (2.20)
U, = COSpy €y +sing, €, +0¢e, (2.21)
U; = cosp;éy +sing; €, + 08¢, (2.22)

Dabei wurde in Gl. (2.20) die Abkiirzung r; = /@7, + i, + 2;, eingefiihrt, da sich

alle Aufpunkte P(xy,,yip, 21,) auf einer Kugel mit dem Radius r; befinden. Die
Cosinus-Funktionen in Gl. (2.19) lassen sich unter Anwendung der Formel fiir das
innere Produkt zweier Vektoren wie folgt berechnen:

Uy - 1, o Uy - U
Zp o , cos(0,50) = 22— (2.23)

|G| U] || [

cos(0,,0p) =

1"Die Formulierung der elektromagnetischen Feldkomponenten in kartesischen Koordinaten wird
sich im weiteren Verlauf der Untersuchung als vorteilhaft erweisen, da bei einer Translation bzw.
Rotation (um Vielfache einer Viertelumdrehung) des Koordinatensystems die Feldkomponenten
durch blofles Vertauschen der Indizes und Variablensubstitution transformiert werden kénnen.
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Damit ldsst sich das Potential aus Gl. (2.19) in dem lokalen, kartesischen Koordi-
natensystem wie folgt angeben:

N .
_1 [ =2 E : Zyp COS Py, + Yip SIN Py
U(:Blp,ylp, le) = 47r /:;) { [ [n ln (1 _ lp SD - ylp ()0 )] _
n=1 7

(1 et ] g,

T

Aus dem Potential in Gl. (2.24) kann nun das elektrische Feld durch Gradienten-
bildung berechnet werden:

£ :i Ho iv:j_ Typ/Ti — COS @y, B
Todr Ve | | " = (wp cos g + g sin o)

P ZUZp/Tz' — COS @5 } (2.25)
Y ri — (x cos @; + yipsin ;) )

voar\ e "o — (@1 €OS Py, + Yip SIn )

17 Yip/Ti = St } (2.26)
Cry — (@, cos @; + yip sin ;)

E, = 1 Jio i\f: I 21p/ 7 _
Todn Ve | |42 = (wpcos n + Y sing,)

i Cip/ T (2.27)
" ri — (1 cOs @i + Yip Sin ;)

Aufgrund des TEM-Charakters des Feld-Impulses, 1dsst sich das magnetische aus
dem elektrischen Feld wie folgt berechnen:

| .
H = 7061 x E (2.28)
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wobei der Einheitsvektor in radialer Richtung é,. dem eingefiihrten Richtungsvektor
U, entspricht und Zy = \/ o/ €o den Freiraum-Wellenwiderstand bezeichnet. Damit
lauten die magnetischen Feldkomponenten in dem lokalen, kartesischen Koordina-
tensystem:

1

H, = Zor (yp By — 21p By (2.29)
1

H, = Zors (le Ey — EZz) (2.30)
1

H, = Zor (T1p By, — Yip E)) (2.31)

Die magnetischen Feldlinien lassen sich in einfacher Weise als Hohenschnittlinien
des Potentials U darstellen. Abbildungen 2.10 und 2.11 zeigen die magnetischen
Feldlinien eines einfachen V-Dipols sowie des gesamten Besens:

Abbildung 2.10: Magnetische Feldlinien eines DIRAC-Impuls gespeisten V-Dipols
zu einem Zeitpunkt ¢ auf einer Kugeloberfliche mit r; = co(t — ).



30 KAPITEL 2. STROMLINIEN-MODELL

777N
TN
]
‘ /

l

—_—

—

i

;'I

e
V.

Abbildung 2.11: Magnetische Feldlinien des in Abb. 2.9 dargestellten Besens aus

verschiedenen Perspektiven.
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2.6 Problemangepasstes Koordinatensystem: Das
Spindel-Koordinatensystem

Nachdem die Sekundér-Felder eines einzelnen Besens ermittelt worden sind, soll
nun das gesamte Beugungsfeld als Uberlagerung der einzelnen Sekundir-Felder
formuliert werden. Die einzelnen Sekundér-Felder wurden aufgrund der Besen-
Struktur in lokalen Kugel-Koordinatensystemen formuliert. Daher stellt sich die
Frage, in welchem Koordinatensystem das gesamte Beugungsfeld in geeigneter Wei-
se formuliert werden kann?

Y

Primar-VWellenfront

Abbildung 2.12: Darstellung der Primér-Wellenfront nach dem Uberschreiten der
Kante, sowie die dadurch entstehende Beugungs-Wellenfront

Wie in Abbildung 2.12 zu sehen ist, bilden die Phasenfronten des Beugungsfel-
des Spindel-Flachen, mit der Kante (z-Achse) als Rotationsachse. Daher ist es
zweckméBig, ein Koordinatensystem einzufiithren, in dem eine der Koordinaten-
Flachenscharen eine Spindel-Form aufweisen, welche mit den Phasenfronten des
Beugungsfeldes iibereinstimmen.
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X

€ = const.

R = const.

o= =L |

\

o

Abbildung 2.13: Dreidimensionale Darstellung der Spindel-Koordinaten-Flachen.
Der Bezugspunkt G auf der z-Achse bezeichnet den Ort des Speisegenerators in
der betrachteten Beugungsanordnung und liegt im Abstand a von der z-Achse.

Abbildung 2.14: Dreidimensionale Darstellung eines Punktes P in den Spindel-
Koordinaten (R, ¢,¢).

Abbildung 2.13 zeigt die drei Koordinaten-Fléachen des Spindel-Koordinatensystems
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wahrend Abbildung 2.14 die Darstellung eines Punktes in dem neuen Koordina-
tensystem veranschaulicht:

Die Spindel-Flachenschar wird durch Werte R =const. beschrieben, wobei R €
Ja, oo den Radius eines Kreises in der zz-Ebene bezeichnet, der im Bereich aufer-
halb der Platte mit dem Schnittbogen der entsprechenden Spindel-Fldche mit der
xz-Ebene iibereinstimmt.

Die zweite Flachenschar bilden Kegel-Flichen, welche durch Rotation der Be-
senstiele um die Kante gebildet werden und durch Werte € =const. beschrieben
werden, wobei € € [— arccos(a/R), arccos(a/R)] den Winkel zwischen dem entspre-
chenden Besenstiel und der z-Achse bezeichnet.

Die dritte Flachenschar bilden Halbebenen, die von der Kante mit Winkeln ¢ =const.
ausgehen, wobei ¢ € [0,27] den Winkel der entsprechenden Halbebene mit der
xt2-Halbebene bezeichnet.

Abbildung 2.15: Darstellung der Einheitsvektoren é€g, €, und €. fiir zwei Punkte
in der xz-Ebene, welche die gleichen Koordinaten R und ¢, jedoch verschiedene
Winkel ¢ (0°,180°) besitzen.

Mit der Festlegung der Einheitsvektoren €, €, und €. nach Abbildung 2.15 ist ein
rechtshandiges, orthogonales, krummliniges Koordinatensystem (R, ¢, ¢) gegeben,
welches im Folgenden als Spindel-Koordinatensystem bezeichnet werden soll.'®

18Die Bezeichnung ,Spindel“ fiir die entsprechende Flichenform wurde auch in | ] (S. 110)
vorgenomien.
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Zum Zwecke der Veranschaulichung sei im Folgenden die Vorgehensweise zur Be-
stimmung der Spindel-Koordinaten eines beliebigen Punktes P im Raum darge-

bracht (Abbildung 2.16):

Abbildung 2.16: Bestimmung der Spindel-Koordinaten eines Punktes P.

Zunachst wird die kiirzeste Verbindung von P zur z-Achse PA gezeichnet. Der
Winkel den PA mit der 2" 2-Halbebene bildet, stellt die ¢-Koordinate von P dar.
Bei der Rotation von AP um die z-Achse zeichnet P einen Kreis, dessen Schnitt-
punkt mit der ™ 2-Halbebene als B bezeichnet wird. Der Winkel, den GB mit der
negativen x-Achse bildet, stellt die e-Koordinate von P dar.

Die Lange der Strecke GB legt zugleich die R-Koordinate von P fest.

Die Einzelheiten zu dem neuen Koordinatensystem (metrische Faktoren; Weg-,
Fliachen-, Volumenelemente; Operatoren usw.) sind ausfiihrlich in Anhang B dar-
gebracht.
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2.7 Darstellung des Beugungsfeldes in Spindel-
Koordinaten

2.7.1 Betrachtung der duflersten Wellenfront

X
Y
“‘\\\\ Primér—
Sekudir— \ \\\\ Generator
Generatoren \ \\\ AN
\
‘\
\ \ 1
Einhiillende \
Spindelfldche
Z
\
Sekundir— !
Wellenfronten |
\

Abbildung 2.17: Beitrdge der einzelnen Sekundér-Wellen zur einhiillenden,
auersten Beugungs-Wellenfront.

Zur Formulierung des Beugungsfeldes in Spindel-Koordinaten sei zunéchst nur die
auBlerste Wellenfront betrachtet. Abbildung 2.17 zeigt drei Sekundér-Generatoren
an verschiedenen Stellen z; entlang der Kante, deren zu den Zeitpunkten t;,, =
\Va? + 22 /co ausgesendete Kugelwellen zum Zeitpunkt ¢ die Radien r; = co(t —t;0)
besitzen. Wie aus der Abbildung ersichtlich ist, beriihren die einzelnen Kugel-
Fliachen die einhiillende Spindel-Fliche entlang verschiedener Kreisringe um die
Kante herum. Daraus folgt, dass die Felder auf den Kreisringen der duflersten
Wellenfront jeweils von einer einzigen Besen-Struktur herriihren.'® Zudem verliuft
jeder Kreisring auf der entsprechenden Sekundér-Kugelfliche durch den Punkt, an
dem der Besenstiel diese Flache durchdringt.

Die in den Gleichungen (2.25)-(2.27) und (2.29)-(2.31) angegebenen Feldkompo-
nenten fiir eine einzelne Besen-Struktur in einem lokalen, kartesischen Koordina-

9Aus diesem Grund, sowie zum Zwecke der Anschaulichkeit, werden im weiteren Verlauf der
Untersuchung Kreisringe um die Kante herum, anstelle von einzelnen Aufpunkten, betrachtet.
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tensystem konnen nun durch die Substitutionen

€y — €2 , €y — €y , €y —Cy

sowie
rn —z2=-z , Yy—x , Z—Y

zunéchst in das globale, kartesische Koordinatensystem (z, y, z) transformiert wer-
den?:

N .
Ei = i @ Z I ‘Tp/rri — S Pp, .
4 €0 = n; T, — ((Zp — Zi> COS ©p, + Tp sin 90n2>

Jé xp/1; — sin g, (2.32)
"y — ((zp — 2i) cos @ + psin ;) '

8

N
> Bl -
£ 1 = (2 — 2) COS @, + TSI 2y,)

&

|
5=
S |5
——
—

I p/ 1 } (2.33)

"y — ((zp — 2zi) cos i + T, sin ;)

(2p — 2i)/1ri — COS Py,

N
Ei=—, /2= I, _
{ [Z Ly — ((zp — z;) cos Pn,; + TpSin gom)]

I83
W
3
@)

()

I (zp — 2;) /1 — cOS @; ' (2.34)
i — ((2p, — 2;) cos ; + x, sin ;)

H = 1 E! E' 2.35
z ﬂ (yp z (Zp - zi) y) ( . )

i 1 i i
Hy = ZO " ((Zp — ZZ) Ex — Q'Jp Ez) (236)
H! = L E! E! 2.37
P m (l’p v Yp m) (2.37)

20Da im Folgenden mehrere Sekundér-Felder gleichzeitig sowie deren Uberlagerungen betrachtet
werden sollen, werden alle Gréflen, die von einer bestimmten Besen-Struktur abhéingen, zusétzlich
mit ¢ gekennzeichnet.
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wobei r; = \/ 22+ y2 + (2, — 2:)? gilt und die Aufpunkte P(x,, yp, 2p) sich jeweils
auf einer Kugel mit dem Radius r; befinden.

Die Punkte eines Kreisringes auf der Spindel-Fldche besitzen gleiche Werte fiir
die Koordinaten Ry, und ¢,, wihrend sich die Winkel ¢ iiber den Wertebereich
[0, 27| erstrecken. Die dem Kreisring entsprechende Besen-Struktur ldsst sich aus
den Spindel-Koordinaten des Kreisringes wie folgt bestimmen:

zi=ataney, , ;=R —a/cosey, , —p=T/2— €
Weiter konnen die kartesischen Koordinaten des Kreisringes angegeben werden:
i 2.2 2
Zp = er Sl Exy Tp, Yp € [‘Pkr, pkr] ) iL’p + yp = Pkr

wobel pi; = Ry cosey, — a = r;sin(—¢p;) den Radius des Kreisringes darstellt.
Abbildung 2.18 veranschaulicht die berechneten Koordinaten.

\

Abbildung 2.18: Koordinaten eines Kreisringes auf der duflersten Wellenfront sowie
die Parameter der entsprechenden Besen-Struktur.

Mit diesen Informationen und der Bestimmung der Besenreiser-Stromverteilung
anhand der Gl. (2.17) kénnen nun die Gleichungen (2.32)-(2.34) und (2.35)-(2.37)
ausgewertet werden. Anschliefend lassen sich die elektromagnetischen Felder, dar-
gestellt durch 17, in den Spindel-Koordinaten anhand der Transfomationsregeln
(siehe Anhang B, S. 77) wie folgt berechnen:

Vr(R,¢p,e) = cosecos¢ V, + cosesing V, + sine V,
Vo(R, p,e) = —sin ¢ Vo + cosp  V, + 0 V, (2.38)
V.(R,¢,e) = —sinecos¢ V, — sinesing V, + cose V,
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Aus der Berechnung der elektromagnetischen Felder folgt, dass auf der duflersten
Wellenfront nur die beiden Komponenten £y und H, existieren. Diese bilden somit
eine TEM-Welle.

E, [V/m]
H, [A/m]

0 50 100 150 q) [01200 250 300 350 0 50 100 150 q) [O]ZOO 250 300 350
Abbildung 2.19: Verlauf der beiden einzig vorhandenen Feldkomponenten E, und
H. auf einem Kreisring mit den Koordinaten: R = 7m und ¢ = 0° (a = 4m,
Az =1lem, 1 = TA).

Abbildung 2.19 zeigt die ¢-Abhéngigkeit der beiden Feldkomponenten auf einem
Kreisring um die Kante herum, in der Symmetrieebene (z = 0). Zu beachten
ist dabei die antisymmetrische Polstelle um ¢ = 180°, welche durch die Annahme
eines einzelnen Linienstromes (,, Besenstiel“) im Bereich auflerhalb der Metallplatte
begriindet ist. Denn, wihrend die Sekundérstrome innerhalb der Platte durch die
Winkelverteilung den Charakter eines Flichenstromes aufweisen, ist die Polstelle
auf der duflersten Wellenfront um den Winkel ¢ = 180° unvermeidbar, zumal, wie
aus Abbildung 2.18 ersichtlich ist, jeder Kreisring der duflersten Wellenfront den
entsprechenden ,,Besenstiel“-Strom durchschreitet.
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In Anhang C.1 (Abildungen C.3 und C.4) sind sdmtliche elektromagnetische Feld-
komponenten sowohl in Spindel- als auch in kartesichen Koordinaten fiir zwei
Kreisringe an verschiedenen Orten auf der Spindeloberfliche dargestellt. Dabei
bestétigt sich zum einen der TEM-Charakter der Beugungsfront. Zum anderen
stimmt die Abwesenheit einer zur Kante parallelen elektrischen Feldkomponente
(E,) des Beugungsfeldes mit der Tatsache iiberein, dass aus einem Primér-Feld
welches einer zur Kante parallel gerichteten elektrischen Feldkomponente entbehrt
(wie in unserem Fall (Gl 1.2)), keine parallel gerichtete Komponente des Beu-
gungsfeldes hervorgehen kann.?!

21Obwohl diese Tatsache als trivial erscheint, kann sie zusitzlich zu den gewonlichen Randbe-
dingungen als Beurteilungskriterium fiir das Stromlinien-Modell herangezogen werden, wie im
néchsten Abschnitt deutlich wird.
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2.7.2 Das Beugungsfeld innerhalb des Spindel-Ko6rpers:

Nachdem im vorigen Abschnitt die elektromagnetischen Felder der duflersten Wel-
lenfront ermittelt worden sind, sollen nun die Felder im Inneren des Spindel-
Korpers?? untersucht werden.

Aus der Beschaffenheit des Modells sowie der Annahme eines priméren DIRAC-
Impulses folgt, dass die Feldbeitrdge im gesamten Spindel-Korper (einschlillich der
Oberflache!) zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢ die gleiche Weglinge s = R00 =
cot aufweisen.

Wiéhrend die Feldbeitrage auf einem Kreisring der einhiillenden Spindel-Fliche von
einer einzigen Besen-Struktur herriihren, resultieren die Felder auf einem Kreis-
ring innerhalb des Spindel-Kérpers aus der Uberlagerung der Beitriige genau zwei-
er Sekundar-Kugelwellen. Dies folgt aus der oben geschilderten Tatsache gleicher
Wegliangen aller Feldbeitrage des Beugungsfeldes, wonach fiir einen bestimmten
Kreisring innerhalb des Spindel-Koérpers, zu einem bestimmten Zeitpunkt ¢, nur
zwei Sekundér-Generatoren an verschiedenen Orten der Kante z; ; existieren, wel-
che Beitrédge der gleichen Weglénge s liefern. Mit wachsendem Radius des Kreis-
ringes, néhern sich die beiden Sekundér-Generatoren bis sie schliefllich zu einem
einzelnen Generator verschmelzen, sobald der Kreisring die duflerste Wellen-Front
erreicht.?®> Abbildung 2.19 zeigt die geometrische Darstellung eines Schnittringes
mit den entsprechenden Koordinaten.

Abbildung 2.20: Darstellung eines Schnittringes mit den beiden entsprechenden
Sekundér-Generatoren.

22Als ,,Spindel-Kérper“ wird im Folgenden das Volumen bezeichnet, dessen Ausdehnung zu einem
Zeitpunkt ¢ durch die Spindel-Oberfliche R,,., = cot =const. begrenzt wird.

23Die Kreisringe im Inneren des Spindel-Kérpers werden daher, in Abgrenzung zu den Kreisringen
auf der einhiillenden Spindel-Fléiche, im Folgenden als Schnittringe bezeichnet.
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Mit der Festlegung der von den verschiedenen Wellenbeitrigen zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt t zuriickgelegten Weglinge s = cot = R, sowie der Spindel-
Koordinaten eines Schnittringes R, und ey, konnen die restlichen, zur Auswertung
der Feldgleichungen notwendigen Rechengréfien wie folgt ermittelt werden:
Zunéchst lassen sich die kartesischen Koordinaten des Schnittringes angeben:

. 2 2 2
Zp = Ry sineg Tp, Yp € [_psr; psr] Ty + Yp = Psx

wobei pg = Ry, coseg — a den Radius des Schnittringes darstellt.
Die Wegliange s ldasst sich in Abhéngigkeit der Parameter der Sekundér-Wellen
(zi, 1) wie folgt formulieren:

S = 1/22-2’]-4—@24—7“1'7]‘ (239)

Dabei lassen sich die beiden Radien 7; ; wiederum in Abhéngigkeit der Schnittring-
Koordinaten (z,, ps) beschreiben:

rig =/ — 225)? + 02 (2.40)

Durch Einsetzen von Gl. (2.40) in Gl. (2.39) erhalten wir die Funktion:

flzij) = \/zﬁj + a2+ \/(zp —zi;)2+pl—s 20 (2.41)

deren Nullstellen den Orten der beiden Sekundér-Generatoren z; und z; ent-
sprechen.? Abbildung 2.21 zeigt den Verlauf von f(z;;) im gesamten Bereich:
zij € [=v/R2us — % \/R2,,, — a?]. Mit z;; lassen sich nun die Radien 7;; (an-

hand Gl. (2.40)) sowie die Besenstiel-Winkel ¢; ; durch:

—p; ; = arctan(a/z; ;)

bestimmen.

Der Abstand der beiden Sekundér-Generatoren |z; — z;| hédngt dabei vom Radius
des Schnittringes ps, ab und verschwindet, sobald der Schnittring die duferste
Front erreicht hat (pg = Riae COSeg — a), die beiden Sekundar-Kugelflichen also
zu einer einzigen Kugelfldche verschmelzen. Fiir den Fall, dass die Bedingung |z; —
z| < Az erfiillt ist, wie in Abbildung 2.22 gezeigt wird, muss die Uberlappung
der beiden betrachteten Stromsektoren beriicksichtigt werden, indem die beiden
Stromelemente f;p ; mit dem Faktor:

Az
20z — ’Zj - Zi|

fir |z, — 2] < Az
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f(z; ;)

_05 i i i i i i i i i
-25 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 1.5 2 25

Abbildung 2.21: Verlauf der Funktion f(z; ;) fir den Fall: a = 2m, s = Ry,,4, = 3m,
Ry = 2.8m, g5, = 22.2°.

Prim'air—GeneratO\
N
Schlitzleitung S, Uberlappungs—
a \\ .\"\\\\:\.\\\\ ~ .
Kant\e | / bereich
RETIRETN
Az Az

Abbildung 2.22: Uberlappung zweier Sektoren der priméren Flichenstromdichte.

gewichtet werden, so dass der Uberlappungsbereich nicht doppelt zur Berechnung
der elektromagnetischen Felder herangezogen wird.?

24Die Nullstellen kénnen numerisch z. B. mittels der Regula-Falsi-Methode ermittelt werden. Siehe
dazu: | ] (5.5, S. 188) oder | ] (19.1.1.3, S. 909).

25Mit der Beriicksichtigung der Stromsektoren-Uberlappung ist es méglich, auch die Beugungs-
felder auf der dufersten Wellenfront mit der Vorgehensweise dieses Abschnitts zu berechnen.

Die separate Behandlung dieses Falles im vorigen Abschnitt (2.7.1) diente lediglich der besseren
Veranschaulichung des Stromlinien-Modells.
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Damit lassen sich die Besenreiser-Stromverteilungen (anhand Gl. (2.17)) und an-
schliefend die elektromagnetischen Felder (Gln. (2.32)-(2.34) und (2.35)-(2.37))
beider Sekundir-Wellen berechnen. Durch Uberlagerung der Einzelbeitrige erhélt
man die Gesamt-Felder auf dem vorgegebenen Schnittring. Diese lassen sich an-
hand Gl. (2.38) in Spindel-Koordinaten transformieren.

In Anhang C.2 (Abildungen C.5, C.6 und C.7) sind sémtliche elektromagneti-
sche Feldkomponenten sowohl in Spindel- als auch in kartesichen Koordinaten fiir
Schnittringe an verschiedenen Orten innerhalb des Spindelkérpers dargestellt. Da-
bei ist Folgendes zu beobachten:

1. Alle Feldkomponenten erfiillen die Randbedingungen auf der Metallplat-
te, sowie die Symmetrie- bzw. Antisymmetrie-Bedingungen beziiglich der
Platten- (xz-) Ebene.

2. AuBlerhalb der Symmetrieebene existiert eine zur Kante parallel gerichtete
elektrische Feldkomponente (E,). Auch wenn E, in den dargestellten Féllen
ungefahr um das Hundertfache kleiner ist als die restlichen Komponenten,
ist sie feldtheoretisch unbegriindet und beruht somit auf einer Ungenauigkeit
des Modells an sich.
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y [m]
y [m]
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xEm] xEm]
Abbildung 2.23: Elektrische Feldlinien eines gebeugten DIRAC-Impulses in der
Symmetrieebene (z = 0) mit verschiedenen Gewichtungsfaktoren der priméren

Stromelemente: a/+/a? + 22 (linkes Bild) und a/(z;v/a? + z2) (rechtes Bild).

Abbildung 2.23 zeigt die elektrischen Feldlinien in der Symmetrieebene (z = 0)%
fiir die beiden in Abschnitt 2.3 diskutierten Gewichtungen der priméren Stromele-
mente. Dabei ist ersichtlich, dass einige Feldlinien im Fall der schwachen Gewich-
tung (linkes Bild) in Richtung der duflersten Wellenfront verlaufen wo sie abrupt
enden. Da elektrische Feldlinien jedoch entweder in ihren Anfangs- und Endpunk-
ten an den elektrischen Ladungen héngen oder geschlossen sein miissen, deutet
dies auf eine unzureichende Gewichtung der priméren Stromelemente entlang der
beugenden Kante.

Dagegen liefert die alternative Stromgewichtung ein hinsichtlich der vorigen Uber-
legungen annehmbares Feldlinienbild. Zu beachten ist hier die Tatsache, dass trotz
der Annahme eines primdren DIRAC-Impulses, das Beugungsfeld auch innerhalb
des Spindelkorpers existiert und somit eine zeitliche Ausdehnung aufweist.

26Die elektrischen Feldlinien wurden als Hohenschnittlinien des Magnetfeldes berechnet, unter
Berticksichtigung der Tatsache, dass in der Symmetrieebene ausschlielich eine e- bzw. z-
Komponente des Magnetfeldes existiert, sowie unter der vereinfachenden Annahme, dass die
z-Ableitungen der beiden tibrigen Komponenten H, und Hy in der engeren Umgebung der Sym-
metrieebene (z = 0) verschwinden, also die Kriimmung der magnetischen Feldlinien in diesem
Bereich vernachléssigbar ist.
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2.8 Das Kantenbeugungsfeld eines primiren Gauf3-
Impulses

Wie schon in der Einleitung dieses Kapitels (S. 11) angedeutet, diente die bisherige
Betrachtung eines einzelnen DIRAC-Impulses als priméare Wellenform ausschlieflich
der konstruktionellen Handhabbarkeit des vorgestellten Stromlinien-Modells. Da
jedoch aus praktischer Sicht vielmehr Wellen endlicher zeitlicher Ausdehnung von
Interesse sind, soll im Folgenden das Beugungsfeld der Kante fiir den Fall eines
priméren GAUSs-Impulses i(t) = ¢(t) ermittelt werden.

Ein GAuss-Impuls mit der Maximum-Amplitude gleich 1 lésst sich wie folgt for-
mulieren:

A2 ()2 2
gty =e 7 =t mir 4= —V/In(1/g,) (2.42)
g
wobei Ty die Impulsdauer, ty den Ort des Amplitudenmaximums auf der Zeitachse
und g, die Amplitude an den Stellen ¢ = tg &+ T /2 bezeichnen.
Somit lassen sich Dauer (T,) bzw. Linge (T,/cy) und Anfangsamplitude (g,) des
Impulses unabhéngig voneinander einstellen, wobei der Anfangs-Zeitpunkt durch
t, = to — T,/2 gegeben ist.*”
Die Stromelemente ]:P an den Orten z; lassen sich aus Gl. (2.11) wie folgt angeben:

g(t —roi/co) Ay

(2.43)

Zur Anwendung des Stromlinien-Modells wird zunéchst der GAUSS-Impuls zu einer
zeitlichen Folge einzelner, gewichteter DIRAC-Impulse diskretisiert:

g(tk) = g(t) - 6(t = 1) (2.44)

wodurch die Ergebnisse des vorigen Abschnitts (2.7.2) mittels einer Faltung mit
dem diskreten GAUSS-Impuls zur Beschreibung des Beugungsfeldes herangezogen
werden konnen.

Fiir die weitere Betrachtung empfiehlt sich die Variablensubstitution ¢ — s = ¢t,
wobei s den zum Zeitpunkt ¢ zuriickgelegten Weg bezeichnet. Gl. (2.44) lautet
dann:

9(sk) = g(s) - (s — sp) (2.45)

Sei h(s) eine beliebige Komponente des Kantenbeugungsfeldes eines DIRAC-Impulses,

2T Alternativ ldsst sich ein GAUss-Impuls anhand seiner spektralen Eigenschaften (f,,,.: Hochste
Spektrallinie, g; : Amplitude der hochsten Spektrallinie) bestimmen. Dabei gilt: v =

Tfmae/+/I0(1/ge, ) und to = /In(1/g,)/v.
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M als)

T g(sy)

/] :

88, Sk

Abbildung 2.24: Gewichtete DIRAC-Impulse (g(sk)) mit einhiillender GAUSS-
Kurve (g(s)).

so lasst sich diese Komponente im Falle eines GAUSS-Impulses nach Abbildung 2.24
durch folgenden Ausdruck berechnen:

Fls) =Y glsi) - hisk — s1) (2.46)

welcher einer diskreten Faltungsoperation entspricht. Dabei muss bei der Auswer-
tung der Formel an einem bestimmten Punkt P(R, ¢,¢) darauf geachtet werden,
dass die Bedingung s; > R erfiillt ist, das Beugungsfeld also am Aufpunkt P
angekommen ist.

Abbildung 2.25 zeigt die ersten drei DIRAC-Wellenfronten des GAuUss-Impulses.
Eine Anwendung der Gl. (2.46) auf diesen Fall ergibt:

f(s3) = g(s1) - h(2As) + g(s2) - h(As) + g(s3) - h(0) (2.47)

wobei ;.1 — s = As gesetzt wurde.

Im dritten Term der Gl. (2.47) tritt der Fall auf, in dem der Schnittring auf der
auBlersten Wellenfront liegt und somit eine einzige Sekundéir-Kugelwelle zur Er-
mittlung des Beugungsfelder benotigt (siehe Abschnitt 2.7.1), wie in Abbildung
2.25 zu sehen ist.

Abbildung 2.26 zeigt die zeitlichen Verldufe des Kantenbeugungsfeldes fiir verschie-
dene Absténde zur Kante (p = Rcose — a) bei gleichem Winkel, wihrend Abbil-
dung 2.27 die zeitlichen Verldufe fiir verschiedene Winkel bei gleichem Abstand
zur Kante zeigt. Wie dabei ersichtlich wird, hangt die Amplitude des gebeugten
Impulses sowohl vom Abstand des Beobachtungspunktes zur Kante als auch vom
Winkel, den dieser Punkt mit der Metallplatte bildet, ab.

Zu beobachten ist auch die Ausbildung einer ,Schleppe® im gebeugten Impuls,
welche mit wachsendem Abstand zur Kante zunimmt, jedoch mit wachsendem
Winkel zur Metallplatte abnimmt.
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\ i Schnittring

47

Abbildung 2.25: Darstellung der ersten drei DIRAC-Wellenfronten mit den entspre-
chenden Sekundér-Kugelwellen fiir den eingezeichneten Schnittring.

Zur besseren Anschaulichkeit, sind die Zeitverlaufe der Abbildungen 2.26 und 2.27
nochmals in normierter Form und im Vergleich zu dem priméren GAUSs-Impuls
in den Abbildungen 2.28 und 2.26 dargestellt.
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— p=20cm
— p=30cm ||
— p=40cm
— p=50cm ||
— p=60cm

p=70cm ||
— p=80cm
— p=90cm
— p=100cm||

0.9

0.8—

0.6—

05

H, (Normiert)

03—

0.2~

i
5 55 6 6.5 7 75

s=cq t [m]

Abbildung 2.26: Zeitverlaufe der H.-Komponente des Beugungsfeldes (Normiert
auf den Maximalwert fir p = 20cm) in der Symmetrieebene (z = 0) in verschie-
denen Absténden zur Kante in einem Winkel von ¢ = 120° (a = 5bm, Az = lem).
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Abbildung 2.27: Zeitverlaufe der H.-Komponente des Beugungsfeldes (Normiert
auf den Maximalwert fiir ¢ = 150°) in der Symmetrieebene (z = 0) in verschiede-
nen Winkeln bei gleichem Abstand (p = 0.5m) zur Kante (a = 5m, Az = lem).
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Abbildung 2.28: Vergleich der Zeitverlaufe der H.-Komponente des Beugungsfel-
des in der Symmetrieebene (z = 0) in verschiedenen Absténden zur Kante in
einem Winkel von ¢ = 120° mit dem priméren GAUSS-Impuls. Dabei wurden die
Kurven, zum besseren Vergleich, amplitudenméflig normiert und auf die gleiche
Anfangsposition verschoben (a = 5m, Az = lem).
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Abbildung 2.29: Vergleich der Zeitverldaufe der H.-Komponente des Beugungsfel-
des in der Symmetrieebene (z = 0) in verschiedenen Winkeln bei gleichem Ab-
stand (p = 0.5m) zur Kante mit dem priméren GAUSs-Impuls. Dabei wurden die
Kurven, zum besseren Vergleich, amplitudenméfiig normiert und auf die gleiche
Anfangsposition verschoben(a = 5m, Az = lem).
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2.9 Verifikation des Stromlinien-Modells mittels
Feldsimulation

Zur Verifikation des Stromlinien-Modells wurde die untersuchte Beugungsanord-
nung mit Hilfe des Programms CST-Studio einer elektromagnetischen Feldsimu-
lation unterzogen. Dabei wurde eine Schlitzleitung der Breite 2mm mittels eines
konzentrierten Generators mit einem GAUSS-Impuls einer maximalen Frequenz
VO frnar = 900M H z sowie einer maximalen Spannung U,,., = 10*V gespeist.?®
Der Abstand zwischen der Schlitzleitung und der Kante betrdgt a = 5m. Zum
Zwecke der Darstellbarkeit des reinen Beugungsfeldes wurde die gleiche Struktur
jedoch mit durchgehender Metallisierung simuliert. Eine Subtraktion beider Simu-
lationergebnisse ergibt somit, wie Abbildung 2.30 zeigt, das reine Beugungsfeld,
wahrend sich die priméren Felder beider Strukturen wegheben.

10 11 12 13 14 15

|
o ¢
>
T T T 1
I Y |

0 | | | | |
5 6 7 8 9 1

0
s=cqgt [m]

t
11 12 13 14 15

Abbildung 2.30: Simulierte Zeitverlaufe der H.-Komponente des Gesamtfeldes
(oben), des Primérfeldes (mitte) sowie des Beugungsfeldes (unten) an einem Punkt
der Koordinaten (p = 2.5m, ¢ = 120°) in der Symmetrieebene (z = 0).

Abbildung 2.31 zeigt den Vergleich zwischen simuliertem und berechnetem Zeit-

28Der in CST verwendete GAUSS-Impuls lisst sich anahnd der Formeln auf Seite 45 wie folgt

nachbilden: g(¢) = 10* - e (=o)L oy = Tfmaz/+/(1/g ), to = y/In(1/g,)/v , wobei die

Parameterwerte f,q. = 900M H z, g . =01und g, =13 x 1076 einzusetzen sind.
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verlauf der H.-Komponente des Beugungsfeldes an einem Punkt der Koordinaten
(p=2.5m, ¢ =120°) in der Symmetrieecbene (z = 0). Dabei wurden die priméren
Stromelemente aus Gleichung (2.9) im oberen Bild mit dem Faktor a/+/a? + 22,
im unteren Bild dagegen mit dem Faktor a/(z;1/a® + z?) gewichtet.

1
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— Feldsimulation
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<
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Abbildung 2.31: Simulierter versus berechneter Zeitverlauf der H.-Komponente
(normiert) des Beugungsfeldes mit dem Gewichtungsfaktor a/+/a? + 22 (oberes
Bild) sowie dem Gewichtungsfaktor a/(z;v/a? + 2?) (unteres Bild).
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Abbildung 2.32: Vergleich zwischen simuliertem und berechnetem Zeitverlauf der
H.-Komponente (normiert) des Beugungsfeldes an zwei weiteren Punkten (p =
2.5m, ¢ = 60°,90°(oben,unten)) in der Symmetrieebene (z = 0). Dabei wurden
die priméren Stromelemente mit dem Faktor a/(z;v/a? + z?) gewichtet.

Abbildung 2.32 zeigt den Vergleich zwischen simuliertem und berechnetem Zeit-
verlauf der H.-Komponente des Beugungsfeldes an zwei weiteren Punkten in der
Symmetrieebene (z = 0). Zur Interpretation der Ergebnisse, siche Abschnitt 2.3,
S. 21.
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2.10 Diskussion des Stromlinien-Modells

Da, wie IMMANUEL KANT? es formulierte, die Natur nur die Fragen beantwortet,
die wir ihr stellen, so ist mit dem Stromlinien-Modell ein Instrument geschaffen,
mit dem zuerst Fragen an die Natur (Physik) der Beugungserscheinungen an dem
betrachteten Spezialfall gestellt werden konnen, deren Erorterung im Riickschluss
zur Verifikation und Verfeinerung des Modell fiihrt.

Obwohl das vorgestellte Modell im Grofien und Ganzen eine gute Beschreibung des
Beugungsphidnomens an der Kante liefert, besitzt es einige Unzulénglichkeiten, die
im Laufe der Ausarbeitung an verschiedenen Stellen deutlich hervortraten und bei
der Anwendung des Modells beachtet werden miissen. Diese sind hauptséchlich:

1. Die Polstelle um ¢ = 180° auf der &duflersten Wellenfront (siehe dazu: Ab-
schnitt 2.7.1, S. 38).

2. Die Existenz einer zur Kante parallel gerichteten elektrischen Komponente
des Beugungsfeldes (siehe dazu: Abschnitt 2.7.2, S. 43).

3. Die ungenaue Gewichtung der priméren Stromelemente entlang der Kante
(siehe dazu: Abschnitt 2.3, S. 20, sowie: Abschnitt 2.9, S. 53).

Des Weiteren wurde im Rahmen dieser Arbeit auf eine Bestimmung der absoluten
Feldstéarken im Beugungsfeld verzichtet. Dementsprechend sind fiir die Bewertung
der Ergebnisse nur die relativen (normierten) Amplituden von belang,.

Die unter Punkt 1 erwéhnte Polstelle ist ein wesentliches Merkmal des Stromlinien-
Modells, kann jedoch umgangen werden, in dem die Aufpunkte der &uflersten Wel-
lenfront vom Inneren des Spindelkorpers her asymptotisch angestrebt werden. Die
weiteren Unzulénglichkeiten des Modells hingegen, konnen anhand einer systema-
tischen Analyse behoben werden. Dazu seien die folgenden zwei Vorschlége fiir die
Herangehensweise dargeboten, die jedoch aufgrund ihrer gegenseitigen Wechsel-
wirkung womoglich nicht einzeln zu bewéltigen sind:

1. Zum einen ist zu erértern, ob die Bestimmung der ,, Besenreiser“-Stromverteilung
durch die ausschlieBliche Erfiillung der Randbedingungen auf der Metall-
platte ausreichend ist, oder vielmehr eine weitere Gewichtungsfunktion in
Abhéngigkeit vom Ort entlang der Kante erforderlich ist.

2. Zum anderen sind beziiglich der Gewichtung der priméren Stromelemente
die einzelnen Einfliisse von Strom-Fortpflanzungsrichtung und Strom-Vektor-
Richtung einer genaueren Analyse zu unterziehen.

ZIMMANUEL KANT (% 22. April 1724 in Kénigsberg (Ostpreufien); + 12. Februar 1804 ebd.).
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Kapitel 3

Naherungslosung des
Beugungsproblems mittels
Spiegelungsmethode

In diesem Kapitel wird eine geschlossene Formulierung des Beugungsfeldes des in
Abschnitt 1.2 vorgestellten Beugungsproblems angestrebt. Ausgehend von einem
geometrisch-optischen Naherungsansatz beziiglich der induzierten Flachenstrom-
dichte werden Ausdriicke fiir die elektomagnetischen Felder ermittelt, deren Naherungs-
charakter jedoch einige Einschrankungen des Giiltigkeitsbereiches bedingen.

Fiir das grundsétzliche Verstdndnis des Verhaltens elektromagnetischer Felder an
unendlich scharfen Kanten und aufgrund ihrer historischen Bedeutsamkeit fiir die
Beugungstheorie insgesamt, sei auf die SOMMERFELDsche Losung der Beugung an
der Halbebene (als erstes exakt gelostes Beugungsproblem) sowie auf die MEIX-
NERsche Kantenbedingung (als Eindeutigkeitskreterium fiir die Losung von Beu-
gungsproblemen) hingewiesen, welche in Anhang D erortert werden.

Vorbemerkung: Wie die Ertrterungen in diesem Kapitel zeigen werden, liefert
der hier gemachte Ansatz Losungen, die in wesentlichen Merkmalen von den feld-
theoretischen Erwartungen aus dem Vergleich mit dem SOMMERFELDschen Beu-
gungsproblem abweichen. Insbesondere die fehlende ¢-Abhéngigkeit der magne-
tischen Feldkomponenten H, und H, sowie die fehlende Singularitdt der Felder
an der Kante. Dennoch wurde auf diesen Ansatz in der Arbeit nicht verzichtet,
als mogliche Herangehensweise, die jedoch entsprechend modifiziert und verfeinert
werden muss.

57
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3.1 Formulierung des Beugungsfeldes in Zylinder-
Koordinaten

3.1.1 Formulierung der priméiren elektromagnetischen Fel-
der fiir eine harmonische Zeitabhingigkeit:!

Gegeben sei die Beugungsanordnung nach Abschnitt 1.2, welche in Abbildung 3.1
dargestellt ist:

Generator Y

Primar-Wellenfront

Schlitzleitung

Abbildung 3.1: Dreidimensionale Darstellung der Beugungsanordnung mit einer
Primér-Wellenfront vor dem Erreichen der Metallisierungskante

Ausgehend von einer harmonischen Zeitabhingigkeit des Generatorstromes I,e~*",
lasst sich der Strom entlang der Leitung wie folgt angeben (Dabei wird auf eine
Kennzeichnung der komplexen Groflen verzichtet):

I(z,t) =1, cilkz — i) (3.1)
wobei k die Ausbreitungskonstante bezeichnet.?
Durch Anwendung der Kontinuitétsgleichung
ol
5 iw @ (3.2)
auf Gl. (3.1), ergibt sich fiir die Ladung Q:

Q1) = % I, etlkz — wt) (3.3)

!Die Audriicke fiir die elektromagnetischen Felder werden #hnlich wie in Abschnitt 1.2 anhand
der Analogie zur Drahtleitung ermittelt.

2 Aufgrund der Annahme, dass sich die Leitungswelle mit Lichtgeschwindigkeit fortpflanzt, kann
auf die Einfiihrung einer richtungsabhéngigen Ausbreitungskonstante verzichtet werden.
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Somit lauten die Gleichungen (1.1) (1.2) fiir den zeitharmonischen Fall (unter
Ausblendung der Zeitfaktors e=**):

. I ’L]fl' _ 1
v Lo {i(p acoscb)zépiwgﬂqu} C (y=0) (3.4)
T

2rr 0?

g ke '(iasm¢ﬁ :Fp acos¢€) S (3.5)

= e
w 2meg 0 o’ 0 v

wobei 1 = /p2 — 2apcos ¢ + a2 + 22 den rdumlichen Abstand zum Speisegenera-
tor, 0 = \/ p? — 2ap cos ¢ + a? den Querabstand zur Schlitzleitung bezeichnen, wie
Abbildung 3.2 veranschaulicht.

Pp.0,z2)

Speisegenerator ! Schlitzleitung

Metallisierungskante

Abbildung 3.2: Veranschaulichung der verschiedenen Aufpunktskoordinaten.

Die auf der Metallisierungsplatte induzierte Fldchenstromdichte ldsst sich aus dem
magnetischen Feld, unter Beriicksichtigung der Antisymmetrie, wie folgt berech-
nen:

[g eik’l‘o

Jb =&y x 2H7(¢ = 0) = &,2H? — &, 2H" = — P@+—f—%% (3.6)

T To (p—a)

wobei rg = /(p — a)? + 22 den Abstand eines Punktes in der xz-Ebene vom Spei-
segenerator bezeichnet.
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3.1.2 Niherungslosung des Beugungsfeldes:

Wie eingangs aus der Problemstellung deutlich wurde, induziert das Priméar-Feld
auf der Metallplatte eine elektrische Flachenstromdichte, welche aus den zur Platte
tangentialen Komponenten des Magnetfeldes berechnet und nach G1.(3.6) angege-
ben werden kann. Geht man von einer reinen Reflexion des priméren Fléchenstromes
an der Kante nach den Gesetzen der geometrischen Optik aus, so lédsst sich die re-
flektierte Flachenstromdichte als die von einer beziiglich der Kante gespiegelten
Schlitzleitung herrithrenden Flichenstromdichte formulieren. Abbildung 3.3 zeigt
die Anordnung des Spiegel-Generators sowie eine anschauliche Darstellung von
Primér- und Sekundér-Flachenstrom. Der Néherungscharakter dieser Vorgehens-

Kante JP Js

. F AF g

Spiegel-Leitung

Abbildung 3.3: Reflexion des priméren Flachenstromes an der Kante

weise rithrt aus der ausschlieSlichen Heranziehung des induzierten Fléchenstromes
zur Beschreibung des Beugungsvorganges an der Kante. In Wirklichkeit sind die
physikalischen Vorgéinge an der Kante komplizierter als sie durch eine reine Refle-
xion des Flachenstromes an der Kante exakt zu beschreiben wéren. Eine strenge
Losung des Beugungsproblems erfordert die Heranziehung der elektomagnetischen
Felder.

In Analogie zu GL.(3.6) ldsst sich die reflektierte Flachenstromdichte wie folgt
angeben:

~

-9
m (p+a>2+22

] 21,2
- ezk' (p+a)?2+z Py
F

le, + m@] (3.7)

wobei der Zeitfaktor (e=*"), welcher durch den treibenden Generator vorgegeben
ist, wiederum ausgeblendet wird.
Daraus lassen sich die zur Metallplatte tangentialen magnetischen Feldkomponen-
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ten anhand der Gleichung;:
Jh =8y x 2H*(¢ = 0) = €,2H: — €. 2H, (3.8)
wie folgt berechnen:

; 2 2
— I RV (pta)+z P

Hlo =00 = o (p+a?+z2(p+a) (39)

Hi(6=0,) = o eyl (3.10)
O am Sp a2 '

Die Winkelabhéngigkeit f(¢) dieser beiden Feldkomponenten kann anhand der
Symmetrie- und Randbedingungen ermittelt werden: An der Stelle (¢ = 0), beim
Durchgang durch die Platte, erleiden beide Feldkomponenten einen Richtungs-
wechsel, der durch den induzierten Fléchenstrom (Gl. (3.7)) vorgegeben ist. Da
die Sprungamplitude durch die (p, z)-Abhéingigkeit bestimmt ist, kann der Rich-
tungswechsel durch einen bloflen Vorzeichenwechsel beriicksichtigt werden. Bei
(¢ = m) muss das Beugungsfeld die Unstetigkeit des Priméar-Feldes an dieser Stelle
kompensieren. Dazu miissen die beiden Feldkomponenten an dieser Stelle einen
Richtungswechsel vollbringen, dessen Sprungamplitude auch hier durch die (p, z)-
Abhéngigkeit erfiillt ist (Vergleiche Gln. (3.9) und (3.10) mit (3.4)), und somit
durch einen weiteren Vorzeichenwechsel beriicksichtigt werden kann. Aus diesen
Uberlegungen und der Tatsache, dass beide Vorzeichenwechsel (fiir ¢) = 0 und fiir
¢ = m) in gleicher Richtung stattfinden, folgt, dass die beiden untersuchten Feld-
komponenten keine Winkelabhéngigkeit aufweisen und lediglich beim Durchgang
durch die zz-Ebene einen Vorzeichenwechsel erleiden. Somit lauten die Ausdriicke
fir H; und H;:

L eV 2 0) (.11)
H® = 72 . =0 3.11
g 21 \/(p+a)?+ 22 (p+a) V=

I eik« /(p+a)2+2z2
2 \/(p+a)? + 22

 (¥=20) (3.12)

Die fehlende ¢-Abhéngigkeit der beiden Komponenten Hj; und H?, welche jedoch
der Vergleich mit dem SOMMERFELDschen Beugungsproblem einer H-polarisierten
ebenen Welle nahelegt (siehe Gln. (E.75) bzw. (E.77)), zeigt bereits den Ndherungs-
charakter des Losungsansatzes.



62KAPITEL 3. NAHERUNGSLOSUNG MITTELS SPIEGELUNGSMETHODE

Wendet man die 2. MAXWELLsche Gleichung auf die Sekundér-Felder an, so erhalt
man:

H® = — rotE®
—iwiio
1 Es 5’E8 - 4 OE; EsN L N
zw,uo gzé\ 0z o)

E5  OE3 18E8> }
4
24 e.| (3.13
( p 8/) p 0¢ (3.13)

Aus dieser Gleichung lassen sich die Feldkomponenten £, E7 und Hj in folgender
Reihenfolge berechnen:

. - . ]g Whto eik\/(p+a)2+z2
E; = —zwu/dez:j: ok T a : (y=20) (3.14)
S S 8E; N S
B = / ES+p p —wepH; | do
) / Jowpoe NI
27k (p+a)?
1 2 2 ¢ .
Ig Wito @ ezk\/(p—i-a) +z ; T 0 (3 15)
2k (p+a)? 2n— ¢ Y <0 '
T
g _ L OE;
¢ iwpy 0z
I eik (pt+a)2+22 az ? Yy > 0
= 2 ) _ ¢ (3.16)
2 /(p+a)?2+22(p+a) oy <0

Eine erneute Einsetzung der ermittelten Feldkomponenten in die 1. MAXWELLsche
Gleichung wiirde zu weiteren Termen fiihren, die jedoch mit hoherer Ordnung als
die urspriinglichen Terme in p-Richtung abfallen und daher fiir eine Fernfeldbe-
trachtung ohne Belang sind.
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3.1.3 Eigenschaften und Unzuléinglichkeiten der Ndherungs-
16sung:

Der Néherungscharakter der ermittelten Ausdriicke fiir die elektromagnetischen
Felder (Gln. (3.11), (3.12), (3.14)-(3.16)) fithrt zu einer Einschrénkung des Giiltigkeits-
bereiches der angegebenen Losungen. Im Folgenden werden die wesentlichen Ei-
genschaften der Ndherungslosungen aufgefiihrt:

1. Die Feldkomponenten erfiillen die Randbedingungen E; = 0 und H; = 0 auf
der Metallplatte.

2. Die Betréige der elektrischen Feldkomponenten EJ und Ej weisen keine 2-
Abhingigkeit auf. Auch die Betrége der magnetischen Feldkomponenten H,
und Hy weisen fiir groie Werte von z (2 >> (p + a)) keine z-Abhéngigkeit
auf. Dies wiederspricht jedoch der Tatsache, dass die Anregung des Beu-
gungsfeldes entlang der Kante mit wachsendem 2z abnehmen muss, da die
primére Welle mit immer kleineren Winkeln auf die Kante trifft, fiir sehr
grofe Werte von z nidherungsweise parallel zu ihr fortschreitet und somit
keine Sekundér-Welle anregt.

Diese Unzuldnglichkeit der angegebenen Sekundarfelder ist durch den An-
satz der Spiegelquelle begriindet, welche fiir eine Reflexion des priméren
Flachenstromes sorgt, ungeachtet dessen, inwieweit dieser zur Anregung des
Beugungsfeldes beitragt.

Damit ist der Giiltigkeitsbereich der Felder entlang der Kante auf einen be-
grenzten Bereich um den Symmetriepunkt (z = 0) beschréankt, in dem die
Reflexion der piméren Fldchenstromdichte eine dominante Rolle spielt.

3. Die Feldkomponenten E, ,H, und H, weisen fiir grofe Werte von p (p >>
a, z) eine (1/p?)-Abhingigkeit auf. Die Fernfeldkomponenten E4 und H, hin-
gegen, fallen fiir grofe Werte von p mit 1/p ab und erfiillen damit die SOM-
MERFELDsche Ausstrahlungsbedingung fiir eine Kugelwelle. Diese Kugelwellen-
Charakteristik (Aus der Symmetrieebene her gesehen!) steht in Ubereinstim-
mung mit der Tatsache, dass die Anregung entlang der Kante abnimmt und
somit die Strahlung aus Sicht eines weit genug entfernten Beobachters aus
einem begrenzten Bereich der Kante herriihrt.

4. Alle Feldkomponenten besitzen an der Kante endliche Werte. Damit ist
die elektromagnetische Energie in der Kantenumgebung endlich und die
MEIXNERsche Kantenbedingung in dem Sinne erfiillt, dass es zu keinem
physikalischen Widerspruch kommt. Die Abwesenheit des singuldren Ver-
haltens der zur Kante senkrechten Feldkomponenten jedoch schréankt den
Giiltigkeitsbereich der Naherungslosungen auf den Kanten-Fernfeldbereich
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ein. Denn aufgrund der Annahme einer unendlich scharfen Kante, miisste
eine im Nahbereich der Kante giiltige Losung fiir die senkrechten Feldkom-
ponenten ,notwendigerweise® eine Singularitit der Ordnung 1/,/p aufweisen.
Dies gilt bei dem betrachteten Beugungsproblem sowohl fiir den Fall einer
einseitigen als auch fiir den Fall einer beidseitigen (sich oberhalb und unter-
halb der Metallplatte ausbreitenden) Primér-Welle.?

3.1.4 Feldliniendarstellung in der Symmetrieebene:

Da sowohl das primére als auch das sekundére Magnetfeld in der (z = 0)-Symmetrie-
ebene ausschliefllich eine z-Komponente aufweisen, konnen die elektrischen Feldli-
nien als Hohenschnitte des Magnetfeldes in dieser Ebene dargestellt werden, unter
der vereinfachenden Annahme, dass die z-Ableitungen der beiden iibrigen Kom-
ponenten H, und H, in der engeren Umgebung der Symmetrieebene (2 = 0)
verschwinden, also die Kriimmung der magnetischen Feldlinien in diesem Bereich
vernachléssigbar ist. Abbildung 3.4 zeigt Feldliniendarstellungen zu vier verschie-
denen Zeitpunkten, wobei sich die Schlitzleitung in einer Entfernung von a = 2\
zur Kante befindet.

3In | ] (4.4, S. 122-124) sind einige Félle geschildert, bei denen es aufgrund bestimmter
Symmetrieeigenschaften trotz unendlich scharfer Kanten zu keiner Ausbildung von Singularitéten
kommt.
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Abbildung 3.4: Elektrische Feldlinien in der Symmetrieebene (z = 0) zu verschie-
denen Zeitpunkten.
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3.1.5 Betrachtung des unsymmetrischen Beugungsproblems:

Die in den vorhergehenden Abschnitten ermittelten Losungen fiir das symmetrische
Beugungsproblem lassen sich auch auf das unsymmetrische Problem, bei dem die
Schlitzleitung nur in den oberen (oder unteren) Halbraum strahlt, anwenden. Dabei
seien die Probleme die mit der praktischen Realisierung einer solchen Vorrichtung
verbunden sind, aufler Acht gelassen.*

Zur Gewahrleistung der Strom- bzw. Ladungserhaltung, wird angenommen, dass
die Schlitzleitung im unsymmetrischen Fall die doppelte Feldstdarke in den einen
Halbraum abstrahlt, verglichen mit dem symmetrischen Fall, so dass die priméren
elektromagnetischen Felder durch Multiplikation der beiden Gleichungen (3.4) und
(3.5) mit 2 fiir das unsymmetrische Problem iibernommen werden koénnen. Die
induzierte primére und sekundére Flachenstromdichte sind unverdndert durch die
Gleichungen (3.6) und (3.7) gegeben.

Auch die sekundéren elektromagnetischen Feldkomponenten lassen sich unveréndert
aus dem symmetrischen Fall iibernehmen, wobei diese nicht mehr die Unstetigkeit
der priméren Felder von +1 zu -1, sondern von 2 zu 0 kompensieren.

Abbildung 3.5 zeigt Feldliniendarstellungen zu vier verschiedenen Zeitpunkten,
wobei sich die Schlitzleitung in einer Entfernung von a = 2\ zur Kante befindet.

4Zum einen bedingt die praktische Ausfithrung, z. B. in Form eines geschlitzten Hohlleiters, das
Entstehen eines Einschwingvorganges, wodurch das vom Generator gespeiste Signal verzerrt wird,
zum anderen kann dadurch die Voraussetzung einer sich mit Lichtgeschwindigkeit ausbreitenden
Leitungswelle nicht aufrechterhalten werden.
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Anhang A

Elektromagnetische Felder eines
Impuls-gespeisten V-Dipols

Die folgende Herleitung orientiert sich an den Ausfithrungen in | ].

Gegeben sei ein V-Dipol nach Abb. A.1, der mittels des Generators im Verzwei-
gungspunkt mit einem transienten Strom-Impuls i(¢) gespeist wird. Die Annahme
eines, im Vergleich zur Impuls-Lénge, vernachlassigbaren Drahtdurchmessers der
vollkommen leitenden Dipol-Arme, erlaubt die Anwendung der Theorie verlust-
loser Leitungen auf das Problem!, wobei die Phasengeschwindigkeit entlang des
Drahtes gleich der Lichtgeschwindigkeit ¢ ist.

Zum Zwecke einer konsistenten Herleitung, werden die Dipol-Arme als endlich lang
(mit der Linge L) betrachtet. Die Lédnge L wird jedoch als so grofl angenommen,
dass der vom Generator ausgesendete Strom-Impuls im betrachteten Zeitintervall
das Ende des Drahtes nicht erreicht haben wird.

Die mathematische Behandlung des Problems kann vereinfacht werden, indem die
beiden Dipolarme getrennt betrachtet werden, womit in jedem der beiden Teilpro-
bleme, bei geeigneter Wahl des Koordinatensystems, eine einzige Komponente des
Stromes existiert und dementsprechend ein einkomponentiges ,, Vektor“-Potential
angesetzt werden kann.?

Abb. A.1 zeigt die Anordnung des V-Dipols in zwei lokalen Kugel-Koordinaten-
systemen, deren Urspriinge mit dem Ort des Generators iibereinstimmen, wéihrend
die z-Achsen entlang des jeweiligen Dipol-Armes ausgerichtet sind. Zunéchst sei
der obere Arm des V-Dipols im Koordinatensystem (7, ¥4, 1) zu betrachten, wobei

!Dies ist mit dem reinen TEM-Charakter (auf dem die Leitungstheorie beruht) des sich entlang
des Drahtes ausbreitenden Wellen-Impulses begriindet. Siche dazu: | ] (14.1, S. 271)
2Diese Aufteilung des Problems in zwei Teilprobleme ist aus mathematischer Sicht legitim. Fiir
eine physikalisch-konsistente Argumentation miissen jedoch die beiden Dipol-Arme zusammen
gedacht werden, da die Ladungstrennung, die bei der Speisung des Impulses durch den Generator
bewirkt wird, bei einer einseitigen Speisung nur schwerlich zu begriinden ist.

69
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i(z’).dz’

B,

L=

Z,

Abbildung A.1: Anordnung des V-Dipols in verschiedenen, dem jeweiligen Dipol-
Arm entsprechenden Kugel-Koordinatensystemen.

zum Zwecke der Ubersichtlichkeit, die Indizierung der Koordinaten bis auf weiteres
ausgeblendet wird.

Ausgehend von der Losung der inhomogenen Wellengleichung des Vektorpotenti-
als® fiir ein Stromelement i(2")dz":

1 i(2t—L)de

- % - R=+/p? — )2 Al
. R ; P2+ (z—2) (A1)

lasst sich die Gesamtlosung fiir das Vektorpotential als Integral wie folgt angeben:

dA.(r,t) =

A= L[ E) A2
() = o /0 R © (4-2)
Fiir das magnetische Feld ergibt sich mit H = rotA:
dA 1 [(ETp R p 0 R
H t) = — z = — (s t— — vy t— d / )
o) dp  4rm J, {R?’ i, co) * coR? atl(z ’ co)} ¢ (a3)

wobei der Rotationsoperator in Zylinderkoordinaten angewendet wurde.
Erweitert man die obige Gleichung mit p, wobei p? = R* — (2 — 2/)? aus Gl. (A.1)
ersichtlich ist, so erhédlt man:

1 Lrrr (=202 . 1(z—2)%0i 10i] .,
Holrt) =12 | [(E‘T)"ETE*E&] = (Ad)

3Zur Herleitung der Losung sei auf | ] (15.1, S. 284) verwiesen.
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Die beiden Leitungsgleichungen:
o o Ju ou Iy i

g _ g M _p2 A5
ok o’ 9 ot (8.5)
lassen sich mit u = ¢/C”" und ¢y = 1/v/L'C" umwandeln in:
i 8q 01 2 aq
S i S — =2 == A.
o "o m T o (4.6)

wobei die obige, linke Gleichung der Kontinuititsgleichung entspricht.

Anhand Gl. (A.6, rechts) ldsst sich der letzte Term des Integranden in Gl. (A.4)
durch —cydq/0z" ersetzen. Subtrahiert man nun die obige Kontinuitdtsgleichung,
multipliziert mit (z — 2’)/R, von Gl. (A.4), so erhélt man den Ausdruck:

1 (R (=2 1(z—2)%0i (2—72) O ,
Ho(rt) =1 |, K;—f—m )Z—z B o R a—]d
1 k (2 —2") dq dq /

m . |:— R E — C0$:| dz (A7>

Fiihrt man die folgenden totalen Ableitungen* beziiglich 2’ aus:

d , R dq 0q —1dR (z —2') 0q dq
O qr a(z, Co) “ ( ) R Ot e 0z (A4.8)

0z ot co d2’

. / t_ -
dz’ R i, co)

R R3

c R Ot R 07

d [(z—2) R (1 =P 1220 () i
| - - )i ;

(A.9)

so ist es leicht ersichtlich, dass die beiden obigen Ausdriicke den beiden Integranden
in Gl. (A.7) mit umgekehten Vorzeichen entsprechen. Setzt man die linken Seiten
der Gln. (A.8) und (A.9) in GL. (A.7) ein, so reduziert sich die Integration zu einer

Auswertung der Stammfunktionen an den Integrationsgrenzen:

L

-1 [(z=4) it = ) b (ot — ) (A.10)

H, (r,t)=—
o(r:?) dmp R Co S

Da, wie oben schon erwéhnt, in Bezug auf den betrachteten Zeitintervall die Dipol-
Arme als unendlich lang angenommen werden, geniigt die Auswertung der obigen

4Von einer totalen Ableitung spricht man, wenn beim Ableiten sowohl die expliziten als auch die
impliziten Abhéngigkeiten beziiglich der Ableitungsvariablen beriicksichtigt werden.
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Gleichung an der unteren Integrationsgrenze (2’ = 0), wobei fiir den Beitrag der
oberen Integrationsgrenze der Wert 0 eingesetzt wird. Desweiteren kann, da sich

der Impuls ungehindert ausbreitet, 1 = ¢yq gesetzt werden. Mit den Umformungen
(fiir 2/ =01):

v 1
R=vp*+22=1r o , - (A.11)

p  sind p  sind

lasst sich das magnetische Feld fiir den betrachteten Dipol-Arm (Von hier an wird
die Indizierung wieder eingeblendet!) wie folgt angeben:

Hy(ryt) = 4—; {i(t _ I (1:15—2’;1‘91)} (A.12)

Fiir den zweiten Dipol-Arm kann die gleiche Rechnung in dem Koordinatensystem
(r, 02, p2) durchgefithrt werden. Dabei muss jedoch das negative Vorzeichen des
Strom-Impulses (beziiglich der z»-Richtung) beriicksichtigt werden:

-1 |. r 1+ cos vy
H = i -y (S Al
e2(rt) A7y {Z@ co) ( sin ¥, )1 (A-13)
Somit ergibt sich fiir das gesamte magnetische Feld des V-Dipols:
—1)v*t 1
Hyy(rt) = =Y {i(t— T <+C—OS§>} L v=1,2 (A.14)

4r Co sin 19,

Die obige Formel muss fiir einen bestimmten Beobachtungspunkt in einem globa-
len Koordinatensystem beziiglich beider lokaler Koordinatensysteme ausgewertet
werden, wobei die Zerlegung der beiden lokalen ¢; o-Komponenten im globalen
System zu beachten ist.

Das elektrische Feld lasst sich aus dem magnetischen Feld anhand der ersten MAX-
WELLschen Gleichung (rotﬁ = ¢, OF /0t) aus dem magnetischen Feld wie folgt
berechnen:

OF, 19 ,
€~y S 8_19(H<p sin ) (A.15)
0Ey 10
5 = "o He) (A-16)
Angewandt auf Gl. (A.14) ergibt dies:
— (_1)u+1 /t~ ’ r /
E,.,(rt) = Trea® i(t Co)dt (A.17)

Byt = U @[z’(t—ﬁ) (M)} (A.18)

4rr €0 Co sin,,
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Wie aus Gl (A.17) ersichtlich ist, hingt die radiale Komponente des elektrischen
Feldes rdumlich nur von r ab. Da diese Koordinate jedoch fiir beide lokalen Ko-
ordinatensysteme die gleiche ist, unterscheidet sich der Ausdruck fiir F, in beiden
Systemen nur im Vorzeichen. Dementsprechend fithrt eine Uberlagerung der Bei-
triage beider Dipol-Arme zum Verschwinden der gesamten radialen Komponente.
Die beiden Feldkomponenten Ey, und H,, bilden somit einen sich in radialer
Richtung ausbreitenden TEM-Wellenimpuls.
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Anhang B

Das Spindel-Koordinatensystem

Abbildung B.1: Dreidimensionale Darstellung eines Punktes P in den Spindel-
Koordinaten (R, ¢, ¢).

In Anlehnung an die in | ] (3.1, S. 118) gegebenen Formulierungen fiir ein
allgemeines, krummliniges Koordinatensystem, werden im Folgenden die wesent-
lichen, speziellen Ausdriicke fiir das Spindel-Koordinatensystem ermittelt. Dabei
entsprechen die Koordinaten (R, ¢, ¢) den allgemeinen krummlinigen Koordinaten
(uq, ug,ug) in folgender Weise:

ulzR s u2:¢ , U3 =¢
Fiir ein kartesisches Koordinatensystem nach der Anordnung in Abbildung B.1
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lassen sich folgende Transformations- und Riicktransformationsregeln angeben:

R = w(z,y2)= \/$2+y2+22+2a\/x2+y2+a2

¢ = wug(z,y,z) = arctan (E)

x
z
e = ug(z,y,2) = arctan(——————-
2?2+ y*+a
x(uy, ug,uz) = (Rcose—a)coso
y(uy, ug,u3) = (Rcose —a)sing
z(uy,ug,u3) = Rsine

Da das betrachtete Koordinatensystem orthogonal ist, die Koordinatenlinien also
in einem beliebigen Punkt senkrecht aufeinander stehen, erfiillen die Tangenten-

vektoren (Metrik-Vektoren)
- Jdr QJy 0
i = (5_51’ a—uyl, 8_;1) = (cos e cos ¢, cosesin ¢, sin g)

- Oor 0Oy 0z .
B (g ) = ({Roose — apsing, (Reose — a) os.0)

. <8x 3y 8»2):(_Rsingcos(b,—RSiHSSiH¢,RCOSE)

dus’ dus’ dus
die folgenden Orthogonalitdtsbedingungen:
ti -ty = —cosecosp(Rcose —a)sing + cosesing(Rcose —a)cosd +0 =0
ty-ts = (Rcose —a)sin@Rsinecosd — (Rcose — a)cos pRsinesing +0 = 0
t3-t; = —Rsinecosecos®¢ — Rsinecosesin® ¢+ Rcosesine = 0

Die sogenannten Metrik-Faktoren lassen sich durch Betragsbildung aus den Metrik-
Vektoren wie folgt berechnen:

It = \/c0325cos2¢—|—00525sin2¢+sin25:1

—

lta] = \/(Rcoss—a)251n2¢+ (Rcose —a)?cos? ¢ = Rcose — a

—

i3] = \/R2 sin® e cos? ¢ + R2sin®esin® ¢ + R2cos?e = R
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Aus Metrik-Vektoren und -Faktoren ergeben sich die Einheitsvektoren zu:

—

r=—= = (cosecosg,cosesing,sine)

€y =—= = (—sing,cos¢,0)

€. = — = (—sinecos¢,—sinesing,cose)

Die Beziehungen dieser Einheitsvektoren zu denen des kartesischen Koordinaten-
systems lauten:

[ ér COSECOS¢  cosesing sine €y
€ | = —sing cos ¢ 0 €y
| E —sinecos¢ —sinesing cose €,
[ e, cosgcose —sing —cos@sine €R
€y | = | singcose cos¢p —singsine €
e sine 0 CoSs € €.

Fiir zwei Punkte P(uq, ug, ug) und P’ (u; +duq, us + dusg, us +dug) lautet der Vektor
von P nach P’:
dr = tiduy + tydug + tadus

sowie der Abstand zwischen P und P’:
ds = V7 - dr = \/f2du? + du + 3du3

Daraus ergeben sich die Wegelemente in den drei Koordinatenrichtungen:

dSl = tldul =dR
dsy = todug = (Rcose — a)do

d83 = t3dU3 = Rde

und die Flachenelemente:
dFm = tktl dukdul

sowie das Volumenelement:

dr = titots dujdusdus = R(Rcose — a) dRdode
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Zuletzt seien noch die Formulierungen fiir wichtigsten Operatoren der Vektorana-
lysis in Spindel-Koordinaten angegeben:

4® (1 0 109 1 6@) (8@ 1 0P 1 8@)
gl"a - =

t, Ouy ty Ouy’ t3 Ous @’(Rcose—a)ﬁ_dﬁg

- 1 0 0 o
WA = K2 y 0 ) a0 P
aw titats {6141 (tats A1) + Dty (titsAg) + o (tits 3)}
1 0 9 P
R(Rcose — a) [8]% (R(Rcose —a)Ar) + 9 (RAy) + 9e ((Rcose —a) )}
JMewea 010, e 10,

R(Rcose — a) OR (Rcose — a) 8_¢A¢_ (Rcose — a) R Oe

) 1 0 [tatz 0P 0 (tits 0P 0 (tity 0P
Ad = d dd =
Ve tltgtg |:8U1 ( tl 8u1) + 8U2 ( t2 811,2) + 8U3 < tg 8U3):|

1

R(Rcose —a)
0 0P 0 R 0P 0 ((Rcose —a) 0P
[8}'{ (R<RCOS€_&)6’R>+8¢ ((Rcose—a) 8¢>)+6’5 ( R 85)]
2Rcose —a 0P  O*® 1 0?® sine o 1 9%

R(Rcose —a) OR * OR? * (Rcose —a)? 0¢> R(Rcose — a) O + R? 9e?

- 1 0
rotA = [t_ <8—u2(t3143) - a—ug(t2A2)) )
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{R(RCO; — (%(RAE) _ % (Reose — a)A¢)) ,

! (%A}a - %(RAJ) ,

m <% (Reose — a)Ay) — %(AR))]

1 A i 1 0A
0A, sine A 0A,

(Rcose —a) 0¢ * (Rcose — a) R 9e

10Ar 1 DA,
R 0 R ° OR’

cose 0A, 1 0AR
A _
*T IR (Rcose —a) 0¢

(Rcose — a)



80

ANHANG B. DAS SPINDEL-KOORDINATENSYSTEM



Anhang C

Numerische Auswertungen des
Stromlinien-Modells (Kapitel 2)

Abbildung C.1: Dreidimensionale Darstellung eines Punktes P in den Spindel-
Koordinaten (R, ¢, ¢).
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Abbildung C.2: Elektromagnetische Feldkomponenten in Spindel- sowie in kartesi-
schen Koordinaten fiir Aufpunkte eines Kreisringes auf der duflersten Wellenfront
(Rir = Rinaz = Tm, €10 = 0°, pro = 3m, a = 4m, Az = lem, i = 1A).
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Abbildung C.3: Elektromagnetische Feldkomponenten in Spindel- sowie in kartesi-
schen Koordinaten fiir Aufpunkte eines Kreisringes auf der duflersten Wellenfront
(Rie = Rppaz = Tm, €10 = 25°, pio = 2.34m, a = 4m, Az = lem, 1 = 1A).
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Abbildung C.4: Elektromagnetische Feldkomponenten in Spindel- sowie in kartesi-
schen Koordinaten fiir Aufpunkte eines Kreisringes auf der duBersten Wellenfront
(Ryr = Riaz = Tm, €1 = 50°, pro = 0.5m, a = 4m, Az = lem, i = wA).
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C.2 Beugungsfelder innerhalb des Spindelkorpers
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Abbildung C.5: Elektromagnetische Feldkomponenten in Spindel- sowie in kartesi-
schen Koordinaten fiir Aufpunkte eines Schnittringes innerhalb des Spindelkorpers
(Rpaz = Tm, Ry = 5.5m, e, = 0°, pg = 1.bm, a = 4m, Az = lem, i = 1A).
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Abbildung C.6: Elektromagnetische Feldkomponenten in Spindel- sowie in kartesi-
schen Koordinaten fiir Aufpunkte eines Schnittringes innerhalb des Spindelkorpers
(Riae = Tm, Ry = 5.5m, e = 25°, po = 1Im, a = 4dm, Az = lem, 1 = wA).
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Abbildung C.7: Elektromagnetische Feldkomponenten in Spindel- sowie in kartesi-
schen Koordinaten fiir Aufpunkte eines Schnittringes innerhalb des Spindelkérpers
(Riaz = Tm, Ry = 5.5m, e = 40°, py = 0.216m, a = 4m, Az = lem, i = 1A).
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Anhang D

Singulires Verhalten der Felder
an der Kante: Sommerfeldsches
Beugungsproblem. Meixnersche
Kantenbedingung.

Das unter dem Namen ,,SOMMERFELDsches Beugungsproblem® berithmt gewor-
dene Problem der Beugung einer ebenen elektromagnetischen Welle an einer voll-
kommen leitenden Halbebene gilt als erstes und eines der wenigen streng (ex-
akt) gelosten Beugungsprobleme. Dabei handelt es sich, wie A. SOMMERFELD'
in | ] (S. 217) betont, um eine im mathematischen, jedoch nicht im phy-
sikalischen Sinne strenge Losung, da die Annahme eines unendlich diinnen und
trotzdem vollkommen undurchsichtigen Schirms eine Idealisierung darstellt, wel-
che ihre Konsequenzen fiir das Verhalten der elektomagnetischen Felder an der
Schirmkante haben wird.?

Da sich eine beliebig linear polarisierte Welle als Uberlagerung zweier einfacher
Fille, ndmlich einer reinen E-polarisierten sowie einer reinen H-polarisierten Wel-
le, darstellen lisst®, geniigt die separate Betrachtung dieser beiden Fille, welche
sich jeweils als skalares, zweidimensionales Problem behandeln lassen.

Es lédsst sich also mit einer skalaren Funktion u rechnen, wobei u im Fall der
E-polarisierten Welle das zur Schirmkante parallele elektrische Feld, im Fall der
H-polarisierten Welle das zur Schirmkante parallele magnetische Feld darstellt.
Abb. D.1 zeigt die geometrische Anordnung des zu lésenden Beugungsproblems.

LARNOLD JOHANNES WILHELM SOMMERFELD (* 5. Dezember 1868 in Koénigsberg, Ostpreuflen;
+ 26. April 1951 in Miinchen).

2Es ist hier darauf hinzuweisen, dass die Annahme eines unendlich diinnen Schirms notwendig ist,
um die mathematische Handhabbarkeit des Problems zu gewéhrleisten.

3SOMMERFELD fiihrt diese Vorgehensweise in | ] (S. 366) auf POINCARE zuriick.
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Wellenfronten

Abbildung D.1: Geometrische Anordnung des zweidimensionalen Beugungspro-
blems

Dabei stellt die Linie ¢ = m — o die Schattengrenze der am Schirm reflektierten
Welle dar, wahrend die Linie ¢ = 7 + «q die Schattengrenze der einfallenden
Welle darstellt. Im Winkelbereich I (0 < ¢ < m— ) existieren die einfallende, die
reflektierte und die an der Schirmkante gebeugte Welle, wahrend im Winkelbereich
IT (m —ap < ¢ < T+ «p) die einfallende sowie die gebeugte Welle existieren, und
zuletzt im Winkelbereich 111 (7 4 o < ¢ < 27) nur die gebeugte Welle existiert.

Die einfallende Welle ist gegeben durch:
ug = Ae—ikpcos(qb—ozo) (Dl)
Dabei ist die Zeitabhingigkeit (e=*!), wie generell in der folgenden Betrachtung,

unterdriickt, und die Berechnungen auf die Phasoren beschrankt.

Die Gesamtlosung u, welche je nach Winkelbereich die verschiedenen Wellenanteile
beschreibt, muss den folgenden Bedingungen geniigen?

1. Sie geniigt der Wellengleichung (HELMHOLTZ®-GL.):

Au+ku=0 (D.2)

4Die Formulierung der Bedingungen folgt der in | ] (S. 218). Wie sich spéter, anhand der Dis-
kussion der exakten Losungen fiir die Felder zeigen wird, sind die hier fett gedruckten Aussagen
teilweise unprézise.

SHERMANN LUDWIG FERDINAND VON HELMHOLTZ (x 31. August 1821 in Potsdam; + 8. Septem-
ber 1894 in Charlottenburg).
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2. Sie erfiillt die Randbedingungen auf der Schirmoberflache:

u  (E-pol) | . .. , JO -
du/dn  (H-pol.) }—O fir ¢ = {27? , entsprechend  Eiupe = 0

(D.3)
3. Sie ist iiberall endlich und stetig aulerhalb des Schirmrandes.

4. Sie erfiillt die Ausstrahlungsbedingung im Unendlichen:

Ju—up 0<o@ <7+ ap
v u T+ay < ¢ <2rm
(D.4)
Die Ausstrahlungsbedingung besagt, dass, sofern alle Quellen im Endlichen

liegen, das Feld im Unendlichen sich wie eine ausstrahlende Kugelwelle e/*" /r
(3D-Fall) bzw. Zylinderwelle e/**/, /p (2D-Fall) verhélt.

lim ﬁ(g—g—jkv) — 0

p—00

5. Sie erfiillt die Bedingung;:

hH(l] pgradu — 0 (D.5)
p—

Demazufolge darf grad u fiir p = 0 unendlich werden, jedoch nur so
»schwach*, dass pgradu beim Grenziibergang verschwindet. Diese
Bedingung ist dquivalent zu der Forderung, dass die Schirmkante elektroma-
gnetische Energie werder aufnehmen noch austrahlen darf.

SOMMERFELD stellt fest, dass das gewohnliche Spiegelungsverfahren, durch Einfiihr-
ung einer gespiegelten ebenen Welle u) = — A e~*reos(¢+a0) fijr die Losung des
Beugungsproblems nicht anwendbar ist, da, zum einen, die einfallende und die ge-
spiegelte Welle sich in der gesamten xz-Ebene kompensieren und nicht nur in der
Schirm-Halbebene, wie es physikalisch gefordert ist, und zum anderen, die gespie-
gelte Welle die Ausstrahlungsbedingung verletzen wiirde. Mit diesem Ansatz liefle
sich vielmehr das Problem der Reflexion an einer vollkommen leitenden Ebene
16sen.

Allgemein lasst sich dieser Sachverhalt so formulieren, dass das gewohnliche Spie-
gelungsverfahren immer dann nicht anwendbar ist, wenn die Spiegelquellen in dem
zu untersuchenden Rechengebiet auftreten.®

SOMMERFELD formuliert in | ] (S. 319) seinen allgemeinen Ansatz zur Ret-
tung des Spiegelungsverfahrens:

6Siehe dazu: R. Siifle, Das Kompensationsprinzip, Z. elektr. Inform.- u. Energietechnik, Leipzig
10 (1980) 5, S. 461-468.
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»In dem gewdhnlichen Raume ist fiir den Spiegelungsprocess kein Platz.
Wir construiren daher einen doppelt iiberdeckten Raum, in welchem er
mdoglich wird. Einen solchen Riemann’schen Doppelraum erzeugen wir
uns auf folgende Weise. Wir denken uns den gewthnlichen Raum in
zwei Exemplaren angefertigt, welche wir beide ldngs der Fléache von S
aufschneiden und wechselweise an einander fiigen. Die Randcurve C
bildet fiir diesen Doppelraum eine Verzweigungslinie. |. .. ]

Dass wir hier von einem Doppelraume sprechen, bedeutet, abstract
zu reden, nichts Anderes, als dass wir die Function iiber das Gebiet, in
dem sie einen physikalischen Sinn hat, hinaus analytisch fortsetzen und
dass wir den physikalischen Zweig der Funktion und seine analytische
Fortsetzung gleichzeitig betrachten.*

Bei dem zu untersuchenden zweidimensionalen Beugungsproblem reduziert sich
der Riemann’sche  Doppelraum auf eine Riemann’sche Doppelfliche, die Verzwei-
gungslinie auf einen Verzweigungspunkt.

An Stelle der gewohnlichen ebenen Welle ug(p, 1 = ¢—ap) welche in 1) 2m-periodisch
ist, wird nun eine in ¢ doppeltperiodische Funktion U(p, 1)) eingefiihrt, welche im
gesamten Winkelbereich 1) €] — 27, 27] den Bedingungen 1-3, ferner der Bedingung
4 mit v = U — wy fiir [¢| < 7, dagegen mit v = U fiir |[¢)| > 7 geniigt.

Damit ist U eine Losung der Wellengleichung auf einer zweibléttrigen RIEMANNschen
Flache, deren zwei Blatter in den Halbstrahlen ¢y = +7 zusammenhéngen, und
welche fiir p = 0 und fiir p = 0o zwei einfache Verzweigungspunkte besitzt.®

Abb. D.2 zeigt eine anschauliche Darstellung der zweiblédttrigen RIEMANNschen
Fléche, wobei das obere Blatt den Winkelbereich ¢ € [—m, 7], das untere Blatt
den Winkelbereich ¢ € [=27, —7] U |7, 27| abdecken.

Der Vorteil dieser Konstruktion ist, und das ist Sinn und Zweck der bisheri-
gen Uberlegungen, dass sich nun eine in ¢/ doppeltperiodische Spiegel-Funktion
U'p,?' = ¢ + ap) ansetzen lédsst. Fiir sie gelten die gleichen Bestimmungen wie
fiir die urspriingliche Funktion U: sie erfiillt die Bedingungen 1-3 im gesamten
Winkelbereich ¢’ €] — 27, 27], und die Bedingung 4 mit v' = U’ — uy, fiir |¢'| < 7,
dagegen mit v’ = U’ fiir |¢'| > 7. Auch sie lésst sich (Ahnlich wie in Abb. D.2) auf
einer zweiblattrigen RIEMANNschen Fléche, deren zwei Blitter in den Halbstrahlen
)’ = £ zusammenhiingen, darstellen.’

"GEORG FRIEDRICH BERNHARD RIEMANN (x 17. September 1826 in Breselenz bei Dannenberg
(Elbe); + 20. Juli 1866 in Selasca bei Verbania am Lago Maggiore (Italien)).

8Den Verzweigungspunkt fiir p = oo kann man sich veranschaulichen, indem man die RIE-
MANNsche Fliche stereographisch auf einer Kugel projiziert denkt, wobei alle Punkte im Un-
endlichen sich im Nordpol treffen und den zweiten Verzweigungspunkt bilden.

9Hier ist es wichtig, auf ein wesentliches Merkmal RIEMANNscher Flichen aufmerksam zu machen.
Denn die RIEMANNsche Flidche ist nicht als eine feste ,,Ersatz-Geometrie“ zu verstehen, in der
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Unteres
Blatt

Abbildung D.2: Anschauliche Darstellung der zweiblédttrigen RIEMANNschen
Flache fiir die Funktion U(p, ¢).

Aufgrund der ay-Symmetrie beider Funktionen, kompensieren sie sich in der ur-
spriinglichen ¢-Ebene bei den Winkelwerten ¢ = 0, 27, also auf beiden Seiten des
Schirms, wie es physikalisch gefordert ist.

Aus dem Vorangegagenen ist ersichtlich, dass fiir beide Funktionen U und U’ das
untere Blatt der jeweiligen RIEMANNschen Flédche den ,,Schattenbereich® bildet,
aus denen die verschiedenen Schatten der urspriinglichen, , physikalischen“ An-
ordnung rekonstruiert werden konnen, wie nachfolgend erlautert wird. Dies ist der
Schliissel zum Verstandnis des SOMMERFELDschen Losungsansatzes.

Die Gesamtlosung u lédsst sich nun angeben:

U= U(Pa¢—040) :FU/(P7¢+040) (D6>

Dabei gilt das obere (—) Zeichen fiir den Fall der E-polarisierten Welle, bei dem
u die zur Schirmkante parallele elektrische Feldkomponente E, darstellt, wihrend
das untere (+) Zeichen fiir den Fall der H-polarisierten Welle gilt, bei dem u die
zur Schirmkante parallele magnetische Feldkomponente H, darstellt.

Bei der Konstruktion der Gesamtlosung muss darauf geachtet werden, aus welchem
Bereich der RIEMANNschen Fliche die Anteile der Funktionen U und U’ fiir den
jeweiligen Winkelbereich der , physikalischen® Ebene zu wéhlen sind:

e Im Winkelbereich 0 < ¢ < m — o treten sowohl die einfallende als auch die
reflektierte Welle auf. Dementsprechend ist dieser Bereich dem oberen Blatt
beider Funktionen zuzurechnen.

das transformierte Problem gel6st werden kann, sondern vielmehr als eine , gedachte“ funkti-
onsbezogene Geometrie. Somit haben wir in Wirklichkeit fiir jede der beiden Funktionen U und
U’ jeweils eine zweibléttrige RIEMANNsche Flidche, durch deren Kombination die Lésung in der
urspriinglichen Geometrie konstruiert werden kann. Siehe dazu: [ ] (S. 143).
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e Im Winkelbereich 7 — ag < ¢ < ™ + g tritt nur die einfallende Welle auf.
Dementsprechend ist dieser Bereich zum oberen Blatt der Funktionen U,
jedoch zum unteren Blatt der Funktion U’ zuzurechnen.

e Im Winkelbereich m + ay < ¢ < 27 treten weder die einfallende noch die
reflektierte Welle auf. Dementsprechend ist dieser Bereich dem unteren Blatt
beider Funktionen zuzurechnen.

e Die beiden Schattengrenzen ¢ = m+ o mit ihren nahen Umgebungen bilden
die Ubergangsbereiche zwischen den verschiedenen Gebieten. Das Verhalten
der Felder an diesen Grenzen ist ein wesentliches Unterscheidungsmerkmal
zwischen exakter und asymtotischer Losung des Problems, wie spéter noch
erortert wird.

Damit ist das Fundament fiir die Anwendung des Spiegelungsverfahrens gelegt,
und die nicht weniger anspruchsvolle Aufgabe besteht nun darin, eine Funktion U
zu finden bzw. zu konstruieren, welche den Bedingungen 1-5 gentigt (Die Spiegel-
Funktion U’ kann im Anschluss durch blofie Substitution (¢ — oy — ¢ + ap) aus
U ermittelt werden.).

SOMMERFELD wéihlt dazu eine eher , heuristische* Methode, die, kurz gefasst, iiber
eine winkel-spektrale Darstellung ebener Wellen und der Anwendung der Integra-
tionstechniken komplexer Funktionen, mit geschickter Wahl der Integrationswege
(Sattelpunktmethode), zu einer Darstellung der Losungsfunktion mittels eines mo-
difizierten FRESNEL'-Integrals fiihrt.

Auf eine Nachzeichnung des SOMMERFELDschen Losungsweges wird hier verzich-
tet. Dagegen wird in Anhang E eine ausfiihrliche Losung des zweidimensionalen
Beugungsproblems unter Anwendung der WIENER!''-HOPF!?-Technik sowie der
Sattelpunkt-Methode dargeboten.

Die exate Losung fiir u lautet:

! {eikpcos(¢ao) Fi[— /2]€p cos ¢ —2040] -

efikpcos(¢+a0) Fl[_ vV 2kp cos ¢ —;Oéo]} (D?)

WAUGUSTIN JEAN FRESNEL (x 10. Mai 1788 in Broglie (Eure); + 14. Juli 1827 in Ville-d’Avray
bei Paris).

UNORBERT WIENER (% 26. November 1894 in Columbia, Missouri; + 18. M#rz 1964 in Stockholm).

12EBERHARD FREDERICH FERDINAND HOPF (x 4. April 1902 in Salzburg; + 24. Juli 1983 in
Bloomington (Indiana)).



95

Wobei die Vorzeichen wie in Gl. (D.6) zuzuordnen sind und F() ein modifiziertes'®
FRESNEL-Integral der Form Fy(z) = [* ¢ dt bezeichnet.
SOMMERFELD gibt keine expliziten Formeln fiir alle beteiligten elektromagneti-
schen Felder an. Er untersucht die Eigenschaften seiner Losung nicht anhand der
in GL. (D.7) gegebenen, exakten Form, sondern vielmehr anhand einer asymptoti-
schen Losung, die er fiir das ,reine” Beugungsfeld angibt:

d —e'i 1 1 ikp
u® = F e D.8
8mkp (cos 000 T oy 400 > (D-8)

Wie BOUWKAMP in | | (S. 473) ausfiihrlich dargelegt hat, fithrt dies zu einer
Fehleinschiatzung des Verhaltens der elektromagnetischen Felder an der Schirm-
kante.

In | ] (S. 369-370) schreibt SOMMERFELD:

»|---] Unser Auge schreibt die Strahlen wirklich einer Lichtquelle zu,
welche in dem Windungspunkte supponiert wird, d. h. der Schirm-
rand erscheint, vom Gebiete des geometrischen Schattens aus gesehen,
als feine leuchtende Linie. Das ist natiirlich eine optische Tduschung.
In Wahrheit giebt es im Windungspunkte keine Unendlichkeitsstelle. Der
Fehler riihrt daher, dass das Auge die analytische Fortsetzung der
Néherungsformel iiber die Ubergangsparabel hinaus bildet, was nicht
erlaubt ist. Das Auge sollte die analytische Fortsetzung nicht von der
Néherungsformel, sondern von der exacten Formel bilden.

In | ] (S. 229) wird dieses Argument bekréftigt, indem gezeigt wird, dass
die von der Schirmkante je Zeit- und Léangeneinheit in einem Winkelbereich d¢
abgestrahlte Energie verschwindet, und damit u die Bedingung 5 erfiillt:

oF,
(5€:Srp5<b:p(5q§{+EH }N 3
¢ 41z H.p 8pz5¢

—0 firp—0 (D.9)

Obwohl die obige Analyse beziiglich der zur Schirmkante parallelen Feldkompo-
nenten und beziiglich der Energieerhaltung vollkommen richtig ist, und damit die
Kritik BOUWKAMPs teilweise zuriickgewiesen werden kann, bleibt dennoch eine

13Wihrend dieses Integral in der Literatur bloB als FRESNEL-Integral bezeichnet wird, wird hier
die Bezeichnung , modifiziertes FRESNEL-Integral“ gew&hlt, um es von dem gewdohlichen, in den
meisten Tabellenwerken angegebenen FRESNEL-Integral der Form F(z) = fo‘r e3P dt zu un-
terscheiden. In Anhang F sind Umrechnungsformeln sowie Auswertungsmoglichkeiten fiir die
FRrRESNEL-Integrale angegeben.
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Analyse des Verhaltens der zur Schirmkante senkrechten Feldkomponenten zu leis-
ten.

Die zur Schirmkante senkrechten magnetischen Feldkomponeneten im Fall der E-
Polarisation lauten in kartes. Koordinaten'*:

—ke i | [2 ]
H, = o e\/; ke _sin ag (G(v) + G(w)) +1i W cos % sin %_ (D.10)
ke . [ 2 ]
Hy = 6\/; gk cos (G(v) — G(w)) — iy /k—p Singsin % (D.11)
Dabei wurden folgende Abkiirzungen eingefiihrt:
v=— 2kpCOS¢_2&O , W= — 2k:pcos¢+&0 (D.12)
Gw)=e¢™ Fv) , Gw)=e™ F(w) (D.13)

Analog dazu lauten die elektrischen Feldkomponeneten fiir den Fall der H-Polarisation!®:

— k e_l% ikp | o: . 2 . (ZS Qg
E, = - \/7?6 [smao(G(v) G(w)) ulkps1n2cos 2} (D.14)

—k et
E, = — e
we T

Aus den Gleichungen (D.10), (D.11), (D.14) und (D.15) ist ersichtlich, dass alle zur
Schirmkante senkrechten Feldkomponenten an der Kante ein singulédres Verhalten
aufweisen und zwar mit der Abhéngigkeit ~ 1/,/p.

Die Frage, die sich hier stellt, ist: Wenn das singuldre Verhalten der elektromagne-
tischen Felder (und auch der Ladungsverteilungen) als Konsequenz der Annahme
einer unendlich scharfen Schirmkante unvermeidbar ist, welcher ,, mathematischen
Natur® entspricht diese Singularitédt und welche Ordnung beziiglich des Abstandes
von der Schirmkante darf sie maximal haben, um dennoch von einer , im ,glo-
balen“ Sinne, physikalisch widerspruchsfreien Losung sprechen zu koénnen? Mit
anderen Worten: Kann beziiglich des Singuldrverhaltens der Felder, eine prézisere
Anforderung gestellt werden, als es die Bedingung 5 leistet? Denn die von SOM-
MERFELD an die Losung u gestellte 3.Bedingung ist in dem Sinne unprézise, als
die zur Schirmkante parallelen Feldkomponenten auch an der Kante endlich sind,

ikp {cos ap (G(v) + G(w)) + i\/kzpcos g cos %} (D.15)

14Zur Berechnung, siehe: Anhang E, S. 112.
15Sjehe Anhang E, S. 117.
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wahrend die Bedingung 5 lediglich eine Minimalanforderung beziiglich des sin-
guldren Verhaltens von gradu darstellt, ndmlich, dass grad v maximal mit 1/p"
(v < 1) undendlich werden darf.

Eine Antwort auf diese Frage liefert die von J. MEIXNER'® in | ] und | ]
eingefiithrte und bis heute mit seinem Namen vebundene ,, Kantenbedingung*.
In | ] (S. 507) formuliert MEIXNER seine Idee:

»|---] Es liegt nahe und ist tatséchlich zur Erzwingung der eindeu-
tigen Losbarkeit des Beugungsproblems ausreichend, vom elektroma-
gnetischen Feld zu verlangen, daf} seine Energie in jedem endlichen
Bereich endlich ist. Dann kénnen zwar die elektrische und die magne-
tische Feldstédrke an der Schirmkante unendlich gro3 werden, aber nur
so, daf} sie in der Umgebung der Schirmkante quadratisch integrierbar
sind. Ist diese Voraussetzung erfiillt, so wird nur die auf den Schirm auf-
treffende Energie der einfallenden Welle, aber keine zusétzliche Energie
abgestrahlt; ist sie nicht erfiillt, so haben wir kein reines Beugungspro-
blem, sondern das elektromagnetische Feld der reinen Beugung wird
iiberlagert von einer zusétzlichen Ausstrahlung, die aus der Schirmkan-
te heraus erfolgt und als eine Art erzwungene Ausstrahlung betrachtet
werden kann.*

Im Anhang G ist eine Herleitung der MEIXNERschen Kantenbedingung dargebo-
ten. Die Herleitung orientiert sich jedoch nicht an der urspriinglichen Vorgehens-
weise MEIXNERS, sondern vielmehr an der ergiebigeren Vorgehensweise in | ]
(4.2, S. 118-121).

Fiir den ebenen Schirm folgt aus der Kantenbedingung, dass die zur Schirmkante
senkrechten Feldkomponenten maximal mit 1/,/p unendlich werden diirfen. Damit
ist erwiesen, dass die SOMMERFELDsche Losung eindeutig ist.

16 JosEF MEIXNER (* 24. April 1908 in Percha (Starnberg); + 19. Mérz 1994 in Aachen).



98

ANHANG D. SOMMERFELDSCHES BEUGUNGSPROBLEM



Anhang E

Losung des Sommerfeldschen
Beugungsproblems mittels
Wiener-Hopf-Technik und
Sattelpunkt-Methode

Die hier dargebotene Losung des zwei-dimensionalen Beugungsproblems orientiert
sich an den Ausfiihrungen in | | (11.5, S. 565-575).

Wainkelspektrale Darstellung ebener Wellen: Eine Losung der zweidimen-
sionalen HELMHOLTZ-Gleichung lésst sich als Spektrum ebener Wellen iiber den
Einfallswinkel o angeben:

/C f(a)eikpcos(‘é’a)da (E.1)

wobei a = aq + ias einen komplexen Winkel darstellt. Da der Integrationsweg C'
oBdA festgelegt werden kann, reduziert sich die Problemstellung auf die Bestim-
mung der Funktion f(«).

Im Falle einer einfallenden E-polarisierten ebenen Welle:

E? = (0,0,1) e-trees(@eo) - [P = —(—sinay, + cos ag, 0) e =m0 (y > 0)

-
(E.2)

99



100 ANHANG E. WIENER-HOPF-TECHNIK

lassen sich die Sekundérfelder in winkelspektraler Dartellung wie folgt angeben:

B = / P(cos )™t eos@Fe) gy (E.3)
c
s k : ikp cos(dpFa)
H = +— [ sinaP(cosa)e™ 9T dq (E.4)
wp Jo
s k ikp cos(pFa)
H, = —— [ cosaP(cosa)e™ ¥ da (E.5)
W Jco

wobei das obere Vorzeichen fiir den oberen Halbraum, das untere Vorzeichen fiir
den unteren Halbraum gilt.

Der Integrationsweg wird so gewahlt, dass cosa die Werte von 400 bis —oo
durchlduft. In Abb. E.1 ist ein geeigneter Integrationsweg C' in der komplexen
a-Ebene skizziert. Die folgende Rechnung veranschaulicht die Wahl des Integrati-

oy
C

T Oy

Abbildung E.1: Integrationsweg C' in der komplexen a-Ebene

onsweges:
2cosa =" + et = " MeT f T MM
ap = 0 = 2cosa=€e P +e” — lim cosa = 400
ag—Foo
ap = ™ = 2cosa=-—e - — lim cosa = —o©
ag—Foo

Die Wellen, welche dem auf der reellen Achse verlaufenden Teil des Integrations-
weges C' entsprechen (a; € [0, 7], as = 0), stellen homogene Wellen dar, die sich in
beiden Halbrdumen ausbreiten und den kompletten Winkelbereich im jeweiligen
Halbraum abdecken.

Die zu den beiden Armen des Integrationsweges C, (a; = 0,2 = oo — 0) und
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(vy = m, a9 = 0 — —00), zugehorigen Wellen sind inhomogene Wellen deren Phase
sich entlang der (y = 0)-Ebene ausbreitet jedoch transversal zu dieser Ebene ex-
ponentiell gedampft sind. Eine Betrachtung des Poynting-Vektors wiirde ergeben,
dass diese Wellen, im Mittel, keine Energie von der (y = 0)-Ebene wegtranspor-
tieren. Sie dienen lediglich der Beriicksichtigung von Stromverteilungen die kleiner
als eine Wellenlénge sind.

Fiihrt man die folgende Substitution ein:

f=cosa = df=—-sinada = % = da (E.6)
so lassen sich die Sekundérfelder in der (y = 0)-Ebene wie folgt angeben:
Ei(z,0) = / ﬂe%’mﬁdﬁ (E.7)

oo /T — 32
H(@,0) = — [ p(g)etiag (E3)
o Wit J o '
Hy(r,0) = e**B (E.9)

o) TP

Dabei sei auf die Vertauschung der Integrationsgrenzen hingewiesen.

Die Funktion 1/4/1 — 32 besitzt in der komplexen [-Ebene zwei Verzweigungsli-
nien | — oo, —1] und [+1, +o0[. Diese Verzweigungslinien (branch cuts) miissen bei
der Festlegung des Integrationsweges vermieden werden, wie in Bild E.2 skizziert
ist.

B

D) +l By
1 N

Abbildung E.2: Integrationsweg entlang der reellen Achse zur Umgehung der bei-
den Verzweigungslinien.

Anufstellung der Integralgleichungen fiir die Beugung an der Halbebene:
Fiir den Fall der Beugung einer E-polarisierten, ebenen Welle (nach Gl. (E.2))



102 ANHANG E. WIENER-HOPF-TECHNIK

Abbildung E.3: Einfall einer E-polarisierten, ebenen Welle auf die vollkommen
leitende Halbebene.

an einer x"-Richtung ausgedehnten, vollkommen leitenden Halbebene, lauten die
Randbedingungen in der (y = 0)-Ebene:

EP+FE;=0 fir >0 : H=0 fir =<0 (E.10)
Setzt man die Spektraldarstellungen der Sekundérfelder aus den Gln. (E.7) und

(E.8) in die obigen Randbedingungen ein, so erhélt man die beiden folgenden
Integralgleichungen:

/0; —Pl—(—ﬁ)ﬁ2 eFBap = —e~ P fiir x>0 (E.11)
/Oo P(B)e*Pd3 =0 fir =<0 (E.12)

wobei Gy = cos oy fiir den Winkel der einfallenden Welle gesetzt wurde.

Gl. (E.11) und GI. (E.12) werden als duale Integralgleichungen bezeichnet, weil die
unbekannte Funktion P(f3) zwei Integralgleichungen fiir jeweils unterschiedliche
Wertebereiche des Parameters x erfiillt.

Bestimmung der Funktion P(3) mittels Wiener-Hopf-Technik *: Unter
der Annahme, dass:

lim P(B)=0 ; 0 > arg$ > —m (untere Halbebene) (E.13)

8] —00

! Auch als WIENER-HOPF-Faktorisierung bzw. Zerlegung bekannt.
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also die Funktion P(f) in der unteren (-Halbebene im Unendlichen verschwin-
det, so kann, nach dem Lemma von JORDAN?, der Integrationsweg in Gl. (E.12)
durch einen Halbkreis (mit R — o0) in der unteren Halbebene geschlossen wer-
den. Da das Integral laut Gl. (E.12) den Wert Null ergibt, muss P(3) innerhalb des
geschlossenen Integrationsweges, also in der gesamten unteren Halbebene regulér
sein.

Unter der weiteren Annahme, dass:

lim —PW)
1Bl—00 /1 — (32

also die Funktion P(3)/4/1 — (2 in der oberen -Halbebene im Unendlichen ver-
schwindet, so kann, nach dem Lemma von JORDAN, der Integrationsweg in GI.
(E.11) durch einen Halbkreis (mit R — oo) in der oberen Halbebene geschlossen
werden. Die beiden Verzweigungspunkte, bei § = +1, konnen durch Deformati-
on des Integrationsweges umgangen werden. Wie in Abb. E.4 skizziert ist, wird
die Derformation so gestaltet, dass, fiir die Funktion 1/4/(1 + i€)? — 32 (e € R"),
die beiden Verzweigungspunkte mit ihren Verzweigungslinien weiterhin umgangen
sind.® Die rechte Seite von Gl. (E.11) deutet darauf hin, dass der Integrand ei-

=0 ; 0 < args < 7 (obere Halbebene) (E.14)

B

N 1 B

Abbildung E.4: Integrationsweg fiir Gl. (E.11)

ne Polstelle bei f = —f, besitzt, welche in das Integrationsgebiet eingeschlossen
werden muss (Abb. E.4). Wendet man nédmlich das Lemma von der Integration
entlang eines Kreisbogens um eine Polstelle auf die Funktion —e™**? /(3 + 3,) an:

zkxﬁ kaﬁ
lim (64 —e~tkabo hmj{ = —2mie *h (B.15
ﬂH7BO(5 50)/8 + /60 B0 /8 T ( )
Ein Vergleich mit Gl. (E.11) deutet darauf hin, dass der Integrand den Faktor
2;11 775, enthalt.

2MARIE ENNEMOND CAMILLE JORDAN (% 5. Januar 1838 in Lyon; + 21. Januar 1922 in Paris).
3Damit wire auch der Fall leicht verlustbehafteter Medien behandelbar.
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Mit den obigen Uberlegungen und der Annahme, U(3) sei eine in der gesamten
oberen Halbebene regulére Funktion, kann der Integrand aus Gl. (E.11) wie folgt
beschrieben werden:

p@ -1 UE 1

—_— = E.16
VT- 7 2miU(=By) B+ o i
Diese Gleichung kann folgendermaflen umgeschrieben werden:
P -1 U
B) (54 ) = 2 IO 55 (£.17)

V-5 2mi U(—5)

Die linke Seite der obigen Gleichung ist unterhalb des Integrationsweges, also in
der unteren komplexen Halbebene, regulér, da sie dort keine Singularitidten auf-
weist und aufgrund der Voraussetzung (Gl. (E.13)) im Unendlichen beschrinkt
ist. Die gleichen Eigenschaften weist die rechte Seite der obigen Gleichung fiir die
obere komplexe Halbebene auf. Dementsprechend kann jede Seite als analytische
Fortsetzung der anderen Seite fiir die jeweilige Halbebene betrachtet werden. Da
beide Seiten jedoch gleichgesetzt sind, sind beide in der gesamten komplexen Ebene
regulir.*
Die Anwendung des Theorems von LIOUVILLE?, wonach eine Funktion, welche in
der gesamten komplexen Ebene keine Singularitidten bessitzt und im Unendlichen
beschrankt ist, eine Konstante sein muss, ergibt, dass beide Seiten der Gl. (E.17)
konstant sind. Den konstanten Wert erhalten wir durch Einsetzen von § = —f, in
der rechten Seite von Gl. (E.17).
Somit ergibt sich die Funktion P(/3) bzw. P(cos @) in ihrer endgiiltigen Form:
Vi it

PB) = o— e (E.18)

—1sint in L
P(COSCM) = _w (Elg)

TL COS (v + COS

1 1 1
- L ( : — ) (£.20)
dmi \ cos 5(ar — ap)  cos 5(a + ap)

Auswertung des Integrals fiir das Sekundirfeld: Nach der Bestimmung
der Funktion P(3), kann das elektrische Sekundérfeld wie folgt formuliert werden:

4Diese Methode zur Losung von Integralgleichungen durch die Konstruktion regulirer Funktio-
nen mittels analytischer Fortsetzung wird als WIENER-HOPF-Technik bezeichnet. Ausfiihrliche
Erorterungen dieser Methode sind z. B. in | [ ] oder [ ] zu finden.
®JOSEPH LIOUVILLE (% 24. Miirz 1809 in Saint-Omer; + 8. September 1882 in Paris).
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1 1 1

B = -
* o Ami Ja (cos%(a—ozo) cos 3 (a + ayp)

) kP cos(Fa) g (E.21)

wobei das obere Vorzeichen fiir die obere Halbebene, das untere Vorzeichen fiir die
untere Halbebene gilt.

Abb. E.5 zeigt einen moglichen Integrationsweg C' fiir die obere Halbebene, wobei
die Polstelle des Integranden, bei @ = m — «y, beriicksichtigt wurde. Dieser Inte-

125)
C
A T %
0 o,

Abbildung E.5: Integrationsweg zur Berechnung des Sekundérfeldes in der oberen
Halbebene

grationspfad ermoglicht jedoch keine analytische Auswertung des Integrals. Daher
wird auf die Sattelpunkt-Methode zuriickgegriffen, mit entsprechender Modifika-
tion des Integrationspfades.

Die Sattelpunkt-Methode® zur asymptotischen Auswertung von Inte-
gralen: Es sei ein Integral der allgemeinen Form:

I= / f(2)e*9@ mit:  g(z) =u(z,y) +w(z,y) , z=xz+iy (E.22)
c

gegeben, wobei f(z) und g(z) zwei auf C reguldre Funktionen der komplexen Va-
riable z darstellen und die beiden reellen Funktionen v und v dementsprechend
die CAUCHY"-RIEMANNschen Gleichungen erfiillen.

Fiir hinreichend grofie Werte fiir £ werden die Hauptanteile zu dem obigen Integral,
entlang der Kurve C, durch die Umgebungen von sogenannten stationaren Punkten
geliefert. In einfachen Fillen lassen sich diese stationdren Punkte (Sattelpunkte)
durch die Gleichung ¢'(z9) = 0 bestimmen. Bei der Sattelpunkt-Methode wird der
Gesamtwert des Integrals durch seinen Wert in der Umgebung des Sattelpunktes

6Auch ,,Methode des steilsten Abstiegs® genannt. Engl.: Method of Steepest Descent.
TAUGUSTIN Louis CAUCHY (% 21. August 1789 in Paris; + 23. Mai 1857 in Sceaux).
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(Auch mehrere Sattelpunkte!) abgeschétzt. Dazu wird die Integrationskontur der-
art deformiert, dass die Funktion e*9) in der Umgebung des Sattelpunktes, ihre
stiarkste Betragsdnderung aufweist. Schreibt man das obige Integral in der Form:

I:/Cf(z)eik“e_k“dz (E.23)

so wird ersichtlich, dass das Integral seinen Hauptbeitrag, entlang der Kontur C', in
der Umgebung des Minimums der Funktion v liefert, da der Integrand auflerhalb
des Minimums stérker exponentiell geddmpft wird. Um diese Umgebung einzu-
schranken, sollte daher die Funktion v auflerhalb des Minimums einen méglichst
steilen Anstieg aufweisen. Da die beiden Funktionen v und w iiber die CAUCHY-
RIEMANNschen Gleichungen zusammenhéngen, kann gezeigt werden, dass v in den
Bereichen entlang der Kontur am stirksten variiert, in denen u konstant ist, und
umgekehrt. Daher lauten die beiden Bedingungen zur Gestaltung des Integrati-
onspfades in der Umgebung des Sattelpunktes zj:

u(z,y) = const. v(z,y) > v(zo, Yo) (E.24)

Die oben geschilderte Vorgehensweise, bei der die Auwertung in einer begrenzten
Umgebung des Sattelpunktes stattfindet, geht auf RIEMANN zuriick. Sie fiithrt zu
einer , asymptotischen Naherung“® fiir das Integral. Eine Beriicksichtigung des ge-
samten Integrationspfades, falls sie gelingt, fiihrt auf eine ,, vollstéindige asymptoti-
sche Entwicklung“? fiir das Integral. Diese Erkenntnis geht auf DEBYE! zuriick.!!

Bestimmung des Integrationspfades des steilsten Abstiegs S(¢) '?: Der
Sattelpunkt fiir den Integranden aus Gl. (E.21) ldsst sich (fiir die obere Halbebene)
wie folgt bestimmen:

gla) = cos(¢p —a) = cos¢p cosa+ sin¢ sin « (E.25)

g(a) = —cos¢sina+sing cosa =0 = algp = ¢ (E.26)
Mit o = a1 + a9 bedeutet dies:

a1|SP = ¢ P a2|Sp =0 (E27)

8Engl.: Asymptotic Approzimation.

9Engl.: Complete Aysmptotic Expansion.

OPETER DEBYE (% 24. Miirz 1884 in Maastricht, Niederlande; + 2. November 1966 in Ithaca, New
York).

HSiche dazu: [ ] (S. 64).

12Tn der engl. Literatur wird dieser Integrationspfad als Steepest Descent Path (SDP) (dt.: Pfad
des steilsten Abstiegs) bezeichnet. Um ldngere Bezeichnungen zu vermeiden, wird im Folgenden
einfach von dem Integrationspfad S gesprochen.
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Mit der Substitution v =y + 1y, =a— ¢ = 71 = a1 — @, 72 = o, liegt der

Sattelpunkt im Ursprung der komplexen y-Ebene.
Unter Beriicksichtigung der Gleichung:

cosy = cosy; coshyy —i sin~y; sinh 7,
\ , NG 2 [\

" —~~

g(v) w(v1,72) —v(71,72)

lauten die beiden Bedingungen aus Gl. (E.24):

u(y1,72) = const.

= cosvy coshye = const. =1  weil: cos(yi|gp =0) =1

v(v,72) = v(mlsp, Y2lsp)

= sinvy; sinhy, <0 weil: sin(y|gp =0) =0

(E.28)

(E.29)

(E.30)

Abbildung E.6 zeigt den Integrationspfad S(0) in der y-Ebene. Zur Erfiillung der
zweiten Bedingung (Gl. (E.30)), darf der Pfad ausschliefllich in den schraffierten
Bereichen verlaufen. Die Asymptoten des Integrationspfades fiir 7, — 00 kénnen

Y2

+7/2 Y1

Abbildung E.6: S(0) in der y-Ebene.
aus der ersten Bedingung (Gl. (E.29)) wie folgt ermittelt werden:

N
ya—too :l:§

lim cosy; = lim

— O —_— ’}/1
~o—~+00 Y2—=%o00 cosh vy |

(E.31)

Weiter ist es sinnvoll, eine parametrische Beschreibung fiir den so bestimmten
Integrationspfades zu finden. Wie die folgende Rechnung unter Einbezichung der
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ersten Bedingung (Gl. (E.29)) zeigt:

sind = —cos 2 sinh 22 44 sin 2 cosh 22 (E.32)
2 2 2 2 2

1 1 1 1
= —\/5(1 + cos 1) \/5(008}1’72 —1)+1 \/5(1 — cos ) \/é(coshw +1)

1
— —5\/cosh72 — 1+ cos~y; coshvy, —cosyy +
—
=1

1
1 5\/cosh Yo + 1 — cosy; cosh vy, — cos vy
—_——

=1

1 , 1 sinh~y, iz
_ Lo 1_i1) = - S 5 i E.33
2\/(:os v2 — cosy; (1—il) 3 Voo s V2e (E.33)
1/ cosh vz

liisst sich durch Multiplikation der obigen Gleichung mit v/2¢’% eine neue Variable

7 einfiithren:

x Y sinh 7,
= V2" - = —— E.34
T = v/2¢'7 sin 5 SIES ( )

welche auf dem Integrationspfad S(0) den Bereich von —oo bis +o00 durchschreitet.
Abbildung E.7 zeigt den Integrationspfad S(¢) in der a-Ebene. Daraus ist ersicht-

%)
S(0)

e T

0~ 7‘;“0 ¢\ \
0—T/2 \ O+7/2

Abbildung E.7: S(¢) in der a-Ebene.

lich, dass sich S(¢) in Abhingigkeit des Parameters ¢ horizontal verschiebt. Dabei
muss die Polstelle (¢« = m — ) nur in dem Bereich ¢ < 7™ — o beriicksichtigt
werden.
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Ausfithrung der Integration fiir die obere Halbebene (0 < ¢ < m):

1 1 1

I= a—ag

) eikpcos(qﬁfa)da_i_

a+ag
2

4 S(¢) <cos 5 ~ cos
{Beitrag der Polstelle bei: @ =7 — o fiir: ¢ <7 — g} (E.35)

Zum Zwecke der Ubersichtlichkeit, geniigt es, das Integral nur fiir den ersten Term
des Integranden auszuwerten. Die Integration des zweiten Termes kann danach
durch bloflen Vorzeichenwechsel von aq beriicksichtigt werden.

1 1
L =— ——_eikreos(é=a) gy (E.36)

 4mi S(e) COS S50

In der v-Ebene lautet das Integral:

1 1 A
I = — ——¢hreosng E.37
! 4 5(0) COS '7_0‘2—0'“15 v ( )
Fiihrt man eine modifizierte Substitution: 7/ = ¢ — a = —v,(dvy’ = —da) ein, so
lautet I;:
1 1 , , 1 1 . ,
/i = — —lelkPCOS’Y —dv) = / . ezkpcos*yd /
AT ) cos e ) = I s(0) cos Ltee=¢ i

(E.38)
Das Zusammenfiigen der beiden Integrale aus Gl. (E.37) und Gl. (E.38) ergibt
schlieflich:

1 1 1 ,
L= + ikpcos g E.39
' 871 Js(0) (cos 1=90t0 o —7+°‘20_¢> ‘ ! (£.39)

1 cos 3 (g — @) cos 37

2mi Js() cosy + cos(ag — @)

eik”ws”dv (E.40)
Durch Einsetzen von 7 aus Gl. (E.34) erhdlt man den Ausdruck:

-1 it ik [e'e] e—kpq—Q
Il = ge ie 77/00 de (E41)

wobei 71 = /2 cos @ und 7?2 =1+ cos(¢ — ).
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Zuriickfiihrung des Integrals in Gl. (E.41) auf ein Fresnel-Integral: Aus-

gehend von der Formel:
o 2 ™
T = — E.42
/oo © \ﬁ (542

lasst sich folgende Rechnung durchfiihren:

:/ \/Eem%dl/:/ / e ) dr dy (E.43)
kp v kp —00

Durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge und Ausfithrung der Integration
iiber v, ergibt sich:

0o oo 0o —kp(T2—in?) 00 —kpt?
/ / e V) qy dr = / c Qp — Z—dT — ¢lhor / ¢ ;dT =B
—00 kp —00 T — Z77 — - “7
(E.44)
Wird nun A durch die Substitution 7%y = k? umgesehrieben so erhélt man:

2 /m [ -
_ 2T e dk = Fy[|n]+/kp] (E.45)
bl InlvEp | |

wobei Fi(x f ¢ dt eine modifizierte Form des FRESNEL- Integrals darstellt.

—ka
B=A — / ndT_ ¢~ tker’ \/_Fl [Inl\/kp (E.46)

Berechnung der Gesamtlosung fiir das elektrischen Feld: Setzt man die-
ses Ergebnis aus Gl. (E.46) in Gl. (E.41) ein, so erhélt man:

e ool
L = —sgn(77)\/7—T ko* =) 1y [|n|y/kp

— eii% —ikp cos(p—ap)
= F——¢ Fy[++/2kp cos
VLS

¢ — o (E.47)
2
wobei das obere Vorzeichen fiir ¢ — oy < 7 (n > 0), das untere fiir ¢ —ag > 7
(n < 0) gilt.
Auf gleiche Weise lésst sich die Integration des zweiten Terms in Gl. (E.35) durchfiihren,

mit dem Ergebnis:
I, = -1 L ikpcos(o—a) g,
470 J () COS et

= :I:—e\/_4 e kpcos(otao) [ /2kp cos ¢+
T

] (E.48)
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wobei das obere Vorzeichen fiir n > 0 (¢+ay < ), das untere fiir n < 0 (¢p+aop > )
gilt.
Die Polstelle bei o = m — ay, liefert den Beitrag:

13 _ _e—ikpcos(q5+ao) (E49>

welcher nur fiir ¢ < m — o zum tragen kommt und damit die reflektierte Welle
der geometrischen Optik darstellt.

Nun kann das gesamte elektrische Feld F, durch Kombination der Teillosungen I,
I5, Is und E? berechnet werden. Dabei miissen jedoch einige Fallunterscheidungen
beziiglich der verschiedenen Winkelbereiche beriicksichtigt werden:

e Fiir [; tritt in der oberen Halbebene nur der Fall ¢ — oy < 7 (n > 0) auf,
so dass in Gl. (E.47) nur das obere Vorzeichen zum Tragen kommt. Addiert
man nun £’ und I; unter der Verwendung der Eigenschaft Fy(a)+ Fi(—a) =
V7 e™4 5o ergibt sich:

T

E+1 = %e“ﬂﬂcos@%) Fi[—/Zhpcos _20‘0] (E.50)

e Addiert man I, und I3 fir n > 0 (¢ + o9 < m) (Der Bereich in dem die
Polstelle zum Tragen kommt!), so ergibt sich, unter der Verwendung der
Eigenschaft F(a) + Fy(—a) = /7 ™4

- T

I+ I3 = —%eik”m(waw Fi[—+/2kp cos ¢ —;ao] s o<m—ag (E.5L)

e Den gleichen Ausdruck wie in Gl. (E.51), bekommt man fiir I5 im Bereich
n <0 (¢+ ag>m). Also gilt Gl. (E.51) fiir die gesamte obere Halbebene.

Damit ergibt sich die Gesamtlosung fiir £, in der oberen Halbebene:

E,=E' 4+ +L+1;=

—1

(&

o

H

_ e—ikpcos(¢+a0) Fl[_ vV 2kp cos ¢ —;ao]} (E52)

Fiir die untere Halbebene (0 > ¢ > —m) lésst sich eine #hnliche Rechnung
durchfithren, wobei der Integrationspfad durch S(2m — ¢) gegeben ist und der
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Beitrag der Polstelle « = m — g erst im Bereich ¢ > 7 4+ ag zum Tragen kommt,
wo er die einfallende Welle in ihrem Schattenbereich kompensiert. Die Ausfithrung
der Rechnung wiirde schliefllich wieder Gl. (E.52) liefern. Somit gilt E, aus Gl.
(E.52) in der gesamten Ebene (0 < ¢ < 2m).

Berechnung der magnetischen Feldkomponenten: Durch die folgenden Sub
stitutionen:

v:—\/2kp008¢_2a0 : w:—\/Qkpcosqb—;ao (E.53)
Gw)=e™ Fi(v) , Gw)=e™ F(w) (E.54)
lasst sich E, aus Gl. (E.52) wie folgt wiedergeben
e*i% .
E.=—¢* (G(v) — G(w)) (E.55)

NZs

Unter Anwendung der LEIBNIZschen'® Regel fiir die Differentiation eines Integrals
([ |, 3.3.7, S. 11):

d [ " 9 db da

— dx = — d b,c)— — — E.

i), f@ade= [ s o 007 - feag B0
lasst sich dG(a)/da wie folgt berechnen:
d d [ _iz2 _d (e [T e
—G(a) = T (e Fl(a)> = (e /a e dt) (E.57)

da
= —2iaG(a) — e’ ” e dt = —2iaG(a) — 1 (E.58)

Damit lassen sich die beiden H-Feldkomponenten in zylindrischen Koordinaten wie
folgt berechnen:

1 0

n 0o’

o Leti e (9G(v) dv 9G(w) dw
Cdwp T p ov 09 ow 0¢

- T

k e *a

wi 7 ©

H, =

ikp

%)

[Sin(gb — a)G(v) —sin(¢ + ap)G(w) — i\/kzpcos g sin 5

BGOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (% 1. Juli 1646 in Leipzig; + 14. November 1716 in Hannover).

(E.59)
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- = ﬁ [k ¢ (G(v) - Glw)) + ¢ (8§—(U) 5 T aa%)]

2
[cos(qﬁ — ap)G(v) — cos(¢ + ap)G(w) + iy / P sin g sin ?} (E.60)
p
In kartesischen Koordinaten lauten die beiden Feldkomponenten:
H, = cos¢pH,—sin¢g H,

s
—k e 2 Q

i . ]2 o . 0
= ikp 44y [ — cos = sin — E.61
RV e [Slnag (G(v) + G(w)) + 1 i cos o sin 2} (E.61)
H, = sin¢pH,+ cos¢p H,

— & % oikp [cos ap (G(v) — G(w)) — i\/kzpsin g sin %} (E.62)

Formulierung des reinen Beugungsfeldes: Aus den beiden Termen I; (Gl.
(E.47)) und I, (Gl. (E.48)) kann das Beugungsfeld E¢ wie folgt formuliert werden:

(—etbressocn) F [+/3Fpcos S522] 4 e heo0me0) 4/ cos 252 falls:

_efikpcos(qﬁfao) F [—F\/%COS ¢—2a0]

+€—ikp cos(¢p—ap) F [_\/% COS (15—2040]

\

O <T—ap

— eikpcos(@rao) fy [ /2K p cos m] falls:

2
T—ap < Q<7+ g

— e~ tkpcos(¢+ao) Fi[—v/2kp cos M] falls:

2
T+ oy < @
(E.63)
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Formulierung einer asymptotischen Losung des Beugungsfeldes: Das
modifizierte FRESNEL-Integral lésst sich, fiir groBe Werte des Argumentes, asym-
ptotisch formulieren (] ], S. 1-2):

- X
Fl(a):;—aewHO(g) L oa>>1 (E.64)

Setzt man F} aus Gl. (E.64) in Gl. (E.63) ein, so lautet die asymptotische Losung
des Beugungsfeldes (In allen Winkelbereichen):

—el 1 1 .
E¢ ~ — ikp . € 0,2 E.65
zasymp \/% (COS (;5—2040 oS ¢+2a0 ) € ¢ [ 7T] ( )

Q

2 2 ik .
=T >e by belo 2 (E.66)

el 4sin 2 sin %
CcOs ¢ + cos

Abbildung E.8 zeigt einen Vergleich zwischen asymptotischer und exakter Losung
des Beugungsfeldes.

! ] 1
045 Iy E [ -
i U

%0 200
$ ($0=90°,p=10%)

I
250 300 350

Abbildung E.8: Vergleich zwischen asymptotischer und exakter Losung des Beu-
gungsfeldes
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Berechnung der Fliachenstromdichte in der leitenden Halbebene: Die
Flachenstromdichte ldsst sich aus dem tangentialen Magnetfeld wie folgt berech-
nen:

Tr = & x & [H,(¢ = 0) — Hy(¢ = 2m)] = —&. [Ho(¢ = 0) — Ho(¢ = 27m)] (E.67)

Ausgehend von den Gleichungen (E.53), (E.54) und (E.61) sowie der Anwendung
der Regel:

Fi(—a) — Fi(a) = Fi(—a) + Fi(a) — 2 Fy(a) = VT &'t — 2 F(a) (E.68)

ergibt sich fiir die Flachenstromdichte:

Cwp NZS 2 kx 2
(E.69)
Diese Gesamt-Flachenstromdichte ldsst sich formulieren, als Summe aus der physikalisch-
optisch aus dem primiiren Magnetfeld berechneten Flichenstromdichte JE©, und
der aus dem Beugungs-Magnetfeld berechneten Flichenstromdichte J¢_:

k : i [ 2
Jp, = — {2sin e R eos a0 €~ ek | 45in ap G(V2kzx cos @) — 424/ —sin @]

Jrs = JEO + T3, (E.70)

Da sich die PO-Flachenstromdichte durch:

) k )
JEO =&, x &, 2H (y = 0) = €, — 2sin age” Freos20 (E.71)
wp

angeben lésst, ergibt sich fiir die Beugungs-Flachenstromdichte:

—ke i1 . 2
Jb = Jp, — JEO = o % e*® | 4sin g G(V 2k cos %) — 124/ %sin%
(E.72)

Abbildung E.9 zeigt eine Momentaufnahme der Beugungs-Flachenstromdichte.

Ergebnisse fiir den Fall der H-Polarisation: Die Beugung einer H-polarisierten,
ebenen Welle an der Halbebene kann &hnlich wie im Fall der E-Polarisation berech-
net werden. Hier seien lediglich die Ergebnisse aufgelistet: Die einfallende Welle
ist gegeben, durch:

7 ; = k .
HP — (0’ 0, 1) o~ kP cos(—ao) . EP= —(sin g, — COS Y, 0) o~ kP cos(p—ao) y >0

e (E.73)
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Momentane Verteilung des Beugungsstromes t=0, $o=45° (E-Polarisation)

1 T

R {J%,} [MA/m]

x'IL

Abbildung E.9: Momentane Verteilung des Beugungsstromes zum Zeitpunkt ¢t = 0.
Der Einfallswinkel der priméren Welle betréigt 45°

Y

Abbildung E.10: Einfall einer H-polarisierten, ebenen Welle auf die vollkommen
leitende Halbebene.

Die Gesamtlosung fiir H, lautet:

T

< {e"‘k”cos(‘b_%) Fi[—+/2kp cos ¢ - ao] + e thpcosétan) [ [\ /2% p cos ¢+a
VT 2 2
(E.74)

H, =
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Das reine Beugungsfeld:

H = ———-
z \/7_T
(e thoeostomon) [ /2R p cos 25] + emhrees(éton) B[4 /OFpcos H2]  falls:
¢ <m—ap
emthoeos(é=a0) [y [4-/2Fp cos £52] — ek eon(an) [/ cos 520 falls:
T—oag < Q< T+
—mpeslo=en) [ /2R cos ©0] — emhres@ran) [~y /BTip cos £452]  falls:

\ T+ oy < gb
(E.75)
Asymptotische Losung des Beugungsfeldes:
et 1 1 ,
H? ~ - + o elo,2 E.76
“asmp V8mkp (cos 000 o S0 ) ‘ # 10,271 ( )
eid 4cos% cos G W e [0,20] (B.77)
= \/Brkp \ cos ¢+ cosag c ’ = '

Die elektrischen Feldkomponenten:
ke 'i [2
E, = - 67 ke [Sin ap (G(v) — G(w)) —i T sin g cos %} (E.78)
—k e it . 2
E, = = 67 ke [cos o (G(v) + G(w)) + iy "o cos g cos %1 (E.79)
Die Flachenstromverteilungen in der leitenden Halbebene:
Jp =€, x & [H.(¢p=0)— H.(¢p =2m)] = & [H.(¢p = 0) — H.(¢p = 2m)] (E.80)

—1

E}

Jpe = Qe ihwcosao _ eﬁ 4e™** G (v 2kx cos %) = JPO 4+ Jd. (E.81)
JEO = &,x & 2H!(y = 0) = &, 2 hrcosao (E.82)
Ji, = —% 4e™ G(V/2kx cos %) (E.83)
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Vergleich der asymptotischen Lésung mit der exakten Losung (H-Polarisation)
05 T T

T
Exakte Losung
_____ Asymptotische Losung

H
H
H
|
!
!
|
i
i
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!
!
|
H
|
|
H
|
!
i
|
|
!
H
i
!
|
|
|
i
|
|
H
H
H
|
|
|
i
|
i
i
j
i

I 1
250 300 350

150 200
¢ ($0=90°,p=104)

Abbildung E.11: Vergleich zwischen asymptotischer und exakter Losung des Beu-
gungsfeldes

Momentane Verteilung des Beugungsstromes t=0, ¢,=45° (H-Polarisation)
| | |

R {J% [A/m]

Abbildung E.12: Momentane Verteilung des Beugungsstromes zum Zeitpunkt ¢ =
0. Der Einfallswinkel der priméren Welle betrédgt 45°



Anhang F

Fresnel-Integrale: Auswertungs-
und Umrechnungsformeln

Mit der Substitution ¢ — \/g t lasst sich das ,,modifizierte“ FRESNEL-Integral in
das ,iibliche* FRESNEL-Integral umrechnen (| ], 8. 1):

o o o Vie |
Fi(x) = eldt = = e3tdt = [ = 5% dt — '3 dt
T 2 2 g 2 0 0

Dabei ist das FRESNEL-Integral F' wie folgt definiert:

F(z) = /Ox e dt = /Om cos(th)dt + i/om sin(th)dt =C(x)+iS(z) (F.2)

Zur Auswertung des FRESNEL-Integrals bestehen neben der numerischen Auswer-
tung des Integrals noch folgende Mdoglichkeiten:

119
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Darstellung des Fresnel-Integrals durch unendliche Reihen

_1)n 2n x4n+1

C(z) = 22;(%;(4”“) ([AS6], 7.3.11, S. 301) (F.3)

S@) = S CyrAat 7.313 FA4
(z) = %22”“(271—1—1)!(4714—3) ( l;7:3.13) (F.4)

Aufgrund der begrenzten Darstellbarkeit grofler Zahlen im Rechner, ist die Rei-
hendarstellung nur fiir Argumente x < 4.5 geeignet, wie in Abb. F.1 gezeigt wird.

Abbildung F.1: Grenzen der numerischen Berechenbarkeit der FRESNEL-Integrale
in ihrer Reihendarstellung
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Darstellung des Fresnel-Integrals durch rationale Hilfsfunktionen

Olz) = %+ f(:c)sin(g:z:Q)— g(:l:')cos(ga:Q) ([A565], 7.3.9, S. 301) (F.5)
S(z) = %— f(x)cos(gxz)— g(x)sin<gx2) ([AS65], 7.3.10) (F.6)

wobei die beiden rationalen Hilfsfunktionen f(z) und g(z) wie folgt definiert sind:

flz) = L+ 0926 te(z)  ([AS67], 7.3.32, S. 302) (F.7)

24 1.792x + 3.10422

1
- 7.3.33 F.8
9(z) 5 41420 1349227 +6.67008 T @ (4500, ) (F.8)

Dabei wird ein maximaler Fehler von |e(z)| < 2 x 1072 garantiert.

Die angegebenen rationalen Hilfsfunktionen sind nur fiir positive Argumente defi-
niert. Im Falle negativer Argumente macht man von den folgenden Antisymmetrie-
Eigenschaften der FRESNEL-Integrale gebrauch:

C(—z) = —-C(x) : S(—x) = —=S(x) (F.9)

C(x), S(x)
S(x)

T08 06 04 -02 0.2 0.4 06 0.8

0
C(x)

Abbildung F.2: FRESNEL-Integrale, berechnet mittels rationaler Hilfsfunktionen
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Anhang G

Die Kantenbedingung

Die hier dargebotene Herleitung der MEIXNERschen Kantenbedingung orientiert
sich an den Ausfiihrungen in | ] (4.2, S. 118-121).

Abbildung G.1 zeigt das Szenario der Beugung einer E-polarisierten, ebenen Welle
an einem zweidimensionalen Keil mit dem Offnungswinkel a. Nahe der Keilkante

Abbildung G.1: Zweidimensionaler vollkommen leitender Keil.

lasst sich das gesamte elektrische Feld als Potenzreihe (in Potenzen des Abstandes
von der Keilspitze) wie folgt darstellen:

E. = p" [ag(¢) + ai(¢) p + as(¢) p* + ... ] (G.1)

Die Kantenbedingung fordert nun, dass die elektomagnetische Energie im Nah-
bereich der Kante (sowie in jedem anderen endlichen Bereich) endlich ist. Fir
die elektrische Energie bedeutet dies, dass das Integral iiber die elektrische Ener-
giedichte (pro Léngeneinheit in z-Richtung) in einem Zylinder um die Keilkante

herum:
€

2m—a a
£ = 50/0 /0 |E.|? pdpde (G.2)
123
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existiert!. Damit dies gewéhrleistet ist, muss der Exponent v in Gl. (G.1) groBer
als —1 sein?. Die magnetischen Feldkomponenten sind proportional zu rot(E.¢)
und weisen daher nahe der Kante eine ~ p”~! Abh#ngigkeit auf. Da auch fiir sie
das Integral iiber die Energiedichte existieren muss, muss der Exponent v positiv
sein. Damit ist eine untere Schranke fiir den Exponenten gesetzt (0 < v) und es
gilt im Weiteren eine prézisere Bestimmung von v zu ermitteln.

Durch Einsetzen des Potezreihenansatzes (Gl. (G.1)) in die zweidimensionale HELM-
HOLTZ-Gleichung:

O?E, L10E. 1 OE,
op*  pOdp  p* 0¢?

erhilt man die Gleichung (aufgelost nach den Potenzen von p):

+KE. =0 (G.3)

0? 0?
P’ ((9520 + 2 ao) + ! (8521 + (v +1)? a1) +

, [(0Pas 2 2
1% 8¢2+(V+2) CL2+/€ ag | +---=0 (G4)

Zur Erfiillung dieser Gleichung, bei variablem p, miissen alle Koeffizienten (in den
grofien runden Klammern) gleich Null sein. Da wir uns nur fiir den Term niedrigster
Ordnung interessieren, geniigt die Betrachtung des ersten Koeffizienten (der Potenz
P

82a0

0¢?
Das Verschwinden des tangentialen elektrischen Feldes auf der Keiloberflache (¢ =
0, 3) impliziert die Losung:

+v7ag=0 = ag=C sin(ve)+ Cy cos(vo) (G.5)

nm nm
ap = Cy sin(v,¢) mit v, = 5 T a

n=1,2,...)  (G6)

wobei fiir die Singularitidt an der Kante wieder nur der kleinste Wert vy = /(27 —
a) (im Weiteren als v bezeichnet) von belang ist. Es ist ersichtlich, dass v mit

Von der Existenz eines bestimmten Integrals spricht man, falls der Grenzwert: f; f(z)dx =

lim Z f(&)Ax;_1 unabhingig von der Wahl von &; und z; existiert.
Azy_1—04
n—oo =1
2Fiir die Betrachtung der Nahumgebung der Kante (p << 1), ist nur der Term niedrigster Ordnung
von Belang, da die Terme hoherer Ordnungen beziiglich des Singuldrverhaltens unkritisch sind.
Fiir Bereiche fernab der Kante (p >> 1) jedoch, miissten diese Terme darauthin bestimmt
werden, dass die elektromagnetische Energie auch dort endlich bleibt.
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dem Offnungswinkel des Keils ansteigt. Den kleinsten Wert v = 0.5 besitzt er
im Fall der leitenden Halbebene, v = 1 fiir den Fall des leitenden Halbraumes,
wiahrend er fiir iberstumpfe Winkel Werte gréfler als 1 erreicht. Abbildung G.2
zeigt die Abhingigkeit des Exponenten v von dem Offnungwinkel des Keils . Aus

0.95F
0.9}
0.85}
0.8}

~ 0.75)
0.7t
0.65}
0.6}

0.55

0.5
0

20 40 60 80 100 120 140 160 180
[e]
0

Abbildung G.2: Abhingigkeit des Singularititsexponenten v vom Offnungswinkel
des Keiles o

den Gln. (G.1), (G.6) und der MAXWELLschen Gleichung rot E = iwpuo H ® lassen
sich die elektomagnetischen Felder in erster Néherung (in Kantenumgebung) wie
folgt angeben:

E.=Cyp’sin(vg) , H=

C
iw;o p1_yu €, cos(vp) — ey sin(vo)] (G.7)
Fiir den Fall einer H-polarisierten, ebenen Welle kann eine dhnliche Untersuchung
durchgefiihrt werden. Sie wiirde fiir die elekromagnetischen Felder folgende Aus-
driicke zu Tage fordern:

- C
H, = Cyp" cos(vp) + const. , E=—— IL_ €, sin(ve) + €, cos(vg)] (G.8)
weyg prY

Aus den Gln. (G.7) und (G.8) ist zu entnehmen, dass die zur Keilkante parallelen
Feldkomponenten an der Kante endliche Werte besitzen (H,) bzw. verschwinden
(EZ), wahrend alle zur Keilkante senkrechten Feldkomponenten, im Falle eines
Offnungswinkels (o < 180°), an der Kante ein singulédres Verhalten aufweisen.

3Hierbei ist die Festlegung von e~ %" als harmonischen Zeitfaktor zu beachten.
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Diskussion der Flichenstromdichte auf der Keiloberfliche in der Kante-
numgebung: Fiir eine beliebig linearpolarisierte, ebene, einfallende Welle ldsst

sich die Flachenstromdichte aus den magnetischen Feldomponenten in den Gln.
(G.7) und (G.8) wie folgt berechnen:

(¢ =0,0) (G.9)

wobei im Falle der Halbebene (3 = 27) beide Keilflachen zu einer einzigen Fliche
mit doppelter Flachenstromdichte ,, verschmelzen“. Wahrend die zur Kante senk-
rechte Fliachenstromdichte an der Kante verschwindet, besitzt die zur Kante par-
allele Flachenstromdichte an der Kante eine Singularitdt. Die Integration dieser
Flachenstromdichte in p-Richtung:

p v
/ o _v" (G.10)
0

plfu v

zeigt jedoch, dass der Flachenstrom nahe der Kante mit ~ p” abnimmt und somit
keine Stromanh&ufung an der Kante stattfindet.
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