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Einleitung

Viele Phéanomene der Natur und der Physik wie die Warmeverteilung in einem
Korper, die Konzentrationsverteilung von chemischen Stoffen oder auch statische
Ladungsverteilungen kénnen durch elliptische Differentialoperatoren beschrieben
werden. Eine grofe Klasse — ja geradezu Paradebeispiele — solcher Operatoren
bilden die Hamilton-Operatoren, welche durch Ausdriicke der Form

1
u— Hu = fiAu+Vu (0.1)

definiert werden. Neben der grundlegenden Frage, ob und unter welchen Vor-
aussetzungen an das Potential V' die zugehorigen Operatorgleichungen Hu = f
fiir gegebene rechte Seiten f iiberhaupt l6sbar sind und ob diese Losung gegebe-
nenfalls eindeutig bestimmt ist, ist eines der klassischen Probleme der Theorie
partieller Differentialgleichungen, welche Regularititseigenschaften die Losungen
besitzen. Gerade flir Hamilton-Operatoren sind es nun gerade nicht die Lésun-
gen von Operatorgleichungen Hu = f, die von erstem Interesse sind, sondern
vielmehr steht die Frage im Mittelpunkt, ob ein solcher Operator Eigenfunktion,
also Losungen der Eigenwertgleichung

Hu = M\u,

fiir gewisse Eigenwerte A besitzt und welche Eigenschaften sich fiir diese Eigen-
funktionen zeigen lassen. In dieser Arbeit beleuchten wir einige Aspekte dieser
Fragestellung ndher und gelangen zu neuen Regularititsaussagen fiir die Eigen-
funktionen des elektronischen Hamilton-Operators.

Hamilton-Operatoren sind in der Quantenmechanik von ganz grundlegender
Bedeutung. Das Verhalten der Grundbausteine der Chemie, Atome und Molekii-
le, wird durch derartige Operatoren modelliert. Molekiile setzen sich zusammen
aus ihren Kernen und einer Anzahl von Elektronen. Nun ist eine der fundamen-
talen Grundannahmen der Quantenmechanik, daf diese Bausteine nicht als Par-
tikel an genau festgelegten Orten aufgefasst werden kénnen, vielmehr wird jedem
Teilchen die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte an jedem Ortspunkt zugeord-
net. Bei N Teilchen wird ein stationédres System dementsprechend beschrieben
durch eine Wellenfunktion u : R3N — C; die Wahrscheinlichkeit, daf sich das
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i-te Teilchen jeweils in einem Raumgebiet Q; C R? befindet, ist dann gegeben
durch

/ ’u(.’L'l,...,$N)|2d(l'1,...,$]v)-
Q1% xXQN

Das quantenmechanische System selbst wird modelliert durch einen Hamilton-
Operator H der Form (0.1). Der Laplace-Term représentiert hier die kinetische
Energie, das Potential V' die potentiellen Energien des Systems. Befindet sich das
Molekiil in einem zeitlich stabilen Zustand, so sind die Wellenfunktionen gerade
die Losungen der (zeitunabhéngigen) Schrodinger Gleichung

Hu = J\u,

also die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators H. Die Eigenwerte A selbst
bestimmen in dieser Situation die Energie des Gesamtsystems.

Je nachdem, welche physikalischen Gesetzméfigkeiten bei der Modellierung
berticksichtigt werden, hat das Potential ganz unterschiedliche Form. In dieser
Arbeit beschéftigen wir uns mit der Born-Oppenheimer-Approximation eines
quantenmechanischen Systems und dem hieraus resultierenden elektronischen
Hamilton-Operator. Die Grundidee ist hierbei, dafs die Masse der Kerne im Ver-
héltnis zur Masse der Elektronen sehr grofs ist und die Kerne dementsprechend
in guter Naherung als unbeweglich angesehen werden kénnen. Effekte wie sie
beispielsweise aus der speziellen Relativitdtstheorie resultieren, werden eben-
falls vernachlassigt. In dieser Situation ist dann der sogenannte elektronische
Hamilton-Operator eines Systems mit N Elektronen und K Kernen, welche an
den Orten aj, € R? lokalisiert sind und die Ladung Zj, tragen, gegeben durch?

1 Y&z AN
Hi=-A-Y5N 2 45— 0.2
2 prlwt lwi —ap| = |o; — ) (02)
=Lt R= BI=!
1<)

mit x; € R? wird hier die Koordinate des i-ten Elektrons bezeichnet. Wir fas-
sen H zuniichst auf als unbeschrinkten Operator in L2(R3Y) mit Definitionsbe-
reich H2(R3Y). In dieser Situation ist H dann selbstadjungiert ([60,97,99]), sein
Spektrum also rein reell. Eine genauere Analyse stellt insbesondere das HVZ-
Theorem von Hunziker, van Winter und Zhislin bereit (|54,100]): Das Spektrum
von H besteht aus unendlich vielen isolierten Eigenwerten, welche sich nur von
unten an der sogenannten lonisierungsschranke ¥ héufen, sowie aus wesentli-
chem Spektrum, das oberhalb von ¥ liegt. Die Eigenfunktionen zu den isolierten

'Hier und im weiteren ignorieren wir simtliche auftretende physikalischen Konstanten wie
beispielsweise das (reduzierter) Planksche Wirkungsquantum 7 beziechungsweise sehen die
entsprechenden Ausdriicke als geeignet normiert an.
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Eigenwerten sind nun gerade jene Zusténde, welche fiir uns von Interesse sind,
reprasentieren sie doch die stabilen Zustéinde des Systems zu immer héheren
Energieniveaus.

Schon Kato bewies in den 1950er Jahren, daf diese Eigenfunktionen {iberall
stetig sind und lokal Lipschitz-stetige erste Ableitungen auferhalb der Singula-
ritdten des Coulomb-Potentials besitzen ([59]). In der Tat ist aukerhalb dieser
Singularitdtenmenge das Potential eine glatte Funktion, eine Eigenschaft, die
sich aus ganz allgemeinen Prinzipien auf die Eigenfunktionen iibertragt (|52]).
Die weitere Forschung konzentrierte sich in der Folge deshalb auf die immer ge-
nauere Analyse der Wellenfunktionen an den Singularitdten, insbesondere M.
und T. Hoffmann-Ostenhof und ihre Mitstreiter sind in diesem Zusammenhang
zu nennen ([48-50],[29-31]). Die grundlegende Idee bei diesen Untersuchungen
ist eine Darstellung der Wellenfunktion « in der Form

u = Fuyg.

Der uniforme Faktor F, in der numerischen Analysis zumeist Jastrow-Faktor be-
nannt, zeigt hierbei ein genau quantifizierbares Verhalten an den Singularititen.
Der abgespaltene Anteil ug ist — je nach Wahl von F — von hoherer Regulari-
tét als u selbst. So konnte gezeigt werden, daf im Falle der Inkorporation aller
Zwei-Elektronen-Singularitdten in F der regulére Teil ug sogar im Holder-Raum
CH(R3N) liegt fiir alle o € (0,1) ([48]). Je nach Wahl das Jastrow-Faktors
lassen sich diese Ergebnisse weiter verfeinern (|30]).

Ein grundlegendes Problem der elektronischen Schrédinger-Gleichung ist nun,
daf sich ihre Losungen — mit Ausnahme des einfachsten Falles N = 1, des
Wasserstoffs — nicht explizit bestimmen lassen. Die Wellenfunktionen miissen also
numerisch approximiert werden. Der zunéachst naheliegende Versuch einer vollen
Diskretisierung scheitert am Fluch der Dimension: Schon bei einer moderaten
Anzahl von 100 Stiitzstellen in jeder Dimension, hat das voll diskretisierte System
die immense Anzahl von 10V Freiheitsgraden, selbst bei einem so einfachen
Molekiil wie Sauerstoff Oy ergibt dies ungeheure 10° Unbekannte, eine Zahl die
um Groéfsenordnungen hoher ist als die Anzahl der Atome im Universum!

Als moglichen Ausweg aus dieser Situation wurden in jingerer Vergangen-
heit insbesondere Diinne Gitter vorgeschlagen (|13,35,37,110,111|). Besitzt die
zu approximierende Funktion gewisse Regularititseigenschaften, so erlaubt es
diese Methode, a priori Diskretisierungsschemata zu entwerfen, welche substan-
tiell weniger Freiheitsgrade besitzen als eine volle Diskretisierung und deshalb
die Moglichkeit in Reichweite riicken zu lassen, die Wellenfunktionen in beliebi-
ger Genauigkeit direkt zu approximieren (siche auch Abschnitt 3.3). Die hier-
zu notige sogenannte anisotrope Sobolev-Regularitdt oder gemischte Regularitit
der Wellenfunktionen ist das zentrale Thema dieser Arbeit. Wahrend klassische
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Regularitatsresultate fiir elliptische Operatoren zumeist in isotropen Sobolev-
Réumen H*(R3M) oder allgemeiner W*P(R3Y) oder auch in Holder-Raumen
Ck(R3N) formuliert sind (vergleiche Abschnitt 1.1), sind die zugrundeliegen-
den Raume bei der gemischten Regularitéit gerade die anisotrope Sobolev-Raume
HL (R3N), s > 0 (siehe Kapitel 2).

Im Falle s = 0 stimmt dieser Raum gerade mit H*(R3") iiberein. Die wesentli-
che Eigenschaft von Funktionen u € Hi;ilx(R?’N ), s > 0, ist nun, dafs sie fiir jedes
Elektron ¢ in eine der drei entsprechenden Koordinatenrichtungen x; 1, 2; 2, ;3
bis zur Ordung s abgeleitet werden konnen und diese Ableitungen in H'(R3V)
liegen. Dementsprechend existieren also gewisse Ableitungen von u bis zur Ord-
nung Ns+1 und sind quadratintegrierbar, die Funktionen werden also mit wach-
sendem N immer regularer. Dies ist der Effekt, welcher bei der Diskretisierung
iiber diinne Gitter ausgenutzt werden kann. Im Vergleich hierzu sind im isotropen
Fall u € H*(R?*N) zwar alle Ableitungen von u der Ordnung s quadratintegrier-
bar, diese Regularitét ist jedoch von der Anzahl N der Elektronen unabhéngig.

Die wesentlichen Rdume in diesem Kontext sind somit die anisotropen So-
bolev-Réaume Hé;ilx(RSN ). Im allgemeinen definieren wir diese als Vervollstén-
digung der Menge 2(R3") der Testfunktionen beziiglich der iiber die Fourier-
Transformation 4 von u gegebene Norm

N

1/2
HuHmix,s,l = </(l + ’w‘Q) H(l + |wi|2)sm(w)\2dw> , u€eg.

i=1

Aquivalent hierzu kann ||| mix,s,1 auch iiber Interpolation oder in einer Sobolev-
Slobodeckij-Formulierung definiert werden (siche Abschnitt 2.1).

Die grundlegende Frage, ob nun die Eigenfunktionen des elektronischen Ha-
milton-Operators eine derartige gemischte Regularitdt besitzen, also gerade in
gewissen anisotropen Sobolev-Raumen an’ilx(RgN ) liegen, konnte Yserentant vor
einigen Jahren positiv beantworten (|105]) und 6ffnete so die elektronische Schré-
dinger-Gleichung fiir Approximationsschemata im Sinne diinner Gitter: Im all-
gemeinen sind die Wellenfunktionen enthalten in Hil/iQ’l(]R?’N ).

Der einzig explizit losbare Fall N =1 zeigt, dak die Eigenfunktionen des Ha-
milton-Operators im allgemeinen nicht mehr in H°/2(R3N) = Hil/ii’l(RsN) liegen,
s = 3/2 stellt somit eine erste obere Schranke der gemischten Regularitat dar.
Nun wird der Einteilchenfall von den Kern-Elektron-Wechselwirkungen der Form
1/]x—a| bestimmt, welche im Sinne der anisotropen Sobolev-Regularitit weniger
singulér ist als die Elektron-Elektron-Wechselwirkungen der Form 1/|z; —z;|. In
der Tat kann gezeigt werden, daf alle Eigenfunktionen eines Hamilton-Operators
eines Systems von N Elektronen in Hﬁl’ilx(R?’N ) liegen fiir s < 3/2, falls die

Elektron-Elektron-Wechselwirkung ignoriert wird (|107]). Bislang war es nun
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eine offene Frage, in welcher Weise die Elektron-Elektron-Wechselwirkung die
Regularitéitseigenschaften der Wellenfunktionen beeinflusst, ob sich also die Re-
gularititsresultate auf gewisse s > 1/2 verbessern lassen und wo gegebenenfalls
im Intervall [1/2,3/2) die scharfe Schranke fiir die Regularitit zu verorten ist.

Beide Fragen konnen nun in dieser Arbeit beantwortet werden. In [108,109]
konnte Yserentant beweisen, dals bei geeigneter Wahl des Jastrow-Faktors F
der regularisierte Teil ug in Hél’ilx(]R?’N ) liegt. Aus den im zweiten Teil dieser
Arbeit gewonnenen strukturellen Eigenschaften der Mixrdume und insbesonde-
re aus den hier gezeigten Abbildungseigenschaften von Jastrow-Faktoren kon-
nen wir hieraus neue Regularitétsaussagen beweisen: Wir zeigen, dafs die all-
gemeinen Wellenfunktionen in H®! (R3V) liegen fiir alle s < 3/4 (Abschnitt
3.1). Zur Analyse der Optimalitat dieser Aussagen ist zu beachten, dafs die
elektronische Schréodinger-Gleichungen im Mehrteilchenfall N > 1, also gerade,
wenn die Elektron-Elektron-Wechselwirkung auftritt, nicht explizit losbar ist.
Ausweg hierbei ist nun die Idee, die Kern-Elektron-Wechselwirkung durch ein
glattes harmonisches Potential zu ersetzen. Die Eigenfunktionen des auf diese
Weise definierten sogenannten Harmoniums sind nun explizit berechenbar, ih-
re Regularititseigenschaften werden durch die verbleibende Elektron-Elektron-
Wechselwirkung bestimmt. Eine geeignete Analyse dieser Eigenfunktionen zeigt
nun, daf diese genau in den Rdumen H;;X(R?’N ) liegen fiir s < 3/4. In diesem
Sinne sind die hier gezeigten Regularitatsresultate demnach optimal (Abschnitt
3.2).

Diese Arbeit ist in drei Teile gegliedert. Im ersten Kapitel geben wir eine
grundlegende Einfiihrung in das Thema. Dabei behandeln wir in Abschnitt 1.1
zunéchst die Losungs- und insbesondere Regularitéatstheorie elliptischer Operato-
ren, wobei allgemeine Hamilton-Operatoren besondere Beriicksichtigung finden.
Wir formulieren hier des weiteren allgemeine Regularitatsbegriffe flir abstrakte
Operatoren und legen dar, wie diese fiir die Regularitdtsuntersuchungen von Ei-
genfunktionen genutzt werden konnen. Im folgenden Abschnitt 1.2 konzentrieren
wir uns dann auf den elektronischen Hamilton-Operator, den zentralen Operator
dieser Arbeit. Hier stellen wir dessen grundlegende Eigenschaften vor, insbeson-
dere beziiglich des Spektrums und der Symmetrie und den Abfalleigenschaften
der Eigenfunktionen. Im dritten Abschnitt 1.3 des ersten Teil geben wir eine
Ubersicht iiber die bisher bekannten Regularititsresultate fiir die elektronischen
Wellenfunktionen und ordnen in diesem Kontext die von uns neu gewonnenen
Aussagen ein.

Der zweite Teil ist der Untersuchung der strukturellen Eigenschaften von ani-
sotropen Sobolev-Raumen gewidmet. Hier werden die wesentlichen Hilfsmittel
bereitgestellt, die wir im weiteren zum Beweis der Regularitdtsaussagen beno-

tigen. Im ersten Abschnitt 2.1 definieren wir die Mixrdume H,' und beweisen
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einige ganz grundlegende Eigenschaften. Ein weiterer Schwerpunkt liegt hier in
der Formulierung einer Reihe von dquivalenten Normdarstellungen. Insbesondere
die Sobolev-Slobodeckij-Variante mag von unabhéangigem Interesse sein, erlaubt
sie doch eine Formulierung der gebrochenen Mixnormen ohne Riickgriff auf die
Fourier-Transformation. Dies kann beispielsweise die technische Behandlung des
Coulomb-Potentials, welche sich im Fourier-Bereich als recht kompliziert erweist,
erleichtern. Im folgenden Abschnitt 2.2 zeigen wir, dak die Skala (H.'7 ) unter
reeller Interpolation abgeschlossen ist, die Interpolation zwischen diesen Réu-
men also wieder in anisotrope Sobolev-Raume miindet. Der Dichtheitssatz 2.3.4
stellt die Kernaussage des Kapitels 2.3 dar. Er besagt, daf sich Funktionen aus
H;?X beliebig gut durch glatte Funktionen approximieren lassen, deren Tréger
von den Singularitédten des Coulomb-Potentials wegbeschrénkt ist, falls s < 3/4
ist. Dies erlaubt die besonders einfache Behandlung des Potentialterms in diesen
Raumen. Wir geben diesen Satz hier an, obwohl wir ihn schlieflich nicht zum
Beweis neuer Regularitatsresultate nutzen konnten, da wir meinen, daft er von
unabhéngigem Interesse sein konnte. Das Hauptproblem bei der Anwendung die-
ser Aussage zum Beweis neuer Regularitéitsresultate ist die Identifizierung der
Interpolationsraume zwischen den echten Unterrdumen, welche durch derarti-
ge glatte Funktionen erzeugt werden. Im Gegensatz zur Skala (H.' ) ist es hier
nicht klar, ob hier die Interpolationsrdume wieder von entsprechender Form sind!

Im letzten Abschnitt 2.4 des zweiten Teils betrachten wir schlieflich die Ab-
bildungseigenschaften von Jastrow-Faktoren zwischen verschiedenen anisotropen
Sobolev-Réumen. Diese Aussagen stellen die wesentlichen Hilfsmittel zur weite-
ren Betrachtung der Regularitit der Wellenfunktionen des elektronischen Ha-
milton-Operators dar.

Dieser Untersuchung ist der dritte Teil dieser Arbeit gewidmet. Im ersten Ab-
schnitt 3.1 beweisen wir die bereits erwahnten neuen Regularititsaussagen in
anisotropen Sobolev-Raumen. Hieriiber hinaus zeigen wir, daf die Eigenfunktio-
nen des Hamilton-Operators sogar in exponentiell gewichteten Mixrdumen lie-
gen, die (gebrochenen) gemischten Ableitungen also gewissermafien exponentiell
abfallen. In 3.2 betrachten wir das Wasserstoffatom und die Wellenfunktionen
des Harmoniums, anhand derer wir aufzeigen, dals unsere Regularitdtsaussagen
optimal sind. Schlieflich skizzieren wir im letzten Abschnitt 3.3 die Implikationen
dieser Aussagen im Kontext der numerischen Analysis.

Im Anhang schlieflich zeigen wir zundchst in Abschnitt A.1 eine Reihe ver-
schiedener Varianten der Hardy-Ungleichung, dem zentralen Hilfsmittel bei der
Untersuchung des Coulomb-Potentials. In unserer Arbeit werden diese bei der
Behandlung der Jastrow-Faktoren benétigt. Im zweiten Abschnitt A.2 unter-
suchen wir detailliert, wie sich die Ableitungen von sogenannten Abschneide-
funktionen quantitativ verhalten, Abschétzungen, wie sie insbesondere fiir die
Dichtheitsaussagen des Satzes 2.3.4 benétigt werden. Dies beinhaltet eine quan-
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titative Betrachtung der Ableitungen der Abstandsfunktion (x,y) +— |z — y| in
RS. In A.3 geben wir eine einheitliche Einfiihrung in die Theorie der reellen
Interpolation zwischen Banach-R&aumen.

Zu guter Letzt mochte ich mich bedanken:

bei Herrn Prof. Dr. Harry Yserentant fiir die Betreuung und die Unterstiitzung,
bei Herrn Prof. Dr. Etienne Emmrich fiir mannigfaltige interessante und mo-
tivierende Gespriiche und die Ubernahme des Zweitgutachtens und schlieflich
bei meinen Kollegen und Freunden der ganzen erweiterten Arbeitsgruppe fiir
wirklich aufsergewohnlich nette Jahre, Diskussionen, Kaffee- und Spielrunden.
In besonderem Mafe gilt dies fiir Andreas Zeiser, André Uschmajew, I.M. Ma-
labar, Max Klimm, Jochen Garcke und Moritz Biskamp: Vielen Dank!






Notationen

Wir halten zunéchst einige grundlegende Schreibweisen und Bezeichnungen fest,
wobei wir zumeist eine Standardnotation verwenden.

In dieser Arbeit werden wir ausschliefslich mit Rdumen von Funktionen zu
tun haben, welche {iber ganz R™ definiert sind, weshalb wir im folgenden den
zugrundeliegenden Raum nicht explizit erwithnen. Mit L? = L?(R™) sei demnach
wie liblich der Raum der quadratintegrierbaren mefbaren Funktionen iiber R"”
bezeichnet, fiir die entsprechende L?-Norm schreiben wir

fulo = ([ Ju(o)Paz) "

fiir das L2-Skalarprodukt entsprechend

(u,v)o ::/ uv dx.

Die Sobolev-Riaume H* = W*2 k = 1,2,..., bestehen aus jenen L2-Funk-
tionen, deren sdmtliche Ableitungen bis zum Grade k quadratintegrierbar sind
(siehe hierzu des weiteren [1]), die entsprechende Norm ist gegeben durch

lullf = D 10%ull3.

|| <k

Wir verwenden hier die {ibliche Multiindex-Schreibweise: Fiir einen Multiindex
a € N” ist
o ﬁ 0%
= o
P Ox;

der Betrag ist gegeben durch || := aq + -+ + .

Insbesondere wird also die H'-Norm definiert durch ||u|? = ||u||3 + |u|3, wobei
die Halbnorm | - |; gegeben ist durch

[ulf =Y 10u/0illg = | Vull3.

i=1
Die Sobolev-Riume H* umfassen die Menge 2 := C§° der unendlich oft diffe-
renzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger und die Menge . der Schwartz-

Funktionen, also die Teilmenge der glatten Funktionen, welche samt ihren Ab-
leitungen schneller als jedes Polynom fallen fiir || — oco. Wir merken an, daf
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in unserem Fall H* gerade die Vervollstindigung sowohl von 2 als auch von .¥
beztiglich der Norm || - || ist.

Des weiteren findet gelegentlich der Raum W1 Verwendung, welcher aus
allen Funktionen besteht, welche schwache erste Ableitungen besitzen und samt
diesen wesentlich beschriinkt sind. SchlieRlich sind mit C**, k € N, a € (0, 1]
die Holder-Raume der Funktionen bezeichnet, welche stetige Ableitungen bis zur
Ordnung k besitzen und deren Ableitungen k-ter Ordnung Hoélder-stetig zum
Exponenten « sind, es also eine Konstante C' > 0 gibt mit

laau(x) - aau(y)‘ S C‘.ZL' - y‘a7 T,y c R™
fiir alle Multiindizes mit |a| = k, siehe auch ([90]).
Fir eine Funktion u € .¥ definieren wir die Fourier-Transformation 4 durch
o /ei”'xu(x)da:,
(271')”/2

welche sich bekanntermafen zu einem isometrischen Isomorphismus .# : L? —
L? fortsetzen liisst, es gilt also ||ullo = ||@]|o (siehe beispielsweise [53,103,108]).
Die H'-Norm einer Funktion v € H' ist dann gegeben durch

i(w) = (Fu)(w) =

Jul? = / (1 + |of?) () 2de.

Mit Hilfe der Fouriertransformation lassen sich leicht Sobolev-Ridume H?® defi-
nieren fiir gebrochene Koeffizienten s > 0, die entsprechende Norm ist gegeben
durch

lull? = /(1 + |w]?)®)i(w) |*dw.

Weitere Moglichkeiten zur Konstruktion derartiger gebrochener Sobolev-Raume
beispielsweise mittels Interpolation (Besov-Réume) oder einer Sobolev-Slobo-
deckij-Norm werden hier nicht weiter thematisiert, wir verweisen aber auf die
entsprechenden Definitionen und Beweise im Falle anisotroper Sobolev-Raume
in Abschnitt 2.1. In dieser Arbeit machen wir extensiven Gebrauch der Fourier-
Darstellung der auftretenden Normen. Die inverse Fourier-Transformation bend-
tigen wir gelegentlich und bezeichnen sie entsprechend mit .% ~1.

Zu einem Banach-Raum V' bezeichnen wir mit V* den kanonischen Dualraum,
die entsprechende duale Paarung ist durch (-,-) : V* x V' — C beziehungsweise
R gegeben. Die Dualriume der Sobolev-Réaume H* bezeichnen wir entsprechend
mit (H*)*, obwohl sie in unserem Fall mit H~* zusammenfallen.

Ist ein Banach-Raum V in einen anderen Banach-Raum U stetig eingebettet,
gilt also V' C U und gibt es eine Konstante C' > 0 mit ||v||y < C||v||v fiir alle
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v € V, so schreiben wir V' — U, sind U und V sogar isometrisch isomorph, so
notieren wir U = V.

Ein Gelfand-Dreier besteht aus einem separablen, reflexiven Banach-
Raum V mit Dualraum V* und einem separablen Hilbert-Raum H, derart, daf
V stetig und dicht in H eingebettet ist: V — H = H* — V™.

Ein Banach-Raum V ist zerlegt in die direkte Summe V = V; ® V5 zweier Un-
terrdume, falls sich jedes Element von V' eindeutig als Summe je eines Elementes
aus V7 und V5 schreiben lasst.

Wir machen ausgiebig Gebrauch der folgenden Notation: Kann ein Ausdruck,
beispielsweise eine Norm, bis auf einen konstanten Faktor gegen einen anderen
Ausdruck abgeschétzt werden, so verwenden wir das Symbol <, wenn die auftre-
tenden Konstanten nicht néher bestimmt werden sollen oder konnen. Gilt eine
derartige Beziehung in beide Richtungen, so schreiben wir ~.

Die Resolventenmenge p eines linearen Operators A : V O D(A) — V mit
Definitionsbereich D(A) besteht aus allen Punkten A € C, so daf der Operator
(A—XI)~!:V — V existiert und beschriinkt ist. Das Spektrum o ist gegeben
durch 0 = C\p. Ein Eigenwert von A ist gerade ein Punkt A\ des Spektrums, fiir
den der Kern ker(A—\) nichttrivial ist, die zu A gehdrenden Eigenvektoren bezie-
hungsweise Eigenfunktionen sind dann gerade die Elemente dieses sogenannten
Eigenraums. Die fiir uns wesentliche Feincharakterisierung des Spektrums ist die
disjunkte Aufteilung o = 055 U 0gisk in das wesentliche Spektrum o.ss und das
diskrete Spektrum og;s;. Letzteres umfasst alle Eigenwerte endlicher Vielfach-
heit (also mit endlich-dimensionalem Eigenraum), welche isolierte Punkte des
Spektrums sind. Diese sind fiir uns von besonderem Interesse. Das wesentliche
Spektrum umfasst den Rest des Spektrums.

Abschliefsend wollen wir bemerken, dafs in dieser Arbeit die Mengeninklusion
C stets auch Gleichheit der Mengen umfasst: C=C.






1 Grundlegender Teil

1.1 Hamilton-Operatoren

Aus mathematischer Sicht verstehen wir ganz allgemein unter einem Hamilton-
oder Schrodinger-Operator einen elliptischen Differentialoperator, welcher durch
einen Differentialausdruck der Form

1
Lu = —§Au+Vu (1.1.1)

definiert wird. Als das zugrundeliegende Ortsgebiet beschranken wir uns in dieser
Arbeit durchweg auf R", betrachten also Ganzraumprobleme. Die Funktion V :
R™ — R nennen wir hierbei das Potential des Operators; dessen Eigenschaften
sind entscheidend fiir das Verhalten des ganzen Operators. In dieser Arbeit sind
wir insbesondere interessiert an der variationellen Formulierung und definieren
somit den entsprechenden Hamilton- oder Schrodinger-Operator zundchst formal
durch

A:H' - (HY*, A= Ay+ B,

mit dem Hauptteil
(Agu,v) :== (Vu, Vv)o, u,v € H',
und dem Potentialteil
(Bu,v) := (Vu,v)g, u,v€ H.

Wir gehen hier auf die Grundlagen der Theorie der elliptischen Operatoren und
deren starker, schwacher oder variationeller Losungeigenschaften nicht niher ein
und verweisen auf die Standardwerke wie beispielsweise [21, 26,36, 39,87,101].
Es ist leicht zu sehen, daff der Operator Ag : H' — (H')* wohldefiniert und
beschriankt ist. Damit dergleichen auch fiir B : H' — (H')* gilt, miissen ge-
wisse Anforderungen an das Potential V' gestellt werden, es reicht beispielsweise
aus, wenn V € L™ liegt. Eine solche Bedingung ist jedoch fiir die meisten auf-
tretenden Potentiale nicht erfiillt. Insbesondere gilt dies auch fiir das fiir uns
wesentliche Coulomb-Potential der elektronischen Schréodinger-Gleichung (siehe
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Abschnitt 1.2). Wir fordern somit zunédchst lediglich ganz allgemein, daf auch
B beschriankt ist, also einer Abschatzung der Form

(Bu,v)| < llulillv]ly, w,ve H

geniigt.
Fiir einen Operator A : H! — (H')* ist im allgemeinen das Losungsverhalten
der Operatorgleichung
Au=f (1.1.2)

fiir ein (oder gewisse) f € (H')* von Interesse. Eines der grundlegenden Hilfs-
mittel bei der Beantwortung der Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen von (1.1.2) ist sicherlich das Lemma von Lax-Milgram:

Satz 1.1.1. Es sei V ein (reeller) Hilbert-Raum und A : V. — V* ein linearer be-
schrinkter Operator, welcher stark positiv! sei, das heifit, es gebe eine Konstante
c> 0, so daf

(Av,v) > c||o]®

fiir alle v € V gelte. Dann ist A bijektiv.

Ist diese Bedingung erfiillt, so 16st der Satz das Existenz- und Eindeutigkeits-
problem der Gleichung (1.1.2) vollsténdig: Ist f € V* eine rechte Seite, so gibt es
aufgrund des Lemmas von Lax-Milgram genau eine Losung u € V' der Gleichung
Au = f. Wir bemerken, daf aus der starken Monotonie unmittelbar die Stabili-
tatsabschatzung ||u|| < 1/c¢||f||« fiir eine Losung u folgt. Ein Beweis des Lemmas
von Lax-Milgram findet der Leser beispielsweise in jedem der oben angegebenen
Lehrbiicher zur Theorie der partiellen Differentialgleichungen.

Im Falle des Hamilton-Operators bereitet der Nachweis der starken Positivitét
von A keine Miihe, falls das Potential weitere geeignete Eigenschaften aufweist.
Setzen wir beispielsweise voraus, dafs V' zusédtzlich eine Bedingung der Form
V' > ¢ > 0 erfiillt, so ist A in der Tat stark positiv und das Lemma von Lax-
Milgram induziert dann die eindeutige Losbarkeit der Gleichung (1.1.2) auf R"
fiir beliebige rechte Seiten beispielsweise aus L?(R™). Leider ist dies beispiels-
weise im Falle des Coulomb-Potentials nicht gegeben, so dafs wir hierfiir entspre-
chende erweiterte Abschiitzungen benédtigen, wir vertiefen diese Uberlegungen
im néchsten Abschnitt.

Obgleich es selbstverstéandlich uniibersehbar viele weitere Hilfsmittel zur Lo-
sung des Existenzproblems fiir Operatorgleichungen wie (1.1.2) gibt, wollen wir
auf diese an dieser Stelle nicht weiter eingehen und verweisen auch hier auf die
oben genannte Literatur. In der Tat erlaubt es uns ndmlich die einfache Struktur

!Die Bezeichnungen gehen an dieser Stelle in der Literatur auseinander. So wird diese Bedin-
gung bei verschiedenen Autoren auch als Koerzitivitat oder V-Elliptizitat von A bezeichnet.
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des Hamilton-Operators, sich bei den entsprechenden Untersuchungen ganz auf
das Lemma von Lax-Milgram zuriickzuziehen.

Neben der Frage nach Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sowohl ei-
nes Differentialgleichungsproblems als auch der zugehorigen Operatorgleichung
ist die Untersuchung der Regularitéat dieser Losungen von besonderem Interesse.
Nun ist dieser zunéchst noch undefinierte Begriff fiir Losungen einer Differenti-
algleichung, also fiir Funktionen, recht intuitiv zu fassen: Besitzt eine solche Lo6-
sung Ableitungen héheren Grades? Sind diese stetig? Zu welcher Potenz ist die
Funktion oder sind ihre Ableitungen integrierbar, kurz, ist die Funktion ,,glatter
als zundchst angenommen werden konnte? Formal kénnen wir das Regularitéts-
problem also auffassen als die Frage, in welchen Funktionenrdumen eine Losung
der Differentialgleichung liegt. Im allgemeinen wird dies von den Eigenschaften
der Koeffizientenfunktionen und der rechten Seite abhingen.? Wir konnen die
Regularitatsfrage also wie folgt formulieren: Unter welchen Bedingungen an die
Koeffizientenfunktionen liegen die Losungen des Differentialgleichungsproblems
in einem gewissen — kleineren — Funktionenraum, sofern die rechte Seite aus
einem gewissen — kleineren — Funktionenraum gewéhlt wird.

Diese Grundidee 1&8t sich nun auf Operatorprobleme der Form (1.1.2) iiber-
tragen und motiviert die folgende Definition des abstrakten Regularitatsbegriffes
fiir Losungen allgemeiner Operatorgleichungen.

Definition 1.1.2. Es sei ein (linearer) Operator A :' V. — U gegeben. Weiterhin
sei Vi ein Unterraum von V und Uy ein Unterraum von U. Der Operator A
heifst (Vi,Uy)-reguldr, falls jede Losung der Operatorgleichung Au = f fir ein
beliebiges f € Uy in Vi liegt.

Ein solcher Operator hat nun gerade die gewiinschten Regularitdtseigenschaf-
ten: Eine Losung u zu einer rechten Seite f, welche eine gewisse Glattheit besitzt
(f € Ur), besitzt dann selber eine gewisse Glattheit: u € V7.

Ist der Operator selbst sogar bijektiv, konnen wir die entsprechende Opera-
torregularitit wie folgt fassen:

Lemma 1.1.3. Es sei ein (linearer) bijektiver Operator A : V. — U gegeben.
Weiterhin sei Vi ein Unterraum von V. und Uy ein Unterraum wvon U. Dann
ist A (Vi,Uy)-reguldr, falls die Einschrinkung von A auf Vi surjektiv auf Uy
abbildet, falls also Aly, : Vi — Uy wohldefiniert und surjektiv ist.

Beweis. Sei f € U; und sei u € V eine Losung von Au = f, diese ist wegen
der Bijektivitit von A eindeutig. Nun gibt es wegen der Surjektivitdt von Aly,

2Es sei bemerkt, daf im Falle beschriinkter Gebiete, oder allgemeiner Gebiete mit nichtleerem
Rand, die geometrischen Eigenschaften des Gebietes und des Randes und eventuell gefor-
derte Randbedingungen weiteren wesentlichen Einfluss auf die Regularitdt der Losungen
haben.
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ein & € V; mit f = Al|y, @ = Ad. Die Eindeutigkeit der Losung impliziert nun
u=1ué€V. O

Im Falle einer variationellen Formulierung eines Differentialgleichungspro-
blems behandeln wir Operatoren A : V' — V*, wobei V ein Banach- oder sogar
Hilbert-Raum ist. Sind dann V; € V und U; C V* Unterrdume, so ist also der
Operator Aly, : Vi — U; zu betrachten. In der Regel ist dabei U; selbst der
Dualraum eines Hilbert-Raumes Wy, Uy = (W7)*, wobei V' C W gilt, so daf
die Bedingung U; C V* erfiillt ist. Die Untersuchung von Operatoren der Form
Aly, : Vi — (W7)* 1akt sich nun nicht mehr mit dem Lemma von Lax-Milgram
durchfiihren, an dessen Stelle treten beispielsweise inf-sup-Bedingungen. Da wir
nur an der Surjektivitédt solcher Operatoren interessiert sind, geniigt hierfiir bei-
spielsweise der folgende Satz von Lions:

Satz 1.1.4. Es sei V ein Hilbert-Raum und W ein normierter Raum. Weiter-
hin sei A : V. — W™ linear und beschrinkt und es gelte die folgende inf-sup-
Bedingung:
inf  sup |[(Av,w)| >¢>0.
llwllw=1|jv||,, <1
Dann ist A surjektiv.

Einen Beweis dieses Satzes findet der Leser in [91].

Eine Vielzahl von Schwierigkeiten beim Regularitdtsproblem fiir elliptische
Differentialoperatoren resultiert aus der Untersuchung des Verhaltens der Lo-
sungen am Rande des Definitionsgebietes, entsprechende Betrachtungen nehmen
einen Grofiteil der Literatur zum Thema ein. Fiir die Untersuchung der elektro-
nischen Schrodinger-Gleichung ist das entsprechende Problem, wie bereits er-
wahnt, nun auf ganz R" definiert, Untersuchungen des Randverhaltens sind also
hier nicht notwendig, entscheidend ist die sogenannte innere Regularitdt. Wir
wollen nun kurz einige entsprechende bekannte Regularitétsaussagen, wie sie et-
wa in [2,7,21,36,39,73,101] und besonders auch in [80,90] zu finden sind, in der
Form der Definition 1.1.2 darstellen. Hierbei sei stets A : H' — (H')* der zur
variationellen Formulierung

(Au,v) == — Z /]R" 0Oz, u0y ;vdx + Z/nbi&riuvdm’ + / cuvdz (1.1.3)
i=1

.. n
i,0=1

eines allgemeinen elliptischen Differentialausdruck

Lu= )" 0y, (ai0u) + > bidyu + cu, (1.1.4)

ij=1 i=1
gehorender Operator. Eines der grundlegenden Regularitétsresultate ist folgende
Satz (vergleiche beispielsweise [36,87,101])
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Satz 1.1.5. Es sei A stark positiv und fiir die Koeffizientenfunktionen gelte a;; €
W und b, a € L™ firi,j =1,...,n. Dann ist der Operator A (H'NHZ ., L?)-
reguldr.

Induktiv kann hieraus fiir die héheren Ableitungen gezeigt werden (siehe bei-
spielsweise [39], mit etwas anderen Voraussetzungen auch [2,21,36,73,101]).

Satz 1.1.6. Es sei A stark positiv und fir die Koeffizientenfunktionen gelte
ajj € Wk und bj,a € WF1> fir i j = 1,...,n. Dann ist der Operator A
(H' N HEL BN regulr.

loc

Eine ganz andere Klasse von Regularitdtsaussagen behandelt die Frage nach
der Holder-Stetigkeit der Losungen, deren vielleicht bekanntester Vertreter der
Satz von de Giorgi-Nash-Moser ist, insbesondere in der fiir allgemeine inhomoge-
ne Differentialgleichungsprobleme, wie wir sie hier betrachten, verallgemeinerten
Form von Morrey (|80], siche auch [7,90,93]). Wir zitieren nach [36]:

Satz 1.1.7. Es seien die Koeffizienten a;j,b;,c € L™ firi,j =1,...,n. Dann
ist fiir ¢ > n/2 der Operator A (H'N 100’2‘, L%)-reguldr. Jede Losung des Differen-
tialgleichungsproblems zu einer rechten Seite aus LY ist also lokal Holder-stetig,

wobei der Hélder-Koeffizient lokal variieren kann und auch von q abhdngt.

Es sei schlieklich bemerkt, dafs wir uns ganz allgemein in dieser Darstellung
auf die rein qualitative Aussage beschrinken, in welchen Funktionenrdumen die
Losung jeweils enthalten ist. Von grofsem Interesse ist oft die weiterfithrende
Frage, ob sich gewisse Stabilitatsungleichungen zeigen lassen, ob also die jeweilige
Norm der Lésung durch die Norm der rechten Seite beschrankt werden kann.
In der Tat sind derartige Abschétzungen oft moglich und in der angegebenen
Literatur zu finden.

Eine naheliegende Fragestellung, die im Falle eines Hamilton-Operators oft
sogar von eigentlicher Bedeutung ist, ist nun, ob dhnliche Resultate auch in dem
Fall zu erwarten sind, daf die rechte Seite ein Vielfaches der gesuchten Grofe
ist, wir es also mit einem Eigenwertproblem der Form

Au = d\u

zu tun haben. Hier stellt sich zunéchst die nichttriviale Frage, ob A tatséchlich
Eigenwerte besitzt. Dies ist in der Tat der Fall, falls — im Falle eines Hamilton-
Operators mit Potential V' — dieses gewisse zusétzliche Bedingungen erfiillt. Wir
wollen hier im allgemeinen nicht ndher darauf eingehen und verweisen beispiels-
weise auf [60,100]. Im néchsten Abschnitt wird diese Frage fiir den speziellen
Fall der elektronischen Schrodinger-Gleichung néaher beleuchtet.
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Betrachten wir zunédchst die ,klassische” beziehungsweise ,schwache Situati-
on. Essei V. C U und A : V — U. Dies ist in der Tat beispielsweise der Fall,
wenn A der zur klassischen beziehungsweise schwachen Formulierung eines Dif-
ferentialgleichungsproblems assoziierte Operator ist. Ist u eine Eigenfunktion zu
einem Eigenwert A, also Au = Au, so liegt u per definitionem zunéchst im Defi-
nitionsbereich V. Setzen wir nun f = Au € V, so 16st u offenbar die Gleichung
Au = f und da nun also sogar f € V C U gilt, konnen wir hoffen, daft wir fiir
u weitergehende Regularitidtsaussagen gewinnen kénnen. In der Tat, falls nun A
fiir ein V3 C V sogar (Vi,V)-reguldr im Sinne des vorigen Abschnittes ist, so
folgt, dafs v und damit alle Eigenfunktionen von A sogar in V4 C V liegen.

Fiir die Behandlung von elliptischen Differentialoperatoren ist nun insbesonde-
re die schwache Formulierung iiber einen beschrénkten Operator A : V' — V* von
Interesse. In diesem Fall freilich konnen klassische Eigenwerte und -funktionen
nicht mehr definiert werden. Die Struktur eines Gelfand-Tripels erlaubt nun die
folgende Verallgemeinerung.

Definition 1.1.8. Essei V C H = H* C V* ein Gelfandtripel und £ : H — H*
der kanonische Riesz-Isomorphismus. Weiter sei A : V. — V™ ein beschrdnkter
Operator. Dann ist w € V' eine (variationelle) Eigenfunktion zum Eigenwert \,

falls Au = MNEu in V* gilt, also (Au,v) = A(u,v)y fir allev € V.

Ist A der zur variationellen Formulierung eines Differentialgleichungsproblems
gehorende Operator, so ist leicht zu sehen, daft etwaige Eigenfunktionen im star-
ken oder schwachen Sinne auch solche im variationellen Sinne sind.

Nach dieser Definition liegen somit alle Eigenfunktionen u von A zunéchst
lediglich in V. Da Wy := E(V) C V* gilt, so ist auch hier zu erwarten, dafs
wir vermoge des Ansatzes f = AEu € Wj weitergehende Regularitdtsaussagen
gewinnen konnen. Im einfachsten Fall ist A bereits (V1, Wi)-regulér mit einem
Unterraum V3 C V. Da wieder u eine (und im Falle eines bijektiven Operators
sogar die eindeutige) Losung des Problems Au = f = AFu in V* ist, so folgt
unmittelbar, daft v und damit alle Eigenfunktionen von A sogar in V; liegen.

Diese einfache Methode nutzt, daft Eigenwerte im Definitionsbereich des Ope-
rators liegen und sich damit im allgemeinen als glattere rechte Seite interpretie-
ren lassen. Um dies auszunutzen, miissen wir allerdings voraussetzen, dafs der
Operator (Vi, Wi)-regulér ist fiir einen Raum Wi, der den Definitionsbereich
(beziehungsweise eine geeignete Einbettung desselben) umfaft. Eine solche Re-
gularitdtsaussage ist nun aber in vielen Fallen und insbesondere fiir Regularitat
auflerhalb der klassischen Sobolev-Raume nicht bekannt oder auch nicht zu er-
warten. Dies ist insbesondere der Fall fiir die Regularitit in R&umen gemischter
Ableitungen wie sie uns fiir die elektronische Schrédinger-Gleichung interessiert.

Um dieses Problem zu l6sen, ist hiufig die folgende Uberlegung das Mittel
der Wahl: Es sei der Raum V zerlegt in eine direkte Summe V =V, & V;, jede
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Funktion u € V sei also eindeutig darstellbar als v = u, + us, wobei u, € V,
den ,reguldren” und us € Vs den ,singuldren Anteil von u reprisentiere. FEnt-
sprechend sei diese Zerlegung so gewahlt, daf u, jedenfalls hinreichend regulér
ist: Das heifst, ist es unser Ziel zu zeigen, daf die Eigenfunktion u in einem Un-
terraum V3 C V liegt, so soll zumindest V,, C V; gelten. Das Problem reduziert
sich somit auf die Frage, ob us € V7 gilt.

Ist nun u = u, + us ein Eigenwert von A, so gilt fiir alle v € V

(Au,v) = AMu,v),

also
(Aug, v) — AMus,v) = AMup,v) — (Auy, v).

Dies gilt insbesondere fiir alle vg € Vj, also
(Aug, vs) — Mus, vs) = AUy, vs) — (Auyr, V). (1.1.5)

Die linke Seite dieser Gleichung interpretieren wir nun — zunéchst formal — als
einen neuen Operator

Ay Vs — (VS)*7 <A)\U57vs> = <Au87vs> - A(U&Us)a
die rechte Seite von (1.1.5) als Funktional

e (VS)*a <f)nvs> = A(“rvvs) - <Aur77}s>-

Anstelle des Eigenwertproblems betrachten wir somit nun die Operatorgleichung
Apus = fy in (Vy)*. Die Vi-Regularitit des Eigenwertes u, bezichungsweise seines
,singuldren“ Anteils ug, lafst sich somit wieder auf eine klassische Regularitéts-
aussage fiir Operatorprobleme zuriickfiihren. Ist ndmlich der Operator A als
(V1 N Vs, Wy)-regulér erkannt fiir einen gewissen Unterraum Wi C (V5)*, und
liegt die rechte Seite fy in W7, so folgt tatséchlich us € Vi und damit auch
u = u, + ug € V1. Die in dieser Arbeit gewonnenen Regularitdtsresultate fiir
Eigenfunktionen der elektronischen Schrodinger-Gleichung basieren letztlich auf
derartigen Uberlegungen.

Abschliefsend beleuchten wir noch kurz die allgemeine Vorgehensweise am Bei-
spiel eines Hamilton-Operators mit glattem Potential. Nehmen wir also an, daf A
eine Eigenfunktion u zu einem Eigenwert A besitzt und daf des weiteren das Po-
tential V' glatt sei und die weiteren oben genannten Voraussetzungen erfiille. Aus
dem zitierten Regularitiitssatz 1.1.6 erhalten wir nun, daf A mit Wy := E(H?)
in der Tat (H?,W;)-regulir ist und im allgemeinen sogar (H**2 Wj)-regulir,
Wy, := E(HF). Somit liegt zuniichst die Eigenfunktion « in A3 und dann induk-
tiv sogar in jedem H*, k € N. Der Sobolevsche Einbettungssatz liefert hieraus
dann die Aussage, dak in der Tat die Eigenfunktionen von A in C*° liegen.
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1.2 Die elektronische Schrodinger-Gleichung

In dieser Arbeit fokussieren wir uns auf den sogenannten elektronischen Hamil-
ton-Operator. Diesen stellen wir zunéchst in spinfreier Formulierung vor und
behandeln die wesentlichen grundlegenden Eigenschaften. Am Ende dieses Ab-
schnittes gehen wir dann noch kurz auf das Pauli-Prinzip und dessen Auswirkun-
gen auf die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators ein. Wir beleuchten hier im
wesentlichen die mathematische Seite der Schrédinger-Gleichung und gehen auf
die physikalische Herleitung und Interpretation nur am Rande ein, dem inter-
essierten Leser seien hier beispielsweise [38,69, 76,79, 95, 98] genannt. Fiir die
folgende Darstellung verweisen wir auch auf [104, 108].

Der den elektronischen Hamilton-Operator definierende Differentialausdruck
ist gegeben durch

1 NE oz N
L=—=A — Ok N - 1.2.1
D D) Wiy R Y o (2
=L k= hI=!
1<J

zi,ar €ER3,i=1,...,N, k=1,..., K. Somit ist L also in der Tat von der Form
(1.1.1). Durch L definieren wir entsprechend wie oben in variationeller Formulie-
rung den fiir diese Arbeit entscheidenden Hamilton-Operator H : H' — (H')*;
wir werden in Kiirze sehen, dafs auch hier, trotz des singuldaren Charakters des
Potentials, H wohldefiniert ist. Wieder sei H zerlegt in den durch den Laplace-
Term definierten Hauptteil Ay sowie den Potentialteil B.

Zunachst zur physikalischen Interpretation: Der Operator H beschreibt ein
System von N Elektronen mit den Ortskoordinaten z; € R3, i = 1,..., N, im
externen elektromagnetischen Feld, welches durch K Kerne mit Ladungen Z; an
den Positionen a, € R3, k=1, ..., K, erzeugt wird. Das Potential V = Vo + Ve,
setzt sich demzufolge zusammen aus der Kern-Elektron-Anziehung

Zy,
Ve := — —_ 1.2.2
=) (1.22)
i=1 k=1
und der Elektron-Elektron-Abstofsung
N
1

Vee := _ 1.2.3
“ Z |z — ] (123)

'L,'j:‘1

1<)

Mit Z := > Zj bezeichnen wir die Gesamtladung der Kerne, fiir neutrale Mole-
kiile gilt dementsprechend beispielsweise Z = N. Ein voller (nichtrelativistischer)
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Hamilton-Operator beriicksichtigt dariiber hinaus die Bewegungen sowie paar-
weise Abstofsung der Kerne untereinander. Der hier betrachtete elektronische
Hamilton-Operator beschreibt die sogenannte Born-Oppenheimer-Approxima-
tion des vollen Systems. Da die Kerne im Verhéltnis zu den Elektronen eine sehr
grofte Masse besitzen, kann deren Relativbewegung fiir die meisten elektroni-
schen Strukturiiberlegungen vernachléssigt werden.

Bei der Untersuchung des Hamilton-Operators sind Hardy-Ungleichungen von
besonderer Wichtigkeit. In einer ihrer einfachsten — fiir uns relevanten — Version
lautet diese

2
[t <2 [ WuaPdea) =2 (24)
fiir Funktionen v € H!(R? x R3). Einen Beweis dieser Abschitzung findet der
Leser beispielsweise in [105]|. Insbesondere verweisen wir fiir verallgemeinerte
Versionen, wie wir sie in den folgenden Abschnitten bendtigen, sowie fiir weitere
Referenzen auf den Anhang A.1.

Die Hardy-Ungleichung (1.2.4) stellt die zum Beweis der Wohldefiniertheit und
Beschranktheit des Hamilton-Operators (1.2.1) benétigte Potentialabschétzung
bereit. In der Tat folgt aus (1.2.4) unmittelbar:

Lemma 1.2.1. Der Operator
B:H' = (HY*, (Bu,v):=(Vu,v)
ist wohldefiniert und beschrinkt.

Da die entsprechende Aussage fiir den Hauptteil
Ag: H' — (HY*,  (Agu,v) := (Vu, V)
klar ist, erhalten wir also wie erwiinscht die grundlegende Aussage:

Korollar 1.2.2. Der Hamilton-Operator H = Ay + B : H' — (HY)* ist wohl-
definiert und beschrinkt.

Da der Potentialteil beschréankt ist, ist es leicht zu sehen, daf fiir einen hin-
reichend groft gewéhlten Verschiebungsparameter p > 0 der geshiftete Operator
H + pE stark positiv ist®, H + pE also nach den Lemma von Lax-Milgram ein
bijektiver Operator ist.

Nun sind wir weniger an Losungen einer Operatorgleichung Hu = f also viel-
mehr an Eigenfunktionen von H, also an Losungen der Schrédinger-Gleichung

Hu = MEu

3Hier ist E der L2-Riesz-Isomorphismus, siehe auch Definition 1.1.8.
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interessiert. Somit ist zun#chst das Spektrum des Hamilton-Operators zu un-
tersuchen. Genauer sei hierzu zunichst H : L? D H? — L? der zur schwachen
Formulierung gehoérende Operator: Hu := —%Au + Vu, wobei hier der Laplace-
Operator im schwachen Sinne zu verstehen ist. Es ist bekannt, dafs bei dieser
Wabhl des Definitionsbereiches H einen unbeschriankten, selbstadjungierten Ope-
rator definiert (|57,58,60,98,99|). Das Spektrum von # ist also eine Teilmenge
von R. Grundlegend fiir die Theorie der Schrédinger-Gleichung und damit in
gewisser Weise fiir die ganze Quantenmechanik, ist nun die Feststellung, dafs fiir
Systeme der Art, wie wir sie hier betrachten, das Spektrum wie folgt in zwei
Teile zerfallt:

Es gibt eine Schranke 3 € R, die Ionisierungsschwelle, derart, dafs
das wesentliche Spektrum von H gerade durch [, 00) gegeben ist.
Unterhalb von ¥ liegt dementsprechend nur diskretes Spektrum, also
isolierte Eigenwerte endlicher Vielfachheit. Diese kénnen sich héch-
stens bei ¥ haufen.

Dies ist die Aussage des zentralen HVZ-Theorems, welches unabhéngig vonein-
ander von Hunziker, van Winter und Zhislin in den 1960er Jahren bewiesen
werden konnte, wir verweisen hierzu beispielsweise auf [38,54,100]. Fiir neutrale
Atome und positive Ionen (N < Z) ist dariiberhinaus das diskrete Spektrum
nichtleer, genauer besteht es sogar aus unendlich vielen Eigenwerten, die sich
dementsprechend in der Tat bei ¥ = inf 0,ss hdufen miissen (|112]). Physikalisch
reprasentieren die zum diskreten Spektrum gehdérenden Eigenfunktionen die ge-
bundenen Zusténde des Systems, die Figenfunktionen zum kleinsten Eigenwert
den Grundzustand des Systems. Diese Funktionen sind fiir die Quantenmecha-
nik von hochstem Interesse, sind sie doch die mathematische Beschreibung der
stabilen Zusténde, in denen sich das quantenmechanische System befinden kann.

Betrachten wir die variationelle Formulierung H : H' — (H')* des Hamilton-
Operators, so gelten die analogen Aussagen: H besitzt unterhalb der Ionisie-
rungsschwelle ¥ nur (variationelle) diskrete Eigenwerte endlicher Vielfachheit,
das wesentliche Spektrum ist in [, 00) enthalten. Eine sehr schéne Darstel-
lung und Herleitung dieser Aussage findet der Leser in [108]. Der elektronische
Hamilton-Operator besitzt also tatsédchlich FEigenwerte und -funktionen. Diese
gilt es im folgenden zu untersuchen. Nach der Definition liegen sie zunéchst in
H? beziehungsweise H', die weitere Untersuchung ihrer Regularitiitseigenschaf-
ten ist ein Hauptziel dieser Arbeit. Im folgenden Abschnitt stellen wir einige
bekannte Regularitdtsaussagen vor, in Abschnitt 3 schliefslich kdnnen wir einige
neue Aussagen gewinnen.

Neben den reinen Regularitédtsaussagen ist es insbesondere sowohl analytisch
als auch fiir die Numerik von Interesse, ob und inwieweit die fiir uns relevanten
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Eigenfunktionen des diskreten Spektrums exponentiell abfallen. Die grundlegen-
den Aussagen dieser Art formulieren dies in L2- beziehungsweise L°°-Riumen
und wurden in den 1970er Jahre bewiesen ([19,23,82]), siche insbesondere auch
[3]. Die fiir uns relevante Grundaussage in Form einer isotropen L?-Abschitzung
lasst sich wie folgt formulieren ([108]):

Ist w € H' eine Eigenfunktion des elektronischen Hamilton-Opera-
tors zu einem Eigenwert A < X des diskreten Spektrums, so gilt fiir
jedes ¥ < 3

T emlwlu(x) €L’ und z+— eMIml(vu)(x) €L”

Dies kann so interpretiert werden, daft sowohl die Eigenfunktionen selbst als auch
ihre ersten Ableitungen in geeignet exponentiell gewichteten L?-Réumen liegen.
Aussagen dieser Art sind von fundamentaler Wichtigkeit insbesondere fiir die nu-
merische Behandlung der Eigenwertprobleme (vgl. Abschnitt 3.3). In [108,109]
konnte gezeigt werden, dafs eine analoge Aussage auch fiir gewisse Ableitungen

héherer Ordnung gilt, daf also die Eigenfunktionen in gewissen exponentiell ge-
1/2,1
H ’

mix,exp
wir die entsprechende Aussage verallgemeinert zeigen in den Rdumen H;ilx,exp
fir alle s < 3/4.

Abschliefend gehen wir nun noch kurz auf die Symmetrieeigenschaften der
Eigenfunktionen ein, fiir eine ausfiihrliche Darstellung der hier skizzierten Zu-
sammenhénge verweisen wir abermals auf [105,108,110].

Die physikalische Wellenfunktion beruht nicht nur auf den Elektronenvaria-
blen z; € R3, i = 1,..., N; jedes Elektron besitzt dariiber hinaus eine weitere
Eigenschaft, den sogenannten Spin, welcher formal die Werte —1/2 und 1/2 an-
nehmen kann. In diesem Sinne sind die physikalischen Zustandsfunktionen auf
R3N x {~1/2,1/2}" definiert. Die Gesamtmenge der Elektronen kann somit zer-
legt werden in die Teilmengen jener mit Spin —1/2 und Spin 1/2, wobei jede mog-
liche Verteilung auftreten kann. Fiir den Spin gilt nun ein weiteres grundlegendes
und von der eigentlichen Schrédinger-Gleichung zunéchst unabhingiges Gesetz,
das sogenannte Pauli-Prinzip. Es besagt insbesondere, dafs sich das Vorzeichen
der Wellenfunktion umkehrt bei Vertauschung von zwei Elektronenvariablen zu
Elektronen gleichen Spins: Bezeichnen wir mit o; € {—1/2,1/2} den Spin des
Elektrons mit den Ortskoordinaten x; € R3, so gilt also:

wichteten anisotropen Sobolev-Raumen liegen. In Abschnitt 3.1 werden

Ist 0; = o und bezeichnet P den Permutationsoperator, welcher die
i-te mit der j-ten Ortskoordinate vertauscht, so gilt

u(Pz) = —u(x)

fiir jede physikalische Wellenfunktion w.
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In diesem Sinne sind die Wellenfunktionen antisymmetrisch beziiglich des Ver-
tauschens von Elektronen gleichen Spins. Insbesondere kann hieraus die fiir die
Analysis entscheidende Eigenschaft gefolgert werden, daf die Wellenfunktionen
verschwinden entlang der Diagonalen {z; = x;}, falls die entsprechenden Spins
iibereinstimmen: o; = o;.

Nun héngt der elektronische Hamilton-Operator nicht explizit vom Spin ab.
Wie in den genannten Quellen gezeigt wird, kann hieraus abgeleitet werden, dafs
sich der Spin aus der eigentlichen Betrachtung der Schrodinger-Gleichung her-
auslosen lasst; die physikalische Wellenfunktion setzt sich zusammen aus Kompo-
nenten, welche jeweils die elektronische (spinlose) Schréodinger-Gleichung erfiil-
len. Dem Pauli-Prinzip wird dann durch die erwdhnten Symmetrieeigenschaften
Rechnung getragen.

Da antisymmetrische Funktionen entlang (gewisser) Diagonalen {z; = x;} ver-
schwinden, also gerade dort, wo das Elektron-Elektron-Potential des Hamilton-
Operators singulédr wird, so ist zu erwarten, dafs antisymmetrische Wellenfunktio-
nen eine hohere Regularitit besitzen als solche ohne derartige Symmetrieeigen-
schaften. Dies ist in der Tat der Fall: Wie in [105,107] aufgezeigt werden konnte,
sind die allgemeinen Wellenfunktionen enthalten im anisotropen Sobolev-Raum
Hil/ii’l, vollstandig antisymmetrische hingegen sogar in Héulx Da sich nun aber
Elektronen unterschiedlichen Spins durchaus am selben Ort befinden diirfen, al-
so die Wellenfunktionen an den entsprechenden Diagonalen nicht verschwinden
miissen, so konnen die besseren Regularitéatseigenschaften lediglich innerhalb der
Elektronenmengen gleichen Spins gelten, im allgemeinen nicht jedoch fiir die ge-
samte Wellenfunktion.

Aus diesem Grunde legen wir in dieser Arbeit unser Hauptaugenmerk auf den
allgemeinen Fall. Dem Pauli-Prinzip und den hieraus folgenden Symmetrieeigen-
schaften tragen wir Rechnung, in dem wir jeweils die besseren Regularititsre-
sultate fiir vollstdndig antisymmetrische Eigenfunktionen zeigen, also fiir solche,
deren samtliche Elektronen gleichen Komponenten von Funktionen iibertragen
werden, welche nur teilweise antisymmetrisch sind, also auf die Komponenten zu
Elektronen gleichen Spins, aus denen die physikalische Wellenfunktion zusam-
mengesetzt ist.

1.3 Regularitiat von Wellenfunktionen

Die Eigenfunktionen des (elektronischen) Schrédinger-Operators sind die grund-
legenden Objekte der Quantenmechanik, ihre Regularitdtseigenschaften sind so-
mit von grofsem theoretischen Interesse. Da sich im allgemeinen die Wellenfunk-
tionen nicht analytisch bestimmen lassen, miissen diese numerisch approximiert
werden, auch hier ist es fiir die numerische Analysis zur Konstruktion und Ana-
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lyse von Approximationsmethoden fundamental wichtig, Kenntnisse {iber die
Glattheit der anzundhernden Objekte zu gewinnen.

Die Eigenfunktionen im schwachen Sinne liegen zunéchst per definitionem le-
diglich im Definitionsbereich des Hamilton-Operators, also etwa in H?, varia-
tionelle Eigenfunktionen zunichst sogar lediglich in H'. Ausgehend von Kato
[59] wurde die Frage nach der genauen Regularitédt intensiv untersucht. Dort
konnte gezeigt werden, dafs die Wellenfunktionen iiberall stetig sind und aufser-
halb der Singularitdten beschriankte erste Ableitungen besitzen, die Wellenfunk-
tionen also lokal Lipschitz sind, u € Cloo’i. Fiir die ersten Ableitungen miissen
dariiber hinaus gewisse Bedingungen an den singuléren Stellen des Potentials
gelten, die sogenannten ,Cusp Conditions” . Diese Art von Regularitdtsaussagen
ist charakteristisch fiir das Verhalten der Wellenfunktionen. In der Tat sind die
Potentialterme auflerhalb der Diagonalen bezichungsweise der Kernlokalitéten
glatt. Dies iibertrégt sich entsprechend auf die Eigenfunktionen (vergleiche etwa
Satz 1.1.6), in der Tat sind die Eigenfunktionen des Hamilton-Operators sogar
reell analytisch aufserhalb der singuldren Punkte des Potentials (vergleiche et-
wa [51,52]). Der Hauptaugenmerk der weiteren Regularitiatsuntersuchungen lag
und liegt demzufolge auf einer immer genaueren Analyse des Verhaltens an den
Singularitdten. An erster Stelle sind hier die Arbeiten von Hoffmann-Ostenhof
et al. zu nennen [29-31,48-50]. Die grundlegende Idee ist hierbei eine uniforme
Darstellung der Wellenfunktionen u in der Form

u = Fuyg.

Hierbei ist F ein insbesondere von u und ug unabhéngiger Faktor. Die explizite
Wahl von F héngt insbesondere davon ab, welche genaue Form des Schrédin-
ger-Operators betrachtet wird, in unserem Fall der elektronischen Schrodinger-
Gleichung kénnen wir fiir F beispielsweise

F =exp(F) (1.3.1)
wahlen mit
N K
F=) ¢wi—az;) — > Y dlai — ax). (1.3.2)
i<j i=1 k=1

Hierbei ist ¢ : R3 — [0,00) beschrinkt mit ¢(z) = |z| fiir |z| < 1 sowie
#(—x) = ¢(x) auf ganz R3, aukerhalb von {|z| < 1} sei ¢ als hinreichend glatt
angenommen. Die zunéchst wesentliche Eigenschaft ist hier, dafs sich ¢ am Ur-
sprung wie | - | verhélt. Entscheidend ist nun, daf der ,abgespaltene” Anteil ug
im allgemeinen bessere Regularitéitseigenschaften besitzt als die Wellenfunktion
u selbst, die Art der Singularitdt von w also im wesentlichen durch F bestimmt



14 1 Grundlegender Teil

wird und genau quantifiziert werden kann. Wesentliche Erkenntnis im Sinne iso-
troper Holder-Regularitit der Wellenfunktion ist ([48]), daf nun ug € CH® liegt
fir o € (0,1). Der geméf (1.3.1), (1.3.2) gewéhlte Faktor F beriicksichtigt hier
die Singularitiaten, an denen genau zwei Elektronen beziehungsweise ein Elektron
und ein Kern aufeinander treffen. Ergdnzt man F geeignet um Terme, welche
zusétzlich die Stellen behandeln, an denen zwei Elektronen auf einen Kern tref-
fen, so kann sogar gezeigt werden, daff dann der regulire Teil ug in C! liegt
(130]) und daf eine Aussage dieser Art optimal ist.

Da F uniform gewihlt werden kann und da ug bessere Regularitétseigenschaf-
ten besitzt als u selbst, liegt die Idee nahe, anstelle von u eben jenen regulédren
Teil up numerisch zu approximieren. In diesem Zusammenhang wird der Faktor
F auch Jastrow-Faktor genannt (vgl. [28] fiir weitere Analysen auch im Hinblick
auf eine Besov-Regularitét). Diese Bezeichnung wollen wir im weiteren iiberneh-
men.

Die erwidhnten Regularitdtsaussagen behandeln intensiv das Verhalten der
Wellenfunktionen an den singuléren Stellen des Potentials im Sinne isotroper
Holder-Glattheit. Ausgehend von Uberlegungen der numerischen Analysis (vgl.
Abschnitt 3.3) ist nun eine ganz andere Art von Regularititsresultaten motiviert,
die von Yserentant in den letzten Jahren entwickelt wurden ([105,107-109]), so-
genannte ,gemischte Regularitdt® im Sinne anisotroper Sobolev-Réume H
wie wir Sie im néchsten Abschnitt einfithren werden. Derartige Aussagen sind
insbesondere fiir die Analyse der Approximation durch diinne Gitter beziehungs-

weise hyperbolische Kreuze von Bedeutung (vergleiche Abschnitt 3.3).

Die Raume Hfmlx bestehen — grob gesagt — aus Funktionen, welche gewisse
(schwache) Ableitungen hoher Ordnung (genauer: der Ordnung Ns + 1) besit-
zen, welche quadratintegriebar iiber R3N sind. Der fiir die Numerik wesentliche
Aspekt ist hier, dafs dementsprechend die Regularitdt mit der Anzahl N der
Elektronen ansteigt.

Wie bereits erwéhnt, konnte in [105,107| gezeigt werden, daf die Eigenfunk-
1/2,1
H

tionen u des elektronischen Hamilton-Operators im allgemeinen im Raum H /.|
liegen, vollstdndig antisymmetrische sogar in Hrln’llX In [108,109] konnte weiterhin
bewiesen werden, dafs die entsprechenden gemischten Ableitungen sogar expo-

nentiell abfallen.

Das Beispiel des Wasserstoffatoms zeigt bereits, daft im allgemeinen die Ei-
genfunktionen nicht in Hfmlx liegen kénnen fiir s > 3/2 (siehe Abschnitt 3.2).
Nun besteht das Potential des Hamilton-Operators des einelektronigen Was-
serstoffatoms nur aus der Elektron-Kern-Wechselwirkung, welche, wie wir se-
hen werden, bessere Regularititseigenschaften besitzt als die Elektron-Elektron-
Wechselwirkung. Das Beispiel des Harmoniums oder Hookium, bei dem im Ver-
gleich zum elektronischen Hamilton-Operator das Kernpotential durch ein glat-
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tes harmonisches Potential ersetzt wird und dessen Regularitét infolgedessen von
der Elektron-Elektron-Wechselwirkung bestimmt wird, zeigt, dafs im allgemeinen
keine hohere anisotrope Sobolev-Regularitéit erwartet werden kann als u € Hinlx
fir s < 3/4 (Abschnitt 3.2).

Kern dieser Arbeit ist gerade der Nachweis, dafs diese Schranken in der Tat
scharf sind: Die Eigenfunktionen des elektronischen Hamilton-Operators sind im
allgemeinen genau enthalten in Hfrillx fir s < 3/4, im vollstdndig antisymmetri-

schen Fall sogar in Hrsrillx fiir s < 5/4, siehe hierzu die Sdtze 3.1.2 und 3.1.3.






2 Strukturaussagen iiber anisotrope
Sobolev-Raume

Dieser Abschnitt ist der Untersuchung der anisotropen Sobolev-Raume gewid-
met. Wir beweisen eine Reihe struktureller Aussagen, wie sie insbesondere fiir
die Untersuchung der elektronischen Schrédinger-Gleichung von Interesse sind.
Im ersten Teil definieren wir die relevanten Rdume und zeigen einige grundle-
gende Satze. Im folgenden stellen wir dann eine Reihe struktureller Resultate
dar, mit deren Hilfe wir in Abschnitt 3 weitergehende Regularititsaussagen des
elektronischen Hamilton-Operators gewinnen werden.

2.1 Anisotrope Sobolev-Raume

Es sei wie iiblich 2 der Raum der beliebig oft stetig differenzierbaren Funk-
tionen u : R*¥ — R mit kompaktem Triger, & bezeichne die 3N-dimensionale
Fouriertransformierte von wu.

Fiir s € R und u € Z definieren wir die beiden Familien anisotroper Sobolev-

Normen?.

N 1/2
Cm— ( [+ \wi\2>sra<w>rzdw> ,
1=1

N 1/2
[l mix,s,1 := (/(1 +lw) [T+ IwiIQ)S\ﬂ(w)Ide> :

=1

(2.1.1)

Entsprechend sind die Riume H7 , v = 0,1 gerade gegeben als die Vervollstéin-

digungen von Z beziiglich der entsprechenden Normen.
Wir zeigen zunéchst eine dquivalente Darstellung der Mixnormen.

!Diese Normen werden auch als , Mixnormen* bezeichnet. Wir bemerken an dieser Stelle wei-
terhin, dafs in der Literatur eine Reihe unterschiedlicher Versionen der Mixnormen benutzt
werden [105-107]. Wir halten uns hier an [106], welche fiir unsere Zwecke, insbesondere
fir die Interpolation, am geeignetesten ist. Die verschiedenen Versionen sind gréfstenteils
dquivalent, einige werden weiter unten betrachten.
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Lemma 2.1.1. Fir s> 0 und v =0,1 definiert

N 1/2
</(1 +lw) T+ ]wi]23)|ﬂ(w)|2dw> ., u€Eg

i=1
eine auf P zu |||l mix,s,» Gquivalente Norm.

Beweis. Fiir a,b > 0 gilt fiir beliebige s > 0
a® +b° < 2max{a, b}’ < 2(a+0b)°
und fiir s > 1 weiterhin mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung
(a+b)°* <2571 (a® 4 0%).
Fiir 0 < s < 1 haben wir die allgemeine Abschitzung
(a+b)° <a®+ b,

diese folgt zum Beispiel aus der bekannten Abschitzung ||z||, < |z, fir 1 <
p < g und x € R™ durch Substitution y; = |z;[P?, siehe auch [88]. Somit erhalten
wir insgesamt

(max {1,257 1) 7 (1 + wil*)* < (1 + |wi®) < 201 + |wil*)?,
woraus die allgemeine Behauptung folgt. O

Es gibt nun weiterhin eine dquivalente Definition der Mixnormen, welche ohne
Fouriertransformation auskommt. Eine solche konstruieren wir analog zur Ein-
fliihrung der Sobolev-Slobodeckij-Rdume in der Theorie der gebrochenen, isotro-
pen Sobolev-Raume, eine grundlegende Einfiihrung in dieses Thema wird bei-
spielsweise in [43] gegeben, ansonsten verweisen wir auf [96] und insbesondere
[81]. Wir beschrdnken uns im folgenden auf die Fille 0 < s < 2. Die entspre-
chenden dquivalente Definitionen und Beweise lassen sich aber leicht auf beliebige
s > 0 tibertragen.

Zur Vereinfachung der Darstellung der etwas technischen Konstruktionen die-
ses Abschnittes fiihren wir die folgenden Notationen ein. Diese tragen dem Um-
stande Rechnung, da wir zumeist auf eine Elektronkoordinate x; € R? als gan-
zes zugreifen miissen, die einzelnen ,,Unterkoordinaten® x; 1, x; 2, x; 3 € R werden
hier nur in Ausnahmeféllen benotigt.

Fiir h € R3 und j = 1,..., N bezeichnen wir mit he;j den Vektor

hej := (0,...,0,h,0,...,0) € R3,
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das heifdt
he, fallsi=3j+k k=1,2,3,
(hej)i = {

0 sonst.

Fir u € Z definieren wir den auf das j-te Koordinatentripel wirkenden Diffe-
renzenoperator Aj(h) durch

(Aj(h)u)(z) := u(x + hej) —u(z), x€ R,

Weiterhin sei fiir eine Teilmenge von Indizes A C {1,..., N} mit A* die Menge
aller Auswahlabbildungen o : A — {1,2,3} bezeichnet und mit dh® das 3|A|-
dimensionale Volumenelement beziiglich der dreidimensionalen Variablen h;, i €
A, es gilt also fiir A = {iy,... ,i|A|} und fiir eine entsprechend integrierbare
Funktion f: R34l — R:

/ fdn® = / fdhi,dhi, -+ - dh,
R3IA| R3IA|

entsprechend auch fiir andere Variablen. Schlieklich notieren wir fiir o € A*:

und analog fir B C A, a € A*:

0
=]
0= O a(i)

i€B

Sofort aus der Definition ersichtlich sind zunéchst die Feststellungen

|00 = || - llo und damit Hy = L*
sowie
lmix0 = || - [, also  Hyp = HY.

Uber die weiteren hier betrachteten ganzzahligen Fille s = 1 und s = 2 halten
wir fest:

Lemma 2.1.2. Firvu € 9 ist

ullbicio= Y > llokul3. (2.1.2)

AC{1,..,N} acA*

A
lulfizo~ D > 1(02)2uls.

AC{1,...,N} a€A*

und

Ersetzen wir uw durch Vu, so erhalten wir die entsprechenden Aussagen fiir
|'|mix,s,1a s = 172'
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Beweis. Es ist allgemein fiir a; >0,i=1,..., N
N
[[a+a)= > ]
i=1 AC{1,..,N}i€A
Ist a; = |w;i|® = Z;’ 1%]7 so folgt
2
Mo~ TTX 4 - 3 et
i€A €A j;=1 acA* icA

woraus wir (2.1.2) erhalten. Ist a; = |w;|*, so konnen wir

3 3
Z i = (Zwm> = lwif* < 32“3]’

abschétzen. Mit Lemma 2.1.1 erhalten wir hieraus die Behauptung. O

Fiir nichtganzzahlige s ist der Beweis der folgenden Slobodeckij-artigen Cha-
rakterisierung der Mixnorm aufwéndiger, folgt aber dem klassischen Fall isotro-
per Rédume (siehe hierzu beispielsweise [10,43]).

Satz 2.1.3. Es sei 0 < s < 1. Dann ist auf 9 die Norm ||-||mix,s,0 dquivalent zu
der durch
1/2

> /ﬂw ILes A1 Dl 0 s,

AC{I ZEA

definierten Norm.
Istl1<s<2,s=1+0,0<0 <1, soistdie Norm ||||mix,s,0 auf Z dquivalent
zu der durch

1/2

> oy [ s @18 -

AC{1,..,N} acA*

definierten Norm.

Beweis. Wir fiihren den Beweis nur fiir den Fall 1 < s < 2 aus. Der Beweis fiir
0 < s < 1 ist weniger aufwéindig und wird dem Leser {iberlassen.

Wir fixieren A C {1,..., N} und a € A*. Wie durch Induktion leicht eingesehen
werden kann, ist fiir v €

F ([ ] Aihi)v) (w) = [J(e“" - Di(w), weRN

i€A 1€A
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und wegen
(8A =il Hw ), we€E R3N
1€EA
fiir u € 2 folgt daraus

‘)gAi(hi)(aﬁ u)Hz - Hﬁ(g&(hi)(aﬁ ) Hz
- / H(|eiwihi - 1‘2|wi,a(i)|2)|a(W)|2dw
R jea

Das Doppelintegral in (2.1.4) liest sich nun als

2~ N2 iwih; 217 |—3-20\ Jp A
m/;Nllﬁw@a@|\u@»|l/gMII(m 1P dn d
i 20 2 \w ‘ -1 2 hz —3—20 dhA d
= [y Il yiaar [ TTOE5 = P> )

Das innere Integral definiert eine nur von A, nicht jedoch von w abhéngige Kon-
stante ¢y, 0 < cp < oo: Fiir ein w; # 0 sei M € R3*3 die orthogonale Matrix,
welche den Einheitsvektor w;/|w;| auf (0,0, 1) abbildet. Mit der Transformation
y = Mh; folgt

/h“ umw”wh—/w%—1m3%@
R3
7 — sin(r)

_ 3 —3—20 _ e S .
=2 [ (= costulyl >y =sw [ ar e

Da r — sin(r) < min{2r, 73} fiir > 0 folgt
1 00
1 1
0<C§87T o ﬁdr+l67r ) md?“<oo,

also auch 0 < ¢y := Al < .
Summation iiber o« € A* fiihrt zu

H”eA ()( Ho A _ / 242 2
L dh wi?T%7(w) | dw.
Z /R3A| ’LEA ’h ’3-‘1—20’ H ’ ’ ‘

acA*

Summieren wir nun iiber A C {1,..., N}, so konnen wir bis auf Konstanten den
Ausdruck (2.1.4) nach oben und unten abschétzen durch

N
LTI+ 20 i) P,
=1
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wobei die jeweilige Konstante das Minimum beziehungsweise Maximum aller ¢y,
A C {1,...,N} ist. Die Behauptung folgt schlieflich aus Lemma 2.1.1. O

Ersetzen wir in Satz 2.1.3 die Funktion u durch Vu, so erhalten wir ganz
analog entsprechend

Satz 2.1.4. Es sei 0 < s < 1. Dann ist auf 2 die Halbnorm |-|mix,s1 dquivalent
zu der durch

1/2

c Vu
Z AglA HH@ A |}E |51_28 HOdhA (215)

AC{L,...,N} [ien

definierten Norm.
Ist1 <s<2 s=1+4+0,0< 0 <1, soist die Halbnorm |-|mixs1 auf Z
dquivalent zu der durch

1/2

c oA vu) |12
3 Z/A [Tlica & i\h)2|(3+2a )HodhA (2.1.6)

AC{1,...N} ach*

definierten Norm. Entsprechendes gilt fiir die Norm

H‘Hmix,s,l - (H'Hmlxs(] + ’ |m1x,s,1)1/2'

Wir wollen nun die Schar H:'” | s € R, genauer untersuchen. Zu diesem Zwecke

betrachten wir fiir £ € R den durch

N
F(Tew) (w) = [ [ + |wil)*?i(w), w R,
=1

fiir u € . definierten Ausdruck. Fiir s, € R, r > s, und v = 0, 1 definieren wir
den Operator
T.s:H — H>

mix mix

durch
Tsu:=T_su, uéec.

Lemma 2.1.5. Es seien s,r € R, r > s, und v = 0,1 wvorgegeben. Dann ist
cHPY — Hmz ein wohldefinierter isometrischer Isomorphismus. Die Um-

mixr i
k;ehmbbzldung cHYY — H)'U st fir v € .7 gegeben durch

miT L

Trjslv =Ts_v.
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Beweis. Esseien s,7 € R, r > s, und v = 0, 1 vorgegeben. Es ist leicht einsichtig,
dafs T} ¢ auf 2 wohldefiniert und wegen

N N

1T stullin 5,0 = /(1 +lw ) TTO A+ fws)* TT A+ i) () [P
i=1 i=1
2
= HuHmix,r,V
isometrisch ist, und damit auch T, s als eindeutige Fortsetzung auf H): . Setzen
wir nun u := Ts_,v fiir v € ., so ist auch u € . und ||u||mix,ry = ||| mix.s,v-
Da auch . dicht liegt in H_'7 | folgt hieraus die Surjektivitit von 7). und die
Gestalt von Trfml, somit die Behauptung. O]

Abschliefend fassen wir noch einige grundlegende Eigenschaften der Rdume

S,V
H_ . zusammen.
S,V
mix’

Lemma 2.1.6. Es seis € R und v =0,1. Dann sind die Riume H versehen

mit dem inneren Produkt

N
(s )i = / (@) 36 [[ 1+ lP)de, e 9,
R i=1
Hilbert- Raume.
Fir s <r gilt ||*[|mix,s < [|"llmix,re wnd ||[[mix,s,0 < || [lmix,s,1, also

.V s,V s,1 s,0
H>)> CcH —und H) CH

miz’

und insbesondere
00 _ 2 01 _ 771
H . =L ud H) ) =H".
Ist s > 0, so ist H_>" isometrisch isomorph zum Dualraum (H.:’)* via der
dualen Paarung (-, ).

Beweis. Sofort aus der Definition ersichtlich sind die Einbettungseigenschaften
sowie die Aussagen beziiglich der Rdume ngl; Aufgrund der in Lemma 2.1.5
gezeigten Eigenschaften der Operatoren T}, s sind alle Réume H'\' (isometrisch)
isomorph zu Hr?a’i';, also zum Hilbert-Raum L? beziehungsweise H' und damit
selbst Hilbert-Raume. Fixieren wir s > 0, so gibt es aufgrund des Rieszschen
Darstellungssatzes fiir jedes Funktional ¢ € (H. )* eine Funktion a4, € H.
mit ¢ = (-, Ug)mix,s,y N ||@|lx = ||Ug||mix,s,p- Setzen wir nun uy := Ty _slg, SO
folgt Uy € Hr;lis}éy, Hu(meiX’,s,,, = quH* und

¢ = (’7 aqﬁ)mix,s,u = ('; T—s,suqﬁ)mix,s,y = (‘7 u¢)u7

welches schliefslich die Behauptung impliziert. O
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Da fiir voll antisymmetrische Funktionen eine héhere Regularitit zu erwarten
ist, bendtigen wir fiir deren Untersuchung die entsprechenden antisymmetrischen
Pendants der anisotropen Sobolev-Raume. Wir erinnern daran, daf eine Funk-
tion w € 2 antisymmetrisch ist, falls fiir alle Permutationen® 7 € Gy

UW(Tr(1)s -+ () = sg(m) u(T1, ..., 2N), T € R3N

gilt. Wir setzen
Do = {u € Z|u ist antisymmetrisch }

und definieren die antisymmetrischen Riume L2 und H! als Vervollstindigung
von 9, beziiglich der L?- beziehungsweise der H'-Norm. Ganz entsprechend

seien weiterhin die Mixrdume H . als Vervollstindigung von %, beziiglich

|l mix,s,» gegeben. Unmittelbar aus dieser Definition folgt, daf H, . ein ab-
ENZ s,V CR7Z . . .
geschlossener Unterraum von H, ist, H . C H ;. im allgemeinen ist diese

Inklusion echt. Antisymmetrische Funktionen verschwinden entlang jeder Dia-
gonalen
DZ]:{$€R3N|;£Z:$J}, 17]:1,,N,Z7é]

Wir bemerken jedoch, daf auch fiir u € %, im allgemeinen gilt supp uN D;; # 0.

Da fiir eine antisymmetrische, glatte Funktion u € &, auch die Fouriertrans-
formierte & und damit die Funktion Tgu antisymmetrisch ist fiir beliebige £ € R,
so erhalten wir wie im vorigen Lemma entsprechend

Lemma 2.1.7. Es sei s € R und v = 0,1. Dann ist Hf,;;;a, versehen mit dem
inneren Produkt

N
(s ) minsy = /3N i(w) 3@ TT( + i) dw, v € o,
R i=1

ein Hilbert-Raum. Fir s <1 gilt

c g*°

miz,a”

H™ c HY  und H*!

miz,a mizT,a miz,a

S,V )*

Ist s >0, so ist H, >" isometrisch isomorph zum Dualraum (H,"

miz,a

Man beachte zum Beweis lediglich, daf hier HY = L? beziehungsweise

mix,a

Hr%ilx, , = H} als abgeschlossene Unterrdume von L? beziehungsweise H! selbst

Hilbert-Raume sind.

2Mit Sy sei die Menge aller Permutationen 7 von N Elementen bezeichnet, mit sgn(w) das
Signum einer solchen Permutation.
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2.2 Interpolation von anisotropen Sobolev-Raumen

Wir wollen zwischen den in den vorhergehenden Abschnitten definierten Mix-
rdumen reell interpolieren und insbesondere zeigen, dafs eine solche Interpolati-
on zwischen den Réaumen H " (beziehungsweise Hm’lx ) wieder zu eben solchen
Réumen fithrt, die Skalen (H7) und (Hyp ) also unter Interpolation abge-
schlossen sind.

Fiir die allgemeinen Grundlagen der reellen Interpolation mittels K-Funktio-
nalen verweisen wir auf [6,9,14,15,70,75,92,96]. Da jedoch in der Literatur die
Vorgehensweise und der Umfang sowie die Notation der Darstellung sehr un-
einheitlich ist, sei des weiteren auf den Anhang verwiesen (Abschnitt A.3), in
welchem wir versuchen, die wesentlichen Grundziige der reellen Interpolations-
theorie in einer einheitlichen, fiir unsere Zwecke angemessenen Form darzustellen.

Wie bereits in Lemma 2.1.6 bemerkt, ist H&& = L? und nglx = H' und es
gilt fiir v = 0,1 die Abschétzung

||'Hmix,5,u S ||'Hmix,r,1/7 falls s S r.

Insbesondere ist also Hle < L2 und Hliulx — H! fiir s > 0, womit wir die Dar-

stellung der Interpolationsnorm im Fall Y < X aus Abschnitt A.3 verwenden
kénnen.

Satz 2.2.1. Es seienv =0,1, s >0 und 0 < 0 < 1. Dann gilt

[HOV HSV] H@su

max’? mix. maixr
mit dquivalenten Normen.

Beweis. Es seien v = 0,1, s > 0 und 0 < 6 < 1 vorgegeben. Das entsprechende
K-Funktional kénnen wir dann als
)2 0<t<1,uecHY

K(u,t) = veill}f (lu— o] + ¢

mix

||valXSV
schreiben. Fiir festes ¢ € (0,1) und u € ngx gilt

lu =} + 8 |v] R = /(1 +[wf?)|a(w) — o(w)Pdw
8 [ Py ne) o)

2/(1+Iw2)”(|ﬁ(w) B(w)* + t2n(w)*[o(w)]?) dw,
(2.2.1)
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wobei wir hier und im folgenden

N

n(w) = [T +wf), weRr™,
i=1

schreiben. Wir konstruieren nun eine minimierende Funktion v punktweise. Hier-
zu betrachten wir fiir festes w € R3Y die Funktion

f(2) = la(w) — 2> + *n(w)*|2]?, z€C.

Diese Funktion wird minimal bei
1

T ) (2.2.2)

Zmin =
und so setzen wir 0y ¢+(w) 1= Zmip. Somit folgt fiir u € Hle und 0 < ¢ < 1:

e s = / (14 Jol?)5(0)* s () P

n(w)* - 2
— 1 2w \W%W) d
[y e i) P
1 2w 4 2
< t4/<1 + |w|*)"|i(w)[*dw < oo,
also v, € H.' . Da v das Integral in (2.2.1) punktweise minimiert, also eine
zuléssige minimierende Funktion im K-Funktional ist, erhalten wir

K(u,t)* = ot (llu = vlIZ + [0 fsn)

mix

3 + tQHUUtHIQnixs v

w 2
= [ (- )+ P ) )P

2 w
= [ oy EHDT LI 2

:/(1+|W’2)yt21_{_nt(2 )( )5’ (W)fzdw

und schliefflich

N A L2
fulfs = [ (K @0)1 T

1 s
_ t_1_29/ 1+ |w|?)¥e2 n(w) () 2 dwdt
/ (1-+ o) 8 i) P

1 w)®
:/(1+\w|2)va(w)\2/o tl_%%dtdw.
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Wir wollen zeigen, daf die Normen || - [lg.2 und ||-||mix,0s,» dquivalent sind, also
von w unabhéngige Konstanten ¢, C' > 0 finden mit

1 s
0s 1—20 _ n(w) 0s
< t ———dt<C
enfe) < [ H Bt < Cnle)
oder dquivalent hierzu
c< /1 t1—2"7n(w)(1_0>s dt < C
~—Jo 1+ 2n(w)s —

Via Substitution erhalten wir

1 (1-0)s n(w)*
/ tl—QHLdt — 1/ ;dt
0 1+ 2n(w)* 2 Jo (1 +t)

und hierfiir gilt
1 1. 1 @ g T
=—(1-=)<-= < = .
0<ei=g5( W)_QA P S em(em) <

Hier verwenden wir das uneigentliche Integral

/ t7%(1 — t)"1dt = wsin(am) ™!
0

fir 0 < a < 1 (siehe beispielsweise [12]). Da per definitionem 2 dicht liegt
sowohl in Hgl’iyx, als auch in HY | folgt die Behauptung aus der soeben gezeigten

Norméiquivalenz. O

Wie iiblich kénnen wir die Beschrankung auf H&’l’; in Satz 2.2.1 mit Hilfe des
Reiterationssatzes A.3.8 autheben und erhalten

Satz 2.2.2. Esseien 0<s<r,v=0,1und 0< 6 < 1. Dann gilt

) ) +9 —°)
[Hfmyx’ H;,@lz/:r} 0,2 - H:mz (T 5) Y
mit dquivalenten Normen.
Da fiir s > 0 auch
[ lmix,—s.0 < [0 = 1 - [0

also insbesondere L2 < H 5" und H' — H_* gilt, kénnen wir fiir 0 < § < 1

mix mix
ganz analog zu Satz 2.2.1

[H_S’V H(),y o H—s(l—@),l/

mix mix] 0,2 mix

mit dquivalenten Normen zeigen und damit dann
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Satz 2.2.3. Esseien0<s<r,v=0,1und 0 <8 < 1. Dann gilt

[H—r,r/ SV H—r+9(r—s),u

mix 0 T maiT ]9,2 = mix
mit dquivalenten Normen.

Dies kénnen wir iiber die Identifizierung der Rdume H_" mit den Dualriu-

men (H.7 )* aus Lemma 2.1.6 auch aus dem Dualititssatz A.3.9 gewinnen. Die
Réume HY , s € R, bilden folglich eine beziiglich reeller Interpolation abge-
schlossene Schar. Desgleichen gilt auch fiir die antisymmetrischen Pendants:

Satz 2.2.4. Es seien 0 <s<r,v=0,1 und 0 < 0 < 1. Dann gelten

s,V v _ ppsHO(r—s),v
[Hmix,m Hmix,a] 0,2 Hmix,a
und )
—r,v -8,V o —r46(r—s),v
[Hmi:r,m Hmim,a] 0,2 Hmix,a

jeweils mit dquivalenten Normen.

Beweis. Der Beweis verlauft ganz so wie fiir den allgemeineren Fall. Jedoch ist
hier bei unserer Konstruktion einer minimierenden Funktion v, (siehe (2.2.2)
die Antisymmetrie zu beachten. In der Tat ist mit v € %, auch @ antisymme-
trisch. Da die Funktion w — 7(w) symmetrisch ist, so ist 9, + und damit auch v, 4
antisymmetrisch und wie oben folgt, daf v, ; € Hrii; ., €ine zuldssige minimieren-
de Funktion ist, welches dann schliefslich wieder die Behauptung impliziert. [

2.3 Ein Dichtheitsresultat fiir anisotrope
Sobolev-Raume

Das Coulomb-Potential V' des Hamilton-Operators ist singuldr entlang der Dia-
gonalen
D'L]:{-’IJGR‘%N‘[E'L:;U‘]}, Z,]:177N77/7é],

und an den Kernlokalititen aq,...,ax € R3, das heifit auf den Mengen
D, i={z € R |z; = qp fireini=1,...,N}, k=1,....K.

Aus diesem Grund wollen wir im folgenden Réume von Funktionen untersuchen,
deren Tréger von diesen Singularitdten wegbeschrankt sind. Auf diesen Réu-
men hat der Potentialoperator deshalb wesentlich bessere Eigenschaften, da das
Potential auf den Tréagern solcher Funktionen glatt ist. Dies kann fiir die Unter-
suchung beispielsweise der Regularitit der elektronischen Schrodinger-Gleichung
von Nutzen sein.
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Es sei
9p :={ue Z|(suppu) N D;; =0 fir allei,j =1,...,N, i # j},

' (2.3.1)
Dz :={ue Z|(suppu)ND,, =0 firallek=1,...,K}

und

Dpa = Yp N Y;. (2.3.2)

Die entsprechenden antisymmetrischen Pendants seien mit %, p, %, 5 und %, p a
bezeichnet. Schliefen wir Zp z ( beziehungsweise Z, p z) beziiglich der Mixnor-
men ||-|lmix,s,» ab, so erhalten wir die Rdume

S,V ‘_ .
H 5 p.a =clos| ., ZD.as
s,V seR,v=0,1
b -— .
mix,a, DG 0S| i s Za. D>

. . . . S,V S,V
Letztere sind somit (abgeschlossene) Unterrdume von H, v a» €rstere von H &,

H> . CH> und H>’ _C H>

mix,D,a mix mix,a,D,a mix,a’

und als solche wieder Hilbert-Raume. Im allgemeinen sind dies echte Unterrau-
me. Wir werden nun die — in gewisser Weise zunéchst erstaunliche — Aussage
zeigen, dafs dies jedoch fiir hinreichend kleine s > 0 und v = 0 nicht der Fall ist!

Lemma 2.3.1. Es ist Pp dicht in 9 beziglich der Norm ||-||mix,s,0 fir 0 <
s < 3/4. Im antisymmetrischen Fall ist Do p dicht in 9, beziglich der Norm
H'”mix,s,o fﬁT’ 0<s< 5/4.

Beweis. Wir beweisen zunéchst den antisymmetrischen Fall, welcher wegen mog-
licher s > 1 deutlich aufwéndiger ist. Im Anschluss gehen wir kurz auf die Un-
terschiede im Beweis des ersten Falles ein.

Es reicht, die Behauptung fiir 1 < s < 5/4 zu zeigen, aufgrund |-||mix,r0 <
||| mix,s,0 fir 7 < s folgt dann auch der allgemeine Fall. Sei also s = 1 + o,
0 < 0 < 1/4. Nach Satz 2.1.3 ist ||-||mix,s,0 dann dquivalent zur durch

1/2
I TTicn Aihi) (95 W) 1l5 . a
>y sre——dh : (2.3.3)
AC{L,..,N} aca /R4 [Tiea [hil
definierten Norm. Es sei nun u € Z beliebig, so dafs
u(z) =0 firze Dy, i,5=1,...,N,i#j. (2.3.4)

Wie bereits bemerkt, erfiillt insbesondere jedes u € Z, diese Bedingung. Seien
i0,J0 € {1,..., N}, ip # jo. Wir zeigen nun zunéchst, dafs es eine Folge (u,) C 2
gibt mit

supp (un) N Digjo = 0, up(z) = 0 falls u(z) = 0 und ||u — up ||Imix,s,0 = 0.
(2.3.5)
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Indem wir iterativ alle méglichen Paare ig # jo durchlaufen, kénnen wir so eine
Folge (v,) C Zp konstruieren, welche beziiglich ||-||mix,s,0 gegen u konvergiert.
Beginnen wir mit einem antisymmetrischen u € %,, so wird (v,) nach unse-
rer Konstruktion im allgemeinen jedoch nicht antisymmetrisch sein. Wir setzen
Uy 1= A Vy € Dy,p, Wobei &7 der Antisymmetrisierungsoperator

(u)(x) = N' Z sgn(m (1) s Tr(N))5 zeR¥N ue 9,

TeGN
ist. Dieser definiert eine Orthogonalprojektion in H .. und somit folgt

[ — Ul mix,s,0 = |97 (4 — V5)||mix,5,0 < |4 = Vn||mix,s,0,

woraus schliefslich die Behauptung folgt.

Zu zeigen bleibt also (2.3.5), wobei wir ohne Beschrankung ig = 1 und jy =
2 annehmen konnen. Hierzu wihlen wir eine glatte Abschneidefunktion w :
[0,00) — [0, 1] mit

R 0, falls r < 1/2
w(r) :=
1, falls r > 1

und setzen
Un RN SR, un(x) = u(x)b(n|z — x9)), 2 € RV,

Dann ist w, glatt und es gilt u,(z) = 0, falls |1 — z2] < 1/2n. Weiter-

hin ist u,(z) = 0, falls u(x) = 0 ist, die Folge (uy) erfiillt also (2.3.5), falls

lu — wp||mix,s,0 = 0. Wir schreiben wy, : RN = R, wy(z) = 1 — @(n|z; — x2|),

also u—u, = uwy und zeigen ||uwy||mix,s,0 — 0 in der dquivalenten Norm (2.3.3).
Fixieren wir in (2.3.3) ein A € {1,..., N} und a € A*, so bleibt

/|/ [ TTica Ai(hi) (94 (wwn)) @F o dnt (2.3.6)
R34l JR3N

ZEA |h |3+20

abzuschitzen. Die |A|-vielen Integrationen iiber R? zerlegen wir disjunkt in solche
iiber B(0,1) und R3\ B(0,1), (2.3.6) wird dann zu

Z /R3\B 0,1))A1—[B] HzEA\B |h ’3_"20 / B(0,1)IBl /RBN

BCA
e 8i0h) (Ties As(hi) (02 (wwa)) @)
[Tice 17

) 2 (2.3.7)
dx dh® dh™\B.
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Nun gilt aber stets

2 2 2 _ T 2
[ amn@Pie <2 [ (e nPdes [ (P =4 ] |f<(2>|3 )

und da die Funktion h ~ |h|73727 fiir jedes o > 0 auf R?*\B(0,1) integrierbar
ist, so konnen wir (2.3.7) bis auf eine Konstante abschétzen gegen

‘ 2

[Tics 8i(h)(9% (ww,))) (=)
Z / B(0,1)IBl /]RsN 2 |3+20 dz dh®. (2.3.9)

BCA GB [P

Wir halten also weiter eine beliebige Indexmenge B C A fest. Dann konver-
giert [T;cp Ai(hi)(04 (uwy)) und damit der Integrand fast iiberall gegen Null.
Da supp (uwy) C supp (u) beschrankt ist und da |h;| < 1 ist fir alle ¢ € B,
verschwindet fiir geniigend grofse |z|

HA uwn))(x):Z( 1)Bl= IC‘(aA U Wy, ><x+2hez) (2.3.10)
icB CCB

und die Integration beziiglich = kann auf eine hinreichend grofie Kugel K C R3V
beschrinkt werden. Somit reicht es nach dem Lebesgueschen Konvergenzsatz
aus, eine auf B(0, 1)|B| x K integrierbare und von n unabhéngige Majorante von

|(TTies 84(h) (0% (wwn)) ()
H B |h |3+2a

zu finden. Dies werden wir im folgenden zeigen.

Wir haben die Fille zu unterscheiden, welche der Indizes 1 und 2 jeweils in
A oder B C A enthalten sind. Wir beginnen mit dem einfachsten Fall, es seien
1,2 ¢ A, insbesondere also auch 1,2 ¢ B. Da w,, nur von z; und z2 abhéngt ist

dann
HA (wwy)) —wnHA 8A w).

i€eB i€B

’ 2

(h,x) — (2.3.11)

Ganz allgemein gilt nach dem Taylorschen Satz fiir geniigend glatte Funktionen
fiRWN SR

(Al )(@) = o+ hies) - zhu [ 5 st e

woraus hier iterativ

([T @8 w) @) = > (T]hism) / (0505u) (@ + ) tihy)dt®

i€B BEB* icB [0,1]1%! i€B
(2.3.12)
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folgt, also
([T 2:h) @k w) ()] < S ([T 1) / B0 u(z+ 3 tihe)|dt®.
1€B BeEB* €B JIEl 1€B

(2.3.13)
Da insbesondere u € Z, so gibt es eine Konstante C' mit H@g@ﬁu\\w < C fiir alle
AB C{l,...,N}, o € A*, § € B*. Weiterhin ist ||wy||cc < 1 und wir kénnen
bis auf eine Konstante abschétzen

wn (@) ([ [ Ai(ha) (@5 w) (@) S T 1l = € RV,
i€B i€B
und somit )
(s 2u(h)@% )@
HieIB ‘hi‘3+20 ~ Hz’eIB% ’hi‘1+20-

Die rechte Seite definiert nun eine in diesem Fall sogar fiir jedes ¢ < 1 {iber
K x B(0,1)®l integrierbare Majorante.
Betrachten wir nun den aufwéndigsten Fall, ndmlich 1,2 € B C A. Dann ist

HA A (uwy,)) = A1<h1)A2(h‘2)(#(wnﬂ))v
= 83:17183;2’,{

wobei wir abkiirzend [ = (1), k = a(2) und

i= J[ Aih) (02 )

i€B\{1,2}

schreiben. Zum einen konnen wir nun die rechte Seite wieder mit Hilfe des Satzes
von Taylor schreiben als

3 3 _
4w )

hih t1h toh dt1dt

ZZ} 1,0 2k:/ / 3$153$113$2k3$2k( x4 t1hier + tahges)dtdtsa,

=1k

also fiir z € R3V:

[T 2:(h:)(9% (wwn)) ()]

i€B

3 3
4 (wn1t)
Z Z ’hlﬂhg‘ / / ’8 8 3 3 (JJ +t1hie; + tghgeg) dt1dts.
I=1 k=1 TLIOT JOP2 k02 |
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Der Integrand zerfillt in 16 Teile:

0*(wn 1) B 0*wy, i
89@17,8951’2895“83:2,% 81‘1718221’28282,]68%'2’%
Py, ou o*a

++wn

+ .
31‘17l8$1728$2,k a$2,E 8m1718x17283327k0x2£

Wie im ersten Teil folgt

_ .
H aizk Hoo e H 81‘1716901(381;27;689527,{ Hoo S ieﬁl\_{[l,z} ]

Aus Lemma A.2.2 folgern wir, daft die auftretenden Ableitungen von w, der
Ordnung m < 4 abgeschéitzt werden koénnen gegen n'™, also im argsten Fall
gegen n*. Dieser Fall tritt genau einmal auf. Im entsprechenden Term wird nun
allerdings @ nicht abgeleitet. Da fiir beliebige y € R3*V mit 3, = y» aufgrund der
Antisymmetrie hier u(y) = 0 gilt, so folgt, da die Differenzenoperatoren nicht
auf die ersten beiden Koordinaten wirken, auch

ay) = ( [ )@\ w)(y) =0, falls y1 = yo.
ieB\{1,2}

Da @ glatt ist, folgt hieraus mit dem Taylorschen Satz

@) Sl — vl T [0l
i€B\{1,2}
Nun ist
twy,

83:1,;8331758352,;663;2’%

(y) =0, falls |y1 —y2| < 1/2n oder |y1 — y2| > 1/n,

also konnen wir |y; —y2| < 1/n auf dem Trager der Ableitung von w,, abschétzen.
Somit lassen sich also alle 16 auftretenden Terme bis auf Konstanten beschranken

durch
n® ] |¢l
1€B\{1,2}
und wir erhalten insgesamt
T 2i(h0)0% (wwn) ()] S0 [ IRl 2 € RPN, (2.3.14)

1€B 1€B



34 2 Strukturaussagen tiber anisotrope Sobolev-Rdume

Fiir den gleichen Term zeigen wir nun noch eine andere Abschéitzung: Zunéchst
gilt

0% (w,
T ha) (@2 (wwa))(@)] = | A1 () A ho) (L ()
: Oy 10z, 7,
ZEE ) b
0% (wni) 0% (wn )
< |=———(x 4+ h1e1 + hoes)| + | =————"—(x + h1€1)
8%‘11281'2% ‘ ’ 81‘1’Z8$27E ‘
0% (wyt) 0% (wy@1)
_— h _— .
O:UIJOmZE (.T + 262)’ + | O:UIJOmZE ($)|
Nun ist
02 (wyt) B Pw, .  Ow, Ou ow, Ou w 0?(q)
8:51’[81:2; 83:1728952@ 81:172 8.%‘2’E 83:2,% 8%171 " 83:1728952@'
Wir schiitzen fiir beliebige y € R*V wieder
ot ot 0?(1)
< h;

i€B\{1,2}

und die Ableitungen von w,, der Ordnung m < 2 durch n”. Wie oben kénnen
wir nun im Fall m = 2

S|

li(y)| < Clyr — y2 H hil < H |hil

i€B\{1,2} i€B\{1,2}

auf dem Trager der Ableitung von w, verwenden und erhalten somit

anﬂ
|t i< T

0z 10%3 % ieB\{1,2}

fiir beliebige y € R3V. Es sei weiterhin
Dy = {y € R* ||y — g < 1/n}.

Auf R3N\ D7, verschwindet w,, und damit auch alle Ableitungen von w, und
somit gilt
0? (wy, )
8331,18372,%

02 (wy ) 0? (wyt)
=0 fall DY, al | = " |
()] =0 falls y ¢ Diy, also ‘aa:ﬂa%ﬁ‘ ‘83617283627% D3|
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Wir erhalten

T 2:)@% wwn))@)| Sn TT 1hal(Log, (@ + hres + haea)+
icB i€B\{1,2} (2.3.15)

+ ]].D?Q(.f + h161+) + ]].D?Q(.f + h262) + HDE (37))
Mit einem noch zu bestimmenden 6 € (1/2,1) zerlegen wir
2 -
[T 2:h)(05 (wwa)) (@) = 1... P72 2
1€B

Den ersten Faktor schétzen wir nun mit (2.3.14) ab, den zweiten mit Hilfe von
(2.3.15). Da 26 > 1 gilt (a + b+ ¢+ d)?° < 2297 1(a? + b* + ¥ + d*) fiir
nichnegative a, b, ¢, d und wir schliefsen auf

| TT 2i(ha) (02 (ww)) ()]

1€B

5 n6765 H |hi|2726n26 H |hi’26

icB i€B\{1,2}
26
(ﬂD?2 (x + hie1 + haea) + -+ - + ]ID;(LQ(I)>

S n6745 H ‘hi|2’h1|2725‘h2|2725
1€B\{1,2}

<]1D1L2(:L‘ + hier + hgeg) + -4 ]]~D?2 (l’)) .
Nun kann n auf DY, abgeschétzt werden gegen 1/|y; — y2|, also insbesondere

1
646
n ]lD?z(y) = g1 — g6

unabhéngig von n. Damit ist

[Lice\f1.2) |hz'|2|h1|2_2‘3|h2!2_25‘
[Liep [Ril?+27

1 1
<|x1 T AL e x2\6—46)
1
1720 By [LF2(0 48| o [LF2(0 )

g(h,x) : =

[Lice\ (1,01 12

1 1
(\xl +h1 — T2 — h2’6_45 toe ]acl - .%'2‘6_45)
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eine von n unabhéngige Majorante von (2.3.11). Da o < 1/4, so ist g iiber
B(0,1)Bl x K integrierbar: In der Tat kénnen wir in diesem Fall § derart withlen,
daf 3/4 <0 <1—o0,also 14+ 2(0c+0) < 3. Da sogar fiir beliebige o < 1 die
Abschétzung 1 + 20 < 3 gilt, so sind alle Terme

1 ) 1 1
e i#1,2, und 71 [LF20+0) [y 1+2(0+0)

iber B(0,1) integrierbar. Fiir die Integration beziiglich # bemerken wir, daft
fir x € K und hy,he € B(0,1) die Relativkoordinate y := x1 + hy — z2 — ho
beschriinkt bleibt, y € B(0, R) C R3. Mit einer geeigneten, beschrinkten Menge
K' c R3N=1) folgt,

1 1
de < / / Ly
/K |21 + hi — g — ho|6~49 &' JB(o,r) Y574 e

L
SC’/ ﬁdr<oo,
0

rd

da 4 —46 < 1 wegen § > 3/4 gilt. Fiir die anderen Summanden der Majoranten
schlieffen wir selbstverstdndlich ganz analog.

Wir haben bislang lediglich die Grenzfille behandelt, in denen entweder keiner
der Indizes 1 und 2 in A enthalten ist oder beide in B C A enhalten sind. Der
letztgenannte Fall stellt in der Tat den die moglichen Werte von s bestimmenden
Teil dar: Um die Integrierbarkeit der Terme |h1|~'+2(°+%) um den Ursprung in
R3 zu gewihrleisten, muss nimlich stets § < 1 — o gelten. Fiir ¢ > 1/4 folgt also
6 < 3/4. Fiir diese Werte ist aber |y|~(=%%) in R3 nicht mehr in einer Umgebung
des Ursprungs integrierbar.

Die anderen Falle lassen sich genauso behandeln wie der letzte. Da dann aber
nicht beide Indizes in B enthalten sind, sind die auftretenden Ableitungen von
uwy, von kleinerer Ordnung. Dies wiederum fithrt zu Termen |y| ™Y mit v < 4—40,
in diesen Féllen kénnen demnach hohere Werte von o zugelassen werden, der ge-
neigte Leser wird ohne Miihe in der Lage sein, diese Félle nachzuvollziehen.
Somit schliefsen wir den Beweis der Behauptung des Lemmas im antisymmetri-
schen Fall.

Der nichtantisymmetrische Fall ist deutlich leichter, der Beweis verlauft prinzi-
piell nach demselben Schema wie der soeben beschlossene. Wir wollen allerdings
auf die zwei wesentlichen Unterschiede verweisen. Zum einen ist nun s < 3/4 < 1
und damit sind nach (2.1.3) die abzuschidtzenden Terme von einfacherer Struk-
tur, namentlich sind im Beweis nur Ableitungen der Ordnung héchstens zwei zu
behandeln, welches den Aufwand deutlich reduziert. Auf der anderen Seite kann
nun nicht mehr ausgenutzt werden, daff die abzuschitzenden Funktionen u be-
ziehungsweise 4 samt bestimmter Ableitungen entlang der Diagonale {x] = x2}



2.3 Ein Dichtheitsresultat fiir anisotrope Sobolev-Réaume 37

verschwinden, was genutzt werden konnte, um die schlieflich auftretende Potenz
von n zu verringern und damit die moglichen Werte von ¢ zu erhéhen. Diese Ef-
fekte fiihren dazu, daf wir uns in diesem Fall auf Werte s = o < 3/4 beschrénken
miissen. O

Es konnen also glatte Funktionen beziiglich der Norm ||-||mix,s,0 fiir s < 3/4
(beziehungsweise im antisymmetrischen Fall fiir s < 5/4) durch glatte Funktio-
nen approximiert werden, deren Trager von den Diagonalen Dj;j;, i # j, wegbe-
schréankt sind. Ein &hnliches Resultat zeigen wir nun fiir Funktionen, die von den
Kernsingularitiaten Dy, , k =1,..., K wegbeschrankt sind. Dieser Fall ist unkri-
tischer in dem Sinne, dafs eine solche Approximation sowohl fiir antisymmetrische
als auch fiir nicht antisymmetrische Funktionen fiir alle s < 3/2 moglich ist.

Lemma 2.3.2. Es ist sowohl 9p g dicht in Pp also auch Do p g dicht in D, p
beziglich der Norm ||-||lmix,s,0 fiir 0 < s < 3/2.

Beweis. Wir werden im antisymmetrischen Fall die Antisymmetrie nicht ausnut-
zen, konnen diesen also durch Antisymmetrisierung der approximierenden Folge
auf den allgemeinen Fall zuriickfithren, dem wir uns im folgenden widmen. Sei
s < 3/2und u € Zp. Wir zeigen zunéchst, daf es fiir kg € {1,..., K} eine Folge
(up) C Z gibt mit

supp (un) N Dy, =0, un(z) =0 falls u(z) = 0 und [|u — up||mix,s,0 = 0,
(2.3.16)
woraus dann iterativ die allgemeine Behauptung folgt. Auch (2.3.16) folgt ite-
rativ, wenn wir zeigen, daf es fiir ig € {1,..., N} eine Folge (u,) C Z gibt mit
up(z) = 0 falls u(z) = 0, ||u — up|mix,s,0 = 0 und

supp (un) N {z € R3N |25, = ag, } = 0.

Ohne Einschrankung kénnen wir ay, = 0 und i9p = 1 annehmen. Wir skizzieren
nun den weiteren Beweis, der dhnlich wie der des vorigen Lemmas verlauft. Es
sei W dieselbe Abschneidefunktion wie dort. Wir setzen nun

Uy RN SR, up(x) = u(x)w(n|z)), z € RN

und wy,(z) = 1 — @(n|z1]), = € R3, also v — u, = ww,. Dann hat wu,, die
gewiinschten Eigenschaften und es bleibt zu zeigen, daf |uwwy|mixs0 — O,
dak also, vermoge der Slobodeckij-Formulierung der Normen, fiir beliebige A C
{1,...,N}, BC A und a € A* gilt

‘2

dx dh® — 0.

| (Il 2i(hs) (0% (wwn))) ()
/B(o,l)IB /R3N

i [hal*T27
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Der Integrand konvergiert wiederum fast iiberall gegen Null. Um eine integrier-
bare Majorante zu konstruieren, sind hier die Fille 1 € B C A, 1 € A\B und
1 ¢ A zu unterscheiden, wobei der erste der komplizierteste und die méglichen
Werte fiir s bestimmende ist. Nur ihn wollen wir nun abschliefend betrachten.
Mit denselben Techniken wie im zweiten Teil des vorigen Beweises (hier nun al-
lerdings treten hochstens Ableitungen zweiter Ordnung auf) koénnen die beiden
Abschétzungen

([T 2@k (wwa)) @)] < llaln® T Ini
icB icB\{1}

und

([T 2@k wwa)) @] sn TT Loy + her) = Lpp (@),

icB i€B\{1}

Dt = {z € R3V||z1| < 1/n}, gezeigt werden. Durch Mittelung mittels eines
noch zu bestimmenden 6 > 1/2 erhalten wir

([T 24k (@ (wwa)) (2)]

i€B

St PP I 1l (Lop (2 + haer) — Lpp ()
ieB\{1}
<‘h1|2_25 H ‘h‘Q( 1 i 1 )
- ic€B\{1} T M ' a1
Eine Majorante des ganzen Integranden ist in diesem Fall also gegeben durch
1 1
(1) = | 0720 T =099 (s 4 ).
iegl} |21+ he 220 2|4 25)

Die Integrierbarkeit beziiglich hy erfordert wieder § < 1 — o, jene beziiglich z;
erzwingt 4 — 20 < 3 und damit 6 > 1/2. Ein solches ¢ existiert fir o < 1/2,
jedoch nicht fir grofere o. O

Bemerkung 2.3.3. In der Tat enthdlt der Beweis des vorigen Lemmas sogar,
daf$ D dicht liegt in P und D, 5 dicht liegt in Dy beziiglich ||-||mix,s,0 fir alle
s < 3/2.

Die soeben gezeigten beiden Dichtheitsaussagen kumulieren nun unmittelbar
in folgendem Satz .

. . s,0 _ s,0
Satz 2.3.4. Fir 0 < s < 3/4 st H o= H.,
s,0 o s,0
Hmia:,a,D,c'i - Hmix,a‘

und fir 0 < s < 5/4 ist
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2.4 Jastrow-Faktoren in anisotropen Sobolev-Raumen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Abbildungseigenschaften einer Klasse
Operatoren, die durch Muliplikation mit einem Jastrow-Faktor gegeben sind, in
anisotropen Sobolev-Raumen. Die hier gewonnenen Resultate sind Kernstiick der
Beweise der allgemeineren Regularitdtsaussagen, die wir im néchsten Abschnitt
fiir die elektronischen Wellenfunktionen beweisen werden.

Es seien fiir i < j wieder D;j := {x € R* |z; = 2}, und D := Ui<; Dij die
Menge der Elektron-Elektron-Singularitdten. Wir betrachten Jastrow-Faktoren
der folgenden Form: Es sei F': R3\{0} — R eine glatte, lokal beschriinkte Funk-
tion, welche die Eigenschaft

|0°F ()] S ||~
fiir o] > 0 besitzt. Insbesondere gelte also
IVF(z)] <1 und |AF(z)| <1/

Weiterhin fordern wir F(z) = F(—x) auf R3. Mogliches Beispiel fiir eine solche
Funktion ist etwa F(z) := exp(¢(z)), wobei ¢ glatt und beschrankt ist mit
¢(z) = |z| fur |x| < 1 und entsprechende Symmetrieeigenschaften hat.

Fiir eine glatte Funktion v € 2 betrachten wir nun das zunéchst nur auf
R3N\ D definierte Produkt

:cb—>HF x; — xj)v(x).

Hierdurch definieren wir einen Multiplikationsoperator auf verschiedenen aniso-
tropen Sobolev-Raumen, dessen Wohldefiniertheit und Beschranktheit im fol-
genden jeweils untersucht wird.

Wir beginnen mit dem einfachsten Fall und definieren Ty : H L, gto

mix mix

gerade durch
T()U H F — .1‘3 )

1<j

fir x ¢ D und (Tov)(z) = 0 auf D.
Satz 2.4.1. Der Operator Ty ist wohldefiniert und beschrankt.

Beweis. Sei zundchst v € 4. Nach Lemma 2.1.2 ist

A
olo= D>, D loavld,

Ac{1,...,N} acA*
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es seien also A C {1,..., N} und a € A* beliebig vorgegeben. Wir zeigen, daft
0% (Thv) im schwachen Sinne existiert und die Abschétzung

102 (To) 15 < l[vllZuix1.0

erfiillt.

Es sei hierzu zunédchst F. eine am Ursprung, also der Singularitdt von F', aus-
geglittete Funktion: Fiir e > 0 sei F;. : R® — R hinreichend glatt, beschrinkt und
erfiille F. = F auf R3\B(0,¢). Auf B(0,¢) gelten weiterhin die Abschiitzungen
0P (2)] S e'lal.

Betrachten wir also die auf ganz R3" definierte, hinreichend glatte Funktion

x HFE(a:i —xj)v(x).

Fiir eine beliebige Testfunktion £ € Z konnen wir nun partiell integrieren und
erhalten

/EF xj)v0pédr = (— |A|/8a EF >§dx

Nun ist

%)
o =1]

)
ke Okt

also
o8 <H F.(z; — xj)v> = Z cpOp (H F( > B> (2.4.1)
1<J BCA 1<j

wobei cp die hier nicht néher spezifizierten Konstanten aus der entsprechenden
Produktregel sind. Mittels vollstandiger Induktion ist nun leicht zu sehen, dafs

a2 (H Fu(a; — xj)) =Y [ 08, Felai —ay), (2.4.2)
i<j {Ci;}i<j
wobei sich die Summation {iber alle paarweise disjunkten Zerlegungen
{Ci; cBli<j, | JCij =B,Ci; N Cyjyr = 0} (2.4.3)

von B erstreckt. Einen solchen Summanden gilt es abzuschétzen. Da ein Faktor
F.(x; — x;) nur von zwei Koordinatentripeln abhéingt, so verschwindet ein Term
8&], F.(z; — ;) nur dann nicht, falls einer der drei folgenden Falle auftritt:

(a)  |Cy| =2 und Cy = {3, }
(b) |(CZ']" =1und C;; = {i} oder Cij = {3}
() Cy=0.
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Im dritten Fall folgt unmittelbar
|08, Fe (i — x5)| = |Fe(zi —25)[ S 1.
Ebenso folgt in jedem der beiden zweiten Falle sofort
|0, Fe(zi — )| S 1.

Der erste Fall ist der interessante. Hier folgt aus den Eigenschaften von F. zu-
néchst fir |z; — x;| > e

|02, Fe(@i — x5)| S 1/|wi — x;].
Fiir [x; — x| < € ist ebenfalls
|08, Fe(zi —25)| S 1/e <1/|zi — 5],
Jeder Summand in (2.4.2) kann also bis auf Konstanten abgeschétzt werden
gegen
H 1
cy=tigp 7
Hierbei sei bemerkt, daft jeder Index 4,7 in hochstens einem Faktor auftreten

kann, also insbesondere alle auftretenden Faktoren aus disjunkten Paaren von
Indizes bestehen. Insgesamt folgt fiir (2.4.1):

a(gFg( i) >’ )ZCBZ 11 oy — oy Y| = 9

BcA - {Ciy} Ciy= {w}

Die Majorante g4 ist unabhéngig von £ und quadratintegrierbar, wie iterativ
aus der Hardy-Ungleichung (A.1.9) folgt: Es gilt ndmlich fiir einen auftretenden
Summanden:

Oi\e P
[ 1 R w5 [ TL 0 el
J

Z] {17]} ZEUC 7{1 i} ’.7

/H 1+ |wi|?) |02 dw.

i€A

Damit ist fiir jede Testfunktion { € 2 das Produkt &-) 5, ga integrierbar mit

[ €Y guda S olminao

BCA

€llo
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und somit insgesamt

|/HF i — xj)v g édz| = |/8A [T Fetai — )0 )fdwl S [vllmix,1.0

1<j 1<j

€llo

unabhéngig von . Nun konvergieren die Integranden punktweise fast iiberall:

HF T — xj U8A£—>HF i —xj)v 0y

1<J 1<j
und
3A<HF xi — T5)v >§—>8§§(HF(:UZ—$J)U)§
1<j 1<J

Somit folgt aus dem Satz liber die majorisierte Konvergenz fiir feste v,& € 2:

/HF i — T v@A‘fdx—/aA HF Ti — T5)V )ﬁdx

1<j 1<J

es existiert also 0f (Hl <j F(x; — a:j)v) im schwachen Sinne und es gilt

[ o (T Fli = )0) ] < [ollmieso €]
1<J

also
108 (TT (@i = 2)0) g S Il
1<j
und damit 1 Tov||mix,1,0 S 1|v]|mix,1,0 fiir alle v € 2. Aufgrund der Dichtheit von
2 in H folgt hieraus die Behauptung. O

Der Satzes 2.4.1 ist, wie gesehen, recht emfach zu beweisen, hat jedoch den
Nachteil, daf die in ihm betrachteten Raume HY 1x7 also v = 0, gerade keinen
istropen Anteil haben. Fiir die Losungs- und Regularitidtstheorie der elektroni-
schen Schrodinger-Gleichung werden jedoch Mixrdume der Form Hrmx benétigt,
welche Unterrdume von H' sind. In diese Richtung werden wir nun das soeben
Bewiesene verallgemeinern.

In Satz 2.4.1 ist die hochste auftretende Ableitung von zweiter Ordnung,
die entsprechenden Terme der Form 1/|z — y|?> konnen also mit der Hardy-
Ungleichung (A.1.9) abgeschétzt werden. Diese ist jedoch nur anwendbar fiir Ter-
me 1/|z —y|°, § < 3. Ein Beweis fiir eine Einbettung der Form T : Hle Hrln’llX
wiirde allerdings Ableitungen dritter Ordnung beinhalten und damit auf Terme

der Form 1/|z — y|* fiihren, die somit mittels der Hardy-Ungleichung nicht mehr



2.4 Jastrow-Faktoren in anisotropen Sobolev-Rédumen 43

abgeschétzt werden konnen. In der Tat ist eine solche Abbildung im allgemeinen
auch nicht wohldefiniert, wie schon das folgende einfache Beispiel zeigt:

Es sei F' durch das oben angegebene Beispiel definiert, also F(r) = el fiir
|r| < 1 und auferhalb der Einheitskugel geeignet fortgesetzt. Wir betrachten fiir
n = 2 eine glatte Funktion v : R? x R? — R mit beschrinktem Triger, welche
v(z,y) = 1 erfiillt falls [ —y| < 1 und |(z,y)] < K < oo, um die fiir uns
interessante Raumdiagonale sei also v gerade konstant Eins. Es gilt sicherlich
veEPDC Hinlx Betrachten wir nun T'v, also im wesentlichen die Funktion z —
el*=¥ly(x, y) so liegt Tw nicht in Hm’lx Die ||||mix,1,1-Norm setzt sich zusammen
aus Termen der Form ||0§ Vu/||2, wobei hier A C {1, 2} und o € A*, insbesondere
tritt also beispielsweise ein Term der Form

[ e

auf mit 4, j,k = 1,2,3. Nehmen wir ohne Einschrankung i = 1,j = 2,k = 3 an,
so enthélt der Integrand fiir | — y| < 1 Terme der Form

22V (21 — y1)2(wa — yo)? (23 — y3)?
|z — y[10 ’

welche nicht integrierbar sind. Somit folgt ||70||mix,1,1 = 0.

Wir kénnen also nicht erwarten daf die hier betrachteten Jastrow-Faktoren
beschréankte Operatoren in H deﬁnleren Zur genaueren weiteren Analyse fah-
ren wir nun auf zweierlei Wegen fort. Zunéchst formulieren wir die Abbildung in
gebrochene, anisotrope Sobolev-Réaume HrsmlX fiir geeignete s < 1 und schlielich
in geeignet gewichtete Radume Hm’IXW

Betrachten wir also zuerst fiir s > 0 den Multiplikationsoperator in gebrochene
Mixraume T : Hrlﬂ’.1 H*!  welcher wieder durch

= [ Fai — 2j)v()
1<j
fir x ¢ D und (Tyv)(x) = 0 auf D gegeben ist. Hier erhalten wir
Satz 2.4.2. Fir s < 3/4 ist der Operator Ty ist wohldefiniert und beschrankt.

Beweis. Der Beweis hier verlauft zunichst anders als der vorige, wir verwenden
die Interpolatonsresultate aus Abschnitt 2.2.
Es sei s < 3/4 gegeben. Der Interpolationssatz 2.2.1 zeigt, dafs hier gilt:
Bl 0,1 71,1 1
B = (OB, = [ B,

mix mix’ mix mix
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mit dquivalenten Normen. Es sei zundchst wieder v € . Wir zeigen

wi="Twe [H' Hy

mix] 5,2

und genauer
ulls2 S lvllmix,1,1,

woraus unmittelbar die Behauptung folgt. Aufgrund der Definition der Interpo-
lationsnorm reicht es hierzu aus zu zeigen, dak es ein v > s gibt mit

1,1
K(uvt)2 = K(U,t,Hl, Hmix)2 5 t27||v||12nix,1,1'
Es ist also
K(u)? = inf Ju—wl}+ 2wk,
weHY

abzuschétzen. Fiir € > 0 setzen wir
we(x) == HFE(a:i —xj)v,
1<j
wobei wieder F. wie im Beweis des Satzes 2.4.1 gewahlt sei.

Es gilt w. € 2 C Hénlx und damit

K (u,t)? < Jlu—we|F + 2w

mix,1,1

e Tt el

1<j i<j 1<j

2

mix,1,1

Betrachten wir zunéchst den ersten Summanden. Es sei D eine der in der Norm
zu betrachtenden Ableitungen erster Ordnung, mit Fgig sei hilfsweise die Diffe-
renz

Faiff == HF(JL"z' — ;) — HFe(fL“z' — )

i<j i<j

bezeichnet. Sowohl Fyi als auch D Fgig sind beschrankt. Wegen
D <~7:diHU) = DFaigv + FaigDv

sind zwei Summanden zu betrachten. Wir integrieren iiber R3V, da jedoch beide
Summanden verschwinden, falls |z; — ;| > € fiir alle i < j gilt, konnen wir im
folgenden die Integration auf die Menge

M = UMij, Mij = {.%'GR?’NH.%—SU]" <€},
1<j
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beschrinken. Fiir den ersten Summanden gilt mit einem beliebigen § < 3 auf-
grund der Hardy-Ungleichung (A.1.9)

(D Faig)*v?dx < / Vidr = / “Op2dx < &° /
/M M Z — :1:]]‘5

1<j

S 65HU||mix,5/4,o < 0|0 |mix.115

fiir den zweiten Summanden ganz analog

| Fawppepo s [ (0 >d:c—e<5 /Me—5<Dv>2dx

< 562/ da: S E6H(DU)Hm1x 5/40 S € ||UHmix,1,1.
1<J

Betrachten wir nun den hinteren Term || F.vl|%;, ;; des K-Funktionals, wobei
wir hilfsweise

H Fo(x; —xj)

1<J

setzen. Hierzu halten wir A C {1,..., N}, a € A* sowie eine beliebige Ableitung
D aus dem Gradienten fest, ohne Einschrinkung kénnen wir hierfiir D = 9/01 1
wéhlen. Wie im Beweis von Satz 2.4.1 erhalten wir zunéachst

DO (Fov) = 0% (DF.v) + 0% (F. Dv)
= > s (DF.) a0 + Z s (95 (Fov)) 5,5 Do (2.4.4)

BCA
Ganz analog zu oben kénnen wir die zweiten Summanden abschétzen:
| Z cpOg (GA (F v)) 8A\BDU| < Z CB Z H — |8A\BDU|
BCA BCA {(Clj}(cl] {7,,]} J

wobei sich die Summation wieder iiber alle Zerlegungen von B der Form (2.4.3)
erstreckt. Mit Hilfe der Hardy-Ungleichung (A.1.9) erhalten wir auch hier:

J13 caog (35(F)) 0 Dol < ol
BCA

Die Abschéitzung der ersten Summanden in (2.4.4) gestaltet sich aufwéndiger.
Wegen D = 0/0; ; erhalten wir zunéchst

OfD(F) = > Y 08 DF(xi—mz) - [ 08, Felwmi—=z). (245)

{(Cij} >1 i<j7(i7j)7£(17l)
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Falls ein C;; = 0 oder C;; = {i},{j} ist, so kann der entsprechende Faktor
im hinteren Term wieder gegen eine Konstante abgeschitzt werden, im Falle
Cij = {i,j} bis auf eine Konstante gegen 1/|z; — x;|. In allen anderen Féllen
verschwindet der Faktor und damit der ganze Summand. Der erste Term enthélt
eine zusétzliche Ableitung, jedoch erhalten wir auch hier wieder

08, DF- (21 — )| = |DF(ay — )| S 1. falls Cy = 0
|0¢,, DFe(21 — 21)| = [DOy, . Fe(@1 — 2)| S 1/|z1 — af, falls Cyy = {1}
0¢,, DF:(x1 — x)| = [ DO F.xy — )| S 1/|z1 — x|, falls Cyy = {I}.

Tl,a(l)

1,a(l)

Ist nun Cy; = {1,(}, so gilt nach Definition von F;

1D

Zta(l)

1/|z1 — x]?, falls |z1 — x| > €
azla(z)FE(xl —x)| < /‘ 2 ‘ | |
’ 1/e falls |21 — x| < e.

Fiir ein noch zu bestimmendes § > 1 /2, also 2 — 6<3 /2, insgesamt abschétzen

DO

Tla(l)

0,

oo Fe(@ — )| § = ————

Aus dem hinteren Term in (2.4.5) erhalten wir einen relevanten Term 1/|z; — x|
nur dann, wenn C;; = {4,j} gilt, in diesem Fall kann aber im ersten Term
héchstens ein Term der Form 1/|z1 — 2| auftreten. Da 2 — ¢ < 3/2 koénnen
wir alle auftretenden Terme noch immer mit der Hardy-Ungleichung (A.1.9)
abschatzen:

[ 1 i o < ol < 0l
- = —_— v v
4-26 L2 ~ mix,3/4,1 = mix,1,1*
|-T1 - -’L'l| (Cij:{i,j} ’:L"L $]|

Da wir ohne Beschrankung e < 1, also 1 < 1/e annehmen kénnen, folgt insgesamt

203/818 D]: 8A\JBU) dz < H?nix,l,l
BCA
und damit auch
1
[ oz Bois wd 1 Folian S ol

Wihlen wir nun 6 = —(§ — 4)/2 > 1/2, so erhalten wir

K(u,t)? S (" + ") vl 71
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Wir setzen weiter e := /2 und gelangen zu

K(u,t)? <t?|v

Hmlxll

Da s < 3/4 konnen wir schlieflich 0 mit 4s < 6 < 3 wihlen, also
s<vy:=0/4<3/4,
womit die Behauptung bewiesen ist. O

Wir gehen noch kurz auf den antisymmetrischen Fall ein.
Hier sei T, cHY 5 gHMD  wobei wieder

mix,a mix,a’
| LRI

1<j
fir x ¢ D und (Tgv)(z) = 0 auf D, v € Z,. Wir erhalten
Satz 2.4.3. Der Operator T, ist wohldefiniert und beschrdankt.

Beweis. Da wir es hier mit ganzzahligen Ableitungen zu tun haben, kénnen wir
wie im Beweis des Satzes 2.4.1 verfahren. Wieder betrachten wir fiir v € &, und
€ > 0 zunéchst das geglattete Produkt F.v := HKj F.(x; — xj)v. Wegen

A
ol = D D 9wl

AC{l1,..,N} achA*

treten hier bei der Abschétzung von || F.v||mix,1,1 im Gegensatz zum Hle—FaH
dritte Ableitungen von Termen der Form F;(z; — x;)v auf. Diese konnen wir bis
auf Konstanten abschéitzen gegen

1
|2 — 5[

sind also im Ganzen mit Integralen der Form

/ |z — xj\4

konfrontiert, auf welche wir die Hardy-Ungleichung (A.1.9) nicht mehr anwen-
den kénnen. Hier bemerken wir nun, daff mit v auch F.v antisymmetrisch ist.
Diese Antisymmetrie impliziert insbesondere, dafs sowohl v als auch F.v ent-
lang jeder Diagonalen D;; verschwinden. Somit kénnen wir hier die erweiterte
Hardy-Ungleichung (A.1.10) anwenden, mit welcher wir zur Abschétzung

105 (Fev) I} S [10]lmix 1.1

gelangen. Die Aussage folgt hieraus wieder mit Hilfe des Satzes von Lebesgue
durch Grenziibergang zu € — 0 und der Dichtheit von &, in H’ L1 O

le a’
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An dieser Stelle bemerken wir, dafs in diesem Beweis nicht die Hardy-Ungleich-
ung (A.1.10) den die Regularitét limitierenden Faktor darstellt: Diese wiirde die
Behandlung von Integralen [ v?/|x; — z;|° fiir 6 < 5 erlauben, also héhere Ab-
leitungen von F. ermoglichen. Da jedoch als Definitionsbereich des Operators
gerade Hinlx . gewihlt wurde, beschrénkt hier v selbst die Ordnung der mogli-
chen Ableitlingen. Es ist zu erwarten, dafs bei Wahl des Definitionsgebietes als
Hr‘inlx , mit § > 1 der Jastrow-Faktor beschrankte Multiplikationsoperatoren in
Réaume Hinlx ,, definiert fiir s > 1. Jedoch ist die bekannte anisotrope Regularitét
des reguléireﬁ Teils ug einer antisymmetrischen Eigenfunktion des elektronischen
Hamilton-Operators auf Hénlx ., beschrénkt (siehe auch Abschnitt 3.1).

Zum Abschluss dieses Abschnittes betrachten wir gewichtete, anisotrope So-
bolev-Raume. Im Gegensatz zum soeben bewiesenen Satz betrachten wir nun
jeweils volle gemischte Ableitungen. Dem singuldren Verhalten tragen wir Rech-
nung, in dem wir den entsprechenden anisotropen Sobolev-Raum geeignet ge-
wichten.

Die in den Beweisen auftretenden Probleme werden durch die Singularitdten
der Funktionen F'(z; —x;) verursacht, finden also gerade entlang der Diagonalen
D;; statt. Entsprechend definieren wir passend gewichtete Raume:

Es sei 1 : R? — [0, 00) beschriinkt und glatt auf R*\{0} derart, daf ¥ (x) = |z|
gilt fiir |z| < 1. Fiir 0 > 0 definieren wir das Gewicht

w=w,:R—=[0,00), w(z):= Hﬁ}(fﬂz —x;)°

und damit die gewichtete L2-Norm

Jul,, = / ju(z) Pw(z)da

sowie die gewichtete ||-|lmix,1,1-Norm

luliwrr = D D IVOfulf

AcC{l,..,N} acA*

Die fiir uns interessanten gewichteten anisotropen Sobolev-Raume Hél’il&w seien
schlieflich wieder als Vervollsténdigung von 2 beziiglich ||u||mix,w,1,1 definiert.
Damit ist fiir o = 0 gerade Hinlx w = Hiulx Zur allgemeinen Theorie der gewich-
teter Sobolev-Réiume verweisen wir auf [62,63,84].

Wieder sei der Multiplikationsoperator T, : Hiulx — HY! gegeben durch

(Twv)(z) == H F(x; — zj)v(x)
1<j
fir x ¢ D und (Tv)(z) = 0 auf D.
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Satz 2.4.4. Fir o > 1 ist der Operator Ty ist wohldefiniert und beschrdnkt.

Beweis. Es sei zunéchst wieder v € Z, fiir € > 0 ist die Funktion
x = Fe(z)v(z)

glatt. Wir haben zunéchst die Norm || F.v||mix,w,1,1 abzuschétzen und halten hier-
zu A C{l,...,N}, a € A* sowie eine beliebige Ableitung D = 0/0x},; aus dem
Gradienten fest. Den Ausdruck 0f D(F.v) haben wir bereits im Beweis des Sat-
zes 2.4.2 betrachtet. Ahnlich wie dort bereitet nur der Fall Probleme, in dem ein
Term F;(z; — x;) dreimal nach Komponenten von z; beziehungsweise x; abge-
leitet wird, dies resultiert hier in einem Term der Ordnung 1/|z; — z;|?, welcher
in der Tat nicht quadratintegrabel ist. Zu betrachten ist jedoch die gewichtete
L?-Norm, der entsprechende Term liest sich dann als

'1)2 'U2
/’m_x.‘4w0d$_/’x._$.‘4 Hw(xi—xj)"dx.
i h TG

Fiir |z; — 2j| > 1 konnen wir den Integranden beispielsweise gegen [[v]|3 ab-
schétzen, fiir |z; — x| < 1 wegen o > 1 mit der Hardy-Ungleichung A.1.9 wie
folgt:

2
v
/ g [T o = 7 S ol .1
{lzi—z;l<1} 1Ti — Xj i<j

Die aus niedrigeren Ableitungen resultierenden Terme bereiten keine weiteren
Probleme. Da das Gewicht beschrénkt ist, erhalten wir somit insgesamt

10ED(Fev)llow S 10]lmix,1.1

und damit [|Fov||mixw,1,1 S ||0]|mix,1,1. Nun konvergiert Fov — Tyo fiir e — 0
punktweise auferhalb der Singularitdtenmenge D, also insbesondere fast iiberall.
Wie im Beweis des Satzes 2.4.1 konnen wir aufgrund der obigen Abschéitzung

mit dem Satz von Lebesgue zum Grenzwert iibergehen und erhalten in der Tat
I Twollmiw, 1,1 S [0llmis -

Aufgrund der Dichtheit von Z in Hr}mlx folgt hieraus wieder die Behauptung. [J






3 Anwendungen auf die
Schrodinger-Gleichung

Wir wollen hier nun einige der im vorigen Abschnitt gewonnenen Aussagen iiber
die Struktur der anisotropen Sobolev-Raume auf die Eigenfunktionen der elek-
tronischen Schrodinger-Gleichung anwenden und so weitergehende Regularitéts-
saussagen gewinnen.

3.1 Regularitit in H'Y  H®' und HY!

mix’ mix mix,w

Kern- und Ausgangspunkt der folgenden Uberlegungen ist die zentrale Aussage
aus [109], welche wir im folgenden zunéchst zusammenfassen. Es sei

F(z) :=exp(¢(x)), =€ R3,

ein Jastrow-Faktor, wobei ¢ : R® — [0, 00) glatt und beschriinkt ist mit ¢(z) =
|z| fiir |z] < 1 sowie ¢(—z) = ¢(z) auf ganz R3. Wir haben in den vorigen
Abschnitten bereits festgestellt, dafs dann das Produkt

x HF(:J;, —xj)

die Voraussetzungen zu den in Abschnitt 2.4 bewiesenen Aussagen erfiillt. Es sei
nun u eine Eigenfunktion des elektronischen Hamilton-Operators. Solche existie-
ren, wie im ersten Abschnitt ausgefithrt, und liegen im allgemeinen zunéchst in
H'. Die Funktion u kénnen wir nun darstellen in der Form

u(z) = HF(xz — ;) uo()

i<j

mit dem regularisierten Teil vy der Eigenfunktion, der entsprechend durch

uo(z) := [ [ F(2i — 2;) " u(x)

i<j

gegeben ist. Die flir uns entscheidende Regularitdtsaussage zu ug, wie sie in
[108,109] bewiesen wird, formulieren wir in folgendem Satz.
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Satz 3.1.1. Es gilt ug € H!

Wir haben bereits im einleitenden Teil motiviert, daf eine solche Regulari-
tatsaussage fiir die volle Eigenfunktion nicht erwartet werden kann, in der Tat
werden wir im néchsten Abschnitt zeigen, daf dies im allgemeinen nicht gilt.

Nun ist der Jastrow-Faktor F' derart gewéhlt, dafs sich die in Abschnitt 2.4
gewonnenen Aussagen auf ihn anwenden lassen, es gilt ndmlich

u = Tug,

wobei T einer der im vorigen Abschnitt untersuchten Multiplikationsoperatoren
Ty, Ts beziehungsweise Ty, ist. Nach Satz 3.1.1 liegt ug € HrlmlX C Hrlng(, die Sétze

2.4.1,2.4.2 und 2.4.4 fithren also unmittelbar zu den folgenden Regularitétssaus-
sagen, die den Kern dieser Arbeit darstellen.

Satz 3.1.2. Es sei u € H' eine Eigenfunktion des elektronischen Hamilton-
Operators. Dann gilt fiir u:

(i) u e HmW
(i) u € Hmm fir jedes s < 3/4,
(iii) u € Hmmw, fir jedes Gewicht w = w,, o > 1.

Ist der rein antisymmetrische Fall von Interesse, gehen wir also zundchst von
einer Eigenfunktion v € H} aus, so bemerken wir, daf dann auch der regulire
Teil ug antisymmetrisch ist, da aus den Eigenschaften von ¢ unmittelbar

F(x; —x;) = F(zj — x;)

folgt, der gesamte Faktor also symmetrisch ist und sich die Antisymmetrie von u
somit auf ug vererbt. Entsprechend gilt also hier ug € H a Wieder folgt hier
aus der entsprechenden Abbildungseigenschaft des Operators T, (Satz 2.4.3) das
entsprechende Regularitdtsresultat fiir die Eigenfunktion u:

Satz 3.1.3. Es seiu € H! eine vollstindig antisymmetrische Eigenfunktion des

elektronischen Hamilton-Operators. Dann gilt u € HY miza-

Diese Aussage ist bereits aus [105,107] bekannt, dort findet der Leser einen
direkten Beweis. Wir bemerken, dafs in unserem Fall die Antisymmetrie nur
ausgenutzt wurde, um geeignete, bessere Abbildungseigenschaften des Jastrow-
Faktors zu zeigen, nicht jedoch, um eine hohere Regularitat des reguldren Teils
ug selbst zu zeigen. Es ist eine offene Frage, ob ug € HHQIX a fiir gewisse s > 1
(siehe auch die Bemerkung nach Satz 2.4.2).
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mix’ mix,w

Uber die Regularititsaussagen des Satzes 3.1.2 hinaus ist es sowohl analytisch
als auch numerisch von besonderem Interesse, ob die Eigenfunktionen samt ih-
ren gemischten Ableitungen sogar exponentiell abfallen, also in einem geeignet
exponentiell gewichteten anisotropen Sobolev-Raum liegt (siehe [108-110] und
Abschnitt 3.3). Wie im ersten Abschnitt bemerkt, féllt sowohl jede Eigenfunk-
tion u selbst als auch ihre ersten Ableitungen exponentiell im L2-Sinne ab. Um
Ahnliches in unserem Fall zu formulieren, benétigen wir exponentiell gewichtete
anisotrope Sobolev-Réume, wir orientieren uns hier an [110].

Fiir v > 0 sei das exponentielle Gewicht w, : R3N — [0, 00) gegeben durch

N
wy(x) = He“"””il, xr e RV,
i=1

Hiermit koénnen wir zunéchst fiir s = 0,1 die Rdume HH;IX exp definieren als

Vervollstindigung von & unter den gewichteten Normen

/ (u@) + V(@) Py, (2)dz

HuHmlxexp,Ol |

beziehungsweise
2 A 12
T S O T
AC{1,..,N} acA*

Fiir 0 < s < 1 definieren wir Hle exp Semélb [110] via Interpolation durch

Hs 1 [HO 1 Hl’-l ] o

mix exp mix,exp’ ~ mix,expls

falls wyu € H*
ist. Die entsprechende Aussage fiir s = 1 finden wir in [108,109]: Ist wyu € H L1

Es ist nun leicht einzusehen, daf fiir glattes u € 2 gilt: v € H,

exp ’

mix’
so ist u € HmIX exp Durch reelle Interpolation erhalten wir hieraus, dafs u €
HYo o legt, falls wyu € Hyp 0 < s < L.

Ist nun up wie oben der regularisierte Teil einer Eigenfunktion der Schrodin-
ger-Gleichung, so wird in [109] {iber die Aussage von Satz 3.1.1 hinaus sogar das
folgende bewiesen.

Satz 3.1.4. Es gilt wyug € H;%Ix

Wiéhlen wir nun abermals den Vorfaktor im Multiplikationsoperator Ts wie
oben, so erhalten wir wiederum aus Satz 2.4.2, daf auch

wwu:wWHF( —xj uO—HF x; — xj)wyug = Ty(wyuo)
1<j 1<j
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in H;llx liegt fiir alle s < 3/4. Wir haben somit in der Tat bewiesen, daf die
Eigenfunktionen v in der dargestellten Weise quasi samt ihrer gebrochenen ani-

sotropen Ableitungen exponentiell abfallen:

Satz 3.1.5. Fs sei u € H' eine Figenfunktion des elektronischen Hamilton-
Operators. Dann gilt u € HE! fiir jedes s < 3/4.

miT, eTp

Da auch die Gewichtsfunktion w., symmetrisch ist beziiglich der Vertauschung
von Elektronenkoordinaten, so lasst sich dieses Ergebnis auch hier ganz analog
zu oben auf den antisymmetrischen Fall iibertragen, wir erhalten hier:

Satz 3.1.6. Es sei u € H} eine vollstindig antisymmetrische Eigenfunktion

des elektronischen Hamilton-Operators. Dann gilt v € H,lmlz exp,a? wobei hier
H}ﬁilm,ezp,a das antisymmetrische exponentiell gewichtete Pendant zu Hrlr;ilx,exp ist.

3.2 Optimalitat

Im vorigen Abschnitt konnten wir zeigen, daf jede Eigenfunktion u des elektro-
nischen Hamilton-Operators sowohl im Raum H 51 liegt fiir jedes s < 3/4 als

mix
auch im gewichteten Raum H LI fiir w = Wy, 0 > 1. Im antisymmetrischen

mix,w
Fall gilt sogar u € Hiulx
Da die Eigenfunktionen des elektronischen Hamilton-Operators mit Ausnahme
des Falles N = 1, also des Wasserstoffatoms, nicht analytisch bekannt sind, ist die
Frage nach der Optimalitdt der gewonnenen Aussagen schwer zu beantworten.

Der zum Wasserstoffatom gehérenden Modell-Hamilton-Operator

He_ia_ 1
2 |af
besitzt hingegen bekannte Eigenfunktionen, welche in nahezu jedem Lehrbuch
zur Theorie der Quantenmechanik berechnet werden, siehe beispielsweise [94].
Die zum kleinsten Eigenwert —1/4 gehorende Eigenfunktion ist dann gegeben
durch
upoo(z) = ce 1#/2 4 e R3.

Um die Regularitat dieser Funktion im Sinne von (zunéchst isotropen) Sobolev-
R&umen zu untersuchen, benétigen wir die Fouriertransformierte von uggg. Diese
wird beispielsweise in [107] berechnet. Fiir unsere Zwecke reicht die Feststellung,
daR sie sich fiir |w| — co asymptotisch wie 1/|w|* verhilt. Da die entsprechenden
Ableitungen in R? quadratintegrierbar bleiben miissen, folgt hieraus unmittelbar,
daR ugop € H® fiir 5 < 5/2, jedoch nicht mehr fiir § = 5/2. Nun fallen fiir
N = 1 die anisotropen Sobolev-Rdume gerade mit entsprechenden isotropen
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Sobolev-Rédumen zusammen: H;llx = H**! Das Beispiel des Wasserstoffatoms
zeigt also, daf s = 3/2 eine erste obere Grenze fiir die gemischte Regularitét der
Eigenfunktionen darstellt.

Betrachten wir fiir V > 2 zunéchst den Hamilton-Operator

N
—A-) Z (3.2.1)
=1

||

eines Atoms, dessen Kern die Ladung Z hat und im Ursprung fixiert ist, wo-
bei wir hier also vorerst die Elektron-Elektron-Interaktion ignorieren. Die Ei-
genfunktionen dieses Operators sind dann gerade Produkte von Wasserstoff-
Eigenfunktionen. Eine detaillierte Analyse der Regularitit dieser Zustandsfunk-
tionen ist in [107] zu finden und besagt, dak die Eigenfunktionen des Operators
(3.2.1) sich ganz entsprechend den Wasserstoffwellenfunktionen verhalten, also
wieder in HI‘;’IIX liegen fiir s < 3/2 und diese Grenze auch hier scharf ist. Wir
halten demnach fest, daf der Einfluss der Kernsingularitdten die gemischte Re-
gularitdt der Wellenfunktion genau auf H;’ilx, s < 3/2, beschrénkt.

Die Elektron-Elektron-Singularitéten 1/|x; —x;| ist allerdings im Sinne der ani-
sotropen Sobolev-Réume von hoherer Ordnung als die Kernsingularititen 1/|z;],
da erstere von zwei Elekronenpositionen abhdngen und deshalb beispielsweise
ein gemischter Ableitungsoperator wie er in der Norm HrlmlX auftritt als dritte
Ableitung auf einem derartigen Summanden der Interelektronenwechselwirkung
agiert, jedoch nur als zweite Ableitung auf einem Term des Kernpotentials. Da
letztlich in beiden Féllen die entstehenden Ableitungen quadratintegrierbar sein
miissen, ist in unserem Sinne das Elektron-Elektron-Potential V.. als singulé-
rer als das Elektron-Kern-Potential V,,. anzusehen. Aus diesem Grunde ist es
durchaus zu erwarten, daft der volle Hamilton-Operator schlechtere Regulari-
tatseigenschaften hat als (3.2.1). Nun konnen die Eigenfunktionen des vollen
Operators nicht explizit bestimmt werden, wir kénnen jedoch den Einfluss von
Vee auf die Regularitatseigenschaften des Operators untersuchen, indem wir V.
durch ein harmonisches Potential ersetzen:

Wir betrachten in diesem Sinne den folgendem Hamilton-Operator in RS:

1. k
Hyool = —5A = §(|x12 +y?) + z,y € R®. (3.2.2)

1
[z —y|’
Das durch dieses Modell beschriebene theoretische System wird in der Litera-
tur als Hookium oder Harmonium bezeichnet. Ersetzen wir den zweiten Term
wieder durch das entsprechende Kernpotential V., so erhalten wir den vollen
elektronische Hamilton-Operator des Heliums. Da das harmonische Potential im
Gegensatz zu V. glatt ist, so ist zu erwarten, dafs die Regularitdtseigenschaften
von Hyoox 1m wesentlichen von V.. bestimmt werden. Das Hookium hat nun den
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— fiir uns entscheidenden — Vorteil, dafs (fiir die Wahl £ = 1/4) der Grundzustand
von Hipook explizit bestimmbar ist und durch die Funktion

1 2 2
UHook (T, 1) = c(l + §|x _ y|)e (|| /44yl /4)’ T,y € RS,

gegeben ist ([55,56]). Deshalb kénnen die Regularitétseigenschaften des Hooki-
ums, im Gegensatz zu denen der Eigenfunktionen der vor elektronischen Ha-
milton-Operatoren, genau untersucht werden. Da der Exponentialterm glatt
ist, wird die Regularitit von ug.ox im wesentlichen durch das Verhalten von
(z,y) = |z — y| in R? x R3 beeinflusst.

Zunéchst betrachten wir gewichtete Sobolev-Raume und bestimmen, fiir wel-
che o > 0 die Funktion ugeox noch in Hil’ilxw enthalten ist. Ist hierbei — wie in
Abschnitt 2.4 — 9§D ein in der Norm auftretender Ableitungsausdruck, so ist es
leicht zu sehen, daf |0F Dugook| einen Term der Ordnung

1

| |2e—1/4<|x|2+\y|2>
r—y

enthélt, ||0F Dutook|lo,w also einen Term

1 - 2 2 o
/| PR V2P | — gl d(z, y).
z—y|<1 -

Dieser ist genau dann endlich, falls ¢ > 1 gilt. Unter der Annahme, daf die Re-
gularitdtseigenschaften des Hookiums durch V., bestimmt werden und dement-
sprechend mit denen des elektronischen Hamilton-Operators vergleichbar sind,
zeigt dies also, dafs die Voraussetzungen des Satzes 2.4.4 scharf sind, dieser also
in diesem Sinne optimal ist.

Die genaue Bestimmung der ungewichteten, gebrochenen anisotropen Sobolev-
Regularitéit von upoox gestaltet sich etwas komplizierter. Zunéchst ist es mit Hilfe
der Sobolev-Slobodeckij-Formulierung der Norm ||-||mix,s,1 leicht einzusehen, dafs
die Funktion upeek in jedem H;;llx liegt fiir s < 3/4, somit also zumindest die
nach Satz 2.4.2 zu erwartende Regularitdt besitzt. Um die Optimalitdt einer
solchen Aussage zu iiberpriifen, benoétigen wir jedoch genauere Methoden. Hier
erweist es sich als zweckméfig, die Fouriertransformierte tpoox zu betrachten.
Diese ist beispielsweise in [83] zu finden, da wir jedoch fiir die Bestimmung der
Regularitdt nur am asymptotischen Verhalten von ook (w,n) fiir |w|, |n| — oo
interessiert sind, wihlen wir hier einen anderen Weg, siehe hierzu auch [28|. Da
es flir unsere Zwecke auf die genauen Konstanten nicht ankommt, betrachten wir
im folgenden die Funktion

fla,y) = |z —yle 2P 5y e B3,
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Desweiteren sei

fla,y) o= [3]e TP = |7]e=311 =310 5§ e R,

Hier besteht unmittelbar der Zusammenhang f(z,y) = f(z — y,z + y). Die
Funktion f hat die vorteilhaften Eigenschaften, daf sie zum einen sowohl jeweils
rotationssymmetrisch in £ und g ist, als auch ein Tensorprodukt zweier dreidi-
mensionaler Funktionen. Wir betrachten zunichst die Fouriertransformierte .# f
von f Da diese Funktion in & und g entkoppelt, ist % f das Tensorprodukt
der einzelnen Fouriertransformierten der Faktoren. Nun ist der zweite Faktor
Y e~ 17 eine Gauss-Funktion, deren Fouriertransformierte selbst wieder eine
Gauss-Funktion ist. Es ist also nur der erste Faktor & — ¢(&) := ]:E|e_%|f|2 zu
transformieren. Hier nutzen wir die Rotationssymmetrie und bemerken

~ 1.2

3(#) = 6(7l), wobei ¢ : R >R, ¢(r) := re 17",

eine glatte Funktion ist. Weiterhin gilt <Z~>(Q§:) = <Z~>(§:) fiir jede orthogonale Matrix
Q € R3*3. Wihlen wir jeweils Q = Q,, in Abhingigkeit von w # 0 derart, daf
beispielsweise QTw/|w| = ez gilt, so erhalten wir

/ e G(7)dE = / eTIQTB Qi) di
= [k (jal)az,
woraus mittels Transformation auf Kugelkoordinaten
7 c [ i~
(FH@) =5 [ otr)sin(ialryar
0
folgt. Ein uneigentliches Integral dieser Form kénnen wir ganz allgemein fiir be-
liebige, hinreichend glatte Funktionen ¢, die fiir || — oo hinreichend schnell

gegen 0 fallen, mittels mehrfacher partieller Integration folgendermafien behan-
deln:

/0 - o(r)sin(|@|r)dr = QTEDO') — ﬁ;ﬁ? + | ;|4 OOO o () sin(|@|r)dr
_9(0) _ <f>’:(0) + o 1 )

@l e
fiir @] — co. Asymptotisch fiir @] — oo verhilt sich (.#¢)(@) demnach wie

¢(0) _ ¢"(0)

o/l
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Fiir unser spezielles ¢ ist nun ¢(0) = 0 und ¢"(0) # 0, wonach sich .7 é asym-
ptotisch wie 1/|@|* verhilt, die ganze Fouriertransformierte von f also wie

Weiclﬁp fir ‘(I)| — O0.
w

Aus der Definition der Fouriertransformation folgt unmittelbar

fiir |w — 7| = |©| — oo verhilt sich f also wie
1

1wt
|w —nl*

Wir sind an der Norm || f||lmix,s,1 interessiert, also an

/(1 + Wl + [91) (1 + W) (L + [0*)° | f (@, m)Pd(w, ).

Der Integrand spaltet sich auf in eine Reihe von positiven Summanden, wir
betrachten den fiir das Verhalten bei unendlich relevanten Teil, welcher sich
asymptotisch fir |w — n| — oo wie

(‘WP + ’77’2)’“‘28’77’28 e—?c\w+n|2
jw = nl®

verhélt und schétzen dies nach unten ab. Hierzu schranken wir zunéchst das
Integral ein auf die Menge {|w + 1| < 1}, auf welcher der Exponentialterm von
Null wegbeschréankt bleibt. Auf dieser Menge kénnen wir = —w + h schreiben,
|h] <1 und |w —n| — oo ist dort gleichbedeutend mit |w| — oco. Schranken wir
uns des weiteren beispielsweise auf die Menge {|w| > 2} ein, erhalten wir dort

(2 + DIl e o 1
(& .
w —nf® R

Dieser Term ist {iber {|w| > 2} C R? genau dann integrierbar, wenn 6 — 4s > 3,
also s < 3/4. Hieraus folgt, dafl || f||mix,s,1 nicht mehr endlich sein kann, falls
s > 3/4 gilt, tatsichlich gilt also upeex € Hfmlx genau dann, wenn s < 3/4.
Unter der oben erwidhnten Annahme, daf das Hookium in der Tat die Regulari-
tatseigenschaften der Elektron-Elektron-Wechselwirkung widerspiegelt und diese
deshalb mit denen der elektronischen Schrédinger-Gleichung vergleichbar sind,
zeigt dies also, daf auch die Aussage des zweiten Teils des Satzes 3.1.2 scharf ist.
Fiir beliebige Figenfunktionen w der elektronischen Schrodinger-Gleichung kann
also nicht erwartet werden, dak diese eine hohere Regularitdt haben als die von

. s,1
uns bewiesene: u € H_;  genau dann, wenn s < 3/4.
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3.3 Approximation von Wellenfunktionen

In diesem Abschnitt méchten wir abschliefend kurz die Implikationen der in die-
ser Arbeit bewiesenen Regularitdtsaussagen im Kontext der numerischen Ana-
lysis skizzieren.

Die numerische Behandlung der elektronischen Schrodinger-Gleichung mit her-
kémmlichen Diskretisierungsmethoden gestaltet sich aufgrund des Fluches der
Dimension als ausgesprochen schwierig und ist in den meisten Fallen nicht durch-
fithrbar: Ein System mit N Elektronen fiihrt schon bei einer vollen Diskretisie-
rung mit beispielsweise 10?2 Gitterpunkten in jeder Raumrichtung auf ein zu
16sendes System mit 10V Unbekannten, was schon fiir niedrige N nicht mehr
beherrschbar ist. Aus diesem Grund haben sich in der Praxis vor allem Metho-
den zur Losung der Schrodinger-Gleichung durchgesetzt, die weniger auf einer
direkten Diskretisierung der Gleichung beruhen, als vielmehr auf vereinfachten
Modellen basieren wie beispielsweise Dichtefunktional- oder auch Hartree-Fock-
Methoden ([18,44,66,67]). Mit diesen Techniken ist es moglich, praxisrelevante
Systeme zu modellieren, jedoch besitzen sie unter anderem zumeist den inhéren-
ten Nachteil, dafs sie auf vereinfachten Modellen beruhen, ihre Genauigkeit somit
durch diesen Modellierungsfehler beschrénkt sein kann. Fiir viele Anwendungen
ist die Giite der resultierenden Losungen durchaus ausreichend, in gewissen Si-
tuationen stellt dies jedoch eine echte Einschriankung dar. Mittels einer direkten
Approximation der Schrédinger-Gleichung liefsen sich — zumindest theoretisch —
die Wellenfunktionen mit beliebiger Giite ndherungsweise berechnen, ohne je-
weils auf Anpassungen des Modells oder der Ansétze angewiesen zu sein. Neben
grundsétzlichem theoretischen Interesse haben entsprechende Verfahren somit
auch praktische Relevanz.

Eine Methode hierzu ist es, nicht auf den vollen Diskretisierungsgittern zu
rechnen, sondern sich der Theorie der sogenannten Diinnen Gitter zu bedienen.
Auf Anfiangen in den 1960er Jahren basierend wird sie seit den 1990er Jahren
auch zur Losung partieller Differentialgleichungsprobleme verwendet ([13,111]).
Grundidee ist hierbei, daf fiir Funktionen, die gewisse anisotrope Regularitit
besitzen, a priori Diskretisierungsschemata konstruiert werden kénnen, die bei
vergleichbarer Genauigkeit substantiell weniger Freiheitsgrade besitzen, der nu-
merische Aufwand sich also fundamental verringern ldsst. Aus diesem Grunde
sind in den letzten Jahren auf Diinnen Gittern basierende Methoden auch zur
numerischen Behandlung der Schrédinger-Gleichung erdacht worden (beispiels-
weise [27,35,37,110]).

Wir stellen kurz die Grundidee anhand sogenannter hyperbolischer Kreuze
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nach [106] vor. Ist eine Funktion u € H®! ix gegeben, so ist also

N
/ + ) T+ fwil?)*i(w)Pdw < oo.
i=1

Dies bedeutet unter anderem, da® fiir wachsendes (1 + |w;|?) die Fourier-Trans-
formierte |u| hinreichend schnell fallen muss, der betragsméfige Hauptanteil von
@ also in dem Bereich konzentriert ist, in dem [, (1+ |w;|?) klein ist. Die Rate
des Abfalls von |4 und damit das Volumen dieses Bereiches wird gerade durch
den Parameter s, also durch die anisotrope Sobolev-Regularitdt bestimmt. Diese
relevanten Gebiete bilden nun sogenannte hyperbolische Kreuze, genauer konnen
wir eine Folge solcher Bereiche fiir L € N durch

N
QO = {w e RV TI(1 + lwil?) < 4L}
=1

s,1
definieren. Dementsprechend approximieren wir u € H, . durch den Anteil ur,

der im Fourierraum in Qj, liegt, up := %~ 1(]lQL ). Es folgt unmittelbar, dafs
der H'-Approximationsfehler durch

1
=l < 5l

abgeschétzt werden kann.
Im Falle isotroper Sobolev-Regularitit, & € H5t!, also

N 5+1
[l FD @ < o

=1

wére das entsprechende Diskretisierungsgebiet durch eine Kugel

N
Qp = {w RN Y (14 |wif?) < 4L}
=1

gegeben, um fiir den entsprechenden Anteil 4y, die Abschéatzung

L 1
=l < 5pzlalsen

zu erreichen. Die entscheidende Beobachtung ist hier, daf ein hyperbolisches
Kreuz 7, im Vergleich zur Kugel 2, fiir wachsende NV immer kleineres Volumen

besitzt. Eine im Sinne anisotroper Sobolev-Raume glatte Funktion u € H;llx i
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also im Vergleich zu einer isotrop-glatten Funktion u € H**! im Fourierbereich
auf einem asymptotisch immer kleineren Gebiet konzentriert.

Zerlegt man das Gebiet € (bezichungsweise ein geeignet angepasstes Ge-
biet) und damit uz, nun geeignet weiter und stellt man die resultierenden Teil-
funktionen als Fourierreihen dar, so kann die Gesamtmenge der resultierenden
Ansatzfunktionen als unendlich ausgedehntes Diinnes Gitter aufgefasst werden.
Auch wenn eine solche Darstellung im Vergleich zu einer vollen Diskretisierung
sehr effizient ist, so sind zur Approximation von uy, noch immer unendlich viele
Ansatzfunktionen notwendig. Um zu einer tatsdchlichen — endlichen — Diskreti-
sierung mit vergleichbaren Approximationseigenschaften zu gelangen, muss die
Funktion u und damit u; zusétzliche Regularitdtseigenschaften im Fourierbe-
reich besitzen. Eine hierzu hinreichende solche Eigenschaft ist nun gerade, daf
u(z) im Ortsbereich exponentiell abklingt fiir |x| — oo, u also in einem expo-
nentiell gewichteten anisotropen Sobolev-Raum liegt. Gerade dies konnte in Satz
3.1.5 fiir die Eigenfunktionen der elektronischen Schrédinger-Gleichung gezeigt
werden.

Eine solche exponentiell gewichtete anisotrope Sobolev-Regularitdt kann nun
ausgenutzt werden, um ausgehend von den obigen Uberlegungen explizite Appro-
ximationsschemata zu konstruieren. Hierbei wird die Giite der Approximation
— wie zu erwarten ist — von der anisotropen Regularitdt von u, also durch den
Parameter s bestimmt. Ausgehend von auf Wavelets basierenden diinnen Git-
tern konnte Zeiser beispielsweise ein Approximationsschema entwickeln, in dem
sich der H'-Approximationsfehler in der Zahl n der Unbekannten asymptotisch
durch n=*/3 abschétzen lisst ([110]). Die bisher bekannte Hél/ii’l— Regularitét ei-
ner Eigenfunktion der Schrodinger-Gleichung fiihrt somit auf eine asymptotische
Approximationsrate von n~1/6. Die verbesserte, optimale Regularitit zeigt, daf
hier eine Rate von annihernd n—1/4

In jingster Zeit nun riicken des weiteren nichtlineare Approximationsschemata
und adaptive diinne Gitter in den Fokus der Aufmerksamkeit [28,40]. Die Analyse
derartiger Methoden bendtigt zumeist {iber die Ergebnisse dieser Arbeit hinaus
Regularitétsaussagen in Bestapproximationsraumen, welche eng gekoppelt sind
mit der Besov-Regularitét der elektronischen Wellenfunktionen.

erwartet werden kann.






Anhang

A.1 Hardy-Ungleichungen

Die Hardy-Ungleichung ist ein altbekanntes und wichtiges Hilfsmittel der Ana-
lysis und insbesondere der Theorie der (gewichteten) Sobolev-Réume. Sie stellt
in ihrer einfachsten Form das wichtigste Hilfsmittel schon zum Beweis der Wohl-
definiertheit und Beschranktheit des Hamilton-Operators dar, wir benotigen Sie
dariiber hinaus an zentraler Stelle in den Beweisen des Abschnittes 2.4.

In ihrer einfachsten, eindimensionalen Version lautet die Hardy-Ungleichung

/ /fdtda:< /fpd:c

fiir 1 < pund f > 0 und wurde bereits in den 1920er Jahren von Hardy gefunden
([42]) und seitdem in verschiedenste Richtungen verallgemeinert (|62,64,65]).

Bei der Frage nach einer allgemeinen, mehrdimensionalen Variante der Har-
dy-Ungleichung ist man mit der Frage konfrontiert, fiir welche Funktionen eine
solche gelten kann. Wir wollen hier nicht auf die allgemeinst mégliche Versionen
eingehen, fiir derartige Fragen verweisen wir auf die angegebene Literatur, und
nehmen jedenfalls immer an, daf die zugrundeliegende Funktion u in 2(R%)
liegt. Dann gelten zunéchst folgenden Abschétzungen ([4,68,102]):

Fir s < d/2 ist
u(x)” /IVU($)!2
<ecs | —5— Al
[ faren s [ e Ay

und

< cs/|w]25\@(w)|2dw. (A12)

Die Einschrinkung auf s < d/2 ist hier fundamental wichtig, da sonst im allge-
meinen die linke Seite singuldr wird, der Integrand somit nicht mehr lokal in R?
integrierbar ist. Auch auf die von s und d abhingenden Konstanten c¢g wollen
wir hier nicht genauer eingehen und verweisen auf [102] und [78], in denen weit-
gehende Verallgemeinerungen zu finden sind sowie auf die Referenzen in [22].
Insbesondere finden sich dort LP-Versionen von (A.1.1) und genaue Untersu-
chungen der entsprechenden Konstanten.
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Fiir s > d/2 gelten die angegebenen Versionen im allgemeinen nicht mehr,
hier miissen weitergehende Anforderungen an das Verhalten von u an der Sin-
gularitiit, also am Ursprung, gestellt werden: Fiir glatte u € 2(R%) gilt ([102]):

/|u( Z|a\< d/2(04') Y(Du)(0)z*
‘$|28

2
| dx§05/|w\28|a(w)|2dw. (A.1.3)

Verschwindet also insbesondere u am Ursprung, so gilt (A.1.2) sogar fiir s <
/2 + 1.

Wir benétigen hier zunédchst insbesondere die beiden Spezialfille s = 2 und
s =4 in R3, welche

2
/qﬁ(jg dx §4/|Vu(:v)|2da:, ue 9, (A.1.4)
und
[Vu(@)[?
< = .
/ P d 4 FE ———dzr, ue Z,u(0)=0 (A.1.5)

lauten und beispielsweise explizit auch in [105] bewiesen werden, siehe ansonsten
auch [47].

Zur Behandlung der elektronischen Hamilton-Operatoren benétigen wir
wZwei-Teilchen-Varianten“ der Hardy-Ungleichung, es sei somit u eine glatte
Funktionen, die auf R definiert ist, u € Z(R%). Die Argumente bezeichnen wir
wieder mit z,y € R3, desweiteren schreiben wir ¢(x,y) := 1/|z — y|. Zuniichst
folgt aus (A.1.4):

[ ititay) - / 2 S [ IVaute)Pae.),

(A.1.6)
[ = [ 5D iw) < 19,00 0Pd
und hieraus dann
2
[ = [N )
(A.1.7)

< / (IVatu(z,9) 2 + [Vyu(z, ) 2)d(z, y)

= 2|ul?.
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Gilt sogar u(z,y) = 0 fiir z = y, so kénnen wir aus (A.1.6) und (A.1.5) auf

U2 T
/¢4u2d(w,y) =/ (_’y?ﬁd(w,y)

|z

3
<> / ((Drpyy ) (@, y)) 2 d(, ) (A.1.8)

k=1
< ull;

mix,1,0

schliefsen.

Diese Abschitzung in ganzzahligen anisotropen Sobolev-Réumen ist fiir unsere
Belange jedoch zu ungenau, wir benotigen gebrochene Varianten. Ausgangspunkt
ist hierbei zunichst (A.1.2). Es sei also s < 3/2 und u € 2(R"). Aus (A.1.2)
folgt dann sowohl

/ & u2d(z,y) < / on 2]u(w) P < / (1 + o [2)°|(w) [P,
als auch
/ S ud(z,y) < / Jwoa?*it(w) P < / (1 + s 2)? () [P

Wir bemerken nun, daf beide Seiten jeweils als gewichtete L?-Normen interpre-
tiert werden konnen, beide Abschétzungen also als Beschranktheitssaussagen fiir
die entsprechenden Einbettungen. Nun ist es leicht zu zeigen, dafs die reelle In-
terpolation zwischen L2-Réumen mit Gewichten w; beziehungsweise wo in einen
gewichteten L?-Raum mit Gewicht wi~?w§ resultiert (fiir einen Beweis verwei-
sen wir auf [92] und auf den sehr dhnlichen Beweis des Satzes 2.2.1). Aus dem

Standardresultat der Interpolationstheorie erhalten wir somit fiir = 1/2:

/ o ud(w,y) < / (L wr PY72(1+ | 2) () P = [0 (A-19)

Gilt dartiber hinaus u(z,y) = 0 fir x = y, welches beispielsweise der Fall
ist, wenn v antisymmetrisch ist, konnen wir eine dhnliche Uberlegung sogar fiir
s < 5/2 anstellen. In diesem Fall schlieflen wir aus

/ $*uld(z,y) < / w12 (w) P < / (14 [0 (1 + wr[2)* aw) [P

beziehungsweise

[ ititen) 52 [+ WP+ ) () P
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mittels Interpolation auf

/¢25u2d<9:,y) 5/(1+IWI2)(1+ w121+ e 27D 1 (w) P

= ||u||mix,(sfl)/2,1'
(A.1.10)

A.2 Abschneidefunktionen

In den Beweisen der Dichtheitsaussagen fiir anisotrope Sobolev-Riume in Ab-
schnitt 2.3 haben wir Gebrauch gemacht von gewissen Abschétzungen der Ab-
leitungen der dort betrachteten Abschneidefunktionen. Diese Aussagen sind im
wesentlichen intuitiv vollig einsichtig, die genauen Beweise jedoch recht tech-
nisch, wir tragen diese hier nun nach. Hierbei geht es im wesentlichen darum,
partielle Ableitungen von zusammengesetzten Funktionen auszurechnen. Hier-
zu benotigen wir eine mehrdimensionale Version der Kettenregel. Eine solche
wird zumeist verallgemeinerte Formel von Fad di Bruno genannt, siehe hierzu
[20,32,45]. In der Notation aus [20] kann eine solche wie folgt angegeben werden.

Es seien v : R — R™ und v : R™ — R hinreichend oft differenzierbare

Funktionen. Die Komponenten von u seien u = (uy,...,uy,) benannt, die Ko-
ordinaten in R™ bezeichnen wir mit R"” > =z = (z1,...,x,), jene in R™ mit
R™ > z = (21,...,2m). Fur einen beliebigen Multiindex o € N gilt dann fiir

xo € R™ mit yo := u(xo):

8‘a|(vou)
T gpe 0
awv ! 1 oy, N\
- Y FHX ¥ o e ()
k;! (15
AeNm s=1 P(s,a,\)  j=
ISI/\IS\QI
(A.2.1)
wobei mit
a‘ljlu k‘j 8|lj|u1 8|lﬂ‘um kj
(axlj v ) _(83311 F0)eees Oxli x())
und

P(S7a7A):{(k17"‘7k87l17"'7l5)|kieNm’ leNn?‘k1’>O,
O‘<l1 _<-<ZS’ZICZ:)\,Z|]€7,|ZZZO‘}
i=1 =1

bezeichnet sind, zur Ordnung « < 3 siehe [20].
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Es sei nun eine glatte Funktion @ : [0,00) — [0, 1] mit

B 0, falls r < 1/2,
w(r) =
1, falls r > 1,

vorgegeben. Wir arbeiten hier im RS, welchen wir mit R3 x R? identifizieren.
Die entsprechenden Variablen nennen wir (z,y) € RS, 2,y € R3. Weiterhin sei
wy, : RS — R fiir n € N definiert durch

w(2,y) =1 —@(nle —y)), (z,y)€R"

Diese Funktionen sind komponiert aus dem glatten Teil w selbst und der Be-
tragsfunktion, wir bendtigen somit zundchst Abschétzungen iiber die Ableitun-
gen der Funktion

(«T,y) = ’IE - y|7

welche auch an anderer Stelle von Interesse sind.

Lemma A.2.1. Es sei
FR\{(z,y) €R |z =y} = R, fla,y)=|o—yl|
Fiir beliebige Multiindizes o € NO gibt es C > 0 mit
Do f| < Cftlel,

Beweis. Es sei ein Multiindex o € N° vorgegeben. Fiir |a| = 0 ist nichts zu
zeigen. Bs sei also |a| > 0. Wir setzen u : RS — R3 w(z,y) = 2 — y und
v:R3 = R, v(z) =|z|, also f = vou. Um die Ableitungen von f zu bestimmen,
verwenden wir (A.2.1). Da hier nun fiir beliebige Multiindizes 5 € Nb, |3| > 1,
1<i< 3 gilt:

|DPug| =0, falls |8] > 1 und |DPu,| = 1, falls |8 = 1,
so gibt es fir
ANeN2 1 <N <o, se{L,...,]al}

und

(K1, ksylsy- oy ls) € P(s,a, )

genau eine der beiden folgenden Moglichkeiten:
Entweder es gibt j € {1,...,s} mit |[;| > 1, dann ist der entsprechende Faktor
und damit auch der ganze Summand gleich Null. Oder aber es gilt |/;| = 1 fiir
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alle j = 1,...,s. Dies aber kann dann wegen |af = 377_; |k;[l;] = >°5_; |k;| und
|Al=277—1 |k;| nur der Fall sein, falls [A| = [a]. Wir erhalten somit:

D% (wou)(z,y)| <C Y (D )@ —y)l.

AEN3
[A=le]

Es reicht also aus zu zeigen, daf fiir beliebige A € N3
|(DM)| < Cut =,
Hierzu schreiben wir @ : R® — R, @(2) = 27+ 234+ 23 und o : R — R, o(r) = r'/2,
also v = ¥ o @. Die Kettenregel (A.2.1) konnen wir in diesem Fall wie folgt
schreiben (man beachte m = 1, fiir diesen speziellen Fall siehe auch [41]):
Al

Al
. - DJu
DNooa) = ?1 Woq § § DY H Wl ')) (A.2.2)

s=1 P(s,\,l) j=1

Nun ist 50 (r) = 011/7"%, also 9 o 4 = v!'=2.. Es verbleibt, die Ableitungen
von 4 genauer abzuschétzen. Dazu bemerken wir zunéchst, daf

0, falls |1;] > 2,
DYii(z) = { 0 oder 2, falls |I;] =2
2, falls |I;] = 1.

Fiir ein beliebiges s € {1,...,|A|} und (k1,...,ks,l1,...,ls) € P(s,\, 1) tritt
genau einer der beiden folgenden Félle ein: Entweder gibt es j € {1,...,s} mit
|l;| > 2 oder es gilt |I;| < 2 fiir alle j = 1,...,s. Im ersten Fall verschwindet
einer der Faktoren in (A.2.2) und damit der entsprechende Summand. Setzen wir
M; ={j e {1,...,s}||l;| = i}, so folgt im zweiten Fall {1,...,s} = M; U M,
und 1= 3" np g+ 3 jens, ki also [N =3 cny ki + 237 5cpy, by und somit

N =20 )" k.

JEM

Dieser zweite Fall kann also fiir 21 < |A| nicht auftreten, weshalb die entsprechen-
den Summanden sdmtlich verschwinden. Fiir 2/ = |A| ist hier dann |M;| = 0,
das heift, alle auftretenden Ableitungen von @ sind von zweiter Ordnung und
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deshalb konstant. Im Fall 20 > || schliefen wir wie folgt:

’H k'l' ’H kvzl
—C\H S

<C Hj€M1 |ZiJ|

— e k510D

<C [ el = ClePoen®
JEM

= Clz" M = Co(z)? M.

k'l'

Zusammengenommen erhalten wir somit schlieflich wie gewiinscht

Al
|D>\(f1 ou) <C Z o2l 2= 1A < Col=IN
1=|\/2

O

Hieraus konnen wir nun die bendtigten Abschitzungen der Ableitungen der
Abschneidefunktion w,, gewinnen.

Lemma A.2.2. Fiir beliebige Multiindizes o € N® gibt es C > 0 mit
[ D%wn oo < CnlM, neN.

Beweis. Es sei ein Multiindex o € N° vorgegeben. Fiir |a| = 0 ist nichts zu
zeigen. es sei also |a| > 0. Dann gilt

1 1
D%wp(z,y) =0, falls |z —y|< o oder |z —y| > —. (A.2.3)
n n

Fiir festes n sei g : RS = R, g(z,y) := n|z — y| = nf(x,y). Dann ist
D%w,, = —D%(w o g).

Da wir |z — y| > 1/2n annehmen konnen, so ist auch g glatt. Die Kettenregel
(A.2.1) wird hier zu
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und da alle Ableitungen von @ beschrinkt sind, reicht es aus, fiir 3 € N6, 1 < ||
1Dg(x,y)| < enl, (z,y) € RS, 1/2n < |z —y| < 1/n,

zu zeigen. Wir konnen hier also [z —y| < 1/n < 1und 1/|z—y| < 2n abschétzen,
womit diese Behauptung nun unmittelbar aus dem vorangegangenen Lemma
A.2.1 folgt. O

A.3 Interpolation von Banach-Raumen

Das Standardproblem der Interpolationstheorie von Banach-Réumen ist das fol-
gende. Vorgegeben seien Banach-Raume X, Y, V, W und ein geeignet definierter
Operator T', der sowohl stetig von X nach V als auch stetig von Y nach W abbil-
det. Gesucht ist nun eine Methode, die es erlaubt, neue Banach-Raume [X, Y]y
und [V, W]y, welche in einem gewissen Sinne ,zwischen X und Y (beziehungs-
weise V' und W) liegen, derart zu konstruieren, dafs 7" als Abbildung von [X, Y]y
nach [V, W]y stetig bleibt. Es ist eine Vielzahl solcher Konstruktionsverfahren er-
sonnen worden, welche sich in zwei Gruppen aufteilen lassen: Zum einen sind dies
komplexe Methoden, welche auf funktionentheoretischen Uberlegungen beruhen
und auf verschiedenen Wegen von Calderon [16,17], Lions |72] und Krejn [61]
eingefiithrt wurden (siehe auch [9,96]). Die zweite Gruppe sind die sogenannten
reellen Interpolationsmethoden. Diese umfasst eine Vielzahl von verschiedenen
Verfahren (Lions’ und Peetres ,mean method* [74], Lions’ ,trace method* [71],
Gagliardo [33] und andere), welche jedoch samtlich dquivalent sind zur Interpo-
lation via sogenannter K-Funktionale, die, etwas spéater eingefiihrt, von Peetre
(85, 86]) geprigt wurde. Es gibt einige Abhandlungen zu diesem Thema, al-
len voran mochten wir |9, 15] erwidhnen, sowie [1,5,6,8,24,77, 86,89, 96]. Diese
Quellen unterscheiden sich jedoch stark hinsichtlich Notation, Definitionen und
der generellen Herangehensweise sowie auch der Auswahl der betrachteten und
bewiesenen Aussagen. Da jedoch die Interpolation ein wesentliches Hilfsmittel
in dieser Arbeit darstellt, moéchten wir im folgenden die grundlegenden Ideen
und wichtigen Resultate dieser Theorie in einer einheitlichen Form und Sprache
darstellen, die fiir unsere Zwecke geeignet erscheint.

Grundlagen

Es seien X und Y zwei Banach-Raume, die beide in einen Vektorraum X ein-
gebettet sind. In dieser Situation ist die Summe X + Y wohldefiniert und wir
nennen das Paar {X,Y} ein Interpolationspaar. Es ist moglich, wenngleich fiir
unsere Belange nicht nétig, die Theorie auf semi- oder quasinormierte Rdume
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auszudehnen. Die Radume X + Y und X NY seien versehen mit den Normen

lullxsy = inf (ellx +lylly), weX+Y
xe?(,yéjY

beziehungsweise
[vllxny == max{[|v|x, lv[y}, veXnY.
Dann sind X +Y und X NY Banach-Raume mit
XNY <X Y = X+Y.
Fir u € X +Y und ¢t > 0 definieren wir nun das K-Funktional via

K(ut) = K, X,Y) = inf ([lellx +tlylly).
xeX,yéY

Das folgende Lemma enthélt einige Eigenschaften, die sich ohne Miihe aus dieser
Definition ableiten lassen.

Lemma A.3.1. Fir festes t > 0 ist das Funktional K(-,t) eine zu || - ||x+v
dquivalente Norm auf X +Y. Fiir s,t > 0 gult

min{1,t/s}K(u,s) < K(u,t) < max{l,t/s} K (u,s). (A.3.1)

Fiir fiviertes uw € X +Y st die Abbildung K (u,-) positiv,monoton wachsend und
stetig. Schliefilich definieren fir 1 < p < oo die Funktionale

. 1
it (e +#llyl)
zeX,yeY

zum K-Funktional dquivalente Ausdriicke.

Mit Hilfe des K-Funktionals konnen wir nun die Interpolationsraume als ge-
wisse Unterrdume von X + Y definieren:

Definition A.3.2. Fir —oco < 0 < oo und 1 < q < oo definieren wir fiir
ueX+Y

_9 dt\1/q
ullg,y = 4 Vo OB @ )75 75 1< <oc
7 SUPg<«t<oo t_eK(uv t)a q=

und damit die Radume

(X, Y]O,q ={ue X +Y||ulpq < oo}
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Lemma A.3.3. Die Riume [X,Y g, sind nichttrivial nur, falls 1 < g < oo und
0<0<1oderq=ocund0 <0 <1. In diesen Faillen bilden sie, versehen mit
der Norm ||-||g.q, Banach-Rédume.

Beweis. Wir beschrénken uns auf den Fall ¢ < co. Dann gilt mit (A.3.1) fir
ue X+Y

fullgy = [ (0K w1)

> K(u, 1)Q/ =%~ min(1,t)9dt (A.3.2)
0

1 oo
:K(u,l)q( / =01y 4 / t‘eq_ldt) = kK (u,1)7.

0 1

ot

Die Konstante a ist nur dann endlich, falls (1 — #)g > 0 und 0q¢ > 0, wor-
aus die erste Behauptung folgt. Es ist nicht schwer zu sehen, daf [X, Y]y, ein
normierter Raum ist. Wir erinnern nun daran, daf ein solcher genau dann voll-
standig ist, wenn jede absolut konvergente Reihe auch konvergiert. Es sei also
(un)n C [X,Y]pq absolut summierbar. Dann folgt

oo oo oo
D lunllxey =D K(un, 1) <a'* lunllgq < oo
n=0 n=0

n=0

und da X +Y vollstiandig ist, gibt es u € X +Y mit u =)~ u,. Hierfiir gilt
nun aber

K(u,t) < i K (up,t)
n=0

und dies resultiert in

o
lullog < D llunl

n=0

0,g < OO.

Also ist u ein Element in [X, Y]y, und

N 00
Ju— ZunH&q = Z [tnllg.q — 0
n=0 n=N

fir N — oo und somit ist die Vollstédndigkeit von [X, Y]y , gezeigt. O

Im weiteren Verlauf wird eine alternative Definition der Interpolationsraume
von grokem Nutzen sein, ndmlich jene iiber sogenannte J-Funktionale. Fiir u €
X NY und t > 0 definieren wir das J-Funktional via

J(u,t) = J(u,t, X,Y) := max{||u|| x, t||ul]y }.
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Ganz analog zu Lemma A.3.1 ist fiir festes v € X NY die Funktion J(-, u) stetig,
monoton wachsend und positiv. Fiir festes t > 0 ist J(t, -) eine dquivalente Norm
auf X N'Y und schliefslich gelten fiir s,¢ > 0, v € X NY die Abschétzungen

min{1,¢/s}J(u,s) < J(u,t) < max{l,t/s}J(u,s) (A.3.3)

und
K(u,t) < min{l,t/s}J(u,s). (A.3.4)

Aus letzterem folgt
J(u,t) > 0(1 — 0)t%||ullg.q- (A.3.5)

Esseinun 1 < ¢g < oound 0 < 8 <1 oder g =00 und 0 < 6§ < 1. Die J-
Interpolationsraume [X, Yy, s bestehen aus solchen Elementen v € X +Y, die
eine Darstellung’

o dt
w= / fne (A3.6)
0 t
besitzen, wobei f eine messbare Funktion mit Werten in X NY ist, die

/Ooo(t—"J(f(t),t))qu < (A.3.7)

erfiillt. Auf [X,Y]g 4 s definieren wir die Norm

o = int( [~ 0s0.0)5) "

wobei sich das Infimum tiber alle moglichen Darstellungen (A.3.6) erstreckt, die
(A.3.7) erfiillen. Wir bemerken, daf wir hier, wie bei K-Funktionalen, auch an-
dere Werte von 6 zulassen konnten, die resultierenden Rdume dann jedoch trivial
werden, das heifit, nur das Nullelement enthalten. Der folgende Aquivalenzsatz
besagt nun, dal beide Typen von Interpolationsmethoden dieselben Rdume de-
finieren.

Satz A.3.4. Fssei 0 <0 <1 undl <q<oo. Dann ist

(X Y]y, = [XY],

0,q N

mit dquivalenten Normen.

'Das Integral ist als Bochnerintegral zu verstehen. Zur Integrationstheorie von Funktionen
mit Werten in Banach-Raumen verweisen wir auf [11, 25, 34,46, 103].
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Beweis. Wir beschrianken uns auf ¢ < oo, halten zunéchst v € [X,Y]q 4 s fest
und betrachten eine zuléissige Zerlegung u = [ f(s)ds/s. Mit (A.3.4) erhalten
wir

K(u,t) < /0 TR0 < / " min{L/}((s), )%

< /Ooomin{l,l/s}J(f(st),st)f
und damit
ullo,g < (/Om(/ooot—e min{1, 1/3}J(f(5t)7$t)ci9)qc?ﬁ>l/q
= /Ooo min{1, 1/8}89% (/Ooo(t—aj(f(t)’t))q(f)l/q
- 9(11_9)( /0 (00050, 0)" %) "

Dies gilt fiir alle moglichen Darstellungen (A.3.6) und somit folgt

1
[ullo,g < m”u\\e,qw

Es sei nun andererseits v € [X,Y]q, vorgegeben. Nach der Definition des K-
Funktionals gibt es dann fiir jedes m € Z Elemente z,, € X und y,, € Y, so daf
U = Ty + Ym ist und

[Zmllx + 27" [ymlly < 2K (u,2™)

gilt. Nun gilt aber wegen der Monotonie des K-Funktionals fiir alle ¢ > 0
oo
d
0K (1) = ( / 09TV Ya e () < Jlullog, (A3.)
‘ S

woraus hier insbesondere

lzmllx < 287 ullg,q,

lymllxc < 25470D) (A3.9)

0,q

folgt. Insbesondere also ||, || x — 0 fiir m — —oo und ||y, |y — 0, falls m — oc.
Nun ist Zy, — Tm—1 = Ym — Ym—1 € X NY und wir kénnen f: (0,00) = X NY
definieren durch

ft) == (Tm — Tm-1)/I02 = (Y — Ym_1)/In2, falls 271 <t < 2™
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Dann ist f sicherlich mefkbar und erfiillt fir M, N € N

dt dt
- t = - m — Tm—1)/In2 *H
Hu /2_M f®) t HX+Y Hu Z (@ Tm-1)/In /Qm_l X+Y

m=1-M
N

:Hu— Z (xm—:rm_1)HX+Y

m=1—-M
=[lu—an+2my.y

< lywvlly + lz—mllx — 0

fiir M, N — oo. Somit definiert f eine zulédssige Darstellung von wu.
SchlieRlich folgt mit der Monotonie des K-Funktionals, (A.3.1) und (A.3.9) fiir
2m—l <t < 2m:

J(f(t),t) = max{[[f()l|x, t f@®)ly} < [[f@®)lx +tlfDlly
S llzmllx + tHlymlly + lzm-1lle + tlym-1lly
< zmllx + 2™ lymlly + 2(zm-1llz + 2™ [gm-1lly)
< K(u,2™) + 2K (u,2™71)
< 2M/tK (u,2™) + 2K (u,t)
S K(u,t)

und somit auch ||ullg.q,7 S [|ulle,q- O

Wir kénnen nun einige strukturelle Eigenschaften der Interpolationsrdume
festhalten.

Satz A.3.5. Es seien 1 < g< oo und 0 <60 <1 oderq=o00 und0 <60 <1.
Dann gelten folgende Aussagen.

(1) [X,Y]pq = [Y, X]1-0.4-

(i) XNY = [X,Y]g, = X +Y. Falls X =Y ist, so gilt [X,Y]p, =X =Y.
(iii) X < [X,Y]o00 und Y < [X,Y]1.00.
(iv) Falls 0 <0 <1 st und 1 <q<r < oo, so gilt

[Xa Y]G,l — [X’ Y}&q — [Xa Y]G,r — [Xa Y]@,oo-

(v) Falls 0 <0 < 1ist und 1 < q < oo, soist X NY dicht in [X,Y]p,.
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Beweis. (i) Die Behauptung folgt aus der Beobachtung

K(u,t,X,Y) = tK(u,t 1Y, X).

(ii) Aus (A.3.2) folgt
lullo.g > a9k (u, 1) = a¥/9|ful x+v,

also der erste Teil der Behauptung. Die zweite Abschétzung folgt analog
aus
K(u,t) < min{l, t}||ulxny-

Die Aussagen fiir X =Y erhélt man hieraus sofort.

(iii) Dies folgt unmittelbar aus der Definition.

(iv) Mit (A.3.8) gilt fiir ¢ <r

o dt _ _
[ullp, < (t K (u, )" (supt 'K (u, 1)) < llully,-
0 t >0

(v) Fir u € [X,Y]g, = [X,Y]pq, betrachten wir eine Darstellung der Form
(A.3.6), u= [~ f(t)dt/t. Wir definieren u, € X NY via

U, ::/ f(t)@, n € N.
1/n t
Wegen
q q -0 qdt
e — gy = e — w5 < (T @) 1) =0
(0,1/n)U(n,00)

fir n — oo, konvergiert (uy), in [X, Y], gegen u woraus die Behauptung
folgt.
O

Wir beenden diesen Abschnitt mit dem Nachweis, daff die hier konstruierten
Interpolationsrdume in der Tat das in der Einleitung beschriebene Standardpro-
blem der Interpolationstheorie zu l6sen in der Lage sind.

Satz A.3.6. Es seien 0 < 0 <1 und 1 < q < 0o sowie {X,Y} und {V,W} zwei
Interpolationspaare. Weiterhin sei

T:X4+Y -=>V4+W
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ein linearer Operator, so daf$ die Einschrinkungen
T:X—->Y and T:Y —->W

wohldefiniert und beschrinkt sind mit den Normen ||T'||x,v bezw. ||T||y,w. Dann
ist auch die Finschrinkung

T [X’ Y] 0,q - [‘/’ W} 0.,q

ein wohldefinierter beschrinkter Operator mit Norm
1Tl v, < ITIRDIT IS -
Beweis. Firx € X und y € Y gilt
[Tzllv < ITlxvlzlx wnd |[Tylw < [Tllywllylly-
Fiir u € [X,Y]y 4 folgt

K(Tu,t,V.W) < inf (|Tz|v +t[Tylly)
u=x+y

. 1Ty, w
<|Tlxv inf (llz|x +1 ylly)
u=r-+y 1T x,v
Tlly,w
:HT||X7VK(u,tH ly, , X, Y).
1T x,v

Hieraus folgt

< Tly,w dt
Tull? < |T]4 / t 'K u,t” X, Y)) =
H H07q—|| HX,V 0 ( ( HT|X,V )) t
Tllywog [/, dt
= ||T4 ITly. q/ 9K (u,t, X, 7)) 1=
|| HX7V(HT|X,V) 0 ( ( )) t

1-6 0
= |71 Ty i,

Schlieflich erhalten wir hieraus die iibliche interpolatorische Ungleichung;:

Korollar A.3.7. Es seien 0 < 0 <1 und 1 < q < oo.Dann gilt
1-6 0
ullog < [lullx " lully

fir alleue XNY.
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Beweis. Es sei uw € X NY. Wir betrachten die Abbildung T, die jedem A € C

das Element T'A := Au zuordnet. Dann ist ||T||c.x = ||ullx, [|T]lcy = [Jully
und || Tc,ix,v1,,, = lullo,q- Wegen [C,Clgq = C folgt die Behauptung aus Satz
A.3.6. O
Reiterationssatz

Die Interpolation via K-Funktionalen ist stabil in dem Sinne, daft die Interpola-
tion von Interpolationsraumen wieder in Interpoaltionsraume miindet. Dies ist
die Aussage des folgenden wichtigen und héufig niitzlichen Reiterations- oder
Stabilitatssatzes:

Satz A.3.8. Es seien {X,Y} ein Interpolationspaar und 0 < 0y,01 < 1 sowie
1< qo,q1 < o0. Dann gilt fir alle 0 <6 <1 und1 < q < o0

(X Y] [X0Y] = [x,Y]

60,90’ 91#11} 0.q 0.q’
mit ' = (1 — )0y + 66,.

Beweis. Fiir 6y = 0; ist die Behauptung mit Teil (i) des Satzes A.3.5 bereits be-
wiesen. Wir nehmen also 6y # ¢ an. Im weiteren bezeichnen wir ¥; = [X, Y]y, ..,
i =0,1. Es sei zuerst u € [Yp,Y1]pq C Yo + Y1. Fiir jede Zerlegung u = yo + 11
mit yo € Yo, y1 € Y7, gilt mit (A.3.8)

K(U,t,X, Y) S K(yO)taXv Y) + K(yl)taXv Y)
S 1% 0y0llo0.q0.x.v + 1 19110y 01, x.v
= t90 (”y0"907(107X,Y + t91700 Hy1H91,Q1,X7Y)’

also folgt K (u,t, X,Y) < t%K(u,t%=% Yy, Y1), Damit erhalten wir die erste
Abschétzung

q * qdt
Jully gy = [ KX 1)
> 00—0" 6,0 gdt
S [ (TR 7, Yo, 1))
0
> dt
N/ (t_eK(uatvi/bayl))q*
0 t
_ q
- ”uH97q7YOaYI.

Andererseits sei nun u € [X,Y ]y , = [X, Y]y 4.5. Wir betrachten eine beliebige
Darstellung der Form (A.3.6), also u = [i° f(s)ds/s, f : (0,00) = X NY. Wir
erhalten mit (A.3.5)

||f(t)H0iaQi7X7Y S t_eiJ(f(t)vtha Y), i=0,1,
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und deshalb
J(f(t)?talieov Y07Y1) = max{”f(t)H@o,(I(),X,Yv telieo”f(t)HehtIl,X,Y}
< max{t 0 J(f(t),t, X, V), 7000 J(f(1),t, X,Y)}
=t J(f(t),t, X,Y).

Wegen X NY C Yy NY; definiert f insbesondere auch eine Darstellung von u
beztiglich des Paares {Yj, Y1} und wir erhalten

o0 dt
—6
s = el vayss < [ (707070 %0,30)°F

N/Doo(t"o9’J(f(t),t9190,Y0,Y1)) "

< [ e x )’ g
— /oo(t—ﬁ’J(f(t),t,X, Y))q@.
0

Bilden wir das Infimum {iber alle moglichen Darstellungen der Form (A.3.6), so
folgt schliefslich

[ullo,gvo,yvs S llullergx,v,s = llullerqxvs

was zu zeigen war. ]

Dualitatssatz

Der Dualitédtssatz besagt, dak der Dualraum eines Interpolationsraumes gerade
der Interpolationsraum der entsprechenden Dualrdume ist.

Satz A.3.9. FEs seien 0 < 0 < 1 und 1 < ¢ < oo0. Den zu q konjugierten

Ezxponenten bezeichnen wir mit p, also 1/q + 1/p = 1. Ist dann X N'Y dicht

sowohl in X als auch in'Y, so gilt
(X.V]o)" = [X7.¥],, = [V X]

(A.3.10)

0p 1-0,p°

Der Beweis gestaltet sich aufwendiger als jener des Reiterationssatzes und
benétigt die beiden folgenden Hilfslemmata.

Lemma A.3.10. Ist XNY dicht sowohl in X, als auch in'Y, so ist X NY dicht
in X +Y und {X*,Y*} ist ein Interpolationspaar. Weiterhin gelten

X*4Y*=(XNY)* und X*NY*=(X+Y)* (A.3.11)
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und schliefflich

. |(f, ) R
K(ft, X V") = sup — Wl pcxr iy A.3.12
( ) o£uexny J(u, t71, X Y) ( )
sowie
J(g,t, X*Y*) = sup g, v geX NY*. (A.3.13)

0£uex+y K(u,t71, X, Y)’

Beweis. Es sei zundchst u € X +Y, u=x2+y, z € X, y € Y. Es seien weiterhin
(Zn), (yn) € X NY mit ||z — zpllx — 0, |ly — ynlly — 0 fiir n — oco. Mit
Uy = Ty +Yp € X NY ist dann

lu = unlx4y < llz = nllx + Iy = ynlly =0, n— oo

Somit ist X NY dicht auch in X + Y. Weiterhin folgt aus den Voraussetzungen,
daft sowohl X*, als auch Y* dicht sind in (X NY)* und somit {X*,Y*} ein
Interpolationspaar bilden.

Als néchstes zeigen wir (A.3.12) und damit auch den ersten Teil von (A.3.11).
Es sei also f € X*+Y™*. Fiir eine beliebige Darstellung f = f, + f, mit f, € X*,
fy € Y™ und beliebiges u € X N'Y erhalten wir

|<f7u>| - ‘<f$7u> + <fy7u>’
< el llullx + 1[fy by llully
< (Ifallxcs + tll fylly=) max{flullx, ¢ lully },

also

I(f,u)] < K(f,t, X*,Y*)J(u,t™ 1, X, Y). (A.3.14)
Insbesondere folgt fiir t =1
[Frw] < 1 f sy llullxay,

also || fllxnyvys < I fllx++y= und somit f € (X NY)*. Ist nun f € (X NY)*, so
betrachten wir den Raum X x Y, ausgestattet mit der Norm

(2. )| xxy = max{|lz]lx,t lylly}, zeX, yeY,
und den Unterraum W C X x Y,
W :={(u,u) e X xY|ue XNY},
sowie das auf W definierte Funktional fyy,

(fw, (u,u)) :== (f,u), uweXNY.
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Wir setzen fiir ¢ > 0 zur Abkiirzung

[(fs u)
M;:= sup —> L
! 0£ueXNY J(“? t_la X: Y)

und erhalten fiir u € X NY die Abschétzung
|<fWa (’LL, u)>| = |<fa u>| < Mt‘](ua t_la X, Y) = Mt”(ua U)HXXYa

also || fw||lw= < M;. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es somit ein Funktio-
nal (fu, fy) € X*xY™ = (XxY)* mit [|(fo, fy)ll(xxvye = | fallx-+El fylly~ < M

und
(fyu) = (fw, (w,u) = ((fz, fy), (u,w)) = (fa,u) + (fy, u)
fir alle v € X NY und somit

K(ft, X5,Y7) < | fallxs + tl fylly= < M,

woraus mit (A.3.14) die Behauptung (A.3.12) und insbesondere fiir ¢ = 1 auch

[ £llx v < [ £l xmyy-

und somit f € X* + Y™ folgt.
Wir miissen noch (A.3.13) sowie den zweiten Teil von (A.3.12) zeigen. Es sei
hierzu zuerst g € X*NY*. Fliralleu=x+y € X +Y gilt dann

(g, w)| < g, 2)| + (g, )]
< llgllx-llzllx + lglly-llylly ,
< max{||gllx, tlgly+} (I2llx + ¢ yly)

also
g, )] < J(g,t, X*, V) K (u, 71, X, ). (A.3.15)

Es sei nun andererseits g € (X + Y)*. Wir schreiben hier

(g, w)]
M; := su .
! O#UE)I()-FY K(’U,,t_l,X, Y)

Fir x € X und y € Y folgt nun
(g, 2)| < MK (2,t7'X,Y) < Myl|zl|x und  [(g,9)| <t Me|lylly,

woraus insbesondere g € X*NY* folgt. Weiterhin gibt es fiir jedes € > 0 Elemente
xo € X und yo €Y, ||zo|lx = |lyolly = 1, mit

lgllx- < (1 +€)(g,20) und |glly~ < (1 +¢){g,0)-
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Dies impliziert

J(g,t, X", Y") = max{||gl[x~, t/|g[lv~}
< (1 + ¢) max{(g, zo), (g, yo) }
< (1 + &) My max{||z||x, [ly[lv }
= (1+¢)M,.

Zusammen mit (A.3.15) zeigt dies (A.3.13) woraus fiir ¢ = 1 insbesondere der
zweite Teil von (A.3.12) folgt, was den Beweis abschliefst. O

Lemma A.3.11. Fir 0 <0 <1 und 1 < g < oo betrachten wir den Raum A9
aller mefbaren Funktionen f mit

Il = ([ Oo(t“’lf(t)l)qcit>l/q o

Dies definiert einen Banachraum. Weiterhin ist fdr 1/p —|— 1/q = 1 der Raum
A'7OP dual zu A% via der dualen Paarung (f, g) fo (t)dt/t2.

Beweis. (Siehe alternativ auch [65].) Wir zeigen nur den zweiten Teil. Wie be-
kannt ist

T LO(dt)2) - (LP(dt)2),  (TF,q) / F©)g()dt /2
ein isometrischer Isomorphismus. Es ist weiterhin leicht einzusehen, dafs
Tpg: AO7 — LA(dt/t2), (Tpof)(t) :==t~0TV9f@t), t>0, fe A%

ebenfalls isometrisch und isomorph ist. Dasselbe gilt dann nach allgemeinen Prin-
zipien auch fiir 77" 4 - (LP(dt/t?))* — (A*=9P)*. Somit ist

S i=T{ g,TTy, : A% — (A1-0P)*

ein isometrischer Isomorphismus. Schliefslich zeigt eine direkte Rechnung fiir f €
A%, g€ AL-Op.

(Sf,9)(A1-0.0)x _/f (t)dt/t2.
O

Mit Hilfe dieser vorbereitenden Lemmata konnen wir nun den Dualitatssatz
beweisen.
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Beweis. (Dualitdtssatz) Die zweite Gleichheit in (A.3.10) folgt aus der ersten
mit Satz A.3.5. Aufgrund des Aquivalenzsatzes A.3.4 reicht es demnach aus

(X5 Y g pr = (X, Y]oq)" (A.3.16)

und

(X, Ypqs)" = [X*, Yoy (A.3.17)

Zu zeigen.
Es sei zundchst g € [X*,Y "]y, ;. Wir betrachten eine beliebige Darstellung
¢:(0,00) = (X*NY*) = (X +Y)* also

o0 dt
o= [ o

wobei das Integral in X* +Y™* = (X NY)* konvergiert. Fiir u € [X,Y]g, gilt
dann mit Hilfe von (A.3.13)

o) < [ ltoto). wlF

: /OO J(6(0),t, X", YK (a7, X, V) 2
0 t
NG ey d - dt\ 1/
S</0 (170601, X". V)" T) p</0 (K Gt %, 7)) )
- (/0 (t‘GJ(é(t),t,X*,Y*))p%)l/p||uuquyxjy,

woraus durch Ubergang zum Infimum iiber alle moglichen Darstellungen ¢ nun

(g, )| < lgllopx=y=llulloqxy
folgt, also [|gll(x,y15.)* < lgllo,p,x+y+ und g € ([X,Y]g )"

Um (A.3.17) zu zeigen, sei nun f € ([X,Y]gq.7)*. Nach (A.3.12) gibt es eine
stlickweise konstante (also insbesondere mefsbare) Funktion ¢ : (0,00) = X NY,
so dak (f,(t)) > 0 und

(f,9(@))

K(f,t71, X*v*) < (1+5)J(w(t) XY

t > 0.

Fiir eine beliebige mefbare Funktion ¢ : (0,00) — (0, c0) mit

o d
€10 = [ (7 060)"F < o0,
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also ¢ € A%, setzen wir

Wegen

/Oo(t‘eJ(abc(t),t,X, v)" & /OO 00 (6c(t),1, X, V)12
0 t

(
0
|
0
Ue 1= /OOO ¢C(t)% € [X7 Y]e,q,J

und sogar ||u¢llg.q < ||€]|p0.a- Weiterhin gilt

d
)" = 1Kl

[ ot x / @ fvth* Y*)cit

bD)  dt
e / SO T4, X,7) ¢
= (14+e){(fu) < (1+5)!\f\| (1%, Y]o.)* 1ucl i v1o,
< X+ Fllx.v10.)7 1S 2020

und somit ist schlieflich nach dem vorangegangenen Lemma A.3.11 die Funktion
K(f,,Y*,X*) € A% und sogar

Il xyio e = (Y5 X ) ar-oe = [ fllpye xe120, = 1 lix 341

Der Fall Y — X

Nachdem wir in den vorangegangenen Abschnitten die allgemeine Theorie dar-
gestellt haben, wollen wir abschlieffend noch kurz auf den immens wichtigen
Spezialfall eingehen, daft Y stetig in X eingebettet ist. Insbesondere bei der Be-
trachtung von Skalen von Sobolev-Raumen ist dies regelméafig der Fall, so auch
in den in dieser Arbeit behandelten anisotropen Sobolev-Ridumen (Abschnitt
2.2). Nehmen wir also an, dafs

YCX und |ylx <Mlylly, yev,

gelten. Um im folgenden die Notation zu vereinfachen sei M = 1, welches die
allgemeine Giiltigkeit der Aussagen nicht einschréinkt.
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Es ist leicht einzusehen, daf sich das K-Funktional nun schreiben lédsst als

K(u,t) = ;g}f/(”u —yllx + tHyHy), ue X, t>0,
beziechungweise wieder dquivalent hierzu fir p > 1 als

1
K(u,t) = inf (Ju—yl% + yl2)"?, we X,t>0,

inf
yeyY
mit den iiblichen Anderungen fiir p = co. Weiterhin folgt direkt aus der Defini-
tion fir ¢ > 1 und alle u € X:

K(u,t) = K(u,1) = |Ju|| x+y = ||u]/x- (A.3.18)
Dies erlaubt es, eine einfachere Definition der Interpolationsnorm vorzunehmen.

Lemma A.3.12. Es seien 0 < 0 <1 und 1 < g < co. Dann gilt

[ullo,q ~ (/Oa(tGK(u,t))q‘it)l/q, u € [X,Y]p,
fiir beliebige a > 0.
Beweis. Es sei a > 0 beliebig. Fiir t > a und v € [X, Y]y, gilt dann
K(u,a) < K(u,t) < [lullx < llu—yllx +llylly, yey,
und somit
K(u,a) < K(u,t) < K(u,1) <max{l,1/a} K(u,a).
Es gilt natiirlich
dt

/Oa(teK(u,t))qcit < /Ooo(t"K(u,t))qt.

Auf der anderen Seite ist

/Oa(teK(u,t)) n > K(u,a)? /Oa(te min{l,t/a})q% ~ K(u,a)?
und damit
/00 (tiGK(u,t))q% <max{l,1/a}?K (u,a)? /OO 91 g¢
a S K(u,a)? 0
< [ K@) T

woraus die Behauptung folgt. O
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Bemerkung A.3.13. Ohne Beweis bemerken wir, daf§ weitere dquivalente De-
finitionen der Interpolationsnorm existieren. Wir wollen insbesondere erwihnen,
daf$8 fir u € [X,Y]p, die diskreten Darstellungen

o (5 0t ) o (5 )
n=N " n=N
gelten, wobei N € N und b > 0 beliebig sind.

Schlieflich kénnen wir hier die Einbettungsresultate aus Satz A.3.5 verbessern.
Aus diesem schliefen wir sofort auf

Y = [X,Y]pq — X.

Es gilt aber allgemeiner sogar

Satz A.3.14. Es seien 0 < 0,n <1 und 1 < ¢q,p < 0o. Dann gilt
(X, Y]pq = [X,Y]np,

fallsm <60 odern =0 und q <r.

Beweis. Die Behauptung ist im Fall n = 6 und ¢ < p bereits in Satz A.3.5
bewiesen. Es reicht deshalb zu zeigen, daf [X,Y]p o — [X, Y], 1 fiir n < 6. Es
sei u € [X,Y]p oo. Dann gilt nach Lemma A.3.12

1
_ dt
fullys ~ [ €K (0T
0 t

1
< sup (t_eK(u,t))/ t71 7t ~ ||uflp,cc.
0<t<1 0
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