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Abstract

For the simulation of transient radiation and scattering phenomena in the
exterior the time domain boundary element method (TD-BEM) is a promising
method. However, due to the known stability problems, the method is not
being widely used. Numerical evidence shows that this unstable behavior is
caused by the internal resonances of the structure. The internal resonances
of the structure affect the exterior sound field, which may lead to inaccurate
results or even unstable behaviour. The magnitude of the influence depends
on [, which describes the ratio of time step size At and element size h. While
for § < 0.8 results are generally unstable, for § > 0.8 an instability only occurs
when the sampling frequency fs = 1/At coincides with an internal resonance.

The frequency domain boundary element method also has to address the
problematic internal resonances because in these frequencies the integral equa-
tions have no unique solution (non-uniqueness problem). The CHIEF method
(combined Helmholtz integral equation formulation) by Schenk is a known
approach that places additional points, the so-called CHIEF points, in the
interior of the structure. The use of the CHIEF method in the time domain
does not show the desired results if, as usual, the solution is computed step-
wise in time. But applying the method to the non-iterative solution shows
a significant reduction of the internal resonances and their influence on the
exterior sound field. In the numerically less complex stepwise calculation, the
time dependence of the CHIEF points is lost and the CHIEF method does not
show the stabilising effect.

For interior problems the TD-BEM shows a different instability behavior.
The excitation of the so-called pneumatic mode, which presents the equilibrium
sound pressure of the interior, causes a linear increase of the sound pressure.
This can be avoided by a prior filtering of the boundary conditions with a high
pass filter.

Keywords: Boundary Element Method, BEM, time domain, transient



Zusammenfassung

Fiir die Simulation transienter Abstrahl- und auch Streuphinomene im Au-
fenraum ist die Zeitbereichs-Randelementemethode (TD-BEM) eine erfolg-
versprechende Methode. Aufgrund der bekannten Stabilitdtsprobleme ist die
Methode jedoch wenig verbreitet. Die Instabilitit wird durch die Innenraum-
resonanzen der Struktur erzeugt, was numerisch nachgewiesen werden konnte.
Die Stérke des Einflusses der Innenraumresonanzen auf den Aufenraum héngt
stark vom Parameter § ab, welcher das Verhéltnis von Zeitschrittgrofe At und
Kantenléinge der Oberflichenelemente h beschreibt. Wiahrend fiir § < 0,8 ge-
nerell instabile Ergebnisse zu erwarten sind, tritt fiir § > 0, 8 eine Instabilitit
nur auf, wenn die Abtastfrequenz f; = 1/At mit einer Innenraumresonan,
zusammenfallt.

Auch bei der Frequenzbereichs-Randelementemethode sind die Innenraum-
resonanzen problematisch, da in diesen Frequenzen die Integralgleichungen kei-
ne eindeutige Losung haben (Non-uniqueness Problem). Die CHIEF-Methode
(combined Helmholtz integral equation formulation) von Schenk ist ein bekann-
ter Losungsansatz, bei dem zusétzlich zu den Kollokationspunkten sogenannte
CHIEF-Punkte in dem Innenraum platziert werden, in denen der Schalldruck
Null gesetzt wird. Dieser Ansatz kann auch im Zeitbereich angewendet wer-
den. Allerdings kommt es bei der iiblichen schrittweisen Berechnung des Schall-
drucks zu keiner Stabilisierung der Simulationsergebnisse. Bei der Losung des
Schalldruckverlaufes in einem Schritt konnte in allen betrachteten Féllen eine
Stabilisierung erreicht werden. Bei der numerisch weniger aufwendigen schritt-
weisen Berechnung geht die Zeitabhingigkeit des Einflusses der CHIEF-Punkte
verloren, so dass die CHIEF-Methode dort nicht die gewiinschte Wirkung zeigt.

Bei der Losung von Innenraumproblemen weist die TD-BEM ein anderes In-
stabilitdtsverhalten auf. Mit Anregung der sogenannten Pneumatischen Mode,
welche den Ruheschalldruck des Innenraums beschreibt, kommt es zu einem
linearen Anstieg des Schalldrucks. Dies kann durch eine vorherige Filterung

der Randbedingungen mit einem Hochpassfilter verhindert werden.

Schlagworter: Randelementmethode, BEM, Zeitbereich, CHIEF, transient
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Kapitel 1
Einleitung

Begiinstigt durch die rasante Computerentwicklung der letzten Jahrzehnte ist
die numerische Simulation auch in der Akustik zu einem wichtigen Entwick-
lungswerkzeug geworden. Im Gegensatz zu aufwendigen Messreihen konnen
mit numerischen Studien schnell und einfach verschiedene Auslegungsparame-
ter variiert und optimiert werden. So lassen sich kosten- und zeitintensive Ex-
perimente durch die rechnergestiitzte Simulation wesentlich reduzieren. Dauer
und Kosten des gesamten Entwicklungsprozesses kénnen dadurch reduziert
werden. Zwingende Voraussetzung fiir den praktischen Einsatz sind vertretba-
re Simulationszeiten und natiirlich eine hohe Zuverléssigkeit des numerischen

Verfahrens.

Die am weitesten verbreitete Methode fiir die numerische Simulation akusti-
scher Probleme ist die Finite Elemente Methode (FEM), die sich inshesondere
fiir abgeschlossene Systeme, wie z.B. Innenrdume, sehr gut eignet. Der Vorteil
der FEM ist, dass auch Nichtlinearitdten ohne grofen Aufwand beriicksich-
tigt werden konnen. Jedoch muss das ganze Gebiet diskretisiert werden, was
zu recht grofsen Gleichungssystemen fiihrt und die Behandlung von unendli-
chen Gebieten, wie sie bei Aufenraumproblemen auftreten, nicht ohne weiteres
moglich ist.

Fiir Aufenraumprobleme wird deshalb hiufig die Boundary Element Me-
thode (BEM) eingesetzt, da sie ein Problem allein durch Randgrofen beschrei-
ben kann und somit nur eine Diskretisierung des Randes erfolgen muss. Im
dreidimensionalen Fall bedeutet das, dass nicht das dreidimensionale Gebiet

sondern nur die zweidimensionale Oberfliche diskretisiert werden muss. Dies



KAPITEL 1. EINLEITUNG

reduziert die Groke der Gleichungssysteme erheblich. Ein weiterer Vorteil liegt
darin, dass bei Berechnungen im Aufenraum die Sommerfeldsche Abstrahlbe-
dingung bereits im Ansatz erfiillt ist. Im deutschsprachigen Gebiet wird die
Boundary Element Methode auch als Randelementmethode bezeichnet. Aber
da die Bezeichnung Boundary Element Methode gebrauchlicher ist, wird in

dieser Arbeit die englische Bezeichnung verwendet.

Berechnungen der Boundary Element Methode werden iiblicherweise im Fre-
quenzbereich ausgefiihrt, d.h. jede Frequenz muss einzeln berechnet werden.
Dies beschrinkt die Anwendung der Methode auf die Simulation von statio-
nidren Vorgingen. Fiir die Simulation transienter Schallphinomene muss die
Berechnung im Zeitbereich durchgefiihrt werden, wie z.B. Motorparameter bei
Beschleunigung, Kurven- und Bremsenquietschen oder Bewegungen von Quel-
len. Die Berechnung im Zeitbereich erfolgt schrittweise in der Zeit und der
so erhaltene Zeitverlauf liefert Ergebnisse iiber einen ganzen Frequenzbereich.
Allerdings weist die Zeitbereichs-BEM (TD-BEM, Time Domain BEM) Schwé-

chen in der numerischen Stabilitat auf.

Bei BEM Rechnungen im Frequenzbereich (FD-BEM, Frequency Domain
BEM) ist der Einfluss der Innenraummoden ein bekanntes Problem. Dort kann
es bei der Berechnung von unendlichen Aufenrdumen zu einer Singularitéit der
Matrix kommen, die durch die Innenraummoden der Struktur verursacht wird.
In den sogenannten irregulidren Frequenzen haben die Integralgleichungen dann
keine eindeutige Losung (Non-uniqueness Problem). Bekannte Losungsansitze
im Frequenzbereich sind die CHIEF-Methode (Combined Helmholtz Integral
Equation Formulation) von Schenck [1| aus dem Jahr 1968 und die Burton-
Miller Methode [2] von 1971.

Die Erkenntnis, dass der Einfluss der Innenraummoden auch im Zeitbereich
problematisch ist, erfolgte allerdings erst viel spéter. Ergin et al. [3] zeigten
1999 als erster, dass die Burton-Miller Methode fiir Streuprobleme im Zeitbe-
reich erfolgreich zur Stabilisierung eingesetzt werden kann. Dieser Ansatz wur-
de von anderen Veroffentlichungen wie z.B. Chappell et al. [4] und Hargreaves
und Cox [5] benutzt und die stabilisierende Wirkung bestétigt. Chappell et al.
[4] erweiterten den Ansatz von Ergin [3], so dass auch Abstrahlprobleme be-
rechnet werden kénnen. Der Ansatz der Burton-Miller Methode besteht darin,

die der Methode zugrunde liegende Integralgleichung mit ihrer Ableitung in

10



1.1. STAND DER FORSCHUNG

Richtung der Flichennormalen zu kombinieren. Der Nachteil ist, dass dabei
hypersingulére Integrale auftreten und die Methode dadurch rechnerisch auf-
windiger wird. Die CHIEF-Methode fand bis jetzt noch keine Anwendung im
Zeitbereich. Ein Schwerpunkt dieser Arbeit ist, die Anwendung dieser Methode
in der TD-BEM zu untersuchen.

1.1 Stand der Forschung

Die ersten Algorithmen zur Losung transienter Probleme gab es schon sehr
frith. 1951 verdffentlichten Keller und Blank |6] einen Artikel iiber die Streu-
ung an einem unendlichen Keil. 1953 beschrieben Mindlin und Bleich [7] ein
Modell zur Streuung an einem Zylinder und 1960 beschrieb Barakat [8] die
Streuung an einer Kugel. Alle diese Ansitze benutzten Randbedingungen und
Randgrofen, aber weder Raum noch Zeit wurden diskretisiert. Somit fallen
diese Algorithmen eher unter die Rubrik RandintegrallGser.

Die ersten Algorithmen, welche die Oberfliche diskretisierten und somit

die Grundlagen fiir die Zeitbereichs-BEM bilden, wurden 1960 von Friedman
und Shaw [9] und spéter 1968 von Cruse und Rizzo [10] verdffentlicht. Aber
auch diese Algorithmen galten nur fiir festgelegte Oberflichenformen (Zylin-
der). Den ersten Algorithmus der fiir vollig frei wihlbare Oberflichenformen
galt, wurde 1967 von Mitzner [11] veroffentlicht. Seitdem wurden viele Arbeiten
veroffentlicht, welche zur Entwicklung eines allgemeingiiltigen und praxisnahen
Zeitbereichs-Algorithmus beigetragen haben. Da eine ausfiihrliche Darstellung
dieser Entwicklung nicht Thema dieser Arbeit ist und den Rahmen sprengen
wiirde, werden im folgenden Text nur einige wichtige Arbeiten genannt.
Viele Versuche, wie von Dohner et al. [12], kamen nicht iiber wenige Zeitschrit-
te hinaus. Dies lag wahrscheinlich auch an der recht geringen Rechenkapazitit
die zu dieser Zeit zur Verfiigung stand. Mit zunehmender Verbreitung leis-
tungsfiahiger Rechner stieg das Interesse an numerischen Methoden wie der
TD-BEM und somit auch die Anzahl der Publikationen zu diesem Thema.

Die Doktorarbeit von Mansur [13| aus dem Jahr 1983 zihlt zu den ersten
ausfiihrlichen Arbeiten zum Thema TD-BEM. Mansur beschreibt die Grund-
lagen der Methode im Bereich der Elastodynamik und der skalaren Wellenglei-

chung. Allerdings beschriankt sich diese Arbeit auf den zweidimensionalen Fall.

11



KAPITEL 1. EINLEITUNG

Eine der ersten Doktorarbeiten aus dem deutschsprachigen Raum von Mei-
se [14] aus dem Jahr 1990 vergleicht die Zeitbereichs- und die Frequenzbereichs-
BEM fiir 3D-Gebiete miteinander. Er untersucht unter anderem, wie sich un-
terschiedliche Zeitansidtze auf die Stabilitdt und die Genauigkeit des Verfah-
rens auswirken. Zur Stabilisierung der TD-BEM benutzt er die ¢-Kollokation,
welche die Instabilitit aber nur dimpft und somit das Auftreten zeitlich ver-
zogert. In der Doktorarbeit von Jiger von [15] 1994 liegt der Schwerpunkt
auf der Behandlung von bewegten Schallquellen. Jiger benutzt den Ansatz
von Figueiredo et al. [16], um das Verfahren zu stabilisieren. Interessant ist
ihr Vergleich der Punkt-Kollokation und des Gallerkin-Verfahrens beziiglich
der Konvergenz und des Rechenaufwands. Jiger kommt zu dem Schluss, dass
das Gallerkin-Verfahren in dem von ihr betrachteten Fall zwar eine doppelt
so hohe Konvergenzordnung hat, aber die Rechenzeit auf Grund der hoheren
Komplexitit des Verfahrens auf das 4-5 fache ansteigt. Weiterhin zeigt sie,
dass durch Verfeinerung der Ortsdiskretisierung das Kollokationsverfahren ei-
ne dem Gallerkin-Verfahren dquivalente Konvergenz erreichen kann, wobei der

Rechenaufwand im Vergleich zum Gallerkin-Verfahren geringer ausfillt.

Zur selben Zeit erschienen auch etliche Veroffentlichungen auf Franzosisch
von Bamberger und Ha-Duong [17][18][19]. Sie basieren auf dem Gallerkin-
Verfahren. Touffic Abboud und Isabelle Terrasse von der Ecole Polytechnique
entwickelten das Verfahren weiter, welches zur einzigen dem Autor bekann-
ten kommerziell verfiigharen Anwendung fiihrte [20]. Ostermann [21] benutzt
den Ansatz von Bamberger und Ha-Duong und untersucht wie die numerische
Losung der Integrale die Ergebnisse beeinflussen. Sie zeigt, dass neben den
iiblichen Singularititen auch sogenannte Lichtkegel-Singularititen auftreten
konnen. Diese Singularitdten sind geometrischer Natur, welche bei der Kollo-

kationsmethode nicht auftreten.

Ein anderer Ansatz ist die Convolution Quadrature Methode (CQM) von
Lubich [22][23]. Bei der CQM wird der Zeitschritt-Algorithmus in den Laplace-
Bereich transformiert und in einem zweiten Schritt wieder zuriick in den Zeit-
bereich. Ein grofter Vorteil der Methode ist, dass auch Dampfungen sehr leicht
beriicksichtigt werden konnen. Ein weiterer Aspekt ist, dass bessere Stabili-
tétsverhalten im Vergleich mit den obig genannten Formulierungen. Zur CQM

sind eine ganze Reihe von Verdffentlichungen erschienen, wie z.B. Hackbusch

12



1.2. ZIELE DER ARBEIT

et al. [24] und Banjai und Schanz [25], wovon letztere einen guten Uberblick
iiber die Methode gibt.

1.2 Ziele der Arbeit

Obwohl die TD-BEM kontinuierlich weiterentwickelt wurde, ist das Problem
der Instabilitdt noch nicht vollstindig geklért worden. Die Ansétze von Bam-
berger und Ha-Duong [17]|18] und auch die Convolution Quadrature Methode
sind mathematisch stabil. Jedoch sind diese Ansétze wesentlich komplizierter
und somit auch rechenintensiver. Insbesondere die Arbeit von Ostermann [21]
zeigt, dass die mathematische Stabilitit einer Methode nicht ausreicht und die
auftretenden Integrale sehr sorgfiltig gelost werden miissen, um auch numeri-
sche Stabilitdt zu erreichen.

Obwohl die Kollokationsverfahren als am anfélligsten fiir Instabilitdten gel-
ten, soll in dieser Arbeit dieser recht einfache Ansatz eingehend auf sein Sta-
bilitdtsverhalten hin untersucht werden. Weiterhin soll iiberpriift werden, ob
durch eine Erweiterung der Methode, wie z.B. mit der CHIEF-Methode, die

Stabilitat verbessert werden kann.
Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Nachdem in Kapitel 2 die theoretischen Grundlagen der TD-BEM betrach-
tet werden, wird in Kapitel 3 die numerische Implementierung behandelt. Ins-
besondere die Diskretisierung von Ort und Zeit und das Aufstellen des sich aus
der Kollokation ergebenen Gleichungssystems werden beschrieben. Ein wesent-
licher Punkt bei der Matrix-Aufstellung ist die Berechnung der Integrale, was
im Zeitbereich komplizierter als im Frequenzbereich ist, da hier besondere In-
tegrationsgrenzen zu beriicksichtigen sind.

In Kapitel 4 werden die Stabilititskriterien, Fehlerquellen und die Para-
meter diskutiert, welche das Verfahren ausschlaggebend beeinflussen. In den
darauf folgenden Kapiteln werden anhand analytisch 16sbarer Testfélle die Ein-
fliisse dieser Parameter auf die Stabilitdt des Verfahrens untersucht. Kapitel
5 betrachtet Abstrahlprobleme im Aufsenraum, Kapitel 6 Streuprobleme im

Aufenraum und Kapitel 7 Streuprobleme im Innenraum. Die Unterteilung ist

13



KAPITEL 1. EINLEITUNG

notwendig, da es bei diesen Féllen zu einem unterschiedlichen Stabilitdtsver-
halten der TD-BEM kommt.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Behandlung von Aufsenraumpro-
blemen, insbesondere der Schallabstrahlung. Die BEM wird bei solchen Pro-
blemstellungen bevorzugt angewendet, da bei Aufsenraumproblemen die BEM
gegeniiber der FEM die schon genannten Vorteile aufweist.

Am Ende der Arbeit werden die Ergebnisse noch einmal zusammengefasst

und es wird dargestellt, wie diese Arbeit weitergefithrt werden konnte.

14



Kapitel 2
Theoretische Grundlagen

Die BEM ist ein numerisches Verfahren zur Losung partieller Differentialglei-
chungen. Dabei ist der Ausgangspunkt nicht eine Differential-, sondern eine
Integralgleichung. Hierzu muss die partielle Differentialgleichung in eine In-
tegralgleichung umgewandelt werden, welche die Eigenschaften des gesamten
Gebietes abbildet. Diese Integralgleichung beschreibt die Beziehung zwischen
dem physikalischen Wert eines im analysierten Bereich liegenden Punktes und
der physikalischen Werte der Punkte am Rand. Mit der Randintegralgleichung
und den vorgeschriebenen Randbedingungen kann man die unbekannten phy-
sikalischen Werte am Rand ermitteln. Wenn man alle physikalischen Werte
am Rand ermittelt hat, kann man mit Hilfe der Integralgleichung die physika-
lischen Werte eines beliebigen Punktes rechnen.

Eine analytische Losung ist in der Regel unmdoglich, da die Randbedingun-
gen und die Geometrie praktischer Anwendungsfille meistens zu kompliziert
sind. Deswegen werden numerische Methoden angewendet, um solche Proble-

me zu losen.

2.1 Wellengleichung

Zur Herleitung der Wellengleichung werden folgende Grundgleichungen bend-
tigt:

e Kontinuitdtsgleichung
0
—af + div(o) = 0 (2.1)

15



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

e Euler-Gleichung
Dv

0D; = —grad p (2.2)
Die Massenerhaltung wird durch die Kontinuitétsgleichung beschrieben und die
Euler-Gleichung beschreibt die Impulserhaltung. Beide Erhaltungsgleichungen
werden hier als gegeben vorausgesetzt, konnen aber leicht aus einer Bilan-
zierung der Masse und des Impulses an einem Kontrollvolumen hergeleitet
werden. Zunéchst miissen die Gleichungen (2.1) und (2.2) linearisiert werden.
Hierzu werden die Grofen Druck p und Dichte p in Gleich- und Schwankungs-

anteile zerlegt.

p = pot+p (2.3)
0 = o+ (2.4)
Eine Zerlegung der Schnelle v ist nicht notwendig, da vorausgesetzt wird, dass
sich das Fluid in Ruhe befindet und somit vy = 0 ist. Durch Einsetzen der

Gleichungen (2.3) und (2.4) in die Kontinuitétsgleichung (2.1) erhélt man die

linearisierte Kontinuititsgleichung

a /
a—‘; + podiv(@) = 0. (2.5)
Fiir die substanzielle Ableitung der Euler-Gleichung (2.2) ergibt sich
Dy ov
= (7 . 9.
D = 2 (- grad)v (2.6)
Damit folgt fiir die Euler-Gleichung (2.2)
N lO0U L /
(a0 + ) | 5 + (- grad)s| = —gracd(py + 7 27)
und man erhélt
ou ad(p’) (2.8)
— = —gr : :
% ot grad(p

Um die Wellengleichung fiir den Schalldruck zu erhalten wird die Divergenz
von der linearisierte Euler-Gleichung (2.8) gebildet

o
00 divé?_:f) + divgrad(p’) =0 (2.9)
und die linearisierte Kontinuitétsgleichung (2.5) nach der Zeit abgeleitet
0% ov
— div|{ — | =0. 2.10
%+ maiv (57) (210

16



2.2. HERLEITUNG DER KIRCHHOFF INTEGRALGLEICHUNG

Durch Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt sich

82 Ql
ot?

—Ap =0 (2.11)

mit dem Laplace-Operator A. In einem idealen Medium, wie es hier vorausge-
setzt wird, gilt folgende Druck-Dichte-Beziehung

27817

= 30" (2.12)

C

Fiir die Druck-Dichte-Beziehung wird vorausgesetzt, dass der Druck nur von
der Dichte abhéngt.

p=p(o) (2.13)

Diese allgemeine Beziehung lasst sich iiber eine Taylorentwicklung linearisieren.

Die ersten beiden Glieder der Taylorentwicklung von p = p(p) an der Stelle g

lauten
plo) = ploo) + (0 — go>j—§<go> . (2.14)
Mit p
o ap
¢ = Plan) (2.15)

erhilt man die linearisierte Druck-Dichte-Beziehung
p=0c. (2.16)

Eingesetzt in Gleichung (2.11) erhélt man letztendlich die Wellengleichung fiir
den Schalldruck

— AP =0. (2.17)

Da im Rest der Arbeit ausschlieklich der Wechselanteil des Drucks betrachtet
wird, wird der Einfachheit halber darauf verzichtet dies explizit zu kennzeich-

nen. In Zukunft wird p anstelle von p’ geschrieben.

2.2 Herleitung der Kirchhoff Integralgleichung

Fiir die BEM ist es erforderlich die Wellengleichung so umzuformen, dass die
gesuchten Funktionen nur auf dem Rand des betrachteten Gebietes vorkom-
men. Ein mdoglicher Weg hierfiir ist das Prinzip der gewichteten Residuen, wie
ihn Meise [14] in seiner Arbeit beschreibt. Die Kirchhoff Integralgleichung lasst
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KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

sich auch etwas eleganter mit Hilfe der Dirac 0-Funktion herleiten (Jager [15]).
Der hier beschriebene Herleitung orientiert sich an der klassischen mathemati-
schen Darstellungen, wie sie z.B. Ehrenfried [26] beschreibt. Dadurch wird die
Herleitung zwar etwas umfangreicher aber auch anschaulicher. Die Integral-
gleichungen, die mit Hilfe dieser verschiedenen Verfahren hergeleitet werden,
sind natiirlich identisch.

Fiir die Herleitung der Kirchhoff Integralgleichung wird das akustische Po-
tential ¢ eingefiihrt. Es ist ein formales Hilfsmittel, um Losungen der Wellen-
gleichung (2.17) einfach und elegant darstellen zu kénnen. Aus dem akustischen

Potential lassen sich die Grolen Schnelle und Druck leicht berechnen.

v = grade (2.18)
9¢
_ 2.1
p Qoat (2.19)

Es kann gezeigt werden, dass das akustische Potential ¢ eine Losung der Wel-
lengleichung beschreibt und somit gilt
LO _ np—0 (2.20)
c? Ot? - '

2.2.1 Kirchhoff-Helmholtz-Integral

Um die Wellengleichung zunéchst einmal nur fiir eine Frequenz zu 16sen, ver-

wendet man einen harmonischen Ansatz

o(Z,1) = (Z)e, (2.21)

wobei ¢(Z) die komplexe Amplitude des akustischen Potentials ¢(Z, t) darstellt.
Eingesetzt in die Wellengleichung (2.17) ergibt sich die Helmholtz-Gleichung

Ap+kp=0 (2.22)

mit der Wellenzahl k£ = w/c. Eine Losung der Helmholtz-Gleichung ist die

Kugelwelle mit
6jw(tfr/c) efiwr/c it
T, t) = = “r 2.23
o(Z,1) . e (2.23)

r = |& — Zy| beschreibt den Abstand zwischen Quell- und Beobachtungspunkt.
Das Kugelwellenfeld erfiillt die Wellengleichung tiberall aufer am Quellpunkt

18
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Ty, denn dort wird » = 0 und die Losung besitzt eine Singularitit. Fiir die

komplexe Amplitude der Kugelwelle (2.23) erhélt man

6—ikr

pla) = ——. (2.24)

Dies stellt eine Elementarlosung der Helmholtz-Gleichung (2.22) dar.

Wir betrachten nun ein abgeschlossenes Volumen V' mit der Berandung I'.
Der Normalenvektor des Randes wird so definiert, dass er in das Volumen zeigt
(Abbildung 2.1). Mit Hilfe des zweiten Greenschen Integralsatzes

0 0
/ (%% - s@%) dl' = / (21 — p1A¢ps) AV (2.25)

r \%4

lasst sich ein Zusammenhang zwischen einem Volumen und Oberflicheninte-
gral herstellen, wenn die Felder ¢;(Z) und (%) iiberall in V' gegeben sind.

Vorausgesetzt die Felder ¢; und ¢g sind zweimal differenzierbar

g—z =1 - gradep. (2.26)

stellt die Normalableitung des Feldes ¢ an der Oberfliche in Richtung 7 dar.
Unter der Annahme, dass die Felder ¢; und s zusétzlich auch die Helmholtz-
Gleichung erfiillen, gilt

P21 — 1Ay = o~k 1) — 1(—k*p2) =0 (2.27)
und es folgt 5 5
P2 P1
—/2dl' = —/—dI. 2.28
/4'01 on /902 on ( )
r T

Fiir das Feld ¢, kann man nun die Elementarlosung (2.24) einsetzen. Hierbei
muss jedoch vorher noch bedacht werden, dass die Elementarlosung im Punkt
2o nicht definiert ist und somit die Voraussetzung des Greenschen Integralsat-
zes nicht erfiillt sind. Man kann jedoch das Volumen so modifizieren, dass
herausfillt. Hierzu schneidet man eine kleine Kugel mit Mittelpunkt zy und

Radius a aus dem Volumen heraus und erhélt
View =V — V.. (2.29)
Vi bezeichnet das Volumen der herausgeschnittenen Kugel, wie in Abbil-

19



KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Abbildung 2.1: Punkt xy auf dem Rand

dung 2.1 dargestellt. Fiir die Oberfliche gilt
lhew =T 4+ Tk (2.30)

Wenn man nun
e—ikr

wo(T) = " (2.31)

in Gleichung (2.28) einsetzt erhilt man

a efikr 8 efikr
/%%<7’ >df+/901%< " )dFK—
T

K
—ikr —ikr
/6 %dFJr/e %dn{. (2.32)
mn

r on r
r 'k

In dem man den Kugelradius a gegen Null gehen ldsst, lassen sich die Inte-
grale iiber die Kugeloberfliche berechnen. Da der Normalenvektor 7 auf der

Kugeloberfliche immer in Richtung des Radius r zeigt gilt

0 0
2 =2 (2.33)

9 (e tr 1 kY i
%( - >:—(ﬁ—|—z;)ek. (2.34)

Auf der linken Seite der Gleichung (2.32) ergibt sich fiir das I'g-Integral

) 8 672]457' . ]_ k —ika —
lim (pla_n ( . ) dl'x = (115% |:—47TCL2 (? + Zg) e " ] ©1(Zo)

a—0

und somit

(2.35)

Ik

= —47Tg01 (.fo)
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da sich die Singularitdt gerade aufhebt und sich somit ein endlicher Grenzwert
ergibt. Es gilt

e—ika
lim [—4m2 } =0 (2.36)
a—0 a

und wegen der Beschrinktheit von dy;/0n folgt

€_ikr(9g01

li —/—dl'yy = 0. 2.37
a0 r on % ( )
Ik

Eingesetzt in Gleichung (2.32) ergibt sich somit

—ikr —ikr
drd(Zy ) pr (7o) = _/6 9+ /goa% <e > dr. (2.38)
I I

r on

Der Index von ¢; wurde weggelassen, da er nicht mehr bendtigt wird. Der
Faktor d hingt ab von der Lage des Punktes Zy. Fiir den Fall, dass ¥, im Gebiet
liegt aber nicht auf den Rand ergibt sich d=1. Falls ¥, auf dem Rand liegt,
muss nur iiber eine Halbkugel integriert werden und es ergibt sich d = 1/2.
Dies gilt natiirlich nur fiir ebene Rédnder. Da in dieser Arbeit ausschliefslich
mit ebenen Elementen gearbeitet wird, ist diese Einschrédnkung ausreichend.
Wenn 7, aufserhalb des Gebietes 2 liegt, fallen die I'x-Integrale weg und es
ergibt sich d = 0.

1 7.3?0 S Q\F
d(Zo) =41/2 ;Zel (2.39)
0 s To &

Somit ist es moglich jede Losung innerhalb des betrachteten Gebietes durch

ein Integral {iiber die Oberfliche darzustellen.

Auflenraumprobleme

Bisher wurde nur der Fall eines abgeschlossenen Gebietes (Innenraumpro-
blem), wie in Abbildung 2.1 dargestellt, betrachtet. Natiirlich lassen sich mit
dem Kirchhoff-Helmholtz-Integral auch Aufenraumprobleme behandeln. Ge-
rade hier liegt die Stirke der Randelementmethode. Wie in Abbildung 2.2
dargestellt, gibt es neben dem Rand I' einen Rand I'y,, der im Unendlichen
liegt und den somit unendlichen Aufenraum €2 begrenzt. Das Gebiet welches

vom Rand I" umschlossen wird, gehort in diesem Fall nicht zum Gebiet €2. Die
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KAPITEL 2. THEORETISCHE GRUNDLAGEN

Abbildung 2.2: Aufienraum um eine geschlossene Oberfliche: die gestrichelte

Linie symbolisiert Berandung im Unendlichen.

Gleichung (2.38) unterscheidet sich vom Innenraumproblem nur insofern, dass
der Normalenvektor sein Vorzeichen wechselt, da er so definiert ist, dass er in
das betrachtete Gebiet zeigen soll. Die Integration iiber I',, kann vernachlis-
sigt werden, da davon ausgegangen wird, dass keine Quellen im Unendlichen
liegen. Somit liegen alle Quellen unendlich weit vom Rand I'., entfernt. Unter
der Voraussetzung, dass das von einer Quelle verursachte Feld mit der Ent-
fernung zum Ursprung abklingt, liefert der im Unendlichen liegende Rand bei

der Integration keinen Beitrag.

Interpretation des Kirchhoff-Helmholtz-Integrals

Die Randintegrale der Gleichung (2.38) lassen sich auch anschaulich deuten.
Im ersten Integral wird iiber Monopolfelder mit Quellstirke d¢/0n integriert.
Im zweiten Integral tritt die Ableitung der Elementarlosung in Normalenrich-
tung auf. Daraus resultiert ein Dipolfeld. Die Lésung resultiert also durch eine
Uberlagerung von Monopol- und Dipolfeldern, welche auf dem Rand liegen.
Dabei ist es egal, ob es sich um eine reale Oberfliche handelt oder um eine
virtuelle Oberfliche mit virtuellen Quellen. Diese virtuellen Quellen beschrei-
ben dann den Einfluss des nicht in ) liegenden Aufien- bzw. Innenbereiches,

in dem echte Quellen und auch Berandungen liegen konnen.

2.2.2 Ubergang zum Zeitbereich

Bis hierhin wurden unter Verwendung der Helmholtz-Gleichung (2.22) nur har-

monische eingeschwungene Vorginge betrachtet. Dies ist gerechtfertigt und
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2.2. HERLEITUNG DER KIRCHHOFF INTEGRALGLEICHUNG

sinnvoll wenn man nur an einzelnen Frequenzen interessiert ist. Bei der Be-
trachtung von instationdren Vorgédngen oder bei Interesse an einem konkreten
Zeitverlauf ist es sinnvoller die Losung der Wellengleichung im Zeitbereich zu

betrachten. Unter Verwendung der Fourier-Integralformel

1 7 ) T )
h(t):%/ew /h(T)e_]wdT dw (2.40)

kann eine Losung fiir den zeitabhédngigen Fall abgeleitet werden. Die Fourier

Transformierte des Zeitsignals ist

_ 17 .
h(w) = o / h(T)e 7“Tdr. (2.41)
Mit einem harmonischen Ansatz
P(Z,1) = p(T)e (2.42)

und unter Verwendung der Fourier-Integralformel (2.40) erhélt man

o0

o7, t) = /(pw( )l dw. (2.43)

—00

¢, (Z) bezeichnet hierbei die Fouriertransformierte des Feldes ¢(Z,t). Durch
Einsetzen in die Kirchhoff-Helmholtz-Gleichung (2.38) erhélt man

—ikr
Ard(Zo)p(Zo, t // 8%) eIt dwdl

i

Fiir das erste innere Integral erhdlt man

r e ikr 8@ 8(,0 1 8gz5 r
w jwt w jw(t r/c) _ o
/ r o on duw r ) on o = ron <1: t c) ’ (2:45)

—0o0 — 00

—ikr
gpw{% (6—> edwdl.  (2.44)

r

é\g

Hierbei wurde von folgender Beziehung Gebrauch gemacht

6(F t + At) = / ()T By — / B, (Bt (2.46)
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Mit At = —r/c erhélt man die retardierte Zeit
r
to=t— 9.47
' (2.47)

Das zweite innere Integral in Gleichung (2.44) ldsst sich in zwei Teilintegrale

aufspalten. Hierzu bildet man zunéchst die Normalableitung des Monopolfel-

des. 5 " 5
e 1 —ikr w —ikr T

Die Teilintegrale lassen sich nun einzeln behandeln. Fiir den ersten Teil erhélt

man
1 o=k or Gt 1 or r
——e " W€’ dw = ———o(T,t — - 2.49
/ R r20n < c) (2.49)
und fiir den zweiten Teil ergibt sich

/_E 'Lkrg <pwej“’tdw _ _ig_r / iw(/bwejw(tfr/c)dw

. cr cr n_oo (2.50)
1 or 8gz5 r

Beide Ergebnisse eingesetzt in Gleichung (2.44) ergeben das Kirchhoff Integral

- - 100 1 0r 1 0r d¢
drd t) = — ———| dI. 2.51
md(Zo)p(Zo, t) / {r on T2 r20n + cr on 3151%75 ( )
r
Der Index der eckigen Klammer gibt an, dass alle Groften in Abhéngigkeit zur

retardierten Zeit zu nehmen sind, um das wiederholte Schreiben von (7,t — %)

zu vermeiden.

Gleichung (2.51) lésst sich mit den Beziehungen (2.18) und (2.19) so umfor-
men, dass das entstehende Druckfeld ausgerechnet werden kann. Dafiir muss
(2.51)nach t abgeleitet werden. Es gilt

SO0} B e -GS D) e

und somit folgt

00 32¢ 1 0rdg o 0rd*p
s d(@ Bl ATt B | A 2.
md(Fo) p(Fo, ¢ / [ - 0ton | 2 ondt | cr on o ret 25

r
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Wenn man nun noch die auftretenden Ableitungen von ¢ durch den Druck p

und die Schnelle v ersetzt erhalt man

000v, pdr 10rdp

T re

Mit Einfiithrung des Schallflusses ¢
ov,,

= —00—— 2.55
q Q0" (2.55)
lisst sich (2.54) weiter vereinfachen
S _ g Or (p 10p
4drd t) = — -+ — |5+ —= ar. 2.56
n (l’o)p(l’o, ) / |j“ + on <T‘2 + cr 8t):|ret ( )
r

Wie auch im Kirchhoff-Helmholtz-Integral treten im Integral ein Monopolterm
und ein Dipolterm auf. Beim Kirchhoff Integral ist der Dipolterm jedoch noch

in einen Nah- und einen Fernfeldterm aufgespalten.
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Kapitel 3

Numerische Implementierung

Im vorigen Kapitel wurde das Kirchhoff Integral hergeleitet. Es erlaubt die Be-
rechnung des Schallfeldes in einem Gebiet €2, wenn die Schnelle und der Druck
auf dem Rand I' gegeben sind. Damit ist es moglich das von einem vibrieren-
den Koérper verursachte Schallfeld zu berechnen, wenn die Bewegung und die
Geometrie des Korpers gegeben sind. Jedoch lisst sich nur in seltenen Féllen
bei besonders einfachen Geometrien, wie der atmenden Kugel oder des Kolben-
strahlers in unendlicher Wand, eine analytische Losung finden. In diesen Fillen
reicht die Schnelle aus um das Schallfeld zu berechnen. Fiir beliebige Rand-
geometrien bleibt nur der Weg das Schallfeld numerisch zu berechnen. Hier
wird zunéchst der Schalldruck auf dem Rand bestimmt, um dann die Schall-
abstrahlung berechnen zu kénnen. Es ist natiirlich auch der Fall mdglich, dass
der Schalldruck auf dem Rand gegeben ist und die Schnelle berechnet werden
muss. Dies ist jedoch duferst selten der Fall. Zum einen lisst sich die Schnel-
le mit Beschleunigungsaufnehmern oder Laservibrometer wesentlich einfacher
messen als der Schalldruck. Andererseits wird die Randelementmethode héufig
mit der Finite-Elemente-Methode gekoppelt, um die Vorteile beider Methoden
miteinander zu verbinden.

Fiir eine numerische Behandlung der Randintegralgleichung, ist es notwendig

die Gleichung zu diskretisieren.
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3.1 Ansatzfunktionen

3.1.1 Zeitdiskretisierung

Wir legen einen Anfangszeitpunkt ¢y fest und simulieren den Lauf der Zeit
durch das fortwahrende Hinzufiigen von Zeitschritten At¢, wodurch eine Folge
von Zeitpunkten entsteht. Sinnvoller Weise wird ¢, = 0 gesetzt und somit

erhalt man

und fiir die retardierte Zeit
ty =il — L. (3.2)
c

Die Einteilung in dquidistante Zeitschritte At ist nicht zwingend erforderlich,
erleichtert die Rechnung jedoch sehr. Der zeitliche Verlauf des Schallflusses ¢

je Zeitschritt wird als konstant angesehen. Als Ansatz erhdlt man dann

m=1
mit der Basisfunktion W

1 7trz € [tmfh tm)
U(t,) = (3.4)

0 ;else

Natiirlich ist es auch moglich kompliziertere Anséitze zu verwenden. Da hier je-
doch die grundlegenden Stabilititseigenschaften der Methode untersucht wer-

den sollen, wird der allereinfachste Fall der Diskretisierung gewahlt.

Ein wichtiger Punkt ist die Approximation der Zeitableitung %. Hier wird

iiblicherweise ein einfacher Riickwértsdifferenzquotient gewéhlt

ZE 3.5

ot At (3:5)
In diskreter Form erhalt man

Op _ 5~ Pn=Pucty (3.6)

ot — At
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Fiir p wird ein linearer Zeitansatz gewéhlt, damit die Ableitung nach der Zeit
nicht Null wird.

tm - tri tm’ - tm—l

p(x,ty) = ( Pm—1+ —pm> (t,) (3.7)
=\ At At

Aus Kausalititgriinden werden alle Zustandsgrofen vor dem Zeitpunkt ¢y zu

Null gesetzt.

py,t) = 0 fiirz'At<£ (3.8)
aly.ts) = 0 firidt < - (3.9)

Mit den Ansétzen (3.3), (3.7) und (3.6) erhilt man fiir (2.56)
47Td(fg) pi(fo,tm') ==
g Or (p 1 0p

= - =S+ —=—= dr
/ |:T + on (r2 + cr 815)}7,@
T

o i’ / Gm O [ (b=t b=t

N ‘ r o on |r? At Pmet N
m=ir

1 Pm — Pm—1
— | | Y(¢,;)dl’
+c7’ At H (tri)

i Gm Or [1 (mAt —iAt+ =
Ly ffemaf
r on | r? At
m:lF

A= — (m — 1A
As Pm

I LI
m=tr

) T 1
+ (Z —m—+ 1— E) pm) + m(pm _pm—l):|:| \Ij(trz)dr

oA P pm_l)H U(t,;)dl

N [ oL . Toir
o Z/ r + on r2 [(m Z)pm—l"_(@ m-l—l)pm] \I/(t”)dr

- i/ _C]_m + gi (i —m~+ 1)py, — (i — m)pm—l]- W(t,;)dl.
(3.10)
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Integrationsgrenzen

In Gleichung (3.10) muss fiir jeden i-ten Zeitschritt ¢ mal iiber den Rand I"
integriert werden. Dies wére natiirlich sehr aufwendig und der Rechenaufwand
nicht vertretbar. Jedoch beschriankt die Basisfunktion ¥ diesen Aufwand, da
die Integrale lediglich innerhalb eines gewissen Zeitraums ungleich 0 sind. Zu
jedem t,, muss somit nur iiber einen kleinen Teil des Randes integriert werden.

Nach Gleichung (3.4) ergeben sich folgende Integrationsgrenzen

tn—1 < ti—T/C < tm
(m—1)At < iAt —r/c <mAt
(1 —m)cAt < r < (i—m+1)cAt. (3.11)

Integriert wird jeweils iiber eine Kugelschale mit duferem Radius (i—m-+1)cAt
und innerem Radius (i — m)cAt. Der Einfachheit halber wird ein neuer Index
1 eingefiithrt mit

p=1—m++1. (3.12)

Die so definierte Kugelschale soll im Folgenden als p-te Kugelschale bezeichnet
werden. Abbildung (3.1) zeigt beispielhaft das Integrationsgebiet fiir die Ku-
gelschale mit p = 3. Dieses Ergebnis lasst sich auch sehr anschaulich deuten.
Durch die zeitliche Diskretisierung wurde die Integration in Quellgebiete aufge-
teilt, welche die Form von Kugelschalen haben. Quellen die sich in einer dieser
Kugelschalen befinden, haben auf Grund ihrer Entfernung zum Beobachtungs-
punkt 7 einen zeitlich verzégerten Einfluss auf diesen. So kommt der in der 3.
Kugelschale zur Zeit t; emittierte Schall erst zur Zeit t;,5 am Beobachtungs-
punkt an. Der Gesamtschalldruck ergibt sich nun einfach durch Aufsummieren
der einzelnen Schalldriicke. Immer natiirlich unter Beriicksichtigung der Lauf-
zeiten der Schallwellen. Ein grofler Vorteil ist, dass die Integration nicht vom
Schalldruck bzw. der Schnelle abhéingt und somit immer wieder verwendet wer-
den kann. Dies ist aber nur bei konstanter Zeitschrittweite At moglich, da sich

sonst die Integrationsgebiete dndern wiirden.

3.1.2 Ortsdiskretisierung

Der Rand wird in ebene Elementen zerlegt mit der Anzahl N_.,,. Die Form der

Elemente spielt hier erst einmal keine Rolle. Jedoch wird die Diskretisierung
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N

Abbildung 3.1: Bei jedem Zeitschritt muss diber die Schnittfliche des Randes
mit einer Kugelschale mit Innenradius (i —m)cAt und Aufenradius (i —m +

1)cAt integriert werden

spater auf ebene Dreiecke und Vierecke beschriankt, da sich die Integration

sonst unnétig verkomplizieren wiirde.

P=> T, (3.13)

plet) = > p(1) (3.14)

glz,t) = D q"(b). (3.15)
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3.2 Kollokationsmethode

Die Randintegralgleichung muss zur weiteren numerischen Behandlung in end-
lich viele diskrete Gleichungen umgeformt werden. Eine Moglichkeit Gleichung
(3.16) naherungsweise zu l6sen, ist die Kollokationsmethode. Diese Methode
besitzt den Vorteil eines relativ geringen numerischen Aufwandes, da die Er-
fiilllung der Randintegralgleichung lediglich an einzelnen Kollokationspunkten
gefordert wird. Als Kollokationspunkte verwendet man bei stiickweise kon-
stanten Ansatzfunktionen sinnvoller Weise die Mittelpunkte der Elemente. Bei
hoherwertigen Ansatzfunktionen werden die Eckpunkte oder auch die Kan-
tenmittelpunkte der Elemente benutzt. Um von der Randintegralgleichung zu
einem Gleichungssystem zur Ermittlung der unbekannten Randwerte zu kom-
men, wird fiir Zy der jeweilige Kollokationspunkt eingesetzt. So erhélt man fiir

den Schalldruck in allen Elementmittelpunkten je eine Gleichung.

3.2.1 Matrix-Aufstellung

Die Aufstellung der Matrizen die man mit der Kollokationsmethode erhélt,
soll fiir den ersten Zeitschritt (i = 1) beschrieben werden. Wenn man in Glei-
chung (3.16) die Kollokationspunkte einsetzt, ergeben sich folgende Gleichun-

gen

1 1
—27Tp} = / —\Il(trl)dfq% 4+ 4 / —\I/(trl)qu{V 4o

11 N
Fl 1—‘N
1 1
T21 Ton
I l_‘N
1 1
—2mpy = /—‘If(tm)drq% +--+ / ——U(t,1)dlqy + -
N1 NN
'y 1—‘N
Dies lasst sich umformen zu
[ pt ] %\If(trl)dl“ J —U(ta)dl | [ gl ]
) I 'y q2
P LY(ty)dl - [ L(t)dD 1
—27 : = I N + .-
L Y(t,)dl - L U(t,,)dl
A _J;TM(O {VTNN(O | Lo
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In Matrixschreibweise ergibt sich
—2mp1 = Guqi + Hypi.

Matrizen welche die Integrationen des 1. Integrals in Gleichung (3.16) be-
inhalten, werden mit G bezeichnet und die des 2. Integrals mit H. Als Matrix-
Index wurde 1 gewédhlt. Dies steht aber nicht fiir den Zeitindex ¢ sondern
fiir den Index der Kugelschalen p. Die Matrizen fiir die anderen Kugelschalen
lassen sich genauso aufstellen. Da alle Kollokationspunkte auf dem Rand liegen,
ergibt sich bei ebenen Elementen fiir den Faktor d (Gleichung (2.39)) der Wert
2.

Die einzelnen Eintrige der G und H Matrizen berechnen sich folgenderma-

Ken
1
- / Wt )T (3.17)
Fb “
Ora 1
e = /a—nbrT\I'(tm)dF. (3.18)
ab
Iy

Da die G, und H,, Matrizen nur von p abhéngen und nicht vom Zeitindex ¢,
konnen diese bei jedem neuen Zeitschritt wieder verwendet werden. Insgesamt
muss also fiir alle Zeitschritte nur einmal iiber den Rand integriert werden. Die
schrittweise Berechnung des Schalldrucks in den Kollokationspunkten erfolgt

dann folgendermafen

1 <0 o = 0

i =1 —(27E +Hy)py = Giqy

i =2 —(27E + Hy)p> = (2Hop) + G1gz + Gagh)

i=3 —(27E + H))p3 = (2Hypy + (3Hz — Ho)py + - - )

(3.19)

Allgemein erhélt man mit der Kollokationsmethode folgendes Gleichungs-

system
—(27E + Hy)p; = ¥ (3.20)
mit
. min(iaﬂmaz) min(i“umaz)
i = Z GuGi—pt1 + Z H, [wpi—ps1 — (p—1D)pi—,) . (3.21)
p=1 pn=2
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collocation point
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Abbildung 3.2: Unterteilung der Kugeloberfiiche in unterschiedliche abstand-
sabhingige Integrationszonen p fiir einen Kollokationspunkt und die daraus

resultierenden schwach besetzten Matrizen

Der Index fiq. gibt die maximal bendtigte Anzahl Matrizen an. Fiir alle p >
Umaz sind alle Eintrige ¢/, und A’ gleich Null. Da nur Strukturen mit endlicher
Ausdehnung betrachtet werden, gibt es ein r,,,, zwischen Kollokations- bzw.

Beobachtungspunkt 5 und dem am weitest entfernten Quellpunkt. Es gilt

Tma:c
max z . 3. 22
I A7 (3.22)

Kugelschalen mit g > fi,,4, kOnnen somit vernachlissigt werden, da die Struk-
turoberfliche nicht in diesem Integrationsgebiet liegt. Die resultierenden G
und H Matrizen sind sehr schwach besetzt. Da immer nur ein geringer Teil
der Quellen bzw. des Randes im betrachteten Gebiet liegen, ergibt sich fiir
einen Grofteil der Matrizeneintrige U(t,,) = 0 und somit auch ¢!, = hl, = 0.
Zur Veranschaulichung wird in Abbildung 3.2 gezeigt, wie von einem Kolloka-
tionspunkt aus gesehen die Oberfliche einer Kugel in verschiedene abstands-

abhéingige Integrationszonen p geteilt wird. Gleichung (3.20) ldsst sich auch
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umschreiben in ein grokes Gleichungssystem.

D2 G, & 0 0 b
—2r| | = Gy Gy Gy : Do+
L ]3;’ . L O G/meam Gl L q_;, i
[ H, 0 17 D1 |
2H2 H1 0 ﬁ2
+ | 3H; —Hy 2H, H, : : (3.23)
L O o _(:uma:c - ]‘)Hﬂmaac o Hl 4 L ﬁl _

oder in kurzer Schreibweise
—2mpy = Gydy + Hypj. (3.24)

Umgestellt ergibt sich
—(27E + H,)p, = . (3.25)

Man erhéilt zwei Block-Toeplitz-Matrizen, bei denen die Haupt- und Nebendia-
gonalen konstant sind. Die Eintréige der erste Spalte G,y = {G1 Go... G }

. Hmazx

bzw. H.,y = {H; 2H,... H } reichen aus, um die Matrix vollstindig be-

. Hmax

stimmen zu konnen.

3.3 Losungsverfahren

Die Matrizen in Gleichung (3.23) sind sehr grof und lassen sich normalerweise
nicht im Arbeitsspeicher des Computers aufstellen. Aufgrund der besonde-
ren Struktur der Toeplitz-Matrizen ist dies bei Verwendung geeigneter iterati-
ver Loser aber nicht notig, da hier immer nur eine Zeile der Matrix bendtigt
wird. Sinnvoller ist es jedoch Gleichung (3.19) zu benutzen und den Zeitverlauf
schrittweise zu l6sen. Die Schrittweise Losung des Zeitverlaufs hat die Vortei-
le, dass die Grofe der zu 16senden Matrix normalerweise unkompliziert ist und
die zu invertierende Matrix zeitunabhingig ist. Bei jedem Zeitschritt muss die
Gleichung

—(27E + H,)p; = (3.26)
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gelost werden. Die Grofen p; und @/71 sind zwar zeitabhéngig, die Matrix (2rE-+
H,) ist es jedoch nicht. Deshalb ist es bei Verwendung direkter Losungsalgo-
rithmen ausreichend, die Inverse dieser Matrix nur ein einziges Mal fiir alle
Zeitschritte zu berechnen. Durch die Identitdtsmatrix E ist die zu losende
Matrix in allen Féllen gut konditioniert, so dass es numerisch kein Problem

bereitet die Inverse zu bilden. Darauf wird in Abschnitt 4.4 ndher eingegangen.

In MATLAB® steht hierfiir die inv-Funktion zur Verfiigung, welche auf der
LR-Faktorisierung beruht. Noch effektiver als die ¢nv-Funktion ist die inverse-
Funktion aus der FACTORIZE Toolbox von Tim Davis [27]. Die inverse-
Funktion wihlt unter einer Vielzahl von Faktorisierungsmethoden die effek-
tivste Methode aus. Die Inverse wird nicht mehr wie bei der inv-Funktion
berechnet, sondern nur die Faktorisierung, welche zur Losung des Gleichungs-

systems in jedem Zeitschritt benotigt wird und wiederverwendet werden kann.

Die Gleichung (3.26) lidsst sich natiirlich auch mit iterativen Losungsalgo-
rithmen l6sen. Hierfiir stehen in MATLAB® eine Reihe von Lésungsverfahren
wie CGS (Conjugate gradients squared method) [28], GMRES (Generalized
minimum residual method) [29] und die LSQR Methode [30]| zur Verfiigung,
um nur einige wenige zu nennen. Bei diesen Losungsverfahren wird das Glei-
chungssystem iterativ gelost. Es wird also keine Inverse der Matrix mehr gebil-
det. Dies ist normalerweise ein grofer Vorteil dieser Losungsmethoden, da dies
bei sehr grofen schwach besetzten Matrizen meist gar nicht mehr moglich ist.
In diesem Fall ist es allerdings ein Nachteil, denn bei Verwendung eines iterati-
ven Losungsalgorithmus muss zu jedem Zeitschritt das Gleichungssystem neu
gelost werden. Im Vergleich dazu muss bei einem direkten Losungsalgorithmus
bei jedem Zeitschritt nur noch eine Matrix-Vektor-Multiplikation durchgefiihrt
werden, nachdem einmal die Inverse, bzw. die Faktorisierung der Matrix, be-
rechnet wurde. Ausfiihrliche Informationen zu iterativen Gleichungslosern fin-
det man z.B. im Buch von Hackbusch [31]

Bei einem Vergleich der unter MATLAB® zur Verfiigung stehenden Lo-
sungsverfahren konnte kein nennenswerter Unterschied in den Ergebnissen fest-

gestellt werden.
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3.4 Integrationsmethoden

Die Berechnung der Integrale (3.17) und (3.18) bendtigen den Hauptteil der
Rechenzeit und haben grofen Einfluss auf die Genauigkeit der Ergebnisse. Da
man nur iiber den Teil des Elementes integrieren darf, der in der p—ten Kugel-
schale liegt, ist die Losung der Integrale im Zeitbereich wesentlich aufwendiger
als im Frequenzbereich. Wie man in Abbildung 3.2 erkennen kann, liegen die
Oberflichenelemente meist nicht vollstindig im Integrationsgebiet. Die Losung
dieses Problem wird seltsamerweise nur in sehr wenigen Veroffentlichungen zu

diesem Thema erwidhnt oder gar beschrieben.

Schwach singuldre Integrale treten nur in der Hauptdiagonale der G{-Matrix
auf. Fiir diesen Fall ist der Beobachtungspunkt gleich dem Quellpunkt und
somit ergibt sich » = 0. Alle anderen Eintrage der G,-Matrizen sind regulir.
Die stark singuldren Integrale der Hauptdiagonale der H;-Matrix ergeben sich
durch die Beschriankung auf ebene Elemente zu Null, da die Normalableitung
Or/On in ebenen Elementen Null ergibt. Ein weiterer Vorteil ebener Elemente
ist, dass sich alle Integrale auch analytisch 16sen lassen. Die schwach singulédren
Integrale werden deshalb analytisch gelost, da der Aufwand einer numerisch
exakten Losung viel grofser wire. Die analytische Losung der Integrale wird in
Abschnitt 3.4.2 beschrieben. Zunéchst soll erst einmal die numerische Losung

der Integrale beschrieben werden.

3.4.1 Numerische Integration
Koordinatentransformation

Bevor man mit einem Quadraturschema die Integrale numerisch berechnen
kann, muss jedes Oberflichenelement durch eine Koordinatentransformation
in ein Referenzelement transformiert werden. Ein viereckiges Referenzelement
ist durch die Bedingungen —1 < & < 1 und —1 < & < 1 festgelegt, mit
den lokalen Koordinaten &; und &. Die Knoten befinden sich jeweils in den
Ecken wie in Abbildung 3.3 dargestellt. Die Koordinatentransformation lasst

sich folgendermafen durchfiihren
Ne

r(&, &) = Z(I)n(§17§2>xn7 (3.27)

n=1
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Knoten | Dreieck Viereck
1 &1 11-&)(1-¢&)
2 & 11+&)(1-6&)
3 1-&—-& | 1(1+&)(1+&)
4 - 11 =86)(1+&)

Tabelle 3.1: Ansatzfunktionen fiir ebene dreieckige und viereckige Elemente

wobei N, die Anzahl der Knoten des Elementes sind und & die jeweils zu den
Punkten x,, (in Ortskoordinaten) gehérenden Ansatzfunktionen. In Tabelle 3.1
sind die Ansatzfunktionen fiir ebene dreieckige und viereckige Elemente ange-
geben. Um iiber das Referenzelement integrieren zu kénnen, muss auch dI’

transformiert werden.
I' = [n(&1, &) |dédés (3.28)

n(&1,&) ist der Normalenvektor des Elementes in dem Punkt (&, &>). Durch
die Koordinatentransformation kann ein Randintegral iiber eine Funktion F'(x)

folgendermaken dargestellt werden

/ 2)dT — / / F(E1, &)|n|déydes (3.29)

-1 -1

Gaufi-Quadratur

Fiir die Losung aller nichtsingulidren Integrale kann die Gaufs-Quadratur ange-
wendet werden. Dabei wird der Integrand an gewissen Stiitzstellen, den soge-
nannten Gaulpunkten, ausgewertet und mit einem der jeweiligen Stiitzstelle

zugeordnetem Gewichtsfaktor multipliziert und aufsummiert.

/ / (&1, &)[n|dérde, = ZZWWF&Z,&])!W (3.30)

15 =1 j=1

Dabei sind W; und W; die Gewichtsfaktoren, und &;; und &;; sind die Stiitz-
stellen. M und N sind die Integrationsordnung in Richtung der & und & Ko-
ordinaten. Je grofer M und N sind, desto exakter ist das Ergebnis. Jedoch
wird der Rechenaufwand entsprechend grofer. Obwohl M und N unabhéngig
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Abbildung 3.3: Koordinatentransformation eines ebenen viereckigen Elemen-

tes von globalen zu lokalen Koordinaten des Referenzelementes

voneinander gewihlt werden konnen, wird hier jeweils die gleiche Integrations-
ordnung, also M = N, gewéhlt. Da der Rechenaufwand moglichst gering sein
soll, sollte man entsprechend dem Abstand, der Elementgrofe und der notigen

Genauigkeit eine passende Integrationsordnung wéhlen.

Die Approximation des Integrationsgebietes, also der Schnittfliche des Ele-
mentes mit der p—ten Kugelschale, ist das Hauptproblem bei der Integration.
Meise |14] schlégt vor, die Schnittpunkte des Dreiecks mit der Kugelschale zu
bestimmen und diese dann zu Unterdreiecken zu verbinden. Jéger [15] hélt
diesen Ansatz fiir unzureichend, da die Schnittmenge unter Umsténden auch
sehr kompliziert sein kann. Sie unterteilt das Element in gleich grofe Unterele-
mente und iiberpriift dann, ob der jeweilige Mittelpunkt im Integrationsgebiet
liegt. Dieser Ansatz kommt einem anderen Vorschlag von Meise [14] sehr na-
he. Er schldgt vor, bei der numerischen Integration mit einer Quadraturformel
bei jedem Stiitzpunkt zu priifen, ob dieser im Integrationsgebiet liegt. Nur die
Stiitzpunkte, welche im Integrationsgebiet liegen, werden bei der Summenbil-
dung beriicksichtigt. Andere Herangehensweisen fiir dieses doch sehr wichtige
Thema konnten nicht gefunden werden, da die meisten Autoren nicht beschrei-
ben, wie sie dieses Problem 16sen. Ein blofses priifen, ob der Mittelpunkt des

Elementes im Integrationsgebiet liegt und dann iiber das ganze Element zu
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integrieren, ist nicht ausreichend. Dies wiirde nur fiir sehr feine Netze funktio-
nieren mit S > 1. Dies wire jedoch numerisch unsinnig, da man bestrebt ist,

mit so wenig wie moglich Elementen zuverldssige Ergebnisse zu erzielen.

3.4.2 Analytische Integration

Da sich die hier dargestellte TD-BEM auf flache Elemente beschrinkt, ist es
moglich die Integrale (3.17) und (3.18) analytisch zu berechnen. Das generel-
le Vorgehen wird z.B. in Arnold [32| im Kapitel “Die Kollokationsmethode in
3D” beschrieben. Allerdings wird hier nur die Integration iiber ganze Dreiecke
beschrieben. Da im Zeitbereich Schnittflichen der Elemente mit der p—ten
Kugelschale auftreten, muss die Berechnung erweitert werden. Eine weitere
Schwierigkeit die sich aus der Integration iiber Schnittflichen ergibt, ist die
Vielzahl der Schnittmoglichkeiten die sich ergeben kénnen. In Atle [33| werden
z.B. die unterschiedlichen Schnittfmoglichkeiten eines Dreiecks mit einer Ku-
gelschale beschrieben. Die numerische Realisierung der analytischen Integrati-
on ist allerdings sehr aufwendig, da sich die Berechnung der unterschiedlichen
Schnittfmdglichkeiten noch jeweils in spezielle Fille aufteilt. Dies wird in der
Projektarbeit von Behn [34] ausfiihrlich beschrieben. Da der analytische An-
satz in dieser Vollstindigkeit in der Literatur nicht zu finden ist, wird er in
diesem Abschnitt noch einmal zusammengefasst dargestellt.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass alle in dieser Arbeit darge-
stellten Ergebnisse unter Verwendung der numerischen Integration berechnet

wurden.

Spezialfille

Die Grundidee der analytischen Integration ist, dass sich die Integration iiber
beliebige Schnittflichen eines Dreiecks mit einer Kugelschale durch die Kom-
bination zweier Spezialfille darstellen lédsst.

Der erste Spezialfall ist in Abbildung 3.4 dargestellt. Wir betrachten ein
Dreieck mit den Eckpunkten A, B, C. Der Punkt M ist der Kollokationspunkt
und der Vektor X]\Zl) steht senkrecht auf der Ebene des Dreiecks. Der Abstand
o eines beliebigen Punktes x in der Dreiecksfliche I" zum Eckpunkt A lisst sich

dann sehr einfach aus r, dem Abstand des Punktes = zum Kollokationspunkt
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M, und d, dem Abstand des Kollokationspunkts zum Eckpunkt A, berechnen.
Die Hohe des Dreiecks wird mit h gekennzeichnet und der Winkel ¢ ist der
Winkel zwischen h und 1@ Weiterhin wird angenommen, dass {iber das ganze
Dreieck integriert wird, also die Basisfunktion W = 1 ist. Mit Einfiihrung von

Polarkoordinaten erhélt man dann fiir Gleichung (3.17)

1 1
—dF:/—dF 3.31
1/7‘ r Vp* ot d? ( |
b
_h

¥2 cosyp

= ! dpd
p2+d2p pap
$1
P2
e cos ¢

:/[ p2+d2} dp

©1 .

%)

no\2
V() e a)
cos
1
2
h - sin . [ |d] singp}
—pd + h - arctanh +|d| - arcsin | ——=
i Vh2 + (|d] cos p)? ] L/hQ—l—d2 o

und fiir Gleichung (3.18)

or 1 (R, i) 1
———dl' = dr (3.32)
2
J onr S Wm)
_ / o
(p* + d?)*

s i

// +d2%pdpdso
(p?

1 1
o1 (COSW) + d?

dsin ”
Vh2 4+ (d - cosp)? o '

==

( — arctan
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Das Vorzeichen von Gleichung (3.32) hingt davon ab, ob der Normalenvektor
der Dreiecksebene in Richtung des Kollokationspunktes M zeigt (+) oder in
die andere Richtung (-).

Der zweite Spezialfall ist in Abbildung 3.5 dargestellt. Auch hier gelten
die gleichen Annahmen wie im ersten Spezialfall, nur dass diesmal iiber ein

Kreisausschnitt mit Radius R integriert wird. Fiir fiir Gleichung (3.17) erhélt

/ dr

r

man in diesem Fall

(3.33)

/Wp dpdyp
(vl o
— (VR F @ 1)) -

I Il
S~ TT—

und fiir Gleichung (3.18)

¢ R
or 1 (R, i)
I'= 34
| an i //mp ra Pt 33
00

P2 R

“= ()
Das Vorzeichen von Gleichung (3.34) hingt wieder davon ab, ob der Norma-
lenvektor der Dreiecksebene in Richtung des Kollokationspunktes M zeigt (+)
oder in die andere Richtung (-).

Zerlegung in Spezialfille

Nun wird es duflerst selten vorkommen, dass einer dieser analytisch losbaren
Spezialfille auftritt. Dennoch sind diese 2 Fille sehr niitzlich, da alle auftre-
tenden Integrale in diese Spezialfille zerlegt werden kénnen. Dies soll kurz an
in Abbildung 3.6 dargestelltem Beispiel erklirt werden. Die Spitze des Drei-
ecks AABC wird von der p-ten Schale so geschnitten, dass die Spitze des
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Abbildung 3.4: Geometrische Anordnung des ersten Spezialfalls zur analyti-

schen Léosungen der Oberflichenintegrale

Abbildung 3.5: Geometrische Anordnung des zweiten Spezialfalls zur analy-

tischen Losungen der Oberflichenintegrale

Eckpunktes A vollstdndig in der Kugelschale liegt. Die Schnittpunkte werden
mit S; und Sy bezeichnet. Der Kollokationspunkt M wird wieder in die Ebene
des Dreiecks projiziert, welcher mit M’ bezeichnet wird. Im diesem Fall liegt
M' aukerhalb des Dreiecks. Die Fldche AS;S,, iiber die man in diesem Fall
integrieren muss, ergibt sich nun aus der Kreisbogenfliche <tM’S;S, abziiglich
der Dreiecksflichen AM’'AS; und AM'AS;.

AS]_SQ = <IM/51SQ — AM’ASl — AM/ASQ (335)
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Diese Formel gilt allerdings nur wenn der Punkt A innerhalb des Kreisbogens
<(S152r2) liegt. Wenn der Punkt A auferhalb des Kreishogens liegt, kommt es
je nach Lage des Punktes zu einem Vorzeichenwechsel bei der Dreiecksfliche
AM'AS, bzw. bei AM'AS; in Gleichung (3.35). Dies verkompliziert die An-
wendung erheblich. Eine Auflistung der mdéglicherweise auftretenden Schnitt-

fille und der jeweiligen Gleichungen ist in Anhang A niher beschrieben.

B
Abbildung 3.6: Beispiel fiir einen Schnitt eines Dreiecks mit der p-ten und
(u— 1)-ten Schale
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Kapitel 4
Stabilitatskriterien und Parameter

Die Anwendbarkeit und Qualitét einer numerischen Methode héngt davon ab
wie genau und verlisslich die Simulationsergebnisse sind und mit welchem nu-
merischen Aufwand diese berechnet werden kénnen. Die TD-BEM ist dafiir
bekannt, dass sie instabil werden kann, wie schon hiufig in verschiedenen Pu-
blikationen berichtet wurde, 7.B. [35]|36]. Bei instabilem Verhalten wichst die
berechnete Schalldruckamplitude mit der Zeit stark an, ohne dass hierfiir ein

physikalischer Grund vorliegt.

Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Untersuchung des Stabilitéts-
verhaltens der TD-BEM. Da das Stabilitdtsverhalten der TD-BEM fiir Innen-
und Aufenraumprobleme, sowie fiir Streu- und Abstrahlprobleme Unterschie-
de aufweist, werden diese Félle in getrennten Kapiteln behandelt.

Bevor die TD-BEM auf ihr Stabilitdtsverhalten an verschiedenen Testfillen
untersucht wird, werden in diesem Kapitel zunichst die dabei auftauchenden

Begriffe, Fehlerquellen und relevante Parameter diskutiert.

4.1 Stabilitit, Konsistenz und Konvergenz

Zur Validierung einer numerischen Methode und zur Bewertung der numeri-
schen Ergebnisse lassen sich die Kriterien Stabilitéit, Konsistenz und Konver-

genz heranziehen. Diese Begriffe sollen an dieser Stelle kurz erldutert werden.
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Stabilitat

Ein Algorithmus heifst gutartig oder stabil, wenn die durch ihn
im Laufe der Rechnung erzeugten Fehler in der Gréfenordnung
des durch die Kondition des Problems bedingten unvermeidbaren
Fehlers bleiben. Dahmen, Reusken [37]

Ein Verfahren ist stabil, wenn es gegeniiber kleinen Storungen der Daten un-
empfindlich ist und es kein beliebiges Anwachsen von Rundungs- oder Diskreti-
sierungsfehlern im Laufe der Zeit gibt. Kleine Anderungen der Eingangsdaten
haben bei einem stabilen Verfahren nur kleine Anderungen des Endergebnis-
ses zur Folge. Bei einem instabilen Verfahren kann es dazu kommen, dass sich
kleine Abweichungen vom Ergebnis im Laufe einer Berechnung aufschaukeln
und sich wihrend der Zeititeration verstiarkten.

Man unterscheidet hierbei zwischen bedingter und unbedingter Stabilitit. Bei
einer bedingten Stabilitdt ist das Verfahren nur unter Beachtung gewisser
Grenzen, wie z.B. der Wahl von Diskretisierungsparametern, stabil. Die Stabi-
litdt ist sowohl problem- als auch verfahrensabhéingig. Auf die von Dahmen und
Reusken erwidhnte Kondition des Problems wird ausfiihrlich in Abschnitt 4.4

eingegangen.

Konsistenz

Die Konsistenz eines numerischen Verfahrens beschreibt, wie gut das diskre-
te Verfahren das kontinuierliche Problem beschreibt. Bei einem konsistenten
Verfahren wird der Fehler in jedem Zeitschritt beliebig klein, wenn die Ortsdis-
kretisierung beliebig fein ist. Je hoher die Konsistenzordnung, desto schneller
strebt die numerische gegen die exakte Losung. In Abschnitt 5.1 wird anhand
einfacher Testfélle gezeigt, dass die numerische Losung mit kleiner werden-
den Schrittweiten gegen die exakte Losung strebt und somit die TD-BEM als

konsistent betrachtet werden kann.

Konvergenz

Konvergent heifst ein Verfahren, wenn die numerische Losung gegen die exak-
te Losung strebt, wenn Raum- und Zeitschrittweite gegen Null gehen. Wenn

Konsistenz und Stabilitdt gegeben sind, ist das Verfahren in der Regel auch
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konvergent. Bei einem konsistenten Verfahren muss somit noch Stabilitit ge-

wihrleistet sein, um Konvergenz zu erreichen.

4.2 Fehlerquellen

Bei der numerischen Behandlung eines Problems treten verschiedene Fehler-

quellen auf. Diese lassen sich in vier grundlegende Fehlerarten unterteilen.

Modellfehler

Das physikalische Modell beruht meist auf einer Idealisierung unter verein-
fachenden Annahmen und fiihrt somit zu Ergebnissen, die die Realitéit nicht
exakt wiedergeben. So werden z.B. Ausbreitungsverluste bei der TD-BEM ver-
nachléssigt und es wird eine totale Reflexion des Schalldrucks an Oberfléchen

angenomimnen.

Datenfehler

Im Modell kénnen fiir die Randbedingungen Daten eingesetzt werden, die aus
physikalischen Messungen stammen. Diese Daten sind in der Regel, z. B. durch
Messungenauigkeiten, mit Fehlern behaftet. In den spéter betrachteten ana-
lytischen Féllen lassen sich solche Fehler ausschlieften. Erst im Abschnitt 5.7
bei der Behandlung von Anwendungsbeispielen kénnen solche Fehler relevant

werden.

Verfahrensfehler

Die bei der Konstruktion eines numerischen Verfahrens gemachten Vereinfa-
chungen werden als Verfahrensfehler bezeichnet. Beispielsweise wird die Zeita-

bleitung des Schalldrucks als Riickwartsdifferenzquotient angenéhert.

Diskretisierungsfehler

Den Fehler, den man durch das Ersetzen kontinuierlicher Information durch
diskrete Information begeht, nennt man Diskretisierungsfehler. In den meisten

Fillen kann der Diskretisierungsfehler durch Erhohung des Rechenaufwands
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beliebig verkleinert werden. Welche Diskretisierungsfehler zu erwarten sind,

wird in Abschnitt 5.3.3 ndher untersucht.

Rundungsfehler

Bei der Durchfiihrung von Berechnungen auf einem Computer, treten unver-
meidbare Rundungsfehler auf. Punktzahlen kénnen auf einem Computer nur
bis zu einer bestimmten Genauigkeit dargestellt werden. Diese hingt vom zu-
grundeliegenden Datentyp (float oder double) ab. Bei jeder Rechenoperation
muss das Ergebnis auf einen darstellbaren Wert abgebildet (gerundet) werden.

Néheres hierzu findet man in der Literatur zu Numerik wie z.B. [38§|

4.3 Relevante Parameter

Bevor die Stabilitdt des Verfahrens untersucht wird, muss geklért werden, wel-
che Parameter das Verfahren ausschlaggebend beeinflussen. Die Auswirkungen

dieser Parameter werden dann in den folgenden Kapiteln diskutiert.

Raumlichen Auflésung

Wie im Frequenzbereich auch ist die rdumliche Auflésung des Randes von ent-
scheidender Bedeutung, da die Einhaltung der Wellengleichung nur in den dis-
kreten Punkten der Oberfliche gefordert wird. Der Rand zwischen den Punk-
ten wird durch die Ansatzfunktionen approximiert. Somit ist es nicht verwun-
derlich, dass die Ndherungslosung sich mit steigender rdumlicher Diskretisie-
rung der analytischen Lésung anndhern sollte. Da aber der Rechenaufwand
mit dem Quadrat der Anzahl rdumlichen Stiitzstellen N quadratisch ansteigt,
O(N) ~ N2, wird man stets bemiiht sein mit so wenig wie moglich Punkten
akzeptable Ergebnisse zu erzielen. Als Faustregel wird iiblicherweise eine Auflo-
sung von mindestens 6 Elementen je Wellenlénge gefordert, f,.. = ¢/6l wobei
[ der Kantenldnge eines Elementes und ¢ der Wellengeschwindigkeit des Fluids
entspricht. Dies ist natiirlich nur eine grobe Abschidtzung. Wie die rdumliche
Auflésung zu wihlen ist, hingt davon ab welche Fehlergrenze akzeptabel ist.

Néheres hierzu lisst sich z.B. in Marburg [39] finden.

48



4.4. KONDITION DES GLEICHUNGSSYSTEMS

Zeitliche Auflésung

Zusitzlich zur rdumlichen Auflosung ist im Zeitbereich die zeitliche Auflosung
des Schalldruckverlaufes zu beachten. Hier lésst sich die Forderung aus der
digitalen Signalverarbeitung iibernehmen, dass ein Zeitsignal mit mindestens
6 Zeitschritten je Periode abgetastet werden muss. Bei einer geringeren Abtas-
tung ist ein nicht unerheblicher Amplitudenfehler méglich. Bei der Verwendung
von Messdaten als Eingangsdaten fiir die TD-BEM Rechnung muss natiirlich
darauf geachtet werden, dass das Nyquist-Kriterium eingehalten wird, da sonst
nicht-lineare Verzerrungen entstehen konnen. Das Nyquist-Abtasttheorem be-
sagt, dass die Taktfrequenz der punktweisen Probeentnahme aus dem Ur-
sprungssignal mehr als doppelt so hoch wie die héchste im Ursprungssignal

enthaltende Frequenz sein muss.

Verhiltnis von rdumlicher und zeitlicher Auflésung

Réumliche und zeitliche Diskretisierung kénnen zwar unabhéngig voneinander
gewihlt werden, allerdings sollten die Grofen in einem gewissen Verhiltnis zu-
einander stehen. Deshalb ist es iiblich die Zeitschrittweite At mit der mittleren

Elementabmessung [ in Bezug zu setzen.

g= L (1)

Dieses Verhéltnis gibt an, wie viel der Schall innerhalb eines Zeitschritts von

einem Element tiberstreichen kann. Durch das Verhéltnis 8 wird auch die Be-

legung der schwach besetzten G und H Matrizen bestimmt.

Integrationsordnung

Die korrekte Evaluation der Randintegrale ist eine Grundvoraussetzung der
Methode. Im Falle der numerischen Approximation mittels der Gauk-Quadratur
(siehe Abschnitt 3.4.1) muss geklirt werden welche Genauigkeit benotigt wird

und wie sich Integrationsungenauigkeiten auf das Ergebnis auswirken.

4.4 Kondition des Gleichungssystems

Ein wichtiges Hilfsmittel zur Betrachtung der Robustheit eines Algorithmus

gegeniiber Fehlerquellen ist die Kondition des zu 16senden Gleichungssystems.
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Die Kondition eines Problems gibt an, welche Genauigkeit man bei exakter
Losung des Gleichungssystems bestenfalls erreichen kann. Die Kondition zeigt,
wie stark sich kleine Anderungen in den Ausgangsdaten auf die Losung aus-
wirken. Wenn kleine Anderungen der Daten groke Anderungen in der Lsung
verursachen, spricht man von einem schlecht konditionierten Problem.
Fehlerquellen konnen in dem hier betrachtetem Verfahren durch ungenaue
Berechnung der Oberflichenintegrale hervorgerufen werden. Fiir den Fall, dass
fiir die Randbedingung der Oberflichenschnelle Messdaten verwendet werden,

konnen auch hier Ungenauigkeiten erwartet werden.

Die Kondition x einer Matrix A des Problems AZ = ¢ wird aus dem Produkt

der Matrixnormen || - || von der Matrix und der inversen Matrix berechnet.
K(A) = [lA] A7 (4.2)

Wie in Abschnitt 3.3 beschrieben, lisst sich das Gleichungssystem der TD-
BEM schrittweise in der Zeit 16sen, dazu muss Gleichung (3.19) gel6st werden.
Fiir diesen Fall ist die Kondition der Matrix (27E + H;) von Interesse. Ma-
trix H; enthélt nur die Integrationsgebiete die im Abstand von cAt um den
Kollokationspunkt liegen. Dies ist je nach Grofe des Zeitschritts At meist nur
das Element des Kollokationspunktes selber und eventuell dessen unmittelba-
ren Nachbarn. Deshalb ist die Matrix H; nur sehr schwach besetzt. Aukerdem
besitzt H; keine Eintrige in der Hauptdiagonalen, da bei flachen Elementen

die Ableitung des Abstandes zur Oberflichennormalen Null ist.

Die Kondition des Gleichungssystems soll hier beispielhaft an einer Kugel
mit 384 Elementen betrachtet werden. Diese Struktur wird in Kapitel 5 und
6 als Teststruktur benutzt. In Abbildung 4.1 ist die Konditionszahl in Abh#n-
gigkeit von § (Gleichung 4.1) dargestellt. Fiir sehr kleine § und somit kleine
Zeitschritte ist die Kondition gleich 1. In diesen Féllen ist der Zeitschritt so
klein, dass alle Elemente sich innerhalb des ersten Zeitschritts nur selbst wahr-
nehmen. Die Kugelschale mit p = 1 schneidet nur das Element des Kollokati-
onspunktes. Somit ist H; = 0 und eine Losung des Gleichungssystems damit
iiberfliissig.

Der Zeitschritt wird iiblicherweise aber so gewihlt, dass H; # 0 ist. Dann

geht das Verfahren von einem expliziten zu einem impliziten Verfahren iiber.
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Abbildung 4.1: Kondition der Matriz (2rE + H;) zur schrittweisen Losung

des Gleichungssystems

Da die Identitdtsmatrix E nur Eintrige auf der Hauptdiagonalen hat und H;
sehr schwach besetzt ist, ist die Kondition der Matrix (2rE + H;) sehr gut.
Die Konditionszahl steigt leicht mit zunehmendem [ an, aber das Gleichungs-
system bleibt fiir alle Félle sehr gut konditioniert, so dass Probleme beim
Losen des Gleichungssystems ausgeschlossen werden koénnen. Auch wenn die
Kondition eine Eigenschaft des gestellten Problems ist, ldsst sich dieses Er-
gebnis verallgemeinern. Denn die Eintrige auf der Hauptdiagonalen die durch
die Identitdtsmatrix 2rE bestimmt werden, héingen nicht vom betrachteten
Problem ab sondern von der Methode. Insbesondere die Wahl des Riickwérts-

differenzquotienten ist hierbei ausschlaggebend.

Ganz anders sieht es hingegen aus, wenn man Gleichung (3.25) 16st, um den
Verlauf des Schalldrucks direkt (nicht schrittweise) zu berechnen. Wie schon
in Abschnitt 3.3 beschrieben, ist dies recht aufwendig, da das Gleichungssys-
tem (3.23) ungemein grofs ist und sich nicht im Arbeitsspeicher aufstellen lésst.
Durch Ausnutzung der besonderen Struktur der Toeplitz-Matrizen und bei
Verwendung geeigneter iterativer Loser ist dieser Rechenweg aber durchaus
moglich. Fiir diesen Fall ist die Kondition der Matrix (2rE + H,) von Inter-
esse. Auf den ersten Blick sieht die Matrix nicht viel anders aus als bei der

Schrittweisen Berechnung des Schalldrucks. Allerdings ist die Matrix H, grund-
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Abbildung 4.2: Kondition der Matriz (2rE + H,) in Abhdngigkeit von S
fiir die Anzahl der Zeitschritte Ny = 50, 100, 200, Innenraumresonanzen wer-
den durch Skalenstriche der B3-Achse und senkrechte gepunktete Linien gekenn-

zeichnet

verschieden von Matrix H;. Der Aufbau der Matrix H, ist in Gleichung (3.23)
beschrieben. Es handelt sich hierbei um eine Block-Toeplitz-Matrix der Grofe
(N; X Netem)?, wobei N, die Anzahl der Oberfliichenelemente ist und N; die
Anzahl der Zeitschritte. Dies bedeutet, dass die Kondition abhingig von der
Anzahl der Zeitschritte ist.

Wenn man nun wieder die Kugel mit 384 Elementen als Beispiel heranzieht,
ergibt sich ein ganz anderes Bild. In Abbildung 4.2 ist die Konditionszahl in Ab-
hangigkeit von § fiir N, = 50, 100, 200 dargestellt. Der Verlauf ldsst sich in 2
Gebiete einteilen. Fiir 5 > 0, 85 ist der Verlauf der Kondition fiir die 3 Félle bis
auf eine Ausnahme gleich und sinkt etwas mit grofer werdendem Zeitschritt.
Fiir g < 0,85 wird die Kondition mit kleiner werdendem Zeitschritt schlech-
ter. Dies wird umso schlechter je grofer die Anzahl der Zeitschritte ist. Also
je langer die Laufzeit der Simulation ist, umso schlechter ldsst sich das Glei-
chungssystem 16sen. Bei N; = 200 lésst sich fiir § < 0, 85 ein klarer Einfluss der
Innenraumresonanzen erkennen. Immer wenn die Abtastfrequenz f, = 1/At
mit einer Innenraumresonanz der Struktur iibereinstimmt, wird die Kondition
extrem schlecht. Im Bereich 5 > 0, 85 ist dieser Einfluss nur bei f = 1,28 und

nur fiir den Fall N; = 200 zu erkennen. Es ist aber auch moglich, dass in den
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anderen Fillen die Innenraumresonanzen nicht genau getroffen wurden und
somit, der Einfluss nicht sichtbar wurde. Die Innenraumresonanzen der Kugel
werden in Abbildung 4.2 durch die Skalenstriche der 5-Achse und senkrechte
gepunktete Linien gekennzeichnet.

Generell ldsst sich sagen, dass die Kondition des Gleichungssystems fiir < 0, 85
sehr schlecht ist. Die Losung des linearen Gleichungssystems ist mit betricht-
lichen Unsicherheiten behaftet und die Zuverléssigkeit der Ergebnisse kann be-
zweifelt werden. Insbesondere ist damit zu rechnen, dass Instabilitdten durch
den Einfluss der Innenraummoden entstehen. Weiterhin ist die Anzahl der zu
berechnenden Zeitschritte meist wesentlich grofer als 200. Leider war es nicht
moglich, die Kondition fiir Gleichungssysteme mit mehr als 200 Zeitschritten
zu berechnen, da der zur Verfiigung stehende Arbeitsspeicher des Computers
hierfiir nicht ausreichte. Aber es ist davon auszugehen, dass sich der beob-
achtete Trend auf lingere Laufzeiten iibertragen lisst, also der Einfluss der
Innenraummoden mit der Anzahl der Zeitschritte zunimmt. Nur fiir 5 > 0,85
sind bei lingeren Laufzeiten zuverldssige Simulationsergebnisse zu erwarten,
da hier die Kondition in einem akzeptablen Bereich liegt und nicht von der
Anzahl der Zeitschritte abhingt.

Nicht nur vom numerischen Aufwand, sondern auch von der Zuverlissig-
keit der Losung scheint es angeraten zu sein, den Schalldruck schrittweise zu
berechnen. Allerdings zeigt die Kondition bei der schrittweisen Berechnung
hauptséchlich wie zuverlissig das Gleichungssystem geldst werden kann. Dies
ist in diesem Fall viel einfacher, da hier nur die Matrix H; mit einfliefst und alle
weiteren Matrizen nicht beriicksichtigt werden. Bei der Berechnung des Schall-
druckverlaufes in einem Schritt fliefen hingegen alle H,, Matrizen mit ein. Hier
wird also der ganze TD-BEM-Algorithmus beurteilt. Ob die schrittweise Be-
rechnung auch zuverlassige Ergebnisse liefert und stabil ist, ldsst sich so noch
nicht beurteilen. Die Kondition bei der direkten nicht schrittweisen Losung

hingegen, diirfte auf das generelle Verhalten des Algorithmus hinweisen.
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Kapitel 5
Abstrahlprobleme 1im Aufienraum

Der entscheidende Vorteil der Boundary-Elemente-Methode liegt darin, dass
bei Berechnungen im Aufenraum die Sommerfeldsche Abstrahlbedingung be-
reits im Ansatz erfiillt ist, da es keine Reflexionen von der im Unendlichen
liegenden duferen Berandung des Gebietes geben kann. Bei der sehr gebrauch-
lichen Finite-Elemente-Methode (FEM) hingegen muss der Aufenraum diskre-
tisiert werden. Da die Diskretisierung eines unendlichen Gebietes nicht mdg-
lich ist, wird eine kiinstliche Begrenzung des Gebietes geschaffen, deren Rand
Reflexionen hervorruft. Um dies zu verhindern, miissen bei der FEM speziel-
le Randbedingungen geschaffen werden, wie z.B. mit der Perfectly Matched
Layer-Methode (PML).

In diesem Kapitel werden nur Abstrahlprobleme im Aufenraum betrachtet.

Streuprobleme im Aufenraum werden in Kapitel 6 behandelt.

5.1 Analytische Testfialle Monopol und Dipol

Der Einfluss der im Abschnitt 4.3 beschriebenen Parameter soll nun anhand
von einfachen analytisch berechenbaren Testfillen iiberpriift werden. Auch
wenn die Strukturen in der Praxis wesentlich komplexer sind, lassen sich so ers-
te Abhéngigkeiten ableiten, die sicher auch fiir komplexere Strukturen gelten.
Als Struktur wird eine Kugel zur Simulation der Schallabstrahlung in den
Aufenraum verwenden. Bei allen folgenden Beispielen wird der Schalldruck
schrittweise berechnen, es sei denn es wird explizit darauf hingewiesen, dass

der Schalldruckverlauf direkt berechnet wurde.
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95 T T T T T T T T

——384quad, p=0.2
—— 1537 quad, (=0.4
——3750 quad, B=0.5
—— 6144 quad, (=0.9

o

S 90 f\

Q. N

85 " n " " " " " 1 1 1 1 1 1 1 1
170 340 510 8501020 1445

f[Hz]
Abbildung 5.1: Einfluss der raumlichen Diskretisierung auf die Monopol-
Schallabstrahlung einer Kugel bei konstantem Zeitschritt At = 0.15ms und
abgestrahlten Impuls mit Schnelleamplitude 0,007 m/s. (quad — quadrilateral

= viereckig)

Bei einer allseitig gleichméfig harmonisch pulsierenden Kugeloberfldche wird
ein unidirektionales Schallfeld abgestrahlt. Das entstehende Monopolschallfeld
ldsst sich folgendermafen berechnen

_ 2 T —ik(r—ry) iwt
p(r,t,w) = —pow Arme e, (5.1)
Dabei ist Ar die Amplitude der Auslenkung der Kugeloberfliche und r der
Abstand des Immissionspunktes zum Kugelmittelpunkt.

Im Fall einer vibrierenden Kugel lisst sich ein Dipolschallfeld erzeugen. Mit
"vibrierender Kugel” ist eine periodisch hin- und herbewegte Kugel gemeint.
Fiir das so entstehende Schallfeld erh&lt man

r% + Z% o~ ik(r=ry)
(kri)? + 2ikrg
Die Herleitungen der Gleichungen (5.1) und (5.2) lassen sich z.B. in [26] nach-
schlagen. In Abbildung 5.1 und 5.2 sind die Ergebnisse fiir die Simulation eines

p(r,t,w,0) = —powZArcos(Q)ri’{Q — et (5.2)

Monopols bzw. Dipols dargestellt. Es wurde eine Kugel mit Radius rx = 1m
und ein konstanter Zeitschritt At = 0.15ms verwendet. Die rdumliche Diskre-
tisierung der Kugel wurde schrittweise verfeinert.

Insbesondere bei der groben Diskretisierung des Randes mit 384 viereckigen

Elementen (quad=quadrilateral) ist eine starke Abweichung von der analyti-
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Abbildung 5.2: FEinfluss der rdumlichen Diskretisierung auf die Dipol-
Schallabstrahlung einer Kugel bei konstantem Zeitschritt At = 0.15ms und
abgestrahlten Impuls mit Schnelleamplitude 0,007 m/s. (quad — quadrilateral

= viereckig)

schen Losung in den Innenraumresonanzen f;,, auch Eigenfrequenzen genannt,
zu beobachten. Dieser Einfluss lief sich in der Kondition des Gleichungssys-
tems, wie in Abschnitt 4.4 beschrieben, bei der schrittweisen Lésung nicht
erkennen. Doch wurde hier nicht der gesamte Algorithmus beurteilt, sondern
nur die Losbarkeit des Gleichungssystems (3.19).

Die Eigenfrequenzen des Kugelinnenraumes [1]| mit schallharter Berandung

miissen folgende Bedingung erfiillen
tan(kry) = krg (5.3)

mit der Wellenzahl £ = w/c. Eine gute Ndherung der Losung hierfiir ist

1. ¢

far =0+ D ¢ n=1,23.. (5.9

2y
In Abbildung 5.2 sieht man, dass bei der Dipolabstrahlung der Kugel genau
in diesen Frequenzen eine Stérung auftritt. Bei der Monopolabstrahlung (Ab-
bildung 5.1) werden allerdings die Frequenzen

C

— =1,2,3... 2.5
n2TK ’ n ) 4y ( )

fez’g -

gestort. Diese entsprechen den Eigenfrequenzen des Kugelinnenraumes bei

schallweicher Berandung. Die unterschiedlichen Randbedingungen der Ober-
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Abbildung 5.3: Schalldruck im Kugelmittelpunkt (r=0) und in 5m Entfer-
nung bei 4 verschieden Oberflichendiskretisierungen (384, 1536, 3750 und 6144
viereckige Elemente) und konstantem Zeitschritt At = 0.15ms

flachenschnelle regen seltsamerweise unterschiedliche Eigenfrequenzen des Ku-

gelinnenraumes an.

Mit zunehmender Anzahl der Elemente und somit besserer raumlicher Dis-
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kretisierung schwécht sich der Einfluss der Eigenmoden ab und verschwindet
nahezu. Bei Betrachtung des Schalldrucks im Inneren der Kugel wird der Ein-
fluss der Diskretisierungsfehler besonders deutlich. Der Schalldruck im Kuge-
linnenraum sollte Null ergeben, da der Innenraum nicht im betrachteten Gebiet
liegt. In Abbildung 5.3 ist der Schalldruckverlauf im Kugelmittelpunkt (r = 0)
und in 5 m Entfernung dargestellt. Es werden wieder die 4 Kugelmodelle mit
384, 1536, 3750 und 6144 viereckigen Elementen und ein konstanter Zeitschritt
At = 0.15ms verwendet. In allen Féllen bildet sich im Kugelinneren ein Schall-
feld aus. Der Impuls, der von der Oberfliche erzeugt wird, breitet sich nicht
nur im Aufenraum sondern auch im Kugelinnenraum aus. Dieser Impuls wird
dann im Inneren der Kugel hin und her reflektiert. Da der Kugelradius r, = 1m
ist und die Wellengeschwindigkeit ¢ = 340m/s betrédgt, wandert alle 6 ms ein
Impuls durch den Kugelmittelpunkt. Das Problem ist, dass das Schallfeld im
Inneren der Struktur nicht vom &ufseren Schallfeld entkoppelt ist. Jedes Mal
wenn der Impuls im Inneren reflektiert wird, strahlt ein Teil davon in den Au-
fsenraum ab. Dadurch wird das Ergebnis im Aufenraum verfilscht, da es im

Kugelinnenraum eigentlich kein Schallfeld geben soll.

Mit zunehmender Diskretisierung der Kugeloberfliche nimmt die Amplitu-
de des Impulses im Innenraum ab. Im Fall mit 384 Elementen bildet sich ein
relativ starkes Schallfeld aus, welches mit der Zeit anwéchst und somit insta-
bil ist. In allen anderen Fillen fdllt das Schallfeld im Inneren mit der Zeit
ab. Durch die bessere rdumliche Diskretisierung wird der Diskretisierungsfeh-
ler verringert und dadurch auch das Schallfeld im Inneren weniger angeregt.
Auferdem steigt die Dampfung im Inneren, so dass das Schallfeld schneller
abfallt.

Wie schon in Kapitel 1 dargestellt wurde, handelt es sich beim Einfluss der
Innenraummoden auf den Aufenraum um ein bekanntes Problem (Nonuni-
queness Problem). Bei BEM Rechnungen im Frequenzbereich sind die Burton-
Miller Methode [2] und die CHIEF-Methode von Schenk [1| bekannte Losungs-
ansitze. Auf die CHIEF-Methode und ihrer Anwendung im Zeitbereich wird
in Kapitel 5.5 ndher eingegangen. Zuvor soll zunédchst der Einfluss der Parame-
ter auf die Stirke der Kopplung zwischen Innen- und Aufsenraum untersucht
werden, denn momentan sieht es so aus als ob mit einer ausreichend genau-

en Diskretisierung stabile Ergebnisse erzielt werden konnen. Wenn dem so ist,
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Abbildung 5.4: Schallabstrahlung (Monopol) einer Kugel mit j verschieden
Oberflichendiskretisierungen (384, 1536, 2400 und 15000 viereckigen (quad)
Elementen) und je Modell 4 Simulationen mit 5 =1[0,5 0,8 1
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stellt sich auch die Frage wie die Parameter gewihlt werden miissen.

Obwohl man aus den Ergebnissen der Abbildungen 5.1 und 5.2 schlussfol-
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VERFAHRENSOPERATORS

gern konnte, dass ein kleines 3 schlechte Simulationsergebnisse liefert, zeigen
die Ergebnisse aus Abbildung 5.4, dass dem nicht so ist. In Abbildung 5.4
sind die Ergebnisse der Schallabstrahlung (Monopol) einer Kugel mit 4 ver-
schieden Oberflachendiskretisierungen (384, 1536, 2400 und 15000 viereckigen
(quad) Elementen) dargestellt. Bei diesen Berechnungen ist diesmal nicht der
Zeitschritt At konstant gehalten, sondern der Parameter 3. Je Modell wurden
4 Simulationen mit g = [0,5 0,8 1 1,5] durchgefithrt. Wéhrend im Fall
der groben Diskretisierung des Randes mit 384 Vierecken bei allen Simula-
tionen der Einfluss der Innenraummoden klar zu erkennen ist, schwindet mit
zunehmender rdumlicher Diskretisierung fiir alle Werte von [ dieser Einfluss.
Dass der Frequenzbereich, fiir den man zuverlassige Ergebnisse erhélt, mit zu-
nehmender raumlicher Auflosung ansteigt, ist zu erwarten. Interessanter ist
vielmehr, dass der Einfluss der Innenraummoden im betrachteten Frequenz-
bereich stark abnimmt und im Fall der Oberflichendiskretisierung mit 15000
Elementen sogar nicht mehr erkennbar ist.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass der Wert  alleine leider nicht dazu dienen
kann die Zuverléssigkeit des Verfahrens abzuschétzen, wie es in vielen Verof-
fentlichungen getan wird. Es zeigt sich, dass die Oberflachendiskretisierung an
sich eine entscheidende Rolle spielt. Darauf wird in Abschnitt 5.3.3 eingegan-

gen.

5.2 Spektrum und Spektralradius des Verfah-

rensoperators

Als erste analysierten Smith [40] und Ergin et al. [41] das Stabilitdtsverhal-
ten der TD-BEM mithilfe des Verfahrensoperators. Spéter stellte Wang et al.
[42] dar, wie sich der Einfluss der Innenraummoden am Spektrum des Ver-
fahrensoperators zeigen ldsst. Mit diesem Hilfsmittel soll nun auch die hier

beschriebene TD-BEM untersucht werden.

Einschrittverfahren lassen sich mit der Operatorenschreibweise auf die fol-

gende Form bringen:
Xi = TXim1 + ¥ (5.6)
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Dabei wird die Matrix T auch Verfahrensoperator genannt. Ausgeschrieben

erhilt man fiir Gleichung (5.6)

[ p’ifﬂmacﬂrl | [ 0 E 0o --- 0 11 p"\i*#mal ] [ %if,u,maerl ]
@_Hmax+2 O O E e 0 ﬁi_ﬂmaac"l‘l 1/)7:—#maac+2
= +
: 0 o o0 -+ E : :

L ]3; _ L Ml-lmaac M2 Ml 4 L ]3;—1 N L r‘;’b _

(5.7)
Die Matrizen M,, werden folgendermafen berechnet
27E — H]"'12H, =1
M, = 27E — Hl]_1<,umax - 1>Hﬂmam = Mmaz - (5.8)

27E —Hy] " [pH, — (u — 2)H,_,] ;else

w:- wird aus den Randbedingungen, also der Oberflichenschnelle oder anderen
Quelltermen berechnet, wird aber bei der weiteren Stabilitdtsbetrachtung nicht
bendtigt. Fiir die Berechnung des Schalldrucks p; wird nur die letzte Zeile von
T benotigt. Alle anderen Zeilen mit der Identitdtsmatrix E in der Nebendiago-
nalen bewirken nur eine Verschiebung der Druckwerte von i zu ¢ — 1. Deshalb
wird bei der praktischen Berechnung auch nicht der Verfahrensoperator T ver-
wendet, da ein Aufstellen der Matrix T in den meisten Fillen auf Grund der
Grofe auch gar nicht méglich wére. Jedoch lassen sich aus den Kenngrofen des
Verfahrensoperators Erkenntnisse iiber das Stabilitdtsverhalten der Methode
ableiten.

Die Menge der Eigenwerte o(A) einer Matrix A € C"" wird Spektrum ge-
nannt. Als Spektralradius bezeichnet man den Betrag des betragsméfkig grof-
ten Eigenwerts. Fiir die Eigenwert A, lassen sich die Eigenvektoren aus der
Gleichung (A — A\.E)Z = 0 bestimmen. Durch Losung des Eigenwertproblems
konnen Eigenfrequenzen, Eigenformen und Dampfungscharakteristiken eines
schwingfihigen Systems berechnet werden. Es lésst sich auch vorhersagen, wie
sich das Verfahren verhilt, wenn man zu einem beliebigen Zeitpunkt die Ener-
giezufuhr ,abschaltet”, also zu Null setzt. In dem hier betrachteten Fall be-
deutet das, dass die Oberflichenschnelle zu Null gesetzt wird. @Ez in Gleichung
(5.6) wird somit Null und es bleibt

Xi = TXi-1 (5.9)
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iibrig. Damit die Losung zum Zeitschritt ¢ kleiner als die zum Zeitschritt ¢ — 1
ist, muss der betragsmifbig grofte Eigenwert |A.|qz, also der Spektralradius
von T, kleiner als eins sein. Der Grenzfall |A¢| 4 = 1 wiirde bedeuten, dass der
dazu gehorigen Eigenschwingung keine Energie verloren geht und somit auch
keine Dampfung besitzt. Ein Eigenwert vom Betrag grofler Eins wére instabil
und unphysikalisch, da das Verfahren Energie produzieren wiirde. Die Anzahl
der Zeitschritte in solch einem Verfahren wére begrenzt, da ab einem gewissen

Zeitschritt der Schalldruck ins Unendliche anwachsen wiirde.

Die Veroffentlichungen [40][41] und [42] weisen jedoch nicht darauf hin, dass
nur fiir normale Matrizen Stabilitat gewahrleistet ist, wenn alle Eigenwerte von
T kleiner als eins sind. In unserem Fall ist T eine nicht-normale Matrix und der
Spektralradius ist keine hinreichende Bedingung fiir die Stabilitdt [43|. Eine

Matrix A ist normal wenn gilt
AT A=A.-AT (5.10)

Dennoch ist der Spektralradius ein wichtiger Parameter, um instabiles Verhal-
ten vorherzusagen, denn fiir |\.|nqe > 1 ist das Verfahren definitiv instabil.
Der Spektralradius |Ae|mae < 1 ist nur nicht ausreichend, um Stabilitét zu

gewihrleisten.

5.2.1 Berechnung des Spektrums und Spektralradiusses

Zur Berechnung des Spektrums einer Matrix steht die MATLAB® Funktion eig
zur Verfiigung. Nun ist es auf Grund der Gréfe der Matrix T von (fmaz: Netem )?
nicht ohne weiteres moglich die Eigenwerte zu berechnen. So wiirde schon ein
recht kleines Modell mit 1000 Elementen und einem fi,,,, = 30 einen 6,7 GB
grofien Arbeitsspeicher benétigen. Das volle Spektrum des Verfahrensoperators
lasst sich somit nur fiir recht grobe rdumliche Diskretisierungen mit einer ge-
ringen Anzahl von Oberflichenelementen berechnen. Zur Beurteilung der Sta-
bilitét ist es aber gar nicht notig das ganze Spektrum des Verfahrensoperators
7zu berechnen. Die Kenntnis des betragsmifig grokten Eigenwertes ist dafiir
vollig ausreichend. Da T sehr schwach besetzt ist, kann die Matrix speicher-
sparend im sparse-Format gespeichert werden. Zur Berechnung des Spektral-

radiusses bietet sich die in MATLAB® implementierte Funktion eigs an. Diese
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kann die groften Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix im sparse-Format
berechnen. Die Berechnungen der eigs-Funktion beruhen auf der Arnoldi Me-
thode [44]. Da diese Methode leider in vielen Féllen nicht konvergierte und
kein Ergebnis lieferte, wurde der JDQR Algorithmus (Jacobi-Davidson style
QR algorithm) verwendet. Der JDQR Algorithmus welcher von Fokkema et.
al [45] verdffentlicht wurde, konvergierte in fast allen Fillen und liefert gute
Ergebnisse. Die verwendete jdgr-Funktion basiert auf einer Verdffentlichung
von Zhaojun Bai et al [46].

Um die Zuverldssigkeit der jdgr-Funktion zu testen, wurde die Abhéngigkeit
des Spektralradiusses vom Parameter [ fiir eine mit 384 Elementen diskreti-
sierte Kugel berechnet und mit Ergebnissen der eig-Funktion verglichen. Im
Bereich oberhalb 8 = 0,7 sind die Ergebnisse deckungsgleich. Leider stim-
men die Ergebnisse des eig und des JDQR Algorithmus fiir kleiner werdende
f immer schlechter iiberein. Wie man in Abbildung 5.7 sehen kann, betréigt
der Unterschied im Mittel ungefihr 0,006. Dieser Unterschied entscheidet je-
doch dariiber, ob man das betrachtete Modell als stabil bzw. instabil einstufen

sollte.

Test auf Langzeitstabilitit

Nun stellt sich die Frage, welchen Ergebnissen man mehr Vertrauen schenken
kann. Rein visuell scheinen die Ergebnisse des JDQR Algorithmus besser zum
Gesamtverlauf des Spektralradiusses in Abbildung 5.7 zu passen. Dies allein
kann natiirlich kein Kriterium sein. Deshalb wird ein Stabilititstest durchge-
fiihrt, um das Verhalten bei lingeren Simulationszeiten zu testen. Hierzu wird
der Schalldruckverlauf auf der Kugeloberfliche iiber 7000 Zeitschritte simu-
liert, wobei die Kugel einen kurzen Impuls mit der Impulsbreite At abstrahlt.
Eine Simulation wird als instabil deklariert, wenn der Schalldruck am Ende
der Simulationszeit nicht auf 0,1 % des maximalen Schalldrucks des Impulses
abgefallen ist. Dies entspricht einem Signal-Rauschabstand von 60 dB. In Ab-
bildung 5.7 sind stabile Ergebnisse dieses Testes mit einem schwarzen Punkt
und instabile Ergebnisse mit einem roten Stern in Hohe von |Ae|mae = 1 ge-
kennzeichnet. Im Bereich unterhalb g = 0,7 wo unklar ist, welcher Methode

man vertrauen kann, zeigt sich, dass die eig-Funktion in fast allen Fillen die
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Instabilitdt vorhersagen konnte. Ob allerdings die absolute Grofe des Spek-

tralradiusses richtig berechnet wurde, ldsst sich so nicht klaren.

Das Dilemma ist nun, dass fiir gréfere Probleme mit mehreren tausend
Oberflichenelementen die erg-Funktion nicht verwendet werden kann, da die
Matrix des Verfahrensoperators nicht in den Arbeitsspeicher des Rechners
passt. Deshalb wird in den folgenden Betrachtungen der JDQR Algorithmus
zur Berechnung des Spektralradiusses verwendet und zur Absicherung der Er-

gebnisse zusétzlich ein Test auf Langzeitstabilitit durchgefiihrt.

5.3 Stabilitatsbetrachtungen am Kugelmodell

Mit dem Spektrum und insbesondere dem Spektralradius steht nun ein Kri-
terium zur Verfiigung mit dem die Stabilitdt der TD-BEM beurteilt werden
kann. In den folgenden Abschnitten wird der Einfluss des Parameter [, der
Abtastfrequenz sowie der rdumlichen Diskretisierung auf den Spektralradius
eines Kugelmodells eingehend untersucht. Weiterhin wird der Einfluss der In-
tegrationsgenauigkeit auf die Stabilitit des Verfahrens untersucht.

In den Abbildungen 5.5 und 5.6 sind die Spektren fiir eine Kugeloberfldche
bestehend aus 384 rechteckigen Elementen dargestellt. Im ersten Fall mit § =
1,9 (At = 1,1ms) und im zweiten Fall mit § = 0,66 (At = 0,38ms). Der
Spektralradius fiir den Fall § = 0,66 ist nahezu gleich eins und ist somit
gerade noch stabil. Dies ist wesentlich gréfser ist als im Fall § = 1,9. Hier
ist der Spektralradius kleiner 1, was auf einen stabilen Fall hindeutet. Man
erkennt, dass die Eigenwerte insgesamt dichter um Zentrum verteilt liegen,

was auf eine stirkere Ddmpfung des Verfahrens hindeutet.

5.3.1 Abhéangigkeit vom Parameter

Die Abhéngigkeit des Spektralradius |A¢|mq. von dem Parameter 5 bei einem
Kugelmodell 384 Elementen ist in Abbildung 5.7 dargestellt. Die Berechnung
des Spektralradiusses wurde mit der eig-Funktion sowie der jdgr-Funktion
durchgefiihrt was in Abschnitt 5.2.1 ndher beschrieben ist. Wie dort auch schon

beschrieben, lassen sich klar 2 Bereiche erkennen, wenn man die Ergebnisse der

65



KAPITEL 5. ABSTRAHLPROBLEME IM AUSSENRAUM
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Abbildung 5.5: Spektrum einer Kugel bestehend aus 384 rechteckigen Ele-
menten und B = 1,9 (At = 1, 1ms) im Finheitskreis

etg-Funktion, welche das volle Spektrum aus der ganz aufgebauten Matrix be-
rechnet, und der jdgr-Funktion, welche nur die groften Eigenwerte aus der
Matrix im sparse-Format berechnet, miteinander vergleicht. Im Bereich ober-
halb 6 = 0,7, wo ausgeprigte periodische Resonanzen erkennbar sind, liefern
beide Algorithmen die gleichen Ergebnisse. Von hohen zu niedrigen  werden
die Peaks weniger ausgeprigt und ndhern sich dem kritischen Wert 1 an. Im
Bereich unterhalb g = 0,7 stimmen die Ergebnisse der beiden Algorithmen
nur noch in einzelnen Féillen iiberein, und unterhalb § = 0,54 gibt es gar kei-
ne Ubereinstimmungen mehr. Wihrend die Ergebnisse des jdgr-Algorithmus
den Trend der abklingenden Resonanzen weiterfithren und sich die Ergebnis-
se mit kleiner werdendem [ dem Wert 1 annédhern, sind die Ergebnisse der
erg-Funktion fast immer grofer 1 wobei sich der Wert unregelméfig &ndert.

Im Bereich oberhalb g = 0,7, wo die Ergebnisse der eig-Funktion und der
jdgr-Funktion iibereinstimmen, sieht man, dass bei jeder Resonanz der kriti-

sche maximale Spektralradius von 1, iiberschritten wird und eine Instabilitit
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Abbildung 5.6: Spektrum einer Kugel bestehend aus 384 rechteckigen Ele-
menten und B = 0,66 (At = 0,38ms) im FEinheitskreis

auftritt. Im Bereich unterhalb g = 0,7 wo unklar ist welcher Methode man
vertrauen kann, zeigt sich, dass die eig-Funktion in fast allen Fallen die Instabi-
litdt vorhersagen kann. Ob allerdings die absolute Grofe des Spektralradiusses

richtig berechnet wird, lésst so sich nicht kléren.

Diese Ergebnisse scheinen erst einmal im Widerspruch mit den Ergebnis-
sen aus Abbildung 5.4 zu stehen. In keinem Fall konnte dort ein instabiles
Verhalten beobachtet werden und fiir kleinere 5 nahm der Einfluss der Innen-
raummoden sogar ab. Die Ergebnisse der Spektralradien zeigen dagegen, dass
mit kleiner werdenden [ die Ergebnisse instabiler werden. Um diesem Wider-
spruch aufzukldren wurden 2 instabile Fille ndher untersucht. Es wurde jeweils
ein instabiler Fall mit einen Spektralradius von |[A¢|mae > 1 aus dem Bereich
unterhalb sowie oberhalb § = 0,7 ausgewéhlt und ndher untersucht. Im ersten
Fall handelt es sich um die Simulation mit § = 1,27. In Abbildung 5.8 sind

die Ergebnisse im Zeit- und im Frequenzbereich dargestellt. Im Frequenzbe-
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Abbildung 5.7: Spektralradius |Ne|maz des Verfahrensoperators in Abhdingig-
keit von [ fiir Kugelmodell mit 384 FElementen. Eigenwerte wurden mit der
MATLAB® PFunktion eig (vollstindige Matriz) bzw. jdgr (Matriz im sparse-
Format) berechnet. Schwarze bzw. rote Punkte kennzeichnen stabiles bzw. in-

stabiles Verhalten bei einem Testfall mit 7000 Zeitschritten.

reich sind wieder deutlich die Einfliisse der Innenraummoden erkennbar. Diese
Einfliisse sind im Zeitbereich jedoch kaum erkennbar. Eine Instabilitdt kann
erst beobachtet werden, wenn man die Anzahl der Zeitschritte stark erhoht. In
Abbildung 5.9 ist erkennbar, dass erst ab dem 5000. Zeitschritt die Instabilitéit
sichtbar wird.

Fiir den zweiten Fall wurde eine Simulation mit 5 = 0, 59 durchgefiihrt. Die Er-
gebnisse aus Abbildung 5.10 lassen erkennen, dass ein Einfluss der Innenraum-
moden zwar noch erkennbar ist (jedenfalls im Frequenzbereich), aber dieser
Einfluss im Vergleich zum ersten Fall viel kleiner ist. Ein instabiles Verhalten
lasst sich auch hier erst bei sehr langen Simulationszeiten beobachten, wie man
Abbildung 5.11 entnehmen kann.

In den in Abbildung 5.4 gezeigten Ergebnissen sind nur die Einfliisse der
Innenraummoden der Struktur sichtbar, aber keine Instabilitdten. Dies liegt
daran, dass im Falle einer Instabilitit diese bei den betrachteten Féllen erst
nach einigen tausend Zeitschritten auftritt, wie z.B. in Abbildung 5.9. Zur

Berechnung der bisherigen Ergebnisse reichten 512 Zeitschritte aus, so dass
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Abbildung 5.8: Schalldruck im Immissionspunkt, Simulation mit = 1,27
tiber 330 Zeitschritte
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Abbildung 5.9: Schalldruck im Immissionspunkt, Simulation mit § = 1,27
tber 5000 Zeitschritte

die Instabilitat noch nicht auftreten konnte.

Aus den Fallstudien lassen sich folgende Schliisse ziehen. Ein Eigenwert von
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Abbildung 5.10: Schalldruck im Immissionspunkt, Simulation mit 3 = 0,59
tiber 330 Zeitschritte
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Abbildung 5.11: Schalldruck im Immissionspunkt, Simulation mit 3 = 0,59
tiber 7000 Zeitschritte mit Instabilitat ab 6600
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[Ae|maz > 1 muss nicht zwangsldufig zu unbrauchbaren Ergebnissen fiihren,
da der Beginn der Instabilitdt erst sehr spét erfolgen kann. Auch scheint die
Stirke der Uberschreitung des Spektralradiusses iiber den Grenzwert 1 nichts
iiber die Stirke des Einflusses der Innenraummoden auszusagen. Diese Aus-
sage ist natiirlich nur dann richtig, wenn man davon ausgehen kann, dass die
Eigenwerte richtig berechnet wurden. Hier bestehen aber noch erhebliche Zwei-
fel (siehe Abschnitt 5.2.1). Eine Schlussfolgerung lassen die Ergebnisse jedoch
schon zu. Fiir die Berechnung der Ergebnisse im Frequenzbereich wurde ein
Zeitabschnitt von 256 bzw. 512 Zeitschritten verwendet, welcher sich innerhalb
der ersten 1000 Zeitschritte befand. Der Einfluss der Innenraummoden auf die
Schallabstrahlung innerhalb der ersten 1000 Zeitschritte ist fiir kleinere S we-
niger stark ausgepridgt auch wenn die Ergebnisse spéter instabiles Verhalten
zeigen. Wenn man die Abbildungen 5.8 und 5.10 vergleicht, sieht man, dass
mit § = 0,59 der Schalldruck ab Beginn der Instabilitéit sehr viel stirker an-
wichst als bei g = 1,27. Dafiir wird der Verlauf bis zum Beginn der Stabilitit

weniger von den Innenraummoden gestort.

5.3.2 Abhangigkeit von der Abtastfrequenz und der raum-

lichen Diskretisierung

Wenn man die Ergebnisse aus Abbildung 5.7 statt iiber [ iiber die Abtast-
frequenz f, = 1/At auftrégt, ist klar zu erkennen, dass die Peaks mit den
Innenraummoden der Kugel korrelieren (Abbildung 5.12). Immer wenn die
Abtastfrequenz mit einer der Innenraummoden der Kugel iibereinstimmt (ge-
strichelte senkrechte Linie in Abbildung 5.12) {iberschreitet der grofite Eigen-
wert die Stabilititsgrenze von 1. Die durchgefiihrten Stabilititstests bestéitigen
dieses Ergebnis.

Um die Abhéngigkeit des Spektralradiusses des Verfahrens von der rdumlichen
Diskretisierung der Kugeloberfliche zu untersuchen, wurden Kugelmodelle be-
stehend aus 384, 2400, 3750 und 5400 quad-Elementen im Bereich 0,4 < 5 < 2
untersucht. Die Ergebnisse in Abbildung 5.13 zeigen, dass in allen Fillen der
Spektralradius dem Einfluss der Innenraumresonanzen unterliegt. Die Reso-
nanzen sind mit zunehmendem Grad der Diskretisierung der Oberfliche weni-

ger stark ausgeprigt und liegen dichter am Grenzwert 1.
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Abbildung 5.12: Spektralradius des Verfahrensoperators in Abhdngigkeit von
der Abtastfrequenz fs = 1/At fir Kugelmodell mit 384 Elementen. An gestri-

chelten senkrechten Linien treten Innenraummoden der Kugel auf.
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Abbildung 5.13: Spektralradius des Verfahrensoperators in Abhdngigkeit von
B fiir Kugelmodelle mit 384, 2400, 3750 und 5400 quad-Elementen. Figenwerte
wurden mit dem JDQ R-Algorithmus berechnet.

Wenn man den Spektralradius nun wieder iiber die Abtastfrequenz f, auf-
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Abbildung 5.1/4: Spektralradius des Verfahrensoperators in Abhdngigkeit von
der Abtastfrequenz fs = 1/At fiir Kugelmodelle mit 384, 2400, 3750 und 5400
quad-Elementen. An gestrichelten senkrechten Linien treten Innenraummoden
der Kugel auf.

triagt, zeigt sich, dass der Verlauf des Spektralradiusses fast unabhéngig vom
Grad der Oberflichendiskretisierung ist. Der resonante Verlauf des Spektral-
radiusses ist fiir niedrige Abtastfrequenzen, also fiir grofe Zeitschritte, stark
ausgeprigt. Mit steigender Abtastfrequenz strebt der Spektralradius gegen 1,
wobei das resonante Verhalten abflacht. Uberraschend hierbei ist, dass die Dis-
kretisierung der Oberfliche hierauf fast keinen Einfluss hat.

Die Berechnung jedes Spektralradiusses ist sehr rechenaufwendig und kann je
nach Modellgrofe mehrere Stunden dauern. Wie in den Abbildungen 5.13 und
5.14 erkennbar ist, werden manche Resonanzspitzen abgeschnitten, da der Ver-
lauf des Spektralradiusses ungeniigend abgetastet wird, um die Rechenzeit in
einem vertretbaren Rahmen zu halten.

Deshalb wurde zur Untersuchung der Abhéngigkeit des Spektralradiusses vom
Grad der Oberflichendiskretisierung ein kleinerer Bereich um die Resonanzfre-
quenz von f,., = 2890H z feiner abgetastet. In den Resonanzen wurde hierbei
die Abtastfrequenz in 1 Hz Schritten geéindert. Dies entspricht einer Anderung
des Zeitschrittes von ungefihr 1.2e — 07s.

In Abbildung 5.15 sind die Ergebnisse fiir die Kugelmodelle bestehend aus
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384, 2400, 3750, 5400 und 9600 quad-Elementen dargestellt. Wahrend beim
sehr groben Kugelmodell mit 384 Elementen die Resonanzen nicht ganz mit
den analytischen Innenraummoden der Kugel iibereinstimmen, treffen die fei-
neren Modelle diese sehr gut. Der Verlauf des Spektralradius fiir die Kugelm-
odelle mit 2400, 3750, 5400 und 9600 quad-Elementen ist fast deckungsgleich.
In den Maximalwerten der Resonanzen gibt es leichte Unterschiede, wobei
nicht auszuschlieften ist, dass diese Unterschiede auf den JDQ) R-Algorithmus
zuriickzufiithren sind.

Auch hier wurde die Berechnung des Spektralradiusses mit einem Test auf
Langzeitstabilitidt kombiniert. Die Ergebnisse sind im oberen Teil von Abbil-
dung 5.15 dargestellt. Stabile Simulationen sind mit einem blauen Punkt und
instabile Simulationen mit einem roten Punkt gekennzeichnet. Beim sehr gro-
ben Kugelmodell mit 384 Elementen treten Instabilitdten auch auferhalb der
Resonanzen auf. Dies deckt sich mit den Ergebnissen aus Abbildung 5.7. Bei
einer Abtastfrequenz von 2890 Hz ergibt sich ein § = 0,6 fiir das grobe Ku-
gelmodell, womit man im instabilen Gebiet von § < 0,7 liegt. Alle anderen
Modelle weisen nur direkt in der jeweiligen Resonanzfrequenz eine Instabilitét
auf. Das Modell mit 9600 Elementen zeigt sogar nur bei 3060 Hz eine Instabi-
litat.

Da die Stirke der Instabilitit aus der Berechnung des Spektralradiusses
nicht klar hervorgeht, wurde der Schalldruckverlauf beim Stabilitdtstest fiir
den Fall f; = 2890H z niher untersucht (siche Abbildung 5.16). Der Schall-
druck beim Kugelmodell mit 384 Elementen wéchst schon kurz nach dem von
der Kugel abgestrahlten Impuls stark an. Bei allen anderen Modellen liegt am
Ende der Simulationszeit von 7000 Zeitschritten der Schalldruck noch weit un-
ter der Amplitude des Impulses. Mit zunehmender Oberflichendiskretisierung
wird der instabile Anstieg des Schalldrucks verringert. Wenn man die letzten
512 Zeitschritte des Schalldruckverlaufes in den Frequenzbereich transformiert
(sieche Abbildung 5.17), erkennt man, dass alle Innenraumresonanzen der Ku-
gel an der Instabilitdt beteiligt sind. Die Werte fiir das Kugelmodell mit 384
Elementen werden in Abbildung 5.17 nicht dargestellt, da sie um ein Vielfa-
ches grofser sind als die Werte der anderen Kugelmodelle und eine sinnvolle

Darstellung so nicht moglich ist.
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Abbildung 5.15: Spektralradius des Verfahrensoperators in Abhdngigkeit von
der Abtastfrequenz fs = 1/At fir Kugelmodelle mit 384, 2400, 3750 und 5400
quad-Elementen. An gestrichelten senkrechten Linien treten Innenraummoden

der Kugel auf.

Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass sich eine feine Oberflichendis-
kretisierung positiv auf die Stabilitdt auswirkt, auch wenn der Spektralradius
des Verfahrensoperators nur sehr wenig von der Oberflichendiskretisierung ab-
hiingt. Allerdings muss auch bedacht werden, dass eine sehr kleine Anderung
iiber die Stabilitit des Verfahrens entscheiden kann, wenn der Spektralradius

fast den Betrag 1 hat.

5.3.3 Abhangigkeit von der Helmholtz-Zahl

Aus Effizienzgriinden will man die Anzahl der Elemente so gering wie mog-
lich halten, da der Rechenaufwand quadratisch mit der Anzahl der Elemente
wichst. Nun stellt sich natiirlich die Frage, wie fein die Oberfliche diskretisiert

sein muss, um Ergebnisse innerhalb einer gewissen Fehlertoleranz zu erhalten.
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Abbildung 5.16: Zeitverlauf des Schalldrucks auf der Kugeloberfiache fiir Ku-
gelmodelle mit 384, 2400, 3750 und 5400 quad-Elementen bei instabiler Abtast-
frequenz fs = 2890H z nach Abstrahlung eines Impulses.
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Abbildung 5.17: Spektrum des Schalldrucks auf der Kugeloberfliche fir Ku-

gelmodelle mit 2400, 3750 und 5400 quad-Elementen bei instabiler Abtastfre-

quenz fs = 1/At = 2890H z nach Abstrahlung eines Impulses. An gestrichelten

senkrechten Linien treten Innenraummoden der Kugel auf.
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Der Parameter 3 alleine reicht, wie gezeigt wurde, nicht aus, um die Gréfe des
Fehlers oder gar Stabilitit vorherzusagen.

Wie in der Akustik iiblich bietet es sich an, die Helmholtz-Zahl zu verwenden.
Die Helmholtz-Zahl He, benannt nach Hermann von Helmholtz, bezeichnet das

Verhéltnis einer charakteristischen Lange zur Wellenlinge der Schallwellen.
He=1/\ (5.11)

Als charakteristische Lange wird die Kantenldnge eines Oberflichenelementes
gewihlt. In den hier benutzten Kugelmodellen sind die Elemente alle ungefihr
gleich grofs, so dass es nicht schwierig ist die Kantenldnge festzulegen. In prak-
tischen Anwendungen kommen jedoch héufig Oberflichenmodelle zum Einsatz,
welche sehr unterschiedlich grofe Elemente verwenden, da gewisse Gebiete fei-
ner diskretisiert sind als andere. Ob es sinnvoll ist, in diesem Fall die grofte
oder die mittlere Kantenldnge als charakteristische Lange zu wéhlen, miisste
noch untersucht werden. In den meisten Veroffentlichungen wird entweder gar
nicht auf diesen Punkt eingegangen oder es wird die grofte Kantenldnge be-
nutzt.

In Abbildung 5.18 ist der absoluter Fehler des abgestrahlten Schalldrucks |Ap|
in Bezug zur Helmholtz-Zahl He = [/ dargestellt. Es wurden Kugelmodel-
le mit einer Oberflichendiskretisierung von 384, 2400, 3750, 5400 und 9600
viereckigen Elementen verwendet. Fiir jedes Oberflichenmodell wurden Simu-
lationen mit g = 1,5; 1; 0,8; 0,5 und iiber 1024 Zeitschritte durchgefiihrt.
Wie zu erwarten steigt der absolute Fehler mit steigender Helmholtz-Zahl ex-
ponentiell an. Bei gleichem [ ist der Fehlerverlauf fiir alle Oberflichenmodell
im Mittel ungefdhr gleich. Eine hohere Anzahl von Elementen fiithrt nicht zu
einem besseren Ergebnis. Das Oberflichenmodell mit 5400 Elementen weist
7.B. bei § = 1.5 von allen Modellen den geringsten Fehler auf, aber bei g =1
ist es von allen Modellen das schlechteste.

Ein Vergleich der Ergebnisse in Bezug zum Parameter [ zeigt, dass der
mittlere absolute Fehler mit kleiner werdendem [ sinkt. So ist fiir # = 0.5 bei
allen Oberflichenmodellen der absolute Fehler geringer als fiir § = 0.8. Nur
fiir das Modell mit 384 Elementen lassen sich Stérungen der Innenraummoden
erkennen. Aber selbst fiir diesen Fall ist der dadurch entstehende Fehler nicht

grofer als der mittlere Fehler fiir g =0, 8.
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Abbildung 5.18: Absoluter Fehler des abgestrahlten Schalldrucks |Ap| in Be-
zug zur Helmholtz-Zahl He = 1/X fir f =1,5; 1; 0,8; 0,5

Auch in anderen Fillen tritt der Einfluss der Innenraummoden deutlich her-
vor, zu sehen an den periodisch auftretenden Fehlermaxima. Dies ist auf die
ungiinstige Ndhe der Abtastfrequenz zu einer der Innenraummoden zuriickzu-
fiihren.

Fiir alle Simulationen, bis auf wenige Ausnahmen mit g = 1,5, ist der
absolute Fehler bei He = 0.2 kleiner oder gleich 1 dB. Eine Helmholtz-Zahl
von He = 0.2 bedeutet, dass es 5 Oberflichenelemente je Wellenldnge gibt.
Die in vielen Veroffentlichungen (z.B. [47]) angegebene Faustregel, dass sechs
lineare Elemente pro Wellenldnge bendtigt werden, um eine Genauigkeit mit
einem Fehler von wenigen Prozent zu erhalten, die typisch fiir viele technische
Anwendungen ist, stimmt gut mit den hier gefundenen Ergebnissen iiberein.
Natiirlich handelt es sich bei dem hier betrachteten Kugelmodell um ein sehr
einfaches Modell. Auch die Randbedingung ist sehr einfach, da bei einer at-
menden Kugel alle Oberflachenelemente die gleiche Randbedingung haben. Bei
komplizierteren Modellen mit Randbedingungen, bei denen auch Oberflichen-
wellen auftreten, sind hohere Fehlerwerte zu erwarten. Trotzdem diirfte auch

fiir diese Fille der hier gezeigt generelle Zusammenhang zwischen absolutem
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Abbildung 5.19: Anderung des absoluter Fehler des abgestrahlten Schall-
drucks Ap. = |Apaoos| — |Apig24| in Bezug zur Helmholtz-Zahl He = [/\ bei
einer Zunahme der Zeitschritte von 1024 auf 4096.

Fehler, der Helmholtz-Zahl und dem Parameter [ erhalten bleiben.

Abschlieffend soll noch betrachtet werden, wie sich der absolute Fehler &n-
dert, wenn die Laufzeit der Simulation erhoht wird. Hierfiir wurde die An-
zahl der Zeitschritte von 1024 auf 4096 erhoht und die Simulationen erneut
durchgefiihrt. In Abbildung 5.19 ist die Verdnderung des absoluten Fehlers
Ap. = |Apagos| — |Aprogsa| dargestellt. Man sieht, dass in allen Féllen die
Verdnderung hauptsichlich in den durch die Innenraummoden verursachten
Fehlermaxima stattfindet. Wie zu erwarten war, steigt der Einfluss der Innen-
raummoden mit der Zeit an. Fiir eine noch hohere Anzahl von Zeitschritten
ist ein exponentieller Anstieg des Einflusses zu erwarten.

Es ldsst sich wiederum keine Abh#ngigkeit von der Anzahl der Oberflichen-
elemente erkennen, sondern nur vom Parameter 3. Fiir § = 1.5 und g = 0.5
betrigt die Fehlerzunahme bis zu 1,5 dB und fiir § = 1 und § = 0.8 betrigt
die Fehlerzunahme maximal 0,5 dB. Ein sehr kleines sowie ein grofes ( fiihren

zu einer verstirkten Stérung durch die Innenraummoden der Struktur.
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Zusammenfassend lassen sich also 2 Einfliisse auf den Fehler erkennen. Zum
einen der Fehler durch die Giite der rdumlichen Diskretisierung, welcher un-
abhéngig von der Laufzeit der Simulation ist. Der Diskretisierungsfehler steigt
mit der Helmholtz-Zahl und sinkt mit abnehmendem . Das der Fehler mit
kleiner werdendem [ sinkt, ist dadurch zu erkldren, dass hier eine bessere
zeitliche Auflésung des Schalldrucks gegeben ist.

Der andere zu beobachtende Fehler ist der Einfluss der Innenraummoden.
Dieser steigt mit der Laufzeit der Simulation an, da sich die Fehler mit der Zeit
aufaddieren. Der Haupteinfluss auf diesen Fehler ist die Nidhe der Abtastfre-
quenz f; = 1/At zu einer der Innenraummoden der Struktur, wie in Abschnitt
5.3.2 gezeigt wurde. Aber auch das Verhéltnis 3 beeinflusst die Stirke der In-
nenraummoden. Ein § zwischen 0,8-1,2 ist hier am giinstigsten. Zu kleine als

auch zu grofse Werte wirken sich eher ungiinstig aus.

Die Helmholtz-Zahl ist in Kombination mit [ zur Abschitzung des Dis-
kretisierungsfehlers sehr gut geeignet. Fiir die Abschitzung des Einflusses der
Innenraummoden zeigt sich, dass ein kleiner Diskretisierungsfehler sich posi-
tiv auswirkt. Jedoch ist im Falle des Zusammentreffens von Abtastfrequenz
und Innenraummode bei keiner Helmholtz-Zahl mit einem stabilen Ergebnis
zu rechnen. Da man in den meisten praktischen Féllen die Innenraummoden
nicht kennt, ist die Wahl der Abtastfrequenz ein Gliicksspiel. Im ungiinstigen
Fall einer Instabilitdt bleibt dann nur die Abtastfrequenz etwas zu verindern
und die Rechnung erneut zu starten. Mit hoher Wahrscheinlichkeit wird das
Ergebnis dann stabil sein. Trotzdem ist diese Einschriankung der TD-BEM
nicht sehr vertrauenerweckend. Deshalb werden in den folgenden Abschnitten

unterschiedliche Stabilisierungsansitze des Verfahrens untersucht.

5.3.4 Abhangigkeit von der Integrationsgenauigkeit

Die numerische Integration stellt eine weitere Fehlerquelle dar, die das Verfah-
ren stark beeinflusst. So konnte bei der Umsetzung der TD-BEM in MATLAB ®
beobachtet werden, dass eine fehlerhafte Integration, welche nur sehr wenige
Matrixeintrige betraf, zu sofortiger Instabilitit des Verfahrens fiihrte.

Bei der numerischen Integration werden die Integrationsgebiete nur ange-

nihert. Je mehr Gauk-Punkte je Koordinate verwendet werden, umso genauer
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Abbildung 5.20: Einfluss der Integrationsgenauigkeit auf den Schalldruck im

Immussionspunkt, Stmulation mit 10, 20, 40 und 80 GaufSpunkten je Dimension

(6=0,8)

werden die Ergebnisse. Der Rechenaufwand steigt natiirlich dementsprechend
an. In Abbildung 5.20 sind die Schalldriicke im Immissionspunkt fiir den insta-
bilen Fall mit g = 0, 8 fiir verschiedene Integrationsgenauigkeiten dargestellt.
Es ldsst sich keine Reduzierung des Einflusses der Innenraummoden beobach-
ten. Bei einem Test auf Langzeitstabilitdt lasst sich auch keine Abhangigkeit
beobachten. Nur die Ergebnisse mit 10 Gaufk-Punkten zeigt ein schlechteres
Verhalten. Sobald aber eine ausreichende Integrationsgenauigkeit erreicht ist,

stellt sich keine Verbesserung ein.

5.4 Dampfung der Instabilitit

Wie im vorhergehenden Abschnitt 5.3 gezeigt wurde, fiihren Eigenwerte, de-
ren Betrag grofer als 1 ist, zu einem instabilen Verhalten. Diese Eigenwerte
entsprechen den Eigenfrequenzen des Innenraums der Struktur. Insbesonde-
re wenn die Abtastfrequenz mit der Frequenz einer Innenraummode iiberein-
stimmt, sind instabile Eigenwerte grofer 1 zu erwarten.

Die Randintegralgleichung (3.16) enthélt keine Dampfung, wie z.B. eine
Ausbreitungsddmpfung durch das Medium oder eine Schallabsorption an Ober-

flichen in Form eines Reflexionsfaktors. Es ist also durchaus physikalisch m&g-

81



KAPITEL 5. ABSTRAHLPROBLEME IM AUSSENRAUM

lich, dass ein Eigenwert mit Betrag 1 auftritt. Durch Diskretisierungsfehler
der Strukturoberfliche und der Zeit ist es nicht auszuschliefen, dass solch ein
kritischer Figenwert im diskreten Modell vom Betrag her grofer als 1 wird.
Die Diskretisierungsfehler lassen sich durch eine feinere Diskretisierung mi-
nimieren, was sich, wie in Abschnitt 5.3 gezeigt wurde, auch positiv auf die
Stabilitdt auswirkt. Dies fiihrt jedoch zu einem immer héheren numerischen
Aufwand und garantiert trotzdem keine Stabilitit.

Es ist naheliegend den mathematischen Ansatz zu erweitern und einen
Déampfungsterm einzufiihren. In [48] benutzt Parot einen Reflexionsfaktor der
die Instabilitdt ddmpfen soll. Das Ziel ist nicht eine reale Dampfung des phy-
sikalischen Modells darzustellen, sondern nur eine minimale Dampfung in das
ungeddmpfte mathematische Modell einzufiihren. Durch diese Dampfung sol-
len insbesondere die Eigenmoden geddmpft werden, die das System instabil
werden lassen. Die Simulationsergebnisse sollen dabei nur minimal verfilscht
werden.

Mit der Annahme, dass der Schall nicht vollstindig reflektiert wird, lasst
sich Gleichung (3.20) mit dem Reflexionsfaktor R = (1 + ¢)™* erweitern und
man erhalt

Hmax HKmax

—21pi = Y Gyl + Y (140 " Hy [1pi s — (0= D] (5.12)
p=1 p=1

e ist der Dampfungskoeffizient der die Reflexion des Schalldrucks an einem
Element reduziert. Die Wichtung mit u stellt eine Ausbreitungsdimpfung da.
Fiir unmittelbar benachbarte Elemente ist ¢ = 1 und fiir Elemente die sehr
weit entfernt liegen, steigt p bis auf den Maximalwert ., an. Dieses Damp-
fungsmodell ist natiirlich sehr einfach und hat keine Frequenzabhéngigkeit, wie
man sie in der Realitédt finden wiirde. Aber das ist ja auch nicht der Zweck des
Déampfungskoeffizienten.

Als Testfall, um die Wirksamkeit des Dampfungskoeffizienten zu priifen, soll
auch hier wieder die Schallabstrahlung einer Kugel dienen. Es wird das Modell
mit 384 Elementen gewdhlt, da hier die Instabilitit besonders stark sichtbar
ist. Auch wird ein Test auf Langzeitstabilitdt durchgefiihrt, bei dem der Schall-
druckverlauf in einem Immissionspunkt iiber 7000 Zeitschritte simuliert wird,
nachdem die Kugel einen kurzen Impuls mit der Impulsbreite At abgestrahlt

hat. Der Zeitschritt wird so gewéhlt, dass die Abtastfrequenz mit einer Ei-
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Abbildung 5.21: Schalldruck im Immissionspunkt fiir verschieden Ddmp-
fungskoeffizienten €, Simulation mit 5 = 1,266 und 7000 Zeitschritte

genmode des Kugelinnenraums zusammenfillt, sodass es zu einer Instabilitit
kommt.

In Abbildung 5.21 erkennt man, dass die Instabilitit wie erhofft geddmpft
wird. Die Dampfungskoeffizienten ¢ = 0,0003, ¢ = 0,0006, ¢ = 0,0018, und
e = 0,0055 werden mit dem ungeddmpften System e = 0 verglichen. Mit stei-
gendem Dampfungskoeffizienten steigt auch die Dampfung der Instabilitét.
Leider wird der Schalldruckverlauf vor Einsetzen der Stabilitdt dadurch nicht
verbessert. In Abbildung 5.22 sind die ersten 150 Zeitschritte des Schalldruck-
verlaufes in einem Immissionspunkt dargestellt. Fiir ¢ = 0,0055 verschlechtert
sich sogar das Ergebnis sehr stark. In Abbildung 5.23 wird der dazugehorige
Frequenzverlauf dargestellt. Bei e = 0, 0006 l&sst sich eine leichte Verbesserung
in den beiden Eigenmoden erkennen. Fiir kleinere Werte verschwindet diese
Verbesserung aber sehr schnell. Auch bei einer Erhéhung der Dampfung wird
der Einfluss der Eigenmoden auf den anfinglichen Schalldruckverlauf nicht
weiter vermindert. Weiterhin werden die beiden Eigenmoden nicht gleich stark
gedampft. Wahrend sich die Ddmpfung bis ¢ = 0,0018 auf die 2. Eigenmode
positiv auswirkt, wird der Einfluss der 1. Eigenmode nicht verringert sondern

verstarkt.
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Abbildung 5.22: Schalldruck im Immissionspunkt fiir verschieden Ddmp-
fungskoeffizienten €, Simulation mit § = 1,266 und 150 Zeitschritte

Die Einfiihrung eines einfachen Dampfungskoeffizienten bringt leider nicht
die erhoffte Verbesserung. Zwar lisst sich der Beginn der Instabilitit verzo-
gern, bzw. im betrachteten Zeitraum unterdriicken, aber der Einfluss der Ei-
genmoden auf den abgestrahlten Schalldruck bleibt bestehen und wird sogar
bei grofsen Démpfungskoeffizienten verstérkt. Dies klingt etwas widerspriich-
lich. Aber obwohl der unerwiinschte Einfluss der Innenraummoden auf den
Schalldruckverlauf unmittelbar nach dem Impuls durch die Dampfung nicht
verbessert sondern eher verschlechtert wird, wird ein spéateres unkontrolliertes

Anwachsen des Schalldrucks hinausgezogert.

Es lasst sich ein Dampfungskoeffizient finden, bei dem der Einfluss der Ei-
genmoden auf den abgestrahlten Schalldruck vor der Instabilitit gering verbes-
sert wird (e = 0,0006). Bei diesem Dampfungskoeffizient wird das Einsetzen
der Instabilitdt aber nur leicht verzoégert. Fiir das oben betrachtete Beispiel
betrug 5 = 1,266. Es wird nun noch ein Beispiel betrachtet mit g = 0,7. Hier
tritt auch eine Instabilitdt auf, aber der Einfluss der Eigenmoden auf den ab-
gestrahlten Schalldruck vor der Instabilitét ist hier geringer als bei § = 1, 266.
Fiir die Ddmpfungskoeffizienten werden ¢ = 0,0001, ¢ = 0,0003, ¢ = 0, 0006,
und € = 0,0009 gewdhlt und die Ergebnisse werden wieder mit dem unge-

dampften System e = 0 verglichen. In Abbildung 5.24 erkennt man, dass die
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Abbildung 5.23: Schalldruck im Immissionspunkt fiir verschieden Ddamp-
fungskoeffizienten €, Simulation mit § = 1,266

gewahlten Dampfungskoeffizienten nur zu einer zeitlichen Verzégerung des Ein-
setzens der Instabilitit fiihren. Abbildungen 5.25 und 5.26 zeigen den Einfluss
der Dampfung auf den abgestrahlten Schalldruck vor der Instabilitdt im Zeit-
bzw. im Frequenzbereich. Die optimale Dampfung liegt hier bei ¢ = 0,0003.
Wie im Fall § = 1,266 fiihrt die Dampfung, die optimal fiir die Reduzierung
des Einflusses der Eigenmoden auf den friithen Schalldruckverlauf ist, nicht
zu einer Unterdriickung der spéter auftretenden Instabilitdt. Héhere Damp-
fungskoeffizienten wirken sich auch hier wieder negativ auf den anfinglichen
Schalldruckverlauf aus.

Das eine Verfilschung der Ergebnisse mit steigender Dampfung auftritt, war
zu erwarten. Es ist aber iiberraschend, dass der Einfluss der Eigenmoden auf
den abgestrahlten Schalldruck steigt, obwohl gleichzeitig die Instabilitdt ge-
dampft wird. Da Stabilitdt an sich nicht ausreicht, sondern auch immer die
Korrektheit der Ergebnisse notwendig ist, ist das hier prasentierte Dampfungs-
modell nicht geeignet das Verfahren zu verbessern.

Fiir den Fall, dass die spéter einsetzende Instabilitidt nicht stort, da nur der
erste stabile Verlauf des Schalldrucks von Interesse ist, konnte das Dampfungs-
modell leichte Verbesserungen bringen. Allerdings stellt sich hier die Schwie-

rigkeit den optimalen Dampfungskoeffizienten zu finden. In [48] benutzt Parot
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Abbildung 5.24: Schalldruck im Immissionspunkt fiir verschieden Ddmp-
fungskoeffizienten €, Stmulation mit § = 0,7 und 7000 Zeitschritte

den Spektralradius um den optimalen Dampfungskoeffizienten zu bestimmen.
Im Fall B = 1,266 betriagt der Spektralradius 1,0012522 und die optimale
Déampfung liegt hier bei ¢ = 0,0006. Die Ergebnisse fiir den Spektralradius
der eig-Funktion und des JDQR Algorithmus stimmen fiir diesen Fall iiberein.
Fiir den Fall 8 = 0,7 berechnet die eig-Funktion 1.0080144 und die jdqr-
Funktion 0.9986083 fiir den Spektralradius. Die optimale Dampfung liegt hier
bei € = 0,0003. Um den optimalen Dampfungskoeffizienten zur Minimierung
des Einflusses der Eigenmoden auf den frithen Schalldruckverlauf zu bestim-
men, reicht der Spektralradius also nicht aus. Erschwert wird das Ganze noch
durch die Schwierigkeiten der Berechnung des Spektralradiusses, worauf im

Abschnitt 5.2.1 ausfiihrlich eingegangen wurde.

Man kann natiirlich fiir jede beliebige Struktur einen Testfall mit Abstrah-
lung eines Impulses fiir verschiedene Dampfungskoeffizienten berechnen und
anhand des Abklingverhaltens den optimalen Dampfungskoeffizienten wihlen.
Diese Vorgehensweise ist allerdings sehr aufwendig. Da auch die zu erwartende
Verbesserung sehr gering ist, ist das hier prisentierte Ddmpfungsmodell nicht

geeignet, die Instabilitdtsprobleme zufriedenstellend zu 16sen.
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Abbildung 5.25: Schalldruck im Immissionspunkt fiir verschieden Ddamp-
fungskoeffizienten €, Simulation mit § = 0,7 und 350 Zeitschritte

5.5 CHIEF-Methode

Ein im Frequenzbereich bekannter Losungsansatz zur Unterdriickung der In-
nenraummoden ist die CHIEF-Methode (Combined Helmholtz Integral Equa-
tion Formulation) von Schenk [1]. Nach bestem Wissen des Autors gibt es,
neben der Veréffentlichung vom Autor selbst [49], bis jetzt nur eine Verdffent-
lichung von Jang und Th [50] welche die Anwendung der CHIEF-Methode im
Zeitbereich beschreibt. Allerdings zeigen Jang und Th, dass die CHIEF Metho-
de bei der schrittweisen Losung die tieffrequenten Moden zwar stabilisiert aber
die Eigenwerte der hochfrequenten Moden verstarkt. Somit wird die TD-BEM
eher instabiler und kann von Jang und Ih erst durch Verwendung eines weite-
ren Ansatzes stabilisiert werden. Dieser Ansatz basiert allerdings auf der sehr
aufwendigen spektralen Zerlegung des Verfahrensoperators (Gleichung (5.6))
womit die Zweckmifigkeit dieses Ansatzes eher impraktikabel erscheint, da
dieser nur bei sehr kleinen Modellen angewendet werden kann.

Die CHIEF-Methode wird in anderen Veroffentlichungen zwar kurz erwéhnt,
wie z.B. in [3] und [51], aber ihre mogliche Anwendung im Zeitbereich wird
nicht weiter ausgefiihrt. Hargreaves [51] hilt die Methode in seiner Arbeit so-

gar fiir ungeeignet. Es ist sehr unwahrscheinlich, dass sich keiner der Forscher,
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Abbildung 5.26: Schalldruck im Immissionspunkt fiir verschieden Ddmp-
fungskoeffizienten €, Simulation mit § = 0,7

welche sich mit Stabilitdtsproblemen der TD-BEM beschéftigen, mit der An-
wendung der CHIEF-Methode im Zeitbereich auseinandergesetzt hat. Denn
der Ansatz der CHIEF-Methode ist viel einfacher als die Burton-Miller Me-
thode und lasst sich im Gegensatz zur Burton-Miller Methode auch problemlos
mit dem bestehenden BEM-Ansatz kombinieren. Wahrscheinlicher ist, dass die
spater in diesem Abschnitt beschriebenen Probleme auftraten und die CHIEF-

Methode als ungeeignet eingestuft wurde.

5.5.1 Ansatz der CHIEF-Methode

Zusitzlich zu den Kollokationspunkten, mit denen das Gleichungssystem zur
Berechnung des Schalldrucks auf der Strukturoberfliche aufgestellt wird, plat-
ziert man sogenannte CHIEF-Punkte in den Innenraum der Struktur. In Ab-

bildung 5.27 ist dies beispielhaft an einer Kugel dargestellt.

Wenn man die CHIEF-Punkte in Gleichung (3.16) einsetzt, ergibt sich
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@ collocation point
@ CHIEF point

Abbildung 5.27: Zufillig verteilte CHIEF-Punkte (rot) im Inneren einer Ku-
gel und Kollokationspunkte (blau) auf der Kugeloberfliche

i < i —dmdpt =0

i = s —dmdp} = pHE Py + U5,

= s+ 1 —47po? = psHj, po + (s + 1)HZS+1 = (s = DH )pr + J‘C‘SH
i = ps+2 —dmdpt = pH, Fs + (e + DHG, | — (e — DH, ) + -+

(5.13)

Da die CHIEF-Punkte eine gewisse Entfernung zum Rand haben, braucht
der abgestrahlte Schall von der Oberfliche pg Zeitschritte um zum néchst-
liegenden CHIEF-Punkt zu gelangen. Das bedeutet, dass der Schalldruck fiir
1 < ps gleich 0 ist.

Die Idee der CHIEF-Methode ist, den Schalldruck in diesen CHIEF-Punkten
zu Null zu setzt, um zu verhindern, dass sich im Inneren der Struktur ein
Schallfeld ausbildet. Die CHIEF-Punkte sollten deshalb nicht in den Knoten
einer Eigenschwingung liegen, da der Schalldruck dort ohnehin Null ist und
die dort platzierten CHIEF-Punkte wirkungslos wéren. Dies ist ein bekannter
Schwachpunkt der CHIEF-Methode, welcher beachtet werden muss.

Die Gleichungen fiir die Kollokationspunkte (3.19) und die Gleichungen fiir
die CHIEF-Punkte (5.13) miissen nun noch zu einem iiberbestimmten Glei-

chungssystem zusammengefasst und gelost werden. Die erste Schwierigkeit der
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man dabei begegnet ist, dass fiir den ersten Zeitschritt ¢ = 1 der Schalldruck in
den CHIEF-Punkten moglicherweise ohnehin Null ist, da der Schall ps Schritte
benétigt, um die CHIEF-Punkte zu erreichen. Ein Gleichungssystem mit der
Gleichung 0 = 0 7zu erweitern macht natiirlich keinen Sinn. Um dieses Pro-
blem zu l6sen, kann man nun einerseits einige CHIEF-Punkte so wéhlen, dass
sie sehr dicht am Rand liegen, so dass ps = 1 wird. Allerdings ist diese Her-
angehensweise problematisch, da die zu l6senden Integrale bei sehr kleinem
Abstand 7 nahe ihrer Singularitéit liegen. Eine einfachere Herangehensweise
ist es, die Gleichungen zeitversetzt zu kombinieren. Fiir den ersten Zeitschritt

¢ = 1 kombiniert man
—(@2rE + Hi)pr = Gi¢y (5.14)
aus Gleichung (3.19) mit
0= p,HS py + ¥, (5.15)

fiir i = ps aus Gleichung (5.13) und man erhalt

orE + H Iy
i m:—[f}] (5.16)
’LLSHN/.S Ms

fiir den ersten Zeitschritt. Fiir alle anderen Zeitschritte andert sich nur der

Zeitindex von ¢ und ¢ auf der rechten Seite von Gleichung (5.16).

Beim Uberpriifen der CHIEF-Methode anhand von Testfillen liefs sich je-
doch weder mit der einen noch mit der anderen Herangehensweise eine Verbes-
serung der Ergebnisse erzielen. Wie man in Gleichung (5.16) erkennen kann,
hat nur Hj; unmittelbaren Einfluss auf die Systemmatrix. Das bedeutet, dass
nur ein kleiner Teil der CHIEF-Punkte das Ergebnis direkt beeinflussen (Ab-
bildung 5.28). Nur die CHIEF-Punkte, die in einem Abstand von cAt zum
Rand liegen bzw. innerhalb einer Kugelschale mit Dicke ¢At im Abstand von
is * cAt zum Rand, beeinflussen die Matrix auf der linken Seite von Glei-
chung (5.16). Alle anderen CHIEF-Punkte beeinflussen das Ergebnis nur iiber
den Vektor Jc. Im Vektor 1/70 ist aber die Zeitabhingigkeit des Einflusses der
CHIEF-Punkte verloren gegangen. Der Zeitverlauf des Schalldrucks im Inneren

der Struktur ldsst sich nur minimieren, wenn der Einfluss der CHIEF-Punkte
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@ collocation point
@ CHIEF point

Abbildung 5.28: Nur die CHIEF-Punkte, die in einem Abstand von cAt zum

Rand liegen, haben unmittelbaren Einfluss auf die Ergebnisse

zeitabhéngig und nicht nur als Summe betrachtet wird. Hierfiir muss man alle
CHIEF-Punkte auf die linke Seite des Gleichungssystems bringen. Dann bleibt
allerdings nur der Weg, den Schalldruck in allen Orts- und Zeitpunkten in ei-
nem einzigen Schritt zu berechnen. Bisher wurde die Losung immer schrittweise
berechnet, da dies wesentlich einfacher ist und die Ein-Schritt-Losung, also das
Losen von Gleichung (3.25), keinerlei Vorteil bietet. Fiir Gleichung (5.13) mit

p¢ = 0 erhélt man in Matrixschreibweise

0 = HEf, + Ut (5.17)
mit
N K
D2 5
b= : =
5 | 5 |
H =
psHY, 0
((ps + 1>st+1 — (s — 1)st) NSHZS 0 T 0
| 0 o _(anaac - 1)anaa} e MSHZS ]

(5.18)
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Gleichung (5.17) kann umstellt werden zu
Hyp, = —j (5.19)
Zusammengefasst mit Gleichung (3.25) erhélt man folgendes iiberbestimmtes
— J
Po=—| - | (5.20)
¥
Im Gleichungssystem (5.20) beeinflussen alle CHIEF-Punkte die Matrix des
Gleichungssystems. Allerdings stellt sich die Frage ob Gleichungssystem (5.20)

Gleichungssystem
2rE+ H,
H,

mit iiblicher PC Hardware zu l6sen ist. Problematisch hierbei ist die Grofe des
zu losenden Gleichungssystems. Die Blockmatrix fiir die Kollokationspunkte
H, (3.23) hat eine Gréfe von (Neey x N;)?, mit N, = Anzahl der Ober-
flichenelemente und N; = Anzahl der Zeitschritte. Die Blockmatrix fiir die
CHIEF-Punkte H, (5.18) hat eine Gréke von (N x Ny)?, mit N, = Anzahl der
CHIEF-Punkte. Nehmen wir z.B. das kleinste Modell der zuvor betrachteten
Testfille, die Kugel mit 384 Elementen, und nehmen an, dass 512 Zeitschrit-
te berechnet werden sollen. Dann erhélt man ein Gleichungssystem mit iiber
37,4 Milliarden Unbekannten. Auch wenn dieses Gleichungssystem nur sehr
schwach besetzt ist, iiberschreitet selbst dieses recht kleine Modell schon die
Kapazititen normaler PCs.

Es ist ein bekanntes Problem, dass sich fiir grofere Strukturmodelle mit
vielen Freiheitsgraden die Gleichungssysteme nicht mehr als Ganzes im Ar-
beitsspeicher aufstellen lassen. Zur Losung solcher Probleme werden deshalb
iterative Gleichungsloser verwendet, da hier nur Matrix-Vektor-Multiplikatio-
nen durchgefiihrt werden miissen, welche auch zeilenweise erfolgen koénnen.
Der entscheidende Vorteil solcher Gleichungsléser ist, dass es nicht mehr né-
tig ist das ganze Gleichungssystem aufzustellen. Da es sich bei der Matrix
aus Gleichung (5.20) um eine iiberbestimmte Matrix handelt, ist die Wahl
an geeigneten Gleichungslosern recht eingeschriankt. Es bietet sich die LSQR-
Methode [30] an, die alle Bedingungen, das Problem iterativ zu lésen, erfiillt.
Die LSQR-Methode ist ein Losungsverfahren um Probleme im Sinne der kleins-
ten Quadrate zu losen.

Wie schon in Abschnitt 3.2.1 erwéhnt, handelt es sich bei der Matrix H, um
eine Block-Toeplitz-Matrix, bei der die Haupt- und Nebendiagonalen konstant,
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sind. Auch bei H{ handelt es sich um eine Block-Toeplitz-Matrix. Es werden
also nur die Matrizen H, ... H,,,, und Hj, ... H

c
Hmax

benoétigt, um das Glei-
chungssystem vollstédndig zu beschreiben. Diese Matrizen miissen auch fiir den
schrittweisen Losungsprozess in den Hauptspeicher des Rechners passen. Es
ist somit moglich die Matrix-Vektor-Multiplikation durch eine Funktion zu be-
schreiben. Diese Funktion wird an den LSQR-Losungsalgorithmus iibergeben,
welche die erforderlichen Matrix-Vektor-Multiplikationen berechnet, ohne die
Matrix im Speicher des Rechners abbilden zu miissen.

Im Falle der Ein-Schritt-Losung, bei der sich alle CHIEF-Punkte in der Sy-
stemmatrix befinden, zeigt die CHIEF-Methode nun den gewiinschten Erfolg.
In Abbildung 5.29 ist die Schallabstrahlung eines Impulses mit einer Impulslin-
ge von At dargestellt. Durch Anwendung der CHIEF-Methode kann der Ein-
fluss der Innenraummoden der Struktur auf die Schallabstrahlung vollstindig
unterdriickt werden. Um die meist recht spét einsetzende hochfrequente Insta-
bilitdt auszuschliefen, wurde die Testrechnung fiir 10000 Zeitschritte durch-
gefithrt. Wie man in Abbildung 5.30 erkennen kann, unterdriickt die CHIEF-
Methode nicht nur den stérenden Einfluss der Innenraummoden auf den an-
fanglichen Schalldruckverlauf, sondern fithrt auch zu stabilen Langzeitsimula-
tionen. Die hochfrequente Instabilitit tritt wie im Fall ohne CHIEF-Punkte
nicht mehr auf. In den folgenden Abschnitten wird genauer untersucht, welche
Parameter die CHIEF-Methode beeinflussen und wie sich optimale Ergebnisse

erzielen lassen.

5.5.2 Anzahl bendétigter CHIEF-Punkte

Als Testfall dient wieder das Kugelmodell zur Simulation eines Monopolfeldes.
In den Abbildungen 5.31 und 5.32 ist die Abweichung der Schallabstrahlung
vom analytischen Fall fiir ein Modell mit 384 bzw. 1536 Oberflichenelemen-
te in Abhédngigkeit von der Anzahl der CHIEF-Punkte dargestellt. Weiter-
hin wurde die Rechenzeit sowie die Anzahl benétigter Iterationen des LSQR-
Losungsalgorithmus in Abhéngigkeit von der Anzahl von CHIEF-Punkten ab-
gebildet. Da es sich bei den Eigenmoden um stehende Wellen mit Minima und
Maxima handelt, ist eine Platzierung der CHIEF-Punkte in den Maxima be-
sonders wirksam. Obwohl in dem betrachteten Beispiel die analytische Losung

und somit die Lage der Maxima bekannt ist, wurden die CHIEF-Punkte zufillig
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Abbildung 5.29: Schalldruck iiber 350 Zeitschritte im Immissionspunkt be-
rechnet mit und ohne CHIEF-Methode fir Kugel mit 384 quad Elementen und
8 =1,266

verteilt. Bei komplizierteren praxisnahen Anwendungen ist dies sicher die iibli-
che Herangehensweise, da mangels analytischer Losungen die Lage der Maxima
nicht bekannt ist. Mit zunehmender Anzahl von zufillig verteilten CHIEF-
Punkten steigt natiirlich die Chance, dass einige davon in den Maxima der
Eigenmoden liegen. Das bekannte Problem der CHIEF-Methode ist nun, dass
mit zunehmender Frequenz und abnehmender Wellenlinge auch die Anzahl
von Minima und Maxima des Wellenfeldes zunimmt. Die Wahrscheinlichkeit,
dass ein CHIEF-Punkt in einem Minima liegt, steigt somit mit zunehmender
Frequenz an. Dies ldsst sich auch sehr gut in den Ergebnissen ablesen. Wih-
rend man bei den tieffrequenten Moden schon mit wenigen CHIEF-Punkten
gute Ergebnisse erzielt, sind fiir die hoherfrequenten Moden wesentlich mehr

CHIEF-Punkte notig, um dhnlich gute Ergebnisse zu erzielen.

Nicht weiter verwunderlich ist, dass mit steigender Anzahl von CHIEF-
Punkten die Innenraummoden immer besser unterdriickt werden und ab einer
gewissen Anzahl von Punkten keine weitere Verbesserung erzielt werden kann.
Interessant ist natiirlich herauszufinden, wo das Optimum fiir die Anzahl der
CHIEF-Punkte liegt. Hierfiir muss man die Ergebnisse fiir das Kugelmodell
mit 384 Oberflichenelementen genauer mit dem Kugelmodell mit 1536 Ober-

flachenelementen vergleichen. In beiden Féllen wurde das gleiche Set an zufil-
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Abbildung 5.30: Schalldruck tiber 10000 Zeitschritte im Immissionspunkt be-
rechnet mit und ohne CHIEF-Methode fiir Kugel mit 38/ quad Elementen und
8 =1,266

lig im Kugelinnenraum verteilten CHIEF-Punkten verwendet, so dass die Lage
der CHIEF-Punkte in beiden Fillen gleich ist und somit keinen Einfluss auf

Unterschiede zwischen beiden Kugelmodellen hat.

Einerseits kann man ab einer Anzahl von 50 CHIEF-Punkten in beiden
Fillen nur noch eine Verbesserung der Ergebnisse im héherfrequenten Bereich
beobachten. Die oberen Grenzfrequenzen der Zeit- und Oberflichendiskreti-
sierung fiir diese Modelle liegen ungefdhr bei 400 Hz und 800 Hz. Trotzdem
lasst sich mittels der CHIEF-Methode der Einfluss der Eigenmoden im gesam-
ten Frequenzbereich, der mit der gegebenen Zeitschrittgrofe At abbildbar ist,

unterdriicken.

Die Giite der Oberflichendiskretisierung wirkt sich, wie schon in Abschnitt
5.3 festgestellt wurde, positiv auf die Reduzierung des Einflusses der Innen-
raummoden aus. Das diirfte am geringeren Diskretisierungsfehler liegen der
durch die Oberflachendiskretisierung gemacht wird. Der Diskretisierungsfehler
kann durch die CHIEF-Methode nicht beeinflusst werden und bleibt bestehen.

Die Wirksamkeit der CHIEF-Punkte scheint aber nicht von der rdumlichen
Auflésung der Oberfliche abzuhédngen. Dies ist auch plausibel, da die Wirkung
der CHIEF-Punkte von ihrer Lage im Wellenfeld des Innenraumes abhingt,

und der Innenraum in beiden Fillen der gleiche ist. Wenn man jedoch einen
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Abbildung 5.31: (a): Einfluss der Anzahl der CHIEF-Punkte auf Abweichung
der Schallabstrahlung einer Kugel (384 quad Elemente) vom analytischen Fall
(At=0.346 ms fs = 2890Hz); Rechenzeit (b) sowie Anzahl benditigter Itera-
tionen (c¢) des LSQR-Lésungsalgorithmus in Abhdingigkeit von der Anzahl von
CHIEF-Punkten

Blick auf die bendtigte Rechenzeit wirft, sieht man andererseits, dass das Ver-
héltnis der Anzahl von CHIEF-Punkten zu Anzahl von Oberflichenelementen
trotzdem nicht zu vernachlissigen ist. Die in den Abbildungen 5.31 und 5.32
abgebildete Rechenzeit, ist die Zeit, die der LSQR-Losungsalgorithmus fiir die
Losung des Gleichungssystems 5.20 benétigt. Das Berechnen der Oberflichen-
integrale zum Aufstellen der G und H Matrizen wurde nicht beriicksichtigt.
In beiden Féllen fillt die Rechenzeit am Anfang mit steigender Anzahl von
CHIEF-Punkten stark ab, bis ein Optimum erreicht ist. Danach steigt die Re-
chenzeit wieder langsam an. Dieses Verhalten ldsst sich leicht erkldren, wenn
man die Anzahl benétigter Iterationen des LSQR-Losungsalgorithmus zur Lo-
sung des Gleichungssystems betrachtet. Die Rechenzeit ergibt sich direkt aus
der Anzahl der Iterationen. Am Anfang féllt die Anzahl der Iterationen mit

steigender Anzahl von CHIEF-Punkten stark ab und &ndert sich dann fast
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Abbildung 5.32: (a): Einfluss der Anzahl der CHIEF-Punkte auf Abweichung
der Schallabstrahlung einer Kugel (1536 quad Elementen) vom analytischen
Fall (At=0.346 ms fs = 2890Hz); Rechenzeit (b) sowie Anzahl bendtigter
Iterationen (c) des LSQR-Lisungsalgorithmus in Abhdngigkeit von der Anzahl
von CHIEF-Punkten

nicht mehr. Die Anzahl von CHIEF-Punkten bestimmt bis zu einem gewis-
sen Punkt, wie leicht es dem Losungsalgorithmus fillt eine Losung zu finden.
Dieser Punkt stellt das Optimum fiir die Anzahl benétigter CHIEF-Punkte
dar, denn fiir eine hohere Anzahl verbessert sich die Anzahl bendétigter Ite-
rationen nicht mehr. Auch in der errechneten Ldsung ist keine Verbesserung
feststellbar. Der leichte Anstieg in der Rechenzeit trotz konstanter Anzahl von
[terationen ldsst sich mit dem grofer werdenden Gleichungssystem begriinden.
Die Matrix-Vektor-Multiplikation nimmt fiir grokere Gleichungssysteme mehr
Zeit in Anspruch.

Im Falle der Kugel mit 384 Elementen liegt das Optimum fiir die beno-
tigte Rechenzeit bei 100 CHIEF-Punkten. Bei der Kugel mit 1536 Elementen
liegt das Optimum bei ungefihr 200 CHIEF-Punkten. Bis zu dieser Anzahl
sinken in beiden Fillen die Anzahl der bendtigten Iterationen des LSQR-
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Algorithmus und somit auch die bendtigte Rechenzeit. Eine hohere Anzahl
an CHIEF-Punkten zu verwenden, macht ab diesem Punkt keinen Sinn, da
nur die Rechenzeit steigt, ohne das Ergebnis zu verbessern. Aus den beiden
hier betrachteten Fallen ldsst sich noch keine allgemeine Aussage iiber die opti-
male Anzahl von CHIEF-Punkten machen. Man kann aber schlussfolgern, dass
es Sinn macht, mehr CHIEF-Punkte zu verwenden als eigentlich n6tig wéren.
Denn der Anstieg der Rechenzeit nach Erreichen des Optimums ist sehr viel
geringer, als der Anstieg bei einer Unterschiatzung der optimalen Anzahl von
CHIEF-Punkten.

Die optimale Anzahl wird einerseits von der Grofe des Innenraumes in Be-
zug zur Abtastfrequenz abhéngen. Andererseits wird auch das Verhiltnis von
Kollokationspunkten zu CHIEF-Punkten eine Rolle spielen, wie viele Iteratio-
nen der Losungsalgorithmus zur Berechnung der Losung braucht. Mit einem
Verhiltnis von CHIEF-Punkten zu Kollokationspunkte von 1:3 wird man wahr-

scheinlich nicht unterhalb der optimalen Anzahl liegen.

5.5.3 Toleranz des LSQR-Verfahrens

Bei der Verwendung von iterativen Verfahren ist es moglich, die Fehlertoleranz
fiir die Norm des Residualvektors anzugeben. Iterative Verfahren berechnen
die Losung des Gleichungssystems nur nidherungsweise. Das bedeutet, dass die
Berechnung an einem bestimmten Punkt abgebrochen wird. Wenn die Berech-
nung konvergiert, wird die Berechnung abgebrochen, wenn die Abweichung der
Norm des Restevektors kleiner als der gesetzte Toleranzwert ist. In den bishe-
rigen Berechnungen des LSQR-Verfahrens wurde die Standardeinstellung von
10~% verwendet. Ein Problem, das sich bei iterativen Verfahren stellt, ist, wie
die Toleranz zu wihlen ist, um eine gewisse Toleranz im Fehler der Losung zu

erreichen.

Fiir ein Gleichungssystem Ax = l;ergibt sich der Fehler e = ¥ — 2’, wobei
2" der approximativ berechnete Losungsvektor ist. Im Allgemeinen kann man
nicht {iberpriifen, wie grof der Fehler ist, da man die Lésung & nicht kennt.
Ein Weg, die Losung des Gleichungssystems zu iiberpriifen ist, die Losung in

die Gleichung einzusetzen und die linke und die rechte Seite zu vergleichen.
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Abbildung 5.33: FEinfluss der Toleranz des LSQR-Algorithmus auf den
Fehler der Abstrahlung (Monopol) einer Kugel mit 384 quad FElementen,
(At=0.346ms)

Man erhélt damit das Residuum 7.
Fres = AT — AT =b— U/ (5.21)

Wenn man die Gleichung A7 = b mit einer beliebigen von Null verschiedenen
Konstanten multipliziert, dann ist die Losung davon unberiihrt, aber das Resi-
duum wird mit dem gleichen Faktor multipliziert. Das Residuum kann beliebig
grofs oder klein sein, abhiingig von der Skalierung des Problems, und somit ist
die absolute Grofse unbedeutend. Deshalb setzt man das Residuum in Bezug

zur Grofe b. Damit ergibt sich das relative Residuum zu

|AZ — AZ| b= B _ e

— - = 5.22
A7 T (522)

Trel =

Um das relative Residuum in Bezug zum relativen Fehler zu bringen, divi-

diert man beide Seiten von
lef| = 12— 2| = [ATHAZ = b)|| = | = A ]| < [| = A7 - [[rresl (5.23)
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mit ||Z]| und erhélt mit der Definition der Konditionszahl x(A) = ||A|/||A™|

[7res|]

[

le]l
= < N(A)
17

(5.24)

Mit der Konditionszahl der Matrix A ldsst sich somit der obere relative Fehler
der Losung schiatzen. Wenn die Konditionszahl nahe 1 ist, dann ist der relative
Fehler und das relative Residuum ungefahr gleich grofs. Problematisch ist es,
wenn die Konditionszahl sehr grof ist. Dann kann das relative Residuum viel
grofer als der relative Fehler sein. Die Konditionszahl legt aber nur eine obere
Schranke des relativen Fehlers fest. Eine Mdoglichkeit der Interpretation der
Ergebnisse ist, dass die berechnete Losung etwa logio(k(A)) Dezimalziffern an
Genauigkeit relativ zu der Genauigkeit der Eingabe verliert.

Nun handelt es sich bei der Matrix aus Gleichung 5.20 um eine sehr grofse
schwach besetzte iiberbestimmte Matrix, was die Berechnung der Konditions-
zahl etwas erschwert. Man kann die Konditionszahl einer Matrix auch tiber
eine Singuldrwertzerlegung berechnen [52].

K(A) = Tme (5.25)

Omin

mit 0,4, fiir den groften und o,,;, fiir den kleinsten von Null verschiedenen
Singulidrwert. In MATLAB® steht zur niherungsweisen Berechnung von Sin-
guldrwert schwach besetzter Matrizen die svds-Funktion zur Verfiigung. 0,4
ldsst sich somit auch berechnen. Bei der Berechnung von o,,;, stoft man aller-
dings auf das Problem, dass die svds-Funktion nicht den kleinsten Singuldrwert
berechnen kann, sondern nur einen Singuldrwert, welcher am dichtesten an ei-
nem frei wihlbaren Punkt liegt. Allerdings ist o,,;, natiirlich unbekannt und
es gibt etliche Singuldrwerte, welche gleich 0 sind. Mit dem Lanczos Bidiago-
nalization Algorithmus [53| ergibt sich dieses Problem nicht. Mit PROPACK
[54] steht auch eine Implementierung des Algorithmus in MATLAB® zur Ver-
fiigung.

Anhand des Kugelmodells mit 384 Elementen mit 100 CHIEF-Punkten und
At=0.346ms soll das Fehlerverhalten niher untersucht werden. In Tabelle 5.1
ist die Konditionszahl s in Abhéngigkeit von der Anzahl der Zeitschritte N,
und die dazu gehorigen Singuldrwerte dargestellt. Wie schon in Abschnitt 4.4
beobachtet wurde, dndert sich die Konditionszahl mit der Anzahl der Zeit-

schritte, da die Grofke der Gesamtmatrix sich &ndert. Fiir den hier betrachteten
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Ni | Opaz | Omin K
2| 324 | 43| 7.5
50 | 34,1 28122
100 | 34,5 | 1,9 18,5
150 | 34,6 | 1,6 | 21,7

Tabelle 5.1: Konditionszahl k in Abhdngigkeit von der Anzahl der Zeitschritte

Ny, berechnet aus dem gréfiten 0,,q4. und dem kleinsten o,,;, Singuldrwert.

Fall ist /=0,6. Mit zunehmender Anzahl von Zeitschritten wird o,,;, kleiner,
wahrend sich o,,,, kaum dndert. Der kleinste Singuldrwert ist ein Malfs dafiir,
wie nahe die Matrix an der Singularitit ist. Singularwerte fiir N; >150 lieflen
sich aufgrund des beschrinkten Arbeitsspeichers leider nicht berechnen. Die
Kondition der Gesamtmatrix bis 150 Zeitschritte ist durchaus akzeptabel und
die Ergebnisse der Testfille deuten darauf hin, dass die Kondition auch fiir

langere Simulationszeiten unproblematisch ist.

In Abbildung 5.33 ist die Abweichung der Schallabstrahlung einer Kugel
vom analytischen Fall mit Toleranzwerten von 107! bis 1072 dargestellt. Wih-
rend ein Toleranzwert von 0, 1 noch unzureichende Ergebnisse liefert, sind die
Ergebnisse bei einem Wert von 0.01 nicht mehr von den Ergebnissen mit To-
leranzwert 1072 zu unterscheiden. Nur bei 1360 Hz ist noch ein Unterschied
zu erkennen. Der Unterschied in der Anzahl benétigter Iterationen, um dieses
Ergebnis zu erreichen, ist natiirlich enorm. Um das Ergebnis mit dem Tole-
ranzwert von 0,01 zu erreichen werden nur 25 Iterationen und 84 s Rechenzeit
benotigt. Bei einem Toleranzwert von 10712 sind es jedoch 316 Iterationen und
1001 s Rechenzeit. Durch die Wahl eines geeigneten Toleranzwertes ldsst sich

enorm viel Rechenzeit sparen.

Interessant ist, welche relativen Residuen fiir die jeweiligen Toleranzwerte
erreicht wurden. Fiir die gewihlten Toleranzwerten tol = [107' 1072 107'2]
wurden die relativen Residuen r, = [0,0831 0,0251 0,0249] erreicht. Ob-
wohl der Algorithmus angibt, dass die Losung mit der gewiinschten Toleranz
konvergiert ist, gilt bis auf das erste Ergebnis nicht w = e < tol. Der Un-
terschied in r,.¢(tol = 1072) — r.q(tol = 107'?) = 1.837* ist auch nicht so grof

wie eigentlich zu erwarten wire. Wieso diese Diskrepanz zwischen gewiinsch-
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Abbildung 5.34: Abweichung Ap des berechneten vom analytischen Schall-
druck im Immissionspunkt in Abhdngigkeit von [ ohne CHIEF-Methode be-
rechnet. (Kugel mit 384 quad Elementen)

tem und erreichtem relativen Residuum nicht zu der Fehlermeldung fiihrt, dass

die Losung nicht konvergiert, ist ungeklart.

5.5.4 Zeitschrittgrofie

Abschliefsend soll noch betrachtet werden, in wie weit eine Abhingigkeit der
Ergebnisse von der Zeitschrittgrofe At besteht. Auch hier wird wieder die
Schallabstrahlung einer Kugel als Testfall verwendet. Es wurde die grobste
rdumliche Auflésung mit 384 Elementen gewihlt, da hier der Einfluss der Ei-
genmoden besonders stark ist. In Abbildung 5.34 sind die Abweichungen des
simulierten abgestrahlten Schalldrucks zur analytischen Losung in dB darge-
stellt, die man ohne die Verwendung von CHIEF-Punkten erhilt. Ergebnisse
der Farbe Griin stehen fiir einen Fehler Ap < 1 dB. Der Einfluss der Ei-
genmoden tritt in allen Fillen deutlich zu Tage. In Abbildung 5.35 sind die
Ergebnisse fiir die gleichen Simulationen diesmal mit CHIEF-Punkten darge-

stellt. Der Einfluss der Eigenmoden konnte in allen Fillen unterdriickt werden.
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Abbildung 5.35: Abweichung Ap des berechneten vom analytischen Schall-
druck im Immissionspunkt in Abhdngigkeit von B mit CHIEF-Methode berech-
net. (Kugel mit 384 quad Elementen)

Die Wirksamkeit der CHIEF-Methode ist also unabhéngig von der zeitlichen
Diskretisierung. Sogar fiir sehr kleine Zeitschritte und somit kleinem (5 werden
sehr gute Ergebnisse erreicht. Was die CHIEF-Methode natiirlich nicht kann,
ist die Fehler, die durch die Diskretisierung entstehen, zu minimieren. Um
dies zu verdeutlichen, ist in den Abbildungen 5.34 und 5.35 die Grenzfrequenz
fo = 1/(6At) eingezeichnet. Fiir Frequenzen grofier f, treten in zunehmendem
Mafse Diskretisierungsfehler auf, welche von der CHIEF-Methode unbeeinflusst
bleiben.

5.6 Dual-Surface-Methode

Ein der CHIEF-Methode recht dhnlicher Ansatz ist die Dual-Surface-Methode.
Diese Methode ist bis jetzt noch recht unbekannt und ist hauptsichlich in der
Literatur zu elektromagnetischen Streuungen zu finden [55] [56] [57]. Mohsen et
al. zeigte als erster die Anwendbarkeit der Methode auf akustische Probleme

[58], allerdings im Frequenzbereich. Die Theorie der Dual-Surface-Methode
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kann aber auch im Zeitbereich problemlos angewendet werden.

Der Ansatz der Dual-Surface-Methode besteht darin, dass zusétzlich zu den
Kollokationspunkten, weitere Punkte im Inneren der Struktur platziert wer-
den. Hierin stimmt der Ansatz noch mit dem Ansatz der CHIEF-Methode
iiberein. Der Unterschied ist, dass man genauso viele Punkte im Inneren wahlt
wie es Kollokationspunkte gibt. Hierfiir wird die Oberfliche der Struktur ein-
fach etwas verkleinert, so dass man eine zweite Oberfliche im Inneren erhilt.
Daher auch der Name Dual-Surface-Methode (Doppel-Oberflichen-Methode).
Die Oberflichenpunkte der inneren Oberfliche werden der Einfachheit halber
im weiteren Text DS-Punkte genannt. In dem hier vorgestellten Ansatz mit
ebenen Elementen, sind dies die nach innen verschobenen Elementmittelpunk-
te. Wenn man die DS-Punkte in Gleichung (3.16) einsetzt, ergibt sich

Z’ < /J’S —47'[' _st = O

/l. = ,us _47'('_;18 — Nstspl + ¢

i=pst 1 =4 = s + (s + DH = (e = DHEDPL + 957

1= s + 2 —47@5?5 — Mst5p3 + ((,Us + 1)st+1 _ (Ms o UHZi) by A - - -
(5.26)

Da die DS-Punkte eine gewisse Entfernung zum Rand haben braucht der ab-
gestrahlte Schall von der Oberfliche u, Zeitschritte um zum néchstliegenden
DS-Punkt zu gelangen. Der Schalldruck in den DS-Punkten wird, wie auch bei
der CHIEF-Methode, zu Null gesetzt und man erhéilt in Summationsschreib-

weise
min(i,,u,maz) mln 7 /—Lma:r:
0= Z His i1 — (10— 1)pip] + Z Gdsql pt1- (5.27)
pn=1

Statt wie bei der CHIEF-Methode an dieser Stelle die Gleichungssysteme
zu einem iiberbestimmten Gleichungssystem zusammenzufassen, wird Glei-
chung (5.27) mit einem Kopplungskoeffizienten « multipliziert und mit dem
Gleichungssystem fiir die Kollokationspunkte (3.20) addiert. Dies ist moglich,
da die H, und die Hffs Matrizen die gleiche Gréofe haben. Man erhilt

—(27E + H; + apHY )p) = s (5.28)

104



5.6. DUAL-SURFACE-METHODE

90.5

90

m 89.5
k=

88.50 7

88

170 255 340
f [HZz]
Abbildung 5.36: Einfluss des Kopplungsfaktors a auf die Ergebnisse der

Dual-Surface-Methode auf die Abstrahlung (Monopol) einer Kugel mit 384 quad
Elementen, (At=0.305ms)

In der anfangs erwihnten Literatur zur Dual-Surface-Methode wird angegeben,
dass der Abstand der inneren Fliche nicht grofer als A\/2 sein darf und der
Koppelungsfaktor « rein imaginér sein muss. Im Zeitbereich sind diese Bedin-
gungen nicht umsetzbar. Da im Zeitbereich mit reellen Zahlen gerechnet wird,
muss auch « reell sein. Der Hochstabstand lasst sich am ehesten so deuten, dass
is = 11ist. Also die beiden Oberflichen nicht weiter als cAt auseinander liegen.
Dies ist zwar numerisch anspruchsvoll aber umsetzbar. In Abbildung 5.36 sind
die Ergebnisse der Dual-Surface-Methode fiir verschiedene Kopplungsfaktoren
dargestellt mit u; = 1. Wie man erkennen kann, hat die Dual-Surface-Methode
leider keinen grofen Einfluss auf die Ergebnisse der Berechnung. Der Einfluss
der Innenraummoden auf die Abstrahlung bleibt bestehen und dndert sich nur
minimal. Es wurden auch andere Konfigurationen getestet. Aber auch grofere
Abstinde zwischen den Oberflichen mit ps > 1 oder chaotisch verteilte DS-
Punkte im Innenraum brachten keine nennenswerte Verbesserung und werden
deshalb hier nicht dargestellt. Die im Falle der CHIEF-Methode erfolgreiche
Ein-Schritt-Losung wurde auch fiir die Dual-Surface-Methode angewendet, al-

lerdings ohne eine Verbesserung zu erzielen.
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5.7 Anwendungsbeispiele

Die bisherigen Stabilitdtsbetrachtungen bei Aufenraumproblemen wurden aus-
schlieklich an Kugelmodellen vollzogen. Dies hat den Vorteil, dass analytische
Lésungen zur Verfiigung stehen und man Fehler sehr leicht erkennen kann. Da
man Fehler in den Anfangsdaten weitgehend ausschlieffen kann, miissen die
Abweichungen durch Diskretisierungs- und Verfahrensfehler entstanden sein.
Rundungsfehler sind natiirlich nicht vermeidbar.

In diesem Abschnitt wird gezeigt, ob sich die daraus gewonnenen Erkennt-
nisse auch auf kompliziertere Modelle und Randbedingungen, wie man sie in
der Praxis findet, iibertragen lassen. Als erstes Beispiel wird die Schallabstrah-
lung einer Flamme betrachtet und als zweites Beispiel die Schallabstrahlung

eines Dodekaederlautsprechers.

5.7.1 Schallabstrahlung einer Flamme

Im DFG-Verbundvorhaben “Vorhersage von Verbrennungslarm” wurde u.a. die
Schallabstrahlung turbulenter vorgemischten Freistrahlflammen untersucht. Da
die numerische Simulation der Schallabstrahlung ins Fernfeld mit Hilfe der
Computational Fluid Dynamics (CFD) sehr zeitaufwindig ist, wurde die Me-
thode mit der FD-BEM bzw. mit der Equivalent Source Method (ESM) ge-
koppelt. Bei den untersuchten Flammen handelt es sich um turbulente nicht
vorgemixte Hy/Ny Jetflammes, bezeichnet als H3-Flamme und HD-Flamme.
Das Schnellefeld auf der zylindrischen Oberfliche, welches die Flamme um-
gibt, lieferte eine Large Eddy Simulation (LES) vom Fachgebiet Energie- und
Kraftwerkstechnik der TU-Darmstadt. In Abbildung 5.37 ist der Aufbau und
eine beispielhafte Schnelleverteilung auf der Kirchhoff-Fldche dargestellt. Da-
ten und Rechenergebnisse wurden dem Autor vom Forschungsprojekt “Model-
lierung der Schallabstrahlung von Flammen mit akustischen Ersatzstrahlern”
zur Verfiigung gestellt.

Mit diesen Daten kann die TD-BEM die Schallabstrahlung der Flammen
berechnen und die Ergebnisse konnen mit den vorliegenden Simulationsergeb-
nissen einer FD-BEM-Simulation verglichen werden. Die Ergebnisse fiir die
Schalleistungsdichte fiir die H3-Flamme und die HD-Flamme sind in Abbil-
dung 5.38 dargestellt. Der Vergleich der TD-BEM mit der FD-BEM zeigt im
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Frequenzbereich zwischen 400-3000Hz eine recht gute Ubereinstimmung. Bei
hohen Frequenzen fillt bei der TD-BEM die Schalleistungsdichte stirker ab
als bei der FD-BEM. Dies liegt an der zu geringen rdumlichen Auflosung der
Zylinderoberfliche, so dass es zu steigender numerischer Dampfung mit stei-
gender Frequenz kommt.

Es standen LES-Daten iiber einen Zeitraum von 0.17s zur Verfiigung. Sowohl
bei der BEM im Zeitbereich als auch im Frequenzbereich, wurde der Verlauf in
sich iiberlappende Bereiche geteilt, um dann die Ergebnisse aller Bereiche zu
mitteln. Bei der FD-BEM wurde die Unterteilung vor der Simulation durchge-
fiihrt. Bei der TD-BEM hingegen wurde erst die Simulation durchgefiihrt und
dann das Ergebnis unterteilt, in den Frequenzbereich transformiert und dann
die Ergebnisse gemittelt.

Fiir beide Flammen standen auch Messergebnisse zur Verfiigung. Messer-
gebnisse und Simulationsergebnisse stimmen bei der HD-Flamme gut iiberein,
bei der H3-Flamme kommt es jedoch zu starken Abweichungen. Die Ursa-
chen fiir diese Abweichungen werden an dieser Stelle nicht weiter erldutert,
da sie fiir die TD-BEM nicht von Interesse sind. N#heres hierzu ldsst sich im
Abschlussbericht des Forschungsprojekts “Modellierung der Schallabstrahlung
von Flammen mit akustischen Ersatzstrahlern” finden [59].

Ein Vorteil der TD-BEM ist, dass die Schnelledaten direkt iibernommen
werden konnten, da sie schon im Zeitbereich vorlagen. Fiir die FD-BEM muss-
ten die Schnelledaten noch in den Frequenzbereich transformiert werden. Da
verschiedene Flammentypen untersucht wurden, bestand ein weiterer Vorteil
darin, dass die Rechenzeit reduziert werden konnte, wenn man die zylindrische
Kirchhoff-Oberflache fiir alle Flammentypen unverdndert ldsst. Dann muss die
aufwendige Integration der Gleichungen (3.17) und (3.18) zum Aufstellen der
G und H Matrizen nur einmal durchgefiihrt werden. Fiir jede neue Schnelle-
verteilung kann die Berechnung der Schallabstrahlung dann sehr schnell durch-

gefiihrt werden, da die Integrale unabhingig von der Oberflichenschnelle sind.
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Kirchhoff |

Abbildung 5.87: a) Flamme von zylindrischer Kirchhoff-Fliche umgeben, b)

beispielhafte Schnelleverteilung auf der Kirchhoff-Flache
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Abbildung 5.38: Schalleistungsdichte HD/HS3-Flamme gemessen und simu-

liert mit der TD-BEM und FD-BEM
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5.7.2 Schallabstrahlung eines Dodekaederlautsprechers

Dodekaederlautsprecher werden verwendet, um Bauakustik-Messungen geméf
DIN EN ISO 140-4 und DIN EN ISO 717-1 durchzufiihren. Hierfiir ben6tigt
man eine Schallquelle mit kugelformiger Abstrahlcharakteristik. Die kugelfor-
mige Abstrahlcharakteristik wird durch 12 Einzellautsprecher erreicht, welche
auf den Dodekaederflichen verteilt sind. Auf Grund der zunehmenden Richt-
wirkung der Einzellautsprecher mit zunehmender Frequenz ldsst auch die Ku-
gelformigkeit der Abstrahlung des Dodekaeders bei hoheren Frequenzen nach.
Der Dodekaeder DO12-S der Schalltechnik Stid&Nord GmbH (Abbildung 5.40)

sollte auf seine Tauglichkeit fiir Bauakustik-Messungen untersucht werden.

3

Hierfiir wurde die Abstrahlcharakteristik des Dodekaederlautsprechers mess-
technisch im reflexionsarmen Raum ermittelt. Um die Praxistauglichkeit der
TD-BEM zu testen, wurde die Abstrahlcharakteristik simuliert und mit den
Messwerten verglichen. Die Messungen wurden im reflexionsarmen Vollraum
des Instituts fiir Stromungsmechanik und Technische Akustik durchgefiihrt.
Der Lautsprecher wurde dabei auf einen digitalen Drehteller montiert, welcher
vom Messsystem “Monkey-Forest” vom I'TA-Aachen angesteuert wurde. Mit ei-
ner Referenzmessung wurde die Ubertragungsfunktion des Messsystems samt
Messmikrofon bestimmt. Mit Hilfe der Referenzmessung kann das Messsystem
die gemessene Ubertragungsfunktion bereinigen, so dass als Ergebnis nur die

Ubertragungsfunktion des Lautsprechers vorliegt.

Fiir die numerische Simulation wurde ein Oberflichenmodell mit COMSOL
Multiphysics erstellt. Der Einfachheit halber wurden die Lautsprechermembra-
nen als ebene kreisformige Flichen dargestellt. Weiterhin wurde im numeri-
schen Modell angenommen, dass die Membran als Ganzes schwingt und es kei-
ne Partialschwingungen der Membran gibt. Das Oberflichenmodell wurde mit
COMSOL Multiphysics diskretisiert und die Netzstruktur nach MATLAB®
exportiert. In Abbildung 5.39 ist beispielhaft das Dodekaedermodell mit einer
Diskretisierung von 3680 dreieckigen Elementen dargestellt. Die dunklen Ele-
mente stellen die Membranflichen der Einzellautsprecher dar. Fiir die Grofe
des Zeitschritts der Simulation wurde At = 0,05ms gewdhlt. Mit dem raum-
lichen Diskretisierung von 3680 Elementen ergibt sich dann ungefidhr g = 0.8.

Trotz dieser vereinfachten Darstellung der Membranflichen der Einzellaut-
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Abbildung 5.39: Oberflichenmodell des Dodekaederlautsprechers bestehend
aus 3680 Dreiecken. Dunkle Elemente stellen die Membranfiichen der Einzel-

lautsprecher dar.

sprecher zeigt der Vergleich der Rechenergebnisse mit den Messdaten bis 4000
Hz sehr gute Ubereinstimmungen. In Abbildung 5.41 sind die simulierten und
gemessenen Richtwirkungen des Dodekaederlautsprechers fiir 1000 Hz, 2000
Hz, 4000 Hz und 6300 Hz dargestellt. Bei 1000 Hz ist die Abstrahlcharakte-
ristik fast kugelformig und Simulation und Messung stimmen genau iiberein.
Bei hoheren Frequenzen nimmt die Richtwirkung des Dodekaederlautsprechers
wie zu erwarten weiter zu. Bei 2000 Hz und 4000 Hz stimmen die Ergebnis-
se der Simulation mit den Messergebnissen noch recht gut iiberein. Bei 6300
Hz zeigen die Simulationsergebnisse eine sehr starke Richtwirkung, die aber in
dem Mafke nicht gemessen wurde. Hier scheinen die Grenzen des doch recht
einfachen Oberflichenmodells erreicht zu sein. In Abbildung 5.42 ist die simu-
lierte und gemessene Richtwirkung des Dodekaederlautsprechers bis 6000 Hz

normiert auf den maximalen Schalldruck dargestellt.

Langzeitstabilitit

In Abschnitt 5.3 wird gezeigt, dass die Instabilititen meist erst bei langen Si-
mulationszeiten von etlichen tausend Zeitschritten auftreten. Zur Uberpriifung
der Langzeitstabilitit des Dodekaedermodells, wurde die Schallabstrahlung ei-
nes Sweep-Signals gemessen und zum Vergleich mit der TD-BEM simuliert.
Das Sweep-Signal wurde so eingestellt, dass es bei 300 Hz anfingt und bei
1000 Hz aufhort. Die Oberflichenschnelle eines Einzellautsprechers des Do-

110



5.7. ANWENDUNGSBEISPIELE

Abbildung 5.40: Foto des Messaufbaus zur Messung der Membranschnelle

des Dodekaederlautsprechers im reflexionsarmen Raum

dekaeders wurde mittels eines Laservibrometers vom Typ Polytec PDV 100
gemessen (siehe Abbildung 5.40). Die Messdaten werden als Randbedingung
fiir die Membranschnelle des Dodekaedermodells benutzt. Mit At = 0,05ms
betrigt die Linge des Sweep-Signals 67500 Zeitschritte. Die Ergebnisse der
Messung und der Simulation sind in Abbildung 5.43 dargestellt. Die Simulati-
on bleibt trotz der sehr langen Simulationszeit stabil. In Abbildung 5.44 sieht
man einen Vergleich der Ergebnisse im Frequenzbereich. Auch hier sieht man
eine sehr gute Ubereinstimmung der Ergebnisse der TD-BEM Simulation und
den Messergebnissen. Zu hoheren Frequenzen fallen die Simulationsergebnis-
se geringer aus als die Messergebnisse. Diese Abweichung entsteht durch die
numerische Dampfung der groben Oberflichendiskretisierung mit 3680 Ele-
menten.

In Abbildung 5.44 wird der Bereich um 945 Hz vergrofert dargestellt, da
hier in den Simulationsergebnissen eine kleine Unregelméfigkeit zu erkennen
ist. Hier scheint es einen Einfluss einer Innenraummode der Struktur auf das
Abstrahlverhalten zu geben. Dieser Einfluss ist sehr gering und liegt unter 1
dB, so dass diese Abweichung in der Praxis nicht stéren wiirde. Um die in
Abschnitt 5.5 vorgestellte CHIEF-Methode zu testen, wird die Simulation mit
370 zuféllig im Innenraum verteilten CHIEF-Punkten wiederholt. Die Ergeb-
nisse in Abbildung 5.44 zeigen, dass der, wenn auch sehr geringe, Einfluss der

Innenraummode auf das Abstrahlverhalten dadurch eliminiert werden kann.
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Abbildung 5.41: Simulierte und gemessene Richtwirkung des Dodekaeder-
lautsprechers fir 1000 Hz, 2000 Hz, 4000 Hz und 6300 Hz
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Abbildung 5.42: Simulierte und gemessene Richtwirkung des Dodekaeder-

lautsprechers bis 6000 Hz normiert auf den maximalen Schalldruck
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Abbildung 5.43: Simulierter und gemessener Schalldruckverlauf bei Abstrah-
lung eines Sweep-Signals von 300-1000 Hz (Simulationszeit 67500 Zeitschritte)
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Abbildung 5.44: Simulierter und gemessener Schalldruckpegel bei Abstrah-
lung eines Sweep-Signals von 300-1000 Hz . Vergréfierte Ausschnitt bei 946 Hz
zeigt Irreqularitit, welche durch die CHIEF Methode beseitigt wird.
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Kapitel 6
Streuprobleme im AufSenraum

Nachdem im Kapitel 5 die Stabilitatsprobleme fiir Abstrahlprobleme betrach-
tet wurden, wird nun das Stabilitdtsverhalten der TD-BEM bei Streuproble-
men betrachtet. Die Randintegralgleichung (2.56) wird hierfiir um die Summe

aller Quellen B, erweitert.

Amd (o) p(Zo, to) = —/ {@ (3 + i@)} dU'+ > Bi(ty).  (6.1)
J on\r* crot)],, -

Fiir B, konnen beliebige Quellterme gewidhlt werden, wie z.B. Monopolquel-
len oder ebene Wellen. Da hier reine Streuprobleme betrachtet werden und
die Oberfliche als schallhart betrachtet wird, wurde der Schallfluss ¢ in Glei-
chung (6.1) weggelassen, da die Oberflichenschnelle null ist. Ein gemischtes
Problem mit Abstrahlung und Streuung liefse sich natiirlich auch berechnen,
wenn man den Schallfluss ¢ beriicksichtigt. Hier sollen jedoch nur Probleme
betrachtet werden, welche sich aus reinen Streuproblemen ergeben. Fiir die
Diskretisierung werden die in Abschnitt 3.1 beschriebenen Ansétze benutzt

und aus Gleichung (3.16) wird dann

—2mpi(Zo) = Z Z [ gi [(2 —m+1)py, — (i — m)Pszl] W(t,;)dl
(6.2)

+3 " Biltr) .-

Mit der Matrixschreibweise erhilt man dann folgendes Gleichungssystem

min(i,maz)

—27p; = Z H, [Nﬁifwl — (n— 1)15;‘*#] + Z By (tri) - (6.3)

p=1
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In diesem Kapitel werden nur Streuprobleme im Aufenraum betrachtet.
Obwohl es im mathematischen Ansatz keinen Unterschied bei Auflen- und
Innenraumproblemen gibt, treten bei Streuung im Innenraum unterschiedliche

Instabilititen auf, wie in Kapitel 7 gezeigt wird.

Die in Abschnitt 5.3 gemachten Stabilitdtsbetrachtungen am Kugelmodell
lassen sich alle auch auf Streuprobleme iibertragen, da der Spektralradius des
Problems nicht von den Quelltermen abhéngt, sondern nur von den H, Ma-
trizen. Da die H, Matrizen aus der Gleichung 6.3 fiir den Streufall und der
Gleichung 3.20 fiir den Abstrahlfall identisch sind, ist zu erwarten, dass die
gleichen Probleme auftreten werden und hoffentlich auch die gleichen Stabili-

sierungsansitze verwendet werden konnen.

Als Testfall fiir die Streuung des Schall an einem Kérper soll auch hier wie-
der eine Kugel mit Radius » = 1m dienen, da somit ein Vergleich der numeri-
schen Ergebnisse mit der analytischen Losung moglich ist. Wie in Abbildung
6.1 dargestellt ist, befindet sich im verwendeten Testfall in 3m Entfernung
zur Kugeloberfliche eine Monopolschallquelle und die Immissionspunkte, in
denen der gestreute Schalldruck berechnet wird, befinden sich in 1,5m Ent-
fernung zum Kugelmittelpunkt. Die Monopolschallquelle sendet einen Impuls
aus, welcher an der Kugel gestreut wird. Die Ergebnisse werden dann in den
Frequenzbereich transformiert. In Abbildung 6.2 sind die Polardiagramme des
berechneten reflektierten Schalldrucks bei 100 Hz, 200 Hz, 300Hz und 400Hz
im Vergleich zur analytischen Losung dargestellt. Der berechnete Schalldruck
stimmt sehr gut mit der analytischen Losung {iberein. Nur ab 300 Hz kommt es
zu geringen Abweichungen, welche mit steigender Frequenz zunehmen. Dies ist
auf die ungeniigende zeitliche und rdumliche Diskretisierung zuriickzufiihren,

da das Kugelmodell mit 384 Oberflichenelementen verwendet wurde.

Der Einfluss der Innenraummoden l&sst sich auch hier wieder nur in den
entsprechenden Frequenzen finden. In Abbildung 6.3 ist die absolute Abwei-
chung |Ap| des berechneten vom analytischen Schalldruck im Immissionspunkt
bei § =0° in Abhéngigkeit von [ dargestellt. Es wurde # =0° gewé#hlt, da hier
die Hauptkeule des gestreuten Schalldrucks liegt. In anderen Punkten sieht die
Abweichung |Ap| dhnlich aus. Da kein Erkenntnisgewinn durch die Darstellung
weiterer Punkte zu erwarten ist, wurde darauf verzichtet. Man erkennt deut-

lich den Einfluss der Innenraummoden, welcher sich zwar in Abhéngigkeit von
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Abbildung 6.1: Streuung von einer Monopolquelle an einer 3m entfernten

Kugel und Lage der berechneten Immissionspunkte.

[ dndert, aber eigentlich immer auftritt. Die rote Linie in Abbildung 6.3 stellt
die Grenze der zeitlichen Diskretisierung von f,,,, = 1/6At dar. Im Bereich
bis 250 Hz sind die Abweichungen kleiner als 1 dB. Mit kleiner werdenden
Zeitschritt bei gleichbleibender rdumlicher Diskretisierung wird der Parame-
ter B kleiner und f,,,, steigt. Da jedoch die rdumliche Diskretisierung nicht
besser wird, nimmt der numerische Fehler fiir hohere Frequenzen zu und die

Abweichungen in den Frequenzen der Innenraummoden werden stéirker.

6.1 Langzeitstabilitat

Die bis hier hin gezeigten Ergebnisse stammen aus Simulationen, deren Lauf-
zeiten weniger als 1000 Zeitschritte betragen. Der in Abschnitt 5.2.1 beschrie-
bene Test auf Langzeitstabilitdt wird nun auf Streuprobleme angewandt. Eine
Simulation wird dabei als instabil deklariert, wenn der Schalldruck am En-
de der Simulationszeit von 7000 Zeitschritten nicht auf 0,1 % des maxima-
len Schalldrucks des Impulses abgefallen ist (60 dB Signal-Rauschabstand).
Die Ergebnisse dieses Test sind in Abbildung 6.4 dargestellt. Die Ergebnisse
dhneln sehr den Ergebnissen der Schallabstrahlung, welche in Abbildung 5.7

dargestellt sind. Auch hier sind 2 Bereich zu unterscheiden. Im Bereich bis
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Abbildung 6.2: Polardiagramm des berechneten reflektierten Schalldrucks bei
100 Hz, 200 Hz, 300Hz und 400Hz 1m Vergleich zur analytischen Losung

fs <2040 Hz (p > 0,85) treten Instabilititen nur auf wenn die Abtastfre-
quenz f, mit einer Innenraummode der Kugel iibereinstimmt. Diese Frequen-
zen sind in Abbildung 6.4 als senkrecht gestrichelte Linien dargestellt. Fiir
fs > 2040 Hz (8 < 0,85) werden die Ergebnisse generell instabil. Der Un-
terschied zum Abstrahlfall liegt darin, dass der Bereich der Instabilitéit schon
bei f; = 2040 Hz (8 = 0,85) anfingt. Bei der Abstrahlung fing der instabile
Bereich erst ab f; > 2480 Hz ( < 0,7) an, und auch der Ubergang war nicht
so abrupt. Im Fall der Streuung scheint die TD-BEM also empfindlicher auf zu
kleine [ zu reagieren. Es sei auch hier noch einmal darauf hingewiesen, dass
dieser Stabilititstest mit 7000 Zeitschritten natiirlich noch keine Stabilitit ga-

rantiert. Es kann nicht ausgeschlossen werden, dass es bei lingeren Laufzeiten
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o

o

Abbildung 6.3: Absolute Abweichung |Ap| des berechneten vom analytischen
Schalldruck im Immissionspunkt bei @ =0° in Abhdngigkeit von 5. Rote Linie
stellt die Grenze der zeitlichen Diskretisierung von fua. = 1/6At dar.

noch zu einem instabilen Verhalten kommen kann.

6.2 CHIEF-Methode

In Abschnitt 5.5 wurde gezeigt, wie die CHIEF-Methode erfolgreich zur Sta-
bilisierung von Abstrahlproblemen im Auftenraum angewendet werden kann.
Der gleiche Ansatz ldsst sich natiirlich auch bei Streuproblemen im Auftenraum
anwenden.

Wenn man die in Abbildung 6.3 dargestellten Ergebnisse unter Verwen-
dung der CHIEF-Methode berechnet, zeigt sich leider keine Verbesserung. Der
Einfluss der Innenraummoden auf das gestreute Schallfeld ist weiterhin vor-
handen. Die in Abschnitt 6.1 beschriebene Instabilitit kann jedoch mit Hilfe
der CHIEF-Methode unterdriickt werden. Dies ist in Abbildung 6.4 darge-
stellt. Keine der mit der CHIEF-Methode durchgefiihrten Simulationen iiber
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Abbildung 6.4: Langzeitstabilitit bei 7000 Zeitschritten

7000 Zeitschritte zeigt ein instabiles Verhalten. Auch wenn der Einfluss der
Innenraummoden auf das gestreute Schallfeld nicht unterdriickt werden kann,
stellt die Unterdriickung der Instabilitdt doch eine wesentliche Verbesserung
dar. Wieso sich der positive Einfluss der CHIEF-Methode nicht auch in der
Reduzierung des Fehlers des gestreuten Schalldrucks zeigt, ist allerdings rét-
selhaft.
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Kapitel 7
Streuprobleme im Innenraum

Ein interessanter Anwendungsfall der TD-BEM ist, die Impulsantwort eines
Raumes zu berechnen. Die Impulsantwort beinhaltet sdamtliche Information,
die dem System entnommen werden kénnen, so dass sich alle raumakustischen
Parameter daraus berechnen lassen. Auf diese Weise ist auch eine Auralisation,

d.h. Horbarmachung, des Raumes moglich.

Einer Anwendung der Methode als raumakustische Planungsmethode ste-
hen allerdings noch einige Probleme im Weg. Zum einen ist die Anwendung
zurzeit noch auf Grund des Rechenaufwands auf den tieffrequenten Bereich,
bzw. auf kleine Rdume, beschrinkt. Die rdumliche Diskretisierung muss sich
nach der kleinsten Wellenldnge des Frequenzbereiches richten, welcher von In-
teresse ist. RAume haben jedoch eine Ausdehnung von etlichen Metern, so dass
die Anzahl der Freiheitsgrade des Systems leicht die zur Verfiigung stehenden

Rechenkapazititen sprengen.

Ein anderes Problem ist, dass es schwierig ist die Absorptionswirkung der
Oberfldchen im Zeitbereich zu modellieren. Eine einfache frequenzunabhingige
Dampfung lasst sich ohne Probleme modellieren. Dies ist fiir praktische An-
wendungen aber nicht ausreichend, da Oberflichenmaterialien iiblicherweise
eine frequenzabhingige Ddmpfung aufweisen. Die Modellierung von Oberfla-
chenimpedanzen ist ein spannendes Forschungsfeld, welches den Rahmen dieser

Arbeit jedoch sprengen wiirde.

Die in Kapitel 6 beschriebenen Ansétze fiir Streuprobleme gelten auch fiir
Innenraumprobleme. Der einzige Unterschied zu Aufsenraumproblemen ist,

dass der Normalenvektor sein Vorzeichen wechselt, da er so definiert ist, dass
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er in das betrachtete Gebiet zeigen soll.

7.1 Testfall Rechteckraum

Ein einfacher rechteckiger Raum mit schallharter Berandung wird als Testfall
gewiahlt, da sich hierfiir auch analytische Ergebnisse herleiten lassen und so-
mit ein Vergleich mit den Ergebnissen der TD-BEM moglich ist. Die Grofe
des Raumes betriagt: Linge=5m x Breite=3m x H6he=3,25m. Dies entspricht
ungefihr der Grofe eines kleinen Biiroraumes und ist mit den zur Verfiigung
stehenden Rechenkapazitdten noch numerisch zu bewiéltigen.

Man konnte vermuten, das hier keine Stabilitdtsprobleme auftreten, da es
im Auflenraum keine Moden geben kann, welche den Innenraum beeinflussen.
Doch leider treten hier andere Probleme auf. In Abbildung 7.1 ist der Zeit-
verlauf des Schalldrucks im Raum fiir verschieden Diskretisierungen der Ober-
fliche (Anzahl der Oberflichenelemente 2030, 3652, 8280, 16594 und 22664
Elemente) und der Zeit (je Modell 4 Simulationen mit 5 = [0, 50, 811, 5]) darge-
stellt. Alle Simulationen mit § = 0,5 zeigen eine Instabilitit mit hochfrequent
oszillierender und exponentiell ansteigender Amplitude. Hier zeigt sich schon
der erste Unterschied zu Aufenraumproblemen. Dort lieferten Simulationen
mit § < 0,5 anfangs noch gute Ergebnisse. Erst bei lingeren Simulationszei-
ten konnten Instabilititen beobachtet werden. Das Problem der hochfrequen-
ten Instabilitdt lasst sich jedoch leicht umgehen, indem man einen groéfteren
Zeitschritt wahlt, so dass § > 0,5 ist. Das eigentliche Problem besteht darin,
dass alle anderen Simulationen einen linearen Anstieg des Ruheschalldrucks
aufweisen. Dieses Ergebnis spiegelt natiirlich nicht das Verhalten des Modells
in der Realitit wieder. Es handelt sich hierbei um einen speziellen Fall von
Instabilitdt. In der Literatur lassen sich zu diesem Thema nur 2 Veroffentli-
chungen von Jean-Marc Parot et.al. |60]||48| finden. Parot verwendet fiir diese
Art von Instabilitdt den Ausdruck Pneumatische Mode bzw. Statische Mo-
de. Diese Bezeichnung wird in dieser Arbeit {ibernommen. Die geringe Anzahl
von Veréffentlichungen ldsst sich wahrscheinlich darauf zuriickfiihren, dass die
TD-BEM hauptséchlich fiir Aufenraumprobleme verwendet wird. Fiir Innen-
raumprobleme ist die Verwendung der Finiten Elemente Methode (FEM) ge-

brauchlicher.
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Abbildung 7.1: Zeitverlauf des Schalldrucks im Raum fiir verschieden Mo-
delle (Anzahl der Oberflichenelemente 2030, 3652, 8280, 16594 oder 2266
FElemente) und je Modell / Simulationen mit § =1[0,50,8 1 1,5]. Alle Simula-
tionen mit 5 = 0,5 zeigen eine Instabilitdt mit hochfrequent oszillierender und
exponentiell ansteigender Amplitude. Alle anderen Simulationen zeigen einen

linearen Anstieqg des Ruheschalldrucks.

Bevor auf die unterschiedlichen Stabilisierungsansitze in Abschnitt 7.3 ein-
gegangen wird, soll vorher in Abschnitt 7.2 noch ein Blick auf die Ursache der

Instabilitat geworfen werden.

7.2 Spektrum und Spektralradius

Wie in Kapitel 5.2 beschrieben, lassen sich aus den Kenngrofen des Verfahrens-
operators Erkenntnisse iiber das Stabilititsverhalten der Methode ableiten. Im
Gegensatz zu Aufenraumproblemen sind bei Innenraumproblemen die Innen-
raummoden natiirlich Teil der Losung und sollten nicht unterdriickt werden.
Da es im mathematischen Modell keine Ddmpfung gibt, miissten die Schallwel-
len im Innenraum theoretisch unendlich oft reflektiert werden. Eine Eigenmode
ohne Dampfung wird durch einen Eigenwert des Verfahrensoperators 7" mit ei-
nem Betrag von 1 dargestellt. Der Imaginéarteil des Eigenwertes reprisentiert
die Frequenz der Eigenmode. Demnach muss der Eigenwert der Statischen

Mode rein reell sein, da hier keine Oszillation auftritt. Dieser Eigenwert hat
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Abbildung 7.2: Spektrum des Rechteckraums im Einheitskreis mit einer Ober-

flichendiskretisierung von 2030 rechteckigen Elementen und = 1.

auch einen physikalischen Sinn. Er beschreibt das Verhalten eines Systems,
bei dem der Ruheschalldruck im Innenraum verdndert wird. Dies kann durch
eine Volumenquelle erfolgen oder durch Auslenkung der Oberflichenelemen-
te in nur eine Richtung, wodurch sich das Raumvolumen und somit auch der
Ruheschalldruck dndert.

In Abbildung 7.2 werden die Eigenwerte des Verfahrensoperators T fiir den
Testraum mit einer Oberflichendiskretisierung von 2030 Elementen und g =1
im Einheitskreis dargestellt. Viele der Eigenwerte liegen sehr dicht am Ein-
heitskreis. Mit zunehmendem Winkel und somit auch zunehmender Frequenz,
wird der Abstand zum Einheitskreis grofer. Die Moden werden also mit zu-
nehmender Frequenz stiarker geddmpft. Die Statische Mode, welche rein reell
ist und somit beim Winkel 0 liegt, ist ungedampft und hat einen Wert von
1+ 1,22 %107°. Dies diirfte auch der Grund fiir den linear anwachsenden Ru-

heschalldruck des Systems sein.

Das Problem ist, dass durch Diskretisierungsfehler die Eigenwerte immer et-

was von den analytischen Betrachtungen abweichen werden. Mit zunehmender
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Frequenz kann bei den Eigenmoden eine steigende numerische Dampfung be-
obachtet werden. Dies ist auch plausibel da mit kleiner werdender Wellenldnge
die rdumliche und zeitliche Diskretisierung, relativ gesehen, immer schlechter
wird. Problematisch hingegen sind die tieffrequenten Eigenmoden des Raum-
es, da hier keine numerische Dampfung zu beobachten ist. Ganz im Gegenteil
kann bei der Pneumatischen Mode eine minimale Anhebung des Eigenwertes
um 1,22 % 1072 beobachtet werden. Obwohl diese Abweichung nur sehr gering
ist, reicht dies aus die Simulation instabil werden zu lassen, insbesondere da
man zur Berechnung der Impulsantwort recht lange Simulationszeiten beno-

tigt.

Auffillig an den Schalldruckverldufen in Abbildung 7.1 ist, dass bei allen
Verldufen der Schalldruck gleich stark ansteigt. Weder die rdumliche noch die
zeitliche Diskretisierung scheinen einen Einfluss auf die Pneumatische Mode
zu haben. Dies wiirde aber bedeutet, dass der Spektralradiuses des Verfah-
rensoperators 7' in allen Fillen gleich grof sein muss. In Abschnitt 5.3 wur-
de festgestellt, dass bei Abstrahlproblemen der Spektralradius von der Zeit-
schrittweite At abhdngt und nur sehr wenig von der ortlichen Diskretisierung.
Dass der Eigenwert der Pneumatischen Mode nicht von der Zeitschrittweite
abhéngt, erscheint zwar recht unwahrscheinlich, aber bei der Pneumatischen
Mode verursacht die zeitliche Abtastung wiederum keinen Amplitudenfehler

wie bei anderen Moden.

Wenn die Abweichungen vom theoretischen Wert 1 nicht durch Diskreti-
sierungsfehler entstehen, miisste der Spektralradius fiir alle Diskretisierungen
gleich grofs sein. Leider ist es nicht mdglich die Eigenwerte der Pneumatischen
Mode fiir die verwendeten Modelle zu vergleichen, da sie nicht mit ausrei-
chender Genauigkeit berechnet werden konnen. Auf die Schwierigkeiten der
Berechnung des Spektralradiuses des Verfahrensoperators 7" wurde schon in
Abschnitt 5.2.1 eingegangen. Obwohl die Ergebnisse eher auf einen Modellfeh-

ler hinweisen, konnte kein solcher Fehler gefunden werden.

Die Quellstirke sowie deren Frequenzinhalt haben jedoch Einfluss auf die
Stiarke des Druckanstieges. So wurde fiir die Berechnungen in Abbildung 7.1
ein Impuls verwendet, der bei allen Berechnungen den gleichen Energiegehalt

hat. Hierauf wird im folgenden Abschnitt 7.3 noch etwas niher eingegangen.
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Abbildung 7.3: Unterschied im Zeitverlauf des Schalldrucks im Raum einmal
gefiltert mit einem Butterworth Hochpassfilter und einmal korrigiert mit einem,

linearen Korrekturfaktor.

7.3 Stabilisierungsansatze

Da die Storung des Ergebnisses ausschlieflich tieffrequenter Natur ist, lasst
sich diese Storung durch einen Hochpassfilter herausfiltern. Dies setzt natiir-
lich voraus, dass die erste Eigenmode des Raumes nicht zu tieffrequent ist,
da sie sonst mit herausgefiltert wird bzw. die Amplitude verfilscht wird. Dies
hingt natiirlich auch von der Giite des Filters ab. Ein noch einfacherer Ansatz
ist die Anwendung eines linearen Korrekturfaktors. Hierfiir muss nur der An-
stieg des Ruheschalldrucks bestimmt werden. Dieser wird dann einfach vom
Ergebnis subtrahiert. In Abbildung 7.3 sind diese beiden Ansétze miteinander
verglichen. Als Hochpassfilter wurde ein Butterworth Filter verwendet. Man
kann erkennen, dass die lineare Korrektur das Problem sehr gut behebt, wobei
der Hochpassfilter das Signal etwas verfdlscht. Beide Ansétze haben den Nach-
teil, dass sie die Pneumatische Mode nicht verhindern. Sie versuchen nur aus
den verfilschten Daten sinnvolle Ergebnisse zu extrahieren. Sinnvoller ist es
natiirlich, vor der Berechnung anzusetzen. Eine Moglichkeit, ohne die Ansétze
der TD-BEM verdndern zu miissen, ist, die Pneumatische Mode gar nicht erst

anzuregen. In Abbildung 7.4 erkennt man, dass der Anstieg des Schalldruckver-
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Abbildung 7.4: oben: Zeitverlauf des Schalldrucks im Raum fir unterschied-
liche Impulse, unten: Frequenzspektrum des jeweiligen, + Impuls: I'mpuls mait
rein positiver Amplitude, + /- Impuls: gleich grof$e positive sowie negative Am-
plitude des Impulses, +1/-0.5 Impulse: positive Amplitude gefolgt von halb so

starker negativer Amplitude

laufes stark vom verwendeten Anregeimpuls abhingt. Den stirksten Anstieg
kann man beim (+)-Impulse beobachten. Dieser hat eine Zeitdauer von At
und eine rein positive Amplitude. Das Frequenzspektrum (unteres Bild in Ab-
bildung 7.4) dieses Impulses zeigt, dass alle Frequenzen gleich stark angeregt
werden. Dadurch wird auch die Pneumatische Mode angeregt, da der Ruhe-
schalldruck des Raumes erhéht wird. Physikalisch wiirde sich ein etwas hoherer
Ruheschalldruck einstellen, aber das numerische Modell ist hingegen instabil
und zeigt einen unbegrenzten Anstieg. Wenn man den Impuls, mit dem man
den Raum anregt, jedoch verdndert, indem man auf den positiven Impuls einen
ebenso kurzen aber negativen Impuls folgen lisst, regt man die Pneumatische
Mode weniger stark oder gar nicht an. Im Idealfall bei gleich grofser positiver

sowie negativer Amplitude, gekennzeichnet als (+/-) Impuls, wird die Pneu-
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matische Mode gar nicht angeregt. Dies ist auch verstindlich, da durch solch
einen Impuls der Ruheschalldruck unveréindert bleiben wiirde. Dies ldsst sich
auch am Frequenzspektrum des Impulses erkennen. Zu tiefen Frequenzen fillt
das Signal exponentiell ab und fiir 0 Hz ist die Amplitude 0. Jegliche Anderung
des Ruheschalldrucks fiihrt zu einer Anregung der Pneumatischen Mode und
somit zu einem stetig anwachsenden Schalldruck im Raum. Da fiir die Berech-
nung der Impulsantwort eines Raumes eine Anderung des Ruheschalldrucks
von wenig Interesse ist, stellt diese Losung keine grofse Einschriankung dar.

Bevor im néchsten Abschnitt die Ergebnisse fiir den Testraum vorgestellt
werden, soll noch ein weiterer Versuch unternommen werden, den Ansatz der
TD-BEM so zu erweitern, dass die Pneumatische Mode stabil bleibt. Jean-
Marc Parot et.al. [60] schligt einen Ansatz zur Stabilisierung der Pneumati-
schen Mode vor, der auf der spektrale Zerlegung der Matrix 1" basiert. Auf-
grund der Grofe der Matrix und den daraus resultierenden numerischen Kosten
ist dieser Ansatz auf kleine Féille mit nicht sehr vielen Elementen begrenzt und
ist somit eher von akademischem Interesse. In [48] stellt Parot einen Ansatz
vor, der eher fiir die Stabilisierung der instabilen hochfrequenten Moden ge-
dacht ist. Durch Einfiihrung eines Reflexionsfaktors wird eine Dampfung im
System eingefiihrt. Dieser Ansatz wird in Abschnitt 5.4 vorgestellt, um die
hochfrequente Instabilitit bei Abstrahlproblemen im Aufenraum zu damp-
fen. Allerdings zeigt sich dort, dass der Beginn der Instabilitit zwar verzogert
werden kann, aber paradoxerweise der Einfluss der Innenraummoden eher ver-
starkt wird. Bei der instabilen Pneumatischen Mode scheint die Nichtexistenz
von Diampfung das Problem zu sein. Deshalb wird die Wirkung des Dédmpfungs-
ansatzes hier noch einmal untersucht. Mit Einfiihrung des Reflexionsfaktors
R = (1+ ¢)~* in Gleichung (3.20) erhélt man

min(ivumaz)

—2mp; = Z (1+€) " Hy, [ppi—psr — (1 — 1)Pizp] + Z By(tri) . (7.1)

p=1 k

€ ist der Dampfungskoeffizient, welcher die Reflexion des Schalldrucks an den
Oberflichenelementen reduziert. Um eine Ausbreitungsdampfung im Medium
zu simulieren, wird der Dampfungskoeffizient mit p gewichtet. Fiir y = 1 ist
die Ausbreitungsdampfung am kleinsten, da hier nur unmittelbar benachbarte

Elemente mit einem Abstand von cAt betrachtet werden und fiir 1 = fi,4, ist
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Abbildung 7.5: Schalldruckverlauf im Testraum fiir verschiedene Ddmpfungs-
koeffizient € = 0 (keine Dimpfung, R = 1) bis 0.005

der Abstand am grofsten und somit auch die Ausbreitungsdampfung.

In Abbildung 7.5 ist der Schalldruckverlauf im Testraum fiir verschiedene
Dampfungskoeffizient ¢ = 0 (keine Ddmpfung, R = 1) bis 0.005 dargestellt.
Mit steigender Dampfung wird auch die Pneumatische Mode geddmpft bzw.
in der Frequenz verschoben, so dass man eigentlich nicht mehr von einer Pneu-
matischen Mode sprechen kann. In Abbildung 7.6 sind die Ergebnisse im Fre-
quenzbereich dargestellt. Man sieht, dass die Frequenzverschiebung der Pneu-
matischen Mode nur wenige Herz betrdgt und die Dampfung, wie zu erwarten,
mit steigendem Dampfungskoeffizient steigt. Die Raummoden sind nun sehr
deutlich zu erkennen. Allerdings werden auch diese durch den Dampfungskoef-
fizient geddmpft. Ein sehr kleiner Dédmpfungskoeffizient von 0,0001 reicht aus,
um die Raummoden sichtbar zu machen. Wenn die erste Raummode nicht
zu tieffrequent ist, ldsst sich hier schon das Spektrum der Raumimpulsant-
wort erkennen. Allerdings ist das Zeitsignal noch stark verfilscht und es ist
somit z.B. nicht benutzbar um eine Faltung eines beliebigen Signals mit der
berechneten Raumimpulsantwort durchzufiihren. Die Einfiihrung eines Damp-
fungskoeffizienten ist somit keine Losung fiir das Problem der Pneumatischen
Mode. Weder lisst sich ein Problem mit einer Anderung des Ruheschalldrucks
simulieren noch ergeben sich irgendwelche Vorteile gegeniiber den schon be-

schriebenen Ansatzen.
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p [dB]

Abbildung 7.6: Schalldruck im Frequenzbereich fiir verschiedene Ddampfungs-
koeffizient € = 0 (keine Dimpfung, R = 1) bis 0.005

7.4 FErgebnisse

Die hier diskutierten Ergebnisse wurden mit dem beschriebenen Ansatz des
(+/-) Impulses simuliert. In Abbildung 7.7 sind die Ergebnisse fiir den Tes-
traum im Frequenzbereich dargestellt und werden mit der analytischen Losung
verglichen. Eine analytische Losung fiir einen rechteckigen Raum mit schall-
harten Wénden lisst sich z.B. in [61] finden. Die Impulsantwort wurde fiir
unterschiedliche Oberflichendiskretisierungen des Raumes berechnet. Es wur-
den Modelle mit 3652, 8280 und 16594 rechteckigen Elementen benutzt und der
Zeitschritt wurde so gewihlt, dass sich § = 0.8 ergibt. Alle Ergebnisse stimmen
sehr gut mit der analytischen Losung iiberein. Die tieffrequenten Raummoden
konnen auch mit dem recht groben Modell mit 3652 Elementen gut berechnet
werden. In Abbildung 7.9 sind die Ergebnisse bis 2000 Hz dargestellt. Erst ab
ungefihr 700 Hz zeigt das 3652 Elemente Modell starkere Abweichungen auf.

Der hauptsichliche Unterschied zwischen den Ergebnissen der einzelnen Mo-
delle liegt in der Amplitude der Raummoden. Generell lisst sich beobachten,
dass die Amplituden umso grofer ist, je feiner das Oberflichenmodell ist. Die-
ser Unterschied tritt mit steigender Frequenz immer deutlicher zutage. Im
analytischen Modell ohne Démpfung sind die Amplituden in den Raummoden
eigentlich unendlich grofs. Da im TD-BEM Modell aber numerische Damp-

fung vorhanden ist, wurden die Raumbegrenzungen im analytischen Modell
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Abbildung 7.7: Ubertragungsfunktion bis 300 Hz fiir Raummodelle mit 3652,
8280 und 16594 Elementen und [ = 0.8 im Vergleich zur analytischen Losung

mit angepasstem Reflexionsfaktor

um einen Reflexionsfaktor erweitert, welcher frequenzabhingig ist und der
Déampfung des numerischen Modells angepasst wurde. In Abbildung 7.8 ist der
Frequenzverlauf des Reflexionsfaktors dargestellt. Fiir einzelne Raummoden, in
der Abbildung 7.8 durch einen Punkt markiert, wurde der Reflexionsfaktor der
analytischen Losung so gewéhlt, das die Amplitude mit den Ergebnissen des
8280 Elemente Modelles iibereinstimmen. Der Verlauf zwischen den Punkten
wurde interpoliert. Fiir tiefe Frequenzen ist der Reflexionsfaktor fast 1 und die
numerische Dampfung somit vernachléssigbar. Mit steigender Frequenz sinkt
der Reflexionsfaktor stark, was gleichbedeutend ist mit zunehmender numeri-
scher Dampfung. Dies ist nicht weiter verwunderlich, da die Diskretisierungs-
fehler mit der Frequenz steigen. Interessant ist, dass die numerische Dédmpfung
nur zu einem Amplitudenfehler fithrt und nicht zu verfilschten oder instabilen

Ergebnissen.
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Abbildung 7.8: Reflexionsfaktor des analytischen Modelles angepasst an die
numerische Dampfung des 8280 Elemente Modelles
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Abbildung 7.9: Ubertragungsfunktion bis 1500 Hz fiir Raummodelle mit 3652,
8280 und 1659 Elementen und [ = 0.8 im Vergleich zur analytischen Lisung

mit angepasstem Reflexionsfaktor
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Trotz des Problems der pneumatischen Mode kann die TD-BEM sehr gut
dafiir verwendet werden, die Raumimpulsantwort von Rdumen zu berechnen,
solange der Ruheschalldruck nicht verdndert wird. Ein groker Nachteil ist die
Beschrianktheit auf schallharte Oberflichen. Somit ist die TD-BEM noch nicht
einsetzbar fiir viele Problemstellungen in der Raumakustik. Denn hier geht es
fast immer darum, wie die Akustik des Raumes durch Einsatz von Absorbern
so verdndert werden kann, dass Parameter wie Nachhallzeit und Sprachver-
standlichkeit gewiinschte Werte einnehmen. Es gibt interessante Ansétze wie
z.B. von Jang und Ih [62] welche Oberflaichenimpedanzen erméglichen. Auch

dort wird noch mit dem Problem der Instabilitit gekdmpft.
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Kapitel 8
Ergebnisse

Bei der Behandlung von Aufenraumproblemen kénnen die Innenraummoden
der Struktur die Schallabstrahlung bzw. Streuung beeinflussen oder gar zu ei-
nem instabilen Verhalten der Methode fiihren. Dieses bekannte Problem wird
in vielen Veroffentlichungen erwdhnt und konnte auch in dieser Arbeit nume-
risch nachgewiesen werden. Die in dieser Arbeit verwendete TD-BEM beruht
auf der Kollokationsmethode. Dieser Ansatz gilt als besonders instabil, hat
aber den Vorteil, dass der Rechenaufwand gegeniiber dem stabileren Gallerkin-

Verfahren wesentlich geringer ist.

Anhand einfacher analytisch 16sbarer Testfille wurde die Abhéngigkeit der
TD-BEM von der rdumlichen und zeitlichen Diskretisierung des Problems,
sowie der Genauigkeit der Oberflichenintegrale untersucht. Wéhrend eine kor-
rekte Evaluation der Randintegrale eine Grundvoraussetzung fiir die Stabilitat
der Methode ist, kann auch eine exakte analytische Integration eine instabile
Konfiguration nicht stabilisieren. Eine ungenaue oder fehlerhafte Evaluation
einiger Randintegrale fiihrt hingegen sehr schnell zu instabilem Verhalten.

Den grofsten Einfluss auf die Stabilitdt des Verfahrens bei Aufsenraumpro-
blemen hat die Zeitschrittgroke At bzw. die Abtastfrequenz 1/At. Immer wenn
die Abtastfrequenz mit einer Eigenmode des Innenraumes der Struktur iiber-
einstimmt, kommt es zu instabilem Verhalten. Fiir diese Félle kann eine Verbes-
serung der rdumlichen Diskretisierung das Einsetzen der Instabilitit verzogern,
aber nicht verhindern. Fiir kurze Simulationszeiten lassen sich so brauchbare

Ergebnisse erzielen.

Weiterhin sollte das Verhéltnis von rdumlicher und zeitlicher Diskretisierung

135



KAPITEL 8. ERGEBNISSE

gut aufeinander abgestimmt sein. Dies wird durch den Parameter 5 = cAt/l
beschrieben. Der in einem Zeitschritt vom Schall zuriickgelegte Weg (cAt)
sollte ungefihr der Kantenlénge [ der Oberflichenelemente betragen (5 = 1).
Unterhalb von ungefihr § = 0,7 werden die Ergebnisse bei lingeren Simulati-
onszeiten generell instabil. Dies lisst sich dadurch erkliaren, dass jedes Element
als Quelle mit konstanter Schnelle- und Schalldruckverteilung je Zeitschritt
angenommen wird. Das Problem dabei ist nicht, dass die Kollokationspunkte
nur einen kleinen Teil der Elementoberfliche je Zeitschritt wahrnehmen, son-
dern dass dieser Einfluss dann iiber ein Element verteilt wird, welches mehrere
Zeitschritte grofs ist. Mit nicht konstanten héherwertigen Basisfunktionen lie-
e sich der Grenzwert von 3 = 0,7 sicher verbessern. Dies wiirde jedoch die
Integration erheblich aufwendiger machen. Fiir g > 1 lassen sich keine Insta-
bilitatsprobleme aufserhalb der Eigenmoden beobachten. Allerdings steigt der

Rechenaufwand und auch der Rechenfehler wird nicht verbessert.

Das Problem der eingeschrinkten Stabilitit des Verfahrens ist, dass die
Eigenmoden der Struktur in der Regel unbekannt sind. Damit wird die Wahl
eines geeigneten Zeitschritts zu einem Gliicksspiel. Auch wenn die Chancen
nicht schlecht sind, stabile Ergebnisse zu erhalten, macht dieses Verhalten die
TD-BEM fiir die Praxis unbrauchbar.

In dieser Arbeit konnte erstmals der erfolgreiche Einsatz der CHIEF-Methode
(Combined Helmholtz Integral Equation Formulation) zur Unterdriickung der
Innenraummoden im Zeitbereich gezeigt werden. Dabei wird das Gleichungs-
system mit sogenannten CHIEF-Punkten, welche im Innenraum der Struk-
tur liegen, erweitert, um die Innenraummoden zu unterdriicken. Bei der iibli-
chen schrittweisen Losung des Schalldruckverlaufes ldsst sich mit der CHIEF-
Methode jedoch keine Stabilisierung erzielen. Die Ursache hierfiir liegt in der
Aufteilung in zeitabhéngige Einflusszonen. Nur die am dichtesten zur Struk-
turoberflache liegenden CHIEF-Punkte haben deshalb unmittelbaren Einfluss

auf die Systemmatrix.

Erst bei der Losung des Schalldruckverlaufes in einem einzigen Schritt konn-
ten alle instabilen Aufsenraumprobleme stabilisiert werden. Die Losung in ei-
nem Schritt ist numerisch anspruchsvoll und kann nur mit Hilfe eines iterativen
Gleichungslosers erfolgen. Mit zunehmender Anzahl von CHIEF-Punkten ver-

ringert sich der Einfluss der Innenraumresonanzen und die Ergebnisse bleiben
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auch bei langen Simulationszeiten stabil.

Es gibt eine optimale Anzahl von CHIEF-Punkten, ab der eine Erh6hung der
Anzahl zu keiner nennenswerten Verbesserungen der Ergebnisse fiihrt. Auch
die Anzahl benoétigter Iterationen zur Losung des Gleichungssystems héngt
von der Anzahl der CHIEF-Punkte ab. Es ldsst sich ein Optimum finden ab
dem die Anzahl bendtigter Iterationen konstant bleibt. Da die optimale An-
zahl von CHIEF-Punkten von dem zu l6senden Problem und auch der Lage
der CHIEF-Punkte abhéngt, wird dazu geraten die Anzahl sicherheitshalber zu
iiberschiitzen. Aus einer Uberschiitzung ergeben sich keine Nachteile aufer ei-
nem geringfiigig groferen Rechenaufwand gegeniiber dem Optimum. Bei einer
Unterschiatzung der Anzahl benétigter CHIEF-Punkte ergibt sich ein wesent-
lich groferer Rechenaufwand und im ungiinstigsten Fall eine unzureichende

Unterdriickung der Innenraummoden.

Der Vorteil der CHIEF-Methode gegeniiber anderen Stabilisierungsanséitzen
ist, dass man die Methode optional anwenden kann. Im Falle instabiler Ergeb-
nisse, kann man die Berechnung unter Verwendung der CHIEF-Methode erneut
durchfiihrt werden. Hierbei bleiben die H und G Matrizen des Gleichungssys-
tems, die einen Grofteil der Rechenzeit bendtigen, unberiihrt. Alle anderen
Berechnungen konnen weiterhin mit dem weniger aufwendigen Kollokations-
verfahren berechnet werden. Dies diirfte unter Beachtung der beschriebenen

Parameter-Richtlinien in den meisten Fillen zu guten Ergebnissen fiihren.

Auch bei Streuproblemen im Aufenraum kann mit der CHIEF-Methode eine
Instabilitit der Simulation verhindert werden, allerdings konnte keine Verringe-
rung des Einflusses der Innenraummoden auf den gestreuten Schall beobachtet
werden. Dieser Fehler betrug im betrachteten Testfall, der Streuung an einer
Kugel, jedoch maximal 1,5 dB innerhalb der Grenzen der Diskretisierung von
f < 1/6At und f < ¢/6).

Bei Innenraumproblemen tritt die Instabilitdt der pneumatischen Mode auf,
welcher zu einem konstanten Anstieg des Schalldrucks fiihrt. Die pneumatische
Mode prasentiert den Ruhedruck des Raumes. Da dieser sich ohne duftere Ein-
fliisse mit der Zeit nicht dndern sollte, ist diese Mode ungeddmpft und der
die Mode reprisentierende Eigenwert des Verfahrensoperators hat den Wert 1.

Dies ist numerisch sehr kritisch, da durch Diskretisierungs- und Modellfehler
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dieser Wert auch minimal gréfser ausfallen kann und somit das System instabil
wird. Die numerischen Ergebnisse weisen auf einen Modellfehler hin, welcher
aber nicht gefunden werden konnte.

Solange eine Anderung des Ruhedrucks im Innenraum nicht von Interesse
ist, kann das Instabilitdtsproblem sehr einfach vermieden werden, indem man
eine Anregung der pneumatischen Mode verhindert. Dies kann z.B. durch den

Einsatz eines Hochpassfilters geschehen.
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Ausblick

Das in dieser Doktorarbeit entwickelte Randelementeverfahren im Zeitbereich
wurde im Rahmen eines DEGA Projektes als Open-Source-Tool der Akusti-
ker Gemeinschaft zur Verfiigung gestellt. Diese MATLAB® Toolbox ist un-
ter der GNU General Public License, eine Freie-Software-Lizenz, veroffentlicht
und steht jedermann zur Verfiigung. Damit sollen eine Nutzung fiir die uni-
versitire Lehre und Forschung und ein verbesserter Austausch zwischen An-
wendern ermoglicht werden. Fiir das Projekt wurde eine Homepage (http:
//www .bemacoustics.com/) eingerichtet, wo die aktuelle Version herunterge-
laden werden kann. Im Rahmen des Projektes wurde mit Hilfe einer studenti-
schen Hilfskraft u.a. eine grafische Oberfliche (GUI) erstellt, um die Anwen-
dung der TD-BEM auch fiir unerfahrene Benutzer zu erméglichen. Da unter
der GNU General Public License der Quelltext offentlich zugénglich ist und
frei kopiert, modifiziert und verindert weiterverbreitet werden darf, ist eine
Weiterentwicklung von Seiten anderer Nutzer moglich. Es gibt auch noch ge-
nug Entwicklungsbedarf, um die Toolbox leistungsfihiger und attraktiver zu
machen.

Ein Hauptkriterium bei der Beurteilung einer numerischen Methode ist der
Rechenaufwand und somit die benétigte Rechenzeit. Hier gibt es noch viele
Moglichkeiten das zur Verfiigung stehende MATLAB® Skript zu optimieren.
Ein Geschwindigkeitsgewinn ist z.B. durch die Auslagerung von besonders re-
chenintensiven Funktionen in C-Code zu erreichen.

Da heutzutage Mehrkernprozessoren auch bei einfachen Desktop-Computern

Standard sind, ist eine Parallelisierung der Berechnungen sinnvoll. Bei den re-
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chenintensiven Integrationsroutinen ist dies besonders einfach, da die Oberfla-
chenintegrale voneinander unabhéngig sind. Hier bietet sich die Parallel Com-
puting Toolbox von MATLAB® an. Schéner wire es natiirlich, dem Open-
Source-Charakter des Projektes zu folgen und eine Lésung zu finden, die ohne
eine teure Toolbox funktioniert.

Fiir raumakustische Anwendungen ist es notwendig ein Modell fiir Absorpti-
on an Oberflichen zu entwickeln und zu implementieren. Dies ist im Zeitbereich
leider nicht ganz so einfach wie im Frequenzbereich. Die hierbei auftretende
Faltung konnte zu neuen Stabilitdtsproblemen fiihren und bietet genug Raum

fiir weitere Forschungsarbeiten.
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Anhang A

Schnittfalle beil der analytischen

Integration

In Abschnitt 3.4.2 wurden die Gleichungen fiir die analytische Integration
der dort beschriebenen Spezialfiille hergeleitet. Alle auftretenden Schnitte von
Oberflachenelementen mit dem Integrationsgebiet, einer Kugelschale mit inne-
rem Radius (pu— 1)cAt und duferem Radius pcAt, kénnen in diese Spezialfille
unterteilt werden. Bei der Berechnung wird der Kollokationspunkt M in die
Ebene des Dreiecks projiziert und wird mit M’ bezeichnet. Der Punkt M’ kann

entweder innerhalb oder aufserhalb der Dreiecksfliche liegen.

Projektion des Kollokationspunktes aufierhalb des Dreiecks

Fiir den Fall, dass die Projektion des Kollokationspunktes aufserhalb des Drei-
ecks liegt, ergeben sich die in den Tabellen A.1, A.2 und A.3 dargestellten
Berechnungsfille. Fiir jeden Schnittfall ergeben sich 3 unterschiedliche Glei-
chungen, welche von dem in Spalte max (£) stehenden Winkel abhidngen. Mit
£(AMB) ist z.B. der Winkel zwischen den Vektoren MA und MB gemeint
und mit max (£) der maximale Winkel. Fiir jeden Schnittfall muss dann die
entsprechende Zeile gewihlt werden. Das Vorzeichen (Vz) jeder Zeile ist meis-
tens noch von einer weiteren Bedingung abhéngig, welche im Kopf der 3. Spalte
steht. Fiir die in Tabelle A.1 beschriebene Integration iiber das ganze Dreieck
ergibt sich die Vorzeichen-Bedingung zu £ 2 1, wobei £ der Léngenfaktor der
Geradengleichung 7 = ]\7 +&- W ist.

In den Tabellen A.2 und A.3 gibt es zusétzlich noch eine 4. Spalte mit F1a-
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ANHANG A. SCHNITTFALLE BEI DER ANALYTISCHEN
INTEGRATION

Schnittfall

max (£)

Flachen mit Vz-Bedingung

=21

£L(BMC)

+ A(MBC)
—~A(MAB)
—~A(MAC)

£(AMB)

+ A(MBC)
~A(MAB)
+A(MAC)

£L(AMC)

+ A(MBC)
+A(MAB)
—A(MAC)

Tabelle A.1: Berechnungsformeln fir ganzes Dreieck, mit dem Lédngenfaktor

&, (Vz=Vorzeichen)

chen, welche von der Vorzeichen-Bedingung unabhéngig sind.

An einem Beispiel soll kurz erlidutert werden, wie die Tabellen zu lesen
sind. Angenommen es tritt der Fall auf bei der nur der Punkt A im Integra-
tionsgebiet liegt (siehe Abbildung 3.6). Dies entspricht dem 2. Fall in Tabel-
le A.2. Wenn der Winkel £(AM B) grofer ist als die Winkel £(BMC') und
L(AMC) und es gilt £(AMS;) > L(AMS,), dann berechnet sich die Schnitt-
fliche zu —(A(MAS;)—A(MAS,))+<(S152,r2). Dabei beschreibt <((5155, 1)

die Kreisbogenfliche mit dem Winken £(S;MS5) und dem Radius rs.

Projektion des Kollokationspunktes innerhalb des Dreiecks

Wenn die Projektion des Kollokationspunktes innerhalb des Dreiecks liegt,
muss das Dreieck A(ABC') in die Dreiecke A(M'CB), A(M'BA) und A(M'AC)

unterteilt werden. Diese Dreiecke werden dann einzeln behandelt. Die mogli-

chen Schnittmdglichkeiten sind in Tabelle A.4 dargestellt.

Singuldre Félle bei denen der Kollokationspunkt gleich dem Elementmit-

telpunkt ist (M = M’), werden genauso behandelt. Hier ist nur der Abstand

d=0.
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Schnittfall

max (£)

Fldachen mit Vz-Bedingung
L(AMSy) =2 L(AMSs)

unabhéngige
Flachen

£L(BMC)

+ A(MASY)
+A(MAS,)

—<(5152,m)

£L(AMB)

+ A(MAS,)
—A(MASy)

—<(S5152,71)

£L(AMC)

+ A(MAS,)
—~A(MASy)

—<(5152,m)

@©

£(BMC)

— A(MASY)
+A(MAS,)

+<I(8152, TQ)

£(AMB)

F A(MAS)
—A(MAS,)

+<f(5152, 7’2)

£L(AMC)

¥ A(MAS;)
—A(MASy)

+<I(Sng, TQ)

£(BMC)

+ A(MBC)
~A(MBS))
—~A(MCS;)

—<(5152,71)

£(AMDB)

+ A(MBC)
~A(MBS))
+A(MCS,)

—<(5152,m)

£L(AMC)

¥ A(MBC)
+/A(MBSh)
—A(MCSs)

—<(5152,71)

£L(BMC)

— A(MBC)
~A(MBS))
—A(MCS,)

+<I(48152, TQ)

£(AMB)

F A(MBC)
~A(MBS))
FA(MCS))

+<I(81527 7“2)

£L(AMC)

+ A(MBC)
+A(MBS,)
—~A(MCS;)

+<I(5152, 7’2)

Tabelle
(Vz=Vorzeichen)

A.2: Berechnungsformeln fiir Schnitte mit einem Kreisbogen,
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INTEGRATION
Schnittfall max (£) | Flachen mit Vz-Bedingung | unabhingige
L(AMS,) =2 L(AMS3) Fléchen

L(BMC) | — A(MBS) —<(S153,71)
—/A\(MBS5) +<1(5254,72)

+/A\(MS5Sy)
L(AMB) | — AN(MBSY) —<(5153,71)
—A(MBS,) +<(S254,12)

—/A\(MS5S,)
L(AMC) | F A(MBS) —<(S153,71)
+A(MBS,) +<1(5254,72)

—NA\(MS3Sy)
L(BMC) | + A(MS1Ss) —<(S5153,11)
+A(MS35,) +<1(5254,72)
L(AMB) | £ A(MS;Ss) —<(S153,71)
—/A\(MS3S,) +<1(S5254,72)
L(AMC) | £ A(MS1Ss) —<(S5153,11)
—A(MSs3S,) +<1(S254,72)
L(BMC) | — A(MS,Ss) —<(S153,71)
+A(MS3Sy) +<1(S254,72)
L(AMB) | F A(MS;Ss) —<(S5153,71)
—A(MS3Sy) +<1(S954,72)
L(AMC) | F A(MS,Ss) —<(5153,711)
—/A\(MS5S,) +<1(S5254,72)
Tabelle A.3: Berechnungsformeln fiir Schnitte mit 2 Kreisbdgen,

(Vz—Vorzeichen)
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Schnittfall Berechnungsformel

<UAB, 1) — <(AB, 1)

A(MAB) — <I(A51,7"1) — <{<BSQ,T‘1) — A(MSISQ)

A(MAB) = A(MAS,) — <(ASy, 1)

A(MBA) = A(MBS,) — <(BS,r1)

A(MS,S2) — <«(BSy, 1) + <<(BS2,11)

A(MBA) = A(MAS,) + <(BSy, ry)

A(MAB) = A(MBS,) + <(ASy, )

<UAB,ry) —<(AB,11)

<Z(A51, 7“2) + <):<BSQ, 7“2) + A(MS:[SQ) — <I(AB,T1)

Tabelle A.J}: Berechnungsformeln wenn die Projektion des Kollokationspunkt

innerhalb des Elementes liegend
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Matrizen sind durch fette, groke Buchstaben gekennzeichnet und Vektoren

werden reguldr geschrieben mit einem Pfeil.

Griechische Buchstaben

e

Kopplungskoeffizient der Dual Surface Methode
dimensionslose Beziehung zwischen Orts- und Zeitdiskretisierung
Rand der Struktur

Spektralradius

Wellenldnge

Eigenwert einer Matrix

Zahler der abstandsabhéngigen Integrationszonen
Liangenfaktor der Geradengleichung

Pi

Dichte

Menge der Eigenwerte einer Matrix

Schnelle

Schnelle normal zum Rand
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akustisches Potential
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Kreisfrequenz
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Lateinische Buchstaben

By, Quellterm

c Schallgeschwindigkeit

d Abstand des Kollokationspunktes zur Ebene des Elementes
E [dentitatsmatrix

f Frequenz

F Kraft

G BEM Matrix

H BEM Matrix

7 Zeitschrittzahler

J imagindre Einheit

k Wellenzahl

[ mittlere Elementgrofie

n Normalenvektor

Neern  Anzahl der Oberflichenelemente

N, Anzahl der Zeitschritte

D Schalldruck

q Schallfluss

r Abstand zwischen Quell- und Beobachtungspunkt
Tmae  groftmoglicher Abstand zwischen Quell- und Beobachtungspunkt
t Zeit

T Matrix des Verfahrensoperators

At Zeitschritt

V Volumen

xz Ortsvektor

Z Impedanz
Symbole

Norm einer Matrix bzw. Vektors

A(ABC) Dreieck mit den Eckpunkten A, B und C

£L(AMB) der Winkel zwischen den Vektoren MA und MB
(AB,r) Kreisbogen mit dem Winken £(AM B) und dem Radius r



Indizes

1 Zeitschrittzahler

res  Resonanzfall

ret  Groke ist in Bezug zur retardierten Zeit

L Zéahler der abstandsabhéngigen Integrationszonen

maxr Maximum von
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