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∂n

(
e−ikr

r

)
dΓK =

∫
Γ

e−ikr

r

∂ϕ1
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���	 ���� #����� ���������� ��� #��������� #�� 10���	 ���������� ���� ����� ����

2�����	����	 ��� .������& ��� #������������ !����� ��� ��� *��� ���	���

#���� ��� �� �	��� �� �� ���� �� ���� ����� 3���4%��� ������� ���� �� ����

��������� 3���4%��� ��� ���������� '������� #���� ���������� '������ ��������&

��� ���� ��� ,��4��� ��� ����� �� Ω ���	����� /�5��& � !� ���������������

�� ��� ����� '������ ��� ���� -�������	�� ���	�� �0�����

����� ������	� 
�� 
����������

-�� ������� !����� ����� ���!�����	 ��� 6������� &��������	 
����� ��� ���&

�������� ���	����!��	��� ���	%�	� ����������� #��� ��� 	�����������	� ���

��
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� ��� 
�������� �
������������	
�

�������� ���� 	
� ��� 
� ���
����� �������
�� ������������ ���� ��� ��� ���

��
������ ��� ����
�������� ��������� ���� ��� ��������� 
� ����	 ���������

��������
�� ��� �� ���������� ��� � ���� ��� !�������������� �	 ����������� 
�

����
������ "���� ���������� ��� ��������������
����	��

h(t) =
1

2π

∞∫
−∞

ejωt

⎡⎣ ∞∫
−∞

h(τ)e−jωτdτ

⎤⎦ dω #$�%&'

�
�� ���� � ���� �(� ��� 
���
��������� �
�� 
��������� ������� )�� �������

*�
�����	����� ��� ��������
�� ���

h̃(ω) =
1

2π

∞∫
−∞

h(τ)e−jωτdτ. #$�%+'

,�� ����	 �
�	�������� -��
�


φ(�x, t) = ϕ(�x)ejωt #$�%$'

��� ����� ���������� ��� ��������������
����	�� #$�%&' ������ 	
�

φ(�x, t) =

∞∫
−∞

ϕω(�x)e
jωtdω. #$�%.'

ϕω(�x) ��
������� ������� ��� ���������
�����	����� ��� ������ φ(�x, t)� )����

/�����
�� �� ��� 0������1�2��	����
�3�������� #$�.4' ������ 	
�

4πd(�x0)φ(�x0, t) = −
∫
Γ

∞∫
−∞

e−ikr

r

∂ϕω

∂n
ejωtdωdΓ

+

∫
Γ

∞∫
−∞

ϕω
∂

∂n

(
e−ikr

r

)
ejωtdωdΓ. #$�%%'

�(� �
� ����� ������ ������
� ������ 	
�

∞∫
−∞

e−ikr

r

∂ϕω

∂n
ejωtdω =

1

r

∞∫
−∞

∂ϕω

∂n
ejω(t−r/c)dω =

1

r

∂φ

∂n

(
�x, t− r

c

)
. #$�%5'

2������ ����� ��� ��������� ��
������ 3���
��� ��	
���

φ(�x, t+Δt) =

∞∫
−∞

ϕω(�x)e
jωt+Δtdω =

∞∫
−∞

ejωΔtϕω(�x)e
jωtdω. #$�%6'

$.



������� �	 �
������
�
� ����������

��� Δt = −r/c ������ 	
� ��� ���
������� 
���

tr = t− r

c
. ������

�
� ������ ������ ������
� �� ��������� ������ ����� ���� �� ���� ����������
��


����
�����  ����� !����� 	
� �������� ��� "#�	
�
!������� ��� �#�#�#����$

����
∂

∂n

(
e−ikr

r

)
=

[
− 1

r2
e−ikr − iω

cr
e−ikr

]
∂r

∂n
����%�

��� ����������
�� �
���� ���� ��� ������� !��
������ &'� ��� ������ ���� ������

	
� ∞∫
−∞

− 1

r2
e−ikr ∂r

∂n
ϕωe

jωtdω = − 1

r2
∂r

∂n
φ(�x, t− r

c
) ����(�

��� �'� ��� ������� ���� ����!� ����

∞∫
−∞

− iω

cr
e−ikr ∂r

∂n
ϕωe

jωtdω = − 1

cr

∂r

∂n

∞∫
−∞

iωφωe
jω(t−r/c)dω

= − 1

cr

∂r

∂n

∂φ

∂t
(�x, t− r

c
).

���)*�

+���� ,���!����� ���������� �� ��������� ������ ����!�� �
� -�����#. ������
�

4πd(�x0)φ(�x0, t) = −
∫
Γ

[
1

r

∂φ

∂n
+

1

r2
∂r

∂n
φ+

1

cr

∂r

∂n

∂φ

∂t

]
ret

dΓ. ���)/�

��� ����0 ��� ��1���� -�
		�� ��!� 
�2 �
�� 
��� ��34�� �� 5!������1��� ���

���
�������� 
��� �� ���	�� ����2 �	 �
� �������#��� 6�����!�� 7#� (�x, t− r
c
)

�� 7��	������

��������� ���)/� ����� ���� 	�� ��� +���������� ���/%� ��� ���/(� �# �	�#�$

	��2 �
�� �
� ����������� ����1���� 
����������� ������ 1
��� �
�'� 	���

���)/��
�� t 
!�������� ������� ,� ����

∂

∂t

{
φ
(
�x, t− r

c

)}
=

∂φ

∂t

(
�x, t− r

c

)
· ∂

∂t

{
t− r

c

}
=

∂φ

∂t

(
�x, t− r

c

)
���)��

��� �#	�� �#���

4πd(�x0) p(�x0, t) =

∫
Γ

[
�0
r

∂2φ

∂t∂n
+

1

r2
∂r

∂n

∂φ

∂t
+

�0
cr

∂r

∂n

∂2φ

∂t2

]
ret

dΓ . ���)8�

��
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�������� �
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�

���� ��� ��� ���	 
�� ���
��
��
�� �����
����� ��� φ 
���	 
�� ����� p

��
 
�� ��	����� v ����
�
 ��	��
 ���

4πd(�x0) p(�x0, t) =

∫
Γ

[
�0
r

∂vn
∂t

− p

r2
∂r

∂n
− 1

cr

∂r

∂n

∂p

∂t

]
ret

dΓ . ������

 �
 !���"	���� 
�� ��	���#����� q

q = −�0
∂vn
∂t

������

����
 ���	 ������ $��
�� ���������	��

4πd(�x0) p(�x0, t) = −
∫
Γ

[
q

r
+

∂r

∂n

(
p

r2
+

1

cr

∂p

∂t

)]
ret

dΓ . ����%�
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���

��
 ��� ��+��
��� ���� ,��� &���		�' *�
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�� ��+��
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��	 ���	

�� ����� .�	( ��
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��� ������+��
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��� ������������
��

�� ������	 
���
�� ����� ��� 
������� �	
����� ��������
�
� �� ������
 ��� ���

����	�	� ��� ������������ �	 ��	�� �����
 Ω� ��		 ��� ���	���� �	� ��� ���� 

��� ��� !�	� Γ ������	 ��	�� ����
 ��
 �� �"����� ��� ��	 ��	�� ��������	�

��	 
"���� ���������
� ���������� #� ������	�	� ��		 ��� ������	� �	� ���

�����
��� ��� 
"����� ������	 ��	�� $����� �%��
 ���� 	�� �	 ���
�	�	 &%���	

��� ����	���� ��	�����	 �����
���	� ��� ��� �
��	��	 
���� ���� ��� 
����	�

�
������� �	 �	�	������� '�	�� ��	� �	��(
����� )"��	� *	��	� �	 �����	 &%���	

�����
 ��� ���	���� ��� �� ��� ���������� #� ������	�	� &+� ��������� !�	��

�����
���	 �����
 	�� ��� '�� ��� ���������� 	�������� #� ������	�	� ,���

���� #�	%���
 ��� ���������� ��� ��� !�	� ���
���
� �� ��		 ��� �������

���
�����	� ������	�	 #�  "		�	� �� ��
 	�
+����� ���� ��� &��� �"������ ����

��� ���������� ��� ��� !�	� ������	 ��
 �	� ��� ���	���� ������	�
 �����	

����� ���� ��
 -����� %�.���
 ���
�	 ��� &���� /�� ��	�	 �%��
 ���� ��� ���	���

�� ��
 ��������	���	�����	�����	 ���� )�����������
�� ����	
���� ��	������

�����	 ��� ��� ���������� � 0	��������
� ���� ��� !�	������	
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���� �%�*�

��
 ��� &�	�
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� �� ��� 2��
���� ������ 1�
����	
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��	�	��� #� �����	��	�
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������� �	 
���
����� �������
���
�
�

��� �����	
����
����

����� ������	
����	����
�

��� ����� ����� ��	
������
����
 t0 	��
 ��� ���������� ��� �
�	 ��� ���


����� �
� 	��
�������� �����	���� ��� ���
�����

�� Δt� ������� ���� �����

��� ���
����
�� ��
�
��
�  ��������� ����� ���� t0 = 0 ����
�
 ��� ����


�����
 �
�

ti = iΔt !"�#$

��� 	�� ��� ��

�����
� ���


tri = iΔt− r

c
. !"�%$

&�� '��
������ �� �(�����

�
� ���
�����

� Δt ��
 ����
 �������� ��	����������

�������
��
 ��� )������� *����� ����� &�� ���
����� +���
�	 ���  ��
��,����� q

*� ���
�����

 ���� 
�� ����

�
 
��������� ��� ���

� �����
 �
� �
��

q(x, tri) =
i∑

m=1

qmΨ(tri) !"�"$

��
 ��� -
���	���
��� Ψ

Ψ(tri) =

⎧⎨⎩1 ; tri ∈ [tm−1, tm)

0 ; else .
!"�.$

/

������ ��
 �� 
��� �0����� ����������
��� ����
�� �� ���������� &
 ���� *�1

���� ��� �������������  

2���
�
���������
	
�� ��� 3�
���� ��
������
 ���1

��� ������� ���� ��� 
�������	
���
� �
�� ��� &�����
�������� ������
�

'�� ����
���� 4���
 ��
 ��� �����5��

��� ��� ���

2���
��� ∂p
∂t
� ���� ����

�2����������� ��� ���	
���� )������
���6�����(��
���
 ������


∂p

∂t
=

p(x, t)− p(x, t−Δt)

Δt
. !"�7$

8� ������
�� ���� �����
 �
�

∂p

∂t
=

i∑
m=1

pm − pm−1

Δt
Ψ(tri) . !"�9$

%:



���� ������	
����
���

��� p ���� ��� 	���
��� ����
�

�� �����	�� �
��� ��� ��	������ �
�� ��� ����

����� ��		 �����

p(x, tri) =
i∑

m=1

(
tm − tri

Δt
pm−1 +

tri − tm−1

Δt
pm

)
Ψ(tri) �����

��
 �
�

	����������� ������ 
		� ��
�
��
��� �� !"� ��� ����#��$� t0 ��

��		 ��
�����

p(y, ti) = 0 %�� iΔt <
r

c
���&�

q(y, ti) = 0 %�� iΔt <
r

c
���'�

(�� ��� ��
����� ������ ����� ��� ���)� ����	� �
� %�� �*�+)�

4πd(�x0) pi(�x0, tri) =

= −
∫
Γ

[
q

r
+

∂r

∂n

(
p

r2
+

1

cr

∂p

∂t

)]
ret

dΓ

= −
i∑

m=1

∫
Γ

[
qm
r

+
∂r

∂n

[
1

r2

(
tm − tri

Δt
pm−1 +

tri − tm−1

Δt
pm

)

+
1

cr

pm − pm−1

Δt

]]
Ψ(tri)dΓ

= −
i∑

m=1

∫
Γ

[
qm
r

+
∂r

∂n

[
1

r2

(
mΔt− iΔt+ r

c

Δt
pm−1

+
iΔt− r

c
− (m− 1)Δt

Δt
pm

)
+

1

crΔt
(pm − pm−1)

]]
Ψ(tri)dΓ

= −
i∑

m=1

∫
Γ

[
qm
r

+
∂r

∂n

[
1

r2

((
m− i+

r

cΔt

)
pm−1

+
(
i−m+ 1− r

cΔt

)
pm

)
+

1

crΔt
(pm − pm−1)

]]
Ψ(tri)dΓ

= −
i∑

m=1

∫
Γ

[
qm
r

+
∂r

∂n

1

r2
[(m− i)pm−1 + (i−m+ 1)pm]

]
Ψ(tri)dΓ

= −
i∑

m=1

∫
Γ

[
qm
r

+
∂r

∂n

1

r2
[(i−m+ 1)pm − (i−m)pm−1]

]
Ψ(tri)dΓ.

���,-�

*'
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�������

�� ������	�
 ��
��� �	�� ��� ����� i���� ����������� i ��� ���� ��� ���� Γ

����
����� ������
 ���� � �� ��������� ���� �	������
 	�� ��� �������	�����

����� !���������
 "��#�� ������ �$� ��� %�����	�$��#� Ψ ������ &	�����' ��

��� ����
���� ����
���� ��������� ����� 
������� ������	�� 	�
����� � ����
 �	

����� tm �	�� �#��� �	� ���� ����� $������ (��� ��� ������ ����
����� ������


)��� ������	�
 ��
*� ��
���� ���� �#�
���� ����
����#��
���+��

tm−1 ≤ ti − r/c < tm

(m− 1)Δt ≤ iΔt− r/c < mΔt

(i−m)cΔt < r ≤ (i−m+ 1)cΔt . ��
���

����
����� ���� ������� ���� ���� ,	
�������� ���  	-���� ����	� (i−m+1)cΔt

	�� ������� ����	� (i−m)cΔt
 ��� .���������� ������ ���� ��� ��	�� ����/

μ ���
������ ���

μ = i−m+ 1 . ��
�0�

��� �# ��1������ ,	
�������� �#�� �� 2#�
����� ��� μ��� ,	
�������� ��+�������

������
 &�����	�
 ��
�� +��
� ����3������� ��� ����
����#��
����� ��� ��� ,	�


�������� ��� μ = 3
 ������ .�
����� � ��� ���� �	�� ���� ������	���� ��	���


�	��� ��� +�������� ���$��������	�
 �	��� ��� ����
����#� �� 4	���
������ �	�
��

�����' ������ ��� 2#�� !#� ,	
��������� �����
 4	����� ��� ���� �� ����� ������

,	
��������� ��1����' ����� �	� ��	�� ����� .������	�
 +	� %�#�����	�
��

3	�$� �x0 ����� +������� !��+5
����� .��6	�� �	� ������
 7# $#��� ��� �� ��� �


,	
�������� +	� ���� ti ���������� 7����� ���� +	� ���� ti+2 �� %�#�����	�
��

3	�$� ��
 ��� ��������������	�$ ��
��� ���� �	� ������� �	��� &	��	�������

��� ���+����� 7���������$�
 ����� ��������� 	���� %����$������
	�
 ��� 8�	��

+����� ��� 7�����������
 .�� 
�#-�� 9#����� ���' ���� ��� ����
����#� ����� !#�

7�������	�$ �+�
 ��� 7������� ��� �
� 	�� �#��� ����� ������ !�������� ����

��� $���
 ���� ��� ���� �	� ��� $#�������� ���������������� Δt �5
����' �� ����

�#��� ��� ����
����#��
������  ����� ������


����� ����	
�����
�
��
��

��� ���� ���� �� ����� .�������� +����
� ��� ��� &�+��� Nelem
 ��� 2#�� ���

.������� �3���� ���� ���� ������ $���� �#���
 "��#�� ���� ��� ���$��������	�


��
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���

��������� 	
�� ��� ����� ����	
����� �
		 ���� ��� �
�������
�� ��	 �����	

��� ����� �
���	
���� ��� ���������
	 (i−m)cΔt 
�� �
�������
	 (i−m+

1)cΔt ���������� ������

������ ��	 �
��� ���
���� ��� �
������ 
���������� �� �
�� �
� ��������
��

����� �����
� ��������
�
���� ������

Γ =

Nelem∑
n=1

Γn . � �! "

��� #���������� ��� �
� #������� �
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p(x, t) =

Nelem∑
n=1

pn(t) � �!&"

q(x, t) =

Nelem∑
n=1

qn(t) . � �!'"
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� ���
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4πd(�x0) pi(�x0) = −
i∑

m=1

Nelem∑
n=1

[∫
Γn

1

r
qnmΨ(tri)dΓn

+

∫
Γn

∂r

∂n

1

r2
[
(i−m+ 1)pnm − (i−m)pnm−1

]
Ψ(tri)dΓ

]
. � �!)"

 !



������� �	 
���
����� �������
���
�
�

��� �������	
���
�	����

��� ��������	
��	����
��	 ���� ��
 �����
�� ����
���
�� ��
������	 �� ����

���
 ����� ����
��� �����
��	�� ��	���
�� ��
���� ���� ��	���
���� �����
��	

��� !" �#
�
��	������ �� �����$ ��� ��� %��������������
���� ����� ���
���

&������ ��� '�
���� ����� 
������ 	�
��	�� ����
���
�� (��������$ �� ��� �
�

�)����	 ��
 ��������	
��	����
��	 ����	���
 �� ��������� %�����������*������

	���
��
� ��
�� (�� %�����������*����� ��
������ ��� &�� ��)������� ����

������� (��������������� ���������
 +���� ��� ������*����� ��
 ��������� ���


�
�
��
��	�� (��������������� ��
��� ��� ���*����� ���
 ���
 ��� %���

���������*����� ��
 �������� &������� ,� ��� ��
 ��������	
��	����
��	 ��

����� �����
��	��-���� ��
 �
�������	 ��
 ��&�������� ������
�� �� ����

���$ ��
� �)
 �x0 ��
 .������	� %�����������*���� ���	������� /� �

#�� ��� �)


��� /�
����
��� �� ����� �������������*������ .� ���� �����
��	�

����� ����	
��
������
��

��� (���������	 ��
 ���
���� ��� ��� ��� ��
 %��������������
��� �

#��$

���� �)
 ��� �
���� 0�����

��� �i = 1" &���

��&�� ��
���� +��� ��� �� �����

�
��	 ��� !" ��� %�����������*����� ��������$ �
	�&�� ���
 ���	���� �����
���

	��

−2πp11 =

∫
Γ1

1

r11
Ψ(tr1)dΓq

1
1 + · · ·+

∫
ΓN

1

r1N
Ψ(tr1)dΓq

N
1 + · · ·

−2πp21 =

∫
Γ1

1

r21
Ψ(tr1)dΓq

1
1 + · · ·+

∫
ΓN

1

r2N
Ψ(tr1)dΓq

N
1 + · · ·

��� =
���

−2πpN1 =

∫
Γ1

1

rN1

Ψ(tr1)dΓq
1
1 + · · ·+

∫
ΓN

1

rNN

Ψ(tr1)dΓq
N
1 + · · ·

���� �#��� ���
 ����
��� ��

−2π

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

p11

p21
���
���

pN1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∫
Γ1

1
r11

Ψ(tr1)dΓ · · · ∫
ΓN

1
r1N

Ψ(tr1)dΓ∫
Γ1

1
r21

Ψ(tr1)dΓ · · · ∫
ΓN

1
r2N

Ψ(tr1)dΓ

���
���

���∫
Γ1

1
rN1

Ψ(tr1)dΓ · · · ∫
ΓN

1
rNN

Ψ(tr1)dΓ

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

q11

q21
���
���

qN1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+ · · ·
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−2π�p1 = G1�q1 +H1�p1.
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�� ��� ������������� ��	 �� ��������	 �� ����
���� ������ 
��

��������� ������ ��� G 
����
���� ��� ��� ��	 �� ��������	 ��� H�  �	 �������

����� ����� � ���!���� "��	 	���� �
�� ��
�� #$� ��� %�������� i 	������

#$� ��� ����� ��� &����	
����� μ� "�� �������� #$� ��� ������� &����	
�����

��		�� 	�
� �����	� ��#	������� "� ���� &����'�����	(��'�� ��# ��� )��� �������

����
� 	�
� 
�� �
���� *�������� #$� ��� +�'��� d �����
���� ����,�� ��� -���

��

"�� ��������� *����!�� ��� G ��� H �������� 
���
���� 	�
� #�����������

.��

gμab =

∫
Γb

1

rab
Ψ(trμ)dΓ ����/�

hμ
ab =

∫
Γb

∂rab
∂n

1

r2ab
Ψ(trμ)dΓ. ����0�

"� ��� Gμ ���Hμ �������� ��� 1�� μ �
�!���� ��� ��
�� 1�� %�������� i�

'2���� ���	� 
�� 3���� ����� %���	
����� ������ 1�������� ������� ��	��	���

��		 ��	� #$� ���� %���	
������ ��� ������ $
�� ��� )��� ���������� ������� "��
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'	 �� ��� &����'�����	(��'��� ��#����

���� #����������.��

i ≤ 0 �p0 = 0

i = 1 −(2πE+H1)�p1 = G1�q1

i = 2 −(2πE+H1)�p2 = (2H2�p1 +G1�q2 +G2�q1)

i = 3 −(2πE+H1)�p3 = (2H2�p2 + (3H3 −H2)�p1 + · · · )
���

���. ����,�

 �������� ���!�� ��� ��� ��� &����'�����	������� #�������	 ����
����	�

	6	���

−(2πE+H1)�pi = �ψi ����7�

���

�ψi =

min(i,μmax)∑
μ=1

Gμ�qi−μ+1 +

min(i,μmax)∑
μ=2

Hμ [μ�pi−μ+1 − (μ− 1)�pi−μ] . ������
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��� μ >
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μmax ≈ rmax

cΔt
. ()�**+
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 �	� �����#
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− 2π

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

�p1

�p2
���
���

�pi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

G1 0 · · · · · · 0

G2 G1 0 · · · 0

G3 G2 G1
���

���
� � �

0 · · · Gμmax · · · G1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

�q1

�q2
���
���

�qi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
+

+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

H1 0 · · · · · · 0

2H2 H1 0 · · · 0

3H3 −H2 2H2 H1
���

���
� � �

0 · · · −(μmax − 1)Hμmax · · · H1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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�p1

�p2
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�pi
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−2π�pg = Gg�qg +Hg�pg. ������
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−(2πE+Hg)�pg = �ψg. ������
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$���( %	!! @���! 3��� 4�������%��
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�!
 �	��� ��� �����
	�
�� −1 ≤ ξ1 ≤ 1 	�� −1 ≤ ξ2 ≤ 1 "�!

���

( %�


��� ��$���� )�������
�� ξ1 	�� ξ2� ��� )��
�� ��A���� !��� @�-���! �� ���

��$�� -�� �� 1�����	�
 ��� ���
�!
���
� ��� )�������
��
���!"��%�
��� �4!!


!��� "��
�����%���� �	���"&����

x(ξ1, ξ2) =
Ne∑
n=1

Φn(ξ1, ξ2)xn, ���2��

��
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����� �������
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�

������ �����	
 �����	


� ξ1
1
4
(1− ξ1)(1− ξ2)


 ξ2
1
4
(1 + ξ1)(1− ξ2)

� 1− ξ1 − ξ2
1
4
(1 + ξ1)(1 + ξ2)

� � 1
4
(1− ξ1)(1 + ξ2)

������� ���	 ���������	�
���� �
� ����� ���
��	
�� ��� �
����	
�� ��������

����� Ne ��� ������ ��� ������ ��� ��������� ���� ��� Φ ��� ������� �� ���

���
��� xn ���  ���
����������! "��#������ ������$��
������% &� '������ �%�

���� ��� ������$��
������ $(� ����� �����	
�"� ��� )����	
�"� �������� ��"��

"����% *� (��� ��� +�$������������ ����"������ �� 
#����, ���� ��	� dΓ

�����$������� ������%

dΓ = |n(ξ1, ξ2)|dξ1dξ2 ��%
-!

n(ξ1, ξ2) ��� ��� .�������)�
��� ��� ��������� �� ��� ���
� (ξ1, ξ2)% ���	�

��� ����������������$�������� 
��� ��� +�������"��� (��� ���� /��
���� F (x)

$��"�������0�� ���"������� ������

∫
Γn

F (x)dΓ =

1∫
−1

1∫
−1

F (ξ1, ξ2)|n|dξ1dξ2 ��%
1!

�����������	��

/(� ��� 2#���" ����� ��	�����"��3��� &���"���� 
��� ��� 4��0�5�������� ��"��

������ ������% ����� ���� ��� &���"���� �� "������� 6�(���������, ��� ��"��

������� 4��07��
���, ���"������� ��� ��� ����� ��� �������"�� 6�(��������

��"��������� 4���	���$�
��� �����7������� ��� ��$��������%

1∫
−1

1∫
−1

F (ξ1, ξ2)|n|dξ1dξ2 =
M∑
i=1

N∑
j=1

WiWjF (ξ1i, ξ2j)|nij| ��%�8!

����� ���� Wi ��� Wj ��� 4���	���$�
�����, ��� ξ1i ��� ξ2j ���� ��� 6�(���

�������% 9 ��� . ���� ��� &���"�������������" �� +�	����" ��� ξ1 ��� ξ1 ���

���������% :� "�#0�� 9 ��� . ����, ����� �;�
��� ��� ��� ��"�����% :���	�

���� ��� +�	�����$���� ����7��	���� "�#0��%  ����� M ��� N �����3�"�"

�-
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������	� �
�� M = N � 	�
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�� �� ��� ���������
��� ��	
����� 	����	 ����
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� ��

�� ��� ������������ ��� �������� ���  
�����	��!� ��� ��� ����	��

"�����	���� ���� �������� ����	�������������	 
��
���

��� �����#������� ��� ����	�������	�������� �
�� ��� $������%���� ���  
��

������ ��� ��� μ−��� &�	�
����
�� ��� ��� '��������
�� ��� ��� ����	�������

(���� )*+, ���
�	� ���� ��� $������������ ��� �������� ��� ��� &�	�
����
� -�

��������� ��� ����� ���� -� .������������� -� ���������� /�	�� )*0, ��
�

������ �����- �1� ��-���������� �� ��� $���������	� ����� .�������� ����

���� ����
�-���� ���� ����� $�� ��������
� ���  
����� �� 	
���� 	��!� .�����
��

����� ��� 1�����1�� ����� �� ��� ��
��
�	� (����
����� �� ����	�������	�����


��	�� ������ �����- ����� ����� ������� 2�����
�	 ��� (���� )*+, ���� ���

���  � ���
�	� ���� ��� ��� ����������� ����	������ ��� ����� 3�������������
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��	�� 4�� ���
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�
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��	��� 
����� ��� ��� $�������
�
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����� �1� ������ ���� ���� 
�����	�
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�� $���������� ���� ����� �����	��
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 6	
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�� μ−���
1�����	
��� ���������� ���� 
�� !���	
���� ��������� ���
��� ���� �������
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�� $���������� ���� 6	
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����������	
������ ��	
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�� $���������� ����

��������� 6	
����#�	
�� ����� �����	�� ��� ����� 1�����	
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��	
 
�� 1���

�������� ������ 62���������� 
��������� ������

��� ����� 62��������� ��� �� -����
��� &�: 
����������� >�� �����	
��� ���

�����	� ��� 
�� �	�2������ A,B,C� ��� 9���� M ��� 
�� 1�����������2����

��
 
�� ,�����
−−→
AM ���
� ������	
� ��� 
�� ����� 
�� �����	��� ��� -�����


� ����� ���������� 9������ x �� 
�� �����	��#�	
� Γ ��� �	�2���� - ����� ��	



��� ��
� �����	
 ��� r� 
�� -�����
 
�� 9������ x ��� 1�����������2����
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�������

M � ��� d� ��� ��	
��� ��	 �
��
��
�
�	����
	 ��� �������
 A� ����������

��� ���� ��	 �������	 ���� ��
 h �������������
 ��� ��� ������ ϕ �	
 ���

������ ���	���� h ���
−→
Ax� ���
����� ���� �����
����� ��		 ���� ��	 �����

������� ��
������
 ����� ��	
 ��� ��	�	 ���
�
� Ψ = 1 �	
� !�
 ��� ������ "
�

#
����

�����
�� ���$�
 ��� ����  �� %�������� &'�()*∫
Γb

1

r
dΓ =

∫
Γ

1√
ρ2 + d2

dΓ &'�'(*

=

ϕ2∫
ϕ1

h
cosϕ∫
0

1√
ρ2 + d2

ρ dρ dϕ

=

ϕ2∫
ϕ1

[√
ρ2 + d2

]�= h
cosϕ

�=0
dϕ

=

ϕ2∫
ϕ1

⎛⎝√( h

cosϕ

)2

+ d2 − d

⎞⎠ dϕ

=

[
−ϕd+ h · arctanh

[
h · sinϕ√

h2 + (|d| cosϕ)2

]
+ |d| · arcsin

[ |d| sinϕ√
h2 + d2

]]ϕ2

ϕ1

���  �� %�������� &'�(+*∫
Γ

∂r

∂n

1

r2
dΓ =

∫
Γb

〈�R,�nel〉√
ρ2 + d2

1(√
ρ2 + d2

)2 dΓ &'�',*

=

∫
Γb

±d

(ρ2 + d2)
3
2

dΓ

=

ϕ2∫
ϕ1

h
cosϕ∫
0

±d

(ρ2 + d2)
3
2

ρ dρ dϕ

=

ϕ2∫
ϕ1

[
∓d√
ρ2 + d2

]�= h
cosϕ

�=0

dϕ

= ∓d

ϕ2∫
ϕ1

⎛⎜⎜⎝ 1√(
h

cosϕ

)2
+ d2

− 1

d

⎞⎟⎟⎠ dϕ

= ±
[
ϕ− arctan

[
d sinϕ√

h2 + (d · cosϕ)2

]]ϕ2

ϕ1

.

-(
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��� �����	
��� 
�� ���	
���� ������ ����� ��
�� ��� �� ��� ��������
�����

��� ���	�
������� 	� �	
����� ���  �������	���!������ M ��	�� �"� ���� 	�

�	� ������ �	
����� �#��

��� �$�	�� %!��	��&��� 	�� 	� '��	����� ��( ������������ '�
� �	�� ������

�	� ���	
��� '������� $	� 	� ������ %!��	��&���� ��� ���� �	����� )��� �	�

 ��	�����
��	�� �	� ���	�� R 	�����	��� $	��� *)� &)� ���	
���� ���+,� ������

��� 	� �	���� *��� ∫
Γ

1

r
dΓ =

ϕ∫
0

R∫
0

1√
ρ2 + d2

ρ dρ dϕ ������

=

ϕ∫
0

[√
ρ2 + d2

]R
0

dϕ

=
(√

R2 + d2 − |d|
)
· ϕ

��� &)� ���	
���� ���+-�∫
Γ

∂r

∂n

1

r2
dΓ =

ϕ∫
0

R∫
0

〈�R,�nel〉√
ρ2 + d2

1

ρ2 + d2
ρ dρ dϕ ����.�

=

ϕ2∫
ϕ1

R∫
0

±d · ρ
(ρ2 + d2)

3
2

dρ dϕ

=

ϕ2∫
ϕ1

[
∓d√
ρ2 + d2

]R
0

dϕ

= ±
(
1− d√

R2 + d2

)
· (ϕ2 − ϕ1).

��� �����	
��� 
�� ���	
���� ����.� ����� $	���� ��
�� ��� �� ��� �����#

���
����� ��� ���	�
������� 	� �	
����� ���  �������	���!������ M ��	�� �"�

���� 	� �	� ������ �	
����� �#��

��������� �� 	
�����
����

��� $	�� �� ��/���� ������ 
��������� ���� �	��� �	���� ����0�	�
� �1������

%!��	��&���� ��&��	��� �����
� �	�� �	��� � *���� ���� �)���	
�� �� ���� ��&���#

������ 2�������� 	� �	��� %!��	��&���� ������� $����� �1����� �	�� ���� ���� ��

	� '��	����� ��3 ������������� 4�	�!	�� ������� $������ �	� %!	��� ��� ���	#

�
�� �ABC $	�� 
�� ��� μ#��� %
���� �� ���
��	����� ���� �	� %!	��� ���

.�
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C
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x

R

j

xn

r

��������� 	

� ���������	
� ����
���� 
�� ������� ������������ ��� ������

���	
�� �������� 
�� ������	
�����������

���������	 A 
���	�
���� �� ��� �����	����� ������ ��� ������������� ������

��� S1 ��� S2 ����������� ��� �����������	����� M ���� ������ �� ��� �����

��	 �������	 ����������� ������� ��� M ′ ���������� ����� �� ���	�� ���� �����

M ′ �� ������ ��	 �������	� ��� ��
��� AS1S2� !��� ��� ��� �� ���	�� ����

����������� ��		� ������ 	��� ��� ��	 ��� ����	�����"
��� �M ′S1S2 ���!�����

��� �������	"
���� �M ′AS1 ��� �M ′AS2�

AS1S2 = �M ′S1S2 −�M ′AS1 −�M ′AS2 #$�$%&
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� ��� ���� 
�� ����� A �������	� 
�� �������
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�(S1S2r2) 	��
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�� ����� A �������	� 
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�� ����� ��

�� ���� ��
� 
�� ������� �� ����� ����������������	 ��� 
�� ��������� ���

�M ′AS1 ���� ��� �M ′AS2 �� !	������
 "#�#$%� ���� &�����'	������ 
�� (�)

���
��
 �����	���� *��� (�������
 
�� �+
	���������� ��,������
�� -������)

, 		� ��
 
�� �����	�
�� !	������
�� ��� �� (����
 ( � ��� ������������

d

C

B

M‘

M

xn A

S1

S2r1=

r2=

��������� 	
�� �������� ��	 ��
�
 ��

��� ��
�� �	������ ��� ��	 μ���
 �
�

(μ− 1)���
 ��
���
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��� ‖�x‖ ��� ��	
�� ��� ��� ��
������ ��� ������������	� κ(�) = ‖�‖‖�−1‖
‖e‖
‖�x‖ ≤ κ(A)

‖rres‖
‖�b‖ ������

��� ��� ������������	� ��� ������ A �
��� ���	 ����� ��� ����� �������� ��	���

��� � ���! ��	
����� "��� ��� ������������	� ��	� # ���$ ���� ��� ��� ��������

��	��� ��� ��� �������� %������� ��!�&
	� !����	 !��'� (�����������	 ��� ��$

)��� ��� ������������	� ��	� !��' ���� ���� *��� ��� �������� %������� ����

!� '�� ��� ��� �������� ��	��� ����� ��� ������������	� ��!� ���� ��� ���� �����

+�	���*� ��� ��������� ��	���� &���� ,��� � !���	*��� ��� -����.�������� ���

,�!������� ���$ ���� ��� �����	���� � ���! ��)� log10(κ(A)) ���������/��� ��

0�����!*��� ������� �� ��� 0�����!*��� ��� ,��!��� ���������

1�� 	������ �� ���	 ��� ��� ������ ��� 0����	��! ���2 �� ���� ��	� !��'�

��	)��	 �������� 3������������ ������$ )�� ��� 4����	���! ��� ����������5

��	� ��)�� ����	)���� ��� *��� ��� ������������	� ����� ������ ���	 3���

���� +��!��
�)��������!��! �����	��� 6��7�

κ(A) =
σmax

σmin

������

��� σmax &3� ��� !� '��� ��� σmin &3� ��� *�������� ��� 1��� �����	�������

+��!��
�)���� -� �89�84 �© ���	� ��� �
	����!�)����� 4����	���! ��� +��5

!��
�)��� ��	)��	 ��������� �������� ��� svds5���*���� ��� :��&3!��!� σmax

�
��� ���	 ����� ���	 �����	���� 4�� ��� 4����	���! ��� σmin �� '� ��� �����5

���!� ��& ��� (������$ ���� ��� svds5���*���� ���	� ��� *�������� +��!��
�)���

�����	��� *���$ ������� ��� ����� +��!��
�)���$ )���	�� �� ���	������ �� ��5

��� &��� )
	������ (��*� ���!�� 8�������!� ��� σmin ���3����	 ����*���� ���

�� !��� �����	� +��!��
�)����$ )���	� !����	 2 ����� ��� ��� ������� 4����!�5

���������� 8�!����	��� 6�;7 ��!��� ���	 ������ (������ ���	�� ��� (%<(8=�

6��7 ���	� ���	 ���� -�.�����������! ��� 8�!����	��� �� �89�84 �© ��� :��5

&3!��!�

8�	��� ��� ��!��������� ��� ;>� ,�������� ��� #22 =?-,�5(��*��� ���

Δ�@2�;�A�� ���� ��� ��	������	����� �
	�� ��������	� )������ -� 9������ ��#

��� ��� ������������	� κ �� 8�	
�!�!*��� ��� ��� 8���	� ��� B�����	����� Nt

��� ��� ���� !�	 ��!�� +��!��
�)���� ���!�������� "�� ��	�� �� 8���	���� ���

������	��� )����$ 
����� ���	 ��� ������������	� ��� ��� 8���	� ��� B���5

��	�����$ �� ��� 0� '� ��� 0����������� ���	 
������ �3� ��� 	��� ������	�����
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Nt σmax σmin κ

�� ���� ��� ���

�� ���� ��	 ����

��� ���� ��
 �	��

��� ���� ��� ����

������� ���	 �����������	
� κ �� �

��������� ��� ��� ���	
� ��� ������
�����

Nt� 
����
��� 	�� ��� ������� σmax ��� ��� ��������� σmin �������������

�
�� ��� β����� ��� ����������� ���
�� ���  ����!������� "��� σmin #�������

"$����� ��!� σmax #
�� $������ %�� #������� &��'��$�"��� ��� ��� �
( �
)*��

"�� �
�� ��� �
���+ 
� ��� &��'��
���$� ���� &��'��$�"���� )*� Nt >��� ���(��

��!� 
�)'���� ��� ,��!��$�#��� ��,�����-��!���� ������ ��!�� ,���!����� %��

.�������� ��� /��
���
���+ ,�� ���  ����!������ ��� ���!�
�� 
#��-�
,�� ���

��� 0�'�,����� ��� 1���)$��� ������ �
�
�) ���� �
�� ��� .�������� 
�!� )*�

�$�'��� &����
����������� ��-��,���
���!� ����

2� �,,�����' ���� ��� ��� �,"��!���' ��� &!�
��
,���
����' ����� .�'��

��� 
�
�3���!��� �
�� ��� 1����
��"����� ��� 10−1 ,�� 10−12 �
�'�������� 4$�5

���� ��� 1����
��"��� ��� 0, 1 ��!� �������!����� 0�'�,����� ���)���� ���� ���

0�'�,����� ,�� ����� 4��� ��� 0.01 ��!�� ���� ��� ��� 0�'�,������ ��� 1�5

���
��"��� 10−12 �� ������!������� 6�� ,�� ���� 7� ��� ��!� ��� 8�����!����

�� ��#������ %�� 8�����!���� �� ��� ���
�� ,��9��'��� 2���
������� �� ������

0�'�,��� �� �����!���� ��� �
�*���!� ������ 8� �
� 0�'�,��� ��� ��� 1���5

�
��"��� ��� 0, 01 �� �����!��� "����� ��� �� 2���
������ ��� 	� � :�!�������

,��9��'�� ;�� ����� 1����
��"��� ��� 10−12 ���� �� <���!� ��� 2���
������ ���

���� � :�!�������� %��!� ��� 4
�� ����� '���'����� 1����
��"����� �$��� ��!�

����� ���� :�!������� �-
����

2�������
�� ���� "��!�� ���
����� :������� )*� ��� <�"����'�� 1����
��"����

�����!�� "������ �*� ��� '�"$����� 1����
��"����� tol = [10−1 10−2 10−12]

"����� ��� ���
����� :������� rrel = [0, 0831 0, 0251 0, 0249] �����!��� =,5

"��� ��� ��'�������� 
�'�,�� �
�� ��� >9���' ��� ��� '�"*��!���� 1����
��

#�����'���� ���� '��� ,�� 
�) �
� ����� 0�'�,��� ��!��
‖rres‖
‖�b‖ = rrel ≤ tol� %�� 8�5

����!���� �� rrel(tol = 10−2)− rrel(tol = 10−12) = 1.83−4 ��� 
�!� ��!�� �� '��(

"�� ��'�����!� �� ��"
���� "$��� 4���� ����� %��#��-
�� �"��!��� '�"*��!�5

���



������� �	 �
����
����
���� �� ���������

��������� 	
��
 ��������	
 Δp ��� ��
���	���	 ��� �	���������	 �������

�
��� �� ��������	���	�� �	 ����	
�
���� ��	 β ��	� ������������� ���


���	�� !"�
�� ��� #$% &��� �����	��	'

��� ��� �����	
��� ������
�� �������� ��	
� �� ��� ��
���������� ��
��� ����

��� ������ ��	
� ���
�������� ��� ����������

����� �����	
������
��

���	
������� ���� ��	
 �����	
��� ������� �� ��� ���� ���� ��
��������� ���

 ��������� 
�� ��� !����	
��������� Δt �����
�� ��	
 
��� ���� ������ ���

"	
���������
���� ����� #���� ��� $������� 
���������  � ����� ��� �������

������	
� ��%����� ��� &'(  �������� ����
��� �� 
��� ���  ��%��� ���  �)

�������� ��������� ����� ���� *� ��������� +�&( ���� ��� �����	
����� ���

����������� ��������
���� "	
������	�� ��� ����,���	
�� ������ �� �- �����)

������� ��� ��� �
�� ��� .��������� 
�� /0* �)1������ ��
����  ���������

��� ����� 2��� ���
�� ��� ����� ��
��� Δp < 1 dB� 3��  ��%��� ���  �)

�������� ����� �� ����� ������ ������	
 �� $���� *� ��������� +�&+ ���� ���

 ��������� ��� ��� ����	
�� "����������� ������� ��� /0* �)1������ �����)

������� 3��  ��%��� ���  ��������� ������ �� ����� ������ ��������	�� �������

456



���� �����	�
���
��
����


��������� 	
�	� ��������	
 Δp ��� ��
���	���	 ��� �	���������	 �������

�
��� �� ��������	���	�� �	 ����	
�
���� ��	 β ��� ������������� ��
����

	�� !"�
�� ��� #$% &��� �����	��	'

��� ������	���
 ��� �
������
���� ��
 ���� ���������� ��� ��� ���
������

������
��������� �����  !� ���� ������ "��
�����

� ��� ��	�
 ������	 β #�����

���� ��
� ���������� �������
� ��� ��� �
������
���� ��
!����� ����
 ����$

��
 ��� ������$ ��� ����� ��� ������
�������� ��
�
����$ �� 	���	������ %	

���� �� ������
������$ ��
 �� ��� &���������� '�() ��� '�(' ��� *���� ��+����

fg = 1/(6Δt) ������������
� �!� ���+������ ��,-�� fg 
��
�� �� �����	����	

��-� ������
��������� ����� �� $ #����� ��� ��� �
������
���� �������.���


��������

��� �����	�
���
��
����


��� ��� �
������
���� ����
 ��������� &���
� ��
 ��� �������� ������
�����

����� ��
���� ��
 ��� /�
�
 ���� ����
 ��������
 ��� ��
 ���0
�������� �� ���

1�
���
�� �� ����
��	����
������ �
�������� �� 2���� 3''4 3'54 3'64� ������ �


��� ����
� ��� ���
�� ��� &�#���������
 ��� ��
���� �� ����
����� 7�����	�

3'84$ ���������� �	 ���+������������ ��� 9������ ��� �������� ������
����

:;(



������� �	 �
����
����
���� �� ���������

���� ���� ���	 
� ��

����
�	 ���������� ���������
 �������

��� ����
� ��� ���������������
	��� ���
�	
 ���
�� ���� ����
��
�	 �� ���

�������

�������
��� ��

���  ���
� 
� !������ ��� �
���
�� ���
�
��
 ����

���� "
��
� �

��
 ��� ����
� ���	 �

 ��� ����
� ��� #"!$%���
	���

&����
�� ��� '�
����	
�� 
�
� ���� ��� ������� (
���  ���
� 
� !������ ��	�


�
� �� �������

�������
� �
�
� "
���&� �
�� �
� )���*��	� ��� �
���
�� �
��

���	 �
��� (�����
���
� �� ���� ��� �
�� ���

� )���*��	� 
� !������ ��	��
�

��	�� ���	 ��� +��� ���������������
	��� ,�������)���*��	�����
	���-�

�
� )���*��	������
� ��� 
������ )���*��	� ������ ��� $
����		�

 	�����


� ��

���� .�/
 ��� ���
� ������
� !� ��� 	
�� (�����
���
�� ����
� �



������ $�����
��� �
�� �
�� �
� ���	 
���� (����	������ $�����
�


�������


�� 0��� ��� �
� ��� ���
� 
� 1��
�	��� ,2�34- �
���
�
� ���
�
 �
�	

i < μs −4π�pdsi = 0

i = μs −4π�pdsi = μsH
ds
μs
�p1 + �ψds

1

i = μs + 1 −4π�pdsi = μsH
ds
μs
�p2 + ((μs + 1)Hds

μs+1
− (μs − 1)Hds

μs
)�p1 + �ψds

2

i = μs + 2 −4π�pdsi = μsH
ds
μs
�p3 + ((μs + 1)Hds

μs+1
− (μs − 1)Hds

μs
)�p2 + · · ·
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�	 ��	 ��� �� � ��	��	 ������� �	� ���� ��� %�
�

��� ��������	�
� ���(	

� !��� ���� 
���
�	 ��� �	���� ���������
������� ��

$������(
��	� ��� ��	�� ,������(
��	
 ��
���	 ���� ���	� -���
���� ��.�� ���

	�� 
���	
#$
�
 
� .���	 /����	��#!�	� 
�
�	$��� ��� )�
����� 0�� ��	��

1	
�����(
��	
 ��� �	���� ��	 
�

�� ��������	�
� ��
��
 ���� ��	 !���	
�

���� 
� .���� /����	��#!�	� �	� �� �	
$	�
�
�
�	 ���� ��	� �	��������	��

1	
����$���	
 ��� �		�	��������	�

+�� "��
��� ��� ������2�
���� 
�
�	$��� �	����	 �
����������	
��	�(
��	

��
� ���� ��	 ��� 2�
���� ��
��	�� �	!�	��	 ��		� �� ����� �	�
������ ��
���

	����� ��		 ��	 ��� 0�����	�	
 �	
�� "��!�	��	
 ��� ������2�
���� ��	��


�����#$��
 !����	� ������� ������	 ��� H �	� G 2�
����	 ��� &������	
��'��


���� ��� ��	�	 &��.
��� ��� /����	���
 ��	 
�
�	� �	���$��
� ���� �	����	

0�����	�	
�	 � 		�	 !��
����	 ��
 ��� !�	�
�� ��#!�	��
�	 3������
��	��

���#����	 ������	�
 !����	� +��� �$�#
� �	
�� 0����
�	
 ��� ����������	�	

������
���/���
��	��	 �	 ��	 ����
�	 �(���	 �� 
�
�	 ��
��	����	 #$���	�

���� ��� �
�����������	 �� ��.�	���� ��		 ��
 ��� ������2�
���� ��	�

�	�
�����
(
 ��� ������
��	 �����	���
 !����	� �������	
� ��		
� ���	� "����	
��

��	
 ��� ��	4����� ��� �		�	��������	 ��# ��	 
��
���
�	 ������ �������
�


!����	� +����� ������ ��
��
 �� ��
����
�
�	 5��
#���� ��� �
����	
 �	 ��	��

3�
��� 6����� ��7���� 8�9 �0 �		������ ��� &��	��	 ��� +�����
������	
 ��	

f < 1/6Δt �	� f < c/6λ�

0�� �		�	������������	 
��

 ��� �	�
�����
(
 ��� �	����
�����	 2��� ��#�

!������ �� ��	�� ��	�
�	
�	 �	�
��
 ��� ������������ #$��
� +�� �	����
�����

2��� ��(��	
���
 ��	 /�������� ��� /������ +� ������ ���� ��	� (�.��� ��	�

4$��� ��
 ��� :��
 	���
 (	���	 ����
�� ��
 ����� 2��� �	
��(��#
 �	� ���

��� 2��� ����(��	
����	�� ��
�	!��
 ��� "��#����	������
��� ��
 ��	 ;��
 8�

+��� ��
 	�������� ���� ���
����� �� ����� +�����
������	
�� �	� 2�����#�����
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���	
� ��� #
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��� �� ������ �	
�	������� ���
��
���� ��������������������� �� �����������


���� �� ������ ����� ���� ��	��
��� ��� ������	����� 		� ��� �
�����


�� ������������ !�� "���#$��$ $�������% ����� &� '�( �©  		��	) ��� ���

��� ��� �*+ ������� ������ '������, ���� -������	��
����'�!��!, ���./��������

��� ����� ��������� !�� "���#$��$% ����� �	���� ���� *��!��$ �#� ��� ����

������0�� '���� ��� -	������$ ��� ��� ������������ ��������� !
������ ���


������ ���.$����� 
�����% -#� ��� ��	��
� 
���� ���� 1	����$� 2�����

�������	
��
��������

�3 ���$��������, 
	 ��� �
������ "����	� ��������$��

����� 
����� 
���% 4� ������ ��� ��	��
��� 
���� ��� 1���� ����� ���������

����� 1����
���� �%�% ���� $��5���� ����60��� 2�+43 ��������, �� ��� ��
���

���$ ���  ��(�& ���� �#� ����������� (����!�� !� ���.$������% �� �����

��� �*+ ������� ������ '������ ��� 7������)� ./������� !�$0�$���� ��� ���

���� 
	�����, �	��5!���� ��� ���0����� 
��������������� 
����� ����, ��� ����

8��������
��
���$ �	� ������ ������� *��!�� �.$����% �� $��� ���� �	�� $��

��$ ���
��
���$�������, �� ���  		��	) �������$��0��$�� ��� �����
����� !�

������%

��� 1����
�������� ��� ��� (���������$ ����� ����������� &���	�� ��� ���

���������
��� ��� �	��� ��� ���.��$�� ������!���% 1��� $��� �� �	�� �����

&.$����
����� ��� !�� "���#$��$ �������� &� '�( �© �
���� !� 	���������%

��� �����
����$
����$�
��� ��� !%(% ����� ��� �����$����$ �	� ���	����� ���

�������������� -��
��	��� �� 9�9	�� !� ���������%

�� ����!���$� &���
�����	!���	��� ���� ��� ��������� ���
�	��9	�������

�������� ����, ��� ���� ���������������$ ��� (��������$�� �����	��% (�� ��� ���

:;<
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������ �

�����		
���
 �
� �
� �����	����
�

��	
���	���

�� �������		 
���
 ������ ��� ����������� ��� ��� �����	����� ��	����	���

��� ���	 ������������� ������������ ��������	�	� ���� ���	��	����� �����		� ���

 ���!��������"��	�� "�	 ��" ��	����	���������	# ����� $���������� "�	 ����%

��" &����� (μ−1)cΔt ��� ��'���" &����� μcΔt# ()���� �� ����� ������������

��	��	���	 ������� *�� ��� *��������� ���� ��� $����(�	�������(	 M �� ���

+���� ��� ,�����(� ���-�����	 ��� ���� "�	 M ′ ���������	� ,�� .��(	 M ′ (���

��	����� ��������� ���� ��'������ ��� ,�����(�!���� �������

���������	 
�� ��

������	���	���� �������
� 
�� ��������

/�� ��� /���# ���� ��� .��-�(	��� ��� $����(�	�������(	�� ��'������ ��� ,���%

��(� ����	# ������� ���� ��� �� ��� 0������� ��1# ��
 ��� ��
 ������	���	��

*���������������� /�� -���� �����		���� ������� ���� 
 ��	������������� ����%

�������# ������ ��� ��" �� ����	� max (�) �	������� 2��(�� ��������� 3�	
�(AMB) ��	 ��*� ��� 2��(�� �������� ��� 4�(	����

−−→
MA ���

−−→
MB ��"���	

��� "�	 max (�) ��� "�5�"��� 2��(��� /�� -���� �����		���� "��� ���� ���
��	���������� 6���� ������	 ������� ,�� 4��������� 74�8 -���� 6���� ��	 "���%

	��� ���� ��� ����� ���	���� *�������� ��������# ������ �" $��� ��� 
� ����	�

�	��	� /�� ��� �� 0������ ��1 ������������ ��	����	��� ���� ��� ����� ,�����(

�����	 ���� ��� 4���������%*�������� �� ξ ≷ 1# ����� ξ ��� 9�������(	�� ���

���������������� −→g =
−→
M + ξ · −−→MC ��	�

�� ��� 0������� ��
 ��� ��
 ���	 �� ����	����� ���� ���� �� ����	� "�	 /��%

1�1



������ �� �����		
���
 �
� �
� �����	����
�

��	
���	���

���������		 max (�) 
	����� 
�� ������������

ξ ≷ 1

C

B

A

r2

r1

�(BMC) + �(MBC)

−�(MAB)

−�(MAC)

�(AMB) ± �(MBC)

−�(MAB)

+�(MAC)

�(AMC) ± �(MBC)

+�(MAB)

−�(MAC)

������� ���	 ����������	
����
� 
�� �����	 �������� ��� ��� ������
�����

ξ� ���������������

����� ��	��� ��� ��� �������������������� ���������� �����

�� ����
 �������	 ��		 ���� ��	������ ������� ��� ���  ���		�� �� 	����

����� ������

�� �� ����� ��� 
�		 ��� ��� ��� ��� ��� !���� A �
 "�������

����������� 	���� #����� ����	���� $�%&� '��� ���������� ��
 (� 
�		 ��  ���	�

	� ��(� )��� ��� )����	 �(AMB) ��*+�� ��� �	� ��� )����	 �(BMC) ���

�(AMC) ��� �� ��	� �(AMS1) > �(AMS2)� ���� ��������� ���� ��� ��������

,���� �� −(�(MAS1)−�(MAS2))+�(S1S2, r2)� '���� ���������� �(S1S2, r2)

��� -���������,���� 
�� ��
 )����� �(S1MS2) ��� ��
 .����� r2�

���������	 
�� ��

������	���	���� �		����
� 
�� ��������

)��� ��� !��/������ ��� -�		��������������� �������	� ��� '������� 	�����


��� ��� '�������(ABC) �� ��� '��������(M ′CB)��(M ′BA) ����(M ′AC)

��������	� ������� '���� '������� ������ ���� �����	� �������	�� '�� 
*�	��

���� �������
*�	��������� ���� ��  ���		� ��0 ��������		��

�����	��� 
�		� ��� ����� ��� -�		������������� �	���� ��
 1	�
���
���

��	����� ��� #M = M ′&� ������ ������� �������	�� 2��� ��� ��� ��� �������

d = 0�

30(



���������		 max (�) 
	����� 
�� ������������ �����������

�(AMS1) ≷ �(AMS2) 
	�����

C

B

A

r2
r1

S1

S2

�(BMC) + �(MAS1) −�(S1S2, r1)

+�(MAS2)

�(AMB) ± �(MAS1) −�(S1S2, r1)

−�(MAS2)

�(AMC) ± �(MAS1) −�(S1S2, r1)

−�(MAS2)

C

B

A

r2
r1

S1

S2

�(BMC) − �(MAS1) +�(S1S2, r2)

+�(MAS2)

�(AMB) ∓ �(MAS1) +�(S1S2, r2)

−�(MAS2)

�(AMC) ∓ �(MAS1) +�(S1S2, r2)

−�(MAS2)

C

B

A

r2
r1

S1

S2

�(BMC) + �(MBC) −�(S1S2, r1)

−�(MBS1)

−�(MCS2)

�(AMB) ± �(MBC) −�(S1S2, r1)

−�(MBS1)

+�(MCS2)

�(AMC) ∓ �(MBC) −�(S1S2, r1)

+�(MBS1)

−�(MCS2)

C

B

A

r2
r1

S1

S2

�(BMC) − �(MBC) +�(�S1S2, r2)

−�(MBS1)

−�(MCS2)

�(AMB) ∓ �(MBC) +�(S1S2, r2)

−�(MBS1)

+�(MCS2)

�(AMC) ± �(MBC) +�(S1S2, r2)

+�(MBS1)

−�(MCS2)

������� ���	 ����������	
����
� 
�� �������� ��� ����� ����	������

���������������

���



������ �� �����		
���
 �
� �
� �����	����
�

��	
���	���

���������		 max (�) 
	����� 
�� ������������ �����������

�(AMS1) ≷ �(AMS3) 
	�����

C

BA

r2
r1

S1 S2

S4S3

�(BMC) − �(MBS1) −�(S1S3, r1)

−�(MBS2) +�(S2S4, r2)

+�(MS3S4)

�(AMB) − �(MBS1) −�(S1S3, r1)

−�(MBS2) +�(S2S4, r2)

−�(MS3S4)

�(AMC) ∓ �(MBS1) −�(S1S3, r1)

+�(MBS2) +�(S2S4, r2)

−�(MS3S4)

C

B

A

r2
r1

S1

S2

S4

S3

�(BMC) + �(MS1S2) −�(S1S3, r1)

+�(MS3S4) +�(S2S4, r2)

�(AMB) ± �(MS1S2) −�(S1S3, r1)

−�(MS3S4) +�(S2S4, r2)

�(AMC) ± �(MS1S2) −�(S1S3, r1)

−�(MS3S4) +�(S2S4, r2)

C

B

A

r2

r1

S1

S2

S4
S3

�(BMC) − �(MS1S2) −�(S1S3, r1)

+�(MS3S4) +�(S2S4, r2)

�(AMB) ∓ �(MS1S2) −�(S1S3, r1)

−�(MS3S4) +�(S2S4, r2)

�(AMC) ∓ �(MS1S2) −�(S1S3, r1)

−�(MS3S4) +�(S2S4, r2)

������� ���	 ����������	
����
� 
�� �������� ��� � ����	������

���������������

���



���������		 
������
��������	

M

B

A

r2

r1

�(AB, r2)− �(AB, r1)

M

B

A

r2
r1

S1

S2
�(MAB)− �(AS1, r1)− �(BS2, r1)−�(MS1S2)

M

B/A

A/B

r1

S1

r2

�(MAB) ⇒ �(MAS1)− �(AS1, r1)

�(MBA) ⇒ �(MBS1)− �(BS1, r1)

M

B

A

r2

r1

S1

S2

�(MS1S2)− �(BS1, r1) + �(BS2, r1)

M

B/A

A/B

r2

S1

r  =01 �(MBA) ⇒ �(MAS1) + �(BS1, r2)

�(MAB) ⇒ �(MBS1) + �(AS1, r2)

M

B

A

r2
r1

�(AB, r2)− �(AB, r1)

M

B

A

r2
r1

S1

S2

�(AS1, r2) + �(BS2, r2) +�(MS1S2)− �(AB, r1)

������� ���	 ����������	
����
� ���� ��� ���������� ��	 ��

�������	�����

�������
� ��	 �
������	 
������

���





��������	
���
���

��������	
�

�������� 	��
 
���
 ������ ����� ���
	����� ����������
��� ��
 ��������

���
�� ������� ��	�
������ ��� ����� ������

��
���
���� �
���	����

α ��������	��������� 
��  ��� !������ ���
�
�

β 
����	���	��	� �����
��� ���	�
�� "��	# ��
 $���
�	�����	������

Γ %��
 
�� !�������

κ !���������
��	

λ &����������

λe '�������� ����� �����(

μ $�
��� 
�� ��	���
	��
������� )����������	�����
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