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Zusammenfassung

Wir beschéftigen uns in dieser Arbeit mit optimalen Steuerungsproblemen unter nicht-
linearen hyperbolischen partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Speziell
untersuchen wir verteilte- und Dirichlet-Randkontrollen und fassen dabei die System-
gleichung als Operatorgleichung zwischen Hilbertraumen auf. Hauptséchlich befassen
wir uns mit Fragen der Existenz von Losungen des jeweiligen Kontrollproblems, einer
Regularitatsbedingung, die die Existenz der Lagrange-Multiplikatoren gewihrleistet,
der notwendigen und hinreichenden Optimalitédtskriterien. Auf der Grundlage dieser
Untersuchungen wenden wir abschliefend das Newton-Verfahren auf die behandelten
Problemklassen an und fithren numerische Tests durch.

Abstract

In this study we treat optimal control problems by nonlinear hyperbolic partial differen-
tial equations of the second order. We particularly investigate the cases of distributed
controls and Dirichlet boundary controls making use of the System Equation as an
Operator Equation between Hilbert Spaces. We handle mainly questions about the
existence of optimal solutions for the specific control problem, a regularity condition
which ensures the existence of Lagrange Multipliers, necessary and sufficient optimality
conditions. Based on these investigations we finally apply the Newton Method on the
studied cases and carry out numerical tests.
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0 Einfithrung

0.1 Einleitung

Optimale Steuerungsprobleme sind aufgrund ihres Vorkommens in vielen technischen
und physikalischen Prozessen seit einigen Jahrzehnten Gegenstand von groflem Interes-
se und intensiven Untersuchungen. Dennoch ist die Klasse solcher Probleme bei denen
das zugrundliegende System durch eine hyberbolische partielle Differentialgleichung
zweiter Ordnung beschrieben ist, sowie deren numerische Aspekte bisher wohl weni-
ger untersucht worden, insbesondere, wenn die Systemgleichung als Nebenbedingung
in Operatorform formuliert wird. Dieser Umstand hat sicherlich u.a. damit zu tun, dafl
in den bekannten Existenzsédtzen dieser Systeme, die “kleinsten” R&ume in denen die
Losungen angenommen werden nicht-reflexive Banachriume (L°°, C*) [15], [17] sind. In
Anbetracht des Entwicklungsstands der Analysis und speziell der Optimierungstheorie
in solchen Rédumen ist dies fiir die Behandlung dieser Probleme keine giinstige Aus-
gangssituation.

Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag dafiir leisten, dieser Entwicklung entgegen zu
steuern: Wir behandeln Optimalkontrollprobleme fiir nichtlineare hyperbolische parti-
elle Differentialgleichungen zweiter Ordnung, stellen dabei die Systemgleichungen als
Operatorgleichung zwischen Hilbertrdumen dar und betrachten sie als Nebenbedingun-
gen.

Angesichts der obigen Anmerkungen ist uns diese Art der Problemstellung u.a. dadurch
moglich geworden, dafl wir Existenzsétze fiir diese Systeme in Hilbertrdaumen, die noch
“kleiner” als die oben erwahnten nicht-reflexiven Rdume der klassischen Existenzaussa-
gen sind, zeigen konnten. Wir werden selbstverstédndlich vorab diese R&ume vorstellen
und studieren. Das bildet die Grundlage der Arbeit und erméglicht es, uns weiteren
Schwerpunkten unserer Untersuchungen widmen zu kénnen: Es sind Fragen der Exi-
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6 KAPITEL 0 EINFUHRUNG

stenz und Eindeutigkeit von Losungen fiir die gestellten Kontrollprobleme, der Regu-
laritdtsbedingungen zur Sicherung der Existenz der Lagrange-Multiplikatoren und der
notwendigen und hinreichenden Optimalitdtsbedingungen. Die daraus erhaltenen Ant-
worten bilden die theoretische Basis fiir zahlreiche Optimierungsmethoden und speziell
fiir das Newtonverfahren, dessen Anwendungsmoglichkeit auf unsere Problemklassen
wir anschliefend untersuchen.

Die folgenden spéter genau zu spezifizierenden Systeme liegen unseren Betrachtungen
zugrunde:

yu — Ay + f(y) = Bu,

y(70) - ?JO,
Ye(+,0) =y,
yls = 0

fiir verteilte Kontrollen, oder

yu — Ay + fy) = 0,

y(70) — yO’
ye(+,0) =y,
yls = u

fiir Dirichlet-Randkontrollen.

Dabei bezeichnet y die Zustandsvariable, u die Kontrollvariable, B einen in dem Kon-
trollraum definierten linearen Operator und f(y) eine nichtlineare Funktion. Es ist
auBerdem Y = 90x]0,T[, wobei Q ein Gebiet in IRV darstellt. Wir schreiben diese
Systeme in der Operatorform e(y, u) = 0.

Uns interessieren Kostenfunktionale der Gestalt:

1 5
J(y,u) = §\|Cy — yallF + )

wobei die hier beteiligten Rdume H und U Hilbertrdume sind. Da wir von der Exi-

lullZ; B>0,

stenz und Eindeutigkeit einer Losung y fiir die Systemgleichung bei vorgegebenem
Kontrollparameter u ausgehen, bewegen wir uns hier auflerhalb der bei nichtlinea-
ren zeitabhdngigen Probleme bekannten Blow-up-Effekte [16]. Aufgrund der soeben
erwiahnten Voraussetzung konnen wir auch das Kostenfunktional als j(u) = J(y(u),u)
darstellen. Wir sprechen in diesem Fall vom reduzierten Kontrollproblem.
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Wir haben die Arbeit in vier Teile gegliedert:

Im ersten Kapitel stellen wir einige Funktionenridume vor, die spéter in der Arbeit
bendtigt werden. Eine zentrale Rolle spielen dabei die Hilbertraume X4(0,7;V, H).
Wir beweisen ihre fiir uns wichtigen Eigenschaften. Der Einsatz dieser Raume als Defi-
nitionsgebiet fiir den Systemoperator e ist wesentlich: Einerseits 148t sich das Problem
in dieser Form grundsétzlich formulieren, das heifit in einem Hilbertraumkontext, und
weil wir dann mit der schwachen Formulierung der Systemgleichung arbeiten konnen,
kénnen wir die Regularitétsforderungen an die Inputdaten des Problems niedrig halten.
Andererseits kann dank der bewiesenen Einbettungseigenschaften dieser Rdume eine
breite Klasse an Nichtlinearitidten f(y) in die Theorie eingebunden werden.

Das Erreichen dieser Ziele ohne Einsatz dieser Rdume hat sich als sehr problematisch
erwiesen. Am Ende des Kapitels beweisen wir einige Existenz- und Regularitétssétze
fiir hyperbolische partielle Differentialgleichungen. Darauf bauen die meisten der spéter
in der Arbeit gestellten Probleme und definierten Operatoren auf.

Im zweiten Kapitel widmen wir uns den Problemen mit verteilten Kontrollen.
Hauptséchlich beschéftigen wir uns mit der Existenz von Losungen fiir das Kontroll-
problem, der Differenzierbarkeit der dort auftretenden Funktionale, einer Regularitéts-
bedingung in Form der Surjektivitdt der linearisierten Nebenbedingung, notwendigen
Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung, die wir aus der Tatsache herleiten, dafi die
Wirkung der linearisierten Lagrange-Funktion an einem (lokalen) Losungspunkt in al-
len Richtungen verschwindet und hinreichenden Optimalitétsbedingungen zweiter Ord-
nung in Form der Positiv-Definitheit der Hesse-Matrix des Lagrange-Funktionals auf
dem Kern der linearisierten Systemgleichung. Wir gehen auch immer wieder auf das
reduzierte Problem ein, in dem wir die Zustandsvariable als Funktion der Kontroll-
variable interpretieren. Darauf werden wir im letzten Kapitel die Newton-Methode
anwenden.

Wir behandeln im dritten Kapitel Probleme mit Dirichlet-Randkontrollen. Die Haupt-
themen der Untersuchungen und der Aufbau des Kapitels sind denen des vorigen Ka-
pitels dhnlich.

Im abschliefenden Kapitel geben wir am Beispiel von Problemen mit verteilten Kontrol-
len eine Anwendungsmoglichkeit der Newton-Methode auf die untersuchten Aufgaben
an. Die Newton-Methode wird aufgrund ihrer quadratischen Konvergenzordnung oft,
sowohl in der klassischen Optimierungstheorie, als auch in der optimalen Steuerung,
eingesetzt. Dennoch hat sie auch einige Nachteile. Dazu zéhlen unter anderem die Lo-
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kalitdt der Konvergenz, der Rechenaufwand im Zusammenhang mit der Berechnung
der Hesse-Matrix und die Notwendigkeit das zugehorige lineare System, das Newton-
System, so exakt wie moglich zu l6sen. Das Bemiihen diese Nachteile zu umgehen,
zeichnet sich in der Regel durch den Einsatz von Modifikationen der Methode aus, von
denen man sich eine Behebung oder zumindest eine Milderung der Probleme verspricht.
In unserem Fall besteht das Vorgehen darin, das Newton-Verfahren nicht auf das
Optimalitatssystem, sondern direkt auf das reduzierte Problem anzuwenden und das
Newton-System mit Hilfe des konjugierten Gradienten-Verfahrens zu losen. Wir konnen
dabei die Berechnung der Hesse-Matrix vermeiden und miissen dafiir nur ihre Wirkung
auf Funktionen des Kontrollraums ermitteln. Diese Idee wurde schon bei Kontrollpro-
blemen unter zeitabhéngigen Navier Stokes Gleichungen benutzt (siehe z.B. [7]). Wir
stiitzen uns auf die in den vorigen Kapiteln gemachten theoretischen Vorbereitungen.
Numerische Beispiele werden abschlieend gerechnet.
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0.2 Bezeichnungen

Wir wollen hier vorab einige in der Arbeit vorkommenden Bezeichnungen auflisten und
sie grob erklaren. Die exakten Definitionen werden gegebenenfalls in den jeweiligen Ab-
schnitten, wo sie eingefiithrt werden, gegeben.

Mit X, V und H bezeichnen wir beliebige reelle Banachrdume.

Vc H : Inklusion.
V— H : stetige Einbettung.

V—— H : kompakte Einbettung.
V* ¢ dualer Raum zu V.

Q C IRYN sei ein beschrianktes Gebiet und 0 < T < oo. Wir schreiben:

o) : Rand von Q.

Q = 00, 7|
> = 900, T
C*(]0,T[; X) : stetig-differenzierbare Abbildungen bis zur Ordnung & von |0, T

in X.

C*([0,T); X) = C*(0,T; X) : stetig-differenzierbare Abbildungen bis zur
Ordnung k£ von [0,7]in X.

C%0,T;X)=C(0,T; X) : stetige Abbildungen von [0,7] in X.

C(0,T;X)={p : o C*0,T;X), Vk=1,2,...}.

C(0, T[; X)={p : pe C*(]0,T[;X), VE=1,2,...}.

D(]0,T[; X) : Funktionen aus C*°(]0,T[; X) mit kompaktem Triger in |0, 7.

D (]0,T[) = D (10, T[; IR).

D'(]0,T[; X) : Raum der Distributionen auf ]0, 7’| mit Werten in X.
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[V,Hlp, : Interpolationsraume zwischen V und H.

LP(0,T;X) : Raum der Aquivalenzklassen von mefbaren Funktionen ¢
1

T P
von |0, 7] in X mit ||| = (/ o (t])% dt) < 0.
0

L>*(0,7;X) : Raum der Aquivalenzklassen von meBbaren Funktionen ¢

von |0, 7] in X mit ||o(t)||x <c fi. ;c€ lR.

0, T;X) = [H"(0,T;X), L*(0,T; X)]y fir (s€IRy),n € IN mitn>s und
(1—-0)n=s, wobei H*(0,7;X) = {go’cci;f € L*(0,T;X),0<r< s},
fiir s € IN und HY(0,T;X) = L*0,T; X).

H™(Q) = L2(0,T; H™(Q)) N H*(0, T; L*()).
HE*(Q) = LA(0,T; Hy(Q)) 1 H(0,T; LA(Q)).
H™ () = L2(0,T; H(9Q)) N H*(0, T; L2(99)).

Es gelten nun:

V und H sind zwei Hilbertrdume, V ist separabel, V = H, V — H und H = H*
(Identifizierung von H mit H* ). Es ist dann V — H — V*.
Letzteres bezeichnen wir als Gelfand Tripel.

Wir schreiben hier:

W, T;V,H) ={p € L*(0,T;V) : ¢ € L*(0,T;V*)}

und

X400, T;V,H)={p € L*(0,T;V) : ¢, o + Ap € L*(0,T; H)},

wobei A € L(V,V*) einen symmetrischen und positiv-definiten Operator darstellt.



Kapitel I
Grundlegendes

In diesem Kapitel werden wir zunéchst ausgewéhlte Funktionenrdume, die in der Arbeit
vorkommen, definieren und ihre fiir unsere Zwecke wichtigsten Eigenschaften darstellen.
In einem zweiten Teil beweisen wir einige Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen fiir
hyperbolische Differentialgleichungen. Auf den hier erzielten Ergebnissen beruhen die
nachstehenden Kapitel.

I.1 Die Funktionenraume

Wir haben bei den Definitionen der Rdume versucht iibliche Bezeichnungen der Litera-
tur zu benutzen. Die Rdume X 4(0,7;V, H), die wir hier neu einfiihren, waren technisch
gesehen nicht immer bequem, finden aber ihre Berechtigung unter anderem in unserem
Bestreben, mit minimaler Regularitéitsforderung zu arbeiten.

I.1.1 Die Riume C* und L?

Es sei X ein Banachraum, 2 C IRY, N > 1 ein beschréinktes Gebiet und 0 < T < oo
gegeben. Wir setzen (Q = Q2x]0,T[ und definieren:

C*(10,T[; X) {

o € XI0TL . ist stetig und stetig- }

differenzierbar bis zur Ordnung k

11



12 KAPITEL I. GRUNDLEGENDES

Hier bezeichnet I{? die Menge aller Abbildungen von I, nach I (2 nichtleere Mengen).
Analog definiert man die Rdume C*([0,T7]; X), wobei im Punkt 0 (bzw. T') von rechts-
seitigen (bzw. linksseitigen) Ableitungen die Rede ist. C*([0,T]; X) ist mit der Norm

ol = Sk, I[rolzﬁ( l©°(t)]|x ein Banachraum. Dabei ist ¢ = (.

Wir schreiben
C*([0,7]; X) = C*(0,T;X), k=0,1...,
mit
C°0,T; X) = C(0,T; X).
Letzteres beschreibt die Menge der stetigen Funktionen von [0, 7] nach X. Die unend-
lich oft differenzierbaren Funktionen bezeichnen wir mit

C*0,T;X)={pecC*0,T;X), Vk=1,2,...}.

Wir setzen
D0, T} X) = G2(10. T} X) = { penin TR - }

¢ mit kompaktem Trager
Fiir X = IR schreiben wir

C*0,T) = C*([0, T, IR),

C*(10,T[) = C*(]0. T, IR)
und analog

D(0,7]) = D (0, IR).

Wir bezeichnen mit D’(0,7; X) den Raum der Distributionen auf ]0,7[ mit Werten
in X, das heifit, den Raum der stetigen linearen Abbildungen von D (]0,T[) nach X
(versehen mit der Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf beschriankten Mengen

von D (]0,T) ).

Fir 1 <p < oo ist
0,7 . @ 1st

1

T P
mefBbar und |||/ = (/ lo(t||% dt) < 00
0

¢ (Aquivalenzklasse) € X!
LP(0,T; X) —

und fiir p = oo

L>(0,T; X) — {

Aquivalenzklassen von mebaren Funktionen ¢ € X107lso;
daB 3 C € IR mit [|p(t)]|x <C fii '
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Hier definiert man die Norm ||¢|| L~ = inf{C'}.

Die Raume LP(0,7T; X), 0 < p < oo, sind mit den so definierten Normen Banachriume.

Ist X ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (-,-)y; so auch L?(0,T;X) mit dem
Skalarprodukt (¢, 1) r20.1.x) = Jy (0(t), ¥(t)) xdt. Falls X = LP(2), werden wir LP(Q)
statt LP(0,T; X) schreiben (beide Rdume sind miteinander identifizierbar). Wir werden
auch gelegentlich die Abkiirzung LP(X) fiir LP(0,T; X) benutzen. Fiir y € L'(0,T; X)
werden wir mit dyy, y; oder 3’ zugleich die klassische Ableitung (falls diese definiert ist)
und die verallgemeinerte Ableitung von y bezeichnen. Letztere erhélt man durch

T Def T
/O youdt = —/0 yepdt Vo €D(]0,TY).

Analog haben wir 0yy = yi = 3.

I.1.2 Die Rdume W(0,7;V, H)

Es seien V' und H zwei Hilbertrdaume mit: V' ist separabel, dicht in A und es gelte

V — H (— steht fiir die stetige Einbettung). Wir identifizieren H mit seinem Dual-
raum und erhalten V' — H < V* (Gelfand-Tripel), wobei V* den Dualraum von V'
bezeichnet. Wir definieren

WO, T;V,H)={p € LQ(O,T; V) g € LQ(O,T; V)

Dieser ist mit der Norm [[¢llw = [|l¢lI72(0 7.1 + ngtH%Q(QT,V*)]% ein Hilbertraum. Aqui-
valent zu dieser Norm ist die folgende

el = llellzz.zvy + [letllL20.2v).
Man erhélt dann mit [25]
W(0,T;V,H) — C(0,T; H). (1.1)

In diesem Zusammenhang wollen wir zwei Lemmata iiber die Greensche Formel ange-
ben. Die Rdume W (a,b; V, H) und L*(a,b; X) werden analog wie W (0,T;V, H) und
L?(0,T; X) definiert. Wir werden auch dabei, und dies bis Ende des Kapitels, mit (-, -)
das Dualitdtsprodukt zwischen V' und V* sowie das Skalarprodukt auf H fiir einen
gegebenen Gelfand-Tripel V — H — V*, wie oben definiert, bezeichnen.
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Lemma I1.1.1  [25]

Es sei o, € W(a,b;V,H); a,b€ IR, a <b, so gilt

[ e w0+ [0, vt = (o0),60) - (pla) wla)).  (12)

Das nichste Lemma wird zeigen, dal (1.2) giiltig bleibt, wenn man die Regularitét

von ¢ schwiicht und die von 1 stérkt (oder umgekehrt).

Lemma 1.1.2

Es seien a,b € IR, a < b, p € W(a,b; H,V*) ( somit p € L*(a,b; H) mit
©0r € L*(a,b;V*) ) und 4 so, daf v € C(a,b; V) mit 1y € L*(a,b; H). Dann gilt (1.2).

Beweis

Es sein ¢ und ¢ wie im Lemma, und P die Menge aller Polynome p : [0,7] — H mit
Koeffizienten in V.

Es ist bekannt, dafl P in C*(a,b; H) und C*(a,b; H) in W (a,b; H,V*) dicht liegen [25]
S. 442-446. Es existiert dann {p,} C P mit

¢on — @ in L*(a,b;H), wenn n — 00

und
goln — ¢ in L*(a,b;V*), wenn n — o0.
Weil
Wi(a,b; HV*) — C(a,b; V"),
gilt dann
on — @ in C(a,b; V"), falls n — oo
und damit

n(b) — ©(b)
und in V* falls n — oc.
Spn(a) - gp(a)

Aus ¢ € C(a,b;V) und ¢y € L?(a,b; H) folgt v € W(a,b; V, H) mit (a),(b) € V.
Nach Definition von P ist es auch klar, dafl ¢, € W(a,b;V, H). Wegen Lemma I.1.1
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haben wir dann

[ 0000+ [t ()t = (oa(8), 6(0)) — (onla). (a).
Durch Grenziibergang erhéilt man die Behauptung.

Q.E.D

1.1.3 Interpolationsriume

Zur Definition von (reellen) Interpolationsraumen gibt es verschiedene Zugénge, die, je
nachdem welche Resultate gezeigt werden sollen, mehr oder weniger geeignet erschei-
nen. Wir benutzen hier die sogenannte K-Methode [17, 21]. Mit X und Y bezeichnen
wir zwei Banachrdume mit X — S und Y — S, wobei S einen lokal konvexen topolo-
gischen Raum darstellt. Wir setzen fiir z € X +Y und t > 0

K(ta:X.Y)= it (lallx +¢oly).

a€X,beY

Seien nun 0 < 6 <1 und 1 < p < oo. Wir definieren
(X, Y]y ={r€X+Y, t DK z;X,Y)e LP0,+00)}

und
_ 1
Iz |y, = 1t K (25 X,Y) | 12(0400) (1.3)
(;, = 0 fiir p = +00).

Bemerkung I.1.1

Die Raume [X,Y]q, bezeichnen wir als Interpolationsriume zwischen X und Y. Ver-
sehen mit der Norm (1.3) sind sie Banachrdume.

Der folgende Satz fafit ihre fiir uns notwendigen Eigenschaften zusammen.
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Satz I.1.1 [17], [21]
Es seten 0 <0 <1 und1<p<oo. Es qit
(a) [X,Y]op = [V, X]1-0,.
(b) 3 C(0,p) >0 mit
2l iyl < CO,) ol ]z Voe XY,
(c) Falls X — Y und 1 < p; < ps < 00, s0 ist
X < [X,Y]op, = [X,Y]op, — X.
(d) [X,Y]g,p = [X,Y]p,p, falls 0 < 0 < 6y < 1.

(e) Falls X =Y, gilt [X,Y]p,=X =Y.

Wir fixieren ab jetzt p = 2 und setzen

(X, Y]y =[X,Y]p2.

1.1.4 Die Raume H™*

Es sei X ein Hilbertraum. Wir definieren:

e Falls s € IN
s drsp 2
H*(0,T; X) = {90] o €L(0TiX), 0<r< s}
e und generell (s € IR )
H*(0,T; X) =[H"(0,T; X), L*(0,T; X)] (1.4)

n € IN mit n > sund (1 —0)n = s.
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Bei der letzten Definition ist H°(0,7T; X) = L*(0,T; X).
Es sei dann 2 C IR offen und beschréinkt. Wir setzen wie oben Q = x]0, 7| und
weiterhin ¥ = 0Qx|0,T[. Fir r,s € IRy U {0} definieren wir folgende Réume

H™(Q) = L*(0,T: H(Q)) N H*(0,T; L*(Q)),

Hy™(Q) = L*(0,T; Hy () N H*(0,T; L*(%)),

und wenn 02 (Rand von §2) von der Klasse C* ist
H™(X) = L*(0,T; H"(0)) N H*(0,T; L*(99)) .
In diesem Rahmen gilt der folgende Spurensatz:

Satz 1.1.2 [18] S.10

Es seiy € H™(Q) mit r > % und s > 0,

o so lift sich 2% quf S definieren fiir j € INU{0}, j < r—3. Esist % e H"5i(Y),

onJ
wobei "L = L = 27”_2727;7_1 (r; =0, falls s = 0) und die Abbildungen y — % sind

linear und stetig von H™*(Q) in H"%(}").

e Fullsr > 0 und s > 3, so kann man auch g—l;i/(a:,()) auf Q fir k € IN U {0},
k < s — 3 definieren. Es ist %(.,0) € H*(Q), p, = (s — k — %) und die

Abbildungen y — %(., 0) von H™*(Q) in HP*(Q2) sind stetig.

Es sei hier erwdahnt, dafl fiir den Fall, daf§ {2 beschriankt ist und einen hinreichend
glatten Rand besitzt, die Rdume H*(f2), s € IR , sich dhnlich wie in (1.4) durch
Interpolation definieren lassen. Man hat ([17] S. 45)

H*(Q) = [H"(Q), L*(Q)]g, n € IN mit (1—0)n=s. (1.5)

[.1.5 Die Riaume X,4(0,7;V, H)

WEeil sich unsere Arbeit im Kontext von Hilbertraumen artikulieren wird, und wir un-
seren Arbeitsraumen, soweit es geht, minimale Regularitdtsforderungen stellen wollen,
haben wir sehr oft die im Folgenden von uns neu eingefithrten Nicht-Standardridume
Xa(0,7;V, H) eingesetzt. Da wir fiir unsere Zwecke keine hier brauchbaren Resultate
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iiber dhnliche Rdume in der Literatur finden konnten, werden wir auch ihre fiir uns
wichtigsten Eigenschaften beweisen.

Essei T € (0,+00), und wie in § 1.1.2 mogen V < H < V* ein Gelfand Tripel bilden.
Es bezeichne || - ||y (bzw. || ||z) die Norm in V' (bzw. in H) und sei a(p, ) eine stetige
Bilinearform auf V', mit:

hy @ alp,¥)=ay,p) Ve, eV
(Symmetrie) und 3 k € IR mit
a(p,p) + kol > allpllz, a>0,peV (Koerzivitit).

Wegen der Stetigkeit beziiglich ¢ und ¢ kann man der Abbildung a(p, ) einen Ope-
rator A € L(V,V*) wie folgt zuordnen:

(Ap,¢) = ale, ). (1.6)

Hierbei bezeichnet (-,-) das Dualitdtsprodukt zwischen V und V* bzw. das Skalarpro-
dukt auf H.

Wir definieren
XA(0,T;V,H) ={p € L*(0,T;V) : ¢y, 01 + Ap € L*(0,T; H)},
sowie das Skalarprodukt

<¢7¢>XA = <¢7¢>L2(V) + <90t7wt>L2(H) + <90tt + A%Z/ftt + Aw>L2(H)

mit der zugehorigen Norm

1
lellxs = [lellaqy + leelFagn + llow + AplZaam) - (1.7)

Satz 1.1.3

Xa(0,T;V, H) ist mit dem Skalarprodukt (-,-)x, ein Hilbertraum.

A
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Beweis

Es reicht zu zeigen, da8 X 4(0,7;V, H) mit der Norm || - || x, vollstandig ist. Sei ,, eine
Cauchyfolge in X 4(0,7;V, H), so ist wegen (1.7) {¢©™, ¢}, (pu+Ap)™} eine Cauchyfolge
in L?(0,T;V)x L*(0,T; H)x L*(0, T; H). Aufgrund der Vollsténdigkeit von L*(0,T; H)
und L2(0,T; V) existieren ¢, » und @, so daf

©" — p in L*0,T;V),

wenn n — —+0o0.
o' —p in L*(0,T;H)

und

(s + Ap)* — @ in  L*(0,T; H), wenn n — +00.
Weil A € L(L*(0,T;V),L*(0,T;V*)), L*(0,T;V) — L*(0,T; V*) und
L*(0,T;V*) < D'(0,T;V*), erhalten wir folgende Limes in D" (0,7; V*), wenn
n — +00:

pr — B, (pu+Ap)" — @
und
A" — Aop. (1.9)

Die Stetigkeit des Operators 9, von D'(0,7;V*) in D'(0,T; V*) impliziert ¢} — ¢4
in D'(0,7;V*) und damit auch

op — oy in D0, T;V*), n— +o0. (1.10)

Wegen der Eindeutigkeit des Limes gilt ¢; = . Dadurch ist ¢; € L?(0,T; H). Mit (1.9)
und (1.10) haben wir auerdem (¢ + Ap)" — @y + Ap in D'(0,T;V*), n — 400
und damit @ = oy + Ap € L?(0,T; H). Insgesamt erhalten wir ¢ € X4(0,T;V, H).

Q.E.D

Als Néchstes beweisen wir einen Einbettungssatz fiir X 4(0,7;V, H). Die Bedeutungen
der Bezeichnungen L*(a, b; X), D (Ja,b[, X), X 4(a,b; V, H) ergeben sich in Analogie zu
jenen mit @ = 0 und b = T'. Wir brauchen das folgende
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Lemma 1.1.3

Es seien a,b € IR; a < b, so existiert C' > 0, so daf
Maz {[[¥llc@pv) » (@@}

< Ol xatapv.my s fiir alle ¢ € D(Ja,b[; V) N Xa(a,b;V, H).

(1.11)

Beweis

Es sei ¢ € D (Ja,b[; V)N Xa(a,b; V, H). Wir kénnen nach Definition von X (a,b;V, H),
F € L*(a,b; H) finden mit

balt) + AG(W) = F(1), € (ab) (112)
Wir bilden das innere Produkt von (1.12) mit ¢;(¢) und erhalten

(1), lt)) + 5 o ety = (P, )
Daraus folgt 5

57 LIV @Ol + a( (), v (0)] = 2(F(0), vu(t)) s

Eine Integration von a bis ¢ mit Benutzung von (hy) ergibt:

[+ Nl < Co | [ IF@Ids + [ is)lids|.

Wir konnen die linke Seite nach unten abschétzen, indem wir etwa
@) |I3 = 2e@)]F + 5l1v(@)]|? setzen und bei einem Glied der rechten Seite dieser
Gleichung die Inklusion V' — H ausnutzen. Wir erhalten

@Oz + 1Ol + @Y

b b
< [/ |1F(s)||3,ds —l—/ H@Z’t(S)HJquS] , fiir alle t € [a,b].

Daraus folgt die Behauptung.

Satz 1.1.4

Es gilt
XA(0,T;V,H) — C(0,T;V)NC0,T; H).
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Beweis
Wir versehen die rechte Seite der Inklusion mit der Norm

MaX{I[rOl’agf o)l + max [ (2)l] , max le@ v }-

Es sei nun ¢ € X4(0,7;V, H).
(D Fortsetzung von ¢ auf ¢ € X(=T,2T;V, H) mit kompaktem Tréger in | — T, 2T.

Wir definieren:

o(t) = —p(—t) + 2p(0), falls t € [-T,0] und (T +t) = —p(T —t) + 2¢(T), falls
t € [T,2T] und haben dadurch ¢ € XA(=T,2T;V,H). Wir setzen ¢ = ¢, wobei
0 € D(—T,2T[) mit 6 = 1 auf [0,7] und erhalten ¢ = ¢ auf [0,7], ¢ hat einen
kompakten Trager auf | — 7,27 und ¢ € XA(=T,2T;V, H).

Approximation von ¢ ( aus ()) durch Funktionen ¢, aus

@ p (1= T,2T[; V)N XA(=T,2T:V, H).

Wir setzen zunédchst die Funktion ¢ in IR\[—7,2T] durch ¢(t) = 0 fort und regulari-
sieren sie beziiglich ¢ wie folgt:

Esseid € D(IR) mit ¥ > 0, [ ¥(t) dt = 1 und Triager Supp ¥ C [—1, 1]. Wir definieren
Uo(t) = ad(at), a=1,2... und setzen

¢o¢ = ﬁa * ¢|[—T,2T]; o = 17 27 (113)

wobei Jox¢(t) = [T2°9,(t—5) ¢(s) ds (Konvolutionsprodukt). Da ¢ € X 4(—T,2T;V, H),
haben wir nach Definition ¢ € L?(—T,2T;V), ¢; € L*(—=T,2T; H) und

b + Ap € L*(—T,2T; H).

Es ist bekannt, daf§ dann fiir die entsprechenden gemé8 (1.13) regularisierten Funktio-
nen gilt: ¢, € C°(=T,2T;V),(01p)o € C(=T,2T; H) und

(1 + AP)o € C®(=T,2T; H), mit

G0 — ¢ in L*(=T,2T;V), wenn o — 400,

(04p)q — Oy in L*(—T,2T; H), wenn a — +00
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und
(py + AP)q — ¢ + Ag in L*(—T,2T; H), wenn o — +00.

Nun haben wir (0;¢)s = 01¢q und (¢4 + Ad)q = Oudq + Ap,. Wir erhalten
b € Xa(=T,2T;V, H)
und
Vo — ¢ in Xu(=T,2T;V,H) , wenn a — +o0. (1.14)

Weil ¢ einen kompakten Tréger in [T, 2T besitzt (siehe (D), ¢, € C°(=T,2T;V);
a=1,2... und

1
) _] + Supp Qb,
a

Supp (Yo % @) C |

haben wir dann

¢a € D(]=T,2T[;V),

wenn « hinreichend grof3 ist. Dieser Teil der Folge, den wir auch mit ¢, bezeichnen,
gewahrleistet den Punkt (2).

® ¢ — ¢ in C(=T,2T;V)NCH-T,2T; H), wenn o — +00.

Wegen (1.14) ist {¢,} eine Cauchyfolge in X 4(—T,27;V, H) mit Grenzwert
6 € Xa(~T,2T;V, H).

Setzt man in (1.11) ¢ = ¢, — ¢, a = =T und b = 2T, so folgt daraus, daff {¢,} auch
in C(=T,2T;V)NCY(—T,2T; H) eine Cauchyfolge ist. Letzterer Raum ist vollstindig.

-~

Somit existiert ¢ mit
bo — &, a — +oo in C(=T,2T;V) N CY(~T,2T; H).

Wegen C(=T,2T; V)N CY-T,2T; H) — L*(—=T,2T;V) und (1.14) ist dann bei Ver-
nachldssigung einer Nullmenge, ¢ = ¢ auf C(=T,2T;V)NCY-T,2T; H).

@ Grenziibergang

Durch Grenziibergang in (1.11) mit ¥ = ¢, a = =T und b = 2T erhalten wir

HQSHC(—T,QT;V)QCl(—T,QT;H) <C HﬁbHXA(—T,zT;V,H)-
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Nun gilt aufgrund der Konstruktion von ¢:
lelleorvinet (—rerimy < 19llerarvinet (—rerm)

< Cl¢llxa-r2rvm < 3C max 10()] ¢l x4 0,13v, 1)

Q.E.D

Der soeben bewiesene Satz sowie die folgenden Sobolev’schen Einbettungsresultate
werden eine zentrale Rolle spielen.

Satz 1.1.5

Es sei Q C IRN offen und hinreichend glatt ( etwa 02 von der Klasse C), so ist:

o H™(Q) — C(Q), falls m > 5. Die Einbettung ist kompakt, wenn € beschrdinkt
1St.

o H™(Q) — LYQ),

wenn zusdtzlich  beschrinkt zst und q <

2N
N-2m"

o H™(Q)) — LI(Q); 2 < q < oo beliebig, falls m = % und kompakt, wenn
beschrinkt ist.

Bemerkung 1.1.2

Die Riume X 4(0,T;V, H) werden wir im Laufe der Arbeit fir V = H}(Q)

und V = H'(Q) einsetzen. Im ersten Fall wihlen wir als Abbildung A den Operator
—A € L(H}Q),H Q). Im Falle V = H'(Q) werden wir aus Notationsgriinden
auch A = —A setzen. Hierbei meinen wir aber die Form A: HY(Q) — HY(Q)* mit

(Ap, V) may-me) = (Vo, V) 12y  (steht fir S <8w1’ 3£>L2(Q))
In beiden Fallen erfillt die gemdf$ (1.6) definierte Bilinearform die Bedingung (hy).
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Bemerkung 1.1.3

(i) Es ist nach Definition klar, dafs

XA(0,T;V, H) — W(0,T;V, H).

(ii) FirV e {HNQ), HY(Q)} und H = L*(Q) folgt :

(%) wegen (1.1), X_a(0,T;V, L*(Q2)) — C(0,T; L*()) und somit
X_a(0,T3V,12(9)) = IX(Q)

(xx) wegen Satz 1.1.4, X_A(0,T;V,L*(Q)) — C(0,T;C(Q)) N C*0,T; L*()),
falls N = 1.

(i1i) Es gilt offensichtlich:
X_a(0,T; HN(Q), L*(Q)) — Hy'(Q) — W(0,T; HX(Q), L*(Q)). Mit (1.1) ha-
ben wir dann Hy' (Q) — C(0,T; L*()). Da W(0,T; HA(Q), L*(Q)) —— L*(Q)
[15] (S. 58), gilt auch Hy'(Q) —— L*(Q).
Diese Inklusionen gelten auch, wenn wir HY(Q) und Hy'(Q) durch HY(Q) und
HYYQ) ersetzen.
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I.2 Einiges iiber hyperbolische Probleme

I.2.1 Uber homogene Probleme
1.2.1.1 Problemstellung

Wir werden im Laufe dieser Arbeit sehr oft mit Operatoren der Form 0y — A + ¢ zu
tun haben. Dies fithrt uns zu der nachsten Problemstellung.

Wir brauchen folgende Hypothesen :

hs: q € L>(0,T; LP(£2)) mit
p € (2, 00| beliebig, falls N < 2 und
p=N,falls N >3

und
hj: q € L>(0,T; L*(2)) mit
s € (1, 00] beliebig, falls N < 2, und
s = %, falls N > 3.
Pp: Wir suchen:
y € L*(0,T;V) mit y € L*(0,T; L*(Q)) (1.15)
so, daf3
ye —Ay+qy = w auf |0,77, (1.16)
(- 0) = ¢, (1.18)
y=0 auf X (wir setzen V = H (1)) (1.19)
oder
dy o . _ g7l
— =0 auf ¥ (wir setzen V = H*(Q2)),
on
wobei

we L*(0,T;L*(Q)), y° €V und y' e L*(Q).
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Bemerkung 1.2.1

Bei den Bedingungen (ha) und (hg) liegt der Sobolevsche Finbettungssatz (Satz 1.1.5)
zugrunde.

Da wir davon ausgehen, dafs (1.15) erfillt ist, erhalten wir mit (hg) :

qy € L*(0,T; L*(Q)). Aus (1.16) folgt dann v, — Aye L*(0,T; L*(Q)). Damit

gilt insgesamt y€ X_A(0,T;V, L*(Q)) und somit ( Satz .1.4 ) y € C(0,T;V) und
y; € C(0,T; L*(Q)). Die Bedingung (1.17) (bzw. (1.18)) gilt dann in V (bzw. L*(12)).

Im Falle der homogenen Neumann-Randbedingung ist (1.16) in der folgenden varia-
tionnellen Formulierung zu interpretieren:

(Yee(t),v) + (Vy(t), Vo) +{q(t) y(t), v) = (w(t),v) , fir allev e H(Q), t €]0,TT,

mit (-,-) wie in § 1.1.5. Darin ist ( (1.15) vorausgesetzt ) die Bedingung 6—%\2 =0
enthalten, denn aufgrund der Stetigkeit von h — 22|50 von H'(Q) in HZ (09) ist
%]g € L2(0,T; H= (89)) und v — Jyq, ag—g)’agﬂ}bgd(ag) ist auf HY(Q) linear und

stetig. Die Bedingung %]g = 0 taucht dann in (1.19) nur formell auf, im Gegensatz

zum Dirichtlet-Fall, bei dem wir yls = 0 als Teil vony € X _A(0,T; HY(2), L*(2)) (es
ist dann y € C(0,T; Hy(Q)) ) verstehen.

In beiden Fdillen ist die Gleichung (1.16) immer im distributionnellen Sinne erfillt.

1.2.1.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Satz 1.2.1

e Unter der Hypothese (hy) besitzt Pp eine Losung y € X_a(0,T;V, L?(Q)) und
die Abbildung {w,y°,y'} — y von L*(Q) x V x L*(Q) in X_A(0,T;V, L*(Q))
ist linear und beschrinkt. Anders gesagt, es existiert eine Konstante C' > 0 so;

dafs
0/12 1012 r 2 1/2
ol s < OO+ oy + [ o) Baet) . (120)

e Gilt auferdem (hg), so ist die Lisung eindeutig.
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Beweis

Wir benutzen die Faedo-Galerkin-Methode. Dazu bezeichnet (-, -) weiterhin sowohl das
Dualitétsprodukt zwischen V und V* als auch das Skalarprodukt in L?(Q). Wie schon
in Bemerkung 1.1.2 erwiihnt, steht hier —(Ay(t),v) fiir (Vy, Vov) im Falle V = H'(Q).
(D A priori-Abschétzung

(1.16) ist dquivalent zu
(a(8),0) — (Dy(t), v) + g(t) y(t), v) = (w(t),v) fir alle v € V und ¢ €]0, TT.
Wir setzen formal v = y,(¢) und erhalten
d
77 (el 22y = (Ay(0), y(8)) = 2(Cw(®), ye(1)) = (a(t) y (1), mu(2)))-
Eine Integration von 0 bis ¢ liefert:
t
Io06) ey — (Dy(0), 5} = 1" ey + (8 5%) +2 [ (wlt), (o))
t
=2 [ a®) y(t), m()at.
Nun haben wir
0 T ) T )
2 [ (w(t),y(t)dt < | Nw(®)lz2@) + [ Ny:e@)llz20
0 0 0
und
t
2 [ a(®)y(t). ye(0)) e
T 2 2
< Colallmanay [ (IO + IOl de.
Wir haben hier den Sobolevschen Einbettungssatz benutzt.
Es gilt zum Beispiel fiir N > 3 :
11
layllz [yelze < llallzer @ yllez@ lgellzi), - mit =+~ =1

< HQHL2S'(Q)(HyH%/+ H?JtH%%Q)), (1.21)

mit s = 5 gesetzt und damit L+ A2 — 1. Wir haben dann 2s' = N.
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Wie wir in Bemerkung 1.1.2 schon erwéhnt haben ist hier (hy) erfiillt. Wir erhalten
insgesamt

T
Iy (D12 + I @I < HyOH%+Hy1H%2<Q>+/O lw®)lZ2@)

T
+ G [ Ue® ey + )1t

Mit dem Lemma von Gronwall folgt daraus

T
Mﬁwé@+wmmﬁ§C%MW%+Mﬂ%@+[;Mﬁwé@ﬁ) (1.22)
(@ Existenz
Sei {w; }iz1 2. eine Basis von V. Wir definieren eine Naherungslosung von Pp durch
yF(t) = S8 WP (t)w;, wobei wir die h* so wihlen, daf
(yi(t), wi) — (AY"(t), wi) + (q(t) y* (), wi) = (w(t),wi) , 1 <i <k, (1.23)

hF(0) = oM | hyi(0) = g%,
mit
k
> afiw, = y*(0) — ¢° in Vi fir k— 400, (1.24)
i=1
und

k
> Bbw =y (0) — y' in L*(Q); fiir k — +oo.
i=1

Damit ist ein System von k gewohnlichen Differentialgleichungen zweiter Ordnung
definiert. Aufgrund der linearen Unabhéingigkeit der w; besitzt dieses eine eindeutige
Losung. Aus (1.23) folgt

(Wi (t), 9 (1) — (Ay" (), 5 (1) + (a(t) y* (1), 9e(1)) = (w(t), 2 (1))
Eine analoge Abschéitzung wie im ersten Teil des Beweises liefert (unabhéngig von k)
ly* @)llv + Nl Ol < C- (1.25)

Damit ist y* (bzw. yF) in L>=(0,T; V) ( bzw. L>=(0,T; L*(Q2)) ) gleichméBig beschriinkt.
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Es existiert dann eine Teilfolge {y™} und h € L*>°(0,7; V') mit
y"™ — h in L*=(0,7;V) schwach-stern. (1.26)

Das heif3t
[H @) = [, e) faratie v e 20,777,

Es ist (L'(0,T;V*)* = L=(0,T; V).

Ebenso gilt

y" — g in L>(0,T;L*(2)) schwach-stern. (1.27)
Es ist g = hy, denn:
Aus (1.26) folgt y™ — h in D'(0,T; V) und damit auch in D’(0,T; L*(?)) (wir haben
V — L*()). Mit (1.27) gilt y» — ¢g in D'(0,T; L*(2)). Wegen der Eindeutigkeit
des schwachen Limes erhalten wir g = h;.

Insbesondere folgt aus (1.25), (1.26) und (1.27)
he W(0,T;V,L*(2)) und y™ — h in W(0,T;V, L*(2)). (1.28)

Als néchstes werden wir sehen, dafl h eine Losung von Pp ist:
Es seien 6 € L*(2) beliebig fest und [ € W(0,T;V, L*(2)). Nach (1.1) ist
1 € C(0,T; L*(§)). Wir haben dann

(1(0),0) L2 () 1O z2 @ 110]| L2 ()

<
< Cslllllw 0,2 10 L2 (-

Das bedeutet, die Abbildung [ — (1(0),8) von W (0,T;V, L*(Q)) in IR ist linear und
stetig. y™ — h in W(0,T;V, L*(Q2)) impliziert dann (y™(0),8) — (h(0),#) fiir alle
6 € L*(Q). Anders gesagt 3™(0) — h(0) in L?(Q2). Wir erhalten dann mit (1.24),

h(0) = 3°.

Es sei nun ¢'(t) = ¢(t) w;, fiir ein ¢ € C1(0,7T) mit ¢(T) = 0. Wir wihlen k¥ = m, und
erhalten aus (1.23) nach partieller Integration

/0 (), 610) — (A1), (1) + (g y™(1), & (1)) )t
= [ (w®), £ @)t + (1 (0), ) (0).
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Durch Limesiibergang folgt daraus

[ (= hule). b 6) = COR(E) o) + Gale) h(e)i)olt) )t
= [l wdet)di+ (4" e 0)
Wihlt man hier o € D(]0,T), so erhilt man
(), ) = (AR(E),0) + (a(e) A(E) ) = o) i alle i

Das heif3t
hy — Ah 4+ qgh = w. (1.29)

Aus (1.29) folgt h € X_A(0,T;V, L*(2)). Eine innere Produktbildung von (1.29) mit
©(t) w; liefert
(he(0), w;)o(0) = (y', w;)p(0) , fiir alle 1,
und damit
ht(O) = yl.
() Stetigkeit

Die in (1.22) erhaltene Abschétzung liefert fiir die Losung h
, T
111z 20,y + Iell72g) < Co(l9 I + 1y 1720 +/0 lw()ll2dt).  (1.30)
Wegen (1.29) haben wir auflerdem

Hhtt - AhHLQ(Q) S H?UHLZ(Q) + th”LZ(Q)’

IA

Ci([lwllz2@) + lallz=orzo@IBll2rar), p wie in (hg),
< Cs(llwllzag) + Al 20wy )
Dies, kombiniert mit (1.30), ergibt
T
e — ARy < Co(I9°11 + 19 320y + | Tw(®)[Faydt).  (1.31)
0

Aus (1.30) und (1.31) folgt

1/2
Il soraazay < Gl + g ey + [ lo(layit) "
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(@ FEindeutigkeit

Auch hier benutzen wir eine fiir hyperbolische Probleme {ibliche Vorgehensweise. Es
sei y eine Losung von Pp mit ¢y° = y! = 0 und w = 0. Zu zeigen ist, dafl y = 0.
Es sei a €]0,T[ beliebig. Wir setzen

0 , t>a.
Dann ist
y(t) , t<a
©i(t) =
0 , t>a.

Eine innere Produktbildung von (1.16) mit o(t) fir w = 0 liefert

[ SO0y — (B0, 000t = 2 [ (a(t) ule) D)t

Setzt man r = Min{p, s}, p und s wie in (hg) und (hs), so gilt unter den zwei letzt-
genannten Bedingungen: ¢ € {n € L*(0,T;L"(Q)) : n, € L*(0,T;L"(R))}. Letzterer
Raum ist in C'(0,7; L"(€2)) stetig eingebettet [17]. ¢(0) ist somit wohldefiniert und es
gilt ¢(0) € L™(2). Wir haben dann

=2 [Ma(t) ), (t)) e
= [t o0t~ [ttty o). 0a

< kulladll=ceecon || I(®)lf}at + (a(0) 9(0), £(0)),

und
lg(0) [~ [l (0)[[v [ (0) ]| 2
s O3 + 2 /lg(0) 17+ [|£(0) 172

Insgesamt erhalten wir durch Anwendung von (hy)

(9(0) £(0), 0(0)) <
<

7 a
I9(0) ey + IO < k| [l 3t + Hso(O)H%z(m],

und damit

(@)l + IO < b [ o0l e+ 1O |
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Setzt man .
vt = [ y(s)ds,

so konnen wir schreiben

IOl + @I < | [ 1660) = w0y + 10|
das heif3t

(1 = 2620) [ (@I + 1900} ey < s [ (19O + ly(®)Ez(o ).

Es ist dann

I () IV + lly(a)lZ20) < Fa /Oa(\lw(t)l\% + ()l Z2e)) dt.

fiir alle a mit a < ag, wobei ag so gewihlt wird, daBl 1 — 2ksag > 0. Das Gronwall-
Lemma liefert y = 0 auf [0, ag]. Dies kann analog sukzessive auf den Intervallen [ag, 2ay],
[2aq, 3ag] usw.. erreicht werden. Man erhélt y = 0 auf [0, 7.

Q.E.D

Als néchstes wollen wir die Idee der Losung durch Transposition von Pp erldutern.
Dadurch wird eine ”sehr schwache Losung” fiir das Problem definiert.

V und ¢ seien weiterhin wie in § 7.2.1.1 definiert. Wir setzen
Xoar(0, TV, LH(Q)) = {p € X_a(0, T3V, L*(Q)) : o(-,T) = ¢u(-, T) = 0}.

Damit ist ein Raum definiert, der mit der von X_A(0,T;V, L*(2)) induzierten Topo-
logie ein Hilbertraum ist. Durch Zeitinvertierung (t := 7" — t) in Pp wissen wir mit
Satz [.2.1, da8 unter den Hypothesen (hz) und (hg) Folgendes gilt.

O —A+q: X ar(0,T;V,L*()) — L*(Q) ist isomorph. (1.32)

Fir ' € X _Ar(0,7;V, L*(Q))* gegeben, ist dann T' (0, — A+ q)~ ! eine stetige lineare
Form auf L?(Q). Somit existiert nach dem Satz von Riesz genau ein 3 € L?(Q) mit

T (O —A+q) ™" = (T, ¥) 12, firalle ¥ e L*(Q).

Wegen (1.32) ist dies dquivalent zu

L(¢) = (T, (On — A+ q)p)r2(q)» fiir alle ¢ € X_a7(0,T5V, L*(Q)).
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Wir haben dann:
Satz 1.2.2

Es sei T' € X _ar(0,T;V,L*(Q))* und es seien (hy) und (hg) erfillt. Dann existiert
genau einy € L*(Q) so, daf

U, o0 — Dp+ qp) 2 = D), fiir alle p € X_Ar(0,T;V, L*(2)). (1.33)

Wir kénnen nun einen Zusammenhang zwischen 7 aus (1.33) und der Losung y von
Pp erstellen.

Weil y Losung von Pp sein soll, gilt y € X_A(0,T;V, L*(R2)). Wir haben also

y; € L*(0,T; H) und yy; € L*(0,T;V*). Fiir ¢ € X_A(0,T;V, L*(2)) beliebig gegeben,
gilt auch ¢; € L*(0,T; H) und wegen Satz 1.1.4 ¢ € C(0,T;V). Wir erhalten dann
mit Lemma 1.1.2 :

[ w0, ot + [0, o)t = (), 6(1)) = ((0), 6(0),

mit (-, -) wie im § I.1.2. Wir kénnen y und ¢ vertauschen und haben dann auch

[ outt)u)de+ [ Godt), e = (oD, o)) — (a0),4(0)).

Fiir p € X_aA7(0,T;V, L*(2)) erhalten wir insgesamt

[ w01, 603t = (5,00, 00) = (0,00, 00) + [ ty(0) ol

Zusammen mit der Symmetrie ( siche (hy) ) des Operators —A gilt dann fiir die Losung
y von Pp

(Y, 000 — Ao+ qp)r2q) = T'(p) fiiralle ¢ € X_A7(0,T5V, L*(Q)),
mit
D(p) = [ (w(®). o)t + ("0, 0) = (1l 0).

Da X A7(0,T;V,L*(Q)) — C(0,T;V) N CY0,T; L*(Q)), w € L*Q),y° € V und
y' € L?(Q) ist es klar, da die soeben definierte Abbildung I eine stetige lineare Form
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auf X_A7(0,T;V,L*(Q)) darstellt.
Wir wollen das als Folgerung von Satz 1.2.2 festhalten.

Folgerung 1.2.1

Es seien w, y° und y' wie in Pp definiert und es gelten (hy) und (hg). Dann erfiillt
die Losung von Pp die Gleichung (1.33) fiir

Do) = [ Gwl0) ol)de + (' 6(,0)) = (6", o, 0).

Die durch (1.33) definierte Losung § mit I' wie soeben dargestellt, ist die sogenannte
“Losung von Pp durch Transposition”.

I.2.1.3 Regularitat
Der folgende Regularitétssatz liegt einigen Ergebnissen der néchsten Kapitel zugrunde.
Satz 1.2.3 [18], S. 103

Es seien V wie in (1.19), ¢ = 0, y* € VN H*(Q), y* € V und w € H*(Q). Dann
besitzt das Problem definiert durch (1.16) — (1.19) eine eindeutige Losung y mit
y e L*0,7;VNH*(Q)), y. € L*(0,T;V) und yu € L*(Q).

1.2.2 Das inhomogene Dirichlet-Problem

Wir definieren hier ein nicht homogenes Problem vom Dirichlet-Typ und beweisen einen
Existenzsatz dazu.

1.2.2.1 Problemstellung

Wir suchen

—_—

Pp:  yeL*0,T;H(Q), y € L*(Q)

mit
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Yu — Ay +qy=w auf Q, (1.34)
y|2 =g,
y(-,O) = yO
auf Q,
(-, 0) =y

wobei w € L2(Q), y° € H2(Q), y* € H2(Q) und g € H23(%).
Wir setzen (hy) (S. 25) und

(Kp) 9(-,0) = 1°a0

gt('7 0) - y1|8ﬂ
voraus.

Wenn (hz) und y € L*(0,T; H'(Q2)) gelten, kann man genauso wie in Bemerkung 1.2.1
mit V = H'(Q) und Benutzung von (1.34) zeigen, dal y € C'(0,7; H*(2)) und
y; € C(0,T; L*(Q)). Dies rechtfertigt die Anfangsbedingungen.

Weil X_A(0,T; HY(Q), L*(Q)) — H"'(Q), haben wir wegen Satz 1.1.2 y|s € H
Die Randbedingung ist somit wohl definiert.

N

(%),

(Kp) gibt die (lokalen) Kompatibilitdtsbedingungen an. Hinzu kommt die sogenannte
globale Kompatibilitdtsbedingung ([18], S. 113):

o0 do
(Ka) L] ae?) = et o) Pdn T < oo,
die unter der Annahme formuliert wird, dafl
Q={recR": v =(2/,oy) € RN x (0,00)}. (1.35)

Die Zuriickfithrung auf den Fall (1.35) geht mit Hilfe von lokalen Karten (C*°- Atlas)
und Partition der Einheit ([18], S. 19; Vgl. auch mit [17], S. 39 ) und ist moglich, wenn
zum Beispiel €2 beschrankt und 92 von der Klasse C* ([17], S. 39) ist.

(Kp) und (Kg) garantieren ([18], S. 21), dafl ein p € H*?*(Q) mit

plZ =9, p(70) = yO und pt('>0) = yl (136)
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gefunden werden kann. Dieses versetzt uns in die Lage, Pp homogenisieren zu kénnen
und dient damit zum Beweis des néchsten Satzes.

1.2.2.2 Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Satz 1.2.4

e Falls (hy), (Kp) und (Kg) gelten, dann besitzt Pp eine Lisung
y € X_A(0,T; HY(Q), L*(Q)) und die Abbildung (w,g,y°,y') — y von
L2(Q) x H22(X) x H2(Q) x H2(Q) in X_»(0,T; H(), L2(Q)) ist linear und
stetig.

e Gilt auferdem (hg), so ist die Lisung eindeutig.
Beweis

Setzt man ¢ = y — p, mit p wie in (1.36), so ist Pp dquivalent zu

ou—Ap+qp=w— (pu—Ap+qp) (€ L*(Q)),

¢(a0) =0,
¢t('70) - 07
¢l = 0.

Mit Hilfe von Satz 1.2.1 erhalten wir daraus die Existenz und Eindeutigkeit der Losung.

Wir werden nun sehen, dafl hier sogar die Lipschitzstetigkeit vorliegt.

Wir bezeichnen mit 7 die im Satz beschriebene Abbildung und betrachten
s=(w,9,9%y"), 5= (@7,7,7") € LA(Q) x H>2(X) x H2(Q) x H(2) und

y, € X a0, T; H'(Q), L*(Q)) mit 7((w,9,9%y") =y und 7(@,9,79°,7")) = 5. Wir
setzen z =y —y = 7(s — 5). Es ist dann

Oz —Az+qz=w—0, (1.37)
Z’E =9—0,
2(70) :yO _gO’

875’2('70) = yl _gl'
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Durch innere Produktbildung von (1.37) mit 0z, und &hnliche Abschitzung, wie auf
Seite 28 erhalten wir

T

\|at2\|%2(9)+\|2\|§{1(9) < CO(HiUO—g()H%{l(Q)"‘Hyl—ng%Z(Q)‘F/O HW_WH%Q(Q)dt)- (1.38)
Wir haben auch wegen (1.37)

100z = Azl 12y < C1(lw =Bz + 2l 20w )
Dies zusammen mit (1.38) liefert
2 0 0112 1 =12 r — 2

|02 —Az||720) < C2(HZ/ U @ty =7 HL2(Q)+/O Hw(t)_w(t)HLZ(Q)dt>' (1.39)

Mit (1.38) und (1.39) gilt dann
0_ 02 112 T g 1/2

l2llx_ s @) < Cs(18° =T 3oy + Iy =7 1320y + /0 () =@ (1) 1720yt
und damit die Lipschitzstetigkeit von 7.

Q.E.D
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Kapitel 11

Verteilte Kontrolle

Wir studieren in diesem Kapitel Dirichlet-Probleme mit verteilten Kontrollen. Wir
werden generell mit y die Zustandsvariable und mit v die Kontrollvariable bezeichnen.

Wir setzen
X°(0,T) = X_a(0,T; Hy (), L*(2)).

Ab jetzt steht € fiir ein beschrinktes Gebiet in IRV, N > 1 mit einem hinreichend glat-
ten Rand 0. Falls nichts anders spezifiziert, werden wir mit (-, -) sowohl das Skalarpro-
dukt auf L?(Q) als auch das Dualitdtsprodukt zwischen H} () und H () bezeichnen.

II.1 Problemstellung

Es sei f eine nicht notwendig lineare Funktion mit
HY f bildet X¥(0,T) in L?(Q) ab.

Wir machen Gebrauch von dem Regularisierungsoperator (—A)™! (mehr dazu unten)
und definieren die folgende Abbildung:

€ = (61762763) : A—>f7

e1(y, u) = (=A)'yu — Ay + f(y) — Bul,
ea(y, u) = y(-,0) =,
63(9?“) - yt('70) - y17

39
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mit {10, 4"} € HY(Q) x L2(Q), Z = HL(Q) N H2(Q), A= X(0,T) x L*(Q),
B € L(L*Q), L*(Q)) und F = L*(0,T; Z) x HL() x L*(Q).

Gelegentlich werden wir x = (y, u) setzen. Ein zuléssiges Paar (y,u) ist eines, welches

Py : e(y,u) =0
erfiillt.

P} ist sinnvoll gestellt:

Wir benutzen hier die Skalarprodukte

(oW me = Vo,V (=S (22 8 rw),
(V) u-1) = (@, (=A) W) 2y und
(0, V) z = (Ap, AY)12(q).

Letzteres definiert (unter den angegebenen Voraussetzungen iiber 0f2) eine Norm, die
zu der von H?(Q)) induzierten Norm dquivalent ist [4]. Von Bedeutung ist hier, daf}

A€ L(HyQ),H(Q)NLZ L*(Q)NLL*Q),ZY)

und jeweils isomorph ist (wohl bemerkt, der Laplace Operator fiir das Dirichletpro-
blem). Im Falle £(Z, L*(2)) haben wir sogar mit einem isometrischen Isomorphismus
zu tun. Der Satz 1.1.4 rechtfertigt e und es. Damit ist der Operator e sinnvoll defi-
niert.

Es seien nun H ein gegebener Hilbertraum,y, € H und C € L£(X"(0,7),H). Wir

definieren . 5
Ty, w) = 510y = yalli + 5 ullzzgs 820
Unser Kontrollproblem lautet
P! Min J(y, u)

e(y,u) =0

Fiir numerische Zwecke (Kapitel V) werden wir auch, wenn es notwendig sein wird,
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auf den Fall eingehen, in welchem wir y als abhéngig von u auffassen (y = y(u) ). Dies
fithrt uns zu folgendem verwandten Problem.

pV : Min j(u) ; ue L*Q).
Wobei j(u) = J(x), e(z) = 0 mit x = (y(u), u).

Wir setzen voraus

HY: Fiir jedes u € L?*(Q), es existiert ein eindeutiges y € Xv(0,T), so daB (y,u)
Losung von Py ist.

In Bemerkung I1.2.1 werden wir einige Beispiele von Funktionen f angeben, fiir die HY
erfiillt ist.

I1.2 Existenz von LOsungen

Wir wollen hier zwei Existenzsiitze fiir PY beweisen. Dafiir brauchen wir:

HY: Falls {y"} Elemente in X*(0,7) sind und in Hy"'(Q) schwach konvergieren mit
Grenzwert y, so ist auch f(y") schwach konvergent in L?(Q) mit Grenzwert f(y).

HY: f fiihrt beschrinkte Folgen aus H in beschrinkte Folgen von L?(Q) iiber.

Anhand von Nichtlinearititen polynomialer (y*) und exponentialer Form (e¥) zeigen
wir am Ende des Abschnitts, da§ HY und HY erfiillt werden kénnen.

Satz 11.2.1

Es gelten die Bedingungen HY , HY und HY . Es sei auflerdem X°(0,T) — H,

H — Hy'(Q) und C der Einbettungsoperator von X*(0,T) in H. Dann besitzt PY fiir
jedes 3 > 0 eine Lisung.

Beweis

Es sei {y",u"} eine zulissige Minimalfolge von PY. Wegen J(y", u") < oo, haben wir

9"l + [[w" || 22(q@) < oc.
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Mit H — Hy'(Q) folgt daraus

w22 + 10" N e2 gy ) + 19E lz2(@) < o0

Es existieren dann Teilfolgen y™, y;' und u" (genauso bezeichnet) und
(', 2 u%) € L2(0,T5 HA(Q)) x LA(Q) x LA(Q), so da:

y" — y* in LQ(O,T;H&(Q)), n — 0o,
yp — =

u" — u* in L*Q), n— oo,
Bu* — Bu*

und
Ay" — Ay* in L*(0,T; H '(Q)), n — oo.
Hierbei ist z = 7, denn: Es sei ¢ € D(0,7T) und w € Hy(Q2). Wir haben
T T
| tet) -y @)t = = [ Ged) - w ).
Ein Limesiibergang liefert
T . T
| te®) - wyr @)t = = [ fo(t) - w,2(0)) .

Das heiBt z = . Damit haben wir y* € Hy'(Q) und y* — y* in Hy'(Q), wenn
n — oo. Nach unseren Voraussetzung gilt dann

fy™) — f(y*) in L*(Q), n — oo. (2.1)

Zulassigkeit von (y*, u*)

Wir wihlen ¢ € C'(0,T) mit ¢(T) = 0, bilden das innere Produkt von e;(y", u") = 0
mit p(t) - w, w € Hy() und wenden die partielle Integration an. Es folgt
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Wegen (2.1) kénnen wir in (2.2) zum Limes iibergehen. Wir erhalten

T T
| vt ey de+ [ (=Ay(e),0) () dt
T * T * 1
+ [ 0.@) ey dt = [ (But().w)e(t) dt — (4", ) ¢ (0).
Verlangen wir ¢ € D(0,T), so folgt daraus durch partielle Integration
yn —Ay" + f(y") = Bu". (2.3)

oder
(=A) [y — Ay* + f(y*) — Bu'] = 0.
Als Niichstes wollen wir feststellen, dafl y*(0) = 3%

Wir wihlen | € Hy''(Q) beliebig. Durch Benutzung von (1.1) und der Tatsache, daf
Hy''(Q) — W(HI(Q), L*(Q)), ist dann:

1(0(0),0)] < [1(0)[| L2 10]] L2 (<)

IA

1l co.rz2@10] 229,

< Ol llBllzae fir alle 6 € H;(9).
Das heifit [ — (1(0), ) ist linear und beschrinkt von Hy'(Q) in IR. Aus y* — y* in
Hy'(Q), n — oo folgt dann (y(0),6) — (y*(0),0), n — oo fiir alle 6 € HL(Q).

Das heiit y™(0) — y*(0), n — oo. Wegen der Eindeutigkeit des schwachen Limes
(es ist y™(0) = ¢ fiir alle n) erhalten wir y*(0) = 1°.

Wir konnen wieder das innere Produkt von (2.3) mit o(t) - w , ¢ € C'(0,7) mit
©(T) = 0 bilden und partiell integrieren. Ein Vergleich mit (2.2) liefert

(y7(0),w) = (y',w), das heift
y (0) = y'.

Damit ist (y*,u*) zuléssig.
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(y*,u*) ist Losung

J ist als stetige konvexe Funktion schwach unterhalb-stetig. Wir setzen J*=inf J(y, u).
e(y,u)=0
Es ist dann

J < Iy ut) < liminf J(y" ) = lim J(y" ") = J°.

Damit ist J(y*,u*) = J* und (y*,u*) Lésung von PY.
Q.E.D

Die Voraussetzung H — Hy"'(Q) im letzten Satz dient zum Beschrinken der Zu-
standsvariablen y (im Raum Hy"'(Q) ). Im nichsten Satz stellt sich heraus, daf diese
Forderung iiberfliissig ist, wenn zusitzlich HY verlangt wird.

Satz 11.2.2

Es sei wieder XV (0,T) — H und C' der zugehirige Einbettungsoperator. Es gelten
auferdem HY , i = 0,1,2,3; so besitzt PY fiir jedes 3 > 0 eine Ldsung.

1 )

Beweis

Sei {y",u"} eine Minimalfolge von P]". Wegen J(y",u™) < oo haben wir
Iy 13 + [lu™||z2(@) < oo. Daraus folgt || f(y™)]|z2(0) < 0o und || Bu||z2(q) < oo

Damit ist y7t — Ay" = Bu" — f(y") auf L*(Q) gleichméiBig beschriinkt. Wegen
Satz 1.3.1 ist dann

19" | 22 a2 ) + 193 22 @) < 1y" lxv(0,m) < o0
Man erhélt insgesamt

[l z2@) + 1Y |2z ) + 1921 22(q) < oo
Der Rest verlauft wie im vorigen Beweis.

Q.E.D
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Bemerkung I1.2.1

o  Wir entnehmen aus den Ausfihrungen von [15] S.8 und S.14, dafs HY zum Beispiel
erfillt ist, wenn f(y) = y> mit N <3 oder f(y) = y°> mit N <2 gilt.
e Fulls f linear ist und H — L?(Q), so ist HY automatisch erfiillt.

o HY ist immer realisiert, wenn f linear ist.

Als Niichstes wollen wir zusitzliche Beispiele fiir H) und HY in Form von Lemmata
geben.

Lemma II.2.1
Die Funktionen fi(y) =y*, k € IN, N € {1,2} und fo(y) =¢Y, N =1 erfiillen HY .
Beweis

Es sei {y,} € X?(0,7) mit y, — y in Hy'(Q), fir n — oo ( {y,} ist dann in
Hy'(Q) und damit auch in L*(0,T; H}(Q)) gleichmiBig beschriinkt ) und ¢ € L*(Q)
beliebig. Zu zeigen ist, daf {p, y* — yk>Lz(Q) — 0.

Weil die Menge P aller Polynome p : [0,7] — V mit Koeffizienten in V' dicht in
L*(Q) liegt [26] (S. 423), kénnen wir auch hier ¢ € P wiihlen.
* fi
k_ o,k g k—1—
(o, yn —y >L2(Q) :/0 /QSO( Zy ~Iyldx dt,

T
k
< Co [ Mol — vl - B 55 o Wi
=0

T k-1
<G [ Tellmgonllon = vl 3 Nl 1o gt
=0

Wir haben hier Satz 1.1.5 benutzt. Es ist klar, da P C C(0,T; H}(Q)). Wir
erhalten mit Bemerkung 1.1.3 (iii):

k-1
(. um = ¥ )12@) < Callyn — yllz2 @llello 0,T;HE(Q)) Z HynHL2 Hl(Q))HyHJC(QT;Hé(Q))

—0; wenn n — oo.
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* /2
Die Behauptung folgt ( bei &hnlicher Abschitzung wie oben ) aus
oo 9 .
e’ =) y_' und Hy () — C(Q) fir N = 1.
=07

Q.E.D
Lemma 11.2.2

Seien wieder f;, i = 1,2 wie im vorigen Lemma (mit denselben Bedingungen an k und
N) und H — L*>(0,T; H}(Q)) (2.B. H = X"(0,T)), so erfilllen die Funktionen f;,
i = 1,2 die Hypothese HY .

Beweis

Es sei {y,} C H eine auf H gleichmiflig beschriankte Folge. Nach Voraussetzung ist
auch dann {y,} auf L>(0,T; H}())) gleichmiBig beschrinkt.

e Die Behauptung beziiglich f; folgt aus

vl ) Jo Nyl e gyt

< CliynllZee om0

e Beziiglich f; beruht die Behauptung darauf, dal wegen e¥ = 32¢ 0 und

H}(Q) — C(Q) fiir N = 1, die Folge {e¥»} dann auch auf L2(Q) gleichméBig
beschréankt ist.

Q.E.D

II.3 Regularitit des Problems

Hier wird die Regularitit von P} und p" studiert. Diese wird durch die Regularitéit
von f bestimmt. Wir stellen die entsprechende generelle Bedingung H} an f und ge-
ben interessante Beispiele von Funktionen, die diese erfiillen. Anschliefend wird die
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Surjektivitdt von €'(y*, u*) untersucht. Wir werden hier annehmen, daf§
H}, : P} besitzt eine lokale Losung z* = (y*, u*).
I1.3.1 Die Systemgleichung und Beispiele von Nichtlinearititen

Es gelte:

HY :y+— f(y) von X¥(0,T) in L?*(Q) ist zweimal stetig-differenzierbar und
y — f"(y) ist in einer Umgebung von y* Lipschitz—stetig .

Aufgrund seiner Gestalt weist dann der Operator e analoge Eigenschaften auf. Das
heifit:

e : A — F ist zweimal stetig—differenzierbar und e” ist Lipschitz—stetig in einer
Umgebung von (y*, u*).

Beispiele

O fily)=y" k>0; Ne{1,2},
@ f2(y) =e¥; N =1,
® fs(y) =y* N =3.

Satz 11.3.1
Die Funktionen f;, i = 1,2,3 erfiillen die Voraussetzung HY .

Beweis

Es ist ,
[(y + h)F — y* — ky* " hl| 20 | Al xo

k

[
M~

I
v
L=
/N N /N
VN

)yk_shs — " = k" |2 1PN x4

»

I

(e
V2

)yk—%sum)uhu;,

=

IA
M=

gl

V)
Il
¥
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¢ Zu fi(y)-
Sei nun N € {1,2}.
Falls s # k, haben wir

N[=

k:—ShS < T t 2(k—s) h
Hy HL2(Q) = 0 Hy()HL‘l(k—S)(Q)H ()HL4S(Q) )

< Culltlo sy 1915 2o
< Gollhllxllyllx.
Falls s = k,
1" =Pl 2 @) = 11° |2 @) < BallP G0, 0y < Fall2llxe
Wir erhalten generell
ly* =Pl 22 (@) < CliAl% Iyl

Daraus folgt

Ity + R)* = y* — ky* ' 2o IRl s

k k " .
<C) <8) 215 Iyl — 0, wenn [[A||xe — 0.
s=2

Damit ist die Differenzierbarkeit von f; gezeigt und es ist fi’(y) = ky*~L.
Auf dieselbe Weise gilt f1”(y) = k(k — 1) y*=2.

Wir haben auflerdem

k
ly* = 2 lleey = Iy —2) 2y "= i),

s=1

k
< |y = zlleqmmi @)l > yk_szs_lHL2(o,T;L4(Q))>
s=1

k
< Cslly — zllxe Y- 19" 2" 2 omiese-
s=1

Hierbei ist
k—szs—l

ly lr2rize@) < Callyllie 12l
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Es ist dann:

ly* = 22 < Gsllyllx =I5 ly — 2l (N € {1,2}).

Aus dieser Abschétzung lesen wir heraus, daf3 f; sowie dessen erste und zweite Ablei-
tungen tiberall auf XV(0,7T) stetig sind und f; ist in einer Umgebung von y* Lipschitz—
stetig.

e Wegen der Darstellung e¥ = Z T /k! 1a8t sich aus dem Vorherigen auf die
k=0
Differenzierbarkeit von e¥ schlieen. Wir haben (e¥) = (e¥)” = ev.

e Der Beweis fiir das Beispiel f3(y) verlauft analog wie fiir fi(y).

Q.E.D

Wir verlangen im néchsten Abschnitt:

p € (2,00] beliebig, falls N < 2,

HY : f'(y*) € L*(0,T; LP(Q)) mit
s fl) e 1A (€2) p=N, falls N >3

und

HY : f"(y*) € L*(0,T; LP(Q)) mit p =

% 1 < s < o beliebig, falls N < 2,
, wobei
8 —_

N
1§S§m, faHS42N23

Dadurch erreichen wir
f'(y*) p € L*(Q) fiir alle p € X(0,7)

und

F'y)(e, ) € L(Q) fir ¢,v € X(0,7). (2.4)

Die Fréchet—Ableitung von e in (y*,u*) € A = X?(0,T) x L*(Q) in Richtung (h,v)
ist dann:

¢ (" u) (hyv) = <(—A)‘1[htt —Ah+ f'(y) h— Bl h(-,0); (-, 0)> cF.
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Wir haben hier
Dye(z) : X"(0,T) — F,

mit
Dye:(z)(h) (=A)hy — Ah+ f'(y) b
Dye(x)(h) = | Dyes(z)(h) | = h(-,0)
Dyes(x)(h) ha(+,0)
und
Dyye(x) : XU(()?T) - £(XU(07T)7‘7:)7
mit
Dyyei(z)(h, g) (=A) " f"(y)hg
Dyye(x)(h,g) = | Dyyea(z)(h,g) | = 0
Dyyes(z)(h, g) 0

Als niichstes geht es im Zusammenhang mit p¥um die Differenzierbarkeit von y(u) .
Wir gehen davon aus:

h; : Dye(z) : X¥(0,T) — F ist isomorph.
Bemerkung I1.3.1

Nach Satz 1.2.1 ist (hg) erfillt, wenn sich f'(y) wie q in (hy) und (hg) (§7.2.1.1)
verhdlt.

Wegen (hs) und e(y(u),u) = 0, erhalten wir mit dem Satz iiber implizite Funktio-
nen die Differenzierbarkeit von y(u) . Es gilt

y(wo = —[Dye(y(u),uw)] Due(y(u), u)v; ve L*Q)

und

y'(u)(v,w) = —[Dye(x)] Dyye(@)(y (wv,y' (ww) ; v,w e L*(Q), (2.5)

wobei benutzt wird, dal die Kontrolle linear in das System eingeht. Wir werden
damit die erste und zweite Ableitung des reduzierten Kostenfunktionales j(u) im
nichsten Abschnitt charakterisieren konnen. Man beachte, dafl y/'(u)v € X¥(0,7) und
y"(u)(v,w) € X¥(0,7T).



I1.3. REGULARITAT DES PROBLEMS o1

11.3.2 Kostenfunktionale

Die Abbildung z — |[|z||* ist auf Hilbertrdumen stetig-Fréchet-differenzierbar und
somit auch die Funktion J. Man erhéilt

J (y*, u)(h,v) = DywyJ (v, u")(h,v) = (Cy* — yq, Ch)n + B (u*,v) r2(0)-
Es ist offensichtlich, daf} letztere Ableitung wieder stetig differenzierbar ist. Wir haben
J”(y*v U*)(h, U)(Q) w) = <Cga Ch>7‘( + ﬁ <U), U>L2(Q)-

Die Abbildung (y,u) — J”(y,u) ist als konstante Abbildung auf A
(A= X"(0,T) x L?*(Q)) Lipschitz-stetig.

Beziiglich p¥ haben wir :

(J'(w),v) 2 = (DyJ (), Y (w)v) xo xo + (DuJ (), 0) 12

und mit Hilfe der Ergebnisse des vorigen Abschnittes:
(7'(u), v} = (=[Due(@)][Dye(z)] "Dy (x) + DuJ (), v) 2. (2.6)

( Hierbei ist [Dye(x)]™ = ([Dye(x)]*)~' € L(X"(0,T)*, F*) ) und weiter mit (2.5)
(" (wo,wye = (DyyJ (2)y (w)v,y (Ww) xor xo + (DyJ (), 4" (u) (v, w)) xo x0
+ Dy J (z)v, W) L2,
= (DyyJ (2)y (w)v,y (Ww) xor xo + (D ()0, w) 12
+(DyJ (@), —[Dye(@)] " Dyye() (Y (w)v, y' (w)w)) xor xo. (2.7)

Wir werden in Kapitel 17.4 j'(u) und j”(u) weiterbeschreiben.

I1.3.3 Surjektivitiat von €'(y*, u*)

Da der Operator —A den Raum Z in L?(Q) isomorph abbildet, kénnen wir die Frage
der Surjektivitdt von ¢/(y*, u*) auf die der Existenz von (h,v) € X°(0,7T) x L*(Q) mit

( hy — Ah+ f'(y*)h — Bv = g,

h(-,0) = hY,

he(,0) = h',

fiir beliebige (g, h° h') € L*(Q) x H}(Q) x L*(Q),
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zuriickfiihren.

Die Surjektivitat ist hier insofern wichtig, dafl dadurch die Existenz der Lagrange—
Multiplikatoren gesichert ist.

Satz 11.3.2
Es gelte
f'(y*) € L=(0,T; LP(Q)) mit

p € (2,00] beliebig, falls N < 2
und
p=DN, falls N > 3.

Dann ist €' (y*, u*) surjektiv.
Beweis

Fiir v € L*(Q) beliebig gewiihlt, ist Bv € L*(Q). Wir erhalten dann die Behauptung
als Folgerung von Satz [.2.1.

Q.E.D

Wenn der Operator B surjektiv ist, kénnen wir beziiglich der Forderung an f’(y*) im
obigen Satz weniger verlangen. Wir haben

Satz 11.3.3

Es gelte Im B = L*(Q) und es sei die Hypothese HY erfiillt. Dann ist €' (y*, u*)
surjektiv.

Beweis

Wegen Satz [.2.1 kénnen wir immer b € Xv(0,7") finden mit:

btt - Ab - 0,
b(-,0) =AY,
by(-,0) = h'.
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S, ist dann dquivalent zur Suche von (¢, v) € X(0,7T) x L*(Q) mit:

b — AV + [y )Y — Bu =4,
¥(-,0) =0,
wt(ﬁ 0) - 07
wobei h — ¢ =bund § = —Aq — f'(y*)b (€ L*(Q) wegen HY).
Wihlen wir hier ¢ = 0, so folgt die Behauptung aus der Surjektivitat von B.
Q.E.D

Wegen Satz 11.3.3 haben wir dann, wenn B surjektiv (etwa B = Id2(q)) ist, auch die
Surjektivitiat von €'(y*, u*) fiir die folgenden Nichtlinearitéiten.

@ fl(y):yk,kzO,N€{1,2},
@ f2(y):ey7N:1>
@ f3(y) = y37 N =3.

II.4 Optimalititskriterien

In diesem Kapitel werden wir in einem ersten Teil das Optimalititssystem fiir P}
herleiten. Dieses stellt eine notwendige Optimalitatsbedingung dar. Wir studieren auch
einige Eigenschaften der Lagrange—Multiplikatoren. Diese spielen im zweiten Teil, bei
der Untersuchung der Positiv-Definitheit, eine zentrale Rolle. Diesbeziiglich gehen wir
auch auf das Problem p" ein.

II.4.1 Notwendige Optimalititsbedingungen

Die Lagrange-Funktion zu P} ist
L: AxF— IR
mit
L(y7 U, b, 017 92) = J(y7 ’LL) + <M7 (_A)_l[ytt - Ay + f(y) - Bu]>L2(Z)
+(01,9(-,0) =y mz + (02, 9:(+,0) — y") 120
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Wir haben (unter HY')
DwL(y7 U, [y 017 02)(h7 U) - <Cy — Yd, Ch>'H + 5(“? U>L2(Q) + <017 h(7 0)>Hé
+ (02, he(+,0)) 2y 4+ (1, (=) Ry — Ah A+ f'(y) h — Bul) 2z -
Wir machen die Annahme
HY: e'(y*,u*) ist surjektiv.
Dann existieren nach dem Lagrange—Prinzip Multiplikatoren (u*, 07, 63) € F so, dafl
(y*,u*, u*,07,0%) ein stationdrer Punkt der Funktion L ist. Es gilt also
Satz 11.4.1

Es sei (y*,u*) eine (lokale) Losung von P und es gelten die Bedingungen HY , HY
und HY. Dann existieren Lagrange—Multiplikatoren (u*,0;,05) € F mit

(Cy — ya, Ch)w + B{u, v) 12(@) + (01, h(-,0)) 1
+<027 ht('a O)>L2(Q) + <:U’7 (_A)_l[htt - Ah + f/(y*) h—B U]>L2(Z) - 07
fir alle (h,v) € A.

Wir bezeichnen mit A den kanonischen Isomorphismus von H (”Observationsraum”
in dem Kostenfunktional, Seite 40) auf H*. Wir kénnen nun das Optimalitéatssystem
herleiten.

Satz 11.4.2

Es gelten die Bedingungen von Satz I1.4.1 und sei zusitzlich C' € L(L*(Q),H) und
f'(y*) € L=(Q). Dann ist der Lagrange—Multiplikator p* Lésung des Systems

Apy — Np+ f'(y*) Ap = C*A(Cy* — ya),

Aup(-,T) = 0, (2.8)
A/,Lt(,T) = O,
Apls = 0.

Hierbei bezeichnet C* € L(H*, L*(Q)) den zu C' zugehérigen adjungierten Operator.
Ferner gilt
Ap® e X°(0,7), (2.9)
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Ap*(+,0) = =05 und Ap;(-,0) = —Ab, (2.10)

und damit
AO, € L*(Q) und 6 € Hy(Q).

Bemerkung 11.4.1
Wegen Satz 1.1.4 folgt aus (2.9), daff Au* € C(0,T; Hy () und Au; € C(0,T; L*(R2)).

Zum Beweis von Satz I1.4.2 brauchen wir das folgende Resultat.

Lemma 11.4.1

Es seien U,V und W Hilbertrdiume mit V — W — V* U — W — U*
(zwei Gelfand—Tripel) und U ist stetig eingebettet und liegt dicht in V', dann gilt

(o, Wy = (p, YY)y, firalle o € V* und ¢ € U.

Beweis

Nach Voraussetzung ist U — V — W — V* — U* und jeder Raum liegt dicht im
Néchsten. Sei nun ¢ € V*. Dann existiert eine Folge {¢,} C W mit ¢, — ¢ in V*.
Wir haben

<90n7¢>U*,U - <90n7¢>W — <¢n7¢>V*,V7 fU.I' alle ?D € U
Die Behauptung folgt durch einen Limesiibergang.

Q.E.D

Beweis von Satz 11.4.2
Fiir die Lagrange-Multiplikatoren (u*,07,03) € F gilt
D, L(y*,u", u*,07,605)(h,v) =0, firalle (h,v)€ A,
mit A= X?(0,T) x L*(Q), wie oben eingefiihrt. Mit v = 0 gesetzt impliziert dies

(Cy" = ya, Chype + (01, h(+,0)) ma gy + (03, hu(-, 0)) r2(0) +
(W, (=) hy — Ah + f'(y*) W) 12z = 0, fiiralle h € X°(0,7). (2.11)
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Wir wéhlen h(-,t) = ¢(t) - w, w € D(Q), ¢ € D(]0,T[). Damit ist h € X¥(0,T"). Wir
haben dann

(Cy* = ya, Cp - w)p + (1", (=) Houw — pAw + f'(y*) ¢ - w])r2(2) = 0.
Es gilt

(1", (=A) " Hpuw — pAw+f'(y") o - W) 1202y =

= <A:u*7 —Prw + QOAW - f/(y*) 2 W>L2(Q)7
T T
:0(&ﬂwﬂ%®wmmﬁ+4<MNW¢@AWm®ﬁ
T

—0<mmmf@ﬂwmwmwm

= [ B0 (0 it + [ O (0 (0), )77

-—OU@ﬂMNﬂﬂ&wmm%

= ([ a0+ 8500 - 1167w Wl o

ANA

Fiir h, wie oben gewihlt, gilt auflerdem
(Cy" —ya, Ch)re = (MCY" —ya), Ch)rem,
= (C"A(CY" —ya), M) L2(q)

T
= [ {CACy — ) pl), ) 2,

— </OT C*A(Cy* — yq) p(t) dt, w> :

Insgesamt erhalten wir

([16°MCw = )®) - Bui) + 8% (0) = 107) A @l ) =0,
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und damit
[T ICACY — ) (1) — Do) + A (0) — §'y) A ()] t) de =0, im 2"
Es ist dann
C*AMCy* —ya) — Apgy + A" — f'(y*) Ap* =0 in D'(0,T;2%), (2.12)
oder
= At + AT (y) Apt] — ATHCHA(Cy* —ya)] =0 in D'(0,T; L*(Q)). (2.13)

Wegen f'(y*) Ap* € L*(Q) und C*A(Cy* —y4) € L*(Q) folgt aus (2.13), daf
wi € L*(Q). Wir erhalten, siehe [17] S. 19

pi € L*(0,T5[Z, L*(Q)]1) — L*(Q).

N [=

Es gilt dann
pi € C(0,T; L*(Q)), [15] S. 7 .

Damit haben wir insgesamt ;* € Hy"'(Q). Da Hy'(Q) — C(0,T; L*()
(Bemerkung 1.1.3 (iii) ), ist dann
pt e C0,T; L*(Q)).

Wir kénnen nun die Anfangs— und Endbedingungen herleiten. Sei h = ¢ - w gegeben
mit ¢ € C?(0,T) und w € D(Q). Wegen Lemma 1.1.2 gilt

T
/0 (i (), AR(D)) r2ydt = (g (- T), Ah(+, T)) r2e) — (1 (-, 0), Ah(+, 0)) r2(q)
+< ( ) Aht( )>L2(Q) - <M*(>T)?Aht(7T)>L2(Q)
+ / AIUJ htt )>L2(Q)dt
Durch innere Produktbildung von (2.13) mit Ah erhalten wir
(Hies AR) r2iq) — (AR", Ah) r2iq) + (AT (y") Ap*], Ah) r2(q)
—(ATHC"A(CY* = ya)l, Ah)r2(g) = 0,
und daraus
<AM*7 htt>L2(Q) + <M:§k(> T)7 Ah(; T)>L2(Q) - <:u;fk(7 0)7 Ah(a O)>L2(Q)
+ (-, 0), Al (-, 0)) 2y — (W (-, T), Al T)) r2() — (Ap*, Ah)12(q)

AT () D] AR ) — (A {CACY i) Ah)rag) = 0.
(2.14)
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Falls o(T') = ¢4(T) = 0, so ist h(-,T) = hy(-,T) = 0 und es folgt aus (2.14):
(A" AN ) 12(g) + (V1 (+,0), VR(, 0)) rg) + (1°(-,0), Ahe(+, 0)) 120
—(Ap*, ARY 2g) + (' (") Aw*, by r2) — (C*A(CY" — ya), h) 120
= (1" A hae) 20z + (1 (4.0), 2, 0)) mpgoy + (AR (-, 0), b+, 0)) 2o
— (W ) 2z + (AT, f1(Y7) ) e2g) — (Cy* — ya, Chym,
~ 0. (2.15)
Ein Vergleich von (2.15) und (2.11) liefert
(07 + 1 (-, 0), 1(+, 0)) maey + (0 + Ap”(+,0), hu (-, 0)) L2() = 0.
Setzen wir etwa ¢(0) = 0, so folgt nach partieller Integration im ersten Glied
Apf(-,0) = —A0] und Ap*(-,0) = —65. (2.16)
Wir konnen diese Werte wieder in (2.14) einsetzen und erhalten wegen (2.11)
(i (- T), A+, T)) 2y — (W5 (5 T), Aly(-, T)) 12(0) = 0,
und nach partieller Integration
Ap*(,T) = Ap; (-, T) = 0. (2.17)

Als Néchstes wollen wir (2.9) herleiten. Die homogene Dirichlet-Randbedingung fiir Ap
ist aufgrund von Bemerkung I1.4.1 ( wir hitten dann Ap* € C(0,T; Hy(2)) ) darin
enthalten. Diese wére dann auch somit bewiesen.

Wir definieren dafiir
[(h) = (C*ACY" = ya), h)12(q)
fiir
he X5(0,T) ={p € X°(0,T) : ¢(-,0) = ¢(-,0) = 0}.

Versehen mit der Norm von X"(0,7) ist X§(0,7") ein Hilbertraum. Die Gleichung
(2.11) eingeschréankt auf X§(0,7T) liefert

(AL hy — Ah+ F/(y") W2y = T(h) . fiir alle h € Xg(0,T). (2.18)
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[ ist ein stetiges lineares Funktional auf L*(Q). Weil X¢(0,7) — L*(Q), gilt dann
auch
e X2(0,T)".

Wenn wir Satz 1.2.2 und Folgerung 1.2.1 mit Zeitsinvertierung betrachten, so folgt aus
(2.18), dafl Ap* Losung durch Transposition des folgenden Systems darstellt:
A — AN+ f(y)A = CAMCyY" —ya) (€ L*(Q)),
A, T) = 0, (2.19)
)\t('a T) = 0.
In unserem Kontext handelt es sich in der ersten Zeile vom (2.19) um den Laplace Ope-

rator fiir das homogene Dirichlet-Problem. Dieses System besitzt im Raum X*(0,7")
( Satz 1.2.1 mit Zeitsinvertierung ¢t — 7' — t ) eine eindeutige Losung \*.

Da auch A* die Losung durch Transposition von (2.19) und diese eindeutig ist ( Satz 1.2.2
und Folgerung 1.2.1 mit Zeitsinvertierung ) erhalten wir

A= Au’.

und damit
Ap* e X,(0,7).

Q.E.D

Der Operator —A : Z C L*(2) — L?*(Q) ( mit dem Definitionsbereich Z ) ist isomorph
und selbstadjungiert. Damit ist auch (—=A)~! : L?(Q) — Z selbstadjungiert. Es ist
also

(=8)7 = [(=8) = (~a)™.

Dieses ist hilfreich, um die néchste Bemerkung nachzuvollziehen. Wir werden dort
einen Zusammenhang zwischen dem Optimalitatssystem, den klassischen Lagrange-
Multiplikatoren und deren Rieszsche Darstellungen herstellen. Letztere haben wir bei
der Herleitung der notwendigen Optimalitdtsbedingungen benutzt.
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Bemerkung I1.4.2

o  Wir setzen fiir die (Rieszsche Darstellung) Lagrange-Multiplikatoren

%
@Z 91 Gf.
0>

Es sei Ry, der Rieszsche Isomorphismus von F* nach F und

0= = R;,0 € F". (2.20)

1=

Wair haben damat
O,mF=(0,n)rF, firale nelF.

Man kann sich iiberzeugen, dafs daraus der folgende Zusammenhang folgt:

Ap —(=A)"n
Al | = —0; . (2.21)
) 0o
Es st
© = —[Dye(2)] "D, J(x) <= [Dye(x)]"© = —D,J ()

(=A) e = A(=A) i+ f1(y*) (=A) ' = —C*A(CY* — ya),
(=A)~'a, 1) = 0,

(=A) (-, T) = 0,

(=A) ' = 0 auf 3,

A, T) = 0,

= (2.22)
)‘t('aT) = 07
A = 0 auf %,
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Wegen (2.21) gilt aber auch
A= Ap. (2.23)

Wir erhalten
[Dye(z)]*© = — D,J(z) = (2.22) gilt. (2.24)

e Damit erweist es sich als niitzlich, wie schon im Beweis des vorigen Satzes gesche-
hen, die Substitution \ = Ap einzusetzen. Auch bei den numerischen Betrachtungen

im letzten Kapitel wird dies hilfreich sein.

Es sei nun © und /i wie in (2.20) definiert. Wegen (2.6), (2.7) und voriger Bemerkung
haben wir beziiglich dem reduzierten Kostenfunktional:

(' (u),v) 2 = (DyJ(x) + [Dye(x)]"O,v) 2 (2.25)

und

("W, wyrz = (DyyJ(2)[Dye(x)] ™ Dye(x)v, [Dye(w)] ™ Dye(x)w) xor xo
+ (= [Dye(x)] "Dy (x) , Dyye(x)(~[Dye(x)] " Dye(z)v, —[Dye(x)] ™ Due(z)w)) 7+ 7
+ (Duud ()0, w) 2,
= (Dy,J(2)[Dye(x)] " Due(z)v, [Dye(x)] " Due(z)w) xov xo
+(0, Dyye(x)(—[Dye(x)] " Due(z)v, —[Dye(@)] " Due(z)w)) 7+ 7
+ (DyuJ (), W) 2,
= (DyyJ(x)[Dye(2)] " Due(z)v, [Dye(x)] ™" Dye(a)w) xor xo
+(0, Dyye(z)(—[Dye(x)] ™ Due(z)v, —[Dye(x)] " Due(x)w))r + (Duud ()v, w) 2,
(DyyJ (2)[Dye(x)] " Due(z)v, [Dye(x)] ™ Due(r)w) xor xo
1, Dyyer(n) (—[Dye(0)] Duelw)o, —[Dyele)] " Dueltylioizy  (2.26)
+ (D ()0, W) 12,

= (C[Dye(x)] " Dye(z)v, C[Dye(x)] ™' Dye(r)w) g
(=Au, " (y)(=[Dye(x)] " Dye(x)v, =[Dye(z)]| ™ Dye(r)v)) 12(Q)
+ (Bv, w)re

Wir brauchen (2.26) spéiter bei dem Beweis der Positiv-Definitheit von j” (u) fiir das
reduzierte Optimierungsproblem.
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11.4.2 Positiv—Definitheit

Wir untersuchen nun die Positiv—Definitheit von L”(z*, ©*) = L"(y*, u*; u*, 05, 03)
auf Ker ¢'(y*, u*). Das heifit, wir analysieren die Bedingung;:

Hz‘j/os : L”(y*vU*;M*>9T70;)(h7v)2 2 k{HhH%(” + HUH%Q(Q)}> k>0
fir alle (h,v) € Ker €'(y*, u*).

Diese ist hinreichend dafiir, dafl z* = (y*, u*) lokale Losung des Problems P} ist. Es
1%

POs
hinreichend klein ist. Als néchstes werden wir die Betonung auf den Regularisierungs-

wird sich herausstellen, dafl H/ . erfiillt werden kann, wenn das Residuum ||Cy* — y4|

parameter 3 legen. Dort versuchen wir einen Bereich fiir # zu finden, fiir den obige

Hypothese realisierbar ist. Zum Schlufl des Kapitels erstellen wir einen Zusammen-

Vv

pos und der Positiv-Definitheit der Hesse-Matrix des reduzierten Ko-

hang zwischen H
stenfunktionals. Diese ist eine der Bedingungen zum Gewéhrleisten der quadratischen
Konvergenz des Newton-Verfahrens (Kapitel V).

Wir setzen Hy ( § I1.3.1 ) voraus.

I1.4.2.1 Das Problem P}
Lemma I1.4.2

Falls HY erfiillt ist, so gilt:
[N (") W) o)) < CrIN 2@ 1A o, 1 (W) 22 (oneyys - fiir alle b€ X*(0,T).
Dabei ist p wie in HY definiert und Cy > 0 eine von h unabhingige Konstante.

Beweis

Es sei h € X°(0,T) gegeben und p und s wie in HY . Es ist

T 1neoxN 12112 T N % 4s s
L@ e < [ (L) () )
Co Hf//(y*)H%?(LP(Q))‘thé(O,T;H(}(Q)) und wegen Satz I.1.4,

< CLIf" W2 e Il e 0.1)-

IA
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Mit der Holder-Ungleichung gilt dann insgesamt

* ol (o ok 2 T * |2 2 r "o\ 1,202 2
o el < (W) ([ 170 )

CrIN Nz I () 2o

IA

Q.E.D

Es sei nun
X200, T)={p e X0, T): ¢(,a)=p(,a)=0}; ae{0,T}.

Es ist klar, dal X?(0,7") wohl definiert ist (siche dazu Bemerkung 1.2.1 ). X2(0,7) ist
mit der von X"(0,7") induzierten Norm ein Hilbertraum fiir jedes o € {0,7'}.

Wir definieren die Operatoren
NOé X&)(O?T) —>L2(Q)7 Q€ {0>T}
Noh =q < hy — Ah+ f'(y*) h = q,

und verlangen von Nj :
HY No: X(0,T) — L3*(Q) ist isomorph.
Bemerkung 11.4.3

Satz 1.2.1 liefert mittels (ha) und (hg) ( fir g = f'(y*)) hinreichende Bedingungen fir
HY . Andererseits impliziert HY die Surjektivitit von €' (y*,u*). Dies kann man durch

Homogenisierung von Sy feststellen. Damit sind die Bedingungen HY und HY, bei den
Beispielen fi, fo und f3 erfiillt.

Bemerkung I1.4.4

Durch Zeitinvertierung ist HY dquivalent zur Isomorphie des Operators
Nr: X%(0,T) — L*(Q).

Gemdf§ seiner Definition haben wir wegen dem Optimalititssystem und (2.23)

N:FlC'*A(y* —yq) = A" € X{(0,7).
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Da auferdem X°(0,T) — L*(Q) ist, existiert eine Konstante K (y*) > 0, mit:

A 2@) < Ks(y)IIC*ACY™ — ya)ll2(q)-

Man kann sich iiberzeugen, dafl
Ker ¢ (y*,u*) = {(h,v) € X2(0,T) x L*(Q) : Noh = Bv},

und

Dny(:U) + (i, Dyyel(x)('v ')>L2(Z) 0

1 . —
L"(y,w; pu, 60q,02) = ( 0 Dy J ()

) € L(A, L(AR)).

(2.27)
Wir haben dann:

w61, 6] (( . ) ’ ( g )) - fy;ﬂj)(:;,(i);m,Dyye1<x><h,g>>L2<Z>

fﬁr (h7v)7 (g7w) 6 A
Speziell gilt
L”(y*,u*;u*,01‘,9;)(h,v)2 = HChH% + 0 HUH%Q(Q) —(Ap*, [ (y") h2>L2(Q)>

oder

LI (y" u's 7, 07,05) (h, 0)* = | Chll3 + B vlli2ig) — (A 7 (4") h)r2(0)-

Satz 11.4.4

Es sei (y*,u*) eine (lokale) Losung von PY, C € L(L*(Q),H) und es gelten die Be-
dingungen HY , HY HY und HY . Es sei auferdem

slIB|I~2

1CY" — yalln < - :
2 NG 2 L () 2o |C* Al C K o (y*)

(2.28)

mit K(y*) (bzw. Cy) wie in Bemerkung I1.4.4 (bzw. Lemma I1.4.2) und p wie in HY .
Dann ist HY _ erfiillt.

POS
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Beweis
Sei (h,v) € Ker €(y*,u*)und p wie in HY . Es ist

L' (y" w1, 07, 03) (h, ) = O3, + BllvlZaig) — N () W) 2@

> [|Chll3 + Bllvlzag) — [N (07) R 2ol

Wegen HY gilt ||h| x» < |Ng || Bl[[v]lr2(q)- Mit Lemma I1.4.2 erhalten wir:
B Al
2 NG IRIBI
= CrlIN @Rl 17 () | z2zecey-

* * * * * 6
L”(y ;U s ,01,92)(}1,1))2 2 HChH%‘ + E HUH%Z(Q) +

Durch Weglassen des ersten Terms und Benutzung von Bemerkung I1.4.4 gilt dann

* * * * * ﬁ — — —
L s 07,05 () 2 5oy + Il (UG 17211
~2C K, (")8 IO AN ICy” = vl () i) |

Hieraus folgt die Behauptung.
Q.E.D

Motiviert durch die Hypothese (2.28) im Satz 11.4.4 und durch die Tatsache,

daB ||C'y* — y4|| monoton wachsend von @ abhingt [3], untersuchen wir in diesem
Abschnitt einen Fall, in dem (2.28) garantiert ist, wenn der Parameter [ hinreichend
klein ist. Hierfiir miissen wir die Abhéngigkeiten beziiglich 3 hervorheben: Wir ersetzen
dann PY durch P’ und bezeichnen mit (y?,u?) (bzw. u?,07,65) eine entsprechende
globale Losung (bzw. die zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren). Analog ersetzen wir
N, durch N, 5, « € {0, T}, 3 > 0, wobei hier y* durch 3 ersetzt wird.

Wir verlangen:
Vi: N=1, f € C¥IR), H= L*(Q) und C ist die Identitit auf L?(Q).

V,: f iiberfiihrt beschrinkte Folgen von L?(Q) in beschrinkte Folgen von L?(Q).
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Satz 11.4.5

Fiir jedes 3 > 0 sei (y?,u”) eine globale Lésung von P}/’ﬁ, und es gelten die Bedingun-
gen Vi, Vo und H) . Sei auferdem ||y° — yal|12(q) hinreichend klein. Dann existieren
K >0 und B >0, so dafs

L"(y° u®, 1,07, 05) (h,0)* > K{|[ll% + vl 32y}, fiir alle 6 € [0, 5]
und (h,v) € Ker e'(y°, uP).

e Wichtig in diesem Satz ist, dafi (y°, u°) fiir das Problem P/’ (3= 0) eine globale
Losung ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn y(u®) = yq gilt.

e Generell setzen wir voraus, daf8 (y°, u”) eine globale Losung von P’ ist.
e Durch die Voraussetzung N = 1 ist die Einbettung XV(0,7) — C(0,T;C())
gesichert. Es gilt dann auch X"(0,7) — L*(Q).

Beweis von Satz 11.4.5

Aufgrund der schon erwihnten Monotonie von 8 — ||Cy® — yq4|| [3] gilt
1y° = vall2o) < I1v? — vallr2qg) ,  fiir alle 5> 0.
Wir haben dann

B s
ly” — de%Q(Q) TS HUBH%Q(Q) < |y’ - de%Q(Q) Ty HUﬂH%?(Q)

5
< 1y° = wallz2q) + 5 14’122

Woraus folgt

4@ < Il (229)
und 5
ly” — de%Q(Q) <y’ - de%Q(Q) + 5 (HUOH%Q(Q) - HUﬂH%%Q)) : (2.30)
Mit (2.29) kénnen wir schreiben
|1Bu”||2q) < oo, fiir alle 8> 0. (2.31)

Damit ist {y°} fiir 3 > 0 auf L*(Q) gleichmiBig beschrinkt. Es folgt daraus fiir 3 > 0,
die gleichméfige Beschriankheit von:



I1.4. OPTIMALITATSKRITERIEN 67

o {/(y")} in L*(Q) wegen Vs,
o {yn—Ay’}in L*(Q) aus er(y”,u”) =0,
e {y°} in X¥(0,T) wegen (2.31) und Satz .3.1,

e {y°} in C(0,T;C(2)), denn wir haben fiir N =1, X?(0,T) — C(0,T;C(Q)).

Weil f € C*(IR), existiert K; > 0 (von 8 > 0 unabhéngig) mit ||f”(y?)| =) < Ki
und
L' W)z~ < K1, fiir alle 3> 0. (2.32)

Letzeres impliziert wegen Satz 1.2.1 ( mit Zeitsinvertierung fiir & = 7') die uniforme
Isomorphie von A, g : X2(0,7) — L*(Q), 8 > 0. Damit existiert L > 0 mit

N5 <L, firalle 3>0 (2.33)
und wir haben
(Ap?, " (y°) b)Y < K HAMﬁ‘lLOO(Q)HhH%2(Q), fiir alle 8> 0.

Nun sind auch die Bedingungen von Satz I1.4.2 erfiillt. Das zugehorige Optimalitéts-
system konnen wir wie folgt schreiben

Nrs(y” —ya) = A®, 820,
Wegen (2.33) ist dann
1AL ||xe < ZNY° = yallzeg), B>0

und damit
1A L) < LK Iy = yallza), 8 >0.
Hierbei bezeichnet K5 die Einbettungskonstante von X7%.(0,7") in L*(Q).

Wir haben dann fiir 6 > 0 :
L'(y°,u?, 1?,07,605) (h,v)2 = |[Bl132g) + BIIvI32iq) — (Au?, 17 (¥7) h?) 120,
1Al Z2(q) + BlIvlIZ2(q) — Kill Ap Il IRlI72(q)
1Al 72y + BllvlIZe(q) — K1 LK [ly” = yall @) 1P1122q).

(1 — K1 LEs|ly” = yall 2 @) 1P Il72q) + B 1v]1720)-

AVARRNAV]

VvV
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Wegen (2.32) ist aber auch Ny g, 5 > 0 gleichméBig isomorph und es existiert eine von
£ > 0 unabhéngige Konstante K3 > 0 mit:

1hllxe < K3 ||B|| ||v]lz2(q), fiir alle (h,v) € Ker €' (y”, u”).
Wegen (2.30) folgt daraus fiir (h,v) € Ker €'(y?,u”), 3 >0
L' (y?,uP, 4, 67,65) (h,v)? >

o 3 2 ﬁ 2 6
ZQ—KM&M-ﬂ%ﬂmﬂmmm+ﬂwm@+ﬂﬁﬁw

)f1§@>

Hierbei ist [|u’[|72g) — |u?]2, (@) beziiglich 8 monoton wachsend und konvergiert gegen
0 fiir 6 — 07 ([9]). Damit erhalten wir die Behauptung.

121

— 5
EG—Kﬂ&f—wm@+¢2ﬁﬁé@_”ﬂﬁ@

9 Min {1, gt} ([0]32g) + 1113

Q.E.D

I1.4.2.2 Das reduzierte Problem p"

Wir wollen in diesem Abschnitt die Aquivalenz zwischen Hy,, zur Positiv-Definitheit
von j”(u*) auf L?(Q) feststellen.

Wir setzen

—[Dye(z)] ' Dye(x 9
T(x) = ( [Pyela)]” Duela) ) ¢ L(IX(Q). A). (230
L*(Q)
mit z = (y,u) wie bisher.
Es sei (h,v) € A und v € L*(Q) gegeben. Wir haben
(—A)~(-B0)

T(x)o = (h,v) <= —[Dye(x)]™" 0 =h und 0 =wv,
0
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hi — Ah+ f(y)h = Bu,

= h(-,0) = 0,
ht('7 0) — 07
<= MNyh = Bu,
< (h,v) € Kere'(y,u).
Damit gilt
Kere'(y,u) = ImT(x). (2.35)

Wegen (2.34) und (2.26) haben wir auBerdem
7" () = T*(z)L" (z,0)T ().
Das heifit
(" (W)v,v) 2 = L"(z, ©)(T(z)v, T(z)v), fiir alle v € L2(Q). (2.36)

Satz 11.4.6

FEs gelte (hs). Dann ist L"(y*,u*;©%) genau dann auf Ker €' (y*,u*) positiv—definit,
wenn j"(u*) auf L*(Q) positiv—definit ist.

Beweis

Wir setzen x* = (y*, u*). Es ist klar nach Konstruktion von T'(x*), dafl Ker T'(z*) = {0}.
Zusammen mit (2.35) bedeutet es, dafl T'(x*) € L(L*(Q), Kere/(y*,u*)) invertierbar
( wir versehen Ker €/ (y*, u*) mit der von A induzierten Norm ) und Im 7'(z*) abgeschlos-
sen ist. Die Injektivitéat von T'(z*) und die Abgeschlossenheit von Im 7'(z*) implizieren
die Surjektivitdt von T'(2*)* und damit die Existenz einer Konstante ¢ > 0 mit

1T )]la > sllvllzg), fir alle v e LA(Q). (2.37)

T(z*)~! ist aber auch injektiv und Im7'(z*)~! = L?(Q) abgeschlossen. Damit gibt es
auch ein ¢ > 0 mit

1T ()" w|| 2y = Sllwlla, filr alle w € Ker €'(y*,u*). (2.38)
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Es sei dann L"(y*, u*; ©*) auf Ker €'(y*, u*) positiv—definit. Mit (2.36) und (2.37) gilt
J"(w)(v,0) = Ly",um ©)(T (a")v, T(2")v),
RlIT (@ )oll%,

> /{gQHUH%Q(Q), fiir alle v € L*(Q).

Vv

Es sei umgekehrt j”(u*) auf L*(Q) positiv—definit. So haben wir
L"(y*, u*; ©%) (T (a)o, T(z*)v) = j"(u*)(v,0) > &||v]|72(q), firalle v e L*(Q). (2.39)

Fiir w € Ker ¢/(y*, u*) beliebig gegeben, existiert ( T'(x*) ist invertierbar ) v € L?(Q)
mit 7'(z*) 1w = v. Wir erhalten dann mit (2.39) und (2.38)

L”(y*, u* @*)(w’ w)

VvV

RIIT (%)~ wl| 72 ),

Vv

R |lwl%, fiir alle w e Ker e (y*, u*).

Q.E.D



Kapitel 111

Dirichlet-Kontrolle

Hier wird nach dem Schema des vorigen Kapitels das Dirichlet-Kontrollproblem un-
tersucht. Wir werden sehen (Bemerkung I11.2.2), dafl auch hier die Beispiele aus §1I
gelten, und gehen deshalb nicht auf weitere Beispiele ein. Wir werden iiberall, wo solche
Parallelen bestehen, kurz in der Ausfithrung sein.

III.1 Das Kontrollproblem

Es seien €, 002 und > wie im vorigen Kapitel definiert. Auf der Grundlage von
Satz 1.2.4 (Existenz- und Endeutigkeitssatz fiir das Dirichlet-Problem) wahlen wir als
Kontrollraum

R(E) ={p € H**(X): ¢(-,0) = ¢:(-,0) = ¢(-, T) = (-, T) = 0 auf 0Q}.

In der néchsten Bemerkung geben wir weitere Griinde fiir diese spezielle Wahl von
R(X). Wir definieren darauf das Skalarprodukt

(0, V)R = (Pu + Daaw, Vi + Do) 12(s),

wobei hier Agn den Laplace-Beltrami-Operator auf 02 bezeichnet. Mit der zu (-, )z
assozierten Norm, die wir mit ||¢||z bezeichnen, ist R(X) ein Hilbertraum.

Wir setzen nun

X0,T) = {p € X_a(0,T; H'(Q),L*(Q) : ¢z € R(X), ¢(+,0) = ¢(,0) = 0 auf Q}.

71
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Versehen mit der Norm
ol xa = [H@”%{,A(O,T;Hl(g),m(ﬂ)) + HSOIEH%]%,
= [lleliz20rm@y T lellizg) + len — Apll7zg) + lesliz]?
ist auch X%(0,7) ein Hilbertraum ( dieses liBt sich dhnlich wie im Satz 1.1.3 zeigen ).

Wir verlangen

HY :  f bildet X%(0,T) in L*(Q) ab.

Im Folgenden machen wir wieder von dem Regularisierungsoperator (—A)~! ( fiir das
homogene Dirichlet-Problem ) Gebrauch.

Wir definieren:

Py e(y,u) =
wobei
e = (e, e) : A— F,
ei(y,u) = (=A)" yu — Ay + f(y)],
e(y,u) = yls —u,
mit

A=XY0,T)x R(X), F=L*0,T;Z) x R(X) und Z = H}(Q)N H*(Q).
Wir benutzen weiterhin die Abkiirzung x = (y,u) = (y(u), u).
Bemerkung III1.1.1

Bei dem soeben definierten Problem haben wir y(-,0) = y,(-,0) = 0 als Anfangswerte
gesetzt. Nach der Definition von R(X) ist es klar, dafi die lokalen Kompatibilitits-
bedingungen (Kp) dann automatisch erfillt sind. Wir wenden uns nun der globalen
Kompatibilititsbedingung (Kg1) zu. In unserem konkreten Fall ist diese dquivalent zur
folgenden Forderung an den Steuerungsparameter w:

00 d
/ / |ut(x',02)|2dx'—a < o0, fir ueR(X)
0o Jmy-1 o
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oder durch den Ansatz r = o2

oo d
/0 /RN_l |ut(:z:’,r)\2da:’2—: < . (3.1)

Wir definieren nun
o[ (0,75 L*(0)) = {0 : ¢ € H'(0,T; L*(99)), ¢(-,0) = 0}

und

oH2(0,T; L(09)) = [pH'(0,T; L*(%2)), L*(0, T; L*(992))]
Mit Satz 1.1.1 wissen wir

N[=

oH'(0,T; L*(09)) C oHZ(0,T; L*(09)). (3.2)
Da nach Definition
H**(X) = HY(0,T; H*(0Q)) N H*(0,T; L*(09)),
gilt fir u € R(X) gegeben, auch u; € oH'(0,T; L2(0Q)) und damit (wegen (3.2))
w € oH2(0,T: L*(09)). (3.3)

Nun ist bekannt [17], S. 277, dafi wegen (3.3) Folgendes gilt

T

Durch Zuriickfiihrung von Q auf den Fall (1.35), wie schon in § 1.2.2.1.1 erwdhnt, ist
offensichtlich, daf sich (3.1) dann aus (3.4) ergibt.

Damit ist unsere Wahl von R(X) als Kontrollraum dadurch zu begrinden, dafS einer-
seits der Operator e wohl definiert sein soll (siehe Satz 1.2.4), und andererseits alle
Kompatibilitdtsbedingungen automatisch erfillt sein miissen.

Unser Kostenfunktional ist
1 B
Tow) = 5 10y~ yalfe+ 5 s,

wobei H ein gegebener Hilbertraum ist, y; € H und C € £(X%(0,T), H). Wir machen
die Hypothese
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HP: Fiir u € R(X) beliebig gegeben, existiert ein eindeutiges y € X%(0,T), so daf
(y,u) Losung von PY ist,

und beschéftigen uns mit

PP . Min J(y, u)
e(y,u) =0
und dem zugehorigen reduzierten Problem
p”: Min j(u)
u € R(Z),

wobel  j(u) = J(x) mit e(z) = 0 ist.

I11.2 Existenzsatze

Wir beweisen hier zwei Existenzsiitze fiir PP. Dazu fiithren wir folgende Bedingungen
ein

HY:  Fir {y"} € X4(0,T) mit y" —y in H"(Q) folgt f(y") — f(y) in L*(Q).

HP . f fithrt beschrinkte Folgen aus H in beschriinkte Folgen von L?(Q) iiber.

Satz I11.2.1

Es gelten die Bedingungen HY | k= 0,1,2. Es sei auflerdem H — H“(Q),
X40,T) — H und C der zugehdirige Einbettungsoperator. Dann besitzt PP fiir jedes
B > 0 eine Lésung.

Beweis

(-,-) bezeichne hier das Skalarprodukt auf L?(2) oder das Dualititsprodukt zwischen
H'(Q) und H'(Q)*. Es sei nun (y",u") eine Minimalfolge fiir PP, so folgt aus
Ty, ") < oo,

ly" |l + ||u"||r < oo, uniform beziiglich n,

und damit wegen H — HY(Q),

™ |1y + ||u"||r < oo, uniform beziiglich n . (3.5)
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Es existiert dann (y*, u*) mit

y" —y* in HYY(Q), (3.6)
u" = u* in R(X) (3.7)

und
fy") = fly") in L*Q). (3.8)

Durch eine innere Produktbildung von e;(y", u™) = 0 mit ¢(¢) - w, mit ¢ € C1(0,T),
©(T) =0 und w € H}(Q) und partielle Integration, erhalten wir:

[ oy ety des [ (950, Vo) oty de+ [ (0. 0) ele) de =0

Ein Limesiibergang unter Benutzung von (3.6) und (3.8) liefert

[ wh ety [Ty, Yoyt e+ [ ()0, w0 de =0, (39)
Setzen wir ¢ € D(0,T), so folgt daraus nach partieller Integration
v — Ay"+ f(y") = 0. (3.10)
Analog wie im Satz I1.2.1 148t sich zeigen, dafl
y"(0) — y*(0), wenn n — 00

und somit
y*(0) = ¢
daraus folgt.

Das innere Produkt von (3.10) mit o(t) - w, fiir o € C1(0,T), o(T) = 0 und w € H}(NQ)
gefolgt von partieller Integration und Vergleich mit (3.9) liefert

yr(0) =y’

Mit Satz 1.1.2 wissen wir daB, die Abbildung y — y|s von H%Y(Q) in H22(X) stetig
ist. Es folgt dann aus (3.6)

=
(I

(%)

y'ls = y'ls in H
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N[=

Da H2%%(Y) — Hz2(X), ist auch R(X) — Hz2(X). Aus (3.7) folgt dann

u" — u* in H%’%(Z).

Dadurch gilt y*|s, = u* und (y*,u*) ist damit zuléissig. Wie im Beweis von Satz 11.2.1
folgt aus der Schwach-Unterhalbstetigkeit von J, dal (y*, u*) eine Losung von P} ist.

Q.E.D

Im néchsten Satz verzichten wir auf die Bedingung H — H'(Q). Dafiir setzen wir
zusitzlich HY voraus.

Satz I111.2.2

Falls HP  k = 0,1,2,3 gelten und X%(0,T) — H, wobei C der zugehdirige Einbettungs-
operator ist, so besitzt PP fiir jedes 3 > 0 eine Lisung.

Beweis

Es sei (y",u") eine Minimalfolge. So folgt aus J(y", u™) < oo, ||y"||3 + |[u™]|r < oo.
Wegen HY ist dann f(y") in L*(Q) gleichmiflig beschrinkt. Wir haben dann

yr — Ay" = —f(y") gleichmiflig in L?(Q) beschrinkt, und
y"ls = u™ gleichmiBig in R(X) beschrinkt.

Wegen dem Existenzsatz fiir das Dirichlet-Problem ( Satz 1.2.4 ) folgt daraus
19" || xe < 0o gleichméBig beziiglich n,
und damit ( Es ist klar, dafl X4(0,7) — H"(Q) gilt )
|y™ || 1) < oo gleichméBig beziiglich n .
Insgesamt erhalten wir uniform in n
[y [ zr11(g) + [[u"[lr < o0

Wir kénnen dann wie im vorigen Satz weiterverfahren.

Q.E.D.
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Bemerkung I11.2.1

Weil ein linearer Operator schwach konvergente Folgen in schwach konvergenten Fol-
gen abbildet, ist HP automatisch erfiillt, wenn f linear ist. Ist zusiitzlich H — L*(Q),
so gilt HP.

Bemerkung I11.2.2

Im §II haben wir allein mit Hilfe des Sobolevschen Satzes und der Tatsache, daf
X(0,T) — C(0,T; H (Q)) gezeigt, daff die Beispiele f;; i = 1,2,3 die Hypothe-
sen HY ;i = 2,3,4 und HY erfillen. Der in diesem Kapitel neudefinierte Raum
X940, T) ist offensichtlich in X_a(0,T; H*(2), L*(2)) stetig eingebettet und damit auch
in C(0,T; HY(Q)) (Satz I.1.4). Weil der Sobolevsche Finbettungssatz (Satz 1.1.5) in
dieser Form insbesondere fiir H'(Q) gilt, sind fiir diese Beispiele auch hier die Bedin-
gungen HP i =2,3,4 und HE erfiillt.

(3

I11.3 Regularitiat des Problems

Hier wollen wir fiir das Problem PP sowohl die Differenzierbarkeit als auch die Lipschitz-
Stetigkeit des Kostenfunktionales und der Systemgleichung untersuchen. Dabei gehen
wir auch auf das reduzierte Problem p? ein. Zum Schlu beweisen wir einen Surjekti-
vitédtssatz fiir die linearisierte Nebenbedingung am Losungspunkt (y*, u*).

I11.3.1 Kostenfunktional und Systemgleichung

Wir verlangen
HD: PP besitzt eine (lokale) Losung (y*, u*).

Wie wir in § I1.3 gesehen haben, ist es klar, dafl einerseits J zweimal stetig-differenzierbar,
mit einer in einer Umgebung von (y*,u*) Lipschitz-stetigen zweiten Ableitung J”, ist,
und andererseits die Beispiele fi, kK = 1,2,3 (§I1.3.1) beziiglich den neuen Riumen die
nichste Hypothese erfiillen (letzte Bemerkung).
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HY:  y+—— f(y) ist zweimal stetig-differenzierbar von X%(0,7T) in L?(Q) und
y— f"(y) von X4(0,T) in L*(Q) ist in einer Umgebung von y*
Lipschitz-stetig.

HP? impliziert, dal der Operator e : A — F auch zweimal stetig-differenzierbar und
e Lipschitz-stetig in einer Umgebung von (y*, u*) ist.

Wir setzen neben HY weiterhin HY und HY (§11.3.1) voraus. Damit ist gesichert, daf}
f'(y) v € L*(Q) fiir alle p € X(0,7),

und
F"(W)(p,¥) € LX(Q) fiir p, ¢ € X¥(0,T). (3.11)
Wir haben dann

e (v, u*)(h,v) = ((=A) hy — AR+ f(y*) ], by —v), (h,v) € X¥0,T) x R(X).

Fir
Dye(z) : X40,T) — F
findet man
Dye()(h) = ( (=8) " [ ;lfmf’(y) h )
und fir
Dye(z) : X0, T) — L(X40,T),F)
gilt

Dyye(z)(h, g) — ( (=A)"f"(y)hg >

0

Unter der Voraussetzung
h. : Dye(z): X%0,T) — F ist isomorph,
erhélt man mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen

y(uv = —[Dye(y(u),w)] " Due(y(u), w)v ;v € R(X)
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und
y'(u)(v,w) = —[Dye(x)] ™ Dyye(z)(y' (wv, y'(w)w) ; v,w € R(X).

Laut Satz 1.2.4 gilt (hj), wenn zum Beispiel f'(y) die Bedingungen von ¢ in (hy) und
(hs) (§1.3.1.1) erfillt.

Man erhélt fiir die erste und zweite Ableitung des reduzierten Kostenfunktionals
(3 (W), v)r- = = (=[Due(x)]*[Dye(z)] " DyJ () + DuJ (2), v)r- 15 v € R(X). (3.12)
und
("W, wyrer = (Dyyd (2)y (w)v, y' (w)w) xar xa + (DyJ (), y" (u) (v, w)) xar xa
+ <Dou(CC)’U, w>R*,R7
= <Dny(x)y/(u)v, y/(u)w>Xd*,Xd

+(DyJ(x), —[Dye(@)] " Dyye(@)(y' (u)v, y' (ww)) xar xa  (3.13)
+ (D (2)v, WY+ 15 v, w € R(X).

IT1.3.2 Surjektivitit von €' (y*, u*)

Die Frage der Surjektivitit von €' (y*, u*) ist fquivalent ( der Operator —A € L£L(Z, L*(2))
ist isomorph ) zur Frage der Existenz von (h,v) € X%(0,T) x R(X) mit

hy — Ah+ f'(y*) h =
Sp { “ Fy)h=a , fiir (q,6) € L*(Q) x R(X) gegeben.

h|2—1}:5

Im folgenden Resultat wird eine hinreichende Bedingung fiir die Surjektivitét gegeben.
Satz II1.3.1

Fs gelt
s gene Fi(y*) € L®(0,T: LP(Q)) mit

p € (2,00] beliebig, falls N < 2
und
p=N, falls N > 3.

Dann ist €' (y*, u*) surjektiv.
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Beweis

Fiir v € R(X) beliebig gewihlt, erhdlt man die Behauptung als Folgerung von
Satz 1.2.4.

Q.E.D

II1.4 Optimalitatskriterien

Wir leiten hier das Optimalitdtssystem fiir P} her. Zum Schluff untersuchen wir eine
hinreichende Optimalitédtsbedingung zweiter Ordnung.

I1I.4.1 Notwendige Optimalititskriterien

Die neue Lagrange-Funktion lautet

1 s
Lly,u.0) = S 1CY = wallye + 3 llullz

+ <,U, (_A)_l[ytt - Ay + f(y)]>L2(Z) + <07 ?J’E - U/>R7
fiir (y,u,p,0) € X(0,T) x R(Z) x L*(0,T; Z) x R(Z).
Unter HY (§11.3.1) erhalten wir
D(y,u)L (y7 U, s 8) (h> U) = <Ch> Cy - yd>7‘( + ﬁ <u7 U>R

+{u, (A) 7 hee = Ah+ f'(y) K} 12(z) + (0, hls)r + (0, 0)R -

Wir verlangen:
HY .  €(y*,u*) ist surjektiv.

Satz I11.4.1

Sei (y*,u*) eine (lokale) Lisung von PP und es gelten HY, HY und HE. Dann exi-
stieren Lagrange-Multiplikatoren

(1, 0%) € L*(Z) x R(X)
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mit
(Ch, Cy* —ya)n + B {u*,v)r + (%, (=A)'[hy — Ah + f'(y*) h]) r2(2)
+ (0%, hls)r + (0%, v)r = 0,
fiir alle (h,v) € X40,T) x R(2).
Beweis

Durch Anwendung des Lagrangeschen Prinzips.

Q.E.D

Es sei X"(0,7) wie in §1II definiert und A der kanonische Isomorphismus von H nach

H*.
Satz 111.4.2

Es sei C € L(L*(Q),H), f'(y*) € L=(Q) und es gelten die Bedingungen von
Satz 111.4.1, so ist u* Losung von

Apy — Np+ f'(y*) Ap = C*ACy* — ya),

AIL[/(-771) - 07 (3.14)
A/,Lt(,T) == O,
Apls = 0,
und es gilt
Ap* e X¥(0,T).
Beweis

Wir werden an manchen Stellen im Beweis auf Details verzichten und uns dort auf
Satz I1.4.2 beziehen, dessen Beweis diesem &hnlich ist.

Es gilt fiir die Lagrange-Multiplikatoren (u*,60*) € F (= L*(0,T;Z) x R(X))

D L(y*, u*, 1i*,0%)(h,v) = 0, fiir alle (h,v) € X%0,7T) x R(%),
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das heifit

(Ch,Cy* —ya)n + B {usv)r + (1 (=A) " hee — Ah + f/(y*) M) L2z
(0, hs)r + (0,0)% = 0, fir alle (h,v) € X40,T) x R(Z).

Wir setzen v = 0 und erhalten

(Ch, Cy* = ya)n + (", (=A) " hw — Ah+ f'(y*) b)) 12(z) + (0, hls)= = 0,

(3.15)
fiir alle h € X40,7).

Durch die Wahl h(-,t) = ¢(t) - w, w € D(Q2) und ¢ € D(]0,T]) erhalten wir aus (3.15),
analog wie im Beweis von Satz 11.4.2

A, — N+ 1 (y*) Apt(t) — C*A(Cy* —yq) =0 auf D'(0,T;Z*) (3.16)
oder durch Verkettung mit (—A)™!,
pi— A"+ AT (y") Ap ()] = AT CTA(CY" —ya)] = 0 auf D'(0,T;L*(Q)) (3.17)

und damit auch p* € C(0,T; L*(Q2)) und i € C(0,T; L*(Q)).

Durch innere Produktbildung von (3.17) mit Ah, wobei h(-,t) = ¢(t) - w mit
0 € C?0,T),we D), p(-,0) = ¢ (-,0) =0 (esist dann h € X4(0,T) ) und partielle
Integration durch zweimalige Anwendung von Lemma I.1.2 ist dann:

(Ap* hu) i) + (i (1), AR T)) 2y — (w7 (5, 1), Ah (-, T)) 20) — (Ap™, Ah)r2(q)

+ (AT () Ap*], Ah) 2 ) — (ATHC*A(Cy* — wa)], Ah) 12y = 0.
(3.18)
Oder

(1, (=A) hy — Ah+ f'(y*) Bl) r2(z2) + (Ch, Cy* — yayr + (i (-, T), Ah(-, T)) 12
- <:u*(’T)’ Aht('7T)>L2(Q) =0.

Ein Vergleich mit (3.15) liefert
<M:€<(7 T)7 Ah(a T)>L2(Q) - <:u*(> T)> Aht(a T)>L2(Q) = 0.

und damit
Ap (-, T)=Ap;(-,T) = 0.
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Der Beweis von Ap* € X¥(0,7) lauft fast genauso wie im Satz 11.4.2 :
Zunichst stellen wir fest, dafl aus (3.15) folgt

<A,u*, htt — Ah + f,(y*) h>L2(Q) = F(h) = <C*A(Cy* — yd), h>L2(Q) ,
fiir alle h € {p € XU0,T) : plx =0,} =
= {p e X¥(0,T) : o(-,0) = p(+,0) =0 auf Q},
= Xy(0,T).
Es ist klar, daB I' € X{(0,7)* ist. Es folgt daraus wegen Satz 1.2.2 und Folgerung 1.2.1
mit Zeitinvertierung, dafi Ap* die Losung durch Transposition des folgenden Systems

ist:
Mo = A+ fy )N = C"ACy" —ya) (€ L*(Q)), (3.19)
A('vT) = 0,
)\t('7T) = 07

Auch hier handelt es sich in (3.19) um den Laplace Operator fiir das homogene Dirichlet-
Problem. Dieses System besitzt dann in X¥(0,7) ( Satz [.2.1 mit Zeitinvertierung )
eine eindeutige Losung \*.

Da auch \* € X¥(0,7T) (C L*(Q)) Losung durch Transposition von (3.19) und diese
eindeutig ist (Folgerung 1.2.1), gilt

N = Apt € XU(0,T).

Die homogene Dirichlet-Randbedingung fiir Ap* folgt daraus.

Q.E.D
Ahnlich wie in Bemerkung 11.4.2 setzen wir
0= ( g ) € F =I10,T;Z) x R(Z)
und )
O = ( g ) = R7,0 € F". (3.20)

Hierbei bezeichnet Rz ; den Rieszschen Isomorphismus von F* auf F. Aus

(V) 2(2) = (I, V) 12(2)* 12(z) > fiir alle 1 € L*(Z)
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und
<9, 77>R(Z) = <0,7]>R(E)*,R(Z) . fiir alle n e R(Z)

(3)- () e

Da in unserem Fall D, J(z) € L*(Q) gilt, erhalten wir

folgt

O = —[Dye(2)] "DyJ(x) <= [Dye(2)]"® = —D,J (),
M= AA+ Iy A = C"MCY" = ya),

A, T) = 0,
= D) 0 (3.22)
A = 0 auf X,
mit
A=—(=A)"'n € XV(0,7). (3.23)
Aufgrund von (3.21) haben wir auch
A= Ap. (3.24)

Die notwendigen Optimalitédtsbedingungen vom Satz I11.4.2 sind damit erfiillt, wenn
[Dye(2)]"© = — D, J(z)

oder
6 = —[Dye(x™)] "Dy J(z"). (3.25)

Unter HY haben wir mit (3.12) und (3.13)
(7' (u),V)rr = (DyJ(x) + [Due(x)]"0,v)rr ; v E R(X) (3.26)
und

(J"(w)v, wyr-r = (DyyJ(x)[Dye(x)] " Dye()v, [Dye(x)] ™ Dye(z)w) xar xa
+ (=[Dye(x)] "Dy J (x) , Dyye(x)(=[Dye(x)] " Dye(x)v, —[Dye(x)] ™ Dye(x)w)) 7+ #
+ (DyuJ (2)v, W)R R ,
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= (DyyJ (2)[Dye(x)] " Due(z)v, [Dye(x)] ™ Dye()w) xa xa
+(0, Dyye(x)(—[Dye(x)] ™ Dye(x)v, = [Dye(x)] " Dye(z)w)) - r
+ (DyuJ ()0, W)Rs R ,

= (DyyJ (z)[Dye(x)] " Due(x)v, [Dye(x)] ™ Dye(z)w) xa xa
+(0, Dyye(z)(—=[Dye(x)] ™ Dye(z)v, —[Dye(x)] ™ Dye(x)w)) £
+ (DyuJ ()0, W)Rs R ,

= (DyyJ(2)[Dye()] " Due(z)v, [Dye(z)] "' Due(z)w) xar xa
+ {1, Dyyer(z)(=[Dye(@)] " Due(x)v, —[Dye(x)] " Due(z)w)) 122y (3.27)
+ (D ()0, WYr R ; v,w € R(D),

= (C[Dye(z)] " Dye(z)v, C[Dye(x)] ™ Dye(x)w) g
(=Ap, [ () (=[Dye(x)] " Dye(x)v, —=[Dye(x)] ™ Dye(z)v)) 12(q)
+ (B, w)g.

111.4.2 Positiv-Definitheit

Untersucht wird hier die Bedingung

H,,, : L"(y*,u*, 1, 0%) (h, 0)* = CH{l|Al1%a + [J0]7}
fir alle (h,v) € Ker €'(y*, u*).

Unter der Hypothese HY haben wir

N T T St Dy J(z*) + *7D e1(a” B 2 0

€ L(A, L(A,R)).

Es ist dann

L'y, ", 07) (h,v)* = |Chlly, + Bllvllr — (Au", f"(y") B) r2(q) 5 (B, v) € A.
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Wir definieren
Mo X40,T) — L*(Q) x R(X)

mit
hy — Ah + ]N(y*) h =g,
Mo(h) = (g,v) <= { Bl — (3.29)
|Z =1,
und
My : X(0,T) — L*(Q)
mit
Dabei ist
XH0,T) = {p € XU0,T) : ¢ls = 0; ¢(,T) = @u(-,T) =0 auf Q}.
Satz 111.4.3

Es mdgen HY und die Bedingungen von Satz II1.4.2 gelten. Falls auferdem M, ein

Isomorphismus ist und ||Cy* — yqalln hinreichend klein, dann ist HY  erfiillt.

Bemerkung 111.4.1

Satz 1.2.4 macht eine Aussage tber die Fxistenz und Findeutigkeit einer Ldsung fiir
Dirichlet-Probleme mit inhomogenen Randbedingungen. Daraus kénnen wir schluffol-
gern, daff My isomorph ist, wenn f'(y*) die Voraussetzungen von q in (hs) und (hgz)

erfillt. Die Isomorphie von M impliziert aber auch die Isomorphie von My (v =0 in
(3.29) setzen und den Zeitparameter invertieren) sowie die Surjektivitit von €' (y*, u*).

Beweis von Satz I111.4.3

Fiir den hier benutzten Raum LP(Q) sei p wie in HY bestimmt.
Da X%0,T) — C(0,T; H()) ( Siehe Bemerkung II1.2.2 ) gilt auch hier, wie im
Lemma 11.4.2 :

[, P (0) B 20yl < CrlIN 2@ Al f” (W) 20,500 (@) » filr alle B € X0, T),

wobei C'y eine positive Konstante bezeichnet.
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Wegen dem transformierten Optimalitdtssystem (3.22), (3.24) und der Isomorphie von
M (obige Bemerkung) erreichen wir, wie in Bemerkung 11.4.4

A2 @) < Ks(I)ICAMCY" = ya)llr2(@) -
Wir haben dann die folgenden Abschéatzungen.
L"(y*, w*, p*,67) (h,v)* = |ChI[5 + Bllvllz — (A /" (y") ) 120,
> |Chl + B llvliR — KA (") W) 2o,
> |Chl3 + BlvlIR = CrlA 2@ Ih %l f () 20,7202
> ||ChllF + Bllvllk — CrE ()" ()l z2.m0@p |C*ACY" = ya)ll 2@ 17l 5a-
Wir stellen fest
Ker ¢ (y*,u*) = {(h,v) € A : My(h) = (0,v)}
und erhalten wegen der Isomorphie von M,
hllxa < MG vl Y (hov) € Ker €/ (y*, u”).
Durch Weglassen von ||Ch|3, folgt fiir (h,v) € Ker €/(y*, u*)

éHUH2 + é HhH%(d
R -
2 2 |Mq'|”

— CrE ()L (W)l 2 0rser@p IC A ICY™ = yallllA] %

_B
2| Mg |2

L//(y*, U*, M*7 9*)(h7 U)2 Z

&

= Sl + | — RO M 0o ICAN 1Cy* = yalls 1A

Daraus folgt die Behauptung.
Q.E.D

Im néchsten Satz benutzen wir die Bezeichnungen P9, (y%,u%), (1°,6°) und M, s
anstelle von PP, (y*,u*), (u*,0*) und M, , a € {0,T} und erhalten:



88 KAPITEL I11I. DIRICHLET-KONTROLLE

Satz I11.4.4

(y°, uP) sei eine globale Lisung von PY. 3 > 0 und sei 1y —yall 12(q) hinreichend klein.
Es gelten aufSerdem die Bedingungen Vi und Vo vom § I1.4.2.1. So gibt es ein K > 0
und 3, so dafl

L"(y?,u? 1%, 07)(h,v)* = K [ |7l 3a + |Jvll% ],
fiir alle 3 € [0, 3] und (h,v) € Ker ¢'(y?,u?).

Beweis

Wir verfahren wie im Satz I1.4.5 und halten aus diesem Grund die Beweisfithrung kurz.

Aus der Monotonie von 3 — ||CyP — y,l| folgt, daBl

lW’li= < llul=;

ly? = yall32gg) < 19° = vallZaig) + 2 (I3 — [w11%) .

und {y°} >0 in X4(0,T) und damit auch in C(0,7;C(f2)) gleichmiBig beschrinkt ist.
Weil f € C%(IR), existiert dann eine von 3 unabhiingige Konstante K; > 0 mit

1" ()=o) < K1 und |[f' (%)~ < K1, fiir alle 8> 0.

Somit ist wegen Satz [.2.4 (bzw. Satz .2.1) die Abbildung Mg s : X%(0,7) — L*(Q)
(bzw. Mrs: X%(0,T) — L*(Q) ) fiir alle 3 > 0 gleichméBig isomorph.

Es existiert dann L > 0 mit
N7 5l < L, fiiralle 8> 0. (3.30)
Wie im Satz I1.4.5 gilt auch
(AW, T (") 1) < Ky 80|l ey« fir alle 30

und mit (3.30)
1AL (@) < LE2 197 = yallz2@). 820,

wobei K, die Einbettungskonstante von X4(0,7) in L*=(Q) bezeichnet.
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Wir erhalten
L(yP P, 4, 09) (h, )2

1Al 72y + B lIvllkes) — (A, (") B?) 12
1Al 72y + BllvlIzes) — KillApZ |l IRl q)
1711720 + BllvlRes) — KiLK2 1y = yall2@I1Rl72q)
(1 — K\ LK)y’ — deLQ(Q))HhH%?(Q) + HUH%(Z),

fir 6> 0.

AVARAVARLV,

Weil
Ker ¢ (y?,u”) = {(h,v) € A : Mgg(h) = (0,v)},

existiert auch wegen der uniformen Isomorphie von Mg 3 eine von 3 > 0 unabhéngige
positive Konstante K3 mit:

[h|lxe < Ks|jv|lr) , fiiralle (h,v) € Ker €'(y°, u”).

Es ist dann
L'(y",u’, 1?,0%)(h,0)* > (1 = KiLEs|ly” = yallz@) 10 1172q) + B 10l R s

= (1= KiLKo |y = yalliz@)) 1P132g) + 5 100y + arcz 171

- B
> (1 — K\ LK, {yo — yallr2q) + \/5 ([ 7oy = 18y | | N2ll720)

+ 9 Min {1, 22} (ol + I191%a) -

wobei auch hier HuOH%(Z) - HuﬁH%@) beziiglich # monoton wachsend ist und gegen 0
fir 5 — 07 (]9]) konvergiert. Wir erhalten somit die Behauptung.

Q.E.D
Beziiglich des reduzierten Problems gilt
Satz I11.4.5

Unter (hg) ist L" (y*, u*; ©*) genau dann auf Ker €' (y*,u*) positiv-definit, wenn 7" (u*)
auf R(X) positiv-definit ist.
Beweis

Genauso wie im Satz 11.4.6 mit

o ( ~[Dye(w)] " Duce()

T ) € L(R(T), A). (3.31)

Q.E.D



90



Kapitel IV

Die Newton-Methode fiir
hyperbolische Probleme

In diesem Kapitel wird die Newton-Methode auf hyperbolische Probleme angewendet.
Diese werden hier in ihrer reduzierten Form betrachtet. Das heifit in der Variante, bei
der die Zustandsvariable y als Funktion der Kontrollvariable u aufgefa3t wird. Auf diese
Betrachtungsweise sind wir auch im Laufe der letzten Kapitel gelegentlich eingegangen
und haben dort die Mittel, die wir hier benotigen bereitgestellt. Speziell konzentrieren
wir uns auf Probleme mit verteilten Kontrollen. Das Vorgehen ist fiir die anderen Pro-
blemklassen &hnlich. Wir haben uns dabei an die Ausfithrungen in [7] angelehnt.

Das Losen des reduzierten Problems hat u.a die Besonderheit, dafl das Newton-Verfahren
dort direkt angewendet werden kann. Dieses wiirden wir sonst (wenn y von u un-
abhéngig ist) auf das Optimalitdtssystem anwenden. Das wére die sogenante SQP
(sequential quadratic programming)-Methode [8], [9]. In [7] findet man einen Vergleich
beider Methoden. Wir werden das im Newton-Verfahren enthaltene lineare System
(Newton-System) iterativ mit dem konjugierten Gradienten-Verfahren (CG-Verfahren)
16sen. Das approximative Losen dieses Systems ist fiir Probleme mit hoher Dimension
besonders empfehlenswert, weil der Rechenaufwand fiir ein direktes Verfahren sehr grof3
sein kann. Wir werden feststellen, daf§ wir dabei ein direktes Auswerten von j”(u) um-
gehen konnen und nur ihre Wirkung j ”(u) d auf Elemente des Kontrollraumes ermitteln
miissen. Letzteres bedeutet das Losen der linearisierten Systemgleichung vorwérts und
riickwérts in der Zeit.
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Die CG-Methode ist hier in einer Umgebung der Losung u* gerechtfertigt, denn wie
wir in den vorigen Kapiteln gezeigt haben, ist die Hesse-Matrix j”(u*) positiv definit,
wenn y* hinreichend nahe von y,; (Observation) liegt.

Zunichst werden wir das Newton- und CG-Verfahren kurz vorstellen. Dann zeigen wir,
wie wir j”(u) und j'(u) auswerten. Hier wird auch der resultierende Algorithmus vor-
gestellt. Numerische Tests werden anschlieBend durchgefiihrt.

Generell verlangen wir

V1. H = L*(Q) und C ist die Identitéit in L?(Q).

IV.1 Allgemeines

IV.1.1 Uber das Newton-Verfahren

Es sei H ein gegebener endlichdimensionaler Raum. Wir gehen von folgendem Problem

aus:
Min j(u), wu € H.

Das Newton-Verfahren versucht einen kritischen Punkt u* ( das heifit j'(u*) = 0) zu
finden. Wir setzen voraus:

J ist in einer Umgebung U(u*.e) von u* von der Klasse C? und j”(u*) ist positiv-
definit.

Wir kénnen dann die Funktion j in einer Umgebung jedes an u* hinreichend nahe
liegenden Punktes uy quadratisch durch die Taylorentwicklung ( mit Vernachlassigung
des Restgliedes )

1

g(u) = jlug) + (G (ur), v — up) + 1Y ") (u — ug), u — ug)

approximieren. Statt j(u) = 0 zu minimieren, suchen wir nun eine Ndherungslosung in
Form des Minimums von g(u). Dieses wird an einem eindeutig bestimmten Punkt u.
angenommen. Fiir diesen gilt also g'(ug.1) = 0. Das heifit

37" (ue) (Uag1 — ur) = —7 " (ug).
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Wir erhalten den folgenden Algorithmus

1. ug (in einer Umgebung von v*) wéhlen und k& = 0 setzen.

2. Durchfiihren bis zur Konvergenz

7" (up)d, = —j'(ug), (4.1)
Upt1 = Uk + di,
kK = k+1.

Es ist bekannt [19] S. 105, da8 das Verfahren lokal quadratisch konvergiert, wenn die
Hesse-Matrix j”(u*) positiv-definit und j ”(-) in einer Umgebung von u* Lipschitz-stetig
1st.

IV.1.2 Uber das konjugierte Gradienten-Verfahren

Zugrunde liegt das Losen Folgenden Gleichungssystems
Qu=1>b; wu,be H. (4.2)

Dabei ist H ein N-dimensionaler Raum und () eine positiv-definite und symmetrische
Matrix. Das System (4.2) ist dquivalent zu folgendem Minimierungsproblem

Min g(u) = % (Qu, )y — (bu)y s u € H. (4.3)

Das konjugierte Gradienten Verfahren (CG) gehort zu der Klasse der konjugierten
Richtungsverfahren. Diese sind Abstiegsrichtungsmethoden von folgender allgemeiner
Gestalt

e ug (zuldssig) wihlen,
® Upy = uptopdy s k=0,--- N —1,

e ap = Arg { Min q(up + ady)}; a € R.

Dabei werden die (Abstiegsrichtungen) dy so gewéhlt, daf sie zueinander Q-konjugiert
sind. Das heif3t

(Qd;,d;) =0; firalle 4,j =1,..,N mit i # j. (4.4)
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Die Varianten dieser Verfahrensklasse unterscheiden sich in der jeweiligen Art die kon-
jugierten Richtungen zu bestimmen. Im Rahmen des CG-Verfahrens setzen wir

dy = —qo und
dp = —qx+ Be—1di_1,

wobei g, = q'(ux) = Quy — b fiir alle k und die G so gewdhlt werden, dafl (4.4 ) erfiillt
ist. Man erhélt
o <Qk7 Qk>H
Br—1 = :
(Gk—1,Qr—1)m
Damit brauchen wir fiir die Ermittlung von d; nur den aktuellen Gradienten und den

aus dem vorhergegangenen CG-Iterationsschritt.

Durch gezielte Manipulationen 148t sich die Schrittweite analytisch ausrechnen. Es gilt

o — _<Qk7dk>H
* T Qdy, di)e

Auf die zahlreichen Konvergenzaussagen des Verfahrens wollen wir hier nicht einge-
hen. Erwdhnenswert ist jedoch, daf§ das CG-Verfahren aufgrund seiner Konstruktion
theoretisch ein direktes Verfahren ist, dafl spéitestens nach N ( Dimension von H )
Iterationsschritten die Losung findet.

IV.1.3 Ansatz eines Pseudo-Lagrange-Multiplikators

Fiir numerische Zwecke hat sich der Ansatz des transformierten Lagrange-Multiplikators
A = Ay als verniinftig erwiesen. Wir iibernehmen also die Schreibweise (2.22) fiir das
Optimalitdtssystem und erhalten unter der Bedingung (V1) fiir den zur Losung von
P! zugehorigen Lagrange-Multiplikator p*

My — AN+ flly) N = v —ya,

A (-, T) — 0, )
A T) — 0, '
A* = 0 auf X,

wobel

A= Apt € XU(0,T). (4.6)
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IV.2 Hesse-Matrix- und Gradientenauswertung

Wie schon erwéhnt, werden wir das System (4.1) iterativ mit Hilfe der C'G-Methode
16sen. Diese setzt zur Ermittlung der Schrittweite der jeweiligen Iteration die Aus-
wertung von Termen der Form j”(u)d voraus. Hierbei bezeichnet d die konjugierte
Richtung der aktuellen CG-Iteration ( bzw. Startpunkt ). Bei der hier beschriebenen
Vorgehensweise ist es nicht notwendig die gesamte Hessematrix zu bestimmen. Wie es
sich heraustellen wird, 148t sich j”(u)d direkt ermitteln. Dafiir mufl das linearisierte
System einmal vorwérts und einmal riickwérts in der Zeit gelost werden.

Wir fassen die benétigte Notation (unter V1) zusammen:

7Zu minimieren ist
1 15
J(y,u) = 9 |y — de%Z(Q) + B) HUH%?(Q);

bzw.

unter der Nebenbedingung

e(y,u) =0, (4.7)
wobei
e=(ep,e9,e3) : A— F, mit
ex(y, u) = (=A)7'[lyu — Ay + f(y) — Bul,
e2(y, u) = y(,0) =y,
es(y, u) = w(,0)—y".
Dabei ist

' € Hy(Q), y' € L2(Q), Z = Hy() N H*(Q), A= X"(0,T) x L*(Q), und
B € L(L*(Q), L*(Q)), F = L*(0,T3 Z) x Hy(€) x L*(Q).
IV.2.1 Die Hesse-Matrix j"(u)

Wir hatten in § 11.4.2.2

3" (u) =T (x)L" (w; p, 61, 02)T (),
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wobei )
(o) = (PN A ) @)
und
L”(a:; I, 917 92) _ < Dny(SU) + <M: Dgyel(ﬂf)(-, -)>L2(Z) N (?](z) ) c ,C(.A, ,C(.A,IR))

Insbesondere haben wir

Ixo + (=Ap, f"(y) (N2 0 )

L"(x; p1, 01, 02) = (
0 5]L2(Q)

Nun berechnen wir j”(u)d, fiir d € L*(Q) gegeben.

Dafiir definieren wir eine Variable h wie folgt :
h = —[Dye(z)] ' Dye(z)d (€ X*(0,7)). (4.8)

Die Gleichung (4.8) ist dquivalent zu

hu — Ah+ fl(y)h = Bd,

h(-,0 - 0,

¢,0) (4.9)
ht(',O) - O,

h = 0 auf X.

Wegen (4.8) haben wir

Damit gilt

L"(x, 1,01, 0:)T (2)d = ( Lo+ (=Ap, f () (hy ) 12@) )

5 ILQ(Q)d

mit h und d wie in (4.9).

Wir setzen
z=Ixoh +(=Ap, f"(y)(h, )12 ( € X(0,T)7) (4.10)
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und bezeichnen mit

B P
P=]q|eF
r
die Losung von
[Dye(z)|"P = —=. (4.11)

Da wir unter HY sogar z € L?(Q) haben, impliziert (4.11) &hnlich wie im Satz 11.4.2
und Bemerkung I1.4.2 Folgendes

pu=Ap+fyp = Leh =KW N (=2),

p(-,T) = 0,

pe(+, T) = 0, (4.12)
Pl = 0, wobei

p = —(=A)""p.

Insgesamt erhalten wir fiir die Hesse-Matrix des reduzierten Funktionals
j//(U)d = // .I' 01,92)T
- [Due(
= [Due(x)]" P+Juu( )
= [=(=A)7'BI'p+ B2,
= =B (=A)"'p+ Bl g
= B'p+pd €L*Q),

*2 4 Jyu(x)d,

wobel wir

[Due(2)]"P = [Dye(x)]" = [Duer(2)]'p = =B (=A)"'p = B'p,  (4.13)

=R 3

benutzen. Die Ermittlung von j”(u)d ( d bekannt ) ist dann dquivalent zur Hinterein-
anderfithrung folgender Operationen.
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1. Zunéachst berechnen wir

e haus (4.9),
e paus (4.12)

2. und setzen anschlielend

j"(u)d = B*p + [d.

IV.2.2 Der Gradient j'(u)

j'(u) zu berechnen ist hier nichts Anderes als y = y(u) aus e(y,u) = 0 (Systemglei-
chung) , A aus (4.5) zu ermitteln und anschlieflend wegen (2.6) j'(u) = fu+ B*\ zu
setzen. Dabei gilt, dhnlich, wie wir in (4.13) gesehen haben,

—[Dye(@)'[Dye(x)] "D, I (x) = BX.

IV.3 Algorithmus und Tests

IV.3.1 Der Algorithmus

1. Initialisierung (Newton)

u? wihlen und k = 0setzen.
2. Durchfiihren bis zur Newton-Konvergenz

(a) j'(u*) wie in § V.2.2 auswerten,

(b) Berechnung von d**! als Losung von j”(u*)d = —j'(u")
mit dem CG-Verfahren. Das heift
e Initialisierung(CG)
df  ( Startpunkt ) wihlen,
Fy=j3"(u®)ds + 5/ (u*)  ( Residuum ) und
Ry = —Fy  ( konjugierte Richtung ) setzen.
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e Durchfithren bis zur CG-Konvergenz

ioa, = % ( Schrittweite ),
i. drf, =df+a,R, (iterierte Losung ),
iii.  Foy=F,+ anj”(u¥)R,,

iv.  Bpy1 = F%;;Tl,

V. Rn—l—l - _Fn+1 + ﬁn—l—lRm
vii n=n-+1,
(¢) ubt! = b 4 dFHL,

(d) k=k+1.

I1V.3.2 Numerische Tests

Hier werden anhand von eindimensionalen Beispielen einige numerische Tests durch-
gefiihrt. Wir interessieren uns dabei insbesondere fiir das Konvergenzverhalten des
Algorithmus und den EinfluBl des Regularisierungsparameters .

IV.3.2.1 Die Diskretisierungsmethode

Az und At bezeichnen hier die Raum-und Zeitschrittweite und N, ( bzw. N; ) die
Anzahl der Stiitztstellen in der x—Richtung (bzw. t—Richtung).

Wie wir dank der Ausfithrungen vom § V.2 feststellen konnten, benétigen wir fiir die
Implementierung der Newton-Methode das Losen von (4.12), der Systemgleichung (4.7)
und deren Linearisierung (vorwiérts und riickwérts).

Wir diskretisieren diese Systeme raumlich mit Hilfe der finiten Elementen-Methode. Im
Falle der Systemgleichung (wir ersetzen dabei aus Bequemlichkeitsgriinden e (y, u) = 0
durch die dquivalente Gleichung —A e;(y, u) = 0) approximieren wir die Nichtlinearitét
f(y) mit der sogenannten Produktapproximationsmethode [13] S.336. Das heif3t

Nz

£ z()ei(a) ~ z F(E0)eix), (4.14)

i=1
wobei {@; }i=1..n, die finite Elemente-Basis darstellt. Diese besteht aus stetigen stiick-
weise linearen Funktionen mit

QOZ(SCJ) = 5z'j7 Z,] = 1 . Nx
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Dabei bezeichnen z;, j =1--- N, die Stiitztstellen der Raumdiskretisierung.
S Ne zi(t)ps(x) steht hier fiir ein Element in dem von der finiten Elemente-Basis auf-
gespannten Raum. Aus dieser Basis ergibt sich die folgende Massmatrix:

2 1

A

0 % 0 . 0

M=Azxz| . .

1

: s 0

0 5 35 s

0 00 2 %

Die Steifigkeitsmatrix lautet:

2 -1 0 0
-1 2 -1 0 . 0
. ] 0 -1 0 0
Aw . -10
0 0 -1 2 -1
0 0O 0 -1 2

Beide sind N, x N, -dimensional, symmetrisch und positiv-definit.

Es entsteht daraus ein System gewohnlicher Differenzialgleichungen zweiter Ordnung.

Zur Orientierung erhalten wir zum Beispiel im Falle der Systemgleichung (4.7) :

MZy+SZ+MF(Z) =G, (4.15)
mit
MZ(0)=Y"° (4.16)
und
M Z,;(0) = Y, (4.17)
wobei
T

Vo= ([ P@eids)

1...Ng



IV.3. ALGORITHMUS UND TESTS 101

T

Vi ([ v @elodr)

1...Ny
Z(t) = (%), v, z wiein (4.14),
T

G = ([ Bultyei)ds)

1..N,
und

F(Z) = (f(Zz))1TNw

Den Differentialoperator des erhaltenen gewdhnlichen Differentialgleichungssystems ap-
proximieren wir durch eine zentrierte Differenzen-Approximation in ¢-Richtung:

Zu(t) =~ (A)2[Z(t + At) — 2Z(t) + Z(t — At)].

Es resultiert daraus im Falle von (4.9) und (4.7) ( bzw. (4.5) und (4.12) ) ein vorwérts
(bzw. riickwirts) definiertes explizites Verfahren. Das Verfahren ist explizit in dem
Sinne, dafl wir den gesuchten Wert (Vektor) als Funktion von schon errechneten Grofien
ausdriicken kénnen.

Es folgt zum Beispiel aus (4.15):

M Zpiy = (A)*S Z, — (A M F(Z,) + (A Gy + 22y + Zy_1, (4.18)
oder (M ist invertierbar)

Zns1 = MH(A)? S Z, 4+ (A Gy + 22, + Zp1] — (A F(Z,). (4.19)
In den letzten beiden Formeln symbolisiert der unten stehende Index die Zeitebene.

Da wir fiir die Bestimmung des aktuellen Wertes 7, ,; die Werte der zwei Vorherge-
gangenen Zeitebene bendtigen, wollen wir noch anhand der Systemgleichung zeigen,
wie dies zu Beginn der Berechnungen geht. Aus (4.16) kénnen wir schon Zy = Z(0)
ermitteln. Die néchste Zeitebene Z; erhalten wir, in dem wir zundchst Z;(0) mit einer
im Punkt ¢ = 0 zentrierte finiten Differenzen-Approximation approximieren. Das heifit

L -7,
T 9At

Hierbei steht Z_; fiir eine fiktive Grofe, die dann wegen (4.17) den folgenden Ausdruck
hat:

Z:(0)

Z1=0—2At MY
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Durch den Einsatz von Z_; ( fiir n =0 ) in (4.18) haben wir dann
Zy=(M—I1)(A)?*S Zy + (A1) Go + 22y — 2At MY — (At)? M F(Zy)],

wobel hier [ fiir die N, x N,-dimensionale Einheitsmatrix steht. Um die Invertierbarkeit
von M — I sehen zu kénnen, schreiben wir zunéchst M wie folgt.

M = —leJ\NJ,
6
mit
-4 -1 0 . . . 0
-1 -4 -1 0 . . 0
o -1 . . 0 . 0
M = .
: ) .. . =10
0 . .0 -1 —4 -1
0 . .. 0 0 -1 —4

Aus [26] S. 229 wissen wir schon, wie die Eigenwerte von Matrizen dieser Gestalt
aussechen. Demnach sind

s

U, = —4 — 2 , i=1.N,
% cos(Nx n 1) i
die Eigenwerte von M. Daraus leiten wir
2 1 '
v = gAx-i— gAx COS(N;Z_ 1) , i=1..N,

als Eigenwerte von M her. Wir haben dann
VT
N, +1

1 1
\Vi\:§A:U\2+cos( )\ggA:c.?):Ax, i =1...N,.

Fiir die Schrittweite Az der Raumdiskretisierung ist davon auszugehen (fiir unsere
Betrachtungen ist dies selbstverstédndlich), da Az << 1. Damit gilt

| <1, i=1..N, (4.20)

und 1 ist somit kein Eigenwert von M. Hierbei ist die Matrix M als linearer Operator
mit endlichem Rang kompakt. Aus der Spektraltheorie (siehe zum Beispiel die fred-
holmsche Alternative) wissen wir, dal der Operator I — M dann eine Inverse besitzt.
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Damit ist auch M — I invertierbar.

Die iibrigen Werte Z; , i = 2..N; lassen sich nun mit (4.19) rekursiv ermitteln.

Im Rickwiértsfall ( (4.5) und (4.12) ) sind wir bei der Bestimmung der Werte Z; &hnlich
vorgegangen.

Der Einsatz von (4.14) hat es ermdglicht, dafl wir hier

Jo FOoE zi(t) i) pj(a)de = Jo Soro f(z:(t))pi(x)p;(x)de
= S f(z:(t) fopi(z)p(x)de = M F(Z)

schreiben und damit die einfache rekursive Gleichung (4.18) erhalten konnten. Daf
dadurch der Diskretisierungsfehler im Vergleich zu manchen anderen Integralapproxi-
mationsmethoden moglicherweise nicht kleiner ist, haben wir hingenommen. Letztere
Methoden fiithren zu impliziten Systemen.

IV.3.2.2 Testbeispiele

Hier werden nun einige Beispiele getestet. Wir werden dabei die Realisierbarkeit einiger
der im § /1 untersuchten Hypothesen priifen. Zuziiglich zu V1 verlangen wir bei allen
Beispielen:

H = L*Q),

Q= (-1,1) x (0,1), dasheift T'=1und Q= (-1,1),

N, =80 (Stiitzstellenanzahl der Raumdiskretisierung),

N; =70 (Stiitzstellenanzahl der Zeitdiskretisierung) und

y(0,t) =0 (Randbedingung).

Der Startwert fiir die CG-Iterationen (innere Iterationen) setzen wir gleich Null.

Als Abbruchkriterien fiir die hier gewahlten Verfahren verlangen wir:

g(k) = ||/ (u®)]| < 107 fiir das Newtonverfahren und

r(n) = ||/ (u*) + 7" (u®)dE|| < 107 (Residuum in der n-ten CG-Iteration der k-ten
Newton-Iteration) fiir das CG-Verfahren, wobei hier, sowie in den Tabellen weiter un-
ten, || - || fiir || - ||12() steht.

Wir haben alle Programme mit MATLAB VERSION 4.2b geschrieben.
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IV.3.2.2.1 Beispiel 1

Hier definieren wir die Nichtlinearitiit als f(y) = y3. Es ist dann f’(y) = 3y* und
f"(y) = 6y. Neben den obigen allgemeinen Bedingungen wihlen wir zusétzlich

B = Idp2 ),

y(z,0) =y°(z) =0,

i(z,0) = y'(z) =0,

ya(z,t) = (t —expt + 1) sin(a? — 1),

und als Startwert fiir die Newton-Iterationen
ug(w,t) = 2% — 3e®.

Man beachte hier, dal y, zuléssig ist. Das heifit es existiert ug, so dal e(yq, uq) = 0.
Dieses 1483t sich durch Einsatz von y, in die Systemgleichung bei den oben angegebenen
Anfangs -und Randbedingungen leicht iiberpriifen. Das Paar (yg4, u4) ist damit selbst
eine potentielle Losung.

Wir haben u.a mit Hilfe von Nichtlinearitdten polynomialen Typs in § I gezeigt, daf3
die dort gemachten Hypothesen erfiillbar sind. Zusammenfassend kénnen wir Folgendes
festhalten:

Aus Bemerkung I1.2.1 wissen wir, daf die Bedingung HY ( Existenz und Eindeutig-
keit von y(u) mit e(y(u),u) = 0 fiir u € L*(Q) beliebig gegeben ) erfiillt ist. Wegen
Satz11.3.1 gilt auch HY (Regularititsbedingungen an f(y)).

Weil X?(0,T) — C(0.T;C(2)) (Bemerkung 1.1.4), gilt f'(y) = 3y? € L>(Q) fiir alle
y € X°(0,T). Hieraus ergibt sich mit SatzI1.3.2 die Hypothese HY ( Surjektivitit von
e'(y,u)).

Fiir das Beispiel 1 werden wir die Ergebnisse von zwei Tests protokollieren. Im ersten
wihlen wir 8 = 1072 (Regularisierungsparameter) und im zweiten 3 = 1072,

Die Tabellen IV.1 und IV.2 zeigen die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens fiir

den jeweiligen Test. Die entsprechenden Graphen fiir 7, @, yq, ¥ — yq und X = AL
befinden sich in den Abbildungen V.1 bis IV.3.
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Newton- | Anzahl | ||/ (up)ll | llyw—val | Jes=te j ()
Schritt (k) | CG- (Residuum)
Schritte
1 — 2.7749150e-1 1.0818305 — 7.2934440e-1
2 17 1.2578943e-1 | 4.3536396e-1 | 3.5209097e-1 | 1.4076518e-1
3 16 3.8350901e-2 | 1.8122889%-1 | 2.5324541e-1 | 1.7793404e-2
4 15 6.4806253e-3 | 4.9820525¢-2 | 1.8405200e-1 | 7.1485258¢-3
5 14 1.010791e-3 | 6.5477585¢-2 | 1.6532005e-1 | 6.8368581e-3
6 12 1.4581577e-4 | 6.2508122¢-2 | 1.5139476e-1 | 6.8290175¢e-3
7 11 2.0095764¢e-5 | 6.2935252¢-2 | 1.4242456e-1 | 6.8288558¢-3
8 12 2.6763992¢-6 | 6.2875728¢e-2 | 1.3657693e-1 | 6.8288518e-3
9 13 3.4734088e-7 | 6.2883703e-2 — 6.8288518e-3
Tabelle IV.1: Zu dem Beispiel 1 mit 5 = 0.01
Newton- | Anzahl | |7/ (we)ll | llge —wall | fsi=te j (w)
Schritt (k) | CG- (Residuum)
Schritte
1 — 2.4315132e-1 1.0818305 — 5.9959527e-1
2 57 1.3533791e-1 | 6.3857830e-1 | 7.081959¢-1 | 2.1559084e-1
3 54 9.2197614e-2 | 4.1074460e-1 | 5.5415233e-1 | 8.7754897¢-2
4 80 2.9586134e-2 | 1.2170885¢e-1 | 3.8150050e-1 | 9.7662863e-3
5 73 8.5572769e-3 | 5.0352720e-2 | 3.6662349e-1 | 1.9488328e-3
6 78 1.8984118e-3 | 1.8057602e-2 | 3.2787042e-1 | 1.2518688e-3
7 80 3.1939406e-4 | 2.3302252¢-2 | 2.6815637e-1 | 1.2065421e-3
8 66 2.6350757e-5 | 2.1622398e-2 | 2.2572786e-1 | 1.2042845¢-3
9 29 1.9097524e-5 | 2.1941590e-2 | 1.6814726e-1 | 1.2041936¢-3
10 32 9.3577773e-6 | 2.1907636e-2 | 1.5013376e-1 | 1.2041886¢-3
11 24 3.2335695e-6 | 2.1900818e-2 — 1.2041877e-3

Tabelle IV.2: Zu dem Beispiel 1 mit g = 0.001
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IV.3.2.2.2 Beispiel 2

Wir setzen diesmal:

fly) =9,

y(@,0) = —3(a* — @),

yi(z,0) = 23 —

ya(z,t) = (t — 0.5) (2% — x),

up(x,t) = £ 2> — 3, und weiterhin

B = Idpz ).

Wie man leicht feststellen kann, ist auch bei diesem Beispiel y4 erreichbar.

Beziiglich der Realisierbarkeit der Hypothesen von § IT gilt auch fiir f(y) = 3° alles
was wir im obigen Beispiel iiber y? geschrieben haben.

Wir haben Testergebnisse fiir 7 = 0.1 und § = 0.01 protokolliert. Diese sind in den
Tabellen V.3 und IV.4 zu finden. Die Graphen von ¥, @, yq, § — yq und A = AL
befinden sich in den Abbildungen V.4 bis IV.6.

Newton- | Anzahl | [/ (ue)ll | llys—vall | =t j ()
Schritt (k) | CG- (Residuum)
Schritte
1 5.5677138e-1 | 7.5893790e-1 — 1.1713244
2 8 8.4802592¢-2 | 1.7361343e-1 | 1.2451664e-1 | 3.3343770e-2
3 7 5.8317839%¢-3 | 1.3550468e-1 | 6.22837089¢-2 | 1.0671934e-2
4 7 4.0357979e-4 | 1.3497415e-1 | 6.9197479¢-2 | 1.0565752e-2
5 5 2.7880141e-5 | 1.3497716e-1 | 6.9083173e-2 | 1.0565238e-2
6 5 1.9250979e-6 | 1.3497703e-1 | 6.90490628e-2 | 1.0565236e-2
7 3 1.3288643e-7 | 1.3497704e-1 — 1.0565236e-2

Tabelle IV.3: Zu dem Beispiel 2 mit § = 0.1
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Newton- | Anzahl | |/ (u)]| lyk —yall | sl j ()
Schritt (k) | CG- (Residuum)
Schritte
1 — 2.0193334e-1 | 7.5893790e-1 — 3.7632648e-1
2 16 1.3194181e-1 | 4.6857590e-1 | 4.5111668e-1 | 1.4548957e-1
3 16 2.9602163e-2 | 1.33642006e-1 | 2.0835315e-1 | 1.1873581e-2
4 17 4.6577360e-3 | 7.4002923e-2 | 1.6889257¢e-1 | 5.3764426¢-3
5 14 6.9119774e-4 | 7.2694074e-2 | 1.5537865¢e-1 | 5.2125694¢-3
6 11 9.7683077e-5 | 7.2647123e-2 | 1.4611068e-1 | 5.2088647e-3
7 12 1.3335775e-5 | 7.2644786e-2 | 1.3994961e-1 | 5.2087905¢-3
8 30 1.7748530e-6 | 7.2645031e-2 | 1.3561566e-1 | 5.2087889%¢-3
9 10 2.3056905e-7 | 7.2645003¢-2 — 5.2087889%-3

Tabelle IV.4: Zu dem Beispiel 2 mit § = 0.01

1V.3.2.2.3 Beispiel 3

Wir wihlen hier B = x5 mit Q = (—1,0) x (0,1) und kontrollieren somit nur auf den
Teil Q von Q. AuBerdem setzen wir:

fy) =v>+1,
y(z,0) = y°(z)
yi(r,0) = y'(z)

0,
0,

ug(z,t) = 2> —3 und

ya(x,t) = cos(2 — 6x).

In diesem Beispiel ist y, nicht erreichbar.

Es ist klar, da8 f(y) dieselben Bedingungen wie 3® im Beispiel 1 erfiillt.
Die Testergebnisse fiir 4 = 0.01 befinden sich in der Tabelle IV.5 und und in der Tabelle

IV.6 fiir 8 = 0.001.

Die Graphen von 7, @, yq, ¥ — yq und A = AT liefern die Abbildungen V.4 bis IV.6.
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Newton- | Anzahl | ||/ (up)ll | llyw—val | Jes=te j ()
Schritt (k) | CG- (Residuum)
Schritte
1 — 9.9316111e-2 | 1.0980391 — 6.7639782¢-1
2 11 1.7072425e-2 | 9.8209790e-1 | 1.0004841e-1 | 5.0317861e-1
3 11 2.0776282e-3 | 9.8015117e-1 | 1.304642e-1 | 4.9980473e-1
4 12 2.4603300e-4 | 9.8030737e-1 | 1.2268210e-1 | 4.9975372e-1
5 10 2.8376535e-5 | 9.8028176e-1 | 1.1790939%-1 | 4.9975292¢-1
6 8 3.2029502e-6 | 9.8028467e-1 | 1.1489486e-1 | 4.9975291e-1
7 6 3.5617734e-7 | 9.8028131e-1 — 4.9975291e-1
Tabelle IV.5: Zu dem Beispiel 3 mit § = 0.01
Newton- | Anzahl | ()l | lwe—vall | lmemmlo) )
Schritt (k) | CG- (Residuum)
Schritte
1 — 1.2044640e-1 1.2199463 — 7.5148982e-1
2 37 5.4751879¢e-2 | 9.4015197e-1 | 2.3471486e-1 | 4.9690208e-1
3 35 1.7667318e-2 | 9.1163380e-1 | 3.3751768e-1 | 4.5731902¢-1
4 36 4.6853258e-3 | 9.0552187e-1 | 3.3415826e-1 | 4.5341183e-1
5 31 1.2210078e-3 | 9.0532135e-1 | 3.0395677e-1 | 4.5311126e-1
6 30 3.0639793e-4 | 9.0525694e-1 | 2.8516747e-1 | 4.5309075e-1
7 27 7.3573477e-5 | 9.0526187e-1 | 2.7259781e-1 | 4.5308900e-1
8 24 1.6858227e-5 | 9.0526235e-1 | 2.6201188e-1 | 4.5308897e-1
9 25 3.6456000e-6 | 9.0526296e-1 | 2.5248951e-1 | 4.5308895¢-1
10 25 7.2939221e-7 | 9.0526281e-1 — 4.5308895¢-1

Tabelle IV.6: Zu dem Beispiel 3 mit 5 = 0.001

IV.3.2.2.4 Interpretation der Ergebnisse und Graphiken

Die oben protokollierten Testergebnisse wiederspiegeln die allgemeinen Beobachtungen,
die wir in zahlreichen Tests mit unterschiedlichen Inputwerten ( f(y), ya, ¥°, %', 3 und
Startwert ) gemacht haben:

Innerhalb des Wertebereichs von 3, fiir den Konvergenz fiir das jeweilige Beispiel statt-
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findet, sinkt bei gleichem Startwert die Konvergenzgeschwindigkeit des Verfahrens,
wenn 3 kleiner gewahlt wird.

Weil wir es hier mit lokaler Konvergenz zu tun haben, haben wir die Wahl der oben an-
gegebenen Startwerte hauptsachlich dannach orientiert, Konvergenz erzielen zu kénnen.
Wir haben bei jedem Beispiel verschiedene Startwerte getestet und haben im Konver-
genzfall immer dieselbe Losung erhalten.

In den drei Beispielen konnten wir Konvergenz fiir 3 € [1,107%] erreichen, wobei im
Bereich von 3 = 107* die Anzahl der inneren Iterationen (CG-Iterationen) erheblich
steigt.

Setzen wir 3 = 107° in einem der drei Beispiele, so ist bei den angegebenen Startwer-
ten die reduzierte Hesse-Matrix j”(uy) nicht positiv-definit. Dieses verédndert sich auch
nicht im Laufe der Iterationen und fiihrt zu nicht numerischen Werten. Der Algorith-
mus bricht ab.

Wie man es auch an den obigen Tabellen erkennen kann, konnten wir generell im Kon-
vergenzfall beobachten, dafl sich der Wert des Kostenfunktionals schnell (sehr oft nach
der vierten oder fiinften duBeren Iteration) nur noch geringfiigig verdndert. Spétestens
dann ist auch die superlineare Konvergenz des Verfahrens zu erkennen.

Zu beobachten ist auch, dafl y4; desto besser von y approximiert wird, je kleiner (3
gewahlt wird. Dieses wird in der néchsten Tabelle illustriert. Logischerweise ist diese
Approximation generell schérfer, wenn y4 erreichbar ist.

g 17 — vall
0.01 | 6.2883703¢-2
Beispiel 1
0.001 | 2.1900818e-2
0.1 | 1.3497704e-1
Beispiel 2
0.01 | 7.2645003e-2
0.01 | 9.8028131e-1
Beispiel 3
0.001 | 9.0526281e-1

Tabelle IV.7: ||g — yq]| als Funktion von 3
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