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2 ERRATUM.1 Suite I

In den Voraussetzungen von 18-35 muss es natiirlich
“ranr” an Stelle von “dom r” heissen.

18-35(Satz)

a) Aus “r Relation” und
“Ya,B: ((aeranr) A (B €ranr) A (a # B))
= (" {a}) N (1 [{B}]) = 0)"

folgt “r Funktion”.

b) Aus “r Relation” und
“Va,B: ((a€ranr) A (B €ranr) A0 # (r[{a}]) N (r'[{B}])))
= (a=p)"

folgt “r Funktion” .
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Beweis 18-35 a)
VS gleich (r Relation) A (Va, B : ((a €ranr) A (B € ranr) A (a # B))

= ((r [{e3]) N (r ' [{B}]) = 0)).
1: Via 11-7 gilt: dom (r~') =ranr.
2: Aus VS gleich “...Vo,B: ((e €ranr) A (B €ranr) A (a # B))
= ((r"'{a})) N (r~'[{A}]) = 0)” und
aus 1“dom (r~1) =ranr”
folgt: Vo, : ((a € dom (r71)) A (B € dom (r™1)) A (a # B))
= ((r ' [{e3]) N (v [{B}]) = 0).

3: Aus 2“Va, B : ((a € dom (r™H)) A (B €dom (r™1)) A (a# 3))”
= ((r[{a}]) N (™ [{5}]) 0)

folgt via 9-22: r~t injektiv.
4: Aus VS gleich “r Relation ...” und

aus 3“r~! injektiv”

folgt via 18-19: r Funktion.

b)
VS gleich (r Relation)

AVa, B (e €ranr) A (B €ranr) A (0 # (r [{a}]) 0 (r T [{B}]))
= (a=p).

1: Via 11-7 gilt: dom (r~') =ranr.

2: Aus VS gleich
“ . Va,B:((aeranrt) A (B eranr) A0 # (r~H{a}]) N (r~{B}]))

= (o= ()" und
aus 1“dom (r~1) =ranr”
folgt:
Va, B ((a € dom (r=1)) A (B € dom (r=1)) A ((0 # (r~*[{a}])) N (r~'[{B}]))
= (a=p).

3: Aus 2V, B : ((a € dom (r71)) A (B € dom (r71))
A0 # (T {e3]) N (T {B}]) = (@ = B)

folgt via 9-22: r~t injektiv.
4: Aus VS gleich “r Relation ... "7 und

aus 3“r~! injektiv”

folgt via 18-19: r Funktion.

]
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Der Term z[{.}] von Definition 21-15(Def) ist via 8-5(Def) und 27-8(Def)
nicht vom Bild von {.} unter z - so selten dieser Term auch in Betracht gezogen
werden mag - zu unterscheiden. In Abénderung der Notation soll ab sofort

r[{e}] = 21.3(z) = {w: (32w = (2 2[{Q}))},

eingesetzt werden.
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Aussagen pq) von 30-83 miissen durch Vorliegendes ersetzt werden:

30-83(Satz)

p) Aus “= Halbordnung in z” folgt “<~1 Halbordnung in z"”.

q) Aus “= Relation” und “=<~' Halbordnung in z”
folgt “= Halbordnung in z” .

r) “=X antiSymmetrische Halbordnung in z”
genau dann, wenn “=<"1 antiSymmetrische Halbordnung in z”.

s) Aus “< Relation”
und “=~1 antiSymmetrische Halbordnung in z”
folgt “= antiSymmetrische Halbordnung in z” .

Beweis 30-83 ...p)
1: = Halbordnung in z

30-TDe) (=< Relation in z) A (X reflexiv in z) A (= transitiv in z)

= (27! Relation in z) A (= reflexiv in z) A (X transitiv in 2)
4 (=71 Relation in 2) A (27! reflexiv in 2) A (= transitiv in z)

g (27! Relation in 2) A (ZX7! reflexiv in 2) A (X7! transitiv in 2)

807Dl -1 Halbordnung in z.

2: Aus 1
folgt: (X Halbordnung in z) = (<~! Halbordnung in z).
q) VS gleich (= Relation) A (X~! Halbordnung in z2).

1: Aus VS gleich “... <7! Halbordnung in z”
folgt via des bereits bewiesenen p): (x7H~! Halbordnung in 2.

2: Aus VS gleich “ =< Relation...”
folgt via 13-3: <= (=L,

3: Aus 1 und
aus 2
folgt: = Halbordnung in z.
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Beweis 30-83 r)

1: =< antiSymmetrische Halbordnung in z

30—79(Def L . e
(DD (=< Relation in z) A (= reflexiv in z) A (< transitiv in z

)
A(=X antiSymmetrisch in z)
)
)

= (27! Relation in z) A (=X reflexiv in 2) A (X transitiv in z

A(= antiSymmetrisch in z

4 (=71 Relation in 2) A (X! reflexiv in 2) A (< transitiv in 2)
A(= antiSymmetrisch in z)

g (27! Relation in 2) A (X7! reflexiv in 2) A (=X7! transitiv in 2)
A(= antiSymmetrisch in z)

4 (27! Relation in z) A (X7! reflexiv in 2) A (X! transitiv in 2)
A(Z7! antiSymmetrisch in z2)

—79(Def . . :
30 g ¢ )j_l antiSymmetrische Halbordnung in z.

2: Aus 1
folgt: (= antiSymmetrische Halbordnung in z)
= (X! antiSymmetrische Halbordnung in z).
s) VS gleich (=X Relation) A (X7 antiSymmetrische Halbordnung in z).
1: Aus VS gleich “... <7! antiSymmetrische Halbordnung in 2”7

folgt via des bereits bewiesenen r):
(x7H~! antiSymmetrische Halbordnung in z.

2: Aus VS gleich “=< Relation...”

folgt via 13-3: <= (=L
3: Aus 1 und

aus 2

folgt: =< antiSymmetrische Halbordnung in z.

[]
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In #61 wird in sse-Notation bei “&_sse &” der Zeichensatz typewriter an
Stelle von sans serif verwendet.

sse-Notation
Sind “ & "und “ & ” Klassen, so gilt

“ & sse &7 genau dann, wenn: ¢ & sse & 7.
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13

In 70-4(Bem) muss es an Stelle von “...InklusionsRelation ssp in einer Klasse
x ...” natiirlich “...InklusionsRelation ssp in der Klasse P(z) :...” heissen:

70-4.Bemerkung

GeméB 70-1 ist die InklusionsRelation ssp in der Klasse P(z) unten Stark
Vollsténdig, also ist ssp via 55-6 auch unten Stark KettenVollstéandig.
Wie in 70-3 ausserdem fest gestellt wird, ist ssp, falls x eine Unmenge ist,
oben Nicht-Stark-Vollstandig. Dies schliefit nicht aus, dass ssp oben Stark
KettenVollstandig ist - in der Tat miisste hierfiir gezeigt werden, dass die
Vereinigung jeder nicht leeren ssp_Kette - die auch eine Unmenge sein kann
- eine Menge ist. Dies kann getrost bezweifelt werden, auch wenn es mir
an Mitteln fehlt - wie sollte etwa eine ssp_Kette, die eine Unmenge ist,
konstruiert werden? - die Zweifel in einen Beweis umzumiinzen.
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In #74 wird in sub-Notation bei “&_sub_&” der Zeichensatz typewriter an
Stelle von sans serif verwendet.

sub-Notation

Sind “ & "und “ & ” Klassen, so gilt

“&sub &7 genau dann, wenn: ¢ & sub & 7.
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Die Reihenfolge der Variablen ist bei der Definition von 82.1(...) in 82-1(Def)
vertauscht. Richtig muss es heiflen:

82-1(Definition)

1) ...

2) 82.1(E,M) ={w: E(w)_-M w}.
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Im August 2013 ist spéter als geplant Suite III - Die Elementare beendet.
Es wird klar, dass ein weiteres Vorgehen nach der bis dahin entwickelten Form
das Verfassen einer Formelsammlung dringend notwendig macht. Die Arbeit an
dieser Formelsammlung geht nur schleppend voran. Insbesondere das Ordnen der
Resultate der Arithmetik stellt unerwartet grole Schwierigkeiten dar. Immer sel-
tener gelingt es an einer arithmetischen Formelsammlung zu arbeiten. Schlieflich
kommt die Arbeit an der Formelsammlung zum Erliegen und es fehlt die Kraft,
an den Suiten weiterzuarbeiten.

An dieser Situation dndert sich mehr als einen Monat nichts, eine hartnéckige
Erkrankung kommt hinzu und es scheint der Abbruch des Projekts “LebensWerk”
unmittelbar bevorzustehen.

Um wieder auf die Beine zu kommen beginne ich mit dem Uberarbeiten seit
Studientagen brachliegender Biicher iiber Wavelets und asymptotischer Analysis.
Wie durch ein Wunder kommt eine lange verschollene Freude am Rechnen und
analysieren zuriick. Es fiigt sich, diese Freude mit dem LebensWerk zu kombi-
nieren und zu einer neuen - bereits urspriinglich tief gewiinschten - Form der
Darstellung zu finden.

Die “neue” Form liegt deutlich ndher an der “iiblichen” mathematischen Darstel-
lungsweise als die kleinstschrittige Argumentationslinie der ersten drei Suiten. So
werden Hilfskonzepte - wie das Differenzieren - stellenweise als bekannt vorausge-
setzt und es werden darauf abhebende Resultate formuliert und auf argumentative
Weise bewiesen.

Die erhohte Fehleranfélligkeit der “neuen” Form ist offensichtlich. Doch sehe ich
mich durch die akribischen Vorarbeiten an den ersten drei Suiten geradezu ge-
reinigt genug, die Fehlerwahrscheinlichkeit auf ein von mir bislang unerreichtes
Niveau zu senken.

Auch werden ab sofort mehrere, mitunter wenig miteinander verwobene Bereiche
in loser Abfolge abgearbeitet. Zu grof3 ist der Riickstau der Dinge “die ich sonst
noch so kann” verglichen mit den Erkenntnissen, die in den ersten drei Suiten
bislang dokumentiert sind.

Es wird immer wieder vorkommen, dass ein bereits eingesetztes Konzept erst
spater genauer unter die Lupe genommen wird.

Wegen einer nicht leiht zu nehmenden Erkrankung muss die Arbeit am Lebens-
Werk fiir vier Monate unterbrochen werden.

Die innere Auseinandersetzung um die “leichte Darstellung”, wie sie etwa in den
Essays der klassischen Lagrange-Theorie KLT praktiziert wird - und die “reine
Komposition” - die bis zu Suite III - Die Elementare den Stil vorgibt - tritt
immer wieder, beispielsweise beim Ubergang von den Essays #249-#257 zu den
Essays #258,#259, auf und verleiht Suite IV den Titel “Die Zwiespéltige” .
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Im Dezember 2014 stirbt mein Vater. Er war einer der Wenigen am Fortgang mei-
nes LebensWerkes Anteil Nehmenden. Zu diesem Zeitpunkt ist die Erst-Version
von Suite IV - Die Zwiespiltige fertig gestellt. Ich widme Suite IV - Die
Zwiespaltige meinem Vater.

In #249 beginne ich mit der klassischen Lagrange-Theorie der Mechanik - Kurz-
form KLT - so wie ich sie sehe und so wie ich sie in mehreren Vorlesungen
vorgestellt habe.

In #250 wird fiir ¢ € C}(J : R®) und g : D — R™, [ ist ein echtes reelles
Intervall und 0 # D ist eine offene Teilmenge des R mit 1 < s,m € N die
Funktion g*c als {(A, g(A, ¢(A),¢é(N))) : A € J} definiert. Im interessantesten Fall
{(Ae(N),¢(N): Ae J} CDgilt g'c: J — R™

Als spezielle < _Intervalle werden im Rahmen der KLT in #251 reelle Intervalle
und echte reelle Intervalle in die Essays eingebracht.

Ab #252 wird im Rahmen der KLT das Euklidische Skalarprodukt im R, 1 <
m € N, mit (u | v ), bezeichnet. Auf den Index wird verzichtet, wenn {iber die zu
Grunde liegende Lagrange-Funktion und deren Anzahl von Freiheitsgraden s kein
Zweifel besteht. In diesen Féllen ist (u |v) = (u | v ),. Es werden s, L-Kurven
vorgestellt. Der Term Ag,(c, L) wird definiert.

In #253 werden s, L-WirkungsStationdre Kurven und Lésungen von (s, L) (ELG)
- den “Euler-Lagrange-Gleichungen” - definiert. Es wird gezeigt, dass beide De-
finitionen dquivalent sind.

Das Kraftfeld K und das Impulsfeld P werden im Kontext der KLT in #254 vorge-
stellt. Die Anderungsrate von P*c lings s, L-Kurven ¢ wird ermittelt. (s, L) (ELG)
wird mit Hilfe von P,K als Zweites Newtonsches Gesetz re-formuliert.

In #255 werden im Kontext von KLT das Energiefeld E, das kEnergiefeld T
und das pEnergiefeld ® vorgestellt. Wegen Unklarheit genereller Ubereinkunft
werden hier die Begriffe “ Gesamtenergie” , “kinetische Energie” und “potentielle
Energie” vermieden. Es gilt stets E= (P |v ), und L =T — ® sowie E =T + ®.
Es werden Formeln fiir die Anderungsraten von L*c, E*c, T*c und ®*c fiir s, L-
Kurven ¢ hergeleitet. Gilt 0, L = 0, so bleibt E*q fiir jede Losung ¢ von (s, L) (ELG)
konstant.

#256 ist der linearen Algebra gewidmet. ONB2(R™), 1 < m € N, ist die Menge
aller geordneten, zweidimensionalen Orthonormalsysteme im R™.

Firl <m e Nundz,y,u,w e R"wird ( 2z |u ), (y|w),—(z|w), (y|lu),
im Ansatz diskutiert.

(u, w)Drehimpulsdichten I(u,w) un (u,w)Drehmomentdichten M(u, w) werden in
#257 definiert. Die Anderungsrate von I(u,w)*c wird fiir s, L-Kurven ¢ und
u,w € R® ermittelt. Ist ¢ eine Losung von (s, L) (ELG), so ist im Fall u,w € R®
die Anderungsrate von I(u,w)*q gleich M(u, w)*q.
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Essay #258 fillt durch die Vielzahl an Seiten auf. Dies liegt an der rigorosen
Uberarbeitung von Suite IV - Die Zwiespiltige. Es werden unter Anderem
der E-Schnitt von x mit Bezeichnung (F g, x), die FUVerschiebung von z mit
Bezeichnung z(E U .) und die Klasse xg, die in allen Féllen eine Funktion ist,
in das LW eingebracht. Sowohl (F g, x) als auch z(E U .) sind vorbereitende
Konzepte fiir die Einfiihrung partieller Funktionen, die in der reellen Analysis
mehrerer Verdnderlicher eine grofe Rolle spielen. Der ENVerschiebung von z, die
bereits seit #16 Bestandteil der Essays ist, wird mit z(£ N.) ein eigenes Symbol
verliehen.

Ahnlich wie der vorausgehende Essay ist #:259 von intensiver Uberarbeitung ge-
pragt. Es resultiert eine grofle Seitenanzahl. Es werden die Funktionen x4 und x,
vorgestellt, die fiir Mengen z, p die Gleichungen z(p) = (z,p) und z2(p) = (p, x)
zur Verfiigung stellen. Der Definitions-Bereich der Relation x (F|a.) besteht ge-
nau aus jenen Mengen b fiir die {(a,b)} U E € dom x gilt. Die Menge (b, ¢) genau
dann in z (E|a.), wenn b eine Menge ist und ({(a,b)} U E,c) € = gilt. Ist f
eine Funktion, so gilt fiir alle b € dom (f (Fla.)) die “entlarvende” Gleichung
f(Ela.)(b) = f({(a,b)} UFE), die den Einsatz von f (E|a.) als “partielle Funkti-
on” von f vorbereitet. Das cartesische Produkt cp x wird vorgestellt. Hierbei ist
x eine beliebige Klasse. Wegen cp x = cp xg spielen cartesische Produkte von
Funktionen eine besondere Rolle. Ist dom x eine Unmenge, so gilt cp x = 0 und
dies ist auch der Fall, wenn x(p) = 0 fiir wenigstens ein p gilt. Andernfalls ist - un-
ter Einsatz des AuswahlAxioms - die Klasse cp x stets nicht leer. Mit Hilfe des
frisch eingebrachten | JAxioms wird gezeigt, dass cp z stets eine Menge ist. Auch
wird die Funktion z (F|p.|a.), deren wesentlichste Charakterisierung in der Glei-
chung z (E|p.|la.) (¢) = = ({(p,q)} U Ela.) fiir alle ¢ aus dem Definitions-Bereich
von z (E|p.|a.) liegt, untersucht. Im Speziellen werden die Félle g : cp f — A mit
f:D— Bund FE € cp (f | {p, a}c) diskutiert.

In #260 werden Begriffe zur Beschreibung von Familien von Transformationen,
die jede L-Zustandskurve in eine L-Zustandskurve {iberfithren vorgestellt. Zum
Beispiel ist g genau dann k-KLT von par fkt,ort, crv, wenn k € N oder k = oo
und g : cp par fkt — R® und par fkt Funnktion und ort,crv € dom par fkt mit
ort # crv und par fkt(crv) =nichtleere Teilmenge von R, die nur aus Hiufungs-
punkten besteht und p € cp (par fkt | {ort, crv}c) und fir alle o € par fkt(crv)
und alle L-Zustandskurven ¢ auch g ({(ort,a)} Up|o.)c eine L-Zustandskurve
mit Definitions-Bereich= dom ¢ ist. Lin(R™ : R™) ist die Menge aller linearen
Abbildung f:R"” - R™ 1 <n,m € N.

Ergénzend zur Mengenlehre wird in #261 die auch an sich interessante Formel
x C P(Ux) fest gestellt. Auch werden zusétzlich Aussagen fiir g : cp f — A,
f : D — B, deren Einsatz en passant in #260 erfolgt, bewiesen. Auf dem
Weg erfolgen Beweise weiterer Aussagen der elementaren Mengenlehre. Der Term
{(p,q)} U z riickt neuerlich in den Fokus der Betrachtungen.
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In #262 werden die Klassen |J(z[E]), ((x[E]) zuerst allgemein und dann fiir
Funktionen x = f untersucht. Die Gleichungen {p,U} = {p}, {U,q} = {q} und
{U,U} = 0 werden etabliert. Fiir jede Funktion f und beliebige Klassen p, ¢ gilt
flp, a3l = {f(p), f(q)}. Als Spezialfille werden f = 0 und f = idp betrachtet.

Unabhéngig von einer “Grundmenge” wird in #263 eine Topologie definiert.
In erster Linie wird auf eine funktionstheoretische Formulierung zuriick gegrif-
fen. Danach werden die erwarteten, auf Vereinigungs- und Durchschnittsbildung
ruhenden Resulte bewiesen. Interessanter Weise ist jede Topologie notwendiger
Weise eine Menge.

Topologien in X werden in klassischer Weise in #264 in die Essays eingefiihrt.
Jede Topologie in X ist eine Topologie. Ist 7 eine Topologie in X, so sind 7, X
Mengen und es gilt [ J7 = X. Ist 7 eine Topologie schlechthin, so ist 7 eine Topo-
logie in [J 7. Ist X eine Menge, so sind sowohl {0, X'} als auch P(X) Topologien
in X. {0, X} ist die grobste Topologie in X. P(X) ist die feinste Topologie in X.

#265. Eine Relation r ist genau dann# 0, wenn 0 # domr und dies ist genau
dann der Fall, wenn 0 # ranr. Entsprechendes gilt fiir Funktionen. Falls f : D —
B, so gilt 0 # f genau dann, wenn 0 # D.

#266. Im ersten Essay zur Modellierung wird ein zeitdiskretes Modell zur Ge-
neration und dem Abbau biologischer Entitéten - etwa von Neutrophilen in der
Blutbahn - mit konstanter Lebensdauer hergeleitet und diskutiert.

#267. Ist eine Lagrange-Funktion unter einer C>-Familie von Transformationen
V¥ in gewissem Sinne invariant, so ist die Funktion < P | (0,0)H0 >* q fiir bestimm-
te, im Invarianz-Bereich verlaufende Losungen von (ELG) konstant.

m,u,w

#268. Es werden R™Drehungen | (u,w) der Ebene span{u,w} als dreh in die
Essays eingefiihrt. Bleibt eine Lagrange-Funktion unter einer geeigneten Familie
derartiger Drehungen invariant, ist I(u,w)*q fiir Losungen ¢ von (ELG), die im
Invarianz-Bereich verlaufen, konstant und M(u,w)*q ist gleich der Nullfunktion

ZO0dom q

#269. Im TransformationsSatz (ELG) werden Bedingungen an Koordinatenfunk-
tionen I' - mit lokalisierter Version W - formuliert, so dass aus der “krummlinigen
Version von (ELG)” - ndmlich aus ((V,(L7¥))*Q)* = (Vx(L™V¥))*Q - folgt, dass
U o () eine Losung von (ELG) (in “cartesischen Koordinaten” ) ist. Interessanter
Weise muss {V 1,..., ¥ ,,} nur lings @ ein Erzeugendensystem des R* sein.

#270. Polarkoordinaten, Kugelkoordindaten und Zylinderkoordinaten werden -
auch im Hinblick auf #269 - in die Essays eingebracht.

#271. Eine mir kommunizierte “Gartenbauformel” wird zur ndherungsweisen
Berechnung der Flidche mondsichelférmiger Ornamente eingesetzt. Die Giiltigkeit
der “Gartenbauformel” fiir parabolische Berandungslinien wird verifiziert und es
wird die Approximationsgiite in anderen Fallen diskutiert.
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#272. Ist das Impulsfeld in hier nicht ndher beschriebenem Sinn lokal beziiglich
der Geschwindigkeit invertierbar, so kann die Hamilton-Funktion von L beziiglich
der lokalen Umkehrtransformation von P definiert werden. Die Lésungen kor-
respondierender Hamilton-Jacobi-Gleichungen (HJG) héngen eng mit Losungen
von (ELG) zusammen. Unter hier nicht ndher interessierender Bedinungen sind
fiir jede Losung ¢ von (ELG) die Funktionen ¢,P*q Losungen von (HJG). Sind
umgekehrt @), P Losungen von (HJG), so ist () Losung von (ELG) und es gilt
P =P*Q.

#273. Standard L auf C' x R® mit M (t,z),V (¢, x) ist jede Lagrange-Funktion
L:C x R* — R, fiir die unter anderem

Lt,z,v) = (1:2)- <Z M;j(t, ) - v; - fuj> —V(t,z),

4,j=1

mit (¢,2) € C und zeit- und ortsabhéngiger Massen-Matrix M;; und Potenti-
al V' gilt. Resultate der KLT werden fiir so strukturierte Lagrange-Funktionen
adaptiert.

#274. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall eines “nur von der
Zeit t abhéngenden Potentials IV angewendet.

#275. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall eines “nur von den
Ortskoordinaten x abhéngenden Potentials VV” angewendet.

#276. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall eines konstanten
Potentials V' angewendet.

#277. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer “nur von der
Zeit t abhéngenden Massen-Matrix M, ;, 4,7 = 1,...,s” angewendet.

#278. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer “nur von der
Zeit t abhéngenden Massen-Matrix M, ;, 4,7 = 1,...,s” und eines “nur von der
Zeit abhéngenden Potentials V' angewendet.

#279. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer “nur von der
Zeit t abhidngenden Massen-Matrix M, ;, ¢,7 = 1,...,s” und eines “nur von den
Ortskoordinaten abhéngenden Potentials V7 angewendet.

#280. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer “nur von der
Zeit t abhdngendenMassen-Matrix M, ;, 4,7 = 1,...,s” und eines konstanten Po-
tentials V' angewendet.

#281. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer “nur von den
Ortskoordinaten x abhéngenden Massen-Matrix M, ;, 4,7 = 1,...,s” angewendet.

#282. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer “nur von den
Ortskoordinaten x abhéngenden Massen-Matrix M, ;, 7,5 = 1,...,s” und eines
“nur von der Zeit ¢ abhéngenden Potentials V7 angewendet.
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#283. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer “nur von den
Ortskoordinaten x abhéngenden Massen-Matrix M; ;, 7,5 = 1,...,s” und eines
“nur von den Ortskoordinaten x abhéngenden Potentials VV” angewendet.

#284. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer “nur von den
Ortskoordinaten x abhéngenden Massen-Matrix M, ;, 7,5 = 1,...,s” und eines
konstanten Potentials V' angewendet.

#285. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer konstanten

Massen-Matrix M, ;, ¢,7 = 1,..., s, angewendet.

#286. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer konstanten
Massen-Matrix M, ;, 4,7 = 1,...,s, und eines “nur von der Zeit ¢ abhdngenden
Potentials V7 angewendet.

#287. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer konstanten
Massen-Matrix M, ;, 7,7 = 1,...,s, und eines “nur von den Ortskoordinaten x
abhéngenden Potentials V" angewendet.

#288. Die Resultate von #273 werden auf den Spezialfall einer konstanten

Massen-Matrix M, ;, und eines konstanten Potentials V' angewendet.

#289. Als Einstimmung in die gewohnlichen Differential-Gleichungen - mit dem
englischen Titel “ODE” - wird unter anderem die Differential- Ungleichung ¢ <
L - ¢ mit ¢(t,) = 0 auf einem Intervall ]¢,|7[ betrachtet und mit Methoden
der elementaren Analysis behandelt. Die Resultate der Betrachtungen helfen bei
spateren Aussagen iiber die Verzweigungsfreiheit von Losungen.

#290. x 16st &°* = F(t,&) genau dann, wenn z, F' Funktionen sind, wenn dom z
ein echtes reelles Intervall ist, wenn z differenzierbar ist und wenn fiir alle t €
domz die Gleichung z*(t) = F(t,x(t)) gilt. Es werden maximale Losungen und
AWPe begrifflich in die Essays eingebracht und Beispiele erldutern die neuen
Konzepte.

#291. Aus z = y folgt z xy = y X x. Soll aus x X y = y x x auf x = y geschlossen
werden, so gelingt dies, wenn etwa 0 # z X y gefordert wird.

#292. Falls M transitiv und symmetrisch in z ist so gilt fiir alle p, ¢ € z entweder
2N M[{p}] = 2N M[{q}] oder (z N M[{p}]) N (2N M[{q}]) = 0.

#293. Es gilt | Zengitn = . Die Klasse {0 : A € z} ist genau dann leer, wenn
x = 0. Es gilt {0 : XA € 2z} = {0} genau dann, wenn 0 # x. Die Gleichung
U{z ny[{A}] : A € 2} = 2 Nylz] steht nicht ohne Weiteres zur Verfiigung. Es
gilt stets (J{z Ny[{\}] : A € 2} C xnylz]. Falls z Ny[{a}] fir alle « € z eine
Menge ist, so folgt U{z Ny[{\}] : A € 2z} = xnylz]. Es gilt {U Nz[{\}]: X €
yy = {z[{A} A ey}

#294. Aquivalenzrelationen erscheinen in den Essays. Einer allgemeinen Ahnung
folgend wird hier und im Folgenden von Aquivalenzrelationen auf z anstelle von
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AquivalenzRelationen in z, bei denen restriktiv mit Definitions- und Bild-Bereich
umgegangen werden miisste, gesprochen. Bedauerlicher Weise miisste konsisten-
ter Weise etwa auch von “reflexiv (antiReflexiv, transitiv, symmetrisch, antiSym-
metrisch) auf z” an Stelle von “...in z” gesprochen werden. Dies ist wegen der
bereits in #30 getroffenen Definitionen aber nicht mehr méglich.

#295. Dem “Einfithrungskurs EK” sind in zunehmenden Mafle einige Essays
gewidmet. Hier geht es um Grundbegriffe der Kombinatorik. Die Formel

n l 14+n
= k N
Z(k) (1+k>’ e

1=k
erregt Gefallen.

#296. Das Zahlmafl wirft seine Schatten voraus. Es wird gezeigt, dass aus n,m €
Nund z € Uy, \U, und y € Uy, \ Uy, mit x Ny = 0 das intuitiv klare, doch
etwas miihsam zu beweisende Uy € Usy(nim) \ Uit (ntm) folgt. Auf dem Weg
dahin wird unter anderem U_; = 0 gesetzt.

#297. Das Zéahlmafl # ordnet in entsprechend definierter Weise jeder Menge die
Anzahl ihrer Elemente zu. Falls z eine unendliche Menge ist gilt #(x) = +oo.
Die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge x ist gleich dem Infimum der
Menge all jener n € N fiir die x € U, gilt. Ist x eine Unmenge so gilt #(x) = U.

#298. Die Klassen cup, cap, stm, DIt sind die von den Klassen-Operationen de-
duzierten Algebren in U x U. So gilt etwa p_cup_q = p U q fiir alle Mengen p, q.

#299. x ist genau dann injektiv auf E, wenn (x | E) injektiv ist. Ist £ eine
Unmenge mit £ C dom f und ist die Funktion f injektiv auf E, so ist f[FE] eine
Unmenge.

#300. Fiir n € N sind die Klassen U;,,, \ U, Unmengen. Wie bereits in 240-9
fest gestellt, sind die Klassen U, fiir 1 < n € N Unmengen. Somit wird hier der
Nachweis geliefert, dass die Differenz-Klasse von Unmengen eine Unmenge sein
kann. Das Beweis-Detail 0 # U,,, n € N, erfordert einen Induktions-Beweis. Der
eigentliche Beweis verwendet kein Induktiions-Argument.

#301. Besteht eine sse_Kette x nur aus Funktionen (aus injektiven Klassen, aus
Bijektionen), so ist |« eine Funktion (eine injektive Klasse, eine Bijektion).

#302. In sehr allgemeiner Form heisst eine Klasse R “c_M ., ¢-rekursiv (mit
Startwert (p, q)), wenn fiir alle («, 5), (v,d) € R mit ((¢,«),y) € M die Aussage
(B8,9) € ¢ folgt (und zusétzlich (p, q) € R gilt). Interessanter Weise sind Aussagen
iiber C-maximale Fortsetzungen von c_M _., ¢-rekursiven Mengen verfiighar, wenn
die Suche auf TeilMengen einer festen “Grundmenge” eingeschrénkt wird.

#303. Es wird eine EK-geeignete Darstellung einer Losungskurve von % +2czy+
y?* =1, ce ] —1|1[, gegeben. Hierbei soll z,y € R gelten.
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#304. Wenn R eine c_FE_,, ¢-rekursive Klasse ist, so sind die Spezialfille, in
denen F eine Algebra in A oder ¢ eine Funktion oder R eine Funktion ist von
besonderem Interesse. In jeder Menge gibt es eine C —maximale c_F _., ¢-rekursive
Funktion. Falls es iberhaupt eine c_E_., ¢-rekursive Funktion mit Starwert (p, q)
gibt, die eine Teilmenge einer Menge w ist, so gibt es auch eine C-maximale
derartige Funktion.

#305. Die allgemeinen Untersuchungen c_FE_., p—rekursiver Klassen werden auf
1+ ., ¢p—rekursive Klassen mit Definitions-Bereiche {N} UN angewendet. Es sind
Eindeutigkeits-Resultate fiir 1+ ., ¢—rekursive Funktionen mit diesen Definitions-
Bereichen unter der Voraussetzung, dass ¢ eine Funktion ist, verfiigbar. Auch
werden “C —maximale Fortsetzungssitze” fiir 1 + ., p—rekursive Klassen mit
Definitions-Bereiche {N} U N présentiert. Die speziellen Definitions-Bereiche er-
fordern aufwéndige Untersuchungen.

#306. Sind R, S jeweils c_F_, , ¢-rekursive Klassen, so ist iiblicherweise nicht zu
erwarten, dass auch RUS c_E_, , ¢-rekursiv ist. Es werden zusézliche Bedinigun-
gen gefunden, unter denen R U S eine c_F_., ¢p-rekursive Klasse ist. In weiterer
Folge werden Bedingungen angegeben, die garantieren, dass {(p,q)} U f eine
c_E_., ¢-rekursive Funktion ist. Dabei wird unter anderem davon ausgegangen,
dass f eine c_E_, , ¢-rekursive Funktion ist.

#307. Ist ¢ ein Element der Menge A und ist ¢ : A — A, so gibt es eine
1 + ., ¢-rekursive Funktion Q : N — A mit Startwert (0, q). Es gilt Q(0) = ¢ und
Q1 +n)=¢(2(n)), neN.

#308. Die Vereinigung aller 1 + ., ¢—rekursiven Funktionen mit Startwert (0, q)
und Definitions-Bereiche {N} U N ist rfOqg¢. Falls ¢ eine Menge ist und falls
¢ eine Funktion ist, so ist r£0g¢ die grofftmogliche derartige Funktion und die
Funktions-Werte aller derarartigen Funktionen sind durch rfOg¢ eindeutig be-
stimmt. Gilt ¢ € A Menge und ¢ : A — A, so folgt unter anderem zusétzlich
rfOqop : N — A.

#309. Aus ¢ ¢ ranz und z injektiv folgt die Injetivitdt von {(p,q)} U x. Aus
f:D — Bund p ¢ D - p muss keine Menge sein - und ¢ Menge folgt {(p, q)}U f :
{p}UD — {q} UB. Ist f: D — B injektiv und gilt p ¢ D - p muss keine Menge
sein - und ist die Menge ¢ nicht in B, so ist {(p,¢)} U f : {p} UD — {¢} UB
injektiv. Ist f : D — B bijektiv und sind p ¢ D und ¢ ¢ B und sind p, ¢ Mengen,
soist {(p,q)} U f: {p} UD — {q} U B bijektiv.

#310. Es gibt auch nicht-leere Mengen x mit unteren M _Schranken u und
oberen M _Schranken o, fiir die =(u-M_o0) gilt. Jedes M _Infimum von 0 ist ein
M _Maximum von dom M. Jedes M _Supremum von 0 ist ein M _Minimum von
ran M. Einge All-Quantor-Aussagen iiber Infima/Suprema und reflexive Klassen
werden individualisiert.

#311. Sind f, g Funktionen und gilt 311.0(x, f, g) (p) = g(p, f(p)) fiir alle p €
dom 311.0(z, f,g), und 311.0(x, f,g) ist eine Funktion. Falls f : U \ {0} — U
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und z C P(v), so gilt 311.0(x, {.} o f,stm) : 2\ {0} — P(v) und fiir p € 2\ {0}
ist 311.0(z, {.} o f,stm) (p) =p\ f(p).

#312. Die Frage, ob jede Unmenge eine unendliche TeilMenge hat, bleibt bis auf
Weiteres unbeantwortet. Damit steht zwar fest, dass fiir endliche x die Klasse der
unendlichen TeilMengen von x leer ist, ob aus Pypenai(z) = 0 auch die Endlichkeit
von z folgt, bleibt offen. Ist = eine unendliche Menge, so gibt es Funktionen €2, &
mit U : N — Pupenar(x), ¥(0) =z, ¥V(1+n) = U(n)\{Q(¥(n))} fiir n € N, wobei
Q(«) C a fiir jede nichtleere TeilKlasse von x gilt.

#313. Ist = eine unendliche Menge, so gibt es eine injektive Funktion €2 : N — z.
Der Beweis beruht auf dem AuswahlAxiom.

#314. Ohne Verwendung des AuswahlAxioms wird gezeigt, dass es zu jeder
Teilmenge ¢ von S Funktionen 2 : N — P(S) und ¥ : N — S gibt, so dass

< <

Q2(0) = ¢ und ¥(0) = inf ¢ und ¥(a) = inf (Q(«)), @ € N, wobei fir a € N
<

die Menge Q(1 + «) aus Q(a) durch Wegnahme von inf (£2(«)) entsteht. Die

<
Konstruktion analoger Funktionen gelingt fiir sEp an Stelle von inf.
#315. Die “Potenz-Funktionen” 1 x werden fiir x € Z - genauer fiir x = n, —n,
n € N - durch eine rekursive Parameter-Definition in die Essays eingebracht und
mit dem TAxiom versehen. Danach ist T x - im Speziellen fir x ¢ 7Z - stets
eine Klasse und in der “Index-Stelle” gilt die allgemeine Ersetzungsregel (z =
y) = (T = =1 y). Uber die Klassen 1 =, z ¢ Z, wird gegenwiirtig nichts Weiteres
ausgesagt. Ein entsprechendes U, Axiom wird fiir die Terme U, nachgereicht. U,
ist stets eine Klasse und es gilt (z = y) = (U, = U,). Uber U, fiir v ¢ N wird
zum jetzigen Zeitpunkt ebenfalls nicht Weiteres ausgesagt. Interessanter Weise
gilt (z | y) =z oid,.

#316. Ist O eine Algebra in A und sind f, g Funktionen, so gilt stets (f.0.9)(q) =
f(¢)-0_g(q). Unabhéngig davon ob z,y Zahlen sind oder nicht gilt i-(z-y) = (i-x)-
y = z-(i-y). An Stelle von F[z xy| kann x ,;F;,y geschrieben werden. Fiir E[{p} x
x] wird die Kurzform pFE;,x eingefiihrt. In Weiterfiihrung von RECH-Notation
wird unter anderem pMji,x = p-;,x gesetzt. Moglicher Weise von besonderem
Interesse sind i3, R, i-5,S, i+, T. Es gilt i-;,C = C und i-3;,B = B und i-;,A = A.
#317. Die Funktion 1 2 bildet T auf {nan} U [0| + co] ab. 1 2 ist auf {nan} U
[0] 4+ oc] injektiv.

#318. qudr ist die Einschrinkung von 1 2 auf {nan} U [0| + oo]. qudr ist eine
Bijektion. Die Wurzelfunktion ist , /- . Per definitionem gilt | /- = qudr™t. Auch VA
ist eine Bijektion. Es gilt dom (,/7) = ran (,/7) = {nan}U[0|+o00c]. Unter anderem
gelten fiir alle x mit 0 < z die Gleichungen /x -z = z und /x - /x = .

#319. Falls y € T, so ist fiir die Gleichung = 1 2 = y eine komplette Losungstheo-
rie verfiighar. Im speziellen Fall y < 0 ergibt sich aus z T 2 = y die Alternative

(=i V=RV (=i VD)
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#320. FE 1st genau dann streng M isoton/M antition auf z, wenn E auf z
ir
M _isoton/ M _antition ist. Interessanter Weise folgt aus der strengen Isoto-

nie/Antitonie nicht ohne Weiteres die Isotonie/Antitonie. Ist z eine M Kette
und ist E streng M isoton/M _antiton auf z - hier muss E keine Funktion sein
-, s0 ist E injektiv auf z. Beim Ubergang von M zu M ! bleiben (strenge) Isto-

nie/Antitonie erhalten. Dies beruht unter anderem auf der Gleichung
ir

~ ir\
M‘1:<M> :

#321. Die Betragsfunktion ist [.| = /o ab2. Die Gleichung |z| - |y| = [z - y| ist
nicht immer verfiigbar. Die vertrauten < ‘Terme —|z| < z < |x| gelten genau fiir
x € S. Es gilt |z| € S genau dann, wenn = € B.

#322. Falls f eine injektive Funktion ist, die streng M _isoton auf der M _Kette
E mit antiSymmetrischem M ist, dann folgt aus z,y € F mit f(x)_ ]Q f(y)

die “Urbild-’Gleichung” z_ ]w _y. Ein entsprechendes Resultat gilt fiir injektive
Funktionen f, die streng M _antiton auf der M Kette £ mit antiSymmetrischem
M sind.

#323. Ist f eine auf £ C S streng < _isotone, injektive Funktion, so folgt aus
r,y € Eund f(zx) < f(y) die < _Aussage x < y. Aus /x < /y folgt 0 <z < y.
Aus 0 <z 12 <y12folgt 0 < x| < |yl

#324. Firz,y€c Roderz,y e Sgit z-y < (z12+y12):2

#325. Die Dreiecks-Ungleichung|.| gilt in ihrer klassischen Form |z+y| < |z|+|y|
genau dann, wenn x 4+ y € B.

#326. Die Dreiecks-Ungleichung*|.| garantiert unter anderem ||z| — |y|| < |z —
y| < |z| + |y| fiir alle z,y € C. Die Ungleichung ||z| — |y|| < |z — y| gilt genau
dann, wenn z,y € B und (x € C) V (y € C).

#327. Ohne Bezug zu Funktionen oder zu speziellen Argumenten werden limes

inferior, limes superior und limes durch die Betrachtung von focus inferior, focus
M
superior und focus vorbereitet. Jedes M _Supremum von inf [E] ist ein M _focus

inferior von £ und jedes M Infimum von sup [E] ist ein M focus superior von
M M
E. Ist M antiSymmetrisch, so ist etwa foc eine Funktion, die jedem E € efoc=

M M
dom (foc) den wegen der AntiSymmetrie von M eindeutigen M _Focus foc (E)
zuordnet.

#328. FE ist genau dann eine Filter-Basis, wenn 0 # E und es zu allen o, 8 € E
eine Menge 0 # Q € F gibt, so dass 2 C «, 8. Ist M transitiv, ist E eine Filter-
Basis, ist p ein M _foxus inferior von F und ist ¢ ein M _focus superior von E, so
folgt p_M q.
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#329. Eine Klasse p ist genau dann ein (M, E)gw (inferirior/superior) von x,
wenn p ein M focus (inferior/superior) von {z[A] : A € E} ist. Mit dieser Be-
griffsbildung bewegt sich das LW in Richtung von limiten, also von Grenzwerten.
Diesem Aspekt ist die Abkiirzung “gw ” geschuldet. Es wird dhnlich wie in #327
vorgegangen.

#330. Ist M (Stark,Total) Vollsténdig, so ergeben sich einfache, hinreichende
Bedingungen fiir das Vorhandensein von (M, E)gw (inferior/superior). Im Spezi-
ellen hat fir Total Vollsténdige M jede Klasse x einen (M, E')gw inferior /superior.
Ist {z[\] : A € E} eine Filter-Basis und ist M transitiv, so gilt p_M _q fiir jeden
(M, E)gw inferior p von x und jeden (M, E)gw superior g von z.

#331. Falls E eine Menge ist, so ist [J{(1A : A € E} der sse_focus inferior von

E. E hat genau dann einen sse_focus superior, wenn 0 # E und in diesem Fall
ist der sse_focus superior von F gleich ({{JA: A € E}.

sse, ¥
#332. Wegen gwinf : &/ — U hat jede Menge einen (sse, F)gw inferior. Die
Aussage egsic'/s’s]{lp = U gilt genau fiir 0 # FE, so dass im Fall 0 # E - E muss hier

keine Menge sein - jede Menge einen (sse, £)gw superior hat. Wegen g\S/\S}es’Sp =

egs\j\?’soup = 0 gibt es im Fall £ = 0 keine Menge, die einen (sse, E')gw superior hat.
#333. Ist (dom M) N (ran M) eine Menge, ist M antiSymmetrisch und Total

M M
Vollsténdig, so ist sjl‘fp (inf [E]) der M focus inferior von E und inf (s]L\j/[p [E]) ist
der M _focus superior von E.

#334. Ist (dom M) N (ran M) eine Menge, ist M antiSymmetrisch und Total
M

Vollstindig, so ist s]l\fp (inf [{z[A] : X € E}]) der (M, E)gw inferior von x und

M

inf (s]l\fp [{z[A] : A € E'}]) ist der (M, E)gw superior von z.

#335. Die Klasse aller Mengen, die “punktierte EF-Umgebungen von p” sind,
bilden EUp = {\\ {p} : p € A € E}. Eine Klasse ¢ ist genau dann (M, E)limes
inferior von z in p, wenn ¢ ein (M, E"P%*p)gw inferior von z ist. Eine #hnli-
che Begriffs-Bildung kennzeichnet Klassen, die (M, E)limes superior von z in p
sind. Zur Unterscheidung spéter zu besprechender “topologischer Limites” wird
hier von “limites ordinati” gesprochen. Dabei ist eine Klasse genau dann ein
(M, E)limes ordinatus von z in p, wenn sie ein (M, E“P<*p)gw von x ist.

#336. In Erweiterung der Untersuchungen von #266 wird ein zeitdiskretes Mo-
dell zur Generation und dem Abbau biologischer Entitdten mit P, 1 < P € N,
moglicherweise verschiedenen Lebensdauern hergeleitet und diskutiert.

#337. R ist genau dann anal von ¢, x, wenn R eine Funktion mit Definitions-
Bereich aus {N} UN mit R(0) = {(0,¢)} ist und in rekursiver Weise fiir alle
n,1+n € dom R die Gleichung R(1+n) = 337.0(R(n), z) gilt. Der Klassen-Term
337.0(x,y) ist etwas verwickelt definiert und zielt darauf ab, jede endliche Menge
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von Zahlen addieren zu konnen - auch wenn dieses Ansinnen noch nicht direkt
sichtbar ist. Die Klasse rflqx ist die Vereigung aller Mengen, die anal von ¢, x
sind. rflqz ist ebenfalls anal von ¢,z und somit ist rflgx die inklusions-grofite
derartige Klasse. Ist x eine Menge, so ist rflqx auf N definiert.

#338 Ist R anal von ¢,z und ist n € dom R, so gilt n € N und dom (R(n))
ist eine Teilmenge von Uy, \ U_14,. Wegen (U, \ U-11n) N (U \U-141m) = 0 fiir
n,m € N mit n # m ergibt sich fiir derartige n, m die Gleichung (dom (R(n))) N
(dom (R(m))) = 0.

#339 Ist R anal von ¢, z, so ist R(0) = {(0, ¢)} klarer Weise eine Funktion. Bei
R(1), 1 € dom R, liegen die Dinge nicht ganz so einfach. Immerhin ist in diesem
Fall R(1) eine Funktion, wenn x eine Funktion ist.

#340 Ist R ist anal von ¢, z, und gilt 2 € dom R, so wird R(2) auf die Funktions-
Eigenschaft hin untersucht. Die Betrachtungen beginnen sich bald auf x = O
Algebra in A zu konzentrieren. Ist in diesem Kontext R(2) eine Funktion, so muss
fir alle o, 5 € A die Aussage a0 (f_-0_¢q) = f.0_(«_0O_q) gelten - und dies ist
umgekehrt auch hinreichend fiir die Funktions-Eigenschaft von R(2). Es werden
Zusammenhénge mit Kommutativitdt und Assoziativitdt von O hergestellt. Dabei
ist ¢ ist Oneutral auf A interessant.

#341 Ist O eine Algebra in A, ist R anal von ¢,0 und gilt iiberdies ¢ € A,
so gelten fiir jedes n € dom R die Aussagen R(n) C P(A) x A, dom (R(n)) =
P(A)N (U \U-14») und ran (R(n)) C A. Im Speziellen besteht hier der Definitions-
Bereich von R(n) genau aus allen n-elementigen Teilmengen von A.

#342 Ist f eine Funktion und ist O eine Algebra in A, so ist 337.0(f,0) ei-
ne Funktion, wenn f,0 Eigenschaften aufweisen, die in spéterer Folge bei der
Untersuchung von Klassen, die anal von ¢, O sind, unter anderem durch Kom-
mutativitdt und Assoziativitét von O garantiert sind. Gilt p ¢ E mit p, f(E) € A
und ist 337.0(f,0) eine Funktion, so folgt 337.0(f,0) ({p} U E) = p_O_f(E).
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KLT: Klassische Lagrange-Funktionen mit s Freiheitsgraden.
c. c.c. c*.
ponD'

—

0.
(e])-

t, x, V.

Ersterstellung: 21/11/13 Letzte Anderung: 03/02/15

Notationen 1. Die konstante Funktion auf einer Menge D mit Wert p ist

p°"D = {(w,p) : w € D}.

Notationen 2. Sei 1 < s € N, sei B C R?® - also etwa B = R® - und sei [
ein echtes, reelles Intervall. Die klassischen Grenzwert-Definitionen von Stetigkeit
und Differenzierbarkeit in ¢ € I von Funktionen ¢ : I — B - hier und im Folgenden
kommt die Konvention R = R zum Einsatz - wird als bekannt voraus gesetzt.
C(I : B) die Menge aller stetigen Funktionen ¢ : I — B und fiir 1 < k € N
ist CK(I : B), die Menge aller k—fach stetig differenzierbaren Funktionen c¢ :
I — B. Es gilt die Konventionn C°(I : B) = C(I : B). Die Ableitung einer
differenzierbaren Funktion ¢ : I — B - also etwa von ¢ € C}(I : B) - ist ¢ und wird
gelegentlich zwecks besserer Lesbarkeit ¢® geschrieben. Im Fall ¢ € C}(I : B) gilt
klarer Weise ¢ € C(I : R®). Die zweite Ableitung einer zweimal differenzierbaren
Funktion ¢ : I — B - also etwa von ¢ € C*(I : B) - ist ¢ und wird gelegentlich
zwecks besserer Lesbarkeit ¢*® geschrieben. Fiir ¢ € C*(I : B) gilt offenbar ¢ €
CH(I :R*) und ¢ € C(I : R%). C>(I : B) ist die Menge aller Funktionen ¢ : [ — B,
die beliebig oft stetig differenzierbar sind.

Notationen 3. Sei weiterhin 1 < s € N und sei B C R™, 1 <m € N, also etwa
B = R™. Im Rahmen der KLLT werden Funktionen f : D — B mit D =offene,
nichtleere Teilmenge des R!™2* betrachtet. Dabei werden die 1 + 2s Koordinaten
der Elemente von D in drei Gruppen zusammengefasst. Die erste Koordinate &;
von £ € D ist die

Zeitkoordinate
und wird mit “¢” bezeichnet. Die néchsten s Koordinaten &, ..., &1 von £ heis-
sen
Ortskoordinaten
und werden mit “z” bezeichnet. Die letzten s Koordinaten &y, ..., & 105 VOn &
sind die

Geschwindigkeitskoordinaten
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und werden mit “v” bezeichnet. Es gilt also

t:§1

und
1']' :€1+j, Uj :€1+5+]‘, ] = 1,...,8.

Anstelle von f(&) wird ab sofort f(t,z,v) geschrieben.Die klassischen Grenzwert-
Definitionen von Stetigkeit und Differenzierbarkeit derartiger Funktionen f wer-
den als bekannt voraus gesetzt. Die Menge aller stetigen Funktionen f: D — B
ist C(D : B) = C°(D : B). Die Menge aller k—fach stetig partiell differenzier-
baren Funktionen f : D — B ist C¥(D : B) und die Menge C*(D : B) ist die
Menge aller beliebig oft stetig partiell differenzierbaren Funktionen f : D — B.
Jede Komponenten-Funktion f; : D — R, 1 < j < s, von f € C}(D : B) hat
insgesamt 1+ 2s partielle Ableitungen, ndmlich 0,f; € C(D : R™), 1 < < 1+2s.
Es empfiehlt sich gelegentlich diese partiellen Ableitungen ebenfalls zu speziellen
Gruppen zusammen zu fassen. Die partielle Ableitung von f;, 1 < j < m, nach
der Zeitkoordinate ¢ wird gelegentlich als 0 f; bezeichnet - es gilt also 0, f; = Oy f
-, die partiellen Ableitungen von f; nach den Ortskoordinaten werden gelegent-
lich zu einer Vektorfunktion Vyf; = (0u, fj, ..., 0, f;) zusammengefasst - es gilt
also 0p,f; = O14ifj, 1 = 1,...,s - und &hnlich soll bei den partielle Ableitun-
gen von f; nach den Geschwindigkeitskoordinaten vy, ..., v, die Vektorfunkti-
on Vyf; = (0w fi,---, 00 f;) betrachtet werden - es gilt also 0,,f; = O14s+if;,
1 <i < s -, so dass unter leichtem Missbrauch der Notation die Gleichung

ij = (atfja foj? Vij)>

gilt. Wird weiterhin von f € C!(D : B) ausgegangen, so sind fiir j =1, ..., s die
Aussagen

Vif; € C(D:R?), V,f; € C((D:R%),
leicht verifizierbar. Im Fall m = 1 ist die komponentenweise Betrachtung von f
obsolet.
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Im Zentrum der KLT stehen klassische Lagrange-Funktionen mit s Fretheitsgra-
den. Lagrange-Funktionen werden einem gegebenen physikalischen System nach
hier nicht weiter diskutierten Regeln zugeordnet. Aus den Lagrange-Funktionen
werden korrespondierende Bewegeunggleichungen hergeleitet. Die Analysis magli-
cher oder tatsdchlicher Léosungen dieser Bewegungsgleichungen liefert Resultate,
die als Aussagen tber das zu Grunde liegende System interpretiert werden. Um
eine allzu aufwaindige Diskussion von Definitions-Bereichen zu vermeiden soll
hier die Einschrinkung (L | D) einer Klasse L - tblicherweise: einer reellwer-
tigen Funktion mehrerer reelleer Verdnderlicher - auf eine Menge D betrachtet
werden. Es gilt bekanntlich (L | D) =LN (D xU)={(\,p) € L: X € D}.

L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden auf D
genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. 0 # D ist eine offene Teilmenge des R!*25,
3. (L D)eC{(D:R).
4. V,(L | D) e CH(D:R?.
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Notationen 4. Besteht im Kontext kein Zweifel iiber die aktuelle Lagrange-
Funktion L mit s Freiheitsgraden auf D, so wird der Nullvektor

s Koordinaten
—
0,...,0)

gleich 0 gesetzt. Somit ist 0°™D die konstante Funktion auf D mit Wert 0. Der
jte Einheitsvektor, j = 1,...,s, im R® wird mit (ej) bezeichnet. Es gilt also

(ej); = dj;; = Kronecker-Delta, j,i=1,...,s.
Die konstante Funktion auf D mit Wert (ej), j = 1,...,s, ist (ej)*"D.
Notationen 5. Es bestehe weiterhin kein Zweifel {iber die aktuelle Lagrange-
Funktion L mit s Freiheitsgraden auf D, Die Projektion auf die erste Koordinate
von D wird mit
t:D—-R, t(tzv)=t,
bezeichnet. t[D] ist der
Zeitbereich von D.
Die Projektion von D auf die zweite bis (1 + s)te Koordinate von D wird mit
x: D =R x(tz,v) =z,
bezeichnet. x[D] ist der
Ortsraum von D,
Die Projektion von D auf die (2 + s)te bis (1 + 2s)te Koordinate wird mit
v:D =R v(tz,v) =0,
bezeichnet. v[D] ist der
Geschwindigkeitsraum von D.

Klarer Weise gilt
t € C*(D: R)
und
x,v € C°(D : RY),
mit
att - IOI]D, atX - atV - OOHD,
und fiir j =1,...,s gilt
Oyt = 0°"D, 0, x = (ej)"D, 9,,v=0°"D,

@vjt = 0°"D, avjx = 6°nD, &,jv = (ej)”"D.
Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: g*c.

Ersterstellung: 24/11/13 Letzte Anderung: 03/02/15

Wie in #249 seien 1 < s € N und 0 # D eine offene Teilmenge des R, Fiir
eine Kurve ¢ € C1(I : R®), I echtes, reelles Intervall, sei g*c definiert als

g'e = {(g(h c(N), é(V)) : A € T},

Offensichtlich ist g*c eine Funktion, moglicher Weise= 0. Am hdufigsten tritt die
Situation
(t,c(t), c(t)) € D, tel,
mit (g | D) =Einschrinkung von g auf D ist eine Funktion von D in R™, 1 <
m € N, auf. Hier gilt dann
gc: I — R™,

so dass es sich bei g*c um eine Kurve im R™ handelt. Falls zusdtzlich fiir ein
k € N die Ausagen (g | D) € C*(D : R™) und ¢ € C**(I : R®) gelten, dann folgt

sogar
gtce CHI:R™).

Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Reelles Intervall. Echtes reelles Intervall.

Ersterstellung: 25/11/13 Letzte Anderung: 27/11/14

Die Bezeichnung “echtes reelles Intervall” ist maglicher Weise kein allgemein ver-
breiteter Begriff. Im Hinblick auf die Vorarbeiten des LWs konnen < _Intervalle
als bekannt voraus gesetzt werden. Da < eine Relation in S ist und R C S gilt,
sind die reellen Intervalle - bei denen es sich natirlich um Teilmengen von R
handelt - nicht mit den < _Intervallen identisch. Priziser: jedes reelles Intervall
st ein < _Intervall, aber nicht jedes < _Intervall ist ein reelles Intervall. Reelle
Intervalle sind genau die < _Intervalle, die Teilmengen von R sind.

I reelles Intervall

genau dann, wenn gilt:
1. I ist < _Intervall.

2. I CR.

Offenbar sind die reellen Intervalle genau die konvexen Teilmengen von R.

Unter den reellen Intervallen gibt es einelementige Mengen - etwa das reelle In-
tervall [1]1] - und die leere Menge - etwa ]0|0[. Derartige Intervalle werden
nur in Ausnahmenfillen betrachtet. Von eigentlichem Interesse sind alle anderen
reellen Intervalle, die als “echte” reelle Intervalle bezeichnet werden:

I echtes reelles Intervall

genau dann, wenn gilt:
1. I reelles Intervall.

2. Es gibt s,t € I mit s # t.

Offenbar sind die echten reelle Intervalle die mindestens zwei-elementigen reellen
Intervalle und das sind genau die reellen Intervalle, die unendlich viele Elemente
haben.
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KLT: D-Kurve. Aeig(c, (L | D)).

Ersterstellung: 25/11/13 Letzte Anderung: 03/02/15

Notationen 1. Im Folgenden wird das Fuklidische Skalarprodukt fiir u,v € R™,
1 <m € N, mit der Notation

(u|v), =ur-v1+...4 Up - Uy,

wobei u = (uy,...,Up), v = (v1,...,0,) und + die Addition und - die Multipli-
kation ist, versehen. Besteht im jeweiligen Kontext kein Zweifel iiber s =Anzahl
der Freiheitsgrade der aktuellen Lagrange-Funktion, so wird

(ulv)=(ulv),
gesetzt.

Im Rahmen der KLT sind interpretationsgemdfs die Zustinde des durch L, D dar-
gestellten Systems spezielle s-dimensionale Kurven. Diese Kurven sollen klassi-
scher Weise - mindestens - zweimal stetig differenzierbar sein und sollen “tiberall
in die Lagrange-Funktion (L | D) eingesetzt” werden konnen. Diese Mindestan-
forderungen werden in der folgenden Begriffsbildung mathematisch exakt formu-
liert. Die Beschrinkung auf echte reelle Intervalle als Defnitions-Bereiche ist dem
traditionellen Kurvenbegriff geschuldet:

¢ ist eine D—Kurve

genau dann, wenn gilt:
1. dom ¢ echtes reelles Intervall.
2. ¢ € C¥(domc: R?).

3. Fir alle t € dome gilt (¢,¢(t),¢(t)) € D.
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Mit einfachen Hilfsmittel der Mengenlehre und der Analysis konnen vorliegende
Aussagen bewiesen werden.

Es gelte:
—) c ist D—Kurve.
—) domc = J.
Dann folgt:
a) L*ce CH(J:R).
b) (0.L)ce C(J:R).
c) L)ce C(J:R%).
e) (L'c)* = (0:L)c+ ((VeLl)c|é)+((Vel)c|i).

(O
(Vx
d) (V,L)*c e C}(J:R®).
(
(L0)* = (@) c+ ((Vul)'c| &) = (((VeL)'e)" = (VxL)'c) | ¢)

f)

In Gleichung £) tritt zum ersten Mal der Term

Aag(c, L) = ((VoL)c)" = (ViL)"c

auf. Im Rahmen der KLT sind nur jene D-Kurven mdogliche Zustinde des zu
Grunde liegenden Systems, wenn Aeqg(c, L) konstant= 0 wird, so dass in gewis-
sem Sinn Aeg(c, L) die Abweichung von ¢ von mdglichen L-Zustinden angibt.
Besteht im Kontext kein Zweifel tiber die aktuelle Lagrange-Funktion, so wird

(Aelg C) - Aelg(cy L))

verwendet.
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Ohne allzu viel Aufwand ergeben sich die vorliegenden Erkenntnisse.

Es gelte:
—) cist D—Kurve.
—) domc = J.
Dann folgt:
a) (Aegc) € C(J:R?).
b) (L*c)® = (0:L)c+ ((VyL)*c|é)* — ((Aeg ) | ¢).

Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: ¢ ist WirkungsStationér.
q lost (ELG).
Euler-Lagrange-Gleichungen.

Ersterstellung: 27/11/13 Letzte Anderung: 03/02/15

Notation. Falls £ C R™, 1 < m € N, so wird der Abschluss von E beziiglich
der Euklidischen Standard-Topologie mit £ und das Innere von E beziiglich der
selben Topologie mit E° bezeichnet. Ist ¢ : J — R™, 1 < m € N, eine Kurve im
R™ - also ist J ein echtes reelles Intervall und ist ¢ stetig - so ist der “Tréger
spt¢ von ¢” gleich

sptop ={we J:0+# ¢p(w)}.

Im Rahmen der KLT werden bevorzugt jene D-Kurven betrachtet, die madgliche
Bewegungen des zu Grunde liegenden Systems reprdsentieren. Klarer Weise kom-
men hierfir nur bestimmte D-Kurven in Frage. In geradezu axiomatischer Weise
wird die Forderung erhoben, dass nur “WirkungsStationdr” e Kurven mdgliche
Bewegungen darstellen.

q ist WirkungsStationéar
genau dann, wenn gilt:
1) ¢ ist D-Kurve.

2) Aus “¢ € C*(domq: R*)” und “spte C (dom ¢)°” und “spt¢ kompakt” folgt

lim (L*(¢q+€p) —L*q) : e =0.

€=0 Jd4om q

Bemerkung. Da es sich bei ¢ um eine D-Kurve handelt, sind sowohl dom ¢
als auch (domq)° echte reelle Intervalle. Der Begriff “kompakt” bezieht sich -
natiirlich - auf die Euklidische Topologie von R. Unter den getroffenen Voraus-
setzungen an ¢ gibt es reelle Zahlen a,b mit a < b und spt¢ C Ja|b[ C [a|b] C
(dom ¢)° C dom ¢. Hieraus folgt mit einfachen Kompaktheitsargumenten der re-
ellen Analysis, dass es ein - klarer Weise von ¢, ¢, D abhéngiges - positives € gibt,
so dass g+ €¢ eine D-Kurve fiir alle € mit |e| < € ist. Im Speziellen handelt es sich
fiir diese € bei L*(q+ €¢) um eine stetige reelle Funktion. Wegen L*(q+e€¢) = L*q
auf (domq) \ (spt¢) und spte C [a|b] gilt fiir alle 0 # |¢] <€,

/d (L(g+ep) — Lq) 1 e = /[a|b] (L*(q+e¢) — L*q) - e € R.
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Fiir praktische Zwecke ist die Definition von “ WirkungsStationdr” wenig hilfreich.
Wie sich bald herausstellt, fihrt die Ausfihrung des Grenzwerts € — 0 auf die
“EBuler-Lagrange-Gleichungen” , die, wenn kein Zweifel iber die zu Grunde lie-
gende Lagrange-Funktion besteht, mit “(ELG) ” angesprochen werden.

q 16st (ELG)
genau dann, wenn gilt:
1) q ist D-Kurve.

2) ((VVL)*Q). = (vxL)*Q-

Bemerkung. Da es sich bei ¢ um eine D-Kurve handelt, gelten mit J = dom g
die bereits an anderer Stelle fest gestellten Aussagen (VyL)*q € C(J : R®) und
(V,L)*q € C}(J : R®). Also ist die Gleichung “ ((V,L)*q)® = (V.L)*q” dquivalent
zu

(VvL)*q)*(t) = (V«L)"q) (t), L€,

so dass die Ableitung von (V,L)*q punktweise fiir alle ¢ € J gleich (V,L)*q ist.
Offenbar handelt es sich bei ((V,L)*q)®* = (VxL)*q um ein System von s al-
gebraischen Gleichung oder um ein System von s DifferentialGleichungen erster
Ordnung in ¢ oder um ein System von s DifferentialGleichungen zweiter Ord-
nung in ¢ - und gelegentlich treten komponentenweise Kombinationen hiervon
auf, so dass mitunter mit differential-algebraischen Systemen oder mit singulédren
Differential Gleichungs-Systemen zu rechnen ist. In vielen Fillen treten die Kom-
ponenten der zweiten Ableitung von ¢ auf, gelegentlich aber nicht alle.
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Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) ¢ ist WirkungsStationér.

ii) ¢ lost (ELG).

Beweis. Aus “q ist WirkungsStationar” folgt, dass ¢q eine D-Kurve

ist. Sei J = domg. Seien a,b € R mit a < b und [a|b] C J° und sei ¢ € C*(J :
R®) mit spt¢p C [a|b]. Dann fillt es nicht allzu schwer, mit Hilfe von {iblichen
Kompaktheitsargumenten und dem Satz von Lebesgue die Aussage

iy [ e - paie= [ (@nrale) s (0rals)

herzuleiten, woraus wegen
((uL)yq1d) = ((VeL)'q]8))" = ((ToL)0) | &),

unter Ausniitzung von ( (V,L)*q| ¢ ), € C}(J : R), von ¢(a) = ¢(b) = 0 und
unter Einsatz der Tatsache, dass es sich bei ¢ um eine WirkungsStationdre Kurve
handelt, die Gleichung

Llated) - Layie= [ ((VeLf'a—(VuL)a)* [ 6), =0,
[a]b]

folgt. Diese Gleichung gilt nun “durch Beweglich-Machen von ¢” fiir alle ¢ €
C?(J : R®) mit sptg C [a]b], so dass die stetige Funktion ((V.L)*q — ((V,L)*q)*
auf [a|b] punktweise gleich Null sein muss.

Diese Erkenntnis gilt aber - nun durch “Beweglich-Machen von [a|b]” - nicht nur
fiir das vorab gewéhlte Intervall [a|b], sondern fiir jedes kompakte Teillntervall
von J°. Also ((ViL)*q — ((V,L)*q)* = 0 auf J°, woraus neuerlich wegen der
Stetigkeit von ((VyL)*q — ((V,L)*q)* die Gleichung ((VyL)*q¢ — (VyL)*q)* =0
auf dem gesamten Intervall J folgt. Hieraus ergibt sich

((VoL)"q)* = (VeL)'q.

S

lim
e—0 7

Aus der Voraussetzung “q 16st (ELG)” folgt, dass es sich bei ¢ um
eine D-Kurve handelt. Sei J = dom q. Sei ¢ € C?(J : R®) mit sptp C J° und spté
kompakt. Dann gibt es a,b € R mit a < b und spt¢ C Jalb[ und [a|b] C J°. Mit
Hilfe von iiblichen Kompaktheitsargumenten und dem Satz von Lebesgue ergibt
sich

lim [ (L*(q+e€p) — L7q) : e = /[a|b] ((VeL)'q| ¢ ), + < (VoL)*q| ¢ >

e—0 7

Y
S
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woraus wegen
(VL] é)

unter Ausniitzung von ( (V,L)*q | ¢ ), € C'(J : R) und von ¢(a) = ¢(b) = 0 die
Gleichung

(((Vol)q [ 6))* = ((Vel)'9)* [ 6),,

S

lim [ (L*(q + e6) — L*q) : e = /Mb] (VL) g — (VL)Y | 6),.

e—0 7

folgt, woraus dank der Voraussetzung ((V,L)*q)®* = (ViL)*q auf J, also auch auf
[a]b], die Gleichung

11_{% J(L (g +e€p) —L*q) : =0,

erhalten wird. O
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Wenn die konstant= 0 Funktion auf E mit zog bezeichnet wird, folgt ohne viel
Weiteres ein Kriterium fiir Lisungen von ELG.

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) q ist WirkungsStationér.
i1) q l6st (ELG).

iii) ¢ ist D-Kurve und (Aeig ¢) = ZOdom -

Beweis. Die Beweise von und liegen bereits vor.

q ist als Losung von (ELG) eine D-Kurve mit ((V,L)*q)* =

(ViL)*q und beide Terme dieser Gleichung haben den Definitions-Bereich dom g.
Hieraus folgt ((V,L)*q)*—(VxL)*q = 0 auf dom g. Per definitionem gilt (Aq, q) =
((VeL)*q)* = (VxL)*q.

Aus (Aeg ) = ((VyL)*q)® — (ViL)*q ergibt sich die Gleichung

((VyL)*q)* — (V<L)*q = z0domgq- ¢ ist eine D-Kurve. Also sind die Definitions-
Bereiche von ((V,L)*q)® und von (V,L)*q gleich domgq. Somit ((V,L)*q)* =
(ViL)*q.

[
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Mit Hilfe von #252 wird gezeigt, dass (L*q)* fir Losungen von (ELG) besonders
einfache Gestalt annimmt.

Es gelte:
—) ¢ lost (ELG).

Dann folgt
(L7q)* = (0:L)"q+((V.L)"q| q)".

Beweis. ¢ ist eine D-Kurve. Somit gilt gemafl #252,

(L7q)* = (0 L)'+ (VoL)"q | )" — ((Dag @) 1 G)

wobei die Definitions-Bereich aller hier auftretenden Terme gleich dom ¢ sind. Da
q eine Losung von (ELG) ist gilt (Aeig ¢) = Odomgq. Also

< (Aelg q | q > = ZOdom q-

Es folgt
(L*q)* = (8:L)'q+ ((VsL)'q| q)".

Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Kraftfeld K. Impulsfeld P. Anderungsrate P*c.

Ersterstellung: 29/11/13 Letzte Anderung: 04/02/15

Nun werden Kraft- und Impulsfeld in die KLT eingebracht.

K ist das Kraftfeld

genau dann, wenn

K=V,(L|D).

Bemerkung. Klarer Weise hingt das Kraftfeld von L und von D ab. Das heifit,
daf es kein “ Kraftfeld an sich” gibt, sondern dass sich jede Lagrange-Funktion L
via D ihr eigenes Kraftfeld generiert. Die Abhéngigkeit von L und von D wird
bei der Notation “K” nicht beriicksichtigt, weil im Kontext die zu Grunde liegen-
de Lagrange-Funktion L und D fest gelegt sind. Werden in anderem Kontext
mehrere Lagrange-Funktionen oder “mehrere D’s” betrachtet, so muss dann die
entsprechende Abhéngigkeit notiert werden.

Auf den Beweis des folgenden Satzes kann getrost verzichtet werden.

a) Ke C(D:R°).
b) Aus c ist D-Kurve und dom ¢ = J folgt

K'ce C(J: R%).

Bemerkung. Da K*c nach Voraussetzung moglicher Weise “nur stetig ” und nicht
differenzierbar ist, wird auf eine Diskussion der Anderungsrate von K*c bis auf
Weiteres verzichtet.
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P ist das Impusfeld

genau dann, wenn

P=V,(L|D).

Bemerkung. Klarer Weise hingt das Impulsfeld von L und von D ab, so dass
die bei der Definition des Kraftfelds notierte Bemerkung sinngemé&f auch fiir P
gilt. Entsprechend der Definitionen von K, P gilt fiir jede D-Kurve ¢ die Gleichung

(Aeqg c) = (P*c)® — K'c.
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Auf den Beweis des folgenden Satzes wird verzichtet.

a) Pe CY(D:R¥).
b) Aus c ist D-Kurve und dom ¢ = J folgt
P*c € C'(J : R?®),

und
(Pc)® = K'c+ (Aerg0).

c) Aus s ist D-Kurve und dom ¢ = J folgt
(Ke|e), (Pe|é), ( (Dag) | &), € C(J: R),

und

(Pclé¢), € CH(J:R),

und

(Prefe); =(Kc|é),+(Pc|é) 4+ ((Dage) | ),

S
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Da es sich bei P*c fiir D-Kurven ¢ um stetig differenzierbare Kurven im R* han-
delt, kann die Anderungsrate von P lings derartiger Kurven c berechnet werden.
Auf den Beweis wird verzichtet.

Es gelte:
—) ¢ ist D-Kurve.
=) ie{l,...,s}.
—) P; ist die i-te Koordinaten-Funktion von P.
Dann folgt
(Pre)* = (0P e+ { (VePi)e| ¢}, + { (VuPi)e| &),

und
(P;C). = K:C + (Aelgc)ia

und

(P7e)” = (OcPi)"c + ((VuPi)"c | ¢ )7 = (((VPi)7c)” — (VxPi)"c | ¢ ),
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Die Aussage (ELG) kann nun in sehr kompakter Weise re-formuliert werden. Der
einfache Beweis dieser Aussagen bleibt den Lesern tiberlassen.

Die Aussagen i), ii) sind dquivalent:
i) ¢ lost (ELG).

ii) q ist D-Kurve und es gilt

Bemerkung. Die Gleichung (P*q)* = K*q besagt, dass die Anderungsrate des
mit ¢ transportierten Impulsfeldes gleich dem mit ¢ transportierten Kraftfel-
des ist. Dies ist als Zweites Newtonsches Gesetz bekannt. Offenbar gelingt die
Transformation von (P*q)®* = K*q in ein explizites System von DifferentialGlei-
chungen zweiter Ordnung in ¢, auf jeden Fall, wenn die Matrix (0,,P;);i=1,....s -
die gleich der Hesse-Matrix beziiglich v von L, also gleich (0,0,,L)ji-1,....s ist -
in jedem Punkt (¢,z,v) € D invertiert werden kann. Diese Bedingung ist hin-
reichend, aber nicht notwendig. Préziser gesprochen muss lokale Invertierbarkeit
von (Oy; 0y, L)ji=1,..s nur lings ¢ verlangt werden.
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Fiir Losungen q von (ELG) stellt sich die Anderungsrate von { P*q | ¢ ), mit Hilfe
des bisher Gezeigten recht einfach dar.

Es gelte:

—) q lost (ELG).

—) domgq = J.
Dann folgt:
a) P*q e CI(J: R?).

Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).



44 KLT #255

KLT: Energiefeld E. kEnergiefeld T. pEnergiefeld ®.
Anderungsrate L*c, E*c, T*c, ®"c.

Ersterstellung: 29/11/13 Letzte Anderung: 04/02/15

Die hier erscheinenden Definitionen des Energiefeldes, des kEnergiefeldes und
des pEnergiefeldes sind fiir mich weniger direkt aus

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).

ableitbar als etwa Kraft- und Impulsfeld. Aus dem entsprechenden Kontext von

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).

wird mir nicht klar, ob die dort eingefiihrten Energien - Gesamtenergie, kinetische
Energie, potentielle Energie - nur fir “Standard-Lagrange-Funktionen”, bei de-
nen die Abhdngigkeit von L von v in Form einer symmetrischen Bilinearform vor-
liegt und hiervon eine Funktion, die von t,x abhdngt, abgezogen wird, gedacht ist
oder allgemein giiltig sein soll. Ich entscheide, dass die durch Abstraktion aus den
Darlequngen gefundenen, hier zu spezifizierenden Definitionen allgemein giiltig
sein sollen. Andererseits bin ich mir nicht sicher, ob dies auf generelle Akzeptanz
stof$t. So vermeide ich die Begriffe “Gesamtenergie”, “kinetische Energie” oder
“potentielle Energie” und verwende statt dessen die unverfinglicheren Bezeich-
nungen “Energie(feld)”, “kEnergie(feld)” oder “pEnergie(feld)”. Fir die an-
gesprochenen “Standard-Lagrange-Funktionen” kann davon ausgegangen werden,
dass das hier definierte Energiefeld mit der “Gesamtenergie”, das kEnergiefeld
mit der “kinetischen Energie” und das pEnergiefeld mit der “potentiellen Ener-
gie” dibereinstimmt. In den anderen Fillen vermag ich nicht zu entscheiden.
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E ist das Energiefeld

genau dann, wenn gilt
E=(P|v),— L.

T ist das kEnergiefeld

genau dann, wenn gilt
T=(P|v), :2

® ist das pEnergiefeld

genau dann, wenn gilt
&= (P|v), :2—-L.

Bemerkung. Klarer Weise héngen E, T,® von L und von D ab. Das heifit,
dass es kein Energiefeld, kein kEnergiefeld und kein pEnergiefeld “an sich” gibt,
sondern dass sich jede Lagrange-Funktion L via D ihre eigenen Energiefelder
E, T, ® generiert. Die Abhéngigkeit von L und von D wird bei der Notation
“E, T, ®” nicht beriicksichtigt, so lange die zu Grunde liegende Lagrange-Funktion
L und D durch den Kontext fest gelegt sind. Werden in anderem Kontext mehrere
Lagrange-Funktionen oder “meherer D’s” betrachtet, so muss die entsprechende
Abhéngigkeit notiert werden.

Ohne einen allzu grofien Verstindnisverlust befiirchten zu miissen kann auf den
Beweis des folgenden Satzes verzichtet werden:

E,T,® € C/(D:R) und es gilt

=] L.E | LT | L® E,T E® [ TP |
L * * * —E+4+2T|E—2® |[T—®
E * —L+2T | L+2® * * T+ ®
T| (L+E):2 * L+® * E-® *
®|(-L+E):2| —L+T * E-T * *

Bemerkung. Hier erscheinen vor allem die Formeln “L = T — ®” und “E =
T + ®” vertraut.
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Bei der hier angegebenen Anderungsrate von L*c, ¢ ist eine D-Kurve, wird auf
#252 zurick gegriffen. Alle Resultate ergeben sich mit elementarer Analysis.

Es gelte:
—) ¢ ist D-Kurve.
—) dome = J.
Dann folgt:
a) L*ce C}(J:R) und
(L*c)®* = (O L) c+ (K'c|¢),+ (Pc|é),,
(L7¢)* = (O L) e+ (Pie | é )] = ((Aege) [ €), -
b) E*ce C}(J:R) und
(Ec)" = —(0:L) e+ ( (Bage) [ ),
(E*¢)* = (=0;L)*c+ (Pc|é): —(K'c|¢),— (P'c|é),.
¢) T*ce C(J:R) und
(T0) = ({Ke | é),+ (Pl ), +( (Dage) [ £),) 12
(T*c)* = (P*c|¢)s: 2.
d) ®*ce C(J:R) und
(®°c)* = —(8,L)*c
—((Kele),+(Pelé),—((Aago) [ ¢),): 2,

(®°c)* = (=0, L)' c+ (Pc|é) 2 (Ke|e), — (Pe|é)..




KLT #255 47

Ist q nicht nur eine D-Kurve, sondern ldst q sogar (ELG), so vereinfachen sich
die Formeln fiir die Anderungsraten von E*q, T*q, ®*q.

Es gelte:
—) ¢ lost (ELG).
—) domgq = J.
Dann folgt:
a) L*¢ € C'(J:R) und
(L7q)* = (0 L)"q + (K'q [ ¢ ), + (Pq[qG),,
(L*q)" = (0:L)"q+ (P'q | q);.

b) E*¢ € C'(J:R) und
(E*q>. = _(8tL)*Q7

(E°q)* = (=0 L)"q+ (Pq|¢); — (K'qldq),— (Pq|q),.
&) T € C1(J : R) und
(T'9)* = ((K'a | q),+(Pqld),): 2
(T9)* = (P'q|q);:2
Q) ®'¢eC(J:R) und
(®*)* = —(0:L)'q— ((K'q|d),+(Pqli),): 2

(@"q)* = (—0:L)"q+(Pq|q).:2—(K'q|q),—(P'q|q),

Bemerkung. Hier erscheint die Formel “(E*q)® = —(0;L)*¢” am bemerkens-
wertesten. Die Anderungsrate der mit ¢ transportierten Energie ist gleich der
negativen, mit ¢ transportierten zeitlichen Anderung von L. Im Speziellen ergibt
sich hieraus fiir Systeme, deren Lagrange-Funktion “nicht explizit von der Zeit
abhéngt” - préziser: Systeme mit 0, L = 0 -, dass die mit ¢ transportierte Energie
konstant ist. Die Anderungsrate der mit ¢ transportierten kEnergie ist - stark
verkiirzend gesprochen - gleich der Halfte der angreifenden Kraft, skalar mit der
Geschwindigkeit multipliziert plus dem halben aktuellen Impuls, skalar mit der
Beschleunigung multipliziert. Die Anderungsrate von ®*¢ ergibt sich als Differenz
der Anderungsraten von E*q und T*q.
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Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: ONS2(R™), 1 < m € N.
(zlu), (ylw), —(z|lw), (ylu),, 1<meN.

Ersterstellung: 29/11/13 Letzte Anderung: 13/01/15

Notationen. Sei 1 < m € N. Im Folgenden wird die Euklidische Norm fiir
u € R™ mit der Notation

il = /L), = 2,

wobei u = (ug, ..., uy), versehen. Die Menge aller geordneten, zweidimensionalen
Orthonormalsysteme im R wird mit

ONS2(R™) = {(A, pr) € R™ X R™ - ((A | 1), = 0) A (Ml = [[palln = 1),

bezeichnet.

Es gilt stets ONS2(R™) C P(R™ x R™).
Es gilt ONS2(R) = ONS2(R') = 0.

Fiir 2 < m ist ONS2(R™) unendlich.

Sei 1 < m € N. Im Folgenden ist fiir x,y,u,v € R™ gelegentlich der Term

(zlu)y - (ylv), —(zlw), - (ylu),
<<Z\u>m <Z|W>m>
= det .
(ylu), (ylv),
von Interesse. Falls P, (u,v) die Projektion (beziiglich der Euklidischen Norm

im R™) von R™ auf span{u,v} ist, so gilt im Spezialfall f, fo € ONS2(R™) fiir
z,y € R™ wegen

Po(fi, f2)(2) = (2| fi )y 1+ (2| f2),, - fo
Po(fi, f2)W) =y | fi ) Ly | f2 ) f2r

die “geometrische Interpretation”

(2l Cyl o)y =21 2 )0 (L 1),
= (f1, f2)-orientierter Flicheninhalt des von Pn,(f1, f2)(2), Pu(f1, f2)(y)

in span{ fi, fa} aufgespannten Parallelogramms.

Im Speziellen gilt (z | f1),, - (y | f2 )y — (2] f2) - (¥ | f1),, = 0 genau dann,
wenn P, (f1, f2)(2) und Py(f1, f2)(y) linear abhdngig sind.
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Hinter dem folgenden Satz verbirgt sich ein allgemeiner “orientierter”
Transformationssatz der linearen Algebra. Ein elementarer Beweis wird gegeben.

Es gelte:
—) 1<meN.
=) (f1, f2), (g1, g2) € ONS2(R™).
—) span{ fi, f2} = span{gi, g2}

DAl i) (el fo)m (ol o) (0]l fi),=1
Dann folgt fiir alle z,y € R™:

<Z|f1>m‘<y|f2>m—<z|f2>m‘<y|f1>m
:<Z|91>m‘<y|92>m—<z|92>m'<y|91>m'

Beweis. Aus (f1, f2), (g1, 92) € ONS2(R™) und span{fi, fa} = span{gi, g»} folgt
ohne viel Zutun, dass es o, § € [ — 7|7 [ mit

g1 =cosa- fi+sina- fo, go=cosfB-fi+sinf- fo,

geben muss. Die Orthogonalitétsbedingung ( g1 | g2 ),, = 0 liefert cos(a—3) = 0,
woraus wegen o — 3 € | — 27|2n[ die Aussage

a=pF+1+2)-7:2 fireinle{-2,-1,0,1},
liefert. Es ergibt sich
cosa = (—1)"sinB, sina = (—1)'cosp,
und somit
g1 =(=D)""sing- fi+ (=1)cos - fa, g2=cosB-fr+sins- fo

Hieraus ergibt sich via Voraussetzung

L=(gi [ i)y (ol fo)ym—Colfo)y (olfi),
= (=) sin® B — (=1)'cos? B = (—1)',

so dass
gr=sinf-fi—cosf-fa, ga=cosf-fi+sinf- fo
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Fir u,v € R™ gilt

(2191 )y lg2 )y — (219200 (ulo),
=(z|sinf-fi—cosf-fo), - (y|cosB-fit+sinf-fa),
—(z[cosB-fi+sinB-fa), - (y|sinf-fi—cosB-fa),

= z|sinB-fi),—(zlcosB f2),) ((y|cosB-fi),+(y|sns-f2),)
—((zlcosB-fi), +(z][sinB-f2),) (ylsinp-fi),—(y|cosB-fo),)
= (2| fi)m (¥l f1 ), (sinfcosf — cosBsin )
+{(z| fi),, - (yl| fa),, - (sinBsinf + cosfcos )
+(z | fo ) (Yl i), (—cosBcosB —sinfBsinf)
+{(z | f2)p (Yl f2),  (—cosfBsinB+sinfcos )
= (2] i) (Y| f2 ), - (sin? B4 cos® B)
+ (2| fa ) (Yl i)y (=cos® B —sin? )
= (2| i) (Yl 2 ) =2l 2 ) (Y] f1 -

Vorliegender Satz ist dhnlich wie der soeben Bewiesene zu verifizieren.

Es gelte:
—=) 1<meN.
=) (1, f2), (g1, 92) € ONS2(R™).
—) span{ fi, fo} = span{g1, g2 }.

DA i) (Gl fo)m—(nlfo)y (gl fi),=-1
Dann folgt fiir alle x,y € R™:

(2 i)yl 2 ) =2 2 ) (Y L i)
:—(<Z|91>m‘<y\g2>m—<2\g2>m'<fl/|91>m )
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Wesentlich einfacher - mit demnach verzichtbaren Beweis - gelingt der Nachweis
des folgenden Satzes.

Es gelte:
—) 1<meN.
—) z,y,u,w € R™

Dann folgt:

a) (z|u)y, (ylw), —(zlw), (ylu),
=—((zlw), (ylu), —(zlu), (ylw), )

p) (zlu)y, (ylw), —{(zlw), -(ylu),
=—((ylu)y (zlw), —(ylw), (z]u), )

) (zfu)y, -(ylw), = (z]w), - (ylu),
=(ylw)y-(zlu)y, =(ylu)y, - (z]w),.
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KLT: (u, w)Drehimpulsdichte I(u,w).
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w).
Anderungsrate von (I(u,w))*c.

Ersterstellung: 21/12/13 Letzte Anderung: 04/02/15

In der Literatur sind “Drehimpuls” und “Drehmoment” dreidimensioale GrifSen,
die Teilchen im Raum zugeordnet werden. Im vorliegenden Essay wird ein an-
derer Zugang verfolgt, indem koordinatenweise Versionen von “Drehimpuls” und
“Drehmoment” fiir s Freiheitsgrade dargestellt werden. Die Spezialisierung auf
dreidimensioale Situationen erfolgt spdter.

I(u,w) ist die (u, w)Drehimpulsdichte
genau dann, wenn gilt
I(u,w) = (xu), - (Plw), = (x[w), - (P[u),.
M(u,w) ist die (u, w)Drehmomentdichte
genau dann, wenn gilt

Mu,w) = (v [u), - (Plw), = (v]w) - (Plu),
H{xfu) - (Klw), —(x[w) - (K|u),.

Bemerkung. I(u,w) und M(u,w) hingen von L und von D ab. Also gibt es
keine Drehimpulsdichte und keine Drehmomentdichte “an sich” . Jede Lagrange-
Funktion L und jede Menge D generieren eigene, von L und von D (und von
u,w) abhéngende (u,w)Drehimpulsdichten und (u,w)Drehmomentdichten.
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Mt einfachen mengetheoretischen und analytischen Methoden sind die folgenden
Aussagen leicht zu beweisen. Deswegen wir auf einen Beweis verzichtet.

a) I(u,w),M(u,w) Funktion.
b) domI(u,w) =D <& domMu,w)=D <& u,weR"

c) domI(u,w)=0 < domM(u,w)=0
& (ug RV (w ¢ R,
d) ranI(u,w),ranM(u,w) C R.
e) I(u,w)(t,z,v)
=(z|u), - (Pt,z,v) |w),—(x|w), - (P(t,z,v) | u),.
£) M(u,w)(t,z,v)

= (v|u)8-(P(t,:L‘,v)|w>8—<v|w>s-<P(t,m,v)|u>8
F(wfu), (Kt zv) |w),—(zw), - (Kt z,0) | u),

Bemerkung. Sind v und P auf D linear abhéngig, so folgt fiir alle u, w € R?,

(vlu), - (Plw),~{v|w),-(Plu),=0 aufD,

und M nimmt die vertrautere Form

all.

Mu,w) = (x|u), - (Kt,z,v)|w), —(x|w), (K, z,v)|u),,
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Die Erkenntinisse von #256 erlauben es ohne Weiteres den verzichtbaren Nach-
weis der folgenden drei Sdtze zu fiihren.

a) I(u,w) = —I(w,u).

b) M(u,w) = —M(w,u).

Es gelte:

=) {f1, f2}, {91, 92} € ONS2(R*).

—) span{f1, fo} = span{g1,g2}.

D (g i) (gl f)s—(nll) (gl )=1
Dann folgt:

a) I(f1, f2) = I(g1, 92)-

b) M(flaf?) = M(gl7g2)‘

Es gelte:

=) {1, f2}, {91, 92} € ONS2(R").

—) span{fi, fo} = span{gi, g}

= (gl fi)g (gl f2)y—(nllf)-(g]i)=-1
Dann folgt:

a) I(f1, f2) = —I(g1, 92)-

b) M(fi, f2) = —M(91,92)-
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Mit einfachem, verzichtbarem Beweis wird die Anderungsrate von (I(u,w))*c -
hier sind u,w € R® und c ist eine D-Kurve - ermittelt. Das Resultat wird ohne
Weiteres auf Lisungen q von (ELG) spezialisiert. Eine Untersuchung der Ande-
rungsrate von M(u,w) eribrigt sich wegen der nicht garantierten Differenzierbar-
keit von M(u, w).

a) Aus “cist D-Kurve” und “domc = J” und “u,w € R*” folgt
I(u,w)*c € C*(J : R), M(u,w)*c € C(J:R)
und

(I(u, w)*c)® = M(u, w)*c
+(clu)g - ((Bage) |w), = (clw), - ((Aage) [u),.

b) Aus “q 16st (ELG)” und “domq = J” und “u,w € R*” folgt
I(u,w)*q € C'(J: R), M(u,w)*q € C(J:R)

und
(I(u7 w>*Q). = M(u> w)*Q-

Bemerkung. Falls ¢ Losung von (ELG) ist und falls u,w € R dann ist via b)
die Anderungsrate der mit ¢ transportierten (u,w)Drehimpulsdichte gleich der
mit ¢ transportierten (u,w)Drehmomentdichte.

Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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Mengenlehre: E-Schnitt von z. (E & ).
Einschrankung von z auf E. ... (z | E).
Tkt -

FEuUVerschiebung von z. (E U .).
ENVerschiebung von z. ...z(EN.).

Ersterstellung: 30/11/13 Letzte Anderung: 19/05/14

258-1. Es werden hier x-Schnitte von y vorgestellt. Die Begriffsbildung zielt
auf “Funktionen mehrer Verénderlicher” ab, bei denen “gewisse Variable des
Definitions-Bereichs fest gehalten werden” und “andere Variable des Definitions-
Bereichs variiert werden” . Die genaueren Zusammenhénge, insbesondere beim
Umgang mit Funktionen aus "U, n € N, werden spater erlautert. Nunmehrige
Definition liefert gelegentlich Ungewohnliches. So gilt fiir n < m € NNdom f und
f Funktion das geordnete Paar (m, f(m)) im n-Schnitt von f enthalten.

258-1(Definition)

1) (E s )
=258.0(E, z) ={(A,p) : (ECA) A ((A\p) € 2)}
={w: B2 (ECOA((2P) €x)A(w=(2P))}
2) “€ ist E-Schnitt von z” genau dann, wenn

C=(FEqx).
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258-2. In der Aufwirmrunde fiir den Umgang mit (F s x) wird Erwartetes
prasentiert.

258-2(Satz)
a) (E g x) ist E-Schnitt von x.

b) Aus “C, D ist E-Schnitt von x” folgt “€C =27

Beweis 258-2 a)
Aus “(F gy ) = (F & x)”

folgt via 258-1(Def): (E g x) ist E-Schnitt von x.
b) VS gleich ¢,® ist E-Schnitt von x.
1.1: Aus VS gleich “€... ist E-Schnitt von x...”

folgt via 258-1(Def): C=(F g x).
1.2: Aus VS gleich “...... ® ist E-Schnitt von z”

folgt via 258-1(Def): D= (FE s 7).

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: c=2.
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258-3. Nun geht es um das “Element-Sein” im E-Schnitt von x.

258-3(Satz)
a) Aus “p e (E g )7 folgt “3Q, 0 : (ECQUA(p=(Q,P) €x)”.

)

b) “(p,q) € (E & x)” genau dann, wenn “E C p”und “(p,q) € x”.

Beweis 258-3

{A ) : (ECAA((\p) €x)} 258-1(Def)

a) VS gleich p € (E g ).
1: Via 258-1(Def) gilt: (Esvx)={(A\u):(ECA)A((Nu) e}
2: Aus VS gleich “p € (F g x)” und

aus 1

folgt: pEe{(A ) (ECA)A(Ap) € )}
3: Aus2“pe {(\p): (ECAA((N\pu)ex)}”

folgt via 258-1(Def): AP (ECOAN((QP)ex)A(p=(Q,)).
4: Aus 3

folgt: AP (ECOOA(p=(2,D) € z).
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Beweis 258-3 b) VS gleich (p,q) € (E s ).
1.1: Aus VS gleich “(p,q) € (E &y 2)”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € (F & )"
folgt via des bereits bewiesenen a):

Q0,0 : (ECQ)A((p,q) = (2,P) € z).

2.1: Aus 1.2%...(p,q) = (Q,®) € x”

folgt: (p,q) € x

2.2: Aus 1.2“...(p,q) = (,®)...” und
aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP: p = .

3: Aus 2.2“p=Q7 und
aus 1.2“...E CQ...7

folgt: ECp
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Beweis 258-3 b) VS gleich (ECp)A((p,q) € x).
1.1: Aus VS gleich “...(p,q) € z...”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “...(p,q) € z”
folgt: 30,0 (Q=p) A (P =gq).

1.3: Via 258-1(Def) gilt:
(Egwx)={w: (3P (ECOA((Q2,P) €x)A(w=(Q2P)))}.

2.1: Aus VS gleich “E Cp...” und
aus 1.2“...Q=p...7

folgt: ECQ.
2.2: Aus1.2¢... (Q=p) A (P=¢q)”

folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (p,q).
3.1: Aus 2.2

folgt: (p,q) = (Q, ®).

3.2: Aus 2.24(92,®) = (p,q)” und
aus VS gleich “...(p,q) € x”
folgt: (Q,P) € x.

4: Aus1.243Q,®...7,
aus 2.1“E C Q7
aus 3.2“(Q,®) € x”
aus 3.1“(p,q) = (2,®)” und
aus 1.1“(p, q) Menge”

folgt: (p,q) €E{w: (3P (ECUOA(Q,P) €x)A(w=(2,9)))}.
5: Aus4“(p,q) €{w: (I, P: (ECOOA((Q,P) ex) AN (w=(Q,P)))}” und

aus 1.3

folgt: (p.q) € (B sv 7).

]
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258-4. Nach umstindlichen Vorbereitungen kann nun der E-Schnitt von x ge-
nauer unter die Lupe genommen werden.

258-4(Satz)
a) (Fez)Cu.
b) dom (£ ¢, z) C dom .
c) ran (F g z) Cranz.

d) (E s x) Relation.
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Beweis 258-4 a)

a € (E o ).
1: Aus Themal“a € (E 4 2)”
folgt via 258-3: 3,0 :a=(Q,P) € x.
2: Aus 1
folgt: o€ x.
Ergo Themal: Va: (a € (E g 7)) = (a € x).
Konsequenz via 0-2(Def): (E &) Cx.
bc)
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (E o) Cx.
2.0): Aus 1“(E sy x) Ca”
folgt via 7-10: dom (F ¢ x) C domz.
2.¢): Aus1“(F g z) Ca”
folgt via 7-10: ran (£ ¢, ) Cranz.
d)
@€ (B o ).
Aus Themal.1“a € (F 4 x)”
folgt via 258-3: A, P a = (2,P).
Ergo Themal.1: Va:(a € (Egx))=(30,:a=(Q,9)).
Konsequenz via 10-3: (E s =) Relation.

[]
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258-5. Hier wird das “Element-Sein” in dom (E ¢, x),ran (E g x) diskutiert.

258-5(Satz)

a) “pe€dom (F g z)”genau dann, wenn “E Cp € domzx”.
b) Aus “p €ran (E g x)” folgt “3IQ: (ECQ)A((Q,p) €x)”.

c) Aus “E Cp”und “(p,q) € z” folgt “q € ran (F & x)”.

Beweis 258-5 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “p € dom (E ¢, x)”

folgt via 7-7:

2: Aus 1“...(p,Q) € (F & )7
folgt via 258-3:

3.1: Aus?2

folgt:

3.2: Aus2“...(p,Q) €x”

folgt via 7-5:

a) VS gleich

1: Aus VS gleich “...p € domz”
folgt via 7-7:

2: Aus VS gleich “F Cp...”,
aus 1“...(p,Q) € z”
folgt via 258-3:

3: Aus 2“(p,Q) € (E o )"
folgt via 7-5:

p € dom (E g ).

AQ: (p, Q) € (F & ).

(ECSp)A(p,Q) € ).

ECp

p € domzx

E Cpedomz.

Q0 (p, Q) € .

(P, Q) € (E o ).

p € dom (E g ).
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Beweis 258-5 b) VS gleich p€ran (E & ).
1: Aus VS gleich “p € ran (E ¢ x)”
folgt via 7-7: A0 (Q,p) € (F & 2).
2: Aus 1“...(Qp) € (F o x)”
folgt via 258-3: (ECQ)A((Q2,p) €x).
3: Aus 1“3Q...7 und
aus 2
folgt: A0 (ECQ)A((Q,p) € x).
c) VS gleich (ECp)A((p,q) € x).

1: Aus VS gleich “EF Cp...”,
aus VS gleich “...(p,q) € x”
folgt via 258-3: (p,q) € (E & 7).

2: Aus 1“(p,q) € (F & )7
folgt via 7-5: g €ran (E & 7).

O
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258-6. Der E-Schnitt einer Funktion ist eine Funktion.

258-6(Satz)

Aus “f Funktion” folgt “(E ¢ f) Funktion”.

Beweis 258-6
1: Via 258-4 gilt: (Fsw f)Cf.

2: Aus 1“(F & f) C f” und
aus —) “ f Funktion”

folgt via 18-36: (E & f) Funktion.

]



Mengenlehre #258 67

258-7. Es gilt (E ¢, ) [y] C z[y] und demnach z(p) C (F ¢ ) (p).

258-7(Satz)
a) (E g 2)yl Calyl.

b) z(p) C (F & ) (p).

Beweis 258-7 a)

1: Via 258-4 gilt: (E o) Cx.
2: Aus 14(E gy z) Ca”
folgt via 8-9: (E & ) [y] C zly].
b)
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (F & x) [{p}] € z[{p}].
2: Aus 19(E o x) [{p}] € «[{p}]”
folgt via 17-6: z(p) C (E & ) (p).
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258-8. Fiir alle y C dom (E ¢, z) gilt (E ¢ ) [y] = z]y].

258-8(Satz)

Aus “y Cdom (F & x)” folgt “(E & ) [y] = z[y]”.

Beweis 258-8 VS gleich y C dom (E ¢ ).
o € zly].
2: Aus Themal.l“«a € z[y]”
folgt via 8-T7: A (Qey) A((Q ) € x).

3: Aus2“...Q€y...” und
aus VS gleich “...y Cdom (£ ¢ x)”
folgt via 0-4: Q€ dom (F ¢ ).

4: Aus 3“Q edom (E 4 x)”
folgt via 258-4: ECQ.

5: Aus4“E C Q7
aus 2“...(Q,a) € x”
folgt via 258-3: (Q,a) € (F s ).

6: Aus 5“(,a) € (F g x)” und
aus 2“...Q€ey...”

folgt via 8-8: a€ (E g x)ly]
Ergo Themal.1: Va: (a € zy]) = (e € (F & ) [y]).
Konsequenz via 0-2(Def): Al] “2ly] C(F & ) [y]”
1.2: Via 258-7 gilt: (E & ) [y] C zly].

2: Aus 1.2(F o 2) [y] C z[y]” und
aus A1 gleich “zly] C (E & z) [y]”
folgt via GleichheitsAxiom: (E & ) [y]

z[y].
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258-9. Hier wird der Zusammenhang zwischen (F g, z) (p) und z(p) diskutiert.

258-9(Satz)
a) Aus “p €dom (E ¢, x)” folgt “(E & ) (p) = x(p)”.

b) Aus “p ¢ dom (E ¢, z)”und “p € domz”
Jolgt “(E s ) (p) # z(p)”.
c) Aus “p ¢ domz”
folgt “(F sy x) (p) =U"und “(E & ) (p) = z(p)”.
d) Aus “(E & ) (p) = x(p)” folgt “(p € dom (E & z)) V (p ¢ domz)”.

e) Aus “(F & x)(p) # x(p)”
folgt “(E sy ) (p) =U"und “p ¢ dom (E ¢ )”
und “p € domz”.

Beweis 258-9 a) VS gleich p € dom (E g ).

1: Aus VS gleich “...p €dom (F ¢ z)”

folgt via 1-8: {p} Cdom (E ¢, z).
2: Aus 1“{p} Cdom (F 4 x)”

folgt via 258-8: (E o ) [{p}] = z[{p}].

17—1(Def) 17—1(Def)

3: (Ewa)(p) = NE«o){p)EN2{py) =" ).
4: Aus 3

folgt: (E sv ) (p) = 2(p).
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Beweis 258-9 b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p ¢ dom (E ¢, ). ..

folgt via 17-4:

1.2: Aus VS gleich “...p € domz”
folgt via 17-5:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

c) VS gleich

1: Via 258-4 gilt:

2: Aus 1“dom (E ¢ ) Cdomzx” und

aus VS gleich “...p ¢ domzx”
folgt via 0-4:

3.1: Aus 2“p ¢ dom (F g z)”
folgt via 17-4:

3.2: Aus VS gleich “...p ¢ domz”
folgt via 17-4:

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:

Mengenlehre #258

(p ¢ dom (E ¢, x)) A (p € domz).

(B o ) (p) =U.

z(p) #U.

(E s ) (p) # z(p).

p ¢ dom (F g x).

dom (£ ¢ x) C domx.

p ¢ dom (F g, x).

(B s ) (p) =U.
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Beweis 258-9 d) VS gleich

1: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

71

(B o z) (p) = 2(p)-
(p €dom (E ¢ x))V (p ¢ dom (E ¢ 7).

Aus 1.1.Fall“p e dom (F 4 z)”

p € dom (F & ).

folgt via 17-4:

folgt: (p €dom (E g x)) V (p ¢ domx).
p ¢ dom (E & ).

2: Aus 1.2.Fall“p ¢ dom (E & x)”

(E s x)(p)=U.

3: Aus VS gleich “(F 4 ) (p)
aus 2“(E gy x) (p) =U"
folgt:

4: Aus 3“z(p)=U"
folgt via 17-4:

5: Aus 4

folgt: (p edom (E g x)) V (p ¢ domz).

z(p) =U.

p ¢ domz.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(p € dom (E ¢ x)) V (p ¢ domz).
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Beweis 258-9 e) VS gleich

1:
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(B sv 7) (p) # 2(p)-

Es gilt: (pedom (E ¢ )V (p ¢ dom (E 4 x)).
’Fallunterscheidung‘
p e dom (B y 2).

Ex falso quodlibet folgt:

2: Aus 1.1.Fall“p € dom (F & z)”
folgt via des bereits bewiesenen a): (E o ) (p) = z(p).

3: Esgilt 24(F & ) (p) = z(p)” .
Es gilt VS gleich “...(F ¢ ) (p) # x(p)” .

(E sv ) (p) =

U) A (p ¢ dom (E s, z)) A (p € domz).

folgt via 17-4:

folgt:

4: Aus 3“z(p) #U”
folgt via 17-5:

5: Aus2“(E v z)(p)=U",

aus 4“p € domz”

2: Aus 1.2.Fall“p ¢ dom (F ¢ z)”

3: Aus2“(E s ) (p) =U” und
aus VS gleich “(F ¢ z) (p) # x(p)”

aus 1.2.Fall“p ¢ dom (F & x)” und

fOlth ((E sV 1’) (p) =

p ¢ dom (E & x).

(s z)(p)=U.

U) A (p ¢ dom (E s z)) A (p € domz).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

((E s 2) (p)

=U)N(p ¢ dom (E s z)) A (p € domz).

]
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258-10. Spat aber doch wird fiir die Einschrdnkung von x auf E ein eigenes

Symbol eingefiihrt.

258-10(Definition)

(x| E)=2n(ExU).
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258-11. Hier wird beinahe Selbstverstandliches iiber (z | E), grofitenteils via ES
fest gestellt.

258-11(Satz)

a) (x| E) FEinschrinkung von x auf E.

b) dom (z | E) = FNdomux.

c) ran (z | E) = x[FE].

d) (x| E) Relation.

e) Aus “x Funktion” folgt “(x | E) Funktion”.

£) Aus “p €dom (x| E)”
folgt “(z | E) (p) = x(p)”und “p € domz”
und “(z | E)(p),z(p) Menge”.

g) Aus “p ¢ domz” folgt “(x | E)(p)=x(p)=U".

h) Aus “p € (domz)\ E”

folgt “(z | E) (p) # x(p)” und *“(x | E)(p) =U"
und “z(p) Menge” .

i) Aus “pe E” folgt “(x | E)(p) =z(p)”.
j) Aus “p € E\dom (z | E)” folgt “(x | E)(p) =x(p) =U".
k) Aus “p € E\domz” folgt “(z | E)(p) =z(p)=U".

Beweis 258-15 a)
Aus 258-10(Def)“(x | E) =z N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (x | F) Einschrankung von x auf E.

b)

1: Aus 258-10(Def)“(z | E) =2z N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (x | E) Einschrankung von x auf E.

2: Aus 1“(z | F) Einschriankung von z auf E”
folgt via 15-6: dom (z | £) = ENdomzx.
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Beweis 258-11 ¢)

1: Aus 258-10(Def)“(z | E) =2z N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (x | E) Einschrankung von x auf E.
2: Aus 1“(z | F) Einschrankung von = auf E”
folgt via 15-6: ran (z | E) = z[E].
d)
1: Aus 258-10(Def)“(z | E) =N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (z | E) Einschrankung von z auf E.
2: Aus 1“(z | F) Einschrankung von z auf £
folgt via 15-3: (z | E) Relation.
e) VS gleich x Funktion.
1: Aus 258-10(Def)“(z | E) =2z N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (x | E) Einschrdnkung von x auf E.
2: Aus 1“(z | £) Einschrankung von = auf £” und
aus VS gleich “z Funktion”
folgt via 18-47: (z | E) Funktion.
f) VS gleich p € dom (z | E).
1: Aus 258-10(Def)“(z | E) =2 N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (x | E) Einschrdnkung von x auf E.
2: Aus 1“(z | F) Einschrankung von z auf £” und
aus VS gleich “p € dom (x | E)”
folgt via ES:
(x| E)(p) =x(p)) AN(pedomz) A ((z | E)(p), z(p) Menge).
g) VS gleich p ¢ domzx.
1: Aus 258-10(Def)“(z | E) =z N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (z | £') Einschrankung von x auf F.
2: Aus 1“(z | F) Einschrankung von z auf E” und

aus VS gleich “p ¢ domz”
folgt via ES: (x| E)(p) =x(p) =U.
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Beweis 258-11 h) VS gleich p € (domz) \ E.

1: Aus 258-10(Def)“(z | E) =2z N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (x | E) Einschrankung von x auf E.

2: Aus 1“(z | F) Einschrankung von = auf £ und
aus VS gleich “p € (domz) \ E”
folgt via ES:

((z | E)(p) # z(p)) A ((z | E) (p) = U) A (x(p) Menge).

i) VS gleich pe€E.

1: Aus 258-10(Def)“(z | E) =2z N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (x | E) Einschrdnkung von x auf E.

2: Aus 1“(z | £) Einschrankung von = auf £” und
aus VS gleich “p e E”
folgt via ES: (x | E)(p) = x(p)-

j) VS gleich p € E\dom (z | E).

1: Aus 258-10(Def)“(z | E) =2z N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (x | E) Einschrédnkung von x auf E.

2: Aus 1“(z | F) Einschrankung von z auf £” und
aus VS gleich “p € £\ dom (xz | E)”
folgt via ES: (x| E)(p) =xz(p) =U.

k) VS gleich p € E\ domuz.

1: Aus 258-10(Def)“(z | E) =2 N (E xU)”
folgt via 15-1(Def): (x | E) Einschrankung von x auf E.

2: Aus 1“(z | £) Einschrankung von = auf £” und
aus VS gleich “p € E'\ domz”
folgt via ES: (x| E)(p)==x(p) =U.
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258-12. Falls f eine Funktion ist, dann nimmt das “ Element-Sein” in ran (z g, f)
spezielle Form an.

258-12(Satz)

a) Aus “f Funktion”und “p € ran (x & f)”
folgt “3Q: (x C Q € dom f) A (p = F(Q))”.

b) Aus “f Funktion”und “x C p € dom f”
folgt “(p, f(p)) € (x s f) und “f(p) Eran (f & z)”.
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Beweis 258-12 a) VS gleich (f Funktion) A (p € ran (z & f)).

1: Aus VS gleich “...p€ran (z 4 f)”
folgt via 7-7: 30 (Q,p) € (x s f).

2: Aus 14...(Qp) € (x o f)7
folgt via 258-3: (z S A(Qp) € f)

3.1: Aus2“...(Q,p) e f”
folgt via 7-5: 2 € dom f.

3.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 2“...(Q,p) € f7
folgt via 18-20: p=f(Q).

4: Aus 1“dQ...7,
aus 2“x C Q...7,
aus 3.1“0 € dom f” und
aus 3.2“p = f(Q)”
folgt: I (x CQedom f)A(p= f(Q)).

b) VS gleich (f Funktion) A (x C p € dom f).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...p € dom f”
folgt via 18-22: (p, f(p)) € f.

2: Aus VS gleich “...2 Cp...” und
aus 1“(p, f(p)) € f”

folgt via 258-3: (0. f(p)) € (z sv [)

3: Aus 2“(p, f(p)) € (& )7

folgt via 7-5: f(p) €ran((z o f))




Mengenlehre #258

79

258-13. Nun soll 18.2(y,z) = {(A\,z(N)) : A € y} in etwas groBerer Ausfiihrlich-
keit diskutiert werden. Vorbereitend wird ein neuer Term - der bereits in #18 in
allgemeinerer Form erscheint - in die Essays eingebracht.

258-13(Definition)

Tae = {(\,z(N\)) : AN e U}.

{(\,z(N)) : A € y} 18-4(Def)
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258-14. Bei g handelt es sich unter anderem um eine Funktion. Die Beweis-
Reihenfolge ist a) -b) -c) -f) -g) -d) -e) -h) -1) - j):

258-14(Satz)

a) zaq Relation.

b) xae Funktion.

c) dom (zgy) = domz.

d) ran (zqe) = {z(\) : A € domx}.

e) Tpq:domz — {z(\): X\ €domua}.

£) wae(p) = z(p).

&) {an(N) A€y = {z(): A ey}

h) zae = {(\,z(N\)) : A € domx}.

1) zaely] = {z(N\) : X € y}.

D AN zae(V)) s A e yp = {(Az(N) : A ey}

{z(\) : X € domz} 18-1(Def)
{z(\) : X € y} 18-1(Def)
{(\,z(N)) : A € domz} 18-4(Def)
{(A\, z(N) : A € y} 18-4(Def)
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Beweis 258-14

{(A,z(N)) : A € y} 18-4(Def)

ab)

(@, 8). (@, 7) € Tpa.

2.1: Aus Themal.1“(«,f3)... € g und
aus 258-13(Def) “zae = {(\, z(N)) : A e U}
folgt via 18-6: B = z(a).

2.2: Aus Themal.1“...(q,7) € T’ und
aus 258-13(Def) “zqe = {(\,z(N)) : A e U}

folgt via 18-6: v = z().
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: B =n7.
Ergo Themal.1: Al “Va,B,v: (o, B), (,7) € ) = (B=7)”

1.a): Aus 258-13(Def) “za: = {(N\,z(\)) : A e U}
folgt via 18-17: ZTae Relation.

2.b): Aus 1.a)“xqe Relation” und

aus Al gleich “Va, 5,7 : ((o, 8), (o, ) € zae) = (B=7)"
folgt via 18-18(Def): Tae Funktion.
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Beweis 258-14 ¢)

Themal.1 a € dom (zq)-
2: Aus Themal.l“a € dom (zg)”
folgt via 7-7: A0 (o, Q) € -

3: Aus 2¢... (o, Q) € xp” und
aus 258-13(Def) “zae = {(\,2(N)) : A e U}

folgt via 18-6: a €U Ndomz.
4: Aus 2“aelUNdomz”
folgt via 2-2: a € domzx.
Ergo Themal.1: Va: (a € dom (z4¢)) = (o € dom ).
Konsequenz via 0-2(Def): A1l “dom (zpy) € doma”
Themal.?2 a € domz.
2: Via 2-17 gilt: U Ndomz = domx.

3: Aus Themal.2“«a € domz” und
aus 2“U Ndomzxz = domz”

folgt: a €U Ndomz.

4: Aus 3“aceUd Ndomz”
folgt via 18-7: (o, z(@)) € {(A,z(N)) : A eU}.

5: Aus 4 und
aus 258-13(Def) “xpe = {(\,z(N\)) : A e U}
folgt: (o, z()) € Tpe-

6: Aus 5 (a,z()) € Tae”
folgt via 7-5: a € dom (za).

Ergo Themal.2: Va: (o € domz) = (a € dom (za)).

Konsequenz via 0-2(Def): A2| “domx C dom (zf)”
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Beweis 258-14 ¢) ...

1.3: Aus A1 gleich “dom (zq:) € domz” und

f)

1:

7

aus A2 gleich “domz C dom (xg)
folgt via GleichheitsAxiom:

Es gilt:

Fallunterscheidung‘
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dom (zf) = dom x.

2.1: Via des bereits bewiesenen b) gilt:
2.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

3: Aus 1.1.Fall und
aus 2.2
folgt:

4: Aus 2.1“xq¢ Funktion” und
aus 3“p € dom (zgt)”
folgt via 18-22:

5: Aus 4“(p, zae(p)) € Tt ”
folgt via 258-13(Def):

folgt via 18-6:

p € dom .
Tae Funktion.

dom (xf) = dom .

p € dom ().

(p, e (P)) € Tt

(p, 2o (p)) € {(A,z(N)) : A € U}
6: Aus 5“(p, zac(p)) € {(N,z(N) : A eU}”
rae(p) = 2(p).

2.1: Aus 1.2.Fall“p ¢ doma”
folgt via 17-4:

2.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt:

3: Aus 1.2.Fall und
aus 2.2
folgt:

4: Aus 3“p ¢ dom () ”
folgt via 17-4:

5: Aus 2.1 und
aus 4
folgt:

p ¢ domz.

z(p) =U.

dom (zf) = dom x.

p ¢ dom ().

rac(p) = U.

Tkt (p) =z (10)

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

(p € domx) V (p ¢ dom ).

Tkt (p) = x(p)
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Beweis 258-14 g)
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2: Aus Themal.1“a € {zpc(N\) : A € y}”
folgt via 18-2: 30 : (o = () A (2 € y N dom ().

3: Via des bereits bewiesenen c) gilt: dom (xf¢) = dom x.
4: Aus 3

folgt: yNdomz =y Ndom ().
5: Aus 2“...Q € yNdom (za)” und

aus 4

folgt: Q2 eyndomuz.

6: Aus 5“QQ e yndomz”

folgt via 18-3:

7: Via des bereit bewiesenen f) gilt: Tae(Q) = ().

8: Aus 6 und
aus 8
folgt:

9: Aus 2“...a = zae(Q)...” und

aus 8
folgt:

a € {zae(A) 1 A € y}.

z(Q2) € {z(\) : A € y}.

Tae(Q) € {z(N) : X € y}.

a€e{z(N): A€y}

FErgo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € {zae(N) : A € y}) = (a € {z(N) : A € y}).

A “Azpe(N) s A €y} C{z(N) s A ey}
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Beweis 258-14 g) ...
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2: Aus Themal.2“a € {z(\): A € y}”

folgt via 18-2:

3: Via des bereits bewiesenen c) gilt: dom (xf¢) = dom x.
4: Aus 3

folgt: yNdomz =y Ndom ().
5: Aus 2“...Qe€yndoma” und

aus 4

folgt: Q€ yndom ().

6: Aus 5“Q € y Nndom (zg¢)”

folgt via 18-3:

7: Via des bereit bewiesenen f) gilt: Tae(Q) = ().

8: Aus 6 und
aus 8
folgt:

9: Aus 2“...a=2x(Q)...

aus 8
folgt:

ac{z(N): ey}

A0 (a=2z2(2) A (2 € yndomz).

zae(2) € {7ae(A) 1 A € y}

x(Q) € {zac(N) : X € y}.

7

und

a € {zae(N) 1 A € y}.

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € {zx(N): A €y}) = (a € {zae(N) : A € y}).

A2 “{x(N): A ey} CH{ape(N) : A €y}”

1.3: Aus A1 gleich “{zac(A) : A €y} C{z(N): A€ y}” und
aus A2 gleich “{z(\): X € y} C {zpc(N) : A € y}”
folgt via Gleichheits Axiom: {zac(N) : A€y} ={z(N\) : A € y}.
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Beweis 258-14 d)

1.1:

1.2:

2:

e)

1.1:

1.2:

1.3:

h)

i)

- Tkt =

Via des bereits bewiesenen b) gilt:

Via des bereits bewiesenen c) gilt:

Aus 1“zg: Funktion”
folgt via 18-31:

8-10

: Aus 3

folgt:

Via des bereits bewiesenen b) gilt:
Via des bereits bewiesenen c) gilt:
Via des bereits bewiesenen d) gilt:

: Aus 1.1%xq; Funktion”

aus 1.2“dom (zg¢) = domz” und
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Zaqe Funktion.

dom (zq¢) = dom z.

Taeldom x| = {zae(A) : A € domz}.

:ran (Tae) T =" Te[dom (zae)] = ae[dom 2] = {zae(N) : A € domz}

D £2(0) : A € domz}.
ran (zae) = {x(\) : A € domz}.
Taqe Funktion.

dom (zq¢) = dom z.

ran (zae) = {x(\) : A € domz}.

aus 1.3“ran (zq¢) = {z(\) : A € domzx}”

folgt via 21-2:

258—13(Def)

: Aus 1

folgt:

: Via des bereits bewiesenen b) gilt:

: Aus 1“xq¢ Funktion”

folgt via 18-31:

: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

: Aus 2 und

aus 3
folgt:

T - domax — {x(A\) : A € dom z}.

{zN):xelUd} =" {(\z(\): AeUUNndomz}

2T L\ z(N) : A € doma}.

Tae = {(\,z(N\)) : A € domx}.

Tae Funktion.

Tre[y] = {Tae(A) 1 X € y}.
{zac(AN) s A € yh ={x(N) : A ey}

Taely] = {x(N) : A € y}.



Mengenlehre #258

Beweis 258-14 j)
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2: Aus Themal.1“a € {(\, zac(N\)) : A € y}”

folgt via 18-5:

30 : (Oé = (Q,[L‘fkt<Q))) A (Q eyn dom (ZL’fkt)).
3.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: Tae(Q) = ().
3.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt: dom (xf¢) = dom x.

4.1: Aus 3.1%244(Q) = 2(Q2)”
folgt via Paar Axiom I: (Q, zae () = (Q,2(Q)).

4.2: Aus 2“...Q € yNdom (zq:)” und

aus 3.2
folgt:

5.1: Aus 2“. . .a=(Q,24:(Q))...” und

aus 4.1
folgt:

5.2: Aus4.2“Q eyndomz”

folgt via 18-7:

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt:

a € {(\, zac(N)) XN € y}.

Q€ yndomuz.

a=(Q,2(9)).

(Q,z(Q)) € {(\,z(N)) : A € y}.

ac{(Az(N): ey}

Ergo Themal. 1: Va: (a e {(\, zac(N) : A € y}) = (a e {(A\,z(N) : X € y}.

Konsequenz via 0-2(Def):

ALl AN zac(V) s A €y S{(Nz(N) s A eyt
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Beweis 258-14 j) ...

o € {(h (V) : A€ ).

2: Aus Themal.1“a € {(A\,z(\)): A€ y}”
folgt via 18-5: 30 : (a = (2,2(Q))) A (2 € yNdomx).

3.1: Via des bereits bewiesenen f) gilt: Tae(Q) = 2(2).

3.2: Via des bereits bewiesenen c) gilt: ~ dom (zg) = dom z.

4.1: Aus 3.1%xq4(Q2) = 2(Q)”
folgt via PaarAxiom I: (Q, 24 () = (Q, 2(Q)).

4.2: Aus2“...QeynNdomza” und
aus 3.2
folgt: Qe yndom ().

5.1: Aus2“...a=(Q,2(Q))...” und
aus 4.1
folgt: a = (Q,za:(Q)).

5.2: Aus 4.2¢Q € yNdom (z)”
folgt via 18-7: (Q, 2a(Q)) € {(\, zae(N)) = X € y}.

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: a e {(\ zae(N) X €yl

Ergo Themal.2: Va: (ae{(A\z(N\):Aey}) = (a e {(\ zac(N) : X € y}.

Konsequenz via 0-2(Def):  [A2] “{(\,z(N)) : A € y} CT{(\, zae(N)) : A € y}”

1.3: Aus A1 gleich “{(\, zac(N)) : A€y} C{(A\,z(N\)): A €y}” und
aus A2 gleich “{(A\,z(N\)) : A € y} C{(\, zac(N)) : A € y}”
folgt via GleichheitsAxiom:
{(Xzac(N) A e yh ={(Az(N) - A ey}

]
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258-15. Wie in #18 teilweise antizipiert gilt Vorliegendes:

258-15(Satz)

a) “xae = x” genau dann, wenn “x Funktion” .

b) Z/[fkt = ZO.

c) Aus “y C z” folgt “{x(N): A€y} C{z(A\): e z}”.

d) {z(N\): A ey} ={z(N):Aeyndomz}.

{z(\) : X € y} 18-1(Def)

Beweis 258-15 a) VS gleich
1: Via 258-14 gilt:

2: Aus 1 und
aus VS
folgt:

a) VS gleich

1: Aus VS gleich “z Funktion”
folgt via 18-54:

2: Via 258-14 gilt:

3: Aus 1 und
aus 2
folgt:

Tkt =— T.

Tae Funktion.

z Funktion.

x Funktion..

r={(\,z(\)): X €domuz}.
Tae = {(\,z(N\)) : A € domx}.

Ty = X
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Beweis 258-15 b)

1.1: Via 258-14 gilt:
1.2: Via 21-13 gilt:
2: Via 7-11 gilt:

3: Aus 1.1 und
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Use - domU — {U(N) : X € domU}.
zo: U — {0}.
domU =U.

aus 2
folgt: Une U = {UN) : X eU}.
a€U.
5.1: Aus Themad“a cU”
folgt via Element Axiom: a Menge.
5.2: Aus Themad“a €U’
folgt via 20-5: zoy(a) =0
6.1: Aus 5.1“a Menge”
folgt via 17-7: U(a) =0
6.2: Aus 5.2 und
aus 20-1(Def) “zo = zoy,”
folgt: zo(a) =0
7: Via 258-14 gilt: Une() = U()
8: Aus 7 und
aus 6.1
folgt: Unie(a) = 0.
9: Aus 8 und
aus 6.2
folgt: Une () = zo(av).
Ergo Thema4: Al] “Va: (a elU) = (Une(a) = zo(w))”

B5: Aus 3“Une 1 U — {UN) : AN €U},

aus 1.2“z0: U — U” und

aus Al gleich “Va: (o € U) = (Une(a) = zo(v))”

folgt via 21-12:

Z/{fkt = ZO.
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Beweis 258-15 ¢) VS gleich

a€{z(A): A ey}

2:

Aus Themal“a € {z(\) : A € y}”
folgt via 18-2: A0 (a=2z2(2) A (2 € yNndomz).

: Aus 2“...Q eyndoma”

folgt via 2-2: Q € y,domz.

: Aus 3“Q ey...” und

aus VS gleich “y C 27
folgt via 0-4: Qe z.

: Aus 44Q € 2”7 und

aus 3“QQ € ...domz”

folgt via 2-2: Qe zNndomuz.
: Aus 5“QQ € zNdoma”

folgt via 18-3: z(Q) € {z(N) : X € z}.
cAus 2¢..a=2(Q)...7 und

aus 6

folgt: a€ {x(N): ez}

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (ae{z(A\):Aey}) = (ae{zx(N):Xez}
{zx(N) : X ey} C{z(N) : X € 2z}
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Beweis 258-15 d)

1.1: Via 2-7 gilt:
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yNdomz C y.

folgt via 18-2:

KGN

folgt:

5: Aus 4“Q € (yNdo
folgt via 18-3:

6: Aus 5 und

folgt:

2: Aus Themal.2“a € {z(\) : A € yNdoma}”

3: (yNdomz)Ndomz "= (domz) N (y Ndomx)
= (domz)N((domz)Ny)

4: Aus 2“...Q€yndomz” und
aus 3“(y Ndomz) Ndomz =y Ndomzx”

aus 2“...a=xz(Q)...

a€{x(N):Aey}.

A0 (a=2(2)) A (Q € yNndomz).

KG

229 (dom z)Ny “=" yNdom x.

2 € (yndomzx)Ndomz.
mzx) Ndomza”
z(Q2) € {z(\) : A € yNndomuz}.

2

ae{z(A): Aeyndomz}.

Ergo Themal.?2:
Vo (a €

Konsequenz via 0-2(Def):

{z(A\) : A ey}) = (e € {z(N\) : A e yndomz}).

Al “fx(N) A ey} C{x(N): A eyndoma}”

2: Aus1.1“yNdomz Cy”

folgt via des bereits bewiesenen c):

3: Aus A1 gleich “{x(\): X €
aus 2“{xz(\) : A € y N dom

{z(A) : xeyndomz} C{z(\): X €y}

y} C{zx(N): A €eyndomz}” und
z} C{ax(\): A ey}”

folgt via Gleichheits Axiom:

{z(N): A ey} ={z()\) : A € yNndomuz}.
[
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258-16. Gelegentlich ist nicht xgq sondern (zg: | y) von besonderem Interesse.

258-16(Satz)

a) (v | B) Funktion.

b) dom (24 | E) = E N domaz.

c) ran (zae | E) = {z(N\): X € E}.

d) (zae | E) : ENdoma — {z(\): A € E}.
e) (zae | E) ={(N\,z(N): A€ E}.

f) Aus “pe€ ENndomz”
folgt “(zae | E) (p) = x(p) "und “(zne | E) (p), z(p) Menge”.

g) Aus “p ¢ domzx” folgt “(zae | E) (p) =x(p) =U".

h) Aus “p € (domz)\ y”

Jolgt “(zqe | E) (p) # x(p) " und “(zae | E) (p) =U”
und “z(p) Menge” .

i) Aus “pey” folgt “(zaq | E) (p) = z(p)”.

j) Aus “p€y\domz” folgt “(zae | E) (p) =z(p) =U".

{z(\) : A € E} 18-1(Def)
{(\z(\) : A € E} 18-4(Def)

Beweis 258-16 a)

1: Via 258-14 gilt: Tae Funktion.
2: Aus 1“zg; Funktion”

folgt via 258-11: (zfe | E) Funktion.

b)

1: Via 258-11 gilt: dom (za¢ | E) = E Ndom ().
2: Via 258-14 gilt: dom (zf) = dom x.
3: Aus 1 und

aus 2

folgt: dom (zae | E) = ENdomuz.
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Beweis 258-16 c¢)

1:

2:

d)

1.1:

1.2:

1.3:

e)

1.1:

1.2:

: Via 258-14 gilt:

Via 258-11 gilt:
Via 258-14 gilt:

: Aus 2“xq¢ Funktion”

folgt via 18-31:

: Aus 1 und

aus 3
folgt:

: Via 258-14 gilt:

: Aus 4.1 und

aus 4.2
folgt:

Via des bereits bewiesenen a) gilt:
Via des bereits bewiesenen b) gilt:
Via des bereits bewiesenen c) gilt:

: Aus 1.1%(zpq | £) Funktion” |
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ran ((L‘fkt LE) = QTfkt[E].

Tae Funktion.

Ifkt[E] = {l‘fkt()\) A€ E}

ran (zae | E) = {zae(N) : A € E}.
{I‘fkt()\) A E E} = {$()\) A E E}

ran (zae | £) = {x(\) : A € E}.

(zfe | E) Funktion.
dom (za¢ | E) = ENdomz.
ran (zae | E) = {z(\) : A € E}.

aus 1.2“dom (zg | F) = ENdomz” und
aus 1.3“ran (za¢ | E) ={z(\) : A€ E}”

folgt via 21-2:

Via 258-14 gilt:

Via 258-11 gilt:

: Aus 1.1%xq¢ Funktion” und

(e | E) : ENdoma — {z(\) : A € E}.

Zaqe Funktion.

(zfe | £) Einschrankung von xgq auf E.

aus 1.2 (zgq | £) Einschrénkung von xgq auf £

folgt via 18-47:

: Aus 2 und

aus 3
folgt:

(zac | E) = {(\ 2ne(V) : A € B,

{0\ zeN) A€ B} = {(\,z()\) : \ € E}.

(zac | E) = {(\2(\) : A € E}.
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Beweis 258-16 f) VS gleich p € ENdomzx.
1: Via des bereits bewiesenen b) gilt: dom (zg¢ | E) = ENdomzx.
2: Aus VS und

aus 1
folgt: p € dom (zqe | E).

3: Aus 2“p € dom (zq: | E)”
folgt via 258-11:
(00 L ) (5) = 0e(8)) A (e | E) (5), ne(p) Menge).

4: Via 258-14 gilt: Tae(p) = z(p).
5: Aus 3 und

aus 4

folgt: ((zae | E) (p) = () A (8 | E) (p), 2(p) Menge).

g) VS gleich p ¢ domz.

1: Via 258-14 gilt: dom (zf¢) = dom x.
2: Aus VS und

aus 1

folgt: p ¢ dom (zge)-
3: Aus 2“p ¢ dom (zq)”

folgt via 258-11: (zae | E) (p) = zae(p) =U.
4: Via 258-14 gilt: Tae(p) = x(p).
5: Aus 3 und

aus 4

folgt: (o | E) (p) = x(p) =U.
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Beweis 258-16 h) VS gleich

1:

2:

Via 258-14 gilt:

Aus VS und
aus 1
folgt:

: Aus 2“p € (dom (zqq)) \ E7

folgt via 258-11:
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p € (domz) \ E.

dom (zq) = dom z.

p e (dom (xfkt)) \ E.

((zae | E) (0) # 2ae(p) A (e | E) (p) =U) A (2e(p) Menge).

: Via 258-14 gilt:

: Aus 3 und

aus 4

Q3fkt(p) = x(p)

folgt: (o | B) (p) # 2(p)) A (2 | E) (p) =U) A (2(p) Menge).

i) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p € E”
folgt via 258-11:

: Via 258-14 gilt:

: Aus 1 und

aus 2
folgt:

j) VS gleich

1:

2:

Via 258-14 gilt:

Aus VS und
aus 1
folgt:

: Aus 2“p € E \ dom (z¢)”

folgt via 258-11:

: Via 258-14 gilt:

: Aus 3 und

aus 5
folgt:

pe k.

p € E'\ domz.

dom (xf¢) = dom x.

p € E\ dom (zq).

(7 | E) (p) = vae(p) = U.

Tkt (p) = x(p)
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258-17. Gelegentlich ist die Frage ob (x s, y) leer oder nicht leer ist von Bedeu-
tung.

258-17(Satz)

Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:
i) (7 y)=0.
ii) Va: (a € domy) = (v € «).
iii) Va: (e €domy) = (3Q: (Q e x) A (Q ¢ a)).

Beweis 258-17 VS gleich (7 o y) = 0.
1: Es gilt: (32 : (z € Q edomy) V (Va: (o € domy) = (x € a)).

’ wiFallunterscheidung ‘

1.1.Fall IQ: (z C Q€ domy).
2: Aus 1.1.Fall“...Q € domy”
folgt via 7-7: 30 (Q,®) € y.

3: Aus1.1.Fall“...z CQ...” und
aus 2“...(Q,®) e y”

folgt via 258-3: (Q,9) € (x sy ).
4: Aus3“(Q,®) € (x oy y)”
folgt via 0-20: 0# (T s y)

5: Esgilt 4“0# (x sv y)” .
Es gilt VS gleich “(x s, y) =07
Ex falso quodlibet folgt: Va: (e € domy) = (x € ).

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:
Va: (a € domy) = (x € «).
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VS gleich “Va : (o € domy) = (z € a)”

Beweis 258-17
1: Aus Themal und
aus VS
folgt:

2: Aus 1“az Z B”
folgt via 0-5:

B € domy.

x < B.

30 (Qex)A(QeB).

Ergo Themal:

VB : (B edomy)= (IQ: (Qex)A(Q¢&Pp)).

Konsequenz: Va: (o €domy) = (3Q: (L e x)A (2 ¢ a)).
VS gleich Va: (a €domy) = (3Q: (Qez)A(Q¢ a)).
B € dom (z &y y).

folgt via 258-5:

aus VS
folgt:

folgt via 0-5:

5: Esgilt 4“z € 57 .
Esgilt 2“2 C p3...7.

2: Aus Themal.1“f € dom (x & y)”

3: Aus 2“...5 €domy”

4: Aus 3“...(Qex)AN (2 ¢ B)”

Ex falso quodlibet folgt:

x C B € domy.

und

30 (Qer)A(Q ¢ B).

x LS.

f ¢ dom (z & y).

FErgo Themal.1:

Konsequenz via 0-19:

1.2: Via 258-4 gilt:

VB : (B €dom (z & y)) = (B ¢ dom (z & y)).
A1l “dom (z &y y) =07

(z sv y) Relation.

2: Aus 1.2“(z & y) Relation” und
aus Al gleich “dom (z & y) =0"

folgt via 92-5:

(7 svy) =
0
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258-18. Vorliegendes ist im Umfeld von “(z & y) =
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0” angesiedelt.

258-18(Satz)

a) Aus “x Unmenge” folgt “(x v y) =07.

b) Aus “0# (v & y)” folgt “x Menge”.

Beweis 258-28 a) VS gleich

x Unmenge.

2: Aus Themal“«a € (z & y)”

3: Aus2“...2CQ...”7 und
aus VS gleich “2 Unmenge”
folgt via 0-7:

4: Aus2“...(Q,®) ey”
folgt via 9-15:

5: Es gilt 3“Q Unmenge” .
Es gilt 4 Menge” .
Ex falso quodlibet folgt:

folgt via 258-3: 30,0 (z CUY A (a=(Q,P) €y).

a € (r g y).

2 Unmenge.

2 Menge.

ad (rgy).

Ergo Themal: Va:(a€(xsy)) = (@ ¢ (s y)).

Konsequenz via 0-19:

b)

(7 svy) =

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (z Unmenge) = ((z & y) = 0).

2: Aus 1
folgt:

(07 (2 sv y)) = (¢ Menge).
O
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258-19. Nun wird (z & y) fiir ¢ = 0 oder x = U oder y = 0 oder y = U
untersucht.

258-19(Satz)

a) Ogy)=ynNUxU).
c) (£ 0)=0.

d) (Q?SVU): |:gj | > < U.
sse
e) “(x s U)=0"genau dann, wenn “[x | -) =07
genau dann, wenn “x Unmenge” .

sse
£) “0# (x oy U)” genau dann, wenn “0# [z | -)”
genau dann, wenn “x Menge” .

g) (0 0) =

h) (0. U)=UxU
i) (U & 0)=0.

D ULU)=0




Mengenlehre #258 101

Beweis 258-19

a)
a € (04 y)
2: Aus Themal“a € (04 y)”
folgt via 258-3: 30,0 : (o= (2,P) € y).
3: Aus 2¢...(Q,®) e y”
folgt via 9-15: 2, ® Menge.
4: Aus 3“0, ® Menge”
folgt via 6-8: (Q,0) el x U.
5: Aus2“...a=(Q,®)...” und
aus 4
folgt: aeldxU.
6: Aus2“... ... €y” und
aus 5“aeU xU”
folgt via 2-2: acynUxU).
Ergo Themall.l: Va:(a€e (0gy) = (aeyn (U xU)).

Konsequenz via 0-2(Def): A “Ogy) CSyn(UxU)”
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Beweis 258-19 a) ...

aeynUxU).
2: Aus Themal.2“a € ynN (U xXU)”
folgt via 2-2: acyUxU.
3: Aus 2“a e ... U xU”
folgt via 6-8: 30,0 : o = (2, D).
4.1: Aus3“...a=(Q,P)” und
aus 2“a €y...”
folgt: (Q,P) € y.
4.2: Via 0-18 gilt: 0CQ.

5: Aus 4.2“0C Q7 und
aus 4.1“(Q,®) e y”

folgt via 258-3: (Q,®) € (04 y)-
6: Aus 3“...a = (2,9)” und
aus o
folgt: a€ (04 y).
Ergo Themal.2: Va:(aeynNnUxU)= (a€ (0 y)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “yNnUXxU)C(0sy)”

1.3: Aus A1 gleich “(0 4 y) CyN (U xU)” und
aus A2 gleich “yN (U XxU) C (0 y)”

folgt via GleichheitsAxiom: Osvy)=ynNUxU).
b)
Aus OU Axiom “U Unmenge”
folgt via 258-18: U y) =
c)
1: Via 258-4 gilt: (z & 0) C 0.

2: Aus 1“(z 4 0) C07
folgt via 0-18: (x v 0) = 0.
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Beweis 258-19 d)

a € (v g U).
2: Aus Themal.l1“«a € (x &y U)”
folgt via 258-3: I, (x CYA(a=(Q2,Q) €U)).

3: Aus 2¢...(Q,®) e U”
folgt via 9-15: 2, ® Menge.

4.1: Aus 3“Q)... Menge” und
aus 2“...x CQ...”7
folgt via 61-4: x sse 2.

4.2: Aus 3“...P Menge”

folgt via 0-22: del.
5: Aus4.1“xsse 27 e
folgt via 41-25: Qelz | ).

sse

6: Aus5“Q € [z | -)” und

aus 4.2“® e U”
folgt via 6-6:

7: Aus 2“. . a=(Q,P)...”7 und

aus 6
folgt:

sse

(Q,8) e[z | ) xU.

sse

a€ [z | ) xU.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Ya :

sse

(e (xelU) = (e [z | ) xU).

sse

M| “(z o U) C Lo | ) xU”
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Beweis 258-194d) ...

sse
a€ x| )xU.

sse

2: Aus Themal.2“a € [z | ) xU”
folgt via 6-5:
0,0 (Qe [z | IN(PeU)N(a=(2,D)).

3.1: Aus2“..Q€e [z | -)...7
folgt via 41-5: x sse 2.

3.2: Aus2“...declU...”
folgt via 0-22: ® Menge.

4: Aus 3.1“x sse 27
folgt via 61-4: (© Menge) A (z C Q).

5: Aus 4“) Menge...” und
aus 3.2“® Menge”
folgt via PaarAxiom I: (Q, @) Menge.

6: Aus 5“ (€2, ®) Menge”
folgt via 0-22: (Q, Q) e U.

7: Aus4“...2 C Q7 und
aus 6“(,P) eU”

folgt via 258-3: (Q,®) € (z o U).
8: Aus2“...a=(Q,9)” und
aus 7
folgt: a€ (v U).
Ergo Themal.2: Va:(a€ [z | ) xU)= (a€ (o U)).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “[o | yXUC (x s U)”

1.3: Aus Al gleich “(z 5o U) C [z | ) xU” und

aus A2 gleich “[x | Yy XU C (z s U)”
folgt via GleichheitsAxiom: (xswU)= [z | ) xU.
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Beweis 258-19 e) VS gleich

1: Via des bereits bewiesenen d) gilt:
2: Aus VS und
aus 1
folgt:
sse
3: Aus 2“[z | -y xU =07

folgt via 6-13:
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(x v U) = 0.

sse

(xsyU)= [z | -) xU.

sse

[z | ) xU =0.

sse

([z | ) =0V U=0).

4: Via 0-18 gilt: 0#U.
5: Aus 3 und
aus 4
sse
folgt: [z | -)=0.
sse
e) VS gleich [z | )=0.
1: Es gilt: (x Menge) V (z Unmenge).
’ wiFallunterscheidung
© Menge.
2: Via 0-6 gilt: x Cux.
3: Aus 1.1.Fall“xz Menge” und
aus 2“x C x”
folgt via 61-4: z €[z | ).
4: Aus3“z e[z | -)”7
folgt via 0-20: 0# [z | ).

sse
5: Esgilt 4“0# [z | ).

sse

Ex falso quodlibet folgt.

Es gilt VS gleich “[z | -) =07.

x Unmenge.

’Ende wiF allunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:

e) VS gleich

Aus VS gleich “2 Unmenge”
folgt via 258-18:

x Unmenge.

x Unmenge.

(x v U) = 0.
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Beweis 258-19 f)

1: Via des bereits bewiesenen e) gilt:
sse

(xswU)=0)< ([z | -) =0) < (xr Unmenge).

2: Aus 1 e
folgt: 0# (xsU)) <= (0# [z | -)) & (x Menge).
g)
| 0 0) 20N xu)*270.
2: Aus 1
folgt: (0 s 0) = 0.
h)
| Ol Z2UnUxU)* 2 uxu
2: Aus 1
folgt: O U)=UXxU.
i)
Via des bereits bewiesenen b) gilt: (U s 0) =0.
3)
Via des bereits bewiesenen b) gilt: U U)=0.
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258-20. Das Auftreten von “U x U” in 258-19 a) hat in Bezug auf Relationen
(und Funktionen) zumindest vorliegende Konsequenzen.

258-20(Satz)

a) “(0 s y) =y" genau dann, wenn “y Relation”.

b) Aus “f Funktion” folgt “(0 & f)=[f".

Beweis 258-20 a) VS gleich 0 y)=y.
1: Via 258-19 gilt: Oswy)=yNUxU).
2: Aus VS und

aus 1

folgt: y=ynNUxU).
3: Aus2“y=ynN U xU)”

folgt via 158-1: yCUXU.
4: Aus3“yCUxU”

folgt via 10-1(Def): y Relation.

a) VS gleich y Relation.

1: Aus VS gleich “y Relation”

folgt via 10-1(Def): yCUXU.
2: Aus 1“y CUxU”

folgt via 158-1: yNUxU) =y.
3: Via 258-19 gilt: Osvy)=yNUXU).
4: Aus 2 und

aus 3

folgt: (0s y) =v.

b) VS gleich f Funktion.

1: Aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 18-18(Def): f Relation.

2: Aus 1“ f Relation”
folgt via des bereits bewiesenen a): Os f)=f.
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258-21. Nachdem durch etliche Vorbemerkungen der Weg zur Definition von
“x(E U.)” geebnet ist, wird dieser Weg nun - in Anbetracht des Umfangs dieses
Essays - ziigig beschritten.

258-21(Definition)

1) z(EU.)
=258.1(z,y) ={(\,p): (EUX ) €z}
={w:(3Q,d: ((FUQ,®) €cx)A(w=(2,P)))}.
2) “€ ist FUVerschiebung von z” genau dann, wenn

C=x(FU.).
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258-22. In der Aufwarmrunde fiir den Umgang mit x(EF U .) wird Erwartetes
prasentiert.

258-22(Satz)

a) x(EU.) ist EUVerschiebung von x.

b) Aus “C, D ist EUVerschiebung von x” folgt “€ =27,

Beweis 258-22 a)
Aus “z(FU.)=z(EU.)

folgt via 258-21(Def): z(E U.) ist EUVerschiebung von z.
b)
VS gleich ¢, % ist FUVerschiebung von z.
1.1: Aus VS gleich “€... ist FUVerschiebung von xz”

folgt via 258-21(Def): C=x(EU.).
1.2: Aus VS gleich “...9® ist EUVerschiebung von z”

folgt via 258-21(Def): D=x(EU.).

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: c=9.
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258-23. Nun geht es um das “Element-Sein” in der EUVerschiebung von x.

258-23(Satz)

a) Aus “pex(EU.)" folgt “3IQ, 0 : ((EUQ,®)ecaz)AN(p=(2,9))".

b) “(p,q) € x(EU.)” genau dann, wenn “(xUp,q) € z”.

Beweis 258-23

{\p): (EUM ) € x} 258-21(Def)

a) VS gleich pex(EU.).
1: Via 258-21(Def) gilt: r(EU.) ={(\p): (EUApn) €z}
2: Aus VS gleich “p e z(FU.)” und

aus 1

folgt: pe{(A\u): (EUXp) € x}.
3: Aus 2“pe{(\p): (FUNp) €a}”

folgt via 258-21(Def): 30,0 (EUQ,®)ex)A(p=(0,P)).
4: Aus 3

folgt: 30,0 (FUQ,®)ex)A(p=(2,P)).
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Beweis 258-23 b) VS gleich (p,q) € x(FU.).
1.1: Aus VS gleich “(p,q) € x(FU.)”
folgt via Element Axiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € z(EU.)”
folgt via des bereits bewiesenen a):

30,0 (FUQ,®) ex)A((pq) = (2,)).

2: Aus 1.2“...(p,q) = (2,P)” und
aus 1.1“(p,q) Menge”

folgt via IGP: p=QA(¢g=2).
3.1: Aus2“p=0Q...7

folgt: xrUp=FEUQ.
3.2: Aus2“...q=9”

folgt via PaarAxiom I: (EUQ,q) =(FUQ, ).
4.1: Aus3.1“zUp=FEUQ”

folgt via PaarAxiom I: (xUp,q) = (EUQ,q).
4.2: Aus1.2“. . (FUQ,®)€x...” und

aus 3.2

folgt: (EUQ,q) € x.

5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: (xUp,q) € x.
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Beweis 258-23 b) VS gleich (xUp,q) € x.
1.1: Aus VS gleich “(xUp,q) € x”
folgt via Element Axiom: (x Up,q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(xUp,q) € x”
folgt: 30,0 : (Q=p) A (P =gq).

1.3: Via 258-21(Def) gilt:
r(EU.) ={w:(32,?: (EUQ,P)cx)A(w=(Q,9)))}

2.1: Aus1.2¢... (Q=p A (P=¢q)”

folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (p,q).
2.2: Aus 1.1“(xUp, q) Menge”

folgt via PaarAxiom I: x U p, q Menge.
2.3: Aus1.2¢..Q=p...7

folgt: EFEuQ=xUp.
3.1: Aus 2.1

folgt: (p.q) = (2, 9).
3.2: Aus 2.2z Up... Menge”

folgt via 213-3: p Menge.

3.3: Aus 2.3“FUQ =2Up” und
aus 1.2°... ¢ =q"”
folgt via PaarAxiom I: (EUQ,®) = (xUp,q).

4.1: Aus 3.2“p Menge” und
aus 2.2“...q Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p, q) Menge.

4.2: Aus 3.3“(FUQ,®) = (zUp,q)” und
aus VS gleich “(zUp,q) € x”
folgt: (EUQ, ) € x.
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Beweis 258-23 b) VS gleich (xUp,q) € x.

5: Aus 1.2, ®...7,
aus 4.2“(EUQ,®) € z”
aus 3.1“(p,q) = (2, ®)” und
aus 4.1“(p, q) Menge”

folgt:
(p,q) €{w: (3D ((FUQP)cx)A (w=(2,9)))}.
6: Aus 5 und
aus 1.3
folgt: (p,q) € x(EFU.).
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258-24. Vorliegender Satz zielt auf das “Element-Sein” in dom (z(£ U .)) und in
ran (z(E' U .)) ab.

258-24(Satz)

a) “pedom(z(EU.))"genau dann, wenn “EUp € domzx”.
b) Aus “p €ran(z(EU.))" folgt “IQ: (EUQ,p) € x”.

c) Aus “(EUp,q) € x” folgt “(p € dom (x(EU.))A(q € ran (z(EU.)))”.
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Beweis 258-24 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “p € dom (z(EU.)”
folgt via 7-7:

2: Aus 1“...(p,Q) € x(FU.)”
folgt via 258-23:

3: Aus 2“(EUp,Q) e x”
folgt via 7-5:

a) VS gleich

1: Aus VS gleich “EUp € domzx”
folgt via 7-7:

2: Aus 1¢.. . (EUp, Q) ex”
folgt via 258-23:

3: Aus 2“(p, Q) e x(EU.)”
folgt via 7-5:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “p €ran(z(EU.))”
folgt via 7-7:

2: Aus 1“...(Qp) €x(FU.)”
folgt via 258-23:

3: Aus 1“3Q...”7 und
aus 2“(EUQ,p) € x”
folgt:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “(EUp,q) € z”
folgt via 258-23:

2: Aus 1“(p,q) e x(FU.)"
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p € dom (z(E U.)).

30 (p,Q) e x(EU.).

(EUp,Q) € x.

EUpedomz.

EUp e domuz.

30 : (FUp,Q) € z.

(p, Q) € x(EU.).

p € dom (z(E U.)).

p €ran(z(EU.)).

Q0 (Q,p) €x(EU.).

(EUQ,p) € x.

A0 (EUQ,p) € x.

(EUp,q) € z.

(p,q) € x(EU.).

folgt via 7-5: (p € dom (z(E'U.))) A (g €ran(z(E U.))).

]
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258-25. z(E'U.) ist eine Relation. Auch werden dom (z(E'U.)) und ran (z(EU.))
diskutiert.

258-25(Satz)

a) E U, dom (z(FU.)) C domuz.
b) ran(z(EFU.)) Cranz.

c) x(F U.) Relation.

Beweis 258-25 a)

a € E'Ujydom (z(E U .)).

2: Aus Themal“wa € E Uiy, dom (z(EU.))”
folgt via 220-5:
3Q: (2 edom (z(EU.))) A (a=EUQ).

3: Aus 2¢...Qedom(z(EU.))...”

folgt via 258-24: EuUuQ e domz.
4: aus 2“...a=FUQ” und
aus 3
folgt: a € domz.
Ergo Themal: Va: (o € EUjdom (z(EUL))) = (o € domz).

Konsequenz via 0-2(Def): E Usy dom (z(E U .)) C domz.
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Beweis 258-25 b)

acran(z(EU.)).
2: Aus Themal“a € ran(z(EU.))”
folgt via 7-T7: 30 (Q,a) e x(EU.).
3: Aus 2¢...(Q,a) e x(EU.)”
folgt via 258-23: (EUQ,a) €x.
4: Aus 3“(EUQ,a) € z”
folgt via 7-5: a Eranz.
Ergo Themal: Va: (a€ran(z(EFU.))) = (o € ranx).
Konsequenz via 0-2(Def): ran (z(F U.)) Cranz.
c)
a€z(EU.).
Aus Themal“a € z(EU.)”
folgt via 258-23: 10, P a=(02,0).
Ergo Themal: Va:(aex(FU.)) = (I, d:a=(Q,)).
Konsequenz via 10-3: z(E U.) Relation.

O
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258-26. Ist f eine Funktion, so ist auch f(E U.) eine Funktion.

258-26(Satz)

Aus “f Funktion” folgt “f(E U.) Funktion”.

Beweis 258-26 VS gleich f Funktion.
1.1: Via 258-25 gilt: A1l] “f(E'U.) Relation”
(, ), (,7) € f(EU.).
2.1: Aus Themal.2“(«,f)... € f(EFU.)”
folgt via 258-23: (xUa,pB) € f.
2.2: Aus Themal.2“...(a,7) € f(EU.)”
folgt via 258-23: (xUa,y) € f.

3: Aus VS gleich “ f Funktion” ,
aus 2.1“(z U, B) € f”7 und
aus 2.2“(zUa,7) € f7
folgt via 18-18(Def): B=r.

Ergo Themal.2: A2| “Va,B,v: (o, B),(a,y) € fF(EU.)) = (B=7)"

1.3: Aus A1 gleich “ f(EU.) Relation” und

aus A2 gleich “Va, 8,7 : (o, 8), (a,7) € f(EU.)) = (B=7)"
folgt via 18-18(Def): f(E U.) Funktion.

[]
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258-27. Als Intermezzo wird “z U, {p} = {z U p}” bewiesen.

258-27(Satz)

x Uiy {p} = {z Up}.

Beweis 258-27

o € ¥ U {p}.

2: Aus Themal.1“a € x Ui, {p}”
folgt via 220-5: 30 (Qe{pH) A(a=2UQ).

3: Aus 2¢...Q e {p}...”
folgt via 1-6: Q=p.

4: Aus 3“Q =p” und
aus 2“...a=2UQ”
folgt: a=zUp.

Ergo Themal. 1: Va: (o €z Uiy {p}) = (e =2 Up).

Konsequenz via 1-10: Al “z U {p} C{zUp}”
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Beweis 258-27 ...

Themal.?2 a € {zxUp}.
2: Aus Themal.2“«a € {x Up}”
folgt via 1-6: (o =2 Up) A (zUp Menge).
3: Aus 2“...2xUp Menge”
folgt via 213-3: x,p Menge.
4: Aus 3“...p Menge”
folgt via 1-3: p € {p}.
5: Aus 3“z... Menge” und
aus 4“p € {p}”
folgt via 220-5: rUp € x Uiy, {p}.
6: Aus2“a=zUp...” und
aus 5
folgt: a € x Ui, {p}.
Ergo Themal.2: Va: (a e {xUp}) = (a € 2 Ui, {p}).
Konsequenz via 0-2(Def): A2 “fxUp} CaxUsp {p}”

1.3: Aus A1 gleich “x U, {p} C{zUp}” und
aus A2 gleich “{zUp} C x U, {p}”
folgt via GleichheitsAxiom: x Uiy {p} = {z Up}.

]
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258-28. Nun wird unter anderem eine Briicke von z(E U.) zu (£ ¢ ) und zu y
geschlagen.

258-28(Satz)

) “(p,q) € 2(EU.)” genau dann, wenn “(EUp,q) € (E o 7)” .
b) z(EU. )y = (E s ) [E Uiz y).
¢) z(EU.)[y] € 2[E Ui y].
D 2(EU)(p) = (E o z) (EUp).
(

e) x(EUp) Cz(EU.)(p).

Beweis 258-28 a) VS gleich (p,q) € x(EU.).
1: Aus VS gleich “(p,q) € x(FU.)”

folgt via 258-23: (EUp,q) € z.

2: Via 2-7 gilt: ECEUDp.

3: Aus2.2“F C EUp” und
aus 1“(EUp,q) € x”

folgt via 258-3: (EUp,q) € (E & ).

a) VS gleich (EUD,q) € (F & ).
1: Aus VS gleich “(EUp,q) € (E g x)”

folgt via 258-3: (EUp,q) € .

2: Aus 1“(EUp,q) € x”
folgt via 258-23: (p,q) € x(FU.).
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Beweis 258-28 b)
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folgt via 8-7:

folgt via 9-15:

folgt via 213-3:

folgt via 220-5:

folgt via 8-8:

2: Aus Themal.1“a € x(EFU.)[y]”

3: Aus 2¢...(Q,a) e x(EU.)”
folgt via des bereits bewiesenen a):

4: Aus 3“(EUQ,a) € (E g x)”

5: Aus 4“E U Menge”

6: Aus 5“F Menge” und
aus 2“...Q€ey...”

7: Aus 3“(EUQ,a) € (F g x)” und
aus 6“FUQ e FUsy”

a € x(E Uy

I (Qey) A((Qa) ex(EU.)).

(EUQ,a) € (F & ).

E UQ Menge.

E Menge.

EUQGEUlny

a € (FE g x) [F Uy y).

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € 2(EU)Y) = (a € (B o 2) [E U y)).

A “z(EU )y C(F o ) [E Usn y]”




Mengenlehre #258

Beweis 258-28 b)
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2: Aus Themal.2“«a € (E g ) [E Uiny]”
folgt via 8-T7: I (e EUny) A((Q,a) € (E & x)).

3: Aus2“...Q€ EUsy...7

folgt via 220-5:

4: Aus 3“..Q=EU®”
folgt via PaarAxiom I: (Q,a)=(EUd,a).

5: Aus 4 und

aus 2“...(Q ) € (F g x)”

folgt:

6: Aus5“(FU®,a) € (E g x)”
folgt via des bereits bewiesenen a): (P, a) e x(EU.).

7: Aus 6“(P,a) € z(FU.)" und
aus 3“...dey...”

folgt via 8-8:

a € (FE g ) [F Uy y).

3D (P ey)A(Q=EUD).

(EUD,a) € (F g ).

a € x(E Uy

Ergo Themal.?2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € (E ¢ ) [FUsny]) = (€ 2(EU)[y]).

A2| “(E gy x) [EUsy] Cz(EU.)[y]”

2: Aus Al gleich “z(E U .)[y] C(E & =) [E Ui y]” und
aus A2 gleich “(F & ) [F Ui y] Cx(EU.)[y]”
folgt via GleichheitsAxiom: z(EU.)[y| = (E ¢ x) [E Uip y).
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Beweis 258-28 ¢)

1:

2:

3:

d)

e)

: (Fewx)(EUD)

Via des bereits bewiesenen b) gilt:
Via 258-7 gilt:

Aus 1 und
aus 2
folgt:

: Via des bereits bewiesenen b) gilt:
: Via 258-27 gilt:

: Aus 1 und

aus 2
folgt:

17—-1(Def)

: Aus 4

folgt:

: Via 258-7 gilt:
: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

: Aus 1 und

aus 2
folgt:

w(EU.)[{p}] = (E

w(BU){pY = (B
N(E & ) {EUp} = Na(EU.)[{p}]

Mengenlehre #258

2(EU )] = (E o 2) [EUsn y].

(E sV [IZ’) [E Uin y] g Z’[E Uin y]

z(EU )y C z[E Ui, yl.

sv ) [ Usn {p}].

Ui, {p} = {E Up}.

v ) [{E U p}].

17—1(Def)
= T

(EU.)(p).

(Eswz)(EUp)=x(EU.)(p).

(EUp) C(E & x) (EUDp).
(E s z)(EUp)=ax(EU.)(p).

z(EUp) Cx(EU.)(p)
0
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258-29. Hier wird der Zusammenhang zwischen z(E U.)(p) und xz(E Up) disku-
tiert.

258-29(Satz)

a) Aus “EUp € domz”
folgt “x(E'U.)(p),z(EUp) Menge” und “xz(EU.)(p) =x(EUp)”.

b) Aus “EUp ¢ domz” folgt “z(EU.)(p)=x(EUp)=U".

c) x(EU.)(p)=z(EUp).
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Beweis 258-29 a) VS gleich EUp e domz.
1.1: Via 258-28 gilt: z(EU.){p}] = (E & x) [E Uin {p}].
o € By {7

2: Aus Themal.2“a € EU;, {p}”

folgt via 220-5: 3Q: (Qe{p}) Nla=EUQ).
3: Aus2“...Qe{p}...”

folgt via 1-6: Q=np.
4: Aus VS gleich “... FUp € domz” und

aus 3

folgt: EuUQ edomz.
5: Via 2-7 gilt: ECFEUQ.

1.3:

1.4:

6: Aus5“F C FUQ” und
aus 4“F U € domz”

folgt via 258-5: EUQ e dom (F g x).
7: Aus 2“...a=FUQ” und

aus 4

folgt: a € dom (F 4 x).
Ergo Themal.2: Va: (o € EUi, {p}) = (a € dom (E & 7).
Konsequenz via 0-2(Def): E Uiy {p} Cdom (£ & ).
Konsequenz via 258-8: Al| “(F o ) [E Usp {p}] = z[E Ui, {p}]”

17-1(Def) _
HEUp) = Na(BU){pH = N(E & o) [E Us {p}].

17—1(Def) -

w(Bup) = Nal{BUp}] = NalBUm{p}] = N (E o ) [BU{p})
: Aus 1.3%2(EU ) (p) =... = (E & x) [E Uiy {p}]” und

aus 1.4“z(EUp) =... = (F & ) [F Uin {p}]”

folgt: z(EU.)(p) =z(EUp).
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Beweis 258-29 b) VS gleich EUp ¢ domuz.
1.1: Via 258-24 gilt: (p edom(z(EFU.))) < (FUp € domz).
1.2: Aus VS gleich “... EUp ¢ doma”
folgt via 17-4: x(EUp)=U
2: Aus 1.1 und
aus VS gleich “FUp ¢ domz”
folgt: p ¢ dom (z(E U.)).
3: Aus 2“p ¢ dom (z(F U .))”
folgt via 17-4: z(EU.)(p) =U.
4: Aus 1.2 und
aus 4
folgt: z(EU.)(p) =z(EUp)
c)
1: Es gilt: (FUp€edomz)V (EUx ¢ domzx).

’Fallunterscheidung‘

Aus 1.1.Fall“FEUp € doma”
folgt via des bereits bewiesenen a):

FEUp € domz.

z(EU.)(p) =z(EUp).

Aus 1.2.Fall“EUp ¢ domz”

folgt via des bereits bewiesenen b):

EUp ¢ domuz.

z(EU.)(p) =z(EUp).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x(F U .)(p) = z(EUDp).

]



128 Mengenlehre #258

258-30. Nun wird Einiges iiber y(E£ U .) fiir Funktionen y ausgesagt.

258-30(Satz)

a) Aus “f PFunktion”und “p € f(EU.)”
folgt “IQ: (EUQ edomf)A(p=(Q,f(EUQ)))”.

b) Aus “f Funktion”und “(p,q) € f(EU.)”
folgt “E'Up € dom f"und “g= f(EUp)”.

c) Aus “f Funktion” und “EUp € dom f”
folgt “(p, f(EUP)) € f(EU.)".

Beweis 258-30 a) VS gleich (f Funktion) A (p € f(EU.)).

1: Aus VS gleich “...pe f(FU.)”
folgt via 258-23: 10,0 : (EUQ,®) e f)A(p=(Q,9)).

2.1: Aus 1“... (FUQ,®)e f...”
folgt via 7-5: EuUQ edomf.

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“... (FUQ,®)e f...”

folgt via 18-20: o= f(FUQ).
3: Aus 2“9 = f(FUQ)”

folgt via Paar Axiom I: (Q,0) = (Q, fF(EUQ)).
4: Aus 1“...p=(Q,®)” und

aus 3

folgt: p=(Q f(EUQ)).
5: Aus 143Q...7,

aus 2.1“F U € dom f7 und
aus 4“p = (Q, f(EUQ))”
folgt:
A (EUuQedom f)A(p=(Q, f(EUQ))).
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Beweis 258-30 b) VS gleich (f Funktion) A ((p,q) € f(EU.)).

1.1: Aus VS gleich “...(p,q) € f(EU.)”
folgt via Element Axiom:

1.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...(p,q) € f(EU.)”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(p, q) Menge.

10 (EUQ € dom f) A ((p.q) = (Q, F(EUQ))).

2: Aus 1.2“...(p,q) = (2, f(EUQ))” und
aus 1.1“(p,q) Menge”
folgt via IGP:

3.1: Aus2“p=0Q...”7 und
aus 1.2“. .. FUQ edomf...”

folgt:

3.2: Aus2“p=0Q...”7 und
aus 2“...q = f(EUQ)”

folgt:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “... FUp € dom f”
folgt via 18-22:

2: Aus 1“(EUp, f(EUp)) € [
folgt via 258-23:

(P=Q)N(g= f(EUQ)).

Eupedomf

q=f(EUp)

(f Funktion) A (EUp € dom f).

(EUp, f(EUp)) € [.

(p, f(EUD)) € f(EU.).
0
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258-31. Hier werden die Elemente von ran (f(E U .)), f Funktion, beschrieben.

258-31(Satz)

a) Aus “f Funktion”und “p € ran(f(EU.))”
folgt “3IQ: (EUQ edomf)A(p=f(EUQ))”.

b) Aus “f Funktion”und “E Up € dom f”
folgt “f(EUp)eran(f(EU.))”.
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Beweis 258-31 a) VS gleich

(f Funktion) A (p € ran (f(E U .))).

1:

Aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via 258-26: f(E U.) Funktion.
2: Aus 1“ f(EU.) Funktion” und
aus VS gleich “...p€ran(f(EU.))"
folgt via 18-24: AQ: (Qedom (f(EU.)))A(p=f(EU.)(Q)).
3.1: Aus2“...Q edom(f(FU.))...”
folgt via 258-24: EUQ edomf.
3.2: Via 258-29 gilt: f(EU.)(Q) = f(EUQ).
4: Aus 3.2 und
aus 2“...p= f(EU.)(Q)"
folgt: p=f(EUQ).
5: Aus 2¢dQ...7,
aus 3.1“F U € dom f”7 und
aus 4“p = f(EUQ)”
folgt: 0 (FUuQ edomf)A(p=f(EUQ)).
b) VS gleich (f Funktion) A (E'Up € dom f.
1.1: Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 258-26: f(E'U.) Funktion.
1.2: Aus VS gleich “...EUp &€ dom f”
folgt via 258-24: p €dom(f(EU.)).
2: Aus 1.1“ f(F U.) Funktion” und
aus 1.2“p €dom (f(F U.))”
folgt via 18-22: f(EU.)(p) eran(f(EU.)).
3: Via 258-29 gilt: f(EU.)(p) = f(EUD).
4: Aus 2 und
aus 3
folgt: f(EUp) eran(f(EFU.)).

]
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258-32. Nun gibt es ein Intermezzo iiber so selbstverstandlich erscheinende Aus-
sagen, dass es wundert, diese nicht bereits an fritherer Stelle bewiesen zu haben.

258-32(Satz)

a) “xU(y\z)=y"genau dann, wenn “x Cy”.

b) 04U XU.

Beweis 258-32 a) VS gleich zU(y\x)=uy.
1: Via 5-22 gilt: zU(y\z)=2Uy.
2: Aus 1

und aus VS
folgt: rUy=y.

3: Aus2“zUy=1y"
folgt via 2-10: x Cuy.

VS gleich x Cuy.

1: Aus VS gleich “z C y”

folgt via 2-10: rUy=uy.
2: Via 5-22 gilt: zU(y\z)=zUy.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: zU(y\x)=uy.
b)
1: Via 7-23 gilt: U x U Unmenge.

2: Aus 1“U x U Unmenge”
folgt via 0-17: 04U XU.

O
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258-33. Mitunter ist es niitzlich ein Kriterium fiir “2(F U.) = 0” zu haben.

258-33(Satz) Die Aussagen i), ii), iii) sind dquivalent:

i) z(FU.)=0.
ii) Va: (o € domz) = (E € «).
iii) Va: (e € domz) = (IQ: (Q € E) A (Q € a)).
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Beweis 258-33 VS gleich

1:
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z(EU.)=0.

Esgilt:  (3Q: (Qedomaz) A (ECQ))V (Va: (a€domz) = (E L a)).

wfFallunterscheidung ‘

1.1.Fall 30 : (2 € domz) A (E C Q).

2.1: Aus1.1.Fall“...Q edomx...”
folgt via 7-7:

2.2: Aus VS gleich “...E C Q”
folgt:

2.3: Aus VS gleich “...E CQ”
folgt via 258-32:

3: Aus 2.2¢... U =Q\ E” und
aus 2.3
folgt:

4: Aus3“FEUT =Q7

folgt via PaarAxiom I: (EUT,®)=(Q,).

5: Aus 4 und
aus 2.14...(Q,®) € x”
folgt:

6: Aus 5“(EUT, D) e z”
folgt via 258-23:

7: Aus 6“ (0, @) e x(EU.)”7

folgt via 0-20: 0#x(EU.).
8: Esgilt 7“0 #x(FU.)”.

Es gilt VS gleich “2(FU.)=0".

Ex falso quodlibet folgt: Va: (o € domz) = (E € a).

39 : (Q,P) € .
U=\ E.

EU(Q\E)=Q.

EUv=Q.

(EUT,®) € a.

(¥, @) e x(EU.).

Ende waallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

Va: (e €domz) = (E € «).
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Beweis 258-33 VS gleich Va: (o € domz) = (E € «).
Aus VS gleich “Va : (« € domz) = (E € a)”
folgt via 258-17: Va: (e €domz)= (3Q: (R € E)A(Q ¢ a)).
VS gleich Vo : (o € domz) = (3Q: (e E)A(Q ¢ a)).
1: Es gilt: (x(EU.)=0)V(0#£z(EU.)).
’ wiFallunterscheidung ‘
0#a(EU.).
2: Aus 1.1.Fall“0#«(FU.)
folgt via 0-20: AP : P ecx(FU.).
3: Aus2“...dex(FU.)”
folgt via 258-23: T (FUY,T) ex)A (P =(T,T)).
4: Aus3“...(FUTT)ex...”
folgt via 7-5: EUV¥ e domuz.
5: Aus 4 und
aus V3
folgt: IN:(NeE)AN Q¢ EUTD).
6: Aus5“...Qe E...”
folgt via 2-2: Qe FuUV.
7: Bsgilt 5. Q¢ EUD”.
Esgilt 6“Qe FEUT”.
Ex falso quodlibet folgt: z(EFU.)=0.
Ende wfFallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: z(FU.)=0.

O
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258-34. Falls E eine Unmenge ist, dann ist 2(E'U.) = 0.

258-34(Satz)

a) Aus “E Unmenge” folgt “z(EU.)=0".

b) Aus “0# z(EU.)” folgt “E Menge”.

Beweis 258-34 a) VS gleich E Unmenge.
a€x(EU.).
2: Aus Themal“a € z(EU.)”
folgt via 258-23: 30,0 : (EUQ, D) € x.

3: Aus2“...(EUQ,®) ex”
folgt via 9-15: E UQ Menge.

4: Aus 3“F US) Menge”
folgt via 213-3: E Menge.

5: Es gilt 4“FE Menge” .
Es gilt VS gleich “ E' Unmenge” .

Ex falso quodlibet folgt: aé¢x(EU.).
Ergo Themal: Va:(aex(FU.)) = (a¢x(EU.)).
Konsequenz via 0-19: r(EFU.)=0.
b)
1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: (E Unmenge) = (z(FU.) =0).
2: Aus 1
folgt: (0#z(EU.)) = (E Menge).

[]
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258-35. Hier wird z(E U .) fiir £ = 0 oder £ = U oder x = 0 oder z = U

untersucht.

258-35(Satz)

a) z(0U.)=znN U xU).
b) z(UU.)=0.
c) O(FU.)=0.

) 0(0U.) =0.
g) 0UU.)=0.
h) UOU.)=UXU.
i) UUU.) =0.

d) “‘UEU.)=UxXU"genau dann, wenn “E Menge”.

e) “U(FEU.)=0"genau dann, wenn “E Unmenge” .

{w: ENw =0} 258-53(Def)
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Beweis 258-55 a)
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2.1: Aus Themal.1“a € x(0U.)”
folgt via Element Axiom:

2.2: Aus Themal.1“a € x(0U.)”
folgt via 258-23:

30, ((0UQ, ) € 2) A (o = (2, D)).

3.1: Aus2.2“...a=(,®)” und
aus 2.1
folgt:

3.2: Via 2-17 gilt:

4.1: Aus 3.14(Q,®) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

4.2: Aus 3.2°0UQ=Q"
folgt via PaarAxiom I:

5.1: Aus 4.1“Q, & Menge”
folgt via 6-8:

5.2: Aus2.2¢...(0UQ,®) €x...” und
aus 4.2
folgt:

6.1: Aus2.2“. ..a=(2,9)” und
aus 5.1
folgt:

6.2: Aus2.2“. ..a=(,P)” und
aus 5.2
folgt:

7: Aus 6.2“a € x” und
aus 6.1aceclUU xU”
folgt via 2-2:

OUQ, ) = (Q, D).

(Q,0) el x U.

acznNUxU).

acz(0U.).

a Menge.

(Q, ®) Menge.
ouUQ=90Q.

Q, ® Menge.

(Q,P) € x.

acelU xU.

acx.
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Beweis 258-35 a) ...
Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):
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Va:(aez(0U.) = (acxzn U xU)).

Al “z(0U) CaznUXxU)”

folgt via 2-2:

3: Aus2“a...eU xU”
folgt via 6-5:

4.2: Via 2-17 gilt:

5: Aus 4.2“0UQ =Q7
folgt via PaarAxiom I:

6: Aus 5 und
aus 4.1
folgt:

7: Aus 6“(0UQ,®) € x”
folgt via 258-23:

8: Aus 3“..
aus 7
folgt:

2: Aus Themal.2“a€xnN(U xU)”

30,01 (2, € U) A (a = (Q,)).

4.1: Aus3“...a=(Q,P)” und
aus 2“a €x...”
folgt:

ca=(2,9)” und

acxnNUxU).

acx,UXU.

(Q,P) € x.
ouUQ=90Q.

OUQ, ) = (Q,B).

0UQ, ) € x.

(Q,®) cx(0U.).

acz(0U.).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(aexnN(UxU))= (acz(0U.)).

A2 “xn U xU)Cx(0U.)”

1.3: Aus A1 gleich “z(0U.) CanN U xU)” und
aus A2 gleich “zN U xU) Cx(0U.)”

folgt via Gleichheits Axiom:

zx(OU.)=znN U xU).
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Beweis 258-35 b)
Aus 0/ Axiom“U Unmenge”
folgt via 258-34:

c)

1.1: Via 258-25 gilt:
1.2: Via 258-25 gilt:

2: Aus 7-11%ran0 = 0” und
aus 1.1
folgt:

3: Aus 2“ran(0(FU.)) C 0”7
folgt via 0-18:

4: Aus 1.2“0(F' U.) Relation”

aus 3“ran (0(EU.)) =07
folgt via 92-5:

d) VS gleich

1: Es gilt:

’ wiFallunterscheidung

Mengenlehre #258

z(UU.)=0.

ran (O(F'U.)) Cran0.

0(F U.) Relation.

ran (O(EU.)) C0.

ran (0(E U .)) = 0.

und
0(FU.)=0.
UFEU.)=UXU.

(E Menge) V (E Unmenge).

folgt via 258-34:
3: Via 258-32 gilt:

4: Aus 2 und
aus 3
folgt:

2: Aus 1.1.Fall“FE Unmenge”

5: Esgilt 4“UEU.) AU XU .
Es gilt VS gleich “U(EU.)=UXU" .
Ex falso quodlibet folgt:

E Unmenge.

UEU.) =0.
0£UXU.

UFEU.)AUxXU.

E Menge.

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: E Menge.
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Beweis 258-35 d) VS gleich

1.1: Via 258-25 gilt:

2: Aus 1.1“U(F U.) Relation”
folgt via 10-1(Def):
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E Menge.

U(F U .) Relation.

M| “UEU)CUXU

Thema1.2]

2:

Aus Themal.2“a c U xU”

folgt via 6-8: 30, ® : (2, P Menge) A (a = (22, D)).

: Aus VS gleich “E Menge” und

aus 2“...€... Menge...”
folgt via 213-3:

: Aus 3“F U Menge” und

aus 2“...® Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 4“(EUQ, ®) Menge”

folgt via 0-22:

: Aus 5“(EUQ,®) elU”

folgt via 258-23:

: Aus 2“. . a=(Q,0)” und

aus 6
folgt:

acelU xU.

E U Q Menge.

(EUQ,P) Menge.

(EUQ,®)el.

(Q,®) e UEU.).

acU(EU.).

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(aeU xU)= (acU(EU.)).

A2| “UXUCUEU.)”

1.3: Aus Al gleich “U(EFU.) CU XxU” und
aus A2 gleich “U xU CU(FU.)”
folgt via Gleichheits Axiom:

UFEU.)=UXxXU.
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Beweis 258-35 e) VS gleich
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UEU.) =0.

1: Es gilt: (E Menge) V (F Unmenge).
’ wifFallunterscheidung ‘
E Menge.
2: Aus 1.1.Fall“FE Menge”
folgt via des bereits bewiesenen d): UEU.)=UXU.
3: Via 258-32 gilt: 04U XU.
4: Aus 3 und
aus 2
folgt: 0AUEU.).
5: Esgilt 5“0 £ U(EU.)".
Es gilt VS gleich “U(EU.)=0".
Ex falso quodlibet folgt: E Unmenge.
’Ende waallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: E Unmenge.
e) VS gleich E Unmenge.
Aus VS gleich “ E Unmenge”
folgt via 258-34: UEU.)=0.
)
Via des bereits bewiesenen c) gilt: 0(0uU.)=0.
g)
Via des bereits bewiesenen c) gilt. oUU.)=0.
h)

Aus OU Axiom“0 Menge”
folgt via des bereits bewiesenen d):
i)

Via des bereits bewiesenen b) gilt:

UOU.) =U xU.

UUU ) =
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258-36. z ist genau dann eine Relation, wenn x(0U.) = z gilt. Im Speziellen ist

f(OuU.) = f fiir jede Funktion f.

258-36(Satz)

a) “ax(0U.) =az”genau dann, wenn “x Relation”.

b) Aus “f Funktion” folgt “f(0U.) = f".

Beweis 258-36 a) VS gleich z(0U.) =x.
1: Via 258-35 gilt: z(OU.) =N U xU).
2: Aus VS und

aus 1

folgt: r=xNUXU).
3: Aus2“z=zxnNUxU)”

folgt via 10-3: x Relation.

a) VS gleich x Relation.

1: Aus VS gleich “x Relation”
folgt via 10-3: r=xzNUXU).
2: Via 258-35 gilt: z(0U.)=znN U xU).
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: z(0U.) = z.
b) VS gleich f Funktion.

1: Aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 18-18(Def): f Relation.

2: Aus 1“ f Relation”
folgt via des bereits bewiesenen a): fou.)=f.

]
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258-37. Da die EUVerschiebung von x mit einem eigenen Symbol versehen ist,
erscheint es sinnvoll, auch der bereits in #16 definierten ENVerschiebung von
x ein eigenes Symbol zu geben. Vorbereitend wird die entsprechende Definition

gegeben.

258-37(Definition)

z(ENn)={(\p:(EN\nu) €z}

{A\p): (ENAp) € xt 16-1(Def)
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258-38. Nun wird Erwartetes bewiesen.

258-38(Satz)

z(EN.) ist ENVerschiebung von .

Beweis 258-38

{\pn): (ENAp) € x} 16-1(Def)

1: Via 258-37(Def)
gilt: z(EN)={(\p:(EN\up) €z}

2: Aus 1“z(En.)={(\p): (ENXp) €x}”
folgt via 16-1(Def): z(E N.) ist ENVerschiebung von z.
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258-39. Hier werden einige Resultate {iber ENVerschiebungen von x, die aus
#16 bekannt sind, mit Hilfe des neuen Terms z(£ N .) formuliert.

258-39(Satz)

a) z(EN.) Relation.

b) Aus “pex(EN.)”
folgt “3Q, @ : (Q, & Menge) N ((ENQ,P)cx)N(p=(Q,P))”.

c) “(p,q) €x(EN.)”
genau dann, wenn “p Menge” und “(ENp,q) € x”.

d) dom(z(EN.)) ={w: ENw € domuz}.
e) ran(xz(EN.)) =z[P(E)].
) Aus “domz =P(y) " und “E C y” folgt “dom (z(EN.))=U".

g) Aus “domxz =P(y)”und “E Cy” folgt “x(EN.) Unmenge”.

{w: ENw € z} 16-1(Def)

Beweis 258-39 a)

1: Via 258-38 gilt: z(E N.) ist ENVerschiebung von z.
2: Aus 1“z(E N .) ist ENVerschiebung von x”

folgt via 16-5: z(E N.) Relation.

b) VS gleich pex(EN.).

1: Via 258-38 gilt: z(F N.) ist ENVerschiebung von x.

2: Aus VS gleich “p e z(EN.)” und
aus 1“z(E N.) ist ENVerschiebung von z”
folgt via 16-3: 3Q, P : (2,0 Menge) A ((ENQ,P) €x) A (p=(Q,)).

c) VS gleich (p,q) € x(EN.).
1: Via 258-38 gilt: z(E N.) ist ENVerschiebung von x.

2: Aus 1“x(E N.) ist ENVerschiebung von z” und
aus VS gleich “(p,q) € x(EN.)”
folgt via 16-4: (p Menge) A (ENp,q) € x).
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Beweis 258-39 c) VS gleich (p Menge) A ((E N p,q) € x).
1: Via 258-38 gilt: z(E N.) ist ENVerschiebung von .

2: Aus 1“z(E N .) ist ENVerschiebung von z” und
aus VS gleich “(p Menge) A ((ENp,q) € z)”

folgt via 16-4: (p,q) € x(EN.).
de)

1: Via 258-38 gilt: z(F N.) ist ENVerschiebung von x.

2.d): Aus 1“z(EN.) ist ENVerschiebung von z”
folgt via 16-5: dom (z(EN.)) ={w: ENw € domx}.

2.e): Aus 1“z(EN.) ist ENVerschiebung von z”
folgt via 16-5: ran (z(EN.)) = z[P(E)].
fg) VS gleich (domz =P(y)) A (E Cy).
1: Via 258-38 gilt: z(F N.) ist ENVerschiebung von x.

2.f): Aus 1“z(EN.) ist ENVerschiebung von z” und
aus VS gleich “(domz =P(y)) A (E Cy)”
folgt via 16-7: dom (z(EN.)) =U.

2.g): Aus 1“z(EN.) ist ENVerschiebung von z” und
aus VS gleich “(domz =P(y)) A (E Cy)”
folgt via 16-7: z(E N.) Unmenge.

]
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Tl Te2.
z (Fla.). € ist (Ela.)-partielle Relation von z.
{.} oxa.
z(EU.)(0) =x(E).
cp z. € cartesisches Produkt von z.
JAxiom.
x (E|p.|a.).

Ersterstellung: 30/11/13 Letzte Anderung: 28/05/14

259-1. Die in #258 vorgestellte E-partielle Relation von z wird im Folgenden
bevorzugt auf Klassen x mit domx C PB angewendet. Dabei spielen Klassen
E, deren Definitions-Bereich bis auf einen Punkt mit D iibereinstimmen eine
besondere Rolle. Zur Vorbereitung der Untersuchung von z(FU.) in diesen Féllen
werden die Klassen z¢; und z, in die Essays eingefiihrt.

259-1(Definition)

1) 2 = 269.0(z) = {(\, (z,\): A € U}
={w: (I :w=(Q(z,9))}
2) e =259.1(z) = {(\, (A, 2)): A € U}
={w: (32w = (2, (2,2)))}.
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259-2. Nun wird das “Element-Sein” in x.1, z.» thematisiert.
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259-2(Satz)

a)

b)
c)
d)

e)

)

g)
h)

Aus

Aus
Aus
Aus
Aus

Aus
Aus
Aus

“ 2
p € Tc1

folgt “x Menge” und “3Q : (2 Menge) A (p = (Q, (x,9Q)))”.

“(p,q) € xa1” folgt “x Menge” und “q = (x,p)”.
“(p,(q,1)) € 1" folgt “x Menge” und “q = x”und “r=p”.
“x,p Menge” folgt “(p,(xz,p)) € xa1”.

“ 2
p € T2

folgt “x Menge” und “3Q : (2 Menge) A (p = (Q, (2,z)))”.

“(p,q) € 27 folgt “x Menge” und “q = (p,z)”.
“(p,(q,1)) € 2" folgt “x Menge” und “q=p”und “r=x".

“x,p Menge” folgt “(p, (p,x)) € x”.
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Beweis 259-2 a) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “p € x”
folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “p € x”
folgt via 259-1(Def):

: Aus 1.2%...p=(Q,(2,))” und

aus 1.1
folgt:

: Aus 2¢(Q, (z,9Q)) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3“... (z,9) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.243Q...7,

aus 3“Q ... Menge” und
aus 1.2 ..p=(Q,(z,Q))”
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D€ Ta-

p Menge.

Q0 p = (9, (z,02)).

(Q, (z,9Q)) Menge.

Q, (z,2) Menge.

x Menge

folgt: 3Q : (Q Menge) A

(p = (2, (z,9)))
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Beweis 259-2 b) VS gleich (p,q) € Tc1.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € z”
folgt via ElementAxiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € ¢ ”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(z Menge) A (32 : (p,q) = (2, (z,12))).

2.1: Aus 1.2

folgt: x Menge

2.2: Aus 1.2%...(p,q) = (2, (z,92))” und
aus 1.1“(p,q) Menge”

folgt via IGP: (p=Q) A (q=(z,9)).
3: Aus 2.2“p=0Q...7

folgt via PaarAxiom I: (x,p) = (z,9Q).
4: Aus 3 und

aus 2.2“...q = (z,Q)”

folgt: q=(z,p)
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Beweis 259-2 c¢) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “(p, (¢,7)) € za”

1.2:

2.1:

2.2:

4.2:

folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “(p, (q,7)) € z1”
folgt via des bereits bewiesenen b):

Aus 1.2

folgt:

Aus 1.1%(p,(q,7)) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.2“...(¢q,r) = (z,p)” und

aus 2.2“(q,r) Menge”
folgt via IGP:

: Aus 3

folgt:

Aus 3
folgt:

Mengenlehre #259

(p7 (Q7 T)) € Te1-

(p, (¢,7)) Menge.

(x Menge) A ((q,7) = (x,p))-

x Menge

(q, ) Menge.
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Beweis 259-2 d) VS gleich

1.1:

1.2:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “x,p Menge”
folgt:

Aus VS gleich “x,p Menge”
folgt via PaarAxiom I:

tAus 1.1“...p=Q7

folgt via PaarAxiom I:

Aus VS gleich “...p Menge” und
aus 1.2“(z,p) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

Aus 1.1¢...p=Q7 und
aus 2“(z,p) = (z,Q)”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.143Q...7,

aus 3.2“(p, (z,p)) = (Q, (z,9Q))” und
aus 3.1“(p, (z,p)) Menge”
folgt via 259-1(Def):
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x,p Menge.

30 :p=Q.

(x,p) Menge.

(z,p) = (z,9).

(p, (z,p)) Menge.

(p, <$,p)) = (Q’ (xv Q))

(pa (:E7p)) € Lel-
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Beweis 259-2 e) VS gleich

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “p € x,”
folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “p € x,”
folgt via 259-1(Def):

:Aus 1.2 .p=(2,(Q,2))”

aus 1.1
folgt:

: Aus 2¢(Q, (22, z)) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3“...(Q,x) Menge”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.243Q...7,

aus 3“Q ... Menge” und
aus 1.2“...p=(Q,(Q,x))”

folgt:
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D € Te.

p Menge.

Q0 p=(92,(Q,2)).

und

(2, (92, z)) Menge.

Q, (2, ) Menge.

x Menge

30 1 (2 Menge) A (p = (2, (2, 2)))
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Beweis 259-2 f) VS gleich (p,q) € Tco.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € z”
folgt via ElementAxiom: (p, q) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(p,q) € z”
folgt via des bereits bewiesenen e):
(z Menge) A (32 : (p,q) = (2, (2, 2))).

2.1: Aus 1.2

folgt: x Menge

2.2: Aus 1.2%...(p,q) = (€, (,z))” und
aus 1.1“(p,q) Menge”

folgt via IGP: (p=Q) A (¢g= ().
3: Aus 2.2%p=0Q...7

folgt via PaarAxiom I: (p,z) = (2, z).
4: Aus 3 und

aus 2.2“...q = (Q,x)”

folgt: q=(p, )
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Beweis 259-2 g) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “(p, (¢,7)) € 22"

1.2:

2.1:

2.2:

4.2:

folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “(p, (q,7)) € 2"
folgt via des bereits bewiesenen f):

Aus 1.2

folgt:

Aus 1.1%(p,(q,7)) Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 1.2“...(¢q,r) = (p,x)” und

aus 2.2“(q,r) Menge”
folgt via IGP:

: Aus 3

folgt:

Aus 3
folgt:
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(p7 (Q7 T)) € Te2.

(p, (¢,7)) Menge.

(x Menge) A ((g,7) = (p, x))-

x Menge

(q, ) Menge.
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Beweis 259-2 h) VS gleich x,p Menge.

1.1: Aus VS gleich “x,p Menge”
folgt: dQ:p=Q.

1.2: Aus VS gleich “x,p Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p, z) Menge.

2: Aus1.1“...p=Q7
folgt via PaarAxiom I: (p,z) = (2, z).

3.1: Aus VS gleich “...p Menge” und
aus 1.2“(p, z) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (p, (p,z)) Menge.

3.2: Aus1.1“...p=Q7 und
aus 2“(p,x) = (Q,x)”
folgt via PaarAxiom I: (p, (p,x)) = (Q, (2, 2)).

4: Aus 1.14dQ...7
aus 3.2“(p, (p,z)) = (2, (Q,x))” und
aus 3.1“(p, (p,z)) Menge”
folgt via 259-1(Def): (p, (p,x)) € Tca.
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259-3. Hier werden Relations-Eigenschaften von x.y, z., untersucht.

259-3(Satz)
a) “domuxcg = U7 genau dann, wenn “x Menge” .
b) “domzxy = 07 genau dann, wenn “x Unmenge” .
c) ranzg = {x} xU.
d) “domze =U" genau dann, wenn “x Menge” .
e) “domxzo = 07 genau dann, wenn “x Unmenge” .
£) ranzo =U x {z}.
g) Zc,xc Relation.
h) x.,xe Funktion.

i) “xeq = 07 genau dann, wenn “xo =07
genau dann, wenn “x Unmenge” .

j) “0 # x” genau dann, wenn “0 # xo”
genau dann, wenn “x Menge” .

k) Aus “x,p Menge” folgt “x(p) = (x,p)” und “zo(p) = (p,x)”.

1) Aus “(x Unmenge) V (p Unmenge)”
folgt “xz(p) =U"und “x(p) =U".
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Beweis 259-3 a) VS gleich domzg =U.

1: Es gilt: (x Menge) V (z Unmenge).
’ wifFallunterscheidung ‘

x Unmenge.

2: Aus VS gleich “domx =U” und
aus 0-18“0 e 7

folgt: 0 € dom z;.
3: Aus 2“0 € domuxg”
folgt via 7-7: IQ:(0,9Q) € za.
4: Aus 3“...(0,Q) € z”
folgt via 259-2: x Menge.
’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x Menge.
a) VS gleich x Menge.

aeU.

2: Aus Themal“a e U”
folgt via Element Axiom: a Menge.

3: Aus VS gleich “x Menge” und
aus 2“a Menge”

folgt via 259-2: (a, (z,0)) € 1.
4: Aus 3“(a, (z,0)) € 21 ”
folgt via 7-5: o € dom z.
Ergo Themal: Va: (a eld) = (a € domzg).

Konsequenz via 0-19: domzy =U.
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Beweis 259-3 b) VS gleich
1: Es gilt:

’ wifFallunterscheidung ‘
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domz = 0.

(x Menge) V (z Unmenge).

2: Aus 1.1.Fall“xz Menge”

3: Aus 0-18“0 # U” und
aus VS gleich “domz =07
folgt:

4: Esgilt 3“domag AU .
Es gilt 2“domz =U" .
Ex falso quodlibet folgt:

folgt via des bereits bewiesenen a):

x Menge.

domzg =U.

domz #U.

x Unmenge.

’Ende wiFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: x Unmenge.

b) VS gleich

x Unmenge.

2: Aus Themal“a € domxg”
folgt via 7-7:

3: Aus 2¢.. . (o, Q) €z ”
folgt via 259-2:

4: Es gilt 3“2 Menge” .
Es gilt VS gleich “2 Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

o € dom z.

30 (o, Q) € 2.

x Menge.

a ¢ dom .

Ergo Themal:
Konsequenz via 0-19:

Va: (o € domzg) = (o ¢ domz).
domz = 0.
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Beweis 259-3 c)

161

2: Aus Themal.l1“«a € ranzg’

folgt via 7-7:

Q € ran T¢.

A0 (Q,a) € zg.

: Aus 2¢...(Q,a) € xaq”

folgt via ElementAxiom: (2, ) Menge.
: Aus 24, (Q, ) € xaq”

folgt via 259-2: (x Menge) A (o = (z,Q)).
: Aus 3.1%(€, a) Menge”

folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.
: Aus 3.2“z Menge...”

folgt via 1-3: x € {x}.
: Aus 4.1“0Q Menge”

folgt via 0-19: Qel.
: Aus 4.2%2 € {z}” und

aus 6“Q elU”

folgt via 6-6: (z,Q) e {z} xU.
: Aus 3.2 ..a=(z,Q)” und

aus 6

folgt: ac{z} xU.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (o €ranzg) = (a € {z} x U).

ALl “ranxzg C{z} xU”
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Beweis 259-3 ¢) ...

o € {z} xU.

2: Aus Themal.2“«a € {z} xU”
folgt via 6-5:
A0, P (Qe{z}) AN (P elU) N (a=(Q,D)).

3.1: Aus2“...Qe{z}...”
folgt via 1-6: 2 = x Menge.

3.2: Aus2“...delUd...”
folgt via Element Axiom: ® Menge.

4.1: Aus3.1“Q =x...7
folgt via PaarAxiom I: (Q, ) = (z, ).

4.2: Aus 3.1“...2 Menge” und
aus 3.2“ P Menge”

folgt via 259-2: (D, (z,P)) € 2.
5.1: Aus2“...a=(Q,9)” und
aus 4.1
folgt: a=(z,).
5.2: Aus 4.24(®,(z,®)) € x”
folgt via 7-5: (z,P) € ranz.
6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: o € ran x¢.
Ergo Themal.2: Va: (ae{zr} xU) = (o € ranzq).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “{z} xU Cranzq”

1.3: Aus A1 gleich “ranz C {z} xU” und
aus A2 gleich “{x} xU Cranzy”
folgt via GleichheitsAxiom: ranzqg = {x} X U.
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Beweis 259-3 d) VS gleich domzo =U.

1: Es gilt: (x Menge) V (z Unmenge).
’ wifFallunterscheidung ‘

x Unmenge.

2: Aus VS gleich “domzo =U” und
aus 0-18“0 e 7

folgt: 0 € dom ze.
3: Aus 2“0 € domuxe”
folgt via 7-7: 30 :(0,9Q) € ze.
4: Aus 3“...(0,9Q) € zn”
folgt via 259-2: x Menge.
’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: x Menge.
d) VS gleich x Menge.

aeU.

2: Aus Themal“a e U”
folgt via Element Axiom: a Menge.

3: Aus VS gleich “x Menge” und
aus 2“a Menge”

folgt via 259-2: (o, (a, 7)) € o
4: Aus 3“(a, (a, 7)) € 02”7
folgt via 7-5: o € dom zo.
Ergo Themal: Va: (a eld) = (a € domzy).

Konsequenz via 0-19: domzo, =U.
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Beweis 259-3 e) VS gleich
1: Es gilt:

’ wifFallunterscheidung ‘
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domzo = 0.

(x Menge) V (z Unmenge).

2: Aus 1.1.Fall“xz Menge”

3: Aus 0-18“0 # U” und
aus VS gleich “domz =07
folgt:

4: Esgilt 3“doma AU .
Es gilt 2“domzo =U" .
Ex falso quodlibet folgt:

folgt via des bereits bewiesenen d):

x Menge.

domze, =U.

domz #U.

x Unmenge.

’Ende wiFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: x Unmenge.

e) VS gleich

x Unmenge.

2: Aus Themal“a € domze”
folgt via 7-7:

3: Aus 2¢.. . (o, Q) € z2”
folgt via 259-2:

4: Es gilt 3“2 Menge” .
Es gilt VS gleich “2 Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

o € dom zo.

30 (o, Q) € 2.

x Menge.

a ¢ dom ze,.

Ergo Themal:
Konsequenz via 0-19:

Va: (o € domzeo) = (a ¢ domze).
domz, = 0.
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Beweis 259-3 f)

Themal.1 Q€ ran .
2: Aus Themal.l1“a €ranzo”
folgt via 7-T7: 30 (Q, ) € 2.

3.1: Aus 2“...(Qa) € xe”
folgt via ElementAxiom: (2, ) Menge.

3.2: Aus 2“...(Q,a) € 25”7
folgt via 259-2: (x Menge) A (o = (22, z)).

4.1: Aus 3.1%(, a) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.

4.2: Aus 3.2“x Menge...”
folgt via 1-3: x € {x}.

5: Aus 4.1“Q Menge”
folgt via 0-19: Qel.

6: Aus5“Q e ld” und
aus 4.2“z € {z}”

folgt via 6-6: (Q,z) elU x {x}.
7: Aus 3.2“...a=(Q,x)” und
aus 6
folgt: aelU x {x}.
Ergo Themal. 1: Va: (o €ranzg) = (o € U x {z}).

Konsequenz via 0-2(Def): Al] “ranzo CU x {x}”
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Beweis 259-3 f) ...
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2: Aus Themal.2“a e U x {z}”
folgt via 6-5:

3.1: Aus2“...Qel...”
folgt via Element Axiom:

3.2: Aus2“...®de{z}...”
folgt via 1-6:

4.1: Aus 3.2“...x Menge” und
aus 3.1“€) Menge”
folgt via 259-2:

4.2: Aus 3.2 =x...7
folgt via PaarAxiom I:

5.1: Aus2“...a=(Q,9)” und
aus 4.2
folgt:

5.2: Aus 4.14(Q,(2,2)) € 2”7
folgt via 7-5:

6: Aus 5.1 und

30,0 : (QeU) N (D e {z}) A (a=(Q,D)).

® = x Menge.

(Q,(2,2)) € xg.

(Q,®) = (Q,x).

(Q,x) € ran .

ael x {z}.

2 Menge.

a=(Q,z).

aus 5.2
folgt: o € ran .
Ergo Themal.2: Va: (a el x {z}) = (o € ranze).

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus A1 gleich “ranz CU x {z}” und
aus A2 gleich “U x {z} Cranzy”
folgt via GleichheitsAxiom:

A2 “U x {z} Cranxgy”

ranze =U x {z}.
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Beweis 259-3 g)
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2:

Aus1.1“a € xq”
folgt via 259-2:

:Aus 24 a = (Q,(z,Q))”

folgt:

: Aus 3“... P = (z,Q)”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 4 und

aus 2°“...a = (Q,(z,Q))”
folgt:

: Aus 2¢...4Q...7,

aus 3“3P...”7 und
aus 5“a = (2,P)”
folgt:

o€ L.

I a=(Q,(x,Q).

3P : & = (z,Q).

(Q,®) = (Q, (z,9Q)).

a=(Q,9).

A0, P :a = (Q,P).

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 10-3:

Va: (o € xaq) = (32,0 : a = (2, D)).

z< Relation
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Beweis 259-3 g) ...
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2:

Aus1.1“a € 20”7
folgt via 259-2:

cAus 24 a = (Q,(Q,2))”

folgt:

: Aus 3¢... P = (Q,x)”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 4 und

aus 2“...a = (Q,(Q,xz))”
folgt:

: Aus 2¢...4Q...7,

aus 3“3P...”7 und
aus 5“a = (2,P)”
folgt:

o€ Teo.

A0 a=(Q,(2,2)).

3 d = (Q, ).

(Q,®) = (2, (Q,x)).

a=(Q,90).

A0, P a = (Q,P).

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 10-3:

Va: (o € 20) = (32,0 : a = (2, D)).

T Relation
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Beweis 259-3 h)
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2.1: Aus Themal.1“(a,f3)... € 2 ”

folgt via 259-2: B = (z,a).
2.2: Aus Themal.1...(a,7) € 2 ”
folgt via 259-2: v = (z, ).
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: B=7

(o, B), (a0, y) € T

Ergo Themal.1:

Al “Va,B,7: (o, ), (a,y) €Ezar) = (B=7)7

2.1: Aus Themal.2“(a,f3)... € "

folgt via 259-2: B = (o, ).
2.2: Aus Themal.2“...(a,7) € 2"
folgt via 259-2: v = (a, ).
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: B=n.

(a7 5)7 (aa 7) € Teo-

Ergo Themal.2:

Al| “Va,B,7: (o, B), (a,7) €Eza) = (B=7)7

1.3: Via des bereits bewiesenen g) gilt: Ze1, Teo Relation.

2.1: Aus 1.3“x¢ ... Relation” und

2.2:

folgt via 18-18(Def):

T Funktion

Aus 1.3%... 2o Relation” und
aus A2 gleich “Va, 8,7 : (o, 8), (a,7) € 1) = (B=7)”

folgt via 18-18(Def):

T Funktion
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Beweis 259-3 i) VS gleich

i)

1)

3)

1:

Aus VS gleich “z =07 und
aus 7-11“dom0 = 0”
folgt:

: Aus 1“domz; =07
folgt via des bereits bewiesenen b):

: Aus 2“2 Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen e):

: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

: Aus 4“2, Relation” und

aus 3“domx =07
folgt via 92-5:

VS gleich

1:

Aus VS gleich “z., =07 und
aus 7-11“dom0 = 0"
folgt:

: Aus 1“domzx, =07
folgt via des bereits bewiesenen e):

¥s gleich

: Aus VS gleich “2 Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen b):

: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

: Aus 2“2 Relation” und

aus 1“domxg =07
folgt via 92-5:

: Via des bereits bewiesenen i) gilt:

: Aus 1

folgt:
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Lcl = 0.

domzy = 0.

x Unmenge.

domz. = 0.

T Relation.

T = 0.

Lo = 0.

domz, = 0.

x Unmenge.

x Unmenge.

dom x4 = 0.

z< Relation.

Le1 = 0.

(a1 =0) & (22 = 0) & (z Unmenge).

(O 7£ mcl) g (O 7é xc2) A (.Z' Menge)'
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Beweis 259-3 k) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “x,p Menge”
folgt via 259-2:

1.2: Aus VS gleich “x,p Menge”
folgt via 259-2:

2: Via des bereits bewiesenen h) gilt:

3.1: Aus 2“2 ... Funktion” und
aus 1.1%(p, (x,p)) € x1”

folgt via 18-20:

3.2: Aus 2“...x. Funktion” und
aus 1.2°(p, (p,z)) € z”

folgt via 18-20:
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x,p Menge.

(p, (x,p)) € Tc1.

(p, (p, ) € Tea.

Ze1, T Funktion.

mc1<p> = (l’,p)

ze2(p) = (p, @)
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Beweis 259-3 1) VS gleich (x Unmenge) V (p Unmenge).

1: Nach VS gilt: (x Unmenge) V (p Unmenge).
’Fallunterscheidung‘

2 Unmenge.

2.1: Aus 1.1.Fall“z Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen i): za = 0.
2.2: Aus 1.1.Fall“z Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen i): T2 = 0.
3.1: za(p) 2 0p) "= U
3.2: za(p) Z o) "EU.

4: Aus 3.1%xq(p)=...=U" und
aus 3s.2“zo(p) =...=U"
folgt: (za(p) =U) A (ze2(p) =U).

p Unmenge.

2.1: Aus 1.2.Fall“p Unmenge”

folgt via 17-3: za(p) =U.
2.2: Aus 1.2.Fall“p Unmenge”
folgt via 17-3: za(p) =U.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: (a1 (p) =U) A (ze2(p) =U).

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(za(p) =U) A (z2(p) = U).

]
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259-4. Interessanter Weise sind die vorliegenden Resultate iiber xoy, wenn z = 0
oder y = 0, bislang noch nicht bewiesen worden. Die Beweis-Reihenfolge ist d) -

b) - c) -a) - efg):

259-4(Satz)

a) 0o0=0.
b) xo0=0.
c) Doy =0.

d) roy=((woy) )=
e) Uo 0 =0.

f) Ocld =0.

g) UoU =UXU.

Beweis 259-4 4)

1: Aus 14-8“x oy Relation”

folgt via 13-3:

2: Via 14-8 gilt:

3: Via 14-8 gilt:
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Beweis 259-4 b)

acwol.

2: Aus Themal“a € x00”
folgt via 14-3:
AU, P (V)€ 0)A (U, D) € ) A (a=(2,D)).

3: Esgilt 2“...(Q,¥)€0...”.
Via 0-19 gilt “(Q,¥) ¢ 07 .

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ xol.
Ergo Themal: Va:(a€zo0)= (¢ x00).
Konsequenz via 0-19: zo0=0.
c)
1: Ooy 9 (yto0 )t t_to (yto0)™! B) 01 1=,
2: Aus 1
folgt: 0oy =0.
a)
Via des bereits bewiesenen b) gilt: 0o0=0.
e)
Via des bereits bewiesenen b) gilt: Uo0=0.
)

Via des bereits bewiesenen c) gilt: Oocl =0.
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Beweis 259-4 g)
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aclU xU.

2: Aus Themal.1“a e U xU”
folgt via 6-5: 30, : (Q, P €U) A

: Aus 2¢...Q...elU”

folgt via Element Axiom:

: Aus2¢...declU...”

folgt via Element Axiom:

: Aus 3.1“C) Menge” und
aus 0/ Axiom*“ (0 Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus OU/Axiom“0 Menge” und
aus 3.2“P Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 4.1%(€,0) Menge”
folgt via 0-22:

: Aus 4.2%(0,P) Menge”
folgt via 0-22:

: Aus 5.14(Q,0) e U7 und
aus 5.2(0,9) e U”
folgt via 14-5:

: Aus 6 und

aus 2“...a = (Q,9)”
folgt:

(Q,®) eUoU.

(= (2, ®)).

2 Menge.

® Menge.

(€2,0) Menge.

(0, ®) Menge.

(Q,0) eU.

(0,P) e U.

aclUol.

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(aeU xU)= (aeUoll).

A “UxUCUU”




176

Beweis 259-4 g) ...
1.2: Via 14-8 gilt:

2: Aus 1.2“U oU Relation”
folgt via 10-1(Def):

3: Aus 2“UolUd CU xU” und
aus Al gleich “U XU CUU”
folgt via Gleichheits Axiom:

Mengenlehre #259

U o U Relation.

UoUCUXU.

UoU=UXU.
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259-5. Hier wird die (F|a)-1-partielle Relation von x definiert, die vorwiegend
fiir Klassen  mit Definitions-Bereich C ? B aum Einsatz kommt.

259-5(Definition)

1) z(Fla.) =259.2(a,z, E) ={(\,p) : {(a,N)},n) €x(EU.)}
={w: (3 ?: ({(a,2)},®) e z(EU.)) A (w=(2,9)))}.

2) “€ist (Fla.)-partielle Relation von z” genau dann, wenn

¢ =x(Ela.).
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259-6. Hier wird unter anderem das “Element-Sein” in x (F|a.) diskutiert.

259-6(Satz)
a) z(FEla.) ist (F|a.)-partielle Relation von x.
b) Aus “C, D ist (Ela.)-partielle Relation von x” folgt “€ =2.

c) Aus “pe x(Ela.)”
folgt “3,®: ({(a,)},P) ex(FU.))A(p=(Q,9))”.

d) Aus “pe€x(Ela.)”
folgt “3Q, @ : ({(a,Q}UE, @) cx)A(p=(Q2,P))".

e) “(b,c)€x(Ela.)”
genau dann, wenn “b Menge” und “({(a,b)},c) € x(EU.)".

) “(b,c) € x(Fla.)” genau dann, wenn
“b Menge” und “({(a,b)}UE,c)€a”.

Beweis 259-6 a)
Aus “z (Ela.) = z (Ela.)”

folgt via 259-5(Def): x (Fla.) ist (F|a.)-partielle Relation von x.
b) VS gleich ¢, D ist (Fla.)-partielle Relation von z.
1.1: Aus VS gleich “€... ist (E|a.)-partielle Relation von x”

folgt via 259-5(Def): ¢ =z (Fla.).
1.2: Aus VS gleich “...D ist (Fla.)-partielle Relation von z”

folgt via 259-5(Def): D =2z (Ela.).

2: Aus 1.1 und

aus 1.2

folgt: C=2.
c) VS gleich p € z(Ela.).

Aus VS gleich “p € x (Fla.)”
folgt via 259-5(Def): 30, @ : (({(a,, D)}, ) e x(EU.)) A (p=(Q,D)).
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Beweis 259-6 d) VS gleich p € z(E|a.).

1: Aus VS gleich “p € x (E|a.)”
folgt via des bereits bewiesenen c¢):
30,0 : ({(a, )}, ) € o(BU)) A (p = (2,)).

2: Aus 1%...({(a,Q)},®) € 2(EU.)...7

folgt via 258-23: (EU{(a,2)},®) € z.
3: Via KGU gilt: EU{(a,)} ={(a,Q)}UE.
4: Aus 3“EUA{(a,)} ={(a,Q)}UE”

folgt via PaarAxiom I: (EU{(a,)},®) = {(a,Q)} UE, D).
5: Aus 4 und

aus 2

folgt: {(a, Q}UE,®) € z.

6: Aus 1“dQ,d...7
aus 5 ({(a, )} U E,®) € 7 und
aus 1“...p=(Q,9)”
folgt: 30,0 ({(a, D}UE, @) ex)A(p=(2,D)).
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Beweis 259-6 e) VS gleich (b,c) € x (Ela.).
1.1: Aus VS gleich “(b,¢) € 2 (E|a.)”
folgt via Element Axiom: (b, ¢) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(b,¢) € z (E|a.)”

folgt via 9-15: b Menge

1.3: Aus VS gleich “(b,¢) € z (Fla.)”
folgt via des bereits bewiesenen a):
30, @ : ({(a,0)}, @) € 2(EU.)) A((b,¢) = (2, D)).

2: Aus 1.3“...(b,c) = (©,®)” und
aus 1.1“(b,c) Menge”
folgt via IGP: (b=Q)A(c= ).

3: Aus 2“b=0Q...7
folgt via PaarAxiom I: (a,b) = (a, ).

4: Aus 3
folgt: {(a,0)} = {(a, )}.

5: Aus 4“{(a, b)?:p: {(a,2)}” und
aus 2“...c=@”
folgt via PaarAxiom I: ({(a,0)},q) = ({(a, )}, ®).

6: Aus 5 und
aus 1.3“... ({(a, )}, ®) € x(EU.)...”7

folgt: ({(a,b)},c) € x(EU.)
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Beweis 259-6 e) VS gleich (b Menge) A (({(a,b)},¢) € z(EU.)).
1.1: Aus VS gleich “...({(a,b)},¢c) € x(FU.)”
folgt: 30,8 (Q=b) A (D = ).

1.2: Aus VS gleich “...({(a,b)},¢) e x(EU.)”
folgt via 9-15: ¢ Menge.

2.1: Aus1.1“...Q=0b...7
folgt via PaarAxiom I: (a,Q) = (a,b).

2.2: Aus 1.1%...Q=10...” und
aus 1.2“... & =¢q"
folgt via PaarAxiom I: (Q,P) = (a,b).

2.3: Aus VS gleich “b Menge...” und
aus 1.2“c Menge”

folgt via PaarAxiom I: (b, ¢) Menge.
3.1: Aus 2.1

folgt: {(a, )} = {(a,0)}.
3.2: Aus 2.2

folgt: (b,c) = (2, D).

4: Aus 3.1“{(a,0)} ={(a,b)}” und
aus 1.1%... & =¢”

folgt via PaarAxiom I: {(a,2)},®) = ({(a,b)},0).
5: Aus 4 und

aus VS gleich “...({(a,g9)},¢) € z(EU.)”

folgt: {(a, )}, ®) € x(EU.).

6: Aus1.143Q,d...7,
aus 5“ ({(a, M)}, ®) € x(EU.)7,
aus 3.2“(b,c) = (2,®)” und
aus 2.3“(p,q) Menge”
folgt via 259-5(Def): (b,c) € x (Ela.).
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Beweis 259-6 f) VS gleich (b,c) € x (Ela.).
1.1: Aus VS gleich “(b,¢) € 2 (E|a.)”

folgt via 9-15: b Menge

1.2: Aus VS gleich “(b,¢) € z (E|a.)”

folgt via des bereits bewiesenen e): ({(a,b)},c) e x(EU.).
2: Aus 1.2“({(a,b)},c) e x(FU.)”

folgt via 258-23: (EU{(a,b)},c) € x.
3: Via KGU gilt: {(a,b)} UE = EU{(a,b)}.
4: Aus 3“{(a,b)} UE = EU{(a,b)}”

folgt via PaarAxiom I: {(a,0)} UE,c) = (EU{(a,b)},c).
5: Aus 4 und

aus 2

folgt: ({(a,b)}UEc) ex

£) VS gleich (b Menge) A (({(a,b)} UE,c) € x).

1: Via KGU gilt: EU{(a,b)} ={(a,b)}UE.
2: Aus 1“EUA{(a,b)} ={(a,b)} UE”

folgt via PaarAxiom I: (EU{(a,b)},c) = {(a,b)} UE,c).
3: Aus 2 und

aus VS gleich “...({(a,0)}UE,c) € 7 folgt: (EU{(a,b)},c) € x.

4: Aus 3“(EU{(a,b)},c) € x”
folgt via 258-23: ({(a,b)},c) e x(EU.).

o

: Aus VS gleich “p Menge...” und
aus 4“({(a,b)},c) e x(EU.)”
folgt via des bereits bewiesenen e): (b,c) € x (Ela.).

]
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259-7. Hier werden domz (E|a.) und ranx (E|a.) diskutiert.
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259-7(Satz)

a) “bedom(x(Fla.))” genau dann, wenn
b) Aus “c € ran(z (Ela.))”

c) ran(z (Fla.)) Cranz.

“b Menge” und “{(a,b)} UE € domzx”.

folgt “3Q : (Q Menge) A (({(a,Q)} UE,c) € x)”.

d) Aus “q Menge” und “({(a,b)}UE, c) € x” folgt “c € ran (z (Ela.))”.

Beweis 259-7 a) VS gleich b € dom (z (Ela.)).

1.1: Aus VS gleich “b € dom (z (E|a.))”

folgt via Element Axiom: b Menge

1.2: Aus VS gleich “b € dom (z (Fla.))”

folgt via 7-7: IQ:(b,Q) € x(Ela.).
2: Aus1.2“...(b,Q) € z(E|a.)”

folgt via 259-6: {(a,0)} UE, Q) € x.
3: Aus 2“({(a, )} UE, Q) € x”

folgt via 7-5: {(a,0)} UE € domz

a) VS gleich (b Menge) A ({(a,b)} UE € domz).

1: Aus VS gleich “...{(a,b)} U E € domz”

folgt via 7-7: 3Q: ({(a,b)} UE,Q) € x.
2: Aus VS gleich “p Menge...” und

aus 1“...({(a,0)}UE, Q) € z”

folgt via 259-6: (b,2) € x (E|a.).

3: Aus 2¢(b,Q) € x (Ela.)”

folgt via 7-5: b € dom (z (Fla.)).
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Beweis 259-7 b) VS gleich ¢ € ran (z (Ela.)).

1: Aus VS gleich “c € ran (z (Ela.))”
folgt via 7-7: IQ: (Q,¢) € z(E|a.).

2: Aus 2¢...(Q,¢) € x (Ela.)”
folgt via 259-6: (2 Menge) A (({(a,2)} UE,¢) € z).

3: Aus 1“3Q...7 und
aus 2“(Q Menge) A (({(a,Q)}UE,¢) € 2)”

folgt: 30 : (2 Menge) A (({(a,Q)} U E,¢) € x).
c)
o € ran (z (Ela.)).
2: Aus Themal“« € ran (z (E|a.))”
folgt via des bereits bewiesenen b):
3Q: ({(a,Q)}UE, a) € .
3: Aus 2¢... ({(a,Q}UE, ) €x”
folgt via 7-5: a Eranz.
Ergo Themal: Va: (a €ran(z (Fla.))) = (o € ranz).
Konsequenz via 0-2(Def): ran (z (E|a.)) C ranz.
d) VS gleich (b Menge) A (({(a,b)} UE,c) € x).

1: Aus VS gleich “b Menge...” und
aus VS gleich “...({(a,0)}UE,c) € z”
folgt via 259-6: (b,c) € x (Fla.).

2: Aus 1“(b,c) € x (Ela.)”
folgt via 7-5: c € ran (z (Fla.)).

]
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259-8. y (F|a.) ist eine Relation und falls f eine Funktion ist, so ist auch f (F|a.)
eine Funktion.

259-8(Satz)
a) y(FEla.) Relation.

b) Aus “f Funktion” folgt “f (E|a.) Funktion”.

Beweis 259-8 a)

o €y (Bla.).

Aus Themal“a € y (Ela.)”

folgt via 259-6: 30,0 : o = (2, D).
Ergo Themal: Va:(a€y(Ela.)) = (32, :a=(Q,)).
Konsequenz via 10-3: y (Fla.) Relation.
b) VS gleich f Funktion.

(. B), (@) € f (Ela.).

2.1: Aus Themal.1“ (o, f)... € f(Fla.)”

folgt via 259-6: {(a, )} UE,B) € f.

2.2: Aus Themal.1“...(a,7) € f(E|a.)”
folgt via 259-6: {(a,)yUE,y) € f.

3: Aus VS gleich “ f Funktion” ,
aus 2.1“({(a,) YU E,B) € f” und
aus 2.2“({(a,0) yU E,y) € f7

folgt via 18-18(Def): g =r.
Ergo Themal. 1. a1| Yo, 8.7 ¢ (@ B). (7) € f (Ela) = (8 =)
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: f (Ela.) Relation.

2: Aus 1.2“ f(E|a.) Relation” und

aus Al gleich “Vo, 8,7 : ((o, 8), (o,y) € f(Ela.)) = (B=7)"
folgt via 18-18(Def): f (Ela.) Funktion.

]
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259-9. Nun wird z(F U .)[y| besprochen.

259-9(Satz)
a) Aus “qg € x(EU.)[y|” folgt “IQ: (Qey) AN(EUQ,q) € x)”.

b) Aus “pey’und “(EUp,q) € z” folgt “q€ x(EU.)[y]”.

Beweis 259-9 a) VS gleich q € x(EU.)y|.

1: Aus VS gleich “q € z(EU.)[y]”
folgt via 8-T: A0 (Qey) A((Q,q) € x(EU.)).

2: Aus 1“...(Q,q) € x(EFU.)”
folgt via 258-23: (EUQ,q) € x.

3: Aus 1“dQ:Q e y...” und
aus 2“(EUQ,q) € x”
folgt: 3Q: (Q ey AN(EUR,q) € x).

b) VS gleich (pey) N((EUp,q) € z).

1: Aus VS gleich “...(EUp,q) € x”
folgt via 258-23: (p,q) € z(EU.).

2: Aus 1“(p,q) € x(FU.)” und
aus VS gleich “pey...”
folgt via 8-8: g€ x(EU.)y].
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259-10. Nun wird ein Kriterium fiir ¢ € z(E U .)[{p}] formuliert.

259-10(Satz)

“q € x(EU.){p}” genau dann, wenn “(EUp,q) € z”.

Beweis 259-10 VS gleich

1: Aus VS gleich “q € x(EU.)[{p}]”

folgt via 8-T:

2: Aus 1“...Q e {p}...”
folgt via 1-6:

3: Aus 2“Q =p”
folgt via PaarAxiom I:

4: Aus 3 und
aus 1“...(Q,q) e x(EFU.)”
folgt:

5: Aus 4“(p,q) € x(FU.)”
folgt via 258-23:

VS gleich

1.1: Aus VS gleich “(EUp,q) € x”
folgt via 9-15:

1.2: Aus VS gleich “(EUp,q) € z”
folgt via 258-23:

2: Aus 1.1“FE Up Menge”
folgt via 213-3:

3: Aus 3“p Menge”
folgt via 1-3:

4: Aus 1.2%(p,q) € x(EFU.)” und

aus 3“p € {p}”
folgt via 8-8:

E(z U )[{p}.

30 (Q e {p}) AN((R,q) € z(EU.)).

(p,q) € x(EU.).

(EUp,q) €.

(EUp,q) € .

E U p Menge.

(p,q) €ex(EU.).

p Menge.

p € {p}.

q € x(EU . )[{p}].

[]
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259-11. Hier wird das “Element-Sein” in z (Fla.) [y] diskutiert.

259-11(Satz)

a) Aus “c € x(Fla.)ly]” folgt “IQ: (e y) AN (({(a,Q}UE,c) €x)”.
b) Aus “bey”und “({(a,b)} UE,c) € a”folgt “c € x(Fla.)[y]”.

Beweis 259-11 a) VS gleich c €z (Fla.) [y

1: Aus VS gleich “c € z (Fla.) [y]”
folgt via 8-T: A0 (Qey) A ((Q,c) € z(FEla.)).

2: Aus 1“...(Q,¢) € x (Fla.)”
folgt via 259-6: {(a, )} UE,c) € x.

3: Aus 1432 : (Q e y)...” und
aus 2“({(a, D)} UE, c) e x”
folgt: A0 (Qey ANM({(a,Q}UE, ) € x).

b) VS gleich bey) A (({(a,b)} UE,c) € x).

1: Aus VS gleich “bey...”
folgt via Element Axiom: b Menge.

2: Aus 1“b Menge” und
aus VS gleich “...(({(a,b)}UE,c) € x)”
folgt via 259-6: (b,c) € x (Ela.).

3: Aus 2“(b,c) € x(E|a.)” und
aus VS gleich “bey...”
folgt via 8-8: c € x(Ela.)[y].

[]
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259-12. Fiir jede Menge p gilt die Aussage ¢ € x (E|a.) [{p}] genau dann, wenn
({(a,p)} UE,c) € x.

259-12(Satz)

“c € x(E|a.) [{p}]” genau dann, wenn
“p Menge” und “({(a,p)} UE,c) € x”.

Beweis 259-12 VS gleich c € z(Fla.) [{p}]

1:

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “c € z (E|a.) [{p}]”
folgt via 8-7: A0 (2 e {p}) AN ((Q,¢) € x (Fla.)).

Aus 1¢...Q e {p}...”
folgt via 1-6: 2 = p Menge.

Aus 14...(Q,¢) € x (Ela.)”
folgt via 259-6: {(a, D} UE,c) € x.

Aus 2.1

folgt: p Menge

Aus 2.1“Q =p...7
folgt via PaarAxiom I: (a,Q) = (a,p).

: Aus 3.2 und

aus 2.2

folgt: ({(a,p)}UEc) €x

VS gleich (p Menge) A (({(a,p)} U E,¢) € z).

1.1:

1.2:

2:

Aus VS gleich “p Menge...”
folgt via 1-3: p € {p}.

7

Aus VS gleich “p Menge...” und
aus VS gleich “...({(a,p)} UE,c) € 2”7
folgt via 259-6: (p,c) € x (E|a.).

Aus 2“(p,¢) € 2 (Ela.)” und
aus 1.1%p € {p}”
folgt via 8-8: c €z (Fla.) [{p}]
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259-13. Unter anderem kann in nahe liegender und Einiges vereinfachender Weise
17-6 verallgemeinert werden.

259-13(Satz)

a) Aus “p Unmenge” folgt “x[{p}] =0".
) Aus “z[{p}] € yl{q}]” folgt “y(q) € x(p)”.
c) Aus “z[{p}] = yl{q}]" folgt “x(p) =y(q)”.

Beweis 259-13 a) VS gleich p Unmenge.
1: Aus VS gleich “p Unmenge”
folgt via 1-4: {p} =0.
2; 2[{p}] = (0] *="0.
3: Aus 2
folgt: z[{p}] = 0.
b) VS gleich z[{p}] C y[{a}]-
1: Aus VS gleich “z[{p}] C y[{q}]”
folgt via 1-15: Nyl{e} € Nz[{p}.
2: v@) T yl{al) € Nallol T ()
3: Aus 2
folgt: y(q) € z(p).
c) VS gleich z[{p}] = y[{q}]-
1 )" Nalfp}] = Nllal) Tyl
2: Aus 1
folgt: z(p) = y(q)-
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259-14. Es soll noch Einiges tiber = (E|a.) (p) ausgesagt werden.

259-14(Satz)
a) z(Ela.) [{p}] € o[{{(a,p)} U E}].
b) Aus “p Menge” folgt “z (Ela.) [{p}] = «[{{(a,p)} U E}]”.
c) z({(a,p)} UE) C z(Ela.) (p).
d) Aus “p Menge” folgt “z (Ela.) (p) = 2({(a,p)} UE)".

e) Aus “{(a,p)} UE ¢ domz”
folgt “x (Ela.) (p) = x({(a,p)} UE) =U".
£) Aus “p Unmenge” und “{(a,p)} UE € domz”
folgt “x (Ela.) (p) =U"und “x({(a,p)} Uz) Menge”
und “z (Ela.) (p) # x({(a,p)} UE)".

g) Aus “z(Ela)(p) = z({(a,p)} U E)”
folgt “p Menge” oder “{(a,p)} UE ¢ domzx”.

b Aus “z(Ela) () # 2({(a.p)} UE)”
folgt “p Unmenge” und “{(a,p)} UFE € domzx”.
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Beweis 259-14 a)

a € z (Ela.) {p}]]-

2: Aus Themal“a € z (Ela.) [{p}]]”
folgt via 259-12: ({(a,p)} UE, «) € x.

3: Aus 2“({(a,p)} UE,a) € 7
folgt via 9-15: {(a,p)} U E Menge.

4: Aus 3“{(a,p)} UFE Menge”

folgt via 1-3: {(a,p) UE € {{(a,p)} U E}.

5: Aus 2“({(a,p) UE},a) € 2”7 und

aus 4% {(a,p)} U E € {{(a,p)} U E}”
folgt via 8-8: a € z[{{(a,p)} UE}].

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

b) VS gleich

o € ol{{(a,p)} UE}.

2: Aus Themal.1“a € z[{{(a,p)} U E}]”
folgt via 9-15: ({(a,p)} UE,a) € x.

3: Aus VS gleich “p Menge...” und
aus 2“({(a,p)yUE,a) € x”
folgt via 259-12: a € z (Fla.) [{p}]-

Ergo Themal.2:
Konsequenz via 0-2(Def):

1.2:

2:

Va: (o €z (Ela.) {p}]) = (o € 2[{{(a,p)} U E})).
z (Ela.) [{p}] € z[{{(a,p)} U E}].

p Menge.

Va: (a € z[{{(a,p)} U E}]) = (o € z (Ela.) [{p}])-

ALl “z[{{(a,p)} U E}] C z (Ela.) [{p}]”

Via des bereits bewiesenen a) gilt: z (Ela.) [{p}] C z[{{(a,p)} U E}].

Aus 1.2%2 (Ela.) [{p}] € 2[{{(e,p)} U E}]” und
aus Al gleich “z[{{(a,p)} U E}| C z(E|a.) [{p}]”

folgt via GleichheitsAxiom: z (Ela.) [{p}] = z[{{(a,p)} U E}].
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Beweis 259-14 ¢)

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt: z (Ela.) [{p}] C z[{{(a,p)} U E}].
2: Aus 1%z (Ela.) [{p}] € 2[{{(a,p)} U E}]”
folgt via 259-13: z({(a,p)} UE) Cx(FEla.)(p).
d) VS gleich p Menge.
1: Aus VS gleich “p Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): z (Ela.) [{p}] = z[{{(a,p)} U E}].
2: Aus 1%z (Ela.) [{p}] = 2[{{(a,p)} U E}]”
folgt via 259-13: z(Ela.) (p) = z({(a,p)} UE).
e) VS gleich {(a,p)} UE ¢ dom x.
1.1: Aus VS gleich “{(a,p)} U E ¢ domz”
folgt via 17-4: z({(a,p)} UE)=U
1.2: Via 259-7 gilt: (p € dom (z (E|a.)))

< ((p Menge) A ({(a,p)} U E € domz)).

2: Aus VS und
aus 1.2
folgt: p ¢ dom (z (Ela.)).

3: Aus 2“p ¢ dom (z (Ela.))”
folgt via 17-4: x (Fla.) (p) =U.

4: Aus 3 und
aus 1.1

folgt: z (Ela.) (p) = z({(a,p)} UE)
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Beweis 259-14 £) VS gleich (p Unmenge) A ({(a,p)} U E € domz).
1.1: Aus VS gleich “...{(a,p)} UE € domz”

folgt via 17-5: z({(a,p)} U E) Menge
1.2: Via 259-7 gilt: (p € dom (z (E|a.)))

< ((p Menge) A ({(a,p) NE =0)A ({(a,p)} UE € domz)).

2: Aus VS und
aus 1.2
folgt: p ¢ dom (x (Ela.)).

3: Aus 2“p ¢ dom (z (Ela.))”

folgt via 17-4: x(Fla.) (p)=U

4: Aus 1.2“2({(a,p)} U E) Menge”

folgt via 0-17: z({(a,p)} UE) #U.
5: Aus 4 und
aus 3
folgt: z (Ela.) (p) # ({(a,p)} U E)
g) VS gleich z(Ela.) (p) = z({(a,p) U E).

1: Via des bereits bewiesenen f) gilt:
((p Unmenge) A ({(a,p)} U E' € domz))

= (¢ (Ela.) (p) # z({(a,p)} U E)).

2: Aus VS und
aus 1
folgt: (p Menge) V ({(a,p)} U E ¢ domz).
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Beweis 259-14 h) VS gleich z(E|a.) (p) # z({(a,p)} UE).
1.1: Via des bereits bewiesenen d) gilt: p Menge
= (¢ (Ela.) (p) = z({(a,p)} U E)).
1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt: ({(a,p)} UE ¢ domx)
= (2 (Ela.) (p) = z({(a,p)} U E)).
2.1: Aus 1.1 und
aus VS
folgt: p Unmenge
2.2: Aus 1.2 und
aus VS
folgt: {(a,p)} UE € domx
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259-15. Hier wird f (E|a.) fiir eine Funktion f untersucht.

259-15(Satz)

a) Aus “f Funktion” und “p € f (FE|a.)” folgt
“30: (Q Menge) A ({(a,Q2)} U E € dom f)
Ap = (@, f({(a,Q)} U E)))”.
b) Aus “f Funktion”und “(p,q) € f (Fla.)”
folgt “p Menge” und “q= f({(a,p)} UE)".
c) Aus “f Funktion”und “p Menge” und “{(a,p)} UFE € dom f”
folgt “(p, f({(a,p)} UE)) € f(Fla.)”.
d) Aus “f Funktion”und “p € ran (f (Ela.))”
folgt “3Q : (Q Menge) A ({(a,Q)} UE € dom f)
Ap=f({(e,Q}UE))”.
e) Aus “f PFunktion” und “q Menge” und “{(a,q)} UE € dom f”
folgt *f({(a,q)} U E) € ran f (Ela.)"
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Beweis 259-15 a) VS gleich (f Funktion) A (p € f (E|a.)).
1.1: Aus VS gleich “...p € f(Fla.)”

folgt via Element Axiom: p Menge.
1.2: Aus VS gleich “...p € f(Fla.)”

folgt via 259-6: 30,0 : ({(a, QDU E, ®) € /YA (p=(Q,P)).
2.1: Aus1.2“...p=(Q,9)” und

aus 1.1

folgt: (Q, ®) Menge.

2.2: Aus1.2“. .. ({(a,Q}UE, @) f...7
folgt via 7-5: {(a,2)} UE € dom f.

2.3: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1.2“. .. ({(a, Q) JUE, ®) € f...7

folgt via 18-20: ¢ = f({(a,p)} UE).
3.1: Aus 2.14(Q2, @) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2 Menge.
3.2: Aus 2.3“® = f({(a,p)}UE)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,®) = (Q, f({(a, )} UE)).
4: Aus1.2“...p=(Q,®)” und
aus 3.2

5: Aus 1.2“dQ...7,
aus 3.1“€) Menge” |
aus 2.2“{(a,Q2)} UFE € dom f” und
aus 4“p = (2, f({(a, )} U E))”
folgt:
30 ¢ (2 Menge) A ({(a,Q)} UE e dom f) A (p= (2 f({(a,Q)} UE))).
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Beweis 259-15 b) VS gleich (f Funktion) A ((p,q) € f (Ela.)).
1: Aus VS gleich “...(p,q) € f(E|a.)”
folgt via 259-6: (p Menge) A (({(a,p)} U E,q) € f).
2.1: Aus 1
folgt: p Menge

2.2: Aus VS gleich “ f Fuktion...” und
aus 1“...({(a,p)}UE,q) € f”

folgt via 18-20: q=f({(a,p)} UE)

c) VS gleich (f Funktion) A (p Menge) A ({(a,p)} U E € dom f).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...{(a,p)} UE € dom f”

folgt via 18-22: {(a,p)Y UE, f({(a,p)} UE)) € f.

2: Aus VS gleich “...p Menge...” und

aus 1*({(a,p)} UE, f({(a,p)} UE)) € f7
folgt via 259-6: (p, f({(a,p)}yUE)) € f(Ela.).

d) VS gleich (f Funktion) A (p € ran (f (Ela.))).

1: Aus VS gleich “...p €ran(f (Ela.))”
folgt via 259-7: 30 : (2 Menge) A (({(a, )} U E,p) € f).

2.1: Aus 1“...({(a, D)} U E,p) € 7
folgt via 7-5 {(a,2)} UE € dom f.

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“... ({(a,Q)}UE,p) € f7
folgt via 18-20: p=f{(a,Q)} UE).

3: Aus 130 : Q2 Menge. .. ",
aus 2.1“{(a,Q2)} UE € dom f” und
aus 2.2“p = f({(a,Q)JUE)”
folgt:
3Q : (Q Menge) A ({(a,2)} UE €dom f) A (p= f({(a,?)} UE)).
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Beweis 259-15 e) VS gleich (f Funktion) A (¢ Menge) A ({(a,¢)} U E € dom f).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...{(a,q)} UFE € dom f”
folgt via 18-20: {(a.a)} UB, f({(a,0)} UE)) € f.

2: Aus VS gleich “...q Menge...” und

aus 1*({(a,q)} U E, f({(a,q)} UE)) € 7
folgt via 259-7: fH{(a,q)} UE) €ran(f (Ela.)).

]
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259-16. Es folgt ein auch an sich interessantes lintermezzo.

259-16(Satz)

Aus “f Funktion” folgt “f[{p}] = {f()}".

Beweis 259-16 VS gleich

f Funktion.

2.1: Aus VS gleich “a € f[{p}]”
folgt via Element Axiom:

2.2: Aus Themal.1“a € f[{p}]”
folgt via 9-15:

3.1: Aus 2.1“a Menge”
folgt via 1-3:

3.2: Aus VS gleich “ f Funktion” und
aus 2.2%(p,a) € 7
folgt via 18-20:

4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt:

a € f{p}]

a Menge.

(p,a) € f.

a € {a}.

o= f(p).

ac{f(p)}

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va: (a € fl{p}]) = (@ € {f(p)}).

Al “fHpY S {f)}”
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Beweis 259-16
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2:

4.1:

4.2:

: Aus 2“a = f(p)...”

Aus Themal.2“«a € {f(p)}”

folgt via 1-6: (=

: Aus 2¢... f(p) Menge”

folgt via 17-5:

Aus 3“p € dom f”
folgt via Element Axiom:

Aus VS gleich “ f Funktion” und
aus 3“p € dom f”
folgt via 18-22:

: Aus 4.1“p Menge”

folgt via 1-3:

: Aus 4.2 (p, f(p)) € f7 und

aus 5“p € {p}”
folgt via 8-8:

und
aus 6
folgt:

(p, f(p) € J.

p € {p}.

f(p) € fi{r}]:

a € f[{pi]-

Ergo Themal.2:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.3: Aus A1 gleich “ f[{p}] C{f(p)}” und

aus A2 gleich “{f(p)} € f[{p}]”
folgt via GleichheitsAxiom:

Va: (ae{f(p)}) = (a € f[{p}]).

a2l “{f(p)} C fl{p}”

fiip} ={f(p)}-
0
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259-17. Nun geht es um f(z U .)[E] fur Funktionen f.

259-17(Satz)

a) Aus “f Punktion”und “q € f(zU.)[E]”
folgt “3Q: (Qe E)A(g= f(zU))”.

b) Aus “f Funktion”und “p € E”und “zUp € dom f”
folgt “f(xUp) € f(zU.)[E]".

c) Aus “f Funktion” folgt “f(zU.)[{p}] ={f(zUp)}”.
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Beweis 259-17 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “q € f(zU.)[E]”
folgt via 259-9:

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“... (zUQ,q) € 7
folgt via 18-20:

3: Aus 1“0 : Qe F...”7 und
aus 2“q = f(xUQ)”
folgt:

203

(f Funktion) A (¢ € f(z U.)[E]).

(e E)A((zUQ,q) € f).

q= flzuQ).

10: (e E)A(g= f(xUQ)).

b) VS gleich (f Funktion) A (p € E) A (z Up € dom f).

1: Aus VS gleich “...zUp € dom f”
folgt via 7-7:

2.1: Aus VS gleich “...pe E...” und
aus 1“...(xUp,Q) € f”
folgt via 259-9:

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“...(xUp,Q) € f”
folgt via 18-20:

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 258-26:

2: Aus 1“ f(z U.) Funktion”
folgt via 259-16:

3: Via 258-29 gilt:

4: Aus 2 und
aus 3
folgt:

IQ: (zUp, Q) € f.

Qe faU.)E]

Q= flzUp).

flUp) e flzU)[E]

f Funktion.

f(z U.) Funktion.

flxU){pH ={f(zU.)(p)}.
flzu.)(p) = f(xUp).

flzU){pH ={f(zuUp)}.
0
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259-18. Falls f eine Funktion ist stehen vorliegende Aussagen iiber f (E|a.) [y]
aur Verfiigung.

259-18(Satz)

a) Aus “f Funktion”und “q € f(E|a.)[y]” folgt
30 (Qey) A{a,)}UE edom f) Alg = f({(a, Q)}UE))”.

b) Aus “f Funktion”und “p € y”und “{(a,p)} UE € dom f”
folgt *f({(a;p)} U E) € [ (Ela.)[y]”.
c) Aus “f Funktion”und “q € f(Ela.)[{p}]”
folgt “p Menge” und “q= f({(a,p)} UE)".

d) Aus “f Funktion” und “p Menge” und “{(a,p)} U E € dom f”
folgt “f({(a,p)} U E) € f(Ela.) [{p}]”.
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Beweis 259-18 a) VS gleich (f Funktion) A (¢ € f (Ela.) [y])-

1: Aus VS gleich “...q € f(Ela.)[y]”
folgt via 259-11: A0 (Qey) ANM(({(a, D}UE, q) € f).

2.1: Aus 1“...({(a,Q}UE  q) € f”
folgt via 7-5: {(a,Q)} U E € dom f.

2.2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“({(a, D)} U E,q) € f”
folgt via 18-20: p=f{(a,Q)} UE).

3: Aus 1“dQ:Qey...”,
aus 2.1“{(a,Q2)} UFE € dom f” und
aus 2.2“p = f({(a,Q)} UE)”
folgt: I (Qey AN{(@,Q)}UE edom f)A(qg= f({(a,Q2)} UE)).

b) VS gleich (f Funktion) A (p € y) A ({(a,p)} U E € dom f).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...{(a,p)} UE € dom f”

folgt via 18-22: {(a,p)} UE, f({(a,p)} UE)) € f.

2: aus VS gleich “...p€y...” und
aus 1“({(a,p)} UE, f({(a,p)} UE)) € f~
folgt via 259-11: f{(a,p)} UE) € f(E|a.)[y].
c) VS gleich (f Funktion) A (q € f (Ela.) [{p}])-

1: Aus VS gleich “...q € f(Fla.)[{p}]”
folgt via 259-12: ({(a,p)} UE,q) € f.

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und

aus 1“({(a,p)} U E,q) € f”
folgt via 18-20: q=f({(a,p)} UE).

d) VS gleich (f Funktion) A (p Menge) A ({(a,p)} U E € dom f).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...{(a,p)} UE € dom f”

folgt via 18-22: ({(a,p)}UE, f{(a,p)} UE)) € f.

2: Aus VS gleich “...p Menge...” und

aus 1“({(a,p)} U E, f({(a,p)} UE)) € [~
folgt via 259-12: f{(a,p)}yUE) € f(Fla.) [{p}

]
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259-19. Das folgende Kriterium entstammt einer fritheren Version dieses Essays.

Da es ansprechend ist wird es beibehalten.

259-19(Satz) Die Aussagen 1), ii) sind dquivalent:
1) (pA(z,p)}) € {}oza.

ii) x,p Menge.

Beweis 259-18 VS gleich
1.1: Aus VS gleich “(p,{(z,p)}) € {} oxa”

(p.{(z,p)}) € {-} o 2ar,

folgt via 9-15: p Menge
1.2: Aus VS gleich “(p,{(z,p)}) € {} oxa”

folgt via 14-4: A ((p, Q) € za) A (2 {(z,p)}) € {.})-

2: Aus1.2“...(p,Q) €xy...”

folgt via 259-2: x Menge
VS gleich x,p Menge.
1.1: Aus VS gleich “z,p Menge”

folgt via PaarAxiom I: (x,p) Menge.

1.2: Aus VS gleich “z,p Menge”
folgt via 259-2:

N

: Aus 1.1%(z,p) Menge”
folgt via 0-22:

3: Aus 2“(x,p) eU”
folgt via 27-10:

4: Aus 3 und
aus 27-8(Def)“{.} = {.}u”
folgt:

5: Aus 1.2“(p, (x,p)) € z1” und

aus 4“ ((I7p>7 {(.I,p)}) € {'}”

folgt via 14-5:

(pa (x>p)) € Tei1-

(x,p) €U.

((1',29), {(3:7]9)}) S {}Z/l

((z,p),{(z,p)}) € {.}-

(p, {(z,p)}) € {-} 0o 2ar,
O
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259-20. Auch dieses Resultat entstammt einer fritheren Version des vorliegenden
Essays.

259-20(Satz)

a) Aus “z,p Menge” folgt “({.} o wa1)[{p}] = {{(2,p)}} "

b) Aus “x Unmenge”
folgt “({.} owa)[{p}] = 07 und “{{(z,p)}} = {0}~
und “({.} oza)[{p}] # {{(z,p)}}".

c) Aus “p Unmenge”
folgt “({.} oxc)[{p}] = 07 und “{{(z,p)}} = {0}~
und “({.} o za)[{p}] # {{(z,p)}} "

Beweis 259-20 a) VS gleich x,p Menge.
1: Aus VS gleich “z,p Menge”

folgt via 259-19: (p,{(z,p)}) € {.} o za1.

2: Via 27-11 gilt: {.}x Funktion.

3: Aus 2“{.};y Funktion” und
aus 259-3“ ., Funktion”

folgt via 18-46: {.}u © x; Funktion.
4: Aus 3 und

aus 27-8(Def)“{.} = {.}u”

folgt: {.} o 21 Funktion.

5: Aus 4“{.} oz Funktion” und

aus 1% (p, {(z,p)}) € { } o zaa”
folgt via 18-20: {}ozal{p}] = {{(z,p)}}.
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Beweis 259-20 b) VS gleich x Unmenge.
1.1: Aus VS gleich “x Unmenge”
folgt via 259-3: T = 0.
1.2: Aus VS gleich “2 Unmenge”
folgt via 6-2: (x,p) Unmenge.
1 259—4 8—12
2.1: (£} eza)[{p}] = ({3 2 0)[{p}] =" 0[{p}] "="0.
2.2: Aus 1.2“(z,p) Unmenge”
folgt via 1-4: {(z,p)} =0.
3.1: Aus 2.1
folgt: ({-} eza)[{p}] =0
3.2: Aus 2.2
folgt: {{(z.p)}} ={0}
4: Aus 3.1,

aus 3.2 und
aus 1-5“0 # {0}”

folgt: ({-} oza){p}] # {{(2,0)}}
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Beweis 259-20 c¢) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “p Unmenge”
folgt via 1-4:

1.2: Aus VS gleich “p Unmenge”
folgt via 6-2:

2.2: Aus 1.2“(z,p) Unmenge”
folgt via 1-4:

3.1: Aus 2.1

folgt:

3.2: Aus 2.2

folgt:

4: Aus 3.1,
aus 3.2 und
aus 1-5“0 # {0}”

folgt:
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p Unmenge.

{r} =0.

(x,p) Unmenge.

(-} oza) [{p}] = ({} o zar)[0] =7 0.

{(z,p)} = 0.

({-} eza)[{p} =0

{(z,p)}} = {0}

({-}oza){p}] # {{(2,0)}}
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259-21. Hier wird y(z U .)(0) thematisiert.
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259-21(Satz)

y(eU.)(0)

y(z).

Beweis 259-21

1.

1.

1:

2:

2:

Via 258-29 gilt:
Via 2-17 gilt:

Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

y(xU.)(0) =y(zUO0).
zU0==x.

~—

y(z U.)(0) = y(z).
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259-22. Auch vorliegendes Resultat ist im Folgenden hilfreich.

259-22(Satz)

a) Aus “ax =y’ folgt “x Cy und “yCx”.

b) “ax =1y” genau dann, wenn “x Cy Ca”

genau dann, wenn “yCx Cy”.
Beweis 259-22 a) VS gleich T =19.
1: Via 0-6 gilt: rCu

2.1: Aus 1 und

aus VS

folgt: rCy
2.2: Aus 1 und

aus VS

folgt: yCux
b) VS gleich r=y.

Aus VS gleich “oz=y”
folgt via des bereits bewiesenen a):

) VS geich
1: Aus VS gleich “z Cy Cx”
folgt via GleichheitsAxiom:

2: Aus 1
folgt:

3: Aus 2y ==a”
folgt via des bereits bewiesenen a):
b) VS gleich

1: Aus VS gleich “y Cx Cy”
folgt via Gleichheits Axiom:

zCyCux
T =1.
y=x
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259-23. Im Folgenden wird r (z|z.) fiir Relationen r betrachtet, deren Definition-
Bereich eine TeilKlasse eines “cartesischen Produkts” ist. Dies ist Grund genug,
“cartesische Produkte” in die Essays einzubringen. Bemerkenswerter Weise muss
in vorliegender Definition die Klasse x weder eine Funktion noch eine Relation
sein.

259-23(Definition)

1) cpx =259.3(x)

= {w : (w Funktion) A (domw = dom x)
AVa: (a € domz) = (w(a) € z(a)))}.

2) “€ cartesisches Produkt von z” genau dann, wenn

C=cpux.
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259-24 Unter anderem ist cp x das cartesische Produkt von x.

259-24(Satz)

a) cp x cartesisches Produkt von x.

b) Aus “C, D cartesisches Produkt von x” folgt “€ =27

Beweis 259-24 a)

Aus “cpx =cpa”

folgt via 259-23(Def): cp x cartesisches Produkt von x.
b) VS gleich ¢, cartesisches Produkt von x.
1.1: Aus VS gleich “€... cartesisches Produkt von x”

folgt via 259-23(Def): ¢C=cpuz.
1.2: Aus VS gleich “...® cartesisches Produkt von z”

folgt via 259-23(Def): ® = cp .

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: c=9.
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259-25. Fiir die Elemente von cp x gilt Vorliegendes.

259-25(Satz)

a) Aus “p € cp x” folgt “p:domz — (Jran (zae)”.
b) Aus “p € cp f7und “f Funktion” folgt “p:dom f — (Jran f”.

c) Aus “pe€cp f"und “f : D — B” folgt “p: D —|JB”.
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Beweis 259-25 a) VS gleich

1: Aus VS gleich “p e cpa”
folgt via 259-23(Def):
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peEcpx.

(p Funktion) A (domp = dom z)

A(Va: (o € domzx) = (p(a) € z())).

~N OO OO O

10:

=W N =

3:

Aus 1“p Funktion...” und
aus Thema2.1“f € ranp”

folgt via 18-24: 3Q : (2 € domp) A (B = p(Q2)).
: Aus 3“...Q €domp...” und

aus 1“...domp =domz...”
folgt:

: Aus 4“Q2 € domz” und
aus 1“.. . Va: (o € domz) = (p(a) € z(a))”

folgt:

: Via 258-14 gilt:
: Via 258-14 gilt:
: Via 258-14 gilt:
: Aus 4 und

aus 6.2
folgt:

: Aus 5 und

aus 6.3
folgt:

: Aus 6.1“xq¢ Funktion” und

aus 7.1 € dom (zq)”
folgt via 18-22:

: Aus 7.24p(Q) € xae(©)” und

aus 8“raq () € ran (aq)”
folgt via 1-12:

Aus 3“... 4 =p(Q)” und
aus 9

folgt:

B € ranp.

Q) € dom z.

p(Q2) € z(QY).

Tae Funktion.

dom (zf¢) = dom x.
Tae(Q) = ().

) € dom (xfkt).

p(Q) € zae(92).

xfkt(Q) € ran (ZEfkt).

p(Q2) € Uran (za)-

B e Jran (zpt)-
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Beweis 259-25 a) VS gleich p Ecp .
Ergo Thema2.1: VB : (B eranp) = (B € Jran (za))-
Konsequenz via 0-2(Def): A1]| “ranp C Jran () ”

2.2: Aus 1“p Funktion...” |

aus 1“...domp=domzx...” und

aus A1 gleich “ranp C (Jran (zaq)”

folgt via 21-1(Def): p:domax — (Jran (za).
b) VS gleich (p € cp f) A (f Funktion).
1.1: Aus VS gleich “pecp f...”

folgt via des bereits bewiesenen a): p:dom f — (Jran (fax).

1.2: Aus VS gleich “... f Funktion”

folgt via 258-15: foe = f.
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: p:dom f — (Jran f.
c) VS gleich (pecp f)N(f: D — B).

1: Aus VS gleich “...f: D — B”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C B).

2.1: Aus VS gleich “pe€cp f...” und
aus 1“ f Funktion...”
folgt via des bereits bewiesenen b): p:dom f — (Jran f.

2.2: Aus1“...ranf C B”
folgt via 1-15: Uranf CUB.

3: Aus 2.1 und
aus 1“...domf=D..."
folgt: p:D—Jranf.

4: Aus 3“p: D — |Jran f” und
aus 2.2“Jran f C | JB”
folgt via 21-5: p:D—JB.

]



Mengenlehre #259 217

259-26. Nun soll unter anderem cp x = 0 und 0 # cp x thematisiert werden.

259-26(Satz)

a) cp0={0}.
b) Aus “x(p) =07 folgt “cpx=0".
c) Aus “domz Unmenge” folgt “cpx =07.

d) Aus “0 # cp x” folgt
“domx Menge” und “Va : (o € domz) = (0 # z(«))”.

e) (AC) Aus “domz Menge” und “Vo: (o € domz) = (0 # z(«))”
folgt “0# cpa”.

f) cpUU =0.

Beweis 259-26 a)

o€ cpO.

2: Aus Themal.1“a €cp0”
folgt via 259-23(Def): (« Funktion) A (dom a = dom0).

3.1: Aus 2“« Funktion...”
folgt via 18-18(Def): a Relation.

3.2: Aus 2“...doma =dom0” und
aus 7-11“dom 0 = 0"
folgt: doma = 0.

4: Aus 3.1“a Relation” und
aus 3.2“doma =0"
folgt via 92-5: a=0.

Ergo Themal.1: Va:(a€cp0) = (a=0).

Konsequenz via 1-10: A1l| “cp0 C{0}”
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Beweis 259-26 a)
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aus 7-11“dom 0 = 0"
folgt:

3: Esgilt 2“5 €07.
Via 0-19 gilt “g ¢ 07
Ex falso quodlibet folgt:

2: Aus Themal.2“f3 € dom(0” und

B € dom 0.

£ eo.

0(5) € 0(8)-

Ergo Themal.2:

2: Aus 18-51“0 Funktion” ,
aus “dom0 = dom0”,
aus A2 gleich “Vf : (8 € dom0)
aus OU Axiom“0 Menge”
folgt via 259-23(Def):

3: Aus 2“0 €cp0”
folgt via 1-8:

A2| “¥Y3: (B € dom0) = (0(8) € 0(B))”

= (0(6) € 0(8))” und

0€cpO.

{0} Ccpo.

4: Aus A1 gleich “cp 0 C {0}” und

aus 3“{0} Ccp0”
folgt via GleichheitsAxiom:

cp 0 ={0}.
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Beweis 259-26 b) VS gleich

1: Es gilt:

’ wiFallunterscheidung ‘

2:

Aus 1.1.Fall“0# cp 2’
folgt via 0-20:

: Aus2“...Q€ecpa”

folgt:

: Aus VS gleich “z(p) =0” und

aus OU/ Axiom“0 Menge”
folgt:

: Aus 4“z(p) Menge”

folgt via 17-5:

: Aus 5 und

aus 3
folgt:

: Aus 6 und

aus VS
folgt:

: Esgilt 7“Q(p) €07

Via 0-19 gilt “Q(p) ¢ 0”.
Ex falso quodlibet folgt:

0 # cp x.
IN:Qecpu.

Va: (o € domz) = (Q(a) € z(a)).

z(p) Menge.

p € dom .

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: cpx =0.
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Beweis 259-26 c) VS gleich
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domz Unmenge.

2.1:

2.2:

Aus Themal“a € cp z”
folgt via Element Axiom:

Aus Themal“a € cp z”

folgt via 259-23(Def): (a Funktion) A (doma = dom x).

: Aus 2.2%...doma =domz” und
aus VS
folgt:

: Aus 2.2« Funktion...” und

aus 3“dom a Unmenge”
folgt via 26-4:

: Es gilt 4“a Unmenge” .

Es gilt 2.1“a Menge” .
Ex falso quodlibet folgt:

aEccpr.

a Menge.

dom o Unmenge.

a Unmenge.

a ¢ cp .

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

Va: (o €cpr)= (a¢cpu).

cpz =0.
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Beweis 259-26 d) VS gleich 0 # cp x.

1: Aus VS gleich “0 # cp z”
folgt via 0-20: JQ:Qecpua.

2.1: Aus1“...Q€cpa”
folgt via Element Axiom: ) Menge.

2.2: Aus1“..Q€cpa”
folgt via 259-23(Def): (dom Q = dom x)
AVB: (B € domz) = (Q(P) € z(B))).

3: Aus 2.1“Q) Menge”

folgt via dom ran Axiom: dom 2 Menge.
4: Aus 3 und
aus 2.2“domQ) =domz...”
folgt: dom x Menge
a € domz.

6: Aus Thema5“a € domz” und
aus 2.2“Vf : (B € domz) = () € z(B))”

folgt: Qa) € z(a).
7: Aus 6“Q(a) € z(a)”
folgt via 0-20: 0 # z(a).

Ergo Themab: Va: (o € domz) = (0 # z(«a))
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Beweis 259-26 e) VS gleich (domz Menge) A (Va : (o € domz) = (0 # z(«))).
1.1: Via 258-14 gilt: Zaqe Funktion.

1.2: Via 258-14 gilt: dom (zq,) = dom z.

2: Aus 1.2 und
aus VS gleich “...Va: (o € domz) = (0 # z(«a))”

folgt:
Va: (o € dom (zae)) = (0 # ().
3: Via 258-14 gilt: Vi zae(5) = x(B).
4: Aus 2 und
aus 3
folgt: Va: (o € dom (zae)) = (0 # zae(a)).

5: Aus 1.1%xq¢ Funktion” und
aus 4“Va : (a € dom (zaq)) = (0 # zae(a))”
folgt via AuswahlAxiom: 3Q: (Q: dom (zae) — Uran ()
AV (v € dom (za)) = (2(7) € Zae(7)))-

6.1: Aus 5“...Q :dom (zqe) — Uran (zae) ...

folgt via 21-1(Def): (Q Funktion) A (dom Q = dom (zg)).
6.2: Aus 5“... Vv : (v € dom (z4)) = (2(7) € xae(y))” und

aus 1.2

folgt:

Vv i (v € domz) = (Q7) € zaa(V))-

7.1: Aus 6.1“...dom ) = dom (zg)” und
aus 1.2
folgt: dom 2 = domz.

7.2: Aus 6.2 und
aus 3
folgt:
Vv (v € domz) = (2(y) € z(v))-

8: Aus 7.1 und
aus VS gleich “dom x Menge. .. "
folgt: dom 2 Menge.

9: Aus 6.1“Q Funktion...” und
aus 8“dom 2 Menge”
folgt via 26-3: 2 Menge.
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Beweis 259-26 e) VS gleich (domz Menge) A (Va : (o € domz) = (0 # z(«))).

10: Aus 6.1“€) Funktion...”,
aus 7.1“dom € =domaz” ,
aus 7.2“Vy : (y €domzx) = (Q(y) € 2(y))” und
aus 9“) Menge”
folgt via 259-23(Def): Qe cpux.

11: Aus 11“Q ecpa”
folgt via 0-20: 0 # cp x.
)

1: Aus 7-11“domU = U” und
aus 0/ Axiom“U Unmenge”
folgt: domU Unmenge.

2: Aus 1“domi/ Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen c): cpU = 0.

[]
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259-27. Vorliegendes Resultat wurde bereits im Beweis von 259-26 verwendet.
Die Aussage erklart auch, warum es bei der Betrachtung cartesischer Produkte
cp x geniigt, sich auf Funktionen x zu beschranken.

259-27(Satz)

CP T = CP Ttkt-

Beweis 259-27

accpur.

2.1: Aus Themal“l.1”a €cpux
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.l“a € cpa”
folgt via 259-23(Def): (« Funktion) A (dom a = dom z)

VB : (B € domz) = (a(f) € z(5)).

3: Via 258-14 gilt: dom (zf¢) = dom x.
4: Aus 2.2 und

aus 3

folgt: (o Funktion) A (dom a = dom (z4))

AYB : (B € domzge) = (a(B) € z(B))).

5: Via 258-14 gilt: Yy zae(y) = x(7).
6: Aus 4 und

aus 5

folgt: (o Funktion) A (dom o = dom ()

/\(Vﬁ : (ﬁ € dom l'fkt) = (Oé(ﬁ) c xfkt(ﬁ))).

7: Aus 6“(a Funktion) A (dom oo = dom (z))

/\(V/B : (6 € dom l‘fkt) = (OZ(ﬂ) S £L‘fkt(5)))” und
aus 2.1“a Menge”

folgt via 259-23(Def): Q€ CP Tyt

Ergo Themal.1: Va: (o € cpr) = (o € cp Ta)-

Konsequenz via 0-2(Def): Al| “cpx C cp wae”
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Beweis 259-27 ...

Themal.?2 o € CP Tke-
2.1: Aus Themal“1.2” o € cp Tt
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus Themal.2“« € cp Ta
folgt via 259-23(Def):
(o Funktion) A (dom a = dom (x4 ))
Vﬁ : (ﬁ € dom (Ifkt>) = (04(6) c .Tfkt</6)).

3: Via 258-14 gilt: dom (zq¢) = dom z.
4: Aus 2.2 und

aus 3

folgt: (cv Funktion) A (dom o = dom )

AVB = (B € domz) = (a(f) € zae(D)))-

5: Via 258-14 gilt: Yy zae(y) = x(7).
6: Aus 4 und

aus 5

folgt: (v Funktion) A (dom o = dom )

AVB: (B € domz) = (a(f) € x(P))).

7: Aus 6“(a Funktion) A (doma = dom z)
AVB (B € domzx) = (a(B) € z(5)))” und

aus 2.1“a Menge”

folgt via 259-23(Def): a € cp .
Ergo Themal.2: Va: (o € cp zae) = (v € cp ).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “cpape Ccpa”

1.3: Aus Al gleich “cp z C cp zp” und
aus A2 gleich “cp zae Ccpa”
folgt via GleichheitsAxiom: Cp & = CP Tfkt-

]
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259-28. Es wird bald gezeigt, dass cp x stets eine Menge ist. Dazu bedarf es
zweier Vorbereitungen.

259-28(Satz)

a) Aus “f:D — B”folgt “f C D x B”.

b) Cpx g P((dom (.CEfkt)) X U ran (l‘fkt)).
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Beweis 259-28 a) VS gleich f:D— B.

1:

2.1:

2.2:

3.1:

3.2:

b)

Aus VS gleich “f: D — B”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C B).

Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 18-18(Def): f Relation.

Aus 1“...ranf C B”
folgt via 6-T: (dom f) x (ran f) C (dom f) x B.

Aus 2.1¢ f Relation”
folgt via 10-4: f Cdomf xranf.

Aus 1“...dom f=D...” und
aus 2.2
folgt: (dom f) x (ran f) C D x B.

: Aus 3.1“f Cdom f x ran f”7 und

aus 3.2“dom f xranf C D x B”
folgt via 0-6: fCDxB.

a€cpur.

4: Aus 2 und

2: Aus VS gleich “a € cp z”
folgt via 259-25: a:domaz — (Jran ().

3: Via 258-14 gilt: dom ()ex = dom z.

aus 3
folgt: a : dom (zqe) = Jran (za)-

5: Aus 4“«a : dom (zqe) — Uran (za)”
folgt via des bereits bewiesenen a):
a C (dom (za¢)) X [Jran (ae)-

Ergo Themal: Va: (o € cpz) = (a C (dom (zae)) X Jran ().

Konsequenz via 0-29: cp x € P((dom (z)) x | Jran (zae)).

]
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|JAxiom Das | JAxiom garantiert, dass durch “Vereinigungs-Bildung” niemals
aus einer Menge eine Unmenge generiert werden kann.

| JAxiom

Aus “x Menge” folgt “| Jx Menge”.
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259-29. Mit Hilfe des | JAxioms zeigt sich, dass cp « stets eine Menge ist.
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259-29(Satz)

cp r Menge.
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Beweis 259-29

1:

Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

Mengenlehre #259

(domz Menge) V (dom z Unmenge).

2:
3:

9.1:
9.2:

10:

Via 258-14 gilt:

Aus 1.1.Fall und
aus 2
folgt:

: Via 258-14 gilt:

: Aus 4% zg¢ Funktion” und

aus 3“dom (za¢) Menge”
folgt via 26-3:

: Aus 5%z Menge”

folgt via domran Axiom:

: Aus 6“ran (zf:) Menge”

folgt via | JAxiom:

: Aus 3“dom (zf:) Menge” und

aus 7“Jran (za¢) Menge”

dom x Menge.

dom (zq) = dom x.

dom (za¢) Menge.
Tae Funktion.
e Menge.

ran (za:) Menge.

Jran (za:) Menge.

folgt via bindr-cartesisches Axiom:

Via 259-28 gilt:

(dom (zgt)) x Jran (zae) Menge.
cp z C P((dom (za)) x Jran (za)).

Aus 8“(dom (za)) X Uran (zae) Menge”

folgt via PotenzMengenAxiom:
P((dom (zt)) x |Jran (zae)) Menge.

Aus 9“cp 2 C P((dom (zf)) x Uran (zt))” und
aus 8“P((dom (zae)) x Uran (zae)) Menge”

folgt via TeilMengenAxiom:

cp * Menge.

dom 2 Unmenge.

2: Aus 1.2.Fall“domx Unmenge”
folgt via 259-26: cpx =0.
3: Aus 2“cpx =0" und
aus 0/ Axiom*“0 Menge”
folgt: cp « Menge.
Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: cp ¢ Menge.

]
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259-30. Hier wird cp zop diskutiert.

259-30(Satz)

a) cpzop = {0}.
b) Aus “D =07 folgt “cpzop = {0}”.
c) Aus “0# D” folgt “cpzop =0".

d) cpzo=0.
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Beweis 259-30 a)

1: Via 20-5 gilt:
2:

3: Aus 2
folgt:

b) VS gleich

1:

2: Aus 1
folgt:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “0# D”
folgt via 0-20:

2: Aus1“...Qe D”
folgt via 20-5:

3: Aus 2“zop(2) =07
folgt via 259-26:

d)

1: Via 0-18 gilt:

2: Aus 1“0#U"
folgt via des bereits bewiesenen c):
3: Aus 2
und aus 20-1(Def) “zo = zoy”
folgt:
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zog = 0.

cp zop = cp 0 £ {0}.

cp zoy = {0}.
D =0.

cp zop = cp z0g 2 {0}.

cp zop = {0}.

0+#D.
d10: Qe D.
ZOD(Q) =0.

cp zop = 0.

0#U.

cp zoy = 0.

cp zo = 0.
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259-31. Nun wird cp idp diskutiert.
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259-31(Satz)

a) cpidg = {0}.

d) cp id{o} = 0.

g) cpid=0.

b) Aus “D =07 folgt “cpidp = {0}”.

c) Aus “0 € D7 folgt “cpidp =07.

e) (AC) Aus “0 ¢ D Menge” folgt “0 # cpidp”.

f) Aus “D Unmenge” folgt “cpidp =0".

Beweis 259-31 a)

1: Via 20-11 gilt:
2:

3: Aus 2
folgt:

b) VS gleich

1:

2: Aus 1
folgt:

c) VS gleich

1: Aus VS gleich “0 € D”
folgt via 20-11:

2: Aus 1¢idp(0) =07
folgt via 259-26:

d)
Aus 1-5“0 € {0}”

folgt via des bereits bewiesenen c):

ido = 0

cp idg 1 cp 0 25926 {0}.

cp idg = {0}.
D =0.

cpidp Z cpidy 2 {0}.

cp idp = {0}.

0eD.
idp(0) = 0.

cpidp = 0.

cp id{o} =0.
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Beweis 259-31 e) VS gleich 0 ¢ D Menge.
1: Via 20-11 gilt: dom (idp) = D.
2: Aus 1 und

aus VS gleich “...D Menge”
folgt: dom (idp) Menge
a € dom (idp).
4: Aus Thema3.1 und
aus 1
folgt: acD.

5.1: Aus4“a € D” und
aus VS gleich “0¢ D...”

folgt via 0-1: a #0.
5.2: Aus4“a e D”
folgt via 20-11: idp(a) = a.
6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt: 0 # idp(a).
Ergo Thema3. 1: Al| “Va: (o € dom (idp)) = (0 # idp(«))”

3.2: Aus 2“dom (idp) Menge” und
aus Al gleich “Va : (a € dom (idp)) = (0 # idp(a))”

folgt via 259-26(AC): 0 # cp idp.

f) VS gleich D Unmenge.

1: Via 20-11 gilt: dom (idp) = D.
2: Aus 1 und

aus VS folgt: dom (idp) Unmenge.

3: Aus 2“dom (idp) Unmenge”
folgt via 259-26: cpidp = 0.
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Beweis 259-31 g)

1: Aus 0/ Axiom*“U Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen f):

2: Aus 1“cpidy =0" und
aus 20-7(Def) “id = idy,”
folgt:

235
cpidy = 0.
cpid =0.
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259-32(AC). Hier wird eine interessante Folgerung aus 259-31(AC) gezogen.

259-32(AC)(Satz)

Aus “0 ¢ D Menge” folgt “3Q: (2: D — |JD)
AVa:(ae D)= (o) ea))”.




Mengenlehre #259 237

Beweis 259-32(AC)

1: Aus —) “0 ¢ D Menge”
folgt via 259-31(AC): 0 # cp idp.

2: Via 21-13 gilt: idp: D — D.

3: Aus 1“0 #cpidp”
folgt via 0-20: 302 :Q e cpidp.

4.1: Aus3“...Q €€cpidp”
folgt via 259-23(Def): Va : (8 € dom (idp)) = (2(B) € idp(B)).

4.2: Aus 3“...Q € cpidp” und
aus 2“idp : D — D7

folgt via 259-25: Q:D—D.
aeD.
6: Via 20-11 gilt: dom (idp) = D.
7: Aus Thema5.1 und
aus 6
folgt: a € dom (idp).
8: Aus 7 und
aus 4.1
folgt: Q) € idp(a).
9: Aus Themab.1“a € D”
folgt via 20-11: idp(a) = a.
10: Aus 8 und
aus 9
folgt: Qa) € a.
Ergo Thema5. 1: Al| “Va: (ae D)= (Qa) e a)”
5.2: Aus 3“3Q...7,

aus 4.2“Q: D — (JD” und
aus A1 gleich “Va : (a« € D) = (Qa) € a)”
folgt: I:(Q2:D—=UD)ANVa:(axe D)= (Qa) € a)).

O
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259-33. Nun soll cp ¢°"D diskutiert werden.

259-33(Satz)

a) cp 0 = {0}.

b) cp 0°0 = {0}.

c) cp U°0 = {0}.

d) Aus “D =07 folgt “cp °*D = {0}"”.

e) Aus “0# D” folgt “cp 0°"D =0".

£) cp 0°U = 0.

g) Aus “c Unmenge” folgt “cp ¢°*D = {0}”.

h) cpU°"D = {0}.

i) cpU°U = {0}.

j) Aus “c Menge” und “D Unmenge” folgt “cp ¢®®D =0".

k) Aus “c Menge” folgt cp c®*D = Pe.

Beweis 259-33 a)

1: Aus “0=0"
folgt via 214-4: c®0 = 0.
2: Aus 1 und
aus 259-26“cp 0 = {0}”
folgt: cp ¢°0 = {0}.
b)
Via des bereits bewiesenen a) gilt: cp 0°0 = {0}.
c)

Via des bereits bewiesenen a) gilt: cp U°™0 = {0}.
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Beweis 259-33 d) VS gleich

1:

2: Aus 1

folgt:

e) VS gleich

)

1:

Aus VS gleich “0 # D7
folgt via 0-20:

i Aus 1“Q € D7 und

aus OU Axiom“(0 Menge”
folgt via 214-4:

: Aus 240°"D(Q2) =07

folgt via 259-26:

Aus 0-18“0 #U”

folgt via des bereits bewiesenen e):

g) VS gleich

h)

1: Aus VS gleich “c¢ Unmenge”

folgt via 214-4:

: Aus 259-26“cp 0 = {0}” und

aus 1
folgt:

Aus OU Axiom “U/ Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen g):

i)

Via des bereits bewiesenen h) gilt:
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D =

cp D E cp °) 2 {0}.

cp ¢°*D = {0}.

0 D.

d2:Q e D.
0°"D(Q2) = 0.

cp 0°°D = 0.

oYU = 0.

¢ Unmenge.

"D = 0.
cp ¢°*D = {0}.
cp U°"D = {0}.

cp U°U = {0}.
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Beweis 259-33 j) VS gleich (¢ Menge) A (D Unmenge).
1: Aus VS gleich “(c Menge) A (D Unmenge)”

folgt via 214-5: c°"D Unmenge.

2: Via 214-4 gilt: c®"D Funktion.

3: Aus 2“¢°"D Funktion” und
aus 1“¢°"D Unmenge”
folgt via 26-4: dom ¢®”D Unmenge.

4: Aus 3“dom ¢®®D Unmenge”
folgt via 259-26: cp "D = 0.

k) VS gleich ¢ Menge.

a € cp ¢™D.

2.1: Aus Themal.1“a € cp c®™D”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2.2: Aus VS gleich “c¢ Menge”
folgt via 214-4: D : D — {c}.

3: Aus Themal.1“«a € cp ¢®®D” und
aus 2.2“c°"D : D — {c}”
folgt via 259-25: a: D — | J{c}.

4: Via 1-14 gilt: U{c} Ce.

5: aus 3“a: D — | J{c}” und
aus 4“( J{c} C¢”
folgt via 21-5: a:D —ec.

6: Aus 2.1“a Menge” und
aus 5“a: D — ¢”
folgt via 212-5: a € Pe

Ergo Themal.1: Va: (a € cp ®D) = (a € Po).

Konsequenz via 0-2(Def): Al| “cp c®D C Pe”
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Beweis 259-33 k) VS gleich
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¢ Menge.

2.1: Aus Themal.2“a € Pc”
folgt via Element Axiom:

2.2: Aus Themal.2“a € P¢”
folgt via 212-5:

3.1: Aus2.2%a: D —¢”
folgt via 21-1(Def):

3.2: Aus2.2%a: D —¢”
folgt via 21-4:

3.3: Aus VS gleich “c¢ Menge”
folgt via 214-3:

3.4: Aus VS gleich “c Menge”
folgt via 214-4:

4.1: Aus 3.1“...doma =D"” und

aus 3.3

folgt: dom o = dom ¢°"D.
4.2: Aus 3.2 und

aus 3.4

folgt: Vo : (0 € D)= (a(d) € c®D(9)).

5: Aus 3.1“a Funktion...”,
aus 4.1“doma =domc°"D” ,

aus 4.2“V0 : (6 € D) = («(d) € ¢®D(d))” und

aus 2.1“a Menge”
folgt via 259-23(Def):

(o Funktion) A (doma = D).

V5 (B e D)= (ap) € ).

Vy:(y€ D)= (c°"D(y) = ¢).

aEDc.

a Menge.

a:D —c.

dom c®™D = D.

a € cp c®D.

Ergo Themal.2:
Konsequenz via 0-2(Def):
2: Aus A1 gleich “cp ¢°®D C P¢” und

aus A2 gleich “Pc C cp ¢®*D”
folgt via Gleichheits Axiom:

Va: (a € Pc) = (a € cp ¢®™D)).

A2 ch g cp ConD ”

cp c°"D = Pe.

]
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259-34. In einigen Fillen ist cp ¢°®D gleich Pc, in anderen Féllen sind diese
Terme ungleich.

259-34(Satz)

a) “cp c®D = Pc” genau dann, wenn “c Menge” oder “D =07,

b) “cp D # Pe” genau dann, wenn “(c Unmenge) A (0 # D)”.

Beweis 259-34 a) VS gleich cp ™D = Pe.
1: Es gilt: (¢ Menge) V (D =0) V ((¢ Unmenge) A (0 # D)).

’Fallunterscheidung‘

¢ Menge.

D =0.
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Beweis 259-34 a) VS gleich

’Fallunterscheidung‘
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cp ™D = Pe.

3: Aus 1.3.Fall“...0# D",
aus 2.2.1.Fall“D Menge” und
aus 1.3.Fall“c Unmenge...”
folgt via 219-1:

4: Aus 2.1 und
aus VS
folgt:

5: Via SingeltonAxiom gilt:

6: Aus 4 und
aus 5
folgt:

7: Es gilt 6“Pc Menge” .
Es gilt 3“”¢ Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt:

1.3.Fall (¢ Unmenge) A (0 # D).
2.1: Aus 1.3.Fall“c Unmenge...”
folgt via 259-33: cp "D = {0}.
2.2: Es gilt: (D Menge) V (D Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
2.2.1.Fall D Menge.

D¢ Unmenge.

Pe = {0}.
{0} Menge.

D¢ Menge.
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Beweis 259-34 a) VS gleich cp ™D = Pe.

’Fallunterscheidung‘

1.3.Fall (¢ Unmenge) A (0 # D).

’Fallunterscheidung‘

2.2.2.Fall D Unmenge.

3: Aus 2.2.2.Fall“D Unmenge”
folgt via 212-5: Pe=0.

4: Aus 3 und
aus VS
folgt: cp c°*D = 0.

5: Aus 4 und

aus 2.1

folgt: 0={0}.
6: Esgilt 5“0 ={0}".

Via 1-5 gilt “0 # {0}”.

Ex falso quodlibet folgt: D =0.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: D =0.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: (¢ Menge) V (D = 0).
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Beweis 259-34 a) VS gleich (¢ Menge) V (D = 0).
1: Nach VS gilt: (¢ Menge) V (D = 0).
Fallunterscheidung‘
1.1.Fall ¢ Menge.
Aus 1.1.Fall“c Menge”
folgt via 259-33: cp c°”D = Pe.
1.2.Fall D =0.
2.1: Aus 1.2.Fall“D =0"
folgt via 259-33: cp ¢®®D = {0}.
5 5. Dy 12Fall o 2128 1y
3: Aus 2.1 und
aus 2.2“Pc= ... ={0}”
folgt: cp c°®D = Pe.
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: cp D = Pe.
b)

1: Via des bereits bewiesenen a) gilt:
(cp ¢®D = Pc) < ((c Menge) V (D = 0)).

2: Aus 1
folgt: (cp ¢®D # Pc) & ((c Unmenge) A (0 # D)).

O
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259-35. Nun soll cp (D x B) diskutiert werden.

259-35(Satz)

a) Oge = 0.
b) Aus “D =07 folgt “(D x B)ae =07

c) Aus “B =07 folgt “(D x B)g: =0".

d) Aus “p e D7 folgt “(D x B)[{p}]=B".
(

(

£) Aus “p & D7 folgt “(D x B)[{p}] =0".

)

‘ )

e) Aus “p € D" folgt “(D x B)(p) =\ B”.
‘ )

g) Aus “p ¢ D" folgt “(D x B)(p) =U".
h) (D x Bl = ((B)°"D.

i) “cp (D x B) =P(N B)” genau dann, wenn “0 # B” oder “D =0".

Beweis 259-35

{(A\,z(N\)) : A € y} 18-4(Def)

a)

Aus 18-51“0 Funktion”

folgt via 258-15: Opee = 0.

b) VS gleich D =0.
1: Aus VS gleich “D =0”

folgt via 6-13: Dx B =0.

2: (D x B)ge = Oge !
3: Aus 2

folgt: (D x B)ge = 0.
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Beweis 259-35 c) VS gleich B =0.
1: Aus VS gleich “B =0"
folgt via 6-13: D x B=0.
2: (D X B)ge = Opee 2
3: Aus 2
fOlgtI (D X B)fkt = 0.
d) VS gleich peD.
1: Aus VS gleich “pe D”
folgt via Element Axiom: p Menge.
2: Aus 1“p Menge”
folgt via 1-3: p € {p}.
3: Aus VS gleich “p € D” und
aus 2“p € {p}”
folgt via 2-2: p € Dn{p}.
4: Aus 3“pe Dn{p}”
folgt via 0-20: 0# DN {p}.
5: Aus 4“0# DN {p}”
folgt via 9-23: (D x B)[{p}] = B.
e) VS gleich p € D.

1: Aus VS gleich “pe D”
folgt via des bereits bewiesenen d): (D x B)[{p}] = B.

N(D x B)[{p}] =N B.

17—1(Def)

2: (D x B)(p)

3: Aus 2
folgt: (D x B)(p) = B.
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Beweis 259-35 f) VS gleich pé¢ D.
a € (D x B)[{p}]-
2: Aus Themal“a € (D x B)[{p}]”
folgt via 8-7: 30 (Q e {p}) AN((Q,a) € D x B).
3.1: Aus2“...Qe {p}...”
folgt via 1-6: Q=np.
3.2: Aus2“...(Q,a) e D x B”
folgt via 6-6: QeD.
4: Aus 3.1 und
aus 3.2
folgt: peD.

5: Esgilt 4“pe D”.
Es gilt VS gleich “p ¢ D” .

Ex falso quodlibet folgt: a ¢ (D x B)[{p}].
Ergo Themal: Va: (a € (D x B)[{p}]) = (e ¢ (D x B)[{p}]).
Konsequenz via 0-19: (D x B)[{p}] =0.
g) VS gleich pé¢ D.
1: Aus VS gleich “p ¢ D”
folgt via des bereits bewiesenen f): (D x B)[{p}] = 0.
17—-1(Def _
2: (D% B)p) = (D X B)p}] £ N0 2w
3: Aus 2

folgt: (D x B)(p) =U.
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Beweis 259-35 h)

@ € (D x B

2.1:

2.2:

Aus Themal.1“a € (D x B)gy”

folgt via Element Axiom: a Menge.

Via 258-13(Def) gilt:

(D x B)ae = {(A, (D x B)(A\)) : A € dom (D x B)}.

: Aus Themal.1 und

aus 2.2

folgt: a€{(\, (D x B)(\):Xedom(D x B)}.
: Aus 3“a e {(\, (D x B)(A)): Aedom (D x B)}”

folgt via 18-8:

30 : (Q € dom (D x B)) A (v = (2, (D x B)(£2))).
: Aus 4“...Qedom(D x B)...”

folgt via 7-T7: 39 : (2,®) € D x B.
cAusd“..a=(Q,(D x B)(Q))” und

aus 2.1

folgt: (Q, (D x B)(2)) Menge.

: Aus5.14...(2,®) e D x B”
folgt via 6-6: QeD.

: Aus 5.2%(Q, (D x B)(R2)) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (D x B)(€2) Menge.

: Aus 6.1“Q e D”
folgt via des bereits bewiesen e): (D x B)(Q) = B.

249
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Beweis 259-35 h). ..

a € (D x B
8.1: Aus 7 und

aus 6.2

folgt: () B Menge.

8.2: Aus7“(D x B)(2) = B”
folgt via PaarAxiom I: (Q, (D x B)(Q)) = (2, B).

9.1: Aus4“...a=(2,(D x B)(Q))” und
aus 8.2

folgt: a=(Q,NB).

9.2: Aus6.1“Q & D” und
aus 8.1“( B Menge”

folgt via 214-2: (,NB) € (NB)"D.
10: Aus 9.1 und
aus 9.2
folgt: a € (N B)"D.
Ergo Themal. 1: Va: (o € (D X B)ae) = (€ (N B)"D).

Konsequenz via 0-2(Def): A1l “(D x B)ae € (N B)*"D”
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Beweis 259-35 h). ..

Thema1.2] o € (NB)™D.
2: Aus Themal.2“a € ((B)*"D”
folgt via 214-2: (N B Menge) A (0 # D)

AEQ: (Q € D) A(a = (2N B))).

3.1: Aus 2“() B Menge..."”
folgt via 1-17: 0# B.

3.2: Aus2“...QeD...”
folgt via des bereits bewiesenen e): (D x B)(Q2) =) B.

4.1: Aus3.1“0# B”

folgt via 0-20: d9: ® € B.
4.2: Aus 3.2
folgt: (B = (D x B)(Q).

5: Aus2“...Q€ D...” und
aus4.1“... o B”
folgt via 6-6: (Q2,®) e D x B.

6: Aus 5“(§2,®) € D x B”
folgt via 7-5: 2 € dom (D x B).

7: Aus 6“Q € ((D x B))N(dom (D x B))” und
aus 4.2“ B = (D x B)(Q)”
folgt via 18-9:
(QNB)e{(\,(DxB)(A)):Aedom (D x B)}.

8: Via 258-13(Def) gilt:
(D X B)ae = {(N\, (D x B)(A)) : A € dom (D x B)}.
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Beweis 259-35 h). ..

a € (NB)*D.
9: Aus 7 und
aus 8
folgt: (Q, ﬂB) S (D X B)fkt.
10: Aus 2“...a=(Q,NB)” und
aus 9
folgt: o€ (D X B)fkt.
Ergo Themal.2: Va: (e (NB)"D) = (a € (D x B)a).
Konsequenz via 0-2(Def): A2] “(NB)*™D C (D x B)g:”

2: Aus A1 gleich “(D x B)ge € ((B)°"D” und
aus A2 gleich “ () B)°™D C (D x B

folgt via GleichheitsAxiom: (D x B)ae = (N B)°"D.
i)
1: Via 259-27 gilt: cp (D x B)=cp ((D X B))-
2: Via des bereits bewiesenen h) gilt: (D x B)ae = (N B)°"D.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: cp (D x B) =cp (N B)*"D.

4: Via 259-34 gilt: (cp (NB)"D =P N B) < ((N B Menge) V (D = 0)).
5: Via 1-17 gilt: (N B Menge) < (0 # B).

6: Aus 4 und
aus 5
folgt: (cp (NB)™"D =PNB) < ((0#£ B) V(D =0)).

7: Aus 6 und
aus 3
folgt: (cp (D x B)y=PNB) < ((0#£B)V(D=0)).

]
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259-36. Scheinbar aus der Reihe wird nun die nach 0 vielleicht einfachste Funk-
tion {(p, q)} diskutiert.

259-36(Satz)

a) Aus “r € {(p,q)}” folgt “r = (p,q) Menge”.

b) “(r,s) € {(p.q)}”
genau dann, wenn “(r =p) A (s =q) A (r,s Menge)”.

<) “(r;s) e{(p,@)}”
genau dann, wenn “(r =p) A (s =q) A (p,q Menge)”.

d) “(p,q) € {(p,q)}” genau dann, wenn “p,q Menge”.

e) “0#{(p,q)}” genau dann, wenn “p,q Menge”.

£) “{(p,q)} =07 genau dann, wenn “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”.
g {(p.g)

h) {(p,q)} Funktion.
D {9

dom ({(p, 9)}) < {p}
ran ({(p,9)}) < {a}-

1) “0# dom ({(p,q)})” genau dann, wenn “0 % ran ({(p,q)})”
genau dann, wenn “p,q Menge” .

} Relation.

} injektiv.

A

J
k

A

m) “dom ({(p,q)}) = 07 genau dann, wenn “ran ({(p,q)}) =0"
genau dann, wenn “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)” .

n) “dom ({(p,q)}) = {p}” genau dann, wenn
“p,q Menge” oder “p Unmenge” .

o) “ran({(p,q)}) = {q}” genau dann, wenn
“p,q Menge” oder “q Unmenge”.

p) “(dom ({(p,q)}) = {p}) A (ran ({(p, 9)}) = {q}) " genau dann, wenn
“(p,q Menge) V (p,q Unmenge)”.
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Beweis 259-36 a) VS gleich
Aus VS gleich “r € {(p,q)}”
folgt via 1-6:

b) VS gleich

1: Aus VS gleich “(r,s) € {(p,q)}”
folgt via 1-6:

2.1: Aus 1“(r,s) = (p,q)...” und
aus 1“...7, s Menge”

folgt via IGP:

2.2: Aus1

folgt:

b) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “r=p...” und
aus VS gleich “...s=g¢q...”
folgt via PaarAxiom I:

1.2: Aus VS gleich “...r, s Menge”
folgt via PaarAxiom I:

2: Aus 1.2“(r,s) Menge” und
aus 1.1(r,s) = (p,q)”
folgt via 1-6:
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re{(p,a)}-

r = (p,q) Menge.

(r,s) € {(p,q)}-

((r,s) = (p,q)) A (r, s Menge).

r, s Menge

(r=p) A (s=q)A(r,s Menge).

(r,8) = (p,q)-

(r,s) Menge.

(r;5) € {(p,0)}-
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Beweis 259-36 ¢) VS gleich (r,s) € {(p,q)}-
1: Aus VS gleich “(r,s) € {(p,q)}”
folgt via des bereits bewiesenen b): (r=p)A(s=q) A (r,s Menge).
1: Aus 1
folgt: (r=p)A(g=ys)

2.2: Aus1“r=mp...” und
aus 1“...7... Menge”

folgt: p Menge

2.3: Aus1“...s=g¢q...” und

aus 1“...s Menge”
folgt: q Menge
c) VS gleich (r=p) A (s=q) A (p,q Menge).

2

1: Aus VS gleich “r=p...” und
aus VS gleich “...p... Menge”
folgt: r Menge.

1.2: Aus VS gleich “...s=¢...” und
aus VS gleich “...q Menge”
folgt: s Menge.

2: Aus VS gleich “(r=p)A(s=¢q)...”,
aus 1.1“r Menge” und
aus 1.2“s Menge”

folgt via des bereits bewiesenen b): (r,s) € {(p,q)}.
d) VS gleich (p,q) € {(p. )}
Aus VS gleich “(p,q) € {(p.q)}”
folgt via des bereits bewiesenen b): p,q Menge.
d) [& ]| VS gleich p, q Menge.

p p )

“q=q" und

aus VS gleich “p,q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): (p,q) € {(p,q)}.
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Beweis 259-36 ) VS gleich 0 # sgppq.
1: Aus VS gleich “0 # {(p,q)}”
folgt via 0-20: IN:Qe{(p,q}
2: Aus 1¢...Q e {(p,q)}”
folgt via des bereits bewiesenen a): (p, q) Menge.
3: Aus 2“(p,q) Menge”
folgt via PaarAxiom I: P, q Menge.
e) VS gleich p,q Menge.
1: Aus VS gleich “p, g Menge”
folgt via des bereits bewiesenen d): (p,q) € {(p,q)}
2: Aus 1“(p,q) € {(p,q)}”
folgt via 0-20: 0#{(p,q)}
)
1: Via des bereits bewiesenen e) gilt: (0#{(p.q)}) < (p,q Menge).
2: Aus 1

folgt: ({(p,q)} = 0) < ((p Unmenge) V (¢ Unmenge)).
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Beweis 259-36 g)

2: Aus Themal“a € {(p,q)}”

folgt via 1-6:

a € {(p,q)}-

a = (p,q) Menge.
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3: Aus 2“...(p,q) Menge”
folgt via PaarAxiom I: P, q Menge.
4: Aus 3“p,q Menge”
folgt via 6-8: (p,q) €U X U.
5: Aus2“a = (p,q)...” und
aus 4
folgt: acUxU.
Ergo Themal: Va: (ae{(p,q)}) = (aclU xU).
Konsequenz via 0-2(Def): {(p,q)} CU X U.
Konsequenz via 10-1(Def): {(p,q)} Relation.
h)
(. 8), (@, 7) € {(p,0)}-
2.1: Aus Themal.1“(a, ) ... € {(p,q)}”
folgt via des bereits bewiesenen b): g =q.
2.2: Aus Themal.1“...(a,7) € {(p,q)}”

folgt via des bereits bewiesenen b): v =q.
: Aus 2.1 und

aus 2.2

folgt: B=~

Ergo Themal.1:

1.2: Via des bereits bewiesenen g) gilt:

2: Aus 1.2{(p,q)} Relation” und
aus Al gleich “Vo, 8,7 : ((o, 8), (o, 7) € {(p,q)}) = (B=7)"

ALl “Va, 8,7 (o, 8), (,y) € {(p,@)}) = (B=1)"

folgt via 18-18:

{(p,q)} Relation.

{(p,q)} Funktion.
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Beweis 259-36 i)

(., 8), (v, 8) € {(p,0)}-
2.1: Aus Themal“(a,f)... € {(p,q)}”
folgt via des bereits bewiesenen b): a=np.

2.2: Aus Themal.1“...(v,8) € {(p,q)}”
folgt via des bereits bewiesenen b): v =p.

3: Aus 2.1 und

aus 2.2
folgt: a=".
Ergo Themai: va, 8,7 (@, 8), (7, ) € {(p,9)}) = (@ =").
Konsequenz via 8-1(Def): {(p,q)} injektiv.
3)
a € dom ({(p,9)})-
2: Aus Themal“a € dom ({(p,q)})”
folgt via 7-T7: I (o, Q) € {(p,q)}
3: Aus 2“... (o, ) € {(p,q)}”
folgt via des bereits bewiesenen b): a=p.
Ergo Themal: Va : (a € dom ({(p,q)})) = (a = p).

Konsequenz via 1-10: dom ({(p,9)}) € {p}
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Beweis 259-36 k)
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2: Aus Themal“«a € ran ({(p,q)})”
folgt via 7-7:

3: Aus 2“...(Q, ) € {(p,q)}”

folgt via des bereits bewiesenen b):

30 (Q,0) € {(p,q)}.

a€ran({(p,q)}).

a=q.

Ergo Themal:

Konsequenz via 1-10:

1)

¥S glcich

Aus VS gleich “0 # dom ({(p,q)})”
folgt via 7-7:

1)

1)

VS slcich

: Aus VS gleich “0 # ran ({(p,q)})”

folgt via 0-20:

Aus 1. Qeran({(p,q9)})”

folgt via 7-7:

: Aus 2¢...(2,Q) € {(p,q)}”
folgt via des bereits bewiesenen c¢):

vS glech

: Aus VS gleich “p,q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen d):

: Aus 14(p,q) € {(p,q)}”

folgt via 7-5:

: Aus 2“p e dom ({(p,¢)})...”

folgt via 0-20:

Va: (a €ran({(p,9)})) = (a=q).
ran ({(p,q)}) € {q}-
0 # dom ({(p,q)})-

0 #ran({(p,q)}).
0 # ran ({(p,9)})-

A0 : Q eran({(p,q)}).
30 (2,Q) € {(».9)}-

p,q Menge.

p,q Menge.

(p,q) €{(p,q)}-
p € dom ({(p,q)}).

0 # dom ({(p, ¢)})-



260 Mengenlehre #259

Beweis 259-36 m)

1: Via des bereits bewiesenen 1) gilt:
(0 # dom ({(p,9)})) < (0 # ran ({(p,9)})) < (p,q Menge).

2: Aus 1
folgt: (dom ({(p,q)}) = 0) = (ran ({(p, 9)}) = 0)
< ((p Unmenge) V (¢ Unmenge)).
n) VS gleich dom ({(p,)}) = {p}.
1: Es gilt: (p Menge) V (p Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
p Menge.
2: Aus 1.1.Fall“p Menge”
folgt via 1-3: 0 # {p}.
3: Aus 2 und
aus VS
folgt: 0 # dom ({(p, 9)}).
4: Aus 3“0 # dom ({(p,9)})”
folgt via des bereits bewiesenen 1): p,q Menge.
p Unmenge.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(p, g Menge) V (p Unmenge).
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Beweis 259-36 n) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

261

(p, g Menge) V (p Unmenge).

0.1.Fall p, q Menge.
1: Aus 0.1.Fall“p,q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen d): (p,q) € {(p,9)}
2: Aus 1%(p,q) € {(p,q)}”
folgt via 7-5: p € dom ({(p, q)}).
3: Aus 2“p € dom ({(p,q)})”
folgt via 1-8: {p} € dom ({(p,9)})
4: Via des bereits bewiesenen j) gilt: dom ({(p,q)}) C {p}.
5: aus 4“dom ({(p,¢)}) € {p}” und
aus 3*{p} C dom ({(p,q)})”
folgt via GleichheitsAxiom: dom ({(p,q)}) = {p}-
0.2.Fall p Unmenge.
1: Aus 0.2.Fall“p Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen m): dom ({(p,q)}) = 0.
2: Aus 0.2.Fall“p Unmenge”
folgt via 1-4: {p}=0.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: dom ({(p.q)}) = {p}-

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

dom ({(p,q)}) = {p}-
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Beweis 259-36 o) VS gleich ran ({(p,q)}) = {q}-
1: Es gilt: (¢ Menge) V (¢ Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
g Menge.
2: Aus 1.1.Fall“qg Menge”
folgt via 1-3: 0 # {q}.
3: Aus 2 und
aus VS
folgt: 0 # ran ({(p. )}).
45 Aus 340 # ran ({(p,q)})”
folgt via des bereits bewiesenen 1): p, q Menge.
g Unmenge.

’Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:
(p, ¢ Menge) V (¢ Unmenge).
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(¢ Unmenge).

Beweis 259-36 o) VS gleich (p, g Menge) vV
’Fallunterscheidung‘
0.1.Fall p, q Menge.
1: Aus 0.1.Fall“p,q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen d): (p,q) € {(p,q)}-
2: Aus 1(p,q) € {(p,q)}”
folgt via 7-5: g€ran({(p,9)})-
3: Aus 2“g € ran({(p,q)})”
folgt via 1-8: {¢} Cran({(p,9)})-
4: Via des bereits bewiesenen j) gilt: ran ({(p,q)}) C {q}.
5: aus 4“ran ({(p,q)}) € {¢}” und
aus 3“{q} Cran({(p,q)})”
folgt via GleichheitsAxiom: ran ({(p,q)}) = {¢}-
0.2.Fall q Unmenge.
1: Aus 0.2.Fall“q Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen m): ran ({(p,q)}) = 0.
2: Aus 0.2.Fall“q Unmenge”
folgt via 1-4: {¢} =0.
3: Aus 1 und
aus 2
folgt: ran ({(p, 9)}) = {q}-
’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: ran ({(p,

p)

1.1: Via des bereits bewiesenen n) gilt:
(dom ({(p,q)}) = {p}) < ((p, ¢ Menge) V (p Unmenge)).

1.2: Via des bereits bewiesenen o) gilt:

(ran ({(p, ¢)}) = {4q}) < ((p,q Menge) v (

2: Aus 1.1 und
aus 1.2

folgt: ((dom ({(p,9)}) = {p}) A (ran ({(p,

< ((p, g Menge) V (p,

0)}) = {a}-

¢ Unmenge)).

0)}) ={a}))

¢ Unmenge)).
[l
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259-37. Mit Hilfe von 259-36 ergeben sich ohne allzu viel Miihe vorliegende,
ergénzende Aussagen iiber {(p,q)}.

259-37(Satz)
a) “{p,a)}:{pr} = {a}”

genau dann, wenn “(p,q Menge) V (p Unmenge)” .

b) “{(p.q)}: {p} = {q} bijektiv”
genau dann, wenn “(p,q Menge) V (p,q Unmenge)”.

<) {(p,@)}(p) = q” genau dann, wenn “(p,q Menge) V (¢ =U)”.

D P, )}Hx) =q”
genau dann, wenn “(x = p) A (p,q Menge)” oder “q=U"".

e) {(p.a)} ' ={(e,p}-

£) “pedom({(p,q)})” genau dann, wenn “q € ran ({(p,q)})”
genau dann, wenn “p,q Menge” .

Beweis 259-37 a) VS gleich {1G Dy — {a)-
1: Aus VS gleich “{(;,{)}p} — {¢}”
folgt via 21-1(Def): dom ({(p,q)}) = {p}.
2: Aus 1%dom ({(p,q)}) = {p}”
folgt via 259-36: (p,q Menge) V (p Unmenge).
a) VS gleich (p, ¢ Menge) V (p Unmenge).
1: Aus VS gleich “(p,q Menge) V (p Unmenge)”
folgt via 259-36: dom ({(p,q)}) = {p}
2.1: Via 259-36 gilt: {(p,q)} Funktion.
2.2: Via 259-36 gilt: ran ({(p. a)}) € {q}-

3: Aus 2.1“{(p,q)} Funktion” ,
aus 1“dom ({(p,q)}) = {p}” und
aus 2.2“ran ({(p,q)}) C {q}”
folgt via 21-1(Def): {(p.a)} : {p} = {a}-
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Beweis 259-37 b) [[ = || VS gleich p,q)} : {p} — {q} bijektiv.

1: Aus VS gleich “{(p,q)} : {p} — {q} bijektiv”
folgt via 22-1(Def): {(p, @)} {py = {a}) A (ran({(p. @)}) = {q}):

2: Aus 1°{(p,q)} : {p} = {a}...7
folgt via 21-1(Def): dom ({(p,q)}) = {p}.

3: Aus 2“dom ({(p,q)}) = {p}” und
aus 1%...ran ({(p, 9)}) = {¢}”

folgt via 259-36: (p, ¢ Menge) V (p, ¢ Unmenge).

b) VS gleich (p, g Menge) V (p, g Unmenge).
1: Aus VS gleich “(p,q Menge) V (p, ¢ Unmenge)”

folgt via 259-36: (dom ({(p,q)}) = {p}) A (ran ({(p, )}) = {a})-

2.1: Via 259-36 gilt: {(p,q)} Funktion.

2.2: Via 259-36 gilt: {(p,q)} injektiv.

3: Aus 2.1“{(p,q)} Funktion” ,

aus 1“dom ({(p,q)}) = {p}” und
aus 1“...ran ({(p,q)}) = {q}”

folgt via 21-2: {(r,d)}: {p} = {a}.

4: Aus 3“{(p,q)} : {p} = {¢}",

aus 1“...ran ({(p,q)}) = {¢}” und
aus 2.2“{(p,q)} injektiv”

folgt via 22-1(Def): {(p,q)} : {p} — {q} Dbijektiv.
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Beweis 259-37 c) VS gleich {(p,q9)}(p) =q.
1: Es gilt: (p € dom ({(p,q)})) V (p & dom ({(p,q)}))-
’Fallunterscheidung‘
p € dom ({(p. ).
2: Aus 1.1.Fall“p e dom ({(p,q)})”
folgt via 0-20: 0 # dom ({(p,q)}).
3: Aus 240 #£ dom ({(p,q)})”
folgt via 259-36: p,q Menge.
p ¢ dom ({(p. ).
2: Aus 1.2.Fall“p ¢ dom ({(p,q)})”
folgt via 17-4: {(p,9)}(p) =U.
3: Aus 2 und
aus VS
folgt: q=U.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: (p,q Menge) V (¢ = U).
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Beweis 259-37 c¢) VS gleich (p, g Menge) V (¢ =U).
’Fallunterscheidung‘
p, q Menge.
1: Aus 0.1.Fall“p,q Menge”
folgt via 259-36: (p,q) € {(p,q)}.
2: Via 259-36 gilt: {(p,q)} Funktion.

3: Aus 2“{(p,q)} Funktion” und
aus 1%(p, q) € {(p,)}”

folgt via 18-20: a={ 9} p).

4: Aus 3
folgt: {(p,9)}(p) =«
0.2.Fall q=Uu.

2: Aus 0.2.Fall“g=U" und
aus O/ Axiom“U Unmenge”

folgt: q¢ Unmenge.
3: Aus 2“g Unmenge”
folgt via 259-36: {(p,q)} =0.
17-7 .2.Fa
4 {.9}w) 2 0(p) "= U R g
5: Aus 4
folgt: {0} p) = ¢

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: {(p,q9)}(p) =q.
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Beweis 259-37 d) VS gleich {(p,9)}(x) =q.
1: Es gilt: (¢ Menge) V (¢ Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
¢ Menge.
2: Aus VS und
aus 1.1.Fall
folgt: {(p,q)}(x) Menge.
3: Aus 2“{(p,q)}(x) Menge”
folgt via 17-5: z € dom ({(p, ¢)}).
4.1: Aus 3“z € dom ({(p,q)})”
folgt via 0-20: 0 # dom ({(p,9)}).
4.2: Via 259-36 gilt: dom ({(p,9)}) < {p}-
5.1: Aus 4.140 # dom ({(p,q)})”
folgt via 259-36: p,q Menge.

5.2: Aus 3“z € dom ({(p,¢)})” und
aus 4.2“dom ({(p,q)}) C {p}”
folgt via 0-6: @ € {p}.

6: Aus 5.2“z € {p}”
folgt via 1-3: x =p.

7: Aus 6 und
aus 5.1
folgt: (x = p) A (p,q Menge).

q¢ Unmenge.

2: Aus 1.2.Fall und
aus VS

folgt: {(p,q)}(z) Unmenge.
3: Aus 2“{(p, ¢)}(x) Unmenge”
folgt via 17-4: {(p,q)}(z) =U.

4: Aus 3 und
aus VS
folgt: qg=U.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
((z =p) A (p,q Menge)) V (¢ =U).




Mengenlehre #259

Beweis 259-37 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

((z = p) A (p,q Menge)) V (¢ =U).

1: Aus 0.1.Fall“...p,q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen c):

2: Aus 0.1.Fall“z=p...” und

(z = p) A (p, ¢ Menge).

{(p,9)}(p) = ¢

1: Aus 0.2.Fall“q =U" und
aus O Axiom*“U Unmenge”
folgt:

2: Aus 1“¢g Unmenge”

aus 1
folgt: {(p,9)}(z) =q.
¢=Uu.

folgt via 259-36: {(p,q)} =0.
3: {p.a)}@) = 0@) "ETU = g,
4: Aus 3

folgt: {9 }Hz) = ¢

g Unmenge.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: {(p,q)}(z) =q.
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Beweis 259-37 e)

o €{(p,q)} "

2: Aus Themal.1“a € {(p,q)}™”
folgt via 11-3: 3Q, P : (a = (2,P)) A ((P,Q2) € {(p,q)}).

3: Aus 2“...(9,Q) € {(p,q)}”
folgt via 259-36: (@ =p)A(Q2=q)A (2, P Menge).

4: Aus 3“...Q=gq...7,
aus 3“d=p..."7,
aus 3“...... Menge” und
aus 3“...P Menge”

folgt via 259-36: (Q,®) € {(q,p)}
5: Aus 2“...a=(£,®)...” und
aus 4
folgt: a € {(¢;p)}-
Ergo Themal. 1: Va: (ae{(p,9)} ") = (a € {(qg,p)}).

Konsequenz via 0-2(Def): {(.9)} ' < {(a,p)}
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Beweis 259-37 e)

a e {(ap)}
2: Aus Themal.2“a € {(¢,p)}”
folgt via 259-36: a = (gq,p) Menge.

3: Aus 2“...(q,p) Menge”
folgt via PaarAxiom I: q,p Menge.

4: Aus 3“...p Menge” und
aus 3“q... Menge”

folgt via 259-36: (p.q) € {(p.0)}-
5: Aus 4“(p,q) € {(p,q)}”
folgt via 11-4: (q,p) € {(p, q)}_l.
6: Aus2“a = (¢,p)...” und
aus 5
folgt: ae{(pag}"
Ergo Themal.2: Va: (a € {(g,p)}) = (a € {(p.0)} ).
Konsequenz via 0-2(Def): A2| “{(g,p)} SH{(p, )} "

1.3: Aus A1 gleich “{(p,¢)} ' € {(¢,p)}” und

aus A2 gleich “{(¢,p)} € {(p,q)} "
folgt via GleichheitsAxiom: {(p, q)}_l ={(¢,p)}
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Beweis 259-37 £) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p € dom ({(p,q)})”
folgt via 0-20:

: Aus 140 # dom ({(p,q)})”

folgt via 259-36:

: Aus 2“p, q Menge”

folgt via 259-36:

: Aus 3“(p,q) € {(p,q)}”

folgt via 7-5:

)

¥S gleich

: Aus VS gleich “q € {(p,q)}”

folgt via 0-20:

: Aus 1“0 # {(p.q)}”

folgt via 259-36:

)

vS glich

: Aus VS gleich “p,q Menge”

folgt via 259-36:

: Aus 14(p,q) € {(p, @)}

folgt via 7-5:
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p € dom ({(p,q)}).

0 # dom ({(p,q)})-

p,q Menge.

(p,q) € {(p,9)}-

ge€ran({(p,q)})

g €ran ({(p,q)})-

0# {(p,a)}-

D, ¢ Menge.

p, ¢ Menge.

(p,q) € {(p,q)}-

p € dom ({(p,q)}).
0
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259-38 Abgesehen von einem vorbereitenden Resultate soll hier {(p, ¢)} Uz the-
matisiert werden.

259-38(Satz)

a) Aus “p edom f7und “f, fUx Funktion” folgt “(fUx)(p) = f(p)”.

b) Aus “{(p,q)} Ux Funktion” und “p,q Menge”
folgt “({(p.@)}Vz)(p) =q".

c) Aus “{(p,q)}Ux:D — B”und “p,q Menge”
folgt “({(p.q)}Vz)(p) =q”.

Beweis 259-38 a) VS gleich (p € dom f) A (f, f Ux Funktion).

1: Aus VS gleich “... f... Funktion” und
aus VS gleich “p € dom f...”
folgt via 18-22: (p, f(p)) € f.

2: Via 2-7 gilt: fC fux.

3: Aus 2“(p, f(p)) € f7 und
aus 2“f C fuUzx”
folgt via 0-6: (p, f(p)) € fU=.

4: Aus VS gleich “... f Uz Funktion” und

aus 3“(p, f(p)) € fU”
folgt via 18-20: fp) = (fUz)(p).

5: Aus 4
folgt: (fuz)(p) = f(p)
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Beweis 259-38 b) VS gleich ({(p, ¢)} U x Funktion) A (p, ¢ Menge).
1.1: Via 259-36 gilt: {(p,q)} Funktion.
1.2: Aus VS gleich “...p,q Menge”
folgt via 259-37: p € dom ({(p,q)})-
1.3: Aus VS gleich “...p,q Menge”
folgt via 259-37: {(p,q)}p) =¢.
2: Aus 1.2“p e dom ({(p,q)})”,
aus 1.1“{(p,q)} Funktion” und
aus VS gleich “{(p,q)} Uz Funktion”
folgt via des bereits bewiesenen a): {(p, )} Ux)(p) ={(p,9)}(p).
3: Aus 2 und
aus 1.3
folgt: {(p, @)} V2)(p) = ¢.
c) VS gleich {(p,q)} Uz : D — B) A (p,q Menge).
1: Aus VS gleich “{(p,q)} Uz :D — B...”
folgt via 21-1(Def): {(p,q)} U z Funktion.
2: Aus 1“{(p,q)} Uz Funktion” und

aus VS gleich “...p,q Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b): {(p,9)}Ux)(p) =q.

O
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259-39. Aus p € cp x und ¢ € dom z folgt p(q) € x(q). Interessanter Weise muss
hier x keine Funktion sein. x = f : D — B wird speziell untersucht..

259-39(Satz)

a) “p e cpax’genau dann, wenn “p Menge” und “p Funktion”
und “domp = domz”und “Va : (o € domz) = (p(a) € z(a))”.

b) Aus “p € cp x”und “q € domz” folgt “p(q) € x(q)”.

c) Aus “p€cp f7und “f : D — B” folgt “p Menge” und “p Funktion”
und “domp = D”und “Va : (o € D) = (p(a) € f(a))”.

d) Aus “f: D — B”und “p Menge” und “p Funktion”
und “domp = D”und “Va: (a € D) = (p(a) € f(a))”
folgt “pe€cp f”.

e) Aus “p€cp fund “f : D — B”und “q € D’ folgt “p(q) € f(q)”.

Beweis 259-39 a)
Via 259-23(Def) gilt: (p € cp 2)
< (p Menge) A (p Funktion) A (domp = dom )
A(Va: (o € domzx) = (p(a) € z())).

b) VS gleich (p € cpx)A(g € domu).

1: Aus VS gleich “pecpz...”
folgt via 259-23(Def): Va: (a € domz) = (p(a) € z()).

2: Aus VS gleich “...q € domz” und
aus 1

folgt: p(q) € z(q).
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Beweis 259-39 c) VS gleich (pecp f)N(f: D — B).

1.1: Aus VS gleich “pecp f...”
folgt via des bereits bewiesenen a):
(p Menge) A (p Funktion) A (domp = dom f)
A(Va: (a € dom f) = (p(a) € f(a))).

1.2: Aus VS gleich “...f: D — B”

folgt via 21-1(Def): dom f = D.
2.1: Aus 1.1
folgt: (p Menge) A (p Funktion)

2.2: Aus 1.1“...(domp =dom f) A (Vo : (a € dom f) = (p(a) € f(a)))” und

aus 1.2
folgt: (domp=D)A (Va: (a € D)= (pla) € f(a)))
d) VS gleich (f : D — B) A (p Menge) A (p Funktion) A (domp = D)

AVa: (a € D)= (pla) € fla))).

1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def): dom f = D.

2: Aus VS gleich “...(p Menge) A (p Funktion) A (domp = D)
AVa: (o€ D)= (p(a) € f(a)))” und
aus 1
folgt: (p Menge) A (p Funktion) A (domp = dom f)
A(Va: (a € dom f) = (p(a) € f(a))).

3: Aus 2“(p Menge) A (p Funktion) A (domp = dom f)
AVa: (o € dom f) = (p(a) € f(a)))”
folgt via des bereits bewiesenen a): pEcp f.
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Beweis 259-39 e) VS gleich (pecp f)N(f:D— B)AN(qe D).

1: Aus VS gleich “...f: D — B...”

folgt via 21-1(Def):

: Aus VS gleich “...q € D” und
aus 1
folgt:

: Aus VS gleich “pecp f...” und
aus 2“q € dom f”

folgt via des bereits bewiesenen b):

dom f = D.

q € dom f.

p(q) € f(9).
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259-40. Falls f : D — B, p,q Menge und {(p,q)} Uz € cp f, dann p € D und
q € f(p).

259-40(Satz) Es gelte:

—) f:D— B.

—) p,q Menge.

—) {(p.¢9)} Uz €cp f.
Dann folgt:

a) peD.

b) q € f(p).
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Beweis 259-40

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

6.b):

Aus —) “p,q Menge”
folgt via 259-36: dom ({(p,q)}) = {p}

Aus =) “{(p,¢)} Uz € cp f” und
aus —)“f: D — B”
folgt via 259-25: {(p,q)}Uz:D —JB.

Aus 1.2“{(p,q)} Uz : D - JB”
folgt via 21-1(Def): dom ({(p,q)} Uz) = D.

Aus 1.2“{(p,¢)} Uz : D — JB” und
aus —) “p,q Menge”
folgt via 259-38: {(p,q9)} Ux)(p) =q.

2-7 _16

: {p} = dom ({(p,¢)}) 'C dom ({(p, ¢)})Udomz "= dom ({(p, q)}Uz) £ D.

4.a):

Aus VS gleich “p... Menge” und
aus 3“{p}...C...D”
folgt via 213-2: peD.

: Aus =) “{A(p,q)} Uz ecp 7,

aus =) “f: D — B” und
aus 4.a)“pe D”

folgt via 259-39: {9} U)(p) € f(p)
Aus 5 und

aus 2.2

folgt: q€ f(p)

[]
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259-41. Unter plausiblen Voraussetzungen an z, f, a gilt dom (z (Ela.)) C f(a).

259-41(Satz) Es gelte:

—) domx Ccp f.
—) f:D— B.
—) a Menge.

Dann folgt “dom (z (Ela.)) C f(a)”.

Beweis 259-41

B € dom ( (Ela.)).
2: Aus Themal“f € dom (z (Ela.))”
folgt via 259-7: (8 Menge) A ({(a, )} UE € domx).

3: Aus 2“...{(a,8)} UE € domz” und
aus —) “domzx C cp f”
folgt via 0-6: {(a, ) }UE € cp f.

4: Aus »“f: D — B”,
aus —) “a Menge” ,
aus 2“0 Menge...” und

aus 3“{(a, )} UE €cp f”

folgt via 259-40: B e f(a).
Ergo Themal: VB : (B € dom (z (Ela.))) = (6 € f(a)).
Konsequenz via 0-2(Def): dom (z (E|a.)) C f(a).

O
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259-42. Vorliegendes Intermezzo ist nicht nur hilfreich sondern auch anspre-

chend.

259-42(Satz)

a) Aus “(domz) N (domy) =0"und “p € domz”
folgt “(x Uy)[{p}] = z[{p}]" und “(x Uy)(p) = z(p)”.

b) Aus “(domz) N (domy) =0"und “p € domy”
folgt “(z Uy)[{p}] = y[{p}] " und “(zUy)(p) = y(p)”.
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Beweis 259-42 a) VS gleich ((domz) N (domy) =0) A (p € domz).
1: Via 2-7 gilt: rCazUy.
2.1: Aus1“x CaxUy”
folgt via 8-9: z[{p}] € (z Uy)[{p}
a € (zUy)[{p}].
3: Es gilt: (a € z[{p}]) V (o & z[{p}]).
wiFallunterscheidung ‘
o ¢ l{p}).
4: Via 9-1 gilt: (zUy)l{p}] = z[{p} Uyl{p}]
5: Aus Thema2.2 und
aus 4
folgt: a € z[{p} Uy[{p}]

6: Aus 5“«a € z[{p} Uy[{p}]” und
aus 3.1.Fall“a ¢ z[{p}]”

folgt via Bindres SchubfachPrinzip: a € y[{p}.
7: Aus 6“a € y[{p}]”

folgt via 9-15: (p,a) € y.
8: Aus 7“(p,a) €y”

folgt via 7-5: p € domy.

9: Aus VS gleich “(domz) N (domy) =0...” und
aus VS gleich “...p € domz”
folgt via 161-1: p ¢ domy.
10: Es gilt 8“p € domy” .
Es gilt 9“p ¢ domy” .
Ex falso quodlibet folgt: a € z[{p}]-

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
a € z[{p}].

Ergo Thema2. 2: Va: (a € (xUy)[{p}]) = (a € z[{p}]).

Konsequenz via 0-2(Def): Al “(zUy){p}] € z[{p}]”
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Beweis 259-42 a) VS gleich ((domz) N (domy) =0) A (p € domz).

3: Aus A1 gleich “(zUvy)[{p}] € z[{p}]” und
aus 2.1%z[{p}] C (z Uy){p}]”

folgt via GleichheitsAxiom: (xUy){p} = z[{p}]

4: Aus 3“(z Uy)[{p}] = z[{p}]”

folgt via 259-13: (xUy)(p) = x(p)

b) VS gleich ((domz) N (domy) =0) A (p € domy).
1: Via KGN gilt: (domy) N (domz) = (domz) N (domy).
2: Aus 1 und

aus VS gleich “(domx) N (domy) =0...”
folgt: (domy) N (domz) = 0.

3: Aus 2“(domy) N (domz) =07 und
aus VS gleich “...p € domy”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(yux)[{p} = yl{p}) A ((yUz)(p) =y(p))

4: Via KGU gilt: yUz=zUy.
5: Aus 3 und

aus 4

folgt: ((zUy){p} = yl{p}) A ((zUY)(p) = y(p)).

]
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259-43. Hier wird Hinreichendes fiir {(p,q)} Uz € cp f beziiglich p, z, ¢ formu-
liert.

259-43(Satz) Es gelte:

- f:D — B.

—) peD.

- q € f(p).

=) zecp (f | {p}9).

Dann folgt “{(p,q)} Uz e€cp f”.

Beweis 259-43

1.1: Aus=)“f:D— B’
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D).

1.2: Aus ) “peD”
folgt via Element Axiom: p Menge.

1.3: Aus VS gleich “q € f(p)”
folgt via Element Axiom: q Menge.

1.4: Aus =) “x € cp (f | {p}c) 7
folgt via 259-39:  (z Menge) A (z Funktion) A (domz = dom (f | {p}“))
A(Va: (o €dom (f | {p}9)) = (z(a) € (f | {p}))(a))-

1.5: Via 259-36 gilt: ({(p, ¢)} Funktion) A (dom ({(p,q)}) C {p}).
1.6: Via 258-11 gilt: dom (f | {p}¢) = {p}° Ndom f.

2.1: Aus 1.2“p Menge” und
aus 1.3“q Menge”

folgt via 259-36: dom ({(p,q)}) = {p}
2.2: Aus 1.4“...domz =dom (f | {p})...” und

aus 1.6

folgt: domz = {p}“ Ndom f.
2.3: Aus 1.1

folgt: dom f = D.

2.4: Aus 1.4%“x Menge...”
folgt via 2-28: {(p,q)} Uz Menge.
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Beweis 259-43 ...

3.1: dom ({(p,q)} Uz) "=° (dom ({(p,¢)})) U (domz) & {p} Udomz

2 (p} U ({p}° ndom f) P27 ({p} U {p}°) N ({p} U dom f)
"= Undom f*="dom [ £ D.

3.2: (dom ({(p,q)})) Ndomz = {p} Ndomz = {p} N ({p}° N dom f)
AED (p N {p}E) Ndom £ *=° 0N dom f 2=7 0.

4: Aus 1.5“{(p,q)} Funktion...”,
aus 1.4“. ..z Funktion...” und
aus 3.2“(dom ({(p,q)})) Ndomz =...=0"
folgt via 18-42: {(p,q)} U z Funktion.

B €D.

6: Es gilt: (B=p)V(B#Dp).

’Fallunterscheidung‘

B=p.

7: Aus 4“{(p,¢)} Uz Funktion”,

aus 1.2“p Menge” und

aus 1.3“q Menge”

folgt via 259-38: {(p, )} Ux)(p) =q.
8: Aus 7 und

aus =) “q € f(p)”

folgt: {9} uz)(p) € f(p)-
9: Aus 7 und

aus 6.1.Fall

folgt: {(p.q)} U z)(B) € f(B).
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Beweis 259-43 ...
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’Fallunterscheidung‘

geD.

7: Aus Thema5“3 € D” und
aus 6.2.Fall“pg #p”
folgt via 5-15:

5-10

: D\{p} *Z° Dn{p}@ "= p}nD ¥

L% do
: Aus 7 und

aus 8“D\ {p}=...
folgt:

=dom (f | {p}°)”

B € do

Aus 9 und
aus 1.4¢...
folgt:

10.1:

L {p}9) -

domz = dom (f

Aus 9 und
aus 1.4“..

10.2:
.Va:(aedom(

{p}c))
(f
ye(f]

Aus 3.2%(dom ({(p,q)})) Ndomz = ...
aus 10.1“8 € domz”

folgt via 259-42: {pa}u
: Aus 9“3 € dom (f ) {P}C) 7
folgt via 258-11: (f

folgt:

11.1:

11.

Aus 10.2 und
aus 11.1
folgt:

12:

{(p, 9} V2)(B) €

Aus 12 und
aus 11.2
folgt:

13:

{(p, g} U

L {p}©) (8) =

(f

B # p.

B € D\ {p}.

{p}© ndom f
m (f | {p}9).

m(f

7

| {p}©).

B € domz.

L {p}9)) (@)
{p}c)( )~
=0” und

z)(B) = z(B)-

f(B).

L {p}°) (8).

z)(B) € f(B)-

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

{(p,

q)}Ux)(B) € f(B).
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Beweis 259-43 ...

Ergo Thema5. 1: AL “VB: (Be D)= ({9} Uz)(B) € f(B)”

5.2: Aus »“f: D — B”,
aus 2.4“{(p,q)} Ux Menge” ,
aus 4“{(p,q)} Uz Funktion”

aus 3.1“dom ({(p,q)}Uz)=...=D” und
aus A1 gleich “Vg: (B € D)= ({(p,q)} Ux)(B) € f(B))”
folgt via 259-39: {(p,g)} Uz €cpf.

]
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259-44. Hier wird g (F|a.) fir g :
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cp f > Amit f : D - Bund F €

cp ( fl {a}c) mit a € D erstmalig unter die Lupe genommen.

259-44(Satz) FEs gelte:

=) g:cp f— A
- f:D— B.
=) a€D.

—) E €cp (f L{a}c).
Dann folgt “g (FEla.): f(a) - A”.

Beweis 259-44

1.1: Aus ) “g:cpf— A7

folgt via 21-1(Def):

1.2: Aus ) “a e D”
folgt via Element Axiom:

(g Funktion) A

(domg=cp f)A(rang C A).

a Menge.

3.2:

3.1:

Aus Thema2.1“/5 € f(a)”
folgt via Element Axiom:

Aus »D“f:D — B”,

aus =) “a e D’

aus Thema2.1“f € f(a)” und
aus » “E €cp (f|{a}9)”
folgt via 259-43:

: Aus 3.2 und

aus 1.1“...domg=cp f...”
folgt:

: Aus 3.1“3 Menge” und

aus 4“{(a,B)} UE € domg”
folgt via 259-7:

B e fla).

£ Menge.

{(e,P)}UE €cp [.

{(a,8)} U E € domg.

3 € dom (g (Ela.)).

Ergo Thema2.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

VA : (8 € fa)) = (8 € dom (g (Ela.))).

A1| “ f(a) C dom (g (Ela.))”
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Beweis 259-44 . ..

2.2:

Aus 1.1“...domg=cp f...”
folgt via 259-22:

: Via 259-7 gilt:

: Aus 1.1%g Funktion...”

folgt via 259-8:

: Aus 2.3“ran (g (Fla.)) Crang” und

aus 1.1“...rang C A”
folgt via 0-6:

: Aus 2.2“domg Ccp f7,

aus = “f: D — B” und
aus 1.2“a Menge”
folgt via 259-41:

: Aus 3.2“dom (g (Fla.)) € f(a)” und

aus A1 gleich “ f(a) C dom (g (Ela.))”
folgt via GleichheitsAxiom:

: Aus 2.4%g (Fla.) Funktion” ,

aus 4“dom (g (Fla.)) = f(a)” und
aus 1.1%ran (g (Fla.)) C A”
folgt via 21-1(Def):

289

domg Ccp f.

ran (g (Fla.)) Crang.

g (El|a.) Funktion.

ran (g (Ela.)) C A.

dom (g (Fla.)) C f(a).

dom (g (Ela.)) = f(a).

g(Ela.): f(a) — A.
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259-45. Fiir die mit einiger Hartnéckigkeit auftretende Aussage
“pecp (f | {a}?)” soll hier ein Kriterium angegeben werden.

259-45(Satz) Die Aussagen 1), ii) sind dquivalent:

i) pE€cp (90 L{a}c).

ii) “p Menge” und “p Funktion” und “domp = (domz)\ {a}”
und “VP: (a# B € domz) = (p(B) € z(B))”.
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Beweis 259-45 VS gleich

1: Aus VS gleich “p € cp (z | {a}9)”
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pECp (x | {a}c).

folgt via 259-39:  (p Menge) A (p Funktion) A (domp = dom (z | {a}“))

A(VB: (B € dom (z | {a}“)) =

2.1: Aus 1

(p(B) € (= | {a}) (B)))-

folgt: (p Menge) A (p Funktion)

2.2: dom (z | {a}?) BEM 1% Ndom KGN (dom z)N{a}® °=° (domz)\ {a}.

3.1: Aus 1“...domp =dom (z | {a}“)...” und
aus 2.2%dom (z | {a}“) = ... = (domz) \ {a}”
folgt: domp = (domz) \ {a}
0+ f € doma.

4: Aus Thema3.2“a # € domz”
folgt via 5-15:

aus 1“... Vv : (v € dom (33 L{a}c)

folgt: p(B
7: Aus 5“f € dom (z | {a}“)”

8: Aus 6 und
aus 7
folgt:

B € (domz)\ {a}.

5: Aus 4 und

aus 2.2dom (z | {a}“) =... = (domz) \ {a}”

folgt: B € dom (z | {a}©).
6: Aus 5 und

folgt via 258-11: (z | {a}9) (B) = z(B).

Ergo Thema3.2: VB :(a# B €domz) = (p(B) € z(3))
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Beweis 259-45

VS gleich (p Menge) A (p Funktion) A (domp = (domz) \ {a})
VB (a6 € domz) = (p(5) € 2(B)).

1: dom (z | {a}9) =" {a}9Ndoma “E" (dom z) N {a} *=° (domz)\ {a}.

€ dom (x| {a}).

2: Aus Thema2.1“y € dom (z | {a}“)” und

aus 1“dom (z | {a}“) =... = (domz) \ {a}”

folgt: v € (domz) \ {a}.
3: Aus 2“7y € (domz) \ {a}”

folgt via 5-15: a # v € domz.
4: Aus 3 und

aus VS gleich “...Vf: (a # € domz) = (p(B) € z(5))”

folgt: p(y) € z(7).
5: Aus Thema2.1“y € dom (z | {a}“)”

folgt via 258-11: (z | {a}?) () = z(v).
6: Aus 4 und

aus 5

folgt: p(y) € (z | {a}) ().

Ergo Thema2.1:
Al

“Yoy: (v € dom (x | {a}c)) = (p(y) € (33 | {a}c) (7))

2.2: Aus VS gleich “...domp = (domz) \ {a}...” und
aus 1“dom (z | {a}“) = ... = (domz)\ {a}”
folgt: domp = dom (z | {a}“).

3: Aus VS gleich “(p Menge) A (p Funktion)...”,
aus 2.2“domp = dom (z | {a}“)” und
aus A1 gleich “Vy : (y € dom (z | {a}“)) = (p(7) € (z | {a}°) (7))”
folgt via 259-39: pecp (z]{a}?).

]
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259-46. Im Fall z = f : D — B nimmt Kriterium 259-45 eine etwas weniger
sperrige Form an.

259-46(Satz)

a) Aus “f: D — B”und “p € cp (f | {a}c) 7
folgt “p Menge” und “p Funktion” und “domp = D\ {a}”
und Yo : (a#a € D)= (pla) € f(a)”.
b) Aus “f : D — B”und “p Menge” und “p Funktion”
und “domp = D\ {a}"und “Va: (a # a € D) = (p(a) € f(a))
folgt “p € cp (f | {a}9)”

Beweis 259-46 a) VS gleich (f:D—B)A(pecp (f|{a}9)).

1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def): dom f = D.

1.2: Aus VS gleich “...p€cp (f | {a}“)”
folgt via 259-45: (p Menge) A (p Funktion) A (domp = (dom f) \ {a})
AVa: (a # a € dom f) = (p(a) € f(a))).

2: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt: (p Menge) A (p Funktion) A (domp = D\ {a})
AVa:(a# ae D)= (pla) € fa))).
b) VS gleich (f: D — B) A (p Menge) A (p Funktion) A (domp = D\ {a})

AVa:(a# ae D)= (pla) € fa))).

1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def): dom f = D.

2: Aus 1 und
aus VS gleich “(p Menge) A (p Funktion) A (domp = D\ {a})
AVa: (a# a€ D)= (p(o) € fla)))
folgt: (p Menge) A (p Funktion) A (domp = (dom f) \ {a})
A(Yar - (a £ a € dom f) = (pla) € £(a)).

3: Aus 2“(p Menge) A (p Funktion) A (domp = (dom f) \ {a})

AVa: (a # a € dom f) = (p(a) €
folgt via 259-45: pe(f
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259-47. Nun wird jener Term vorgestellt, der vorwiegend bei “parameterisierten
Operatoren” zum Tragen kommt.

259-47(Definition)
z (Elp.|la.) = 259.4(z,p, E,a) ={( A,z ({(p,\)} U Ela.)) : A e U}
={w: (3 w=(Q2{(p,?}UE|a)))}
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259-48. Hier soll der Umgang mit z (F|p.|a.) vertrauter werden.

259-48(Satz)

a) Aus “q € x(Elp.|la.)” folgt “3IQ: (2,2 ({(p,2)} U Ela.) Menge)
Mg = (2,2 ({(p,Q)} U Ela.)))”.

b) Aus “(q,y) € v (E|p.|a.)” folgt “q Menge”
und “y =z ({(p,q)} U Ela.) Menge”.

c) Aus “q,x ({(p,q)} U Ela.) Menge”
folgt “(q,z ({(p,q)} U Ela.)) € z (E|p.|a.)”.

Beweis 259-48 a) VS gleich q € x (El|p.|a.).

1: Aus VS gleich “q € z(E|p.Ja.)”
folgt via 259-47(Def): (¢ Menge) A (32 :q= (2,2 ({(p,?)} U Ela.))).

2: Aus 1“¢g Menge...” und
aus 1“...¢ = (Q,z{(p, Y} U E|a.))”

folgt: (Q,z({(p,2)} U El|a.)) Menge.
3: Aus 2(Q,2 ({(p, )} U Ela.)) Menge”

folgt via PaarAxiom I: Q2 ({(p, )} U Ela.) Menge.
4: Aus 1“3Q...7,

aus 3“Q, z ({(p,?)} U Ela.) Menge” und

aus 1“...¢= (2, 2z {(p,Q)} U Ela.))”

folgt: 30 (2,2 ({(p, )} U Ela.) Menge)
Aa = (22 ({(p, )} U Ela.))).
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Beweis 259-48 b) VS gleich (q,y) € x (E|p.|a.).

1.1: Aus VS gleich “(q,y) € z (El|p.|a.)”
folgt via Element Axiom: (¢,y) Menge.

1.2: Aus VS gleich “(q,y) € z (E|p.)a”
folgt via des bereits bewiesenen a): 3 : (q,y) = (2, z ({(p,Q)} U Ela.)).

2: Aus1.2“...(¢,y) = (2,2 {(p,2)} U Ela.))” und
aus 1.1%(q,y) Menge”

folgt via IGP: (=D N (y=z{(p,?}UEla.)) A (g,y Menge).
3.1: Aus 2
folgt: q Menge

3.2: Aus2“¢=Q...”7 und
aus 2“...y =z ({(p,Q)} U Ela.)...”

folgt: y=2{(p,q)} UFEla.)

4: Aus 3.2 und
aus 2. ..y Menge”

folgt: z ({(p,q)} U Ela.) Menge
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Beweis 259-48 c¢) VS gleich

¢, ({(p,q)} U Ela.) Menge.

1.

1.

1:

2:

Aus VS gleich “q... Menge”
folgt: d0:Q=q.

Aus VS gleich “q,z ({(p,q)} U E|a.) Menge”
folgt via PaarAxiom I: (¢, ({(p,q)} U El|a.)) Menge.

c Aus 1.14...Q=¢q"

folgt: z({(p, Q) U Ela) =2 ({(p,q)} U Ela.).

: Aus 1.14...Q =¢” und

aus 2“2z ({(p, )} U Ela.) =z ({(p,q)} U Ela.)”
folgt via PaarAxiom I: (Q,z ({(p,Q)} U Ela.)) = (¢, ({(p,q)} U Ela.)).

: Aus 3

folgt: (g2 ({(p.q)} U Ela) = (2 ({(p, )} U Ela.).

D Aus 1.143Q...7,

aus 4% (¢, 7 ({(p, q)} U Ela.)) = (2,2 ({(p, )} U Ela.))” und
aus 1.2 (¢, z ({(p,q)} U Ela.)) Menge”
folgt via 259-47(Def): (¢, ({(p,q)} U Ela.)) € z (Elp.|a.).

]
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259-49. Interessanter Weise kommt in 259-48 der Frage, ob z ({(p,q)} U Ela.)
eine Menge ist, eine gewisse Bedeutung zu. Grund genug, sich auch mit “ Mengen-
Eigenschaften” von z (F|a.) zu beschéftigen.

259-49(Satz)

a) Aus “E € domz”und “a Unmenge”
folgt “dom (z (Ela.)) =U"und “x (E|a.) Unmenge” .

b) Aus “E Unmenge” folgt “x (El|a.) = 0" und “x (F|a.) Menge”.

c) Aus “{(p,q)} UE € domz”und “a Unmenge”

folgt “dom (x ({(p,q)} U Ela.)) =U"
und “x ({(p,q)} U Ela.) Unmenge”.

d) Aus “E Unmenge”
folgt “x ({(p,q)} U Ela.) = 0"und “z ({(p,q)} U Ela.) Menge”.
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Beweis 259-49 a) VS gleich
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(E € domz) A (a Unmenge).

2.1: Aus Themal.1“BeclU”

folgt via Element Axiom:

2.2: Aus VS gleich “...a Unmenge”

folgt via 92-3:

3: Aus 2.2“(a, ) Unmenge”
folgt via 1-4:

aus VS gleich “F € domz...”
folgt:

6: Aus 2.1“3 Menge” und
aus 5“{(a, )} UFE € domzx”
folgt via 259-7:

4: {(a,8)}UE20UE*Z"E.

5: Aus 4“{(a,f)}UE=...=E” und

BelU.

£ Menge.

(a, ) Unmenge.

{(a,8)} = 0.

{(a,B8)} UE € domz.

p € dom (z (Ela.)).

Ergo Themal.1:
Konsequenz via 0-19:
1.2: Aus A1 gleich “dom (z (Ela.)) =U"

folgt via 7-9:

VB : (B eU)= (S €dom(z(Ela.))).

A1] “dom (z (Ela.)) =U"

z (E|a.) Unmenge
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Beweis 259-49 b) VS gleich E Unmenge.
1.1: Es gilt: (0 # dom (z (Ela.))) V (dom (z (E|a.)) = 0).
’ wiFallunterscheidung ‘
0 # dom (x (Ela))
2: Aus 1.1.1.Fall“0 # dom (x (E|a.))”
folgt via 0-20: IQ: Q € dom (z (E|a.)).
3: Aus 2¢...Q € dom (z (Fla.))”
folgt via 259-7: {(a, )} UE € domz.
4: Aus 3“{(a,Q)} UE € domz”
folgt via ElementAxiom: {(a,Q)} U E Menge.
5: Aus 4“{(a,Q)} UE Menge”
folgt via 213-3: E Menge.
6: Esgilt 5“F Menge” .
Es gilt VS gleich “E Unmenge” .
Ex falso quodlibet folgt: dom (z (Fla.)) = 0.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

A1l| “dom (z (Ela.)) =07

1.2: Via 259-8 gilt: x (EFla.) Relation.

2: Aus 1.2“z (Fla.) Relation” und
aus Al gleich “dom (z (E|a.)) =0"

folgt via 92-5: z(Ela.) =0

3: Aus 2“z (Ela.) =07

folgt via 94-1: x (Ela.) Menge

c) VS gleich ({(p,q)} U E € domz) A (a Unmenge).
Aus VS gleich “({(p,q)} U E € domz) A (a Unmenge)”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(dom (z ({(p,¢)} U Ela.)) = U) A (x ({(p, )} U Ela.) Unmenge).
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Beweis 259-49 d) VS gleich

1: Aus VS gleich “E Unmenge”
folgt via 2-24:

2: Aus 1“{(p,q)} U E Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen b):

(z ({(p,q)} U Ela.) =
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E Unmenge.

{(p,q)} U E Unmenge.

0) A (z ({(p,@)} U Ela.) Menge).

]
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259-50. Die Untersuchung moglicher “Mengen-Eigenschaften” von z (Ela.) be-
ruht auf der Verwendung vorliegender Funktion.

259-50(Definition)

259.5(a, B, ) = {(\ {(a, )}UE) : {(a, )} UE €z}

={w:(30: {(a, D}UE € x) A (w=(2,{(a, D} UE)))}.
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259-51. Zunéchst wird das “Element-Sein” in 269.5(a, F, x) diskutiert.
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259-51(Satz)

a) Aus “p € 259.5(a, E, ) ” folgt “p Menge”

b) Aus “(b,c) € 259.5(a, E,x)”

c) Aus “b Menge” und “{(a,b)}UE € z”

und “IQ: {(a,Q}UEecx)A(p=(Q,{(a,Q}UE))".

folgt “b,c Menge” und “c = {(a,b)} UE € x”.

folgt “(b,{(a,b)} UFE) € 269.5(a, F,x) ”.

Beweis 259-51 a) VS gleich p € 259.5(a, E, x) .

Aus VS gleich “p € 269.5(a, F,x) ”
folgt via 259-50(Def):

(p Menge) A (3Q2: ({(a, Q}UE €z) A (p=(2{(a,Q2)} UE))).
b) VS gleich (b,c) € 2569.5(a, B, x) .

1.1: Aus VS gleich “(b,c) € 2569.5(a, E,x) ”

folgt via 9-15: b, c Menge

1.2: Aus VS gleich “(b,c) € 2569.5(a, E,x) ”
folgt via des bereits bewiesenen a):

30 ({(a, QYU E € 2) A ((b,e) = ( {(a,Q)} UE)).

2: Aus 1.2“...(b,c) = (2,{(a,2)} UE)” und
aus 1.1“b, c Menge”
folgt via IGP:

3: Aus 2“b=Q...”7 und
aus 2“...c={(a, D)} UE”

folgt: c={(a,b)}UE

4: Aus 1.2 {(a,Q}UFE €x...” und
aus 2“b=Q...7

folgt: {(a,;b)}UFE €
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Beweis 259-51 ¢) VS gleich

1.1:

Aus VS gleich “b Menge...”
folgt:

: Aus VS gleich “... {(a,0)}UFE € x”

folgt via Element Axiom:

: Aus VS gleich “b Menge...” und

aus 1.2“{(a,b)} U E Menge”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus1.1¢... Q=107

folgt:

: Aus1.1%...Q=b" und

aus VS gleich “... {(a,b)}UE € z”
folgt:

: Aus 1.1%... Q=07 und
aus 2.2“{(a, D)} UE ={(a,b)} UE”

folgt via PaarAxiom I:

: Aus 3.2

folgt:

D Aus 1.143Q...7,

aus 3.1{(a, QI UE €27,
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(b Menge) A ({(a,b)} UFE € x).

3Q2:Q =0.

{(a,b)} U E Menge.

(b,{(a,b)} U E) Menge.

{(a, QYU E = {(a,b)} UE.

{(a, V)}UFE € x.

(Qv {(a’ Q>} U E) = (ba {(av b)} U E)

(b {(a,0)} UE) = (€, {(a, )} UE).

aus 4“(b, {(a,0)}UFE) = (2,{(a,Q2)} UE)” und

aus 2.1“(b,{(a,b)} U E) Menge”
folgt via 259-50(Def):

(b, {(a,b)}y UE) € 259.5(a, E, ).

]
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259-52. Die Mengenlehre ist immer wieder fiir hilfreiche Kleinodien gut.

259-52(Satz)

a) Aus “o ¢ y’und “{p} Uz €y’ folgt “p Menge”und “p & x”.

b) Aus “xz ¢y und “{p}Ux € y”und “{p} Uz C{qtUz”
folgt “p=q Menge” .

c) Aus “x ¢ y”und “{p}Ux €y’und “{p} Uz ={q}Uz”
folgt “p=q Menge” .
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Beweis 259-52 a) VS gleich (x¢y)N({p}Uz€y).
1.1: Es gilt: (p Unmenge) V (p Menge).
’ wiFallunterscheidung ‘
p Unmenge.
2: Aus 1.1.1.Fall“p Unmenge”
folgt via 1-4: {p} =0.
3: {p}U$%OU$2;17$
4: Aus3“{pjUz=...=2" und
aus VS gleich “x ¢ y...”
folgt: {p}Uz¢y.
5: Esgilt 4“{ptUz ¢ y”.
Es gilt VS gleich “... {ptUzxz € y”.
Ex falso quodlibet folgt: p Menge.
’Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: p Menge
1.2: Es gilt: (pex)V(p¢ua).
’ wifFallunterscheidung ‘
1.2.1.Fall pET.
2: Aus1.2.1.Fall“pea”
folgt via 1-8: {p} C=.
3: Aus2“{p} Cz”
folgt via 2-10: {p}Uz =u=z.
4: Aus 3 und
aus VS gleich “c ¢ y...”
folgt: {p}Uzx ¢y.
5: Esgilt 4“{p}Ux ¢ y”.
Es gilt VS gleich “... {ptUz e y”.
Ex falso quodlibet folgt: péx.

Ende Wﬂ?allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: péx
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Beweis 259-52 b) VS gleich (xdy) AN{ptUzey) AN{ptUz C{¢}Ux).

1: Aus VS gleich “(z ¢ y) A ({p} Uz €Yy)...”
folgt via des bereits bewiesenen a): (p Menge) A (p ¢ x).

2: Aus 1“p Menge. .. ”
folgt via 2-28: pe{p} Uz

3: Aus 2“p e {p}Uz” und
aus VS gleich “...{p} Uz C{q}Uz”
folgt via 0-4: pe{qtUz.

4: Aus 3“pe{¢}Uz” und
aus 1“...p ¢ a”

folgt via 161-1: p € {q}.
5: Aus4“p € {q}”
folgt via 1-6: p = q Menge.
c) VS gleich (x¢y) N{ptuzey) A({ptUz={q}Ux).
1: Aus VS gleich “... {p}Uz={q}Uuz”
folgt via 0-6: {p}Uz C {q} U=

2: Aus VS gleich “(z ¢ y) A ({p} Uz €y)...” und
aus 1“{p} Uz C {q} Uz’
folgt via des bereits bewiesenen b): p = q Menge.

O
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259-53. Ohne allau viel auf 269.5(a, F,x) einaugehen werden hier die im Fol-
genden interessierenden Eigenschaften dieses KlassenTerms angegeben.

259-53(Satz)

a) 259.5(a, E,z) Relation.
b) 259.5(a, E,x) Funktion.

c) “be dom(259.5(a, E,x))” genau dann, wenn
“b Menge” und “{(a,b)}UE € x”.

d) ran(259.5(a, E,x)) C x.
e) Aus “E ¢ x” folgt “259.5(a, E,x) injektiv”.

£) dom (259.5(a, E/,domz)) = dom (z (E|a.)).
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Beweis 259-53 a)

B € 259.5(a, B, ).
2.1: Aus Themal“f € 2569.5(a, F,x) ”
folgt via Element Axiom: B Menge.
2.2: Aus Themal“ [ € 2569.5(a, E,x) "
folgt via 259-50(Def): Q6 =(Q,{(a, 2} UE).
3: Aus 2.2¢...0=(2,{(a,Q}UE)” und
aus 2.1
folgt: (2,{(a,Q)} U E) Menge.
4: Aus 3“(Q,{(a,2)} U E) Menge”
folgt via PaarAxiom I: 2, {(a,2)} U E Menge.
5: Aus 4“9, {(a,Q)} U E Menge”
folgt via 6-8: (2 {(a, Q}UE)eU xU.
6: Aus 2.2“...8=(Q,{(a,Q2)} UE)” und
aus o
folgt: BeldxU.
Ergo Themal: VB : (B €259.5(a,E,x)) = (BelUUxU).
Konsequenz via 0-2(Def): 259.5(a, E,x) CU X U.

Konsequenz via 10-1(Def): Al| “259.5(a, E,z) Relation”
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Beweis 259-53 b)

(8,7),(8,0) € 269.5(a, E, x)
2.1: Aus Themal.1“(f,v)... € 2569.5(a, E, ) ”
folgt via 259-51: v=A{(a,5)} UE.
2.2: Aus Themal.1“...(3,d) € 269.5(a, E,x) "
folgt via 259-51: 0={(a,p)}UE.
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: v =9.
Ergo Themal.1: AL| “VB,7v,0: ((B,7),(B,0) € 259.5(a, E,z)) = (y=16)”
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: 259.5(a, F, x) Relation.

2: Aus 1.29259.5(a, E, z) Relation” und
aus Al gleich “V3,7,0 : ((B,7),(5,0) € 269.5(a, E,z) ) = (y=10)"
folgt via 18-18(Def): 259.5(a, F, x) Funktion.
c) VS gleich b € dom (259.5(a, E, x) ).

1.1: Aus VS gleich “b € dom (259.5(a, E,x) )"

folgt via Element Axiom: b Menge

1.2: Aus VS gleich “b € dom (259.5(a, E,x))”

folgt via 7-7: 3Q: (b,Q) € 269.5(a, F, x).
2: Aus 1“...(b,Q2) € 269.5(a, B, x)”
folgt via 259-51: {(a,;)}UFE €x
c) VS gleich (b Menge) A ({(a,b)}UFE € x).
1: Aus VS gleich “(b Menge) A ({(a,b)} UE € z)”
folgt via 259-51: (b,{(a,b)} UFE) € 259.5(a, E, z) .

2: Aus 1“(b,{(a,b)} UFE) € 259.5(a, E, x) ”
folgt via 7-5: b € dom (259.5(a, E, x) ).
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Beweis 259-53 d)

f € ran(259.5(a, E, x) ).
2: Aus Themal“[ € ran(259.5(a, E,z))”
folgt via 7-T7: 30 : (2, 8) € 259.5(a, E, x) .
3: Aus 2¢...(,5) € 269.5(a, E,x)”
folgt via 259-51: f={(a,Q}UE €.
4: Aus 3
folgt: g€ x.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

e) VS gleich

(8.7).(8,7) € 259.5(a, E, ).
2.1: Aus Themal®(f3,v)... € 2569.5(a, F,z) ”
folgt via 259-1: v=A{(a,8)}UE € x.
2.2: Aus Themal“...(d,v) € 2569.5(a, E, x) ”
folgt via 259-1: v={(a,6)} UE € .
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: {(a, B)}UE ={(a,6)} UE.
4: Aus VS gleich “E ¢ x7 |
aus 2.1“.. . {(a, )} UE € 7 und
aus 3“{(a,8)} UE ={(a,0)} UE"
folgt via 259-52: (a,B) = (a,d) Menge.
5: Aus 4“(a, ) = (a,0) Menge”

folgt via IGP: g =9.

Ergo Themal:

Konsequenz via 8-1(Def):

V6,70 - ((8,7),(6,7) € 269.5(a, E,2) ) = (8
259.5(a, F, x) injektiv.
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VB : (B €ran(259.5(a, E,x))) = (B € x).
ran (259.5(a, E,x)) C x.

5).
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Beweis 259-53 f)
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folgt via 259-7:

2: Aus Themal.1“f € dom (259.5(a, E,domz))”
folgt via des bereits bewiesenen b):

3: Aus 2“(B8 Menge) A ({(a,5)} UE € domx)”

f € dom (259.5(a, E,domx) ).

(8 Menge) A ({(a,5)} UE € domz).

S € dom (z (Ela.)).

Ergo Themal.1: V3 : (€ dom (259.5(a, E,domz))) = (S € dom (z (E|a.))).

Konsequenz via 0-2(Def):

A1 “dom (259.5(a, F,domz) ) C dom (x (Ela.))”

folgt via 259-7:

2: Aus Themal.2“f € dom (z (E|a.))”

3: Aus 2“(B8 Menge) A ({(a,8)} U E € domx)”
folgt via des bereits bewiesenen b):

p € dom (z (E|a.)).

(8 Menge) A ({(a,5)} UE € domz).

f € dom (259.5(a, E,domx) ).

Ergo Themal.2: VB : (B € dom (z (Ela.))) = (8 € dom (259.5(a, F,domz))).

Konsequenz via 0-2(Def):

A2| “dom (x (Ela.)) € dom (259.5(a, E,domx))”

1.3: Aus A1 gleich “dom (259.5(a, F,dom ) ) C dom (x (Ela.))” und
aus A2 gleich “dom (z (E|a.)) € dom (259.5(a, E,domz))”
folgt via GleichheitsAxiom: dom (259.5(a, F,domz)) = dom (z (E|a.)).

]
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259-54. Falls E ¢ dom x Menge, so ist dom (z (E|a.)) Menge. Hieraus folgt Hin-
reichendes fiir “z (Fl|a.) Menge” .

259-54(Satz)

b) Aus “E ¢ domx”und “x Menge” folgt “x (E|a.) Menge”.

a) Aus “E ¢ domx Menge” folgt “dom (x (Ela.)) Menge”.

c) Aus “E ¢ dom f Menge” und “f Funktion” folgt “f (E|a.) Menge”.

Beweis 259-54 a) VS gleich E ¢ dom x Menge.
1.1: Aus VS gleich “E ¢ domzx...”
folgt via 259-53: 259.5(a, E/,dom x) injektiv.
1.2: Via 259-53 gilt: ran (259.5(a, E,domz) ) C dom x.
1.3: Via 259-53 gilt: dom (259.5(a, E,dom ) ) = dom (z (E|a.)).
2: Aus 1.2“ran (259.5(a, E,domz)) C domz” und
aus VS gleich “...domx Menge”
folgt via TeilMengenAxiom: ran (2569.5(a, £/, dom x) ) Menge.
3: Aus 1.1%259.5(a, E,dom z) injektiv” und
aus 2“ran (2569.5(a, F,dom z) ) Menge”
folgt via 26-1: dom (259.5(a, £/, dom ) ) Menge.
4: Aus 3 und
aus 1.3

folgt: dom (z (Ela.)) Menge.
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Beweis 259-54 b) VS gleich

1.1:

1.2:

1.3:

2.1:

2.2:

VS gleich “...x Menge”
folgt via dom ran Axiom:

Via 259-8 gilt:
Via 259-7 gilt:

Aus VS gleich “F ¢ domx...” und
aus 1.1“domx ... Menge”
folgt via des bereits bewiesenen a):

Aus 1.3“ran (z (Fla.)) Cranz” und
aus 1.1“...ranx Menge”
folgt via TeilMengenAxiom:

: Aus 1.2%z (E|a.) Relation”

aus 2.1“dom (z (Fla.)) Menge” und
aus 2.2“ran (z (Fla.)) Menge”
folgt via 10-5:

c) VS gleich

1:

Aus VS gleich “... f Funktion” und
aus VS gleich “...dom f Menge”
folgt via 26-3:

: Aus VS gleich “F ¢ dom f...” und

aus 1“f Menge”
folgt via des bereits bewiesenen b):

Mengenlehre #259

(E ¢ domx) A (z Menge)..

dom z, ran z Menge.
x (Ela.) Relation.

ran (z (Ela.)) C ranz.

dom (z (E|a.)) Menge.

ran (x (Ela.)) Menge.

x (Ela.) Menge.

(E ¢ dom f Menge) A (f Funktion).

f Menge.

f (E|a.) Menge.

[]
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259-55. Nun sollen dom (x (E|p.|a.)) und ran (z (E|p.|a.)) diskutiert werden.

259-55(Satz)

a) “q €dom(z(E|p.|a.))”
genau dann, wenn “q,x ({(p,q)} U El|a.) Menge”.

b) Aus “y € ran(z (E|p.|a.))”
folgt “3Q: (Qx ({(p,?)} U E|a.) Menge)
Ay =z ({(p, )} UEla.)”.
c) Aus “q,z ({(p,q)} U E|a.) Menge”
folgt “x ({(p,q)} U Ela.) € ran (z (Elp.[a.))”.
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Beweis 259-55 a) VS gleich q € dom (z (Elp.|a.)).
1: Aus VS gleich “¢ € dom (z (E|p.]a.))”
folgt via 7-T: Q0 : (q,Q) € x (E|p.|a.).
2: Aus 1“...(¢,Q?) € z(E|p.la.)”
folgt via 259-48: g,z ({(p,q)} U Ela.) Menge.
a) VS gleich .z ({(p,p)} U Ela.) Menge.
1: Aus VS gleich “p,z ({(p,p)} U Ela.) Menge”
folgt via 259-48: (p,z ({(p,p)} U Ela.)) € x (E|p.|a.).
2: Aus 1%(p,z ({(p,p)} U Ela.)) € x (Elp.|a.)”
folgt via 7-5: p € dom (z (Elp.|a.)).
b) VS gleich y € ran (z (Elp.|a.)).

1: Aus VS gleich “y € ran (z (Elp.|a.))”
folgt via 7-T: AQ: (Qy) € z (E|p.|a.).

2: Aus 1¢...(Q,y) € z (E|p.]a.)”
folgt via 259-48:
(2,2 ({(p, )} U Ela.) Menge) A (y = x ({(a, )} U Ela.)).

3: Aus 1“dQ...”7 und

aus 2
folgt: 30 (Qx({(p,Q)} UE|a.) Menge) A (y =z ({(a,2)} U Ela.)).
c) VS gleich g,z ({(p,q)} U Ela.) Menge.

1: Aus VS gleich “q,z ({(p,q)} U Ela.) Menge”
folgt via 259-48: (¢, ({(p,q)} U Ela.)) € z (Elp.|a.).

2: Aus 1“(q,z {(p,q9)} U Ela.)) € x (Elp.|a.)”
folgt via 7-5: z({(p,q)} U Ela.) € ran (x (E|p.]a.)).

]
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259-56. x (E|p.|a.) ist stets eine Funktion.

259-56(Satz)

a) z (E|p.la.) Relation.
b) = (E|p.|a.) Funktion.

c) Aus “q € dom (x (E|p.]a.))”

folgt “z (Elp.|a.) (¢) = = ({(p.q)} U Ela.)”.
d) Aus “q,x ({(p,q)} U Ela.) Menge”

folgt “z (Elp.|a.) (¢) =z ({(p.q)} U Ela.)”.

Beweis 259-56 a)

B €z (Elpa.).
2: Aus Themal“f € z (E|p.|a.)”
folgt via 259-48: A0 (2 ({(p,2)} U Ela.) Menge)

AB = (2 ({(p, D)} U Ela.))).
3: Aus 2“...Q, 2 ({(p,2)} U Ela.) Menge. .. "

folgt via 6-8: (Q,2{(p,Q)}UFEla.)) el x U.
4: Aus2“...=(Q,z({(p,}UFE|a.))...” und
aus 3
folgt: BeUXxU.
Ergo Themal: VB : (B €x(Elp.la.)) = (BeUXU).
Konsequenz via 0-2(Def): x (Elp.la.) CU X U.

Konsequenz via 10-1(Def): z (E|p.Ja.) Relation.
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Beweis 259-56 b)

(8,7).(8,0) € z (Elp.|a.).
2.1: Aus Themal.1“(5,7v)... € z (Elp.la.)”
folgt via 259-48: v=z{(p,5)} U Ela.).
2.2: Aus Themal.1“...(3,0) € z (E|p.la.)”
folgt via 259-48: 0=z ({(p,5)} UEla.).
3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt: v =9.
Ergo Themal. 1 b| V8,755 (5,7), (6:6) € 2 (BlpJa)) = (v = 6)"
1.2: Via des bereits bewiesenen a) gilt: x (Elp.|a.) Relation.
2: Aus 1.2z (E|p.Ja.) Relation” und
aus A gleich “¥5, 7,8 : ((8,7), (8.6) € x (Elp|a)) = (7= 8)”
folgt via 18-18(Def): x (E|p.|a.) Funktion.
c) VS gleich q € dom (z (E|p.|a.)).
1: Aus VS gleich “g € dom (z (E|p.|a.))”
folgt via 259-55: ¢, ({(p,q)} U Ela.) Menge.
2: Aus 1“q,z ({(p,q)} U E|a.) Menge”
folgt via 259-48: (¢, ({(p,q)} U El|a.)) € x (E|p.|a.).
3: Via des bereits bewiesenen b) gilt: x (E|p.|a.) Funktion.
4: Aus 3“x (F|p.|a.) Funktion” und
aus 2 (¢, ({(p, )} U Ela.)) € z (E|p.[a.)”
folgt via 18-20: z(E|p.Ja.) (p) =z ({(p,q)} U Ela.).
d) VS gleich ¢,z ({(p,q)} U El|a.) Menge.
1: Aus VS gleich “q,x ({(p,q)} U Ela.) Menge”
folgt via 259-55: q € dom (z (Elp.|a.)).
2: Aus 1“¢g € dom (z (E|p.|a.))”

folgt via des bereits bewiesenen c):  z (E|p.|a.) (¢) =z ({(p,q)} U E|a.).
[l
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259-57. Vorliegendes vertieft mit elementaren Argmenten Einsichten in cartesi-
sche Produkte.

259-57(Satz) FEs gelte:

—) p € domz.

—) p ¢ domy.
Dann folgt:

a) y¢cpux.

b) = ¢ cpy.
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Beweis 259-57 a)
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1: Es gilt: (yecpx)V(y¢cpa).
’ wiFallunterscheidung
yema

2: Aus1.1.Fall“y €cpa”
folgt via 259-39:

3: Aus »)“p edomz” und
aus =) “p ¢ domy”

domy = domz.

folgt via 0-10: domx # domy.
4: Es gilt 2“domy = doma” .
Es gilt 3“domx # domy” .
Ex falso quodlibet folgt: y ¢ cp .
Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: y ¢ cp .
b)
1: Es gilt: (x€cpy)V(ré&cpy).
’ wiFallunterscheidung
1.1.Fall reEcpy.

2: Aus1.1.Fall“z €cpy”
folgt via 259-39:

3: Aus =) “p €domz” und
aus =) “p ¢ domy”
folgt via 0-10:

4: Esgilt 2“domx =domy” .
Es gilt 3“domx # domy” .
Ex falso quodlibet folgt:

dom x = domy.

domx # domy.

x ¢ cpy.

Ende wfF allunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt:

T &cpy.
[l
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259-58. Hier wird unter anderem Hinreichendes fir {(z,v)}Ux ¢ cp y bewiesen.

259-58(Satz) FEs gelte:

—) u # z € domy.

—) domz = {u, 2} Ndomy.
Dann folgt:

a) z ¢ dom ({(u,v)} Ux).

b) {(w,0)} Uz ¢ cpy.
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Beweis 259-58 a)

1: Es gilt: (z € dom ({(u,v)} Ux)) V(2 ¢ dom ({(u,v)} Ux))
’ wiFallunterscheidung ‘
2 € dom ({(u,v)} U ).
2: Via 7-16 gilt: dom ({(u,v)}Uz) = (dom ({(u,v)})) Udomz.
3: Aus 1.1.Fall und
aus 2
folgt: z € (dom ({(u,v)})) Udom z.
4: Aus 3“z € (dom ({(u,v)})) Udomz”
folgt via 2-2: (z € dom ({(u,v)})) V (z € dom z).
Fallunterscheidung‘
= € dom ({(u, v)}).
5: Via 259-36 gilt: dom ({(u,v)}) C {u}.

6: Aus4.1.Fall“z € dom ({(u,v)})” und
aus 5“dom ({(u,v)}) C {u}”

folgt via 0-4: z € {u}.
7: Aus6“z € {u}”
folgt via 1-6: Z=U.

8: Esgilt 7“z=u".
Esgilt D“u#z...7.
Ex falso quodlibet folgt: z ¢ dom ({(u,v)} Uxz).
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Beweis 259-58 a)

’ wiFallunterscheidung ‘
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’Fallunterscheidung‘

z € dom ({(u,v)} Uz).

5.1: Aus4.2.Fall“z € domza”
folgt via ElementAxiom:

5.2: Aus4.2.Fall“z € doma” und
aus —) “domx = {u, 2}¢ Ndomy”

6.1: Aus5.1“z Menge”
folgt via 4-9:

6.2: Aus 5.2z € {u, 2} Ndomy”
folgt via 2-2:

7: Aus 6“2 € {u, 2}¢”
folgt via 3-2:

8: Esgilt 74z ¢ {u,z}”.
Esgilt 6.1“2 € {u,z}” .
Ex falso quodlibet folgt:

folgt: z € {u, 2}¢ Ndomy.

z ¢ dom ({(u,v)} Ux).

z € domx.

z Menge.

z € {u, z}.
z € {u, 2}¢.

’Ende Fallunterscheidung ‘ In beiden Fillen gilt:

z ¢ dom ({(u,v)} Uz).

’Ende wiF allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

z ¢ dom ({(u,v)} Ux).
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Beweis 259-58 b)

1.1: Aus =) “u # z € domy”
folgt:

1.2: Aus =) “u # z € domy” und
aus —) “domz = {u, 2} Ndomy”

folgt via des bereits bewiesenen a):

2: Aus1.1“z € domy” und
aus 1.2z ¢ dom ({(u,v)}Ux)”
folgt via 259-5T7:

Mengenlehre #259

z € domy.

z ¢ dom ({(u,v)} Ux).

{(w,0)}Uz ¢ cpy.
[l
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259-59. Hier soll g (E|p.|a.) mit g : cp f =+ Aund f : D — B sowie p,a € D
untersucht werden. Die erste Beobachtung ist etwas iiberraschend.

259-59(Satz) Es gelte:

=) g:cp f— A

—) f:D— B.

—) pFaeD.

—) E€cp (f|{pa}’).
Dann folgt:

a) dom (g (E|p.la.)) =U.

b) g (E|p.Ja.) Unmenge.

Beweis 259-59 a)

1.1: Aus ) “g:cpf— A7
folgt via 21-1(Def):

1.2: Aus »)“f:D— B”
folgt via 21-1(Def):

1.3: Via 259-29 gilt:

1.4: Aus »)“E€cp (f | {p,a}®)”
folgt via 259-39:

2.1: Aus ) “p#ae€ D” und
aus 1.2
folgt:

2.2: Aus »“g:cp f— A" und
aus 1.3“cp f Menge”
folgt via 26-5:

2.3: Via 258-11 gilt:

domg=cp f.

dom f = D.

cp f Menge.

dom E =dom (f | {p,a}“).

p # a € dom f.

g Menge.

dom (f | {p.a}°) = {a,p}" N dom f.
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Beweis 259-59 a) ...

b)

3:

1:

2:
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Aus 1.4 und
aus 2.3
folgt: dom E = {p,a}® Ndom f.
BeU.
5.1: Aus Themad“fS eU”
folgt via Element Axiom: £ Menge.

5.2:

folgt via 259-58:

6: Aus 5.2 und
aus 1.1
folgt:

7: Aus 6“{(p, )} UE ¢ domg” und

aus 2.2“g Menge”
folgt via 259-54:

8: Aus 5.1“( Menge” und

aus 7% g ({(p, 8)} U Ela.) Menge”

folgt via 259-55:

Aus 2.1“p # a € dom f” und
aus 3“dom £ = {p,a}® Ndom f”

{(p,B)}UE ¢ cp f.

{(p,B)} UE ¢ domg.

g {(p,8)} U Ela.) Menge.

B € dom (g (Elp.|a.)).

Ergo Thema4:

Konsequenz via 0-19:

Aus ) “g:cpf— A",

aus ) “f:D—B”,

aus ) “p#a e D” und

aus —) “FE € cp (f | {p, a}c) K

folgt via des bereits bewiesenen a):

Aus 1“dom (g (E|p.|a.)) =U"
folgt via 7-9:

VB (B € U) = (8 € dom (g (Elpla.)).
dom (g (E|p.la.)) =U.

dom (g (E|p.la.)) =U.

g (E|p.|a.) Unmenge.
[
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259-60. Das vorliegende Ergebnis hilft undurchsichtige Notationen zu vermeiden.

259-60(Satz)

Aus “(p,q) € x € cpy” folgt “p € domy” und “q € y(p)”.

Beweis 259-60 VS gleich (p,q) Ex €cpy.

1.1: Aus VS gleich “(p,q) € x...”
folgt via 7-5: p € dom .

1.2: Aus VS gleich “...x €cpy”
folgt via 259-39:
(z Funktion) A (domz = domy) A (Va : (o € domy) = (z(«a) € y(a))).

2.1: Aus 1.2“zx Funktion...” und
aus VS gleich “(p,q) € z...”
folgt via 18-20: q=xz(p).

2.2: Aus 1.1 und
aus 1.2“...domx =domy...”

folgt: p € domy

3: Aus 2.2“p € domy” und
aus 1.2“.. . Va : (o € domz) = (z(a) € y(a))...”

folgt: z(p) € y(p).
4: Aus 2.1 und

aus 3

folgt: q € y(p)
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259-61. Der iiberraschend grofie Definitions-Bereich von g (F|p.|a.) in 259-59 er-
klért sich auch wegen g (E|p.|a.) (p) = g {(p,p)} U Ela.) = 0 fpu “viele” Mengen
p. Im vorliegenden Satz wird unter den Voraussetzungen von 259-59 Hinreichen-
des fiir p angegeben, so dass g (F|p.|a.) (p) = 0.

259-61(Satz) FEs gelte:

=) g:cp f— A

- f:D— B.

—) pFaeD.

—) E€ccp (f|{pa}’).
—) q Menge.

= q ¢ f(p)-
Dann folgt “g (E|p.Ja.)(q) =07.

Beweis 259-61

1.1: Aus —) “q Menge”
folgt via 0-22: qgeU.

1.2: Aus ) “g:cpf— A7,
aus » “f: D — B”,
aus =) “p#a € D” und
aus =) “F € cp (f | {p, a}c) K

folgt via 259-59: dom (g (E|p.la.)) =U.
1.3: Aus 9 “g:cpf— A7

folgt via 21-1(Def): domg = cp f.
2.1: Aus1.1“¢geU” und

aus =) “q ¢ f(p)”

folgt via 0-10: U# f(p).

2.2: Aus1.1und
aus 1.2
folgt: q € dom (g (E|p.|a.)).
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Beweis 259-61 ...

3.1:

3.2:

Aus 2.1“U # f(p)”
folgt via 17-5: p € dom f.

Aus 2.2%q € dom (g (E|p.|a.))”
folgt via 259-56: g9 (Elp-la.) (¢) = g {(p, )} U Ela.).

: Aus 3.1“p € dom f”

folgt via Element Axiom: p Menge.

: Aus 4“p Menge” und

aus —) “q Menge”
folgt via 259-36: (p.q) € {(p.9)}-

: Aus 5“(p,q) € {(p.q)}”

folgt via 2-2: (p,q) € {(p,q)} UE.

: Es gilt:

(0# g (Elp.la.) (q)) V (g (Elp.]a.) (q) = 0).

’ wiFallunterscheidung ‘

0 # g (Elp.[a.) (q)-

8:

i Aus 8“0 # g({(p,¢)} U Ela.)”

10:
11.1:
11.2:

12:

13:

14:

Aus 7.1.Fall und
aus 3.2

folgt: 0#9({(p,q)}U Ela.).

folgt via 0-20: 30: Qe g{(p,q¢)} UEla.).

Aus 9¢...Q € g({(p,q)} UE|a.)”
folgt via 259-6: 30,9 : ({(a,®)} U {(p,q)} UE), ) € g.

Aus 6%(p,q) € {(p.q)} UE”
folgt via 2-2: (p,q) € {(a,®)} U ({(p,9)} U E).

Aus 10%... ({(a,2)} U ({(p, )} U E), ¥) € g7
folgt via 7-5: {(a,®)} U ({(p,q)} UE) € domg.

Aus 11.2 und
aus 1.3

folgt: {(a,®)} U({(p,q)} UE) € cp .
Aus 11.1%(p,q) € {(a,®)} U ({(p,¢)} UE)” und

aus 12° {(a, ®)} U ({(p.q)} UE) € cp [~

folgt via 259-60: q € f(p).
Es gilt 13“g € f(p)” .

Esgilt D “q ¢ f(p)”.
Ex falso quodlibet folgt: g (E|p.la.) (¢) = 0.

Ende Wﬂ?allunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt: g (El|p.|a.) (q) = 0.

]
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259-62. In 259-61 wird von p # a € D ausgegangen. Dies ist unter anderem
fiir Unmengen p der Fall. Ist p eine Unmenge so gilt in vielen Fillen an Hand
vorliegenden Satzes fiir Mengen a wohl 0 # g (E|p.|a.) (q).

259-62(Satz) Es gelte:

—) g:cp f— A

- f:D— B.

—) a€D.

—) p Unmenge.

—) Eccp (f L{p,a}c).
—) q Menge.

Dann folgt “g (E|p.|a.) (¢) = g(E|a.): f(a) = A”.

Beweis 259-62

1.1: Aus =) “a € D”
folgt via Element Axiom: a Menge.

1.2: Aus —) “p Unmenge”
folgt via 4-12: {p,a} = {a}.

1.3: Aus —) “p Unmenge”
folgt via PaarAxiom I: (p, q) Unmenge.

1.4: Aus —) “q Menge”
folgt via 0-22: qgelu.

2.1: Aus —) “p Unmenge” und
aus 1.1%a Menge”

folgt via 0-1: p # a.
2.2: Aus ) “FE €cp (f L{p,a}c) 7 und

aus 1.2

folgt: E€cp (f|{a}9).

2.3: Aus 1.3“(p,q) Unmenge”
folgt via 1-4: {(p,q)} =0.
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Beweis 259-62 ...

3.1:

3.2:

3.3:

Aus ) “g:cpf— A",

aus =) “f: D — B”,

aus 2.1“p #a”

aus —) “a € D7 und

aus —) “F € cp (f | {p, a}C) K
folgt via 259-59:

Aus ) “g:cpf— A7,
aus N “f: D — B”,

aus =) “a € D” und

aus 2.2“E € cp (f | {a}“)”

folgt via 259-44:

: Aus 1.4 und

aus 3.1
folgt:

: Aus 4“q € dom (g (E|p.|a.))”

folgt via 259-56:

: Aus 5 und

aus 3.3“{(p,q)}UE =...=E"

folgt:
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dom (g (E|p.la.)) =U.

g(Ela.): f(a) = A

{(p.)}UEEOUE*="E.

q € dom (g (E|p.|a.)).

g (Elpa.) (q) = g({(p.q)} U Ela.).

g (Elp.la.) (q) = g (Ela.)
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259-63. In 259-61 wird von p # a € D ausgegangen. Dies ist unter anderem fiir
Unmengen p der Fall fiir die oft 0 # g (E|p.|a.) (q) zu erwarten ist, siche 259-61.
Ist hingegen p eine Menge mit p ¢ D, so gilt fiir Mengen ¢ stets g (E|p.|a.) (¢) = 0.

259-63(Satz) Es gelte:

=) g:cp f— A

- f:D— B.

—) a€D.

—) p Menge.

=) pé¢D.

=) Eecp (f|{pa)°).
—) q Menge.

Dann folgt “g (E|p.|a.) (¢) =07.
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Beweis 259-63

1.1: Aus =) “a e D7 und
aus =) “p ¢ D”
folgt via 0-1: a # p.

1.2: Aus »)“f:D— B”
folgt via 21-1(Def): dom f = D.

1.3: Aus =) “p Menge” und
aus —) “q Menge”

folgt via 259-36: (p,q) € {(p,0)}-
1.4: Aus —) “q Menge”

folgt via 0-22: qgeU.
1.5: Aus ) “g:cpf— A7

folgt via 21-1(Def): domg =cp f.
2.1: Aus =) “p ¢ D” und

aus 1.2

folgt: p ¢ dom f.
2.2: Aus 1.2%(p,q) € {(p,q)}”

folgt via 2-2: (p,q) € {(p )}V E.

2.3: Aus ) “g:cpf = A7,
aus =) “f: D — B”,
aus 1.1“a #p”,
aus —) “a € D7 und
asu =) “F € cp (f | {p, a}c) K

folgt via 259-59: dom (g (E|p.la.)) =U.
3: Aus 1.4 und

aus 2.3

folgt: q € dom (g (E|p.|a.)).

4: Aus 3“g €dom (g (E|p.)a)”
folgt via 259-56: g (Elp.la.)(q) = g ({(p,q)} U E|x.).
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Beweis 259-63 ...

5: Es gilt:

’ wiFallunterscheidung ‘

Mengenlehre #259

(0# g (Elp.la.) (q)) V (g (Elp.|a.) (q) = 0).

6:

8.2:

10:

11:

12:

13:

Aus 5.1.Fall und
aus 4
folgt:

: Aus 6“0 # g({(p, @)} U Ela.)”

folgt via 0-20:

: Aus 2.2%(pgp) € {(p.q)} UE”

folgt via 2-2:

Aus7¢... Q€ g({(p,q)}UEla.)”
30, ¥ : ({(a, 2)} U({(p, @)} VE), V) € g.

: Aus 8.14 .. ({(a, )} U {(p,q)} UE),¥) € g”

folgt via 259-6:

folgt via 7-5:

Aus 9 und
aus 1.5
folgt:

Aus 8.1%(p,q) € {(E,®)} U({(p.q)} UE)” und
aus 10“{(a, ®)} U ({(p.q)} UE) € cp f7

folgt via 259-60:

Aus 11 und
aus 1.2
folgt:

Es gilt 12“p e D”.
Esgilt D“p g D”.
Ex falso quodlibet folgt:

0# g(Elp.|a.) (q).

0# 9{(p,q)}UFEla.).

IN:Qeg{(p,g)}UE|a).

(,9) € {(a,®)} U ({(p,9)} U E).

{(a,®)} U ({(p,q)} UE) € domg.

{(a,®)} U({(p,q)} UE) € cp f.

p € dom f.

peD.

g9 (Elp-la.) (q) =0.

Ende waallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: g(E|p.]a.)(q) = 0.

]
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259-64. Es gilt unter anderem sowohl (z | {y,2}¢) = ((z | {y}“) | {z}°) als
auch (2 | {y,2}9) = ((z | {=}9) | {y}).

259-64(Satz)

a) (z|{y,2}9) = ((= | {y}°) | {z}°).
b) (2| {y.2}9) = ((= | {z}9) | {y}°).

Beweis 259-64 a)

258—-10(Def)

: (2 1 {y,2)0) RPN a0 ({21 <) 2 e () U {20)0) x )
PE w0 ({0 {29 x ) " a0 ({y3¢ x u)n ({239 x U))
AS <xm<{y}0xu>>m<{z}0x ) 2N () (1) N ({21 x U)
258— 10(Def) (( {y}c) L{Z}C)

2: Aus 1
folgt: (37 | {, Z}C) = ((517 L{?/}C) L{Z}C)
b)
1: (1 {y.23) 2" (@ 1 {z.9)9) 2 ((« 1 {=39) | {w}©).
2: Aus 1
folgt: (37 | {. Z}C) = ((55 L{Z}C> [{y}c)

]
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259-65. In erwarteter Weise steht Vorliegendes zur Verfiigung.

259-65(Satz) Es gelte:

—) f:D— B.

=) a#peD.

—) q € f(p).

—) Eeccp (f|{pa}’).

Dann folgt “{(p,q)} UE € cp (f | {a}“)”.

Beweis 259-65

1.1: Via 259-64 gilt: (f L {p,a}9) = ((f | {a}9) | {p}°).
1.2: Aus »“f: D — B”

folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D) A (ran f C B).
1.3: Via 258-11 gilt: dom (f | {a}9) = {a}“ Ndom f.
1.4: Via 258-11 gilt: ran (f | {a}?) = f[{a}“].
1.5: Aus ) “a#peD”

folgt via 5-15: p € D\ {a}.
2.1: Aus 1.2“ f Funktion...”

folgt via 258-11: (f | {a}c) Funktion.
2.2: Aus1.2“. ..domf=D...” und

aus 1.3

folgt: dom (f | {a}?) ={a}“ N D.
2.3: Aus »D“Eecp (f|{p,a})” und

aus 1.1

folgt: Eeccp ((f1{a}9) | {p}°).

3: dom (f | {a}) 2 {a}°n D E" DN {a}° °=2° D\ {a}.
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Beweis 259-65 ...

4.1:

4.2:

Aus 1.5“p e D\ {a}” und
aus 3“dom (f | {a}c) =...=D\{a}”
folgt: p € dom (f | {a}®).

Aus 2.1%(f | {a}“) Funktion”,

aus 3“dom (f | {a}’) =...=D\{a}” und

aus 1.4%ran (f | {a}©) = f{a}“]”

folgt via 21-2: (f 1 {a}?) : D\ {a} — f[{a}“].

: Aus 4.1“p € dom (f L{a}c) K

folgt via 258-11: (f 1 {a}9) (w) = f(p).

: Aus 5 und

aus =) “q € f(p)”
folgt: qc (f | {a}c) (p).

. Aus 4.2¢ (f L{a}c) : D\ {a} — f[{a}“]",

aus 1.5“p € D\ {a}"”,
aus 6“q € (f L{a}c) (p)” und

aus 2.3“E € cp ((f | {a}9) | {p}“)”
folgt via 259-43: {(p,q)}UE €cp (f|{a}?).

]
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259-66. Hier wird ¢ (E|p.|a.) (¢) unter anderem unter den Voraussetzungen p # a
mit p,a € D untersucht. Fir ¢ € f(p) - der Fall ¢ ¢ f(p) ist in 259-61 behandelt
- gilt in vielen Fillen 0 # g (E|p.|a.) (p).

259-66(Satz) Es gelte:

—) g:cp f— A

- f:D— B.

=) p,a € D.

—) p#a.

—) Eecp (f|{pa}’).

—) q € f(p).

Dann folgt “g (Elp-la.) (¢) = g ({(p,@)} U Ela.) : f(a) = A”.
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Beweis 259-66

1.1:

Aus »“f:D— B”,

aus =) “p...e D",

aus =) “p#a’,

aus =) “q € f(p)” und

aus —) “F € cp (f | {p, a}C) K
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folgt via 259-65: {(p,q)}UE €cp (f|{a}?).

: Aus ) “g:cpf - A7,

aus N “f:D— B”,

aus =) “p#a’,

aus =) “...a € D” und

aus =) “F € cp (f | {p, a}c) K
folgt via 259-59:

: Aus =) “q € f(p)”

folgt via Element Axiom:

t Aus ) “g:cpf— A7,

aus »“f: D — B”,
aus =) “...a € D7 und
aus 1.1“{(p,q)} UE € cp (f | {a}9)”

Uu.

dom (g (Elp-|a.))

q Menge.

folgt via 259-44: g({(p,¢)} UE|a.): f(a) — A

: Aus 1.3“¢q Menge”

folgt via 0-22:

: Aus 2.2 und

aus 1.2
folgt:

: Aus 3“q € dom (g (E|p.|a.))”

qeU.

q € dom (g (E|p.|a.)).

folgt via 259-56: g (Elp-Ja.) (q)

=g9{(. 9} U Ela,)
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