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Einleitung

Das Auftreten von Festkorpern spielt eine kardinale Rolle bei der Prozes-
sierung der Materie im Weltall. Nicht nur die zeitliche Entwicklung von
Sternen, die Evolution der interstellaren Materie und die Ausbildung von
Planetensystemen wéren undenkbar ohne das Entstehen zun&chst kleiner
Staubkorner, sondern auch die meisten chemischen Reaktionen kénnten oh-
ne die durch die Cluster hergestellte, erste physikalische Oberfliche im Uni-
versum nicht statthaben, womit die materielle Grundlage von Leben der uns
bekannten Art nicht bestiinde.

Nukleation und Wachstum von Staub ist astrophysikalisch insbesondere
in den stellaren Winden von kiihlen Riesen und Uberriesen anzutreffen. In
den vorliegenden Modellen fiir die circumstellaren Staubhiillen von Asymp-
totic Giant Branch—Sternen, die stellare Winde mit deren Chemie, Hydro-
dynamik, Thermodynamik und Strahlungstransport konsistent im Zusam-
menwirken mit Staubbildung zu beschreiben vermogen, bleibt bislang der
Umstand weitgehend unberiicksichtigt, dafl Sternatmosphéren offenkundig
turbulente physikalische Systeme sind.

Ziel der nachfolgenden Arbeit ist es daher, die Effekte von irregulédren
Schwankungen der Temperatur, die entscheidenden Einflul auf die Vorgénge
bei Staubbildung und -wachstum /-verdampfung hat, prototypartig zu un-
tersuchen. Die fiir eine statistische Beschreibung der astrophysikalischen
Staubbildung unter dem Einflul solcher Temperaturfluktuationen verfolg-
te mathematische Zugangsweise einer Formulierung der Physik in stocha-
stischen Prozessen soll dabei gleichzeitig die Verbindung leisten zwischen
der physikalischen Problemsituation, fiir die keine befriedigende Turbulenz-
theorie vorliegt, und den in der Mathematik vorhandenen leistungsfihigen
stochastischen Methoden. Mit der Allgemeinheit des verwendeten Instru-
mentariums ergeben sich daher Hinweise fiir das Vorgehen einer zukiinfti-
gen Finbeziehung auch anderer physikalischer bzw. chemischer Groflen in
die Turbulenzuntersuchungen sowie auf Verdnderungsmoglichkeiten in der
Statistik der Fluktuation.

Die auf dieser Grundlage entwickelte Modellbildung fithrt zu einem An-
fangs- / Randwertproblem mit einem System von partiellen Differentialglei-
chungen vom Fokker-Planck-Typ, das unter Vorgabe eines geeigneten, stella-
ren Windmodells und bei Variation der die stochastische Fluktuation kenn-
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zeichnenden Groflen einer numerischen Behandlung zugefiihrt wird.

Die erzielten Ergebnisse werden zeigen, dal Temperaturfluktuationen
einen erheblichen Einflu} auf die Nukleation und den weiteren Verlauf der
Staubbildung ausiiben. Insbesondere setzt, bei geeigneten Turbulenzbedin-
gungen, die Staubbildung deutlich frither im stellaren Wind ein, und auch
der Bereich innerhalb der Sternatmosphire, der fiir effektive Staubbildung
relevant ist, zeigt sich bei gleichzeitig sehr charakteristischem Verlauf der
Erwartungswerte der die Staubbildung beschreibenden Momente gegeniiber
der bekannten deterministischen Berechnung erheblich verbreitert. In diesem
Sinne konnen Temperaturfluktuationen als ein die Ausbildung von Staub-
partikeln befordernder physikalischer Einflufl gewertet werden (— zu den de-
taillierten Ergebnissen s. Kapitelfj).

Mein nachdriicklicher Dank gilt dem Betreuer des Projektes und ersten Be-
richter der Dissertationsschrift, Prof. Dr. E. Sedlmayr, der mit seinen wert-
vollen und mafigeblichen Hinweisen sowie seiner umfassenden Unterstiitzung
meiner Bemiihungen das Entstehen der vorliegenden Arbeit entscheidend
befordert hat.

Ferner danke ich allen Personen, die beim Entstehen dieser Arbeit mitge-
holfen haben, insbesondere den Mitarbeiterinnen und Mitarbeiten des Insti-
tuts fiir Astronomie und Astrophysik der Technischen Universitit Berlin, wo
ich in mehrfachen Seminar- und Colloquiumsvortragen meine Untersuchun-
gen zur Diskussion stellen konnte. Namentlich haben sich Arbeitsgespriche
mit Dr. J. M. Winters dankenswert als ebenso forderlich erwiesen, wie der
aufopferungsvolle und ermunternde Einsatz des von mir mitangeleiteten Di-
plomanden Frank Miiller im Zusammenhang mit der rechnergestiitzten Um-
setzung des Problems.! Dr. habil. J.-P. Kaufmann gilt mein Dank fiir die
Ubernahme der Zweitberichterstattung, Prof. Dr. W. Muschik fiir den Vor-
sitz des Promotionsausschusses.
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Kapitel 1

Staubbildung und
Temperaturfluktuationen

Kiihle, kohlenstoffreiche stellare Winde, wie sie bei Roten Riesen und Uber-
riesen auftreten, stellen den Grundtypus der astrophysikalischen Systeme
unserer nachfolgenden Untersuchungen dar. Sterne dieser Art im spéten
Stadium der Sternentwicklung, nach ihrer (rechten / oberen) Lage im Hertz-
sprung-Russel-Diagramm AGB-Sterne (‘asymptotic giant branch objects’)
genannt, besitzen insbesondere aufgrund ihrer ausgedehnten, kiihlen Hiillen
sowie ihrer hohen Massenverlustrate geeignete Voraussetzungen fiir die ef-
fektive Bildung von Staub, der in Form von ausgedehnten circumstellaren
Hiillen zu beobachten ist.

Avancierte Modelle liegen vor zum Zusammenwirken von Staubbildung,
Chemie, Hydrodynamik, Thermodynamik und Strahlungstransport, die den
stellaren Wind als staubbildendes System konsistent und quantitativ zu be-
schreiben vermogen.! Gleichwohl bleibt dabei die Frage nach dem Effekt
offen, den der offenkundig turbulente Charakter einer Sternatmosphére auf
den Vorgang der Ausbildung einer Staubhiille bei diesen Objekten hat. Be-
obachtungsbefunde wie die ersichtlich wolkenartig ‘klumpige’ Struktur der
Staubverteilung in der Hiille des Kohlenstoffsternes IRC +10 216 lassen eine
dramatische Beeinflussung durch Turbulenzeffekte vermuten.?

Fiir den Beitrag zur Untersuchung dieses Problems ist es in der vorlie-
genden Arbeit angezeigt und ausreichend, einen vergleichsweise einfachen
Prototyp sowohl des stellaren Windes als auch des Prozesses von Staubbil-
dung und -wachstum zugrundezulegen, um hieran typische Turbulenzeffekte
deutlich machen zu kénnen bei der systematischen Einbeziehung von Fluk-
tuationen der Temperatur, von welcher die chemische Bildung von Kohlen-
stoffclustern sowie die sich anschlieBenden Wachstums- und Vernichtungs-

!S. [Sedimayr, Winters 97] und [Sedlmayr, Dominik 93] mit jeweils den dortigen Refe-
renzen.
28, [Weigelt et al. 98].
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prozesse empfindlich abhéngen.

In einem ersten Schritt (Abschnitt[[.1]) ist daher kurz auf ein Gleichungs-
system einzugehen, dafl in hinreichender N&herung Bildung und Wachstum
von Staub bei nicht-stochastischen Temperatursituationen beschreibt. So-
dann sind in Abschnitt .2 Bemerkungen zu einfachen Formen von Windmo-
dellen, die in unserer Modellrechnung herangezogen werden, anzuschlieflen,
um schliellich in Abschnitt[[.3 das Auftreten von Temperaturfluktuationen
zu diskutieren.

1.1 Staubbildung und -wachstum in kiihlen Stern-
atmosphéiren

Beginnend mit [Gail"ef al_84] sowie insbesondere [Gail, Sedlmayr 88| liegt
durch Gail und Sedlmayr (et al.) ein entwickeltes physikalisches Modell zu
Bildung und Wachstum von Staub in stellaren Winden vor.?> Das Vorhan-
densein von Staubkoérnen, z. B. Kohlenstoffclustern, im stellaren Wind kann
beschrieben werden durch eine Verteilungsfunktion f(N,t), welche die An-
zahldichte von Koérnern der Gréfle N zur Zeit t angibt. Es wird definiert
(mit d als der geometrischen Dimension der Teilchen)

Nmax

Ki(t):= > N/FNt (=01,2,...).
N=N,

Dabei ist NV; die untere Grenze, ab der man die Staubkoérner als makro-
skopische Teilchen betrachten kann (also etwa N; =~ 1000 ).

Es ergeben sich fiir diese Momente folgende physikalische Interpretatio-
nen:

K, Teilchenzahldichte der Staubkérner,
K
rog—l mittlerer Kornradius (mit hypothetischem Monomerradius r, ),
aNy
K
4777"3}—2 mittlere Oberfliche,
RNy
Ky Anzahldichte der zu Koérnern kondensierten Materie,
K
?3 mittlere Teilchengrofie der Korner (d = 3).
A%y

SFiir einen Uberblick s. hierzu z.B. die Darstellungen [Sedlmayr, Winters 97 und
[Gail, Sedlmayr 7.
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Staubbildung und Wachstum der Cluster zu berechnen, besteht nunmehr
im Kern darin, folgendes System von Momentengleichungen zu 16sen:

K,
[—— e J
dt N;
dK ; 1 ;
i K; 1+ N;'""Jn, fir j =1,2,3 . (1.1)

Dabei ist 7,, als Zeitskala der Reaktionskinetik die charakteristische Zeit
fiir das Anwachsen eines Staubteilchens zu einer spezifischen Grofle, in-
sofern im ‘Clustergrofenraum’ die Zahl der Monomere, die pro Sekunde,
Staubteilchen und Monomeroberfliche auf dem Staubteilchen aufwachsen,
durch 7,71 gegeben wird. Jy, beschreibt als Nukleationsrate die Bildung
von Staubkornern der Grenzgréfle makroskopischer Partikel pro Volumen-
und Zeiteinheit. Beide Groflen, 7,, und Jy, , sind Resultate von Theorien der
Staubnukleation.® Zu betonen ist ihre kardinale Abhiingigkeit von der Tem-
peratur, so dafl bei beiden Gréfien Effekte durch Temperaturfluktuationen
zu erwarten sind.

Vereinfachend setzen wir im Prototypmodell eine Situation thermodyna-
mischen Gleichgewichtes voraus, bei der nicht unterschieden wird zwischen
der Temperatur der Staubkérner und der des umgebenden Gases.

Ferner gehen wir vereinfachend von einer stationdren Nukleationsrate
aus und schreiben fiir diese J, .6

Im Sinne unserer Prototyp-Untersuchung ist nachfolgende Approximati-
on von ([[.T) ausreichend:”

dK,

=0 _ g

dt *

dK . i1

g J .

dt dr, -t HITHS (12)

Die Momentengleichungen sind zu ergénzen durch eine die Chemie des
Modells mit dem Verbrauch des staubbildenden Ausgangsmaterials koppeln-
de Gleichung; fiir die Bestimmung des Verbrauchs kann offensichtlich K5
herangezogen werden. Beispielsweise gilt im einfachsten Falle einer homo-
molekularen, homogenen Kohlenstoffkondensation

dn_c- dK,
dt dt ’

S, [Gail, SedImayr 8% Gleichungen (32) und (73).

58. insbesondere [Gail, Sedlmayr 88] und den Uberblick in [Sedlmayr, Winters 97] 3.2.

SInsbesondere die Zeitskalenvergleiche in [Gail, Sedlmayr 88] und [Gauger et al. 9J] er-
geben, dafl die Bildung der kritischen Cluster (V;) und mithin die Berechnung der Nu-
kleationsrate als stationéres Problem behandelt werden kénnen.

"Beispielsweise betonen [Sedlmayr, Winters 97] 3.2 und [Gail, Sedlmayr 88] 5.3 die da-
mit erhaltene gute Approximation fiir die meisten astrophysikalischen Situationen.
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mit Anzahldichte n_.. des Kohlenstoffs.®

Mit [Gauger et al. 90] liegt ferner eine Untersuchung vor, die neben der
Bildung und dem Wachstum von Staub auch die Vernichtung von Staub
durch Verdampfung beriicksichtigt. Dies fiithrt in ([21]) bzw. (in der hier ge-
gebenen Vereinfachung) ([.J) entsprechend zu einer die Staubentwicklung
beschreibenden Rate J, die sich ergibt aus der Bildungsrate (pro Zeiteinheit
und Volumen) von makroskopischen Teilchenclustern und der Rate fiir die
Zerstorung makroskopischer Staubteilchen, sowie zu einer Zeitskala 1/7, die
als Differenz zwischen Wachstums- und Verdampfungszeitskala eine Netto-
rate fiir Teilchenwachstum und -verdampfung darstellt.”

In dem von uns untersuchten Fall wird die Bildung von reinen Kohlen-
stoffclustern im stellaren Wind betrachtet, fiir den Elementiiberhéufigkeiten
von Kohlenstoff zu Sauerstoff im Bereich ¢, : €5 = 1,5...10 angenommen
werden konnen. Nach [Gail, Sedlmayr 88] figuriert (bei nicht zu geringen
Teilchenzahlen) als wichtigster Wachstumsproze$ fiir Graphit-Staub hete-
romolekulares Wachstum in Form von chemischen Reaktionen'® zwischen
Kohlenstoffclustern und auftreffenden Molekiilen aus der Gasphase der Art

Cn_i +CjALB; -+ - Cny + Cj_;ALB; - -

Die Klasse dieser Reaktionen wird ihrerseits dominiert von der Reaktion
reiner Kohlenstoffcluster mit Acetylen,

Cn—2 + CoHy — Cy + Ha ;
sowie nachfolgend von der Reaktion
Cny_o+CH—-Cy+H

Ferner sei das Momentengleichungssystem fiir spétere Zwecke in Matrix-
form

d
—K=AK+b
g ante
dargestellt, dquivalent (bei d = 3) fiir:
K, 0 0 0 0\ /K, J,
d(K,| |3~ 0 0 0|k 0
k]~ 0 20t 0 o] K |70 (1.3)
K, 0 0 710/ \K; 0

8Vgl. allgemeiner [Gail et al 84|

Fiir die Details s. [Gauger et al. 90], insb. Kap. 2.

1%Hinsichtlich unserer ‘Wahl’ der Temperatur als vorrangig zu behandelnder Grée bei
der Untersuchung von Turbulenzeffekten gilt es zu betonen, dafl der Verlauf chemischer
Reaktionen sensibel von der Temperatur abhingt, wie es etwa im Arrhenius-Gesetz fiir
Reaktionsgeschwindigkeiten exponentiell zum Ausdruck kommt.
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1.2 Deterministisches Windmodell

Die Methodik des weiteren Vorgehens wird sein, Fluktuationseffekte der
Temperatur im stellaren Wind ausgehend von einer deterministisch beschrie-
benen Situation statistisch in die Betrachtungen einzubeziehen. Da das Mo-
dell — vereinfachend — mithin (a) nicht eine etwa aus einer Physik der Turbu-
lenz errechnete Sternatmosphire zugrundelegt!! und (b) entsprechend auch
keine Riickwirkung von Staubbildung auf die Turbulenz des Windes, folglich
auch nicht (vollstandig) auf den Antriebsmechanismus des Windes selbstkon-
sistent beriicksichtigen kann (vgl. u. Abschnitt[[.3), ist ein geeignetes Stern-
bzw. Windmodell vorzugeben. Da es auf eine Auswertung der charakteristi-
schen Effekte der Temperaturfluktuationen im Unterschied zu einem deter-
ministisch gerechneten Modell ankommt, kann das Windmodell als Prototyp
vergleichsweise einfach gehalten werden.

Es gilt, in einer astrophysikalisch sinnvollen Wahl einen geeigneten Stern
zu spezifizieren durch Vorgabe von Masse M, , Massenverlustrate M , Radius
R, Effektivtemperatur Tog (bzw. Leuchtkraft Ly = 47rR§aT fﬁ).

Bei gleichzeitiger Vorgabe eines Geschwindigkeitsprofils, z. B. radial v(r)
bei sphérisch symmetrischer Atmosphire, sind iibliche Beispiele fiir (de-
terministisch konzipierte) Modellannahmen der Verhéltnisse im stellaren
Wind:'2

M
p(T’) - 477'7"21) )

T(r) = Ts <%>a : (1.4)

mit einer vorgegebenen Oberflichentemperatur T des Sterns. Der Druck
ergibt sich dabei etwa aus dem idealen Gasgesetz.

1.3 Auftreten von Temperaturfluktuationen

Annahmen wie ([.4) iiber einen deterministischen Temperaturverlauf beriick-
sichtigen nicht, dafl Sternatmosphéren offenkundig physikalische Systeme
sind, in denen das raum-zeitliche Temperaturfeld fluktuierenden Charakter
hat, d. h. irreguléren Schwankungen unterliegt:

HEine solche Méglichkeit liegt in der hier benéstigten Spezifikation in der Tat derzeit
nicht vor.

12ygl. etwa [Gailetal 84]. Im angegebenen Beispiel sind offensichtlich z. B. auch kei-
ne Aspekte des Strahlungstransportes oder einer Geschwindigkeitsstratifikation nach un-
terschiedlichen Staubteilchengrofien einbezogen; dies wird im Sinne der Zielsetzung der
vorliegenden Arbeit auch bei den nachfolgenden Untersuchungen keine Beriicksichtigung
finden. Gleichwohl gibt es keine grundsitzlichen methodischen Unterschiede bei der un-
serem Vorgehen entsprechenden Einarbeitung von Fluktuationseffekten in avanciertere
Windmodelle.
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Schallwellen — Die dufleren Schichten von Sternen sind Zonen, in de-
nen turbulente hydrodynamische Vorgéinge stattfinden. Aufsteigende Tur-
bulenzelemente (‘Materieballen’) aus tieferen Konvektionsschichten, wie sie
bei Riesen und Uberriesen als ausgedehnte Wasserstoff- und Heliumkonvek-
tionszonen auftreten, stolen an die Photosphére. Solche Turbulenzen sind
fiir Schallanregung verantwortlich zu machen,'® so da man mit den durch
die Photosphére laufenden Schallwellen auch in den dufleren Schichten der
Atmosphére von einem akustischen Rauschen auszugehen hat, das mit den
sich solchermaflen zufillig iiberlagernden Druckschwankungen auch zu Tem-
peraturfluktuationen am Ort der Staubentstehung und des Staubwachstums
im stellaren Wind fiihrt.

Magnetohydrodynamische Wellen — Das System magnetohydrodynami-
scher Gleichungen fiir eine Sternatmosphére als kompressibles Plasma liefert
fiir die Ausbreitung kleiner Stérungen, z. B. von Magnetfeldschwankungen,
u. a. magnetohydrodynamische Kompressionswellen als Losung,'* so daf das
solchermaflen hervorgerufene Schallwellenfeld fiir Temperaturschwankungen
sorgt, die im nachfolgenden Ansatz miterfafit sind, obwohl keine explizite
Einbeziehung der Wirkung von Magnetfeldern in Staubentstehungsrechnun-
gen erfolgt.

Stofwellen — Verdichtungsstéfie durch Pulsationen von Sternen, das Auf-
steilen von Schallwellen wie auch der Ubergang magnetohydrodynamischer
Kompressionswellen zu (magnetoakustischen) Stowellen fiithren in den ho-
heren, diinneren Atmosphérenschichten zu Stofiwellen, als fortschreitende
Sprungstellen in Dichte und Druck, und damit iiber rasche Druckschwan-
kungen zu stochastischen Fluktuationen der Temperatur.'

Ein solchermaflen vorliegendes Phénomen der Turbulenz von Feldgréfien
im stellaren Wind als Folge der Gesamtheit aller statistischen Einfliisse, wie
das sich zuféllig iiberlagernde Schall- und Stofiwellenfeld, erfordert offen-
sichtlich einen Ansatz, der Fluktuationen genuin beriicksichtigt. Im Sinne
des in der vorliegenden Arbeit zu entwickelnden Prototyps einer Einbezie-
hung solcher Einfliisse auf Staubbildung in kiihlen stellaren Winden wird die
Untersuchung entlang der fiir den Prozefl der Kohlenstoffnukleation und des
Aufwachsens und Verdampfens weiteren Materials auf die Kérner wichtig-
sten physikalischen Grofle durchgefiihrt, der Temperatur. Der zu entwickeln-
de Ansatz wird dabei (bis in die Programmierung des Problems hinein) ei-
ne Klédrung leisten, wie in analoger Vorgehensweise zusétzlich in an dieses
Projekt anschlieSbaren Schritten ein fluktuierender Dichteparameter einzu-
beziehen ist und in der zugrundeliegenden — ebenfalls auf einem System
von gewohnlichen Differentialgleichungen 1. Ordnung beruhenden — Chemie
Fluktuationen zu behandeln sind.

13Vgl. [Landau, Lifschitz 91a] § 75.
3. [Kippenhahn et al. 75] Kap.IV und [Landau, Lifschitz 91H] §§ 69 ff.
158, [Candau, Lifschitz 91d] Kap.IX und [Landau, Lifschitz 915] §§ 72 f.
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Aufgrund des Fehlens einer befriedigenden Turbulenztheorie fiir Stern-
atmosphéaren sowie aufgrund des Mangels von auf Beobachtungsmaterial
gestiitztem quantitativen Wissen iiber solche Fluktuationen wird das Pro-
blem im nachfolgenden Ansatz einer stochastischen Beschreibung zugefiihrt,
die in ihrem statistischen Vorgehen nicht auf die physikalischen Ursachen
der Fluktuationen eingeht. Mithin ist das im Folgenden entwickelte Mo-
dell insbesondere insofern nicht ‘selbst-konsistent’, als keine systematische
Wechselwirkung zwischen der Staubentstehung und den physikalischen Me-
chanismen der Turbulenz des stellaren Windes entwickelt wird.'6

1$Die so gefafite Situation zeigt eine Verwandtschaft zur physikalischen Ausgangslage bei
dem Problem der Linienbildung in turbulenten Geschwindigkeitsfeldern. Als Forschungs-
beitrdge, die insbesondere in ihrer physikalischen Problemkonstituierung als hilfreich und
richtungsweisend fiir den hier vorgestellten Ansatz anzusprechen sind, sind aus diesem
Bereich zu nennen: [Gailefal 74], [Gail, Sedlmayr 74] und [Gailefal R0
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Kapitel 2

Staubbildung als
stochastischer Prozef3

Unser Vorgehen, die Temperaturfluktuationen im stellaren Wind einer sta-
tistischen Beschreibung zuzufiihren, bedeutet in der theoretischen Formu-
lierung im Kern, Staubbildung unter Temperaturturbulenzen als stochasti-
schen Prozef3 zu begreifen. Das nachfolgende Kapitel hat daher die Zielset-
zung, die probabilistische Modellierung des Problemzuganges zu leisten.

Fiir den in unserer physikalischen Problemlage anzusetzenden stochasti-
schen Prozef} kann begriindet die Markov-Eigenschaft angenommen werden
(Abschnitt2.2). Diese erdffnet den Weg, fiir die Ein-Punkt-Wahrscheinlich-
keitsdichte des Prozesses eine Fokker-Planck-Gleichung aufzustellen (Ab-
schnitt P.3). Als Vorbemerkung stellt AbschnittP.] die notwendigen mathe-
matischen Grundlagen bereit.

2.1 Mathematische Grundlagen

Nachfolgend wird in drei kurzen Schritten das fiir unseren Ansatz wesentli-
che mathematische Instrumentarium bereitgestellt: Zunéchst ist der Begriff
des stochastischen Prozesses darzulegen, mithilfe dessen Temperatur- und
Staubbildungsverlauf probabilistisch formuliert werden (s. AbschnittP.2);
sodann gibt der Fundamentalsatz von Kolmogorov (B.5) die Moglichkeit
frei, stochastische Prozesse aus vorgegebenen, sog. endlich-dimensionalen
Verteilungen zu konstruieren; schliefllich wird das Konzept bedingter Wahr-
scheinlichkeiten skizziert, das fiir die physikalisch wichtige GréBe der ‘Uber-
gangswahrscheinlichkeit’” tragend ist.

"Wichtige mathematische Begriffe, im Text mit dem Symbol * bei der erstmaligen
Verwendung gekennzeichnet, werden in der Reihenfolge ihres Auftretens in Anhang A
erldutert. S. ferner [Dirks93].
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Durch Transport eines W-Mafles* P von einem W-Raum* (02, A, P) in
ihren Zustandsraum (R", B") induziert eine Zufallsgrofe® X auf dem Bild-
Mefraum™* ein Wahrscheinlichkeitsmafl Py, das die stochastisch relevanten
Informationen {iber X enthalt:

Px(B):=P (X Y(B))=P({weQ|X(w) € B}) fiiralle B e B"

Px heifit Verteilung der Zufallsgrofie X; die Verteilungsfunktion ist gegeben
durch die Abbildung Fp: R" — [0,1] mit

x:(xl,... ,xn) — Fp(m) :P(XS;U) =

P({we QX (w) <z1,..., Xn(w) < zp})

Im spéteren physikalischen Modell werden die Zufallsgrofien als abso-
lut stetig® vorausgesetzt werden kénnen, so dafl eine Dichte* f: R” — R{
existiert mit?

//f(y17ayn)dy1dyn =1 und

Tn x1
Flay,... 2n) = /'“/f(yuu-,yn)dy1-~dyn

Fiir die Zufallsgrole X ist mithin die gemeinsame Wahrscheinlichkeit
dafiir, dal X; einen Wert in [z1,21+Az1] und Xs einen Wert in [zg,z0+ Axs]
usw. annehmen, fiir hinreichend kleine Az; gegeben durch

flze, ... yxn)Azy - Ay

Von besonderem physikalischen Interesse sind stets die Momente* von
Zufallsgrofien; dabei bezeichne E(X) den Erwartungswert®, Var(X) die Vari-
anz*, Cov(X,Y) die Covarianzmatrix* und E(X* ... X*») das (ky,... , kp)-
te gemischte Moment* der Ordnung ki + - - - + ky,. Fiir den Erwartungswert
einer n-dimensionalen, absolut stetigen Zufallsgréfie X mit Dichte f ergibt

2Verwendet ist hierbei die iibliche Schreibweise fiir Lebesgue-Integrale.
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sich

/xlf(xlw" ,an)dflfld.fn

Rn
E(X):/acf(ac)da: = :
R? Tnf(x1, ... xp)dxy - doy,
/

/£E1f1(331)d$1

R

[ttt

R

mit f; Dichte von X;.

Jedes System von Teilmengen einer Menge () erzeugt eine kleinste dieses
System enthaltende o-Algebra auf Q.3 Als A(X; ;i € I) sei die von einer Fa-
milie (X;);er von Zufallsgroflen mit Zustandsrdumen (€;,4;);c; auf einem
W-Raum (2, A, P) durch {J;c; X; '(A4;) erzeugte o-Algebra bezeichnet. Fiir
endlich viele meibare Rdume (€;,4;) (i = 1,... ,n) erzeugen die Projekti-
onsabbildungen

pi: Q—Q; w=(w1,...,wp) —pi(w) =w; ,

mit Q = H?Zl Q; =y x -+ x Qp, eine o-Algebra, die als das Produkt
Qi A; der o-Algebren Aj, ..., A, bezeichnet wird. Q- .4; wird dabei
erzeugt von den Zylindermengen, d. h. von der Gesamtheit aller Mengen der
Form A; X --- x A, mit 4; € A;.%

Fiir beliebige Indexmengen [ ist §; := []
dungen

icr i die Menge aller Abbil-

w: I — UQZ mit w(i) € Q; (i€l
i€l
Die von den Projektionsabbildungen p; erzeugte o-Algebra wird als Pro-

dukt @,;c;Ai der Familie (A;);e; von o-Algebren bezeichnet. Es sei H(I)
das System aller nichtleeren endlichen Teilmengen von [; dann ist

R A= Alpsi ] € HD) (2:2)

iel

3[Baner 97] Folgerung aus Satz 1.2.
4 [Batner UY) Satz 22.1.
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wobei die erzeugenden p; die Restriktionen p,: Q7 — € bezeichnen.® Auch
hier wird die o-Algebra (B.2) vom System Z aller Zylindermengen

z={]J 2, mit Z;:=p,"(A))
JeH

erzeugt, wobei A; die von den Mengen [, ; A; mit A; € A; (i € J) erzeugte
o-Algebra ist. Die erzeugenden Zylinder A sind dabei darstellbar in der Form

A=]JA: . wobei A;i € A; (i € I) mit A; # Q; nur endlich oft, (2.3)

el
d.h. als Menge von Abbildungen w: I — (J;c; 4 mit w(k) € Ap (k=1,...,
n), falls Ay, ..., A, diese einschrankenden Mengen bezeichnen.

Definition 2.1 1. Seien X;: (Q,AP) — (,A), i = 1,....n, Zu-
fallsgréfien. Dann heifit die Verteilung der Zufallsgrifie X := (Xq,...
Xn): Q— QX --- x Qp auf dem mefbaren Raum ([[;—; Qi, Qi A;)
gemeinsame Verteilung der X;.

2. Seien X;: (2, A, P) — (Q,A;), © € I (beliebige Indexmenge), Zufalls-
grofien. Die gemeinsame Verteilung der Familie (X;);e; wird definiert

als die Verteilung der Zufallsgrofie X auf (Hie[ i, Ricr .AZ-), mit

X=Qx: o —][% .

el el

w = X(w):= {I—> UQi,iHXi(w)}

il

Definition 2.2 Auf einem W-Raum (2, A, P) heifit eine Familie (X¢)ier
von Zufallsvariablen mit Werten in einem gemeinsamen mefbaren Raum
(E,A") stochastischer Prozefs mit Indexmenge I und Zustandsraum (E,A’).
Fiir jedes w € Q heifst die Abbildung X(y(w): I — E,t — Xi(w) Realisie-
rung bzw. Trajektorie bzw. Pfad des stochastischen Prozesses.

Definition 2.3 Sei (2, A, P, (X¢)ier) ein stochastischer Prozefl mit Zu-
standsraum (E,A’). Dann heifst das System der gemeinsamen Verteilungen

(E7, A7 Py)jen = <H B, (X) A, PJ) :
teJ teJ JeH(I)

mit By = E und A, = A’ f.a. t € J, die Familie der endlich-dimensionalen
Verteilungen des Prozesses.

58. hierzu und im folgenden [Bauer 97 §9.
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Fiir den stochastischen Prozefl (X¢)¢cy ist mithin eine Hierarchie endlich-
dimensionaler Verteilungen gegeben:

{Pm(A1X"'XAm):P(Xt1€A1,...,XtmEAm)}

fiir jedes m € N, alle {t1,... ,t,,} C T und alle A, € A" (i =1,... ,m); bzw.
bei Existenz von Dichten in der Form:

{pm(t17 wl; st 7tm7 mm)}

fiir jedes m € N, alle {¢1,... ,t,,} C I und alle xy,... ,z,, € R".

Pm(t1, 15 .« 5, @ ) Ay - - - Az, ist fiir hinreichend kleine Azx; zu in-
terpretieren als die gemeinsame Wahrscheinlichkeit dafiir, dal X7 einen Wert
in [1,21 + Az;] und X5 einen Wert in [x9,x2 + Axy] usw. annehmen.

Definition 2.4 Ein stochastischer Prozef$ (2, A, P, (X¢)ier) mit I = [tg,00)
heif$t stationdr, wenn seine endlich-dimensionalen Verteilungen invariant
gegeniiber Zeitverschiebungen sind, d. h. wenn fiir je endlich viele Zeitpunkte
t1 < - <t und jedest > 0 gilt:

Ftl,... Jtn (mla oo a$n) = Ft1+t,... ,tn+t(m17 e 7$TL)

Offensichtlich sind bei einem stationdren Prozefl im Falle von deren Exi-
stenz die Erwartungswertfunktion E(t) := E(X(¢)) konstant und die Cova-
rianzfunktion Cov(s,t) := Cov(X(s),X(¢)) nur von der Zeitdifferenz ¢ — s
abhingig.

Fiir das System der endlich-dimensionalen Verteilungen (Py)yep ) €i-
nes Prozesses gilt offensichtlich: Sind J und H nichtleere Teilmengen von
I mit J ¢ H und p?: E¥ — E7 die restringierende Projektionsabbil-
dung von (EH,.A’H) auf (EJ,A’J), so gilt wegen X; = p¥ o Xy, wobei
X;=Ques Xt (JCI:

Py=py(Pu) . (2.4)

Diese Projektivitéit der Familie der endlich-dimensionalen Verteilungen
kann tiberfiihrt werden in die Angabe der beiden folgenden Konsistenz-Be-
dingungen:

o Symmetrie:

Ptl,...,tm(Al X - X Am) = Ptkl,...,t Akl X - X Akm) (25)

o (

fiir jede Permutation (ki,...,kn) von (1,...,m), jedes m € N, alle
{t1,...,tm} CTund alle 4, ¢ A’ (i=1,...,m).
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o Vertrdglichkeit:

Ptl,...,tm(Al X+ X Am) = Pt17~- ~ (Al X e X Am X

. 7tm 7tm+1 yeee 7tm+m

XE X xE) (2.6)
[ —

m Faktoren

fiir jedes m,m € N, alle {t1,... ,t;m4m} C T und alle A; € A (i =1,
.,m).5

Wesentlich fiir den weiteren Verlauf unserer physikalischen Problemmo-
dellierung ist, dafl in Umkehrung obiger Situation aus der Vorgabe einer
beliebigen Familie projektiver Mafle (2.4) iiber einem Mefiraum ein stocha-
stischer Prozefl mit diesen endlich-dimensionalen Verteilungen auf einem
geeigneten W-Raum konstruiert werden kann:

Satz 2.5 (Fundamentalsatz von Kolmogorov) Sei I eine nichtleere
Menge und (Py) jen () eine Familie von W-Mafen auf (R™, B"), welche die
Konsistenzbedingungen (2.3)—(2-8) erfillt. Dann existiert genau ein W-Mafs
Pr auf (R™)(BM) mit p,(Pr) = Py fir alle J € H(I). Ferner existiert
ein W-Raum (Q, A, P) und darauf ein stochastischer Prozefl (Xi¢)ier mit
Zustandsraum (R",B") derart, daf§ (Py)jen(ry die Familie seiner endlich-
dimensionalen Verteilungen ist.”

Zur Familie (Py) jex(r) kann als zugehoriger, bis auf stochastische Aqui-
valenz* eindeutiger kanonischer Prozef stets gewéihlt werden:

(Q7 A, P, (Xt)tel) = ((Rn)l> (Bn)lv Fr, (w(t))tel) ; (27)

dabei sind: Xy(w) := pyy(w) = w(t) fiir alle t € I und w € §, d. h. die Reali-
sierungen fallen mit den Elementarereignissen zusammen; (R")! die Menge
der R™-wertigen Funktionen w(-) auf I; (B™)! die von den Zylindermengen
erzeugte Produkt-o-Algebra; P der sog. projektive Limes der Verteilungen

P[(A) = P ({w S Q\w(h) € By,... 7w(tm) € Bm})

= Py 4, (Bi X xXBp)

SEntsprechend gilt neben der Symmetriebedingung fiir Wahrscheinlichkeitsdichten:

/pm(.~- stic1, Tic 1 te, Tis big1, i1 - ) A = Ppm—1(. .. 5Ei—1, i1 tig1, Tig1;...) -

"Fiir den Beweis und die nachfolgenden Bemerkungen s. [Bauer d1] §35. Allgemein
gilt der Satz fiir Produkte polnischer Rdume E, d. h. topologischer Rdume mit (die Topo-
logie definierender) vollstiandiger Metrik und abzdhlbarer Basis; in unserem Zusammen-
hang wird lediglich die spezielle Situation £ = R"™ mit der o-Algebra seiner Borelmengen
benétigt.
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wobei A die Zylindermenge mit den einschrinkenden Mengen Bi,... , By,
im Sinne von (B-J) ist. Nach dem Eindeutigkeits- und Fortsetzungssatz fiir
MaBe® 148t sich P dann eindeutig fortsetzen auf ganz A.

Auf dem W-Raum (2, A, P) ist fiir unsere physikalischen Anforderungen
das Konzept der elementaren bedingten Wahrscheinlichkeit P(A | B) eines
Ereignisses A € A unter der Bedingung B € A,

P(AUB)

P(A|B) = =55

, mit P(B) >0

insbesondere fiir eine Familie von Bedingungen zu erweitern, von denen jede
einzelne den Wert 0 haben kann. Sind X € L'(Q, A, P) eine R"-wertige Zu-
fallsgroBe, d.h. E(|X|) < oo, und C eine Unter-o-Algebra von A, (2, A, P)
also eine Vergroberung des Ausgangsversuches, so ist X i.a. nicht mehr
C-mefibar. Es existiert jedoch eine P-fast sicher eindeutig festgelegte, inte-
grierbare R™-wertige Zufallsgrofie Y auf 2, welche C-mef3bar ist und fiir die
gilt:

/YdP:/XdP fir alle CeC .9
C C

E(X |C) :=Y wird als bedingter Erwartungswert® von X unter der Be-
dingung bzw. Hypothese C bezeichnet. Ist C von einer Zufallsgréfie Z erzeugt,
sosei E(X | Z) :=E(X|C).

Definition 2.6 Seien (2, A, P) ein W-Raum, A € A, C eine Unter-o-Al-
gebra von A und x ., die charakteristische Funktion. Dann heifst P(A|C) :=
E(xa|C) bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Bedingung C. Fiir den

Fall der Erzeugung von C durch eine Zufallsgrofie Z auf diesem W-Raum
ist P(A|Z):= P(A|C).

Satz 2.7 Esseien X: (2, A, P) — (R, B") eine Zufallsvariable, C eine Un-
ter-o-Algebra von A und P(X € B|C) := P({w; X(w) € B}|C) (B € B").
Dann existiert eine Funktion P: Q x B™ — [0,1], fir die gilt:

1. fiir jedes w € Q ist P(w,) ein W-Map auf B";
2. fiir jedes B € B" ist P(-,B) eine Version von P(X € B|C), d.h.:

(a) P(w,) ist C-mefbar,
(b) P(w,B) =P(X € B|C)(w) .

S[Hauer 9‘)} §5.
9Zum Beweis s. [Baier 91| Satz 15.1.
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P st bis auf eine von B abhingige Nullmenge in C eindeutig bestimmt.'0
P heifit bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung von X bei gegebenem C.

Lemma 2.8 Der bedingte Erwartungswert E(X |Y) von X bzgl. einer Zu-

fallsgrofie Y: (Q, A, P) — (R™,B") ist eine B"-meflbare Funktion von Y,

d. h. es existiert eine B"-meflbare Abbildung g: (R™, B™) — R", fiir die gilt:
EXY)() =9(Y())

g ist dabei bis auf eine Nullmenge von Bildwerten von Y eindeutig be-

stimmt. 1!

Man setzt daher:
E(X|Y =y):=g(y)

Definition 2.9 Seien (12, A, P) ein W-Raum, Y: (2, A, P) — (R",B") Zu-
fallsgrifie und A € A; dann heifst

PAlY =y) :=E(xa|Y =)
bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter der Hypothese Y = y.

Fiir eine bedingte Wahrscheinlichkeit P(X € B|Y') und eine zugehdorige
bedingte Verteilung P(w_,B) existiert eine fast sicher eindeutig bestimmte
B"-mefibare Abbildung @Q: (R™,B") x B" — [0,1] mit

QY (w).B) = P(w,B)

~ Ferner erhalten wir Q(y,B) = P(X € B|Y = y) und interpretieren, daf

Q(y,B) die bedingte Wahrscheinlichkeit des Ereignisses {w € Q; X (w) € B}
unter der Bedingung Y = y ist.

Definition 2.10 Hat Q(y,) = P(X € -|Y = y) eine Dichte q(x,y) in R",
so heif$t § bedingte Dichte von X unter der Bedingung Y = y.

Lemma 2.11 Seien X eine R™"-wertige und Y eine R™-wertige Zufalls-
grife, deren gemeinsame Verteilung auf (R"T™ B"T™) eine Dichte fo(x,y)
besitze, und sei f1(y) die Dichte der Verteilung von Y, mit f1 > 0 fast diber-
all (bzgl. des Verteilungsmafes von X ). Dann besitzt P(X € B|Y =y) eine
bedingte Dichte q(x,y) der Gestalt

f2($,’y) .. .
q(z,y) = F1(y) fiir alle y mit f1(y) >0 1

beliebige Dichte  sonst

"Beweis s. [Bellach et-al 78] Kap. 3.7.
"' Beweis s. [Bellach et al 78] Kap. 3.3, Satz2.
12Beweis s. [Bellach et al 78] Kap. 3.4.
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Mithilfe bedingter Dichten lassen sich stochastische Grofien direkt be-
rechnen; insbesondere gilt (fast sicher):!3

EX|Y) = /a:q(a:,Y)da:: flgy)/wfg(a:,Y)da: ,
EX|Y=y) = /:cq(ac,y) de = @/mfg(:c,y) de

PAY =y) = / xa dl(zy) dae = ﬁ / fley)dz |
A
mit
fily) = / foly) dae

2.2 Formulierung der Physik in stochastischen Pro-
zessen

Ein zum Zeitpunkt {5 = 0 am Orte r = R, befindliches Gasvolumenelement
des stellaren Windes bewegt sich im vorausgesetzten Windmodell mit der
Geschwindigkeit v in radialer Richtung. Im mitbewegten System, in dessen
Ursprung der Mittelpunkt des Gaselementes ruht, wird jede Feldgrofie X —
im externen ortsfesten Beobachtersystem: X = X(r,t) — beschrieben durch

X(t) = X(Rs,t) s

was den X-Zustand zum Zeitpunkt ¢ eines Gaselementes bezeichnet, das sich
zum Zeitpunkt tg = 0 am Orte R, befand. % ist dementsprechend die totale
Ableitung entlang des Flusses.

Aufgrund der turbulenten Verhéltnisse der Sternatmosphére gilt fiir die
Temperatur nicht mehr ein deterministischer Zusammenhang, wie z. B. ([.4).
Vielmehr ist davon auszugehen, dal der deterministische Verlauf von einem
turbulenten Anteil T'(¢) gestort ist, der die aktuelle ‘Temperaturabweichung’
durch Fluktuation beschreibt:

T(t) +T(t) . (2.8)

Mithin ist bei Betrachtung einer Vielzahl physikalisch gleichartiger Gasele-
mente des stellaren Windes eine statistische Haufigkeitsverteilung von Tem-
peratur(abweichungs)werten gegeben.

13Beweis s. [Baner dll] § 15 ; [Bellach ef al 78] Kap. 3.4.
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Demnach wird eine wahrscheinlichkeitstheoretische Problemformulierung
nahegelegt, in der eine Temperaturabweichungsbestimmung © zum Zeit-
punkt ¢ an einem Gaselement, welches zu ¢ die zufillige Temperaturabwei-
chung 7T besitzt, gerade (unter Absehung aller Mefifehler) T ergibt:

0;(T) =T

©; hat also den Charakter einer Zufallsvariablen. Da in unserer Situation
die Temperaturverteilungen zu jedem Zeitpunkt ¢ > tg relevant sind, erhal-
ten wir auf diese Weise anstelle eines deterministischen Temperaturverlaufes
nunmehr einen stochastischen Fluktuationstemperaturproze: {©; ;¢ € R} }.

Da Staubbildung- und -wachstum im stellaren Wind signifikant tempe-
raturabhéingig sind, haben auch die Momente Ky, ... , K3 keinen determi-
nistischen zeitlichen Verlauf, sondern probabilistischen Charakter. Sind die
endlich-dimensionalen Verteilungen bekannt, so ist durch den Fundamental-
satz von Kolmogorov (2.5) der stochastische Prozefl — kanonisch wie in (2.7)
konstruiert — konkret gegeben:

(@A PX) = (R),(8)" P@,K)) . (29

wobei der stochastische Proze {(0,K); ;¢ € R} } mit seinen Pfaden mogliche
gemeinsame Verldufe von Temperatur und Staubbildung beschreibt:

(©,K(T.K) = (T,K)(t) = (T, Ko, K1, K2, K3)(t)

Im Weiteren gilt es, die endlich-dimensionalen Verteilungen, die die Kon-
struktion von (O, K); erméglichen, fiir die gegebene astrophysikalische Situa-
tion auf theoretischem Wege zu bestimmen.

In einem ersten Schritt werden wir den stochastischen Prozefl (©, ),
spezieller qualifizieren und betrachten dazu vorbereitend:

Definition 2.12 Ein stochastischer Prozefi {X;;t € R} mit Zustands-
raum (R™,B") auf einem W-Raum (2, A, P) heifst Markov-Prozefs, wenn
fiir alle t1,ta € RE mit t1 <ty und alle B € B" P-fast sicher gilt:

P(X:, € B|A([0,t1])) = P(X:, € B| Xy,) . (2.10)

Da eine Unter-o-Algebra A([t1,t2]) = A(X;,t1 <t < t3) diejenigen Er-
eignisse enthélt, die ausschliefSlich durch Bedingungen an den Prozefverlauf
im Zeitintervall [t1,t2] festgelegt sind, charakterisiert A([t1,t2]) die Geschich-
te des Prozesses wihrend [t1,t5]. Die Markoveigenschaft (B.10) besagt daher,
daf fiir den Prozefizustand eines Systems zum Zeitpunkt ¢5 die Information
iiber die vergangene Entwicklung des Prozesses bis zur Zeit t; gleichwer-
tig ist mit der Information {iber den Zustand des Systems zum Zeitpunkt
t1. Der physikalische Proze$ ist in diesem Sinne “ohne Gedichtnis”,' i.e.

Vgl. Satz (A9).
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bei bekannter Gegenwart ¢; sind Vergangenheit und Zukunft bei Markov-
Prozessen statistisch unabhéngig* voneinander. Wir treffen nun fiir unser
physikalisches Problem die

Voraussetzung: Der stochastische Proze8 {(0, K);;t € R} ist ein Markov-
Prozef3.

Diese Voraussetzung und die damit gegebene erhebliche konzeptionelle,
mathematische Vereinfachung in der weiteren Behandlung ist physikalisch
gerechtfertigt, insofern die Unabhéngigkeit der Temperaturfluktuation und
des Staubwachstums von fritheren Temperaturfluktuationen und der bishe-
rigen Genese des Staubkorns plausibel ist: In der Tat werden die spéteren
Betrachtungen des Temperaturanteils des Prozesses die Markoveigenschaft
in Hinsicht auf die Temperaturfluktuationen liefern (s. S.B@). Ferner folgt
der deterministische Fall von Staubbildung und -wachstum einem Differen-
tialgleichungssystem erster Ordnung (vgl. ([])); Markov-Prozesse stellen
jedoch gerade die stochastische Verallgemeinerung gewohnlicher Differenti-
algleichungen erster Ordnung

x(t) = f(t2(t))

dar, bei denen die Verénderung des beschriebenen Systems zur Zeit ¢ offen-
sichtlich nur vom Zustand x(t) zur Zeit ¢ und nicht von fritheren Zusténden
x(s), s <t abhéngt.

Die Markoveigenschaft des stochastischen Prozesses (©,K); eréfinet einen
Weg zur Konstruktion dieses Prozesses in unserem physikalischen Problem-
zusammenhang, da bei Markov-Prozessen die endlich-dimensionalen Vertei-
lungen durch Angabe von Start- und Ubergangswahrscheinlichkeit festgelegt
sind. Insbesondere némlich gilt die Chapman-Kolmogorov-Gleichung (bzw.
Einstein-Smoluchowski-Gleichung):

Lemma 2.13 Ist {X;;t € R} mit Zustandsraum (R™,B™) ein Markov-
Prozef$ auf dem W-Raum (2, A, P), so existiert zur bedingten Wahrschein-
lichkeit P(Xy, € B|Xy,) eine bedingte Verteilung Q(Xy,,B). Mit P(t1, Xy, ,
to, B) := Q(Xy,,B) gilt fir die Abbildung P(t1,x,ta, B) (, wobei ti,ts € RS
mit t; < ty, ¢ € R™ und B € B"):15

a. fiir gegebenest; (mitty < ty) und gegebenes B € B™ ist P(ty,x,t2, B) =
P(Xy, € B|Xy,) fast sicher;

b. P(ty,x,ta,-) ist ein W-Maf$ auf B";

c. P(ty,-, ta, B) ist B"-mef$bar;

5 Beweis s. [Arnald 73] Kap. 2.2.
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d. fir alle 0 <t1 <t <ty,B € B" und x € R" gilt bis auf eine Menge
N C R"™ mit P(w € Q; X, (w) € N) die Chapman-Kolmogorov-Glei-
chung:

P(t1,x,t2, B) :/P(t,y,tg,B)P(tl,x,t,dy) . (2.11)
R?’L

Im weiteren sei 0. B.d. A. P(t1,x,t2, B) stets so gewéhlt, daf§ (B.11]) fur
alle x € R™ gilt sowie

e. P(tl,m,tg,B) =XB = { é’ z;g fiir alle t1 GRS_

Definition 2.14 FEine Abbildung P(t1,x,t2, B) mit den o.a. Eigenschaften
(a)-(e) heifit Ubergangswahrscheinlichkeit des Markov-Prozesses { Xyt €
RS}, Sie heifst stationdr, wenn fir alle t > 0 gilt:

P(tl,d},tQ,B) = P(tl +t,x, to +t,B) =: P(tz —tl,a:,B)

P(t1,x,t2, B) =: P(Xy, € B| X;, = ) gibt die Wahrscheinlichkeit dafiir
an, daf} sich der Prozefl zur Zeit to in B befindet, wenn er zur fritheren Zeit
t1 im Zustand x war. Bei gegebener Anfangsverteilung Py —o von Xy liefert
nun die Ubergangswahrscheinlichkeit die endlich-dimensionalen Verteilun-
gen, mithin die stochastischen Informationen iiber den Markov-Prozef:

Satz 2.15 Sei P(t1,x,te, B) eine Abbildung mit den Figenschaften (a)—(e).
Dann existiert zu jeder Verteilung Py —o auf B"™ ein W-Raum (2, A, P) und
darauf ein Markov-Prozeff {X;;t € Ri} mit Zustandsraum (R™, B™), dessen
Ubergangswahrscheinlichkeit P(ty,x,t2, B) ist und der die Startverteilung
Pyy—o besitzt. 1

Fiir den stochastischen Prozel von Staubbildung und -wachstum bei
fluktuierenden Temperaturen wird daher aufgrund physikalischer Uberle-
gungen zum Ansatz der Ubergangswahrscheinlichkeit die Verteilung P; bzw.
deren Dichte zu berechnen sein, woraus sich insbesondere die Erwartungwer-
te der Staubbildung ergeben.

Besitzt die Ubergangswahrscheinlichkeit eine Dichte p(t1,,t2,y), so
geht mit der Markoveigenschaft ([A.9), formuliert mit den Dichten der endlich-
dimensionalen Verteilungen

pm(t17w1; A ,tmya:m)

frd pt 7m t17w1,’t _1733 _1
Pm—1(t1, 15+ jtm—1, Tm—1) (tm, Tm | m m—1)

— p(tmflaxmfl’tmamm) )

163, auch Anhang A, Konstruktion eines Markov-Prozesses*.
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die Chapman-Kolomogorov-Gleichung (B-TT]) iber in

p(tlaxth)y) = /p(tlamatvz)p(tv'zat27y) dz )
R

fiir alle 0 < t; < t < tg, ¢, y, z € R™. Durch Multiplikation mit p, (¢1,2) und
Integration beziiglich  ergibt sich

pa(ta,y) = /pl(t,z)p(t,z,tg,y) dz . (2.12)

2.3 Fokker-Planck-Gleichung

Die gesuchten Erwartungswerte der Staubbildungsmomente in dem stellaren
Wind koénnen berechnet werden, wenn die probabilistische Formulierung der
physikalischen Problemsituation zu einer Gleichung fiihrt, als deren Losung
sich die Wahrscheinlichkeitsdichte p, (¢, T, K) ergibt, zu einer Zeit t die Tem-
peraturabweichung 7T und die Staubbildung Kanzutreffen.

Fiir die Dichte p(¢,T, K,t+ At, T + AT, K + AK) der Ubergangswahi-
scheinlichkeit des Markov-Prozesses X; = (©,K); setzen wir physikalisch im
Temperaturturbulenzfeld begriindet voraus, dal in kleinsten Zeitspannen
beliebig grofle Fluktuationen der stochastischen Groflien unwahrscheinlich
sind; genauer gelte fiir jedes 6 > 0 bei gegebenem Zustand (7, K):

1
lim — // p(t, T, K, t+ At, T + AT,

(AT, AK)||>6
K+ AK)IATd*AK =0 . (2.13)
Es seien die folgenden Schreibweisen fiir die infinitesimalen, z.T. ge-

mischten Erwartungswerte und Varianzen der Verdnderung von X; fiir u, v =
0,...,3 und ¢ > 0 definiert:

Br(t,T,K) := Alg—l}oﬂ / AT p(t, T, K,
(AT, AK)||<é

t+ AT+ AT, K + AK)dATd*AK  (2.14)

At—0 At
(AT, AK)||<é

B (t,T,K) = lim — // AK,ptT,K,

t+ AT+ AT, K + AK)dATd*AK  (2.15)
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Ar(t,T,K) = lim — / (AT p(t, T, K,

[(AT,AK)||<6

t+ At T+ AT, K + AK)dAT d*AK  (2.16)

A (T, K) = AI%I_I}OE / AK,K,p(t T, K,
(AT, AK)||<8

t+At, T+ AT, K + AK)dAT d*AK  (2.17)

7 — =
At T, K) = AI?EO At / AK, ATp(t,T, K,
(AT,AK)||<é

t+ At T+ AT, K + AK)dAT d*AK  (2.18)

Wir setzen nunmehr voraus , dafl die abgeschnittenen Momente (B.14)—
(B13) existieren und unabhéngig von ¢ sind.

Unter der Regularitdtsannahme der Existenz und Stetigkeit der unten
in (2.19) auftretenden partiellen Ableitungen kann damit ausgehend von
der Chapman-Kolmogorov-Gleichung (2.12) fiir die Wahrscheinlichkeitsdich-
te p,(t,T, K) eine sog. Fokker-Planck-Gleichung hergeleitet werden:'”

op.(t, T, K) B
ot -

0T, K)Br(t,T, K)) o (p(t,T,K)By(t, T, K))

aT K,

+ 182 (pl(th7 K)AT(ta Tv K)) + 182 (pl(taTvK)A!ILg(uTa K))
2 dT? 2 9K, 0K,

+ 82 (pl(ta Tv K)A%K(tv T7 K))
0K, OT

Dabei gilt als Summenkonvention, dafl iiber zwei gleiche griechische Indizes

1"Zur Herleitung s. die auf der Publikation [Kolmogorov 31| basierende Darstellung
[Bharucha-Reid 60]. Vgl. auch die umfassende Untersuchung [Risken 8Y]. Insbesondere im
Kontext von Diffusionsproblemen wird (B-I9) oft auch Vorwiirts-Kolmogorov-Gleichung
genannt.
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summiert wird (0,... ,3); kurz:
% _ _8 (p.Br) _ 9 (» Bi) T 182 (p1 A1) 182 (p1 A'g)
ot oT 0K, 2 0T? 2 0K, 0K,
0% (1 A )
5 Kl aijf (2.19)
m

Mit Erhalt der Fokker-Planck-Gleichung ist zunfichst das mathemati-
sche Teilziel erreicht, eine Gleichung zur Bestimmung der Ein-Punkt-Wahr-
scheinlichkeitsdichte p; aufzustellen. Im weiteren Verlauf gilt es nun, durch
geeignete physikalische Uberlegungen die Koeffizientenfunktionen konkret
zu bestimmen, d.h. die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte des stochasti-
schen Prozesses fiir unsere physikalische Problemsituation der Staubbildung
unter turbulenten Temperaturbedingungen zu ermitteln.
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Kapitel 3

Ubergangswahrscheinlichkei-
ten

Fiir die weitere Behandlung des Problems gilt es, einen physikalisch be-
griindeten Ansatz der Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte des zugrundelie-
genden stochastischen Prozesses vorzunehmen. Hierzu sei in einem ersten
Schritt die vereinfachende Annahme getroffen, dafl Bildung und Wachstum
von Staub nicht auf die Physik der Temperaturfluktuationen zuriickwirkt.
Wihrend einerseits Staubbildung und -wachstum offensichtlich auch in der
stochastischen Situation genuin temperaturabhéngig bleiben, wird also in
unserem Modell andererseits vorausgesetzt, dafi die Statistik der Tempera-
turfluktuationen nicht beeinflut wird durch das Vorhandensein der Koh-
lenstoffcluster. Dies ist in erster Naherung insofern gerechtfertigt, als die
Ursache der Turbulenz in den Wellenfeldern des stellaren Windes gesehen
werden kann, die zunichst unabhéngig vom Staub auftreten. Deren Modu-
lation bleibt dann jedoch unberiicksichtigt. Wir treffen daher die

Voraussetzung: Die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte des stochasti-
schen Prozesses X; = {(0,K);;t € R} 148t sich zu jeder Zeit ¢ darstellen
in der Form

p(t, T, K,t+At, T+ AT, K + AK) =

pr(t, Tt + ALT + AT) - pie (. T, K, t + At, K + AK) , (3.1)

mit geeigneten Ubergangswahrscheinlichkeitsdichten p, und py .

Hierbei ist festzuhalten, daf (i) pr aufgrund unserer Separationsannah-
me unabhéngig von K ist; daf§ (ii) die Wahrscheinlichkeitsdichte py fiir den
Ubergang von K nach K + AK von der Fluktuationstemperatur 7 zum
Ausgangszeitpunkt ¢, gemifl des Differentialgleichungssystems ([.Z) und der
daraus resultierenden Voraussetzung der Markoveigenschaft jedoch nicht

25
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von der Temperatur beim erreichten Zustand zur Zeit ¢t + At abhéingt; und
dafl (iii) die Produktbildung die angenommene stochastische Unabhéngig-
keit voneinander formuliert.!

Im niichsten Schritt (Kap. B.1& B.2) sind nunmehr die separierten Uber-
gangswahrscheinlichkeitsdichten pr und px anzusetzen.

3.1 Stochastik der Temperaturfluktuation

Die radiale Temperaturverteilung des stellaren Windes wird in unserem Mo-
dell, wie in Turbulenztheorien oft iiblich (‘Reynolds-Aufspaltung’) angesetzt
als Summe zweier Komponenten: (i) erster Anteil ist der deterministische
Temperaturverlauf T', wie im nicht-turbulenten Windmodell z. B. durch ([.4)
oder andere physikalisch begriindete Verliufe? gegeben; (ii) hinzu kommt ein
fluktuierender Temperaturanteil O(t), der eine stochastische Abweichung
vom deterministischen Wert beschreibt.

Die Komponente der fluktuierenden Temperaturabweichung, geméfl der
Faktorisierungsvoraussetzung (B.1]) von der Staubbildung unabhéngig, kann
in unserem stochastischen Prozefl interpretiert werden als Resultat zweier
Einfliisse:

e Auf ein kleines Gasvolumen mit der Fluktuationstemperatur © wirkt
durch Stofiwechselwirkung der Partikel mit der Umgebung eine Kraft
systematisch auf einen Temperaturausgleich, d.h. auf ein Verschwin-
den von © hin, beschrieben durch einen Term der Form

1
—XG (A > 0 geeignet). (3.2)

Wird die Temperatur des Gaselementes etwa durch Einwirkung ei-
ner Stofwelle (adiabatisch) verdndert, so findet hiernach ein Relaxa-
tionsprozef hin zum Zustand des Gleichgewichtes mit der Umgebung
statt, bei dem die Geschwindigkeit fiir die Anderung von ©(t) = T'(t)
nur als abhiingig von T angenommen wird mit ©(0) = 0. Der Term
(B.7) kann dann verstanden werden als Ergebnis einer Entwicklung und
Linearisierung der entsprechenden (makroskopischen) ‘Bewegungsglei-
chung’ fiir das Temperaturverhalten. Die Proportionalitéitskonstante A
ist demzufolge interpretierbar als derjenige Parameter, der die Groflen-
ordnung der Relaxationszeit bestimmt.?

'Bereits [Gailet-al 74] zeigt die konzeptionellen Vereinfachungen, zu denen die Vor-
aussetzung fiihrt.

2Beispielsweise kann zumindest in diesem Mittelwert eine Anpassung angestrebt werden
an den Umstand, dal es durch die gebildeten Kohlenstoffcluster zu Strahlungsabschat-
tungseffekten kommt.

3Zu diesem bei Fluktuationsproblemen iiblichen Vorgehen vgl. [Landau, Lifschitz 817
§118.



3.1. STOCHASTIK DER TEMPERATURFLUKTUATION 27

e Neben dem deterministischen Anteil (B-J) ist von einer zusitzlichen
Komponente auszugehen, die die turbulente Temperaturfluktuation
enthilt. Dieser Einflufl werde beschrieben als eine stochastisch wirken-
de Fluktuationskraft, die als unabhéngig von © angenommen wird,
da bei uns insb. das die Fluktuation bedingende probabilistische Wel-
lenfeld physikalisch nicht verursacht oder bedingt gedacht wird durch
die am Orte der Staubbildung herrschende aktuelle Temperaturabwei-
chung T'; diese Fluktuationskraft werde zunichst formuliert als ein
Term der Form

al'(t) (6 > 0 geeignet). (3.3)

Zusammen erhilt man somit:
O(t)=—-=0@)+T(t) (3.4)

mithin eine Gleichung vom Langevin’schen Typus.*

Die Bedingungen der physikalischen Situation sind nunmehr in den sto-
chastischen Term (B.3) einzubringen. Dabei gehen wir von folgenden Cha-
rakteristika der Temperaturfluktuation aus:

a. Bezogen auf das zugrundeliegende statistische Ensemble sei
ET(t)=0 ,

da erstens kein Grund fiir die Annahme eines resultierenden systema-
tischen Einflusses von I' besteht und zweitens nur bei dieser Annahme
das Verhalten des Mittelwertes mit der deterministischen Beziehung
iibereinstimmt:

B (60) = —%E(@(t))

b. Aufgrund der turbulenten physikalischen Situation einer Vielzahl von-
einander unabhéngiger, sich zufillig iiberlagernder Schall- und Stof3-
wellen am betrachteten Orte kann die durch die Covarianz beschrie-
bene Korrelation zweier Zufallsgrofien I'(¢1) und I'(t2) fiir Zeitspannen
|ta — t1|, die groBer sind als die fiir eine individuelle zuféllige Tem-
peraturdnderung charakteristische Zeitdauer A7, gleich Null gesetzt
werden. Dariiberhinaus kénnen wir in den betrachteten physikalischen

4Die Langevin-Gleichung ist insbesondere als Gleichung fiir die Geschwindigkeiten von
Teilchen bei der Brownschen Bewegung gut bekannt, wobei (B-3) in Form des Stokes’schen
Reibungsgesetzes auftritt und & ein Vielfaches der Diffusionskonstanten ist.
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Systemen von einer Relaxationszeit A ausgehen, die sehr grof} ist ver-
glichen mit A7.?

Im Sinne eines thermischen Rauschens am Ort der Staubbildung er-
zeuge die Fluktuationskraft 6T'(¢) mithin einen rein zufdilligen* Pro-
zeBablauf. Die sehr schnell fluktuierenden Einfliisse werden daher ma-
thematisch idealisiert mithilfe einer Deltadistribution dargestellt:

Cov (6T(t1),6T(t2)) = 626(t, — to)  (fiir alle t1,t5 € RY).

c. Behandeln wir I'(¢) formal als stochastischen Proze8, so fordern wir
zu dessen Spezifizierung von den Zufallsgrofen I'(¢;) (i € N belie-
big), in den endlich-dimensionalen Verteilungen jeweils einer Gauf-
schen Verteilung* mit Erwartungswert Null zu gehorchen ( — wegen
der geforderten reinen Zufélligkeit und der GauBeigenschaft reicht es,
diese Bedingung an die Ein-Punkt-Verteilungen zu stellen). Diese An-
nahme fithrt nicht nur zu mathematischen Vorteilen, sondern stimmt
auch sehr gut mit dem physikalischen Modell iiberein, demzufolge am
betrachteten Ort eine Uberlagerung vieler unabhingiger Einfliisse von
Zufallsgrofien stattfindet, deren Wirkung in ihrer Summe gemé&fi dem
Zentralen Grenzwertsatz niherungsweise normalverteilt ist.

Offensichtlich kann es jedoch keinen stochastischen Prozefi im gew6hn-
lichen Sinne geben, der die gestellten Anforderungen erfiillt — so wére etwa
fiir einen solchen GaufB-ProzeB Cov(I'(¢),I'(t)) = oo. Wir gehen daher zu
verallgemeinerten stochastischen Prozessen iiber und betrachten zunchst
deren mathematische Konzeption; in einem zweiten Schritt wird dann eine
Spezifikation fiir unsere vorliegenden Bedingungen erfolgen.

Es bezeichne D(G) (G Gebiet in R) den Raum C§°(G) der beliebig
oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Tréger (supp) in G als
vollstdndigen Raum, d.h. topologisiert mit der Festlegung, daf} eine Folge
(pr) in C°(G) genau dann gegen ein ¢ € C5°(G) konvergiert, wenn es ein
Kompaktum K in G gibt mit supp ¢, C K (k € N) und

k—oo

sup |[D%p(z) — D% ()| — 0 fiir alle « € N .
el

Mit den stetigen linearen Funktionalen D(G) — C, d.h. den Distribu-
tionen bzw. generalisierten Funktionen auf D(G) , verallgemeinert man nun
das Konzept der stochastischen Prozesse:”

5Ferner kénnen wir von einer Korrelation gleichzeitiger Fluktuationen an verschiedenen
Raumpunkten (also in verschiedenen Gaselementen) und mithin von einer Einbeziehung ei-
ner raumlichen Koordinate in diesem System absehen, da wegen einer Warmeiibertragung
durch Stoflvorgénge eine solche Korrelationslinge in der Groflenordnung zwischenatoma-
rer bzw. -molekularer Abstinde lige, die wir in typisch hydrodynamischer Nihrung als
vernachléssigbar klein ansehen. Gleichzeitige Fluktuationen in verschiedenen Gasvolumina
sind statistisch unabhingig; vgl. auch [Landau, Lifschitz 92] §88.

6S. [Bauer g1 §28.

"Grundlegend ist hier [Gel'fand, Vilenkin 64] chapter ITT.
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Definition 3.1 1. FEin verallgemeinerter stochastischer Prozef$ (bzw. ei-
ne generalisierte Zufallsfunktion bzw. eine zufillige Distribution) ist
eine Abbildung ¢ — ®(p) von D(R) in die Familie der Zufallsvaria-
blen auf einem W-Raum (2, A, P), wobei gilt:

(a) Das Funktional ®(-)(w) ist fir P-fast jedes w € Q linear, d. h. fir
beliebige ¢,v € D(R) und o, 3 € R gilt mit Wahrscheinlichkeit
1:

O(ap + f9) = a®(p) + R(Y)

(b) © ist stetig in folgendem Sinne: Sind (gpkj> (k=1,...,n) kon-
vergente Folgen in D mit Pr; = P (j — 00), so konvergiert auch
die Verteilung des Zufallsvektors <<I> (golj> yeoo, @ (gonj>) gegen

die Verteilung von (® (¢1),..., P (¢,)), d. h. sind Fj und F die
zugehorigen Verteilungsfunktionen, so gilt fiir jede reelle, stetige
und beschrinkte Funktion g auf R™:

lim [ g(@)dFy(e) = [ g(z)dF ()

R™ R"

2. Fiir einen verallgemeinerten stochastischen Prozefs ® heiflen, sofern
existent,

m(p) := E(®(¢))  (p€D)
Mittelwertfunktional und
Cov(e,®) := E((®(p) —m(0))((¢) —m(s)))  (p,¥ €D)
Covarianzfunktional von ®.

3. Fin verallgemeinerter stochastischer ProzefS ® heifst Gaufssch, wenn

fiir jede Wahl von linear unabhdngigen Funktionen ¢,,...,p, € D
(n € N beliebig) die Zufallsgrifie (P (p1),...,P (p,)) normal verteilt
15t.

Definition 3.2 Fin verallgemeinerter Gauf$scher stochastischer Prozefs T'()
(p € D(R) ;0 = @(t)) heifst weifles Rauschen, wenn fir Mittelwert- und Co-
varianzfunktional gilt:
1. m()|D: 0 ,
oo

ii. Cr(pa) = / St dt (o0 ED) .

—0o0
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Das so gewonnene mathematische Werkzeug kann offenbar die gestellten
Anforderungen einlésen: Neben dem offensichtlichen Zutreffen von (a) und
(c) ist auch Bedingung (b) erfiillt:

o0

Cr(pw) = / (E)(1) dt

—00

= [ [ s- et deds = st - lew) (s

— 00—

Man erhélt einen verallgemeinerten Gauflschen Prozefl, wenn man den
Wiener-Prozef3* W, als verallgemeinerten stochastischen Prozefl darstellt:

e}

W(e) = / SOW,dt (D),

—0o0

mit Wy = 0 fiir ¢ < 0; mit (AZ3) berechnet sich fiir Mittelwert- und Covari-
anzfunktional:

() = —mw($) =

0
Cnlod) = Culpd) = / D(E(1) dt
0

Auch im verallgemeinerten Fall sind Gauflsche Prozesse durch Mittelwert
und Covarianz eindeutig bestimmt,® so dafl sich das GauBsche Weile Rau-
schen als Distributionen-Ableitung des Modells der Brownschen Bewegung
eines freien Teilchens erkennen 148t; in diesem Sinne ist die urspriingliche
Schreibweise als 'I'(t)’ motiviert, und formal wird {iblicherweise symboli-
siert: I'(t) = W;. Kurz sei die in diesem Ansatz involvierte Physik durch
drei weitere Punkte charakterisiert:

e Das Gaufische Rauschen ist in der Tat weifs, da es das Lebesgue-Maf}
als Spektralmafl und mithin eine auf R konstante Spektraldichte™ be-
sitzt, d. h. ein Auftreten aller Frequenzen mit derselben Intensitét vor-
liegt.”

8|Gel'fand. Vilenkin 64] chap. I11, §2.
“Mit dem Satz von Wiener-Khintchine (s. [Risken 89] 2.4.3), demgemisB sich die Spek-
traldichte stationérer Prozesse als Fouriertransformierte der Korrelation ergibt, erhélt man

S(w) = 2 / ¢ T 5(r) dr = 2

—o0
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e Das Weifle Rauschen ist ein stationdrer verallgemeinerter Prozef}, da
fiir eine beliebige Familie ¢4, ... , ¢, € D die Zufallsgrofie (I'(p1 (t+h)),
... D(pn(t + h))) fur jedes h € R wegen (ii) in Def. (B.9) dieselbe
Verteilung besitzt.

e Beim Weiflen Rauschen sind in jedem Punkt die Werte unabhdngig,
genauer: die Meflergebnisse der Zufallsgréfie I' hdngen in disjunkten
Zeitintervallen nicht voneinander ab, da

p)p(t)=0 = Crlpy)=0  (p,9 €D).

Mit den so getroffenen Spezifizierungen ist die Langevin-Gleichung (B.4)
offensichtlich keine gewohnliche Differentialgleichung im {iblichen Sinne. Die
differentielle Formulierung

do(t) = —§@(t)dt+5r(t)dt

_ —§®(t) dt+5dW(t) (3.5)

mit W = I im Distributionensinne, stellt aufgrund der Variation von I bzw.
W innerhalb des statistischen Ensembles eine Konstruktionsvorschrift dar,
mit der man bei gegebenen Anfangswerten aus den Trajektorien des Wiener-
Prozesses die Trajektorien der Zufallsgrofie ©(t) ermittelt. Es handelt sich
um eine stochastische Differentialgleichung, die in integraler Form fiir jedes
Element T des Ereignisraumes lautet:

04(T) = 0y, (T) — % / 0.(T) ds + / GAWL(T) . (3.6)

to

Dabei fassen wir das zweite Integral als gewohnliches Riemann-Stieltjes-
Integral auf, berechnet fiir die einzelnen, fast alle stetigen Realisierungen
von W;:

/ AW,(T) = Wi(T) — Wy, (T)

FEin Vorteil des von uns verfolgten Zuganges besteht offensichtlich in
seiner Verallgemeinerbarkeit. Andere physikalische Annahmen {iber die
Temperaturfluktuation fithren dabei zu generalisierten Formen der Lan-
gevin-Gleichung. Der wie in (B.f) entsprechend auftretende zweite In-
tegralterm ist dabei zu verallgemeinern, da wegen der in keinem Zeitin-
tervall beschrénkten Schwankungen des Wiener-Prozesses der Wert der
approximierenden Summen im Gegensatz zum Riemann-Stieltjes-Inte-

gral i. a. von der Wahl der Zwischenstellen abhéngt. Es kann jedoch auf
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das mathematische Konzept der stochastischen Integrale, insb. nach
1to, iibergegangen werden. Dieses Vorgehen gibt damit den Weg frei,
den Temperaturprozef allgemein als Losung einer (Itéschen) stocha-
stischen Differentialgleichung zu konzipieren.!®© In der Tat ist dabei
ein Prozef}, der sich als Losung einer stochastischen Differentialglei-
chung vom Typ (A:4) ergibt, ein Markov-Prozef*!, was im Kern damit
verbunden ist, dafl im physikalischen Modell mit weiffem Rauschen ge-
arbeitet wurde.!? Der damit entstehende, im Anhang durch Gleichung
(A7) aufgezeigte, fundamentale Zusammenhang zwischen stochasti-
schen gewohnlichen und “klassischen” partiellen Differentialgleichun-
gen — das Erfiillen ndmlich einer Fokker-Planck-Gleichung durch die
Ubergangswahrscheinlichkeit des Losungsprozesses der stochastischen
Differentialgleichung — kann wegen Satz ([A.1J) nachfolgend hilfreich
fiir die weiteren Bestimmungen in unserer Modellbildung ausgenutzt
werden.

Die aufgestellte Langevin-Gleichung (B.5), mit kanonischer Wahl des
(eindimensionalen) Wiener-Prozesses'3, ist eine stochastische Differential-
gleichung ([A-4) mit den Eigenschaften:

i. linear: die Funktionen f(t,0;) = —16; und G(t,0;) = & sind linear
im zweiten Argument;

ii. linear im engeren Sinne: G(t,0;) = & ist unabhéingig von Oy;
iii. autonom: f(t,0:) = f(©;) und G(t,0;) = G(Oy) .

Unter Vorgabe eines Anfangswertes ¢ ergibt sich daher als Losung un-
mittelbar (s. [Arnold 73], Korollar 8.2.4):

>l

t
O, =e" c+5/e—%<t—8> dw, . (3.7)
0

Ein solcher Prozef heiit Ornstein- Uhlenbeck-Prozefi**. In der gegebe-
nen Situation einer Temperaturabweichung von einem Temperaturmittel-
wert (© = 0) ist es naheliegend, als Anfangsbedingung Oq fiir den Orn-
stein-Uhlenbeck-Proze eine normalverteilte Zufallsgrofie mit Erwartungs-

wert Null zu setzen; dabei skalieren wir die Varianz dieser Normalvertei-
lung durch Var(©g) = 3A6% =: 02. Damit erhilt man fiir (8.7) (f.a. t,s €

1%Zu den mathematischen Prizisierungen dieses Ansatzes s. z. B. [Arnald 73].
HBeweis s. [Arnald 73] Satz 9.2.3 .

12Vgl. [Risken 89] Kap. 3.5.

13g, [Baner 1] Kap. VIIL

149, [URlenbeck, Ornstein 30] und [Wang, Uhlenbeck 45).
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[0,00) ):1?
E©,) = 0 (3.8)
1 ~2 2
t = 3 = ) .
Var(0©;) 2/\0 o ; (3.9)
Cov(0,,0;) = %A&Qe*%‘t*5|:a2e*%|t*5‘ . (3.10)

Mithin ergibt sich die Interpretation:

e Der Parameter o ist wegen (B.9) diejenige Temperaturspanne, welche
die Standardabweichung vom deterministischen Temperaturverlauf bei
der Temperaturfluktuation angibt, o2 die quadrat-mittlere ‘Turbulenz-
temperatur’.

e Wegen (B.9) und (B:I0) folgt fiir die sog. Korrelationsfunktion p zwi-
schen je zwei Zufallsgrofien ©4 und ©; des Prozesses:

Cov(05,04)

- —ealt=sl 3.11
\/Var(©;) Var(0;) (3.11)

p(s;t)

mithin ist wegen dieses charakteristischen Mafles der stochastischen
Korrelation der Parameter A als die jede Turbulenz kennzeichnende
Korrelationsldnge zu deuten. Dieser aus dem angenommenen Relaxa-
tionsverhalten (B.2) resultierende einfache Fall einer konstanten Kor-
relation bedeutet physikalisch, dafl bei einer "Temperaturauslenkung’
durch Fluktuation die Werte des Temperaturparameters im Gasele-
ment nur innerhalb solcher Zeitspannen korreliert sind, die von der
Grofenordnung der Einstellung des Temperaturgleichgewichtes sind.

Der so erhaltene markovsche Ornstein-Uhlenbeck-Prozef3 ©; ist ein sta-
tiondrer GauBscher ProzeB.'® Da pe die Vorwiirts-Kolmogorov-Gleichung
(AZF) erfiillt, konnen wir vorgreifend fiir die spétere Spezifizierung der Fokker-
Planck-Gleichung (B.19) analog zu den Momenten (2.14) und (B.16) mit den

5 Beweis s. [Arnald 73] Kap. 8.2.
%Die stationdre Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte ist fiir t2 > ¢1 gegeben durch

2
(:L'Q — e*%@z*h))

252 (1 _ e—%(m—h))

Po(21,T2,t2 — 1) = (27“72 (1 - e*%ﬁz*h))) exp | —

N|=

(S. [Iodorovic 99 proposition 3.7.3). Aufgrund des von uns gewihlten Zugangs braucht die
Temperaturiibergangswahrscheinlichkeitsdichte zur weiteren Berechnung (s. (B-12)—(B-13))
jedoch nicht explizit verwendet zu werden.
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hier gegebenen Funktionen f und G sofort angeben:

1
lim — [ A A Ax)dAx = —= 3.12
AltrF()At/ rpe(t,x,t + At,x + Azx)dAx 3T (3.12)
1mf3/@xﬁ (t,x,t + At,z + Az)dAxr = ~2—20—2-(313)
Ao Ap | (BT Pelh T ’ - Ty e

3.2 Prozef3komponente der Staubbildung

Im folgenden Schritt ist ein Ansatz fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit der-
jenigen Prozeflkomponente vorzunehmen, die Staubbildung und -wachstum
probabilistisch beschreibt, um damit den Faktor py (¢, T, K, t+At, K+AK)
in der Darstellung (B.1) der Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte zu erhalten.
Nach den Ausfithrungen in Kapitel [T kann Staubbildung und -wachstum
unter deterministischen Bedingungen im stellaren Wind beschrieben werden
durch das Differentialgleichungssystem

d

—AK+b . 3.14
gt =4a8+h (3:14)

Da sich der stochastische Charakter des Staubbildungsverlaufes nach un-
seren Voraussetzungen einzig aus der Temperaturabhéngigkeit der physika-
lischen Parameter in diesem Gleichungssystem rekrutiert, kann ausgenutzt
werden, daB die Losung K, (t;,K1), mit Anfangswert K, = K'(t € RS
und gegebenem K geeignet), den Zustand K* zur Zeit ¢; in der Zeitspanne
t —t; in den Zustand K, zur Zeit ¢ transportiert.!” Bei kanonischer Wahl
namlich (s. (2.9)) der Zufallsvariablen K;(K) = Ky, f.a. t, setzen wir den
Wert der Zufallsvariablen gleich mit dem durch die deterministische — und
die durch Fluktuation gegebene Temperaturabweichung 77 im Ausgangs—
punkt beriicksichtigende — Rechnung gelieferten Wert: K; = K, (t1,K )|T1
fir kleine Zeitschritte At =t — 3.

Die Wahrscheinlichkeit P des Uberganges vom ProzeBzustand K zur
Zeit t1 in einen Zustand innerhalb B zur Zeit ¢ sei daher unter Beachtung
von (B.J]) fiir hinreichend kleine Zeitschritte unmittelbar angesetzt als:

P)C(thlaKlat’B) = Xﬁt(tl,ﬁl)(B)

o {1, fir K,(t1,K )|T €B

0, fir K,(t.KY)|r, ¢ B (3.15)

Resultierend aus der ersten Ordnung der Staubbildungsdifferentialglei-
chungen handelt es sich hierbei in der Tat um eine Markov-Ubergangswahr-
scheinlichkeit (gemifl Definition 2.14).

17Zu diesem iiblichen Vorgehen vgl. z. B. [Arnald 73] Kap. 2.3.
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Fiir die Formulierung in Ubergangswahrscheinlichkeitsdichten verwen-
den wir zunéchst fiir das deterministische System (B.I4) als N&herung fiir
hinreichend kleine At:

AK = (AK +1) At

Unter Heranziehung der Distribution 6(- —y) (mit den iiblichen Schreib-
weisen) erhiilt man als Dichte py der Ubergangswahrscheinlichkeit Py fiir
At >0:

p(t, T, K t + At K + AK) =0 (AK — (AK +b), At) . (3.16)

Hierbei wurde verwendet, mit charakteristischer Funktion xz(-) und be-
liebigem Anfangswert (t1,K') = (t — At,K — AK):

/ § (AK — (AK +b)y, At) d'AK
B

_ / Xa(AK)§ (AK — (AK +b)y, At) d'AK

= xs(AK = (AK +b),, At)

1, fir K,(t1,K')|r, € B
— . 1
0 R fiir Kt(t17K )|T1 ¢ B

= Xe,,.xH(B)

= PIC(tlaTvi1>taB)

In konzeptioneller Hinsicht ist zu betonen, daf3 durch unseren Zugang die
analytische Abhéngigkeit der Staubbildungsmomente K,(t), wie sie durch
das deterministische System der Differentialgleichungen (B-14) gegeben wird,
nunmehr transformiert ist in die stochastische Abhéngigkeit der Zufallsva-
riablen (K ;)¢ , beschrieben durch deren Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte
(B-10).

Hinsichtlich der Eigenschaften von px merken wir ferner an, dafl in der
Tat gilt:

/pKd4AK:/5(AK— (AK +b); At) d'AK =1

und dafl die Chapman-Kolmogorov-Beziehung fiir die Dichte mit der allge-
meinen J-Distributionseigenschaft

/6m—yww—aMy:Mw—@
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korrespondiert. Schliellich berechnen wir vorgreifend:

/ AK, p d'AK = / AK, 5 (AK — (AK + b) At) d'AK

3
_ / AK, [[ 6 (AK - (AK +b) A1),) d'AK

v=0
= / AK,§(AK, — (AK +b), At) dAK,

3
= > (AwK, +by) At

v=0
= (AuwK,+b,) At (uy,v=0,...,3); (3.17)

und

/ AK, AK, px d*AK (3.18)

3
_ / AK, AK, J[ 6 (AK - (AK +b) At)y) d'AK
A=0

3

= Z (Ayn K\ +bu) (AypKp +by) (At)?
A,p=0

= (ApK\+b,) (AK, + b)) (At)? (p,v=0,...,3).

3.3 Koeffizientenfunktionen

Mit den vorgenommenen Ansétzen zu den Temperatur- und Staubbildungs-
komponenten der Ubergangswahrscheinlichkeit des stochastischen Prozes-
ses (0, K); kann nun durch Berechnung der in den Koeffizientenfunktionen
enthaltenen Momente die Fokker-Planck-Gleichung im Folgenden konkret
formuliert werden. Zuvor gilt es, sich zu vergewissern, daf3 die getroffenen
Setzungen die eingangs verwendeten Voraussetzungen bei Aufstellung der
Fokker-Planck-Gleichung erfiillen.

Uberpriifung der Voraussetzungen

Bei der Produktbildung p = prpx gemédfl (B]) iibertragen sich in offen-
sichtlicher Weise die nachgewiesenen Eigenschaften von p; und (fiir kleine
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At) von py auf p, (a) eine Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte und (b) mar-
kovsch zu sein; somit handelt es sich bei dem zugehotrigen, kanonisch gewahl-
ten stochastischen Proze (O, K) um einen Markov-Prozef.

Auch die bei der Herleitung der Fokker-Planck-Gleichung benétigten
Voraussetzungen (s. Kapitel P-3) sind erfiillt: Zunéchst gilt fir 6 > 0 be-
liebig die Voraussetzung (B.13):

1
0 < iit%ﬂ //p(t,T,K,t + At, T + AT, K + AK) dAT d*AK
(AT, AK)||>6

1

= lim — T At, T + AT T, K,t+ A

AltIE]At //pT(tv at+ tv + )pK(t> ) ) + ta
(AT, AK)||>6

K + AK)dAT d*AK

IN

1

lim — t, T, t+At, T+ AT)dAT t, T, K

Algﬂ] At /pT( 9 ) + 9 + ) /pK( 9 b 9
|AT||>8 IAK||>8

t+At, K + AK)d'AK

IA

/pT(t,T,t+At,T+AT)dAT /pK(t,T,K,t+At,
[|AT|>6

AT A
K + AK)d'AK

1

= lim — t, T, t+At, T+ AT)dAT =

AltIﬂ) At /pT( 9 bl + 9 + ) 0 9
[|AT||>6

wobei sich im letzten Schritt die Grenzwertbestimmung mit der Darstellung
der Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte der Temperatur aus Anmerkung[Lq
auf S.B3 schnell mit den Bernoulli-I’Hopitalschen Regeln ergibt.
Dariiberhinaus zeigen die nachfolgenden Momentenberechungen, daf} die
Momente (2.14)—(E.18) (sogar ‘unabgeschnitten’) existieren und mit den er-
haltenen p; und py die Regularitédtsannahmen erfiillt sind (vgl. S.B2).

Berechnung der Momente

Mit den physikalischen Ansitzen (B.7) und (B.16) fiir die Dichte der Uber-
gangswahrscheinlichkeit p = p; px des stochastischen Prozesses (0,K); er-
geben sich nunmehr die Koeffizientenfunktionen in der Fokker-Planck-Glei-
chung (B.19) durch Berechnung der Momente (B.14)—(R.1§) wie folgt:
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Mit (B.12) und (B:I3) erhilt man:

By = lim — AT AT d*AK
T Azltr—r}oAt/ prpx dATd

- __T : (3.19)

_ L 4
Apr = Al}tI—I»lo At/ (AT) 2 prpi dAT d*AK

1
= lim — [(AT)?p,dAT
A%I—I»loAt/( ) pr

o
~ (3.20)
mit (B.17) und (B:19) folgt:
B’;< = A]%I_I)IOE/ AK,, prpx dAT d NAK
= AI%IEO_/AK“pKdAK
= ALK, +0b, (b=0,...,3); (3.21)
AR = Alimo— / AK, AK, prpx AT d'AK
= i AK, AK, px d*AK
AtD0 AL / prcd
= lim (A + by) (A Ky + ) A
=0 (u,v=0,...,3); (3.22)

ferner:
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1
Al = AliriloEs / / AK, AT prpi dAT d*AK

_ 1 1 .
AI%IEO{<A—t/ATpTdAT> At <A—t/AKMpKdAK>}

: 1 :
= Alir—l}o <At / AT pr dAT) Alir_l)lo(At) (A K, +by)

=0 (u=0,...,3). (3.23)

Fokker-Planck-Gleichung

Mit den oben berechneten Momenten (B.19)—(B:23) ergibt sich somit fiir das
Fokker-Planck-Gleichungssystem (2.19):

2 92 0
(Tp)+ 21

dp, B 7(
A O0T? aKu

1
ot X aT

P1 (A/WKV + bu))
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Kapitel 4

Anfangs- / Randwertproblem

In den beiden folgenden Abschnitten werden zunéchst zum Zwecke einer
gilinstigeren physikalischen und mathematisch-numerischen Weiterbehand-
lung Transformationen der Fokker-Planck-Gleichungen vorgenommen und
im zweiten Schritt physikalisch begriindete Anfangs- und Randbedingungen
aufgestellt, die zusammen mit dem Fokker-Planck’schen System partieller
Differentialgleichungen ein vollstéindig gestelltes Problem bilden.

4.1 Transformationen des Fokker-Planck-Systems

Im sphérisch mit der Geschwindigkeit v expandierenden stellaren Wind be-
zeichnete bislang die Angabe A(t) den A-Zustand zur Zeit ¢ des radial nach
auflen fliegenden Gaselementes, welches sich zum Zeitpunkt g = 0 am
Orte Rs befand (‘Lagrange-Beschreibung’). Beschreiben wir den Flufl des
stromenden Gases andererseits durch Angabe von A = A(z(t),t) bezogen
auf einen festen Raumpunkt x = (z,y,2) in einem kartesischen Koordi-
natensystem mit Ursprung im Sternmittelpunkt (‘Euler-Beschreibung’), so
transformiert sich der Zeitoperator d/dt der totalen Ableitung entlang der
Stromlinien im mitbewegten System beim Ubergang in das ortsfeste karte-
sische System gemif!:

d ) )
A o S ALY VALAV-u= S ALV (Ady) (4D

d. h. die durch die zeitliche Bewegung des Gaselementes hervorgerufene Ande-
rung setzt sich zusammen aus der lokalen Anderung von A in der Zeit (an
einem festen Raumpunkt), der durch die Konvektion des Gaselementes be-
dingten Verdnderung v -V A zwischen zwei Raumpunkten (zum selben Zeit-
punkt) sowie der Verdnderung durch Volumenexpansion des betrachteten
Gaselementes beim radialen Wegstromen.

!S. [Mihalas, Mihalas 84] Kap. 2.1.

41
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In der sphérisch symmetrischen Situation des stellaren Windes, wo in
Kugelkoordinaten allgemein

1 9 1 0 1 Ov,
T_QE(T vt e r sin 9 U gy (vosin?) + Do

dive =
e r sind Jp
gilt, erhalten wir daher die deterministischen Staubmomentengleichungen
mit v = (v,0,0) in der Form:
0 10
K=
o
Physikalisch vorausgesetzt wird eine stationédre Situation im stellaren
Wind, d. h. alle auftretenden partiellen Ableitungen beziiglich der Zeit wer-
den identisch Null; mithin ergibt sich:

——(r"vK)=AK+b . (4.2)

Demzufolge figuriert nunmehr die radiale Koordinate r als Parameter
des stochastischen Prozesses (0,K), und das Fokker-Planck-System lautet:

19 19 o2 3%p, O

7"2 8 ( pl) )\ aT(Tpl) + 7 8T2 - 8—M (pl (AMVKV +b/»lf)) . (43)

In der physikalischen Beobachtungssituation von Sternen haben wir es
im Sinne der Mittelung iiber das statistische Ensemble von Gaselementen
der Sternatmosphére offensichtlich mit der Messung von Erwartungswerten
zu tun, so daf sich eine weitere Transformation des Fokker-Planck-Systems
anbietet. Definieren wir beziiglich der Zufallsvariable K, das erste Moment

Q, = /Kppl(r,T, K)d'K  (p=0,...,3), (4.4)

so erhélt man durch Anwendung des Operators [ d‘K K, auf Gleichung
(E3) fir alle p=1,...,3:

1 1 0
g [ Komatic = 5 r [+ 5 o [ Ko %

0
- / 8—I(u (pl (A;w Kl/ + bu)) Kp d4K y

bzw. dquivalent:

10 ,, 10 o? 9%Q,
2oy ) = 3 r Q)+ G

9
—/a—KM(p1 (A K, +b,) K, d'K . (4.5)
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Fiir den letzten Term der rechten Seite von Gleichung (f.5) berechnet
man:

0 0
/a—KM (p1 (A Ky +bu>)Kp I'K = /B_KM (s (AW K, +b,) Kp) d'K

o
- / P (A Ky +b,) aTKP K ;
17

dabei ist (unter Beachtung der konzeptionellen Bemerkung auf S.B5) :

B,
/p1 (A Ky +by,) 671(,) 'K = /p1 (A Ky +b,)6,,d'K
I
- Apl,/lel,d4K+bp/pld4K
= Apl/QV +bp/p1 d4K ;

unter Verwendung des Satzes von Gauf} ergibt sich ferner (mit F' als Ober-
fliche des Zustandsraumes):

0
[ 5 00 (A 0 K) d'K = [y (A K 40 Kyl =0
“w
F

da auf F' die Verteilung p, wegen der Wahrscheinlichkeitsnormierung auf 1

iiber dem gesamten Raum verschwindet und gleichzeitig die Zufallsgrofie K

wegen ihres endlichen zweiten Momentes quadratintegrabel ist.?
Zusammen erhélt man mithin:

d
/a_m (P (A Ky + b)) K, d'K = — (APVQV + b, /p1 d4K>

Die Integration der Dichte der Wahrscheinlichkeit p,, bei r die Tem-
peraturabweichung 7" und die Staubbildung K anzutreffen, {iber den K-
Zustandsraum liefert die Temperaturverteilungsdichte p! bei r, welche als
Gaufldichte ([A22) des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses gegeben ist:

T2

py (r,T) = (2#02)*% e 202 . (4.6)

Damit geht nunmehr (f.3) iiber in das folgende System partieller Diffe-
rentialgleichungen:

10 10 % 9°Q
2 r 0@ = 3 gp T Q)+ T
2S. [Bauerul] §25, Beispiel 2.

+ ApI/QV + bpp1T : (47)
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Fiir p =0, ... ,3 liefern die Lésungen @), geméis

/ Qp(r,T)dT = / / K,p(r,T,K)d'’K dT = E (K,) (1) (4.8)

gerade die gesuchten lokalen Erwartungswerte der Zufallsvariablen Ky, ... ,
K3, welche Staubbildung und -wachstum in unserem Zugang probabilistisch
beschreiben.

In einem letzten Schritt schliellich fiihren wir zwei Transformationen
durch, die sich fiir eine numerische Integration des Problems als giinstig er-
weisen werden. Zunéchst ‘gliatten’ wir die Momente @), beziiglich der lokalen

gaufischen Temperaturverteilungen und definieren fiir p =0,... ,3:
Qp(T‘,T)
q T7T = 4.9
o(r,T) T (rT) (4.9)

Offensichtlich folgt aus ([.6):

ap1T 1 T
o~ o2lh

82p1T 1 T 1. o 1
oz~ Tt talth
op!

21— ,

or

so dafl man fiir das Fokker-Planck-System (f.7) bei Einsetzen und anschlie-
Bender Division durch p! > 0 berechnet:

%%(r%qp) = —% % + %2 gQqu +Apq +0b, . (4.10)
Wir definieren ferner fiir p =0,...,3:
g, = r’vg,
b, = r’uvb, (4.11)

und transformieren mit der vorgegebenen Geschwindigkeit v auf eine Zeit-
koordinate y, die gegeben werde durch:

T

1

= [ —dr 4.12

v = [ s (112)
Tmin

wobei r.,;, nahe an der Sternoberfliche der Anfang des Integrationsgebietes

ist, wo zum Zeitpunkt y(r,;,) = 0 die Betrachtung der Gasvolumenelemente
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beginnt. Fiir den speziellen Fall etwa einer konstanten Geschwindigkeit v =
const # 0 ist offensichtlich r = vy + r, -

Mit dy/dr = v~! schlieflich ergibt sich als Ausgangspunkt der nume-
rischen Bearbeitung fiir das Fokker-Planck-System (£.10) bei gleichzeitiger
Multiplikation mit vr2:

04, _ 1,04, o 9%,

ay__XTa_TJFTWJFA"”q’JJFB" (p=0,...,3) . (413)

4.2 Anfangs- und Randbedingungen

Beim hergeleiteten Fokker-Planck-System (f.7) bzw. (E.I3) handelt es sich
um ein gekoppeltes System linearer partieller Differentialgleichungen zweiter
Ordnung vom parabolischen Typ, das innerhalb eines physikalisch sinnvollen
Gebietes zu integrieren ist. Bei den Rindern der gréofiten Fluktuationstem-
peratur sowie am Beginn des Staubbildungsgebietes sind zur Losung dieses
Systems physikalisch geeignete Bedingungen zu stellen.

Anfangsbedingung

Wie schon die deterministischen Rechnungen in Ubereinstimmung mit den
Beobachtungen zeigen,? sind nahe an der Sternoberfliiche die Temperaturen
in der Sternatmosphére zu hoch fiir eine Entstehung von Staub. Ausgehend
von einem mittleren Temperaturverlauf, wie z. B. in ([.4), und einer durch
die jeweils in dem Turbulenzmodell gesetzte maximale Fluktuationstempe-
ratur vorgegebenen Abweichung hiervon (insb. hin zu tiefen Temperaturen)
ist es daher ein geeignetes Vorgehen, den Beginn des Integrationsgebietes bei
T = Tmin (bz2W. y(Tmin) = 0) so weit nach innen in die Atmosphére zu legen,
daf} als Anfangsbedingung das Fehlen von Staub auf dem ganzen Tempera-
turbereich angenommen werden kann:

Qp(Tmin,T) =0 (p=0,...,3) (4.14)
bzw. mit dem so gewéhlten Gebiet:
q,(0,7) =0 (p=0,...,3). (4.15)

Der Integrationsvorgang kann dann bei der numerischen Lésung abgebro-
chen werden bei soweit vom Stern entfernten Orten im stellaren Wind, daf3
das staubbildende Material (im Erwartungswert) schon nahezu vollstindig
kondensiert ist. Ferner ist darauf zu achten, dal im Integrationsgebiet keine
Fluktuationen auftreten, die physikalisch sinnlose (insb. negative) Tempe-
raturwerte erzeugen wiirden.

3Vgl. [Gail, Sedlmayr 88].
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Randbedingungen

Gemi den Uberlegungen bei der Festlegung des Ornstein-Uhlenbeck-Pro-
zesses gehen wir von einer an jedem Ort r bzw. zu jedem y-Zeitpunkt symme-
trischen probabilistischen Temperaturfluktuation als Abweichung vom Mit-
telwert T aus, d.h. die Rénder des Integrationsgebietes sind bei geeigneter
Ansetzung der Varianz der Temperaturturbulenz f. a. y festzulegen durch:

Tinin(y) = —Tmax(y) = const

Fiir das Aufstellen der Randbedingungen sind folgende Aspekte leitend:
(i) Am unteren Rand liegt aufgrund der Abweichung hin zu tiefen Tem-
peraturen die Situation vor, dafl dort duflerst rasch ein hoher Anteil des
kondensierbaren Materials Staub bildet bzw. auf die schon vorhandenen
Kohlenstoffnukleide aufwéchst, so dafl auf der unteren Trajektorie bei der
Staubbildung die turbulente Situation den vergleichsweise geringsten Ein-
fluf} hat. (ii) Am oberen Rand ist aufgrund der dortigen hohen Temperatu-
ren von geringster Staubbildung und insbesondere durch Verdampfung am
starksten behindertem Staubwachstum auszugehen im Vergleich zur Mit-
telkurve. (iii) Betrachtet man den Prozef}, bei gegebenem GauBprofil das
Integrationsgebiet dadurch einzuschrianken, daffi man nur noch immer ge-
ringere Temperaturabweichungen beriicksichtigt, so mufl in diesem Grenz-
verhalten eine Konsistenz des Randverhaltens zur deterministischen Lésung
auf der (stochastisch am stirksten gewichteten) Mitteltrajektorie gegeben
sein. Grundsitzlich ist es (auch bei variierenden Gaufiprofilen) physikalisch
unplausibel, bei sehr kleinen Temperaturabweichungen als Intergrationsge-
bietsgrenzen auf den Réndern ein stark von der deterministisch gerechneten
Mittelkurve abweichendes Verhalten zu erwarten.

Die angefiihrten Charakteristika werden insbesondere dann erfiillt, wenn
die Randbedingungen auf dem oberen und unteren Rand unter Beriicksich-
tigung der Wahrscheinlichkeitsgewichtung gewonnen werden als Losungs-
kurven des deterministischen Systems der Gail-Sedlmayr-Gleichungen auf
diesen Randpfaden:

Qp(7“7Tmin) = Kp(r>Tmin)p1T(T>Tmin) ,

Qp(raTmax) = Kp<7"7Tmax) plT(raTmax) )
mit K, (p=0,...,3) als Lésung von

1 d

T_QJ(TQUKP) = (Apy Ky + bp)‘T(T)ﬂ:Tmax , (416)

bzw.

d 5 B ~
d_yQp = (Apl/ q, + bp) ) (4'17)

T(y)iTmax
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unter der Anfangsbedingung fehlenden Staubes.

Beziiglich des Gewichtes dieser Randbedingungswahl ist ferner auf den
Umstand zu verweisen, daf§ aufgrund der angenommenen Fluktuationstem-
peraturverteilung die Temperaturwerte auf den Randern und damit auch die
dort auf dem y / T-Gitter situierten Staubbildungsanteile des Erwartungs-
wertes (f.8) mit der groBten Unwahrscheinlichkeit belegt sind. Dementspre-
chend gilt es, die konkrete Ausdehnung des Integrationsgebietes in T-Rich-
tung bei den Computer-Berechnungen geeignet zu variieren. Dabei kann
dann insbesondere numerisch getestet werden, wie sensitiv das Losungsver-
halten des Erwartungswertes von dem Wert der Randbedingungen abhéngt,
indem man o sowie den von der Gauflverteilung durch Einziehen der Rénder
‘abgeschnittenen’ Anteil variiert und so die probabilistische Gewichtung der
Randwerte in der Rechnung veréndert. (In der Tat wird sich das System
gegeniiber der Grofle der Randwerte als nicht sehr stark beeinflufit erweisen,

s.u. Kapitel B.3.)

Damit Vertraglichkeit zwischen Anfangs- und Randbedingungen gesichert
ist, wird der Beginn des Gitters (im Idealfall) so tief in die Sternatmo-
sphére gelegt, dafl auf den Réndern noch keine Staubbildung in den ersten
y-Schritten einsetzt.
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Kapitel 5

Numerische Behandlung

Das so erhaltene Anfangsrandwertproblem ist einer numerischen Integration
zuzufithren. In einem ersten Schritt (Kapitelp.l) wird daher eine hierfiir
geeignete Diskretisierung des Problems vorgenommen. Im zweiten Schritt
(Kapitel 5.9) werden einige Erlduterungen gegeben zur Umsetzung dieses
numerischen Losungsweges am Computer, was dann zu den in Kapitel
dargestellten Ergebnissen fiihrt.

5.1 Diskretisierung

Die Abbildung ¢,(y,T") (p =0,...,3) wird bei der numerischen Behandlung
auf einem diskreten Gitter ausgewertet: v € {...,Ys_1,Y, Yri1,.-.} und
Ted{. .. ,Tj-1,Tj,Tj+1,...} fir k,j € N; wir schreiben kurz: §,(y,,Tj) =:
3, (k)

Mit dem Fokker-Planck-Gleichungssystem (B.13) ist ein parabolisches
Anfangsrandwertproblem gegeben. Es liegt daher nahe, numerisch nach der
impliziten Methode von Crank-Nicolson vorzugehen:!

Zunichst approximieren wir die erste Ableitung auf der linken Seite von
(ET3) durch den Vorwértsdifferenzenquotienten am Punkte (ys,T5) :

86/? N\ qp(k"i_l’j)_gﬂ(k?j)
8—( J) =~

Y Yre+1 — Yk
Sodann wird mit Crank-Nicolson eine Approximation f der rechten Seite

von (.I3) an jeweils zwei aufeinanderfolgenden Zeitschichten k£ + 1 und &
gebildet sowie mit einem geeigneten 0 < ¥ < 1 gemittelt; man setzt mithin:

qu(k + 17.7) - dp(kvj)
Yi+1 — Yk

= fp +(1-0)fi . (5.1)

!S. 7. B. [Schwarz 86] Kap. 10.2 und [Morton, Mayers 94].

49
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Der Parameter ¢ ist bei Durchfithrung der numerischen Integration am
Computer zur Erreichung bester numerischer Stabilitdt fiir das gegebene
Problem geeignet zu variieren.

Fiir den Erhalt einer approximierenden Diskretisierung der rechten Seite
sei zunéchst eine Taylor-Entwicklung um 7} durchgefiihrt; diese liefert bei
Einsetzen der Stellen T' = T ;1 und T' = T; 1 (mit 9q,/0T =: q,):

- . . ) - ) 1. )

Go(kij +1) = G(k.) + @, (k5) by + 5 (k) h o (5.2)
- . - ) . ) 1. )

G (kj—1) ~ qG,(k.g)—q,(kj)hj—1 + §qﬁ,’(k,3) hey . (5.3)

wobel definiert ist:
hj = Tj1 =T

Durch Multiplikation von (@) mit hjzf1 und von (@) mit hjz ergibt sich
bei anschlieBender Differenzbildung zwischen den Gleichungen als Ndherung
der ersten Ableitung:

@, (k.j) ~ Hj [h3_1G,(k.j +1) + (5 — h5_1) G, (k.j) — h54,(kj —1)]
(5.4)

wobel definiert ist:
Hj = (hjh3_y + h5hj_1) ™"

Entsprechend liefert die Multiplikation von (5.2) mit h;_; und von (p.3)
mit h; bei anschlieBender Addition der Gleichungen als Néherung fiir die
zweite Ableitung:

Q) (k.j) = 2H; [hj_1q,(k,j +1) — (hj—1 + hy) 4, (k,j) + hjq,(k,j — 1)]
(5.5)

Somit ergibt sich durch Einsetzen in (B.1]) fiir innere Punkte des Diskre-

tisierungsnetzes:

219q~p(k + 17.j - 1)ak+l,j—1 =+ 219q~p(k + 1aj>bk+l,j +

2’[9(11(]{? + 1,] + 1)Ck+1,j+1 + 9 (Apl/ (jy + bp> (k1)

= _2(1 - ﬂ)qNP(ka] - l)ak,jfl + 2(]— - ﬁ)@p(kvj)dkﬂ -

21— )3,k + Vewsr = (1=0) (Aw @ +5,) - (56)

k,5)
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wobei
1/1 2 2
Qrj-1 = % §TjHjhj+UHjhj ’
1 1 2 2 2 L
by = =3 (GBH o) + o il +hy) ) = 50— s
1 1 2 2
Chj+1 = A _§TjHjhj*1+UHjhj_l ’
1 1
dk,j = _bk,j_ o

20(Ye — Y1) 2(1 = 9) (Y41 — Un)

Die Werte der ¢, auf den dufieren Punkte des Gitters sind gegeben durch
die Anfangs- und Randbedingungen (f.15) bzw. (£:17), d. h., gehen wir von
einem Gitter der Art

(k.§) € {1, ..  kma} X {1,... .0}

aus, so sind aus den Anfangs- und Randbedingungen

,(1,5), 4,(k,1) und G, (k,n)

fiir alle 7 und k& bekannt, womit sich mittels des gekoppelten Differenzen-
gleichungssystems (p.6) die Werte der ¢,(k + 1,7) im Schritt k£ + 1 aus den
zuvor ermittelten Werten des Schrittes k berechnen lassen. In Matrixform
schreiben wir:

brt1,2  Cri13 0 (L(k‘ + 1,2)
Grt1,2  brg1s  Cryra G,(k +1,3)
29 =
Grt1,n—-3 Orpin—2 Cryin—1 Go(k+1,n—2)

0 Akt1n—2 Ortin—1 ljp(k + 1,n — 1)
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dk,Q —Ck,3 0 (j/’(k72)
—Qg,2 dk,s —Ck,a q~p(/€,3)
= 2(1-9)
—Qk41,n—3 di,n—2 —Cr,n—1 qP(kvn - 2)
0 —Qgn—2 e Go(kyn —1)
—ak41,1G,(k +1,1) —ak,1G,(k,1)
0 0
. . 1 =
+ 29 : +2(1—19) : 56 (5.7)
0 0
7ck+1,nqp(k + 17") 7Ck,n(jp(kvn)
mit
20J, (k + 1,2) + 2(1 — 9) Ju (k,2)
C, = : fiir p =0,
200, (k4 1,n — 1) + 2(1 — 9)Ju (k,n — 1)
57 (@o1(k+1,2) +2(1 = 9)q,-1(k,2))
ép = firp=1,...,3.

82 (Gooa(k+ L — 1) +2(1 = 9)g,ms (kin — 1)

Zu l6sen ist also pro Schritt sukzessive fiir jedes p ein lineares Glei-
chungssystem (b.7) mit tridiagonaler Koeffizientenmatrix. Der (globale) Dis-
kretisierungsfehler des Crank-Nicolson-Verfahrens, die Abweichung also der
Naherung von der exakten Losung nach mehreren Integrationsschritten, ist
von zweiter Ordnung in den Zeitschritten und von zweiter Ordnung in den
Temperaturschritten:

O ((Ay)*)+0 (h3) 2

28, [Schwarz 86] Kap. 10.2.2.



5.2. BEMERKUNG ZUR COMPUTERBEARBEITUNG 53

5.2 Bemerkung zur Computerbearbeitung

Die prinzipielle algorithmische Umsetzung der so getroffenen numerischen
Vorbereitungen kann durch nachfolgende Aspekte charakterisiert werden,
womit gleichzeitig einige Erlduterungen zu der konkreten Durchfithrung der
Computerberechnung gegeben sind, auf der die Ergebnisse in Kapitel @ be-
ruhen.

e Das lineare Gleichungssystem wird numerisch durch einen Gauf-Al-
gorithmus mit Zeilenvertauschung iiber eine relative Kolumnenmaxi-
mumsstrategie gelost (‘Pivot-Suche’); eine LR-Zerlegung fiihrt dabei
zu bidiagonalen Linksdreieckmatrizen. Fiir jeweils einen Wert von p
sind in jedem k-Schritt bei (n—2) Unbekannten 9 (n—3) Rechenschritte
notwendig.?

Die Integrationen bei den Erwartungswertbildungen (und Transforma-
tionen wie (f.19)) werden durch numerische Quadratur gemifl sum-
mierter Simpson-Regel vollzogen.*

e Die beschriebene Diskretisierung geht nicht von einem insgesamt dqui-
distanten Gitter aus. Vielmehr sind die Schrittweiten in der Compu-
ter-Rechnung gerade den Verédnderungen der zu ermittelnden Groéflen
anzupassen. So wird etwa im Bereich des erheblichen Anstiegs der Nu-
kleationsrate innerhalb sehr kurzer Zeit eine Verdichtung der Zeitstiitz-
stellen vorgenommen.?

e Die durchgefiithrte numerische Integration am Computer hat fiir das
gegebene Problem durch Tests mit variierenden Crank-Nicolson-Para-
metern gerade fiir das arithmetische Mittel ¥ = 0,5 die beste numeri-
sche Stabilitét ergeben.

e Zur Berechnung des Systems (B.7) auf dem Gitter sind zunéchst in
jedem Schritt k 4+ 1 unter den aktuellen thermodynamischen Bedin-
gungen (Temperaturstelle, Dichtewert) die Nukleationsrate J, und die
Nettowachstumszeit 7 zu berechnen; diese Bestimmung beruht auf
[Gail’ef_al 84] und [Gauger et al. 90], vgl. o. Abschnitt[[]], bei einer
auf die wichtigsten Reaktionspartner (in einer Gaskastenanordnung)
und die Hauptreaktionen konzentrierten Chemie (mit den Wachstums-
partnern C, Cy,CoH, CoHy ;5 vgl. S.H). ¢

3S. [Schwarz 86] Kap. 1.3.3.

4Vgl. z. B. [Schwarz 86] Kap. 1.3.

5Stabile numerische Ergebnisse waren — bei geeigneter Lage — durch einige 10 000 Zeit-
stiitzstellen und einige 100 Temperaturstiitzstellen gegeben.

SVerf. dankt ausdriicklich fiir die Zurverfiigungstellung dieser bereits entwickelten Rou-
tinen zur Chemie und Staubbildung (A. Gauger, A. Fleischer, J. M. Winters et al.) durch
das Institut fiir Astronomie und Astrophysik der TU Berlin; Dr. Jan Martin Winters sei
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e Die Berechnung der Randbedingungen und vergleichsweise herangezo-
genen Mittelkurve (als Losungen des deterministischen Systems) er-
folgt ebenfalls mittels der im vorangehenden Punkt erwéhnten Routi-
nen.

o Wesentlich geht in die Berechnungen der {iber das Moment K3 zu
ermittelnde Verbrauch des kondensierbaren Materials im bisherigen
Prozefverlauf ein. Aufgrund der stochastischen, markovschen Situa-
tion wird dieser Verbrauch (insb. in Hinblick auf die Gaufiverteilung
der Temperaturwerte) im Mittel iiber alle méglichen und im Fokker-
Planck-System beschriebenen Pfade im Sinne einer Fehlerkompensati-
on am besten geliefert durch den Erwartungswert dieses Momentes im
vorangegangenen Schritt k.

gedankt fiir seine computertechnischen Hilfen bei der Einbindung dieser Programme in
die hier entwickelte ‘Fluktuationsroutine’.



Kapitel 6

Ergebnisse

In den folgenden Abschnitten werden die auf den in den bisherigen Kapiteln
dargelegten Grundlagen des Modells basierenden Ergebnisse der numeri-
schen Integration des Fokker-Planck-Systems dargestellt. Zu den einzelnen
Graphiken' in diesem Kapitel befinden sich jeweils ergéinzende Abbildungen
in Anhang B. Sofern nicht anders angegeben, liegen dabei den Berechnungen
folgende Parameter des stellaren Windes als Standardmodell zugrunde:

T = T, (%)1/2 ,also a = 0,5
R, = 37-108Bcm

T, = 2500K bzw.:

Ly = 10*Lg

v = 20km/s

M, = 1M

M = 2-107°Mgy/yr
p(r) = 1

Eci€o = 3

Diese Werte sind astrophysikalisch als typisch fiir staubbildende, kiihle,
kohlenstoffreiche Sterne, d.h. C—Sterne des spéten Typs, rote Riesen bzw.
Uberriesen, anzusehen.? Ebenso ist immer dann, wenn nicht explizit anders
vermerkt, eine Korrelationslange gewéhlt, bei der der von diesem Parameter
bedingte Turbulenzeffektanteil voll ausgepriigt ist (i.d.R. A = 1073s). Der
den erfafiten Anteil der Normalverteilungen beschreibende sog. Gauflfaktor
ist i.a. als v = 3,29 gewé&hlt, was einem beriicksichtigten Flachenanteil von
99,9 % der Werte der Temperaturwahrscheinlichkeitsverteilung entspricht.

!Die Abbildungen wurden mit dem Graphikprogramm Supermongo erstellt. Fiir seine
Hilfen bei der Verwendung dieses Programmes dankt Verf. cand. phys. Frank Miiller (am
Institut fiir Astronomie und Astrophysik, TU Berlin).

2Vgl. zur Charakterisierung solcher asymptotic giant branch (AGB-) Objekte z.B.
[Sedlmayr. Winters 97).
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6.1 Turbulenzeffekte

Die entscheidenden Kenngréflen fiir die Temperaturturbulenz der Sternat-
mosphire sind die Korrelationslange A, die iiber die Streuung der Tempera-
turverteilung gelieferte quadratmittlere Temperaturabweichung o2 aufgrund
der Temperaturfluktuationen sowie die angenommene maximale Tempera-
turschwankung; die hiermit festgelegte Breite 20+ des ‘Temperaturfluktua-
tionsschlauches’ um die Mittelkurve wird durch den Gaufifaktor v geliefert.

Durch systematische Variation dieser Parameter in den numerischen
Tests ist ihr EinfluB auf Staubbildung und -wachstum in dem vorausge-
setzten kiihlen, kohlenstoffreichen stellaren Wind zu untersuchen. Das dies-
beziigliche Losungsverhalten des Fokker-Planck-Systems wird in den Abbil-
dungen B.1-p.3 sowie ergidnzend und erweiternd in den Anhangsabbildun-
gen B.1HB.3 dargestellt. Ausgehend von diesen Ergebnisgraphiken halten
wir fest:

Fiir eine gegebene Temperaturfluktuation (s. Abbildungen B.1 und B:1]) ent-
stehen fiir A — oo und A — 0 die Grenzfille der Makro- und Mikroturbulenz.
Im Fokker-Planck-System {7 bzw. f.13 ist offensichtlich gerade der Ope-

rator

1 /0 9?

fiir die charakteristischen Turbulenzeffekte verantwortlich zu machen. Be-
schreibt Q,(r,T") die Staubbildung gerade unter der Bedingung, daf die
Temperaturabweichung im Intervall [T,T" + dT) lokalisiert ist, so bewirkt
der Fokker-Planck-Operator die Wechselwirkung zwischen diesen Tempera-
turkanélen bzw. -moden als Ubergiinge zwischen ihnen bei der Turbulenz.

Im Falle der Makroturbulenz A — oo verschwindet der Einflul dieses
Operators. Die numerischen Tests ergeben in der Tat fiir grofie A, (in der
GroBenordnung ab 10%s) als Grenzwertverhalten eine Anniherung an die
(deterministisch als Losung der Gail-Sedlmayr-Gleichungen ermittelte) klas-
sische Losung fiir fehlende Fluktuationen. Durch eine beliebig grofle Rela-
xationszeit bei Temperaturauslenkungen — einem Verbleib im ausgelenkten
Zustand wie es etwa wahrend einer sehr ausgedehnten durchlaufenden homo-
genen Temperatur-Stérung der Fall ist — kommt es aufgrund dieser Moden-
Trennung zu einem quasi-deterministischen Verhalten der Erwartungswerte;
einzig bleibt der Einflul durch die stochastische Verteilung der Fluktuati-
onstemperaturen als Wahrscheinlichkeitsgewicht fiir das Auftreten bzw. die
Besetzung der Moden. Diese Interpretation wird gestiitzt, wenn in (F7)
A — oo strebt:

10

T—zg( 20Qp) = ApQu +bpp)
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mithin erh&lt man durch Integration {iber den 7-Raum unter Beachtung

von (E§):

1
19 2,5 (K,) = / A, Q,dT + / b, pT dT

r2 or
Insbesondere fiir kleine Standardabweichungen o (vgl. AbbildungB-1]),
also hohem Gewicht auf dem mittleren Temperaturkanal, sind es mithin
approximativ die Erwartungswerte der Zufallsgrofien, die in diesem Fall
die deterministische Staubbildungsphysik erfiillen; fiir hinreichend kleine o

namlich gilt (s.u. (.2)):

/ A (T)QudT ~ A (T) / QydT

%

/ b (T) T dT ~ by (T)

Im Falle der Mikroturbulenz A — 0 kommt es zur Ausbildung der Turbu-
lenz. Bei mittleren ¢ und gegebenen stellaren Parametern zeigt sich geméfl
der numerischen Ergebnisse die Turbulenz voll ausgepréigt (und sich dann
kaum mehr verindernd) ab Korrelationszeiten der Gréfienordnung 10%s. In
Hinblick auf die Korrelationsfunktion (B.IT) herrscht fiir kleine A eine stark
unkorrelierte Fluktuation vor, was auf schnelle Relaxationsmdoglichkeit, also
kurzfristige Storungen, bzw. ein Turbulenzverhalten zuriickzufiihren ist, das
aus einer Vielzahl sich zufillig tiberlagernder, wechselnder Einfliisse entsteht.
Dementsprechend gibt es eine hohe Zahl von Ubergéingen zwischen den von
o vorgegebenen Fluktuationstemperaturmoden. Ergebnisgraphik b1 zeigt
den Einfluf} solcher nahezu rein zufilligen Temperaturfluktuationen, wie sie
nachfolgend bei der o-Variation néher zu besprechen sind.

Zwischen diesen beiden Grenzfillen entsteht fiir variierendes \ ein Uber-
gangsgebiet, in dem sich die Turbulenzeffekte ausprigen und Temperatur-
moden mischen. Die Lage dieses A-Intervalles héngt neben den physikali-
schen Parametern des stellaren Windes von der Streuung o ab (vgl. Ab-
bildung[B.1)); in Ubereinstimmung mit (B.1]) verschiebt sich die Lage dieses
mittleren Bereiches mit wachsender Fluktuation hin zu gréfleren Korrelati-
onsléangen.

Die durch die Korrelationslédnge A gegebenen Relaxationszeiten bei Tem-
peraturstorungen lassen im Bereich sich voll ausprigender Turbulenz die auf
kiirzeren Zeitskalen ablaufende chemische Reaktionskinetik hinsichtlich der
Riickkehr ins Gleichgewicht unberiihrt.

Fiir den Fall nun einer festen Korrelationslinge, bei der jedoch nicht die
Turbulenz unterdriickt ist, gilt es, den Einflufl der Standardabweichung o
zu untersuchen (s. hierzu die Abbildungen .2 und B.9).
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Im Vergleich zur deterministischen Mittelkurve als Lésung des Momen-
ten-Gleichungssystems von Gail und Sedlmayr, die mit der Kennzeichnung
o = 0 in den Graphiken enthalten ist, stellen wir zunéchst fest, dafl fiir
kleiner werdende o eine Annéherung der Fluktuationskurven an diesen nicht-
stochastischen Fall aus der ‘klassischen’ Theorie gegeben ist. Da bekanntlich
fiir n — oo die Folge

—7T7’l2$2

op =ne

eine Darstellung der J-Distribution liefert, gilt mit der Dichtedarstellung
(E-g) des Ornstein-Uhlenbeck-Prozesses:

pi —o(T) fir ¢—0 . (6.2)

Mithin erhalten wir aus (f.7)—(£.9) in der Tat im Grenzfall 0 — 0, daf
die Erwartungswerte der Zufallsvariablen das Momentengleichungssystem
der deterministischen Theorie erfiillen; Integration {iber den T-Raum liefert
fiur alle p,v =0,...,3 :

%%Tzv E(K,) = Ap(T(r) B(K,) +b,(T(r))

dabei wurde verwendet:

E(K,) = /qp(r,T) p; (r,T)dT = q,(r,0)

sowie:?

/a%TdeT = /qp(r,T)d(T) dT—&—/Té(T)%qAr,T) ar

+ / q,(r,T)T & (T)dT

= 4,(r0) - / 0,(r.T)6(T) dT

= 0

Bei ansteigenden Temperaturfluktuationen durch wachsendes o bilden
sich, insofern der A-Wert dies zulédfit, charakteristische Temperaturfluktua-
tionseffekte beim Verlauf der Losungen heraus:

Zunichst ist ein deutlich fritheres Einsetzen von effektiver Nukleati-
on und Wachstum der Kérner im Vergleich zur deterministischen Losung

3Zu beachten ist dabei mit der Produktregel fiir Distributionenableitungen als Eigen-
schaft der Delta-Distribution: (T'§(T)) = 0=T§ + 4§, also T¢'(T) = —6(T) .
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(0 = 0K) zu verzeichnen. Offensichtlich auf das bereits eher im stella-
ren Wind gegebene Vorherrschen giinstiger Temperatur-Dichte-Bedingun-
gen zuriickzufithren, setzt die Staubbildung im berechneten Modell effektiv
um ca. 0,75 Sternradien weiter innen in der Atmosphére ein als bei der
Lésung ohne Temperaturschwankungen.

Sodann prégt sich nach diesem ‘turbulenz-beschleunigten’ Anstieg der
Staubbildung ein fiir die Fluktuationslosungen typischer Bereich heraus. Die
Zone, innerhalb derer noch nicht der (iiber das dritte Staubmoment) gelie-
ferte maximale Kondensationsgrad feconqa des kondensierfiahigen Materials
erreicht ist (untere Graphik), verbreitert sich mit wachsenden Streuungen
der Temperatur.

Wihrend sich ferner die Kurve der Nukleationsrate als Mittelwert der
(nicht-stochastisch) berechneten Werte auf dem Temperaturgitter ergibt,
zeigen die im Fokker-Planck-System berechneten Grofien in ihren Erwar-
tungswerten charakteristische Verldufe: (i) Bei zunehmend wachsenden o
kommt es rasch zur Bildung sehr grofier Korner; (ii) wihrend sich fiir kleine
und mittlere Standardabweichungen in der fluktuations-geprigten Staub-
bildungszone offensichtlich durch die herrschenden Bedingungen ein Wen-
depunkt-artiger Verlauf in der Entwicklung der durschnittlichen Kornradi-
usgrofe (2. Graphik von unten; vgl. Abschnitt [[.T) ergibt — von zunéchst
hauptséchlich grofieren, dann aber durch das Vorherrschen zunehmend klei-
ner Partikel hin zu kleineren durchschnittlichen Radien abfallend, um dann
wieder anzusteigen — bildet sich bei sehr grofien Fluktuationen offensicht-
lich ein Gebiet heraus, in dem sich im Mittel Anzahl (mittlere Graphik,
gegeben iiber das 0-te Moment) und Grofle der Partikel netto kaum dndern;
(iii) bei einer durch groBe Korrelationsldngen gegebenen Modenentkopplung
entstehen insgesamt groflere Staubkorner als bei fehlender Fluktuation (s.
Abbildung[B:2) .

SchlieBlich ist insgesamt festzuhalten, da§ (auch bei beriicksichtigter Ver-
dampfung von Staubpartikeln) die Temperaturfluktuation sich als ein Ein-
fluBl zeigt, der den Staubentstehungprozel in stellaren Winden erheblich
fordert und nicht behindert oder gar unmoglich macht.

Der Einflufl der Gauffaktoren ~ der Fluktuationstemperaturverteilungen
wird in den Abbildungen.3 und B-3 bei jeweiligen Standardabweichungen
o verdeutlicht.

Die numerischen Losungen (s. insbesondere Abbildung [.3) belegen, daf
die durch hohe Gaufifaktoren gegebene Beriicksichtigung grofler Tempera-
turabweichungen zumindest bei starken Fluktuationen einen deutlichen Ein-
fluf auf die Kurven hat, wihrend kleine Gaufifaktoren hier durch das — phy-
sikalisch offenbar unbegriindete — Abschneiden erheblicher Anteile der Fluk-
tuationstemperaturverteilungen turbulenzeffektunterdriickend in der mittle-
ren Zone der Atmosphire wirken: Insbesondere setzt die Nukleation spéter
ein und fithrt zu deutlich geringeren Werten, z. B. Kondensationsgraden, im
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betrachten Bereich des stellaren Windes, was mit dem offensichtlich stark
eingeschrankten Integrationsgebiet bei der Erwartungswertbildung korre-
spondiert.

Die zugrundeliegenden Gauffaktoren v = 0,5;1,0;1,5;2,58;3,89 ent-
sprechen dabei folgenden Anteilen der Gaufverteilung: 38 % ; 68 % ; 87 %;
99%; 99,9999 % .

Entsprechend (s. Abbildung[B-3) lassen fiir anwachsende Streuungen o
kleine GauBfaktoren v kaum Turbulenzeffekte auftreten, wiahrend sie sich bei
groferen GauBfaktoren deutlich herauspriagen. Wie die numerischen Tests er-
geben, treten ab Gaufifaktor-bedingten Temperaturschlauchbreiten, die bei
der Fluktuation ca. 95 % der wahrscheinlichkeitsgewichteten Temperaturab-
weichungen umfassen, dann jedoch selbst bei groflen o nahezu keine Verénde-
rungen im charakteristischen Turbulenzverlauf mehr auf (bis auf ein gewisse,
aus dem Verhalten der gemittelten Nukleationsrate auf dem Temperaturgit-
ter sich rekrutierenden Verbreiterung des mittleren Staubbildungsgebietes).
Offensichtlich sind hier jedoch aus physikalischen Griinden Beschriankungen
an den Wert der maximalen Temperaturfluktuation gegeben, da keine belie-
big niedrigen oder gar negative Temperaturwerte entstehen diirfen; ebenso
ist grundsétzlich darauf zu verweisen, dafl die zugrundegelegten chemischen
Reaktionen bei sehr tiefen Temperaturen nicht mehr bestimmend fiir den
Prozefl des Staubwachstums sind.
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Abbildung 6.1: Staubbildung und -wachstum unter Temperaturfluktuatio-
nen bei ¢ = 60 K und variierenden Korrelationsldngen.
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Abbildung 6.3: Staubbildung und -wachstum unter Temperaturfluktuatio-
nen bei ¢ = 80 K und variierenden Gaufifaktoren.
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6.2 Variation des Windmodells

Nachfolgend soll kurz untersucht werden, wie sich das Losungsverhalten des
Fokker-Planck-Systems verdndert, wenn die physikalischen Modellparame-
ter des stellaren Windes variiert werden. Dabei steht hier nicht zur Dis-
kussion das Verhalten der klassisch berechneten Staubbildung, wie sie sich
an der deterministisch ermittelten, zum Vergleich hinzugezogenen Mittel-
kurve (o0 = 0) bei unterschiedlichen Windmodellen zeigt. Das Augenmerk
gilt vielmehr der Frage, bei welchen Voraussetzungen sich in Abweichung
zur jeweiligen deterministischen Vergleichskurve die Turbulenzeffekte gera-
de besonders deutlich ausprigen.

Die Ergebnisse dieser Computerberechnungen sind in den Abbildungen
b.4-6-6 sowie in den Anhangsabbildungen B-4-B-6 dargestellt. Wir halten
fest:

Windgeschwindigkeit, Mittlerer Temperaturverlauf, Massen-
verlustrate

Zusammenfassend kann aus dem Verhalten der Losungskurven festgehalten
werden:

Einen besonders starken Einflufl haben die Temperaturfluktuationen in
folgenden Fillen:

e langsam abfallende mittlere Temperatur (vgl. ([.4)) — hierdurch wird
v.a. die fluktuations-dominierte Zone noch verbreitert;

e sehr geringe Windgeschwindigkeiten — hier wird v. a. das turbulenzge-
triebene frithzeitige rasche Entstehen von Staub zusétzlich befoérdert;

e bei geringen Massenverlustraten kommt es mit dem dadurch gegebenen
Dichteverlauf (vgl. ([.4)) zu einer Verbreiterung der Staubentstehungs-
zone durch die Fluktuationen; bei hoheren Massenverlustraten ist (bei
mehr kondensierbarem Material) v. a. der fluktuations-typische Effekt
auf den Verlauf der Losungen in dieser Zone stérker ausgeprigt.
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Abbildung 6.4: Staubbildung und -wachstum unter Temperaturfluktuatio-
nen bei variierenden Windgeschwindigkeiten: oben links fiir ¢ = 0K; oben
rechts fiir 0 = 40 K; unten links fiir c = 80K..
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Abbildung 6.5: Staubbildung und -wachstum unter Temperaturfluktuatio-
nen bei ¢ = 40 K und variierenden Temperaturmittelwertkurven.
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Abbildung 6.6: Staubbildung und -wachstum unter Temperaturfluktuatio-
nen bei ¢ = 40K und variierenden Massenverlustraten.
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Windprofil mit ortsabhingiger Geschwindigkeit

Den in AbbildungB.q dargestellten Verldufen liegt ein von den iibrigen Un-
tersuchungen verschiedenes Windmodell zugrunde, dessen Kerncharakteri-
stikum eine ortsabhingige Windgeschwindigkeit ist. In der Tat wurde hier
ein Windprofil bzgl. Temperatur T'(r), Dichte p(r) und Geschwindigkeit v(r)
vorgegeben, das sich als typisches Ergebnis eines deterministischen, selbst-
konsistent gerechneten stellaren Windes (Chemie, Hydrodynamik, Strah-
lungstransport) unter Staubbildung ergibt.*

Die Parameter dieses Windmodells sind:

T.g = 2346K
R, = 7,29-108cm

T, = 2112K  bzw.:

Ly, = 3-10*Lg

M, = 0,7Mg

M = 5-107Mg/yr
EciEo = 14

Offensichtlich erfihrt die Fluktuationsuntersuchung bei diesem Wind-
profil bei grofleren als den hier getesteten Standardabweichungen o schnell
seine physikalischen (und numerischen) Grenzen, da es sich bei dem Wind-
profil um ein urspriinglich selbst-konsistent gerechnetes Modell handelt,
d. h., daf} die Entstehung von Staub als Antriebsmechanismus fiir den Wind
auftritt. Aufgrund der Temperaturabweichungen wird in unserem Ansatz
jedoch schon in Bereichen Staub gebildet, in denen duflerst geringe Windge-
schwindigkeiten vorgegeben sind, so dal bei quasi ruhenden Staubkérnern
ein erhebliches Wachstum auftritt.

Gleichwohl kann festgehalten werden, dafl gerade auch bei nicht-kon-
stanten Windgeschwindigkeiten bereits kleine Temperaturfluktuationen mit
steigender Streuung erheblichen Einflufl auf den Verlauf von Staubbildung
und -wachstum zeigen. Vergleichsweise frith und duflerst sprungartig setzt
das Anwachsen der Staubteilchen ein. Der Kondensationsgrad steigt eben-
falls rasch an und zeigt dabei (unabhéngig von der Dichte des Diskretisie-
rungsnetzes) bei groflen Standardabweichungen auf der Lénge von ca. 0,5
Sternradien ein ‘oszillierendes’ Verhalten, das auf Temperatur- und Dichte-
bedingungen schlieflen 148t, die in ihrem Verlauf einen sehr sensitiven Bereich
bzgl. der Neubildung kleiner Teilchen einerseits und der Assoziation mit vor-
handenen zu grofleren Partikeln andererseits ausbilden. Bei Beschleunigung
des Windes kommt es, wie zu erwarten, im Mittel zu keinem weiteren Wach-
sen hin zu immer gréfferen Kornern, sondern zur vermehrten Neubildung

4Fiir das Zurverfiigungstellen einer solchermaBen berechneten Ergebnisdatei — auf der
Basis des Modells in [Winfers ef_al_94] — mit den Verldufen von Temperatur, Dichte und
Geschwindigkeit des stellaren Windes dankt Verf. nachdriicklich Dr. Jan Martin Winters
(Institut fiir Astronomie und Astrophysik, TU Berlin).
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kleinerer Cluster. Ferner ist festzuhalten, dafl bei gréferen Fluktuationen
(0 = 25K) die Zahl der Staubteilchen im Verhéltnis zum Wasserstoff im
Vergleich zu derjenigen bei den kleineren Fluktuationen (o = 5K) in den
dufleren Bereichen um ca. das Fiinffache grofler ist.
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Abbildung 6.7: Staubbildung und -wachstum unter Temperaturfluktuatio-
nen bei einem Windmodell mit ortsabhéngigem Geschwindigkeitsverlauf des
stellaren Windes.
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6.3 Einflu3 der Randbedingungen

Abbildung B-§ zeigt zunéchst den Verlauf der Mittelkurve, d. h. das Ergebnis
der klassisch berechneten Gail-Sedlmayr-Gleichungen ([[.3) fiir die determi-
nistischen Staubbildungsmomente, die ebenfalls solchermafien berechneten
Vorgaben der oberen und unteren Randbedingung sowie die sich fiir diese
Situation (0 = 80K) ergebende Losungskurve des fluktuierenden Systems,
die sich offensichtlich in dem ihr eigenen Verlauf zumindest nicht als etwaige
blole Superposition der Randkurven erkennen l&ft.

Bei der Losung des Fokker-Planck-Anfangsrandwertproblems ist nun-
mehr der Test aufschlufireich, ob die im Vergleich mit der deterministischen
Rechnung auftretenden typischen Effekte der Staubbildungsverldufe unter
Fluktuation in ihrer Ausprigungsform wesentlich lediglich abhidngen von
der Vorgabe der Randbedingungen.

Abbildungp-9 zeigt, dafl die numerischen Tests eine solche Annahme
nicht stiitzen; vielmehr ist als Ergebnis ein vergleichsweise geringer Einflul
der Wertevorgaben durch die Randbedingungskurven festzuhalten. Gerech-
net werden unterschiedliche Szenarien, bei denen die Spanne der maximalen
Temperaturabweichungen konstant gelassen wird (hier: £132 K). Innerhalb
dieses ‘Fluktuationstemperaturschlauches’ jedoch wird das Profil der Gauf-
verteilung iiber Variation der Streuung o verindert und somit die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung der Temperaturwerteannahme und mithin der iiber
den GauBlfaktor v beschriebene Anteil der in der Normalverteilung erfaf$ten,
mit ihren Wahrscheinlichkeiten des Auftretens gewichteten Ereignisse ent-
sprechend verschoben. Damit verdndert sich die Wahrscheinlichkeit, mit der
grofle Temperaturabweichungen auftreten und mit der folglich ein Fluktua-
tionstemperaturwert auf dem Rand angenommen wird, (was entsprechend
die Wahrscheinlichkeit ist, mit der die Randkurven in die Erwartungswert-
bildung eingehen).

Die hier verwendeten Gauflfaktoren entsprechen dabei folgenden, als Pro-
zentualanteil der durch die maximale Temperaturfluktuation abgeschnitte-
nen Flidche unter der Normalverteilung im Verhéltnis zur Gesamtfliche unter
der Verteilung ausgedriickten Wahrscheinlichkeiten:®

v = 1,66 : 90,1%
v = 219 : 97.1%
v = 329 : 99.9%

v = 658 : >9999995%

5S. Tabellierung des sog. Wahrscheinlichkeitsintegrals in [Bronsfemn ef al 1] Kap.
1.1.2.



72 KAPITEL 6. ERGEBNISSE

In dieser um Zehnerpotenzen sich verindernden Gewichtung der Rand-
bedingungen tritt auch bei extremster Unwahrscheinlichkeit eines Ereignis-
ses von Temperaturfluktuation zu einem auf den Réndern liegenden Tem-
peraturwert kaum eine wesentliche Verénderung des Erwartungswertes der
Staubildung und -wachstum beschreibenden stochastischen Gréfien auf, wie
in Abbildung[.9 ersichtlich. Hingegen zeigen die numerischen Tests, daf} erst
bei erheblichen Wahrscheinlichkeitsgewichtungen der Randkurven deutliche
Verénderungen der Losungskurven eintreten. Weder jedoch ist es physika-
lisch sinnvoll noch mathematisch angezeigt, in den Berechnungen von sol-
chen im Verhiltnis zur Streuung engen Abschnitten der Temperaturfluktua-
tionsverteilung auszugehen.
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Abbildung 6.8: Staubbildung und -wachstum unter Temperaturfluktuatio-
nen bei 0 = 80K, A\ = 10735 sowie v = 3,29 im Vergleich zu den Kur-
ven der Randbedingungen und der deterministisch berechneten Mittelkurve
(c=0).
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Abbildung 6.9: Staubbildung und -wachstum unter Temperaturfluktuatio-
nen bei konstanter maximaler Temperaturfluktuation von £132 K, aber un-
terschiedlichen Gauflkurvenprofilen.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Die systematische Beriicksichtigung einer aufgrund turbulenter Atmosphé-
renverhéltnisse fluktuierenden Temperatur bei der Untersuchung von Staub-
kondensation sowie Anlagerungs- und Verdampfungsprozessen beim Wachs-
tum von Graphitkdrnern in kiithlen, kohlenstoffreichen stellaren Winden fiithrt
zu dem Ansatz, den gemeinsamen Verlauf der Temperaturentwicklung und
der Bildung von Kohlenstoffclustern als einen stochastischen Prozefl zu for-
mulieren.

Unter der begriindeten physikalischen Annahme der Markov-Eigenschaft
dieses Prozesses 148t sich ein System von Fokker-Planck-Gleichungen herlei-
ten, als dessen Losung sich die Wahrscheinlichkeit ergibt, zu einem gege-
benen Zeitpunkt bestimmte Werte der Temperatur und der Staubbildung
anzutreffen. Fiir eine auf die untersuchte Situation bezogene konkrete For-
mulierung dieses Gleichungssystems ist die Ubergangswahrscheinlichkeit des
Markov-Prozesses physikalisch begriindet anzusetzen. Unter der Annahme
einer Separierbarkeit der Ubergangswahrscheinlichkeit aufgrund des Ver-
nachléssigens der Riickwirkung der Staubbildung auf die Ursachen der Fluk-
tuationen wird einerseits die Temperaturkomponente durch Losung einer
die Fluktuation statistisch beschreibenden stochastischen Differentialglei-
chung als Ornstein-Uhlenbeck-Prozefl bestimmt; andererseits ergibt sich die
Proze(komponente der Staubentwicklung mithilfe des deterministischen Sy-
stems der Momentengleichungen fiir Staubbildung.

Unter Setzung geeigneter Anfangs- und Randbedingungen kann das Pro-
blem bei Vorgabe eines Windmodelles einer numerischen Behandlung zu-
gefithrt werden. Die so erhaltenen Losungen liefern fiir die Erwartungswerte
der Zufallsvariablen als Ergebnis insbesondere (fiir voll ausgepriagte Turbu-
lenzverhéltnisse): (a) Bedingt durch die Temperaturfluktuationen setzt die
effektive Bildung von Staub deutlich friiher, ‘turbulenzgetrieben’ im stella-
ren Wind ein. (b) Der Bereich der Sternatmosphére, innerhalb dessen sich
Staubbildung und -wachstum /-verdampfung vollziehen, ist bei zunehmen-
der Fluktuation deutlich ausgedehnter als im nicht-stochastischen Fall. In-
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76 KAPITEL 7. ZUSAMMENFASSUNG

nerhalb dieser ‘fluktuations-geprigten’ Zone hingt der Verlauf der Losun-
gen von der GroBe der Temperaturstandardabweichung ebenso ab wie von
der Korrelationslénge; insbesondere entstehen iiberwiegend durchschnittlich
rasch grofle Korner, deren weiteres Wachstum dann von den spezifischen
Turbulenzbedingungen abhiéingt. (¢) Wéhrend der makroturbulente Grenz-
fall in ein quasideterministisches Verhalten {ibergeht, prigen sich im Falle
der Mikroturbulenz die charakteristischen Fluktuationseffekte in Abhéngig-
keit von der Temperaturstreuung voll aus.

Die Untersuchungen zur astrophysikalischen Staubbildung unter fluktuie-
renden Temperaturbedingungen haben mithin ergeben, daf} irregulire Tem-
peraturschwankungen einen erheblichen Einflul auf Bildung und Wachs-
tum von Staub in stellaren Winden ausiiben. Es ist daher fiir zukiinftige
Forschungsschritte angezeigt, weitere Einfliisse der Turbulenzbedingungen
in einer Sternatmosphére in die Modelle fiir Staubbildung und -wachstum
einzubeziehen. Neben dem Weggang von den in unserem Prototyp gege-
benen Vereinfachungen (unter Aspekten der Chemie, Hydrodynamik und
des Strahlungstransportes) ist v.a. zu denken an eine ebenfalls stochasti-
sche Behandlung auch anderer Parameter des stellaren Windes (Dichte etc.)
sowie an eine Berechnung der involvierten Chemie unter Fluktuationsbedin-
gungen. Beides ist methodisch in der Linie des in dieser Arbeit entfalteten
Zuganges moglich.



Anhang A

Mathematische Begriffe

Wahrscheinlichkeitsmafl, Wahrscheinlichkeitsraum'

Definition A.1 Fin System A von Teilmengen einer Menge Q2 heifst o-Algebra in
Q, wenn gilt:

. QeAd;
ii. Ac A=>C0Aec A ;

iii. U An € A fir jede Folge (Ap)nen von Mengen aus A.
n=1

Definition A.2 FEine Funktion P: A — [0,1] heifit ein Wahrscheinlichkeitsmaf
(W-Map) auf einer o-Algebra A in Q, wenn gilt:

i. P(0)=0;

ii. P(J An) = >, P(Ay) fir jede Folge (An)nen paarweise disjunkter Mengen
n=1 n=1
aus A ;

iii. P(Q) =1 .

Definition A.3 1. Ein Paar (Q,A) einer Menge 2 und einer o-Algebra A in
Q heifit mefsbarer Raum, die Elemente von A mejf$bare Mengen.

2. Seien (Q1,41), (Q2,A2) mefibare Riume. Eine Abbildung f: Q1 — Qo heifst
mefSbar, wenn fiir alle Ay € Ag gilt: f~1(A2) € Ay .

3. Ein Tripel (Q, A, P) heiffit Wahrscheinlichkeitsraum (W-Raum), wenn Q # 0,
(Q,A) ein mefbarer Raum und P ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf A sind.

Die Elemente von A heiffen Ereignisse.

'Vgl. hierzu und zu den folgenden Begriffen dieses Anhangs z. B. [Bauer 1], [Baier 97
und [Arnold 73]

7
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Zufallsvariable

Definition A.4 FEine meflbare Abbildung X: (Q, A, P) — (R™ B") von einem
W-Raum in den mefbaren Raum (Zustandsraum) (R™,B") heifit Zufallsvariable.?

Wahrscheinlichkeitsdichte

Definition A.5 1. Ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ P auf einem meflbaren Raum
(Q,A) heifit absolut stetig beziiglich eines Mafles p auf (Q,A), falls alle p-
Nullmengen aus A auch P-Nullmengen sind.

2. Lemma: Ein W-Maf8 P auf (R™,B") ist genau dann absolut stetig beziiglich
des Lebesgue-Mafles \™, wenn eine Lebesque-integrierbare nicht-negative Funk-
tion f: R™ — R existiert, so daff P gegeben ist durch

P = [xafar (—: [ @ dw")

f ist bis auf A\"-Nullmengen eindeutig bestimmt.3
f heifit (Lebesgue-)Dichte bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte von P.

3. Fine Zufallsgrifie X auf einem W-Raum (2, A, P) mit Zustandsraum (R™, B™)
heif§t absolut stetig, wenn seine Verteilung Px absolut stetig ist beziiglich \™.

Momente von Zufallsvariablen

Definition A.6 X = (Xi,... ., X)) undY = (Y1,...,Y,) seien R™-wertige Zu-
fallsgrofien auf (2, A, P).

1. Xy,...,X, seien P-integrierbar; dann heifit

E(Xl) Z:/Xl dP := /X1 dP
Q

Erwartungswert von X1. Ferner sei
E X,

E(X):/XdP: :
E X,

2. Ist B(X?) < oo, so heifit Var(Xy) := E ((X1 - E(Xl))2> Varianz von Xy,
\/ Var(X;) Streuung bzw. Standardabweichung.
3. IstE(X?), E(X3) < oo, so heift

Cov(X1,X2) = E((X1;—-E(X1))(X2 —E(X3y)))

= E(X1Xy) - E(X;) E(Xy)

2Hierbei bezeichne B" die von den offenen Mengen des R™ erzeugte o-Algebra der
Borelschen Mengen. S. [Baner 97] §6.

3Der Beweis ergibt sich als Spezialfall des Satzes von Radon-Nikodym; s. [Baner 97|
§17.
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Covarianz von X1 und Xy. Ist Cov(X71,X2) = 0, nennt man X, und Xo
unkorreliert.

Die symmetrische und nicht-negativ definite n x n-Matriz Cov(X)Y) =
(Cov(X,,Y;)) heifit Covarianzmatriz von X und Y, wobei speziell Cov X :=
Cov(X,X).

4. Ist die Zufallsgrifie Xfl oo XEn (K, ... Kk, € N, geeignet) P-integrierbar,
s0 heift B(XF ... X5 das (ki,... , kn)-te gemischte Moment von X bzw.
X1,...,X, der Ordnung k1 + -+ + ky; das n-te Moment von X; — E(X;)
heifit n-tes zentrales Moment von X;.

Statistische Unabhingigkeit
Definition A.7 (2, A, P) W-Raum.

1. Ereignisse Ay, ..., A, € A heiflen statistisch unabhingig, wenn gilt:
P(AiU---UA,) =P(Ay)---P(A4,) . (A1)
2. Unter-o-Algebren Ay, ..., A, von A heifflen unabhdngig, wenn fiir jede mogli-
che Wahl von Ereignissen A; € A; (i =1,... ,n) (A1) gilt.

3. Zufallsgriflen X;: (2, A, P) — (2;,4;) (i = 1,...,n) heiflen unabhdingig,
wenn die von ihnen erzeugten o-Algebren A; = A(X;) in A unabhingig sind.

4. Beliebige Familien (A;)icr, (Ai)ier bzw. (X;)icr heifflen unabhingig, wenn
fiir jede Wahl je endlich viele Ereignisse, o-Algebren bzw. Zufallsgriffen aus
der Familie unabhdngig sind.

Bedingter Erwartungswert

Der bedingte Erwartungswert ist charakterisiert durch:
1. Fiir gegebenes X und C ist E(X |C) eine R™-wertige Funktion von w € Q.
2. E(E(X|C)) =E(X).
3. Im Falle der stirksten Vergroberung, C := {0,Q}, gilt f.s. E(X |C) = E(X).

4. Sind X und C unabhéngig, folgt E(X |C) = E(X).

Aquivalenz stochastischer Prozesse

Definition A.8 Zwei stochastische Prozesse (Xi)ier und (Xt)te] auf einem W-
Raum (2, A, P) mit derselben Parametermenge und gleichem Zustandsraum heiflen

dquivalent, wenn gilt:

P({w; X (w) = Xy (w)}) =1 fir jedest € I .
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Markov-Prozef

Satz A.9 Flir einen Markov-Prozef3 (Xt)t€R0+ mit Zustandsraum (R™, B™) auf ei-

nem W-Raum (2, A, P) gelten folgende zur Markoveigenschaft (2-10) dquivalenten
Bedingungen fast sicher:

i. P(A|A([0,t1]) = P(A|Xy,) fiir alle 0 <ty <ty und A € A([t2,00));

ii. E(Y|A([0,t1]) = E(Y | X¢,) fiir alle 0 < t1 < to sowie A([t2,00))-mefSbaren
und integrablen Y ;

19, P(Al ﬂAngt) = P(A1|Xt)P(A2|Xt) fir alle 0 < t; <t < tg, A7 €
A([0,t1]) und Az € A([t2,00)) ;

w. P(X; € B| X4,,...,X,)=P(Xy € B|Xy,) firallen>1, 0<t; <--- <
t, <tund BeB".*
Konstruktion eines Markov-Prozesses

Zur Durchfithrung der Bildung eines Markov-Prozesses geméfl Satz (B-I9) sei in-
nerhalb einer (etwa entlang der physikalischen Zeitfolge) totalgeordneten Parame-
termenge: 0 <t <ty < -+ <t,, (m € N); sei ferner

thv'“vtwl,(Bl X X Bm) =

/// P(tmflawmflytmyBm>P(tmf2;wm727tmfl7d$m71)"'

R™ By B,

-+ P(0, 0,1, dz1 ) Py, (d)

mit By,...,B, € B". Fir eine beliebige endliche Parameterfamilie Z,(),...,

to(m) € Ry, o Permutation auf {1,...,m}, sei durch ordnende Riickpermutati-
-1

ono '

Vs (By X -+ X Bp) :=

bo (1) o (m)

Vtg oo st (Bo=1(1) X -+ X Bo-1(m)) (fiir alle m € N)

Man erhélt damit offensichtlich konsistente endlich-dimensionale Verteilungen,
aus denen sich mit dem Fundamentalsatz von Kolmogorov ein bis auf stochastische
Aquivalenz eindeutiger stochastischer ProzeB ergibt, der ein Markov-Prozef mit
den geforderten Eigenschaften ist.®

Rein zufillige Prozesse

Definition A.10 FEin stochastischer Prozefs heifit rein zufillig, wenn fiir seine end-
lich-dimensionalen Verteilungen gilt:

n
pn(t1, ;... ;tn,wn)znpl(ti,wi) (n €N).
i=1

“Beweis s. [Doob 6] chap. 11, §6.
58, [ATnald 73] Satz 2.2.5 und [Bauer 9l] Satz 42.9.
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Gauflverteilung, Gauf3-Prozef3

Definition A.11 i. Fir Konstanten a € R und o > 0 heifst ein W-Maf
N(a,0?) auf (R,B) eine Normal- bzw. Gaufverteilung, wenn es die Wahr-
scheinlichkeitsdichte

_ (a':—a)2

Goo2 = (2002) 77 ¢ 22 (A.2)

besitzt.

1. Ist das von einer reellen Zufallsgrofie X induzierte W-Maf$ eine GaufSvertei-
lung N(a,0?), so heift X eine Gauf-verteilte Zufallsgripe.b

iii. Ein W-Maf Np(m,C) auf (R™, B™) mit m € R™ und einer symmetrischen,
positiv definiten n x n-Matriz C heifit Gaufs-Maf$ mit Dichte g, wenn fir alle

x € R" gilt:
N,(m,C) = g\" | mit
1\"? s 1
g(ﬂ:) _ <277> (det C)*E exp <2(:c — m)tC’*l(:c — m)> 7

iv. Fin reeller stochastischer Prozefl (Xi)icr heifit Gauf-Prozef, wenn jede sei-
ner endlich-dimensionalen Verteilungen ein Gauf-Maf ist.

v. Fir einen Gauf-Prozef (Xi)ier heifflen die Funktionen m: I — R, m(t) :=
E(Xy) bzw. p: I x I — R, p(s,t) := Cov(X,,X;) die Erwartungs- bzw. Co-
varianzfunktion des Prozesses.

Ein Gauf}-Prozef} ist durch seine Erwartungs- und Covarianzfunktion bis auf
Aquivalenz eindeutig festgelegt.®

Wiener-Prozef3

Definition A.12  FEin n-dimensionaler homogener Markov-Prozefs (Wt)te[o,oo)
heifit Wiener-ProzefS, wenn fir seine (stationdre) Ubergangswahrscheinlichkeit P

gilt:

— Nn(ﬁﬂ,tEan) fu’f’t >0
P(t,,) = { Xa(*) fiirt =0

W, ist das mathematische Modell der standardisierten Brownschen Bewegung
eines freien Partikels und kann dquivalent so gewéhlt werden, dafl die Realisierungen
fast sicher stetig sind. W; ist Gauf3sch mit:

EWy) = 0 und

Cov(Ws, W) = min(s,t) Enxn - (A.3)

Bs gilt dann: E(X) = a und Var(X) = o2.

"Eine dieses MaB induzierende Zufallsgrofe X ist dann GauB-verteilt, mit E(X) = m
und Cov X = C; S. [Hauer 91} §3O

8S. [Bauer ul] §43.
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Der Wiener-Prozef§ hat unabhéngige Zuwéchse, d.h. fiir je endlich viele Zeit-
punkte 0 = ¢y < t; < --- < t; sind die ZufallsgroBen Wy, Wy, — Wo, Wi, — Wy, ...,
W, — Wy, _, unabhéingig. Fiir alle s < ¢ haben die Zuwéchse W; — W die nur von
t — s abhingigen Verteilungen N, (0, (t — 8) Epxn).”

Spektraldarstellung

Fiir einen stationiren stochastischen ProzeB (X;)icr , mit X; € L? (f.a. t € R) und

Quadratmittel-Stetigkeit %imE (| X — XS|2) = 0, existiert eine n x n-Matrix-wer-
—s

tige Abbildung F' mit den Eigenschaften

i. F(ug) — F(u1) nicht-negativ definit (u; < ug beliebig),
ii. spur(F(c0) — F(—00)) < 00,
so daf} die Covarianzmatrix des Prozesses die Darstellung

C(t):/eit“dF(u) , —00 <t < oo

— 00

besitzt. F' gibt die Frequenzen der am ‘Aufbau’ von X; beteiligten harmonischen
Schwingungen an. Existiert eine Dichte von F', so heifit sie Spektraldichte von X;.

Diffusionsprozef3

Satz A.13 Ist die stochastische Differentialgleichung'®

dX, = f(t.X,)dt+ G(t,X,)dW,

Xy, = ¢ ) (A.4)

mit t, <t < t., f(t,x) € R™ mefbar, W, € R™, G(t,x) n X m-matrizwertige
mefbare Funktion, ¢ eine R™-wertige Zufallsgrifie, eindeutig losbar'' und sind f
und G stetig in t, so gilt:

1. Die Lisung X; ist ein sog. n-dimensionaler ‘Diffusionsprozefs’ in [to,te], d. h.
fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit dieses Markov-Prozesses (mit fast sicher
stetigen Realisierungen) gilt fiir jedes s € [to,te), © € R™ und & > 0:

1
i
(a) tlinslt—s

ly—x|>e

(b) es gibt eine R™-wertige Funktion f(s,x) (‘Driftvektor’) mit

. 1
lim
tlst—s

/ (y - @)P(s,xt,dy) = f(s.x)

ly—z|<e

9Vgl. [Banier 91| §40 und [Arnald 73] Kap. 3.1.

1074 den Konzepten des It6-Integrals und der stochastischen Differentialgleichungen s.
z. B. [Arnold73].

13, die Voraussetzungen hierfiir in [Arnald 73] Satz 6.2.2.
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(c) es gibt eine n x n-matrizwertige Funktion B(s,x) (‘Diffusionsmatriz’)
mit

. 1
lim
tls t—s

/ (y - )y — x)'P(s, 2.1, dy) = B(s.x)

ly—z|<e
2. Fir X, sind f(-,-) = f(-;7) und B(-,-) = G(-,) G'(-,-) .12

Ist p(s, x, t,y) die Ubergangswahrscheinlichkeitsdichte des so erhaltenen Diffusi-
onsprozesses und sind die Regularitdtsvoraussetzungen wie in Abschnitt P23 erfiillt,
so ergibt sich unmittelbar, dafl p(s,x,t,y) fir s < t (s und t fest) Fundamen-
tallosung der Fokker-Planck-Gleichung (bzw. Vorwiirts-Kolmogorov-Gleichung) ist,
d. h. es gilt:

n

n n 2
Z*;%W’MQZZ C{,) - (Bij(ty)p) =0 (A.5)

127um Beweis des Satzes s. [Arnald 73] Kap. 9.3.
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Anhang B

Weitere Abbildungen
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rendem o : oben links o = 0,4 ; oben rechts a = 0,5; unten links a = 0,6.
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Abbildung B.6: Staubbildung und -wachstum unter Temperaturfluktuatio-
nen bei verschiedenen Massenverlustraten und variierendem o: oben links
M = 2-107°Mg/yr; oben rechts M = 5 - 107°Mg/yr; unten links
M=9-10"%Mg/yr.
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