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Abstra
t

The obje
tive of the present study is the identif
ation of the in�uen
ing fa
-

tors on the 
ombined heat and mass transfer by using an analyti
al solution

with te
hni
ally more realisti
 boundary 
onditons. This analyti
al solution


an then be used to vary the design of heat and mass ex
hangers for a given

working �uid with respe
t to the ex
hanger e�e
tiveness or to 
ompare di�er-

ent working �uids for a given design of the ex
hangers.

In the present study a physi
al �lm model is derived from the di�erential en-

ergy and 
omponent balan
es for a laminar falling �lm. The obtained partial

di�erential equations are solved by means of the Lapla
e transform for a

diabati
 wall boundary 
ondition.

The obtained analyti
al solutions are used to 
al
ulate heat and mass �uxes

from the evolving temperature and mass fra
tion pro�les as a fun
tion of the


hara
terizing dimensionless numbers for a typi
al working �uid of aqueous

lithiumbromide.

A 
omparison with available experimental data reveals ex
ellent agreement

despite the strong simpli�
ations espe
ially in terms of �lm �ow, assumption

of 
omplete wetting of the tubes et
..

With the analyti
al solution for the diabati
 wall boundary 
ondition the great

spread of the experimentally determied heat transmission and mass transfer


oe�
ients published in literature is 
omprehensible and reprodu
ible for the

single tube 
al
ulation for typi
al varying inlet 
onditions of aqueous lithium-

bromide tri
kled onto horizontal tubes.

In a te
hni
ally typi
al range of 0, 005 <Γ̇< 0, 05 kg/(ms) for the irrigation

density, the analyti
al solution yields mean mass transfer 
oe�
ients in the

range of β̄ ≈ 0, 08−0, 18 m/h as well as mean heat transmission 
oe�
ients of

k̄ ≈ 0, 18− 1, 25 kW/(m2K) depending on the temperatur di�eren
e between

the solution inlet temperature and the 
ooling water temperature.





Zusammenfassung

Ziel dieser Arbeit ist, die grundlegenden Abhängigkeiten und Ein�usspara-

meter auf den gekoppelten Wärme- und Sto�transport in Absorptionswärme-

wandlern mit Hilfe analytis
her Funktionen für te
hnis
h mögli
hst realistis
he

Randbedingungen zu bes
hreiben. Diese analytis
he Lösung kann ans
hlieÿend

als Auslegungswerkzeug für die Wärme- und Sto�übertrager für eine mögli
hst

e�ektive Ausnutzung der bereitgestellten Übertragungs�ä
he sowie für Verglei-


he vers
hiedener Arbeitsmedien untereinander herangezogen werden.

Im Rahmen dieser Arbeit werden die si
h aus dem physikalis
hen Filmmo-

dell für laminar berieselte Horizontalrohre ergebenden partiellen Di�erenti-

alglei
hungen für den Energie- und Sto�transport mit Hilfe der Lapla
e-

Transformation für die te
hnis
h typis
he thermis
he Randbedingung der dia-

baten Wand im komplexen Lapla
e-Berei
h gelöst und zurü
k transformiert.

Die so erhaltenen Lösungen werden verwendet, um am Beispiel wässriger Li-

thiumbromidlösung, einem typis
hen Arbeitsmedium für den Einsatz in Ab-

sorptionswärmewandlern, die Wärme- und Sto�stromdi
hten aus den si
h ent-

wi
kelnden Temperatur- und Massenanteilspro�len zu bere
hnen und deren

Abhängigkeit von den bestimmenden dimensionslosen Kenngröÿen zu ermit-

teln.

Ein Verglei
h mit experimentell ermittelten Daten zeigt sehr gute Übereinstim-

mungen trotz der teilweise starken Vereinfa
hungen des Riesel�lmmodells, z.B.

der sehr starken Vereinfa
hung der Filmströmungsverhältnisse, der Annahme

kompletter Benetzung der Rohre et
..

Mit der in dieser Arbeit präsentierten analytis
hen Lösung für die diabate

Wand lässt si
h anhand einer Einzelrohrbetra
htung die groÿe Bandbreite der

in der Literatur verö�entli
hten, experimentell ermittelten Wärmedur
h- und

Sto�übergangskoe�zienten für mit wässriger Lithiumbromidlösung berieselte

Horizontalrohre na
hvollziehen.

Mit Hilfe der analytis
hen Lösung ergeben si
h bei der Variation der Beriese-

lungsdi
hte von 0, 005 <Γ̇< 0, 05 kg/(ms) mittlere Sto�übergangskoe�zien-

ten von β̄ ≈ 0, 08 − 0, 18 m/h sowie abhängig von der Temperaturdi�erenz

des Kühlwassers zu der Salzlösungseintrittstemperatur mittlere Wärmedur
h-

gangskoe�zienten von k̄ ≈ 0, 18− 1, 25 kW/(m2K).
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Kapitel 1

Einleitung und Motivation

Seit mehreren Jahrzehnten ist die Bes
hreibung des gekoppelten Wärme- und

Sto�transports bei der ni
ht-isothermen Dampf- und Gasabsorption in Flüssig-

keiten Gegenstand ingenieurwissens
haftli
her Untersu
hungen. Die ausgiebige

Bes
häftigung mit diesem Phänomen ist dessen Komplexität ges
huldet, wel-


he je na
h Detailgrad der physikalis
hen Modellierung unters
hiedli
h komple-

xe mathematis
he Modellglei
hungen erfordert. Darüber hinaus ergibt si
h in

Abhängigkeit von der Form dieser Modellglei
hungen die Notwendigkeit neu-

er bzw. alternativer Lösungsmethoden. Die zahlrei
hen Verö�entli
hungen zu

diesem Thema unters
heiden si
h in mindestens einem der genannten Punkte,

d.h. entweder in den Modellannahmen und den si
h daraus ergebenden Unter-

s
hieden in den Modellglei
hungen oder im Lösungsverfahren der erhaltenen

Glei
hungen. Häu�g erfordert die Erweiterung der Modelle um weitere physi-

kalis
he E�ekte au
h neue Lösungsverfahren.

Killion und Garimella (2001) fassen einen groÿen Teil der bis zu diesem Zeit-

punkt verö�entli
hten Arbeiten zu den Modellen und Lösungsmethoden des

gekoppelten Wärme- und Sto�transportes mit dem Ziel zusammen, aus ihrer

Si
ht notwendige Fors
hungsgebiete bei der Riesel�lmabsorption abzuleiten.

Na
h ihren S
hlussfolgerungen gehören hierzu unter anderem die intensive-

re Untersu
hung der Hydrodynamik der Film- und Dampfströmung sowie die

Auswirkungen des Wärme- und Sto�transportes auf die Strömungsverhältnis-

se. Neben der Untersu
hung der Hydrodynamik fordern Killion und Garimella

(2001) die sorgfältige Untersu
hung der Auswirkungen der vereinfa
henden An-

nahmen bei den unters
hiedli
hen Modellierungsansätzen. In einer Zwis
hen-



2 1. Einleitung und Motivation

zusammenfassung zu den Modellen der laminaren Filmströmungen stellen Kil-

lion und Garimella (2001) fest, dass viele der von ihnen zusammengetragenen

Modelle na
h wie vor von der thermis
hen Randbedingung einer isothermen

oder adiabaten Wand ausgehen. Sie regen daher für den auslegenden Ingenieur

die Erstellung eines hilfrei
heren Modelles an, wel
hes realistis
here Wärme-

dur
hgangsmodelle für die Wand verwendet. Im glei
hen Abs
hnitt bezweifeln

Killion und Garimella (2001) jedo
h au
h, dass si
h die verfügbaren Modelle

für den laminaren Riesel�lm aufgrund der sehr starken vereinfa
henden An-

nahmen insbesondere bei der Hydrodynamik für die Auslegung von Absorbern

eignen.

Daher müssen die mit den jeweiligen Modellansätzen und Lösungsverfahren er-

haltenen theoretis
hen Ergebnisse mit verfüg- und verglei
hbaren experimen-

tellen Ergebnissen kritis
h hinterfragt und auf deren Gültigkeitsberei
h hin

untersu
ht werden. Killion und Garimella (2001) weisen auf die experimentelle

Untersu
hung lokaler Bedingungen in der Filmströmung als ein notwendiges

Fors
hungsgebiet hin, um die theoretis
hen Modelle validieren zu können.

In der vorliegenden Arbeit wird ein analytis
hes Lösungsverfahren für den ge-

koppelten Wärme- und Sto�transport im laminaren Riesel�lm vorgestellt. Die

Verwendung dieser analytis
hen Lösungsmethode bes
hränkt die physikalis
h-

mathematis
he Modellierung zwar deutli
h in Bezug auf die Filmströmungs-

verhältnisse, ermögli
ht jedo
h die Anwendung einer Wärmedur
hgangsrand-

bedingung, wel
he für die meisten te
hnis
hen Anwendungen die realistis
here

Randbedingung ist. Aufgrund der wesentli
h kürzeren Re
henzeiten im Ver-

glei
h zu komplexeren, numeris
hen Strömungssimulationen sind analytis
he

Lösungen au
h für ganze Prozesssimulationen und Parameterstudien mit mo-

deraten Re
henzeiten geeignet.

Die dieser Arbeit zu Grunde liegenden mathematis
hen Modellglei
hungen der

Transportvorgänge im laminaren Riesel�lm sind dem Stand der Wissens
haft

vorangestellt, da diese die Grundlage für sämtli
he na
hfolgenden Betra
htun-

gen und Lösungsmethoden darstellen und dieser Aufbau einen na
hfolgenden

Verglei
h zu den bisher verö�entli
hten Modellen erlei
htert. Die Herleitung

dieser Modellglei
hungen unter Anwendung der di�erentiellen Bilanzen der

Erhaltungsgröÿen verans
hauli
ht die getro�enen vereinfa
henden Annahmen

und wird daher ausführli
h erläutert.
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Im Ans
hluss an die Herleitung der Modellglei
hungen wird insbesondere auf

die Lösungsmethoden von Grigor'eva und Nakoryakov (1977) und Grossman

(1983) im Detail eingegangen, weil die von ihnen präsentierten Lösungen aus-

gehend von den glei
hen, bzw. ähnli
hen Modellglei
hungen wie in dieser Ar-

beit erhalten wurden. Ziel dieser verglei
henden Darstellung der bisherigen mit

der in dieser Arbeit präsentierten analytis
hen Lösung ist es, sowohl die ma-

thematis
hen Unters
hiede herauszuarbeiten, als au
h Ähnli
hkeiten dazu zu

verwenden, um Probleme und S
hwierigkeiten bei den bisherigen Lösungsver-

fahren zu erkennen und zu beheben (Meyer, 2014b).

Na
h dieser detaillierten Darstellung erfolgt eine zusammenfassende Darstel-

lung des Stands der Wissens
haft zur Modellbildung sowie zu den weiteren

analytis
hen Lösungen des gekoppelten Wärme- und Sto�transportes im lami-

naren Riesel�lm. Ans
hlieÿend wird das in dieser Arbeit verwendete analyti-

s
he Lösungsverfahren ausführli
h präsentiert. Die Ergebnisse der analytis
hen

Lösung werden anhand si
h entwi
kelnder Temperatur- und Massenanteilspro-

�le im Film sowie der aus diesen Pro�lverläufen ermittelten Wärme- und Mas-

senstromdi
hten präsentiert.

Abs
hlieÿend wird am Beispiel wässriger Lithiumbromidlösung, einem typi-

s
hen Absorbens, die in dieser Arbeit erhaltene analytis
he Lösung dazu ver-

wendet, Wärme- und Sto�übergangskoe�zienten als Funktion typis
her Steu-

ergröÿen im Experiment zu ermitteln. Diese werden ans
hlieÿend mit experi-

mentell bestimmten Werten vergli
hen.

Im Anhang sind sowohl kurze physikalis
he als au
h mathematis
he Hinter-

gründe, Herleitungen und Nebenre
hnungen ausgelagert, die als notwendig er-

a
htet wurden, den Lese�uss im Hauptteil der Arbeit jedo
h unterbre
hen

würden. Aus diesem Grund wird an entspre
hender Stelle im Hauptteil auf

den Anhang verwiesen.
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Kapitel 2

Modellierung

2.1 Modellvorstellung und Annahmen

Abbildung 2.1 zeigt s
hematis
h eine typis
he te
hnis
he Ausführung eines

Dampfabsorptionsprozesses, z.B. in Absorptionkälteanlagen mit wässriger Li-

thiumbromidlösung als Arbeitsmedium. Ein Salzlösungstropfen mit dem An-

fangswassermassenanteil c0 und der Anfangstemperatur T0 tri�t auf das mit

Kühlwasser dur
hströmte, horizontale Rohr. Die Salzlösung umströmt das Rohr

als dünner Film.Während der Umströmung wird an der Filmober�ä
he Dampf

absorbiert und Absorptionswärme freigesetzt. Daher steigt, wie in Abb. 2.1

qualitativ dargestellt, der Wassermassenanteil ci sowie die Temperatur Ti an

der Ober�ä
he des Films. Sowohl die Wärme- als au
h das absorbierte Wasser

werden in den Film transportiert, d.h. das Temperatur- und Massenanteil-

spro�l breiten si
h mit zunehmender Strömungslänge x2 > x1 ausgehend von

der Filmober�ä
he bei y = 0 in den Film aus. Für den in Abb. 2.1 gezeigten

Fall einer gekühlten Wand, gibt es aufgrund der niedrigeren Wandtemperatur

TW im Verglei
h zur Filmeintrittstemperatur T0 für das Temperaturpro�l ei-

ne weitere, si
h ausgehend von der Wand mit steigender Filmströmungslänge

in den Film ausbreitende Grenzs
hi
ht. Diese Transportvorgänge von Wärme

und Sto� in den Film haben ents
heidenden Ein�uss auf die weitere Absorp-

tion von Dampf an der Ober�ä
he.

Anhand eines vereinfa
hten physikalis
h-mathematis
hen Filmmodells und des-

sen analytis
her Lösung werden im Rahmen dieser Arbeit die te
hnis
hen Mög-

li
hkeiten, auf den Absorptionsprozess Ein�uss zu nehmen, erörtert.
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Abbildung 2.1: S
hematis
he Darstellung des gekoppelten Wärme- und Sto�trans-

portes im laminaren Riesel�lm mit den qualitativen Temperatur- und Massenanteil-

spro�len für zwei unters
hiedli
he Filmströmungskoordinaten x1 < x2
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Die vereinfa
henden Modellannahmen werden anhand der di�erentiellen Bilan-

zen der Erhaltungsgröÿen im laminaren Riesel�lm eingeführt und verans
hau-

li
ht. Zu Beginn werden die Vereinfa
hungen in Bezug auf die Hydrodynamik

anhand der di�erentiellen Impulsbilanz erläutert, um im Ans
hluss daran die

di�erentielle Massen-, Komponenten- und Energiebilanz im Film aufzustellen.

Die hier getro�enen Annahmen sind ni
ht speziell, sondern typis
h für das

Fa
hgebiet, wie in Kapitel 3 no
h beri
htet wird.

2.1.1 Impulsbilanz

Eine grundlegende und starke Vereinfa
hung ist die Verwendung kartesis
her

Koordinaten und die Betra
htung des Problems für eine ebene, vertikale, von

Salzlösung überströmte Platte. Darüber hinaus werden konstante Sto�eigen-

s
haften der Salzlösung vorausgesetzt.

Ganz allgemein ist der Ges
hwindigkeitsvektor des über diese ebene Wand

strömenden Films abhängig von sämtli
hen Raumkoordinaten und der Zeit

~u = f(x, y, z, t). Die Änderung des Impulses in dem in Abbildung 2.2 gezeigten

di�erentiellen, ortsfesten Bilanzvolumenelement mit der di�erentiellen Masse

dm = ρ · dxdydz ergibt si
h wie folgt:

d~I

dt
=
d(dm · ~u)

dt
=
d(dm)

dt
· ~u+ dm · d~u

dt
. (2.1)

Aufgrund der als konstant angenommenen Di
hte ρ ändert si
h die Masse des

ortsfesten, di�erentiellen Volumenelements ni
ht, wodur
h die zeitli
he Ablei-

tung der Masse d(dm)/dt vers
hwindet. Der Bes
hleunigungsvektor d~u/dt lässt

si
h wie folgt bes
hreiben:

d~u(x, y, z, t)

dt
=
∂~u

∂t
+ ux ·

∂~u

∂x
+ uy ·

∂~u

∂y
+ uz ·

∂~u

∂z
. (2.2)

Es werden stationäre, d.h. zeitli
h invariante Bedingungen vorausgesetzt, so-

dass die partielle Ableitung na
h der Zeit vers
hwindet. Des Weiteren wer-

den Konvektionsströme in z -Ri
htung, d.h. der Plattenbreite verna
hlässigt,

uz = 0, weshalb die Ableitung na
h dieser Raumri
htung ebenfalls entfällt.

Eine Änderung des Impulses wird dur
h die Summe der am di�erentiellen

Fluidelement angreifenden Kräfte hervorgerufen:
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=dm
︷ ︸︸ ︷

ρ · dV ·
[

ux ·
∂~u

∂x
+ uy ·

∂~u

∂y

]

=
∑

d~F . (2.3)

In Abbildung 2.2 sind die an diesem Bilanzvolumenelement angreifenden Kräf-

te dargestellt. Berü
ksi
htigt werden dabei die S
hwerkraft und die tangential

angreifenden S
hubspannungen. Jegli
he Dru
kgradienten im Film werden ver-

na
hlässigt. Wie gewöhnli
h wird der Impuls komponentenweise in den jewei-

ligen Raumri
htungen bilanziert. Die stationären Impulsbilanzen ergeben si
h

wie folgt:

x: ρ · dV ·
[

ux ·
∂ux
∂x

+ uy ·
∂ux
∂y

]

=
[
τx(y + dy)− τx(y)

]
· dxdz + ρg · dV,

(2.4)

y: ρ · dV ·
[

ux ·
∂uy
∂x

+ uy ·
∂uy
∂y

]

=
[
τy(x+ dx)− τy(x)

]
· dydz. (2.5)

Die Approximation der austretenden Ströme mit Hilfe der Taylorreihe unter

Verna
hlässigung der Glieder höherer Ordnung ergibt die di�erentiellen Im-

pulsbilanzen in x und y-Ri
htung.

Abbildung 2.2: Di�erentielles Impulsbilanzvolumenelement im laminaren Riesel-

�lm

x: ux ·
∂ux
∂x

+ uy ·
∂ux
∂y

=
1

ρ

∂τx
∂y

+ g, (2.6)

y: ux ·
∂uy
∂x

+ uy ·
∂uy
∂y

=
1

ρ

∂τy
∂x

. (2.7)

Die Salzlösung wird als Newton's
hes Fluid betra
htet und die S
hubspan-

nungen dur
h das entspre
hende Gesetz mit η als dynamis
her Viskosität be-
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s
hrieben:

x : τx = η · ∂ux
∂y

, (2.8)

y : τy = η · ∂uy
∂x

. (2.9)

Die di�erentiellen Impulsbilanzen für den Film für die in Abbildung 2.2 dar-

gestellten Kräfte lauten na
h dem Einsetzen des S
hubspannungsansatzes:

x: ux ·
∂ux
∂x

+ uy ·
∂ux
∂y

= ν
∂2ux
∂y2

+ g, (2.10)

y: ux ·
∂uy
∂x

+ uy ·
∂uy
∂y

= ν
∂2uy
∂x2

. (2.11)

Die in (2.10) und (2.11) dargestellten di�erentiellen Impulsbilanzen in Strö-

mungsri
htung x und quer zur Strömungsri
htung y stellen ni
htlineare parti-

elle Di�erentialglei
hungen zweiter Ordnung dar. Für diese Form von Di�eren-

tialglei
hungen existieren keine allgemeinen analytis
hen Lösungsmethoden.

Aus diesem Grund wird diese Form der Bewegungsglei
hungen derzeit fast

auss
hlieÿli
h mit Hilfe numeris
her Methoden gelöst, wie z.B. mittels Pro-

grammen zur Strömungssimulation.

An dieser Stelle werden weitere Vereinfa
hungen der in (2.10) und (2.11) gezeig-

ten di�erentiellen Impulsbilanzen vorgestellt, um z.B. die von Nusselt (1923)

für die Filmströmung am Berieselungskühler eingeführte analytis
he Lösung

zu erläutern.

Ausgebildete laminare Filmströmung na
h Nusselt

Nusselt (1923) betra
htet die eindimensionale Riesel�lmströmung in Ri
htung

der S
hwerkraft (Gl. (2.10)). Dabei verna
hlässigt er sämtli
he Trägheitskräfte

im Film, d.h. die linke Seite der Glei
hung (2.10) und erhält die Filmströmung

dur
h das Glei
hgewi
ht der dur
h die Wand verursa
hten Reibungskräfte und

der S
hwerkraft. Folgli
h ergibt si
h folgende gewöhnli
he Di�erentialglei
hung

für die Filmges
hwindigkeit in Strömungsri
htung x :

0 = ν
∂2ux
∂y2

+ g. (2.12)

Nusselt (1923) integrierte (2.12) zweimal und erhielt eine quadratis
he Glei-


hung in y-Ri
htung mit zwei no
h zu bestimmenden Integrationskonstanten:

ux(y) = −g
ν
· y

2

2
+ C1 · y + C2. (2.13)



10 2. Modellierung

Als Randbedingungen nimmt Nusselt (1923) vers
hwindende S
hubspannun-

gen an der Filmober�ä
he y = 0 sowie die Haftung des Fluids an der Wand

(y = δ) an:

∂ux
∂y

∣
∣
∣
∣
y=0

= 0 ⇒ C1 = 0, (2.14)

ux(y = δ) = 0 ⇒ C2 =
g

ν

δ2

2
. (2.15)

Als Ergebnis erhält Nusselt das ausgebildete Ges
hwindigkeitspro�l für den

laminaren Riesel�lm:

ux(y) =
g

ν

δ2

2

(

1−
(y

δ

)2
)

. (2.16)

Die si
h unter diesen Bedingungen einstellende Filmdi
ke hängt vom auf der

Breite der Wand B aufgegebenen Massenstrom an Salzlösung ab. Mit die-

sem bestimmte Nusselt (1923) über eine Integration über die no
h unbekannte

(Nusselt's
he) Filmdi
ke δ ebendiese:

Ṁx=0 = ρ · B ·
∫ δ

0

ux(y)dy = ρ · B · g
ν
· δ

3

3
. (2.17)

Die Filmdi
ke lässt si
h somit aus der auf die Breite der Wand bezogenen

Volumenstromberieselung Γ̇V und der kinematis
hen Viskosität der Salzlösung

ν bestimmen:

δ = 3

√
3 · ν
g

· Γ̇V mit Γ̇V =
Ṁx=0

ρ · B = ū · δ. (2.18)

Somit sind die mittlere Filmges
hwindigkeit ū und die maximale Filmges
hwin-

digkeit umax bestimmt:

ū =
1

3

g

ν
δ2, (2.19)

umax = u(y = 0) =
1

2

g

ν
δ2 =

3

2
ū. (2.20)

Vorgreifend auf folgende Kapitel zur Entdimensionierung wird die Nusselt's
he

Ges
hwindigkeitsglei
hung (2.16) dur
h Einführung entdimensionierter Varia-

blen vereinfa
ht:

η =
y

δ
, (2.21)

Ω =
u(y)

ū
, (2.22)

Ω(η) =
3

2

(
1− η2

)
. (2.23)
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Abbildung 2.3 zeigt den Verlauf der dimensionslosen Filmges
hwindigkeit Ω

aufgetragen über der dimensionslosen Filmdi
kenkoordinate η. Die gestri
hel-

te Linie bei Ω = 1 stellt die mittlere dimensionslose Filmges
hwindigkeit dar,

da mit ū entdimensioniert wurde. Abbildung 2.3 ist gemäÿ dem in Abb. 2.1

eingeführten Koordinatensystem ausgeri
htet. Auf der re
hten Seite des Dia-

gramms bei η = 0 (y = 0) be�ndet si
h die freie Filmober�ä
he, wel
he mit

der maximalen Filmges
hwindigkeit strömt Ω(η = 0) = 3/2. Auf der linken

Seite des Diagramms bei η = 1 be�ndet si
h die Wand. Der Wandhaftungsbe-

dingung zufolge beträgt die Filmges
hwindigkeit an dieser Stelle u(y = δ) = 0,

d.h. Ω(η = 1) = 0.

00,10,20,30,40,50,60,70,80,91

0

0,5

1

1,5

2
η

Ω

Abbildung 2.3: Entdimensioniertes Ges
hwindigkeitspro�l der Riesel�lmströmung

na
h Nusselt (1923)

Annahme einer konstanten mittleren Filmges
hwindigkeit ū

Wie in Abbildung 2.3 gut zu erkennen, führt die Annahme einer konstanten

mittleren Filmges
hwindigkeit ū im Verglei
h zum Nusselt's
hen Ges
hwindig-

keitspro�l zu einer Übers
hätzung der Filmges
hwindigkeit in Wandnähe und

zu einer Unters
hätzung an der Filmober�ä
he. Dabei führt die Übers
hätzung

der Filmges
hwindigkeit in der Nähe der Wand zu einer Verzerrung insbeson-

dere des Wärmetransportes. Der konvektive Wärmetransport wird dur
h die

Annahme einer konstanten Filmges
hwindigkeit in der Nähe der Wand über-

s
hätzt.

Ni
htsdestotrotz wird aus Gründen der analytis
hen Lösbarkeit und der mathe-
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matis
hen Stabilität der erhaltenen Lösungen die Annahme einer konstanten

mittleren Filmges
hwindigkeit getro�en. Diese mittlere Filmges
hwindigkeit

wird mittels der Glei
hung (2.19) bestimmt und basiert daher auf Nusselt's

Ansatz.

Mit dieser Annahme einhergehend ist die Invarianz des auf die Wand aufgege-

benen Massenstroms sowie der Filmdi
ke δ während des gesamten Absorpti-

onsvorganges. Die vom Film absorbierte Masse wird dur
h die Annahme einer

konstanten Filmges
hwindigkeit und damit au
h Filmdi
ke inhärent verna
h-

lässigt.

2.1.2 Bilanz normal über die Systemgrenzen transpor-

tierter Erhaltungsgröÿen

Abbildung 2.4 zeigt ein di�erentielles Bilanzvolumenelement in der Filmströ-

mung in kartesis
hen Koordinaten. Die Pfeile stellen hierbei die Stromdi
hten

Abbildung 2.4: Di�erentielles Bilanzvolumenelement im laminaren Riesel�lm in

kartesis
hen Koordinaten für normal über die Systemgrenzen transportierte Erhal-

tungsgröÿen

einer beliebigen Erhaltungsgröÿe dar, wel
he normal über die Systemgrenzen

transportiert wird. Wie bereits bei der di�erentiellen Impulsbilanz erläutert,

wird das Problem als zweidimensional betra
htet und alle Ströme in Film-

breite verna
hlässigt. Unter Voraussetzung stationärer Verhältnisse wird die

Erhaltungsgröÿe j, z.B. Masse oder Energie, bilanziert:

0 =
[
j(x)− j(x+ dx)

]
· dydz +

[
j(y)− j(y + dy)

]
· dxdz. (2.24)



2. Modellierung 13

Mit Hilfe der Taylorreihenentwi
klung, unter Verna
hlässigung der Terme hö-

herer Ordnung, werden die jeweiligen Austrittsstromdi
hten approximiert:

j(x+ dx) = j(x) +
∂j

∂x
· dx, (2.25)

j(y + dy) = j(y) +
∂j

∂y
· dy. (2.26)

Werden die so approximierten Austrittsstromdi
hten in die Bilanz (2.24) ein-

geführt, ergibt si
h eine stationäre Bilanzformel für Erhaltungsgröÿen, wel
he

normal, d.h. vertikal in das Bilanzelement strömen:

0 = −∂jx
∂x

− ∂jy
∂y

. (2.27)

Eine Änderung der Stromdi
hten in x -Ri
htung wird dur
h eine glei
h groÿe,

entgegengesetzte Stromänderung in y-Ri
htung ausgegli
hen, weil eine Akku-

mulation der Erhaltungsgröÿe im Bilanzraum aufgrund der Stationarität aus-

ges
hlossen ist.

2.1.3 Gesamtmassenbilanz

Unter Verwendung der für den Riesel�lm unter diesen Bedingungen im orts-

festen Bezugssystem allgemeinen stationären Bilanzformel (2.27) werden die

jeweiligen Massenstromdi
hten formuliert. Der Gesamtlösungsmassenstrom er-

folgt konvektiv, d.h. für die Massenstromdi
hte der jeweiligen Raumri
htung

ergibt si
h:

jm,x = ρ · ux, (2.28)

jm,y = ρ · uy. (2.29)

Da die Di
hte als konstant betra
htet wird, bleiben ledigli
h die Ableitungen

der Filmges
hwindigkeiten als di�erentielle Gesamtmassenbilanz übrig:

0 = −∂ux
∂x

− ∂uy
∂y

. (2.30)

Da wie oben erläutert von einer konstanten, homogenen Strömungsges
hwin-

digkeit in x -Ri
htung ausgegangen wird, vers
hwindet die Ableitung ∂ux/∂x

und somit au
h die Ableitung ∂uy/∂y.



14 2. Modellierung

2.1.4 Komponentenbilanz

Der Massenstrom einer Komponente über die Systemgrenze kann einerseits

konvektiv, andererseits di�usiv (Vgl. A.1) erfolgen. Im Folgenden wird c als

der Massenanteil des Absorbats in Bezug auf die Gesamtmasse der Salzlösung

verwendet:

c =
mAbsorbat

mLsg,ges

. (2.31)

Die Transportgesetze für die Massenstromdi
hte an Absorbat über die System-

grenzen lauten demna
h:

jA,x = jA,x,konvektiv + jA,x,diffusiv = ρ ·
(

ux · c(x, y)−D · ∂c(x, y)
∂x

)

, (2.32)

jA,y = jA,y,konvektiv + jA,y,diffusiv = ρ ·
(

uy · c(x, y)−D · ∂c(x, y)
∂y

)

. (2.33)

Wie in Abs
hnitt 2.1.3 bes
hrieben, wird von einer homogenen, konstanten

Filmges
hwindigkeit ux = ū ausgegangen und die transversale Filmges
hwin-

digkeit verna
hlässigt uy = 0. Des Weiteren wird der di�usive Massentransport

in Strömungsri
htung x im Verglei
h zum konvektiven verna
hlässigt:

ux · c(x, y) >> −D∂.c(x, y)
∂x

. (2.34)

Werden die so vereinfa
hten Transportgesetze in (2.27) eingesetzt, ergibt si
h

die di�erentielle Komponentenbilanz des Absorbats im Film zu:

ūx ·
∂c

∂x
= D · ∂

2c

∂y2
. (2.35)

2.1.5 Energiebilanz

Der Energietransport im Film erfolgt sowohl konvektiv als au
h konduktiv

dur
h Wärmeleitung. Somit lauten die Energiestromdi
hten für die jeweilige

Raumri
htung:

jE,x = jE,x,konvektiv + jE,x,konduktiv = ρ ·
(

ux · h(T (x, y), c(x, y))− λ · ∂T
∂x

)

,

(2.36)

jE,y = jE,y,konvektiv + jE,y,konduktiv = ρ ·
(

uy · h(T (x, y), cp(x, y))− λ · ∂T
∂y

)

.

(2.37)
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Die Salzlösung wird als reine, ideale Flüssigkeit betra
htet und deren spe-

zi�s
he Enthalpie h deshalb über die Zustandsglei
hung der reinen, idealen

Flüssigkeit bestimmt und Mis
hungse�ekte verna
hlässigt. Unter der Annah-

me konstanten Dru
ks im Film ergibt si
h die Enthalpie der reinen, idealen

Flüssigkeit als Funktion der Temperatur mit cp als der spezi�s
hen Wärmeka-

pazität der Salzlösung:

dh = cp · dT + v · dp
︸ ︷︷ ︸

=0

. (2.38)

Aufgrund der ni
ht vorhandenen transversalen Ges
hwindigkeit uy = 0 entfällt

wiederum der konvektive Energietransport in y-Ri
htung. Die Wärmeleitung

in Strömungsri
htung x wird gegenüber dem konvektiven Energietransport ver-

na
hlässigt:

ux · h(T (x, y), c(x, y)) >> −λ∂T
∂x

. (2.39)

Dur
h Einsetzen der so vereinfa
hten Energiestromdi
hten in (2.27) ergibt si
h

folgende di�erentielle Energiebilanz:

ūx ·
∂T

∂x
=

λ

ρ · cp
︸ ︷︷ ︸

=a

·∂
2T

∂y2
. (2.40)

Zusammenfassung der Modellannahmen

Das in dieser Arbeit untersu
hte physikalis
he Filmmodell entspri
ht dem von

Nakoryakov et al. (1997). Es wird eine über die transversale Koordinate y

konstante, mittlere Filmströmungsges
hwindigkeit ū angenommen. In trans-

versaler Ri
htung wird auss
hlieÿli
h molekularer Transport in Form von Dif-

fusion und Wärmeleitung berü
ksi
htigt. In der Filmströmungsri
htung wird

auss
hlieÿli
h konvektiver Sto�- und Energietransport betra
htet.

2.2 Entdimensionierung der Modellglei
hungen

Die Einführung dimensionsloser Variablen wird übli
herweise zur Reduktion

der Anzahl der unabhängigen Parameter des Problems verwendet.

Die hier verwendeten De�nitionen der dimensionslosen Gröÿen (2.41),(2.42)

wurden von Nakoryakov et al. (1997) sowie (2.43),(2.44) von Grossman (1983)
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übernommen, weil die Entdimensionierung mit der Temperatur T0 und dem

Absorbatmassenanteil c0 am Eintritt der Salzlösung si
h insbesondere für die

Lösung im Lapla
e-Berei
h als vorteilhaft erweisen:

η =
y

δ
, (2.41)

ξ =
x

δ

a

ūδ
=
x

δ

λ

ūδρcp
=
x/ẇ

δ/λ
mit ẇ = ūδρcp = Γ̇ · cp, (2.42)

Θ =
T − T0
Teq,0 − T0

, (2.43)

γ =
c− c0
ceq,0 − c0

. (2.44)

In (2.41) ist die dimensionslose Filmdi
kenkoordinate η de�niert und sie vari-

iert zwis
hen 0 an der Filmober�ä
he und 1 an der Wand. Die in (2.42) dar-

gestellte dimensionslose Koordinate ξ in Strömungsri
htung x 
harakterisiert

den Grad der Ausbildung des Temperaturpro�ls im Film an der entspre
hen-

den Stelle x. Sie kann als das Verhältnis von konvektivem x/ẇ zu di�usivem

δ/λ thermis
hen Widerstand aufgefasst werden. Die Gröÿe ẇ entspri
ht dabei

einem auf die angeströmte Plattenbreite bezogenen, spezi�s
hen Wärmekapa-

zitätsstrom. Dabei variiert ξ von 0 am Beginn des Riesel�lms (x = 0) bis ∞
bei unendli
her Länge des Riesel�lms (x→ ∞). Für berieselte Horizontalrohre

liegen die Werte für ξ beim Abtropfen der Salzlösung typis
herweise im Be-

rei
h von 0,1 bis 10.

Für die Entdimensionierung der Temperatur und des Absorbatmassenanteils

werden Glei
hgewi
htszustände der Salzlösung benötigt. In dieser Arbeit wird

der glei
he Ansatz wie bei Nakoryakov et al. (1997) einer linearen Approxi-

mation der isobaren Siedetemperatur als Funktion des Absorbatmassenanteils

zur Bes
hreibung des Phasenglei
hgewi
htes verwendet:

Teq = A− B · ceq. (2.45)

Je höher der Absorbatmassenanteil ceq ist, desto geringer ist die zugehörige

Siedetemperatur Teq. Im Kapitel 6 dieser Arbeit wird diese Approximation

diskutiert. Für moderate Salzlösungsunterkühlungen stellt si
h diese Approxi-

mation als gute Näherung heraus (Meyer und Ziegler, 2014).

Die dimensionslose Temperatur Θ wird als Verhältnis zweier Temperaturdif-

ferenzen gebildet. Der Zähler in (2.43) stellt die Di�erenz der jeweiligen Tem-
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peratur zur Eintrittstemperatur dar, wel
he ins Verhältnis mit einer Referenz-

temperaturdi�erenz gesetzt wird. In glei
her Weise wird au
h der Wassermas-

senanteil c in (2.44) entdimensioniert.

Die Temperaturdi�erenz im Nenner von (2.43) stellt die Unterkühlung bzw.

Überhitzung bei der jeweiligen Eintrittszusammensetzung dar. Dabei ist Teq,0

die zum Eintrittswassermassenanteil c0 zugehörige Glei
hgewi
htstemperatur.

Dies gilt in glei
her Weise für den Nenner des dimensionslosen Absorbatmas-

senanteils. Für diese Glei
hgewi
htswerte ergibt si
h entspre
hend:

Teq,0 = A− B · c0, (2.46)

ceq,0 =
A− T0
B

, (2.47)

mit A und B als anzupassenden Parametern.

Die im vorigen Abs
hnitt 2.1 erhaltenen Di�erentialglei
hungen gehen dur
h

Einführung der vorgestellten dimensionslosen Variablen in folgende Form über:

∂Θ

∂ξ
=
∂2Θ

∂η2
, (2.48)

∂γ

∂ξ
=

1

Le

· ∂
2γ

∂η2
. (2.49)

An dieser Stelle tau
ht die Lewis-Zahl (2.50) in der entdimensionierten Di�e-

rentialglei
hung des Absorbatmassenanteils als Verhältnis der Temperaturleit-

fähigkeit a und dem Di�usionskoe�zienten D auf:

Le =
a

D
. (2.50)

Mit der analytis
hen Lösung dieser dimensionslosen partiellen Di�erentialglei-


hungen für den Wärme- und Sto�transport im laminaren Riesel�lm bes
häf-

tigten si
h erstmals Grigor'eva und Nakoryakov (1977). Dieser Lösungsansatz,

in der neueren Fassung von Nakoryakov et al. (1997), wird im folgenden Ab-

s
hnitt vor der Zusammenfassung des Standes der Wissens
haft im Detail dar-

gestellt.
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Kapitel 3

Stand der Wissens
haft

In diesem Kapitel wird eine Auswahl der bisher in der Literatur verö�entli
hten

Modelle und Methoden für die Lösung des gekoppelten Wärme- und Sto�trans-

portes im absorbierenden, laminaren Fall�lm vorgestellt. Grundsätzli
h lassen

si
h analytis
he und numeris
he Lösungsmethoden unters
heiden. Die numeri-

s
hen Methoden erlauben dabei wesentli
h komplexere physikalis
he Modelle

als die analytis
hen Methoden und haben si
h daher und aufgrund der ver-

glei
hsweise günstigen Verfügbarkeit von Re
henkapazität in den vergangenen

Jahren dur
hgesetzt. Ni
htsdestotrotz haben au
h analytis
he Ansätze ihre

Bere
htigung, z.B. in der Lehre und, wegen der sehr kurzen Re
henzeiten,

zur Validierung neuer numeris
her Lösungsverfahren oder als Referenzfall für

numeris
he Parameterstudien. Die Mögli
hkeit der Verwendung einer den ge-

samten Filmströmungsberei
h umfassenden analytis
hen Lösung als Baustein

in einer Prozesssimulation wurde bereits in der Einleitung als Vorteil analyti-

s
her Lösungen erwähnt.

Es ist demna
h ni
ht überras
hend, dass si
h je na
h Zielstellung, Modellie-

rungstiefe sowie abhängig von dem gewählten Lösungsverfahren zahlrei
he Ver-

ö�entli
hungen zu diesem Thema �nden. In diesem Kapitel wird zu Beginn auf

andere analytis
he Lösungsmethoden sehr detailliert eingegangen, da sowohl

deren physikalis
he Modellglei
hungen denen in dieser Arbeit glei
hen (Nako-

ryakov et al., 1997) bzw. stark ähneln (Grossman, 1983).
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haft

3.1 Lösungsmethoden von Grigor'eva und Na-

koryakov

3.1.1 Fourier-Methode

Grigor'eva und Nakoryakov (1977) verö�entli
hten das erste analytis
he Mo-

dell für den gekoppelten Wärme- und Sto�transport im laminaren Fall�lm

unter Verwendung der Fourier-Methode. Die folgenden Ausführungen stel-

len eine Zusammenfassung dieser Arbeit sowie der neueren Verö�entli
hun-

gen von Nakoryakov et al. (1997) und Nakoryakov und Grigor'eva (2010) dar.

Sämtli
he Gröÿen aus diesen Quellen werden an die in dieser Arbeit verwende-

ten dimensionslosen Gröÿen angepasst. Des Weiteren werden aus Gründen der

Na
hvollziehbarkeit für den Leser weitere Zwis
hen- und Umre
hnungss
hritte

eingefügt, wel
he in den Verö�entli
hungen womögli
h aus Platzgründen feh-

len. Das grundsätzli
he Vorgehen bei der hier angewandten Fourier-Methode

sowie einige Eigens
haften der mit dieser Methode erhaltenen Lösungen �nden

si
h im mathematis
hen Anhang B.1.

Die dem Problem zu Grunde liegenden Annahmen und die si
h daraus er-

gebenden dimensionslosen, partiellen Di�erentialglei
hungen wurden im vor-

angegangen Abs
hnitt aus den di�erentiellen Bilanzen für Impuls, Sto� und

Energie hergeleitet.

Mit Hilfe des Separationsansatzes werden diese partiellen Di�erentialglei
hun-

gen in ein System gewöhnli
her Di�erentialglei
hungen überführt.

Separationsansatz

Die Einführung eines Produktansatzes für die dimensionslose Temperatur und

den dimensionslosen Massenanteil ermögli
ht die Trennung der Variablen:

Θ(ξ, η) = F (ξ) ·G(η), (3.1)

γ(ξ, η) = K(ξ) · L(η). (3.2)

Diese Produktansätze (3.1) und (3.2) werden jeweils in die partiellen Di�e-

rentialglei
hungen (2.48) und (2.49) eingesetzt. Es ergibt si
h ein System ge-

wöhnli
her Di�erentialglei
hungen, wel
he über konstante Zahlenwerte, die so
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genannten Eigenwerte kΘ und kγ, miteinander verknüpft sind:

1

F (ξ)

dF (ξ)

dξ
= −k2Θ =

1

G(η)

d2G(η)

dη2
, (3.3)

1

K(ξ)

dK(ξ)

dξ
= −k2γ =

1

Le · L(η)
d2L(η)

dη2
. (3.4)

Auf der linken Seite von (3.3) und (3.4) be�nden si
h die nur von der dimen-

sionslosen Strömungskoordinate ξ abhängigen Funktionen und Ableitungen

dieser Funktionen. Die von der dimensionslosen Filmdi
kenkoordinate η ab-

hängigen Funktionen und deren Ableitungen be�nden si
h demzufolge auf der

re
hten Seite von (3.3) und (3.4).

Die formalen Lösungen der von der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ

abhängigen Di�erentialglei
hungen lauten:

F (ξ) = C1 · e−k2Θ·ξ, (3.5)

K(ξ) = C2 · e−k2γ ·ξ. (3.6)

Ein Sonderfall ergibt si
h für kΘ = kγ = 0, für den si
h die Exponentialfunktio-

nen in (3.5) und (3.6) unabhängig von ξ zu 1 ergeben. Dieser Fall repräsentiert

den asymptotis
hen Endzustand des Problems.

Es ist au
h ersi
htli
h aus wel
hem Grund die negativen Quadrate der Eigen-

werte −k2Θ und −k2γ für den Separationsansatz verwendet werden. Damit ist

si
hergestellt, dass für jeden reellwertigen Eigenwert die Exponentialfunktio-

nen abklingen, was aus physikalis
her Si
ht zu fordern ist.

Dies führt auf der anderen Seite der Glei
hungen (3.3) und (3.4) zu konju-

giert-komplexen Nullstellen bei der Lösung der von der Filmdi
kenkoordinate

η abhängigen Di�erentialglei
hungen mit Hilfe des Euler-Ansatzes:

G(η) = C3 · e ikΘ·η + C4 · e−ikΘ·η, (3.7)

L(η) = C5 · e ikγ ·
√
Le·η + C6 · e−ikγ ·

√
Le·η. (3.8)

Unter Verwendung der Euler-Glei
hung werden die Exponentialfunktionen

mit komplexen Argumenten in eine trigonometris
he Form überführt:

G(η) =

=C∗
3

︷ ︸︸ ︷(
C3 + C4

)
· cos(kΘη) +

=C∗
4

︷ ︸︸ ︷

i · (C3 − C4) · sin(kΘη), (3.9)

L(η) =
(
C5 + C6

)

︸ ︷︷ ︸

=C∗
5

· cos(kγ
√
Leη) + i · (C5 − C6)

︸ ︷︷ ︸

=C∗
6

· sin(kγ
√
Leη). (3.10)
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Mit Hilfe der zwei Eintrittsbedingungen und vier Randbedingungen können

die Integrationskonstanten C1 bis C
∗
6 bestimmt werden. Aufgrund der ebenfalls

unbekannten Eigenwerte kΘ und kγ bedarf es zusätzli
her Hilfsbeziehungen. An

dieser Stelle werden die von Nakoryakov et al. (1997) verwendeten Eintritts-

und Randbedingungen für den Fall der isothermen Wand eingeführt.

Rand- und Eintrittsbedingungen

Für den Fall der isothermen Wand ist es bei der Fourier-Methode notwendig,

die dimensionslose Temperatur mit der Di�erenz zur konstanten Wandtempe-

ratur zu de�nieren im Gegensatz zu der in dieser Arbeit verwendeten Di�erenz

zur Eintrittstemperatur (2.43):

ΘNak =
T − TW
Teq,0 − T0

= Θ−ΘW . (3.11)

Dies ist notwendig, damit die dimensionslose Wandtemperatur für alle Wer-

te von ξ vers
hwindet, was zum einen vorteilhaft bei der Vereinfa
hung der

formalen Lösung des Temperaturfeldes ist, zum anderen jedo
h zwingend er-

forderli
h ist für die Anwendung der am Ende dieses Abs
hnitts eingeführten

Orthogonalitätsbeziehung.

Des Weiteren de�nieren Nakoryakov et al. (1997) anders als in dieser Arbeit

die transversale Koordinate ηNak ausgehend von der Wand ηNak = 0 zur freien

Filmober�ä
he ηNak = 1 zeigend, d.h. ηNak = 1 − η. Die Randbedingung der

isothermen Wand vereinfa
ht si
h demna
h zu:

ΘNak,W (ξ, ηNak = 0) =
TW − TW
Teq,0 − T0

= 0. (3.12)

Die Wand wird als impermeabel betra
htet und somit vers
hwinden sämtli
he

Sto�gradienten an der Wand:

∂γ

∂η
(ξ, ηNak = 0) = 0. (3.13)

Wie in Kap. 2.1 vorgestellt, führen Grigor'eva und Nakoryakov (1977) an der

Filmober�ä
he eine lineare Approximation der isobaren Siedetemperaturver-

minderung Ti in Abhängigkeit von dem Absorbatmassenanteil ci in der Salz-

lösung zur Bes
hreibung des thermodynamis
hen Glei
hgewi
hts ein:

Ti = A− B · ci. (3.14)



3. Stand der Wissens
haft 23

Für die Entdimensionierung werden mit Teq,0 und ceq,0 ebenfalls Glei
hge-

wi
htswerte verwendet:

Teq,0 = A− B · c0, (3.15)

ceq,0 =
A− T0
B

. (3.16)

Die Entdimensionierung von (3.14) unter Berü
ksi
htigung des linear approxi-

mierten Phasenglei
hgewi
hts ergibt somit folgenden Zusammenhang:

Θi =
Ti − T0

A− B · c0 − T0
=
A− B · ci − T0
A− B · c0 − T0

=
A−T0
B

− ci
A−T0
B

− c0

=
ceq,0 − ci
ceq,0 − c0

=
ceq,0 − ci + c0 − c0

ceq,0 − c0
= 1− ci − c0

ceq,0 − c0
= 1− γi.

(3.17)

Mit der von Nakoryakov et al. (1997) verwendeten De�nition für die dimen-

sionslose Temperatur ΘNak = Θ− ΘW geht (3.17) in folgende dimensionslose

Form für das linearisierte Phasenglei
hgewi
ht an der Stelle ηNak = 1 über:

ΘNak,i +ΘW = 1− γi. (3.18)

Aus Gründen der Übersi
htli
hkeit wird ΘW im Folgenden mit der negativen

dimensionslosen Eintrittstemperatur −ΘNak,0 bezei
hnet, d.h. dies entspri
ht

der Eintrittsbedingung für die Temperatur bei ξ = 0 im Modell von Nakorya-

kov et al. (1997):

ΘNak,0 = ΘNak(ξ = 0, ηNak) =
T0 − TW
Teq,0 − T0

= −ΘW . (3.19)

Der dimensionslose Absorbatmassenanteil wird dagegen mit der Di�erenz zum

Eintrittsmassenanteil gebildet. Aus diesem Grund ergibt si
h der dimensions-

lose Massenanteil am Eintritt zu Null:

γ0 = γ(ξ = 0, ηNak) =
c0 − c0
ceq,0 − c0

= 0. (3.20)

Dur
h eine Energiebilanz verknüpfen Grigor'eva und Nakoryakov (1977) den

Temperatur- und Sto�gradienten an der Ober�ä
he des Films:

−ṁabs ·∆habs = λ · ∂T
∂y

∣
∣
∣
∣
y=δ

, (3.21)

ṁabs = −ρ ·D · ∂c
∂y

∣
∣
∣
∣
y=δ

. (3.22)
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Aufgrund der Modellannahmen wird das Absorbat rein di�usiv und die bei der

Absorption freigesetzte Absorptionswärme auss
hlieÿli
h dur
h Wärmeleitung

von der Filmober�ä
he in den Film transportiert.

In dimensionsloser Form lautet die Energiebilanz an der Phasengrenz�ä
he:

∂γ

∂η
(ξ, ηNak = 1) = Le · S̃t · ∂Θ

∂η
(ξ, ηNak = 1), (3.23)

mit Le =
λ

ρ · cp ·D
=

a

D
(3.24)

und S̃t =
cp · (Teq,0 − T0)

∆habs · (ceq,0 − c0)
. (3.25)

In (3.23) wurde mit der spezi�s
hen Wärmekapazität cp erweitert, um den Zu-

sammenhang mit den bekannten dimensionslosen Kenngröÿen, d.h. der Lewis-

Zahl Le und einer modi�zierten Stefan-Zahl S̃t in Anlehnung an Ziegler (2010)

zu erhalten. Die modi�zierte Stefan-Zahl setzt die spezi�s
he Wärmekapazität

der Salzlösung cp ins Verhältnis zur Absorptionsenthalpie ∆habs multipliziert

mit dem Verhältnis einer Temperaturdi�erenz zu einer Massenanteilsdi�erenz,

wel
he jeweils die Phasenglei
hgewi
htswerte Teq,0 und ceq,0 enthalten und si
h

mittels des linear approximierten Phasenglei
hgewi
hts folgendermaÿen ver-

einfa
ht:

Teq,0 − T0
ceq,0 − c0

=
A− B · c0 − T0

A−T0
B

− c0
= B, (3.26)

S̃t =
cp · B
∆habs

. (3.27)

Somit stellt die modi�zierte Stefan-Zahl im Gegensatz zur Lewis-Zahl eine

Kenngröÿe dar, wel
he ledigli
h thermodynamis
he Parameter und keine Trans-

portparameter enthält.

Bestimmungsglei
hung für die Eigenwerte für die isotherme Wand

Die Randbedingungen an der Wand wurden von Nakoryakov et al. (1997) so

de�niert, dass si
h die dimensionslose Wandtemperatur sowie der Sto�gradi-

ent an der Wand zu Null ergibt, um jeweils eine der Winkelfunktionen aus

den formalen Lösungen für die Filmdi
kenkoordinate ηNak in (3.9) und (3.10)

auszus
hlieÿen und somit jeweils eine Integrationskonstante bestimmen zu kön-
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nen:

ΘNak(ξ, ηNak = 0) = 0 ⇒ C∗
3 = 0, (3.28)

∂γ

∂η
(ξ, ηNak = 0) = 0 ⇒ C∗

6 = 0. (3.29)

Somit bleibt:

Gn(ηNak) = C∗
4 · sin(kΘ,nηNak) = C∗

4 · gn(ηNak), (3.30)

Ln(ηNak) = C∗
5 · cos(kγ,n

√
LeηNak) = C∗

5 · ln(ηNak). (3.31)

Auÿer für die später no
h eingeführte Orthogonalitätsbeziehung ist demna
h

au
h für diese Vereinfa
hung der trigonometris
hen Funktionen die vers
hwin-

dende Wandtemperatur erforderli
h. Da es si
h bei den formalen Lösungen in

transversaler Koordinatenri
htung (3.30) und (3.31) um periodis
he Winkel-

funktionen handelt, gibt es eine unendli
he Anzahl von Eigenwerten, wel
he

die Di�erentialglei
hungen erfüllen.

Die formale Lösung des Temperatur- und des Absorbatmassenanteilpro�ls er-

gibt si
h demna
h als Superposition der EigenfunktionenGn, Ln für die in jeder

Periode als Lösung des Problems identi�zierten Eigenwerte kΘ,n, kγ,n. Für alle

Eigenwerte kΘ,n = kγ,n 6= 0 ergeben si
h folgende unendli
he Reihen für die

Temperatur und den Absorbatmassenanteil:

ΘNak(ξ, ηNak)kΘ 6=0 =

∞∑

n=1

Gne
−k2Θ,nξ =

∞∑

n=1

=C∗
1,n

︷ ︸︸ ︷

C1,nC
∗
4,n · sin(kΘ,nηNak)e−k2Θ,nξ,

(3.32)

γ(ξ, ηNak)kγ 6=0 =

∞∑

n=1

Lne
−k2γ,nξ =

∞∑

n=1

C2,nC
∗
5,n

︸ ︷︷ ︸

=C∗
2,n

cos(kγ,n
√
LeηNak)e

−k2γ,nξ.

(3.33)

Als Lösung der von der transversalen Koordinate abhängigen gewöhnli
hen

Di�erentialglei
hungen ergibt si
h eine Geradenglei
hung für k = 0:

G(ηNak)kΘ=0 = G0 = C3,0 · ηNak + C4,0, (3.34)

L(ηNak)kγ=0 = L0 = C5,0 · ηNak + C6,0. (3.35)
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Na
h dem Ansatz (3.1) und (3.2) lautet die formale Lösung für ξ → ∞:

ΘNak(ξ → ∞, ηNak) = C1,0 · (C3,0 · ηNak + C4,0) = C∗
3,0 · ηNak + C∗

4,0, (3.36)

γ(ξ → ∞, ηNak) = C2,0 · (C5,0 · ηNak + C6,0) = C∗
5,0 · ηNak + C∗

6,0. (3.37)

Für genügend groÿe Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ∞ wird

der Film die vorgegebene Wandtemperatur und den na
h dem Phasenglei
h-

gewi
ht zu dieser Temperatur zugehörigen Absorbatmassenanteil annehmen:

ΘNak(ξ → ∞, ηNak) = ΘNak,W = 0 ⇒ C∗
3,0 = C∗

4,0 = 0, (3.38)

γ(ξ → ∞, ηNak) = 1 + ΘNak,0 ⇒ C∗
5,0 = 0 und C∗

6,0 = 1 + ΘNak,0.

(3.39)

Die Überlagerung aus der stationären ξ-unabhängigen und der periodis
hen ξ-

abhängigen Lösung ergibt die vollständige formale Lösung mit den no
h un-

bekannten Eigenwerten und je einer unbekannten Integrationskonstanten pro

Eigenwert:

ΘNak(ξ, ηNak) =

∞∑

n=1

C∗
1,n · sin(kΘ,nηNak)e−k2Θ,nξ, (3.40)

γ(ξ, ηNak) = 1 + Θ0 −
∞∑

n=1

C∗
2,n cos(kγ,n

√
LeηNak)e

−k2γ,nξ. (3.41)

Nakoryakov et al. (1997) subtrahieren in (3.41) den periodis
hen Anteil von

dem stationären Anteil 1 + ΘNak,0, weil si
h dies im weiteren Verlauf als hilf-

rei
h bei der Eliminierung der Integrationskonstanten erweist. Das ist ohne

Weiteres mögli
h, da die Werte der Integrationskonstanten C∗
2,n bisher no
h

ni
ht determiniert sind.

Unter Verwendung der Randbedingungen an der Phasengrenz�ä
he werden

die formalen Lösungen für die Temperatur (3.40) und den Massenanteil (3.41)

miteinander verknüpft. Nakoryakov et al. (1997) setzen für ihre Lösung vor-

aus, dass die Randbedingungen an der Phasengrenz�ä
he gliedweise, d.h. für

jeden Eigenwert erfüllt werden. Mit dieser Voraussetzung geht einher, dass

die Eigenwerte für Temperatur und Absorbatmassenanteil glei
h sind, da si
h

anderenfalls die Einzelglieder aufgrund der Exponentialfunktion mit ξ unter-

s
hiedli
h entwi
keln:

kΘ,n = kγ,n = kn. (3.42)
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Werden die formalen Lösungen (3.40) und (3.41) in die dimensionslose Phasen-

glei
hgewi
htsbeziehung (3.18) an der Stelle η = 1 eingesetzt und gliedweise

vergli
hen, so wird folgender Zusammenhang erhalten:

C∗
2,n cos(kn

√
Le) = C∗

1,n sin(kn) ⇒
C∗

2,n

C∗
1,n

=
sin(kn)

cos(kn
√
Le)

=
gn(ηNak = 1)

ln(ηNak = 1)
.

(3.43)

Werden wiederum die Ableitungen von (3.40) und (3.41) na
h der Filmdi
ken-

koordinate an der Stelle η = 1 in die dimensionslose Energiebilanz an der

Phasengrenz�ä
he eingesetzt, ergibt si
h ein zweiter Zusammenhang zwis
hen

den Einzelgliedern:

C∗
2,n

√
Le sin(kn

√
Le) = C∗

1,nLeS̃t cos(kn)

⇒
C∗

2,n

C∗
1,n

=
LeS̃t cos(kn)√
Le sin(kn

√
Le)

= LeS̃t · g
′
n(ηNak = 1)

l′n(ηNak = 1)
.

(3.44)

Nakoryakov et al. (1997) setzen (3.43) und (3.44) glei
h und formen den Term

in der folgenden Weise um:

sin(kn)

cos(kn
√
Le)

=

√
LeS̃t cos(kn)

sin(kn
√
Le)

, (3.45)

tan(kn) · tan(kn
√
Le) =

√
LeS̃t. (3.46)

Nakoryakov et al. (1997) vereinfa
hen (3.45) unter Verwendung der Tangens-

funktion zu (3.46), um die Eigenwerte des Problems zu bestimmen. Dur
h die

Verwendung der Tangensfunktion wird jedo
h die Ermittlung von Eigenwerten

ers
hwert, da der Tangens im De�nitionsberei
h einges
hränkt ist. Hierdur
h

können Eigenwerte verloren gehen (Meyer, 2014b). Dies führt zu diversen Auf-

fälligkeiten und S
hwingungen in der Lösung insbesondere für kleine Werte der

dimensionslosen Lau�änge, die fäls
hli
herweise von Nakoryakov et al. (1997)

mit der �Inkonsistenz� der Eintritts- und Randbedingungen begründet werden.

Da die Eigenwerte dur
h (3.45) (resp. (3.46) bei Nakoryakov et al. (1997)) zu-

mindest teilweise bestimmbar sind, verbleiben als einzige Unbekannte die Inte-

grationskonstanten C∗
1,n und C

∗
2,n. Unter Verwendung der Eintrittsbedingungen

sowie einer von Grigor'eva und Nakoryakov (1977) hergeleiteten Orthogonali-

tätsbeziehung werden au
h diese Unbekannten bestimmt.
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Anwendung der Eintrittsbedingungen und der Orthogonalitätsbe-

ziehung

Wie bereits oben eingeführt, liegt am Eintritt bei ξ = 0 eine homogene Vertei-

lung der Temperatur ΘNak,0 sowie des Absorbatmassenanteils γ0 = 0 im Film

vor:

ΘNak(ξ = 0, ηNak) = ΘNak,0 =

∞∑

n=1

Gn =

∞∑

n=1

C∗
1,n · sin(knηNak), (3.47)

γ(ξ = 0, ηNak) = γ0 = 0 = 1 + ΘNak,0 −
∞∑

n=1

Ln

= 1 + ΘNak,0 −
∞∑

n=1

C∗
2,n cos(kn

√
LeηNak).

(3.48)

Glei
hung (3.47) und (3.48) allein genügen jedo
h ni
ht, um die einzelnen no
h

unbekannten Faktoren C∗
1,n und C

∗
2,n zu bestimmen, da mit Hilfe der Eintritts-

bedingungen ledigli
h die Summe aller unbekannten Glieder festgelegt ist, ni
ht

aber die Einzelterme selbst. Aus diesem Grund leiten Grigor'eva und Nako-

ryakov (1977) eine Beziehung zwis
hen den einzelnen Eigenfunktionen her,

um mit Hilfe dieser zusätzli
hen Beziehung eine Bestimmungsvors
hrift für die

verbleibenden Integrationskonstanten zu erhalten. Als Ausgangspunkt für die

Aufstellung dieser Beziehung verwenden Grigor'eva und Nakoryakov (1977) er-

neut die si
h aus (3.3) und (3.4) ergebenden, von der transversalen Koordinate

abhängigen homogenen gewöhnli
hen Di�erentialglei
hungen und betra
hteten

jeweils zwei vers
hiedene Eigenfunktionen G1 und G2 sowie L1 und L2:

G′′
1 + k21 ·G1 = 0 = G′′

2 + k22 ·G2, (3.49)

L′′
1 + Le · k21 · L1 = 0 = L′′

2 + Le · k22 · L2. (3.50)

Am Beispiel der Temperatureigenfunktionen Gn(ηNak) wird die Ableitung des

von Nakoryakov et al. (1997) als Orthogonalitätsbeziehung bezei
hneten Zu-

sammenhangs gezeigt, weil diese analog auf die entspre
henden Eigenfunktio-

nen für den Absorbatmassenanteil Ln(ηNak) anzuwenden ist.

Aufgrund der Homogenität dieser gewöhnli
hen Di�erentialglei
hungen bleibt

die Nullglei
hheit au
h erhalten, wenn die Di�erentialglei
hungen mit der je-

weils anderen Eigenfunktion G1 oder G2 multipliziert werden und es ergibt
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si
h:

G′′
1 ·G2 + k21 ·G1 ·G2 = G′′

2 ·G1 + k22 ·G2 ·G1 = 0, (3.51)

G′′
1 ·G2 −G′′

2 ·G1 + (k21 − k22) ·G1 ·G2 = 0. (3.52)

Wird (3.51) von der Wand ηNak = 0 bis zur Filmober�ä
he ηNak = 1 bestimmt

integriert, ergibt si
h folgender Zusammenhang:

∫ 1

0

G′′
1 ·G2 · dηNak −

∫ 1

0

G′′
2 ·G1 · dηNak + (k21 − k22) ·

∫ 1

0

G1 ·G2 · dηNak = 0.

(3.53)

Mit Hilfe der Regel der partiellen Integration werden die zweiten Ableitungen

in die ersten beiden Integralen in (3.53) eliminiert:

∫ 1

0

G′′
1 ·G2 · dηNak =

[
G′

1 ·G2

]1

0
−
∫ 1

0

G′
1 ·G′

2 · dηNak, (3.54)

∫ 1

0

G′′
2 ·G1 · dηNak =

[
G′

2 ·G1

]1

0
−
∫ 1

0

G′
2 ·G′

1 · dηNak. (3.55)

Werden (3.54) und (3.55) in (3.53) eingesetzt, vers
hwinden die Integrale des

Produktes der ersten Ableitungen und es bleibt:

G′
1 ·G2

∣
∣
ηNak=1

−G′
2 ·G1

∣
∣
ηNak=1

−G′
1 ·G2

∣
∣
ηNak=0

︸ ︷︷ ︸

=0

+G′
2 ·G1

∣
∣
ηNak=0

︸ ︷︷ ︸

=0

+(k21 − k22) ·
∫ 1

0

G1 ·G2 · dηNak = 0.
(3.56)

Die Temperaturfunktionen G1 und G2 an der Wand bei ηNak = 0 ergeben

si
h für die isotherme Wand zu Null, weil die dimensionslose Temperatur

mit der Di�erenz zur Wandtemperatur de�niert wird, ΘNak,W = 0. Hierin

liegt der Grund für die abwei
hende De�nition der dimensionslosen Tempe-

ratur für den Fall der isothermen Wand bei Nakoryakov et al. (1997). Dar-

über hinaus erlaubt diese Form aber au
h den Grenzfall der adiabaten Wand

(G′
1,ηNak=0 = G′

2,ηNak=0 = 0), da die zugehörigen Terme für η = 0 in (3.56)

dann ebenfalls wegfallen.

Das verbleibende bestimmte Integral in (3.56) wird demna
h dur
h die Funk-

tionswerte der Funktionen, G1 und G2 sowie deren Ableitungen G′
1 und G

′
2 an

der Ober�ä
he des Films bei η = 1 determiniert:

(k21 − k22) ·
∫ 1

0

G1 ·G2 · dηNak = G′
2 ·G1

∣
∣
ηNak=1

−G′
1 ·G2

∣
∣
ηNak=1

. (3.57)
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Für die Eigenfunktionen des dimensionslosen Absorbatmassenanteils in trans-

versaler Koordinatenri
htung, Ln, ergibt si
h unter Verwendung der Randbe-

dingung der sto�undur
hlässigen Wand, L′
1,ηNak=0 = L′

2,ηNak=0 = 0 analog:

Le · (k21 − k22) ·
∫ 1

0

L1 · L2 · dηNak = L′
2 · L1

∣
∣
ηNak=1

− L′
1 · L2

∣
∣
ηNak=1

. (3.58)

Bei der Herleitung der Bestimmungsglei
hung der Eigenwerte wurde mit Hilfe

der Randbedingungen an der Filmober�ä
he ein Zusammenhang der Funkti-

onswerte der Eigenfunktionen für die Temperatur- und den Massenanteil gn

und ln und deren Ableitungen an der Ober�ä
he, ηNak = 1, und den Integra-

tionskonstanten in (3.43) und (3.44) hergestellt:

C∗
2,1

C∗
1,1

=
g1
l1

∣
∣
∣
∣
ηNak=1

und

C∗
2,2

C∗
1,2

=
g2
l2

∣
∣
∣
∣
ηNak=1

, (3.59)

C∗
2,1

C∗
1,1

= −LeS̃tg
′
1

l′1

∣
∣
∣
∣
ηNak=1

und

C∗
2,2

C∗
1,2

= −LeS̃tg
′
2

l′2

∣
∣
∣
∣
ηNak=1

. (3.60)

Aus diesen Zusammenhängen lassen si
h dur
h kreuzweise Multiplikation fol-

gende Beziehungen zwis
hen den unbekannten Integrationskonstanten ablei-

ten:

1

LeS̃t

C∗
2,1

C∗
1,1

·
C∗

2,2

C∗
1,2

= −g1
l1

· g
′
2

l′2

∣
∣
∣
∣
ηNak=1

= −g
′
1

l′1
· g2
l2

∣
∣
∣
∣
ηNak=1

. (3.61)

In ges
hi
kter Weise multiplizieren Grigor'eva und Nakoryakov (1977) den lin-

ken Term in (3.58) mit dem linken Term aus (3.61), den mittleren Term in

(3.58) mit dem mittleren Term aus (3.61) und den re
hten Term in (3.58) mit

dem re
hten Term aus (3.61) und erhalten somit:

1

S̃t

C∗
2,1

C∗
1,1

·
C∗

2,2

C∗
1,2

· (k21 − k22) ·
∫ 1

0

l1 · l2 · dηNak = −g′2 · g1
∣
∣
ηNak=1

+ g′1 · g2
∣
∣
ηNak=1

.

(3.62)

Der Verglei
h von (3.57) mit (3.62) liefert eine Beziehung zwis
hen den be-

stimmten Integralen der jeweiligen Eigenfunktionen verknüpft mit den Inte-

grationskonstanten:

− 1

S̃t

C∗
2,1

C∗
1,1

·
C∗

2,2

C∗
1,2

∫ 1

0

l1 · l2 · dηNak =
∫ 1

0

g1 · g2 · dηNak, (3.63)

−C∗
2,1 · C∗

2,2

∫ 1

0

l1 · l2 · dηNak = S̃t · C∗
1,1 · C∗

1,2

∫ 1

0

g1 · g2 · dηNak. (3.64)
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Mit Hilfe dieser Beziehung (3.64) zwis
hen den Integrationskonstanten der je-

weiligen Eigenfunktionen sowie den Eintrittsbedingungen (3.47) und (3.48)

werden die Bestimmungsglei
hungen für die Integrationskonstanten hergelei-

tet. Hierfür werden die Eintrittsbedingungen mit S̃t · C∗
1,1 · g1 bzw. −C∗

2,1 · l1
dur
hmultipliziert und ans
hlieÿend über die dimensionslose Filmdi
kenkoor-

dinate ηNak bestimmt integriert:

Θ0 · S̃t · C∗
1,1

∫ 1

0

G1dηNak = S̃t · C∗2
1,1 ·

∫ 1

0

g21dηNak

+

∞∑

n=2

S̃t · C∗
1,1 · C∗

1,n ·
∫ 1

0

g1 · gndηNak,
(3.65)

−

=γ0=0
︷ ︸︸ ︷

γ0 · C∗
2,1

∫ 1

0

l1dηNak = −
(
1 + Θ0

)
· C∗

2,1

∫ 1

0

l1dηNak

+ C∗2
2,1

∫ 1

0

l21dηNak +

∞∑

n=2

C∗
2,1 · C∗

2,n

∫ 1

0

l1 · lndηNak.

(3.66)

Die Addition von (3.65) und (3.66) unter Berü
ksi
htigung der hergeleiteten

Orthogonalitätsbeziehung (3.64) eliminiert die unendli
hen Summen, da deren

Einzelterme aufgrund der Querbeziehungen (3.64) vers
hwinden und es bleibt:

Θ0 · S̃t · C∗
1,1

∫ 1

0

g1dηNak = S̃t · C∗2
1,1 ·

∫ 1

0

g21dηNak

−
(
1 + Θ0

)
· C∗

2,1

∫ 1

0

l1dηNak + C∗2
2,1

∫ 1

0

l21dηNak.

(3.67)

Die zweite Integrationskonstante C∗
2,1 lässt si
h mit Hilfe der Randbedingung

an der Phasengrenz�ä
he (3.59) ersetzen:

Θ0 · S̃t · C∗
1,1

∫ 1

0

g1dηNak = S̃t · C∗2
1,1 ·

∫ 1

0

g21dηNak

−
(
1 + Θ0

)
· C∗

1,1 ·
g1
l1

∣
∣
∣
∣
ηNak=1

∫ 1

0

l1dηNak + C∗2
1,1 ·

g21
l21

∣
∣
∣
∣
ηNak=1

∫ 1

0

l21dηNak.

(3.68)

Somit gelingt es Grigor'eva und Nakoryakov (1977), die Integrationskonstante

C∗
1,1 zu isolieren und die Bestimmungsglei
hung dur
h Umformung von (3.68)
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lautet folgendermaÿen:

C∗
1,1 =

Θ0 · S̃t · l21|ηNak=1

∫ 1

0
g1dηNak +

(
1 + Θ0

)
·
(
l1 · g1

)∣
∣
ηNak=1

∫ 1

0
l1dηNak

S̃t · l21|ηNak=1

∫ 1

0
g21dηNak + g21|ηNak=1

∫ 1

0
l21dηNak

.

(3.69)

Ledigli
h die bestimmten Integrale müssen no
h gelöst werden, um die Inte-

grationskonstante C∗
1,1 bestimmen zu können:

1∫

0

g1 · dηNak =
1∫

0

sin(k1ηNak) · dηNak =
1

k1

[−
os(k1ηNak)]10 =
1

k1

(1− 
os(k1)) ,

(3.70)

1∫

0

l1 · dηNak =
1∫

0


os(
√
Lek1ηNak) · dηNak

=
1√
Lek1

[

sin(
√
Lek1ηNak)

]1

0
=

1√
Lek1

sin(
√
Lek1),

(3.71)

1∫

0

g21 · dηNak =
1∫

0

sin

2(k1ηNak) · dηNak = − 1

2k1
sin(k1)
os(k1) +

1

2
, (3.72)

1∫

0

l21 · dηNak =
1∫

0


os

2(
√
Lek1ηNak) · dηNak

=
1

2
√
Lek1

sin(
√
Lek1)
os(

√
Lek1) +

1

2
.

(3.73)

Die zugehörige Integrationskonstante des dimensionslosen Massenanteils C∗
2,1

erre
hnet si
h lei
ht aus C∗
1,1 über die Glei
hgewi
htsbeziehung an der Phasen-

grenz�ä
he (3.59):

C∗
2,1 = C∗

1,1 ·
sin(k1)

cos(
√
Le · k1)

. (3.74)

Mit Hilfe dieser Bildungsvors
hrift werden sämtli
he Integrationskonstanten

bestimmt und in die Lösungsfunktionen für die dimensionslose Filmtemperatur

(3.40) und den dimensionslosen Massenanteil (3.41) eingesetzt.
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3.1.2 Lösung für den halbunendli
hen Körper bzw. für

die ungestörte Phasengrenz�ä
he

Dur
h die Verwendung der Tangensfunktion für die Eigenwertbestimmung bei

der Fourier-Methode �nden Grigor'eva und Nakoryakov (1977) ni
ht alle Ei-

genwerte, was zu physikalis
h ni
ht sinnvollen S
hwingungen bei kleinen Wer-

ten der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ führt. Nakoryakov und Gri-

gor'eva (1977) und Nakoryakov und Grigor'eva (1980) nehmen diese Probleme

zum Anlass eine weitere analytis
he Lösungsmethode für die ni
ht-isotherme

Dampfabsorption im Eintrittsberei
h der Salzlösung vorzustellen. Diese ist auf

sehr kleine Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate, d.h. auf die von

der Wand ni
ht gestörte Phasengrenz�ä
he bes
hränkt. Nakoryakov und Gri-

gor'eva (1977) haben diese Betra
htung der ungestörten Phasengrenz�ä
he für

Temperatur und Massenanteil zuerst in einem Lösungstropfen in Polarkoor-

dinaten dur
hgeführt. Für die Filmströmung an der vertikalen Wand nehmen

Nakoryakov und Grigor'eva (1977) ein lineares Temperaturpro�l und ledigli
h

für den Sto�transport das Modell der ungestörten Phasengrenz�ä
he an. Erst

in einer späteren Verö�entli
hung haben Nakoryakov und Grigor'eva (1980)

das Modell der gänzli
h ungestörten Phasengrenz�ä
he auf die Filmströmung

für sehr kleine Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate angewendet.

Notwendigerweise verwenden Nakoryakov und Grigor'eva (1980) für die Ent-

dimensionierung der Temperatur für dieses Modell ebenfalls die Eintrittstem-

peratur, weil eine Wandtemperatur modellbedingt ni
ht existiert. Auÿerdem

wurde der Ursprung der Filmdi
kenkoordinate wie au
h in dieser Arbeit in

die Phasengrenz�ä
he gelegt, mit positiver Koordinatenri
htung in den Film

zeigend.

Im Verglei
h zur Fourier-Methode werden die Wandrandbedingungen dur
h

die des halbunendli
hen Körpers ersetzt:

Θ(ξ, η → ∞) =
T0 − T0
Teq,0 − T0

= 0, (3.75)

γ(ξ, η → ∞) =
c0 − c0
ceq,0 − c0

= 0. (3.76)

An der Filmoberfä
he nehmen Nakoryakov und Grigor'eva (1980) einen unver-

änderli
hen Sprung von der Eintrittstemperatur und dem Eintrittsmassenan-
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teil auf die zugehörigen, no
h unbekannten Glei
hgewi
htswerte an:

Θ(ξ ≥ 0, η = 0) =
Ti − T0
Teq,0 − T0

= Θi, (3.77)

γ(ξ ≥ 0, η = 0) =
ci − c0
ceq,0 − c0

= γi. (3.78)

Als Lösung erhalten Nakoryakov und Grigor'eva (1980) das komplementäre

Fehlerintegral (Baehr, 2008) (error fun
tion 
omplement):

Θ = Θi · erf

(

y · √ui
2 · √a · x

)

, (3.79)

γ = γi · erf

(

y · √ui
2 ·

√
D · x

)

. (3.80)

Die Verwendung der in dieser Arbeit verwendeten De�nition der dimensions-

losen Variablen in (3.79) und (3.80) unter Berü
ksi
htigung der Nusselt's
hen

Filmober�ä
henges
hwindigkeit ui = 3/2 · ū führt zu:

Θ = Θi · erf

(

η
√

8
3
· ξ

)

, (3.81)

γ = γi · erf

( √

Leη
√

8
3
· ξ

)

. (3.82)

Die bis hierhin no
h unbekannte Temperatur Θi und der unbekannte Absorbat-

massenanteil γi an der Filmober�ä
he werden über die Kopplungsbeziehungen

an der Ober�ä
he erhalten. Diese sind identis
h mit denen bei der Fourier-

Methode, d.h. der linearisierten isobaren Siedetemperatur der Salzlösung als

Funktion des Massenanteils an Absorbat (3.14) sowie der Energiebilanz an der

Phasengrenz�ä
he (3.21). Für die hier notwendigerweise gewählte De�nition

der dimensionslosen Temperatur und dem Ursprung sowie der Ausri
htung

der Filmdi
kenkoordinate lauten diese Randbedingungen an der Filmober�ä-


he bei η = 0:

Θi + γi = 1, (3.83)

∂γ

∂η

∣
∣
∣
∣
η=0

= Le · S̃t · ∂Θ
∂η

∣
∣
∣
∣
η=0

. (3.84)

Na
h Baehr (2008) lautet das komplementäre Fehlerintegral einer Variablen ψ:

erf
(ψ) = 1− 2√
π

∫ ψ

0

e−w2

dw. (3.85)
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Mit Bli
k auf (3.81) und (3.82) ergibt si
h die Variable ψ des komplementä-

ren Fehlerintegrals an der Ober�ä
he für η = 0 sowohl für die Temperatur

als au
h für den Massenanteil zu ψ(η = 0) = 0. Entspre
hend vers
hwindet

das bestimmte Integral in (3.85) für ψ = 0. Das komplementäre Fehlerintegral

ergibt si
h zu erf
(ψ = 0) = 1. Somit ist die dimensionslose Glei
hgewi
htsbe-

ziehung (3.83) inhärent erfüllt na
h dem Einsetzen der Funktionen (3.81) und

(3.82) an der Filmober�ä
he η = 0.

Die partielle Ableitung des komplementären Fehlerintegrals na
h der dimen-

sionslosen Filmdi
kenkoordinate, wel
he für (3.84) benötigt wird, erfolgt na
h

der Kettenregel:

∂erf


∂η
=
∂erf


∂ψ
· ∂ψ
∂η

=
2√
π
e−ψ2 · ∂ψ

∂η
. (3.86)

Die Exponentialfunktion e−ψ2
ergibt si
h an der Filmober�ä
he für ψ(η = 0) =

0 zu 1 und die Energiebilanz ergibt na
h Einsetzen der jeweiligen Ableitungen

zu:

γi ·
√
Le = Θi · Le · S̃t. (3.87)

Mit Hilfe von (3.83) und (3.87) sind die zuvor unbekannten Glei
hgewi
hts-

werte Θi und γi an der ungestörten Ober�ä
he bestimmbar und lauten wie

folgt:

Θi =
1

1 +
√
Le · S̃t

, (3.88)

γi =

√
Le · S̃t

1 +
√
Le · S̃t

. (3.89)

Dementspre
hend erhalten Nakoryakov et al. (1997) die Lösungen der unge-

störten Phasengrenz�ä
he in der folgenden Form:

Θ(ξ, η) =
1

1 +
√
Le · S̃t

· erf

(

η
√

8
3
· ξ

)

, (3.90)

γ(ξ, η) =

√
Le · S̃t

1 +
√
Le · S̃t

· erf

( √

Leη
√

8
3
· ξ

)

. (3.91)
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3.2 Modell und Lösungsmethode von Grossman

Ein sehr bekanntes und viel zitiertes Modell für den gekoppelten Wärme- und

Sto�transport im laminaren Riesel�lm präsentiert Grossman (1983). Grossman

(1983) erweitert dabei das Modell von Grigor'eva und Nakoryakov (1977), in-

dem er die konstante mittlere Filmges
hwindigkeit u dur
h das als Lösung der

stationären Impulsbilanz am Riesel�lm erhaltene Ges
hwindigkeitspro�l von

Nusselt (1923) ersetzt:

ux(y) ·
∂T

∂x
= a · ∂

2T

∂y2
, (3.92)

ux(y) ·
∂c

∂x
= D · ∂

2c

∂y2
. (3.93)

Da au
h Grossman (1983) den Ursprung der transversalen Koordinate in die

Wand legt, verwendet er folgende Glei
hung für das Ges
hwindigkeitspro�l der

stationären, laminaren Riesel�lmströmung:

ux(y) =
3

2
· ū
[

2 ·
(
y

δ

)

−
(
y

δ

)2]

. (3.94)

Anders als Nakoryakov et al. (1997) verwendet Grossman (1983) für die Entdi-

mensionierung der Temperatur für den Fall der isothermen Wand die Filmein-

trittstemperatur (2.43). Aufgrund dieser De�nition der dimensionslosen Tem-

peratur und der angewendeten Lösungsmethode, d.h. insbesondere der Anwen-

dung der Orthogonalitätsbeziehung, ist seine Lösung bes
hränkt auf Wand-

temperaturen der isothermen Wand, die glei
h der Filmeintrittstemperatur

TW = T0 sind.

Die entdimensionierten partiellen Di�erentialglei
hungen mit ni
ht-konstanten

Koe�zienten bei Grossman (1983) lauten wie folgt:

Ω∗ · ∂Θ
∂ξ

=
∂2Θ

∂η2Nak
, (3.95)

Ω∗ · ∂γ
∂ξ

=
1

Le

· ∂2γ

∂η2Nak
, (3.96)

mit Ω∗ =
ux(y)

ū
=

3

2
· (2ηNak − η2Nak). (3.97)

Die Eintritts- und Randbedingungen sind identis
h mit denen von Grigor'eva

und Nakoryakov (1977). Grossman (1983) wendete wie Grigor'eva und Nako-

ryakov (1977) ebenfalls die Fourier-Methode auf (3.95) und (3.96) an. Auf
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die si
h dur
h die ni
ht-konstanten Koe�zienten ergebenden Unters
hiede in

der Lösungsmethodik wird an dieser Stelle kurz eingegangen.

Separationsansatz und Rekursionsvors
hrift

Auf die glei
he Art und Weise wie Grigor'eva und Nakoryakov (1977) erhält

Grossman (1983) dur
h den Separationsansatz folgenden allgemeinen Ansatz

für die dimensionslose Temperatur und den dimensionslosen Massenanteil:

Θ(ξ, ηNak) =

∞∑

n=1

An ·En(ηNak)e−k2n·ξ, (3.98)

γ(ξ, ηNak) = 1−
∞∑

n=1

Bn · Fn(ηNak)e−k2n·ξ. (3.99)

Für die Eigenfunktionen En und Fn ergeben si
h folgende homogene, gewöhn-

li
he Di�erentialglei
hungen mit ni
ht-konstanten Koe�zienten:

d2En
dη2Nak

+
3

2
(2ηNak − η2Nak) · k2n · En = 0, (3.100)

d2Fn
dη2Nak

+
3

2
(2ηNak − η2Nak) · k2n · Le · Fn = 0. (3.101)

Ein gängiger Lösungsansatz für diese Form der Di�erentialglei
hugen, den au
h

Grossman (1983) verwendet, ist die unendli
he Potenzreihe, deren Koe�zien-

ten dur
h Rekursionsvors
hriften an die Di�erentialglei
hung angepasst wer-

den:

En =
∞∑

i=0

an,i · ηiNak, (3.102)

Fn =

∞∑

i=0

bn,i · ηiNak. (3.103)

Dur
h die Anwendung der Wandrandbedingungen erhält Grossman (1983) die

ersten Koe�zienten der unendli
hen Potenzreihen:

Θ(ηNak = 0) = 0 ⇒ Fn(ηNak = 0) = 0 ⇒ an,0 = 0, (3.104)

∂γ

∂ηNak

∣
∣
∣
∣
ηNak=0

= 0 ⇒ G′
n(ηNak = 0) = 0 ⇒ bn,1 = 0. (3.105)
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Dur
h Einsetzen der unendli
hen Potenzreihen (3.102) und (3.103) in die zu

lösenden Di�erentialglei
hungen (3.100) und (3.101):

∞∑

i=2

i · (i− 1) · an,i · ηi−2
Nak +

3

2
· k2n ·

∞∑

i=0

an,i
[
2 · ηi+1

Nak − ηi+2
Nak

]
= 0, (3.106)

∞∑

i=2

i · (i− 1) · bn,i · ηi−2
Nak +

3

2
· k2n · Le ·

∞∑

i=0

bn,i
[
2 · ηi+1

Nak − ηi+2
Nak

]
= 0, (3.107)

bestimmt Grossman (1983) weitere Koe�zienten und leitet die Rekursions-

formel für die no
h unbekannten Faktoren an,i und bn,i dur
h den Verglei
h

der Koe�zienten vor den jeweiligen transversalen Variablen ηNak mit glei
her

Potenz ab:

an,1 6= 0, an,2 = 0, an,3 = 0,

an,i =
3

2
· k2n ·

an,i−4 − 2 · an,i−3

i · (i− 1)
für i ≥ 4,

(3.108)

bn,0 6= 0, bn,2 = 0, bn,3 = −k
2
n

2
· Le · bn,0,

bn,i =
3

2
· k2n · Le ·

bn,i−4 − 2 · bn,i−3

i · (i− 1)
für i ≥ 4.

(3.109)

Grossman (1983) setzt die ni
ht vers
hwindenden Koe�zienten an,1 = bn,0 = 1.

Dies ist zulässig, da mit Hilfe der Rekursionsformel sämtli
he weitere no
h un-

bekannte Koe�zienten abhängig von diesen Werten ermittelt werden. Somit

werden Eigenfunktionen En und Fn mit weiterhin no
h unbekannten Eigenwer-

ten kn erhalten, wel
he jedo
h formal die Di�erentialglei
hung und die Wand-

randbedingungen erfüllen. Als nä
hstes verwendet Grossman (1983) genau wie

Grigor'eva und Nakoryakov (1977) die Randbedingungen an der Phasengrenz-

�ä
he, um die Eigenwerte kn zu bestimmen.

Ermittlung der Eigenwerte

Dur
h Einsetzen von (3.102) und (3.103) in die Randbedingungen (3.83) und

(3.23) an der Phasengrenz�ä
he bei ηNak = 1 lassen si
h folgende Beziehun-

gen zwis
hen den Eigenfunktionen für die dimensionslose Temperatur und den

dimensionslosen Massenanteil ermitteln:

An
Bn

= −Le · S̃t · Fn(1)
En(1)

=
F ′
n(1)

E ′
n(1)

. (3.110)
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Grossman (1983) verwendet den mittleren und re
hten Term von (3.110) für

die iterative Bestimmung der Eigenwerte:

0 = F ′
n(1)En(1)− Le · S̃t · Fn(1)E ′

n(1). (3.111)

Die Eigenfunktionen En und Fn sind unendli
he Potenzreihen, (3.102) und

(3.103). Bei Grigor'eva und Nakoryakov (1977) sind die Eigenfunktionen tri-

gonometris
he Funktionen, was den Re
henaufwand bei Grossman (1983) im

Verglei
h deutli
h steigert.

Orthogonalitätsbeziehung für die Bestimmung der Integrationskon-

stanten An und Bn der Eigenfunktionen

In der glei
hen Weise wie Grigor'eva und Nakoryakov (1977) leitet Grossman

(1983) ausgehend von den homogenen Di�erentialglei
hungen der Eigenfunk-

tionen, (3.100) und (3.101), unter Verwendung der partiellen Integration und

der Eintrittsbedingungen sowie der vers
hwindenden Wandrandbedingungen

eine Beziehung für die Integrationskonstante Bn her:

Bn =

∫ 1

0
(2ηNak − η2Nak)Gn(ηNak)dηNak

∫ 1

0
(2ηNak − η2Nak)

[

S̃t · F 2
n(1)

E2
n(1)

· E2
n(ηNak) + F 2

n(ηNak)

]

dηNak

. (3.112)

Die Integrale der einfa
hen Potenzreihen werden gliedweise integriert. Die In-

tegrale der quadratis
hen Potenzreihen müssen zuvor ausmultipliziert werden:

F 2
n(ηNak) =

∞∑

i=0

(m≤i∑

j=0

an,j · an,j−i
)

· ηiNak, (3.113)

E2
n(ηNak) =

∞∑

i=0

(m≤i∑

j=0

bn,j · bn,j−i
)

· ηiNak. (3.114)

Über den Zusammenhang der Integrationskonstanten, wel
her si
h aus der

Phasenglei
hgewi
htsbeziehung ableiten lässt, ermittelt Grossman (1983) die

Integrationskonstante An:

An = Bn ·
Gn(1)

Fn(1)
. (3.115)

Grossman (1983) verwendet jedo
h numeris
he Methoden, um das gekoppelte

Wärme- und Sto�transportproblem zu lösen, da für kleine Werte von ξ sehr

viele Eigenwerte benötigt werden, was zu Konvergenzproblemen bei den Po-

tenzreihen, (3.102) und (3.103) führt.
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3.3 Überbli
k über weitere Modelle und Metho-

den

In dem folgenden 
hronologis
h geordneten Überbli
k werden weitere physika-

lis
he Modelle und deren Lösungsmethoden kurz vorgestellt. Bei der Literatur-

auswahl liegt das Hauptaugenmerk auf anderen analytis
hen Verfahren sowie

der Ähnli
hkeit des zu Grunde liegenden physikalis
hen Modells zu dem in

dieser Arbeit angewendeten. Unter Umständen erfordern jedo
h kleine Ände-

rungen am physikalis
hen Modell bereits die Anwendung numeris
her Verfah-

ren, weshalb au
h diese in der hier vorgestellten Literaturauswahl zur Spra
he

kommen.

Kholpanov et al. (1982) untersu
hen den Ein�uss eines si
h ausbildenden Ge-

s
hwindigkeitspro�ls bei der Filmströmung auf den Wärme- oder Sto�trans-

port für kleine Werte der Koordinate in Strömungsri
htung. Sie verwenden

zur Lösung der physikalis
hen Modellglei
hungen das numeris
he Runge-Kut-

ta Verfahren. Des Weiteren untersu
hen sie den Ein�uss einer S
hubspannung

an der Filmober�ä
he dur
h z.B. eine starke Gas-/Dampfströmung auf den

gekoppelten Wärme- und Sto�transport. Sie konstatieren ohne Angabe von

Zahlenwerten eine erhebli
he Abhängigkeit des Wärme- und Sto�übergangs

von den an der Phasengrenz�ä
he angreifenden S
hubspannungen und Ober-

�ä
henspannungsgradienten.

Le Go� et al. (1985) wenden auf das in dieser Arbeit verwendete und von Gri-

gor'eva und Nakoryakov (1977) aufgestellte physikalis
he Modell des gekoppel-

ten Wärme- und Sto�transportes und der thermis
hen Randbedingungen der

adiabaten Wand die Lapla
e-Transformation an und lösen das Problem im

Lapla
e-Berei
h. Aufgrund fehlender Äquivalenzen in den Korrespondenzta-

bellen wenden sie für die Rü
ktransformation die s
hnelle Fourier-Transfor-

mation an. Die so erhaltenen numeris
hen Ergebnisse weisen jedo
h teilweise

physikalis
h ni
ht erklärbare S
hwingungen auf.

Ebenfalls für die adiabate Wand teilen Le Go� et al. (1986) die Filmströmung

je na
h Eindringtiefe des Temperatur- und des Konzentrationspro�ls in den

Film in vier vers
hiedene Zonen ein. Sie wenden für die vers
hiedenen Zonen

jeweils ein stark vereinfa
htes lineares Temperatur- und Konzentrationspro�l

an. Zur Abs
hätzung des Fehlers der Linearisierung verglei
hen sie die Lösung
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mit den si
h ausbildenden Pro�len für den halbunendli
hen Körper sowie für

deren numeris
he Lösung der Di�erentialglei
hungen mittels s
hneller Fourier

Transformation (Le Go� et al., 1985). Dabei stellen sie fest, dass das stark ver-

einfa
hte Modell der linearen Pro�le für groÿe Werte der Strömungskoordinate

repräsentative Ergebnisse liefert.

Mit Hilfe der numeris
hen Methode der Finiten Di�erenzen lösen van der Wek-

ken und Wassenaar (1988) das gekoppelte Wärme- und Sto�transportproblem

für die diabate Wand. Die von ihnen angewendeten Modellglei
hungen sind

mit denen von Grossman (1983) identis
h, d.h. au
h sie wenden das ausgebil-

dete parabolis
he Filmströmungspro�l an. Neben der im Verglei
h zu Gross-

man (1983) veränderten thermis
hen Wandrandbedingung der diabaten Wand

berü
ksi
htigen sie den dur
h den di�usiven Salzmassenstrom zur Filmober-

�ä
he induzierten konvektiven Rü
kstrom in den Film über eine veränderte

Randbedingung für den absorbierten Massenstrom in der Energiebilanz an der

Phasengrenz�ä
he:

ṁabs =
ρ ·D
1− ci

· ∂c
∂y

∣
∣
∣
∣
i

, (3.116)

λ · ∂T
∂y

∣
∣
∣
∣
i

=
ρ ·D
1− ci

· ∂c
∂y

∣
∣
∣
∣
i

·∆habs. (3.117)

In dem Modell von van der Wekken und Wassenaar (1988) wird jedo
h inner-

halb der Filmströmung keine transversale Ges
hwindigkeit und die einseitige

Di�usion auss
hlieÿli
h als Randbedingung berü
ksi
htigt.

Für das gekoppelte Wärme- und Sto�transportproblem ist eine einfa
he Ab-

s
hätzung des dur
h die Berü
ksi
htigung der einseitigen Di�usion veränderten

absorbierten Massenstroms, wie z.B. die Betra
htung des Verstärkungsfaktors

beim Stefan-Strom, ni
ht direkt mögli
h. Die Wärmefreisetzung dur
h Absorp-

tion wird einges
hränkt vom dem dur
h die Wärmeleitung begrenzten Wär-

meabtransport von der Filmober�ä
he in den Film, was dämpfend auf einen

Anstieg des absorbierten Massenstroms wirkt. In einer dimensionslosen Dar-

stellung geht diese die einseitige Di�usion beinhaltende Energiebilanz (3.117)

in folgende Form über:

∂γ

∂η

∣
∣
∣
∣
η=1

= (1− ci) · S̃t
︸ ︷︷ ︸

=S̃teinseitig

·Le · ∂Θ
∂η

∣
∣
∣
∣
η=1

. (3.118)
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Es ist demna
h mögli
h mit dem in dieser Arbeit vorgestellten Modell, wel
hes

ledigli
h äquimolare Di�usion berü
ksi
htigt, über eine Anpassung der modi-

�zierten Stefan Zahl S̃t mit dem zu erwartenden Ober�ä
henabsorbensmas-

senanteil 1− ci zu S̃teinseitig zumindest den E�ekt einseitiger Di�usion an der

Filmober�ä
he abzus
hätzen. Bei einem Absorbatanteil von ci = 0, 5 halbiert

si
h dementspre
hend der Wert der modi�zierten Stefan Zahl. Die Auswirkun-

gen einer Variation der modi�zierten Stefan Zahl werden im Ergebnisteil dieser

Arbeit diskutiert.

Na
h Aussage von van der Wekken und Wassenaar (1988) erlaubt die von

ihnen angewendete numeris
he Methode ledigli
h Randbedingungen mit kon-

stanten Koe�zienten. Aus diesem Grund wird von ihnen anstelle des variablen

Ober�ä
henabsorbatanteils ci in (3.117) der konstante Absorbatmassenanteil

am Eintritt der Lösung c0 verwendet. Als Ergebnis geben van der Wekken

und Wassenaar (1988) Verläufe der Mitteltemperaturen sowie der Ober�ä
hen-

temperaturen und -massenanteile für eine Auswahl dimensionsloser Parameter

an. Des Weiteren de�nieren sie folgende lokale Sherwood- und Nusselt-Zahlen,

deren Verlauf sie als Funktion der Fourier-Zahl, d.h. der dimensionslosen

Strömungskoordinate, angeben:

Sh =
β · δ
D

=

∂γ
∂η

∣
∣
η=0

(γi − γ)
, (3.119)

Nui =
αi · δ
λ

=

∂Θ
∂η

∣
∣
η=0

(Θi −Θ)
, (3.120)

NuW =
αW · δ
λ

=

∂Θ
∂η

∣
∣
η=1

(Θ−ΘW )
. (3.121)

Diese physikalis
h dur
haus sinnvollen und na
hvollziehbaren De�nitionen der

dimensionslosen Kennzahlen führen allerdings zu Problemen, da in der Regel

in der Praxis die Werte von Temperatur und Absorbatmassenanteil weder an

der Phasengrenz�ä
he no
h die mittleren Werte in der Filmströmung bekannt

sind. Allerdings sind diese im theoretis
hen Modell zugängli
h und werden

daher von van der Wekken und Wassenaar (1988) zum Verglei
h ihrer Er-

gebnisse des gekoppelten Transportproblems mit den Korrelationen des reinen

Wärme- bzw. Sto�transportes herangezogen und dementspre
hend de�niert.

Wenig überras
hend stellen van der Wekken und Wassenaar (1988) fest, dass

die Anwendung der Korrelationen für den Wärme- bzw. Sto�transport für si
h
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genommen zu fehlerhaften Ergebnissen führt. Sie s
hlagen daher vor, mit Hil-

fe ihrer numeris
hen Ergebnisse vereinfa
hte Beziehungen und Korrelationen

für den gekoppelten Wärme- und Sto�transport als Funktion der relevanten

dimensionslosen Parameter zu erstellen, wel
he wiederum für einfa
here und

lei
hter anwendbare Modelle zur Auslegung und Simulation der Wärme- und

Sto�übertrager verwendet werden können. Sie geben diese Korrelationen be-

dauerli
herweise ni
ht selbst an und s
hlagen vor, diese mit Hilfe der von ihnen

angegebenen Diagramme zu ermitteln.

Brauner (1991) erweitert einerseits das Modell von van der Wekken und Was-

senaar (1988), indem sie die transversale Ges
hwindigkeit im Film ni
ht ver-

na
hlässigt, den tatsä
hli
hen Ober�ä
henmassenanteil für die Verstärkung der

einseitigen Di�usion verwendet und eine variable Filmdi
ke in Strömungsri
h-

tung erlaubt. Andererseits wendet Brauner (1991) dieses Modell ähnli
h wie

Grossman (1983) ledigli
h für die adiabate bzw. für die isothermeWand an, wo-

bei die Filmeintrittstemperatur glei
h der Wandtemperatur gesetzt ist. Brau-

ner (1991) stellt fest, dass dur
h die Erweiterung des Filmmodells um die Be-

rü
ksi
htigung der einseitigen Di�usion eine analytis
he Lösung der partiellen

Di�erentialglei
hungen für die gesamte Filmströmung ni
ht mehr zugängli
h

ist. Für die von der Wand ungestörte Phasengrenz�ä
he in der Nähe des Ein-

tritts der Salzlösung ermitteln Brauner et al. (1989) eine analytis
he Lösung,

die für ähnli
h groÿe Massenanteile des Absorbats und des Absorbens einen

ni
ht verna
hlässigbaren E�ekt der transversalen Ges
hwindigkeit aufzeigt.

Für die Lösung des Problems für die gesamte Filmströmung integriert Brau-

ner (1991) formal die partiellen Di�erentialglei
hungen über die dimensionslo-

se Filmdi
kenkoordinate, um gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen in der Film-

strömungsri
htung zu erhalten. Um diese Integrale bestimmen zu können, setzt

Brauner (1991) a priori einfa
he analytis
he Funktionen, z.B. quadratis
he Po-

lynomansätze für das Ges
hwindigkeits-, Massenanteils- und Temperaturpro�l

im Film an, wel
he sämtli
h die jeweiligen Randbedingungen erfüllen. Hierfür

ist es allerdings erforderli
h das Transportproblem, wie bereits bei Le Go� et al.

(1986), in vers
hiedene Zonen einzuteilen. Brauner (1991) unters
heidet dabei

drei Zonen. In der ersten Zone, der ungestörten Phasengrenz�ä
he, sind we-

der die thermis
he no
h die sto�i
he Grenzs
hi
ht von der Phasengrenz�ä
he

an der Wand angekommen. In Zone zwei hat die thermis
he Grenzs
hi
ht die
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Wand errei
ht, die sto�i
he jedo
h no
h ni
ht. Entspre
hend haben in Zone

drei sowohl die thermis
he als au
h die sto�i
he Grenzs
hi
ht die Wand er-

rei
ht. Das verbleibende gewöhnli
he Di�erentialglei
hungssystem löst Brauner

(1991) mit Hilfe der Runge-Kutta Methode, d.h. einem numeris
hen Anfangs-

wertlösungsalgorithmus. Ähnli
h wie van der Wekken und Wassenaar (1988)

gibt au
h Brauner (1991) die dimensionslosen Phasengrenz�ä
hentemperatu-

ren und -massenanteile an und de�niert die lokalen Sherwood- und die Nus-

selt-Zahlen mit den physikalis
h na
hvollziehbaren treibenden Massenanteils-

und Temperaturdi�erenzen. Allerdings verändert si
h dur
h die Berü
ksi
hti-

gung der einseitigen Di�usion bei Brauner (1991) dementspre
hend die Sher-

wood-Zahl im Verglei
h zu van der Wekken und Wassenaar (1988) (3.119).

In glei
her Weise wie in Brauner et al. (1989) s
hlussfolgert Brauner (1991),

dass bei ähnli
h groÿen Absorbent- und Absorbatmassenanteilen die trans-

versale Filmges
hwindigkeitskomponente berü
ksi
htigt werden sollte ohne die

dadur
h verursa
hte Abwei
hung im absorbierten Massenstrom für typis
he

Absorberbedingungen genau zu quanti�zieren.

Yang und Wood (1992) wenden das von Grossman (1983) eingeführte physi-

kalis
he Filmmodell an. Im Gegensatz zu Grossman (1983) lösen sie die Be-

dingung glei
her Wand- und Filmeintrittstemperatur für die Randbedingung

der isothermen Wand auf und lösen die partiellen Di�erentialglei
hungen mit

Hilfe der numeris
hen Methode der Finiten Di�erenzen. Auÿerdem verzi
hten

Yang und Wood (1992) auf eine Entdimensionierung des Problems und auf die

Linearisierung des Phasenglei
hgewi
hts an der Filmober�ä
he. Sie verglei
hen

ihre so bere
hneten Ergebnisse mit eigens ermittelten Messwerten allerdings

unter Ein�uss von Wellen und einem Anteil von 5% ni
ht kondensierbarer Ga-

se. Ni
htsdestotrotz stellen Yang und Wood (1992) trotz der sehr einfa
hen

Modellierung und der vereinfa
henden Annahmen eine gute Übereinstimmung

zwis
hen den bere
hneten und experimentell ermittelten Ergebnisse fest und

behaupten daher, dass au
h das laminare, ni
ht wellige Filmmodell realistis
he

Ergebnisse vorhersagt.

Hajji und Worek (1992) untersu
hen den transienten Wärme- und Sto�trans-

port im unbewegten dünnen Film eines Absorbens, wel
hes für den mitbeweg-

ten Beoba
hter dem Modell von Grigor'eva und Nakoryakov (1977) des Films

mit konstanter Filmges
hwindigkeit identis
h ist. Sie wenden die im vorange-
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gangenen Abs
hnitt detailliert vorgestellte Fourier-Methode von Grigor'eva

und Nakoryakov (1977) und Nakoryakov et al. (1997) an, erwähnen jedo
h

au
h, dass die Lapla
e-Transformation prinzipiell zur Lösung dieses Pro-

blems geeignet wäre. Allerdings wenden sie weniger restriktive Randbedingun-

gen an der Wand an, indem sie einen beliebigen Wärme- und Sto�strom an

der Wand zulassen, der anders als bei Nakoryakov et al. (1997) ni
ht zwingend

Null sein muss. Hajji und Worek (1992) zeigen jedo
h ni
ht, wie die ebenfalls

von ihnen verwendete Orthogonalitätsbeziehung ohne die Annahmen von Na-

koryakov et al. (1997) hergeleitet wurde.

Ibrahim und Vinni
ombe (1993) verwenden im Prinzip das glei
he Modell so-

wie die glei
hen Randbedingungen wie van der Wekken und Wassenaar (1988).

Aus Gründen der numeris
hen Stabilität sowie der Begrenzung der Re
henzeit

benötige sie die analytis
he Lösung der ungestörten Phasengrenz�ä
he am Ein-

tritt der Salzlösung in den Absorber in ähnli
her Weise wie Grossman (1983).

Ibrahim und Vinni
ombe (1993) erweitern die analytis
he Lösung für klei-

ne Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate für die Wandseite, indem

sie dort eine Wärmedur
hgangsbeziehung als Randbedingung verwenden. Für

gröÿere Werte benutzen sie die numeris
he Methode der impliziten Finiten Dif-

ferenzen.

Patnaik et al. (1993) verwenden empiris
he Ansätze für den Wärme- und Sto�-

transport. Sie begründen dieses Vorgehen damit, dass die bisherigen theore-

tis
hen Modelle und deren Lösung auf laminarer Filmströmung basieren und

zu einer Unters
hätzung des absorbierten Massenstroms tendieren. Das von

Patnaik et al. (1993) betra
htete Vertikalrohr stellt einen Gegenstromwärme-

und -sto�übertrager dar. In Strömungsri
htung des Lösungs�lms wird di�e-

rentiell und quer zur Strömungsri
htung integral bilanziert. Die Übergangs-

koe�zienten für Wärme und Sto� erhalten sie aus eins
hlägigen empiris
hen

Korrelationen. Für den �lmseitigen Wärmeübergangskoe�zienten verwenden

sie eine Korrelation für den welligen Film (Seban, 1978). Den Sto�übergangs-

koe�zienten ermitteln Patnaik et al. (1993) aus einer Kombination von Korre-

lationen aus der Penetrationstheorie (Hobler, 1966) und einer Korrelation für

Gasabsorption in welligen, turbulenten Fall�lmen von Yih und Chen (1982).

Das Glei
hungssystem aus gewöhnli
hen Di�erentialglei
hungen lösen Patnaik

et al. (1993) mit Hilfe eines Runge-Kutta Verfahrens vierter Ordnung zur In-
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tegration (Davis und Polonsky, 1970). Bei überhitzten Eintrittszuständen der

Lösung beri
hten Patnaik et al. (1993) von S
hwingungen in der Nähe des

Eintritts der Lösung, wel
he sie sehr pragmatis
h mit einem mit zunehmender

Lau�änge abklingenden Dämpfungsfaktor unterdrü
ken. Als Ergebnis erhalten

sie die Temperaturverläufe des Kühlwassers und der Lösung sowie den absor-

bierten Wassermassenstrom und den an das Kühlwasser abgegebenen Wär-

mestrom als Funktion der Strömungskoordinate für variable Salzlösungs- und

Kühlwassermassenströme. Patnaik et al. (1993) s
hlussfolgern, dass die von

ihnen erstellten Diagramme zur Auslegung von Absorbern verwendet werden

können, solange die Bedingungen für die von ihnen verwendeten Korrelatio-

nen gelten. Ein Verglei
h mit experimentell ermittelten Daten erfolgt dur
h

Patnaik et al. (1994) mit einer relativen Abwei
hung zwis
hen theoretis
hem

Modell und dem Experiment von kleiner als 20% für die untersu
hten Fälle.

Conlisk (1992) untersu
ht wie Patnaik et al. (1993) das gekoppelte Wärme- und

Sto�transportproblem an einem auÿen berieselten Vertikalrohr. Das dimensi-

onslose Filmmodell von Conlisk (1992) ist dem von Grossman (1983) sehr ähn-

li
h, na
hdem Conlisk (1992) die bei der Modellierung angenommene variable

Filmdi
ke sowie die transversale Ges
hwindigkeitskomponente zumindest für

die di�erentielle Energiebilanz verna
hlässigt. Au
h Conlisk (1992) wendet wie

Le Go� et al. (1985) die Lapla
e-Transformation auf die erhaltenen partiellen

Di�erentialglei
hungen, wel
he die variable Filmges
hwindigkeit berü
ksi
hti-

gen, an. Im Lapla
e-Berei
h löste Conlisk (1992) die gewöhnli
hen Di�e-

rentialglei
hungen mit ni
ht konstanten Koe�zienten unter Anwendung der

parabolis
hen Zylinderfunktion. Allerdings stellt Conlisk (1992) fest, dass die

erhaltenen Lösungen im Lapla
e-Berei
h für eine Rü
ktransformation in den

reellen Zahlenberei
h zu kompliziert sind. Aus diesem Grund wendet Conlisk

(1992) numeris
he Methoden für die Rü
ktransformation aus dem Lapla
e-

Berei
h an (Honig und Hirdes, 1984). Auf diese Weise erhält Conlisk (1992)

Lösungen für die isotherme Wand und eine von ihm aufgeprägte si
h mit der

Wurzel der Strömungskoordinate verändernden Wandtemperatur. Er beri
htet

von sehr guten Übereinstimmungen mit experimentellen Werten (persönli
he

Mitteilungen von Miller 1991 und 1992) und dass dieses numeris
he Vorgehen

si
h sehr robust gegen groÿe Gradienten zeigt. Ni
htsdestotrotz spri
ht Con-

lisk (1992) au
h von einer starken Abwei
hung zwis
hen einem experimentellen
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Datensatz und der bere
hneten Salzlösungstemperatur im Kern, deren Ursa-


he ihm unklar ist. Bei seinem Vorgehen geht Conlisk aufgrund des Verglei
hs

der dimensionslosen Kennzahlen davon aus, dass der Sto�transport ledigli
h

in einer ober�ä
hennahen S
hi
ht abläuft. Diese Hypothese bewegt ihn dazu,

in einer weiteren Verö�entli
hung (Conlisk, 1995) ein komplett analytis
hes

Lösungsverfahren für das gekoppelte Wärme- und Sto�transportproblem vor-

zus
hlagen, um einerseits den Re
henaufwand im Verglei
h zu numeris
hen

Methoden zu verringern und andererseits keine freien Parameter wie empiri-

s
he Wärme- und Sto�transportkoe�zienten zu benötigen. Dafür nimmt er

neben der ober�ä
hennahen Grenzs
hi
ht für den Sto�transport das Tempe-

raturpro�l im Film als ausgebildetes und von dem strömenden Film unbeein-

trä
htigtes und daher lineares Temperaturpro�l über der Filmdi
kenkoordinate

an, was er mit den Ergebnissen seiner Vorarbeiten (Conlisk, 1992) begründet.

Für den ledigli
h an der Filmober�ä
he statt�ndenden Sto�transport wendet

Conlisk (1995) die analytis
he Lösung des Problems der singulären Störung

für das dimensionslose Massenanteilspro�l in der sto�i
hen Grenzs
hi
ht an.

Somit erhält er einen analytis
hen Ausdru
k für den an der Filmober�ä
he

absorbierten Massenstrom unter den getro�enen Annahmen und für eine kon-

stante Wandtemperatur. Aus seinen Ergebnissen s
hlussfolgert er, dass die

Absorption vom Sto�transportwiderstand dominiert wird, wobei genau dies

eine Grundannahme für die von ihm vorgestellte analytis
he Lösung ist.

Eine Erweiterung dieses Modells um den Sto�transport im Dampfraum, wie

z.B. für das Sto�gemis
h Wasser-Ammoniak, stellen Conlisk und Mao (1996)

vor. Darüber hinaus betra
hten sie die Strömung des Salzlösungs�lms über ein

horizontales Rohr im Gegensatz zu den zuvor betra
hteten Filmströmungen am

Vertikalrohr. Über eine Massenbilanz an der Phasengrenz�ä
he stellen Conlisk

und Mao (1996) einen Zusammenhang zwis
hen den Massenanteilspro�len im

Dampf und im Film her und verwenden diesen Zusammenhang als veränderte

Randbedingung für die Lösung des Massenanteilspro�ls im Film. Mit Hilfe ei-

ner von ihnen als Fourier-Kosinus Transformation bezei
hneten Umformung

lösen sie das Problem im Bildberei
h und na
h der Rü
ktransformation erhal-

ten sie algebrais
he Glei
hungen, jedo
h mit no
h zu lösenden Integralen in

der Zeit. Conlisk und Mao (1996) spre
hen von einer punktweisen Lösung des

absorbierten Massenstroms, ohne dies genau zu spezi�zieren.
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Die hier vorgestellten Modelle und analytis
hen sowie numeris
hen Lösungs-

methoden für die Absorption im laminaren Riesel�lm stellen eine Auswahl dar.

Diese Darstellung soll einen Überbli
k insbesondere über die Bestrebungen und

Entwi
klungen der analytis
hen Methoden geben. Auf den Stand zur nume-

ris
hen Simulation der Filmströmung ist an dieser Stelle bewusst verzi
htet

worden, da das hier vorgestellte Modell aufgrund der starken hydrodynami-

s
hen Vereinfa
hungen keinen Erkenntnisbeitrag in diesem Gebiet liefern kann.

Allerdings kann die hier vorgestellte einfa
h zu implementierende Lösung mit

stark vereinfa
hter Hydrodynamik als Referenz für kompliziertere numeris
he

Wärme- und Sto�transportsimulationen dienen.

Die Anwendung der Lapla
e-Transformation und die Lösung der Modell-

glei
hungen für vers
hiedene thermis
he Wandrandbedingungen wird im nun

folgenden Kapitel vorgestellt.
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Kapitel 4

Analytis
he Lösung mit Hilfe der

Lapla
e-Transformation

In diesem Abs
hnitt wird eine vielseitige analytis
he Lösungsmethode für die

partiellen Di�erentialglei
hungen des gekoppelten Wärme- und Sto�transpor-

tes (2.48) und (2.49) bei der laminaren Riesel�lmabsorption vorgestellt. Hierzu

werden die partiellen Di�erentialglei
hungen mittels der Lapla
e-Transfor-

mation, wie im Anhang B.2 am Beispiel des Temperaturfeldes bes
hrieben, zu-

nä
hst in gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen umgeformt, dann im Lapla
e-

Berei
h gelöst und s
hlieÿli
h werden diese Lösungen in den reellen Zahlenbe-

rei
h zurü
k transformiert. Bei der Lapla
e-Transformation handelt es si
h

um eine Integraltransformation. Die allgemeine Transformationsvors
hrift lau-

tet:

F (z) =

∞∫

0

f(x) · e−z·x · dx x ∈ R, z ∈ C. (4.1)

Die allgemeine Vors
hrift für die Rü
ktransformation einer Funktion aus dem

Bildberei
h lautet:

f(x) =
1

2 · π · i

ω+i·∞∫

ω−i·∞

e

z·x · F (z) · dz. (4.2)

Die mathematis
hen Umformungen zur Dur
hführung der Lapla
e-Trans-

formation sind weithin bekannt und �nden insbesondere in der Regelungs-

te
hnik zur Transformation physikalis
her Stre
kenmodelle häu�g Anwendung.
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Weitaus weniger bekannt und geläu�g ist die Anwendung der Rü
ktransforma-

tion. Diese wird daher in dieser Arbeit na
h dem von Baehr (1955) präsentier-

ten Verfahren ausführli
h dargestellt. Die mathematis
hen Grundlagen für die

Anwendung dieses Verfahrens bei der Rü
ktransformation sind zusammenge-

fasst im Anhang B.3 zu �nden.

4.1 Lapla
e-Transformation der partiellen Dif-

ferentialglei
hungen

Die Lapla
e-Transformierten der dimensionslosen partiellen Di�erentialglei-


hungen (2.48) und (2.49) aus Abs
hnitt 2.2 lauten wie folgt:

−Θ0 =
∂2Θ(z, η)

∂η2
− z ·Θ(z, η), (4.3)

−γ0 =
1

Le

∂2γ(z, η)

∂η2
− z · γ(z, η). (4.4)

Die reelle dimensionslose Strömungskoordinate ξ geht im Lapla
e-Berei
h in

die komplexe Variable z über. Die partiellen Ableitungen na
h ξ im Berei
h der

reellen Zahlen gehen im komplexen Lapla
e-Berei
h in einen algebrais
hen

Zusammenhang (vgl. (B.10)) über.

Da die Entdimensionierung als Di�erenz zu den jeweiligen Eintrittswerten

T0, c0 erfolgt, sind Θ0 = γ0 = 0 und die formalen Lösungen dieser beiden

dadur
h homogenen, gewöhnli
hen Di�erentialglei
hungen lauten wie folgt:

Θ(z, η) = C1 · e
√
z·η + C2 · e−

√
z·η, (4.5)

γ(z, η) = C3 · e
√
z·Le·η + C4 · e−

√
z·Le·η. (4.6)

Die formalen Lösungen (4.5) und (4.6) stellen den Ausgangspunkt der vorlie-

genden Arbeit dar.

Diese formalen Lösungen im Lapla
e-Berei
h beinhalten bereits die Anfangs-

bedingungen Θ0 = γ0 = 0. Die no
h unbekannten vier Integrationskonstanten

werden dur
h vier Randbedingungen bestimmt. Diese Randbedingungen müs-

sen zuvor jedo
h ebenfalls in den Lapla
e-Berei
h transformiert werden.

Im Rahmen dieser Arbeit werden vers
hiedene thermis
he Randbedingungen

an der Wand angewendet und mit Lösungen aus der Literatur sowie unter-

einander vergli
hen. Im Gegensatz zur Fourier-Methode ergeben si
h dur
h
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das hier verwendete Lösungsverfahren keinerlei Bes
hränkungen bei der Aus-

wahl der thermis
hen Wandrandbedingungen. Die Randbedingungen an der

Phasengrenz�ä
he und die Randbedingung der impermeablen Wand für den

Sto�transport bleiben identis
h mit denen von Nakoryakov et al. (1997).

Um das hier vorgestellte Lösungsverfahren mit den Lösungen der Fourier-

Methode verglei
hen und validieren zu können, werden zuerst die von Gri-

gor'eva und Nakoryakov (1977) verwendeten thermis
hen Wandrandbedingun-

gen angewendet, d.h. die isotherme oder die adiabate Wand.

Ans
hlieÿend wird die für te
hnis
he Anwendungen realistis
here Randbedin-

gung der diabaten Wand mit konstanten thermis
hen Widerständen der Wand

und des externen Fluids angewendet. Die erhaltene Lösung wird mit den zwei

Grenzfällen für den thermis
hen Widerstand vergli
hen. Zum einen für einen

unendli
hen thermis
hen Widerstand (adiabate Wand) und zum anderen für

einen vers
hwindenden thermis
hen Widerstand (isotherme Wand).

4.2 Anwendung der transformierten Randbedin-

gungen

An dieser Stelle werden die von Grigor'eva und Nakoryakov (1977) eingeführten

Randbedingungen no
h einmal aufgelistet und in den Lapla
e-Berei
h trans-

formiert. Dabei be�ndet si
h der Ursprung der dimensionslosen transversalen

Koordinate η an der Filmober�ä
he und zeigt zur Wand, wie in Abbildung 2.1

dimensionsbehaftet eingezei
hnet.

Für den Sto�transport nehmen Grigor'eva und Nakoryakov (1977) die Wand

als impermeabel an:

∂c

∂y
(y = δ) = 0 ⇒ ∂γ

∂η
(η = 1) = 0 ❞ t

∂γ

∂η
(η = 1) =

0

z
= 0. (4.7)

Als Randbedingung an der Phasengrenz�ä
he, y = 0 (Index 
i`), approximie-

ren Grigor'eva und Nakoryakov (1977) das Phasenglei
hgewi
ht über einen

linearen Zusammenhang der isobaren Siedetemperatur der Salzlösung in Ab-
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hängigkeit vom Absorbatmassenanteil:

T (x, y = 0) = A− B · c(x, y = 0)

⇒ Θ(ξ, η = 0) = 1− γ(ξ, η = 0) ❞ t Θ(z, η = 0) =
1

z
− γ(z, η = 0).

(4.8)

Des Weiteren nehmen sie an, dass die gesamte, an der Filmober�ä
he freige-

setzte Absorptionswärme dur
h reine Wärmeleitung in den Lösungs�lm gelei-

tet wird:

λ
∂T

∂y
(x, y = 0) = ρD

∂c

∂y
(x, y = 0)∆habs

⇒ LeS̃t

∂Θ

∂η
(ξ, η = 0) =

∂γ

∂η
(ξ, η = 0) ❞ t

LeS̃t

∂Θ

∂η
(z, η = 0) =

∂γ

∂η
(z, η = 0).

(4.9)

Diese beiden Randbedingungen an der Filmober�ä
he stellen in diesem Modell

die einzige Kopplung zwis
hen der Filmtemperatur und dem Absorbatmassen-

anteil im Film dar.

Die thermis
he Wandrandbedingung wird von Grigor'eva und Nakoryakov

(1977) aufgrund des mathematis
hen Lösungsverfahrens entweder als isotherm

oder als adiabat gesetzt. Für die isotherme Wand ergibt si
h folgende Rand-

bedingung im Lapla
e-Berei
h:

T (x, y = δ) = TW = const. ⇒ Θ(ξ, η = 1) = ΘW
❞ t Θ(z, η = 1) =

ΘW

z
.

(4.10)

Im Falle der adiabaten Wand vers
hwindet der Temperaturgradient an der

Wand:

∂T

∂y
(x, y = δ) = 0 ⇒ ∂Θ

∂η
(ξ, η = 1) = 0 ❞ t

∂Θ

∂η
(z, η = 1) =

0

z
= 0.

(4.11)

Im Folgenden werden dur
h Anwendung dieser Randbedingungen die Lösun-

gen des Problems im Lapla
e-Berei
h sowohl für die isotherme, als au
h für

die adiabate Wand hergeleitet. Ans
hlieÿend wird die Lösung für die diabate

Wandrandbedingung vorgestellt.
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4.2.1 Anwendung der Randbedingungen im Lapla
e-Be-

rei
h

Zu Beginn werden drei der vier unbekannten Integrationskonstanten ermittelt.

Dies ges
hieht mit Hilfe der für alle thermis
hen Wandmodelle glei
hen Rand-

bedingungen, d.h. mittels der Randbedingung der impermeablen Wand sowie

der beiden Randbedingungen an der Phasengrenz�ä
he. Somit werden allge-

meine Lösungen für das Temperatur- und Absorbatmassenanteilspro�l erhal-

ten, die allerdings eine no
h zu bestimmende Integrationskonstante enthalten.

Diese Integrationskonstante wird dur
h die Vorgabe der thermis
hen Wand-

randbedingung ermittelt.

Es werden au
h die Ableitungen der allgemeinen Lösungsfunktionen benötigt:

∂Θ

∂η
=

√
z ·
(
C1 · e

√
z·η − C2 · e−

√
z·η), (4.12)

∂γ

∂η
=

√
z · Le ·

(
C3 · e

√
z·Le·η − C4 · e−

√
z·Le·η). (4.13)

Mit Hilfe der Randbedingung der impermeablen Wand (4.7) wird die Integra-

tionskonstante C4 eliminiert:

C4 = C3 ·
e
√
z·Le

e

−
√
z·Le

eingesetzt in (4.6), (4.14)

γ(z, η) = 2 · C3 · e
√
z·Le · cosh

(√
z · Le(η − 1)

)

. (4.15)

Unter Verwendung der beiden Randbedingungen an der Phasengrenz�ä
he bei

η = 0 können zwei weitere Beziehungen zwis
hen den drei verbleibenden Inte-

grationskonstanten aufgestellt werden. Hierzu werden (4.5) und (4.15) in die

Randbedingungen (4.8) und (4.9) eingesetzt:

1

z
= C1 + C2 + 2 · C3 · e

√
z·Le · cosh

(√
z · Le

)

, (4.16)

−2 · C3 · e
√
z·Le · sinh

(√
z · Le

)

=
√
LeS̃t · (C1 − C2) . (4.17)

Dabei wurde die A
hsensymmetrie des Kosinus Hyperboli
us sowie die Punkt-

symmetrie des Sinus Hyperboli
us bereits angewendet und die Vorzei
hen ent-

spre
hend angepasst. Um das Temperaturfeld weiter vereinfa
hen zu können

und eine Beziehung zwis
hen den beiden Konstanten C1 und C2 herzustellen,



54 4. Analytis
he Lösung mit Hilfe der Lapla
e-Transformation

werden (4.16) und (4.17) jeweils na
h 2·C3 ·e
√
z·Le

umgestellt und glei
hgesetzt:

√
LeS̃t · (C2 − C1)

sinh
(√

z · Le
) =

(
1
z
− C1 − C2

)

cosh
(√

z · Le
) , (4.18)

C1 =

√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

+ sinh
(√

z · Le
)

√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

− sinh
(√

z · Le
) · C2

−
sinh

(√
z · Le

)

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

z · Le
)

− sinh
(√

z · Le
)) .

(4.19)

Mit Hilfe des Zusammenhangs (4.19) kann au
h 2 ·C3 · e
√
z·Le

in Abhängigkeit

von der letzten verbleibenden Integrationskonstanten C2 ausgedrü
kt werden,

indem (4.19) in Glei
hung (4.17) eingesetzt wird:

2 · C3 · e
√
z·Le =

√
LeS̃t (1− 2 · C2 · z)

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

z · Le
)

− sinh
(√

z · Le
)) . (4.20)

Dur
h Einsetzen von (4.19) in (4.5) sowie von (4.20) in (4.15) werden die

allgemeinen Lösungen für das Temperatur- (4.21) und Massenanteilsfeld (4.22)

mit nur no
h einer unbekannten Integrationskonstanten C2 erhalten:

Θ(z, η) =

2 · C2 ·

√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

cosh (
√
zη) + sinh

(√
z · Le

)

sinh (
√
zη)

√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

− sinh
(√

z · Le
)

−
sinh

(√
z · Le

)

· e
√
zη

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

z · Le
)

− sinh
(√

z · Le
)) ,

(4.21)

γ(z, η) =

√
LeS̃t (1− 2 · C2 · z) · cosh

(√
z · Le(η − 1)

)

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

z · Le
)

− sinh
(√

z · Le
)) . (4.22)

Die no
h unbekannte Integrationskonstante C2 wird im Folgenden dur
h die

Anwendung der thermis
hen Wandrandbedingung festgelegt. Es werden erst

die thermis
hen Grenzfälle der adiabaten und der isothermen Wand angewen-

det, um ans
hlieÿend die Lösung für eine diabate Wand im Lapla
e-Berei
h

zu ermitteln.
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4.2.2 Adiabate Wand

Im Fall der adiabaten Wand vers
hwindet der Temperaturgradient an der

Wand (4.11). Glei
hung (4.21) wird na
h der dimensionslosen Filmdi
kenkoor-

dinate η abgeleitet und diese Ableitung an der Stelle η = 1 entspre
hend der

Randbedingung zu Null gesetzt. Für 2·C2 ergibt si
h folgender Zusammenhang

für die adiabate Wand:

2 · C2 =
sinh

(√
z · Le

)

· e
√
z

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

z · Le
)

sinh (
√
z) + sinh

(√
z · Le

)

cosh (
√
z)
) .

(4.23)

Dieser Ausdru
k für 2 ·C2 wird in (4.21) eingesetzt, sämtli
he Terme auf einen

Hauptnenner gebra
ht und so weit wie mögli
h zusammengefasst. Dies wird

an dieser Stelle für den Fall der adiabaten Wand ausführli
h erläutert und

mit Nebenre
hnungen exemplaris
h gezeigt. Für die darau�olgenden thermi-

s
hen Randbedingungen wird dies analog dur
hgeführt und ledigli
h im Text

bes
hrieben.

Dur
h Einsetzen von 2 ·C2 in die formale Lösung des Temperaturfeldes (4.21)

wird folgender Ausdru
k erhalten:

Θ(z, η) =

[

e
√
z sinh

(√
zLe
)(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

cosh
(√

zη
)
+ sinh

(√
zLe
)

· sinh
(√

zη
) )

− e
√
zη sinh

(√
zLe
)(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

sinh
(√

z
)

+ sinh
(√

zLe
)

cosh
(√

z
) )
]

·
[

z
(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

− sinh
(√

zLe
))

·
(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

sinh
(√

z
)
+ sinh

(√
zLe
)

cosh
(√

z
) )
]−1

.

(4.24)

Die Hyperboli
us Funktionen im Zähler werden mit den jeweiligen Exponen-

tialfunktionen multipliziert, um die Terme weiter zusammenfassen zu können.

Dadur
h ergeben si
h folgende Nebenre
hnungen:

e
√
z cosh

(√
zη
)
− e

√
zη sinh

(√
z
)

=
e
√
z

2

(

e
√
zη + e−

√
zη
)

− e
√
zη

2

(

e
√
z − e−

√
z
)

=
1

2

(

e
√
z(η+1) + e−√

z(η−1) − e
√
z(η+1) + e

√
z(η−1)

)

= cosh
(√

z (η − 1)
)

(4.25)
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und

e
√
z sinh

(√
zη
)
− e

√
zη cosh

(√
z
)

=
e
√
z

2

(

e
√
zη − e−

√
zη
)

− e
√
zη

2

(

e
√
z + e−

√
z
)

=
1

2

(

e
√
z(η+1) − e−

√
z(η−1) − e

√
z(η+1) − e

√
z(η−1)

)

= − cosh
(√

z (η − 1)
)
.

(4.26)

Der Zähler von (4.24) kann dadur
h folgendermaÿen zusammengefasst werden:

Θ(z, η) =
[

sinh
(√

zLe
)

· cosh
(√

z (η − 1)
) (√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

− sinh
(√

zLe
))]

·
[

z
(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

− sinh
(√

zLe
))(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

sinh
(√

z
)

+ sinh
(√

zLe
)

cosh
(√

z
) )
]−1

.

(4.27)

Dur
h Kürzen des ersten Klammerausdru
ks im Nenner wird die Lösung des

Temperaturfeldes für die adiabate Wandrandbedingung im Lapla
e-Berei
h

erhalten:

Θ(z, η) =
sinh

(√
zLe
)

· cosh (√z (η − 1))

z
(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

sinh (
√
z) + sinh

(√
zLe
)

cosh (
√
z)
) .

(4.28)

Die Lösung für den dimensionslosen Absorbatmassenanteil wird erhalten, in-

dem (4.23) in (4.22) eingesetzt, der Klammerausdru
k im Zähler (1−2 ·C2 · z)
auf den glei
hen Nenner gebra
ht wird und wiederum sämtli
he Terme zusam-

mengefasst werden. Der na
h dem Einsetzen auf den glei
hen Nenner gebra
hte

Klammerausdru
k (1− 2 · C2 · z) lautet wie folgt:

(1−2 · C2 · z)

=

√
LeS̃t cosh

(√
zLe
)

sinh (
√
z) + sinh

(√
zLe
)

cosh (
√
z)

√
LeS̃t cosh

(√
zLe
)

sinh (
√
z) + sinh

(√
zLe
)

cosh (
√
z)

−
sinh

(√
zLe
)

· e
√
z

√
LeS̃t cosh

(√
zLe
)

sinh (
√
z) + sinh

(√
zLe
)

cosh (
√
z)
.

(4.29)
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Die letzten beiden Terme im Zähler lassen si
h folgendermaÿen zusammenfas-

sen:

cosh
(√

z
)
− e

√
z =

e
√
z

2
+

e−
√
z

2
− e

√
z

= −e
√
z

2
+

e−√
z

2
= − sinh

(√
z
)
.

(4.30)

Somit lässt si
h der Klammerausdru
k (1− 2 · C2 · z) wie folgt umformen:

(1−2 · C2 · z)

=
sinh (

√
z)
(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

− sinh
(√

zLe
))

√
LeS̃t cosh

(√
zLe
)

sinh (
√
z) + sinh

(√
zLe
)

cosh (
√
z)
.

(4.31)

Wird der so vereinfa
hte Klammerausdru
k (4.31) in (4.22) eingesetzt und die

Summe im Zähler von (4.31) mit der Summe im Nenner von (4.22) gekürzt,

ergibt si
h die Lösung für den dimensionslosen Absorbatmassenanteil für die

adiabate Wandrandbedingung im Lapla
e-Berei
h wie folgt:

γ(z, η) =

√
LeS̃t sinh (

√
z) cosh (

√
z (η − 1))

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

sinh (
√
z) + sinh

(√
zLe
)

cosh (
√
z)
) .

(4.32)

4.2.3 Isotherme Wand

Die Randbedingung der isothermen Wand wurde bereits in den Lapla
e-

Berei
h transformiert (4.10). Die Integrationskonstante C2 wird analog zum

Vorgehen bei der adiabaten Wandrandbedingung dur
h Anwendung von (4.10)

auf (4.21) erhalten:

ΘW

z
= 2 · C2 ·

√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

cosh (
√
z) + sinh

(√
z · Le

)

sinh (
√
z)

√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

− sinh
(√

z · Le
)

−
sinh

(√
z · Le

)

· e
√
z

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

z · Le
)

− sinh
(√

z · Le
)) .

(4.33)
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Somit lässt si
h 2 · C2 für die isotherme Wand folgendermaÿen ausdrü
ken:

2 · C2 =
ΘW

z

(√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

− sinh
(√

z · Le
))

(√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

cosh (
√
z) + sinh

(√
z · Le

)

sinh (
√
z)
)

+
sinh

(√
z · Le

)

· e
√
z

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

z · Le
)

cosh (
√
z) + sinh

(√
z · Le

)

sinh (
√
z)
) .

(4.34)

Wird (4.34) in (4.21) eingesetzt, der so erhaltene Ausdru
k auf einen Haupt-

nenner gebra
ht und analog zum Vorgehen bei der adiabaten Wand die Hy-

perboli
usfunktionen mit den jeweiligen Exponentialfunktionen multipliziert

und zusammengefasst, geht das Temperaturfeld der isothermen Wand im La-

pla
e-Berei
h in die folgende Form über:

Θ(z, η) =
ΘW

z

√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

cosh (
√
zη) + sinh

(√
z · Le

)

sinh (
√
zη)

(√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

cosh (
√
z) + sinh

(√
z · Le

)

sinh (
√
z)
)

−
sinh

(√
z · Le

)

· sinh (√z (η − 1))

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

z · Le
)

cosh (
√
z) + sinh

(√
z · Le

)

sinh (
√
z)
) .

(4.35)

Au
h die Lösung für den dimensionslosen Absorbatmassenanteil im Lapla
e-

Berei
h wird dur
h Einsetzen von (4.34) in (4.22) erhalten und lautet na
h

einigen Umformungen und Vereinfa
hungen wie folgt:

γ(z, η) =

√
LeS̃t (cosh (

√
z)−ΘW ) cosh

(√
z · Le (η − 1)

)

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

z · Le
)

cosh (
√
z) + sinh

(√
z · Le

)

sinh (
√
z)
) .

(4.36)

4.2.4 Diabate Wand

Abbildung 4.1 zeigt s
hematis
h eine Nahansi
ht einer einseitig berieselten und

auf der anderen Seite gekühlten Platte als Modell einer typis
hen te
hnis
hen

Realisierung eines von Kühlwasser dur
hströmten und von Salzlösung berie-

selten Horizontalrohrs mit dem qualitativ dargestellten Temperaturpro�l. Auf

der re
hten Seite des Bildes wird die Filmober�ä
he dur
h die freigesetzte Ab-

sorptionswärme auf die Ober�ä
hentemperatur Ti erhitzt. Diese Wärme wird
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Abbildung 4.1: S
hematis
he Darstellung des Modells der diabaten Wand und eines

qualitativen Temperaturverlaufs während des Absorptionsprozesses

in dem hier verwendeten physikalis
hen Modell dur
h Wärmeleitung dur
h den

Fall�lm zur Wand transportiert, während der Film, der S
hwerkraft folgend,

senkre
ht an der Wand mit der konstanten Filmges
hwindigkeit ūF ilm her-

unter�ieÿt. Ebenfalls dur
h Wärmeleitung wird die Wärme dur
h die Wand

transportiert und konvektiv an das auf der linken Bildseite horizontal strö-

mende externe Fluid abgegeben. Dieser Wärmeleitvorgang in der Wand �ndet

auss
hlieÿli
h quer zur Filmströmungsri
htung statt. Eine Wärmeleitung in die

anderen Raumri
htungen wird verna
hlässigt.

Als thermis
he Wandrandbedingung wird im Folgenden ein partieller Wärme-

dur
hgang dur
h die Wand und an das externe Medium modelliert:

U ′ · (Text − T (y = δF ilm, x)) = λF ilm · ∂T
∂y

(y = δF ilm, x). (4.37)

Der partielleWärmedur
hgangskoe�zient U ′
beinhaltet denWärmewiderstand

der Wand sowie den Wärmewiderstand des Wärmeübergangs an das externe

Medium:

U ′ =
1

1
αext

+ δW
λW

. (4.38)

Bei der Anwendung von (4.37) werden sämtli
he thermis
he Trägheitse�ekte

der Wand sowie des externen Mediums ni
ht berü
ksi
htigt, da es si
h bei
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dieser Form der Wärmedur
hgangsbetra
htung um eine eindimensionale, sta-

tionäre Modellierung handelt.

Aufgrund der Anordnung im Kreuzstrom wird die externe Fluidtemperatur

Text als konstant und unabhängig von der Filmströmungskoordinate x ange-

nommen.

Die Wandtemperatur TW ändert si
h jedo
h in Abhängigkeit von der vom ex-

ternen Fluid aufgenommenen Wärme im Verglei
h zu der �lmseitig herantrans-

portierten Wärme, die ledigli
h vom �lmseitigen Wandtemperaturgradienten

abhängt.

Die Entdimensionierung von (4.37) bringt einen weiteren dimensionslosen Term

zum Vors
hein, wel
her im Weiteren als modi�zierte Biot-Zahl, B̃i, bezei
hnet

wird:

B̃i ·
(
Θext −Θ(η = 1, ξ)

)
=
∂Θ

∂η
(η = 1, ξ) ❞ t

B̃i ·
(
Θext

z
−Θ(η = 1, z)

)

=
∂Θ

∂η
(η = 1, z),

(4.39)

mit

B̃i =

δFilm

λFilm

1
U ′

. (4.40)

Die modi�zierte Biot-Zahl, B̃i, ist das Verhältnis aus dem Wärmeleitungswi-

derstand des Films δF ilm/λF ilm und dem partiellen Wärmedur
hgangswider-

stand der Wand 1/U ′
. Eine groÿe modi�zierte Biot-Zahl bedeutet demna
h,

dass der Wärmeleitungswiderstand des Films gegenüber dem thermis
hen Wi-

derstand der Wand samt des externen Mediums dominiert. Für B̃i → ∞ geht

diese Randbedingung in den Grenzfall der isothermen Wand über. Umgekehrt

bedeutet eine sehr kleine modi�zierte Biot-Zahl, dass der thermis
he Wider-

stand der Wand gegenüber dem des Films dominiert. Dementspre
hend wird

für B̃i = 0 die Randbedingung der adiabaten Wand erhalten.

Die umgestellte transformierte Randbedingung der diabaten Wand:

B̃i · Θext

z
=
∂Θ

∂η
(η = 1, z) + B̃i ·Θ(η = 1, z), (4.41)
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wird auf (4.21) angewendet

B̃i · Θext

z
= 2 · C2 ·

(√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)(√
z sinh (

√
z) + B̃i · cosh (√z)

))

(√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

− sinh
(√

z · Le
))

+ 2 · C2 ·
sinh

(√
z · Le

)(√
z cosh (

√
z) + B̃i · sinh (√z)

)

(√
LeS̃t cosh

(√
z · Le

)

− sinh
(√

z · Le
))

−
sinh

(√
z · Le

)

e
√
z
(√

z + B̃i

)

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

z · Le
)

− sinh
(√

z · Le
)) .

(4.42)

Die no
h unbekannte Integrationskonstante 2 · C2 ergibt si
h für die diabate

Wandrandbedingung zu:

2 · C2 =

[

B̃i ·Θext

(√
LeS̃t cosh

(√
zLe
)

− sinh
(√

zLe
))

+ sinh
(√

zLe
)

e
√
z
(√

z + B̃i

)]

·
[

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)(√

z sinh
(√

z
)
+ B̃i · cosh

(√
z
))

+ sinh
(√

zLe
)(√

z cosh
(√

z
)
+ B̃i · sinh

(√
z
)))

]−1

.

(4.43)

Wird (4.43) in (4.21) eingesetzt, der so erhaltene Ausdru
k auf einen Haupt-

nenner gebra
ht und zusammengefasst, ergibt si
h die Lösung des dimensi-

onslosen Temperaturfeldes für die diabate Wandrandbedingung im Lapla
e-

Berei
h zu:

Θ(z, η) =
[

B̃i ·Θext ·
(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)

cosh
(√

zη
)
+ sinh

(√
zLe
)

sinh
(√

zη
))

+ sinh
(√

zLe
)

·
(√

z cosh
(√

z (η − 1)
)
− B̃i sinh

(√
z (η − 1)

) )
]

·
[

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)(√

z sinh
(√

z
)
+ B̃i · cosh

(√
z
))

+ sinh
(√

zLe
)(√

z cosh
(√

z
)
+ B̃i · sinh

(√
z
)))

]−1

.

(4.44)
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Für die Lösung des Massenanteilsfeld im Lapla
e-Berei
h für die diabate

Wand ergibt si
h dur
h Einsetzen von (4.43) in (4.22) und einigen Zusammen-

fassungen folgende Glei
hung:

γ(z, η) =
[√

LeS̃t

(√
z sinh

(√
z
)
+ B̃i cosh

(√
z
)
− B̃i ·Θext

)

· cosh
(√

zLe (η − 1)
)]

·
[

z ·
(√

LeS̃t cosh
(√

zLe
)(√

z sinh
(√

z
)
+ B̃i · cosh

(√
z
))

+ sinh
(√

zLe
)(√

z cosh
(√

z
)
+ B̃i · sinh

(√
z
)))

]−1

.

(4.45)

Ein Verglei
h der im Lapla
e-Berei
h erhaltenen Lösungen für die adiabate,

isotherme und der diabaten Wandrandbedingung zeigt, dass der Nennerterm

in (4.44) der diabaten Wand rein mathematis
h eine Überlagerung der beiden

Nennerterme der thermis
hen Grenzfälle, d.h. der adiabaten (4.28) und der

isothermen (4.35) Wand darstellt. Dabei wird in (4.44) der isotherme Nenner-

term mit der modi�zierten Biot-Zahl, B̃i, und der adiabate Nennerterm mit

√
z skaliert.

Im folgenden Abs
hnitt werden die Lösungen für die unters
hiedli
hen Wand-

randbedingungen im Lapla
e-Berei
h na
h einer Anleitung von Baehr (1955)

zurü
k in den reellen Zahlenberei
h transformiert.

4.3 Rü
ktransformation in den reellen Berei
h

Im Anhang B.3 sind die mathematis
hen Grundlagen für Rü
ktransformation

na
h Baehr (1955) zusammengefasst. Mit Hilfe des Residuensatzes wird das

komplexe Integral (4.2) für die Rü
ktransformation in den Berei
h der reellen

Zahlen dur
h die Summe der Residuen gelöst:

F (η, ξ) =
∞∑

k=0

Res

[
e

z·ξ · F (η, z)
]

z=zk
=

1

2 · π · i

ω+i·∞∫

ω−i·∞

e

z·ξ · F (η, z) · dz. (4.46)

Die Rü
ktransformation läuft dabei folgendermaÿen ab:

1. Bestimmung aller Polstellen der Funktionen im Lapla
e-Berei
h,
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2. Bestimmung der Residuen dieser Polstellen,

3. Aufsummierung aller Residuen gemäÿ (4.46).

4.3.1 Bestimmung der Polstellen

Das Vorgehen bei der Polstellensu
he orientiert si
h an der von Baehr (1955)

vorges
hlagenen Methode. Hierzu wird die Lösung im Lapla
e-Berei
h als

gebro
hen rationale Funktion dargestellt:

F (z) =
f(z)

g(z)
. (4.47)

In den weiteren Ausführungen wird die Zählerfunktion mit f(z) und die Nen-

nerfunktion entspre
hend mit g(z) gekennzei
hnet. Die Nullstellen der jeweili-

gen Nennerfunktion g(z) sind die Polstellen der Funktion F (z). Für die unter-

s
hiedli
hen Wandrandbedingungen in Bezug auf den Wärmetransport ergeben

si
h jeweils andere Nennerfunktionen g(z), die aber für das Massenanteilspro-

�l und das Temperaturpro�l für die entspre
hende thermis
he Randbedingung

jeweils glei
h sind.

Nennernullstellen für die adiabate Wand

Der Nennerterm der Lösung des Massenanteilspro�ls (4.32) sowie des Tempe-

raturpro�ls (4.28) für die adiabate Wand lautet:

gadia(z) =

z ·
(

cosh
(√

z
)
sinh

(√
zLe
)
+
√
LeS̃t · sinh

(√
z
)
cosh

(√
zLe
))

.
(4.48)

Unter Verwendung der im Anhang B.4 aufgeführten Zusammenhänge wird der

Nennerterm (4.48) folgendermaÿen umgeformt:

gadia(z) =

z ·
(
√
LeS̃t + 1

2
· sinh

(√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
· sinh

(√
z(1−

√
Le)
))

.

(4.49)
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Werden die hyperbolis
hen Funktionen dur
h äquivalente komplexe trigono-

metris
he Funktionen ersetzt, ergibt si
h:

gadia(z) =

− i · z ·
(
√
LeS̃t+ 1

2
sin
(
i

√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
sin
(
i

√
z(1−

√
Le)
))

.

(4.50)

Es existieren somit na
h (4.50) unendli
h viele Nullstellen des Nennerterms

und somit au
h unendli
h viele Polstellen von F (z). Das zur Polstelle z = 0

zugehörige Residuum ergibt den asymptotis
hen Endzustand des Systems, da

si
h die Exponentialfunktion in (4.46) für z0 = 0 zu eins ergibt und die Ab-

hängigkeit von der Strömungskoordinate für dieses Residuum entfällt. Die Re-

siduen der periodis
hen Nullstellen, die si
h aus der Überlagerung der beiden

Sinuss
hwingungen ergeben, stellen den ξ-abhängigen Anteil der Lösung im

reellen Zahlenberei
h dar.

Für

√
LeS̃t 6= 1 werden die Nullstellen der überlagerten Sinuss
hwingungen

numeris
h bestimmt. Für den Spezialfall

√
LeS̃t = 1 vers
hwindet der zweite

Sinusterm und die periodis
hen Nullstellen sind analytis
h bestimmbar:

zk = − k2π2

(
1 +

√
Le
)2 mit k = 1, 2, 3, ... und

√
LeS̃t = 1. (4.51)

Nennernullstellen für die isotherme Wand

Der Nennerterm für die Randbedingung der isothermen Wand na
h (4.35) und

(4.36) wird ebenfalls in dessen komplexe trigonometris
he Form überführt, um

sämtli
he Polstellen ermitteln zu können:

giso(z) = z ·
(

sinh
(√

z
)
sinh

(√
zLe
)
+
√
LeS̃t · cosh

(√
z
)
cosh

(√
zLe
))

= z ·
(
√
LeS̃t + 1

2
· cosh

(√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
· cosh

(√
z(1−

√
Le)
))

= z ·
(
√
LeS̃t + 1

2
· cos

(
i

√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
· cos

(
i

√
z(1−

√
Le)
))

.

(4.52)

Die periodis
hen Nullstellen sind ebenfalls nur für den Sonderfall

√
LeS̃t = 1

analytis
h bestimmbar:

zk+1 = −
(
(2 · k + 1) · π

2

)2

(
1 +

√
Le
)2 mit k = 0, 1, 2, ... und

√
LeS̃t = 1. (4.53)
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Für den Fall

√
LeS̃t 6= 1 wird die trigonometris
he Form von (4.52) verwendet,

um die periodis
hen Nullstellen numeris
h zu �nden.

Nennernullstellen für die diabate Wand

Die Nullstellensu
he mittels der komplexen trigonometris
hen Form des Nen-

nerterms der diabaten Wand (vgl. (4.44) und (4.45)) wird numeris
h dur
h-

geführt, da der Nennerterm eine Überlagerung von vier triogonometris
hen

Funktionen darstellt:

gdia(z) = z

(

B̃i ·
(

sinh
(√

z
)
sinh

(√
zLe
)
+
√
LeS̃t · cosh

(√
z
)
cosh

(√
zLe
))

+
√
z
(

cosh
(√

z
)
sinh

(√
zLe
)
+
√
LeS̃t · sinh

(√
z
)
cosh

(√
zLe
))
)

= z

(

B̃i

(
√
LeS̃t+ 1

2
cosh

(√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
cosh

(√
z(1−

√
Le)
))

+
√
z
(
√
LeS̃t + 1

2
sinh

(√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
sinh

(√
z(1−

√
Le)
))
)

= z

(

B̃i

(
√
LeS̃t+ 1

2
cos
(
i

√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
cos
(
i

√
z(1−

√
Le)
))

− i

√
z
(
√
LeS̃t+ 1

2
sin
(
i

√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
sin
(
i

√
z(1−

√
Le)
))
)

.

(4.54)

Au
h für den Fall

√
LeS̃t = 1 bleibt eine Überlagerung aus einer Kosinus- und

einer Sinuss
hwingung übrig, wel
he numeris
h gelöst wird.

4.3.2 Bestimmung der Residuen der Polstellen

Für alle einfa
hen Polstellen zk wird die von Baehr (1955) präsentierte Glei-


hung (4.55) für die Bestimmung der Residuen verwendet:

Res

[
e

z·ξ · F (z, y)
]

z=zk
=

f(zk) · ezk·ξ
[
dg(z)/dz

]∣
∣
z=zk

. (4.55)

Für Polstellen höherer Ordnung, meist für z0 = 0, kann (4.55) ni
ht verwen-

det werden. Für diesen mehrfa
hen Pol muss eine Laurent-Reihe entwi
kelt
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werden (Baehr, 1955):

e zξ · F (z) = ... +
a−1

z
+ a0 + a1 · z + ... .

(4.56)

Das Residuum für eine mehrfa
he Polstelle für z0 = 0 ist der Koe�zient a−1 aus

der Laurent-Reihe. Im Folgenden werden die Residuen sämtli
her Polstellen

für die jeweiligen thermis
hen Randbedingungen der Wand bestimmt.

Residuen für die adiabate Wand

Die zum asymptotis
hen Endwert gehörige Polstelle z0 = 0 für die adiabate

Wand ist aufgrund der komplexen Sinusfunktionen im Nenner eine mehrfa-


he Polstelle. Daher muss das zugehörige Residuum dur
h eine Laurent-

Reihenentwi
klung bestimmt werden.

Hierfür werden die Zählerfunktionen fγ,adia(z) und fΘ,adia(z) sowie die Nenner-

funktion gadia(z) und die Exponentialfunktionen als Reihe entwi
kelt:

fγ,adia(z) =
√
LeS̃t · sinh

(√
z
)
cosh

(√
zLe(η − 1)

)

=
√
zLeS̃t ·

((

1 +

√
z
2

3!
+ ...

)

·
(

1 +

(√
zLe(η − 1)

)2

2!
+ ...

))

,
(4.57)

fΘ,adia(z) = sinh
(√

zLe
)
cosh

(√
z(η − 1)

)

=
√
zLe
(

1 +

√
zLe

2

3!
+ ...

)

·
(

1 +

(√
z(η − 1)

)2

2!
+ ...

)

,
(4.58)

gadia(z) =

z
(
√
LeS̃t+ 1

2
sinh

(√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
sinh

(√
z(1−

√
Le)
))

= z

(√
LeS̃t+ 1

2
·
((√

z(1 +
√
Le)
)
+

(√
z(1 +

√
Le)
)3

3!
+ ...

)

+

√
LeS̃t− 1

2
·
((√

z(1−
√
Le)
)
+

(√
z(1−

√
Le)
)3

3!
+ ...

))

= z
√
zLe(S̃t+ 1)

·
(

1 +

√
z
2

3!

((
√
LeS̃t + 1)(1 +

√
Le)3

2
√
Le(S̃t+ 1)

+
(
√
LeS̃t− 1)(1−

√
Le)3

2
√
Le(S̃t+ 1)

)

+ ...

)

,

(4.59)

e z·ξ = 1 + z · ξ + (z · ξ)2
2!

+
(z · ξ)3

3!
+ ... . (4.60)
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Die entwi
kelten Reihen werden zusammengeführt und der Koe�zient a−1

als der zu 1/z zuzuordnende Faktor wird ermittelt:

e zξ · γ(z, η) = S̃t

S̃t+ 1

1

z
·

(

1 +
√
z
2

3!
+ ...

)

·
(

1 +
√
zLe

2
(η−1)2

2!
+ ...

)

(1 + zξ + ...)

1 +
√
z2

3!

(
(
√
LeS̃t+1)(1+

√
Le)3

2
√
Le(S̃t+1)

+ (
√
LeS̃t−1)(1−

√
Le)3

2
√
Le(S̃t+1)

)

+ ...
,

(4.61)

e zξ ·Θ(z, η) =
1

S̃t+ 1

1

z
·

(

1 +
√
zLe

2

3!
+ ...

)

·
(

1 +
√
z2(η−1)2

2!
+ ...

)

(1 + zξ + ...)

1 +
√
z
2

3!

(
(
√
LeS̃t+1)(1+

√
Le)3

2
√
Le(S̃t+1)

+ (
√
LeS̃t−1)(1−

√
Le)3

2
√
Le(S̃t+1)

)

+ ...
.

(4.62)

Als Residuen für die asymptotis
hen Endwerte der adiabaten Wand ergeben

si
h folgende Werte für das Massenanteils- und das Temperaturpro�l:

Res

[
e zξ · γ(z, η)

]

z0=0
=

S̃t

S̃t + 1
, (4.63)

Res

[
e zξ ·Θ(z, η)

]

z0=0
=

1

S̃t + 1
. (4.64)

Diese asymptotis
hen Werte lassen si
h rein physikalis
h aus einer integralen

Filmenergiebilanz unter den getro�enen Annahmen herleiten, was im Anhang

A.2 dur
hgeführt wird.

Na
hdem die Residuen für die mehrfa
he Polstelle bei z0 = 0 bestimmt sind,

müssen ledigli
h die Residuen der periodis
hen Polstellen mit Hilfe von (4.55)

ermittelt werden. Hierfür ist die Ableitung der Nennerfunktion gadia(z) na
h

der komplexen Lapla
e-Variable z erforderli
h:

∂gadia(z)

∂z
=

[√
LeS̃t+ 1

2
· sinh

(√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
· sinh

(√
z(1−

√
Le)
)

]

+ z ·
((

√
LeS̃t+ 1)(1 +

√
Le)

4 · √z · cosh
(√

z(1 +
√
Le)
)

+
(
√
LeS̃t− 1)(1−

√
Le)

4 · √z · cosh
(√

z(1−
√
Le)
))

.

(4.65)

Werden die periodis
hen Polstellen zk in die Ableitung (4.65) eingesetzt, so

vers
hwindet der Term in den e
kigen Klammern, da dies exakt der Teil des
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Nennerterms gadia(z) (4.59) ist, dessen Nullstellen die periodis
hen Polstellen

darstellen. Für das Residuum der periodis
hen Polstellen bleibt demna
h fol-

gender Term:

Res

[
e zξ · γ(z, η)

]

z=zk
=

[√
LeS̃t · sinh

(√
zk
)
cosh

(√

zkLe(η − 1)
)
· e zkξ

]

·
[√

zk ·
(
(
√
LeS̃t+ 1)(1 +

√
Le)

4
· cosh

(√
zk(1 +

√
Le)
)

+
(
√
LeS̃t− 1)(1−

√
Le)

4
· cosh

(√
zk(1−

√
Le)
)
)]−1

,

(4.66)

Res

[
e zξ ·Θ(z, η)

]

z=zk
=

[

sinh
(√

zkLe
)
cosh

(√
zk(η − 1)

)
· e zkξ

]

·
[√

zk ·
(
(
√
LeS̃t+ 1)(1 +

√
Le)

4
· cosh

(√
zk(1 +

√
Le)
)

+
(
√
LeS̃t− 1)(1−

√
Le)

4
· cosh

(√
zk(1−

√
Le)
)
)]−1

.

(4.67)

In ihrer trigonometris
hen Form lauten die Glei
hungen (4.66) und (4.67):

Res

[
e zξ · γ(z, η)

]

z=zk
=

[

− i

√
LeS̃t · sin

(
i

√
zk
)
cos
(
i

√

zkLe(η − 1)
)
· e zkξ

]

·
[√

zk ·
(
(
√
LeS̃t+ 1)(1 +

√
Le)

4
· cos

(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)

+
(
√
LeS̃t− 1)(1−

√
Le)

4
· cos

(
i

√
zk(1−

√
Le)
)
)]−1

,

(4.68)

Res

[
e zξ ·Θ(z, η)

]

z=zk
=

[

− i sin
(
i

√

zkLe
)
cos
(
i

√
zk(η − 1)

)
· e zkξ

]

·
[√

zk ·
(
(
√
LeS̃t+ 1)(1 +

√
Le)

4
· cos

(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)

+
(
√
LeS̃t− 1)(1−

√
Le)

4
· cos

(
i

√
zk(1−

√
Le)
)
)]−1

.

(4.69)
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Für den Spezialfall

√
LeS̃t = 1 vereinfa
hen si
h (4.68) und (4.69) dur
h

Einsetzen der analytis
h ermittelten Polstellen (4.51) folgendermaÿen:

Res

[
e zξ · γ(z, η)

]

z=zk
=

[

− i · sin
(

=i2 kπ

1+
√

Le
=− kπ

1+
√

Le
︷ ︸︸ ︷

i

√

− k2π2

(1 +
√
Le)2

)

cos

(

i

√

− k2π2

(1 +
√
Le)2

Le(η − 1)

)

· e− k2π2

(1+
√
Le)2

ξ
]

·
[

=i

kπ

1+
√

Le
︷ ︸︸ ︷√

− k2π2

(1 +
√
Le)2

·
((

1 +
√
Le

)

2
· cos

(

=−kπ
︷ ︸︸ ︷

i

√

− k2π2

(1 +
√
Le)2

(
1 +

√
Le

)
)]−1

=
2 · (−1)k

kπ
· sin

(
kπ

1 +
√
Le

)

cos

(

kπ

√
Le

1 +
√
Le

(η − 1)

)

· e− k2π2

(1+
√

Le)2
ξ
,

(4.70)

Res

[
e zξ ·Θ(z, η)

]

z=zk
=

2 · (−1)k

kπ
· sin

(

kπ

√
Le

1 +
√
Le

)

cos

(
kπ

1 +
√
Le

(η − 1)

)

· e− k2π2

(1+
√

Le)2
ξ
.

(4.71)
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Residuen für die isotherme Wand

Für die isotherme Wandrandbedingung sind alle Polstellen einfa
he Polstellen

und daher werden alle Residuen unter Verwendung von (4.55) erhalten. Die

Zählerfunktionen fγ,iso(z) und fΘ,iso(z) sowie die Ableitung der Nennerfunktion

∂giso(z)/∂z lauten wie folgt:

fγ,iso(z) =
√
LeS̃t ·

[
cosh

(√
z
)
−ΘW

]
· cosh

(√
zLe(η − 1)

)

=
√
LeS̃t ·

[
cos
(
i

√
z
)
−ΘW

]
· cos

(
i

√
zLe(η − 1)

)
,

(4.72)

fΘ,iso(z) =

ΘW

[
sinh

(√
zLe
)
· sinh

(√
zη
)
+
√
LeS̃t · cosh

(√
zLe
)
· cosh

(√
zη
)]

− sinh
(√

zLe
)
· sinh

(√
z(η − 1)

)

= ΘW

[
i sin

(
i

√
zLe
)
· i sin

(
i

√
zη
)
+
√
LeS̃t · cos

(
i

√
zLe
)
· cos

(
i

√
zη
)]

− i sin
(
i

√
zLe
)
· i sin

(
i

√
z(η − 1)

)
,

(4.73)

∂giso(z)

∂z
=

√
LeS̃t + 1

2
· cosh

(√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
· cosh

(√
z(1−

√
Le)
)

+ z ·
((

√
LeS̃t+ 1)(1 +

√
Le)

4 · √z · sinh
(√

z(1 +
√
Le)
)

+

√

(LeS̃t− 1)(1−
√
Le)

4 · √z · sinh
(√

z(1−
√
Le)
))

=

√
LeS̃t+ 1

2
· cos

(
i

√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
· cos

(
i

√
z(1−

√
Le)
)

− z ·
((

√
LeS̃t + 1)(1 +

√
Le)

4 · √z · i sin
(
i

√
z(1 +

√
Le)
)

+

√

(LeS̃t− 1)(1−
√
Le)

4 · √z · i sin
(
i

√
z(1−

√
Le)
))

.

(4.74)
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Die Residuen der periodis
hen Polstellen zk 6= 0 für die isotherme Wand-

randbedingung ergeben si
h na
h (4.55) zu:

Res

[
e zξγ(z, η)

]

z=zk
=

[
√
LeS̃t ·

[
cos
(
i

√
zk
)
−ΘW

]
· cos

(
i

√

zkLe(η − 1)
)

]

e zkξ

·
[√

LeS̃t+ 1

2
· cos

(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
· cos

(
i

√
zk(1−

√
Le)
)

−√
zk ·

((
√
LeS̃t + 1)(1 +

√
Le)

4
· i sin

(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)

+

√

(LeS̃t− 1)(1−
√
Le)

4
· i sin

(
i

√
zk(1−

√
Le)
))
]−1

,

(4.75)

Res

[
e zξΘ(z, η)

]

z=zk
=

[

ΘW

[

i sin
(
i

√

zkLe
)
· i sin

(
i

√
zkη
)

+
√
LeS̃t cos

(
i

√

zkLe
)
cos
(
i

√
zkη
)]

− i sin
(
i

√

zkLe
)
i sin

(
i

√
zk(η − 1)

)

]

e zkξ

·
[√

LeS̃t + 1

2
· cos

(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
· cos

(
i

√
zk(1−

√
Le)
)

−√
zk ·

((
√
LeS̃t+ 1)(1 +

√
Le)

4
i sin

(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)

+

√

(LeS̃t− 1)(1−
√
Le)

4
i sin

(
i

√
zk(1−

√
Le)
))
]−1

.

(4.76)
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Als asymptotis
her Endwert für z0 = 0 ergeben si
h für die isotherme Wand

folgende Residuen:

Res

[
e zξγ(z, η)

]

z0=0
=

√
LeS̃t ·

(
1−ΘW

)

√
LeS̃t

= 1−ΘW , (4.77)

Res

[
e zξΘ(z, η)

]

z0=0
=

ΘW

√
LeS̃t√

LeS̃t

= ΘW . (4.78)

Wie im vorangegangen Abs
hnitt gezeigt, sind für den Sonderfall

√
LeS̃t = 1

die periodis
hen Nullstellen (4.53) explizit gegeben und führen somit zu den

folgenden periodis
hen Residuen:

Res

[
e zξγ(z, η)

]

z=zk
=

=1
︷ ︸︸ ︷√
LeS̃t ·

[

cos

(

i

√
√
√
√−

(
(2 · k + 1) · π

2

)2

(
1 +

√
Le
)2

)

−ΘW

]

· cos
(

i

√
√
√
√−

(
(2 · k + 1) · π

2

)2

(
1 +

√
Le
)2 Le(η − 1)

)

· e
− ((2·k+1)·π2 )

2

(1+
√

Le)2
ξ

·
[

−

√
√
√
√−

(
(2 · k + 1) · π

2

)2

(
1 +

√
Le
)2 · (1 +

√
Le)

2

· i sin
(

i

√
√
√
√−

(
(2 · k + 1) · π

2

)2

(
1 +

√
Le
)2 (1 +

√
Le)

︸ ︷︷ ︸

=−
(
(2·k+1)·π

2

)

)]−1

=
4

π
· (−1)k+1

(2 · k + 1)
·
[

cos

(
(2 · k + 1) · π

2

1 +
√
Le

)

−ΘW

]

· cos
(

(2 · k + 1) · π
2

√
Le

1 +
√
Le

(η − 1)

)

· e
− ((2·k+1)·π2 )

2

(1+
√

Le)2
ξ
,

(4.79)

Res

[
e zξΘ(z, η)

]

z=zk
=

4

π
· (−1)k+1

(2 · k + 1)

[

ΘW · cos
(
(2 · k + 1) · π

2

1 +
√
Le

· (
√
Le+ η)

)

+ sin

(
(2 · k + 1) · π

2

1 +
√
Le

√
Le

)

· sin
(
(2 · k + 1) · π

2

1 +
√
Le

(η − 1)

)]

· e
− ((2·k+1)·π2 )

2

(1+
√

Le)2
ξ
.

(4.80)

Residuen für die diabate Wand

Auÿer für den Grenzfall der adiabaten Wand, d.h. für den Grenzfall einer

modi�zierten Biot-Zahl von B̃i = 0, ist der Pol für z0 = 0 ein einfa
her Pol
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und alle Residuen lassen si
h in diesem Fall mit (4.55) bestimmen. Für B̃i = 0

geht die Lösung der diabaten Wand in die der adiabaten Wand über, wel
he

im vorangegangenen Abs
hnitt bestimmt wurde. Die Zählerfunktionen fγ,dia

und fΘ,dia sowie die Ableitung der Nennerfunktion ∂gdia/∂z lauten wie folgt:

fγ,dia(z) =

cosh
(√

zLe(η − 1)
)

[
√
LeS̃t

(

B̃i · cosh
(√

z
)
+
√
z · sinh

(√
z
))

− B̃i ·Θext

]

= cos
(
i

√
zLe(η − 1)

)

[
√
LeS̃t

(

B̃i · cos
(
i

√
z
)
− i

√
z · sin

(
i

√
z
))

− B̃i ·Θext

]

,

(4.81)

fΘ,dia(z) =

Θext · B̃i
(

sinh
(√

zη
)
sinh

(√
zLe
)
+
√
LeS̃t cosh

(√
zη
)
cosh

(√
zLe
))

− sinh
(√

zLe
)(

B̃i sinh
(√

z(η − 1)
)
−

√
z cosh

(√
z(η − 1)

))

= Θext · B̃i
(

i sin
(
i

√
zη
)
i sin

(
i

√
zLe
)
+
√
LeS̃t cos

(
i

√
zη
)
cos
(
i

√
zLe
))

+ i sin
(
i

√
zLe
)(

− B̃i · i sin
(
i

√
z(η − 1)

)
−
√
z cos

(
i

√
z(η − 1)

))

.

(4.82)
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∂gdia(z)

∂z
=

B̃i

(
√
LeS̃t+ 1

2
cosh

(√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
cosh

(√
z(1−

√
Le)
))

+
√
z
(
√
LeS̃t+ 1

2
sinh

(√
z(1 +

√
Le)
)
+

√
LeS̃t− 1

2
sinh

(√
z(1−

√
Le)
))

+ z ·
(

B̃i ·
((

√
LeS̃t + 1)(1 +

√
Le)

4 · √z · sinh
(√

z(1 +
√
Le)
)

+
(
√
LeS̃t− 1)(1−

√
Le)

4 · √z · sinh
(√

z(1−
√
Le)
))

+
√
z ·
((

√
LeS̃t + 1)(1 +

√
Le)

4 · √z · cosh
(√

z(1 +
√
Le)
)

+
(
√
LeS̃t− 1)(1−

√
Le)

4 · √z · cosh
(√

z(1−
√
Le)
))

+
1

2
√
z
·
(
√
LeS̃t + 1

2
· sinh

(√
z(1 +

√
Le)
)

+

√
LeS̃t− 1

2
· sinh

(√
z(1−

√
Le)
))
)

.

(4.83)

Als asymptotis
he Endwerte für den Pol z0 = 0 und B̃i 6= 0 ergeben si
h

folgende Residuen:

Res

[
e zξγ(z, η)

]

z0=0
=
B̃i

√
LeS̃t

B̃i
√
LeS̃t

(1−Θext) = 1−Θext, (4.84)

Res

[
e zξΘ(z, η)

]

z0=0
=
B̃i

√
LeS̃t

B̃i
√
LeS̃t

Θext = Θext. (4.85)
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Für die periodis
hen Polstellen zk ergeben si
h für die diabate Wand folgende

Residuen (Vgl. (4.55)):

Res

[
e zξγ(z, η)

]

z=zk
= cos

(
i

√

zkLe(η − 1)
)

·
[
√
LeS̃t ·

(

B̃i · cos
(
i

√
zk
)
− i

√
zk · sin

(
i

√
zk
))

− B̃i ·Θext

]

· e zkξ

·
[
((

√
LeS̃t+ 1)(1 +

√
Le)

4
·
(

− B̃i · √zk · i sin
(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)

+ zk · cos
(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)
)

+
(
√
LeS̃t− 1)(1−

√
Le)

4
·
(

− B̃i · √zk · i sin
(
i

√
zk(1−

√
Le)
))

+ zk · cos
(
i

√
zk(1−

√
Le)
)
)

+
(

−
√
LeS̃t+ 1

4
· √zk · i sin

(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)

−
√
LeS̃t− 1

4
· √zk · i sin

(
i

√
zk(1−

√
Le)
))
]−1

,

(4.86)
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Res

[
e zξΘ(z, η)

]

z=zk
=

[

Θext · B̃i
(

i sin
(
i

√
zη
)
· i sin

(
i

√
zLe
)
+
√
LeS̃t cos

(
i

√
zη
)
cos
(
i

√
zLe
))

+ i sin
(
i

√
zLe
)
·
(

− B̃i · i sin
(
i

√
z(η − 1)

)
−
√
z · cos

(
i

√
z(η − 1)

))
]

e zkξ

·
[
((

√
LeS̃t+ 1)(1 +

√
Le)

4
·
(

− B̃i · √zk · i sin
(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)

+ zk · cos
(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)
)

+
(
√
LeS̃t− 1)(1−

√
Le)

4
·
(

− B̃i · √zk · i sin
(
i

√
zk(1−

√
Le)
))

+ zk · cos
(
i

√
zk(1−

√
Le)
)
)

+
(

−
√
LeS̃t+ 1

4
· √zk · i sin

(
i

√
zk(1 +

√
Le)
)

−
√
LeS̃t− 1

4
· √zk · i sin

(
i

√
zk(1−

√
Le)
))
]−1

.

(4.87)

4.3.3 Aufsummierung aller Residuen

Lösung für die adiabate Wand

Gemäÿ der von Baehr (1955) angegeben Formel des inversen Lapla
e-Integrals

(4.46) ergeben sämtli
he Residuen, d.h. asymptotis
he und periodis
he, auf-

summiert die Lösung im Berei
h der reellen Zahlen. Die allgemeine Lösung für

die adiabate Wand lautet dementspre
hend:

γ(ξ, η) =
S̃t

S̃t+ 1
+

∞∑

k=1

Res

[
e

z·ξ · γadia(z, η)
]

z=zk
, (4.88)

Θ(ξ, η) =
1

S̃t+ 1
+

∞∑

k=1

Res

[
e

z·ξ ·Θadia(z, η)
]

z=zk
. (4.89)
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Für den Sonderfall

√
LeS̃t = 1 lässt si
h eine komplett analytis
he Funktion

ohne numeris
he Polstellensu
he angeben:

γ(ξ, η) =
S̃t

S̃t+ 1

+
2

π

∞∑

k=1

(−1)k

k
· sin

(
kπ

1 +
√
Le

)

cos

(

kπ

√
Le

1 +
√
Le

(η − 1)

)

· e− k2π2

(1+
√

Le)2
ξ
,

(4.90)

Θ(ξ, η) =
1

S̃t + 1

+
2

π

∞∑

k=1

(−1)k

k
· sin

(

kπ

√
Le

1 +
√
Le

)

cos

(
kπ

1 +
√
Le

(η − 1)

)

· e− k2π2

(1+
√

Le)2
ξ
.

(4.91)

Lösung für die isotherme Wand

Die allgemeine Lösung für die Randbedingung der isothermen Wand ergibt

si
h na
h (4.46) zu:

γ(ξ, η) = 1−ΘW +
∞∑

k=1

Res

[
e

z·ξ · γiso(z, η)
]

z=zk
, (4.92)

Θ(ξ, η) = ΘW +
∞∑

k=1

Res

[
e

z·ξ ·Θiso(z, η)
]

z=zk
. (4.93)

Au
h für die isotherme Wand lässt si
h eine komplett analytis
he Lösung für

den Sonderfall

√
LeS̃t = 1 angeben:

γ(ξ, η) = 1−ΘW

+
4

π

∞∑

k=0

(−1)k+1

(2 · k + 1)
·
[

cos

(
(2 · k + 1) · π

2

1 +
√
Le

)

−ΘW

]

· cos
(

(2 · k + 1) · π
2

√
Le

1 +
√
Le

(η − 1)

)

· e
− ((2·k+1)· π2 )

2

(1+
√

Le)2
ξ
,

(4.94)
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Θ(ξ, η) = ΘW

+
4

π

∞∑

k=0

(−1)k+1

(2 · k + 1)

[

ΘW · cos
(
(2 · k + 1) · π

2

1 +
√
Le

· (
√
Le+ η)

)

+ sin

(
(2 · k + 1) · π

2

1 +
√
Le

√
Le

)

· sin
(
(2 · k + 1) · π

2

1 +
√
Le

(η − 1)

)]

· e
− ((2·k+1)·π2 )

2

(1+
√

Le)2
ξ
.

(4.95)

Lösung für die diabate Wand

Die Polstellen für die Lösung der diabaten Wandrandbedingung lassen si
h nur

numeris
h ermitteln, so dass für diese Lösung anders als für die beiden ther-

mis
hen Grenzfälle zuvor mit

√
LeS̃t = 1 keine komplett analytis
he Lösung

angegeben werden kann. Daher lassen si
h ledigli
h allgemeine Lösungen für

die dimensionslose Temperatur und den dimensionslosen Absorbatanteil ange-

ben, in wel
he die numeris
h bestimmten Polstellen eingesetzt werden. Diese

lauten wie folgt:

γ(ξ, η) = 1−Θext +

∞∑

k=1

Res

[
e

z·ξ · γdia(z, η)
]

z=zk
, (4.96)

Θ(ξ, η) = Θext +

∞∑

k=1

Res

[
e

z·ξ ·Θdia(z, η)
]

z=zk
. (4.97)
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Kapitel 5

Ergebnisse der analytis
hen

Lösung

Die in den vorangegangenen Abs
hnitten hergeleiteten analytis
hen Lösungen

werden in diesem Kapitel verwendet, um te
hnis
h relevante Gröÿen bei der

laminaren Riesel�lmabsorption zu bere
hnen. Diese werden zunä
hst für eine

konstante Lewis-Zahl und modi�zierte Stefan-Zahl, Le = 100 und S̃t = 0, 1,

betra
htet. Den Abs
hluss bildet die Diskussion des Ein�usses einer veränder-

ten Lewis bzw. modi�zierten Stefan-Zahl auf den absorbierten Massenstrom.

Im ans
hlieÿenden Kapitel werden diese Ergebnisse mit in der Literatur vor-

handenen experimentellen Daten für verglei
hbare dimensionslose Kennzahlen

vergli
hen und ausgewertet.

Zu den te
hnis
h relevanten Gröÿen gehören z.B. der absorbierte Massenstrom,

die Unterkühlung der austretenden Salzlösung sowie die an das externe Medi-

um abgegebene Wärme. Zuvor werden jedo
h die dimensionslosen Temperatur-

und Massenanteilspro�le im Film für vers
hiedene Werte der dimensionslosen

Strömungskoordinate ξ präsentiert und diskutiert, weil si
h aus diesen Pro�-

len die gesu
hten te
hnis
hen Gröÿen ableiten lassen. Die gesamte Diskussion

erfolgt auss
hlieÿli
h mit dimensionslosen Gröÿen. Sofern dimensionsbehafte-

te Gröÿen in der Diskussion verwendet werden, ist dies ausdrü
kli
h im Text

erwähnt.
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5.1 Filmtemperaturpro�l

Als Erstes werden die Temperaturpro�le der thermis
hen Grenzfälle, d.h. der

adiabaten und der isothermenWand präsentiert. Im Ans
hluss wird die diabate

Wand mit vers
hiedenen modi�zierten Biot-Zahlen gezeigt.

5.1.1 Adiabate und isotherme Wand

Abbildung 5.1 zeigt die Filmtemperaturpro�le für vers
hiedene Werte der di-

mensionslosen Strömungskoordinate ξ und einer Lewis-Zahl von Le = 100

sowie einer modi�zierten Stefan-Zahl von S̃t = 0, 1. Die dimensionslose Wand-

temperatur beträgt ΘW = −1 für die isotherme Wand. Die Di�erenz zwis
hen

der Filmeintritts- und der Wandtemperatur T0−TW ist glei
h dem Betrag der

Unterkühlung des Films, Teq,0 − T0, am Eintritt:

ΘW =
TW − T0
Teq,0 − T0

= −1. (5.1)

Die Temperatur an der Filmober�ä
he bei η = 0 springt von Beginn an, d.h.

ab ξ = 0, für beide Fälle (adiabat und isotherm) dur
h die freigesetzte Ab-

sorptionswärme auf den Wert Θi = 0, 5, was bei ξ = 0, 02 zu sehen ist. Dieser

Wert entspri
ht dem Ergebnis der ungestörten Phasengrenz�ä
he bzw. des hal-

bunendli
hen Körpers von Nakoryakov et al. (1997) für die gegebenen dimen-

sionslosen Kenngröÿen, wel
hes im Abs
hnitt 3 vorgestellt wurde. Für diesen

geringen Wert der dimensionslosen Strömungskoordinate von ξ = 0, 02 unter-

s
heiden si
h die Temperaturpro�le der adiabaten und isothermen Wand von

der Phasengrenz�ä
he bei η = 0 bis etwa zur Filmmitte bei η = 0, 5 ni
ht. Der

Film hat dort no
h die dimensionslose Filmeintrittstemperatur von Θ0 = 0

und somit ist die Phasengrenz�ä
he no
h ungestört von der Wandrandbedin-

gung bei ξ = 0, 02.

Für einen zehnmal gröÿeren Wert der dimensionslosen Strömungskoordinate

von ξ = 0, 2 ist das Temperaturpro�l der isothermen Wand bereits annähernd

linear und die Temperatur an der Phasengrenz�ä
he Θi ist bereits niedriger

als der Wert der ungestörten Filmober�ä
hengrenzs
hi
ht. Bei der adiabaten

Wandrandbedingung breitet si
h im Gegensatz zur isothermen Wand ledigli
h

eine thermis
he Grenzs
hi
ht von der Filmober�ä
he in den Film aus. Diese

thermis
he Grenzs
hi
ht hat bei ξ = 0, 2 die adiabate Wand bereits errei
ht,
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Abbildung 5.1: Pro�le der dimensionslosen Temperatur Θ über der dimensionslo-

sen Filmdi
kenkoordinate η für vers
hiedene Werte der dimensionslosen Strömungs-

koordinate ξ; dur
hgezogene Linien für die adiabate Wand und gestri
helte Linien

für die isotherme Wand mit einer Wandtemperatur von ΘW = −1
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was zu einem Anstieg der Wandtemperatur auf etwa ΘW ≅ 0, 12 bei η = 1

führt. Allerdings wird die Temperatur an der Phasengrenz�ä
he dur
h die-

sen Anstieg der Wandtemperatur no
h ni
ht beein�usst und beträgt na
h wie

vor Θi = 0, 5. Abhängig von der Art und Stärke der thermis
hen Wandrand-

bedingung beginnt demna
h deren Rü
kwirkung auf die Filmober�ä
he bei

unters
hiedli
hen Werten der Strömungskoordinate ξ.

Eine weitere Verzehnfa
hung auf ξ = 2 verstärkt die Unters
hiede der Tem-

peraturpro�le für die beiden thermis
hen Grenzfälle. Dur
h die Abfuhr der

Wärme bei der isothermen Wand wird die Filmober�ä
he weiter gekühlt. Die

Temperatur an Filmober�ä
he sinkt und mit ihr die Steigung des Tempera-

turpro�ls. Aufgrund der Modellannahme von reiner Wärmeleitung quer zur

Strömungsri
htung repräsentiert diese Steigung den in dieser Ri
htung dur
h

den Film transportierten Wärmestrom. Dieser nimmt mit zunehmender Strö-

mungslänge des Films aufgrund der abklingenden Absorption ab, worauf bei

der Diskussion der Massenanteilspro�le eingegangen wird.

Im Fall der adiabaten Wand kommt es dur
h den Verbleib der Absorptionswär-

me im Film zum Anstieg der Filmtemperatur. Die Steigung des Temperatur-

pro�ls an der Filmober�ä
he repräsentiert die freigesetzte Absorptionswärme.

O�ensi
htli
h ist diese sehr viel geringer im Verglei
h zur isothermen Wand.

Na
h der Diskussion der thermis
hen Grenzfälle wird im Folgenden die Rand-

bedingung der diabaten Wand und deren Auswirkung auf den Wärme- und

Sto�transport diskutiert.

5.1.2 Diabate Wand

Erläuterungen zum Lösungsverfahren sowie einige Ergebnisse der Lösung für

die diabate Wand wurden bereits verö�entli
ht (Meyer, 2015). Abbildung 5.2

zeigt die Temperaturpro�le aufgetragen über der dimensionslosen Filmdi
ken-

koordinate η für zwei vers
hiedene modi�zierte Biot-Zahlen von B̃i = 1 und

B̃i = 0, 1. Für eine modi�zierte Biot-Zahl von B̃i = 1 ist der thermis
he Wider-

stand der Wand sowie des externen Mediums genau so groÿ wie der Wärmewi-

derstand des Films. Entspre
hend hat für B̃i = 0, 1 die Wand einen zehnfa
h

gröÿeren thermis
hen Widerstand als der Film. Die externe Fluidtemperatur
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beträgt:

Θext =
Text − T0
Teq,0 − T0

= −1. (5.2)

Bei ξ = 0, 02 wird die Filmober�ä
he wie bereits gezeigt no
h ni
ht von der

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
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−0,2

0

0,2

0,4
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Θ

Le = 100
S̃t = 0, 1
Θext = −1
B̃i = 0, 1
B̃i = 1

ξ = 0, 02

ξ = 0, 2
ξ = 2

ξ = 2

Abbildung 5.2: Pro�le der dimensionslosen Temperatur Θ für die diabate Wand

über der dimensionslosen Filmdi
kenkoordinate η für vers
hiedene Werte der dimen-

sionslosen Strömungskoordinate ξ; dur
hgezogene Linien für B̃i = 0, 1 und gestri-


helte Linien für B̃i = 1 mit einer externen Fluidtemperatur von Θext = −1

Wandrandbedingung beein�usst. Allerdings errei
hen die Temperaturpro�le

im Verglei
h zur isothermen Wand no
h ni
ht die Filmmitte bei η = 0, 5. Dort

hat der Film no
h die Anfangstemperatur von Θ0 = 0.

Die unters
hiedli
hen thermis
hen Widerstände der Wand für die vers
hie-

denen modi�zierten Biot-Zahlen werden am Verlauf des Temperaturpro�ls in

Wandnähe deutli
h. Je gröÿer die modi�zierte Biot-Zahl, desto näher rü
kt die

Wandtemperatur an die extern vorgegebene Fluidtemperatur und desto gröÿer

ist der Gradient des Temperaturpro�ls an der Wand, da mehr Wärme dur
h

die Wand transportiert wird.

Für B̃i = 1 ist der Verlauf der Temperaturpro�le dem der isothermen Wand
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ähnli
h, allerdings vers
hoben zu höheren Filmtemperaturen bei glei
hen Wer-

ten der dimensionslosen Strömungskoordinate. So ist die Filmober�ä
hentem-

peratur bei ξ = 2 für B̃i = 1 Θi ≅ 0, 15 und bei der isothermen Wand, d.h. für

B̃i → ∞, bereits bei Θi ≈ −0, 25.

Demgegenüber ähneln die Temperaturpro�le für B̃i = 0, 1 für kleine Werte

der dimensionslosen Strömungskoordinate eher dem adiabaten Fall. Es kommt

zum Anstieg der Wand- und Filmtemperatur sowie der Filmober�ä
hentem-

peratur auf Θi ≈ 0, 55.

Bei ξ = 2 bildet si
h jedo
h im Gegensatz zum adiabaten Fall ein fast lineares

Temperaturpro�l mit einer kleinen aber für gröÿere Strömungslängen ausrei-


henden Steigung, um die Wärme des abklingenden Absorptionsprozesses aus

dem Film über die Wand an das Kühlmedium abzuführen. Dies ges
hieht für

alle no
h so kleinen, aber von Null vers
hiedenen modi�zierten Biot-Zahlen.

Das bedeutet jedo
h au
h, dass je kleiner die modi�zierte Biot-Zahl ist, de-

sto gröÿer sind die Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate, um die

Absorptionswärme aus dem Film abzuführen.

5.2 Filmmassenanteilspro�l

5.2.1 Adiabate und isotherme Wand

Der Absorptionsprozess �ndet an der Filmober�ä
he bei η = 0 statt, d.h. es

gibt für das Massenanteilspro�l ledigli
h eine Grenzs
hi
ht, die si
h von der

Filmober�ä
he in den Film hinein ausbreitet. Zu Beginn des Absorptionspro-

zesses, d.h. für sehr kleine Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate

ξ, kommt es dur
h Absorption an der von der thermis
hen Randbedingung

der Wand no
h ungestörten Filmober�ä
he zu einem Sprung des dimensions-

losen Absorbatmassenanteils auf γi = 0, 5. Dieser Sprung wird au
h für das

mathematis
he Modell des halbunendli
hen Körpers für die hier verwendeten

dimensionslosen Kenngröÿen von Nakoryakov et al. (1997) erhalten (Vgl. Ab-

s
hnitt 3).

Abbildung 5.3 zeigt den Verlauf des dimensionslosen Absorbatmassenanteils

für vers
hiedene Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ. Wie be-

reits festgestellt, unters
heiden si
h die Massenanteilspro�le für ξ = 0, 02 ni
ht,
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da die thermis
he Wandrandbedingung die Filmober�ä
he no
h ni
ht beein-

�usst.

Eine Verzehnfa
hung auf ξ = 0, 2 lässt die Auswirkung der isothermen Wand-

randbedingung auf das Massenanteilspro�l erkennen. Das lei
hte Absinken

der Filmober�ä
hentemperatur in Abbildung 5.1 für die isotherme Wand bei

ξ = 0, 2 führt aufgrund der Randbedingung des thermis
hen und thermody-

namis
hen Glei
hgewi
hts zu einem Anstieg des Absorbatanteils an der Film-

ober�ä
he. Dieser Anstieg bedeutet au
h einen Anstieg des dimensionslosen

Absorbatgradienten an der Filmober�ä
he und somit einen erhöhten Massen-

strom an Absorbat im Verglei
h zum adiabaten Fall. Das zur adiabaten Wand

gehörige Pro�l entwi
kelt si
h no
h ungestört von der thermis
hen Wandrand-

bedingung für ξ = 0, 2.

Die Erhöhung der dimensionslosen Strömungskoordinate auf ξ = 2 o�enbart

die unters
hiedli
hen Pro�lverläufe der beiden thermis
hen Grenzfälle. Dur
h

0,2 0,4 0,6 0,8 1−0,5

0

0,5

1

1,5

η

γ

ξ = 0, 2

Le = 100
S̃t = 0.1

ξ = 2

ξ = 0, 02

Abbildung 5.3: Pro�le des dimensionslosen Absorbatmassenanteils γ über der di-

mensionslosen Filmdi
kenkoordinate η für vers
hiedene Werte der dimensionslosen

Strömungskoordinate ξ; dur
hgezogene Linien für die adiabate Wand und gestri
helte

Linien für die isotherme Wand mit einer Wandtemperatur von ΘW = −1

die weitere Absenkung der Filmober�ä
hentemperatur für die isothermeWand,
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wird au
h der Massenanteil an der Filmober�ä
he weiter erhöht. Dadur
h wird

der Abfall des Gradienten des Absorbatmassenanteils an der Filmober�ä
he

aufgrund der Ausbreitung des Absorbats teilweise ausgegli
hen und gebremst.

Im Fall der adiabaten Wand passiert das Gegenteil, denn dur
h die Erwär-

mung des Films und das Ansteigen der Filmober�ä
hentemperatur kommt es

zu einem Absinken des Absorbatmassenanteils an der Filmober�ä
he. Dieses

Absinken führt zu einer drastis
hen Reduzierung des Gradienten des Massen-

anteils an der Filmober�ä
he und somit zu einem starken Absinken des absor-

bierten Massenstroms, wel
her in Abs
hnitt 5.3 diskutiert wird. Zuvor werden

die Massenanteilspro�le der diabaten Wand für zwei modi�zierte Biot-Zah-

len und deren Unters
hiede zu den hier diskutierten thermis
hen Grenzfällen

erläutert.

5.2.2 Diabate Wand

Wie au
h bei den thermis
hen Grenzfällen als Wandrandbedingung ändert si
h

verständli
herweise der Pro�lverlauf des Massenanteils ni
ht für ξ = 0, 02 in

Abbildung 5.4, da dieser Verlauf der ungestörten Filmober�ä
he unabhängig

von der jeweiligen thermis
hen Randbedingung ist.

Für die höhere modi�zierte Biot-Zahl von B̃i = 1 kommt es zu einem lei
hten

Anstieg des Massenanteils an der Filmober�ä
he für ξ = 0, 2, was wieder-

um mit dem lei
hten Absinken der Filmober�ä
hentemperatur in Abbildung

5.2 beim glei
hen Wert der dimensionslosen Strömungskoordinate zu erklären

ist. Allerdings ist dieser Anstieg deutli
h geringer im Verglei
h zum Grenzfall

der isothermen Wand. Erwartungsgemäÿ ist der Kühle�ekt einer Wand mit

endli
her Wärmedur
hlässigkeit geringer als der einer Wand mit einem ver-

s
hwindenden Wärmewiderstand, d.h. der isothermen Wand.

Für die kleine modi�zierte Biot-Zahl B̃i = 0, 1 hat die thermis
he Grenzs
hi
ht

der Wand die Filmober�ä
he, ähnli
h wie bei der adiabaten Wand, no
h ni
ht

errei
ht und die Filmober�ä
he entwi
kelt si
h für ξ = 0, 2 no
h ungestört.

Die unters
hiedli
he Entwi
klung der Massenanteilspro�le bei ξ = 2 ist dur
h

die Abs
hwä
hung des jeweiligen thermis
hen Grenzfalls für die Wand weni-

ger stark ausgeprägt als in Abbildung 5.3. Der Anstieg und das Absinken des

Absorbatmassenanteils an der Filmober�ä
he fallen für die modi�zierten Biot-

Zahlen von B̃i = 1 und B̃i = 0, 1 weniger stark aus im Verglei
h zur isothermen
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Abbildung 5.4: Pro�le des dimensionslosen Absorbatmassenanteils γ für die dia-

bate Wand über der dimensionslosen Filmdi
kenkoordinate η für vers
hiedene Werte

der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ; dur
hgezogene Linien für B̃i = 0, 1 und

gestri
helte Linien für B̃i = 1 mit einer externen Fluidtemperatur von Θext = −1
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und adiabaten Wand.

Der gedämpfte Anstieg bzw. das gedämpfte Absinken wirkt si
h dementspre-


hend au
h auf die Entwi
klung des Gradienten des Absorbatmassenanteils an

der Filmober�ä
he aus. Dieser Gradient bestimmt in dem hier verwendeten

physikalis
hen Filmmodell direkt die absorbierte Absorbatmassenstromdi
hte,

wel
he im folgenden Abs
hnitt untersu
ht wird.

5.3 Absorbierte Massenstromdi
hte

In dem in dieser Arbeit angewendeten physikalis
hen Filmmodell werden kon-

vektive Strömungen quer zur Filmströmungsri
htung verna
hlässigt und somit

skaliert der Absorbatgradient an der Phasengrenz�ä
he na
h dem 1. Fi
k's
hen

Gesetz über den Di�usionskoe�zienten und der Annahme einer konstanten

Salzlösungsdi
hte (Vgl. Anhang A.1) die lokal an der Phasengrenz�ä
he absor-

bierte Massenstromdi
hte:

ṁabs = −ρ ·D · ∂c
∂y

∣
∣
∣
∣
i

. (5.3)

Dur
h die Einführung dimensionsloser Variablen geht (5.3) in die folgende

Form über:

µi = −∂γ
∂η

∣
∣
∣
∣
η=0

= ṁabs ·
δ

ρ ·D · (ceq,0 − c0)
. (5.4)

Bei Grossman (1983) ist µi der dimensionslose Sto�mengenvolumenkonzentra-

tionsgradient. In dieser Arbeit ist µi der dimensionslose Absorbatmassenan-

teilsgradient an der Phasengrenz�ä
he und ist na
h (5.4) proportional zu der

absorbierten Absorbatmassenstromdi
hte bei gegebenen Eintrittsbedingungen.

Abbildung 5.5 zeigt den Verlauf dieses dimensionslosen Absorbatmassenan-

teilsgradienten µi als Funktion der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ für

die vers
hiedenen thermis
hen Wandrandbedingungen. Am Eintritt des Films,

d.h. für sehr kleine Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ < 0, 1,

unters
heiden si
h die Gradienten der jeweiligen thermis
hen Randbedingun-

gen ni
ht, da die thermis
he Grenzs
hi
ht der Wand die der Filmober�ä
he

no
h ni
ht beein�usst und somit au
h ni
ht die Entwi
klung des Absorbat-

gradienten an der Filmober�ä
he. Der Absorbatmassenanteilsgradient breitet

si
h in diesem Berei
h ungestört in den Film aus. Am Eintritt des Films ist
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Abbildung 5.5: Entwi
klung des lokalen dimensionslosen Absorbatmassenanteils-

gradienten µi an der Filmober�ä
he für die diabate Wand über der dimensionslosen

Strömungskoordinate ξ; dur
hgezogene Linie für B̃i = 0, 1, gestri
helte Linie für

B̃i = 1 mit Θext = −1, Punktlinie für die isotherme Wand mit ΘW = −1 und

Stri
hpunktlinie für die adiabate Wand
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der Gradient unendli
h groÿ, da die Ausdehnung der Grenzs
hi
ht des Ab-

sorbatmassenanteils gegen Null geht, es jedo
h an der Phasengrenz�ä
he zu

einem Sprung des Absorbatmassenanteils auf γi = 0, 5 kommt. Mit zuneh-

mender Strömungslänge di�undiert das Absorbat tiefer in den Film und die

Absorbatgrenzs
hi
ht dehnt si
h aus. Da si
h zu Beginn der Absorbatanteil an

der Filmober�ä
he ni
ht ändert, sinkt der Gradient aufgrund der wa
hsenden

Grenzs
hi
htdi
ke.

Tri�t die si
h von der Wand entwi
kelnde Grenzs
hi
ht der isothermen Wand

auf die si
h von der Phasengrenz�ä
he entwi
kelnde, so wird aufgrund der un-

bes
hränkten Wärmeabfuhr aus dem Film das Sinken des Absorbatgradienten

dur
h das Ansteigen des Absorbatanteils an der Phasengrenz�ä
he in einem

Berei
h von 0, 1 < ξ < 1 annähernd gestoppt.

Ein ähnli
her E�ekt ist zu erkennen für die modi�zierte Biot-Zahl von B̃i = 1,

d.h. bei einem moderaten Wärmewiderstand der Wand. Allerdings wird dur
h

die Bes
hränkung der Wärmeabfuhr aus dem Film der Abfall des Absorbat-

gradienten erst bei einer gröÿeren Strömungslänge und somit auf niedrigerem

Niveau im Verglei
h zur isothermen Wand gebremst.

Für eine modi�zierte Biot-Zahl von B̃i = 0, 1, d.h. einer Wand mit einem zehn-

mal gröÿeren Wärmetransportwiderstand als der Film, tritt der gegenteilige

E�ekt auf und der Abfall des Absorbatgradienten ähnelt anfängli
h no
h dem

der adiabaten Wand bis ξ ≈ 0, 5. Wenn das Temperaturpro�l den annähernd

linearen Verlauf errei
ht und die Absorptionswärme aus dem Film dur
h die

Wand abtransportiert werden kann, tritt ab ξ ≈ 2 der glei
he E�ekt ein, wie

bei der isothermen Wand bzw. für B̃i = 1. Dur
h Absenken der Filmober�ä-


hentemperatur wird der Absorbatanteil an der Filmober�ä
he erhöht und das

Absinken des Absorbatgradienten an der Ober�ä
he dur
h die Grenzs
hi
ht-

ausdehnung wird teilweise kompensiert. Dieser den Sto�transport steigernde

E�ekt �ndet jedo
h für B̃i = 0, 1 einerseits statt bei gröÿeren Werten der di-

mensionslosen Strömungskoordinate und andererseits bei einem annähernd um

den Faktor zehn geringeren Wert des dimensionslosen Absorbatmassenanteils-

gradienten im Verglei
h zum isothermen Fall.

Im Fall der adiabaten Wand setzt si
h das dur
h den Temperaturanstieg an

der Filmober�ä
he induzierte verstärkte Absinken des Absorbatgradienten bei

ξ ≈ 0, 5 weiter fort. Errei
ht der Absorbatgradient die Wand, was bei ξ ≈ 10
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der Fall ist, so sinkt der Gradient ni
ht mehr dur
h die Ausbreitung der Grenz-

s
hi
ht, sondern dur
h den Anstieg des Absorbatmassenanteils im Film.

Die Vers
hiebung der Verläufe zu höheren Werten der dimensionslosen Strö-

mungskoordinate mit sinkenden modi�zierten Biot-Zahlen wird im Anhang A.3

anhand einer integralen Absorbatmassenbilanz weiter erläutert. Kurz gesagt ist

der indi�erente �nale Glei
hgewi
htswert des Absorbatmassenanteils für eine

von Null vers
hiedene modi�zierte Biot-Zahl ledigli
h von der externen Fluid-

temperatur abhängig. Demzufolge führen die unters
hiedli
hen lokalen Mas-

senstromdi
hten für die jeweiligen modi�zierten Biot-Zahlen zwangsweise zur

Vers
hiebung der für die Errei
hung dieses Glei
hgewi
htswertes erforderli
hen

Strömungslänge ξ∞.

5.4 Wärmestromdi
hte und mittlere Filmtem-

peratur

An dieser Stelle wird die vom Film an die Wand übertragene Wärmestrom-

di
hte sowie die mittlere Salzlösungsaustrittstemperatur für die vers
hiedenen

thermis
hen Randbedingungen als Funktion der Filmströmungskoordinate un-

tersu
ht.

Die vom Film an die Wand übertragene, dimensionsbehaftete Wärmestrom-

di
hte ist na
h Fourier proportional zu dem Filmtemperaturgradienten an

der Wand:

q̇W = −λ∂T
∂y

(y = δ). (5.5)

In dimensionsloser Form lautet (5.5):

ΦW = −∂Θ
∂η

(η = 1) = q̇W · δ

λ · (Teq,0 − T0)
. (5.6)

Somit skaliert die Wärmestromdi
hte an der Wand ledigli
h mit dem dimensi-

onslosen Temperaturgradienten an der Wand bei gegebenen und als konstant

angenommenen Eintrittsbedingungen. Ein ähnli
her Zusammenhang des di-

mensionslosen Absorbatmassenanteilsgradienten für den Sto�transport an der

Phasengrenz�ä
he wurde in (5.4) hergestellt. Abbildung 5.6 zeigt den Verlauf

dieses dimensionslosen Temperaturgradienten an der Wand für die vers
hiede-

nen thermis
hen Wandrandbedingungen.
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Für die isotherme Wand kommt es dur
h die Festlegung der Wandtemperatur

insbesondere beim Eintritt des Films und einer Wandtemperatur niedriger als

10−2 10−1 100 101 102 103
10−3
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10−1

100

101
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Φ
W

isotherme Wand mit ΘW = −1

Le = 100
S̃t = 0, 1
Θext = −1
B̃i = 0, 1
B̃i = 1

Abbildung 5.6: Entwi
klung des lokalen dimensionslosen Wandtemperaturgradi-

enten ΦW für die diabate Wand über der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ;

dur
hgezogene Linie für B̃i = 0, 1, gestri
helte Linie für B̃i = 1 mit Θext = −1,

gepunktete Linie für die isotherme Wand mit ΘW = −1

die Filmeintrittstemperatur zu einer sehr groÿen Wärmestromdi
hte an der

Wand. Im Gegensatz dazu wird bei der Vorgabe des thermis
hen Widerstan-

des der Wand der Wärmestrom an die Wand begrenzt. Die Randbedingung

der diabaten Wand lautet in dimensionsloser Form:

∂Θ

∂η
(ξ, η = 1) = B̃i · (Θext −Θ(ξ, η = 1)). (5.7)

Für kleine Werte der Strömungskoordinate ξ beträgt die Wandtemperatur na-

hezu der Filmeintrittstemperatur Θ(ξ, η = 1) ≅ Θ0 = 0. Zu Beginn des Ab-

sorptionsprozesses, d.h. für ξ → 0 nähert si
h der dimensionslose Temperatur-

gradient an der Wand demzufolge folgendem Eintrittsgrenzwert an:

∂Θ

∂η
(ξ → 0, η = 1) = B̃i ·Θext. (5.8)
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Diese Grenzwerte am Eintritt sind in Abbildung 5.6 für die unters
hiedli
hen

modi�zierten Biot-Zahlen deutli
h erkennbar.

Mit zunehmender Strömungslänge sinkt die Wärmestromdi
hte für die iso-

therme Wand, was dur
h die Ausbreitung der thermis
hen Grenzs
hi
ht in

den Film hervorgerufen wird, da die Wandtemperatur konstant gesetzt ist.

Sobald die beiden thermis
hen Grenzs
hi
hten der Filmober�ä
he und der

Wand si
h beein�ussen, kommt es dur
h die dur
h Absorption erhöhte Salzlö-

sungstemperatur zu einer Verlangsamung dieses Abfalls des Temperaturgradi-

enten an der Wand bei ξ ≈ 0, 1. Da jedo
h die Absorption an der Filmober-

�ä
he mit zunehmender Strömungslänge abklingt, sinkt die Wärmefreisetzung

an der Filmober�ä
he und dementspre
hend au
h die Wärmeabfuhr an die

Wand.

Für B̃i = 1 sinkt die Wandtemperatur für kleine Werte der dimensionslo-

sen Strömungskoordinate in Abbildung 5.2 lei
ht ab, was au
h in Abbildung

5.6 zu einem lei
ht sinkenden Temperaturgradienten führt. Sobald die thermi-

s
he Grenzs
hi
ht der Filmober�ä
he mit der der Wand we
hselwirkt, wird

dieses Absinken der Wandtemperatur und somit au
h des Temperaturgra-

dienten (vgl.(5.7)) ähnli
h dem isothermen Fall gebremst und örtli
h sogar

gestoppt. Bei weiterer Steigerung der Strömungslänge klingt die Absorption

dur
h die Annäherung an den Glei
hgewi
htszustand ab. Die Filmtemperatur

und somit au
h die Wandtemperatur nähern si
h der externen Fluidtemperatur

Θ(ξ → ∞, η = 1) = Θext. Das bedeutet na
h (5.7), dass au
h der Wandtem-

peraturgradient vers
hwindet.

Bei sehr groÿen thermis
hen Widerständen der Wand, wie z.B. für B̃i = 0, 1,

führt demna
h der Anstieg der Wandtemperatur in Abbildung 5.2, sobald die

thermis
he Grenzs
hi
ht der Filmober�ä
he die der Wand errei
ht, au
h zu

einem Anstieg der anfängli
hen Wärmestromdi
hte, da die Wandtemperatur

über die Filmeintrittstemperatur steigt. Die Wärmefreisetzung an der Ober-

�ä
he klingt jedo
h ab bis die Wärme über die Wand abgegeben werden kann,

so dass die Wandtemperatur ab ξ ≅ 3 wieder sinkt.

Für die im nä
hsten Abs
hnitt untersu
hte Entwi
klung der Unterkühlung

der Salzlösung wird die mittlere Filmaustrittstemperatur benötigt. Diese wird

ähnli
h dem Vorgehen im Anhang A.2 über eine integrale Energiebilanz um
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den Film erhalten:

ṀLsg,0 · cLsg · (TLsg − T0) = −λ
(

∂T

∂y

∣
∣
∣
∣
i

− ∂T

∂y

∣
∣
∣
∣
W

)

· B · x. (5.9)

Dem Film wird an der Ober�ä
he Wärme dur
h die Absorption von Absorbat

zugeführt und dur
h Wärmeleitung in den Film transportiert. An der Wand-

seite wird der Film gekühlt und daher Wärme dur
h Wärmeleitung aus dem

Film an die Wand abgegeben. Sind diese beiden Wärmeströme über der Film-

strömungslänge x im Mittel glei
h groÿ, so vers
hwindet die re
hte Seite der

Glei
hung (5.9) und die Filmtemperatur ändert si
h ni
ht. Der Film tritt in

diesem Fall mit der Eintrittstemperatur T0 aus. Zu bea
hten ist, dass in dem

hier vorgestellten Modell eine Massenänderung des Films dur
h Absorption

verna
hlässigt wird. Die mittlere Austrittstemperatur des Films TLsg steigt

entspre
hend, wenn die über die betra
htete Strömungslänge gemittelte in den

Film geleitete Wärmestromdi
hte von der Filmober�ä
he gröÿer ist als die an

die Wand übertragene mittlere Wärmestromdi
hte.

Die Einführung dimensionsloser Variablen liefert folgenden Zusammenhang für

die mittlere dimensionslose Filmaustrittstemperatur:

ΘLsg = −ξ ·
(

∂Θ

∂η

∣
∣
∣
∣
η=0

− ∂Θ

∂η

∣
∣
∣
∣
η=1

)

. (5.10)

Abbildung 5.7 zeigt den Verlauf der mittleren Filmaustrittstemperaturen als

Funktion der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ für die vers
hiedenen

thermis
hen Wandrandbedingungen. Da der Wandtemperaturgradient bei der

adiabatenWand vers
hwindet, kommt es in diesem Fall zu keiner Wärmeabfuhr

und die mittlere Filmtemperatur steigt auf den asymptotis
hen Endwert, der

ledigli
h von der modi�zierten Stefan-Zahl abhängt:

ΘLsg,∞ =
1

1 + S̃t

≈ 0, 91 für S̃t = 0, 1. (5.11)

Für den groÿen thermis
hen Widerstand der Wand mit B̃i = 0, 1 kommt es

zu Beginn des Absorptionsprozesses dur
h die intensive Wärmefreisetzung auf-

grund groÿer Sto�gradienten zu einem Anstieg der Salzlösungstemperatur, was

in Abbildung 5.7 deutli
h erkennbar ist. Klingt der Absorptionsprozess mit zu-

nehmender Strömungslänge ab, so ist die Wand in der Lage diese Wärme aus

dem Film abzuführen und die Salzlösungstemperatur sinkt bis auf die extern
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Abbildung 5.7: Entwi
klung der über die Filmdi
kenkoordinate gemittelten dimen-

sionslosen Austrittstemperatur ΘLsg für die diabate Wand über der dimensionslosen

Strömungskoordinate ξ; dur
hgezogene Linie für B̃i = 0, 1, gestri
helte Linie für

B̃i = 1 mit Θext = −1, gepunktete Linie für die isotherme Wand mit ΘW = −1 und

Stri
hpunktlinie für die adiabate Wand
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vorgegebene Fluidtemperatur.

Eine im Verglei
h zur Eintrittstemperatur der Salzlösung lei
ht erhöhte mitt-

lere Salzlösungstemperatur ist au
h für den kleineren Wärmewiderstand der

Wand mit B̃i = 1 erkennbar, allerdings deutli
h weniger ausgeprägt als für

B̃i = 0, 1.

Nur für die Randbedingung der isothermen Wand kommt es von Beginn an zu

einer stärkeren Kühlung des Films als Erwärmung dur
h Absorption für die

hier vorgegebene Wandtemperatur von ΘW = −1. Dadur
h ist die mittlere

Salzlösungstemperatur für alle hier betra
hteten Werte der dimensionslosen

Strömungskoordinate ξ geringer als die Eintrittstemperatur der Salzlösung.

5.5 Unterkühlung des Films

Bei der Auslegung und dem Betrieb von Absorptionswärmepumpen stellt die

Unterkühlung der aus einem Wärme- und Sto�übertrager austretenden Salz-

lösung eine wi
htige Gröÿe für die Bewertung des Übertragers dar. Sie ist

de�niert als die Temperaturdi�erenz zwis
hen der über die Filmdi
kenkoor-

dinate gemittelte Salzlösungstemperatur TLsg und der zum mittleren Absor-

batmassenanteil cLsg und dem jeweiligen Dru
k im Übertrager zugehörigen

Glei
hgewi
htstemperatur Teq,x:

∆TUK = TLsg − Teq,x. (5.12)

Wird die lineare Approximation für die isobare Siedetemperatur für die Be-

stimmung von Teq,x verwendet, so ergibt si
h folgender Zusammenhang für die

Salzlösungsunterkühlung:

∆TUK = TLsg −A+B · cLsg. (5.13)

Eine groÿe Unterkühlung am Austritt eines Übertragers bedeutet, dass die

Salzlösung zwar gekühlt wurde, jedo
h die Glei
hgewi
htstemperatur Teq,x auf-

grund eines gehemmten Sto�transportes weiterhin groÿ ist. Für den Betrieb

von Absorptionswärmepumpen wird daher die Unterkühlung häu�g als ein

Maÿ für das Vorhandensein ni
ht kondensierbarer Gase, wie z.B. Luft oder

Wassersto� in den Behältern herangezogen, da diese Gase den Sto�transport

in der Dampfphase zusätzli
h beeinträ
htigen.
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Dur
h Umformung der Salzlösungsunterkühlung ∆TUK aus (5.12) in eine di-

mensionslose Form und der Anwendung der linearen Approximation der iso-

baren Siedetemperatur der Salzlösung ergibt si
h folgender dimensionsloser

Zusammenhang für die Salzlösungsunterkühlung:

∆ΘUK =
TLsg − Teq,x
Teq,0 − T0

= ΘLsg −Θi,γLsg
= ΘLsg − 1 + γLsg. (5.14)

Am Eintritt der Salzlösung ist die mittlere Salzlösungstemperatur glei
h der

Eintrittstemperatur ΘLsg = Θ0 = 0, ebenso wie der Absorbatmassenanteil

γLsg = γ0 = 0. Demzufolge beträgt die dimensionslose Unterkühlung des

Films am Eintritt ΘUK,0 = −1, da die betragsmäÿige Anfangsunterkühlung

Teq,0 − T0 für die Entdimensionierung der Temperatur verwendet wurde. Je

na
h Wandrandbedingung sowie der jeweiligen Ges
hwindigkeit des Wärme-

und Sto�transportes kann die Unterkühlung des Films au
h über die Anfangs-

unterkühlung hinausgehen. Das ist der Fall bei Wandtemperaturen, wel
he

geringer sind als die Filmeintrittstemperatur TW < T0 und bei glei
hzeitig

sehr langsamem Sto�transport.

Abbildung 5.8 und 5.9 zeigen die Entwi
klung der Salzlösungsunterkühlung für

die thermis
hen Grenzfälle der isothermen und adiabaten Wand. Des Weiteren

sind in den Abbildungen jeweils au
h die Entwi
klung der mittleren Filmtem-

peratur und des mittleren Absorbatanteils dargestellt, da diese beiden Grö-

ÿen allein den Verlauf der dimensionslosen Unterkühlung (5.14) beein�ussen.

Aufgrund der unbes
hränkten Wärmeabfuhr im Fall der isothermen Wand,

kommt es zu einer Steigerung der Salzlösungsunterkühlung im Verglei
h zur

Unterkühlung am Eintritt der Salzlösung ∆ΘUK < −1. Erst wenn si
h die

mittlere Salzlösungstemperatur der vorgegebenen Wandtemperatur annähert

und au
h der Sto�transport für einen merkli
hen Anstieg des mittleren Ab-

sorbatmassenanteils sorgt, sinkt die Salzlösungsunterkühlung. Sie errei
ht bei

ξ ≈ 300 den Glei
hgewi
htswert von ∆ΘUK = 0. Die adiabate Wand stellt

den entgegengesetzten thermis
hen Grenzfall zur isothermen Wand dar. Die

gesamte dur
h Absorption freigesetzte Wärme verbleibt im Film und sorgt für

einen stetigen Anstieg der mittleren Filmtemperatur in Abbildung 5.9. Auf-

grund dieses Temperaturanstiegs im Film nimmt au
h die Unterkühlung des

Films ab. Der Sto�transport wird dur
h diesen Temperaturanstieg im Film

stark beeinträ
htigt und der Glei
hgewi
htswert des adiabaten Grenzfalls be-
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Abbildung 5.8: Entwi
klung der dimensionslosen Unterkühlung des Films ∆ΘUK

(dur
hgezogene Linie) für die isotherme Wand mit ΘW = −1 über der dimensions-

losen Strömungskoordinate ξ für B̃i → ∞ (gestri
helte Linie γLsg und gepunktete

Linie ΘLsg)
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koordinate ξ für B̃i = 0 (gestri
helte Linie γLsg und gepunktete Linie ΘLsg)
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trägt mit γLsg,adia,∞ ≈ 0, 1 ledigli
h einen Bru
hteil des Wertes der isothermen

Wand mit γLsg,iso,∞ = 2. Daher ist der Anteil des Sto�transportes am Abbau

der Anfangs�lmunterkühlung bei der adiabaten Wand und einer modi�zierten

Stefan-Zahl von S̃t = 0, 1 eher gering. Die Filmunterkühlung kann au
h dur
h

einen Temperaturanstieg abgebaut werden, was an der erhöhten Austrittstem-

peratur des Films in Abbildung 5.9 zu erkennen ist.

Abbildung 5.10 zeigt den Verlauf der Filmunterkühlung für eine modi�zier-

te Biot-Zahl B̃i = 1, d.h. glei
her thermis
her Widerstände des Films und

der Wand. Zu Beginn des Absorptionsprozesses sinkt die Unterkühlung aller-

dings dur
h den Anstieg der mittleren Filmtemperatur lei
ht. Ab ξ ≈ 0, 5

ermögli
ht das Na
hlassen der Intensität der Absorption eine Abfuhr der Ab-

sorptionswärme und ein Sinken der mittleren Filmtemperatur. Dieses Sinken

der Filmtemperatur sorgt wiederum für eine Zunahme der Filmunterkühlung.

Die Erhöhung des mittleren Absorbatanteils führt ab ξ ≈ 3 zum Abbau der

Filmunterkühlung.

Für eine modi�zierte Biot-Zahl von B̃i = 0, 1, d.h. einem zehnmal gröÿeren

thermis
hen Widerstand der Wand als der des Films, ergibt si
h der in Ab-

bildung 5.11 gezeigte Verlauf der Filmunterkühlung. Der Anfangsverlauf der

Unterkühlung wird wie bei den vorigen Beispielen maÿgebli
h dur
h den Ver-

lauf der Salzlösungstemperatur beein�usst. Der anfängli
he Salzlösungstempe-

raturanstieg sorgt für ein Sinken der Salzlösungsunterkühlung. Das ab ξ ≈ 3

einsetzende Sinken der Salzlösungstemperatur sorgt für einen Stopp des Ab-

baus der Unterkühlung. Allerdings führt der ab ξ ≈ 5 stärker einsetzende

Anstieg des mittleren Absorbatmassenanteils für den �nalen Abbau der Un-

terkühlung der Salzlösung ab ξ ≈ 50.

5.6 Variation der modi�zierten Stefan- und der

Lewis-Zahl

Die Lewis- und modi�zierte Stefan-Zahl verknüpfen über die entdimensionier-

te Energiebilanz (3.23) an der Phasengrenz�ä
he den Sto�- und Wärmestrom

miteinander, wel
her von der Filmober�ä
he in den Salzlösungs�lm di�undiert

bzw. geleitet wird. Die modi�zierte Stefan-Zahl bes
hreibt dabei den thermi-

s
hen E�ekt, der dur
h die Absorption an der Filmober�ä
he hervorgerufen
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klung der dimensionslosen Unterkühlung des Films ∆ΘUK

(dur
hgezogene Linie) für die diabate Wand über der dimensionslosen Strömungsko-

ordinate ξ für B̃i = 1 und Θext = −1 (gestri
helte Linie γLsg und gepunktete Linie
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wird und stellt somit eine Randbedingung dar. Hingegen bes
hreibt die Lewis-

Zahl in der dimensionslosen Energiebilanz (3.23) das Verhältnis des moleku-

laren Wärmetransportes im Verglei
h zum molekularen Sto�transport au
h

am Rand. Der wesentli
he Unters
hied zwis
hen diesen beiden Kennzahlen

besteht jedo
h darin, dass die Lewis-Zahl als Sto�parameter das Transport-

problem ni
ht nur an der Filmober�ä
he, sondern au
h über der gesamten

Filmdi
ke beein�usst. Die modi�zierte Stefan-Zahl hingegen beein�usst das

Transportproblem nur am Rand über die in diesem Filmmodell ledigli
h an der

Filmober�ä
he freigesetzte Absorptionsenthalpie. Aus diesem Grund ist eine

getrennte Betra
htung dieser beiden Kennzahlen sinnvoll. Eine mathematis
h

praktis
he Zusammenfassung des Produktes dieser Kennzahlen zur dimensi-

onslosen Absorptionsenthalpie wie dies z.B. Grossman (1983) vors
hlägt, wird

an dieser Stelle aus den oben genannten Gründen ni
ht dur
hgeführt.

Im Folgenden werden die zwei weiteren bisher variierten Parameter, d.h. die

modi�zierte Biot-Zahl sowie die dimensionslose externe Mediumstemperatur

Θext auf typis
hen Werten konstant gehalten und ledigli
h die Auswirkungen

der beiden Kennzahlen S̃t und Le na
heinander betra
htet und die Auswirkun-

gen auf die Pro�lverläufe und absorbierten Massenstromdi
hten diskutiert.

5.6.1 Variation der modi�zierten Stefan-Zahl

Eine Variation der modi�zierten Stefan-Zahl (5.15) kann dur
h die Wärmeka-

pazität der Salzlösung, die Absorptionsenthalpie sowie den Steigungsparameter

der Glei
hgewi
htstemperaturen mit der Veränderung der Salzlösungszusam-

mensetzung hervorgerufen werden:

S̃t =
cp · (Teq,0 − T0)

∆habs · (ceq,0 − c0)
. (5.15)

In (3.118) wurde gezeigt, dass die von van der Wekken und Wassenaar (1988)

ledigli
h an der Phasengrenz�ä
he berü
ksi
htigte einseitige Di�usion über eine

veränderte modi�zierte Stefan-Zahl dur
h den Verstärkungsfaktor an der Pha-

sengrenz�ä
he au
h mit diesem Modell abges
hätzt werden kann. Abbildung

5.12 zeigt die Temperaturpro�le für zwei vers
hiedene modi�zierte Stefan-Zah-

len bei zwei vers
hiedenen Werten der dimensionslosen Strömungskoordinate.

Je kleiner die modi�zierte Stefan-Zahl ist, umso gröÿer ist die latente im Ver-

glei
h zur sensiblen Wärme, die der Film als thermis
he Energie aufnehmen
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Abbildung 5.12: Entwi
klung des dimensionslosen Filmtemperaturpro�ls über der

dimensionslosen Filmdi
kenkoordinate η für Le = 100, B̃i = 1 und Θext = −1,

gestri
helte Linie S̃t = 0, 2 und dur
hgezogene Linie S̃t = 0, 05



5. Ergebnisse der analytis
hen Lösung 105

kann. Aus ebendiesem Grund steigt für S̃t = 0, 05 in Abb. 5.12 die dimensions-

lose Filmober�ä
hentemperatur auf einen höheren Wert Θ(η = 0, ξ = 0, 02) ≈
0, 67 als für S̃t = 0, 2, für wel
he ledigli
h Θ(η = 0, ξ = 0, 02) ≈ 0, 33 errei
ht

wird.

Weil die modi�zierte Stefan-Zahl ledigli
h die Ober�ä
henwerte verändert,

sind die Ausdehnungen der thermis
hen Filmober�ä
hengrenzs
hi
hten nahe-

zu unabhängig vom Wert der modi�zierten Stefan-Zahl. Für ξ = 0, 02 hat die

thermis
he Filmober�ä
hengrenzs
hi
ht die Hälfte der dimensionslosen Film-

di
ke bei η = 0, 5 für beide Stefan-Zahlen errei
ht. Bei ξ = 2 unters
heiden

si
h die Temperaturpro�le deutli
h. Dur
h den erhöhten latenten thermis
hen

Anteil für S̃t = 0, 05 be�ndet si
h das quasi-lineare Temperaturpro�l auf ei-

nem höheren Filmtemperaturniveau und hat eine gröÿere Steigung als das zu

S̃t = 0, 2 gehörige dimensionslose Filmtemperaturpro�l. Für die modi�zierte

Stefan-Zahl S̃t = 0, 2 wird der gesamte Film samt Filmober�ä
he bei ξ = 2

bereits auf eine geringere Temperatur als die Filmeintrittstemperatur gekühlt,

Θ < 0. Die zugehörigen Filmober�ä
hentemperaturen unters
heiden si
h mit

Θ(η = 0, ξ = 2)
S̃t=0,05 ≈ 0, 41 und Θ(η = 0, ξ = 2)

S̃t=0,2 ≈ −0, 18 deutli
h.

In Abbildung 5.13 sind die zugehörigen dimensionslosen Massenanteilspro�le

dargestellt. Dur
h die veränderte Stefan-Zahl verändern si
h die Temperaturen

an der Filmober�ä
he und dadur
h über die Phasenglei
hgewi
htsbeziehung

der Absorbatmassenanteil an der Filmober�ä
he. Ebendieser E�ekt stellt den

Unters
hied zwis
hen den Massenanteilspro�len für die zwei betra
hteten mo-

di�zierten Stefan-Zahlen in Abb. 5.13 dar. Für ξ = 0, 02 stellt si
h dur
h die

niedrigere Filmober�ä
hentemperatur für S̃t = 0, 2 ein höherer dimensionsloser

Absorbatmassenanteil an der Filmober�ä
he von γ(η = 0, ξ = 0, 02)
S̃t=0,2 =

0, 67 ein als für S̃t = 0, 05 von γ(η = 0, ξ = 0, 02)
S̃t=0,05 = 0, 33.

Bei ξ = 2 nimmt der Unters
hied in den Absorbatmassenanteilen für die unter-

s
hiedli
hen Stefan-Zahlen aufgrund der sehr unters
hiedli
hen Ober�ä
hen-

temperaturen in Abb. 5.12 weiter zu. Wie au
h bei den Temperaturpro�len

hängen die Grenzs
hi
htdi
ken der Massenanteilspro�le ni
ht von der modi�-

zierten Stefan-Zahl ab. Aus Abb. 5.13 geht ebenfalls deutli
h hervor, dass für

die gröÿere modi�zierte Stefan-Zahl au
h der Gradient des dimensionslosen

Absorbatmassenanteils an der Filmober�ä
he für die betra
hteten dimensi-

onslosen Strömungskoordinaten gröÿer ist. Der Verlauf dieses dimensionslosen
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Abbildung 5.13: Entwi
klung des dimensionslosen Absorbatmassenanteilspro�ls

über der dimensionslosen Filmdi
kenkoordinate η für Lewis = 100, B̃i = 1 und

Θext = −1, gestri
helte Linie S̃t = 0, 2 und dur
hgezogene Linie S̃t = 0, 05
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Absorbatmassenanteilsgradienten an der Filmober�ä
he über der dimensions-

losen Strömungskoordinate ist in Abb. 5.14 dargestellt. Für geringe Werte
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Abbildung 5.14: Entwi
klung des dimensionslosen Absorbatmassenanteilsgradi-

enten an der Filmober�ä
he über der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ für

Lewis = 100, B̃i = 1 und Θext = −1, gestri
helte Linie S̃t = 0, 2, gepunktete Linie

S̃t = 0, 1 und dur
hgezogene Linie S̃t = 0, 05

der dimensionslosen Strömungskoordinate steigt der dimensionslose Absorbat-

massenanteilsgradient an der Filmober�ä
he und somit au
h die dimensionslo-

se Absorbatmassenstromdi
hte na
h (5.4) mit steigender modi�zierter Stefan-

Zahl. Bei groÿen Werten von ξ kehrt si
h dies um und der S
hnittpunkt des

Verlaufs dieser lokalen Gradienten erfolgt aus Massenerhaltungsgründen, wie

bereits für die Variation der modi�zierten Biot-Zahl in Abb. 5.5 diskutiert und

im Anhang A.3 erläutert.

Als Verglei
h ist in Abb. 5.14 die für wässrige Lithiumbromidlösung typis
he

modi�zierte Stefan-Zahl von S̃t = 0, 1 eingezei
hnet. Typis
he Werte der di-

mensionslosen Strömungskoordinate für mit wässriger Lithiumbromidlösung

horizontal berieselte Rohre liegen im Berei
h von ξ = 0, 5− 5.

Ein Verglei
h der Absorbatgradienten zeigt, dass eine Verdopplung der Ste-

fan-Zahl von S̃t = 0, 05 auf S̃t = 0, 1 für ξ = 1 mit µi(ξ = 1)
S̃t=0,05 ≈ 3, 5 auf
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µi(ξ = 1)
S̃t=0,1 ≈ 5, 1 zu einem Anstieg des Gradienten, jedo
h ni
ht zu einer

Verdopplung führen.

Für den oben erörterten Fall der Verringerung der modi�zierten Stefan-Zahl

dur
h die Berü
ksi
htigung der einseitigen Di�usion in Form einer veränder-

ten Randbedingung an der Filmober�ä
he ergibt si
h folgendes Verhältnis der

lokal absorbierten Massenströme an der Filmober�ä
he:

ṁqui

ṁeinseitig
=

1− c0
1

µi,qui
µi,einseitig

= 0, 5 · 5, 1
3, 5

≈ 0, 73. (5.16)

Bei ξ = 1 würde bei Verna
hlässigung der einseitigen Di�usion der lokal absor-

bierte Massenstrom nur 73% des absorbierten Massenstroms bei Berü
ksi
hti-

gung der einseitigen Di�usion als Randbedingung betragen. Ähnli
he Verhält-

nisse haben au
h Brauner et al. (1989) festgestellt. Allerdings berü
ksi
htigten

sie im Gegensatz zu van der Wekken und Wassenaar (1988) die dur
h einseiti-

ge Di�usion induzierte transversale Ges
hwindigkeit im gesamten Film. Diese

Form der Berü
ksi
htigung der einseitigen Di�usion kann im Rahmen des vor-

liegenden Modells ebenfalls dur
h eine Zusammenfassung des dur
h einseitige

Di�usion hervorgerufenen Verstärkungsfaktors mit dem Di�usionskoe�zienten

und einer dadur
h veränderten Lewis-Zahl der Salzlösung abges
hätzt werden,

was im Folgenden untersu
ht wird.

5.6.2 Variation der Lewis-Zahl

Die Lewis-Zahl bes
hreibt das Verhältnis des molekularen thermis
hen Ener-

gietransportes zum molekularen Sto�transport. Je gröÿer die Lewis-Zahl, desto

gröÿer ist die Temperaturleitfähigkeit im Verglei
h zum Di�usionskoe�zienten.

Da es si
h bei der Lewis-Zahl um ein Verhältnis handelt, sagt deren Wert ni
hts

über die Absolutwerte der jeweiligen Transportparameter aus. Im Gegensatz

zur modi�zierten Stefan-Zahl wirkt si
h eine Veränderung der Lewis-Zahl über

die molekularen Transportparameter im gesamten Film aus.

Abbildung 5.15 zeigt den Verlauf der dimensionslosen Filmtemperatur über

der Filmdi
kenkoordinate bei zwei vers
hiedenen Werten der dimensionslosen

Strömungskoordinate ξ = 0, 02 und ξ = 2. Für ξ = 0, 02 in der Nähe des Salz-

lösungseintritts ist der Temperaturverlauf für die geringere Lewis-Zahl in der

thermis
hen Grenzs
hi
ht der Filmober�ä
he zu einer höheren dimensionslosen

Filmtemperatur vers
hoben. Eine kleinere Lewis-Zahl, verursa
ht dur
h einen



5. Ergebnisse der analytis
hen Lösung 109

doppelt so hohen Di�usionskoe�zienten, bewirkt dur
h den dadur
h induzier-

ten höheren absorbierten Massenstrom eine gröÿere Wärmefreisetzung an der

Filmober�ä
he und damit einen Temperaturanstieg.

Wird die Verringerung der Lewis-Zahl dur
h Halbierung der Temperaturleitfä-

higkeit hervorgerufen, kann bei glei
hem Di�usionskoe�zienten die freigesetzte

Wärme s
hle
hter in den Film geleitet werden, was ebenfalls einen Temperatur-

anstieg in der Filmober�ä
hengrenzs
hi
ht zur Folge hat. Allerdings hätte eine

Veränderung der Temperaturleitfähigkeit au
h Auswirkungen auf den Wert der

dimensionslosen Strömungskoordinate ξ. Eine Halbierung der Temperaturleit-

fähigkeit würde bei sonst konstanten Parametern und dem glei
hen Wert für

ξ eine Verdopplung der tatsä
hli
hen Strömungskoordinate x zur Folge haben.

Das bedeutet, dass bei Halbierung der Temperaturleitfähigkeit a die Ausdeh-

nung der thermis
hen Grenzs
hi
hten bei glei
hem Wert der Strömungskoor-

dinate x deutli
h geringer ist, worauf an dieser Stelle nur hingewiesen wird.

Bei ξ = 2 bleibt die Filmtemperatur für die geringere Lewis-Zahl höher als für
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Abbildung 5.15: Entwi
klung des dimensionslosen Filmtemperaturpro�ls über der

dimensionslosen Filmdi
kenkoordinate η für S̃t = 0, 1, B̃i = 1 und Θext = −1,

gestri
helte Linie Le = 200, dur
hgezogene Linie Le = 50

die gröÿere Lewis-Zahl aus den glei
hen oben genannten Gründen. Einerseits
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kann die erhöhte Filmtemperatur dur
h erhöhten Sto�transport und Wärme-

freisetzung an der Filmober�ä
he hervorgerufen werden. Andererseits kann

dur
h verminderte Temperaturleitfähigkeit bei glei
hbleibendem Di�usionsko-

e�zienten die Wärme s
hle
hter dur
h den Film geleitet werden, was eben-

falls eine Erhöhung der Filmtemperatur na
h si
h zieht, jedo
h au
h den Wert

der dimensionslosen Strömungskoordinate wie oben bes
hrieben verändert. Ein

Verglei
h bei identis
hen tatsä
hli
hen Strömungslängen x kann daher für die-

sen Fall nur bei unters
hiedli
hen Werten der dimensionslosen Strömungsko-

ordinate ξ erfolgen, worauf aus Gründen der Übersi
htli
hkeit in Abb. 5.15

verzi
htet wird.

Die zu den in Abb. 5.15 gezeigten Temperaturpro�len gehörigen Pro�le des

dimensionslosen Massenanteils sind in Abbildung 5.16 dargestellt. Die verän-
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Abbildung 5.16: Entwi
klung des dimensionslosen Absorbatmassenanteilspro�ls

über der dimensionslosen Filmdi
kenkoordinate η für S̃t = 0, 1, B̃i = 1 und Θext =

−1, gestri
helte Linie Le = 200 dur
hgezogene Linie Le = 50

derten Ober�ä
hentemperaturen des Films vers
hieben über das Phasenglei
h-

gewi
ht au
h den dimensionslosen Absorbatmassenanteil an der Filmober�ä-


he. Für die geringere Lewis-Zahl Le = 50 ist dieser Ober�ä
henabsorbatmas-
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senanteil aufgrund der erhöhten Filmober�ä
hentemperatur geringer als für

Le = 200. Darüber hinaus ist die Ausdehnung der Grenzs
hi
ht des Massen-

anteilspro�ls für Le = 50 deutli
h gröÿer als für Le = 200. Ursa
he hierfür ist

der erhöhte Di�usionskoe�zient oder, im Fall verminderter Temperaturleitfä-

higkeit, die gröÿere tatsä
hli
he Strömungslänge bei glei
hem ξ.

Die Veränderung des Ober�ä
henwertes und die unters
hiedli
hen Eindring-

tiefen führen zu einem deutli
h geringeren Absorbatmassenanteilsgradienten

an der Filmober�ä
he für die geringere Lewis-Zahl Le = 50 im Verglei
h zu

Le = 200. Die Entwi
klung dieses Gradienten des dimensionslosen Absorbat-

massenanteils mit der dimensionslosen Strömungskoordinate zeigt Abbildung

5.17 für vers
hiedene Lewis-Zahlen. Mit zunehmender Lewis-Zahl steigt au
h
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Abbildung 5.17: Entwi
klung des dimensionslosen Absorbatmassenanteilsgradi-

enten an der Filmober�ä
he über der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ für

S̃t = 0, 1, B̃i = 1 und Θext = −1, gestri
helte Linie Le = 200 und dur
hgezogene

Linie Le = 50

der dimensionslose Absorbatmassenanteilsgradient an der Filmober�ä
he und

fällt dur
h forts
hreitende Ausbreitung des Massenanteilspro�ls im gesamten

Film mit zunehmender dimensionsloser Strömungslänge ξ ab. Bei Errei
hen
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der zur externen Temperatur gehörigen Glei
hgewi
htszusammensetzung fällt

der Gradient und damit au
h der absorbierte Massenstrom an der Filmober-

�ä
he stark ab.

Mit Hilfe der hier vorgestellten Lösung lässt si
h ebenfalls die Auswirkung der

dur
h einseitige Di�usion hervorgerufenen transversalen Ges
hwindigkeitskom-

ponente zumindest abs
hätzen. Für eine 50%ige wässrige Lithiumbromidlösung

(Le ≈ 100) ergibt si
h ein Verstärkungsfaktor von zwei und somit ein doppelt

so hoher e�ektiver Di�usionskoe�zient, d.h. Leeinseitig = 50. Für einen typi-

s
hen Wert der dimensionslosen Strömungskoordinate von ξ = 1 ergeben si
h

aus Abb. 5.17 µi(ξ = 1)
Le=100 ≈ 5, 2 und µi(ξ = 1)

Le=50 ≈ 3 und somit für das

Verhältnis der absorbierten Massenstromdi
hten:

ṁqui

ṁeinseitig
=

1− c0
1

µi,qui
µi,einseitig

= 0, 5 · 5, 2
3

≈ 0, 87. (5.17)

Die Berü
ksi
htigung der transversalen Ges
hwindigkeit über einen e�ektiven

Di�usionskoe�zienten führt zu einer geringeren Unters
hätzung des Massen-

stroms dur
h Verna
hlässigung der einseitigen Di�usion als in Form der Rand-

bedingung und Anpassung der modi�zierten Stefan-Zahl in (5.16) ähnli
h dem

Modell von van der Wekken und Wassenaar (1988).

5.7 Charakterisierung des Wärmeübertragers

Der physikalis
he E�ekt der ni
ht-isothermen Dampfabsorption wird in Ab-

sorptionswärmewandlern in vers
hiedenen Anwendungen ausgenutzt, z.B. beim

Einsatz als thermis
h angetriebene Wärmepumpe oder als Wärmetransforma-

tor. Diesen Anwendungen gemein ist die Übertragung von Wärme zwis
hen

der Umgebung und der Anlage. Die jeweiligen Wärme- und Sto�übertrager

in diesen Anlagen werden typis
herweise mit Hilfe des für Wärmeübertrager

übli
hen Ansatzes für den stationär übertragenen Wärmestrom 
harakterisiert:

Q̇ = k ·A ·∆T . (5.18)

Diese Reduzierung des gekoppelten Wärme- und Sto�übergangs auf (5.18),

wel
her no
h mit der Angabe einer Salzlösungsunterkühlung am Austritt zur

Bewertung des Sto�übergangs versehen werden muss, bereitet jedo
h einige

S
hwierigkeiten, auf die au
h Beutler (1997) in seiner Arbeit eingeht. Es stellt
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si
h die Frage, wel
he mittlere Temperaturdi�erenz ∆T für diesen Ansatz ver-

wendet wird.

Die ursprüngli
he Idee des im Jahre 1701 anonym und in Latein (Anony-

mous, 1701) verö�entli
hten und Newton zuges
hriebenen Abkühlungsge-

setzes (5.18) (O'Sullivan, 1990) teilt den Wärmeübergangsprozess in drei we-

sentli
he Faktoren.

Der zwis
hen einem Körper und seiner Umgebung übertragene Wärmestrom

Q̇ hängt proportional von der den Körper umgebenden und mit der Umge-

bung in Kontakt stehenden Ober�ä
he, d.h. der Wärmeübertragungs�ä
he A

ab. Des Weiteren ist der Wärmestrom Q̇ zur Temperaturdi�erenz zwis
hen

dem Körper und seiner Umgebung, ∆T = TK − TU , proportional. Die Pro-

portionalitätskonstante k wird je na
h Übertragungsproblem als Wärmeüber-

bzw. Wärmedur
hgangskoe�zient bezei
hnet und beinhaltet alle weiteren den

Übergangsprozess beein�ussenden Parameter, wie z.B. �uiddynamis
he E�ek-

te.

Die Proportionalitätskonstante k wird demna
h dur
h die Vorgabe der trei-

benden Temperaturdi�erenz ∆T festgelegt, sofern die Übertragungs�ä
he A in

(5.18) bekannt ist. Bes
hreibt die vorgegebene treibende Temperaturdi�erenz

lokal sowie integral den physikalis
hen Verlauf der Temperatur des �Körpers�,

ist die Proportionalitätskonstante k unabhängig von der Entwi
klung der Tem-

peratur des Körpers. Trotz dieser klaren und auf den ersten Bli
k einleu
hten-

den Formulierung des Abkühlungsgesetzes ergeben si
h gewisse S
hwierigkei-

ten, insbesondere für Anwendungsfälle bei denen die Temperatur des jeweiligen

�Körpers� TK dur
h Messung ni
ht eindeutig zugeordnet oder bestimmt wer-

den kann, lokal stark variiert bzw. von anderen E�ekten wie z.B. der Intensität

des Sto�transportes abhängt.

In der experimentellen Praxis bei der Vermessung von Absorptionskälteanlagen

ist die lokale und somit au
h mittlere tatsä
hli
he Filmober�ä
hentemperatur,

Ti und Ti, dur
h Messung meist ni
ht zugängli
h. Daher wird in diesem Fall

meist auf Behelfstemperaturen am Wärmeübertragerein- und -austritt zurü
k-

gegri�en. Diese Behelfstemperaturen sind z.B. die zu den Absorbatmassenan-

teilen am Ein- und Austritt des Absorbers sowie zum Absorberdru
k zugehöri-

gen Glei
hgewi
htstemperaturen. Als mittlere treibende Temperaturdi�erenz
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über den Absorber wird entspre
hend die folgende De�nition häu�g verwendet:

∆T =
(Teq(c0, pAbs)− Text,aus)− (Teq(c̄aus, pAbs)− Text,ein)

ln
(

Teq(c0,pAbs)−Text,aus
Teq(c̄aus,pAbs)−Text,ein

) . (5.19)

Diese De�nition der treibenden Temperaturdi�erenz am Absorber übers
hätzt

die Temperaturdi�erenz, da aufgrund von Absorption an der Filmober�ä
he

der tatsä
hli
he Absorbatanteil höher und die zugehörige Glei
hgewi
htstem-

peratur entspre
hend geringer ist als die Glei
hgewi
htstemperatur bei der

Mis
hzusammensetzung des gesamten Films, wel
he in Glei
hung (5.19) ver-

wendet wird. Diese aus praktikablen Erwägungen herrührende Abwei
hung von

der tatsä
hli
h vorliegenden treibenden Temperaturdi�erenz sorgt dafür, dass

der Proportionalitätsfaktor k einen verfäls
henden E�ekt aufgrund der den

Sto�transport verna
hlässigenden De�nition der treibenden Temperaturdi�e-

renz enthält und dementspre
hend im Wert mit den jeweiligen Prozessbedin-

gungen und eingesetzten Sto�en variiert.

Ni
htsdestotrotz wird diese in experimentellen Untersu
hungen von Absorpti-

onsprozessen oft verwendete De�nition des logarithmis
hen Mittelwertes der

treibenden Temperaturdi�erenz beibehalten, um den Verglei
h mit den aus

Messwerten ermittelten Wärmedur
hgangskoe�zienten zu ermögli
hen.

Dimensionsloser logarithmis
her Mittelwert der treibenden Tempe-

raturdi�erenz

Der weit verbreitete Ansatz für den Wärmedur
hgang in Absorptionswärme-

übertragern wird, wie oben erwähnt, mit Hilfe des logarithmis
hen Mittel-

wertes der Temperaturdi�erenz zwis
hen den externen Mediumstemperaturen

und den Glei
hgewi
htstemperaturen bei den entspre
henden mittleren Salz-

lösungszusammensetzungen gebildet:

q̇ = k ·∆Tln = −λ · ∂T
∂y

(x, y = δ) , (5.20)

∆Tln =
Teq,0 − T ext − (Teq,aus − T ext)

ln Teq,0−T ext

Teq,aus−T ext

. (5.21)

Zu bea
hten ist hierbei, dass bei der Verwendung der in dieser Arbeit vor-

gestellten analytis
hen Lösung für den mittleren Wandtemperaturgradienten,
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wel
he ledigli
h rohrweise (oder plattenweise) gültig ist, die Wärmeübertra-

gungsbeziehung jeweils rohrweise betra
htet werden muss. Allerdings ist diese

rohrweise Auslegung au
h physikalis
h begründet, da ein Wärmeübertrager

glei
her Flä
he mit sehr vielen untereinander liegenden Rohren kleinen Dur
h-

messers und häu�gen Dur
hmis
hungen des Films beim Auftropfen si
h anders

verhält als ein Wärmeübertrager bestehend aus wenigen untereinanderliegen-

den Rohren gröÿeren Dur
hmessers. Des Weiteren wird in Glei
hung (5.21) für

jedes Rohr eine mittlere externe Mediumstemperatur T ext verwendet.

Die Einführung dimensionsloser Gröÿen in Glei
hung (5.20) führt zum di-

mensionslosen logarithmis
hen Mittelwert der treibenden Temperaturdi�erenz

(5.22). Die so de�nierte treibende Di�erenz hängt bei gegebener mittlerer ex-

terner Mediumstemperatur T ext ledigli
h vom Sto�transport von Absorbat,

d.h. der Veränderung des mittleren dimensionslosen Absorbatanteils γLsg im

Film, ab:

∆Θln =
γLsg

ln 1−Θext

1−γLsg−Θext

. (5.22)

Dur
h die Entdimensionierung von (5.20) wird eine mittlere Nusselt-Zahl für

den Wärmedur
hgang (5.23) erhalten:

Nu =
k · δ
λ

=
1

∆Θln

· ∂Θ
∂η

(η = 1). (5.23)

Mit Hilfe der analytis
hen Lösung für die diabate Wandrandbedingung wird

der in Abbildung 5.18 gezeigte Verlauf dieser so de�nierten Nusselt-Zahl sowie

der Verlauf des dimensionslosen logarithmis
hen Mittelwertes der treibenden

Temperaturdi�erenz (5.22) als Funktion der dimensionslosen Strömungskoor-

dinate ξ erhalten. Für ξ < 1 hängt die dimensionslose treibende Temperatur-

di�erenz ledigli
h von der vorgegebenen externen Mediumstemperatur Θext ab,

da der mittlere dimensionslose Absorbatanteil im Film für diese Strömungs-

längen unwesentli
h von der Eintrittszusammensetzung γLsg(ξ < 1) ≈ γ0 = 0

abwei
ht. Erst ab ξ > 1 beginnt si
h die mittlere Salzlösungszusammensetzung

nennenswert zu verändern, wodur
h die zugehörige Glei
hgewi
htstemperatur

sinkt und somit die Di�erenz zur externen Mediumstemperatur, d.h. au
h die

mittlere treibende Temperaturdi�erenz abnimmt. Die mit dieser mittleren trei-

benden Temperaturdi�erenz de�nierte Nusselt-Zahl zeigt abhängig von der ex-

ternen Mediumstemperatur in der Nähe des Salzlösungseintrittes für ξ < 0, 1
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Abbildung 5.18: Verlauf der mittleren Nusselt-Zahl Nu sowie des dimensionslo-

sen logarithmis
hen Mittelwertes der Temperaturdi�erenz ∆Θln als Funktion der

dimensionslosen Strömungskoordinate ξ für vers
hiedene externe Temperaturen
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unters
hiedli
he Verläufe. Insbesondere für Θext = 0 ist au
h die Nusselt-Zahl

aufgrund des vers
hwindenden Wandtemperaturgradienten Null. Dieser unge-

wöhnli
he Fall eines vers
hwindenden Wärmedur
hgangskoe�zienten ist der

De�nition der treibenden Temperaturdi�erenz ges
huldet. Mit einer für diesen

Strömungsberei
h ebenfalls vers
hwindenden Temperaturdi�erenz würde der

Wärmedur
hgangskoe�zient einen endli
hen Wert errei
hen, was mit der hier

angewendeten Di�erenz jedo
h ni
ht erfolgt.

Ermittlung mittlerer Sto�übergangskoe�zienten

Für die De�nition eines integralen Wertes des Sto�übergangskoe�zienten �n-

det ein ähnli
her Ansatz wie für den Wärmedur
hgang häu�g Anwendung. Es

wird ein logarithmis
her Mittelwert der treibenden Absorbatmassenanteilsdif-

ferenz de�niert, um die im Mittel an der Filmober�ä
he absorbierte Massen-

stromdi
hte zu bes
hreiben:

ṁabs = β ·∆cln = −ρ ·D · ∂c
∂y

(x, y = 0), (5.24)

∆cln =
ceq,0 − c0 − (ceq,aus − caus)

ln ceq,0−c0
ceq,aus−caus

. (5.25)

Dur
h Einführung dimensionsloser Variablen in (5.24) wird ein dimensionsloser

Ausdru
k des logarithmis
hen Mittelwertes der treibenden Absorbatmassenan-

teilsdi�erenz (5.26) erhalten, der nur von der dimensionslosen Salzlösungsun-

terkühlung abhängt:

∆γln =
1− (1−ΘLsg − γLsg)

ln 1
1−ΘLsg−γLsg

. (5.26)

Die Entdimensionierung von (5.24) führt au
h zu einer mittleren Sherwood-

Zahl:

Sh =
β · δ
ρ ·D =

1

∆γln
· ∂γ
∂η

(ξ, η = 0). (5.27)

Mit Hilfe der analytis
hen Lösung für die diabate Wandrandbedingung wird

der Verlauf dieser Sherwood-Zahl als Funktion der dimensionslosen Strömungs-

koordinate erhalten und ist in Abbildung 5.19 dargestellt. Den zugehörigen

Verlauf des dimensionslosen, logarithmis
hen Mittelwertes der treibenden Mas-

senanteilsdi�erenz ∆γln zeigt Abbildung 5.20. Im Unters
hied zur vorher dis-

kutierten mittleren Nusselt-Zahl für realistis
he thermis
he Widerstände von
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B̃i = 1 der Wand variiert die mittlere Sherwood-Zahl des Films über eine Grö-

ÿenordnung vom Auftropfen der Salzlösung bei ξ → 0 bis zum typis
hen Be-

rei
h der dimensionslosen Strömungskoordinate für horizontal berieselte Rohre

von ξ = 0, 5 − 5. Die abhängig von der externen Mediumstemperatur unter-

s
hiedli
hen Werte der Sherwood-Zahlen für sehr kleine Werte der dimensi-

onslosen Strömungskoordinate von ξ < 0, 1 trotz glei
hen an der Ober�ä
he

übertragenen Massenstroms rühren von der unters
hiedli
hen Entwi
klung der

mittleren Absorbatdi�erenz ∆γln in diesem Strömungsberei
h her, wie in Ab-

bildung 5.20 zu sehen. Sobald der dimensionslose Absorbatmassenanteilsgra-

10−2 10−1 100 101 102
0

5

10

15

20

ξ

S
h

Θext = −2

Θext = −1

Θext = −0, 5

Le = 100
S̃t = 0, 1
B̃i = 1

Abbildung 5.19: Verlauf der mittleren Sherwood-Zahl Sh als Funktion der dimen-

sionslosen Strömungskoordinate ξ für vers
hiedene externe Temperaturen

dient an der Filmober�ä
he dur
h die externe Temperatur ab ξ > 0, 1 be-

einträ
htigt wird, verändert si
h der Verlauf der Sherwood-Zahl stärker. In

diesem Strömungsberei
h nimmt die Sherwood-Zahl zu, je gröÿer die Tempe-

raturdi�erenz des externen Mediums zur Salzlösungseintrittstemperatur ist.

Der dimensionslose logarithmis
he Mittelwert der treibenden Absorbatmas-

senanteilsdi�erenz zeigt den Verlauf der Salzlösungsunterkühlung, wel
he zu

Beginn lei
ht sinkt und abhängig vom Wert der externen Medientemperatur

mit der Beein�ussung des Temperaturgradienten an der Filmober�ä
he dur
h
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Abbildung 5.20: Verlauf des dimensionslosen logarithmis
hen Mittelwertes der trei-

benden Absorbatmassenanteilsdi�erenz ∆γln als Funktion der dimensionslosen Strö-

mungskoordinate ξ für vers
hiedene externe Temperaturen
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die thermis
he Grenzs
hi
ht der Wand unters
hiedli
h stark ansteigt. Für die

gröÿere Temperaturdi�erenz des Kühlwassers zur Salzlösung steigt au
h die

Unterkühlung der Salzlösung und somit die treibende dimensionslose Absor-

batmassenanteilsdi�erenz entspre
hend stärker an. Sobald der Sto�transport

zur Abnahme der Salzlösungsunterkühlung führt, sinkt au
h die mittlere trei-

bende Absorbatmassenanteilsdi�erenz ∆γln bei ξ > 8.

Bestimmung der Übergangskoe�zienten für typis
he Absorberbe-

dingungen und wässriger Lithiumbromidlösung

In den Tabellen 5.1 und 5.2 sind exemplaris
h typis
he Absorberbedingungen

und die zu diesen Bedingungen zugehörigen Sto�daten wässriger Lithiumbro-

midlösung aufgelistet. Mit Hilfe der System- und Sto�daten lassen si
h die

dimensionslosen Kennzahlen für den bes
hriebenen Fall, wie in Tabelle 5.3 ge-

zeigt, ermitteln.

O�ensi
htli
h ist tatsä
hli
h Le ≈ 100 und S̃t ≈ 0, 1, so dass für eine Abs
hät-

Tabelle 5.1: Exemplaris
he Bedingungen für einen mit wässriger Lithiumbromidlö-

sung berieselten Horizontalrohrabsorber

Gröÿe Wert Einheit

Rohraussendur
hmesser 22 mm

Wassermassenanteil 0,45 kgWkg

−1
Lsg

Kühlwassereintrittstemperatur 27

◦
C

Salzlösungseintrittstemperatur 32

◦
C

Absorberdru
k 1000 Pa

Berieselungsdi
hte 0,015 kgs

−1
m

−1

Wärmedur
hgangskoe�zient k' 2000 Wm

−2
K

−1

zung der Übergangskoe�zienten die zuvor gezeigten Diagramme für Le = 100

und S̃t = 0, 1 herangezogen werden können. Die Filmdi
ke lässt si
h aus der Be-

rieselungsdi
hte und der Salzlösungsviskosität und -di
hte mit Hilfe von Glei-


hung (2.18) zu δF ilm ≈ 0, 2mm bestimmen. Aus diesen Diagrammen lassen

si
h folgende dimensionslose Zahlen ablesen und damit die den Wärme- und

Sto�übertrager 
harakterisierenden Gröÿen bestimmen:
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Tabelle 5.2: Sto�daten der wässrigen Lithiumbromidlösung für die in 5.1 gegebe-

nen Bedingungen basierend auf den experimentell ermittelten Sto�daten von Löwer

(1960); Di�usionskoe�zient aus der Bere
hnungsglei
hung von Kim (1992) (siehe

Anhang A.5)

Gröÿe Wert Einheit

Glei
hgewi
htstemperatur Teq,0 ∼ 37

◦
C

Glei
hgewi
htszusammensetzung ceq,0 ∼ 0,485 kgkg

−1

dynamis
he Salzlösungsviskosität ηLsg 4,1 mPas

Salzlösungsdi
hte ρLsg 1611 kgm

−3

kinematis
he Salzlösungsviskosität νLsg 2,5 ·10−6
m

2
s

−1

spezi�s
he Wärmekapazität cp,Lsg 2 kJ(kgK)

−1

Absorptionsenthalpie ∆habs 2660 kJkg

−1

Wärmeleitfähigkeit λLsg 0,38 W(mK)

−1

Temperaturleitfähigkeit aLsg 1,17 ·10−7
m

2
s

−1

Di�usionskoe�zient DLsg 1,24 ·10−9
m

2
s

−1

Tabelle 5.3: Dimensionslose Kennzahlen auf Basis der in Tabelle 5.1 und 5.2 ge-

zeigten Daten

Gröÿe Wert

Lewis-Zahl (2.50) 94,4

modi�zierte Stefan-Zahl (5.15) 0,107

modi�zierte Biot-Zahl (4.40) 1,01

dimensionslose Strömungskoordinate ξ (2.42) 2,3

dimensionslose Kühlwassertemperatur Θext (5.2) -1
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Nu(ξ = 2, 3,Θext = −1) ≃ 0, 35 → k = 690
W

m2K
(5.28)

Sh(ξ = 2, 3,Θext = −1) ≃ 5, 4 → β = 0, 056
kg

m2s
(5.29)

∆ΘUK(ξ = 2, 3,Θext = −1) ≃ −1, 05 → ∆TUK,aus = 5, 3K. (5.30)

Die mittels der analytis
hen Lösung der diabaten Wand für typis
he Absorber-

bedingungen abges
hätzten Werte für die Übertragungskoe�zienten spiegeln

die Gröÿenordnung der experimentell ermittelten Werte wider. Im folgenden

Kapitel werden mit Hilfe der analytis
hen Lösung Wärme- und Sto�übergangs-

koe�zienten für typis
he experimentelle Parametervariationen ermittelt. Die

aus der analytis
hen Lösung ermittelten Werte werden mit den jeweiligen ex-

perimentellen Daten aus der Literatur vergli
hen, um deren Aussagekraft und

Anwendbarkeit für eine Übertragerauslegung sowie eine Prozesssimulation ein-

s
hätzen zu können.
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Kapitel 6

Verglei
h mit experimentellen

Daten

In diesem Kapitel werden experimentell bestimmte Daten zur Riesel�lmab-

sorption von Wasserdampf in wässriger Lithiumbromidlösung herangezogen,

um diese mit den Ergebnissen der in dieser Arbeit vorgestellten analytis
hen

Lösung zu verglei
hen. Diese Messdaten werden aus der Literatur entnommen,

da keine eigenen Messungen am Einzelrohr bzw. am Rohrbündel dur
hgeführt

wurden. Die verö�entli
hten Daten zu den dur
hgeführten Experimenten be-

s
hränken si
h häu�g ledigli
h auf die aus den jeweiligen Messdaten bere
h-

neten integralen Werte für die Wärmedur
hgangs- und Sto�übertragungskoef-

�zienten. In wenigen Quellen �nden si
h umfassende Angaben zu den direkt

gemessenen Daten, wie z.B. dem Absorberdru
k, der Salzlösungstemperatur

oder der Zusammensetzung der Salzlösung am Austritt des Absorbers. Des

Weiteren werden die Untersu
hungen meist au
h ni
ht an einem einzelnen

Rohr dur
hgeführt, sondern an mehreren untereinander angeordneten Roh-

ren, da diese Bedingungen dem typis
hen te
hnis
hen Anwendungsfall eines

Horizontalrohrbündelabsorbers ähneln.

Vorab werden die Sto�daten wässriger Lithiumbromidlösung in einem typi-

s
hen Temperatur- und Massenanteilsberei
h eines Absorbers angegeben. Die

si
h aus diesen Sto�daten und den gegebenen typis
hen Systemparametern,

wie. z.B. der Rohrmaÿe, der Berieselungsdi
hte, des Kühlwasservolumenstroms

usw. ergebenden Berei
he der dimensionslosen Kenngröÿen werden anhand von

Diagrammen im folgenden Abs
hnitt erläutert.
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6.1 Sto�eigens
haften wässriger Lithiumbromid-

lösung

Wässrige Lithiumbromidlösung ist ein weit verbreitetes Absorbens für Wasser-

dampf in Absorptionskälteanlagen für Klimatisierungsanwendungen. In diesem

Kapitel werden für einen typis
hen Temperatur- und Massenanteilsberei
h im

Absorber von 30◦C bis 60◦C und 0, 4 − 0, 65 die Sto�daten dieses Arbeits-

mediums präsentiert. Sie werden mit Funktionen erhalten, wel
he von Arnold

Wohlfeil im Rahmen seiner Dissertation an die Messdaten von Löwer (1960)

angepasst wurden. Diese Sto�funktionen be�nden si
h im Anhang A.4.

Einzig der Di�usionskoe�zient der wässrigen Lithiumbromidlösung wird mit

Hilfe einer von Kim (1992) ermittelten Funktion bestimmt. Diese Funktion ist

im Anhang A.5 gegeben.
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Abbildung 6.1: Wärmeleitfähigkeit wässriger Lithiumbromidlösung

Die Wärmeleitfähigkeit der wässrigen Lithiumbromidlösung, dargestellt in Ab-

bildung 6.1, sinkt nahezu linear mit zunehmenden Massenanteil an Lithium-

bromid. In dem angegebenen Temperatur- und Massenanteilsberei
h variiert

die Wärmeleitfähigkeit von 
a. 0, 35W/(mK) bei x0 = 0, 65 und T0 = 30◦C
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bis 0, 44W/(mK) bei x0 = 0, 4 und T0 = 60◦C.

Abbildung 6.2 zeigt den Verlauf der Di
hte sowie der spezi�s
hen Wärmekapa-
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Abbildung 6.2: Di
hte und spezi�s
he Wärmekapazität wässriger Lithiumbromid-

lösung

zität der wässrigen Lithiumbromidlösung. Mit zunehmendem Salzmassenanteil

steigt die Di
hte von 
a. 1400kg/m3
bei x0 = 0, 4 auf 1800kg/m3

bei x0 = 0, 65.

Mit zunehmender Temperatur nimmt die Di
hte der Salzlösung lei
ht ab.

Die spezi�s
he Wärmekapazität zeigt das entgegengesetzte Verhalten. Sie nimmt

mit zunehmendem Salzmassenanteil ab und steigt mit zunehmender Tempera-

tur. Der zu erwartende Berei
h der spezi�s
hen Wärmekapazität rei
ht dabei

von 
a. 1800J/(kgK) bei T0 = 30◦C und x0 = 0, 65 bis 2500J/(kgK) bei

T0 = 60◦C und x0 = 0, 4.

In Abbildung 6.3 ist der Verlauf der Temperaturleitfähigkeit über dem Salz-

massenanteil für T0 = 30◦C und T0 = 60◦C aufgetragen. Die Temperatur-

leitfähigkeit nimmt mit steigendem Salzmassenanteil ab und mit steigender

Temperatur zu. Die Werte bewegen si
h von 1, 06 · 10−7m2/s bei T0 = 30◦C

und x0 = 0, 65 bis zu 1, 29 · 10−7m2/s bei T0 = 60◦C und x0 = 0, 4.

In Abbildung 6.4 ist der Verlauf der kinematis
hen Viskosität der wässrigen Li-
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Abbildung 6.3: Temperaturleitfähigkeit wässriger Lithiumbromidlösung
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he Viskosität wässriger Lithiumbromidlösung
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thiumbromidlösung über dem Salzmassenanteil aufgetragen. Die Salzlösungs-

viskosität nimmt mit steigendem Salzmassenanteil überproportional zu und

mit steigender Temperatur ab. Die Werte rei
hen von 
a. 0, 9 · 10−6m2/s bei

T0 = 60◦C und x0 = 0, 4 bis 
a. 5, 8 · 10−6m2/s bei T0 = 30◦C und x0 = 0, 65.

Den Verlauf des Di�usionskoe�zienten der wässrigen Lithiumbromidlösung
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Abbildung 6.5: Di�usionskoe�zient wässriger Lithiumbromidlösung

zeigt Abbildung 6.5. Die experimentellen Daten von Kashiwagi et al. (1984),

auf wel
hen die Funktion von Kim (1992) beruht, liegen im Berei
h von x0 =

0, 4 bis x0 = 0, 6. Die Funktion wird in Abb. 6.5 über ihren Gültigkeitsberei
h

hinaus bis zu einem Massenanteil von x0 = 0, 65 extrapoliert.

Es ist eine starke Abhängigkeit des Di�usionskoe�zienten von dem Salzmas-

senanteil sowie von der Temperatur zu erkennen. Bei einer Steigerung des

Salzmassenanteils von x0 = 0, 4 auf x0 = 0, 6 fällt der Di�usionskoe�zient

um bis zu 40% seines Wertes von 
a. 2, 9 · 10−9m2/s auf 1, 8 · 10−9m2/s bei

T0 = 60◦C und von 
a. 1, 7 · 10−9m2/s auf 1 · 10−9m2/s bei T0 = 30◦C. Die

Erhöhung der Temperatur von T0 = 30◦C auf T0 = 60◦C führt in dem Modell

von Kim (1992) nahezu zur Verdopplung des Wertes des Di�usionskoe�zien-

ten bei glei
hem Massenanteil.
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Abbildung 6.6 zeigt Verläufe der Glei
hgewi
htstemperaturen wässriger Lithi-
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Abbildung 6.6: Glei
hgewi
htstemperatur wässriger Lithiumbromidlösung

umbromidlösungen für vers
hiedene Absorberdrü
ke. Die Verläufe werden mit

einer an die Glei
hgewi
htsdampfdru
kmessdaten von Löwer (1960) angepass-

ten Funktion bere
hnet. Das Vorgehen bei der Erstellung dieser Funktion ist

im Anhang A.6 erläutert.

Mit zunehmendem Salzmassenanteil und steigendem Dru
k nimmt au
h die

Siedetemperatur der Salzlösung zu. Bei dem verhältnismäÿig hohen Salzmas-

senanteil von x0 = 0, 65 steigen die zugehörigen Glei
hgewi
htstemperaturen

bei den angegebenen Drü
ken über Teq > 50◦C. Abbildung 6.6 zeigt, dass die

von Grigor'eva und Nakoryakov (1977) vorges
hlagene Approximation der iso-

baren Siedetemperatur in Form einer linearen Funktion des Absorbatanteils

ni
ht s
hle
ht ist, weshalb au
h in dieser Arbeit dieser Ansatz verwendet wird.

Ni
htsdestotrotz können si
h bei sehr groÿen und wenig realistis
hen Eintritts-

unterkühlungen im Berei
h von Teq,0−T0 ≈ 30K Abwei
hungen von mehreren

Kelvin in der Glei
hgewi
htstemperatur ergeben (Meyer und Ziegler, 2014).
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6.2 Werteberei
h der dimensionslosen Kenngrö-

ÿen für typis
he Absorberbetriebsbedingun-

gen

In den dur
hgeführten Experimenten werden die Eintrittsbedingungen der

Salzlösung, d.h. Temperatur, Zusammensetzung, Massenstrom sowie die Ein-

trittsbedingungen des Kühlwassers, d.h. Temperatur und Massenstrom häu�g

variiert, was entspre
hend Ein�uss auf die dimensionslosen Parameter hat.

In diesem Abs
hnitt werden deswegen die in dieser Arbeit verwendeten di-

mensionslosen Kenngröÿen als Funktion der in den Experimenten variierten

Betriebsbedingungen dargestellt und über dem typis
hen Werteberei
h dieser

Bedingungen aufgetragen, um die Gröÿenordnung und Werteberei
he dieser

dimensionslosen Kenngröÿen für wässrige Lithiumbromidlösung abzus
hätzen.

Die in dieser Arbeit vorgestellte analytis
he Lösung wird dur
h insgesamt fünf

dimensionslose Parameter bestimmt. Die Lewis-, die modi�zierte Stefan- und

die modi�zierte Biot-Zahl sowie die dimensionslose externe Kühlwassertempe-

ratur und die dimensionslose Strömungslänge.

Die Lewis- und modi�zierte Stefan-Zahl hängen auss
hlieÿli
h von Sto�grö-

ÿen der wässrigen Lithiumbromidlösung ab. Die Biot-Zahl, die dimensionslose

Kühlwassertemperatur und die dimensionslose Strömungslänge hängen maÿ-

gebli
h von einstellbaren Betriebsparametern, wie dem aufgegebenen Salzlö-

sungsmassenstrom, dem Kühlwassermassenstrom und deren Temperaturen ab.

In Abbildung 6.7 ist der Verlauf der Lewis-Zahl als Funktion des Lithiumbro-

midmassenanteils für zwei Salzlösungstemperaturen T0 = 30◦C und T0 = 60◦C

dargestellt. Die Lewis-Zahl steigt mit zunehmendem Salzmassenanteil, da der

Di�usionskoe�zient der Salzlösung (Abb.6.5) mit steigendem Salzanteil stär-

ker abnimmt als deren Temperaturleitfähigkeit (Abb.6.3). Mit steigender Salz-

lösungstemperatur sinkt die Lewis-Zahl, da der Di�usionskoe�zient mit zuneh-

mender Temperatur der Salzlösung stärker steigt als deren Temperaturleitfä-

higkeit. Die Werte der Lewis-Zahl rei
hen von rund Le ≈ 45 bei niedrigen

Salzmassenanteilen von x0 = 0, 4 und einer hohen Salzlösungstemperatur von

T0 = 60◦C bis zu Le ≈ 160 bei x0 = 0, 65 und T0 = 30◦C. Allerdings be-

�ndet si
h der Berei
h der hohen Salzmassenanteile von x0 > 0, 6 auÿerhalb



130 6. Verglei
h mit experimentellen Daten

0,45 0,5 0,55 0,6 0,6540

60

80

100

120

140

160

Massenanteil Lithiumbromid x0 [kg/kg]

L
ew

is
-Z
ah

l
L
e
[-
]

T0 = 60◦C

T0 = 30◦C

Abbildung 6.7: Verlauf der Lewis-Zahl für wässrige Lithiumbromidlösung bei ty-

pis
hen Absorberbedingungen

des Berei
hes der für die Erstellung der Sto�datenfunktion verwendeten expe-

rimentellen Daten und ist daher ni
ht dur
h Experimente validiert.

Den Verlauf des SteigungsparametersB der linearisierten isobaren Siedetempe-

raturen (Vgl. Glei
hung (4.8)) zeigt Abbildung 6.8 über dem Salzmassenanteil

der Salzlösung. Der Steigungsparameter B wird hier mit Hilfe der in Abbildung

6.6 aufgetragenen Glei
hgewi
htstemperaturen ermittelt aus der Steigung ei-

ner Sekante zwis
hen der Glei
hgewi
htstemperatur bei einem zu wählenden

Referenzpunkt und der Glei
hgewi
htstemperatur bei dem tatsä
hli
hen Salz-

massenanteil. Als Referenzpunkt für die Ermittlung des Steigungsparameters

werden in dieser Arbeit die zu x0 = 0, 5 und dem entspre
hend vorgegebe-

nen Dru
k pAbs zugehörigen Glei
hgewi
htstemperaturen verwendet. Dies ist

eine willkürli
he Festlegung und wird hier gewählt, um den breiten Massen-

anteilsberei
h von x0 = 0, 4− 0, 65 gut abbilden zu können. Der so ermittelte

Steigungsparameter B steigt nahezu linear mit zunehmendem Lithiumbromid-

massenanteil. Au
h mit steigendem Dru
k nimmt B zu. Dabei variiert B von

≈ 112 bei x0 = 0, 4 und pAbs = 800Pa bis B ≈ 175 bei x0 = 0, 65 und
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pAbs = 1200Pa.

Mit Hilfe dieses Steigungsparameters wird die modi�zierte Stefan-Zahl wässri-

ger Lithiumbromidlösung ermittelt. Abbildung 6.9 zeigt den Verlauf der modi�-

zierten Stefan-Zahl über dem Lithiumbromidmassenanteil. Die Unterbre
hung

der Linien rührt von der vers
hwindenden Temperaturdi�erenz an dem festge-

legten Referenzpunkt von x0 = 0, 5 her. Für die linear approximierten isobaren
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Abbildung 6.8: Verlauf des Steigungsparameters B für wässrige Lithiumbromidlö-

sung als Sekante dur
h den Punkt x0 = 0, 5 in Abbildung 6.6

Siedetemperaturen der Salzlösung vereinfa
ht si
h die modi�zierte Stefan-Zahl

zu:

S̃t =
cp · B
∆hAbs

. (6.1)

Die spezi�s
he Wärmekapazität der wässrigen Lithiumbromidlösung (vgl. Abb.

A.5) fällt und die spezi�s
he Absorptionsenthalpie (vgl. Abb. A.5) steigt mit

zunehmendem Lithiumbromidmassenanteil. Der Quotient aus spezi�s
her Wär-

mekapazität und Absorptionsenthalpie sinkt demna
h mit steigendem Salz-

massenanteil. Der Steigungsparameter glei
ht bei T0 = 30◦C diesen Abfall

aus und die modi�zierte Stefan-Zahl bleibt nahezu konstant auf Werten von



132 6. Verglei
h mit experimentellen Daten

S̃t ≈ 0, 112 Mit steigendem Dru
k nimmt au
h die modi�zierte Stefan-Zahl

zu, aufgrund des mit dem Dru
k zunehmenden Steigungsparameters B. Die
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Abbildung 6.9: Verlauf der modi�zierten Stefan-Zahl für wässrige Lithiumbromid-

lösung unter Verwendung der in Abb. 6.8 gezeigten Steigungsparameter B

Zunahme der spezi�s
hen Wärmekapazität der Salzlösung mit steigender Tem-

peratur führt zu einer steigenden modi�zierten Stefan-Zahl mit steigendem

Salzmassenanteil für T0 = 60◦C aufgrund des somit gröÿeren Vorfaktors vor

dem Steigungsparameter B in 6.1.

Eine weitere Kenngröÿe stellt die dimensionslose externe Mediumstemperatur

Θext dar, wel
he im Falle des Absorbers der dimensionslosen Kühlwassertem-

peratur entspri
ht:

Θext =
Text − T0
Teq,0 − T0

. (6.2)

Sie stellt die Di�erenz zwis
hen der externen Medientemperatur und der Ein-

trittstemperatur der Salzlösung ins Verhältnis zur Unterkühlung der Salzlö-

sung am Eintritt. Die Glei
hgewi
htstemperatur der Salzlösung am Eintritt

wird bei gegebenem Dru
k dur
h den Salzmassenanteil bestimmt. Je höher

der Salzmassenanteil, desto höher ist die Siedetemperatur der Salzlösung (vgl.
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Abbildung 6.10: Verlauf der dimensionslosen Kühlwassertemperatur Θext im Ab-

sorber für wässrige Lithiumbromidlösung als Funktion der Salzlösungseintrittstem-

peratur
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Abb. 6.6). Im Absorber ist die externe Kühlwassertemperatur meist geringer

als die Salzlösungseintrittstemperatur, so dass für den Absorber meist Θext < 0

gilt.

Entspri
ht die Eintrittstemperatur der Salzlösung der Siedetemperatur bei ge-

gebenem Dru
k, so ist Unterkühlung am Eintritt glei
h null und die dimensi-

onslose externe Temperatur wird betragsmäÿig unendli
h groÿ. Das bedeutet,

dass die Lösung mit den in dieser Arbeit verwendeten dimensionslosen Parame-

tern ni
ht ohne Weiteres für im Glei
hgewi
ht aufgegebene Absorbentien ver-

wendbar ist. In einer Vielzahl der te
hnis
hen Anwendungsfälle �ndet jedo
h

die Berieselung mit unterkühlter bzw. im Falle der Desorption mit überhitzter

Salzlösung statt. Prinzipiell ist die analytis
he Lösung au
h mit abwei
henden

De�nitionen der dimensionslosen Temperatur und des dimensionslosen Mas-

senanteils dur
hführbar, allerdings verändert si
h dadur
h insbesondere die

dimensionslose Bes
hreibung des thermodynamis
hen Glei
hgewi
hts an der

Filmober�ä
he.

In Abbildung 6.10 ist der Verlauf der dimensionslosen externen Temperatur als

Funktion der Salzlösungseintrittstemperatur für zwei Drü
ke und Massenan-

teile dargestellt. Deutli
h zu erkennen ist der starke Abfall der dimensionslosen

externen Temperatur für pAbs = 1000Pa und x0 = 0, 55 für eine Salzlösungs-

eintrittstemperatur von T0 > 35◦C. In Abbildung 6.6 ist für den Lithiumbro-

midmassenanteil von x0 = 0, 55 und einem Dru
k von pAbs = 1000Pa eine

Glei
hgewi
htstemperatur von Teq ≈ 37◦C ablesbar, weshalb die dimensions-

lose externe Temperatur für diese Salzlösungseintrittstemperatur ins negativ

Unendli
he strebt.

Sämtli
he dimensionslosen externen Medientemperaturen starten für T0 =

27◦C bei null, da au
h die Kühlwassertemperatur mit Text = 27◦C vorgegeben

ist und der Zähler si
h deshalb zu null ergibt. Mit steigendem Salzmassenanteil

und Dru
k erhöht si
h die Unterkühlung der Salzlösung am Eintritt, weshalb

dur
h den steigenden Nenner bei glei
her Salzlösungseintrittstemperatur die

externe dimensionslose Temperatur betragsmäÿig abnimmt.

Die dimensionslose externe Temperatur variiert für typis
he Absorberbedin-

gungen demzufolge je na
h Gröÿe der Unterkühlung der Salzlösung am Eintritt

von Θext = 0 bis zu sehr niedrigen Werten von Θext < −5 bei sehr geringen

Unterkühlungen der Salzlösung am Eintritt.
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Dur
h die Anwendung der diabaten Wandrandbedingung wird das gekoppelte
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Abbildung 6.11: Verlauf der Filmdi
ke für wässrige Lithiumbromidlösung als Funk-

tion der Berieselungsdi
hte

Wärme- und Sto�transportproblem dur
h eine weitere dimensionslose Kenn-

gröÿe beein�usst. Diese Kenngröÿe ist die modi�zierte Biot-Zahl und ist gege-

ben dur
h das Verhältnis des thermis
hen Widerstands der Filmströmung zu

dem thermis
hen Widerstand der Rohrwand, wel
her den konvektiven Wär-

meübergangswiderstand des strömenden externen Mediums beinhaltet:

B̃i =
δ/λ

1/U ′ . (6.3)

Der thermis
he Widerstand der Filmströmung wird maÿgebli
h dur
h die Film-

di
ke des strömenden Films beein�usst. Abbildung 6.11 zeigt den mit Hilfe

von (2.18) ermittelten Verlauf der Filmdi
ke in Abhängigkeit von der spe-

zi�s
hen Berieselungsdi
hte mit der Salzlösungszusammensetzung und -tem-

peratur als Parameter. Die Filmdi
ke steigt mit der dritten Wurzel aus der

Berieselungsdi
hte an, was in Abb. 6.11 gut zu erkennen ist. Auÿerdem steigt

sie mit zunehmendem Salzmassenanteil über die Zunahme der kinematis
hen

Viskosität. Aufgrund der mit steigender Temperatur sinkenden kinematis
hen
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Viskosität nimmt die Filmdi
ke entspre
hend ab. In dem hier betra
hteten

typis
hen Betriebsberei
h von Absorbern mit wässriger Lithiumbromidlösung

variiert die Filmdi
ke von δF ilm ≈ 0, 1mm bei geringer Berieselungsdi
hte von

Γ̇ = 0, 005kg/(ms) und x0 = 0, 4 und T0 = 60◦C bis auf das nahezu vierfa-


he von δF ilm ≈ 0, 37mm bei der verglei
hsweise hohen Berieselungsdi
hte von

Γ̇ = 0, 05kg/(ms) sowie x0 = 0, 65 und T0 = 30◦C.

Dur
h die Vorgabe des thermis
hen Widerstandes des externen Fluids und

0,01 0,015 0,02 0,025 0,03 0,035 0,04 0,045 0,051

2

3

4

5

6

Berieselungsdichte Γ̇ [kg/(ms)]

m
o
d
ifi
zi
er
te

B
io
t
Z
ah

l
B̃
i
[-
]

x0 = 0, 65

x0 = 0, 4

T0 = 30◦C
T0 = 60◦C
U ′ = 5000W/(m2K)

Abbildung 6.12: Verlauf der modi�zierten Biot-Zahl für wässrige Lithiumbromid-

lösung als Funktion der Berieselungsdi
hte

der Wand von 1/U ′ = 1/5000 m2 · K/W in Abbildung 6.12 wird der Ver-

lauf der modi�zierten Biot-Zahl ledigli
h dur
h die Veränderung der Filmdi
ke

mit der Berieselungsdi
hte beein�usst, da für gegebene Eintrittsbedingungen

der Salzlösung die Wärmeleitfähigkeit konstant ist und ni
ht von der Beriese-

lungsdi
hte abhängt. Die modi�zierte Biot-Zahl variiert von B̃i ≈ 1 bei den

geringen Filmdi
ken für Γ̇ = 0, 005kg/(ms) und x0 = 0, 4 und T0 = 60◦C bis zu

B̃i ≈ 5, 3 für die hohe Berieselungsdi
hte von Γ̇ = 0, 05kg/(ms) und x0 = 0, 65

sowie T0 = 30◦C.

Eine weitere Kenngröÿe stellt die dimensionslose Strömungskoordinate ξ dar.
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Wie in Kapitel 2.1 eingeführt, ergibt si
h ξ wie folgt:

ξ =
x

δ

a

ūδ
, (6.4)

und lässt si
h folgendermaÿen in eine Funktion der Berieselungsdi
hte umfor-

men:

ξ =
x · a
3

√
3·ν
g

(
ρ

Γ̇

) 4
3

. (6.5)

Bei gegebenem Rohrdur
hmesser ist die maximal vom Film überströmte Länge

gegeben dur
h den halben Rohrumfang x = π ·d/2. Die Sto�werte in (6.5) sind
konstant bei den vorgegebenen Eintrittsgröÿen der Salzlösung. Das bedeutet,

dass bei gegebenem Salzlösungseintrittszustand und gegebenem Rohrdur
h-

messer der Wert dieser Kenngröÿe beim Abtropfen der Salzlösung vom Rohr

an der Stelle x = π · d/2 no
h mit der Berieselungsdi
hte Γ̇ variiert. Dieser für

jedes Rohr 
harakteristis
he Maximalwert der dimensionslosen Strömungslän-

ge ξ̃ wird im Folgenden untersu
ht und wie folgt bere
hnet:

ξ̃ =
π · d/2 · a

3

√
3·ν
g

(
ρ

Γ̇

) 4
3

. (6.6)

In Abbildung 6.13 ist der Verlauf dieser maximalen dimensionslosen Strö-

mungslänge für einen gegebenen Rohrauÿendur
hmesser von d = 0, 016m als

Funktion der Berieselungsdi
hte mit der Salzlösungstemperatur und deren Zu-

sammensetzung als Parameter dargestellt. Deutli
h zu erkennen ist das starke

Ansteigen der maximalen dimensionslosen Strömungslänge für sehr kleine Be-

rieselungsdi
hten von Γ̇ < 0, 01 kg/(ms). Für Berieselungsdi
hten von Γ̇ → 0

tendiert die maximale dimensionslose Strömungslänge ξ̃ (6.6) gegen unendli
h.

In diesem Fall ergibt si
h ein unendli
h dünner Film unendli
h kleiner Masse.

Diese unendli
h kleine Masse hat beim Abtropfen vom Rohr (ξ̃ → ∞) seinen

Glei
hgewi
htszustand errei
ht, da einerseits nur eine unendli
h kleine Masse

an Absorbat dafür notwendig ist und andererseits die Strömungsges
hwindig-

keit des Films unendli
h klein ist. Im Umkehrs
hluss bedeutet dies, dass mit

steigender Berieselungsdi
hte der Film di
ker und s
hneller wird und mehr Ab-

sorbat zur Errei
hung des Glei
hgewi
htszustandes benötigt wird. Aus diesem

Grund nimmt die maximale dimensionslose Strömungslänge ξ̃ mit steigender
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hte für einen

Rohrauÿendur
hmesser von d = 0, 016m
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Berieselungsdi
hte ab.

Bei gegebenem Dur
hmesser wird ξ̃ auÿer dur
h die Berieselungsdi
hte ledig-

li
h von den Sto�daten der Salzlösung beein�usst. Je di
ker der Salzlösungs�lm

bei steigender kinematis
her Viskosität und je geringer die Temperaturleitfä-

higkeit, desto kleiner ist die maximale dimensionslose Strömungslänge bei ge-

gebener Berieselungsdi
hte.

Für den angegebenen praktis
h relevanten Berei
h der Berieselungsdi
hten von

0, 005< Γ̇< 0, 05 kg/(ms) variiert die maximale dimensionslose Lau�änge von

ξ̃ ≈ 0, 2 bei Γ̇ = 0, 05 kg/(ms) bis ξ̃ ≈ 9 bei Γ̇ = 0, 005 kg/(ms) bei einer

hohen Salzlösungstemperatur von T0 = 60◦C und geringem Salzmassenanteil

von x0 = 0, 4.

6.3 Ergebnisse der analytis
hen Lösung

In diesem Abs
hnitt wird die in dieser Arbeit eingeführte analytis
he Lösung

verwendet, um die Wärme- und Massenstromdi
hten eines Wasserdampf ab-

sorbierenden Riesel�lms wässriger Lithiumbromidlösung für vers
hiedene Be-

triebsbedingungen zu bere
hnen. Wie in Kapitel 2.1 erläutert �ieÿt der be-

tra
htete Riesel�lm an einer vertikalen, gekühlten Platte. Um den Verglei
h

mit berieselten Horizontalrohren zu ermögli
hen, beträgt die überströmte Plat-

tenlänge den halben Rohrumfang. Die Angri�sri
htung der S
hwerkraft wirkt,

wie in der Modellierung bes
hrieben, an der vertikalen Platte über der gesam-

ten Strömungslänge x glei
h und zu 100%.

Die Bestimmungsglei
hungen der lokalenMassen- undWärmestromdi
hte wur-

den im vorangegangenen Kapitel 5 eingeführt. In den experimentellen Unter-

su
hungen werden jedo
h die integralen Werte gemessen und daher müssen

für den Verglei
h die mittlere Massen- und Wärmestromdi
hte mit Hilfe der

analytis
hen Lösung ermittelt werden. Dafür werden die über die dimensions-

lose Strömungskoordinate von ξ = 0 bis ξ̃ gemittelten Gradienten benötigt. Im

Anhang B.5 ist das Vorgehen für die Bestimmung dieser mittleren Gradienten

erläutert.

Die an der Filmober�ä
he im Mittel absorbierte Massenstromdi
hte ist im vor-
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liegenden Modell gegeben dur
h:

ṁAbs =
ρ ·D · (ceq − c0)

δ
· ∂γ
∂η

(ξ̃, η = 0). (6.7)

Für die vom Film an die Wand im Mittel übertragene Wärmestromdi
hte gilt

in ähnli
her Weise:

q̇W =
λ · (Teq − T0)

δ
· ∂Θ
∂η

(ξ̃, η = 1). (6.8)

Der dimensionslose Absorbatmassenanteil- in (6.7) und Temperaturgradient in

(6.8) sind über die dimensionslose Filmströmungskoordinate von ξ = 0 bis zur

maximalen Strömungslänge ξ̃ gemittelte Gradienten.

Für die folgende Diskussion der Ergebnisse ist es notwendig, die Abhängigkeit

der in den Glei
hungen (6.7) und (6.8) vorkommenden Gröÿen von den in den

Experimenten veränderten Versu
hsparametern herauszuarbeiten.

Die Sto�parameter ρ, λ,D hängen in diesem Modell auss
hlieÿli
h von der An-

fangszusammensetzung c0 und der Anfangstemperatur T0 der Salzlösung ab.

Die die Massen- und Wärmestromdi
hte skalierenden Di�erenzen, ceq− c0 und

Teq − T0, hängen auÿer von den Eintrittszuständen der Salzlösung, c0 und T0,

au
h vom Dru
k, pAbs, ab. Bei konstantem c0 und T0 steigen mit steigendem

Absorptionsdru
k pAbs au
h die Di�erenzen zu den Eintrittswerten, da sowohl

der Glei
hgewi
htsabsorbatmassenanteil ceq(T0, pAbs), als au
h die Glei
hge-

wi
htstemperatur Teq(c0, pAbs) zunehmen.

In vielen Experimenten wird die Eintrittstemperatur der Salzlösung T0 bei

sonst konstanten Bedingungen variiert. Bei diesen Versu
hen verringert si
h

mit steigender Eintrittstemperatur der Salzlösung die Di�erenz Teq(c0, pAbs)

−T0, weil die Glei
hgewi
htstemperatur si
h ni
ht verändert.

Bei einer Erhöhung des Eintrittssalzmassenanteils x0 bei sonst konstanten Ver-

su
hsbedingungen, steigt die Di�erenz, ceq(T0, pAbs) − c0, dur
h den dadur
h

sinkenden Absorbatmassenanteil am Eintritt c0 = 1− x0.

Die Filmdi
ke δ in (6.7) und (6.8) hängt, wie oben bespro
hen, von der Be-

rieselungsdi
hte, der kinematis
hen Viskosität und der Di
hte der Salzlösung

ab:

δ = 3

√
3 · ν
ρ · g · Γ̇. (6.9)



6. Verglei
h mit experimentellen Daten 141

Wie in Abbildung 6.11 gezeigt, steigt die Filmdi
ke bei typis
hen Absorberbe-

triebsbedingungen von 100µm bei kleinen Berieselungsdi
hten, erhöhten Film-

temperaturen und -absorbatmassenanteilen auf bis zu 360µm bei hohen Berie-

selungsdi
hten, niedrigen Filmtemperaturen und -absorbatmassenanteilen.

Die mittleren dimensionslosen Gradienten werden über sämtli
he im voran-

gegangenen Abs
hnitt diskutierten dimensionslosen Kenngröÿen und somit

von sämtli
hen Betriebsparametern beein�usst. Eine einfa
he Abs
hätzung der

quantitativen Entwi
klung des Verlauf dieser mittleren Gradienten in Abhän-

gigkeit von den jeweiligen Betriebsparametern ist daher ni
ht ohne Weiteres

mögli
h. Ni
htsdestotrotz wird an dieser Stelle der Ein�uss einzelner Betrieb-

sparameter auf die Entwi
klung dieser mittleren Gradienten vorab qualitativ

diskutiert.

Prinzipiell handelt es si
h bei dem hier betra
hteten Filmmodell um einen

Di�usionsvorgang von Absorbat in ein si
h ni
ht im Phasenglei
hgewi
ht be-

�ndli
hes Absorbens. Dieser Di�usionsvorgang beginnt beim Auftropfen mit

einer homogenen Massenanteilsverteilung an Absorbat. An der Filmober�ä
he

kommt es zu einem Sprung des Absorbatanteils auf den Glei
hgewi
htsabsor-

batmassenanteil zur zugehörigen Filmober�ä
hentemperatur, wel
he im Fal-

le unterkühlter Salzlösung ebenfalls an der Filmober�ä
he auf einen höheren

Wert springt. Ausgehend von diesem anfängli
h sehr groÿen Absorbatgradi-

enten beim Auftropfen der Salzlösung auf das Rohr nimmt dieser Gradient

dur
h den einsetzenden Di�usionsvorgang in den Film mit zunehmender Strö-

mungslänge, die der Film zurü
klegt, ab. Ledigli
h dur
h die Erhöhung des

Glei
hgewi
htsabsorbatmassenanteils an der Filmober�ä
he ist diese Abnahme

des Absorbatgradienten zu verlangsamen. Diese Erhöhung ist über die Absen-

kung der Filmober�ä
hentemperatur errei
hbar. Aus diesem Grund wird der

Riesel�lm an der Wand gekühlt. Allerdings ist diese Kühlung ni
ht sofort an

der Filmober�ä
he wirksam, denn während der Ausbreitung der thermis
hen

Grenzs
hi
ht von der Wand dur
h den Film bis zur thermis
hen Grenzs
hi
ht

der Filmober�ä
he strömt der Film entlang der Wand. Erst ab einer bestimm-

ten Strömungslänge des Films, wenn die thermis
he Grenzs
hi
ht der Wand

die der Filmober�ä
he beein�usst, kommt es zu einer Veränderung der Tem-

peratur des Films an der Filmober�ä
he. Bei ausrei
hender Kühlung dur
h die

Wand, sinkt die Filmober�ä
hentemperatur, der Absorbatmassenanteil an der
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Filmober�ä
he steigt und somit fällt der zugehörige Absorbatmassenanteils-

gradient weniger s
hnell.

Bevor si
h die thermis
hen Grenzs
hi
hten der Wand und der Filmober�ä
he

beein�ussen, hat die thermis
he Wandrandbedingung keinen Ein�uss auf den

Absorptionsprozess an der Filmober�ä
he. Die Filmober�ä
he entwi
kelt si
h

in diesem Fall unbeein�usst von der Wand.

In Abbildung 5.5 ist der unters
hiedli
he Verlauf der lokalen dimensionslosen

Absorbatmassenanteilsgradienten für vers
hiedene Wandrandbedingungen ab

einem Wert der dimensionslosen Strömungskoordinate von knapp ξ > 0, 05 für

die stark gekühlte isotherme Wand deutli
h zu sehen. Je geringer die Kühlung

dur
h die Wand für sinkende modi�zierte Biot-Zahlen ist, desto gröÿer wird

der Wert der dimensionslosen Strömungskoordinate, bei der die Kühlung dur
h

die Wand zu einer Absenkung der Filmober�ä
hentemperatur führt.

Für einen gegebenen Rohrdur
hmesser ergibt si
h, wie oben erörtert, je na
h

Gröÿe der Berieselungsdi
hte beim Abtropfen der Salzlösung vom Rohr ein

bestimmter Wert der maximalen dimensionslosen Strömungslänge ξ̃.

In Abbildung 6.13 ist der Verlauf der maximalen dimensionslosen Strömungs-

länge ξ̃ als Funktion der Berieselungsdi
hte für typis
he Absorberbedingungen

und einen typis
hen Rohrdur
hmesser gezeigt. Für eine verglei
hsweise hohe

Berieselungsdi
hte von Γ̇ = 0, 05 kg/(ms) werden beim Abtropfen der Salzlö-

sung maximale dimensionslose Strömungslängen von ξ̃ ≈ 0, 2 − 0, 3 errei
ht.

Für das Einzelrohr dieses Rohrdur
hmessers nimmt der E�ekt der gekühlten

Wand auf den Sto�transport an der Filmober�ä
he für hohe Berieselungsdi
h-

ten ab und die Filmober�ä
he verhält si
h zunehmend wie eine von der Wand

ungestörte Phasengrenz�ä
he. Aus Abb. 6.13 geht weiterhin hervor, dass si
h

die Abnahme der maximalen dimensionslosen Strömungslänge ξ̃ mit zuneh-

menden Berieselungsdi
hten verlangsamt und der Verlauf zu hohen Beriese-

lungsdi
hten ab�a
ht. Somit erstre
kt si
h der Übergangsberei
h zwis
hen der

ungestörten und der von der Wand gekühlten Phasengrenz�ä
he über einen

groÿen Berieselungsdi
htenberei
h.

Für die sehr kleinen Berieselungsdi
hten Γ̇ < 0, 01 kg/(ms) kommt es dur
h

die starke Abnahme der Filmdi
ke zu einem starken Anstieg der maximalen di-

mensionslosen Strömungslänge ξ̃, so dass einerseits die gekühlte Wand groÿen

Ein�uss auf den Absorptionsprozess an der Filmober�ä
he hat, andererseits



6. Verglei
h mit experimentellen Daten 143

jedo
h der Di�usionsprozess des Absorbats in den Film bereits weit fortge-

s
hritten ist und dadur
h der mittlere Absorbatmassenanteilsgradient sehr viel

kleiner ist als bei höheren Berieselungsdi
hten.

Exemplaris
h zeigt Abbildung 6.14 den Verlauf der mittleren Massenstrom-

di
hte (6.7) als Funktion der Berieselungsdi
hte für typis
he Absorberbedin-

gungen. Die Abbildung zeigt die Ergebnisse von drei vers
hiedenen mathema-

tis
hen Modellen zur Bes
hreibung des dimensionslosen mittleren Absorbat-

massenanteilsgradienten. Die dur
hgezogene Linie zeigt die in dieser Arbeit

vorgestellte Lösung der diabaten Wand. Die gestri
helte und gepunktete Linie

zeigen die mathematis
he Lösung für den halbunendli
hen Film ohne Wand-

ein�uss. Die Stri
hlinie zeigt dabei die von Nakoryakov et al. (1997) vorge-

s
hlagene Lösung, bei der si
h der halbunendli
he Film mit der Filmober�ä-


henges
hwindigkeit ui = 3 · ū/2 bewegt. Die Punktlinie zeigt die Lösung für

den halbunendli
hen Film, wel
her si
h mit der mittleren Filmges
hwindigkeit,

ū, bewegt.

Für sehr groÿe Berieselungsdi
hten Γ̇ > 0, 1 kg/(ms) ist die Filmober�ä
he
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Abbildung 6.14: Verlauf der mittleren absorbierten Massenstromdi
hte für wässrige

Lithiumbromidlösung für einen sehr groÿen Berei
h der Berieselungsdi
hte und eine

Salzlösungseintrittstemperatur von T0 = 40◦C



144 6. Verglei
h mit experimentellen Daten

aus den oben bes
hriebenen Gründen unbeein�usst von der thermis
hen Wand-

randbedingung. Die maximale dimensionslose Strömungslänge für das Rohr ist

klein und die thermis
hen Grenzs
hi
hten der Wand und der Phasengrenz�ä
he

beein�ussen si
h no
h ni
ht. Aus diesem Grund bes
hreibt die mathematis
he

Lösung für die diabate Wand für gröÿere Berieselungsdi
hten einen ähnli
hen

Verlauf wie die Lösungen des halbunendli
hen Films für einen abklingenden

Di�usionsprozess ausgehend von einem anfängli
hen Massenanteilssprung an

der Filmober�ä
he.

Die mit Hilfe der Lösung für den halbunendli
hen Film na
h Nakoryakov et al.

(1997) mit einer Filmober�ä
henges
hwindigkeit ui = 3 · ū/2 ermittelte Mas-

senstromdi
hte (gestri
helte Linie) liegt für groÿe Berieselungsdi
hten Γ̇ > 0, 1

kg/(ms) über der Lösung der diabaten Wand. Der Grund hierfür liegt in der

im Verglei
h kleineren maximalen dimensionslosen Strömungslänge ξ̃ für einen

si
h s
hneller bewegenden Film (vgl. Glei
hung 2.42). Aus diesem Grund ist

die Massenstromdi
hte bei glei
her Berieselungsdi
hte für den halbunendli
hen

Film mit mittlerer Filmges
hwindigkeit ū entspre
hend kleiner als für die ma-

ximale Filmges
hwindigkeit.

Die Lösung der diabaten Wand für sehr groÿe Berieselungsdi
hten fällt erwar-

tungsgemäÿ zusammen mit der Lösung des halbunendli
hen Films bei mitt-

lerer Filmges
hwindigkeit ū. Zur weiteren Validierung der hier vorgestellten

analytis
hen Lösung wurden die ermittelten dimensionslosen Absorbatmassen-

anteilsgradienten mit Hilfe einer numeris
hen Lösung für die Randbedingung

der isothermen Wand bei sonst identis
hen Rand- und Anfangsbedingungen

in sehr guter Übereinstimmung vergli
hen (Mittermaier et al., 2014),(Meyer

et al., 2014).

Für sinkende Berieselungsdi
hten nimmt die maximale dimensionslose Strö-

mungslänge ξ̃ des Films zu und die Di�usionsprozesse für die Modelle des

halbunendli
hen Films klingen monoton ab, was zu monoton fallenden mitt-

leren absorbierten Massenstromdi
hten führt. Die Lösung der diabaten Wand

führt jedo
h ab Berieselungsdi
hten von Γ̇ < 0, 1 kg/(ms) dur
h den ab diesem

Punkt einsetzenden Kühle�ekt der Filmober�ä
he dur
h die Wand bis zu einer

Vervierfa
hung der mittleren Massenstromdi
hte im Verglei
h zu den Ergeb-

nissen der Modelle des halbunendli
hen Films.

Bemerkenswert ist das Maximum der mit der Lösung der diabaten Wand er-
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mittelten Massenstromdi
hte bei Γ̇ ≈ 0, 007 kg/(ms). Dieses ausgeprägte Ma-

ximum hängt mit den Eintrittsbedingungen der Salzlösung zusammen. Ob

si
h ein Verlauf mit einem Maximum einstellt, hängt maÿgebli
h von dem Ni-

veau der mittleren Massenstromdi
hten in dem von der Wand unbeeinträ
htig-

ten Berei
h zusammen. Die absorbierte Massenstromdi
hte skaliert in diesem

Berei
h im Wesentli
hen mit der Absorbatmassenanteilsdi�erenz am Eintritt

ceq(T0, pAbs) − c0. Je höher die Eintrittstemperatur der Salzlösung T0, desto

niedriger ist der zugehörige Glei
hgewi
htsabsorbatmassenanteil ceq(T0, pAbs)

und desto geringer ist die Massenstromdi
hte bei sonst konstanten Bedingun-

gen.

Dies zeigt Abbildung 6.15, in der die mittlere Massenstromdi
hte für eine gerin-

gere Salzlösungseintrittstemperatur von T0 = 30◦C aufgetragen ist. Dur
h die

Verringerung der Salzlösungseintrittstemperatur erhöht si
h die mittlere Mas-

senstromdi
hte im von der Wand unbeein�ussten Berei
h für Γ̇ > 0, 1 kg/(ms)

deutli
h im Verglei
h zu Abbildung 6.14 (man bea
hte die andere Skalierung).

Dies ist der Grund, weshalb der die Massenstromdi
hte steigernde Kühle�ekt
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Abbildung 6.15: Verlauf der mittleren absorbierten Massenstromdi
hte für wäss-

rige Lithiumbromidlösung bei typis
hen Absorberbedingungen für einen sehr groÿen

Berei
h der Berieselungsdi
hte und T0 = 30◦C
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in diesem Fall ni
ht zu einem Maximum, sondern ledigli
h zu einem den ab-

klingenden Di�usionsvorgang verlangsamenden E�ekt führt.

Auÿerdem ist in Abb. 6.15 gut zu erkennen, dass die mittlere Massenstrom-

di
hte für die Lösung der diabaten Wand für sehr kleine Berieselungsdi
hten

Γ̇ < 0, 00025 kg/(ms) unter die Lösungen des halbunendli
hen Films fällt.

Wie oben bes
hrieben, tendiert die maximale dimensionslose Strömungslänge

für Γ̇ → 0 gegen unendli
h ξ̃ → ∞. Der Film endli
her Ausdehnung benötigt

nur eine endli
he Masse an Absorbat, um in seinen Glei
hgewi
htszustand zu

gelangen. Für unendli
he maximale dimensionslose Strömungslängen und end-

li
her Absorbatmasse tendiert die mittlere Massenstromdi
hte gegen null. Dies

gilt jedo
h ni
ht für den halbunendli
hen Film, wel
her unabhängig von der

Berieselungsdi
hte unendli
h viel Absorbatmasse aufnehmen kann.

Im folgenden Abs
hnitt werden die an dieser Stelle gewonnenen Erkenntnisse

dazu verwendet, um die te
hnis
h relevanten Berei
he der Berieselungsdi
hte

und deren Ein�uss auf die an der Filmober�ä
he absorbierte Massenstrom-

di
hte sowie die an der Wand übertragene Wärmestromdi
hte zu diskutieren.

6.3.1 Variation der Berieselungsdi
hte

In Abbildung 6.16 ist ein Auss
hnitt der im vorigen Abs
hnitt gezeigten Ab-

bildungen im te
hnis
h relevanten Berei
h experimenteller Berieselungsdi
hten

gezeigt. Für kleinere Berieselungsdi
hten von Γ̇ < 0, 01 kg/(ms) wird die im

Mittel absorbierte Massenstromdi
hte sehr klein, weil wenig Salzlösungsmas-

senstrom auf die Rohre verteilt wird, ein sehr dünner Film auf den Rohren

langsam �ieÿt, wel
her zwar gut gekühlt wird, dessen Di�usionsvorgang dur
h

die groÿe maximale dimensionslose Strömungslänge ξ̃ beim Abtropfen der Salz-

lösung an der Ober�ä
he im Mittel jedo
h bereits stark abgeklungen ist.

Die lei
ht erhöhte Massenstromdi
hte für T0 = 40◦C und Γ̇ = 0, 006 kg/(ms)

rührt von einem gröÿeren Di�usionskoe�zienten her, wel
her mit den Ein-

trittsbedingungen der Salzlösung ermittelt wird.

Ab einer Berieselungsdi
hte von Γ̇ > 0, 01 kg/(ms) gewinnt die Eintrittstem-

peratur der Salzlösung an Bedeutung für die an der Filmober�ä
he im Mittel

absorbierte Massenstromdi
hte. Der unters
hiedli
he Verlauf in Abhängigkeit

von den Eintrittstemperaturen zu hohen Berieselungsdi
hten wurde im voran-

gegangenen Abs
hnitt diskutiert und hängt mit der zunehmenden Entkopp-
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Abbildung 6.16: Verlauf der mittleren absorbierten Massenstromdi
hte für wässrige

Lithiumbromidlösung als Funktion der Berieselungsdi
hte für vers
hiedene Eintritts-

temperaturen der Salzlösung
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lung von der thermis
hen Wandrandbedingung zusammen. Des Weiteren ist

der Verlauf der mittleren absorbierten Massenstromdi
hte für einen geringeren

Eintrittssalzmassenanteil von x0 = 0, 55 und einer Salzlösungseintrittstempe-

ratur von T0 = 30◦C als gestri
helte Linie dargestellt. Die treibende Absor-

batmassenanteilsdi�erenz in (6.7) sinkt und somit au
h die mittlere Massen-

stromdi
hte bei Γ̇ = 0, 05 kg/(ms) um knapp 50% im Verglei
h zu x0 = 0, 6.

Die an die Wand übertragene Wärmestromdi
hte zeigt Abbildung 6.17 als
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Abbildung 6.17: Verlauf der mittleren an die Wand abgegebenen Wärmestrom-

di
hte für wässrige Lithiumbromidlösung als Funktion der Berieselungsdi
hte für

vers
hiedene Eintrittstemperaturen der Salzlösung

Funktion der Berieselungsdi
hte mit der Eintrittstemperatur der Salzlösung

als Parameter. Im Berei
h Γ̇ < 0, 005 kg/(ms), d.h. der sehr kleinen Beriese-

lungsdi
hten nimmt die maximale dimensionslose Strömungslänge ξ̃ sehr groÿe

Werte an und, wie zuvor gezeigt, sind der mittlere Sto�gradient an der Filmo-

ber�ä
he und der mittlere Temperaturgradient an der Wand dementspre
hend

klein. Bei Steigerung der Berieselungsdi
hte steigt die mittlere absorbierte Mas-

senstromdi
hte an und in dem Berei
h, in dem si
h die thermis
hen Grenz-

s
hi
hten der Wand und der Phasengrenz�ä
he tre�en, hat diese Steigerung
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der im Mittel absorbierten Massenstromdi
hte au
h steigernde Wirkung auf

die an der Wand übertragene Wärmestromdi
hte.

Bereits bei einer Berieselungsdi
hte von Γ̇ = 0, 005 kg/(ms) ist ein deutli
her

Unters
hied in den mittleren Wärmestromdi
hten für die unters
hiedli
hen

Salzlösungseintrittstemperaturen zu erkennen. Bei der Salzlösungseintrittstem-

peratur von T0 = 27◦C, wel
he glei
h der externen Kühlwassertemperatur ist,

nimmt die mittlere Wärmestromdi
hte ab dieser Berieselungsdi
hte wieder ab.

Dur
h die Erhöhung der Berieselungsdi
hte gelangt, wie zuvor bereits erläu-

tert, von dem an der Filmober�ä
he übertragenen Wärmestrom weniger bis

zur Wand. Dies wird für die Salzlösungseintrittstemperatur, wel
he glei
h der

Kühlwassertemperatur ist, besonders deutli
h, weil ohne den Wärmestrom von

der Filmober�ä
he für die völlig entkoppelten thermis
hen Grenzs
hi
hten an

der Wand kein Wärmestrom an das Kühlwasser übertragen würde. Bei wei-

terer Steigerung der Berieselungsdi
hte würde die mittlere Wärmestromdi
hte

für T0 = 27◦C auf null absinken.

Für Salzlösungseintrittstemperaturen, die gröÿer sind als die Kühlwasserein-

trittstemperatur ergeben si
h von null vers
hiedene Wärmestromdi
hten für

gröÿere Berieselungsdi
hten.

In Kapitel 5 wird der dimensionslose Wandtemperaturgradient für Γ̇ → ∞
in (5.8) als dem Produkt der modi�zierten Biot-Zahl mit der dimensionslosen

externen Temperatur angegeben. Je gröÿer die Di�erenz der Eintrittstempe-

ratur der Salzlösung zur Kühlwassertemperatur, desto gröÿer die mittleren

Wärmestromdi
hten im Berei
h hoher Berieselungsdi
hten. Die für Γ̇ → ∞
an die Wand übertragbare Wärmestromdi
hte wird errei
ht, wenn die �lm-

seitige Wandtemperatur der Salzlösungseintrittstemperatur entspri
ht. Somit

lässt si
h dieser Grenzwert der Wärmestromdi
hte mit dem gegebenen parti-

ellen Wärmedur
hgangskoe�zienten U ′
folgendermaÿen bere
hnen:

¯̇qW,Γ̇→∞ = U ′ · (T0 − Text) (6.10)

Aus diesem Grund steigen in Abbildung 6.17 die Wärmestromdi
hten für

sehr groÿe Berieselungsdi
hten Γ̇ >> 0, 05 kg/(ms) für sämtli
he Salzlösungs-

eintrittstemperaturen, wel
he gröÿer als die Kühlwassertemperatur bis auf

den jeweiligen Grenzwert (6.10) an. Für die Salzlösungseintrittstemperatur

T0 = 30◦C ergibt si
h für Text = 27◦C und U ′ = 5000W/(m2K) eine Grenzwär-

mestromdi
hte von

¯̇qW,Γ̇→∞ = 15 kW/m2
.
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Au
h hier zeigt die gestri
helte Linie den Verlauf der Wärmestromdi
hte für

einen geringeren Eintrittssalzmassenanteil von x0 = 0, 55. Im Verglei
h zum

Eintrittssalzmassenanteil von x0 = 0, 6 sinkt die Wärmestromdi
hte nur für

kleine Berieselungsdi
hten von Γ̇ ≈ 0, 005 kg/(ms) auf knapp die Hälfte. Bei

hohen Berieselungsdi
hten nähern si
h die Wärmstromdi
hten wieder an, da

die Absorptionswärme von der Filmober�ä
he dort nur no
h bedingt zur Wand

transportiert wird und in diesem Berei
h ledigli
h die Temperaturdi�erenz zwi-

s
hen der Salzlösungseintritts- und der externen Temperatur die Wärmestrom-

di
hte bestimmt.

Für die Einzelrohrbetra
htung bleibt festzuhalten, dass für sehr groÿe Be-

rieselungsdi
hten die an die Rohrwand übertragene Wärmestromdi
hte weni-

ger von der an der Filmober�ä
he dur
h Absorption freigesetzte Wärme, als

vielmehr von der Temperaturdi�erenz zwis
hen Salzlösungseintritts- und Kühl-

wassertemperatur beein�usst wird. Allerdings würde bei der Betra
htung eines

Rohrbündels mit sehr groÿer Berieselungsdi
hte und Salzlösungstemperatur

dur
h die sehr hohen Wärmestromdi
hten an die Wand au
h die Salzlösungs-

eintrittstemperatur auf dem darunterliegenden Rohr entspre
hend verringert.

Diese Absenkung der Salzlösungseintrittstemperaturen der auf die darunter lie-

genden Rohrreihen tropfenden Salzlösung führt dort entspre
hend zu höheren

absorbierten Massenstromdi
hten.

6.3.2 Variation der Salzlösungseintrittstemperatur

Ein weiterer häu�g variierter Parameter in den Experimenten ist die Eintritts-

temperatur der Salzlösung bei sonst konstanten Bedingungen. Abbildung 6.18

zeigt den Verlauf der mittleren, an die Wand übertragenen Wärmestromdi
h-

te über der Eintrittstemperatur der Salzlösung mit der Berieselungsdi
hte als

Parameter. Es sind deutli
he Unters
hiede im Verlauf für die unters
hiedli
hen

Berieselungsdi
hten zu erkennen. Für zunehmende Berieselungsdi
hten nimmt

die Abhängigkeit der an der Wand übertragenen mittleren Wärmestromdi
hte

von der Eintrittstemperatur der Salzlösung zu. Bei sehr hohen Berieselungs-

di
hten entwi
keln si
h die beiden thermis
hen Grenzs
hi
hten der Wand und

der Filmober�ä
he unbeein�usst voneinander. Gut zu erkennen ist dies für die

sehr hohe Berieselungsdi
hte von Γ̇ = 0, 5 kg/(ms), weil die mittlere Wärme-
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stromdi
hte bei Glei
hheit der Salzlösungseintritts- und Kühlwassertemperatur

von T0 = Text = 27◦C null ist. Die Absorptionswärme, die an der Filmober-

�ä
he freigesetzt wird, gelangt für diese hohe Berieselungsdi
hte ni
ht bis zur

Wand. Wie bereits oben erwähnt, würde die an der Filmober�ä
he zugeführte

Wärme jedo
h zur Erhöhung der Salzlösungstemperatur führen und demna
h

wird die Salzlösung mit einer höheren Temperatur von dem Rohr abtropfen.

Für eine unendli
h groÿe Berieselungsdi
hte ergibt si
h eine Gerade dur
h die

jeweiligen mittleren Grenzwärmestromdi
hten (6.10), d.h. mit der Steigung U ′

und −U ′ · Text als A
hsenabs
hnitt.
Für geringere und te
hnis
h relevantere Berieselungsdi
hten beein�ussen si
h

die thermis
hen Grenzs
hi
hten, was zu der Steigerung der mittleren Wärme-

stromdi
hte an der Wand für eine Salzlösungseintrittstemperatur von T0 =

27◦C bei Veränderung der Berieselungsdi
hten von Γ̇ = 0, 05 kg/(ms) auf

Γ̇ = 0, 005 kg/(ms) führt. Für die sehr geringe Berieselungsdi
hte von Γ̇ =
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Abbildung 6.18: Verlauf der mittleren an die Wand abgegebenen Wärmestromdi
h-

te für wässrige Lithiumbromidlösung bei typis
hen Absorberbedingungen als Funk-

tion der Eintrittstemperatur der Salzlösung

0, 0005 kg/(ms) kommt es im Verglei
h zu Γ̇ = 0, 005 kg/(ms) jedo
h wie-
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der zu einem Abfall der Wärmestromdi
hte von

˙̄qW ≈ 10 kJ/(m2s) auf ˙̄qW ≈
6 kJ/(m2s) bei T0 = 27◦C. Die mittlere Wärmestromdi
hte wird für diese

kleinen Berieselungsdi
hten vom Absorptionsprozess dominiert, der für Γ̇ =

0, 0005 kg/(ms) nahezu unabhängig von der Salzlösungseintrittstemperatur

ist. Die Abnahme der mittleren Wärmstromdi
hte für die sehr geringen Be-

rieselungsdi
hten hängt also mit der na
hlassenden Absorption an der Film-

ober�ä
he zusammen. Bei weiterer Absenkung der Berieselungsdi
hte sinkt

au
h die mittlere Wärmestromdi
hte und tendiert im Grenzfall für Γ̇ → 0, wie

bereits in Abbildung 6.17 dargestellt, unabhängig von der Salzlösungseintritts-

temperatur gegen Null.

6.3.3 Variation der Salzlösungseintrittszusammensetzung

In diesem Abs
hnitt wird der Ein�uss der Salzlösungszusammensetzung am

Eintritt auf die an der Wand übertragene mittlere Wärmestromdi
hte anhand

von Abbildung 6.19 exemplaris
h diskutiert.

Wie im vorangegangenen Abs
hnitt erläutert, ist für eine Berieselungsdi
hte

von Γ̇ = 0, 5 kg/(ms) oder gröÿer die an der Wand übertragene Wärmestrom-

di
hte unabhängig von der an der Filmober�ä
he ablaufenden Absorption, da

si
h die thermis
hen Grenzs
hi
hten ni
ht beein�ussen. Bei vorgegebener kon-

stanter Eintrittstemperatur der Salzlösung von T0 = 30◦C sollte daher die

mittlere Wärmestromdi
hte für Γ̇ = 0, 5 kg/(ms) unabhängig von dem Salz-

massenanteil der Salzlösung am Eintritt sein. Mit zunehmendem Salzmassen-

anteil nimmt jedo
h die Wärmeleitfähigkeit der Salzlösung ab und die kine-

matis
he Viskosität nimmt zu. Dies führt bei steigendem Salzmassenanteil zu

einer lei
hten Abnahme der mittlerenWärmestromdi
hte für Γ̇ = 0, 5 kg/(ms).

Da es si
h für diese hohen Berieselungsdi
hten um ein ni
ht von der Absorpti-

on an der Filmober�ä
he überlagertes Wärmeübergangsproblem handelt, lässt

si
h die Aussage zu den Sto�daten an dieser Stelle so eindeutig formulieren.

Sobald für kleinere Berieselungsdi
hten die thermis
he Grenzs
hi
ht der Film-

ober�ä
he mit der der Wand interagiert, kommt es zu einer Zunahme der mitt-

leren Wärmestromdi
hte an der Wand mit zunehmendem Salzmassenanteil der

Salzlösung. Wie in Abbildung 6.16 exemplaris
h für x0 = 0, 55 und x0 = 0, 6

gezeigt, steigt die mittlere an der Filmober�ä
he absorbierte Massenstrom-

di
hte bei sonst glei
hen Bedingungen mit zunehmendem Salzmassenanteil. Je



6. Verglei
h mit experimentellen Daten 153

stärker die mittlere Wärmestromdi
hte an der Wand von der Absorption domi-

niert wird, d.h. je geringer die Berieselungsdi
hte wird, umso stärker setzt si
h

die dur
h Erhöhung des Eintrittssalzmassenanteils erhöhte Wärmestromdi
hte

an der Filmober�ä
he zur Wand dur
h. Dies ist in Abbildung 6.19 deutli
h

erkennbar.

Für die sehr geringe Berieselungsdi
hte Γ̇ = 0, 0005 kg/(ms) führt der insge-

samt abgeklungene Absorptionsprozess zur Verringerung der mittleren Wärm-

stromdi
hte.
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Abbildung 6.19: Verlauf der mittleren an die Wand abgegebenen Wärmestromdi
h-

te für wässrige Lithiumbromidlösung als Funktion der Eintrittszusammensetzung der

Salzlösung

6.3.4 mittlere Sto�über- und Wärmedur
hgangskoe�zi-

enten

In der Literatur verfügbare Messdaten bes
hränken si
h meist auf die Anga-

be mittlerer Sto�über- und Wärmedur
hgangskoe�zienten. Daher ist es für

den Verglei
h notwendig, die mit der analytis
hen Lösung ermittelten mittle-

ren Massen- und Wärmestromdi
hten mit Hilfe der entspre
henden treibenden
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Massensanteils- und Temperaturdi�erenzen zu bere
hnen. Ein typis
her An-

satz ist die Verwendung der logarithmis
hen Mittelwerte für die Massenanteils-

und Temperaturdi�erenzen. In Kapitel 5 ist bereits für eine Beispielre
hnung

auf die De�nition dieser logarithmis
hen Mittelwerte eingegangen worden.

Unter Verwendung dieser logarithmis
henMittelwerte der Massenanteils- (5.25)

und Temperaturdi�erenz (5.21) und den zuvor ermittelten mittleren Massen-

und Wärmestromdi
hten werden die Abbildungen 6.20 und 6.21 erhalten. Sie

zeigen den Verlauf der mittleren Sto�über- und Wärmedur
hgangskoe�zienten

über der Berieselungsdi
hte mit der Salzlösungseintrittstemperatur als Para-

meter.

Die für dieses Beispiel gezeigten mittleren Sto�übergangswerte unters
hei-

den si
h je na
h Eintrittstemperatur der Salzlösung in ihrem Verlauf. Ab-

gesehen von dem anfängli
hen Abfall für sehr kleine Berieselungsdi
hten stei-

gen bei Salzlösungseintrittstemperaturen nahe der Kühlwassertemperatur die

mittleren Sto�übergangskoe�zienten mit steigender Berieselungsdi
hte. Für

eine Salzlösungseintrittstemperatur von T0 = 40◦C sinkt jedo
h der mittlere

Sto�übergangskoe�zient von seinem anfängli
h verglei
hsweise hohen Wert

von β̄ ≈ 0, 18 m/h bei Γ̇ = 0, 005 kg/(ms) bis auf β̄ ≈ 0, 15 m/h bei

Γ̇ ≈ 0, 05 kg/(ms). Die für diese Absorberbedingungen ermittelten mittle-

ren Sto�übergangskoe�zienten für praktis
h realisierbare Berieselungsdi
hten

von Γ̇ > 0, 005 kg/(ms) variieren von β̄ ≈ 0, 08 m/h bei Γ̇ > 0, 005 kg/(ms)

und T0 = 27◦C bis zu β̄ ≈ 0, 18 m/h für Γ̇ = 0, 005 kg/(ms) und hohen Salz-

lösungseintrittstemperaturen von T0 = 40◦C.

Die ermittelten mittleren Wärmedur
hgangskoe�zienten zeigen einen um-

gekehrten Verlauf über der Berieselungsdi
hte im Verglei
h zum mittleren

Sto�übergangskoe�zienten. Abgesehen vom anfängli
hen Abfall für sehr klei-

ne Berieselungsdi
hten sinkt der Wärmedur
hgangskoe�zient mit steigender

Berieselungsdi
hte, falls die Temperaturdi�erenz zwis
hen Salzlösungseintritts-

temperatur und der Kühlwassertemperatur ni
ht groÿ ist. Bei einer Salzlö-

sungseintrittstemperatur von T0 = 35◦C bleibt der mittlere Wärmedur
h-

gangskoe�zient bei k̄ ≈ 0, 82 kW/(m2K) nahezu konstant mit steigender

Berieselungsdi
hte (abgesehen von sehr kleinen Berieselungsdi
hten). Für die

hohe Salzlösungseintrittstemperatur von T0 = 40◦C steigt der mittlereWärme-
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Abbildung 6.20: Verlauf der mittleren Sto�übergangskoe�zienten für wässrige Li-

thiumbromidlösung als Funktion der Berieselungsdi
hte für vers
hiedene Salzlösungs-

eintrittstemperaturen
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dur
hgangskoe�zient von k̄ ≈ 0, 9 kW/(m2K) bei Γ̇ = 0, 005 kg/(ms) auf über

k̄ ≈ 1, 25 kW/(m2K) bei Γ̇ ≈ 0, 05 kg/(ms) an. Der gröÿte Unters
hied der

für dieses Beispiel ermittelten mittleren Wärmedur
hgangskoe�zienten ist für

die hohen Berieselungsdi
hten (Γ̇ ≈ 0, 05 kg/(ms)) mit k̄ ≈ 0, 15 kW/(m2K)

bei T0 = 27◦C und k̄ ≈ 1, 25 kW/(m2K) bei T0 = 40◦C abzulesen.

Yoon et al. (2008) trugen zu Verglei
hszwe
ken ihrer eigenen Messungen einige
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Abbildung 6.21: Verlauf der mittleren Wärmedur
hgangskoe�zienten für wässrige

Lithiumbromidlösung als Funktion der Berieselungsdi
hte für vers
hiedene Salzlö-

sungseintrittstemperaturen

Messdaten anderer Autoren mit ni
ht-additivierter wässriger Lithiumbromid-

lösung zusammen. Diese Messdaten sind in der Tabelle 6.1 aufgelistet.

Die in den Experimenten eingestellten Berieselungsdi
hten liegen zwis
hen

Γ̇ = 0, 007 und 0, 05 kg/(ms). Eine direkte Zuordnung der in Tab. 6.1 ange-

gebenen mittleren Sto�übergangs- und Wärmedur
hgangskoe�zienten zu den

angegebenen Berieselungsdi
hten ist ni
ht mögli
h, da je na
h Salzlösungs-

eintrittsbedingungen der höhere Wert des Sto�übergangs- bzw. Wärmedur
h-

gangskoe�zienten wie in den vorangegangenen Abs
hnitten diskutiert ni
ht

unbedingt zu der höheren Berieselungsdi
hte gehört.
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Der Berei
h der experimentell bestimmten mittleren Wärmedur
hgangskoe�-

zienten liegt zwis
hen k̄ = 0, 23 und 1, 26 kW/(m2K). Dieser groÿe Berei
h des

mittleren Wärmedur
hgangskoe�zienten ist bei Betra
htung von Abbildung

6.21 na
hvollziehbar und hängt unter anderem von der Berieselungsdi
hte, der

Salzlösungseintrittstemperatur sowie der entspre
henden Glei
hgewi
htstem-

peratur der Salzlösung am Eintritt ab. Dur
h die Vorgabe des verglei
hsweise

hohen partiellen Wärmedur
hgangskoe�zienten vom Kühlwasser zur Wand

und dur
h die Wand bis zur Filmströmung von U ′ = 5000 W/(m2K), wird der

mit Hilfe der analytis
hen Lösung bere
hnete, mittlere Wärmedur
hgangsko-

e�zient k̄ maÿgebli
h dur
h die Filmseite beein�usst. So beträgt der mittlere

Wärmdur
hgangskoe�zient für den Eintrittssalzmassenanteil von x0 = 0, 55

bei Γ̇ ≈ 0, 05 kg/(ms) k̄ ≈ 0, 7 kW/(m2K) im Verglei
h zu k̄ ≈ 0, 4 kW/(m2K)

für den Eintrittssalzmassenanteil von x0 = 0, 6 nur einen Bru
hteil von U ′ =

5 kW/(m2K).

Der groÿe Werteberei
h der experimentell bestimmten, mittlerenWärmedur
h-

gangskoe�zienten ist daher ni
ht überras
hend, denn diese Bandbreite unter-

s
hiedli
her Werte ergibt si
h au
h mit Hilfe der analytis
hen Lösung für den

absorbierenden laminaren Fall�lm für die unters
hiedli
hen Betriebsbedingun-

gen. Die in Tabelle 6.1 angegebenen Sto�übergangskoe�zienten rei
hen von

Tabelle 6.1: Von Yoon et al. (2008) angegebene Berei
he der experimentell ermit-

telten mittleren Sto�über- und Wärmedur
hgangskoe�zienten ohne Additive

Autoren Γ̇ in kg/(ms) k̄ in kW/(m2K) β̄ in m/h

Yoon et al. (2008) 0,0142 � 0,0303 0,571 � 0,803 0,079 � 0,116

Ho�mann et al. 0,007 � 0,045 0,23 � 0,63 �

Kyung et al. 0,014 � 0,05 0,65 � 0,95 �

Furukawa et al. 0,013 � 0,042 0,7 � 0,9 0,06 � 0,18

Nagaoka et al. 0,008 � 0,023 0,43 � 1,25 0,05 � 0,14

Kawamatra et al. 0,008 � 0,025 0,522 � 1,258 0,08 � 0,14

Yamagu
hi et al. 0,015 � 0,042 0,52 � 0,65 0,12 � 0,23

β̄ = 0, 05 m/h bis zu β̄ = 0, 23 m/h. Au
h dieser groÿe Werteberei
h der expe-

rimentell ermittelten mittleren Sto�übergangskoe�zienten ist na
hvollziehbar

mit Bli
k auf Abbildung 6.20. Die mit Hilfe der theoretis
hen Lösung bestimm-
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ten mittleren Sto�übergangskoe�zienten variieren für das betra
htete Beispiel

von β̄ = 0, 08 m/h bis zu β̄ = 0, 018 m/h.

Die hier vorgestellte analytis
he Lösung für den absorbierenden laminaren Fall-

�lm an einer diabaten Wand liefert also au
h für die mittleren Sto�übergangs-

koe�zienten plausible und mit den experimentellen Ergebnissen sehr gut über-

einstimmende Ergebnisse.

Im folgenden, letzten Abs
hnitt der Arbeit wird die analytis
he Lösung dazu

verwendet, die Wärme- und Sto�ströme an einem Rohrbündel zu bere
hnen

und diese mit den experimentellen Daten von Beutler (1997) zu verglei
hen.

6.4 Messdaten von Beutler

Die Dissertation von Beutler (1997) ist für den Verglei
h von besonderemWert,

da Beutler zumindest für einige Messpunkte alle notwendigen Messdaten für ei-

ne Bere
hnung mit Hilfe der in dieser Arbeit eingeführten analytis
hen Lösung

angibt. Darüber hinaus ist in seiner Dissertation die Versu
hsdur
hführung gut

dokumentiert. Aus diesem Grund werden für einen Verglei
h einer Bere
hnung

des Rohrbündels mit Hilfe der in dieser Arbeit eingeführten analytis
hen Lö-

sung der diabaten Wand die von Beutler (1997) verö�entli
hten Messergebnisse

herangezogen.

6.4.1 Aufbau der Messapparatur von Beutler

Abbildung 6.22 zeigt s
hematis
h den Versu
hsaufbau des von Beutler (1997)

dur
hgeführten Riesel�lmexperiments. Hauptbestandteil ist ein Rohrbündel-

wärmeübertrager aus insgesamt 24 horizontal übereinander angeordneten Kup-

ferrohren, die von Kühlwasser dur
hströmt werden und si
h in einem Vaku-

umbehälter be�nden. In den Versu
hen von Beutler wurden jedo
h ni
ht alle

24 Rohre von Salzlösung überströmt. In seiner Dissertation s
hreibt er von 15

berieselten Rohren und begründet diese Bes
hränkung mit der sonst zu gerin-

gen Wärmeleistungsdi
hte des gesamten Rohrbündels.

Die wässrige Lithiumbromidlösung wird vom Sumpf des Behälters auf dem

obersten Kupferrohr verteilt und tropft von Rohr zu Rohr zurü
k in den

Sumpf des Behälters. Im Sumpf be�ndet si
h ein elektris
her Heizer. Dieser

Heizer hat zwei Funktionen. Einerseits dient er zur Einstellung einer konstan-



6. Verglei
h mit experimentellen Daten 159

ten Salzlösungstemperatur im Sumpf TL,Su und andererseits zur Einstellung

eines mögli
hst konstanten Dru
ks im Behälter pAbs. Der Dru
k im Behälter

bleibt konstant, wenn genau die Wassermenge, wel
he auf den Rohren absor-

biert wurde, aus der Salzlösung im Sumpf verdampft wird.

Bevor die Salzlösung auf den Rohren verteilt wird, wird sie über einen Wärme-

Abbildung 6.22: S
hematis
her Versu
hsaufbau des Riesel�lmversu
hs von Beutler

(1997)

übertrager auf die vorgegebene Eintrittstemperatur gekühlt. Beide Eintritts-

temperaturen, d.h. die Salzlösungs- und Kühlwassereintrittstemperatur TL,zu

und TKW,zu sowie die Temperatur der Salzlösung im Sumpf TL,Su sind Regel-

gröÿen, d.h. sie werden vorgegeben und über entspre
hende Stellgröÿen mög-
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li
hst konstant gehalten. Weiterhin werden der Salzlösungsvolumenstrom so-

wie der Kühlwassermassenstrom geregelt. Die Austrittsgröÿen, mit Ausnahme

der Salzlösungstemperatur im Behältersumpf, stellen si
h im stationären Be-

trieb ein. Von besonderem Interesse sind hierbei die Austrittstemperatur des

Kühlwassers TKW,ab sowie die Abtropftemperatur der Salzlösung vom untersten

Kupferrohr TL,ab. Darüber hinaus hat Beutler mit Hilfe von Thermoelemen-

ten zur Di�erenztemperaturmessung die Spreizung der Kühlwassertemperatur

passweise gemessen. Die Lage der Thermoelemente ist in Abbildung 6.22 ein-

gezei
hnet.

6.4.2 Kenngröÿen der Messung

Bei einer Salzlösungs�lmdi
ke von im Allgemeinen nur wenigen 100µm ist die

direkte Messung von lokalen Filmtemperaturen oder lokalen Massenanteilen im

Film nur mit gröÿerem messte
hnis
hen Aufwand dur
hführbar. Aus diesem

Grund bes
hränkt si
h Beutler in seiner Arbeit auf die Messung der mittle-

ren Filmein- und -austrittstemperaturen am Absorber sowie der zugehörigen

mittleren Ein- und Austrittstemperaturen des externen Kühlmediums, wel
hes

im Kreuzgegenstrom horizontal dur
h die Wärmeübertragerrohre aus Kupfer

strömt.

Ein direkter Verglei
h experimenteller und analytis
h bestimmter Tempera-

tur- und Massenanteilspro�le im Riesel�lm ist ni
ht mögli
h. Der Verglei
h

bes
hränkt si
h daher auf die von Beutler angegebenen Messdaten sowie auf

aus diesen Messdaten abgeleitete Gröÿen.

Daten des Experiments von Beutler (1997)

In Tabelle 6.2 sind die wesentli
hen Systemvorgaben des Experiments von

Beutler zusammengefasst. Beutler führte die Versu
he mit wässriger Lithium-

bromidlösung dur
h. Für die in Tabelle 6.2 gegebenen Systemrandbedingungen

ergeben si
h die in Tabelle 6.3 aufgelisteten Sto�daten der wässrigen Lithi-

umbromidlösung. Alle Sto�daten der wässrigen Lithiumbromidlösung auÿer

dem Di�usionskoe�zient basieren auf den Daten von Löwer (1960). Die ex-

perimentell ermittelten Sto�daten von Löwer (1960) wurden von A. Wohlfeil

mit Hilfe einer Regressionsanalyse korreliert und implementiert. Diese bisher
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Tabelle 6.2: Systemvorgaben der von Beutler (1997) dur
hgeführten Experimente

an einer horizontalen untereinander angeordneten Rohrreihe

Gröÿe Wert Einheit

Rohrauÿendur
hmesser 15,9 mm

Rohrwandstärke 1 mm

Rohrlänge 400 mm

Rohranzahl 15 berieselt (24) -

Rohrabstand 6 mm

LiBr Massenanteil 0,6 kgLiBr/kgLsg

Kühlwasservolumenstrom 9,3 l/min

Kühlwassereintrittstemperatur 27

◦
C

Sumpftemperatur Absorber 50

◦
C

Salzlösungseintrittstemperatur 38,5

◦
C

von Wohlfeil ni
ht verö�entli
hten analytis
hen Sto�funktionen sind im An-

hang A.4 aufgeführt. Die von Löwer (1960) experimentell ermittelten Dampf-

dru
kdaten der wässrigen Lithiumbromidlösung werden, wie im Anhang A.6

gezeigt, verwendet, um eine mögli
hst einfa
he analytis
he Funktion für das

Phasenglei
hgewi
ht zu erhalten. Aus diesem analytis
hen Zusammenhang für

den Dampfdru
k, insbesondere der Steigung der Siedelinien im van't Ho� Dia-

gramm, wird der konzentrationsabhängige Wert der Absorptionsenthalpie (vgl.

Abb. A.5) ermittelt. Der Di�usionskoe�zient wurde mittels der in der Disser-

tation von Kim (1992) angegebenen Bere
hnungsglei
hung bestimmt. In der

Originalversion der Dissertation von Kim (1992) be�ndet si
h ein S
hreibfehler

in der Bestimmungsglei
hung des Di�usionskoe�zienten bei 25

◦
C, wel
her in

der am Fa
hgebiet verfügbaren gedru
kten Version hands
hriftli
h verändert

wurde. Diese Veränderung ist im Anhang A.5 dokumentiert.

Vorgehen bei der Simulation des Rohrbündels mit Hilfe der analy-

tis
hen Lösung

Das jeweilige Einzelrohr wird modelliert als ein aus zwei vertikalen Platten be-

stehendes Gebilde. Diese Platten bestehen aus dem Rohrmaterial Kupfer und



162 6. Verglei
h mit experimentellen Daten

Tabelle 6.3: Sto�daten der wässrigen Lithiumbromidlösung für die in 6.2 gegebenen

Eintrittsbedingungen der Salzlösung basierend auf den Daten von Löwer (1960) und

Kim (1992)

Gröÿe Wert Einheit

dynamis
he Salzlösungsviskosität ηLsg 5,5 mPas

Salzlösungsdi
hte ρLsg 1704 kg/m

3

kinematis
he Salzlösungsviskosität νLsg 3,2 ·10−6
m

2
/s

spezi�s
he Wärmekapazität cp,Lsg 1,9 kJ/(kgK)

Absorptionsenthalpie ∆habs 2770 kJ/kg

Wärmeleitfähigkeit λLsg 0,37 W/(mK)

Temperaturleitfähigkeit aLsg 1,15 ·10−7
m

2
/s

Di�usionskoe�zient DLsg 1,21 ·10−9
m

2
/s

ihre Di
ke entspri
ht der Rohrwandstärke. Auf einer Seite werden die Platten

vom Kühlwassermassenstrom gekühlt und auf der anderen Seite von wässri-

ger Lithiumbromidlösung berieselt. Die vertikale und die horizontale Länge der

zwei Platten entspre
hen dabei dem halben äuÿeren Rohrumfang und der Län-

ge der Rohre. Die Wärmeübertragungs�ä
he der beiden Platten ergibt daher

die äuÿere Mantel�ä
he des Rohres.

Für das Einzelrohr strömt das Kühlwasser horizontal im Kreuzstrom zur von

oben na
h unten �ieÿenden Salzlösung. Bei der Dur
hströmung jedes Rohres

erwärmt si
h das Kühlwasser abhängig von der Gröÿe des von der Salzlö-

sung an die Wand übertragenen Wärmestroms. Die in dieser Arbeit erhaltene

analytis
he Lösung geht von einer konstanten externen Kühlwassertemperatur

aus. Diese externe Kühlwassertemperatur kommt in der analytis
hen Lösung

ledigli
h als Vorfaktor vor den unendli
hen Reihen vor. Aus diesem Grund

ist mit Hilfe einer di�erentiellen Energiebilanz in Rohrlängenri
htung dz am

Einzelrohr die Veränderung der Kühlwassertemperatur über der Rohrlänge

analytis
h bestimmbar:

ṀKW · cp,KW · dTKW (z) = −λ · ∂T
∂y

(y = δ, TKW (z)) · π · d · dz. (6.11)

Der mittlereWandtemperaturgradient ist der über die Filmströmungslänge der

Salzlösung x = 0 bis x = π·d/2 gemittelte Wert. Dur
h Trennung der Variablen
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und bestimmte Integration über der Rohrlänge z lässt si
h eine Exponential-

funktion für die Erwärmung des Kühlwassers für die gegebenen Eintrittsbe-

dingungen ermitteln. Die Kühlwasseraustrittstemperaturen als Funktion der

gegebenen Eintrittsbedingungen sind dementspre
hend bere
henbar.

Mit Hilfe dieser Funktion für die lokale Erwärmung des Kühlwassers über der

Rohrlängenkoordinate z wird eine für das Rohr repräsentative Kühlwassertem-

peratur dur
h Mittelwertbildung über der Rohrlänge z = L bere
hnet. Diese

über die Rohrlänge gemittelte Kühlwassertemperatur wird dazu verwendet,

um für jedes Rohr die wiederum über der Rohrlänge gemittelten absorbierten

Massenströme sowie Wärmeströme zu bere
hnen, um mit diesen die mittlere

Temperatur sowie Zusammensetzung der vom jeweiligen Rohr abtropfenden

Salzlösung zu ermitteln.

Das Kühlwasser strömt im Kreuzgegenstrom zur Salzlösung von unten na
h

oben dur
h das gesamte Rohrbündel. Auf der untersten Rohrreihe sind dem-

na
h die Eintrittsbedingungen des Kühlwassers bekannt. Da jedo
h die Salzlö-

sung auf der obersten Rohrreihe aufgegeben wird, ist der Zustand der Salzlö-

sung auf der untersten Rohrreihe von den darüber liegenden Rohren abhängig

und zu Beginn der Simulation unbekannt.

Das gesamte Rohrbündel wird mit den Eintrittswerten der Salzlösung und des

Kühlwassers initialisiert und die Simulation gestartet. Die Bere
hnung beginnt

mit dem obersten Rohr. Die auf der obersten Rohrreihe verrieselte Salzlösung

wird dementspre
hend im ersten Iterationss
hritt von Kühlwasser mit der Ein-

trittstemperatur in das Rohrbündel gekühlt, da diese für alle Rohre als Start-

wert gesetzt wurde. Na
h der Bere
hnung des obersten Rohres werden die be-

re
hnete Zusammensetzung und Temperatur der Salzlösung als Eintrittswerte

für die darunter liegende Rohrreihe gesetzt und die Kühlwasseraustrittstempe-

ratur des oberstes Rohres wird als Kühlwasseraustrittstemperatur des Rohr-

bündels gesetzt. Diese Kühlwasseraustrittstemperatur des obersten Rohres im

ersten Iterationss
hritt wird si
h in den weiteren Iterationss
hritten verändern,

weil diese ausgehend von einem zu niedrigen Startwert der Kühlwassereintritts-

temperatur in dieses Rohr bere
hnet wurde. In den folgenden Iterationss
hrit-

ten erhöht si
h die Kühlwassereintrittstemperatur in das oberste Rohr als Folge

der zunehmenden Kühlwassertemperatur der darunter liegenden Rohre. Also

muss das erste Rohr erneut bere
hnet werden usw.. Die Iteration des Rohrbün-
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dels wird so lange dur
hgeführt, bis diese Kühlwasseraustrittstemperatur aus

dem obersten Rohr sowie die Austrittszusammensetzung der Salzlösung vom

untersten Rohr si
h bis auf ein jeweils vorgegebenes Residuum ni
ht mehr ver-

ändert.

Na
h dieser Iteration liegen die Temperaturen des Kühlwassers und der Salz-

lösung sowie deren Zusammensetzung rohrweise vor und können mit den von

Beutler gemessenen Daten vergli
hen werden.

Für den Verglei
h der Simulationsergebnisse mit den Messergebnissen von

Beutler ist jedo
h die Angabe des Dru
kes in dem Apparat zwingend erfor-

derli
h. In der Dissertation von Beutler wird jedo
h der im Absorber gemes-

sene Dru
k nur für wenige Messpunkte angegeben. Aus diesem Grund werden

nur die von Beutler (1997) dur
hgeführten Experimente simuliert, für wel
he

eindeutige Angaben zum Dru
k und den weiteren notwendigen Messdaten ver-

fügbar sind. Man
he dieser verwendbaren Messdaten wurden aus Abbildungen

abgelesen, da deren Zahlenwerte in der Dissertation von Beutler weder im Text

ges
hrieben no
h tabelliert waren.

Variation der Salzlösungseintrittstemperatur

Bei dem Experiment variierender Salzlösungseintrittstemperaturen gibt Beut-

ler eine zugehörige Glei
hgewi
htstemperatur der 60%igen LiBr-Lösung am

Eintritt des Absorbers von 45,3

◦
C an. Anhand dieser Angabe wird der Dru
k

im Absorber für die Simulationen mit pAbs = 929Pa vorgegeben. Für diese

Messreihe gibt Beutler im Text allerdings ledigli
h die gemessenen Kühlwas-

seraustrittstemperaturen für die niedrigste und hö
hste Salzlösungseintritts-

temperatur mit 31,2

◦
C und 31,5

◦
C an. Diese beiden Messwerte sind in die

Abbildung 6.23 als Kreise eingetragen. Weiterhin sind für die in Tabelle 6.2

angegebenen Bedingungen die Ergebnisse der Simulationsre
hnungen in Ab-

bildung 6.23 eingetragen. Die Kreuze markieren dabei die simulierte Kühl-

wasseraustrittstemperatur aus dem Absorber und die Drei- und Viere
ke die

simulierten Kühlwasseraustrittstemperaturen aus der 3. und 4. Rohrreihe von

oben aus gezählt. Die Verbindungslinien sind na
h der Methode der kleinsten

Fehlerquadrate an die simulierten Punkte angepasste Geradenglei
hungen.

Bemerkenswert ist die sehr gute Übereinstimmung der simulierten mit der ex-

perimentell von Beutler bestimmten Kühlwasseraustrittstemperatur, speziell
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bei einer Salzlösungseintrittstemperatur von TL,zu = 32, 5◦C. Für die höhere

Salzlösungseintrittstemperatur von TL,zu = 43, 5◦C ergibt si
h in der Simula-

tion eine um 
a. 0,2 K höhere Austrittstemperatur im Verglei
h zur Messung

von Beutler.

Die simulierten Kühlwasseraustrittstemperaturen aus dem vom obersten Rohr

aus gezählten 3. und 4. Rohr zeigen nur eine sehr geringe Abhängigkeit von der

Salzlösungseintrittstemperatur. Die Zunahme der Spreizung der Kühlwasser-
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Abbildung 6.23: Kühlwassertemperaturen bei Variation der Salzlösungseintritts-

temperatur

temperatur über dem gesamten Rohrbündel bei steigender Eintrittstemperatur

der Salzlösung wird na
h der Simulation auf den obersten beiden Rohrreihen

dur
h das Kühlen der Salzlösung verursa
ht.

Beutler gibt in seiner Dissertation au
h die von ihm aus den Messdaten be-

re
hneten thermis
hen Leistungen an. Diese sind zusammen mit den aus den

Simulationsergebnissen ermittelten Leistungen in Abbildung 6.24 dargestellt.

Die von Beutler aus den Messdaten bere
hnete an das Kühlwasser abgegebene

thermis
he Leistung ist um 
a. 0,5kW kleiner als die in dieser Arbeit simulierte

Leistung, trotz der zuvor gezeigten sehr guten Übereinstimmung der Kühlwas-

seraustrittstemperaturen. Die von Beutler angegebenen thermis
hen Leistun-
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Abbildung 6.24: Wärmeleistungen bei Variation der Salzlösungseintrittstempera-

tur

gen wurden von ihm um eine dur
h die kühlwasserseitigen Strömungsdru
k-

verluste eingetragene Wärmeleistung verringert. Na
h Angaben von Beutler

beträgt diese Wärmeleistung rund 0,25kW und ers
heint re
ht ho
h. Ohne die-

se Korrektur, bzw. sofern diese eingetragene Leistung ledigli
h einen Bru
hteil

dessen betragen würde, würden si
h die Leistungen ledigli
h um 0,25kW un-

ters
heiden.

Allerdings sind das genaue Vorgehen bei der Leistungsbestimmung sowie die

von Beutler verwendeten Sto�daten zur Bere
hnung dieser Leistungen ni
ht

eindeutig na
hvollziehbar und aus diesem Grund werden nun weniger die ab-

soluten Werte der Leistungen als die Entwi
klung der Leistung mit zuneh-

mender Salzlösungseintrittstemperatur zum Verglei
h herangezogen. So zeigen

z.B. die gemessenen (◦) und simulierten (×) Kühlwasseraustrittstemperaturen

eine ähnli
h steigende Tendenz. Dur
h die Simulation wird die These und in

der Tendenz au
h die Messdaten von Beutler (1997) bestätigt, dass die erhöh-

te Salzlösungseintrittstemperatur ab der 4. Rohrreihe den an das Kühlwasser

übertragenen Wärmestrom ni
ht beein�usst. Beutler gibt an, dass bereits auf

der obersten Rohrreihe der Groÿteil der sensiblen Wärme aus dem Salzlösungs-
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�lm abgeführt wird.

Variation der Sumpftemperatur (des Absorberdru
kes)

Für dieses Experiment gibt Beutler für die niedrigste und hö
hste Sumpf-

temperatur explizit den gemessenen Dru
k im Absorber von 7 und 13mbar

an. In Abbildung 6.25 sind die simulierten (×) und die von Beutler gemesse-
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Abbildung 6.25: Kühlwassertemperaturen bei Variation der Sumpftemperatur und

somit des Absorberdru
ks pAbs

nen (◦) Kühlwasseraustrittstemperaturen aus dem Rohrbündel bei vers
hie-

denen Absorberdrü
ken aufgetragen. Die dur
hgezogene Linie stellt eine an

die drei simulierten Kühlwasseraustrittstemperaturen (×) mit Hilfe der Me-

thode der kleinsten Fehlerquadrate angepasste Gerade dar. Insbesondere bei

dem niedrigen Absorberdru
k von pAbs = 7mbar ergibt si
h eine hervorragende

Übereinstimmung zwis
hen der gemessenen und der simulierten Kühlwasser-

austrittstemperatur. Bei einem höheren Absorberdru
k von pAbs = 13mbar

ist die simulierte Kühlwasseraustrittstemperatur rund 0, 2K höher als die von

Beutler gemessene.

Au
h für das Rohrbündel, wel
hes mit Hilfe der in dieser Arbeit eingeführ-

ten analytis
hen Lösung simuliert wird, zeigt si
h also trotz der zahlrei
hen
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vereinfa
henden Modellannahmen eine sehr gute Übereinstimmung mit expe-

rimentellen Daten.

Die E�ekte von z.B. unvollständiger Benetzung der Rohre mit der Salzlösung

oder die dur
h Salzlösungstropfen verursa
hten Abwei
hungen von der glatten

laminaren Filmströmung mit homogener Filmges
hwindigkeit spielen in dem

betra
hteten Berei
h typis
her Berieselungsdi
hten eine o�enbar untergeordne-

te Rolle und der laminare Riesel�lm dominiert den gekoppelten Wärme- und

Sto�transport in berieselten Horizontalrohrriesel�lmabsorbern mit wässriger

Lithiumbromidlösung.
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Kapitel 7

Fazit

In der vorliegenden Arbeit wird auf das Modell von Nakoryakov und Grigor'eva

(2010) in Form der entdimensionierten, di�erentiellen Energie- und Absorbat-

massenbilanz die Lapla
e-Transformation angewendet. Im Lapla
e's
hen

Bildberei
h gehen die ursprüngli
h partiellen Di�erentialglei
hungen in ge-

wöhnli
he über. Dur
h eine Entdimensionierung mit den jeweiligen Eintritts-

werten der Salzlösungstemperatur und -zusammensetzung vers
hwinden die

Anfangsbedingungen und die auf diese Weise erhaltenen homogenen gewöhnli-


hen Di�erentialglei
hungen lassen si
h mit dem allgemeinen Ansatz von Eu-

ler lösen.

Zur Ermittlung der unbekannten Konstanten der allgemeinen Lösung wer-

den zwei thermis
he und zwei sto�i
he Randbedingungen benötigt. Die zwei

Randbedingungen an der Filmober�ä
he und die Randbedingung der sto�un-

dur
hlässigen Wand werden von Nakoryakov und Grigor'eva (2010) übernom-

men. Ledigli
h die thermis
he Wandrandbedingung wird in dieser Arbeit ver-

ändert. Nakoryakov und Grigor'eva (2010) lösen das Problem für die ther-

mis
hen Grenzfälle der adiabaten und isothermen Wand, da das von ihnen

angewendete Lösungsverfahren ledigli
h diese Fälle zulässt. Die Veränderung

des Lösungsverfahrens in dieser Arbeit ermögli
ht die Anwendung einer dia-

baten Wandrandbedingung mit endli
hen thermis
hen Widerständen. Diese

allgemeinere Form der thermis
hen Wandrandbedingung beinhaltet die ther-

mis
hen Grenzfälle für einen vers
hwindenden (isotherm) bzw. einen unendli
h

groÿen (adiabat) thermis
hen Wandwiderstand. In einem für berieselte Hori-

zontalrohrbündelabsorber relevanten Berei
h der Berieselungsdi
hten führt der
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thermis
he Grenzfall der isothermen Wand, d.h. eines vers
hwindenden thermi-

s
hen Wandwiderstands, zu einer deutli
hen Übers
hätzung der Kühlung und

somit der absorbierten Massenstromdi
hte im Verglei
h zur diabaten Wand.

Dur
h diese Übers
hätzung der Prozesse des Wärme- und Sto�übergangs ge-

langt der absorbierende Riesel�lm für die isotherme Wandrandbedingung im

Verglei
h zur Wand mit einem ni
ht vers
hwindenden thermis
hen Widerstand

bereits bei geringeren Werten der dimensionslosen Strömungskoordinate in sei-

nen Glei
hgewi
htszustand.

Die so erhaltene analytis
he Lösung wird für dimensionslose Parameter ausge-

wertet, wel
he si
h für wässrige Lithiumbromidlösungen ergeben, einem typi-

s
hen Absorbens in Absorptionskälteanlagen zur Klimatisierung. Die im Absor-

ber an der Filmober�ä
he absorbierte Massenstromdi
hte ist dabei von beson-

derer Bedeutung, da diese die Kälteleistung im Verdampfer skaliert. Anhand

der si
h entwi
kelnden dimensionslosen Temperatur- und Massenanteilspro�le

wird die Beein�ussung dieses an der Filmober�ä
he absorbierten Massenstroms

in Abhängigkeit von der Intensität der Kühlung dur
h die Wand analysiert.

Um einen Verglei
h mit experimentellen Daten für wässrige Lithiumbromid-

lösung zu ermögli
hen, wird die in dieser Arbeit präsentierte analytis
he Lö-

sung dazu verwendet, die Massen- und Wärmestromdi
hten am Einzelrohr in

Abhängigkeit von den Versu
hsparametern zu bere
hnen. Hierfür werden die

dimensionslosen Kennzahlen mit Hilfe der Sto�daten wässriger Lithiumbro-

midlösung sowie der Versu
hsbedingungen, wie z.B. der Berieselungsdi
hte für

den typis
hen Betriebsberei
h bestimmt.

Das Einzelrohr wird als zwei von Salzlösung überströmte Platten modelliert,

wel
he auf der anderen Plattenseite von Kühlwasser gekühlt werden. Die von

der Salzlösung überströmte Plattenlänge entspri
ht dabei dem halben Rohrum-

fang. Mit steigender Berieselungsdi
hte nimmt die Di
ke und Ges
hwindigkeit

des Salzlösungsfall�lms an der Platte zu. Da die Absorption des Dampfes an

der freien Filmober�ä
he, die Kühlung jedo
h an der Wand statt�ndet, wirkt

die auf diese Weise steigende Filmdi
ke zunehmend wie eine wärmedämmende

S
hi
ht. Aufgrund der endli
hen Ges
hwindigkeit des Wärmetransportes dur
h

den Film und der Zunahme der Filmges
hwindigkeit bei Steigerung der Berie-

selungsdi
hte gibt es bei der Betra
htung des Einzelrohres einen für die an der

Wand übertragene Wärmestromdi
hte von der Absorption an der freien Film-
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ober�ä
he unabhängigen Berei
h. Dieser E�ekt der vollständigen Unabhängig-

keit der Entwi
klung der Filmober�ä
he von der Wandrandbedingung tritt bei

typis
hen Rohrauÿendur
hmessern von wenigen Zentimetern jedo
h erst bei

unrealistis
h hohen Werten der Berieselungsdi
hte von Γ̇ > 0, 5 kg/(ms) auf.

Allerdings ergeben si
h au
h in realistis
hen Berei
hen der Berieselungsdi
hte

deutli
h unters
hiedli
he an die Wand übertragene mittlere Wärmestromdi
h-

ten. In dem Berei
h der Berieselungsdi
hte, in dem die thermis
he Grenzs
hi
ht

der Wand die der Filmober�ä
he beein�usst, gilt, je kleiner die Berieselungs-

di
hte, um so gröÿer ist der Ein�uss der Wand auf die Absorption an der

Filmober�ä
he und desto geringer ist der Ein�uss der Eintrittstemperatur der

Salzlösung.

Diese Abhängigkeit des Transportes der an der Filmober�ä
he dur
h Absorp-

tion freigesetzten Wärmestromdi
hte zur Wand von der Berieselungsdi
hte

ers
hwert die Bes
hreibung des gekoppelten Phänomens mit Hilfe des klassi-

s
hen integralenWärmedur
hgangsansatzes. Ni
htsdestotrotz werden mit Hilfe

der präsentierten analytis
hen Lösung die mittleren Wärmedur
h- und Sto�-

übergangskoe�zienten am Einzelrohr als Funktion der Berieselungsdi
hte er-

mittelt. Insbesondere der mittlere Wärmedur
hgangskoe�zient zeigt aus den

oben genannten Gründen für gröÿere Berieselungsdi
hten eine starke Abhän-

gigkeit von der Di�erenz zwis
hen der Kühlwassertemperatur und der Salz-

lösungseintrittstemperatur. Für eine verglei
hsweise hohe Berieselungsdi
h-

te von Γ̇ ≈ 0, 05 kg/(ms) beträgt der mittlere Wärmedur
hgangskoe�zient

k̄ ≈ 0, 18 kW/(m2K) bei einer Salzlösungseintrittstemperatur, die der Kühl-

wassertemperatur von T0 = Text = 27◦C entspri
ht. Im Verglei
h dazu beträgt

der mittlereWärmedur
hgangskoe�zient k̄ ≈ 1, 25 kW/(m2K) bei einer hohen

Temperaturdi�erenz von 13 K zwis
hen der Salzlösung und dem Kühlwasser.

Bei einer um den Faktor zehn geringeren Berieselungsdi
hte von Γ̇ ≈ 0, 005

kg/(ms) unters
heiden si
h die mittleren Wärmedur
hgangskoe�zienten mit

k̄ ≈ 0, 6 kW/(m2K) bei T0 = 27◦C und k̄ ≈ 0, 9 kW/(m2K) bei T0 = 40◦C

weniger stark. Der E�ekt der Kühlung der Salzlösung wird bei kleinen Beriese-

lungsdi
hten zunehmend von der Absorption an der Filmober�ä
he überlagert

und somit sinkt die Abhängigkeit des mittleren Wärmedur
hgangskoe�zien-

ten von der Salzlösungseintrittstemperatur. Diese Ergebnisse passen zu einer

von Yoon et al. (2008) zusammengetragenen Übersi
ht zu experimentell be-
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stimmten mittleren Wärmedur
hgangskoe�zienten für unadditivierte wässrige

Lithiumbromidlösung wel
he den Berei
h k̄ ≈ 0, 23− 1, 26 kW/(m2K) für den

glei
hen Berieselungsdi
htenberei
h von Γ̇ ≈ 0, 008− 0, 05 kg/(ms) umfasst.

Ähnli
h gute Übereinstimmungen lassen si
h beim Verglei
h der mittleren

Sto�übergangskoe�zienten zwis
hen Experiment und der hier präsentierten

analytis
hen Lösung für das Einzelrohr als Funktion der Berieselungsdi
hte

feststellen. Die von Yoon et al. (2008) zusammengetragenen Werte des mitt-

leren Sto�übergangskoe�zienten für den oben genannten Berieselungsdi
h-

tenberei
h betragen β̄ = 0, 06 − 0, 23 m/h. Mit Hilfe der analytis
hen Lö-

sung ergeben si
h bei der Variation der Berieselungsdi
hte wie im Experiment

und typis
hen Absorberbedingungen mittlere Sto�übergangskoe�zienten von

β̄ = 0, 08− 0, 18 m/h.

In einem weiteren Verglei
h mit den Messungen von Beutler (1997) an einem

mit wässriger Lithiumbromidlösung berieselten Rohrbündel ergeben si
h eben-

falls sehr gute Übereinstimmungen zwis
hen der experimentell bestimmten und

der mit Hilfe der hier präsentierten analytis
hen Lösung bere
hneten Kühlwas-

seraustrittstemperatur mit maximalen Abwei
hungen von 0, 2K. Hierzu wurde

das von Beutler vermessene Kupferrohrbündel unter Verwendung der in die-

ser Arbeit präsentierten analytis
hen Lösung für das Einzelrohr aufgrund der

Kreuzgegenstromführung des Kühlwassers iterativ bere
hnet. Die Leistungen

wei
hen allerdings systematis
h ab. Die Ursa
he hierfür ist unklar.

In dem typis
hen Betriebsberei
h von mit wässriger Lithiumbromid beriesel-

ten und von Kühlwasser dur
hströmten Horizontalrohrabsorbern erlaubt also

die in dieser Arbeit präsentierte analytis
he Lösung für eine diabate Wand-

randbedingung ni
ht nur die qualitative Aus- und Bewertung sämtli
her den

Prozess beein�ussenden Betriebsparameter, sondern au
h die quantitative Be-

stimmung der Sto�- und Wärmeströme.

Obwohl o�ensi
htli
h die Strömung ni
ht eben ist und immer wieder dur
h

Wellen und Tropfen gestört wird, dominiert o�enbar das dem physikalis
hen

Modell in dieser Arbeit zu Grunde liegende laminare Strömungsregime den

gekoppelten Wärme- und Sto�transport im typis
hen Betriebsberei
h.

Die Ergebnisse dieser Arbeit für den einfa
hsten Fall in Bezug auf die Filmströ-

mung können als Ausgangspunkt für einen Verglei
h mit komplexeren Film-
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modellen dienen.

Sämtli
he die Filmströmungsverhältnisse beein�ussende E�ekte wirken au
h

auf den Wärme- und Sto�transport im Film und beein�ussen somit au
h die

Filmober�ä
henwerte. Allerdings sollten die jeweiligen Auswirkungen quanti-

�ziert und auf deren Relevanz für den gekoppelten Wärme- und Sto�trans-

port hin untersu
ht werden. Zu den weiteren im einzelnen zu quanti�zierenden

Auswirkungen von Filmströmungse�ekten auf den an der Filmober�ä
he ab-

sorbierten Massenstrom im Verglei
h zu dem stark vereinfa
hten Filmmodell

zählen z.B. die einseitige Di�usion an der Filmober�ä
he, ein si
h ausbilden-

des Filmströmungspro�l sowie der Ein�uss von Filmturbulenzen, z.B. dur
h

das Auf- und Abtropfen der Salzlösung oder dur
h die Zugabe von Additiven.

Die in dieser Arbeit präsentierte Lösung bildet den Ausgangspunkt für ei-

ne sorgfältige und systematis
he Untersu
hung des Ein�usses einzelner Mo-

dellannahmen, da dieses Modell dur
h die Bes
hränkung auf den molekula-

ren Wärme- und Sto�transport in transversaler Ri
htung, abgesehen von der

Übers
hätzung der Filmges
hwindigkeit in Wandnähe, eine theoretis
h untere

Grenze für die bere
hneten Massen- und Wärmestromdi
hten darstellt.
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Anhang A

Physikalis
her Anhang

A.1 Fi
k's
he Di�usion

Das erste Fi
k's
he Gesetz bes
hreibt die Nettoteil
henstromdi
hte, die si
h

aufgrund der Molekularbewegung rein statistis
h von der höheren zur nied-

rigeren Volumenteil
henkonzentration c∗A bei konstanter Gesamtkonzentration

c∗ einstellt:

ṅA = −DAB · ∂c
∗
A

∂y
. (A.1)

Die Volumenteil
henkonzentration lässt si
h folgendermaÿen mit den Massen-

anteilen ausdrü
ken:

c∗A =
nA
VLsg

=
mA

mLsg
︸ ︷︷ ︸

=c

·ρLsg
M̃A

. (A.2)

Unter der vereinfa
henden Annahme einer konstanten Di
hte der Salzlösung

ergibt si
h die di�usiv transportierte Massenstromdi
hte zu:

ṅA · M̃A = ṁA = −DAB · ρLsg ·
∂c

∂y
mit c =

mA

mLsg
. (A.3)

A.2 Asymptotis
he Endwerte für die adiabate

Wand

Die stationären Endwerte für die thermis
he Randbedingung der adiabaten

Wand lassen si
h anhand einer integralen Energiebilanz zwis
hen dem Eintritts-
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und dem Austrittszustand für sehr groÿe Werte der dimensionslosen Strö-

mungskoordinate ξ∞ herleiten. Da die Wand wärmeundur
hlässig ist, verbleibt

die gesamte Absorptionswärme im Film:

MLsg,0 · cLsg · (T∞ − T0) =MLsg,0 · (c∞ − c0) ·∆habs. (A.4)

Eine Veränderung der Salzlösungsmasse sowie der Sto�eigens
haften der Salz-

lösung während des Absorptionsvorganges wird in diesem Modell inhärent ver-

na
hlässigt. Die Einführung dimensionsloser Variablen ergibt folgenden Zu-

sammenhang zwis
hen den stationären Endwerten der dimensionslosen Tem-

peratur und des dimensionlosen Massenanteils für den zugehörigen Wert der

dimensionslosen Strömungskoordinate ξ∞:

cLsg · (Teq,0 − T0) ·Θ∞ = (ceq,0 − c0) ·∆habs · γ∞,
S̃t ·Θ∞ = γ∞.

(A.5)

Da für ξ∞ der komplette Film im thermodynamis
hen Glei
hgewi
ht ist, er-

stre
kt si
h die Randbedingung des Phasenglei
hgewi
hts, Θi + γi = 1, über

den gesamten Film:

S̃t ·Θ∞ = 1−Θ∞ → Θ∞ =
1

S̃t+ 1
, (A.6)

γ∞ = (1− γ∞) · S̃t → γ∞ =
S̃t

S̃t + 1
. (A.7)

Die Glei
hgewi
htswerte für ξ → ∞ hängen für die adiabate Wandrandbedin-

gung somit ledigli
h von der modi�zierten Stefan-Zahl der Salzlösung ab.

A.3 Integrale Absorbatbilanz

Um den Verlauf des lokalen Gradienten des Absorbatmassenanteils an der

Filmober�ä
he (5.4) als Funktion der dimensionslosen Strömungskoordinate

zu erläutern, wird eine integrale Absorbatmassenbilanz herangezogen.

Abbildung A.1 zeigt das angewendete Bilanzvolumenelement für diese Absor-

batmassenbilanz. Der über die Strömungslänge gemittelte absorbierte Massen-

strom an Absorbat, Ṁabs,x, bis zu einer entspre
henden Strömungslänge, x,

sorgt für einen Anstieg des mittleren Absorbatmassenanteils, cx, an ebendieser

Strömungslänge, x:

Ṁabs,x = ṀLsg,0 · (cx − c0). (A.8)
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Abbildung A.1: Bilanzvolumenelement für die integrale Absorbatmassenbilanz

Eine Veränderung der Salzlösungsmasse dur
h Absorption wird bei dem ver-

wendeten physikalis
hen Filmmodell inhärent verna
hlässigt. Der über die Film-

di
kenkoordinate gemittelte Absorbatmassenanteil, cx, wird wie folgt bestimmt:

cx =
1

δF ilm

δFilm∫

0

c(x, y) · dy. (A.9)

Der über die Strömungskoordinate gemittelte Absorbatmassenstrom ergibt

si
h folgendermaÿen:

Ṁabs,x = ṁabs,x · B · x, (A.10)

mit der mittleren Absorbatmassenstromdi
hte:

ṁabs = −ρLsg ·D · 1
x

x∫

0

∂c

∂y

∣
∣
∣
∣
i

dx = −ρLsg ·D · ∂c
∂y

∣
∣
∣
∣
i

, (A.11)

und B als der angeströmten Plattenbreite. Dur
h Einsetzen des gemittelten

Absorbatmassenstroms (A.10) in die integrale Absorbatmassenbilanz (A.8)

wird der folgende Zusammenhang zwis
hen dem mittleren Absorbatmassen-

anteil cx und dem mittleren Gradienten des Absorbatmassenanteils erhalten:

−ρLsg ·D · ∂c
∂y

∣
∣
∣
∣
i

· B · x = ρLsg · u · δ · B · (cx − c0), (A.12)
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mit

ṀLsg,0 = ρs · u · δ ·B.

Dur
h Einführung dimensionsloser Variablen in Glei
hung (A.12) ergibt si
h

der folgende dimensionslose Zusammenhang:

γx = − ξ

Le

· ∂γ
∂η

∣
∣
∣
∣
0

. (A.13)

Am Ende des Absorptionsprozesses für je na
h Randbedingung genügend groÿe

Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ∞ hat der gesamte Film

den �nalen dimensionslosen Absorbatmassenanteil γx = γ∞. Für die adiabate

Wand (B̃i = 0) hängt dieser �nale Endwert, wie in Abs
hnitt A.2 hergeleitet,

nur von der modi�zierten Stefan Zahl ab (Meyer, 2014a):

γ∞,adia =
S̃t

1 + S̃t

, (A.14)

aber für alle von Null vers
hiedenen modi�zierten Biot Zahlen B̃i 6= 0 wird

dieser �nale Endwert dur
h die externe Fluidtemperatur bestimmt:

γ∞ = 1−Θext. (A.15)

Dementspre
hend sind alle �nalen Endwerte des Absorbatmassenanteils, γ∞,

identis
h für eine gegebene externe FluidtemperaturΘext und alle modi�zierten

Biot-Zahlen unglei
h Null, B̃i 6= 0. Da jedo
h der dimensionslose Massenstrom

stark von der modi�zierten Biot-Zahl abhängt, wird beispielsweise 99% dieses

�nalen Absorbatmassenanteils bei vers
hiedenen Werten der dimensionslosen

Strömungskoordinate errei
ht. Ist der mittlere Massenstrom zu Beginn klei-

ner, wie z.B. für sehr kleine modi�zierte Biot-Zahlen, so wird eine gröÿere

Strömungslänge und somit Übertragungs�ä
he benötigt, um die zum Errei-


hen dieses Massenanteils nötige Absorbatmasse zu absorbieren. Abbildung

A.2 zeigt die unters
hiedli
he Entwi
klung des mittleren Absorbatmassenan-

teils γx als Funktion der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ für die ver-

s
hiedenen thermis
hen Randbedingungen und bestätigt die vorangegangenen

Überlegungen.
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Θext = −1
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Abbildung A.2: Entwi
klung des über die Filmdi
kenkoordinate gemittelten di-

mensionslosen Absorbatmassenanteils γx als Funktion der dimensionslosen Strö-

mungskoordinate ξ für Le = 100, S̃t = 0, 1, Θext = −1 und zwei modi�zierte

Biot-Zahlen B̃i = 1 (gestri
helte Linie) und B̃i = 0, 1 (dur
hgezogene Linie) und

die thermis
hen Grenzfälle
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A.4 Sto�daten wässriger Lithiumbromidlösung

Im Rahmen seiner Dissertation passte Arnold Wohlfeil von ihm vorgegebene

mathematis
he Funktionen an die von Löwer (1960) gemessenen Sto�daten

wässriger Lithiumbromidlösung an. Von diesen Sto�daten werden in dieser

Arbeit die kinematis
he Viskosität, die Wärmeleitfähigkeit sowie die Di
hte

und die spezi�s
he Wärmekapazität der Salzlösung in Abhängigkeit von de-

ren Temperatur und Zusammensetzung benötigt. Für jede der anzupassenden

mathematis
hen Funktionen verwendet Wohlfeil bis zu siebzehn Parameter,

wel
he in der Tabelle A.1 aufgelistet sind. Die von Wohlfeil vorgegebenen ma-

Tabelle A.1: Von A. Wohlfeil mit Hilfe der Messdaten von Löwer (1960) für die

Sto�daten wässriger Lithiumbromidlösungen ermittelte Koe�zienten für die mathe-

matis
hen Funktionen (A.16), (A.17), (A.18) und (A.19)

Koe�. ν λ ρ cP

a01 -771,2238243 -2,828546042 -158,792071 6,462731914

a02 1,313986647 0,027095169 18502,67064 -68,15825241

a03 6661,751115 -7,3592·10−5
9,79173601 -0,017426854

a04 -0,176584923 6,84271·10−8
-158,6456762 0,520285681

a05 -0,00049714 0,168719769 -73846,71379 5,800384892

a06 -327,2586134 0,371295842 -0,025910389 4,1611·10−5

a07 0,000136026 0,171540919 679,2667079 -0,055755167

a08 0,069697926 -0,002034796 0,465762844 -0,001404767

a09 -0,000103042 2,4103·10−6
-2,043875777 0,000168802

a10 283,1165871 -0,003341468 86252,5194 28,85672066

a11 -5,806649869 4,93796·10−6
2,04622·10−5

-2,95603·10−8

a12 -5,412275708 � -794,2826466 -0,19710322

a13 -6824,256192 � 2,390046288 0,000474334

a14 -2993,737847 � -0,000453566 1,25375·10−6

a15 -816,7742305 � 0,002046451 -1,81967·10−7

a16 35,8541012 � -0,00239635 -3,38265·10−7

a17 � � 2093,332625 �

thematis
hen Funktionen für die jeweiligen Sto�parameter der wässrigen Li-
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thiumbromidlösung in Abhängigkeit von der Temperatur, T , in K und dem

Salzmassenanteil, x, in kgLiBr/kgLsg lauten:

ν(T, x) = 1 · 10−6m
2

s
· exp

(

a01 + a02 · T + a03 · x+ a04 · T · x+ a05 · T 2

+ a06 · x2 + a07 · T 2 · x+ a08 · T · x2 + a09 · T 2 · x2 + a10 · ln(T )
+ a11 · ln2(T ) + a12 · ln3(T ) + a13 · ln(1 + x) + a14 · ln2(1 + x)

+ a15 · ln3(1 + x) + a16 · ln(T ) · ln(1 + x)
)

,

(A.16)

λ(T, x) = 1
W

m ·K ·
(

a01 + a02 · T + a03 · T 2 + a04 · T 3 + a05 · x+ a06 · x2

+ a07 · x3 + a08 · T · x+ a09 · T 2 · x+ a10 · T · x2 + a11 · T 2 · x2
)

,

(A.17)

ρ(T, x) = 1
kg

m3
·
(

a01 + a02 · x+ a03 · T + a04 · T · x+ a05 · x2 + a06 · T 2

+ a07 · T · x2 + a08 · T 2 · x+ a09 · T 2 · x2 + a10 · x3 + a11 · T 3

+ a12 · T · x3 + a13 · T 2 · x3 + a14 · T 3 · x+ a15 · T 3 · x2

+ a16 · T 3 · x3 + a17 · x4
)

,

(A.18)

cP (T, x) = 1
kJ

kg ·K ·
(

a01 + a02 · x+ a03 · T + a04 · T · x+ a05 · x2 + a06 · T 2

+ a07 · T · x2 + a08 · T 2 · x+ a09 · T 2 · x2 + a10 · x3 + a11 · T 3

+ a12 · T · x3 + a13 · T 2 · x3 + a14 · T 3 · x+ a15 · T 3 · x2

+ a16 · T 3 · x3
)

.

(A.19)

A.5 Di�usionskoe�zient wässriger Lithiumbro-

midlösung

Basierend auf den Daten von Kashiwagi et al. (1984) gibt Kim (1992) eine

Glei
hung für die Bestimmung des salzmassenanteilsabhängigen Di�usionsko-

e�zienten wässriger Lithiumbromidlösung für einen Salzmassenanteilsberei
h
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von 0, 4 < x < 0, 6 bei 25

◦
C in m2s−1

an:

D(25◦C) = (1, 3528 + 0, 19881 ·m− 0, 036382 ·m2 + 0, 0020299 ·m3

− 0, 000039375 ·m4) · 10−9,
(A.20)

mit m =
1000 · x
M̃LiBr · x

M̃LiBr = 86, 845gmol−1 x =
mLiBr

mLsg
. (A.21)

In der gedru
kten Version der Dissertation ist der zweite Faktor in (A.20)

fäls
hli
herweise mit 1,9881 angegeben und wurde entspre
hend der hand-

s
hriftli
hen Verbesserungen von Herrn Kim zu 0,19881 angepasst.

Die Temperaturabhängigkeit des Di�usionskoe�zienten bildet Kim (1992) u.a.

über die Veränderung der dynamis
hen Viskosität der Salzlösung ab:

D(T ) = D(25◦C) · T + 273, 15

298, 15
· η(25

◦C)

η(T )
. (A.22)

Die in dieser Arbeit verwendete Funktion für die dynamis
he Viskosität der

wässrigen Lithiumbromidlösung η = ν · ρ ist dur
h die von Wohlfeil imple-

mentierten Sto�funktionen in A.4 gegeben und wurde in dieser Form in dieser

Arbeit verwendet.

A.6 Analytis
he Funktion für die Dampfdru
k-

daten wässriger Lithiumbromidlösung

Abbildung A.3 zeigt sowohl die von Löwer (1960) experimentell bestimmten

Glei
hgewi
htsdampfdru
kdaten der wässrigen Lithiumbromidlösung, als au
h

den Verlauf der an diese Messdaten angepassten analytis
hen Dampfdru
k-

funktionen, wel
he im Rahmen dieser Arbeit erstellt und verwendet wurden.

Das Verfahren zur Anpassung der Funktion an die Messdaten basiert auf der

unter vereinfa
henden Annahmen integrierten Form der Clausius-Clapeyron

Beziehung. Ein ähnli
hes Verfahren wurde au
h von Othmer und Frohli
h

(1960) für die funktionelle Anpassung experimenteller Dampfdru
kdaten wäss-

riger Ammoniumnitratlösungen verwendet. Wie aus Abbildung A.3 deutli
h

erkennbar ist, lassen si
h die gemessenen Dampfdru
kdaten für glei
he Salz-

massenanteile im van't Ho� Diagramm sehr gut als Geraden annähern, was die

nötigen Anpassungsparameter stark reduziert, da ledigli
h ein salzmassenan-

teilsabhängiger Steigungsparameter m(x) und A
hsenabs
hnitt C(x) ermittelt
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Abbildung A.3: Von Löwer (1960) experimentell ermittelte Dampfdru
kda-

ten wässriger Lithiumbromidlösung bei vers
hiedenen Salzmassenanteilen x =

mLiBr/(mLiBr+mH2O) und -temperaturen (Markierungen) und die in dieser Arbeit

verwendeten, an diese Messdaten angepassten analytis
hen Dampfdru
kfunktionen

(dur
hgezogene Linien)
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werden muss.

Als Referenz wird die als Gerade angepasste Dampfdru
kkurve reinen �üssigen

Wassers verwendet:

ln px=0 = m0 ·
(

− 1

T

)

+ C0

mit m0 = 5154, 9
[
PaK−1

]
C0 = 25, 34 [Pa] .

(A.23)

Die Anpassung des Dampfdru
kes der wässrigen Lithiumbromidlösungen un-

ters
hiedli
hen Salzmassenanteils erfolgt prinzipiell auf glei
hem Weg. Für die-

se wird als �quasi�-Reinsto� der glei
he Ansatz wie für reines Wasser verwendet,

jedo
h mit entspre
hend anzupassenden Parametern:

ln px = mx ·
(

− 1

T

)

+ Cx. (A.24)

An dieser Stelle wird weiterhin angenommen, dass die A
hsenabs
hnitte der

Salzlösungen und der des reinen Wassers identis
h sind, Cx = C0, und si
h die

Geraden ledigli
h in dem Steigungsparameter mx unters
heiden. Dur
h Bil-

dung der Di�erenz von Glei
hung (A.24) mit (A.23) wird ein verglei
hsweise

einfa
her Ausdru
k für die vom Salzmassenanteil abhängige Dampfdru
kab-

senkung bei konstanter Temperatur erhalten:

ln

(
px
px=0

)

= (mx −m0)
︸ ︷︷ ︸

=∆mx

·
(

− 1

T

)

.
(A.25)

Die eigentli
he Anpassung der Messdaten erfolgt über die Di�erenz der Stei-

gungsparameter ∆mx. In Abbildung A.4 ist die Entwi
klung dieser Anstiegs-

di�erenz für die von Löwer ermittelten Dampfdru
kdaten aufgetragen. Der

Verlauf dieser Daten wird in guter Näherung mit Hilfe eines Polynoms zweiten

Grades bes
hrieben (dur
hgezogene Linie):

∆mx = 4462 · x2 − 1907, 5 · x+ 260, 39. (A.26)

Der über einen groÿen Temperaturberei
h o�enbar konstante Steigungspara-

meter der Dampfdru
kgeraden im van't Ho� Diagramm ist sehr hilfrei
h für

eine einfa
he mathematis
he Bes
hreibung der Dampfdru
kdaten wässriger Li-

thiumbromidlösungen. Darüber hinaus lässt si
h aus einer unter vereinfa
hen-

den Annahmen integrierten Form der Clausius-Clapeyron Beziehung, wel
he

au
h von Othmer und Frohli
h (1960) verwendet wird, aus den Steigungen der
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Anpassung Polynom 2.Ordnung

Abbildung A.4: Anstiegsdi�erenzen der von Löwer (1960) experimentell ermittel-

ten Dampfdru
kdaten wässriger Lithiumbromidlösung bei vers
hiedenen Salzmassen-

anteilen x = mLiBr/(mLiBr + mH2O) (Markierungen) und das an diese Messdaten

angepasste Polynom zweiter Ordnung (dur
hgezogene Linien)
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Dampfdru
kgeraden die für den Phasenwe
hsel notwendige Enthalpiedi�erenz

bei der Verdampfung des Absorbats aus der Salzlösung ∆hx ermitteln:

m0 =
∆h0
RD

und mx =
∆hx
RD

,

∆hx = ∆hAbs =
mx

m0

·∆h0 =
(

1 +
∆mx

m0

)

·∆h0.
(A.27)

Hierin ist RD die spezi�s
he Gaskonstante von reinem Wasserdampf. Mit Hilfe

der Anpassung der Di�erenz der Dampfdru
kgeradensteigung im van't Ho�

Diagramm∆mx an von Löwer (1960) experimentell ermittelte Glei
hgewi
hts-

dampfdru
kdaten wird demna
h sowohl das Dampfdru
kverhalten als au
h

die salzmassenanteilsabhängige Absorptionsenthalpie analytis
h erfasst und

für die Bere
hnungen und Simulationen in dieser Arbeit verwendet. Abbil-

dung A.5 zeigt den Verlauf dieser aus den Steigungen der Dampfdru
kgeraden

ermittelten Absorptionsenthalpie. An dieser Stelle wird eine temperaturunab-

hängige Verdampfungsenthalpie von ∆h0 = m0 · RD ≈ 2400kJ/kg für reines

Wasser zu Grunde gelegt. Die so ledigli
h nur no
h vom Salzmassenanteil ab-

hängige Absorptionsenthalpie variiert von ∆hAbs = 2500 kJ/kg bei x = 0, 4

bis zu ∆hAbs = 2825 kJ/kg bei x = 0, 65.

A.7 Randbedingungen erster Art an der Pha-

sengrenz�ä
he

Die partiellen Di�erentialglei
hungen können dur
h die in dieser Arbeit ange-

wendeten Randbedingungen an der Phasengrenz�ä
he wie gezeigt gekoppelt,

aber im Gegensatz dazu au
h ungekoppelt für eine konstante Temperatur und

einen konstanten Massenanteil an der Filmober�ä
he gelöst werden (Meyer

und Ziegler, 2014). Ein groÿer Vorteil bei diesem Vorgehen besteht in der

Mögli
hkeit der unabhängigen Lösung der partiellen Di�erentialglei
hungen

im Lapla
e-Berei
h und der Rü
ktransformation in den reellen Zahlenberei
h

mit konstanten, aber no
h unbekannten Ober�ä
henwerten für die Tempera-

tur und den Absorbatmassenanteil an der Filmober�ä
he. Die Kopplung des

Problems erfolgt erst im reellen Zahlenberei
h über eine integrale Energiebi-

lanz an der Filmober�ä
he für die jeweils betra
htete Strömungslänge sowie

einer Phasenglei
hgewi
htsbeziehung mit den ebenfalls über die jeweilige Strö-
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Abbildung A.5: Aus den Dampfdru
kdaten ermittelte Absorptionsenthalpie als

Funktion des Salzmassenanteils

mungslänge gemittelten Werten der Filmober�ä
hentemperatur und des Ab-

sorbatmassenanteils an der Filmober�ä
he. Ein weiterer Vorteil der Kopplung

der so erhaltenen Lösungen im reellen Zahlenberei
h ist die Anwendung kom-

plexerer Phasenglei
hgewi
htsbeziehungen, d.h. diese müssen ni
ht wie für den

in dieser Arbeit verwendeten Lösungsansatz linearisiert werden. Des Weiteren

können au
h kompliziertere Kopplungsbeziehungen, z.B. unter Einbeziehung

der Dampfphase mit Hilfe dieser Lösungsmethode angewendet werden.

Ni
htsdestotrotz führt diese Herangehensweise der Festlegung einer über die

betra
htete Strömungslänge gemittelten Filmober�ä
hentemperatur sowie des

zugehörigen mittleren Filmober�ä
henabsorbatmassenanteils, wel
he die inte-

grale Energiebilanz und das Phasenglei
hgewi
ht erfüllen, zu Abwei
hungen im

Verglei
h zu der Lösung der partiellen Di�erentialglei
hungen wie sie in dieser

Arbeit präsentiert wird. Diese Abwei
hungen sollen hier kurz untersu
ht und

abges
hätzt werden.

Abbildung A.6 zeigt den Verlauf der über die Strömungslänge gemittelten

dimensionslosen Filmober�ä
hentemperatur Θi für das gerade bes
hriebene
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Modell der ungekoppelten Lösung mit Randbedingungen erster Art an der

Phasengrenz�ä
he im Verglei
h zu der in dieser Arbeit vorgestellten und in

zusammengefasster Form von Meyer (2014a) verö�entli
hten Lösungsmethode

für die Randbedingung der isothermen Wand. In beiden Fällen wurde die li-

neare Approximation der isobaren Siedetemperatur in Abhängigkeit von dem

Absorbatmassenanteil verwendet. Es ist deutli
h zu erkennen, dass für sehr
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Abbildung A.6: Verlauf der mittleren dimensionslosen Filmober�ä
hentemperatur

für die Lösungsmethode mit Randbedingung erster Art an der Filmober�ä
he (Meyer

und Ziegler, 2014) im Verglei
h zur Lösung dieser Arbeit für die isotherme Wand

kleine Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate ξ < 0, 1 die Annahme

der konstanten Filmober�ä
hentemperatur für die von der Wand unbeeinträ
h-

tigte Filmober�ä
he gegeben ist und daher beide Modelle übereinstimmend

die dimensionslose mittlere Ober�ä
hentemperatur des Modells der ungestör-

ten Filmober�ä
he wiedergeben. Die mittlere Filmober�ä
hentemperatur für

das Modell der Randbedingung erster Art beginnt aber bereits bei kleineren

Werten der dimensionslosen Strömungskoordinate im Verglei
h zur Lösung in

dieser Arbeit zu sinken. Dieser Unters
hied tritt im Strömungsberei
h zwis
hen

0, 2 < ξ < 10 besonders hervor und verringert si
h für ξ > 10 wieder. Wel
he

Auswirkung diese Annahme von konstanten, mittleren Ober�ä
henwerten auf
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den an der Filmober�ä
he absorbierten Massenstrom im Verglei
h zum Mo-

dell mit den exakten Randbedingungen hat, wird im Folgenden untersu
ht.

Die Abbildungen A.7 und A.8 zeigen den Verlauf des mittleren Absorbat-
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Abbildung A.7: Verlauf des mittleren dimensionslosen Filmober�ä
henabsorbat-

massenanteilsgradienten für die Lösungsmethode mit Randbedingungen erster Art

an der Filmober�ä
he (Meyer und Ziegler, 2014) im Verglei
h zur Lösung dieser

Arbeit für die isotherme Wand

massengradienten an der Filmober�ä
he für die beiden Modelle, wel
he bei

sonst konstanten Bedingungen direkt den absorbierten Absorbatmassenstrom

wiedergeben. Erwartungsgemäÿ wei
hen die beiden Modelle in dem glei
hen

Strömungsberei
h ab, wie zuvor bereits die mittlere dimensionslose Filmob-

er�ä
hentemperatur. Allerdings s
heinen die Auswirkungen auf den mittleren

dimensionslosen Absorbatmassenstrom kleiner zu sein als bei der mittleren di-

mensionslosen Filmober�ä
hentemperatur.

Abbildung A.9 zeigt die absolute Abwei
hung der dimensionslosen Absor-

batmassenanteilsgradienten an der Filmober�ä
he sowie die auf den mittleren

dimensionslosen Absorbatmassenanteilsgradienten der Lösung mit Randbedin-

gung erster Art, d.h. den kleineren Wert, bezogene, relative Abwei
hung zwi-

s
hen den beiden Lösungsmethoden.
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Abbildung A.8: Kleiner Auss
hnitt des Verlaufs des mittleren dimensionslosen Fil-

mober�ä
henabsorbatmassenanteilsgradienten für die Lösungsmethode mit Randbe-

dingungen erster Art an der Filmober�ä
he (Meyer und Ziegler, 2014) im Verglei
h

zur Lösung dieser Arbeit für die isotherme Wand.
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Abbildung A.9: Verlauf der absoluten und relativen Abwei
hung der dimensions-

losen Filmober�ä
henabsorbatmassenanteilsgradienten für die Lösungsmethode mit

Randbedingungen erster Art an der Phasengrenz�ä
he (Meyer und Ziegler, 2014) im

Verglei
h zu der Lösung dieser Arbeit für die isotherme Wand.
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Dabei sind die absolute und die relative Di�erenz folgendermaÿen de�niert:

∆
∂γ

∂η

∣
∣
∣
∣
i

=
∂γ

∂η

∣
∣
∣
∣
i,RB1.Art

− ∂γ

∂η

∣
∣
∣
∣
i,ExakteRB

, (A.28)

∆
∂γ

∂η

∣
∣
∣
∣
i,relativ

=

∂γ
∂η

∣
∣
i,RB1.Art

− ∂γ
∂η

∣
∣
i,ExakteRB

∂γ
∂η

∣
∣
i,RB1.Art

. (A.29)

Zu Beginn des Prozesses, d.h. für kleine Werte der dimensionslosen Strömungs-

koordinate gibt es bis auf verna
hlässigbar kleine numeris
he Abwei
hungen

keine Unters
hiede zwis
hen den beiden Modellen, da für diesen Berei
h die

Annahme konstanter Filmober�ä
henwerte für die ungestörte Filmober�ä
he

zutre�end ist. Sobald die thermis
he Randbedingung der Wand die Filmober-

�ä
he beeinträ
htigt, unters
hätzt das Modell der konstanten Filmober�ä
hen-

randbedingungen den mittleren dimensionslosen Massenstrom absolut um bis

zu -0,32 bei ξ ≈ 3 und relativ betra
htet betragen die Abwei
hungen bis zu

5% bezogen auf den kleineren mittleren dimensionslosen Absorbatmassenan-

teilsgradienten an der Filmober�ä
he, wel
her mit Hilfe der Lösung für die

Randbedingung erster Art an der Filmober�ä
he ermittelt wurde.

A.8 Verbesserung der Fourier-Methode

Im Abs
hnitt 3 wurde die Fourier-Methode von Grigor'eva und Nakoryakov

(1977) und Nakoryakov et al. (1997) als Lösung für das in dieser Arbeit eben-

falls angewendete Filmmodell vorgestellt und erläutert. Für die Eigenwertbe-

stimmung des Problems geben Grigor'eva und Nakoryakov (1977), Nakoryakov

et al. (1997) sowie Nakoryakov und Grigor'eva (2010) eine im De�nitionsbe-

rei
h einges
hränkte aus zwei Tangensfunktionen bestehende Bestimmungsglei-


hung (3.46) an. Die Form dieser Glei
hung bringt für eine numeris
he Eigen-

wertbestimmung Probleme mit si
h, die für bestimmte dimensionslose Para-

meter aufgrund der Bes
hränktheit des De�nitionsberei
hes der Tangensfunk-

tionen zu einem unvollständigen Satz an Eigenwerten führen (Meyer, 2014b).

Die in dieser Arbeit abgeleitete Funktion für die Ermittlung der Polstellen

für die Lösung der isotherme Wandrandbedingung, wel
he für die inverse La-

pla
e-Transformation benötigt wird, ist bis auf die komplexen Argumente

identis
h mit der Eigenwertfunktion von Nakoryakov et al. (1997). Ein Dur
h-

multiplizieren der Glei
hung (3.46) mit den Nennerkosinusfunktionen liefert
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die glei
he mathematis
he Funktion wie diese Polstellenfunktion im Lapla
e-

Berei
h, jedo
h mit reellen Argumenten.

Wird die von Nakoryakov et al. (1997) präsentierte Eigenwertfunktion so um-

geformt, kann mit Hilfe einer numeris
hen Nullstellensu
he ohne Probleme

der komplette Satz an Eigenwerten gefunden werden und die von Nakoryakov

et al. (1997) bes
hriebenen S
hwierigkeiten von ni
ht abklingenden S
hwin-

gungen für kleine Werte der dimensionslosen Strömungskoordinate für die mit

der Fourier-Methode erhaltenen Lösung vers
hwinden (Meyer, 2014b). Das

glei
he gilt für die Bestimmungsglei
hung der Eigenwerte für die thermis
he

Randbedingung der adiabaten Wand.
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Anhang B

Mathematis
her Anhang

B.1 Fourier-Methode

Im Jahre 1822 verö�entli
hte Jean Baptiste Joseph Fourier in seiner �Théorie

analytique de la 
haleur� Untersu
hungen zum Wärme�uss in festen Körpern.

Er bediente si
h dabei einer mathematis
hen Methode, die in der Literatur

teilweise als Fourier-Methode bezei
hnet wird.

Er betra
htete unter anderem die instationäre Wärmeleitung in einem Stab,

den er als eindimensionalen Körper modellierte. Dieser Vorgang kann dur
h

folgende partielle Di�erentialglei
hung modelliert werden:

∂T

∂t
= a · ∂

2T

∂x2
. (B.1)

Fourier wendete die Methode des Separations- bzw. Produktansatzes an und

formulierte folgenden formalen Lösungsansatz:

T (x, t) = f(x) · g(t). (B.2)

Eingesetzt in die Di�erentialglei
hung B.1 und na
h Variablen getrennt, ergibt

si
h folgender Zusammenhang:

a

g(t)
· ∂g
∂t

= 
onst. =
1

f(x)
· ∂

2f

∂x2
. (B.3)

Mit Hilfe dieser Methode ergeben si
h aus der partiellen Di�erentialglei
hung

zwei homogene gewöhnli
he Di�erentialglei
hungen, wel
he über eine gemein-

same als Eigenwert bezei
hnete Konstante miteinander verknüpft sind. Dieser

no
h zu ermittelnde Eigenwert wird mit −k2 angesetzt, um ledigli
h negative
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reelle Werte zu erlauben, um konvergierende mathematis
he Lösungen zu er-

halten. Somit werden folgende zwei homogene Di�erentialglei
hungen mit den

no
h unbekannten Eigenwerten erhalten:

∂g

∂t
+ a · k2 · g(t) = 0, (B.4)

∂2f

∂x2
+ k

2 · f(x) = 0. (B.5)

Diese Methode wird au
h als die Eigenwertmethode bezei
hnet. Die gewöhnli-


hen Di�erentialglei
hungen können mit Hilfe des Euler-Ansatzes gelöst wer-

den, sind jedo
h über den Eigenwert k weiterhin gekoppelt. Die allgemeinen

Lösungen dieser Di�erentialglei
hungen lauten wie folgt:

g(t) = C1,ke
−ak2t, (B.6)

f(x) = C2,k · sin(kx) + C3,k · 
os(kx). (B.7)

Mit Hilfe der Anfangs- und Randbedingungen des jeweiligen physikalis
hen

Problems lassen si
h unter Umständen die no
h unbekannten Integrationskon-

stanten C1,k, C2,k, C3,k sowie die zugehörigen, ebenfalls unbekannten Eigenwer-

te ermitteln.

B.2 Lapla
e Transformation

�Lapla
e seems to have regarded analysis merely as a means of atta
king

physi
al problems, though the ability with whi
h he invented the ne
essary ana-

lysis is almost phenomenal. As long as his results were true he took but little

trouble to explain the steps by whi
h he arrived at them; he never studied ele-

gan
e or symmetry in his pro
esses, and it was su�
ient for him if he 
ould by

any means solve the parti
ular question he was dis
ussing.� (Rouse Ball (1908)

S.345)

Bei der Lapla
e-Transformation handelt es si
h um eine Integraltransfor-

mation, die eine Funktion aus dem reellen Zahlenberei
h in den komplexen

Bildberei
h abbildet. Die allgemeine Transformationsvors
hrift lautet:

F (z) =

∞∫

0

f(t) · e−z·tdt z ∈ C, t ∈ R. (B.8)
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Die Funktion F (z) wird als die Lapla
e-Transformierte der Funktion f(t)

bezei
hnet. Häu�g wird au
h das Doets
h-Symbol als Abkürzung für die La-

pla
e-Transformation verwendet:

F (z) t ❞f(t). (B.9)

Die Lapla
e-Transformation ist eng verwandt mit der Fourier-Transfor-

mation und wird in den Ingenieurwissens
haften häu�g zur Lösung von Rand-

und Anfangswertproblemen verwendet.

Wird die Lapla
e-Transformation auf eine partielle Di�erentialglei
hung, z.B.

die der instationären eindimensionalen Wärmeleitung im festen Stab (B.1) an-

gewendet, so ergibt si
h:

∞∫

0

∂T

∂t
· e−z·t · dt =

∞∫

0

a
∂2T

∂y2
· e−z·t · dt. (B.10)

Die linke Seite von Glei
hung (B.10) lässt unter Verwendung der Regel zur

partiellen Integration folgendermaÿen umformen:

∞∫

0

∂T

∂t
· e−z·t · dt =

[
T · e−z·t

]∞
0

︸ ︷︷ ︸

=−T0

−
∞∫

0

(−z) · T · e−z·t · dt

︸ ︷︷ ︸

=+z·Θ(z)

= z ·Θ(z)− T0.

(B.11)

Die re
hte Seite der Glei
hung (B.10) lässt si
h umformen, da die partielle

Ableitung der Temperatur na
h dem Ort y de�nitionsgemäÿ ni
ht von der Zeit

abhängt und aus diesem Grund vor das Zeitintegral gezogen werden kann:

a
∂2

∂y2
·

∞∫

0

T · e−z·t · dt

︸ ︷︷ ︸

=Θ(z)

= a
∂2Θ(z)

∂y2
. (B.12)

Somit lautet die Lapla
e-Transformierte der instationären eindimensionalen

Wärmeleitungsglei
hung:

z ·Θ(z)− T0 = a
∂2Θ(z)

∂y2
,

−T0 = a
∂2Θ(z)

∂y2
− z ·Θ(z).

(B.13)
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Mit Hilfe der Lapla
e-Transformation lässt si
h also die partielle Di�erenti-

alglei
hung in eine gewöhnli
he Di�erentialglei
hung umformen und kann zu-

mindest im komplexen Bildberei
h mit den Methoden zur Lösung gewöhnli
her

Di�erentialglei
hungen behandelt werden.

B.3 Inverse Lapla
e-Transformation

An dieser Stelle sei auf die für Ingenieure hervorragend geeignete Anwen-

dung der Lapla
e-Transformation für instationäre Wärmeleitungsprobleme

von Herrn Prof. em. H.D. Baehr aus dem Jahr 1955 verwiesen (Baehr, 1955).

Aus dieser Verö�entli
hung und den dort aufgeführten Quellen werden die

folgenden Ausführungen zur Anwendung der allgemeinen inversen Lapla
e-

Transformation aus dem komplexen Bildberei
h in den reellen Zahlenberei
h

entnommen.

Die allgemeine Integralvors
hrift für die inverse Lapla
e-Transformation lau-

tet:

T (t, y) =
1

2 · π · i

ω+i·∞∫

ω−i·∞

e

z·t ·Θ(z, y) · dz. (B.14)

Um die gesu
hte Temperaturfunktion im reellen Zahlenberei
h zu ermitteln,

muss das komplexe Integral auf der re
hten Seite der Glei
hung (B.14) gelöst

werden. Hierzu bedarf es einer kurzen Einführung in die Analysis komplexer

Zahlen.

Na
h Knopp (1976) wird der Cau
hy's
he Integralsatz folgendermaÿen for-

muliert:

�Ist f(z) in dem einfa
h zusammenhängenden Gebiete Γ regulär, so ist

∫ Ω

f(z)dz = 0 (B.15)

wenn Ω einen beliebigen (ni
ht notwendig doppelpunktfreien), ges
hlossenen,

in Γ liegenden Weg bedeutet.� ((Knopp, 1976) S.52f)

Der Cau
hy's
he Integralsatz stellt einen fundamentalen Hauptsatz in der
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Funktionentheorie dar, bedarf jedo
h einiger Erläuterungen bezügli
h der ma-

thematis
hen Voraussetzungen, die für diesen Hauptsatz der Funktionentheorie

gegeben sein müssen. S
hwank (1951) gibt dazu eine für Ingenieure ans
hauli-


he Herleitung dieses Hauptsatzes, den S
hwank, da Gauÿ (1811) diesen vor

Cau
hy (1814) gefunden haben soll, als Gauÿ's
hen Integralsatz bezei
hnet.

Eine komplexe Funktion f(z) wird als regulär bezei
hnet, wenn diese Funktion

den Cau
hy-Riemann's
hen Di�erentialglei
hungen genügt.

�Soll die Funktion

f(z) = u(x, y) + i · v(x, y), (B.16)

wo u und v in einem Gebiet

1 Γ stetige partielle Ableitungen erster Ordnung

besitzen, in diesem Gebiet di�erenzierbar sein, so ist es notwendig und hinrei-


hend, dass u und v den Cau
hy-Riemann's
hen Glei
hungen genügen.

∂u

∂x
=
∂v

∂y
(B.17)

∂u

∂y
= −∂v

∂x
(B.18)

Eine in diesem Gebiet Γ di�erenzierbare Funktion heiÿt in diesem Gebiet regu-

lär analytis
h, oder au
h nur regulär oder analytis
h. Wir nennen alle Stellen

z eines Berei
hes, an denen die Cau
hy-Riemann's
hen Glei
hungen für die

Funktion f(z) erfüllt sind, reguläre Stellen von f(z) und alle anderen Stellen

singuläre Stellen.� (S
hwank (1951) S.56f)

Für die Herleitung der Cau
hy-Riemann's
hen Di�erentialglei
hungen sei

auf die ans
hauli
hen Ausführungen von S
hwank (1951) (S.54�) verwiesen.

Des Weiteren leitet S
hwank (1951) aus der Theorie reeller Kurvenintegrale

die Anforderungen an komplexe Integrale ab und kommt zu folgender Formu-

lierung des (Gauss's
hen) Hauptsatzes der Funktionentheorie:

�Wenn die Funktion f(z) im Berei
h Γ regulär analytis
h ist, so ist das über

eine ges
hlossene Kurve Ω erstre
kte Integral

∮

Ω

f(z)dz = 0 (B.19)

1

S
hwank (1951) meint hier das au
h von Knopp (1976) bes
hriebene einfa
h zusammen-

hängende Gebiet.
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oder, was damit äquivalent ist, der Wert des Integrals

B∫

A

f(z)dz (B.20)

ist von der die Punkte A und B verbindenden Kurve unabhängig; bei beiden

Formulierungen wird angenommen, dass der Integrationsweg ganz im Berei
h

Γ verläuft.� (S
hwank (1951) S.73f)

Für die Berei
hsde�nition gilt na
h S
hwank:

�Unter einem Berei
h verstehen wir einen von einer oder mehreren si
h ni
ht

selbst übers
hneidenden Kurven begrenzten Teil der Ebene; werden die Rand-

punkte der begrenzenden Kurven ni
ht zum Berei
h gere
hnet, so spri
ht man

von einem o�enen Berei
h oder einem Gebiet. Die Anzahl der einen Berei
h

begrenzenden Kurven bestimmt den Zusammenhang des Berei
hs. Ist nur eine

Randkurve vorhanden, so heiÿt der Berei
h einfa
h zusammenhängend, wäh-

rend z.B. das Ringgebiet zwis
hen zwei ges
hlossenen Kurven einen zweifa
h

zusammenhängenden Berei
h bildet.� (S
hwank (1951) S.56)

Bisher wurde auss
hlieÿli
h über reguläre Funktionen gespro
hen deren In-

tegral unter den genannten Bedingungen gerade vers
hwindet. Das ist im Falle

der Lösung von (B.14) ni
ht notwendigerweise so.

Mit Hilfe des Residuensatzes kann das komplexe Integral (B.14) aber gelöst

werden. An dieser Stelle wird wiederum Knopp (1976) zitiert:

�Ist f(z) in der Umgebung von z0 regulär, so ist na
h dem Cau
hy's
hen

Satze

∮

Ω

f(z)dz = 0 (B.21)

wenn eine kleine den Punkt z0 ums
hlieÿende Kurve Ω als Weg gewählt wird.

Hat dagegen f(z) in z0 eine isolierte singuläre Stelle, in deren Umgebung f(z)

sonst eindeutig und regulär ist, so wird dasselbe Integral im allgemeinen von

Null vers
hieden sein. Sein Wert lässt si
h sofort angeben: Da f(z) für eine

Umgebung von z0 (0 < |z − z0| < r) in eine Laurent's
he Reihe entwi
kelt
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werden kann, so hat man na
h �29,

2

wenn Ω im positiven Sinne dur
hlaufen

wird, sofort die Beziehung

1

2 · π · i

∮

Ω

f(z)dz = a−1. (B.22)

Den Wert dieses Integrals oder also den Koe�zienten der ersten negativen Po-

tenz in der Laurent's
hen Entwi
klung nennt man das Residuum von f(z)

in z0, und die obige Formel stellt in gewissem Sinne eine Erweiterung des

Cau
hy's
hen Satzes dar.� (Knopp (1976) S.131f)

Unter Verwendung dieser mathematis
hen Hilfsmittel, d.h. hauptsä
hli
h des

Residuensatzes, geht Baehr (1955) folgendermaÿen vor. Er bringt z.B. die kom-

plexe Temperaturfunktion in die folgende Form, um deren Polstellen, d.h. Sin-

gularitäten ermitteln zu können:

Θ(z) =
f(z)

g(z)
. (B.23)

Die Nullstellen des Nenners, zk, für die g(zk) = 0, sind die Polstellen von

Θ(z, y). Das zu lösende Integral B.14 lässt si
h na
h Baehr (1955) für die

meisten Wärmeleitungsprobleme mit Hilfe des Residuensatzes folgendermaÿen

umformulieren:

T (t, y) =
∞∑

k=0

Res

[
e

z·t ·Θ(z, y)
]

z=zk
. (B.24)

Sind die gefundenen Polstellen einfa
he Nullstellen von g(z), so kann das Re-

siduum zu diesen Nullstellen mit Hilfe des folgenden von Baehr (1955) ange-

gebenen Zusammenhangs bestimmt werden:

Res

[
e

z·t ·Θ(z, y)
]

z=zk
=

f(zk) · ez·t
[
dg(z)/dz

]∣
∣
z=zk

. (B.25)

Treten Polstellen höherer Ordnung (meist bei z = 0) auf, so wird das Re-

siduum, wie in Glei
hung (B.22) dargestellt, dur
h Entwi
klung einer Lau-

rent's
hen Reihe und Ermittlung des Koe�zienten a−1 bestimmt. Na
h Baehr

(1955) hat die Laurent's
he Reihe die folgende Form:

e zx · F (z) = ...+
a−1

z
+ a0 + a1 · z + ... .

(B.26)

2

Vgl. Knopp (1976) S.118� zur Entwi
klung der Laurent's
hen Reihe und den Bezug

zu den singulären Stellen.
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B.4 Zusammenhang zwis
hen Exponential- und

Winkelfunktionen

In diesem Abs
hnitt werden einige in dieser Arbeit häu�g verwendeten Äqui-

valenzen von Exponentialfunktionen und trigonometris
hen Funktionen so-

wie ausgewählte Umformungen hyperbolis
her Funktionen aufgelistet. Hierbei

spielt insbesondere die Verknüpfung der hyperbolis
hen Winkelfunktionen mit

der Exponentialfunktion bei der Lösung der homogenen Di�erentialglei
hun-

gen eine wesentli
he Rolle:

sinh(x) = −i · sin(i · x) = 1

2

(
e

x − e

−x) , (B.27)


osh(x) = 
os(i · x) = 1

2

(
e

x + e

−x) . (B.28)

Im folgenden werden einige häu�g verwendete Umformungen erläutert:

sinh(a · x) · sinh(b · x) = 1

4

(
ea·x − e−a·x) ·

(
e b·x − e−b·x)

=
1

4
(e (a+b)·x + e−(a+b)·x
︸ ︷︷ ︸

=2·cosh((a+b)·x)

−e (a−b)·x − e−(a−b)·x
︸ ︷︷ ︸

=−2·cosh((a−b)·x)

)

=
1

2
· [cosh((a+ b) · x)− cosh((a− b) · x)] ,

(B.29)

cosh(a · x) · cosh(b · x) = 1

4

(
e a·x + e−a·x) ·

(
e b·x + e−b·x)

=
1

4
(e (a+b)·x + e−(a+b)·x
︸ ︷︷ ︸

=2·cosh((a+b)·x)

+e (a−b)·x + e−(a−b)·x
︸ ︷︷ ︸

=2·cosh((a−b)·x)

)

=
1

2
· [cosh((a+ b) · x) + cosh((a− b) · x)] ,

(B.30)

cosh(a · x) · sinh(b · x) = 1

4

(
e a·x + e−a·x) ·

(
e b·x − e−b·x)

=
1

4
(e (a+b)·x − e−(a+b)·x
︸ ︷︷ ︸

=2·sinh((a+b)·x)

−e (a−b)·x + e−(a−b)·x
︸ ︷︷ ︸

=−2·sinh((a−b)·x)

)

=
1

2
· [sinh((a+ b) · x)− sinh((a− b) · x)] .

(B.31)
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B.5 Ermittlung von Mittelwerten und Gradien-

ten aus den Lösungsfunktionen

Ein Vorteil der analytis
hen Funktionen ist der verhältnismäÿig einfa
he Zu-

gang zu den abgeleiteten Gröÿen wie dem Massenstrom und den mittleren

Temperaturen oder Absorbatmassenanteilen im Film als Funktion der Strö-

mungskoordinate. Hierfür müssen die Funktionen der Filmtemperatur und des

Filmabsorbatmassenanteils abgeleitet bzw. integriert werden. An dieser Stelle

werden diese Umformungen ni
ht im Einzelnen dur
hgeführt, sondern anhand

der allgemeinen Struktur der Lösungen gezeigt, dass diese Umformungen im

Allgemeinen sehr lei
ht dur
hzuführen sind.

Die Lösungfunktionen stellen unendli
he Reihen dar, deren Summenglieder

gliedweise abgeleitet bzw. integriert werden können:

F (ξ, η) = S0 +

∞∑

k=1

Sk · fk(η) · fk(ξ). (B.32)

Wird nun die partielle Ableitung der Lösungsfunktion na
h der dimensionslo-

sen Filmdi
kenkoordinate η, z.B. für den Massen- oder Wärmestrom, benötigt,

so wird die von der Filmdi
kenkoordinate abhängige Funktion gliedweise ab-

geleitet und der Gradient geht in folgende Form über:

∂F (ξ, η)

∂η

∣
∣
∣
∣
ξ=const

=
∞∑

k=1

Sk · f ′
k(η) · fk(ξ) (B.33)

mit f ′
k(η) =

∂fk(η)

∂η

∣
∣
∣
∣
ξ=const

. (B.34)

Für die Ermittlung des Mittelwertes über der dimensionslosen Filmdi
kenko-

ordinate muss integriert werden:

1∫

0

F (ξ, η)dη = S0 · 1 +
∞∑

k=1

Sk ·
[
Fk(η)

]1

0
· fk(ξ)

mit

[
Fk(η)

]1

0
=

1∫

0

fk(η)dη.

(B.35)

Z.B wird für die Ermittlung des mittleren Massenstromes bis zu einer bestimm-

ten dimensionslosen Strömungslänge, ξ̃, der dimensionslose Sto�gradient an
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der Filmober�ä
he über die dimensionslose Strömungskoordinate integriert:

1

ξ̃

ξ̃∫

0

∂F (ξ, η)

∂η

∣
∣
∣
∣
ξ=const

dξ =
1

ξ̃

∞∑

k=1

Sk · f ′
k(η) ·

[
Fk(ξ)

]ξ̃

0

mit

[
Fk(ξ)

]ξ̃

0
=

ξ̃∫

0

fk(ξ)dξ.

(B.36)
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