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Kurzfassung

Die vorliegende Arbeit behandelt die Stabilitét der Perfectly Matched Layer (PML)
Randbedingung in Zeitbereichssimulationen elektromagnetischer Feldprobleme.
Die Diskretisierung erfolgt mit der Methode der Finiten Integration, wobei hier
die Anwendungsbeispiele rotationssymmetrisch sind und p-z-Koordinaten ver-
wendet werden.

Bei der PML handelt es sich um eine absorbierende Randbedingung, die es er-
moglicht die Abstrahlung elektromagnetischer Felder von Bauteilen zu simulie-
ren. Dabei kommt es vor, dass Simulationen instabil sind.

Zunichst werden gingige Zeitdiskretisierungsverfahren mit PML vorgestellt und
die auftretenden Instabilitdten ndher untersucht. Dazu werden die Eigenwerte der
Zeitbereichsschemata und die Konvergenz beziiglich des diskreten Zeitschrittes
analysiert. Des Weiteren wird das Abklingen der Energie im Rechengebiet be-
trachtet und ausgewertet.

Anschlieend wird ein robusteres Zeitbereichsverfahren vorgestellt, dass es er-
moglicht raumlich hybrid zwischen einem impliziten und einem expliziten Algo-
rithmus innerhalb eines Rechengebietes zu wihlen. Dies ermdglicht es im Bereich
der PML implizit und im Rest des Rechengebietes explizit zu rechnen. Daraus
ergeben sich zusitzliche Parameter im implizit gerechneten Bereich, die zur Sta-
bilitdtskontrolle der PML verwendet werden kénnen.

Der neue Hybride Implizite-Explizite Zeitbereichsalgorithmus wird zuerst an Mo-
dellproblemen getestet. AbschlieBend wird der Algorithmus an Hand von Anwen-
dungsbeispielen aus der Optik untersucht.






Abstract

The present work deals with the stability of the Perfectly Matched Layer (PML)
boundary condition in time domain simulations of electromagnetic field problems.
The discretization is realized by the finite integration technique, and here the ap-
plication examples are rotationally symmetric and p-z-coordinates are used.

The PML is an absorbing boundary condition which allows to simulate the radia-
tion of electromagnetic fields of devices. It occurs that simulations are unstable.
First, common time discretization methods with PML are presented and the oc-
curring instabilities are examined in more detail. For this purpose, the eigenvalues
of the time domain schemes and the convergence with respect to the discrete time
step are analysed. Furthermore, the decay of the energy in the computational do-
main is considered and evaluated.

Subsequently, a more robust time-domain method is presented that allows spa-
tially hybrid choices between an implicit and an explicit algorithm within the
computational domain. This allows to compute implicitly within the PML region
and explicitly in the rest of the computational domain. This results in additional
parameters in the implicit algorithm, that can be used to control the stability of
the PML.

The new Hybrid Implicit-Explicit time domain algorithm is first tested on model
problems. Finally, the algorithm is investigated using application examples from
optics.
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1 Einleitung

1.1 Einfihrung

Die Untersuchung abstrahlender Bauteile in der Optik, in Form verschiedenster
aktiver Lichtquellen sowie passiver Bauteile ist heutzutage ein weit verbreitetes
Anwendungsgebiet numerischer Simulationen. Beispielsweise sind das Design
und die Entwicklung immer leistungsfihigerer Laser oder auch Quantenpunkt
Emitter fiir die Anwendung in der Kommunikationstechnik, dem stetig wachsen-
den Bedarf an Bandbreite zuzuschreiben. Auf Grund der Komplexitit dieser opti-
schen Bauteile wird deren Entwurf normalerweise zuerst durch die Nutzung mo-
derner Simulationstechnik untersucht, bevor es zum Bau von Prototypen kommt.
Bei diesen Lichtquellen handelt es sich um Bauteile mit hohen Giiten, die in ih-
ren Abmalen gro3 gegeniiber der vorherrschenden Wellenlidnge sind. Die Ab-
strahlung in den Freiraum kann auf einem diskreten Rechengitter nicht abgebildet
werden, da es dazu unendlich ausgedehnt sein miisste. Deshalb wird eine absor-
bierende Randbedingung benotigt. Diese kann den Freiraum emulieren, indem die
einfallenden Wellen moglichst reflexionsfrei absorbiert werden. Diese drei Eigen-
schaften (hohe Giite, grole geometrische Abmessung gegeniiber der Wellenlinge
und die Notwendigkeit eines absorbierenden Randes) fithren zu unterschiedlichen
Herausforderungen in der Simulation.

Die grofle geometrische Abmessung gegeniiber der Wellenlidnge fiihrt typischer-
weise bei volumendiskretisierenden Verfahren zu einer sehr hohen Anzahl an
Gitterpunkten und somit zu einer hohen Anzahl an Unbekannten, die berechnet
werden miissen. Fiir viele Bauteile aus dem Anwendungsgebiet der Optik gilt,
dass sie zylindrischer Bauform sind und dass die Materialparameter in azimu-
taler Richtung konstant sind. Exemplarisch seien hier der Oberflaichen Emitter
VCSEL (aus dem engl. vertical surface emitting laser), die Microdisc (als einfa-
cher Resonator oder mit aktivem Material als Laser) oder auch diverse Bauformen
der Quantenpunkt-Emitter genannt. In diesen Féllen darf der als p-z-Koordinaten
oder auch im englischen als ,,Body of Revolution* bezeichnete Ansatz verwen-
det werden. Dieser besagt, dass man eine einzelne p-z-Flidche aus dem Zylinder
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ausschneidet und die Felder in azimutale Richtung iiber eine Fourierreihe ent-
wickelt. Der Vorteil beruht auf der erheblich kleineren Anzahl an notwendigen
Gitterpunkten bei der Diskretisierung.

Ein weiterer Punkt ist die Wahl eines geeigneten numerischen Verfahrens. In
der vorliegenden Arbeit wird die Methode der Finite Integration im englischen
,Finite Integration Technique* (FIT) [Wei77] verwendet. Das zu untersuchen-
de Gleichungssystem kann im Zeit- oder Frequenzbereich gelost werden, ebenso
ist eine Berechnung der Eigenwerte moglich. Dabei muss im Zeitbereich kein
Gleichungssystem gelost werden, sondern es werden Update Gleichungen fiir je-
den Zeitschritt berechnet, die aus Matrix-Vektor Multiplikationen bestehen. Die
Bereiche unterscheiden sich bei der Abbildung von physikalischen Phdnomenen.
Bei Lasern ist zum einen die sich einstellende Resonanzfrequenz, die dazugehori-
ge Feldverteilung und die Giite von gro3em Interesse. Diese konnen mit allen drei
Verfahren bestimmt werden. Zum anderen werden Laser in der Kommunikations-
technik oft in einem gepulsten Betrieb verwendet, sodass auch der Einschwing-
vorgang und das dynamische Verhalten von Interesse sein konnen. Dieses lésst
sich nur mittels Analyse im Zeitbereich bestimmen. Die hohen Giitewerte opti-
scher Kavititen resultieren jedoch im Zeitbereich in langen Simulationszeiten, da
die Energie nur langsam abklingt.

Als absorbierender Rand wird hier die Perfectly Matched Layer [Ber94] (PML)
Bedingung verwendet. Dabei wird das zuvor beschrinkte Rechengebiet um meh-
rere Gitterschichten erweitert, die ein kiinstliches Material mit magnetischen und
elektrischen Leitfdhigkeiten enthalten. Das Material innerhalb der PML besitzt
tensoriellen Charakter, die elektrische und magnetische Leitfahigkeit kann fiir die
einzelnen Raumrichtungen unterschiedlich gewihlt werden. Der Abschluss des
Rechengebietes erfolgt dann mit einem gewohnlichen geschlossenen Rand. Es
handelt sich somit bei der PML um keine klassische Randbedingung, sondern um
eine Erweiterung des Rechengebietes vor dem eigentlichen Rand, der die Wel-
len in diesem Bereich ddmpft und fiir moglichst gute Reflexionsfreiheit sorgt. In
der Literatur wird die PML trotzdem iiblicher Weise als PML-Randbedingung
bezeichnet. Die tangentialen Komponenten der Leitfahigkeiten sollen die ankom-
mende Welle dimpfen und die normale Komponente der Leitfidhigkeiten wird
verwendet, um die an Grenzschichten auftretende Reflexion, mittels Impedan-
zanpassung zu vermeiden. Fiir den ortskontinuierlichen Fall ldsst sich die Refle-
xion des absorbierenden Randes exakt aufschreiben, sodass die Reflexionsfreiheit
direkt daraus hervorgeht. Fiir die Anwendung im diskreten Fall muss in rdumli-
cher und zeitlicher Dimension eine Diskretisierung durchgefiihrt werden. Bereits
durch die rdumliche Diskretisierung geht die Reflexionsfreiheit der PML verlo-
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ren. Ein anderes Problem, das durch die Diskretisierung im Zeitbereich zu Tage
tritt ist, dass in schwierig vorherzusagenden Fillen das zeitdiskrete System in-
stabil ist. Diese Instabilitiit verursacht in Zeitbereichssimulationen Probleme. Der
Einfluss der instabilen Pole des Systems auf die Losung im Zeitbereich ist ein
exponentiell aufklingendes Verhalten von Feldern und Energie, welches nur an-
fangs einen zu vernachléssigenden Einfluss auf die Losung hat. Der Einfluss der
Pole ist zu Beginn nicht dominant. Besonders bei der Simulation von Bautei-
len mit hohen Giiten, wie den Resonatoren in der Optik, ist es wahrscheinlich,
dass die notwendige Simulationszeit {iber den Punkt hinausgeht, an dem der in-
stabile Anteil der Losung das Ergebnis zunehmend verfilscht. Es ist iiblich, die
Zeitbereichssimulation bis zu einer Zeit laufen zu lassen ab dem die Gesamtener-
gie eine festgelegte Schwelle unterschreitet, die als Energiekriterium bezeichnet
wird. Auf Grund der hohen Giiten ist die Simulationszeit sehr lang, sodass die
Pole, die nicht dem Stabilitdtskriterium geniigen, dominant werden, bevor dieses
Energiekriterium erreicht ist.

1.2 Zielsetzung der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es, ein robusteres Verfahren basierend auf der Methode der
Finiten Integration im Zeitbereich zu entwickeln, welches mit den durch die Zeit-
diskretisierung der PML-Randbedingung verursachten Instabilititen besser um-
gehen kann oder diese vermeidet. Ausgangspunkt dafiir ist die Untersuchung
der auftretenden Instabilitdt in Zusammenhang mit der zeitlichen Diskretisie-
rung der PML. Dies wird fiir die verbreiteten Verfahren Standard Leapfrog und
Exponentielles-Zeitbereichsschema an rotationssymmetrischen, zylindrischen Bei
spielen durchgefiihrt.

Zunichst wird die Rekursionsmatrix, die einen Zeitschritt des gesamten Systems
beschreibt, beziiglich ihrer Eigenwerte analysiert. Dies entspricht einer Spektral-
analyse der Eigenwerte. AnschlieBend wird das Verhalten im Zeitbereich unter
Beobachtung der Energie im Rechengebiet iiber die gesamte Simulationszeit ana-
lysiert. Daraus ergibt sich ein besseres Verstdndnis der Pole des Systems, die nicht
das Stabilitdtskriterium erfiillen und ihrer Auswirkungen in der Zeitbereichssimu-
lation.

SchlieBlich wird ein neuer Zeitbereichsalgorithmus vorgestellt, der eine rdumli-
che Hybridisierung des Standard Leapfrog und ein implizites Verfahren nach dem
Newmark-beta-Ansatz vereint. Daraus resultieren zusitzliche Parameter, mit de-
nen die Zeitdiskretisierung im Bereich der PML beeinflusst werden kann. Dies
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fiihrt bei entsprechender Wahl der Parameter zu einem robusteren Verfahren ge-
geniiber den genannten instabilen Polen, bei der Verwendung von PML-Rand-
bedingung im Zeitbereich.

Als Motivation dienen hier Bauteile aus dem Bereich der Optik, die hiufig in
Form von rotationssymmetrischen Strukturen zu finden sind und sich im Fall
von Resonatoren durch hohe Giiten auszeichnen. Als praktische Anwendungs-
beispiele werden am Ende der Arbeit eine VCSEL und eine Microdisc simuliert.
Auf Grund ihrer rotationssymmetrischen zylindrischen Bauweise werden hier p-
z-Koordinaten verwendet. Die Aussagen, die hier beziiglich der PML getroffen
werden, sind allgemein und lassen sich auf den kartesischen Fall iibertragen.

1.3 Gliederung der Arbeit

Im Anschluss an die Einleitung enthilt diese Arbeit sechs weitere Kapitel. Im
Folgenden soll kurz auf deren Inhalt eingegangen werden.

Das Zweite Kapitel enthélt einen kurzen Exkurs in die physikalischen Grund-
lagen die zum weiteren Verstidndnis der in der vorliegenden Arbeit verwendeten
Theorie und Simulationsbeispielen notwendig sind. Dies beginnt mit den Max-
weLL’schen Gleichungen sowie den Materialbeziehungen und den Stetigkeitsbe-
dingungen an Materialgrenzen. Es wird auf die Wellengleichung und deren Lo6-
sung im kartesischen und im rotationssymmetrischen Fall eingegangen. Des Wei-
teren wird die notwendige Theorie fiir die am Ende dieser Arbeit untersuchten
Anwendungsbeispiele erldutert: VCSEL und Microdisc.

Das dritte Kapitel widmet sich der Methode der Finiten Integration, begin-
nend bei der Diskretisierung die zu den Gitter-Maxwell-Gleichungen fiihrt. Es
folgt die Beschreibung des Zeitbereiches und der verschiedenen Schemata der
Zeitdiskretisierung mit und ohne Leitfahigkeit. Dabei wird auch auf die Disper-
sion und die Stabilitdt der unterschiedlichen Verfahren, sowie das Vorgehen bei
einer Stabilitdtsanalyse eingegangen. Abschlieend werden die Besonderheiten
der Diskretisierung auf p-z-Koordinaten angegeben.

Das vierte Kapitel handelt von der PML-Randbedingung. Es werden die Funk-
tionsweisen verschiedener PML-Typen, die Diskretisierung der PML auf p-z-
Koordinaten und die Diskretisierung beziiglich der Zeit vorgestellt. AnschlieBend
wird das neue Hybride Implizite-Explizite Zeitbereichsverfahren mit PML einge-
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fiihrt.

Das fiinfte Kapitel beschiftigt sich mit der Analyse der bereits bekannten Zeit-
bereichsverfahren mit PML an einfachen Beispielen. Dazu wird zum einen eine
Spektralanalyse durchgefiihrt und zum anderen die Energie im Rechengebiet in
Abhingigkeit von der Zeit untersucht. Dies wird fiir die Randbedingung in p-
sowie in z-Richtung unabhingig voneinander untersucht. Abschlieend wird das
neue Hybride Implizite-Explizite Verfahren validiert und beziiglich seiner einstell-
baren Parameter analysiert.

Das sechste Kapitel enthilt eine Anwendung des neuen hybriden Verfahrens
zur Simulation von Bauteilen aus der Optik. Es werden ein VCSEL und eine
Microdisc simuliert. Dabei kann das neu vorgestellte Hybride Implizite-Explizite
Zeitbereichsschema getestet und analysiert werden.

Das siebte Kapitel gibt eine Zusammenfassung und Diskussion der vorliegen-
den Arbeit sowie einen Ausblick fiir weitere Forschungen auf diesem Gebiet.
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Das Kapitel ist aufgeteilt in zwei Abschnitte. Zunichst werden fiir diese Arbeit
relevante Grundlagen der elektromagnetischen Feldtheorie zusammengefasst. Im
Anschluss werden die optischen Kavititen, die in Kapitel 6 untersucht werden,
vorgestellt.

2.1 Elektromagnetische Feldtheorie

Die in diesem Abschnitt beschriebenen Grundlagen zur elektromagnetischen Feld-
theorie sind ausgewdhlte, kurze Ausziige der fiir diese Arbeit relevanten Themen-
bereiche. Sie dienen im Wesentlichen zur Rekapitulation der bekannten analyti-
schen Theorie, die in der Arbeit zum Verstidndnis und zur Evaluierung benétigt
wird. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibung sei an dieser Stelle auf Standard Werke
wie [Hen20; Sim93] verwiesen, die hier auch als Grundlage fiir den Abschnitt
dienen.

2.1.1 Maxwell’sche Gleichungen

Die klassische Elektrodynamik wird durch die MaxweLL’schen Gleichungen be-
schrieben. Diese wurden im Jahre 1837 von James Clerk MAXWELL in ,,A treatise
on electricity an magnetism* [Max73] veroffentlicht. Dieses System von parti-
ellen Differentialgleichungen beschreibt das makroskopische Verhalten elektro-
dynamischer Vorginge und ermoglicht eine deduktive Behandlung dieser. Die
MaxweLL’schen Gleichungen seien wie in der Literatur [Hen20; Sim93] so iib-
lich, axiomatisch an den Anfang gestellt. Fiir Flichen A mit Berandung dA und
Volumen V mit Berandung 9V lauten sie fiir einfach zusammenhingende Fliachen
und Volumina in integraler Schreibweise:
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9§E(r f)-ds = —% fé(?, 1) - da, 2.1)
0A A

56 A1 - ds = f (aD;f S0 t)] dA, 22)
0A A

56 D 1) -dA = f o(7 0dV, (2.3)
ov 14

95 Btr) - dA =0 2.4)
ov

mit den wie folgt benannten Vektoren: elektrische Feldstdirke E , dielektrische Ver-
schiebung 5, elektrische Stromdichte J , magnetische Feldstirke H , magnetische
Flussdichte B und elektrische Raumladungsdichte o. Mit Hilfe des Satz von Sto-
KEs und Satz von Gauss lassen Sich die MaxweLL’schen Gleichung auch in Diffe-
rentieller Form angeben:

0

VxER 1) = "EE(?’ 0, (2.5)
V x H f) = 2/:3(?, N+ J(@# 1), (2.6)
V-D@® 1) = o 1), (2.7)
V-B# 1) =0. (2.8)

Bei der elektrischen Stromdichte J sei darauf hingewiesen, dass sie sich aus der
Leitungsstromdichte J;, der eingeprdgten Stromdichte J, und der Konvektionss-
tromdichte J;, = o1 (7, V(7 ) die durch bewegte Ladung o; hervorgerufen wird,
zusammensetzt:

J# 0 =10+ 130+ Ju® o). (2.9)

2.1.2 Materialbeziehungen

Um die MaxweLL’schen Gleichungen zu vervollstindigen, bendtigt es noch die
Verkniipfung der elektrischen Grofien E, D und J;, sowie die Verkniipfung der
magnetischen Grolen H und B untereinander. Fiir den Fall im Raum ruhender
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Materialien kénnen die Materialgleichungen mit Hilfe der Vektoren Bund M, die
elektrische Polarisation und Magnetisierung beschreiben, im allgemeinen Fall
angegeben werden als:

D(t) = eoE(7 1) + P, 1), (2.10)
B, 1) = uoH# 1)+ M®, 1), (2.11)
57,0 = kE@ ). (2.12)

Dabei beschreiben gy und y die Permittivitdt und Permeabilitit des Vakuums.
Die elektrische Leitfahigkeit ist angegeben als «. Fiir den Fall, dass es sich um
lineare, frequenzunabhingigen und nicht dispersive Materialien handelt, erhilt
man die vereinfachte Form der Materialbeziehungen:

D =5, E, (2.13)
B = popi, H, (2.14)
7, =kE. (2.15)

Die Materialspezifischen Tensoren zn /f und & lassen auch anisotrope Materialien
zu, indem jeder Raumrichtung ein spezifischer Materialwert iiber den Tensor zu-
geordnet werden kann. Ist der Tensor kein Diagonaltensor, kann eine Komponente
des elektrischen Feldes (z. Bsp. E;) von einer anderen rdumlichen Komponente
der dielektrischen Verschiebung (z. Bsp. D,) abhingig sein. Im Falle von isotro-
pen, homogenen und linearen Material konnen die Diagonaltensoren durch eine
skalares €, u, und « ersetzt werden.

2.1.3 Stetigkeitsbedingungen

An Materialgrenzen, gleich ob sich Permittivitit, Permeabilitit oder elektrische
Leitfihigkeit indern, miissen Stetigkeitsbedingungen erfiillt werden. Eine Ande-
rung von Permittivitidt und elektrischer Leitfahigkeit stellen eine Anforderung an
die elektrischen Feldkomponenten und eine Anderung der Permeabilitit an die
magnetischen Feldkomponenten. Die Stetigkeitsbedingungen kénnen direkt aus
den MaxweLL’schen Gleichungen (2.1-2.4) unter Verwendung einfacher Beispie-
le hergeleitet werden [Hen20; Sim93]. Mit der Notation, dass /7 der Normalenvek-
tor der Fldache an der Materialgrenze Q ist, die die Gebiete 1 und 2 voneinander
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trennt, lassen sich die Stetigkeitsbedingungen angeben als:

i x (Ea - 12“1)|Q -0, (2.16)
(B2 = Dy)| = 6o (2.17)
ii x (H> - H(l)|Q e (2.18)
i-(B-B)| =0 (2.19)

Die Fliachenladungsdichte ist definiert als ¢, und der Flichenstrom als K. Diese
treten nur in Fillen auf, wo mindestens einer der Halbrdume eine Leitfahigkeit
besitzt oder die Flichenladungsdichte bzw. der Flichenstrom direkt eingeprigt
wird. Fiir ¢, = 0 und K = 0sind dementsprechend die Normalkomponenten von
D und B sowie die Tangentialkomponenten von E und H an der Materialgrenze
stetig.

2.1.4 Energie

Die elektrische und magnetische Energiedichte lassen sich mit den folgenden all-
gemeingiiltigen Ausdriicken angeben:

wezfﬁ-dﬁ, w,,,zfﬁ-dé. (2.20)

Die Gesamt Energie in einem Gebiet wird ermittelt, indem man iiber die entspre-
chende Energiedichte in dem Volumen integriert:

Wesze dv, Wm=me dv. 2.21)
v

14

Im linearen Fall kann die gesamte Energie angegeben werden als

W= f % (elE@P +pIH@P) V. (2.22)
\%4

2.1.5 Die Wellengleichung

Ausgehend von der ersten und zweiten MaxweLL’schen Gleichung in differentiel-
ler Form (2.5) und (2.6), sowie der Voraussetzung, dass die Materialien linear und

10
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zeitinvariant sind, kann eine Wellengleichung fiir das elektrische Feld hergeleitet
werden.

Inhomogene Wellengleichung

Fiir die Materialbeziehungen gilt hier, dass B= uop,ﬁ = ,uﬁ s D= sosrf = ¢F
und J = J, + «E sind. Durch Umstellen von Gleichung (2.5) nach der magneti-
schen Feldstérke und einsetzen dieser in Gleichung (2.6) erhélt man die allgemei-
ne inhomogene Wellengleichung fiir das elektrische Feld:

Vx-— VXE(rt)+K E(r t)+ea E(r t)——ﬁ](r 1. (2.23)

Homogene Wellengleichung

Mit der Voraussetzung, dass die Materialien homogen und verlustlos (k = 0) sind,
keine eingeprégten Strome (.7@ = 0) und keine Ladungen (p = 0) vorhanden
sind, kann die inhomogene Wellengleichung in die homogene Wellengleichung
tiberfithrt werden. Der LapLace-Operator ist gegeben als

AE:V(Vxﬁ)—VxVxE. (2.24)

Damit ergibt sich fiir das elektrische Feld unter Beriicksichtigung der Ladungs-
freiheit:
VxVxEF 1) =V (V- E#)-AEF 1. (2.25)

————
=p=0

Mit diesen Voraussetzungen erhélt man die homogene Wellengleichung fiir das
elektrische Feld

= 82 =
AE(.0) = epz5EF0 =0 (2.26)

mit der Ausbreitungsgeschwindigkeit der Welle ¢ = 1/ +/eu.

Zusammenhang Zeit- und Frequenzbereich

Um in der Darstellungsform der Felder zwischen Zeitbereich und Frequenzbe-
reich zu wechseln, kann ein zeitharmonischer Ansatz gewéhlt werden. Hier ex-
emplarisch fiir das elektrische Feld mit

E@F,1) = E(7) cos(wt - kz - ¢) = R [E(Pe ) (2.27)

11
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angegeben. Bei E(7) handelt es sich um eine komplexe und zeitunabhingige Am-
plitude, die auch als Phasor bezeichnet wird. Der Phasenwinkel ¢ im Zeitbe-
reich ist im Frequenzbereich in der komplexen Amplitude des elektrischen Feldes
E('_‘)) = Ee/* enthalten. Fiir den Fall, dass die Felder geddmpft sind, erhélt man
eine komplexe Kreisfrequenz w = w — ja mit der Dampfungskonstanten a.

Inhomogene Helmholtz-Gleichung

Wird als Ausgangspunkt zur Herleitung der (homogenen sowie inhomogenen)
Wellengleichung die MaxweLL’schen Gleichung im Frequenzbereich verwendet,
so kann die inhomogene HeLmuoLrz-Gleichung angegeben werden als

AE(P) ~ joukE(P + epw’E(7) = 0. (2.28)

Homogene Helmholtz-Gleichung

Die inhomogene Wellengleichung kann fiir homogene Materialien, Verlustlosig-
keit k = 0 und bei Abwesenheit von eingeprigten Stromen (J, = 0) in die homo-
gene, vektorielle HELmHorTz-Gleichung tiberfiihrt werden:

> Y w 2
AE® + KRE) = 0 mit & = (?) : (2.29)

Die Materialkoeffizienten werden als su = 1/c? zusammengefasst.

2.1.6 Lésung der Helmholtz-Gleichung — Ebene Wellen

Die HeLmHorTz-Gleichung besitzt unendlich viele Losungen. In kartesischen Ko-
ordinaten konnen als einfachste Losung ebene Wellen angesetzt werden. Mit dem
Phasor der elektrischen Feldstirke

E() = Epe* 78, und KPR = &2 (2.30)

mit dem Wellenvektor £ der senkrecht auf dem elektrischen Feld mit Richtung
é; steht und der Amplitude E,. Betrachtet man die Phasenfronten, so bilden die-
se Ebenen im Raum, deshalb die Namensgebung ebene Welle. Des Weiteren sind
ebene Wellen beliebig superpositionierbar, wodurch auch komplexere Felder durch
die Superposition eine Vielzahl ebener Wellen dargestellt werden konnen. Das

12
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S dy| dy| d, d

Ee+H_> Ez+H_) E6+H_) — > |— —

—|—|— —
E X E’, — ||« «—
) & &) L,
g1 | & y z & [€1]€2]€1 el y z
(a) Reflexion einfache Schicht (b) Reflexion mehrfach Schicht

Abbildung 2.1: (a) Reflexion ebener Wellen an einer einfachen Materialschicht
und (b) an einer mehrfachen Schicht mit periodischer Anordnung
des Materials.

elektrische und magnetische Feld sind iiber den Wellenwiderstand Z wie folgt
verkniipft:

EM=z(HPx&) mit k=kd und Z= \/g (2.31)

Es gibt Spezialfille bei gefithrten Moden, die als transversal elektrisch (TE) und
transversal magnetisch (TM) bezeichnet werden. Diese Losungen zeichnen sich
dadurch aus, dass sie ausschlieflich in transversal zur Ausbreitungsrichtung die
jeweils genannte Feldkomponente besitzen. Im Fall von TE verschwindet die
Komponente der elektrischen Feldstédrke in Ausbreitungsrichtung und im Fall von
TM verschwindet die Komponente der magnetischen Feldstédrke in Ausbreitungs-
richtung.

2.1.7 Reflexion Ebener Wellen

Die Beschreibung der Reflexion von elektromagnetischen Wellen an Grenzfla-
chen kann in der Regel sehr komplex werden. Sie ist von den Materialien, der
Form der Grenzfliache sowie dem Einfallswinkel und Polarisation der einfallenden
Welle abhingig. Es gibt Probleme mit einer oder mit mehreren Grenzschichten,
die sich auch periodisch wiederholen konnen. Um die wichtigsten Parameter und
das grundlegende Prinzip einzufiihren, werden hier einfache Beispiele verwendet.
Zunidchst wird eine einfallende ebene Welle Ee die in x-Richtung polarisierte ist,
mit Ausbreitung in z-Richtung betrachtet. Diese trifft auf den Materialsprung von
&1 und &, skizziert in Abb. 2.1(a).

13
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Das gesamte elektrische und magnetische Feld im Teilbereich 1 mit g setzt
sich jeweils aus den einfallenden Wellen £, H, und der reflektierten Wellen £, H,
zusammen:

E =E,+E =E (e +rethd)e, (2.32)
= = = E : .
Hy=H, +H, =22 (/= reth)a, (2.33)

angegeben mit der Material spezifischen Wellenzahl k; = w Jio€o€1 und der Im-
pedanz Z; = +/uo/(go€1). Dabei werden Wellen die in positive z-Richtung laufen
mit —jk;z und in negative z-Richtung laufende Wellen mit + jk;z im Exponenten
der Exponentialfunktion gekennzeichnet. Die Felder im zweiten Teilbereich mit
& entsprechen dem transmittierten Feld. Mit der Wellenzahl k; = w +/uo&o&; und

der Impedanz Z, = +/ug/(&p&2) erhilt man:

E, = E, = Ejre %%, (2.34)
= = E .
H =H = E_zte—-/kzzzy, (2.35)

Mit Hilfe der Stetigkeitsbedingungen aus Abschnitt 2.1.3 lassen sich der Faktor
fiir Reflexion » und Transmission 7 in Abhingigkeit der Wellenimpedanzen ange-
geben mit:
Zz - Z] 2Z2
r=—-——- und t= ——.
Zr+ 7 L+ 7,

Liegt eine Mehrfachschicht vor, bei der sich zwei Materialien periodisch wieder-
holen, siehe Skizze in Abb. 2.1(b), konnen Reflexion und Transmission iiber dqui-
valente Leitungsersatzschaltbilder bestimmt werden, fiir Niheres siehe [VP19].
Fiir den Spezialfall, dass es sich um 4/4 Schichten handelt und der Einfall ortho-
gonal zur Grenzschicht ist, gelten einfachere Beziehungen, die sich in geschlos-
sener Form angeben lassen. Der BraGg-Reflektor, der im Bereich der Optik an
verschiedenen Stellen Anwendung findet, besteht aus eben solchen 1/4 Schich-
ten. Die Schichten seien mit dem Index i durchnummeriert. Fiir die Schichtdicke

(2.36)

gilt dabei d; = 7— mit ky; = ko \/n? — n? sin*(¢) und der Schichtwiderstand kann
angegeben werden als:

V4 k
Zyi = ZikE mit Zig = 2 /ﬂ (2.37)
ZH_] kxi €0

14
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Der Reflexionskoeffizient kann nun mit Hilfe der Wellenimpedanz Z, der ersten
Schicht, die man durch Transformation aller andere Wellenimpedanzen an den
Anfang erhilt, angegeben werden als:

_ Z,—Zig
Za +ZlE.

Fiir Reflexionen, deren Einfall nicht orthogonal zur Materialgrenze ist, muss der
Einfallswinkel ¢ beriicksichtigt werden. Des Weiteren muss die Polarisation der
einfallenden Welle beachtet werden, so unterscheidet man zwischen dem Fall der
parallelen und senkrechten Polarisation. Fiir mehr Informationen sei der Leser auf
[Hen20; Sim93] verwiesen. Dort werden auch Spezialfille wie totale Reflexion
und der BREwsTER-Winkel beschrieben.

(2.38)

re

2.1.8 Wellengleichung in Zylinderkoordinaten

Fiir den verlustfreien Fall (x = 0), ohne Raumladung (o = 0) und mit konstan-
tem Material (g und ), erhilt man nach Abschnitt 2.1.5 die Wellengleichung in
Zylinderkoordinaten:
. PE
AE + ue i +u Pyl 0. (2.39)
Hier ist der vektoriellen LapLace-Operator in Zylinderkoordinaten wie folgt an-
gegeben:

AE(p"’O’Z)_( o oo Pag a2 pPoe o

(62E¢ L VOB 1 &E, .\ & E, L 29 E
dp* p dp  p*ogr 9 p*dp  p?

(82EZ . 13E, . 1 &E, N 62Ez)a

dp* pop p?og* 0 )

&#E, 10E, 10°E, O°E, 2 0E, E,))

Fiir Spezialfille kann der vektorielle LapLAcE-Operator vereinfacht werden, zum
Beispiel im nachfolgend beschriebenen Zylinderhohlleiter oder auch fiir den Zy-
linderresonator.

Der Zylinderhohlleiter

Der Zylinderhohlleiter besitzt den Radius r, die Winde sind aus perfekt elektrisch
leitendem Material (PEC) mit k — oo. Es kann gezeigt werden, dass die Aus-

15
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PEC PEC

(@ (b)

Abbildung 2.2: Skizze eines (a) Zylinderhohlleiters und (b) Zylinderresonators
aus perfekt elektrisch leitendem Material (PEC) mit k — oo.

breitung einer Welle in z-Richtung durch die skalare Wellengleichung mit dem
Potential A, zur Losung angesetzt werden kann als [Hen20]:

A(A.2) + k> (A.2.) = 0. (2.41)

Mit dem Ansatz E = V X A konnen die transversal elektrische (TE) Moden und
mit H = V x A die transversal magnetischen (TM) Moden berechnet werden. Da
das Vektorpotential A ausschlieBlich eine z-Komponente besitzt, kann der vekto-
rielle LapLace-Operator fiir Zylinderkoordinaten aus Gleichung (2.40) vereinfacht
werden zu:

PA, 10A, 1 0°A.  BPA.
.= +o—t+ =+
z 02 p dp  p? dg? 072

+ kZAZ) 2, =0. (2.42)

Mit dem Produktansatz nach BernouLLr und der Trennung der Variablen erhilt
man die BesseL’sche Differentialgleichung, mit der Losung fiir das Vektorpoten-
tial

Ao .2 = Itk i 243

und damit das elektrische Feld der TE-Mode
{ —C%Ju(Kp) sin(mep)e k= }
E= .

—CKJ' (Kp) cos(mgp)e k=

A (2.44)
0

Hier ist m die Modenordnung in azimutaler Richtung und k, = Vk2 - K2
= Jw?ue — K2 die Dispersionsbeziehung. Nicht nur die azimutale o-Komponente

16
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hingt von m ab, sondern auch die radiale Komponente. Diese ist durch K mit &,
und m (iiber die Separationsbedingung) verkniipft. Die Phasenfront und die Am-
plitude des Feldes werden durch die BesseLfunktion verdndert. Dies ist bedingt
durch die Zylinderkoordinaten, dass unabhidngig vom Radius, immer dieselbe
Leistung pro Fliche flieSt. Die Cutoff Frequenzen fiir TE,,, und TM,,, Moden,
mit Ordnung m fiir die azimutale und Ordnung 7 fiir die radiale-Richtung, kénnen
angegeben als:

c C
fcut,TEm_,, = J;n,n? fcut,TMm_,, = ]m,n (245)
2rtr 2rr

mit der Lichtgeschwindigkeit ¢, dem Radius des Zylinderhohlleiters r, J,,, der
n’ten Nullstelle der Besselfunktion mit Ordnung m und J;, , der n’ten Nullstelle
der 1. Ableitung der Besselfunktion mit Ordnung m. Die TE und TM Moden mit
denselben Indices besitzen unterschiedliche Cutoft-Frequenzen.

Der Zylinderresonator

Ein Zylinderresonator ergibt sich, indem man den Zylinderhohlleiter in Ausbrei-
tungsrichtung an den Stellen z = 0 und z = /& mit einer Wand aus PEC abschlief3t.
Hier kann eine hin- und eine riicklaufende Welle angesetzt werden. An Deckel
und Boden des Zylinderresonators tritt Reflexion auf. Bei den ausbreitungsfi-
higen Moden handelt es sich um stehende Wellen, die an diesen jeweils einen
Feldknoten besitzen. In radialer und azimutaler Richtung ist das Feld identisch
mit dem des Rundhohlleiters. Wenn das Feld in der Querschnittebene als EzD
angegeben wird, kann das gesamte Feld als

Ep..2) = Eap(p. @) (67 — e7/%) = Explp, @)(—-2j)sin(k:)  (2.46)

angegeben werden. Die Resonanzfrequenz fiir TE und TM Moden sind wie beim
Hohlleiter unterschiedlich:

7 2 2
(&) Jm,n (Pﬂ )2 (&) Jm,n (Pﬂ )2
cu = 5 ) Jeu = e —_— 2.47
Jeur TE,,,., o ( . ) + h Jeut ™™, o . + h ( )

und p gibt die Ordnung der Mode in z-Richtung an.

2.1.9 Felder in rotationssymmetrischen Anordnungen

Unter rotationssymmetrischen Anordnungen versteht man Anordnungen in Zy-
linderkoordinaten, die keine Abhingigkeit von der azimutalen Richtung ¢ auf-
weisen. Auf Grund der Separierbarkeit der MaxweLL’schen Gleichungen lésst
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sich die allgemeine Losung als Superposition unendlich vieler Moden darstellen
[Wei77; Rie89; Deh93; Fis14; Kirl6]. Dieser Abschnitt orientiert sich dabei an
der eben genannten Verdffentlichung von WEILAND, sowie den Dissertationen von
vaN RIENEN, DEHLER, FiscHER und KirscH. Diese Superposition entspricht einer
Fourierreihenentwicklung beziiglich der azimutalen Richtung ¢. Hier exempla-
risch fiir das elektrische Feld angegeben:

Ep.p.zn = Ex(p.z1)costmg) + Ey (p.z.0)sin(mg) (2.48)

m=0
Esist ¢ € [0, 2] und m die azimutale Modenordnung. Die Fourier-Koeffizienten
konnen angegeben werden als:

2
>( 1 -
E90, 20 = — f E(p, ¢, 2, 1) cos(my)dep, (2.49)
" 0
| 2r
B0, 20 = - f E(p, ¢,z 1) sin(mg)dg, (2.50)
0

mit den hochgestellten Indices g und u fiir die gerade und die ungerade Losung,
Vin = 2m fir m = 0 und v, = r fiir m # 0. Diese Darstellung lisst sich analog auf
die anderen FeldgroBen iibertragen. Fiir m = 0 ergibt sich die Monopolmode und
fiir m > 0 ergeben sich Moden hoherer Ordnung. Diese werden unterschieden
in TE und TM Moden. Als TE-Mode werden Moden mit Feldanteil E,, E,, H,
und als TM Moden mit Feldanteil H,, H,, E; bezeichnet. Zusitzlich muss die
Polarisation beachtet werden. Fiir das elektrische Feld in p-z-Koordinaten kann
der Arbeit von DeHLER [Deh93] folgende Darstellung entnommen werden:

{Ep(P, @2 t)] 22: i {Ef)m(:"’ 2) cos(my — ai)]

Ey(p,¢,2,1) E, ,(p, 2) sin(my — ;) 2.51)
i=1 m=0

E.(p,¢.2,1) E! . (p,2) cos(myp — a;)

mit &y = 0 und ap = /2.

2.2 Resonatoren in der Optik

Resonatoren in der Optik werden verwendet um monochromatisches Licht mit
hoher Intensitit zu erzeugen. Sie konnen unterschiedlicher Bauformen sein, ab-
hingig von der Anwendung. In Lasern werden die Kavititen iiblicherweise durch
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zwei gegeniiberliegende Spiegel gebildet. Innerhalb dieser befindet sich das ak-
tive Material und durch die hohen Feldintensititen kann dort die Schwelle zur
stimulierten Emission iiberschritten werden. Um eine spezifische Wellenldnge zu
emittieren, ist der Spiegel in Abstrahlungsrichtung bei dieser teilweise durchlis-
sig. Das kann durch die Verwendung von DBR-Spiegeln (aus dem engl. fiir Dis-
tributed Bragg Reflector) erreicht werden [KL66; YY07; VP19].

Resonatoren, die whispering-gallery Moden (WGM) fiihren, konnen beispiels-
weise als Microdisc, sphérischer Resonator oder auch als Ringresonator realisiert
werden. Diese Moden besitzen einen hohen Giitefaktor und eine hohe Finesse. Sie
werden als Laserresonatoren, als Filter, zur Bestimmung von Materialparametern
und als Sensoren verwendet [HOY 13; VD20].

Fiir alle Bauformen sind besonders die sich einstellende Resonanzfrequenz, die
Giite und die zugehorige Feldverteilung von Interesse. Des Weiteren kann das
transiente Verhalten interessant sein.

Dieser Abschnitt beginnt mit der Erlduterung allgemeiner Konzepte, die in ver-
schiedensten Resonatoren in der Optik zum Einsatz kommen: Resonatoren aus
perfekten Spiegeln, GauB3strahl und -moden, DBR-Spiegel, WGM und die Giite
von Resonatoren. Im Anschluss werden der VCSEL und die Microdisc eingefiihrt
und die grundlegende Funktionsweise unter Verwendung der zuvor genannten
Konzepte zusammengefasst. Die beiden Bauteile dienen in der spéteren Auswer-
tung als Anwendungsbeispiele, siche Kapitel 6.

2.2.1 Grundlegende Konzepte
Resonatoren aus perfekten Spiegeln

Die einfachste Anordnung ist ein FaBry-PErOT-Resonator. Dieser besteht aus zwei
im Abstand L gegeniiberliegenden, geraden Spiegeln, skizziert in Abb. 2.3(a). Die
folgenden Beschreibungen sind [KL66; KS08] entnommen, dort finden sich auch
Losungen fiir weitere Anordnungen. Gerade Spiegel sind in der Realitét nicht so
einfach produzierbar. Kleine Abweichungen kénnen zu einem schnellen Anstieg
an Verlusten fithren [Kne+20]. Deshalb werden oft konfokale Resonatoren mit
Kriimmungsradius R verwendet, siche Abb. 2.3(b) und 2.3(c). Fiir diese Resona-
toren kann der Resonator Parameter g; angegeben werden als:

L
gi=1- T mit i = {1,2}. (2.52)

1
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(a) (b) (©

Abbildung 2.3: Resonatoren aus zwei gegeniiberliegenden, perfekten Spiegeln
mit Abstand L, Durchmesser D und unterschiedlicher Form. Mit
geraden Spiegeln, auch als FABrRy-PEroT-Resonator bekannt in (a),
einem geraden und einen gekriimmten Spiegel mit Kriimmungs-
radius R, in (b) und zwei gekriimmten Spiegeln mit Kriimmungs-
radien R; und R, in (c).

Fiir gerade Spiegel wird der Kriimmungsradius mit ® — oo angegeben. Diese
Resonatoren kdnnen durch entsprechende Ersatzanordnung von optischen Linsen
dargestellt werden. Ublicherweise werden diese mit Hilfe von Strahlen-Transfer
Matrizen beschrieben. Daraus erhélt man das Stabilitétskriterium fiir die aus zwei
Spiegeln bestehenden Resonatoren zu:

0<gigr <l (2.53)

Fiir den FaBry-PErOT-Resonator konnen die Resonanzfrequenz f,.; und die Pha-
senéinderung fiir den einmaligen Durchlauf des Resonators ¢, angegeben werden
als:

Vph 2rL

= qi und ¢q =nq = /lres . (254)

fre.v

Hier entspricht g der longitudinalen Modenordnung, v,;, der Phasengeschwindig-
keit und A,.; der Resonanzwellenlinge. Die Phasengeschwindigkeit ist definiert
als das Verhiltnis von Kreisfrequenz w zu Wellenzahl k als v, = w/k. Die Reso-
nanzwellenldnge kann mit der Resonanzfrequenz iiber die Lichtgeschwindigkeit
verkniipft werden als A5 = ¢/ fres-
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R

Abbildung 2.4: Schematische Darstellung der Intensitét des elektrischen Feldes

E fiir einen GauBstrahl innerhalb eines Resonators mit perfekten
Spiegeln, deren Kriimmungsradien an die Kriimmung des Gauf3-
strahls angepasst sind. Mit Abstand der Spiegel L, dem ortsabhén-
gigen Kriimmungsradius R(z) und den Radien der Spiegel R| und
R,; sowie der minimalen Strahltaille wy und der Ortsabhiingigen
Strahltaille w(z), die den Abfall der maximalen Feldstirke E auf
Ey/e markiert. Der Offnungswinkel des Gauf3strahls wird mit ®
angegeben. Die Abb. ist in Anlehnung an [VP19].

GauBstrahl und GauBmoden

Fiir die konfokalen Resonatoren aus Abb. 2.3(b) und 2.3(c) miissen die sich ein-
stellenden Feldlosungen néher betrachtet werden, um die Resonanzfrequenz und
Feldverteilungen zu ermitteln. In zylindrischen, konfokalen Resonatoren, die in
radialer Richtung offen sind, stellen sich Moden mit einem Gauf3profil ein. Das
Profil eines solchen GauBstrahls sei im Langsschnitt in Abb. 2.4 skizziert. Dieser
Abschnitt orientiert sich an [KL66; YYO07; VP19]. Dort sind auch detailliertere
Angaben zur Herleitung gemacht, sowie die Losung in Zylinderkoordinaten an-
gegeben.

Die Feldverteilung erhélt man durch Losen der HELmuoLTZ-Gleichung
AE + I2(PDE = 0. (2.55)

Fiir eine lineare Polarisation des elektrischen Feldes, zum Beispiel in x-Richtung
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2 Physikalische Grundlagen

kann das elektrische Feld mit Hilfe der Ansatzfunktion £ = ¥(x,y, 2)e % an-
gegeben werden. Die Feldamplitude variiert dabei nur langsam in Bezug auf z,
sodass die Ableltung Vernachlas51gt werden kann, die Gleichung vereinfacht
sich zu: a2ky 2w o

) 6 - —2Jjk prl 0. (2.56)
Eine Losung der Gleichung ist die Funktion

g = PR+ 57) mit 2= 4y (2.57)

Es bezeichnet P(z) die komplexe Phasenverschiebung und q(z) die Anderung
der Feldintensitdt. Die Grundmode der Resonatoren entspricht einem kohéren-
ten Lichtstrahl mit gauBformigem Intensititsprofil und stellt {iblicherweise die
Losung von Interesse dar. Es gibt auch Moden hoherer Ordnung, die hier nicht
weiter von Bedeutung sind. Um die Grundmode beschreiben zu konnen werden
die reellen Strahlparameter R und w in Abhéingigkeit des komplexen Strahlpara-

meters q eingefiihrt:

1 1 A

=i 2.58

PR (2.58)
Dabei beschreibt R(z) die Kriimmung der Wellenfronten und w(z) die Strahltaille
des elektrischen Feldes in Ausbreitungsrichtung entlang der z-Achse. Die beiden

Parameter sind wie folgt definiert:

/l 2
w’(z) = wi |1+ (E (2.59)
0
w2\
RGE) =z {1 + [T;) (2.60)

Hier ist wy der minimale Radius der Strahltaille. Der Offnungswinkel fiir das
Fernfeld kann angegeben als ® = 7%0 Fiir die elektrische Feldkomponente in
x-Richtung ergibt sich

- ﬂ%e(_"'k"”(“z"r‘%’)” i )25 2.61)
w(z)

Fiir eine linear in x-Richtung polarisierte GauBmode kann das Feld in rotati-

onssymmetrischen Koordinaten genau durch die Modenordnung m = 1 darge-

stellt werden. Dies wird bei ndherer Betrachtung der Gleichung (2.51) offensicht-

lich, denn fiir m = 0 erhilt man ein Feld, dass in radiale Richtung weist. Erst

—X
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2.2 Resonatoren in der Optik

durch die Verwendung von m = 1 erhilt man durch Kombination der p- und ¢-
Komponenten ein Feld das rein in x-Richtung polarisiert ist.

Die Resonanzfrequenz fiir einen Resonator mit konfokalen Spiegeln kann in
Zylinderkoordinaten angegeben werden als [KL66]:

2p+1+1 L L
Soig = ;—2 [q + % arccos[\/(l - ﬁ)(l - m_z)}] (2.62)

mit der azimutalen und radialen Moden Ordnung p und /, sowie der Anzahl hal-
ben Wellenldngen in Ausbreitungsrichtung innerhalb des Resonators g. Fiir die
Grundmode gilt hier p = 0,/ = O und g > 0. Ist einer der Spiegel eben, so wird
der entsprechende Kriimmungsradius R — co gewdhlt.

DBR-Spiegel

Der DBR-Spiegel besteht aus sich abwechselnden diinnen Schichten von Materi-
al mit unterschiedlicher Brechzahl n; und n,. In der Regel betrigt die jeweilige
Schichtdicke 1/4. Trifft eine ebene Welle auf dieses periodische Material, so fin-
det an jeder Grenzschicht erneut Reflexion und Transmission statt. Dabei erfahrt
die Welle an der Grenzfliche vom hoheren zum niedrigeren Brechungsindex ei-
ne Phasendrehung um 4/2. Da beide Schichten je 1/4 dick sind, interferiert die
reflektierte Welle genau destruktiv mit der Einfallenden. Fiir von A abweichende
Wellenlidngen ist dies nur bei vielfachen von A der Fall. Eine nédhere Beschrei-
bung dazu ist bereits in Abschnitt 2.1.7 zu finden. In [YYO07] ist die Funktions-
weise des DBR-Spiegels ausfiihrlich beschrieben, die wichtigsten Aspekte daraus
sind im Folgenden zusammengefasst. Innerhalb des DBR-Spiegels stellt sich eine
sogenannte Bloch-Welle als Losung ein. Fiir diese gilt, dass sie fiir Frequenzen in-
nerhalb der photonischen Bandliicke exponentiell geddmpft wird, was einer eva-
neszenten Welle entspricht. Frequenzen aufierhalb der photonischen Bandliicke
konnen sich ungehindert ausbreiten. Der Reflexionsgrad innerhalb der Bandliicke
ist zusitzlich von der Anzahl der Schichten abhingig und nimmt mit steigen-
der Anzahl an Schichten zu. Der Reflexionsfaktor kann nach Gleichung (2.38)
bestimmt werden. Das Verhiltnis der Mittenfrequenz wy zu der Breite der photo-
nischen Bandliicke Aw ist definiert als:

ny —n

) (2.63)

4 . _
Aw = wy— sin 1
T ny +ny

mit den alternierenden Brechzahlen n; und n,. Fiir sehr kleine Unterschiede in den
Brechzahlen erhilt man eine besonders schmale Bandliicke. Somit ist es moglich
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Spiegel zu entwerfen, die nur sehr schmalbandig bei einer Frequenz reflektieren,
wobei der Grad der Reflexion und Transmission durch die Wahl der Anzahl an
Schichten gesteuert werden kann. Diese Eigenschaft wird in der Optik benutzt:
Es lassen sich optische Kavititen bauen, die eine bestimmte Resonanzfrequenz
besitzen, jedoch trotzdem einen kleinen Anteil bei eben dieser Frequenz abstrah-
len. Frequenzen, die auflerhalb der Bandliicke liegen, sehen keinen Spiegel und
werden somit nicht im Resonator angeregt.

Whispering-gallery Moden

Der Abschnitt zu WGM orientiert sich an [HOY13; VD20]. Diese speziellen Fel-
der treten in Folge von totaler Reflexion innerhalb sphérischer oder zylindrischer
Geometrien auf, die nach einem vollen Umlauf positiv interferieren. Dabei kon-
zentriert sich das Feld am Rand der Struktur und ,kriecht” an dieser entlang.
Dieses Phinomen wurde erstmals von RayLEiGH fiir akustische Wellen in [Ray96]
verdffentlicht. Dass diese Moden ein hohes Potential fiir Bauteile in der Optik
darstellen, wenn man sie in dielektrischen Strukturen anregt, beschrieb erstmals
RicaTt™MEYER in [Ric39].

Heute werden WGM Resonatoren in der integrierten Optik sowie in der Biosen-
sorik eingesetzt und lassen sich in zwei Gruppen einteilen. Zum einen Mikro-
kugeln, Mikroblasen und Mikroflaschen, die zum Beispiel durch das Schmelzen
von Glas- oder Polymerfasern hergestellt oder mit Fliissigkeiten realisiert werden
konnen. Zum anderen gibt es Mikroscheiben (im Weiteren bezeichnet aus dem
engl. als Microdiscs), Toroide oder Mikroringe, die als integrierte Komponenten
aus dielektrischen Materialien auf einem Chip hergestellt werden.

In Abb. 2.5 ist in (a) die Totalreflexion am inneren Rand einer runden dielektri-
schen Struktur skizziert und in (b) ist exemplarisch die Feldverteilung der elek-
trischen Feldstiarke einer WGM dargestellt. Um die genannte Totalreflexion zu
erhalten muss die Brechzahl des inneren Mediums grofler sein als die des Au-
Benraumes. Damit zudem konstruktive Interferenz nach einem vollen Umlauf der
Sphire auftritt, muss die Resonanzbedingung

2nrneg = mA (2.64)

erfiillt werden. Hier bezeichnet r den Radius, n.s den effektiven Brechungsin-
dex, m die Modenordnung in azimutaler Richtung und A die Wellenlédnge. Ei-
ne Niherungslosung der Felder und relevanter Grof3e wie Resonanzfrequenz und
Giite sind fiir die unterschiedlichen Bauformen separat zu bestimmen. Alle Bau-
form zeichnen sich in der Regel durch hohe Giiten und ein kleines Modenvolu-
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2.2 Resonatoren in der Optik

(@)

Abbildung 2.5: (a) Schematische Darstellung der totalen Reflexion innerhalb ei-
ner runden Struktur in Anlehnung an [VD20] und (b) exempla-
risches Feldbild des Absolutwertes der elektrischen Feldstérke,
einer whispering-gallery Mode mit azimutaler Ordnung m = 10
und radialer Ordnung p = 2.

men aus. Somit sind hohe Feldintensititen bei kleiner Eingangsleistung moglich.
Die Kopplung erfolgt iiber das evaneszente Feld im Auflenraum, wobei dazu bei-
spielsweise Wellenleiter oder Fasern genutzt werden konnen. Fiir weiter Informa-
tionen sei der Leser an [VD20; HOY13] verwiesen.

Giite von Resonatoren

Eine wichtige GroBe zur Charakterisierung von Resonatoren ist deren Giite Q
(im engl. quality-factor). Diese beschreibt, wie gut eine angeregte Mode in einem
Resonator iiber lange Zeit schwingt. Ublicherweise werden die resonanten Felder
in einer optischen Kavitit durch unterschiedlichste Faktoren geddmpft [YYO07]:

e Absorption und Streuung im Material

e Verlust durch nicht perfekte Reflexion (R < 1)

e Beugungsverluste bei endlich ausgedehnten Resonator Spiegeln
Die Giite ldsst sich allgemein angeben als:

W, espeicher
0 = @ Epeichert. (2.65)
Pverbaucht
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mit der Kreisfrequenz w, der im Feld des Resonators gespeicherten Energie
Weespeichert Und der im Resonator verbrauchten Leistung Pyeprauch:. Beide Gro-
Ben konnen aus dem Feld des Resonators ermittelt werden. Fiir den Fall, dass die
komplexe Eigenfrequenz w,, bekannt ist, wird die Giite wie folgt berechnet:

Q _ R {Qres}

B 28 {Qres} . (266)

2.2.2 Der vertikal emittierende Laser

Der VCSEL (aus dem engl. fiir vertical cavity surface emitting laser) ist eine La-
serdiode, bei der die Abstrahlung senkrecht zum Substrat und der aktiven Zone
erfolgt. Dies ist fiir Laserdioden eine Ausnahme. In der Regel erfolgt die Abstrah-
lung in horizontaler Richtung tiber die Kante. Anwendung finden die VCSEL als
Lichtquellen in den folgenden Bereichen: integrierte photonisch-elektrische Sys-
teme, moderne Kommunikationsnetze, Sensoren und in der medizinischen Dia-
gnose [Kne+20].

Im Jahr 1960 wurde von Mainman der erste Laser vorgestellt [Mai60], kurz darauf
gefolgt von der ersten Laserdiode in 1962 von HaLL et.al [Hal+62]. In den folgen-
den Jahren wurde diese erheblich verbessert, zum Beispiel durch die Nutzung von
Quantenfilmen unter der Verwendung von GaAs/AlGaAs fiir das aktive Material
in 1974 [DWH74] und die Verwendung von DBR-Spiegeln in 1975 [VI75]. Als
Veroffentlichung, die als Motivation diente was heutzutage als VCSEL bekannt
ist, wird iiblicherweise auf die Arbeit von Soda et al. aus dem Jahr 1979 [Sod+79]
verwiesen. Bis heute sind VCSEL Gegenstand der Forschung und es gibt unter-
schiedlichste Anwendungsgebiete und darauf optimierte Bauformen. Zum Bei-
spiel werden in der Kommunikationstechnik eine hohe Integrationsdichte, eine
grofle Bandbreite und gleichzeitig niedrigen Energiekosten benétigt, die mit VC-
SEL als Lichtquellen erreicht werden konnen [Mor+21]. Auch im Bereich der 3D
Sensorik wie Lidar sind VCSEL als Quellen vertreten [Xia+21]. Diese Beispiele
sind hier exemplarisch genannt fiir die heute weit verbreitete Lichtquelle.

Aufbau und Funktionsweise

Der Aufbau eines VCSEL ist in Abb. 2.6(a) skizziert. Die Beschreibungen ori-
entieren sich an [YY07; Kne+20]. Das Kernstiick bildet die Kavitit in der Mitte
der Struktur die mehrere Quantenfilme aus aktivem Material beherbergt. Diese
Kavitit ist so ausgelegt, dass in longitudinaler Richtung eine ganze Anzahl an
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halben Wellenldngen der von der aktiven Schicht emittierten Wellenlédnge passen.
Dabei wird iiblicher Weise die Kavitit so ausgelegt, dass das auftretende Intensi-
tatsmaximum mit der Position der Quantenfilme zusammenfzllt. Oben und unten
wird die Kavitit durch DBR-Spiegel begrenzt. Am direkten Ubergang befindet
sich noch eine Apertur, die fiir eine Begrenzung des Lichtstrahls sorgt. Eine ana-
lytische Beschreibung der sich ausbreitenden Gauimode in dieser Kavitit und die
Berechnung der Resonanzfrequenz fiir perfekte elektrische Spiegel wurde bereits
im Abschnitt 2.2.1 zuvor beschrieben und die Resonanzfrequenz ist in Gleichung
(2.62) angegeben.

Die DBR-Spiegel werden mit Hilfe von 1/4 Schichten zweierlei Materialien mit
unterschiedlichen Brechzahlen n; und n, als periodische Struktur realisiert. Die
Funktionsweise wurde im Abschnitt 2.2.1 néher erldutert. Sie werden hier so
ausgelegt, dass ihre Bandliicke sehr schmalbandig bei der Emissionswellenlédn-
ge der Gesamtstruktur liegt. Da nur eine Abstrahlung iiber den oberen Spie-
gel gewiinscht ist, wird der untere Spiegel mit einem R > 99.99% ausgelegt
und der obere Spiegel besitzt in der Regel eine Reflexion im Bereich von ca.
99.97% < R < 99.99%. Der Reflexionsfaktor kann nach Gleichung (2.38) und
der Zusammenhang von Bandbreite und Brechzahl nach Gleichung (2.63) be-
stimmt werden. Somit kann ein Teil des Lichtes iiber den oberen DBR-Spiegel
emittiert werden. Der Strom, der zur Photonengeneration in der aktiven Zone be-
notigt wird, flieBt tiblicherweise direkt tiber die DBR-Spiegel. Um Verluste gering
zu halten werden diese dafiir hoch dotiert. Dabei wird in der Regel der untere n-
und der obere Spiegel p-dotiert. Unterhalb des unteren DBR-Spiegels befindet
sich noch ein Substrat.

Als Grundmode breitet sich wie bereits beschrieben eine Gaumode aus. Die In-
tensitit ist fiir einen Querschnitt in Abb. 2.6(b) skizziert. Es ist zu sehen, dass
das Maximum mit der Lage der Quantenfilme aus aktivem Material zusammen-
fallt. Innerhalb der DBR-Spiegel klingt das Feld exponentiell ab. Man spricht
von einer evaneszenten Mode. Der untere Spiegel besitzt eine grolere Anzahl an
Materialschichten und weist somit eine hohere Reflexion auf. Dies macht sich
in einer hoheren Reflexion im Vergleich zum oberen Spiegel bemerkbar. In der
Regel werden die Strukturen in zylindrischer Bauweise realisiert. Detailliertere
Beschreibungen konnen [YYO07; Kne+20] oder anderen Standardwerken aus dem
Bereich der Optik entnommen werden.
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oberer DBR

L —Quantum Well

Kavitit
Apertur

unterer DBR

Substrat
(@) (b)

Abbildung 2.6: Schematischer Aufbau eines VCSEL in (a) und der sich einstel-
lenden Feldintensitit in (b). Die Abbildungen sind nicht maf-
stabsgetreu und in Anlehnung an Abb. 10.1 aus [Kne+20].

2.2.3 Die Microdisc

Die Microdisc ist ein Resonator aus dielektrischem Material der whispering-
gallery Moden fiihrt. Diese dielektrische Scheibe besteht aus einem Dielektrikum
&; mit Radius r und dicke d. Dabei gilt fiir die Abmessungen beziiglich der Wel-
lenldnge A, dass r > A und d < A ist. Fir das Material gilt, dass &; > g, ist, mit g,
der Permittivitit des Aulenraumes. Die Feldlosung sowie Resonanzfrequenz und
Giite lassen sich bei dieser Anordnung am besten numerisch bestimmen. Unter
bestimmten Voraussetzungen ist auch eine analytische Beschreibung moglich.

Analytische Beschreibung der Feldlosung

Fiir den Fall, dass der Unterschied der Brechungsindexe innerhalb und auflerhalb
der Microdisc grof} genug ist, verhilt sich das Licht in z-Richtung wie in einem
Schichtwellenleiter. Hier wird nur ein Auszug der Herleitung nach [VD20] ange-
geben. Die verwendeten Formulierungen gelten fiir Oberflichenplasmonen. Fiir
den Fall einer quasi-TM polarisierten Welle mit E,, H,,, H, kann das elektrische
Feld angegeben werden als

E() = E.2, = H(p)Z(2)e"¥2.. (2.67)
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mit den Funktionen H(p) und Z(z) und der azimutalen Modenordnung m. Setzt
man diesen Ansatz in die Wellengleichung in Zylinderkoordinaten aus Gleichung
(2.39) ein, erhilt man

1 i 10 1 & m?
H(p) (asz(p) o) 7t ( P ) -0 e
mit der Wellenzahl k = +/g,w/cy. Fiir Lésungen mit m > 0 erhilt man Moden die
sich im Uhrzeigersinn drehen und fiir m < 0 Moden, die sich gegen den Uhrzei-
gersinn drehen. Es gilt fiir die erste Gattung der Besselfunktion mit ganzzahligen
m: J_p(x) = (=1)Y"Ju(x) = Ju(—x). Innerhalb der Microdisc kann die Wellen-
zahl k.g definiert werden. Die p- und z-Abhéngigkeit kann entkoppelt werden in
zwei separate Gleichungen. Fiir die Funktionen H(p) und Z(z) lassen sich fiir den
Bereich innerhalb und au3erhalb der Microdisc Losungsfunktionen ansetzten. Es
ergeben sich fiir die z-Richtung eine gerade und eine ungerade Losung Z, und Z,:

Cie ng“_kzz, z< —% Ce szﬁ_k‘z’z, z< —%
2_12 2_12
Zy2) = CreVita, |z <4 Z;) =1 CreVita, f<4 (269)
Cro VBT, o< d e VEEE, o
mit der vom Material abhdngigen Wellenzahl im inneren Bereich k; = +/giw/c

und im dufleren Bereich k, = +/g,w/c. Die Konstanten C; und C, konnen mit
Hilfe der Stetigkeitsbedingungen ermittelt werden. Fiir die Wellenzahlen gilt im
geraden Fall

d
Je -k = Jek, tan(2 K2 - kgﬁ) (2.70)

und im ungeraden Fall die Bedingung

d
- _ Jiee, cot(5 N kgﬁ). @)

Fiir die p Abhiéngigkeit lassen sich die folgenden Losungen fiir den Bereich in-
nerhalb H; und aulerhalb H, der Microdisc finden

m(keffp) Hl Jmn (kap)
Hi(p) = H,(p) = ——— 2.72
(p) m(ke ) (p) H, ,m(ka g) ( )

mit der Hankelfunktion erster Art H, ,. Wertet man die Stetigkeitsbedingung der
magnetischen Flussdichte am radialen Rand der Microdisc aus, so ergibt sich die
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Gleichung
Ikea®)  H (k%)
fF = kg .
¢ Jm(keff%l) Hl,m(kag)

(2.73)

Die Ableitung der Besselfunktion und der Hankelfunktion werden angegeben als
J"un H’. Aus dieser Gleichung lassen sich w und kg unter Verwendung der Glei-
chungen (2.70) und (2.71) numerisch bestimmen. Damit erhilt man ebenfalls die
analytische Niherungslosung der elektromagnetischen Feldverteilung. Das Vor-
gehen zur Berechnung von quasi-TE polarisierten Moden ist analog.
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Die MaxweLL’schen Gleichungen (2.1)-(2.4) bilden zusammen mit den Materi-
albeziehungen aus Gleichung (2.13)-(2.15) ein System rdumlich und zeitlich ge-
koppelter Differenzialgleichungen, die das Verhalten elektromagnetischer Felder
beschreiben. Fiir einfache Anordnungen lassen sich Problemstellungen analytisch
losen. Fiir komplexere Anordnungen wie dem VCSEL und der Microdisc aus
Abschnitt 2.2 ist auch bei starker Vereinfachung in der Regel keine analytische
Losung der elektromagnetischen Feldverteilung moglich. Seitdem die Rechen-
kapazititen zur Verfiigung stehen, ist es iiblich, Probleme dieser Art mit Hilfe ei-
ner geeigneten numerischen Methode zu approximieren, sodass die Ndherung mit
Hilfe eines Rechners bestimmt werden kann. Seit etwa der zweiten Hilfte des 20.
Jahrhunderts sind solche numerischen Methoden Gegenstand der Forschung und
auch im Einsatz. Hier seien exemplarisch einige Verfahren genannt, wie die Me-
thode der Finite Integration (FIT), die Methode der Finiten Differenzen (FD), die
Methode der Finiten Elemente (FEM) und die Randelemente Methode (BEM).

Im Rahmen dieser Arbeit wird die Methode der Finiten Integration verwen-
det, die auch als Finite Integrations Technik oder FI-Methode bekannt ist. Sie
wurde 1977 von Thomas Weiland eingefiihrt [Wei77] und bis heute weiterentwi-
ckelt. Der Erfolg lésst sich zum Beispiel durch die kommerzielle Nutzung in der
Software CST Studio Suite® [3DS19] belegen. Grundlage der FIT sind diskrete
Gitter-Maxwell-Gleichungen, die in Matrix-Vektor Formulierung vorliegen. Aus
diesen lassen sich alle problemspezifischen Differenzialgleichungen direkt herlei-
ten. Die Vorgehensweise ist dabei analog zum kontinuierlichen Fall. Dies ist ein
wesentlicher Unterschied zu den anderen genannten Methoden, bei denen iibli-
cher Weise die problemspezifische Differenzialgleichung diskretisiert wird.

In diesem Kapitel wird zunéchst in Abschnitt 3.1 auf die Diskretisierung der
MaxweLL’schen Gleichungen, die Materialbeziehungen und die Randbedingung-
en eingegangen. Im Anschluss werden in 3.2 unterschiedliche Verfahren der Zeit-
diskretisierung mit und ohne Leitfdhigkeit vorgestellt. In Abschnitt 3.3 wird in
die Stabilititsanalyse zeitdiskreter Systeme eingefiihrt und die zuvor vorgestellten
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numerischen Zeitbereichsverfahren werden beziiglich ihrer Stabilitdt untersucht.
Zum Schluss wird in 3.4 die Diskretisierung fiir zylindersymmetrische Koordina-
ten erldutert.

3.1 Grundlagen der Methode der Finiten
Integration

Die diskreten Gitter-Maxwell-Gleichungen sind der Ausgangspunkt der Methode
der Finiten Integration. Die Diskretisierung des Rechengebietes mit einem du-
al orthogonalen Gitter ist in Abschnitt 3.1.1 niher erldutert. Danach werden die
Gitter-Maxwell-Gleichungen angegeben und alle GréBen definiert. Die Gleichun-
gen werden vervollstidndigt durch die Angabe der Materialmatrizen in Abschnitt
3.1.3, die fiir jede Kanten-Flichen Beziehung im Gitter bestimmt werden. Fiir
Problemstellungen, die auf einem endlichen Gitter diskretisiert werden, ist die
Behandlung der Rénder von erheblichem Interesse, denn die Wahl der Randbe-
dingung kann wesentlich die Simulation beeinflussen. Ein Uberblick iiber ver-
schiedene Typen von Randbedingung ist in Abschnitt 3.1.4 zu finden. Der Ab-
schnitt orientiert sich an den Arbeiten von ScHUHMANN [Sch99], FiscHer [Fis14]
und Kirsch [Kirl6].

3.1.1 Diskretisierung des Rechengebietes

Das Rechengebiet wird beziiglich seiner raumlichen Ausdehnung auf einen Be-
reich begrenzt, in dem es mit Hilfe eines priméren Gitters G und eines dualen,
orthogonalen Gitters G in kleine Volumina unterteilt wird. Ublicherweise fin-
den kartesische Gitter Anwendung, wie zum Beispiel in der Software CST Studio
Suite® [3DS19].

Aber auch andere Gitterformen, wie Zylindergitter [Deh93; Fis14; Kir16], Drei-
ecksgitter [Rie89] oder nicht-orthogonale Gitter [Sch99] sind moglich. Dies ist
insbesondere dann vorteilhaft, wenn die Struktur und seine Materialverteilung
durch das verwendete Gitter besonders gut abgebildet werden, wie es unter Ver-
wendung eines kartesischen Gitters nicht moglich wire.

Sowohl das primére als auch das duale Gitter bestehen aus Volumen V,, Vn, Fla-
chen An,A und Kanten L, Ln wobei die dualen GrofBen jeweils durch eine Til-
de gekennzeichnet sind. Alle Kanten und Flichen besitzen eine feste Orientie-
rung. Das Gitter hat die Gitterschrittweiten Au, Av, Aw und die zugehorigen Me-
trikfaktoren h,, h,, h,,. In Abb. 3.1 sind das primédre und duale Rechengitter fiir
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3.1 Grundlagen der Methode der Finiten Integration

ein quaderformiges Rechengebiet und exemplarisch eine primére Zelle skizziert.
Die dualen Punkte P(i, j, k) erhdlt man, indem die Punkte des priméren Gitters
P(i, j, k) jeweils um eine halbe Gitterschrittweite (#, @, W) pro Raum-
richtung verschoben werden, die Réinder benotigen eine Spezialbehandlung.

Die Nummerierung der Punkte, Kanten, Flichen und Volumen richtet sich nach
dem kanonischen Indizierungsschema. Die Anzahl der Punkte je Raumrichtung
werden in N,, N, und N,, definiert und die Gesamtpunktzahl als N, = N,N,N,,
angegeben. Der kanonische Index n berechnet sich aus dem Tripel (i, j, k), die je-
weils angeben, an welcher Position in (&, v, w) Richtung sich der zu beschreibende
Punkt im Gitter befindet.

n=1+G-DM,+ (- 1M, + (k- 1M, (3.1
Hier geben M, M,, und M,, die Anzahl an Schritten des kanonischen Indexes an,

die fiir eine Verschiebung des Punktes um einen Schritt in u, v oder w Richtung
benotigt werden, mit M, = 1, M, = N, und M,, = N,N,,.

V _ |
n Ln
/ // 7/ 7/
~ TS T A |
G T 7 Py !
7 T -7 - = 7T /‘/ ‘ -
\/ T \/ : / Ln\,/
| | | e o _L_____ o S o
Lol oo oo 7 | = /# —>
I I I ! I’ Pt}'k I An
I I I I, |
w ! I A / |
r-r-71- i1~ |
1% I I I |
I I I Pi,j,k :
" l

(@) (b)

Abbildung 3.1: (a) Rechengebiet mit primdrem und dualem Gitter und (b) Pri-

mire Gitterzelle mit beliebigen Punkten P und P. Die Kanten
L,, L,, Flache A,, und Volumen V, sind exemplarisch eingezeich-
net.
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3 Methode der Finiten Integration

3.1.2 Gitter-Maxwell-Gleichungen

Wie im kontinuierlichen Fall der MaxweLL’schen Gleichungen seien die diskreten
Gitter-Maxwell-Gleichungen axiomatisch an den Anfang gestellt. Fiir eine detail-
lierte Herleitung der Gleichungen sei der Leser an [Wei77] oder auch die Arbeiten
von VAN RieNeN, Donrus, THoMA oder ScHuHMANN [Rie89; Doh92; Tho97; Sch99]
verwiesen.

d =
Ce = _d_tb (diskretes Induktionsgesetz) 3.2)
~ d= =
Ch = $d +j (diskreter Durchflutungssatz) 3.3)
Sd = q (diskreter Gauf3’scher Satz) (3.4
Sh =0 (diskrete 4. Maxwell’sche Gleichung) (3.5)

Dabei reprisentieren Grofen, die mit einem oder zwei Bogen gekennzeichnet
sind, die Vektoren der elektrischen Gitterspannung € in [V], der magnetischen
Gltterspannung hin [A], den elektrlschen Gitterfluss d in [As], den magnetischen
Gitterfluss b in [Vs], den Gitterstrom _] in [A] und den Vektor der Ladung q in
[As]. Die Matrizen C, C werden als diskreter Rotationsoperator und S, S als dis-
kreter Divergenzoperator bezeichnet. Fiir beide sind die GroBen des dualen Git-
ters stets mit einer Tilde gekennzeichnet. Die Spannungen werden den Kanten, die
Fliisse den Flidchen und die Ladung den dualen Volumen im diskreten Gitter aus
dem vorherigen Abschnitt 3.1.1 zugeordnet. Die Vektoren der Gitterspannungen
besitzen die Dimension [1 X N;] mit N; Anzahl der Kanten, die der Gitterfliisse
sowie des Gitterstroms besitzen die Dimension [1 X N4] mit N4 Anzahl der Fli-
chen und der Vektor der Ladung besitzt die Dimension [1 XN, ] mit N, Anzahl der
Gitterpunkte. Die einzelnen Komponenten sind wie folgt auf dem Gitter definiert:

fE“ ds, fﬁ ds, (3.6)

d, = fﬁ D-dA, b, = ff B-daA, (3.7)
A, Ay

.= fﬁ J-dA, Gn = ffﬁ odV. (3.8)
A Va

n

Die diskreten Operatoren der Rotation und der Divergenz kénnen mit Hilfe der
diinn besetzten, diagonalen Blockmatrizen P, P, und P,, angegeben werden. Da-
bei besitzen die Matrizen C und C die Dimension [3Np X 3Np] und die Matrizen
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3.1 Grundlagen der Methode der Finiten Integration

M u M, v MW
Cd —> >
7
7

Np \ { Np \ Np \

7 7 7
Np Np Np

(a) Py () P, (©) P,

Abbildung 3.2: Skizze der Diagonalmatrizen P, P, und P,, fiir kartesische Koor-
dinaten mit Informationen iiber die partiellen Ableitungen in u-,
v- und w-Richtung.

S und S die Dimension [N, x 3Np]. Die P Matrizen bilden jeweils die Ableitung
in der im Index vermerkten Raumrichtung ab. Dabei ist die Hauptdiagonale mit
einer minus eins und die Nebendiagonale im oberen Bereich im Abstand M,,, M,
und M,, mit einer plus eins besetzt, siche Skizze in Abb. 3.2.

0 -P, P, N

c=|p, 0 -P,|, c=CT, (3.9)
-P, P, 0

S = [P,P,P,], S=[-Pl-PI -PI]. (3.10)

Des Weiteren gilt, dass die Eigenschaft der kontinuierlichen Vektoralgebra
divrot = 0 auch fiir die diskreten Operatoren des primdren und dualen Gitters
erfiillt sind [Wei77]:

SC=0 und SC=0. (3.11)
3.1.3 Materialbeziehungen

Die in Abschnitt 3.1.2 eingefiihrten Gitterspannungen € und h, die Gitterfliisse d
und b sowie der Gitterstrom j konnen fiir den Fall linearer, frequenzunabhingiger
Materialien analog zum kontinuierlichen Fall aus Gleichung (2.13) - (2.15) iiber
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3 Methode der Finiten Integration

die Materialbeziehungen miteinander verkniipft werden:

d =M.,e, (3.12)
b =M,h, (3.13)
j =M,ée (3.14)

Der gesamte Gitterstrom j setzt sich aus dem Leistungsstrom j, = M,é€ und dem
eingeprigten Strom j, zusammen als

(3.15)

Qo))

+

=)

)

er

In der Regel sind diese Materialmatrizen (M., M,,, M,) Diagonalmatrizen, bei de-
nen nur die Hauptdiagonale besetzt ist. Die Eintrige der Materialmatrizen werden
wie folgt bestimmt:

M, =D,D,D; ", (3.16)
M, =D,D,D, , (3.17)
M, =D,D,D; . (3.18)

Die Diagonalmatrizen Dy, D, enthalten die Lingen der priméren und dualen Kan-
te und D4, D4 die GroBe der priméren und dualen Flichen. In D,, D,, und D, sind
die gemittelten Werte der Materialien &, u und « fiir jede einzelne Kanten-Flidchen
Beziehung enthalten. Dabei gibt es unterschiedliche Verfahren zur Behandlung
der Materialmittelung fiir D;, D, und D,, im Falle von Materialspriingen.

Die einfachste Methode wird als Staircase Approximation bezeichnet. Dabei wird
jeder primiren Zelle der Materialwert zugeordnet, den die Zelle an ihrem Mit-
telpunkt besitzt. Das Resultat ist eine treppenstufenartige (engl. staircase) Nach-
bildung der Materialgrenze. Der Modellierungsfehler ist somit abhiingig von der
Auflésung des verwendeten Gitters.

An den Kanten und Fldchen, wo sich Materialgrenzen befinden, wird der Mate-
rialeintrag an der dem kanonischen Index entsprechenden Stelle in D, D, oder
D, gemittelt. Diese Mittelung kann nach verschiedenen Prinzipien erfolgen, z. B.
Kanten- oder Flachenmittelung [Kir16]. Auch komplexere Ansitze sind moglich.
So gibt es bei reinen PEC Korpern die Moglichkeit teilgefiillter Zellen (im engl.
wperfect boundary approximation® (PBA)) [Kri+98] oder bei Materialspriingen
mit beliebigem Schnittwinkel beziiglich des Gitters [KKS16; Kirl6] eine winkel-
abhingige Materialmittelung zu verwenden.
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3.1 Grundlagen der Methode der Finiten Integration

3.1.4 Randbedingungen

Durch die Diskretisierung mit einem Gitter, wird das Gebiet auf dem die Max-
weLL’schen Gleichungen gelost werden kiinstlich begrenzt. Somit ist es notwen-
dig das Rechengebiet mit einer fiir die Anwendung passenden Randbedingung
abzuschlieBen. Dabei wird zwischen geschlossenen und offenen Randbedingung-
en unterschieden. Geschlossene Randbedingungen ermoglichen keine Abgabe der
Energie an den Auflenraum, offene Randbedingung hingegen haben dies als Haupt-
aufgabe. An den Rindern des Rechengebietes ist zu beachten, dass auf dem dua-
len Gitter G unvollstindige Gitterumldufe vorliegen.

Geschlossene Randbedingungen

Bei geschlossenen Randbedingungen wird im Wesentlichen zwischen elektrischem
und magnetischem Rand unterschieden [Jac07].

Der elektrische Rand, im Weiteren auch als PEC (aus dem engl. ,,Perfect Elec-
tric Conductor*’) bezeichnet entspricht demnach einem perfekt elektrischen Leiter
mit Leitfdhigkeit k — oo. Die tangentialen Komponenten des elektrischen Feldes
und die normale Komponente des magnetischen Feldes verschwinden in diesem
Fall. PEC kann implementiert werden, indem die priméren Kanten zu Null gesetzt
werden. Dies entspricht der Bedingung, dass fiir die tangentialen Komponenten
des elektrischen Feldes E; = 0 gilt. Dies fiihrt zu Eintrdgen auf der Hauptdiago-
nalen der Materialmatrizen die ebenfalls null sind, sodass im Falle deren Inversen
eine Pseudoinverse berechnet werden muss.

Der magnetische Rand, auch als PMC (aus dem engl. ,,Perfect Magnetic Con-
ductor*) bekannt entspricht einem perfekten magnetischen Leiter mit 3 {u} — 0.
Die tangentialen Komponenten des Magnetfeldes und die normale Komponente
des elektrischen Feldes verschwinden. Dies kann implementiert werden, indem
die nicht vollstindigen Umliufe des magnetischen Feldes durch gekiirzte duale
Kanten am Rechengebietsrand beriicksichtigt werden.

Offene Randbedingungen

In dem Fall, dass am Rand des Rechengebietes eine Wechselwirkung mit dem
AuBenraum stattfindet, erhédlt man durch die Verwendung geschlossener Rand-
bedingungen einen nicht vernachlissigbaren Fehler. Dieser kann durch die Ver-
wendung offener Randbedingungen verringert werden. Durch die Randbedingung
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wird das Feld am Rand gedampft, wihrend die Reflexion moglichst gegen Null
geht. Somit ist es moglich, auch die Abstrahlcharakteristik und Giite von An-
ordnungen zu bestimmen oder unendlich ausgedehnte Strukturen zu simulieren.
Dabei unterscheiden sich die Art der offenen Randbedingungen, je nach Problem-
stellung und Frequenzbereich.

In der Elektrostatik findet der Ansatz Verwendung, dass das Potential auf dem
Rand so gewihlt wird als wire das Potential in unendlicher Entfernung gegen
Null [Kra90].

Fiir den Zeitbereich und somit Frequenzen grofler als null, gibt es teilweise
Randbedingungen fiir spezielle Anwendungen. Zudem kann zwischen Operator
basierten und Material basierten Rédndern unterschieden werden.

Zu den speziellen offenen Rédndern gehoren zum Beispiel der Wellenleiterrand
fiir den Abschluss von Hohlleitern [Doh92] und fiir rdaumlich periodische Anord-
nungen die periodischen Randbedingungen [Wei86].

Die Operator basierten Randoperatoren wie Mur [Mur81] oder auch Higdon
[Hig86] sind offene Randbedingungen, die auf bestimmte Frequenzen oder auch
Einfallswinkel angepasst sind. Der Operator wird direkt auf dem Rand in das Re-
chengebiet eingearbeitet. Es sind keine weiteren Gitterzellen notwendig.

Zu den materialbasierten Randbedingungen gehort die PML (fiir engl. Per-
fectly Matched Layer) Randbedingung [Ber94]. Diese besteht aus zusitzlichen
Materialschichten mit kiinstlicher Leitfahigkeit, die die herauslaufenden Wellen
absorbieren. Die Randbedingung ist unabhédngig von Frequenzen und Einfalls-
winkeln. Sie wird detailliert in Kapitel 4 beschrieben.

3.2 Zeitbereich

Im vorherigen Abschnitt 3.1 wurde die rdumliche Diskretisierung der MAXWELL
Gleichungen unter Verwendung der Methode der Finiten Integration beschrie-
ben. Um mit den diskreten Gitter-Maxwell-Gleichungen transiente Simulatio-
nen der elektromagnetischen Felder durchzufiihren, braucht es eine Diskretisie-
rung der Zeitachse. Mit solchen Zeitbereichsverfahren konnen transiente Prozesse
wie Einschwingvorginge, Impulsantworten aber auch das Ubertragungsverhalten
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von Mehrtoren analysiert werden. Dabei existieren unterschiedliche Verfahren
der Zeitdiskretisierung, wobei hier nur eine Auswahl, die in spiteren Kapiteln
auch Anwendung findet, vorgestellt wird. Ein Vorteil des Zeitbereichs ist, dass
das System in der Regel breitbandig angeregt wird, sodass auch die Auswertung
der Ubertragung in einem breiten Frequenzspektrum mit nur einer Simulation
moglich ist. Dies findet vor allem im Bereich der Hochfrequenztechnik und der
Optik Anwendung. Es wird hier auf die Simulation von Materialien mit und oh-
ne Leitfahigkeit eingegangen, zu finden in Abschnitt 3.2.1 und 3.2.2. Begonnen
wird mit dem Leapfrog-Verfahren, das zuerst von YEE unter dem Namen Finite-
Differenzen Methode im Zeitbereich (FDTD aus dem engl. fiir: Finite Difference
Time Domain) [Yee66] veroffentlicht wurde und weit verbreitet ist. Danach fol-
gen die Verfahren mittels Vorwérts- und Riickwirtsdifferenzenquotienten. Die-
se Methoden gehdren alle zu den expliziten Methoden. So wird im Anschluss
eine Variante des impliziten Zeit-Updates, das Newmark-beta-Verfahren einge-
fiihrt. Im zweiten Teilabschnitt wird die Behandlung von leitfahigem Material an
Hand verschiedener Verfahren wie verschobene Allokation, arithmetische Mitte-
lung und Exponentieller Zeitschritt erldutert. Der Abschnitt 3.2.4 behandelt die
Eigenlosung, Dispersion und Stabilitat der Zeitdiskretisierung. Dabei wird aus-
fiihrlich die Stabilitiit der einzelnen Verfahren diskutiert. Die Erlduterungen zum
Zeitbereich orientieren sich an den Arbeiten von DonrLus [Doh92] und THoMA
[Tho97].

3.2.1 Zeitdiskretisierungsverfahren ohne Leitfahigkeit

Alle Zeitbereichsverfahren haben gemeinsam, dass die Zeit ¢ zu diskreten Zeit-
punkten 7, abgetastet wird. Somit erhdlt man mit Zeitschritten Az, auch fiir die
Zeit ein Gitter T definiert als

T :={t, € R |to <ty < ty, by i=too1 + ALy} (3.19)

Die Zeitdiskretisierung muss nun in die ersten beiden diskreten Gitter-Maxwell-
Gleichungen

de o

ho) = - M, Ce), (3.20)
d_ (TR R

) =M;' (C"h() - j(1)). (3.21)

eingearbeitet werden. Dies wird durch die Diskretisierung der Zeitableitungen

d% erreicht. Die verschiedenen Ansétze werden in den folgenden Unterpunkten
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3 Methode der Finiten Integration

vorgestellt.

Leapfrog-Verfahren - Zentraler Differenzenquotient

Das hiufig verwendete Leapfrog-Verfahren entspricht der in 1966 von YEE in
[Yee66] vorgestellten FDTD-Methode. Dabei werden die zeitlichen Ableitungen
aus (3.20) und (3.21) durch einen zentralen Differenzenquotienten

S+ 5)-f0-5)

2
- m +O(AP) (3.22)

d
af(f)

beschrieben. Durch die Wahl eines festen Zeitschrittes At wird die Zeitachse dqui-
distant abgetastet. Das Verfahren ist zweiter Ordnung. Das kann leicht iiber die
Reihenentwicklung gezeigt werden. Damit folgt fiir die zeitliche Ableitung fiir
die magnetische und die elektrische Gitterspannung

~n+1)  ~@m-1) a(+l) _ a(m)
ﬁ(n) _ h" " —-h" ? gé(iﬁ%) — e+—_e (323)
dr At dr At

d

Setzt man diese Formulierung fiir die zeitliche Ableitung von h und € in (3.20)
und (3.21) ein, so erhilt man nach Umstellen die folgenden expliziten Zeitupdate
Gleichungen fiir die Gitterspannungen:

PR S | _
h( +1) :h( 3 AIM#ICé("), (3.24)

)
et —gm 4 AtM;l (CTB(’”%) _ j( +2))_ (3.25)

Hier zeigt sich, warum € auf ganzen und h auf halben Zeitschritten angegeben
werden. Nach Einsetzten in die ersten beiden Gitter-Maxwell-Gleichungen er-
hilt man ein Gleichungssystem, auf dem immer dieselben Gitterspannungen den
ganzen bzw. halben Schritten zugeordnet sind. Des Weiteren ist zu sehen, dass
auf diese Weise immer alle benotigten Groflen bereits bekannt sind. In Abb. 3.3
ist exemplarisch ein Update von magnetischer und elektrischer Gitterspannung
beziiglich der Zeitachse ¢ skizziert, der dies veranschaulicht. Der Aufwand des
Verfahrens fiir einen Zeitschritt At betrdgt zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen
je Gleichung.
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Abbildung 3.3: Zeitachse ¢ mit diskreten Zeitschritten und den dazu gehorigen
elektrischen und magnetischen Gitterspannungen. Je ein Update
von h und € sind exemplarisch eingezeichnet.

Vorwirtsdifferenzenquotient

Die zeitliche Ableitung kann ebenfalls durch ein Vorwdrtsdifferenzenquotient ap-
proximiert werden. Dieser ist definiert als

f%+A0—fm)

Ar (3.26)

d
A o

Fiir die zeitliche Ableitung von magnetischer und elektrischer Gitterspannung er-
geben sich hier

mntl) () = =
dpo BT -h7 dom _ &b e

o A (3.27)

Durch Einsetzen dieser in die Gleichungen (3.20) und (3.21) erhélt man das fol-
gende Zeitbereichsschema:

B(n+1) :B(ﬂ) _ AIM;]Cé(n), (3.28)

&t =g 4 AM! (CTE(") _ j(n)). (3.29)

Wie spiter gezeigt wird, ist das Verfahren mittels Vorwdrtsdifferenzenquotient
immer instabil.
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Riickwartsdifferenzenquotient

Im Gegensatz zum Vorwdrtsdifferenzenquotient kann auch ein Riickwdirtsdifferen-
zenquotient verwendet werden. Dieser wird angegeben als
_Jw) - fw-A)

d
d_tf(t) . = Y (3.30)

Wendet man diesen auf die Ableitung der magnetischen und der elektrischen Git-
terspannung an, so erhilt man fiir diese

=(n) ~(n-1) —~ ~(n—
d-@ h"—h d o _ g=b
Spw 2~ Sem 8 "¢ 3.31)
dr At dr At
Durch Einsetzen in die Gleichungen (3.20) und (3.21) resultiert das Zeitbereichs-

schema
" =(1+A°M;'eM;'C7) " (R
-AM;CE D - arM; em; '), (332)
& =D 4 AM! (CTB(") - f(")) . (3.33)

Dabei muss beachtet werden, dass hier beide Gitterspannungen immer zu einem
vollen Zeitschritt 7, bestimmt werden. Somit enthilt die Gitterspannung, die zu-
erst berechnet wird, immer die andere Gitterspannung, die zu dem Zeitpunkt noch
nicht bestimmt ist und deshalb durch das jeweilige explizite Update ausgedriickt
werden muss. Dies resultiert in einem Ausdruck fiir die magnetische Gitterspan-
nung in Gleichung (3.32), der ldnger ist als beim Leapfrog-Verfahren. Nach Zu-
sammenfassen von Termen, die jeden Zeitschritt konstant sind, erhilt man im Ver-
gleich zum Leapfrog-Verfahren zwei zusitzliche Matrix Vektor Multiplikationen
sowie die Berechnung einer Inversen. Das resultierende Verfahren ist implizit.

Newmark-beta-Verfahren — Impliziter Zeitupdate

Als implizites Verfahren soll hier das in 1959 von NEwMARK vorgestellte Newmark-
beta-Verfahren [New59] vorgestellt werden. Urspriinglich wurde dieses zur nu-
merischen Integration von Differenzialgleichungen in der Strukturdynamik ent-
wickelt. Heute ist es ein weit verbreitetes implizites Losungsverfahren zur Inte-
gration von Differenzialgleichungen. Es werden zwei neue Parameter 8 und y ein-
gefiihrt, mit denen sich die Stabilitit und die Genauigkeit des Verfahrens steuern
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lassen. Dabei bleibt die Energieerhaltung bestehen [KK73]. Ublicherweise wird
das Verfahren so realisiert, dass nur zu vollen Zeitschritten Groen berechnet wer-
den miissen. Es resultiert dann eine Update-Gleichung, z. B. fiir die elektrische
Gitterspannung, die den Zeitupdate fiir die magnetische Gitterspannung mit ent-
hilt oder anders herum. Es ist aber auch moglich, wie bei dem Leapfrog-Verfahren
zu ganzen und halben Zeitschritten abzutasten. Also hier Abtastung von magneti-
scher und elektrischer Gitterspannung zu halben und vollen Zeitschritten. Da im
Verlauf der Arbeit ein implizites Verfahren fiir die PML Randbedingung hergelei-
tet werden soll und dort beide Gitterspannungen adressiert werden miissen, wird
hier das Ganze als Zweischritt Verfahren hergeleitet.

Nach Newmark [New59] wird die elektrische Gitterspannung ausgehend von der
Wellengleichung fiir diese und der Beschreibung der zeitlichen Ableitung mittels
Differenzenquotient zum Zeitpunkt ¢, wie folgt ersetzt:

1 1
e = ﬁé(nn) + (5 -28+ ),) e 4+ (5 iy - ),) gD (3.34)

mit S € [0,1] und y € [0, 1]. Der Parameter S gewichtet jeweils die drei Zeit-
punkte #,.41, {(n) und #,—1y und der Parameter vy steuert die Gewichtung zwischen
Vorwirts- (y = 0) und Riickwartsdifferenzenquotienten (y = 1). Die Formulie-
rung fiir die elektrische Gitterspannung aus (3.34) wird in (3.20) eingesetzt. Die

Update Gleichung fiir die magnetische Gitterspannung ﬁ("Jr%) enthilt demnach
auch eine elektrische Gitterspannung e, die zu diesem Zeitpunkt noch nicht
vorhanden ist. Dies wird geldst, indem fiir die entsprechende Gleichung die zu-
kiinftige Update-Gleichung fiir €+ eingesetzt und die Update-Gleichung erneut

~ 1
nach h"*?’ umgestellt wird. An dieser Stelle wird das Verfahren auch implizit, da
die Invertierung der Matrix A notwendig wird. Die Berechnung der elektrischen
Gitterspannung bleibt unveridndert. Das Zeitbereichsschema kann angegeben als:

cotd) 1 (e b (] S0
" =A 1(h : —AtMﬂlC((E—/S+7)e()

1 =(n 1
; (5 +B- y) &) 4 ABMC' ' ))) (3.35)
=(n 1
el =& ¢ A (CTR"Y - ), (3.36)
A =(I+APM,'CAM;'CT). (3.37)

Aus diesem impliziten Verfahren lassen sich fiir bestimmte Wertepaare 3,y die
zuvor vorgestellten Zeitdiskretisierungsverfahren herleiten. So kann durch Ein-
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setzen leicht gezeigt werden, dass man das Leapfrog-Verfahren fir 8 = 0 und
v = 0.5, den Vorwirtsdifferenzenquotient fiir 8 = 0 und y = 0 sowie den Riick-
wirtsdifferenzenquotient fiir 8 = 0 und y = 1 erhilt.

Die zu invertierenden Matrix A ist tiber die Simulation im Zeitbereich kon-
stant, da sie allein vom zuvor bestimmten Zeitschritt A¢, den Materialmatrizen

M. ' und M;l, dem fiir 8 gewéhlten Wert und dem Rotationsoperatoren C und

C abhingt. Diese dndern sich wihrend der Zeitbereichssimulation nicht, somit
ist es ausreichend, die Matrix zu Beginn der Simulation einmal zu invertieren.
Die Materialmatrizen sind Diagonalmatrizen und die Rotationsmatrix besitzt ei-
ne Bandstruktur und ist diinn besetzt. Dann handelt es sich auch bei A um eine
Bandmatrix, die ebenfalls diinn besetzt ist. Da es sich um eine diinn besetzte, im
Englischen auch als ,,sparse bezeichnete Matrix handelt, kann hier eine perfor-
mante LU-Zerlegung verwendet werden, Niheres siehe z. B. [Saa03].

Des Weiteren ist es moglich das Verfahren nach [RB0O] zu hybridisieren. Dazu
werden § und y in Diagonalmatrizen Dg und D,, iiberfiihrt, wobei jeder Gitter-
kante ein spezifischer Wert fiir § und y zugeordnet werden kann. Diese Hybri-
disierung kann unterschiedliche Anwendung finden. Zum Beispiel zum Beheben
des schlechten CFL Kriteriums bei FIT auf Zylindergittern [KS13]. In dieser Ar-
beit wird ein hybrides Zeitbereichsverfahren, das eine zeitgleiche Verwendung
von implizitem und explizitem Algorithmus erlaubt, fiir Simulationen mit PML
in Kapitel 4 vorgestellt. Mit diesem ldsst sich ein robusteres Zeitbereichsverfahren
mit PML Randbedingung im Zeitbereich realisieren.

3.2.2 Zeitdiskretisierungsverfahren mit Leitfahigkeit

Es werden nun auch die Leitfahigkeiten in den MaxweLL’schen Gleichungen be-
riicksichtigt. Im Folgenden wird um die elektrische Leitfahigkeit « erweitert. Fiir
die Update Gleichung der magnetischen Gitterspannung wird weiterhin (3.20)
verwendet. Fiir die elektrische Gitterspannung fiihrt dies auf:

d =(n 1
i )) (3.38)

~ 1
d_té(m%) =~ M:'M,&"*¥ 4 M;! (Crh(mz) -j

Mit dem im klassischen Leapfrog-Verfahren verwendeten Differenzenquotienten
zur Approximation der zeitlichen Ableitung erhdlt man den Ausdruck fiir das
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3.2 Zeitbereich

Update der elektrischen Gitterspannung:
~n+i =(n 1
e =& - AMIME D+ A (CTRTY ) (339)

Es ist festzustellen, dass sich dadurch eine zeitlich ,.falsch® allokierte elektri-
sche Gitterspannung el ergibt. Theoretisch existiert zu jedem Zeitpunkt ¢ eine
wohldefinierte elektrische Gitterspannung. Jedoch wurde zu Beginn der Diskre-
tisierung der Zeitableitungen festgelegt, dass die elektrischen und magnetischen
Gitterspannungen immer auf den ganzen bzw. halben Zeitschritten liegen. Wird
davon abgewichen, wird dies hier als ,,Verschobene™ Allokation bezeichnet, da
die entsprechende GroBe zu dem Zeitpunkt durch keine Gleichung des Zeitbe-
reichsschemas direkt angegeben wird. Fiir eben dieses Problem werden im Fol-
genden Losungsansitze vorgestellt. Fiir die magnetische Gitterspannung ergibt
sich analog dieselbe Problematik, wenn eine magnetische Leitfdhigkeit o beriick-
sichtigt wird.

Verschobene Allokation
Unter der ,, Verschobenen “ Allokation versteht man den Versatz der ,,falsch* allo-

kierten Grofle auf den nidchsten Zeitpunkt an dem sie bekannt ist. In diesem Fall
ist dies um At frither:

et ~ g™, (3.40)

Das Update der elektrischen Gitterspannung ist somit:

“’”5)). (3.41)

~ 1
e = & - AM;'MLE” + A (TR -

Arithmetische Mittelung

Bei der arithmetischen Mittelung wird die ,,falsch allokierte Groe aus den bei-
den am nichsten liegenden Zeitpunkten gemittelt [TH+95]:

e+ ) o %(é(n) reh), (3.42)
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3 Methode der Finiten Integration

Fiir das Zeit Update der elektrischen Gitterspannung erhélt man den Ausdruck:

-1
A A
e<"+1>=(1+§M;'MK) ((1—5’M;1Mk)é<"> (3.43)
: 5(”+%>
+AM;! (ch{"*z)‘J ]] (3.44)

Exponentielles Zeitbereichsschema

Lost man in der Gleichung (3.38) die Zeitintegration exakt, so erhilt man den als
Exponentielles Zeitbereichsschema bezeichneten Algorithmus [Hol94]. Hier wird
nun die elektrische Gitterspannung iiber einen ganzen Zeitschritt Af integriert:

Ty Liar
ety = f U (3.45)
o1

nty
Als Update fiir die elektrische Gitterspannung ergibt sich:

?(M%))

e = D + M;' (I- D) (Crﬁw%) =i (3.46)

mit D, = exp(=ArM,).

3.2.3 Energie und Energiekriterium

Als Abbruchkriterium fiir Zeitbereichssimulationen wird iiblicher Weise die Ener-
gie im Rechengebiet verwendet. Zu Beginn einer Simulation wird durch die An-
regung Energie eingeprédgt und im Fall von Verlusten klingt diese in Abhéngigkeit
der Giite wieder ab. Dabei konnen Verluste auf Grund von Material oder offenen
Randbedingungen sein. Der Verlauf der Energie wird zur Bewertung in dB, bezo-
gen auf das Maximum, umgerechnet und ein weit verbreitetes Abbruchkriterium
ist ein Abfall auf —60dB oder auch —80dB. Die Energie wird dabei zu jedem
Zeitpunkt nach [ESW04] bestimmt als

w3 = % (é(”)TMgé(”“) +h

(n+ )"

M,lﬁ('”%)) . (3.47)

Des Weiteren besagt [SWO01], dass die angegebene Gleichung zur Berechnung der
Feldenergie in engem Zusammenhang mit der im kontinuierlichen als

W= f % (£IE@P + u|H®P)dV (3.48)
\4

46



3.2 Zeitbereich

definierten physikalischen Energie steht.

3.2.4 Numerische Dispersion

Die Diskretisierung in Raum und Zeit der zu 16senden MaxweLL’schen Gleichun-
gen fiihrt zu einem numerischen Fehler. Ziel ist es, diesen zu beschreiben und
eine Schranke zu finden, sodass bei entsprechender Wahl der rdaumlichen und
zeitlichen Diskretisierung der numerische Fehler unterhalb dieser Schranke liegt.
Dazu wird von der Wellengleichung fiir das elektrische Feld im Zeitbereich aus-
gegangen. Mit Hilfe von ebenen Wellen, die eine Losung der Wellengleichung
darstellen, kann die Dispersionsgleichung im Zeitbereich fiir den diskreten Fall
angegeben werden. Aus dieser lisst sich die CouRANT-FRIEDRICHS-LEWY Bedin-
gung herleiten. Diese stellt die Schranke fiir die Verkniipfung von rdumlichem
und zeitlichem Fehler dar.

Diskrete Wellengleichung

Es wird von einem homogenen, verlustfreien Material («x = 0) ohne Anregung
(j . = 0) ausgegangen. Unter Verwendung der Update Gleichungen des Leapfrog-
Verfahrens aus Gleichung (3.24) und (3.25) erhilt man durch Eliminieren der
magnetischen Gitterspannung die diskrete Formulierung der Wellengleichung fiir
die elektrische Gitterspannung im Zeitbereich:

e+ (APM;'CTM,'C - 21) @™ + @) = 0. (3.49)

Diese Schreibweise enthilt bereits die Zeitdiskretisierung, da die elektrische Git-
terspannung fiir unterschiedliche Zeitpunkte #(,.1y, f; und f;,_;) angegeben ist.
Etwas iiblicher ist die folgende Schreibweise, hergeleitet aus der diskreten ersten
und zweiten Gitter-Maxwell-Gleichung im Zeitbereich unter Beriicksichtigung
der Materialbeziehungen, analog zum kontinuierlichen Fall

d2
M;'C"M;'Ce + 70 (3.50)
N——

Ace

mit der Systemmatrix A.. Die diskrete Wellengleichung koppelt die zweifache
zeitliche mit der zweifachen rdumlichen Ableitung.
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3 Methode der Finiten Integration

Gitterdispersionsgleichung im Zeitbereich

Die Herleitung der Gitterdispersionsbeziehung basiert auf der Erkenntnis von
Fourier. Diese besagt, dass sich jede Welle als Summe von Elementarwellen dar-
stellen lasst. Fiir den kartesischen Fall im Frequenzbereich sind dies die ebenen
Wellen. Ausgehend von der diskreten Wellengleichung (3.50) fiir das elektrische
Feld und unter den Annahmen, dass das Gitter kartesisch, unendlich ausgedehnt
und dquidistant (mit Ax, Ay, Az), das Material Vakuum (mit &y, 1o und « = 0) und
die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ = 1/ /eu ist, kann die diskrete Gitterdisper-
sionsgleichung fiir den Zeitbereich angegeben werden als:

. (kAx C(RA\\Z . (kAZ\\2 (wAr))2
sm(—2 ) s1n(—2 ) . sm(—2 ) 1 s1n(7)
ax Iy x| T2~

2 > 2 2

2

(3.51)

Diese beschreibt die Ausbreitung der Wellen auf dem diskreten Gitter, in Abhén-
gigkeit der Zeit. Des Weiteren gilt, dass die Gitterdispersionsgleichung fiir die
Grenzwertbildung Ax, Ay, Az, At — 0 in die analytische Dispersionsgleichung

NI 2

ky+ki+k; = = (3.52)
iibergeht. Somit kann die Konvergenz der Methode an dieser Stelle nochmals
bestitigt werden. Es kann gezeigt werden, dass der Dispersionsfehler fiir unter-
schiedliche Einfallswinkel einer Welle unterschiedlich stark ist. Zudem sei dar-
auf hingewiesen, dass bei Anregungen im Zeitbereich durch breitbandige Pulse
die langen Wellenldngen rdumlich immer besser abgetastet sind als die kurzen
Wellenldngen. Um den Fehler unterhalb von 1% zu halten, muss die kiirzeste
Wellenlidnge mindestens mit 10 Gitterlinien pro A abgetastet werden [TH+95].

Courant-Friedrichs-Lewy Bedingung

Aus der zuvor angegebenen Gitterdispersionsgleichung (3.51) kann ein Stabili-
tatskriterium fiir den maximal stabilen Zeitschritt Az,,, abgeleitet werden. Fiir
ein unendlich ausgedehntes, dquidistantes Gitter in kartesischen Koordinaten und
Vakuum erhélt man die CouraNT-FrIEDRICHS-LEWY Bedingung, auch bekannt als
CFL-Bedingung [CFL28]:

1
At < Atepp = . (3.53)

1 1 1
¢ \ Ax? + Ay? + AZ?
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3.3 Stabilitit zeitdiskreter Systeme

In der Praxis, wenn das Rechengebiet abgeschlossen, das Gitter nicht dquidistant
und das Material nicht homogen ist, muss das CFL Kriterium abgeschitzt werden.
Die Stabilititsbedingung muss fiir alle Zellen i des Rechengebietes erzwungen
werden mit

At < min;

1
3.54
= (3.54)

1 1 1
Ax? + Ay? T AZ

Die kleinste Gitterkante des Rechengebietes bestimmt somit den maximal stabi-
len Zeitschritt.

Fiir das Newmark-beta-Verfahren kann das CFL Kriterium fiir y = 0.5 nach
[Kir16] angegeben werden als

1
C‘“_4ﬂ',$+A}v2 +ALzz

3.3 Stabilitat zeitdiskreter Systeme

At < Atcpp =

(3.55)

Bei zeitdiskreten Systemen spielt die Stabilitit des Verfahrens eine wichtige Rol-
le. Denn Stabilitdt bedeutet grob vereinfacht, dass das zeitdiskrete System auf
einen begrenzten Eingang auch mit einem begrenzten Ausgang reagiert [LR56].
Dies bedeutet in einer Zeitbereichssimulation, dass die berechneten Felder im in-
stabilen Fall unphysikalisch ansteigen, was es im Voraus durch entsprechende
Wabhl der Parameter zu verhindern gilt.

Dieser Abschnitt beginnt mit dem Eigenwertkriterium fiir den maximalen Zeit-
schritt in Abhingigkeit des grofiten Eigenwertes. AnschlieBend wird auf die Sta-
bilitdt von Rekursionsverfahren im Zeitbereich eingegangen, die in den Abschnit-
ten 3.2.1 und 3.2.2 bereits vorgestellt wurden.

3.3.1 Eigenwert Kriterium - maximaler Zeitschritt

Der maximal stabile Zeitschritt eines Zeitintegrationsverfahren kann auch mit
Hilfe des maximalen Eigenwertes der Systemmatrix abgeschétzt werden. Dies ist
in der Arbeit von DonLus [Doh92] ausfiihrlich beschrieben. Die zu untersuchende
Systemmatrix entspricht der Matrix A, aus der Gleichung (3.50), die in der FIT
iiblicher Weise als ,,Curl-Curl" oder ,,doppelte Rotationsmatrix* bezeichnet wird.
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3 Methode der Finiten Integration

Uber den groBiten Eigenwert wp,y 1dsst sich nach [Doh92] der maximal stabile
Zeitschritt als

Aty < (3.56)

Wmax

abschitzen.

3.3.2 Stabilitat von Rekursionsverfahren

Die in den Abschnitten 3.2.1 und 3.2.2 erlduterten Zeitdiskretisierungsverfahren,
mit Ausnahme des Newmark-beta-Verfahrens, sind lineare Einschritt Verfahren.
Um fiir diese Verfahren Konvergenz zu zeigen, wird iiblicherweise das Aquiva-
lenztheorem von Lax und RicHtmMYER verwendet [LR56]. Dieses sagt zunéchst
allgemein, dass fiir ein korrekt gestelltes, lineares Anfangswertproblem die Me-
thode dann konvergent ist, wenn sie konsistent und stabil ist. Das Problem ist
dann korrekt gestellt, wenn hier fiir jeden Zeitpunkt ¢ eine Losung existiert, die-
se Losung eindeutig ist und die Losung stetig von der Eingangsgrofe abhingig
ist. Die Methode ist genau dann konsistent, wenn die jeweiligen approximier-
ten Gleichungen der Losung (z. B. die Leapfrog Zeitbereichs Gleichungen) fiir
eine Gitterschrittweite A — 0 exakt werden. Dies folgt hier direkt aus den Gitter-
Maxwell-Gleichungen und denen in der Diskretisierung fiir den Zeitschritt enthal-
tenen Taylorentwicklung. Die numerische Stabilitdt wird im folgenden Abschnitt
nédher untersucht. Die Rekursionsverfahren konnen (ohne Beriicksichtigung der
Quellterme) in die Formulierung

y(neu) — G(Al‘)y(alt) (3.57)

iiberfiihrt werden mit dem Vektor der zum Zeitpunkt (r = neu) gesuchten GroBen
y"¥_ der zum Zeitpunkt (¢ = alt) bekannten GroBen y@ und der vom Zeitschritt
At abhingigen Rekursionsmatrix G(Ar). Das Rekursionsverfahren ist dann stabil,
wenn fiir alle Zeitschritte n - Ar innerhalb einer Gesamtzeit 7', einer Variablen K
und Azy > 0 gilt:

IG(AD"| < K VnAt < T und At < Aty. (3.58)

Die hinreichende Bedingung fiir die Stabilitit nach dem voN NEumANN Stabilitéts-
bedingung, lautet [LR56; Ged11]:

1G] < 1 (VAD). (3.59)
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3.3 Stabilitit zeitdiskreter Systeme

Dies kann in die Bedingung
llgll < 1 (3.60)

fiir die Eigenwerte A der Rekursionsmatrix G(Af) tiberfiihrt werden, siehe [LR56;
Ged11]. Die resultierenden Eigenwerte sind komplex-konjugierte Eigenwertpaa-
re. Das Rekursionsverfahren ist immer genau dann stabil, wenn die Eigenwerte
von G(At) in der komplexen Ebene innerhalb oder auf dem Einheitskreis liegen.
Uberfiihrt man die erste und zweite diskrete Gitter-Maxwell-Gleichung (3.2) und
(3.3) in die Form von Gleichung (3.57), so erhilt man in Matrix-Vektor Schreib-
weise:

fl 0 _M—l C 0
= — u _ _
y (é) s A (MglcT _MSIMK) ) q (_Mglj) . (361)

Die Eigenwerte A der Matrix A sind komplex und liegen in der linken Hilfte der
komplexen Ebene [Doh92]. Im Folgenden werden die Rekursionsmatrizen fiir die
Zeitdiskretisierungsverfahren aus Abschnitt 3.2.1, ohne Leitfdhigkeit angegeben.
Der Abschnitt orientiert sich an [Doh92].

Leapfrog-Verfahren - Zentraler Differenzenquotient

Es wird das Leapfrog-Verfahren aus den Gleichungen (3.24) und (3.25) verwen-
det, hier ohne Leitfiahigkeit (M, = 0) und ohne eingeprigte Strome (je = 0). Fiir
die Vektoren und Matrizen aus Gleichung (3.57) erhélt man

~(n+1) ~(n-1)
ew) _ (R72 [ 1 —AtAq, @y _ (R
y - (é(’”D) ’ G(At) - (AZ‘A21 I- At2 A21A]2 ¥ - é(") (362)

mit den zusammengefassten Matrizen A, = —M;l Cund Ay, = M;l CT. Die Ei-
genwerte der Rekursionsmatrix konnen nach kurzer Rechnung angegeben werden
als

A6, (3.63)

. 2+ (AtﬂAJ‘)z N 4(2 + (At/lA’i)2 )2 1
= > + > —

mit den Eigenwerten 1,4, der Systemmatrix A. Fiir einen stabilen Zeitschritt Az
liegen die Eigenwerte des verlustfreien Systems direkt auf dem Einheitskreis.
Es handelt sich um komplex konjugierte Eigenwertpaare. Die Eigenwerte mit
Atw = 0 liegen immer auf dem Punkt (1,0) und entsprechen sogenannten stati-
schen Moden. Hier ist damit gemeint, dass sie einer Losung aus der Elektrostatik
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3 Methode der Finiten Integration

entsprechen. Fiir den Fall, dass der Zeitschritt groer als Afcpy ist, liegen die Ei-
genwerte des instabilen Systems auf der negativen reellen Achse. Alle drei Fille
sind in Abb. 3.4 skizziert.

Vorwirtsdifferenzenquotient

Fiir ein Rechengebiet ohne Verluste und ohne eingeprigte Strome besitzt das Ver-
fahren des Vorwartsdifferenzenquotient die Rekursionsmatrix:

G(Ar) = AtA + L (3.64)
Die Eigenwerte dieser lassen sich angeben als:
ﬂG,i = At/lA’i +1= Atja)i + 1. (3.65)

Die Eigenwerte sind paarweise komplex konjugiert und liegen auf einer Geraden
mit Realteil eins auf einer Parallelen zur imaginédren Achse, siche Abb. 3.4. Das
Verfahren ist somit immer instabil.

Rickwartsdifferenzenquotient

Ein Zeitupdate um At des Riickwirtsdifferenzenquotienten fiir verlustfreies Ge-
biet und ohne eingeprigte Strome kann durch die Rekursionsmatrix

G(A) = (-AtA + D)7} (3.66)

beschrieben werden. Die Eigenwerte Ag; der Rekursionsmatrix konnen mit Hilfe
der Eigenwerte 1,4 ; der Systemmatrix A angegeben werden als:

1

Agi= ———.
G At + 1

(3.67)
Wenn die Eigenwerte von A einen Realteil kleiner oder gleich null besitzen
R {14} < 0, dann folgt daraus fiir die Eigenwerte von G(Af), dass Ag; < 1 und
das Verfahren stabil ist. Die Ortskurve dieser Eigenwerte entspricht einem Kreis,
der einen Radius kleiner als eins besitzt und immer den Punkt (1,0) schneidet, sie-
he Skizze in Abb. 3.4. Dieses Verhalten kann wie eine Dimpfung, wie sie durch
verlustbehaftete Materialien erzeugt wird, interpretiert werden. Das Verfahren ist
immer stabil, bleibt aber von der Schrittweite At abhingig, die weiterhin die Ge-
nauigkeit beeinflusst.
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<— Vorwirts D.

% |
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stabil w A
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(AN, \ Leapfrog Qo
X
1) % |
| |
-2 -1 0 1 2

R(dpp)

Abbildung 3.4: Schematische Darstellung der Eigenwerte des Leapfrog-
Verfahrens und der Zeitbereichsverfahren mit Vorwdrts- und
mit Riickwdrts-Differenzenquotienten in der komplexen Ebene.
Der Einheitskreis, der den stabilen Bereich markiert ist grau
hinterlegt. Die Eigenwerte auf dem Punkt (1,0) entsprechen mit
wAtr = 0 den statischen Losungen. Eigenwerte, die auf Grund
eines zu grof3 gewihlten Zeitschritts instabil werden, sind rein
reell und liegen auf der reellen Achse, markiert mit +(wA#),4x-
Abbildung erstellt in Anlehnung an [Doh92; WS12].
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Newmark-Beta-Verfahren — Impliziter Zeitupdate

Das implizite Newmark-beta-Verfahren ist ein Zweischrittverfahren (es benotigt
die Felder aus dem vorherigen und dem 2A¢ entfernten Zeitschritt). Somit gehort
das Verfahren allgemein zur Klasse der Mehrschrittverfahren. Die Berechnung
der Eigenwerte wird dadurch deutlich komplexer. Zunéchst wird das Zweischritt-
verfahren in ein Einschrittverfahren tiberfiihrt. Dies kann nach folgendem Schema
durchgefiihrt werden:

~(n ~(n ~(n— é(nH) G] G2 é(n) C
D = Gre® 4 G ”+c=>(e<n>)=(1 o)+ [g) G6®

Fiir y = 0.5 erhélt man fiir die Matrizen G| und G,
2 -1 2
Gy = (I+APBA) (20 - AP(1 - 2B)Ac). (3.69)

Gy = - (I1+APBA) (1+A%BA). (3.70)

mit der Systemmatrix A¢e = M;l CTM;1 C aus Gleichung (3.50). Nun konnen wie
zuvor die Eigenwerte der Rekursionsmatrix analysiert werden. Dies ist hier nicht
mehr so leicht in Abhingigkeit der Eigenwerte von A durchzufiihren. Die Formu-
lierungen werden deutlich langer und sehr komplex. Das Ergebnis lésst sich nicht
mehr in eine Darstellungsform bringen, die eine einfache Interpretation wie bei
den drei zuvor besprochenen Verfahren erlaubt.

Es ist jedoch moglich fiir ein konkretes diskretes Beispiel die Rekursionsmatrix
zu bestimmen. Dies ist fiir das Leapfrog-Verfahren in Algorithmus 1 angegeben.
Dazu benotigt man alle diskreten Materialmatrizen M;l und M>', den Zeitschritt
At und den diskreten Rotationsoperator C der Anordnung. Dann kann eine Schlei-
fe tiber einen vollstindigen Zeitschritt gemacht werden, bei der in jedem neuen
Durchlauf alle Startvektoren zu Null gesetzt werden und der Reihe nach genau ei-
ne eins eingetragen wird. Die Startvektoren entsprechen genau dem Vektor y@,
Am Ende des Durchlaufes hat man demnach y”**) und auf Grund der verwendeten
eins auch indirekt die entsprechende Zeile der Rekursionsmatrix G(Af) bestimmt.
In Abschnitt 3.2.1 wurden im Unterpunkt zum Newmark-beta-Verfahren bereits
die Parameter S und y und ihr Einfluss diskutiert. Es beeinflusst 8 die Gewich-
tung der unterschiedlichen Zeitpunkte f,+1), f;) und #,-;) und verursacht eine
Verschiebung der Eigenwerte auf dem Einheitskreis in Richtung Punkt (1,0) fiir
B = 1 und eine entgegengesetzte Verschiebung in Richtung des Punktes (-1,0) fiir
B = 0. Fir y = 0 erhélt man den Vorwértsdifferenzenquotienten, fiir y = 0.5 und
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Algorithmus 1 Numerische Berechnung der Rekursionsmatrix fiir ein diskreti-
siertes Beispiel an Hand des Leapfrog-Zeitbereichsschemas.
G = zeros(6N,,6N,)
y = zeros(6N,, 1)
for i=1 : length(y) do
y(i) = 1
h=y(l:3N,)
€=y(3N, +1:6N,)
h=h-Ar-M,'-C-e
e=e+Ar-M;'-(C"-h-})

G(i,:) = [h; €]
y = zeros(6 - Np, 1)
end for

B = 0 den zentralen Differenzenquotienten und fiir y = 1 den Riickwirtsdifferen-
zenquotienten. Fiir die drei Spezialfille entsprechen die Eigenwerte genau denen,
die zuvor beschrieben worden sind. Fiir Wertepaare dazwischen kann experimen-
tell gezeigt werden, dass die Eigenwerte genau zwischen diesen Spezialfillen lie-
gen, skizziert in Abb. 3.5.

3.4 Diskretisierung in zylindersymmetrischen
Koordinaten

Im Rahmen dieser Arbeit werden ausschlieBlich zylindrische Strukturen, deren
Materialverteilung in azimutaler Richtung konstant ist, behandelt. In diesem Fall
konnen p-z-Koordinaten, im Englischen als ,,Body of Revolution* bezeichnet, ver-
wendet werden. Diese sind ein Spezialfall des Zylindergitters mit der Hauptan-
nahme, dass das Material in ¢-Richtung konstant bleibt und somit eine einzelne
p-z Ebene aus dem Zylindergitter ausgeschnitten werden darf, sieche Abb. 3.6. Das
Ergebnis ist ein 2D Gitter mit Feldkomponenten fiir alle drei Raumrichtungen, aus
denen wieder eine 3D Darstellung des Feldes mittels Fourierreihenentwicklung
bestimmt werden kann. Fiir mehr Informationen zu p-z-Koordinaten in der Fini-
ten Integrationstechnik sei auf [Wei77; Miil+82; Wei83; Rie89; Fus90; Deh93;
Fis14; Kirl6] verwiesen. Zunichst wird in Abschnitt 3.4.1 die Diskretisierung in
p-z-Koordinaten behandelt und anschlieBend werden in 3.4.2 die Eigenschaften

55



3 Methode der Finiten Integration
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Abbildung 3.5: Schematische Darstellung der Eigenwerte fiir das Newmark-beta-
Verfahren fiir Variationen von 8 und y mit eingezeichnetem Ein-
heitskreis. Auf Grund der Komplexitit des Verfahrens werden
die Eigenwerte des Systems mit Hilfe des Algorithmus 1 nu-
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merisch bestimmt. Gleiche Marker gehoren je zu einem Werte-

paar 3, y. Mit den wie folgt gewéhlten Bereichen der Parameter
(@0<p<lundy=050b)B=0und0<y<1.
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Abbildung 3.6: Zylindergitter mit Schnitt in der p-z-Ebene auf der ein 2D Gitter
definiert wird. Die Abbildung ist [Fis14] entnommen.

im Zeitbereich erldutert. Der erste Abschnitt und die darin verwendete Notation
orientieren sich an der Arbeit von KirscH [Kirl0]. Der zweite Abschnitt und die
darin verwendete Notation orientieren sich an den Arbeiten von DonLus [Doh92]
und TaomA [Tho97].

3.4.1 Diskretisierung der Maxwellgleichung in
p-z-Koordinaten

Das p-z-Gitter

Wendet man die Methode der Finiten Integration auf Zylindergitter an, so wird
aus dem Tripel {u,v,w} — {p, ¢, z} mit den Metrikfaktoren h, = 1, h, = p und
h, = 1. Fiir mehr Informationen zu FIT auf Zylindergittern sei der Leser an dieser
Stelle auf die Arbeiten [Wei77; Miil+82; Wei83; Rie89; Fus90; Deh93; Fis14;
Kirl6] verwiesen. Ist die Materialverteilung in azimutaler Richtung konstant, so
kann eine einzelne p-z-Ebene aus dem Zylindergitter ausgeschnitten werden und
die ¢-Richtung durch eine Fourierreihenentwicklung dargestellt werden, siche
Abb. 3.6. Man erhilt also ein 2D Gitter (p, z), das exakt eine Feldkomponente
in ¢-Richtung mit normierter Kantenldnge A¢ = 1 besitzt. Somit existieren alle 3
Feldkomponenten. Die azimutale Richtung muss fiir jede Ordnung m einzeln be-
rechnet werden. Es ist erlaubt, weil die kontinuierlichen MaxweLL Gleichungen
beziiglich ihrer ¢-Richtung separierbar (Linearitit) sind. Das ist auf die diskreten
Gitter-Maxwell-Gleichungen tibertragbar.
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3 Methode der Finiten Integration

Die Kantenlidngen in p- und z-Richtung werden fiir priméres und duales Gitter
analog wie im Kartesischen Fall bestimmt. Bei den Kanten in ¢-Richtung muss
der Metrikfaktor A, beriicksichtigt werden. Es ergibt sich fiir das primire Gitter
l, = p-Ap mit Ap = 1 und dem Radius p der entsprechenden Position im zylindri-
schen Gitter. Fiir die dualen Kanten in ¢-Richtung ist die Vorgehensweise analog.
Es ist zu beachten, dass im Ursprung p = 0 die primire Kante in ¢-Richtung ver-
schwindet. Die Fldachen des primiren und dualen p-z-Gitters lassen sich mit den
Kanten, hier exemplarisch fiir das primére Gitter angeben als:

Ay =pAp-Az, A,=Ap-Az und A;=Ap-pAy (3.71)

mit den Kantenldngen Ap, Ap = 1 und Az.

Darstellung der Felder und der Maxwell’schen Gleichungen

In Abschnitt 2.1.9 wurde bereits beschrieben, wie Felder in rotationssymmetri-
schen Anordnungen als Summe iiber unendlich viele Moden m mit Hilfe der
Fourierreihenentwicklung dargestellt werden konnen. Fiir m = 0 ergibt sich die
Monopolmode und fiir m > 0 Dipolmoden entsprechender hoherer Ordnung. All-
gemein wird unterschieden in TE und TM Moden. Als TE-Mode werden Moden
mit Feldanteil E,, E,, H; und als TM Moden mit Feldanteil H,, H,, E. bezeich-
net. Zusétzlich muss die Polarisation beachtet werden, die nur fiir m = 0 entkop-
pelt. Die elektrischen und magnetischen Gitterspannungen kénnen wie folgt fiir
p-z-Koordinaten angegeben werden [Deh93]:

€090\ & (€pun(p:2) cosme)

&0, 0.9 | = )| @, 2)sin(mg) |, (3.72)
éz(p, @, Z) m=0 éz,m(paz) Cos(mgo)

l}p(p’ b, Z) 0 llp,m(p’ Z) sm(mtp)

hy(p.¢.2)| = D[ Bun(p. 2) cos(me) | (3.73)
hop,¢.2)) =0\ B, 2) sin(me)

Mit den genannten Anderungen, behalten die Gitter-Maxwell-Gleichungen auch
fiir p-z-Koordinaten dieselbe Form, wie sie bereits in Abschnitt 3.1.1 angegeben
sind. Auch fiir die Operatoren muss eine Anderung vorgenommen werden. Die
Matrizen P, P, und P,, entsprechen nun P,, P, und P.. Dabei ist darauf hinzu-
weisen, dass die Matrix P, = —ml entspricht, mit der Identititsmatrix I. Die sich

58



3.4 Diskretisierung in zylindersymmetrischen Koordinaten

ergebende Diagonalmatrix ist somit abhéngig von der gewéhlten azimutalen Ord-
nung m und es wird offensichtlich, dass jede Ordnung einzeln berechnet werden
muss. Die Operator Matrizen sind definiert als:

0 -P. P, N
c=|P, 0 -P,, Cc=cCT, (3.74)
P, P, 0
s=[p, P, P, S=[-Pl -pPT —PT|. (3.75)

Es gilt weiterhin, dass die Eigenschaft der kontinuierlichen Vektoralgebra
divrot = 0 auch fiir die diskreten Operatoren der p-z-Koordinaten auf dem pri-
miren und dualen Gitter erfiillt sind, siehe Gleichung (3.11) nach [Wei77].

3.4.2 Zeitbereich und p-z-Koordinaten

Fiir Simulationen im Zeitbereich, die unter der Verwendung von p-z-Koordinaten
durchgefiihrt werden, diirfen dieselben Diskretisierungsverfahren inklusive der
bereits vorgestellten Update Schemata aus Abschnitt 3.2 verwendet werden. Es
brauchen nur die Operator Matrizen aus Gleichung (3.74) und (3.75) verwendet
und die Materialmatrizen entsprechend der zylindrischen Geometrie berechnet
werden. Betrachtet man die Eigenlosungen des Systems, sowie die daraus abzu-
leitende Dispersion und Stabilitét, ergeben sich komplexere Zusammenhinge. Sie
konnen nicht immer in einer einfachen geschlossenen Form angegeben werden.

Wellengleichung in p-z-Koordinaten

Die Wellengleichung fiir Problemstellungen in p-z-Koordinaten entspricht der
Formulierung, die bereits in Gleichung (3.50) angegeben wurde:

d2

M;'C"M,'Ce + —

7€=0 (3.76)

mit dem Rotationsoperator C fiir p-z-Koordinaten, entsprechend Gleichung (3.74).

Dispersion in p-z Koordinaten

Im Fall von p-z-Koordinaten ist es nicht mehr so einfach eine geschlossene Form
fiir die diskrete Dispersionsgleichung anzugeben, wie dies fiir kartesische Ko-
ordinaten moglich ist, vergleiche Gleichung (3.51). Der Ausgangspunkt ist hier
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3 Methode der Finiten Integration

ebenfalls die Wellengleichung, z. B. fiir die elektrische Gitterspannung, nach
Gleichung (3.76). Als Losungsansatz wird nun ein allgemeiner Ansatz beno-
tigt, der die Ausbreitung in p- und z-Richtung beschreibt. Das Verhalten in -
Richtung ist bereits in der Annahme der p-z-Koordinaten durch die FOURIER-
Reihenentwicklung beschrieben. Im Fall eines in p- und z-Richtung unendlich
ausgedehnten Gitters, mit dquidistantem Ap und Az gefiillt mit Vakuum und oh-
ne Leitfahigkeit (¢ = &9, 4 = uo und x = 0), entspricht dies einer Uberlagerung
von Zylinderwellen mit Ausbreitung in p- und z-Richtung. Auch fiir den diskreten
Fall fiihrt dies zu sehr komplizierten Ausdriicken, die sich mit géngigen Compu-
teralgebrasystemen, wie z. B. Mathematica® [Wol18] nicht ohne Weiteres 16sen
lassen. Deshalb werden hier beide Félle getrennt voneinander betrachtet.
Zunéchst wird eine Welle mit Ausbreitung in z-Richtung betrachtet, die durch

E=E ek (3.77)

mit dem Phasor E |, des tangentialen elektrischen Feldes beschrieben werden kann.
Ausgangspunkt fiir die weitere Betrachtung ist die lokale Wellengleichung, die
mit einem Dach gekennzeichnet wird:

M;'C"M;'Ce = w’e. (3.78)

Die Ausbreitung innerhalb des Rechengitters in z-Richtung wird beschrieben durch
T, = e /%%, Durch einsetzt in die algebraische Eigenwertgleichung aus (3.78) re-
sultieren drei Eigenwerte 1 = w?. Man erhilt einen Eigenwert 4; = 0 und einen
doppelten Eigenwert

- kAzy\2
_ o sinGE)
/12,3 =C ( Az . (379)
2
Die Dispersion in z-Richtung kann somit beschrieben werden als:
. kAz N2
sin(=5— 2
[ (Az )] =(9) . (3.80)
az c
2

Die Gitterdispersion fiir eine TEM-Welle die sich in p-Richtung ausbreitet ist in
[Pet00] beschrieben. Die angesetzte analytische Beschreibung des elektrischen
Feldes in z-Richtung lautet

E, = HY (kp) e/mieiont (3.81)
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3.4 Diskretisierung in zylindersymmetrischen Koordinaten

mit der zweiten HANkEL-Funktion nullter Ordnung H(()z)(x) = Jo(x) — jYo(x) mit Jy
der BesseL- und Y der NEumanN-Funktion nullter Ordnung. Fiir diesen Fall wird
die Gitterdispersionsgleichung angegeben als:

21 HP k(o +8p)) + H (kylpo — Bp))

Ap? AP HS (kypo)

. w 2
1 HPKe(po + Ap)) + H (kypo = Ap) 1 (sm(%) 352
2p0Ap H (k,p0) a4 ' '

In der Arbeit von KirscH [KirlO] wird gezeigt, dass die Gitterdispersionsglei-
chung fiir die Grenzwertbildung Ap — 0 und A# — 0 in Anlehnung an die Git-
terdispersionsgleichung in kartesischen Koordinaten aus Gleichung (3.51) durch
den folgenden Ausdruck approximiert werden kann:

. kkAp 2 e AN \2
sin(5—) 1 ( sin(%5%)
[ 2 ]‘( ) o

An dieser Stelle wir deutlich, dass eine allgemeine giiltige diskrete Dispersions-
gleichung fiir Zylinderkoordinaten nicht mehr analytisch hergeleitet werden kann.
Wie hier im Abschnitt nach [Pet00] gezeigt wurde, kann fiir Spezialfille eine dis-
krete Dispersionsbeziehung angegeben werden.

Courant-Friedrichs-Lewy Bedingung in p-z-Koordinaten

Wie bereits in Abschnitt 3.2.4 fiir kartesische Koordinaten kann ebenfalls fiir
p-z-Koordinaten ein Stabilitéitskriterium fiir einen maximalen Zeitschritt A¢ an-
gegeben werden. Dabei bietet die Herleitung iiber die Energiemethode [KCO03;
ESWO04] die wohl eleganteste Losung. Denn wie im Abschnitt zuvor diskutiert
wurde, kann nicht mehr so einfach eine geschlossene Formulierung fiir die Dis-
persionsgleichung im Zeitbereich unter der Verwendung von p-z-Koordinaten ge-
funden werden. Das angepasste CFL-Kriterium lautet nach [Deh93; CW07; Kirl6]:

1
At < Atepp = . (3.84)

m%\ax + 1
Ap? AZ?

1
v

Hier entspricht my,x der hochsten azimutalen Modenordnung die simuliert wird,
fiir den Fall das unterschiedliche m zusammen berechnet werden. Das Stabili-
tatskriterium fiir den maximalen Zeitschritt ist fiir p-z-Koordinaten nicht nur von
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3 Methode der Finiten Integration

der Gitterauflosung Ap, Az sondern auch von der azimutalen Modenordnung m
abhingig.
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4 Perfectly Matched Layer

Die in Kapitel 3 vorgestellte Methode der Finite Integration wird immer auf ei-
nem raumlich begrenzten Rechengebiet angewendet. Bei vielen Problemstellun-
gen werden abstrahlende Strukturen wie z. B. Laser, Antennen oder auch die
Streuung von Wellen an einem Objekt untersucht, die im Freiraum simuliert wer-
den miissen. Diese Simulationen bendtigen eine absorbierende Randbedingung
um das Feld im Randbereich nicht zu verfidlschen und die Energie reflexionsfrei
aus dem Rechengebiet entweichen zu lassen. Fiir Strukturen wie offene Resona-
toren in der Optik oder Antennen in der Hochfrequenztechnik ist auch erst mit
einer offenen Randbedingung die Berechnung der Giite moglich. In dieser Ar-
beit wird als absorbierender Rand die Perfectly Matched Layer Randbedingung
(PML) [Ber94] verwendet. An dieser Stelle sei angemerkt, dass die PML nicht
einer klassischen Randbedingung entspricht. Es handelt sich vielmehr um eine
Erweiterung des Rechengebietes mit einem kiinstlichen Material, das fiir eine
Absorption der einfallenden Wellen bei gleichzeitiger Reflexionsfreiheit sorgt,
bei beliebigen Einfallswinkeln und Frequenzen [Ber94; TH+95]. Der Rand des
erweiterten Rechengebietes wird mit einer klassischen geschlossenen Randbe-
dingung wie PEC oder PMC abgeschlossen.

Die PML-Randbedingung wurde 1994 von Jean-Pierre BERENGER eingefiihrt
[Ber94]. Diese erste Formulierung wird auch als split-field PML bezeichnet, da
innerhalb der PML-Region eine kiinstliche Aufteilung der Felder vorgenommen
wird, die zusétzliche Feldkomponenten zur Folge hat. Diese fiihrt zu einer Erho-
hung der Anzahl an Gleichungen im Zeitbereichsschema.

In den folgenden Jahren wurden verschiedenste Formen der PML publiziert, die
zu den sogenannten unsplit-field PML gehoren. Diese vermeidet die kiinstlichen
zusitzlichen FeldgroBen durch Einfithrung eines komplexen Materialtensors. So
wurde praktisch zeitgleich, aber unabhéngig voneinander, im Jahre 1995/96 von
Sacks et al. [Sac+95] und Gepney [Ged96] die verallgemeinerte Form der PML,
die U-PML (unsplit-PML) veroftentlicht. Ausgangspunkt hier sind isotropen Ma-
terialtensoren £ und ;:1 Ahnlich ist auch die M-PML (zeitliche Ableitung Lor-

63



4 Perfectly Matched Layer

eENTz-Materialmodell PML) von ZioLkowskr [Zis97] aus dem Jahr 1997, bei der
die Materialtensoren durch das LorenTz-Materialmodell beschrieben werden.

Im Jahr 1996 wurde die GT-PML (generalized theory of PML) von Zuao und
CANGELLARIS [ZC96] und die CFS-PML (complex frequency shiftet PML) von
KuzuocLu und MittrA [KM96] verdftentlicht. Diese beruhen auf dem Prinzip der
Koordinaten-Streckung. Dabei wird das Problem auf eine komplexe Kontur pro-
jiziert und gelost. Diese komplexe Kontur ist gerade so gewéhlt, dass nach der
Riicktransformation auf die reelle Kontur ein exponentiell geddmpftes Feld resul-
tiert.

Alle aufgefiihrten Varianten der PML-Randbedingung sind zunéchst nur fiir kar-
tesische Koordinaten formuliert. Die GT-PML wurde von TExera und CHEW im
Jahr 1997 auf Zylinder- und Kugelkoordinaten erweitert [TC97a; TC97b] und
im Jahr 2000 von ZHao fiir allgemeine krummlinige Koordinaten beschrieben
[Zha00]. Des Weiteren gibt es die Quasi-PML, die eine Weiterentwicklung der
BerenGer-PML fiir die Anwendung auf Zylinderkoordinaten darstellt und 1998
von Liu und He in [LH98] vorgestellt wurde.

In diesem Kapitel wird im ersten Abschnitt 4.1 die Funktionsweise der PML-
Randbedingung mit Hilfe des Ansatzes der Streckung der Koordinaten und dem
komplexen Materialtensor beschrieben. Es werden die zylindrische GT-PML und
die Quasi-PML Variante vorgestellt. Der nachfolgende Abschnitt 4.2 beschreibt
die Vorgehensweise bei der Diskretisierung des komplexen Materialtensors inner-
halb der PML auf dem Rechengitter in p-z-Koordinaten. Der dritte und letzte Ab-
schnitt 4.3 beschreibt die Zeitdiskretisierung der PML. Es werden mehrere Ver-
fahren zur Herleitung unterschiedlicher Zeitbereichsschemata hergeleitet. Hier
werden das Leapfrog-Verfahren mit arithmetischer Mittelung und verschobener
Allokation, das Exponentielle Zeitbereichsschema und ein Hybrides Implizites-
Explizites Verfahren, das eine raumliche Mischung von implizitem und explizitem
Zeitupdate darstellt, mit PML hergeleitet. Bei dem expliziten Verfahren handelt
es sich um das Leapfrog Schema und bei dem impliziten Algorithmus um das
Newmark-beta-Verfahren [New59], vergl. Abschnitt 3.2.1.

4.1 Funktionsweise verschiedener PML Typen
Dieser Abschnitt behandelt PML-Typen, die auf Zylinderkoordinaten Verwen-

dung finden, weil es sich im Anwendungskapitel 6 ausschlieBlich um zylindrische
Bauteile mit Rotationssymmetrie handelt. Zunéchst wird das Prinzip der Koordi-
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natenstreckung und des komplexen Materialtensors erldutert. AnschlieSend wer-
den die zylindrische GT-PML [TC97a; TC97b] und die Quasi-PML [LH98] ni-
her betrachtet. Auf die weiteren PML Typen, die in der Einleitung des Kapitels
genannt wurden, soll an dieser Stelle nicht eingegangen werden, da sie tiblicher-
weise nicht auf Zylindergitter angewendet werden.

4.1.1 Koordinatenstreckung und Materialtensor

Der Ansatz der Koordinatenstreckung wurde erstmals von CHEwW und WEEDON
1994 in [CW94] veroffentlicht. Der folgende Abschnitt orientiert sich bei der
Koordinatenstreckung an [JohOS8] und fiir die Materialtensoren an den Veroffent-
lichungen [CW94; TC97b].

Zunidchst sei an dieser Stelle angemerkt, dass bei der Koordinatenstreckung die
Losung der Wellengleichung in reellen Koordinaten auf ein Gebiet mit komplexen
Koordinaten abgebildet wird. Diese allgemeine Losung in komplexen Koordina-
ten beinhaltet die Losung der Wellengleichung auf reellen Koordinaten. Warum
mit dieser Abbildung auf die komplexen Koordinaten im Bereich der PML eine
Dampfung der Wellen moglich ist, wird hier fiir ein vereinfachtes Problem mit
Streckung in einer Raumrichtung exemplarisch behandelt. Diese Darstellungs-
weise und die detaillierten Schritte der Herleitung sind [JohO8] entnommen.

Koordinatenstreckung - Modellproblem

Die Idee des Ansatzes ist, dass eine Welle f(?, 1), mit 7 = (ué,, vé,, wé,,) im Be-
reich des PML Mediums exponentiell geddmpft wird, ohne Reflexion zu erzeu-
gen. Dazu wird die reelle Koordinate u auf eine komplexe Kontur & abgebildet.
Dann wird das Problem auf der komplexen Kontur gelost und zuriick auf reelle
Koordinaten transformiert. So erhilt man ein exponentiell geddmpftes Feld und
Material mit komplexwertiger Permeabilitdt und Permittivitdt. Nimmt man zum
Beispiel eine Welle mit Ausbreitung in u-Richtung an, dann soll die Welle in
dieser Richtung reflexionsfrei geddmpft werden. Dazu wird im Bereich der PML
mit u > uy die reelle Kontur von u aus Abb. 4.1(a) auf eine komplexe Kontur i
entsprechend Abb. 4.1(c) transformiert. Die komplexe Kontur ist gegeben durch:

() =u+ jg(u 4.1

mit einer Funktion g(u) mit g(u) # O fiir u > up, die den Verlauf der Kontur
im Bereich der PML beschreibt. Als weitere Voraussetzung gilt, dass das Mate-
rial im Bereich vor der PML homogen und der Bereich im Rechengebiet, linear
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Abbildung 4.1: Schema zur Veranschaulichung der Koordinatenstreckung. Mit
der reellen Koordinate u in (a) und der komplexen Kontur i in (c).
Die kontinuierliche Schwingung im Freiraum ist in (b) skizziert.
Die Losung auf einem diskreten Raum mit PML ab u > ug = 5
ausgewertet auf der komplexen Kontur aus (c¢) und riicktransfor-
miert auf die reelle Koordinate ist in der Grafik (d) skizziert. Alle
Abbildungen sind Abb. 2 in [Joh08] entnommen.
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und zeitinvariant ist. Die Losung der Wellengleichung f(ﬁ, 1) kann im unendlich
ausgedehnten Raum angegeben werden als Superposition ebener Wellen:

fen=>y Fp e /@k (4.2)
o

mit konstanten Amplituden F > der Wellenzahl k = w/c, wobei w die Kreisfre-
quenz und ¢ die Ausbreitungsgeschwindigkeit ist. Die abstrahlenden Felder, die
hier von Interesse sind, konnen in der folgenden Form angegeben werden:

Fu,v,w, 1) = F(v, w)e /@0, (4.3)

Fiir den Bereich innerhalb der PML, wo die Kontur # komplexe Werte annimmt,
ergibt sich fiir die abstrahlenden Felder:

E(i, v, w, 1) = F(v, w)e/B@ k3@ gjor (4.4)

Es ist offensichtlich, dass der Imaginirteil von i zu einer exponentiellen Damp-
fung des Feldes im Bereich der PML fiihrt und das im restlichen Rechengebiet,
wo @i = u gilt, die Losung unverédndert bleibt. In Abb. 4.1(b) ist eine oszillierende
Losung im Freiraum zu sehen und in Abb. 4.1(d) die Losung derselben Funktion
ausgewertet auf der komplexen Kontur &. Die Ddmpfung der Amplitude im PML
Bereich ist deutlich sichtbar. Nun wird noch die Funktion g(u#) bestimmt. Dazu
wird die Riicktransformation zum reellen u betrachtet und die Leitfahigkeit o, (u)
in u-Richtung mit einem Profil, abhiingig vom Ort u, eingefiihrt. Mit Hilfe der
Substitution

it = (1 +jj—£)6u mit % - ‘TT(”) o, = {Z >8 iﬁ; Z i Zg (4.5)
kann das Verhalten der Differentialgleichung innerhalb der PML durch die fol-
gende Transformation beschrieben werden:

0 1 0

—_— . 4.6
ou - 1+j% ou (4.6)

Fiir den Bereich innerhalb der PML mit u# > i, erhilt man also ein exponentiell
geddampftes Feld. Nach Einsetzen der komplexen Kontur i und der Riicktransfor-
mation in reelle Koordinaten erhilt man fiir das Feld innerhalb der PML Region:

E@u,v,w,t) = F(v,w)e/Meu | o) du (4.7)
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mit f = Cl—u, wobei ¢, die Phasengeschwindigkeit in #-Richtung ist. Somit werden
durch Beriicksichtigung des Faktors ﬁ alle Frequenzen gleichmifig gedampft.
AuBerdem wird ersichtlich, dass man durch obige Transformation ein komple-
xes Material innerhalb der PML Region erhilt. Nun wird die Welle in der PML
geddmpft, ohne dass es zu Reflexion kommt. Ist die Ausdehnung der PML grof3
genug, so kann als Abschluss der PML eine beliebige Randbedingung verwendet
werden, ohne dass es zu Reflexion in das eigentliche Rechengebiet kommt.

Materialtensor

Um die Koordinatenstreckung nun in die MaxweLL’schen Gleichungen einzubau-
en konnen wird ein Streckungsfaktor fiir die Felder I und anisotropes Material
mit € und g verwendet werden. Diese anisotropen Materialtensoren setzen sich

aus den Materialwerten € und u sowie einem anisotropen Tensor A zusammen:

= eh, 7= uh. (4.8)

Fiir das Beispiel in allgemeinen Koordinaten (u, v, w) mit Streckung in u-Richtung
wird der Tensor mit dem Streckungsfaktoren s, nach [TC97a] definiert als:

= 1
A =ai (—) + (Y + Ww) sy, (4.9)
mit dem nach Gleichung (4.5) motivierten Streckungsfaktor
B 1, u < uy 410
Sullt) = 1+% u>ug (4.10)

Der Streckungsfaktor I" fiir die Felder und der komplexe Tensor A fiir das Material
konnen in Matrixschreibweise ebenfalls nach [Kirl0] angegeben werden als:

sa 00 _ [+ 0 0
r=(o 1 o, A=10 s, Of. (4.11)
0 01 0 0 s,

Durch Einsetzen dieser in die erste und zweite MaxweLL’sche Gleichung im Fre-
quenzbereich ergibt sich:

rotlE’ = jouATH', (4.12)
rotTH’ = — jwsATE + T . (4.13)
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Hier sind die komplexen Felder mit einem hochgestellten ¢ markiert. Sie erfiillen
die angegebenen Gleichungen, jedoch nicht mehr die kontinuierlichen MAXWELL-
Gleichungen, wie sie in Gleichung (2.5) und (2.6) angegeben sind. Der Zusam-
menhang zwischen den Komponenten der Felder kann mit Hilfe des Streckungs-
faktors angegeben werden als [TC97a]:

Maxwell _ c Maxwell _ ¢ Maxwell _ ¢
E = 5,EC, H = s, H¢, S =s5,JS  (4.14)

Aus der Arbeit von BERENGER [Ber94] ist fiir die Materialtensoren bekannt, dass
der eine Tensor beliebig gewihlt werden kann und der andere identisch sein muss,
um Reflexionsfreiheit zu erhalten. Somit gilt fiir die Materialtensoren:

A=A, = A, (4.15)

Im Folgenden wird immer der Materialtensor A verwendet. Es ist bei der Dis-
kretisierung darauf zu achten, ob der Materialtensor vor der elektrischen oder

magnetischen Feldstirke steht. Entsprechend handelt es sich dann um A, oder K,,
und somit um eine zusitzliche elektrische (k) oder magnetische (o) Leitfahigkeit.

Die im Kontinuierlichen formulierte Reflexionsfreiheit bezieht sich auf eine
unendlich ausgedehnte PML. Fiir den diskreten Fall besitzt sie eine begrenzte
Ausdehnung 6, weshalb hier nicht mehr die Reflexionsfreiheit gilt. Die Reflexion
einer PML Schicht mit Ausdehnung ¢ kann nach [Ber96] angegeben werden als:

R(@) — e—2(rma,((5 cos(®)/(n+1 )Eoc' (4 16)

Der Reflexionsfaktor ist abhéngig vom Einfallswinkel der Welle ®, der Ausdeh-
nung der PML 6, vom Material und der Anzahl diskreter PML Lagen n. Aus
dieser Formulierung ergibt sich spiter der Wert der Reflexion R, der fiir die PML
fest eingestellt wird.

PML fiir alle drei Raumrichtungen
Die PML wurde zunéchst nur fiir die u-Richtung beschrieben. Natiirlich kénnen
auch mehrere Raumrichtungen mit einer PML abgeschlossen werden. Fiir eine

PML in u-, v- und w-Richtung erhélt man nach [TC97b] fiir den Tensor A zum
Berechnen der anisotropen Materialtensoren und den Tensor I fiir die Streckung
der Felder, innerhalb der PML:

a(“”’) +09(S“SW) +ww(s”s”), 4.17)
Sy Sy Sw
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4 Perfectly Matched Layer

T = suiili + 5,90 + 5, Wb (4.18)

Im Bereich des Rechengebietes, wo die Kontur der Koordinaten rein reell ist, gilt:
A =T = it + DD + Wb (4.19)

Die Streckungsfaktoren fiir die einzelnen Raumrichtungen sind entsprechend dem
Ansatz der Koordinatenstreckung nach [Joh08; TC97b] definiert als

U "V
it =uy+ f su(u) du’, P=vg+ f s,(V) dv
uo Vo

W
und W=wy+ f sw(w) dw'. (4.20)
wo

Hier beginnt die PML in der entsprechenden Richtung an der Stelle u, vy bzw.
wp. Nach der Arbeit von KirscH [KirlO] konne die Streckungsfaktoren in der
folgenden Schreibweise angegeben werden als:

B 1 u < ugy @21
ST+ 20 sy :
Jw
B 1 Vv <V 4.22)
v = 1+ 28y >y .
=4 Lo wsw (4.23)
W 1+% w>wy ’

4.1.2 PML fur Zylindergitter

Die PML Randbedingung wurde bereits fiir beliebige Koordinaten (u, v, w) mit
Hilfe der Koordinatenstreckung aus [TC97b] und unter Verwendung eines aniso-
tropen Materialtensors eingefiihrt. Die Streckungsfaktoren s, s, und s,, wurden
in einer geeigneten Notation nach [Kirl0] dargestellt. Nun kénnen die Koordi-
naten (u, v, w) in ein beliebiges Gitter tiberfithrt werden. Fiir Zylindergitter wird
folglich die Transformation (u, v, w) — (p, ¢, z) verwendet. Eine Besonderheit der
Zylinderkoordinaten ist, dass nicht alle Metrikfaktoren eins sind. Die ¢-Richtung
verfiigt iiber i, = p. Dies kann entweder vernachlissigt werden, wie es bei der
Quasi-PML der Fall ist oder miteinbezogen werden, was im Fall der GT-PML zu
einer komplizierteren Darstellungsform fiihrt. Die folgende Darstellung der GT-
PML und der Quasi-PML sind der Veroffentlichung von CHeN et. al [Che+13]
entnommen.
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4.1 Funktionsweise verschiedener PML Typen

GT-PML fiir Zylindergitter

Fiir die p- und z-Richtung kénnen die Streckungsfaktoren s, und s,, aus den Glei-
chungen (4.21) und (4.23) verwendet werden, indem die Koordinaten entspre-
chend ersetzt werden. Fiir die ¢-Richtung muss der Metrikfaktor s, = p beriick-
sichtigt werden, dies erfolgt durch die Wahl des Streckungsfaktors nach [Che+13]
zu:

Sp =

: o
p=[Cswnrar= (147 ))dp'=(1+ﬁ]. (425)
0 0 Jw Jw

Hier enthilt 0"Iom die iiber p’ integrierten Werte. Nach [TC97b] erhilt man die fiir
den PML Bereich notwendigen Tensoren:

(4.24)

T I

mit

= 0\ s. 0\ s
A=pp (E) %400 (é’) Sps: + 22(3) > (4.26)
p) sp p p) s
= 25 o\ .. n
= Sppp + P PP + 522 (4.27)

Der Bereich im Rechengebiet bleibt weiterhin unverédndert.

Quasi-PML fir Zylindergitter

Bei diesem Ansatz wird als Vereinfachung der Metrikfaktor i, = p der Zylin-
derkoordinaten vernachléssigt. Dies kann realisiert werden, indem p = p gewéhlt
wird, man erhilt entsprechend s, = 1. Die Quasi-PML ist somit implizit in der
GT-PML enthalten, da man nur die entsprechende Grofle s, = 1 einzusetzen
braucht.

Durch das nicht Berticksichtigen des Metrik Faktors geht schon an dieser Stelle
der Herleitung die Reflexionsfreiheit der Formulierung verloren. Ublicherweise
ist das erst bei der Diskretisierung der PML durch eine endliche Ausdehnung der
Fall. Doch in manchen Fillen lohnt sich die Verwendung trotzdem. Denn ihre
Implementierung ist einfacher im Vergleich zur GT-PML. In [HL99] und [Kir10]
wurde bereits gezeigt, dass sich mit der Quasi-PML ebenfalls gute Ergebnisse
erzielen lassen.
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4 Perfectly Matched Layer

4.2 Diskretisierung mit FIT auf p - z - Koordinaten

Nachdem in Abschnitt 4.1 die PML-Randbedingung analytisch beschrieben wur-
de, wird in diesem Abschnitt auf die rdaumliche Diskretisierung eingegangen. Da
in dieser Arbeit ausschlieBlich zylindersymmetrische Strukturen untersucht wer-
den, wird sich hier darauf beschrinkt die Diskretisierung fiir p-z-Koordinaten zu
erldutern. Dabei wird auch ausfiihrlich auf die zusitzlichen Leitfahigkeiten im
PML-Material eingegangen.

4.2.1 Diskretisierung der PML

Die analytische Formulierung der ersten und zweiten MaxweLL’schen Gleichung
mit GT-PML aus Gleichung (4.12) und (4.13) wird jetzt unter Verwendung der
Methode der Finiten Integration auf p-z-Koordinaten diskretisiert. Die Diskreti-
sierung folgt dabei dem Vorgehen aus Kapitel 3. Dort ist die Diskretisierung der
MaxweLL’schen Gleichungen in Abschnitt 3.1 und die Besonderheiten der Diskre-
tisierung auf p-z-Koordinaten in Abschnitt 3.4 beschrieben. Die Vorgehensweise
zur Diskretisierung der PML in der fiir die FIT tiblichen Schreibweise wurde aus
der Arbeit von Kirsch [Kirl0] iibernommen. Die Diskretisierung von Gleichung
(4.12) und (4.13) liefert mit den Diagonalmatrizen I'p und Ap, die den kontinu-

ierlichen Tensoren I' und A entsprechen:

CI'pe = joM,ApI'ph, (4.28)
C'T'ph = — jwM,ApI'pe + I'pj. (4.29)

In p-z-Koordinaten gibt es drei verschiedene PML Regionen, siche Abb. 4.2. Mit
PML,; und PML__ sind die PML Bereiche in positiver und negativer z-Richtung
gekennzeichnet. Die PML in radialer Richtung wird mit PML,, bezeichnet und
die Uberlappungsgebiete dieser mit den Gebieten der z+ und z— PML ergeben die
Ecken-PML mit PML,, und PML,_. Fiir den Fall der Ecken PML miissen nun der
Streckungsfaktor fiir die Felder I'p, und der komplexe Tensor Ap niher betrach-
tet werden. Fiir die GT-PML sind beide Matrizen in Gleichung (4.26) und (4.27)
angegeben. Da die Quasi-PML immer aus der Formulierung der GT-PML abge-
leitet werden kann, erfolgt hier im Weiteren ausschlieBlich die Herleitung fiir die
GT-PML. Unter Beriicksichtigung der Streckungsfaktoren aus Gleichung (4.21),
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PML., |PML.,

Rechen- | pMLL
gebiet

PML.. |PML,_| ”

Abbildung 4.2: Schematische Darstellung und Bezeichnung der verschiedenen
PML Regionen fiir ein Rechengebiet in p-z-Koordinaten.

(4.23) und (4.24) erhélt man nach Umstellen die Gleichungen:
1 _ _
Ce + CM,,—e = - joM,h—-M,M; h
Jw
1 -
-M,M;,—h, (4.30)
Jjw
— 1~
C'™h+ C"™M,, —h =jwM,e + M,M,, &
Jw
1 =
+MM,,,—e€+j. 4.31)
Jjw

Die Matrizen werden wie folgt bezeichnet: die Normalkomponente der Leitfa-
higkeit als M,, und M, und die Matrizen fiir die Tangentialkomponenten der
Leitfdhigkeiten als My, My, My, und M,,,. Diese weisen ausschlieflich im
Bereich der PML Matrixeintrage ungleich Null auf. Hier sind die Materialmatri-
zen nach der Frequenzabhingigkeit sortiert, da spéter eine Implementierung im
Zeitbereich erfolgt. Die Schreibweise der Materialmatrizen, die durch die Dis-
kretisierung der PML hinzukommen, entsprechen der Notation der Arbeiten von
KirscH [Kir10] und Fiscuer [Fis14].

Normalkomponenten der Leitfahigkeiten

Die Matrizen M,, und M, enthalten die normalen Komponenten der elektri-
schen und magnetischen Leitfahigkeiten innerhalb der PML Region. In der Re-
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4 Perfectly Matched Layer

gion PML_, und PML__ sind das die z-Komponenten und in der Region PML,,
die p-Komponenten. Innerhalb der Ecken PML,, und PML,_ sind es die p- und
z-Komponenten. Die ¢-Richtung enthilt die Metrik-Information innerhalb der je-
weiligen PML Region. Die Matrizen lassen sich in der folgenden Form angeben:

k(p) 0 0 o(p) 0 0
M,=|0 « (o,) 0 JundM,, =| 0 ofm(p, o) 0 (4.32)
0 0 k(2) 0 0 o(z)

mit den ortsabhédngigen Werten «(z) und o(z), deren genaues Profil und die not-
wendige Abtastung dessen, wie in Abschnitt 4.2.2 néher erldutert wird. Die Matri-
zen k‘fm(p, ), O'fm(p, o) enthalten die in Abhingigkeit der p-Position integrierten
Grofen von «x und o

Tangentialkomponenten der Leitfahigkeiten

Die Matrizen M,;; und M, enthalten die tangentialen Komponenten der elektri-
schen und magnetischen Leitfihigkeiten innerhalb der PML Region. Im Bereich
der PML_, und der PML,_ sind das die p- und ¢-Komponenten und in der Region
PML,, die ¢- und z-Komponenten. Innerhalb der Ecken PML,, und PML,_ wer-
den die Tangentialkomponenten, enthalten in der PML_, und PML,_, mit denen
aus dem p Bereich addiert. Die Matrizen M, und M, enthalten nur innerhalb
der Ecken PML,, und PML,_ einen Eintrag. Dort werden jeweils dieselben Ein-
trige miteinander multipliziert, die zuvor in M,;; und M,,,, addiert wurden. Somit
sind My, und M, nur dann nicht Null, wenn eine Ecken PML vorhanden ist.
Die Matrizen der tangentialen Komponenten der Leitfahigkeit lassen sich ange-
ben als:

K (0 K) + K(2) 0 0

M, = 0 K(p) + K(2) 0 L 433

0 0 k) +& (0.0)

ot (p,0) +0(2) 0 0

M,, = 0 o(p) +o(z) 0 s 4.34)

0 0 a(p) + oy (p, o)

Kfm(p, K)k(z) 0 0
M, = 0 k(p)k(2) 0 , (4.35)
0 0 K(P)K, (P, K)

74
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o(2)
o(2) :
| | |
‘ol il i Bl i B
7R T B
()";.K; I I !
S N 1
z K‘(” 1 1 1 p Q ? Z
20 20+ 0 Kp,0z R 20 20+ 0

(a) (®) ©

Abbildung 4.3: (a) kontinuierliches Profil der Materialkonstante, in Abhéingigkeit
von z (b) lokale Abtastpunkte fiir k(z) und o-(z) im FIT 2.5D Gitter
(c) in (a) abgetastete diskrete Werte o(z). Alle Abbildungen sind
[Kir10] entnommen.

ot (p,0)o(2) 0 0
M;, = 0 a(p)o(z) 0 . (4.36)
0 0 oo,

4.2.2 Diskretisierung der zusétzlichen PML-Materialien

Die elektrischen und magnetischen Leitfahigkeiten in den Materialmatrizen fiir
den Bereich der PML sind kiinstliche Materialien die zum einen den Zweck der
Absorption (Tangentialkomponenten) und zum anderen den der Impedanzanpas-
sung (Normalkomponenten) erfiillen sollen. Die Werte fiir « und o folgen in der
Regel einem Profil, dessen Steigung und Maximalwert von einer zuvor festge-
legten analytischen Reflexion R der PML abhingt. Da auch die PML auf einem
Gitter diskretisiert wird, miissen die x und o Werte auf dem Profil abgetastet wer-
den. Auf Grund der Bedingung aus Gleichung (4.15) fiir die Materialtensoren
innerhalb der PML wird im weiteren Verlauf nur exemplarisch die magnetische
Leitfahigkeit o(z) beschrieben. Die anderen Richtungen und die elektrische Leit-
fahigkeit lassen sich in analoger Weise herleiten. Die hier vorgestellte Berechnung
der Leitfihigkeit innerhalb der PML richtet sich nach der Methode von BERENGER,
vorgestellt in [Ber96]. Die Leitfihigkeit in z-Richtung bei einer Schichtdicke o,
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4 Perfectly Matched Layer

der gesamten PML, wird durch das Materialprofil

o) = o (f’s) (4.37)

beschrieben, mit o(z = zg) = 0 und o(z = ) = o,,, wobei die Stelle zy dem
Ubergang zwischen Rechengebiet und PML-Region entspricht. Die Ordnung des
Profils wird durch n beschrieben. Ublicherweise finden lineare #» = 1 und quadra-
tische n = 2 Profile Anwendung. Der Verlauf von o(z) ist exemplarisch fiir ein
quadratisches Profil in Abb. 4.3(a) skizziert. Betrachtet man das primére und das
duale Gitter in der PML Region, siche Abb. 4.3(b), so fillt auf, dass man an Punk-
ten in z-Richtung des primiren Gitters am giinstigsten «,, k, und o, und an den
dualen Punkten o7, o, und «; abtastet. Allgemein werden an priméiren Punkten
die Tangentialkomponenten von « und die Normalkomponenten von o und an den
dualen Punkten die Normalkomponenten von « und die Tangentialkomponenten
von o abgetastet. Die diskreten Werte der (im Wechsel fiir die Koordinate der
primiren und dualen Gitterpunkte abgetastet) sind in Abb. 4.3(c) angegeben. Das
Materialprofil wird im Abstand von Az/2 abgetastet. Die diskreten Werte konnen
mit der folgenden Vorschrift aus [Ber96] berechnet werden:

_ Om _ cIn(R)
o(0) = (n+ 1)2n+an - 2n+2 Az N+l ’ (4.38)
o,(L>0)=0,0) ((2L + 1),,” - (2L - 1)"“). 4.39)

Hier bezeichnet n die Ordnung des Materialprofils, R die festgelegte Reflexion
am Ubergang von Rechengebiet zu PML, Az die Gitterschrittweite in z-Richtung
und L die Anzahl an diskreten PML-Schichten. Wie schon in den Abschnitten
zuvor erwihnt, ist die PML nach der Diskretisierung auf dem Gitter nicht mehr
reflexionsfrei. Der Wert der Reflexion, der am Ubergang zur PML auftreten soll,
wird hier mit R bereits in der Berechnung des Materialprofils beriicksichtigt. All-
gemein gilt, dass je grofer der Sprung der Leitfahigkeit von einer PML-Schicht
zur nichsten ist, desto hoher ist auch die Reflexion von einer zur ndchsten Schicht.
Der Anstieg sollte deshalb moglichst flach verlaufen. Dies kann zum einen durch
die Anzahl der PML-Schichten, um die das Rechengebiet erweitert wird, sowie
die Wahl des Wertes fiir R beriicksichtigt werden. Ublicherweise werden fiir R
Werte im Bereich 107! bis 10™* gewihlt. Fiir die Gesamtdicke der PML wird
meistens Anyin/2 angegeben [TH+95; Ged11]. Mit der Gitterschrittweite l4sst sich
daraus die Anzahl benétigter PML-Schichten berechnen.
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Das Integral iiber s,(0") aus Gleichung (4.25), das in diskreter Form in I(p, o)
enthalten ist, kann unter Verwendung von

(o —po)™*!

O-’I)m(p’ o) = O-maxp(nﬂ) . (LAp)"

(4.40)

abgetastet werden. Dabei entspricht pg der Koordinaten in p-Richtung, an der
die p PML beginnt und LAp entspricht der Dicke der p PML. Fiir magnetische
Leitfdhigkeiten wird p auf dem dualen und fiir elektrische Leitfahigkeiten auf
dem primiren Gitter abgetastet.

4.3 Zeitbereich

Die PML-Randbedingung wurde eingefiihrt und die Diskretisierung fiir p-z-Koor-
dinaten vorgestellt. Um Zeitbereichssimulationen durchfithren zu kdnnen, muss
vom Frequenz- in den Zeitbereich transformiert und die Zeitachse T diskretisiert
werden. Dies wird im ersten Teil des Abschnittes beschrieben. Durch die Randbe-
dingung sind im Rechengebiet immer Leitfdhigkeiten vorhanden. Deshalb sei bei
der Zeitintegration auf Abschnitt 3.2.2 verwiesen. Dort wurden bereits Verfahren
zur Zeitintegration mit Leitfdhigkeit vorgestellt, die hier ebenfalls angewendet
werden konnen und in den Unterpunkten 4.3.2 - 4.3.4 beschrieben werden.

4.3.1 Zeitintegration im PML Material

Der Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Zeitintegration im PML Material ist
die Frequenzbereichsformulierung der ersten und zweiten MaxweLL’schen Glei-
chung mit PML aus den Gleichungen (4.30) und (4.31). Die Transformation von
Frequenz- in den Zeitbereich entspricht einer LapLace-Transformation. Die zwei
folgenden Transformationspaare sind bekannt und kénnen in den Standardwerken
der Mathematik, wie z. B. [Zeil2] nachgeschlagen werden:

t

X(s) = éX(s) —oX(1) = f x(t)dr, (4.41)

0

X(s) = 5 - X(s5) e—o¥() = gx(z). (4.42)

Im Weiteren werden die zeitabhingigen Gitterspannungen €(#) und h(t) sowie
der Flichenstrom _](l) zu Gunsten der Lesbarkeit in der Form €, h und j notiert.
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Wendet man die beschriebene Transformation von Frequenz- in den Zeitbereich
auf die Gleichungen (4.30) und (4.31) an, so folgt daraus

t t
d _ _
Ce+CM,, f edr =~ —M,h -~ MM, h-MM,, f hdr,  (4.43)
0 0
t d t
Ch+CM,, | hdr = Me€ + MMy € + MM, f edr +]j. (4.44)
0 0

Die Integrale der elektrischen und magnetischen Gitterspannungen iiber die Zeit
werden durch die zusétzlichen GroBBen ®(¢) und W(¢) ausgedriickt. Sie sind defi-
niert als:

t t

D) = f edr, Y() = f hdr. (4.45)

0 0

Mit Hilfe dieser zusitzlichen Groflen erhélt man die erste und zweite diskrete
Gitter-Maxwell-Gleichung in p-z-Koordinaten mit PML Randbedingung in p- und
in z-Richtung fiir den Zeitbereich:

- _
Cé +CM, ® = — - M,h ~ MM, h - M,M,,."¥. (4.46)

. d -
Ch+ CM,, Y =d_tM£é + MM, € + MM, ® + j. 4.47)

Wie bei den Gitterspannungen, wird auch bei den integralen GroBen der Gitter-
spannung - der Lesbarkeit wegen - die Notation ® und W fiir die zeitabhingigen
GroBen ®(r) und W(r) verwendet. Die diskreten ersten beiden Gitter-Maxwell-
Gleichungen im Zeitbereich mit PML Randbedingung bilden den Ausgangspunkt
fir die Herleitung verschiedener Zeitbereichsverfahren. Dazu gehoren das
Leapfrog-Verfahren, das Exponentielle Zeitbereichsverfahren und das Hybride
Implizite-Explizite Zeitbereichsverfahren. Diese werden in den folgenden Unter-
punkten eingefiihrt und erldutert.

4.3.2 Standard Leapfrog-Verfahren

In [KJS17b] wurde von der Autorin bereits eine einfachere Formulierung fiir eine
reine z-PML verdffentlicht. Diese erhdlt man aus dem hier vorgestellten Zeitbe-
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reichsschema unter der Beriicksichtigung, dass My = M, = 0. Um ein Zeitbe-
reichsschema zu erhalten, werden die beziiglich des Raumes diskreten Gleichun-
gen (4.46) und (4.47) um die Diskretisierung der Zeit erweitert. Das Vorgehen
der Zeitdiskretisierung wurde fiir Verfahren mit und ohne Leitfdhigkeit (jedoch
ohne PML-Randbedingung) bereits im Kapitel 3 in den Abschnitten 3.2.1 und
3.2.2 beschrieben. Im Fall des Leapfrog-Verfahrens werden die Zeitableitungen
in (4.46) und (4.47) mit dem Differenzenquotienten approximiert. Zudem miissen
auch fiir ® und ¥ Update Gleichungen gefunden werden. Diese setzen sich zu-
sammen aus der Aufsummierung der zeitlich vorangegangen @ und ¥, sowie der
Integration der jeweiligen Gitterspannung im letzten Zeitschritt A¢. Die Integra-
le werden durch die Rechteckregel approximiert. Hier werden die FeldgroBen h,
Y und j auf halben Zeitschritten und die Feldgrofen € und ® auf ganzen Zeit-
schritten allokiert. Die zeitlichen Ableitungen von elektrischer und magnetischer
Gitterspannung werden wie in Abschnitt 3.2.1 durch den zentralen Differenzen-
quotienten aus Gleichung (3.22) approximiert. Das fiihrt auf das folgende Zeitbe-
reichsschema:

~ L ~(n—1
h(n+2) :h(n 3) _ AtMo-,l _ AtMU’,z@_

AM,! (Ce™ + CM, @), (4.48)

porrh) =) 4 AR, (4.49)
el =g AzMK,1 - Aerter

A (RO 4 O, worh 5. (4.50)

D =" + A, 4.51)

Dabei ist zu beachten, dass die in der Gleichung (4.48) die markierten Groflen h"
und W™ und in der Gleichung (4.50) die markierten GroBen €*2) und @+2)
zeitlich ,,falsch* allokiert sind. Diese verschobene Allokation ergibt sich durch
die beriicksichtigten Leitfahigkeiten innerhalb der PML. Dies entspricht dersel-
ben Problematik wie der Beriicksichtigung von leitfahigem Material in Abschnitt
3.2.2. Auch hier sei darauf hingewiesen, dass die Groen im Zeitkontinuierlichen
zu jedem Zeitpunkt ¢ existieren. Die Bezeichnung ,,falsch* allokiert bedeutet in
diesem Zusammenhang nur, dass die zeitdiskreten Groen um einen halben Zeit-
schritt verschoben zum eigentlichen Abtastzeitpunkt auftreten und damit eine be-
sondere Behandlung notwendig wird. Somit kann auch in diesem Fall mit densel-

79



4 Perfectly Matched Layer

ben Ansitzen Abhilfe geschaffen werden: Verschobene Allokation, Arithmetische
Mittelung, Exponentielles Zeitbereichsschema und Hybrides Implizites-Explizites
Verfahren. Im Leapfrog-Verfahren in den Gleichungen (4.48)-(4.51) treten fiir h
und e jeweils zwei ,,falsch* allokierte Groflen auf. Diese kdnnen mit der arithmeti-
schen Mittelung oder der Verschobenen Allokation, vorgestellt in Abschnitt 3.2.2,
behandelt werden. Um hier beide Verfahren in einem Schema beschreiben zu kon-
nen, werden die Variablen a und b eingefiihrt. Fiir a = b = 0.5 ergibt sich die
arithmetische Mittelung und fiir @ = 1 und b = 0 die verschobene Allokation. Die
falsch allokierten GroBen aus Gleichung (4.48) und (4.50) werden beschrieben
als:

B Y 4 bAW%), (4.52)
et = 4a 4 pe D, (4.53)
PO = 0D 4 oD = b | AR (4.54)
@D = @™ 1+ pTD) — GO 1 Arpa™tD. (4.55)

Die noch unbekannten GréBen W) und @+ kénnen durch eigne Update
Gleichungen beschrieben werden. Mit dieser Behandlung der ,.falsch* allokier-
ten GroBen erhilt man das Zeitbereichsschema fiir ein Rechengebiet mit PML in
p- und z-Richtung:

R = Dy [thfl(nf%) — A, ) — AV (Cé(n) + CMK“(I)("))] » (4:56)

Wrd) — b 4 AR, (4.57)

e Zp,, [Dezé(") — AtM,,®" + AfM! (CTﬁ("”%) , (4.58)

+CTM,, P — § (M%))] ’ (39

@D — @™ 4 Are+D (4.60)
mit den zusammengefassten Matrizen

Dy = (1+ABM,, +APBM,,) . Dip=(-AwM,,),  (461)

D,; =(I+ AtbM,q + Atszktz)_l , D.> = - AtaMy1) . (4.62)

Fiir den Fall der verschobenen Allokation mit b = 0 vereinfacht sich das Zeitbe-
reichsschema erheblich, da die Matrizen Dy, und D,; entfallen. Eine graphische
Darstellung des Zeitbereichsschemas ist in Abb. 4.4 skizziert.
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Abbildung 4.4: Zeitstrahl ¢ mit diskreten Zeitschritten und den entsprechenden
elektrischen und magnetischen Gitterspannungen sowie deren in-

tegrale Groen @ und . Je ein Update von h, & ¥ und ® ist
exemplarisch eingezeichnet.

4.3.3 Exponentielles Zeitbereichsschema

Um die Zeitableitung exakt darzustellen, kann das Problem mittels Integration ei-
nes Zeitschrittes Ar exakt gelost werden. Die Methode des Exponentiellen Zeitbe-
reichsschemas wurde bereits in Abschnitt 4.3.3 beschrieben. Ausgangspunkt fiir
das Verfahren sind die Gleichungen (4.46) und (4.47) mit den zugehorigen De-
finitionen der integrierten Gitterspannungen. Eine Variante fiir eine reine z-PML
wurde bereits von der Autorin in [KJS17b] veroffentlicht. Sie kann aus der hier
vorliegenden Formulierung unter Beriicksichtigung, dass fiir eine reine z-PML
M, = M, = 0 ist, gewonnen werden. Damit ergibt sich das Zeitbereichssche-
ma zu:

A" =D,A" " - 1, - D) (MM, ) [Cce®”
+CM,, @ — M,M,,,, ¥, (4.63)
PO gD L AR (4.64)
&) =D& + (1, - D) (M,M)! [ CTR"

+CTM,, ¥ — MM, ®" — j

(e L
3¢ ”)] , (4.65)

®"D =™ + Are™+D (4.66)
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mit den Diagonalmatrizen

At

D, = exp|-At[M,, + =
exp( ( 3 + 3 2

Mmz)), D, = exp (—At (Mm + gMK,z)) (4.67)
die nur im Bereich der PML Eintrige enthalten. Es ist bei der Implementierung
darauf zu achten, dass im Bereich des Rechengebietes das Standard Leapfrog-
Verfahren resultiert. Dies erreicht man durch geschickte Besetzung der Diagonal-
matrizen I, und I,. Eintrdge auf der Hauptdiagonalen, die auf Indizes innerhalb
des Rechengebietes zugreifen haben den Wert Af und Eintrége, die auf das PML-
Gebiet zugreifen, besitzen den Wert 1.

4.3.4 Hybrider Impliziter-Expliziter Algorithmus

In Abschnitt 3.2.1 wurde im Absatz zu Newmark-beta-Verfahren — Impliziter Zei-
tupdate bereits die allgemeine Vorgehensweise erldutert, wie man aus den Stan-
dard Leapfrog Gleichungen und dem Newmark-beta Ansatz ein implizites Verfah-
ren herleiten kann. Auch die Hybridisierung durch Diagonalmatrizen Dg und D,
wurde erldutert. Es wird im Folgenden analog wie in besagtem Abschnitt vorge-
gangen, um einen Hybriden Impliziten-Expliziten Zeitupdate mit PML Randbe-
dingung herzuleiten. Ein Hybrider Impliziter-Expliziter Zeitbereichsalgorithmus
wurde bereits fiir den Fall einer reinen z-PML von der Autorin in [KS20] und fiir
eine reine p-PML in [KS] veroffentlicht. Der Zeitbereichsalgorithmus der reinen
z-PML lésst sich unter der Voraussetzung, dass es keine PML in p-Richtung und
keine Ecken-PML gibt aus der hier allgemeinen Variante ableiten. Ebenso kann
der Zeitupdate fiir die reine p-PML unter der Voraussetzung, dass es keine z- und
keine Ecken PML gibt aus der hier allgemeinen Formulierung ableiten. Es wird
hier von den Standard Leapfrog Gleichungen mit PML aus (4.56) und (4.59) aus-
gegangen. Fiir ¥ und @ bleiben die Zeitupdates unverdndert. Der Ausgangspunkt
ist wie beschrieben der Newmark-beta Ansatz

1 1
e = D™ + (51 ~2Dg + Dy) e™ + (5 +Dp - Dy) e b (4.68)

Mit den Diagonalmatrizen Dg und D, ist es moglich jeder einzelnen Gitterkante
einen speziellen Wert fiir § = [0, 1] und y = [0, 1] zuzuweisen. Dadurch ist es
moglich im Bereich der PML implizit und im restlichen Rechengebiet explizit zu
rechnen, denn fiir den Fall, dass 8 = 0 und y = 0.5 ist, erhdlt man wieder das
urspriingliche Leapfrog-Verfahren. Setzt man nun den Newmark-beta Ansatz fiir
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4.3 Zeitbereich

die elektrische Gitterspannung fiir @™ aus Gleichung (4.68) in (4.56) ein, so erhilt

(] (1
man ein Update fiir 1" der von den Groflen n” 2), e gtn gl+D), @1 und
@™ abhingig ist. Da die elektrische Gitterspannung €"*! zu diesem Zeitpunkt
noch nicht bekannt ist, muss diese durch das Update aus Gleichung (4.59) ersetzt

~(n+d
werden. Nun kann die resultierende Formulierung nach "7 umgestellt werden.
Der Hybride Implizite-Explizite Algorithmus mit PML ist wie folgt definiert:
Sy ~(n—1%) -1 —~(n) -1 ~(n-1)
h""? =A™ (D)) [Dih"" ' — AtM,' € (DD, D, + D,) € — AM,,' CDe

At ~
- (—M + AtZM#ICDﬁDelMSICMW) p(n-3)

2
At -1 (@]

+| 7 M, CDD My — AIM,'CM,, | @ (4.69)

+At2M;ICDﬁDelM;‘§(”+5)]) (4.70)

Pord) —po=d) | AR 4.71)

o+l =~ 1 20ty

et — D, [Dezé(") + AlMgl (Ch( +5) n CM(T”\I;(MD _ .]( +z)) “4.72)
At

S M 0 (4.73)

OU+D = @M 4 Ag+D (4.74)

mit den verwendeten Abkiirzungen

A =1+ APDyM,'CDsD, M, 'C + APDy M, ' CDgD M;'CM,,,,  (4.75)

1 1
D, = EI -2Dg +D,, D; = EI +Dg - D, (4.76)

Die Matrizen D,;, D.», D;; und Dy, sind bereits in den Gleichungen (4.61) und
(4.62) definiert. Die zu invertierende Matrix A enthélt wihrend der gesamten Si-
mulation ausschlieBlich konstante Werte und besitzt eine Bandstruktur. Insgesamt
gilt also, dass die Matrix nur einmal zu Beginn invertiert werden muss und in den
meisten Fillen eine performante LR-Zerlegung (sparse LU) [Saa03] verwendet
werden kann. Werden konstante Terme bei der Implementierung zusammenge-
fasst, so sind insgesamt 13 Additionen und 13 Matrix-Vektor Multiplikationen fiir

&3



4 Perfectly Matched Layer

einen Zeitschritt Ar notwendig. Vergleicht man dies mit dem Leapfrog-Verfahren
mit PML, so werden dort nur 9 Additionen und 8 Multiplikationen benétigt. Es
ist aber festzuhalten, dass viele der zusitzlichen Operatoren mit den Matrizen D,,
und Dy sind und diese nur im Bereich der PML Eintrige aufweisen und somit
sehr diinn besetzt sind.
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5 Validierung und Analyse

Die Zeitbereichsverfahren mit PML aus dem vorangegangenen Kapitel 4, das
Standard Leapfrog-Verfahren, das Exponentielle Zeitbereichsschema und das Hy-
bride Implizite-Explizite Zeitbereichsschema sollen nun beziiglich ihres Verhal-
tens und ihrer numerischen Stabilitit ndher untersucht werden. Dies geschieht an
einfachen akademischen Beispielen und umfasst die PML in z-Richtung mit Hil-
fe eines Zylinderhohlleiters. Weiterhin wird die PML in p-Richtung mit einem
Zylinderresonator und einer in p-Richtung offenen Anordnung betrachtet, die in
z-Richtung durch PEC begrenzt ist.

Bei der Analyse kommt die spektrale Untersuchung der Eigenwerte der Rekur-
sionsmatrix zur Anwendung. Aber auch das Verhalten im Zeitbereich wird mit
Hilfe der aufgezeichneten Energie im Rechengebiet niher untersucht. Dabei ist
das Kapitel in zwei Hauptbereiche aufgeteilt. Es beginnt mit den Untersuchun-
gen der PML in z-Richtung, dann folgt die Betrachtung der PML in p-Richtung.
Abschlieend wird im dritten Teil eine kurze Zusammenfassung und Diskussion
der in diesem Kapitel gewonnenen Erkenntnisse beziiglich der Zeitdiskretisierung
mit PML Randbedingung angegeben.

5.1 PML Randbedingung in z-Richtung

Zuerst wird nur die PML in z-Richtung fiir die im Kapitel 4 genannten Zeitbe-
reichsverfahren auf p-z-Koordinaten untersucht. Fiir eine Aussage beziiglich der
Stabilitdt werden zunichst an einem sehr einfachen Beispiel in Form eines Zylin-
derhohlleiters die Eigenwerte der Rekursionsmatrix G(At) analysiert. Die spek-
tralen Eigenschaften dieser konnen dabei helfen, Probleme wie die Instabilitit zu
verstehen [JKS17]. Da das analytische Vorgehen zur Bestimmung der Eigenwer-
te bei den Zeitbereichsschemata mit PML nicht mehr ohne weiteres moglich ist,
im Gegensatz zu den einfacheren Beispielen in Abschnitt 3.2.4, werden hier die
Eigenwerte der Rekursionsmatrix fiir ein konkretes Beispiel numerisch bestimmt.
Das Vorgehen dazu wurde bereits in Abschnitt 3.3.2 im Punkt zu Newmark-beta-
Verfahren beschrieben, siehe Algorithmus 1. Da alle Eigenwerte der Rekursions-
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5 Validierung und Analyse

matrix berechnet werden miissen, fiihrt dies zu einer Limitierung der GroB3e des
zu losenden Eigenwertproblems. Deshalb werden hier zunichst akademische Bei-
spiele verwendet, die hinreichend klein sind. Danach wird auch der Energiever-
lauf fiir dieselben Anordnungen untersucht. Anschliefend wird ein weiterer Hohl-
leiter, dessen Anzahl an Gitterpunkten einem realistischen Verhiltnis von Gitter-
punkten zu Wellenldnge entspricht, analysiert. Die Stabilitdt wird dabei anhand
der Energie im Rechengebiet iiber der Simulationszeit bewertet. Es ist noch zu
vermerken, dass bei der z-PML die Quasi-PML der GT-PML entspricht. Deshalb
muss in den folgenden Beispielen zur PML in z-Richtung keine Unterscheidung
beziiglich der beiden PML-Typen angegeben werden.

5.1.1 Numerische Beispiele

Als Testbeispiel fiir die verschiedenen Zeitbereichsverfahren der PML Randbe-
dingung aus Abschnitt 4.3 in z-Richtung dienen hier zwei unterschiedliche zylin-
drische Hohlleiter. Einer der beiden ist mit einem Materialeinsatz ¢, gefiillt, siche
Abb. 5.1(a). Der andere ist ausschlieBlich mit Vakuum gefiillt, vergleiche dazu die
Skizze in Abb. 5.1(b). Beide Hohlleiter haben den Radius » und die Hohe 4. Der
Materialeinsatz in Abb. 5.1(a) besitzt die Hohe £, und die Permeabilitit & = g,&.
In p-Richtung ist der Abschluss eine PEC und in negativer z-Richtung ein PMC
Rand. In positiver z-Richtung befindet sich eine PML Randbedingung, die mit ei-
nem PEC Rand abgeschlossen wird. Zur Losung des Problems wird die Methode
der Finite Integration auf p-z-Koordinaten mit azimutaler Ordnung m = 1 ange-
wendet.

Der Materialsprung im Hohlleiter entspricht dem Verhalten eines durchlidssigen
Resonators. Wenn die Frequenz der Mode oberhalb von Cutoff des offenen Hohl-
leiters liegt, bilden sich innerhalb des Bereichs mit erhohter Permittivitit € =
&o&r Resonanzen, die nur iiber den offenen, ausschlieBlich mit Vakuum gefiillten,
Hohlleiter mit anschlieBender PML abstrahlen. In diesem Fall wird das Feld am
Ende in der PML absorbiert.

5.1.2 Eigenwerte der Rekursionsmatrix

Fiir das Leapfrog-Verfahren sowie das Exponentielle Zeitbereichsschema werden
die Eigenwerte der Rekursionsmatrix berechnet und analysiert. Um die Dimen-
sion der Rekursionsmatrix G(Af) und den damit verbundenen Aufwand der Be-
rechnung aller Eigenwerte A,.,, von G(Af) moglichst gering zu halten, werden die
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5.1 PML Randbedingung in z-Richtung
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, PEC ~ - PEC
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(a) Zylinder WG mit Materialeinsatz (b) Zylinder WG ohne Materialeinsatz

Abbildung 5.1: Simulationsanordnung zum Test der PML-Randbedingung in z-
Richtung. Es handelt sich um einen zylindrischen Hohlleiter aus
PEC mit der Hohe /# und dem Radius r, der in positiver z-Richtung
mit einer PML und in negativer z-Richtung mit einem PMC Rand
abgeschlossen ist. Das Modell in (a) enthélt einen Materialeinsatz
mit & und der Hohe A,. Das Modell in (b) ist ausschlieBlich mit
Vakuum gefiillt. Die Anregung im Zeitbereich erfolgt durch ein-
prigen eines Stromes direkt auf dem PMC Rand.

Hohlleiter mit N, = 3,N; = 9, 3 Lagen PML in positiver z-Richtung, einer vor-
gegebenen Reflexion der PML von R = 1073 und einem quadratischem Materi-
alprofil diskretisiert. Die Zeitschrittweite At ist unterhalb der CFL-Schranke, wie
es in einer Zeitbereichssimulation gefordert ist. Die Ergebnisse fiir das Leapfrog-
Verfahren mit arithmetischer Mittelung und fiir das Exponentielle Zeitbereichs-
schema sind fiir die Anordnung mit Materialeinsatz bereits in [KJS17b] und die
Methodik der Uberpriifung der Stabilitit in [JKS17] von der Autorin veroffent-
licht worden. Die Ergebnisse der Eigenwertanalyse fiir den offenen Hohlleiter
mit Materialeinsatz sind in Abb. 5.2 und die Eigenwerte fiir den offenen Hohllei-
ter ohne Einsatz in Abb. 5.4 angegeben.

Der Zusammenhang der kontinuierlichen Eigenfrequenzen und der diskreten Wer-
te ist in Tabelle 5.1 angegeben. Es werden nachfolgend zwei Darstellungsformen
fiir die Eigenwerte verwendet. Zum einen die der Eigenwerte Ay, die als Losung
der Rekursionsmatrix G hervorgehen. Sie werden hier in der komplexen Ebene
zusammen mit dem Einheitskreis dargestellt. Fiir ein stabiles System gilt, dass alle
Eigenwerten innerhalb oder auf dem Einheitskreis liegen miissen, dies entspricht
der Bedingung |1, ,| < 1. Zum anderen werden zur Darstellung die komplexen

87



5 Validierung und Analyse

w Eigenfrequenz zeitkontinuierlich
® = In(d.,)/(jAD) Eigenfrequenz zeitdiskret
App, = €N Eigenwert von G(Ar) zeitdiskret

Tabelle 5.1: Zusammenhang kontinuierlicher und diskreter Eigenfrequenzen, so-
wie Eigenwerten der Rekusionsmatrix G(Ar).

Eigenfrequenzen & verwendet, die nach Tab. 5.1 aus den Eigenwerten berechnet
werden. Hier gilt dann als Stabilititsbedingung @ > 0. Diese Darstellungsform
ist bei sehr kleinen At iibersichtlicher und wird deshalb fiir die Darstellung der
Konvergenz beziiglich At verwendet.

Die zusitzlichen Materialschichten der PML haben weitere Unbekannte in der
Simulation zur Folge. Daraus resultieren auch zusitzliche Eigenwerte mit Eigen-
16sungen, die im Bereich der PML Feldanteile besitzen.

Eigenwerte fiir den Zylinderhohlleiter mit Materialeinsatz

Die paarweise komplexen Eigenwerte sind in der komplexen Ebene zusammen
mit dem Einheitskreis in Abb. 5.2 dargestellt. Nach den Erlduterungen aus Ab-
schnitt 3.2.4 ist das Zeitbereichsverfahren genau dann stabil, wenn fiir alle Eigen-
werte gilt, dass |2, ] < 1. Fiir beide untersuchten Zeitbereichsverfahren gibt es
zwei Eigenwertpaare, die auflerhalb des Einheitskreises liegen; gekennzeichnet
mit einem grauen Fiinfeck. Die restlichen Eigenwerte liegen innerhalb oder auf
dem Einheitskreis. Fiir diese lassen sich unterschiedliche ,,Gruppen‘ von dazuge-
horigen Eigenmoden finden:

1. Ungeddmpfte Moden: Die Eigenwerte liegen direkt auf dem Einheitskreis,
wie beim Standard Leapfrog-Verfahren ohne Verluste.

2. Leicht geddmpfte Moden: Die Eigenwerte liegen nah aber innerhalb des
Einheitskreises und die Eigenvektoren entsprechen den ausbreitungsfihi-
gen Moden. In der Regel lassen sich einzelne Moden mit derselben tan-
gentialen Feldverteilung und unterschiedlichem k, entlang einer virtuellen
Linie im inneren des Einheitskreises verfolgen.

3. Sehr stark geddmpfte Moden: Die Eigenwerte liegen weit innerhalb des
Einheitskreises und die Eigenvektoren weisen ausschlieBlich innerhalb des
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Abbildung 5.2: Komplexe Eigenwerte der Rekursionsmatrix G(At) fiir den Zy-
linderhohlleiter mit Materialeinsatz ¢, = 16 fiir das Leapfrog-
Verfahren in (a) und das Exponentielle Zeitbereichsschema in (b).
Mit den wie folgt gewihlten Parametern: m = 1, N, = 3, N, = 9,
3 Lagen PML in positiver z-Richtung mit ® = 10~ und einem
quadratischem Materialprofil. Die grauen Fiinfecke markieren die
Pole, die nicht das Stabilititskriterium erfiillen. Weitere Diskus-

sion siehe in Abb. 5.3
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5 Validierung und Analyse

PML Gebietes ein Feld auf. Diese sind durch das jeweilige Diskretisie-
rungsverfahren bedingt und haben in der Regel keine physikalische Bedeu-
tung.

4. Statische Moden: Eigenwerte mit w = 0 gehoren zu den bereits bekannten
statischen Losung der Wellengleichung.

Alle vier Typen der auftretenden Eigenwerten, sowie die ersten Cutoff Frequen-
zen fiir den mit Vakuum gefiillten Hohlleiter, sind noch einmal fiir die Eigenlo-
sung des Zylinderhohlleiters mit Materialeinsatz fiir das Leapfrog-Verfahren in
Abb. 5.3 skizziert. Nach Einzeichnen der Cutoff Frequenz der ersten ausbrei-
tungsfahigen Mode (TEy,), fillt auf, dass die instabilen Pole in der Nihe dieser
Frequenz liegen. Dieses Phidnomen, dass die Frequenzen in der Nihe der ,,Cu-
toff* Frequenzen liegen und der dazugehorige Eigenvektor zu der entsprechenden
Mode passt, ldsst an dieser Stelle vermuten, dass es sich um eine Problematik mit
Frequenzen knapp unterhalb der ,,Cutoftf*-Frequenz handeln konnte. Bei dichten
Spektren, wie dies gerade im Bereich der Optik hiufig auftritt, konnte dies somit
ein moglicher Ausloser der Instabilitit des zeitdiskreten Systems sein.

Eigenwerte fiir den Zylinderhohlleiter ohne Materialeinsatz

Die Eigenwertanalyse des ausschlieBlich mit Vakuum gefiillten Hohlleiters ergibt
fiir beide Zeitbereichsverfahren, dass es keine Eigenwerte gibt, die das Stabili-
tdtskriterium verletzen. Fiir alle Eigenwerte gilt |[4,,| < 1. Die Lage der Eigen-
werte dhnelt dem Beispiel mit Materialeinsatz im Hohlleiter, bis auf die nicht
mehr vorhandenen Eigenwertpaare aulerhalb des Einheitskreises. Dies lédsst ver-
muten, dass der Materialsprung, der im Prinzip ein Streukorper ist, einen grof3eren
Abstand zur PML Randbedingung fordert. In der Regel werden bei PML Rand-
bedingungen immer angegeben, dass diese mit ausreichend Abstand vom Streu-
korper angeordnet sein miissen, so zum Beispiel angegeben in [Ber94; TC97a].
Die Aussage kann jedoch nicht durch eine allgemein giiltige Formel fiir den op-
timalen Abstand konkretisiert werden, sondern ist bei jedem Problem individuell
zu betrachten und zu 16sen. In kommerzieller Software, wie zum Beispiel CST
Studio Suite® [3DS19], gibt es bei der Verwendung der PML die Option ,,open
add space®, die vor der PML zusitzlichen homogenen Freiraum generiert, um
Probleme dieser Art vorzubeugen. Da auch andere Ursachen, wie zum Beispiel
der im Abschnitt zuvor genannte ,,Cutoff* Bereich der Frequenzen ein Problem
darstellen kdnnen, muss eine Abstandsidnderung nicht immer das Problem behe-
ben. Zudem wird im folgenden Abschnitt gezeigt, dass die hier im ersten Beispiel
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Abbildung 5.3: Eigenwerte aus Abb. 5.2(a) fiir den Zylinderhohlleiter mit Mate-
rialeinsatz und Leapfrog-Verfahren. Die grauen Fiinfecke markie-
ren die Pole, die nicht das Stabilitétskriterium erfiillen. Mit einge-
zeichneten Cutoff Frequenzen fiir TE und TM Moden (helle und
dunkle Dreiecke) und Kennzeichnung der Modengruppen mit: 1.
Ungeddmpfte Moden, 2. Leicht geddmpfte Moden, 3. Sehr stark
geddampfte Moden und 4. Statische Moden.
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Abbildung 5.4: Komplexe Eigenwerte der Rekursionsmatrix G(Az) fiir den Zylin-
derhohlleiter ohne Materialeinsatz fiir das Leapfrog-Verfahren in
(a) und das Exponentielle Zeitbereichsschema in (b). Mit den wie
folgt gewihlten Parametern: m = 1, N, = 3, N, = 9, 3 Lagen
PML in positiver z-Richtung mit R = 10~ und einem quadrati-
schem Materialprofil.
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5.1 PML Randbedingung in z-Richtung

auftauchenden instabilen Pole trotzdem eine Berechnung bis zu einem Energie-
kriterium von —40 dB zulassen.

Konvergenz der Eigenwerte

Nicht nur die Eigenwerte an sich, sondern auch ihr Konvergenzverhalten beziig-
lich At — 0, sind von Interesse. Fiir einen Zeitschritt, der gegen Null geht, miis-
sen alle Verfahren gegen dieselben Eigenwerte konvergieren. Dies gilt ebenso fiir
die Eigenwerte von einer Problemstellung, die mit unterschiedlichen Zeitdiskreti-
sierungsverfahren gelost werden. Fiir den Zylinderhohlleiter mit Materialeinsatz,
der fiir einen Zeitschritt nahe dem CFL Kriterium Eigenwerte auf3erhalb des Ein-
heitskreises besitzt, soll hier die Konvergenz der Eigenwerte untersucht werden.
Das Ergebnis der Konvergenzanalyse ist in Abb. 5.5(a) zu sehen. Da die Eigen-
werte fiir kleine Az gegen den Punkt (1,0) streben, wird hier die Darstellung der
diskreten komplexen Eigenfrequenzen @ verwendet. Beide Zeitbereichsverfahren
streben fiir A+ — 0 gegen denselben Wert. Lost man zusitzlich das nichtlineare
Eigenwertproblem im Frequenzbereich, wie in [JKS17]', so kann gezeigt werden,
dass beide Verfahren gegen den des Eigenwertproblems konvergieren.

Fiir Problemstellungen im Frequenzbereich lésst sich das nichtlineare Eigen-
wertproblem aus den ersten beiden MaxweLL’schen Gleichungen mit PML Rand-
bedingung, angegeben in den Gleichungen (4.30) und (4.31), herleiten. Dazu wer-
den beide Gleichungen mit jw multipliziert und in Matrixschreibweise iiberfiihrt.
Es resultiert das nichtlineare Eigenwertproblem [JKS17]:

(sI+M,,)C (s’ 1+ sM,,, + Mmz)Mﬂ) (é) - (0) (5.1)

—(’I + sMy1 + My2)M, (sT+ M, )CT h/ |0

mit den Eigenwerten s = jw. Im Vergleich zu einer Formulierung ohne PML
kommen hier zu den quadratischen Thermen s> noch Terme mit s hinzu. Die PML
ist demzufolge fiir die Nichtlinearitit des Eigenwertproblems verantwortlich.

Das Ergebnis des nichtlinearen Eigenwertproblems sind komplexe Eigenfre-
quenzen w, die den konvergierten Werten der Zeitbereichs Schemata entsprechen.
Des Weiteren ist in Abb. 5.5(a) zu sehen, dass das Verhalten der Konvergenz

IEigene Veroffentlichung zusammen mit Philipp Jorkowski und Rolf Schuhmann. Das nichtlineare
Eigenwertproblem wurde hier mit dem Loser von Philipp Jorkowski fiir die selben Matrizen wie
im Zeitbereich, gelost.
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eines jeden Eigenwertes anders verlduft. Insgesamt kann aber zusammengefasst
werden, dass die Werte des Exponentiellen Zeitbereichsverfahrens in den meisten
Fillen sehr viel ndher am konvergierten Wert starten.

Da die Eigenwerte sehr dicht beieinanderliegen, ist in Abb. 5.5(b) noch einmal

fiir beide Zeitbereichsverfahren die konvergierte Eigenfrequenz & und in Abb. 5.6
ein vergroBerter Ausschnitt auf einen instabilen Pol angegeben. Es ist deutlich zu
sehen, dass die Eigenwerte beider Verfahren gegen denselben Wert konvergiert
sind. Zudem liegen alle Eigenwerte im stabilen Bereich, der fiir die komplexen Ei-
genwerte als J f@} > 0 definiert ist. Somit ist eine Simulation fiir geniigend kleine
At immer stabil, auch wenn es nicht unbedingt sinnvoll ist beziiglich der erforder-
lichen Rechenleistung den Zeitschritt sehr viel kleiner als das CFL-Kriterium zu
wihlen. Insgesamt kann man zusammenfassen, dass die Eigenwerte, die nicht
das Stabilitdtskriterium erfiillen, nicht durch die Verletzung des CFL-Kriteriums
auftreten. Das CFL-Kriterium wurde zunéchst nur fiir homogene, nicht leitfdhige
und lineare Medien in Abschnitt 3.2.4 eingefiihrt. Dass es auch fiir verlustbe-
haftete Materialien und fiir das Exponentielle Zeitbereichsschema gilt, wurde in
[ESW04] fiir die FIT gezeigt. Die Verletzung der CFL-Schranke duf3ert sich nach
Abschnitt 3.2.4 in Eigenwerten, die auf der reellen Achse links und rechts vom
Punkt (-1,0) liegen.
Hier sind die instabilen Eigenwerte in der Nihe der ,,Cutoff* Frequenzen, jedoch
leicht auBerhalb des Einheitskreises. Durch die Konvergenzstudie kann gezeigt
werden, dass die Zeitdiskretisierung selbst einen zentralen Einfluss auf die Stabi-
litdt des Verfahrens hat, da die Verfahren fiir Ar — 0 ausschlieBlich stabile Eigen-
werte aufweisen. Daraus ldsst sich schlieBen, dass die rdumlichen Eigenschaften
der PML das System noch nicht instabil machen, da in der Frequenzbereichsana-
lyse und der Konvergenzstudie fiir den Zeitschritt At — 0 gezeigt werden kann,
dass das System ohne die zeitliche Diskretisierung stabil ist. Diese Erkenntnis
stellt eine Neuerung fiir die PML in Zylinderkoordinaten dar.

5.1.3 Energie

Fiir die Zylinderhohlleiter aus dem vorherigen Abschnitt werden mit derselben
Konfiguration Zeitbereichssimulation durchgefiihrt. Jetzt wird der zeitliche Ener-
gieverlauf innerhalb des Rechengebietes untersucht. Die Energie wird fiir jeden
Zeitschritt ¢ entsprechend der Gleichung (3.47) ausschlieBlich innerhalb des Re-
chengebietes und somit ohne PML berechnet. Es wird eine maximale Anzahl an
Zeitschritten von 7, = 2 - 10° gewihlt. Die Anregung ist ein mit einem Si-
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Abbildung 5.5: Konvergenz der diskreten Eigenfrequenzen @, beziiglich At — 0
fiir beide Zeitbereichsverfahren fiir den Zylinderhohlleiter mit
Materialeinsatz &, = 16, m = 1, N, = 3, N; = 9, 3 Schichten
PML mit R = 10~ und einem quadratischem Profil. Konvergenz-
analyse fiir variierte Af mit At — 0 in (a) und Vergleich der kon-

vergierten Eigenwerte in (b).
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Abbildung 5.6: VergroBerter Ausschnitt aus Abb. 5.5(a) mit einem fiir einen Zeit-

schritt At nahe dem CFL-Kriterium instabilen Pol fiir das Expo-
nentielle Zeitbereichsschema.



5.1 PML Randbedingung in z-Richtung

nus modulierter GauBpuls, der auf den p-Kanten entlang der PMC Randbedin-
gung eingeprigt wird. Es werden Frequenzen im Bereich 137,81 MHz < f <
204,42 MHz verwendet. Somit ist die Frequenz der Anregung immer groBer als
die Cutoff Frequenz der ersten ausbreitungsfihigen Mode, sowohl im Bereich des
mit Vakuum als auch des mit Materialeinsatz mit &, = 16 gefiillten Zylinderhohl-
leiters.

Die Energie wird wie iiblich in dB angegeben und mit Bezug auf das Maximum
normiert. Bei Zeitbereichssimulationen ist es iiblich, ein sogenanntes ,,Energiekri-
terium‘ anzugeben. Dieses bildet eine Schranke, bis zu welchem Wert an abge-
klungener Energie die Berechnung im Zeitbereich durchgefiihrt wird. Zudem ist
bei der Verwendung numerischer Programme die Rechengenauigkeit in der Re-
gel auf ,,double precision*? begrenzt. Dadurch ist die Auflésung des Zahlenberei-
ches limitiert. Die Energie in dB kann also nur bis zur sogenannten ,,numerischen
Rauschgrenze® von —320 dB dargestellt werden.

Energie des Leapfrog-Verfahrens mit arithmetischer Mittelung

Fiir das Leapfrog-Verfahren mit arithmetischer Mittelung ist der Energieverlauf
fiir den Zylinderhohlleiter mit und ohne Materialeinsatz in Abb. 5.15(a) zu se-
hen. Der Bereich am Anfang ist als vergroBerter Ausschnitt in der Abb. 5.15(b)
daneben abgebildet. Im Wesentlichen erhilt man das Verhalten, das nach der Be-
rechnung der Eigenwerte zu erwarten war. Fiir die Struktur ohne Materialeinsatz,
bei der alle Eigenwerte im stabilen Bereich lagen, klingt die Energie bis zur nu-
merischen Rauschgrenze von —320 dB ab und verbleibt dann dort, bis zum Ende
der Simulationszeit. Fiir die Anordnung mit Materialeinsatz gab es zwei Eigen-
wertpaare, die nicht dem Stabilitétskriterium geniigen. Die Zeitbereichssimulati-
on klingt wie zu erwarten ab einem Zeitpunkt unphysikalisch auf. Jedoch kann
man sehen, dass dies nicht sofort passiert, sondern erst nach einer Zeit von ca.
t = 110 us. Davor fillt die Energie zunichst auf ca. —40dB ab und verbleibt dort
bis zum Zeitpunkt, an dem die Pole, die nicht das Stabilitédtskriterium erfiillen,
dominant werden. Fiir dieses Beispiel soll angenommen werden, dass die Ergeb-
nisse der Simulation, bevor das Energiekriterium den Wert von —40dB erreicht
hat, physikalisch sind. Denn das rekursive Verfahren kann in Abhéngigkeit der Ei-
genwerte und zugehorigen Eigenvektoren des zeitdiskreten Systems beschrieben
werden. Nach einer Simulationsdauer 7' ldsst sich der Einfluss eines einzelnen
Eigenwertes A; nach Gleichung (2.18) in [AW13] angeben. Fiir den Fall, dass das

%Die ,,double precision*“(doppelte Genauigkeit) bezeichnet das Format der Darstellung fiir Gleitkom-
ma Zahlen. So werden hier 8 Byte je dargestellter Zahl bzw. 64 Bit abgelegt.
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Abbildung 5.7: Energieverlauf der arithmetischen Mittelung fiir das Minimal-
beispiel mit PML in z-Richtung. In (a) fiir den Zeitbereich ¢ =
Ows--- 1500 us und in (b) fiir den Zoom auf den Anfangsbereich
aus (a) firt =0pus--- 10 us.

zeitdiskrete System hier schon in der Form aus Gleichung (3.57) vorliegt, kann
die Losung zum Zeitpunkt 7" angegeben werden als:

y(T) — G(Tfl)y(ln) (5.2)

mit dem Start Zeitpunkt #y = 0. Bestimmt man nun die Eigenwerte A; der Rekur-
sionsmatrix G, dann lisst sich das Verhalten von jedem Eigenvektor ev nach einer
Simulationszeit T angeben als:

evi(T) = 2! evy(0). (5.3)

Daraus kann direkt gefolgert werden, dass Eigenwerte mit |4;| < 1 ein abklingen-
des Verhalten besitzen. Fiir |4;| = 1 bleibt das Verhalten konstant und fiir |4;| > 1
klingt die Losung exponentiell auf. Dabei ist die Geschwindigkeit des Anstie-
ges direkt von der Grofle des Eigenwertes abhingig. Es ist anzunehmen, dass die
Losung des Systems so lange physikalisch bleibt, wie auch die Felder und die
Energie nicht von dem instabilen Polen dominiert werden.

Energie des Exponentiellen Zeitbereichsschemas

Die Energieverldaufe des Exponentiellen Zeitbereichsschemas fiir den Zylinder-
hohlleiter mit und ohne Materialeinsatz sind in Abb. 5.8(a) und eine Vergrofe-
rung des Anfangsbereiches in Abb. 5.8(b) zu sehen. Das Verhalten entspricht wie
bei dem Leapfrog-Verfahren zuvor ebenfalls dem Verhalten, das man nach der
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Abbildung 5.8: Energieverlauf des Exponentiellen Zeitbereichschemas fiir das
Minimalbeispiel mit PML in z-Richtung. In (a) fiir den Zeitbe-
reich t = Ous--- 1500 us und in (b) fiir den Zoom auf den An-
fangsbereich aus (a) fiir # = Ops - - - 10 us.

Eigenwertanalyse aus Abschnitt 5.1.2 erwarten wiirde. Fiir den Hohlleiter ohne
Materialeinsatz klingt die Energie bis zur Rauschgrenze ab und verbleibt dann
dort. Dabei ist anzumerken, dass ab einer Energie von ca. —100dB die Ener-
gie langsamer abklingt als dies zuvor bei dem Leapfrog-Verfahren der Fall war.
Fiir den Zylinderhohlleiter mit Materialeinsatz klingt die Energie zunichst auf
ca. —40dB ab und steigt dann nach ca. + = 300 us wieder an. Dieses Verhalten
ist unphysikalisch und ldsst sich durch das Dominant-werden der Pole, die nicht
die Stabilitdtsbedingung erfiillen, erkldren. Dieses Verhalten stimmt mit den zwei
gefundenen Eigenwertpaaren aulerhalb des Einheitskreises iiberein.

5.1.4 Stabilitatsgraph

Das Verhalten des Hybriden Impliziten-Expliziten Algorithmus aus Abschnitt 4.3.4,
das auch das Leapfrog-Verfahren mit einschlieBt, soll beziiglich seiner Stabilitét
untersucht werden. Das hybride Verfahren erlaubt es die Werte 5 und y inner-
halb der PML Region zu variieren und im restlichen Rechengebiet die Parameter
B =0und y = 0.5 zu verwenden, die dem Standard Leapfrog-Verfahren entspre-
chen. Die Variation dieser beiden Parameter kann einen Einfluss auf die Stabilitit
haben. Dieses soll mit einem Stabilitdtsgraph, der in Abhidngigkeit von S und y die
Stabilitit darstellt, ausgewertet werden. Als Testbeispiel wird hier ebenfalls der
mit Vakuum gefiillte Zylinderhohleiter aus Abb. 5.1(b) verwendet. Die Ergebnis-
se dieses Abschnitts wurden bereits von der Autorin in [KS20] veroffentlicht.
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5 Validierung und Analyse

Hier handelt es sich um einen Zylinderhohlleiter mit Héhe # = 15m und
Radius R = 1 m. Die Diskretisierung erfolgt mit der Methode der Finiten Integra-
tion auf p-z-Koordinaten mit m = 1, N, = 9 und N; = 116. Die PML in positiver
z-Richtung besteht aus drei Lagen mit einer Reflektivitit von R = 102 und einem
quadratischem Materialprofil. Die Anregung wird durch eine Stromquelle in der
Ebene bei z = 0 mit einem Sinus modulierten Gau3puls im Frequenzbereich von
138 MHz < f < 229 MHz realisiert. Die Amplituden sind rdumlich gewichtet,
entsprechend der Feldverteilung der TE;; Mode. Die maximale Anzahl an Zeit-
schritten ist auf 7 = 1 - 10° begrenzt.

Um den Graphen der Stabilitét zu erstellen, wird die Simulation fiir verschiedene
Wertepaare von 8 und y durchgefiihrt. Simulationen, bei denen die Energie bis zu
Ende monoton fallend verlduft, werden als ,,stabil*“ gewertet. Simulationen, bei
denen zuvor die Energie aufklingt, werden als ,,instabil“ gewertet und der Zeit-
punkt des Wiederanstieges der Energie wird erfasst. Die Parameter werden in den
Bereichen 8 € [0, 1] und y € [0, 1] variiert. Das Ergebnis des Stabilititsgraphen
ist in Abb. 5.9 angegeben. Dieser bildet ab, dass sich der Graph in einen stabilen

1

075 |
i

instabil

O 1 L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
B

Abbildung 5.9: Stabilititsgraph fiir das Hybride Implizite-Explizite Zeitbereichs-
verfahren mit PML fiir einen Zylinderhohlleiter der in z-Richtung
mit einer PML abgeschlossen ist. Schwarz deutet auf eine stabile
Rechnung hin. Je heller die Farbe, desto schneller klingt die Ener-
gie wihrend der Berechnung auf. Abbildung in Anlehnung an die
Veroffentlichung [KS20] der Autorin.

Bereich, dargestellt in schwarz und zwei instabile Bereiche in Graustufen aufteilt.
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5.2 PML Randbedingung in p-Richtung

Stabile und instabile Bereiche sind dabei durch eine weifle Linie von einander ab-
getrennt. Je heller der instabile Bereich ist, um so frither tritt der Wiederanstieg
der Energie in der Simulation auf.

Der instabile Bereich mit y < 0.5 entspricht den Uberlegungen zur Stabilitit des
Vorwirtsdifferenzenquotienten aus Abschnitt 3.2.1. Denn fiir y < 0.5 erhélt man
einen Vorwirtsdifferenzenquotienten und dieses Verfahren ist nachgewiesen im-
mer instabil. Interessant ist ebenfalls der Punkt mit 8 = 0 und y = 0.5, der dem
Standard Leapfrog-Verfahren entspricht und hier extra mit einem weilen Punkt
markiert ist. Das Verfahren liegt im instabilen Bereich jedoch sehr nah an der
Grenze. Bemerkenswert ist auch, dass das Hinzufiigen eines reinen Dampfungs-
faktors mit y > 0.5 und S = 0 hier nicht zielfithrend ist, da auch der grofite Teil
dieses Bereichs als instabil detektiert wurde.

Um die ,,Graustufen® in der instabilen Region besser zu verstehen, wurden ex-
emplarisch vier verschiedene y Werte fiir 8 = 0.8 ausgewertet. Diese Wertepaare
sind in Abb. 5.9 mit einem weillen Punkt und der Beschriftung a - d eingezeichnet.
In Abb. 5.10 ist ein Ausschnitt der Energieverldufe zu sehen. Fiir a, b und c steigt
die Energie nacheinander wieder an. Ausschlieflich fiir die Kurve d bleibt sie bis
zum Simulationsende monoton fallend. Der Zeitpunkt, an dem die instabilen Pole
der Simulation dominant werden, kann also auch erst nach einer gewissen Zeit
auftreten. Dies ist ein groer Unterschied zu dem instabilen Verhalten, das man
durch Verletzung des CFL-Kriteriums erhélt. Denn dort ist bereits mit dem ersten
Zeitschritt zu erkennen, dass das zeitdiskrete System instabil ist. Zudem fillt auf,
dass alle Verldufe der Energien bis zum Auftreten des instabilen Verhaltens de-
ckungsgleich sind. Die Performance der PML scheint also bis zum Auftreten der
Instabilitdt nicht beeinflusst zu sein. Dies kann zur Folge haben, dass bei Errei-
chen des vorgegeben Energiekriteriums, eine moglicherweise spéter auftretende
Instabilitét erst gar nicht bemerkt wird.

5.2 PML Randbedingung in p-Richtung

Neben der PML Randbedingung in z-Richtung soll nun auch die PML in p-
Richtung mit Hilfe akademischer Beispiele ndher untersucht werden. Wie im
Abschnitt zuvor, werden dafiir zunédchst zwei Simulationsbeispiele vorgestellt.
Fiir diese werden die spektralen Eigenschaften der Rekursionsmatrix G(At) des
Leapfrog-Verfahrens sowie des Exponentiellen Zeitbereichsschemas niher unter-
sucht. Es werden beide PML-Typen: Quasi-PML und GT-PML untersucht und
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Abbildung 5.10: Ausschnitt der Energie in Abhéngigkeit der Zeitschritte nt fiir
B=08unda)y=02,b)y =0.5,c)y =0.6undd) y = 0.9.

verglichen. Dabei wird auch das Konvergenzverhalten beziiglich A+ — 0 ana-
lysiert. Es wird zudem die Zeitbereichssimulation dieser Beispiele an Hand der
Energieverldufe bewertet. AbschlieBend wird auch hier das Hybride Implizite-
Explizite Zeitbereichsschema beziiglich seiner Stabilitédt untersucht. Dies geschieht
in Abhéngigkeit der beiden zusitzlichen Parameter 8 und y in einem Stabilitits-
graphen.

5.2.1 Numerische Beispiele

Hier wird als Testbeispiel ein Zylinderresonator aus PEC Material, der in radialer
Richtung offen ist, verwendet. Die Offnung in radialer Richtung wird dabei durch
eine PML realisiert. Es gibt einen Resonator, skizziert in Abb. 5.11(a), der einen
Materialeinsatz mit € = gy¢, iiber die gesamte Hohe £ bis zum Radius r, besitzt
und ein Modell fiir Freiraum in der p-Richtung mit Begrenzung in der z-Richtung,
skizziert in Abb. 5.1(b). Die Anordnungen haben die Hohe /# und den Radius r,
der den Beginn der PML markiert. In z-Richtung ist der Abschluss jeweils ein
PEC Rand und in p-Richtung gibt es eine PML, die mit PEC abgeschlossen ist.
Im gesamten Abschnitt wird die FIT auf p-z-Koordinaten angewendet mit der azi-
mutalen Modenordnung m = 0.

In dieser Anordnung sollen im Zeitbereich elektromagnetische Wellen unter-
sucht werden, die mit einem Stromfaden auf der z-Achse angeregt werden und
sich in p-Richtung ausbreiten. Die Position der Stromanregung ist in Abb. 5.11
fiir beide Resonatoren eingezeichnet. Zudem befindet sich in der Skizze zum of-
fenen Zylinderresonator ohne Materialeinsatz noch eine Messsonde, an der spéter
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Abbildung 5.11: Simulationsanordnung zum Test der PML-Randbedingung in p-
Richtung. Es handelt sich um einen zylindrischen Resonator aus
PEC mit der Hohe & und Radius 7, der in z-Richtung mit PEC
abgeschlossen ist und in p-Richtung mit einer PML. Das Modell
in (a) enthilt einen Materialeinsatz mit &, mit Radius r,, das Mo-
dell in (b) ist ausschlieBlich mit Vakuum gefiillt, an der Stelle b
wird eine Messsonde platziert. Die Einpragung des Stromes zur
Anregung im Zeitbereich erfolgt direkt auf der z-Achse.

die Reflexion der PML in einer Zeitbereichssimulation bestimmt wird.

5.2.2 Eigenwerte

Zunichst werden die Eigenwerte des offenen Resonators mit Materialeinsatz aus
Abb. 5.11(a) fiir das Standard Leapfrog-Verfahren sowie das Exponentielle Zeit-
bereichsschema fiir die Quasi-PML und die GT-PML untersucht. Der Resonator
besitzt hier die Hohe 2 = 2 m und den Radius » = 4 m. Die Diskretisierung erfolgt
mit N, = 8 und N; = 4 Punkten. Die PML in p-Richtung besitzt drei Schichten,
einen Reflexionsfaktor von R = 1073 und ein quadratisches Materialprofil. Der
Zeitschritt wird hier zu At = 1.309 ns gewihlt. Der Materialeinsatz besitzt eine
Permittivitdt von €, = 16 und einen Radius von r, = 2m. Die Ergebnisse der
Eigenwertanalyse fiir beide Zeitbereichsverfahren sind in Abb. 5.12 angegeben.
Fiir den offenen Resonator ohne Materialeinsatz aus Abb. 5.11(b) und denselben
eingestellten Werten, sind die Ergebnisse der Eigenwerte in Abb. 5.13 abgebildet.
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Eigenwerte des radial offenen Zylinderresonators mit Materialeinsatz

Auch hier treten die Eigenwerte der Rekursionsmatrix G(Ar) als paarweise kom-
plex konjugierte Eigenwerte auf. Die Eigenwerte werden jeweils einmal fiir die
Quasi-PML und einmal fiir die GT-PML berechnet. Fiir das Leapfrog-Verfahren
sind die Eigenwerte in Abb. 5.12(a) und fiir das Exponentielle Zeitbereichssche-
ma in Abb. 5.12(b) angegeben.

Dabei kann festgestellt werden, dass die Eigenwerte der beiden PML Typen sehr
nah beieinanderliegen und dass jeweils das eine instabile Eigenwertpaar beider
PML-Typen auf denselben Wert fillt. Die Analyse der Eigenwerte ergibt ein sehr
dhnliches Bild wie bei der PML in z-Richtung, vergl. Abschnitt 5.1.2. So sind hier
auch dieselben Typen von Eigenwerten vertreten: Ungeddmpfte Moden, leicht ge-
ddampfte Moden, sehr stark geddmpfte Moden und statische Moden. Eine detail-
lierte Beschreibung dieser Modentypen ist ebenfalls im Abschnitt 5.1.2 nachzu-
lesen.

Eigenwerte des radial offenen Zylinderresonators ohne Materialeinsatz

Die Eigenwerteanalyse des ausschlieBlich mit Vakuum gefiillten, radial offenen
Zylinderresonators ist fiir die verschiedenen PML Typen sowie die unterschiedli-
chen Zeitbereichsverfahren Leapfrog-Verfahren und Exponentielles Zeitbereichs-
schema in Abb. 5.13 abgebildet. Fiir alle Eigenwerte gilt hier |4,,] < 1; somit
sind alle Kombinationen von PML Typ und Zeitbereichsschema fiir dieses diskre-
te Beispiel stabil. Die Lage der Eigenwerte entspricht mit nur minimalen Abwei-
chungen denen aus dem Beispiel zuvor, das sich nur durch den Materialeinsatz im
Inneren des Resonators unterscheidet. Es treten demnach auch dieselben, bereits
beschriebenen Modentypen, auf.

Konvergenz der Eigenwerte

Nachdem die Eigenwerte analysiert wurden, wird auch die Konvergenz dieser be-
ziiglich At — 0 untersucht. Die unterschiedlichen PML Typen unterscheiden sich
nur in sehr geringem Ausmal voneinander. Deshalb wird hier exemplarisch nur
die Konvergenz der GT-PML fiir das Leapfrog-Verfahren und das Exponentiel-
le Zeitbereichsschema dargestellt. Die diskreten Eigenfrequenzen & sind in der
komplexen Ebene in Abb. 5.14(a) abgebildet. Es ist zu sehen, dass beide Zeit-
bereichsverfahren gegen dieselben Werte konvergieren. Zur besseren Priifung,
sind die Ergebnisse der fiir At — 0 konvergierten Werte fiir beide Verfahren in
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Abbildung 5.12: Komplexe Eigenwerte der Rekursionsmatrix G(Ar) fiir den of-
fenen Zylinderresonator mit Materialeinsatz &, = 16 fiir das
Leapfrog-Verfahren in (a) und das Exponentielle Zeitbereichs-
schema in (b). Mit N, = 8, N; = 4, 3 Lagen PML in p-Richtung
mit R = 10~? und quadratischem Materialprofil. Beide PML Ty-
pen weisen dieselben Pole, die nicht das Stabilititskriterium er-
fiillen, auf. Sie sind durch eine gemeinsame Markierung mit ei-
nem grauen Fiinfeck dargestellt.
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Abbildung 5.13: Komplexe Eigenwerte der Rekursionsmatrix G(Ar) fiir den of-
fenen Zylinderresonator ohne Materialeinsatz fiir das Leapfrog-
Verfahren in (a) und das Exponentielle Zeitbereichsschema in
(b). Mit N, = 8, N; = 4, 3 Lagen PML in p-Richtung mit
R = 1073 und quadratischem Materialprofil.
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Abb. 5.14(b) dargestellt. Sie stimmen fiir beide Zeitbereichsverfahren iiberein.
Auflerdem befinden sich alle konvergierten Eigenwerte im stabilen Bereich.
Auffillig ist hier, dass das Konvergenzverhalten der beiden Zeitbereichsverfahren
deutlich &dhnlicher ist als dies zuvor bei der PML in z-Richtung der Fall war. So
sind vor allem die Startwerte der Konvergenzanalyse bereits sehr nah beieinan-
der. Dies war fiir die PML in z-Richtung fiir die allermeisten Eigenwerte nicht
der Fall, vergleiche Abb. 5.5.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass auch hier die Zeitdiskretisierung
einen Einfluss auf die Zeitbereichsschemata hat, da die Eigenwerte mit einem
Zeitschritt Ar nahe dem CFL-Kriterium teilweise weit entfernt von den konver-
gierten Eigenwerten liegen. Dadurch kann es auch Pole geben, die nicht das Sta-
bilitdtskriterium erfiillen.

5.2.3 Energie

Im Folgenden wird der Energieverlauf der Zeitbereichssimulation fiir die Zylin-
derresonatoren niher untersucht. Dabei werden die Anordnungen, wie sie fiir die
Eigenwertanalyse in 5.2.2 verwendet wurden, iibernommen. Die Anregung wird
entlang einer z-Kante bei p = 0 in der Mitte des jeweiligen Resonators als Strom
realisiert. Es wird ein mit einem Sinus modulierter Gau3puls im Frequenzbereich
von 74 MHz < f < 184 MHz verwendet. Dieser regt zylinderformige Wellen an,
die sich in p-Richtung ausbreiten. Die PEC Rinder in positiver und negativer z-
Richtung sorgen dafiir, dass sich die Wellen @hnlich wie in einem Wellenleiter
verhalten. Dementsprechend entstehen Felder unterschiedlicher Moden, die auch
ein Cutoff Verhalten aufweisen kénnen.

Die Berechnung der Energie erfolgt ausschlieBlich im Rechengebiet ohne die
PML Region, wobei die Energie zu jedem Zeitpunkt nach Gleichung (3.47) be-
rechnet wird.

Energie des Leapfrog-Verfahrens mit arithmetischer Mittelung

Der Energieverlauf fiir das Leapfrog-Verfahren mit arithmetischer Mittelung ist
fiir die GT-PML und Quasi-PML, fiir den offenen Resonator mit und ohne Mate-
rialeinsatz in Abb. 5.15(a) und ein vergroBerter Ausschnitt des Anfangsbereiches
in Abb.5.15(b) angegeben. Die Anzahl der maximalen Iterationsschritte ist auf
Nymax = 2 - 100 begrenzt. In der Grafik ist zu sehen, dass alle Energieverlidufe ab
ca. t = 250 us die numerische Rauschgrenze erreicht haben und monoton abfal-
len. Das gilt auch fiir die beiden Kurven, die zum Resonator mit Materialeinsatz
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fiir beide Zeitbereichsverfahren fiir den Zylinderresonator mit
Materialeinsatz &, = 16, firm = 1, N, = 8, N, = 4, 3 Schich-
ten GT-PML in p-Richtung mit R = 1073 und quadratischem

Profil. In (a) Konvergenzanalyse fiir A¢ und in (b) konvergierten
Eigenwerte aus (a).
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Abbildung 5.15: Energieverlauf der arithmetischen Mittelung fiir das Minimal-
beispiel mit PML in p-Richtung.In (a) fiir den Zeitbereich ¢t =
Ous - --2500 us und in (b) fiir den Zoom auf den Anfangsbereich
aus (a) firt =0pus---20 us.

gehoren. Dies ldsst vermuten, dass die instabilen Pole bei diesen Beispielen sehr
viel spiter dominant werden und in diesem konkreten Beispiel somit keine Rolle
spielen.

Auflerdem liegen die Kurven der GT-PML und der Quasi-PML fiir dieselben An-
ordnungen sehr dicht beieinander. Wie man in der vergroBerten Ansicht gut er-
kennen kann, erfolgt der Abfall der Energie fiir das Beispiel ohne Materialeinsatz
deutlich schneller. Dies entspricht der Erwartung, dass man durch den Material-
einsatz eine Art offenen Resonator erzeugt, der durch seine Giite den Energieab-
fall im Rechengebiet verlangsamt.

Energie des Exponentiellen Zeitbereichsschemas

Fiir das Exponentielle Zeitbereichsschema sind die Energieverldufe fiir den offe-
nen Zylinderresonator mit und ohne Materialeinsatz, sowie GT-PML und Quasi-
PML in Abb. 5.16(a) und die VergroBerung des Anfangsbereiches in Abb. 5.16(b)
zu sehen. Auch hier wurde die maximale Anzahl an Iterationen auf 7, max = 2+ 10°
begrenzt. Wie im Beispiel zum Leapfrog-Verfahren wird bereits nach einer Zeit
von ca. t = 250us die numerische Rauschgrenze erreicht. Hier tritt wie zuvor
dasselbe Phinomen auf, dass innerhalb dieser Zeit die Energie monoton abfillt.
Wie man in der vergroflerten Ansicht des Anfangsbereiches sieht, verhalten sich
auch die Steigungen der Energiekurven wie im Beispiel zuvor. Fiir den Resonator
mit Materialeinsatz klingt die Energie langsamer ab. Fiir das Beispiel ohne Mate-

109



5 Validierung und Analyse

0 : . .
0 . . . . .
m — = .GT-PML ohne ¢ Einsatz o -
< -100 —— GT-PML mit ¢ Einsatz 1 ™ 20 N |
& - - .Quasi-PML ohne ¢ Einsatz E *\ i
i:lo -200 —— Quasi-PML mit ¢ Einsatz |] ’go - 4= = GT-PML ohne ¢ Einsatz
g \ 5 400 ——GT-PML mit ¢ Einsatz
S 5| —~ = Quasi-PML ohne ¢ Einsatz
Quasi-PML mit € Einsatz
-400 i ! .
0 500 1000 1500 2000 2500 600 5 1 P
Zeit in pis Zeit in ps
(a) Energieverlauf arithmetische Mittelung (b) Zoom des Anfangsbereichs aus (a)

Abbildung 5.16: Energieverlauf des Exponentiellen Zeitbereichsschemas fiir das
Minimalbeispiel mit PML in p-Richtung. In (a) fiir den Zeitbe-
reich = Ous---2500 us und in (b) fiir den Zoom auf den An-
fangsbereich aus (a) fiir = Ops - - - 20 us.

rialeinsatz ergibt sich unter Verwendung der Quasi-PML eine bessere Performanz
beziiglich des Energieabfalls.

Es ldsst sich nach Betrachtung der Energieverldufe sowie der Eigenwerte kein
nennenswerter Unterschied zwischen der GT-PML und der Quasi-PML fiir sol-
che akademischen Beispiele mit nur sehr geringer Gitterauflosung feststellen.

5.2.4 Stabilitatsgraph

Um die Stabilitidt des Hybriden Impliziten-Expliziten Zeitbereichsverfahren mit
PML Randbedingung zu evaluieren wird analog zu Abschnitt 5.1.4 vorgegangen.
Die zusitzlichen Parameter 8 und v werden im Bereich0 <8< 1und0.5 <y <1
variiert. Hier wird erst bei y = 0.5 begonnen, da bereits gezeigt wurde, dass das
Verfahren fiir y < 0.5 einem Vorwiértsdifferenzenquotienten entspricht und somit
immer instabiles Verhalten aufweist.

Als Beispiel dient hier der in radialer Richtung offene Zylinderresonator aus
Abb. 5.11(b) mit » = 30, 2 = 2, N, = 185 und N; = 13. Die Quasi-PML in
p-Richtung besteht aus 12 Schichten, einer Reflektivitit R = 10~* und quadra-
tischem Materialprofil. Es wird eine Kante in z-Richtung bei p = 0 mit einem
Strom angeregt. Die Anregung erfolgt durch einen mit einem Sinus modulierten
GauBpuls fiir den Frequenzbereich 74 MHz < f < 184 MHz. Die maximale An-
zahl an Iterationen wurde auf 7;;m,x = 0.5 - 10° begrenzt, da die Energie dort
bereits seit langem auf den Wert von numerischem Rauschen abgeklungen ist.
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>~ 0.75

B

Abbildung 5.17: Stabilitdtsgraph fiir das Hybride Implizite-Explizite Zeitbe-
reichsschema fiir einen Zylinderresonator der in radialer Rich-
tung mit einer PML abgeschlossen ist. Abbildung in Anlehnung
an die Veroffentlichung [KS] der Autorin.

Der Stabilitidtsgraph ist in Abb. 5.17 abgebildet. Die Ergebnisse dieses Beispiels
wurden bereits in [KS] von der Autorin veroffentlicht.

Der Stabilitdtsgraph weist eine instabile Region fiir y > 0.5 und kleine 8 Werte
auf. Dies entspricht beziiglich der Lage der einen instabilen Region, wie sie be-
reits bei der PML in z-Richtung aufgetreten ist, vergleiche Abb. 5.9. Fiir dieses
Beispiel hier gibt es jedoch keine zweite instabile Region. Fiir den Grofteil der
Wertepaare 8 und vy ldsst sich ohne Probleme eine Zeitbereichssimulation durch-
fiihren. Auch der Punkt (8 = 0,y = 0.5) der dem Leapfrog-Verfahren entspricht
liegt hier in der stabilen Region. Wie schon in den vorangegangenen Beispielen
zur PML in p-Richtung festgestellt wurde, ist diese offenbar weniger fiir eine
mogliche Instabilitidt des zeitdiskreten Systems verantwortlich als die PML in z-
Richtung.

5.2.5 Reflexion

Um die Auswirkung des Hybriden Impliziten-Expliziten Zeitbereichsverfahren
mit PML noch n#her zu untersuchen wird die Reflexion, die die PML verursacht,
bestimmt. Dazu wird dasselbe Testbeispiel wie in Abschnitt 5.2.4 verwendet und
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5 Validierung und Analyse

an der Position der Messsonde das elektrische Feld aufgezeichnet. Auf Grund der
radialen Ausdehnung ist es moglich, genau einmal das hin- und einmal das riick-
laufende Wellenpaket an der Messstelle aufzunehmen, ohne dass das Wellenpaket
zuvor einen der Rédnder erreicht. Die Reflexion R ist hier definiert als das Verhélt-
nis der Amplituden, die sich aus der separaten Fourier-Transformation der hin-
und riicklaufenden Welle bei einer Frequenz von f = 100 MHz (oberhalb Cutoff)
ergeben.

Die Reflexion wir hier fiir verschiedene vorgegebene R und unterschiedliche An-
zahlen an PML Schichten bestimmt. Des Weiteren werden § und y im Bereich
0 <B <1und0.5 <7y <1 variiert. Die Ergebnisse sind in Abb. 5.18 angegeben
und wurden in [KS] von der Autorin verdffentlicht.

Die Ergebnisse fiir die zwei unterschiedlichen Anzahlen von PML Schichten in
Abb. 5.18(a) und Abb. 5.18(b) zeigen, dass die Parameterwahl von 5 und y durch-
aus einen Einfluss auf die durch die PML erzielte Reflexion haben. Da die Para-
meter in beiden Fillen jedoch eine sehr unterschiedliche Wirkung auf die gemes-
sene Reflexion haben, lisst sich kein genauerer Zusammenhang feststellen. In
beiden Fillen wird auch nicht die vorgegebene Reflexion von R = 10~* erreicht.
Fiir eine groflere Anzahl an PML Schichten kann aber ein besseres Ergebnis er-
zielt werden. Dieser Offset ist vermutlich auf verschieden Effekte zuriickzufiih-
ren: Zum einen die Dispersion und zum anderen die Auswirkung von Moden, die
zwar mit angeregt werden, sich jedoch noch im Cutoff Bereich befinden. Auch
Einfliisse des nicht besonders fein aufgeldsten Gitters (hier bei 10 Linien pro Wel-
lenldnge) konnten eine Ursache darstellen.

In Abb. 5.18(c) ist die Reflexion in Abhingigkeit von g8 € [0, 1] und fiir ein festes
v = 0.5 fiir unterschiedliche Anzahl an PML Schichten und zwei verschiedene
fiir die PML eingestellte Reflexionen von R = 1072 und R = 10~* angegeben.
Hier lasst sich deutlich erkennen, dass die gemessene Reflexion mit steigender
Anzahl an PML Schichten geringer wird. Fiir eine kleine Anzahl an Schichten
und einen kleinen Wert fiir R ldsst sich jedoch eine Verschlechterung der gemes-
senen Reflexion feststellen. Fiir nur drei Lagen PML ist die gemessene Reflexion
fiir eingestelltes R = 1072 besser als die PML mit R = 10~*. Dies lisst sich er-
kldren durch den sehr schnellen, sehr starken Anstieg der Leitfahigkeit und der
damit einhergehenden Reflexion zwischen den benachbarten PML Lagen.
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Abbildung 5.18: Reflexion in Abhingigkeit von 8 € [0, 1] und y € [0.5, 1] fiir (a)
6 Schichten PML mit R = 107 und (b) 12 Schichten PML mit
R = 10™*. Und Reflexion fiir v = 0.5, abhéngig von 8 € [0, 1]
in (c) mit R = 1072 fiir die gestrichelten Linien und R = 10~*
fiir die durchgezogenen Linien. Abbildung in Anlehnung an die
Veroffentlichung [KS] der Autorin.
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5.3 Zusammenfassung und Diskussion

In diesem Kapitel wurden die Zeitbereichsverfahren aus Abschnitt 4.3 fiir Si-
mulationen mit der Methode der Finiten Integration auf p-z-Koordinaten unter
der Verwendung von PML Randbedingung nidher untersucht. Dazu gehoren das
Leapfrog-Verfahren, das Exponentielle Zeitbereichsschema und das Hybride
Implizite-Explizite Zeitbereichsschema. Bei den ersten beiden Verfahren handelt
es sich um gingige Verfahren, bei denen hier nur auf die in diesem Fall ver-
wendete Methodik zur Behandlung zeitlich verschobener Groflen eingegangen
wird. Bei dem dritten Verfahren, dem Hybriden Impliziten-Expliziten Algorith-
mus, handelt es sich um ein neues Schema fiir Zeitbereichssimulationen mit PML.
Die dafiir verwendeten Zeitbereichs Algorithmen, das Newmark-beta Verfahren
[New59] und das Standard Leapfrog-Verfahren sowie die Methode der Hybridi-
sierung [KS13], sind in anderem Kontext gingige Methoden. Das Zusammen-
fiihren aller Methoden um innerhalb des normalen Rechengebietes ausschlief3-
lich Standard Leapfrog zu rechnen und innerhalb der PML Region das implizite
Verfahren zu verwenden, ist eine neue Interpretation der Hybridisierung. Hinzu
kommt die Nutzung der zusitzlichen Parameter 8 und y zur Stabilitidtskontrolle
im Bereich der PML.

Die Spektralanalyse der Eigenwerte der Rekursionsmatrix G(Af) konnte zei-
gen, dass die Lage der instabilen Pole auBlerhalb des Einheitskreises in der Nihe
von ,,Cutoff* Frequenzen liegen. Somit kann eine Instabilitidt des Systems auf
Grund einer Verletzung des CFL-Kriteriums ausgeschlossen werden.

Die Konvergenzanalyse der genannten Eigenwerte fiir A+ — 0 konnte die Kon-
vergenz der Zeitbereichsverfahren zu stabilen Polen belegen. Da diese konver-
gierten Losungen den Eigenwerten des Frequenzbereichs entsprechen, kann hier
das Problem rdumlicher Instabilitit ausgeschlossen werden, wie sie in der Arbeit
von THoma [Tho97] angegeben ist.

Aus diesen beiden Eigenschaften folgt, dass es sich hier um einen neuen Typ von
Instabilitdt handelt, der durch die Zeitintegration selbst verursacht wird. Dabei
tritt dieser Effekt bei PML in p-z-Koordinaten und Kartesischen Koordinaten auf,
wie bereits in der Literatur berichtet, siche [KC03]. Die Pole, die nicht das Stabi-
litatskriterium erfiillen, liegen iiblicher Weise in der Néhe der Cutoff Frequenzen.

Fiir die in diesem Kapitel vorliegenden Beispiele konnte mit Hilfe der Energie

im Rechengebiet in Abhéngigkeit von der Zeit f beobachtet werden, dass die Pole,
die nicht das Stabilititskriterium erfiillen, zu sehr unterschiedlichen Zeitpunkten
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dominant werden. Dabei war der Einfluss der PML in z-Richtung grofer als der
PML in p-Richtung.

Auch wenn eine Aussage beziiglich der Stabilitit des zeitdiskreten Systems vor
Beginn der Simulation auf Grund der Komplexitit dieses Problems nicht moglich
ist, bietet das Hybride Implizite-Explizite Verfahren eine vielversprechende Lo-
sung. Wie den Stabilitdtsgrafen zu entnehmen ist, sollten sich auch fiir die ande-
ren Beispielen immer Wertepaare fiir 8 und y im Voraus wihlen lassen, die eine
Simulation ohne Anstieg der Energie gewihrleisten.
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6 Anwendungsbeispiele

Dieses Kapitel beinhaltet zwei Anwendungsbeispiele aus der Optik, die einen
absorbierenden Rand bendtigen und somit zum Testen der Stabilitét der verschie-
denen Zeitbereichsverfahren mit PML geeignet sind. Als Erstes wird ein VCSEL,
der zu den Oberflichenemittern gehort, untersucht. Die Abstrahlung ist haupt-
sdchlich in z-Richtung. Als Zweites wird eine Microdisc untersucht. Diese strahlt
im Wesentlichen in der p-Richtung ab.

Die hier vorgestellten Losungen und Visualisierungen in p-z-Koordinaten, wurden
mit dem im Rahmen dieser Arbeit entwickelten MATLAB® [Mat19] Programm si-
muliert. Eine Ausnahme stellen die Referenzsimulationen in CST Studio Suite®
[3DS19] und die Berechnung von Resonanzfrequenzen und Giiten aus den aufge-
nommenen Zeitbereichssignalen, die mit dem Spektralschitzer Harminv [Joh06]
und dem Spektralschitzer Prony [TW93] berechnet werden, dar.

6.1 VCSEL

Es wird ein Oberflachenemitter, im Englischen auch als ,,vertical cavity surface
emitter* (VCSEL) bezeichnet, simuliert. Die grundlegende Funktionsweise ist be-
reits in Abschnitt 2.2.2 ndher beschrieben. Die Abstrahlung des VCSEL erfolgt
in z-Richtung, sodass die Anordnung zum Testen der PML in dieser Richtung ge-
eignet ist.

Zunichst wird das Simulationsmodell vorgestellt und mit Hilfe der Resonanzfre-
quenz und der Feldverteilung iiberpriift. Anschlieend werden die Zeitbereichs-
verfahren mit PML aus Kapitel 4 beziiglich ihrer Stabilitit an diesem Simulati-
onsbeispiel untersucht.

6.1.1 Simulation: Aufbau und Durchfihrung

Als grundlegendes Modell wird der VCSEL aus [Deb+08] verwendet. Das Aus-
gangsmodell ist sehr komplex und beinhaltet unter anderem das aktive Material in
Form von mehreren Quantenfilmen innerhalb der Kavitit. In der Veroffentlichung
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befindet sich bereits ein vereinfachtes Simulationsmodell, abgebildet in Abb.1.(a),
das hier in Abb.6.1(a) dargestellt ist. Es wird hier weiter vereinfacht. Die genaue
Vorgehensweise ist der Arbeit von Scumipt [Sch15]! zu entnehmen, eine Skizze
findet sich in Abb. 6.1(b). Es werden die aktiven Schichten vernachldssigt und
durch eine Stromanregung ersetzt. Die Antireflexionsbeschichtung (AR-c), aus
dem Englischen fiir ,,anti-reflection coating®, wird vernachlissigt und der unte-
re DBR-Spiegel durch einen perfekten Spiegel aus PEC ersetzt. Zusitzlich wer-
den die Kavitit und der obere gekriimmte DBR-Spiegel so dimensioniert, dass
die Resonanzfrequenz der GauBBmode bei foo4 = 193.37 THz liegt. Das elekiri-
sche Feld sei hier, bezogen auf kartesische Koordinaten, in x-Richtung polari-
siert. Die Kriimmung des oberen Spiegels ist an die Kriimmung der GaufSmode
angepasst. Die Dimensionierung erfolgt nach der in Abschnitt 2.2 angegebenen
Theorie. Auf Grund der Rotationssymmetrie in azimutaler Richtung kénnen hier
p-z-Koordinaten verwendet werden. In Abb. 6.2(a) ist der VCSEL in diesen Ko-
ordinaten abgebildet. In radialer Richtung ist das Rechengebiet ab pg = 15um
mit PEC abgeschlossen, ebenso wie am Rand von z,,;,, der dem unteren Spiegel
entspricht. In positiver z-Richtung ist das Rechengebiet ab zp = 9.3 um mit PML
abgeschlossen. Die Geometrie und Materialparameter, sowie die Werte des sich
einstellenden Gauf3strahls sind in Tab. 6.1.1 angegeben. Die Anzahl der Gitterli-
nien je kleinster Wellenldnge (LPW), der Gitterpunkte sowie die Parameter der
PML sind in den Simulationen unterschiedlich und werden erst an der entspre-
chenden Stelle angegeben. Bei der Angabe der Gitterpunkte wird zwischen den
Punkten des Rechengebietes ohne PML Ngg, den Punkten der PML Region Npyy,
und der Gesamtanzahl an Gitterpunkten Nggs unterschieden.

Anregung im Zeitbereich

Die Stromanregung der Zeitbereichssimulation ersetzt hier die aktiven Quanten-
schichten. Dabei wird in Bezug auf die Zeit ein sinusmodulierter Gaupuls ver-
wendet, der Frequenzen im Bereich f; < f < f, anregt. Die sich ausbreitende Mo-
de ist E-polarisiert, deshalb wird hier ein Strom in p- und ¢-Richtung in Kombi-
nation mit m = 1 fiir die azimutale Modenordnung in p-z-Koordinate verwendet.
Es wird eine Gitterreihe in radialer Richtung in der Hohe z, zum Einpréigen der
Strome ausgewdhlt. Fiir diese Position in z-Richtung ldsst sich das gauB3formige
Profil der E, Komponente mit Gleichung (2.61) bestimmen. Das kontinuierliche

Die Masterarbeit von Frau Schmidt wurde von der Autorin betreut und weiterfiihrende gemeinsam
erarbeitete Ergebnisse in [KSS16] prisentiert.
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Oberer DBR ﬁ/ N Oberer DBR
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Luft-Kavitit

Luft-Kavitét

Strom Anregung

Unterer DBR ——
Abschluss (Au) PEC
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Abbildung 6.1: (a) Vereinfachtes Modell eine VCSEL aus Abb.1.(b). aus
[Deb+08], (b) aus (a) weiter vereinfachtes Modell ohne AR-c,
aktive Zone, unteren DBR und Abschluss aus Gold (Au) nach
[Sch15]. Die aktive Zone wird durch eine Stromanregung ersetzt.
Beide Abbildungen sind nicht in richtigen Skalen.

Geometrie || Material I GaubBstrahl

L 3.15um GaAs: nj 3.38 A 1.55 ym
D 16 um AlGaAs: np 2.99 || foos | 193.37THZ
R 80 um Anzahl Schichten n, 17 2wy 2.77 um
dp, | 0.1146 um || Anzahl Schichten n; 16
dy, | 0.1296 um

PO 9.3 um

20 15 um

Tabelle 6.1: Geometrie- und Materialparameter des VCSEL und Werte des sich
einstellenden GauB3strahls in der Luft-Kavitit.
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Abbildung 6.2: (a) Beispiel des VCSEL auf p-z-Koordinaten mit den wichtigsten
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Abmessungen, der Stromanregung, der Sonde zur Aufzeichnung
von Zeitbereichssignalen und den Randbedingungen. (b) Sche-
matische Darstellung der Luft-Kavitit, approximiert durch zwei
perfekte Spiegel aus PEC mit den wichtigsten Groflen der sich
ausbreitenden GauBmode. Beide Abbildungen sind Skizzen und
nicht zu skalieren.



6.1 VCSEL

Profil wird nun diskretisiert, indem die Amplitudenwerte jeweils am Mittelpunkt
einer Kante in p-Richtung abgetastet werden.

Analytische Lésung

Die analytische Losung wurde bereits bei der Dimensionierung verwendet, siche
Skizze in Abb. 6.2(b). Die Luft-Kavitit des VCSEL kann vereinfacht durch zwei
perfekte Spiegel aus PEC dargestellt werden. Wie in Abschnitt 2.2 bereits be-
schrieben, breitet sich eine gaulliformige Mode im Resonator aus, deren schmalste
Strahltaille sich an der Position des geraden Spiegels befindet, siche Abb. 6.2(b).
Hier soll die gau3férmige Grundmode iiber vier Intensitdtsmaxima innerhalb des
Resonators verfiigen. Somit erhélt man laut Gleichung (2.62) die Resonanzfre-
quenz mit fyo4 = 193.37 THz. Das elektrische Feld kann fiir eine feste Hohe z
unter Verwendung der Gleichung (2.61) bestimmt werden.

Referenzsimulation

Als weitere Referenz werden hier die Simulationsergebnisse mit CST Studio Suite®
[3DS19] aus der Arbeit von Scamipt [Sch15] verwendet. Die Simulation wird in
kartesischen Koordinaten durchgefiihrt und auf Grund der Symmetrie der in x-
Richtung polarisierten gauBférmigen Grundmode kann in der x-z-Ebene ein ma-
gnetischer Rand (PMC) und in der y-z-Ebene ein elektrischer Rand (PEC) ver-
wendet werden. Die Anregung im Zeitbereich erfolgt mit einer GauB3strahlenquel-
le, die auf einer ganzen Schnittfliche in der x-y-Ebene innerhalb der Kavitit ei-
ne gaulformig verteilte Stromanregung einspeist. Das ,,Gaufian-Beam-Macro*®,
das dazu von CST Studio Suite® zur Verfiigung gestellt wird, bendtigt als Uber-
gabe Parameter: die minimale Strahltaille wy und den Abstand der Quelle zur
minimalen Strahltaille. Fiir die entsprechenden Parameter werden die Ergebnisse
der analytischen Betrachtung verwendet. Auf Grund der 3D Simulation ist die
Anzahl der benétigten Gitterpunkte und damit auch die Rechenzeit sehr hoch.
In Tab. 6.4 befinden sich die Ergebnisse der Konvergenzstudie. Zur Ubersicht
ist ebenfalls die Anzahl der Gitterpunkte, sowie die Simulationszeit aufgefiihrt.
Die Rechnungen wurden auf einem PC mit Standard Hardware? durchgefiihrt.
Die Resonanzfrequenz wird mit Hilfe von Harminv [JohO6] aus einem Zeitsi-
gnal bestimmt, das im Inneren der Kavitit aufgenommen wird. Das Abbruch-
kriterium der CST Studio Suite® Referenzsimulation fiir die Energie betrigt auf

2Der verwendete PC verfiigt iiber 16 GB Arbeitsspeicher und Intel(R) Core(TM) i7 — 2600K Prozes-
sor mit 3.40 GHz.
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Nr. Gitter PML Zeitbereich
LPW Ngrc Npuyr NGEs Lagen R At - 10716
1 5 14193 996 15190 4 1073 5.66
2 10 56100 2958 59058 6 104 2.88
3 15 125550 | 6642 132192 9 1074 1.88
4 20 426510 | 426510 | 442338 12 104 1.41

Tabelle 6.2: Gitter-, PML- und Zeitbereichsparameter fiir die Konvergenzanaly-
se des VCSEL in p-z-Koordinaten mit unterschiedlicher Anzahl an
LPW. Hier betrigt zo = 9.3 um. Die PML ist in p- und z-Richtung.

Grund der sehr hohen Simulationszeiten nur —10 dB. Der Frequenzbereich ist auf
184 THz < f < 198 THz begrenzt.

6.1.2 Validierung der Simulation

Die Simulation des VCSEL mit dem in dieser Arbeit entstandenen MATLAB®
Programm soll zundchst auf die Richtigkeit der berechneten Mode untersucht
werden. Dazu dienen zum einen die Resonanzfrequenz und Giite. Hier liegen
Vergleichswerte fiir die Resonanzfrequenz aus der analytischen Losung und der
Referenzsimulation aus der Arbeit von ScammbT [Sch15] vor. Die dazugehorigen
Giiten konnen beziiglich ihrer Konvergenz tiberpriift werden. Zum anderen wird
das Feld beziiglich des gauBformigen Profils hin untersucht. Die Simulations-
parameter fiir die verschiedenen Anordnungen sind in Tab. 6.2 nach Nummern
geordnet angegeben.

Resonanzfrequenz und Giite

Fiir Resonanzfrequenz und Giite wird jeweils eine Konvergenzstudie durchge-
fiihrt. Dazu wird eine Messsonde im Inneren der Kavitit platziert, siche Skizze in
Abb.6.2(a). An dieser Stelle wird die p-Komponente des elektrischen Feldes iiber
die gesamte Simulationszeit aufgenommen. Dieses Zeitsignal wird anschlieBend
verwendet, um mit Harminv [Joh06] die Resonanzfrequenz und die Giite zu be-
stimmen. Auf Grund des sehr welligen Signals, siehe Abb. 6.3, werden hier fiir die
p-z-Simulation die gesuchten Werte zu unterschiedlichen Zeitpunkten bestimmt.
Daraus ergeben sich in der Grafik Fehlerbalken mit einem Mittelwert sowie ei-
nem minimalen und maximalen Wert.
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[ LPW | Sim. p-z-Koordinaten |
ISim Jres [THz] Q-10°
5 1Imin | 191.66 — 192.64 | 0.054 — 0.077
10 51min | 191.66 — 192.7 0.34-0.5

15 1h35min | 192.86 -193.29 | 0.93 -1.12
20 11h58min 193.1 -193.4 1.05 -1.15

Tabelle 6.3: Ergebnisse der Konvergenzstudie der Simulation in p-z Koordinaten
fiir die Resonanzfrequenz und Giite des VCSEL. Die Simulationen
wurden auf einem PC mit 32 GB Arbeitsspeicher und Intel(R) Co-
re(TM) i7 — 8700K Prozessor mit 3.70 GH durchgefiihrt.

Es werden die Anzahl Linien pro Wellenldnge (LPW) zwischen 5 - 20 variiert.
Dies entspricht den Simulationsparametern Nr. 1 - 4 aus Tabelle 6.2. Fiir die PML
soll gelten, dass sie immer mindestens 1/2 betrigt. Diese Forderung entspricht
6 Lagen diskreter PML je 10 LPW und quadratischem Materialprofil. Die PML
ist dabei in p- und z-Richtung, um das evaneszente Feld im Resonator nicht zu
verfilschen.

Die Ergebnisse der eigenen Simulation in p-z-Koordinaten sind in Tabelle 6.3
angegeben und die Referenzergebnisse der 3D Simulation aus [Sch15] sind in
Tab.6.4 aufgefiihrt. Es werden auf Grund der sehr hohen Rechenzeit der 3D Si-
mulation ausschlieBlich Simulationen bis zu 20 Linien pro Wellenldnge durchge-
fiihrt. Die Konvergenz der Resonanzfrequenz und der Giite sind in Abb. 6.4 an-
gegeben. Fiir die Resonanzfrequenz lisst sich mit zunehmender Anzahl an LPW
feststellen, dass sowohl die Werte der eignen Simulation in p-z-Koordinaten als
auch die Referenzlosung von CST gegen die analytische Losung konvergieren.
Der Unterschied im Konvergenzverhalten kann durch das lingere Abklingen der
Energie in der Simulation in p-z-Koordinaten erklédrt werden. Dies ist moglich, da
die Simulationszeiten erheblich kiirzer sind, sieche Eintrag in der Tabelle 6.3

Fiir ein sehr dhnliches Setup wurden bereits in [KS18b] Resultate fiir Resonanz-
frequenz und Giite von der Autorin ver6ffentlicht. Der Unterschied zu den hier
vorgestellten Resultaten ist, dass hier zusitzlich ein PML-Rand in radialer Rich-
tung hinzugefiigt wurde. In [KS18b] wurde ausschlieBlich in z-Richtung eine
PML verwendet. Auch hier konnte bereits Konvergenz fiir die Resonanzfrequenz
und Giite gezeigt werden.
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[ LPW | Sim. 3D Referenz \
NGes Isim fres [THZ]
5 1.1-10° 14 min 187.64
10 7.3-10° 2h35 min 191.76
15 23.2-10° | 11 h18 min 192.68
20 [/ 53.0-10° | 33h38min | 192.72

Tabelle 6.4: Ergebnisse der Konvergenzstudie der Simulation in 3D fiir die Re-
sonanzfrequenz und Giite des VCSEL, entnommen aus [Sch15]. Die
Simulationen wurden auf einem PC mit 16 GB Arbeitsspeicher und
Intel(R) Core(TM) i7-2600K Prozessor mit 3.40 GHz durchgefiihrt.

Feldverlauf

Es wird das Simulationssetup Nr.2 mit 10 LPW verwendet. Das Energiekriteri-
um liegt hier bei —40 dB. Die Feldverteilung kann entlang einer Linie in radialer
Richtung bei einer festen Hohe z betrachtet und mit der analytischen Losung ver-
glichen werden. Dazu wird die p-Komponente der elektrischen Feldstirke auf
den entsprechenden Gitterkanten im Feldmonitor ausgelesen. Fiir eine Hohe von
z = 0.2 um ist der Verlauf zusammen mit der analytischen Losung in Abb. 6.5
abgebildet. Es ist deutlich zu sehen, dass die berechnete Losung das Profil ei-
ner Gaufimode besitzt und bereits bei einer Gitterauflosung von 10 LPW fast de-
ckungsgleich mit der analytischen Losung ist.

In Abb. 6.6 ist fiir dieselbe Simulation die Feldintensitéit der E,-Komponente des
elektrischen Feldes angegeben. Innerhalb der Kavitit zwischen PEC und DBR
Spiegel sind die 4 Maxima der gauBférmigen fy04 Mode zu erkennen. Uber
dem Spiegel ist die Abstrahlung des Lichtes in Form eines Gauf3strahls zu sehen.
Die unterschiedlich ausgeprigten Intensitidten sind durch den DBR Spiegel ver-
ursacht, der einen Reflexionsgrad von 99.96% aufweist und somit nur ein kleiner
Teil des Lichts aus der Kavitit in den Auflenraum abgestrahlt wird.

Zusammenfassung

An Hand der Uberpriifung von Resonanzfrequenz, Giite und dem Feldbild der
Mode im Resonator kann die Validitit der Simulation in p-z-Koordinaten besti-
tigt werden. Die Resonanzfrequenz konvergiert bereits bei einem Abbruch der
Simulation fiir ein Energiekriterium vom —20 dB sehr gut. Die Giite konvergiert
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Abbildung 6.3: Zeitsignal einer E, Komponente, aufgenommen an der Messstelle
innerhalb der Kavitit, fiir eine Simulation mit 10 LPW und 6 La-
gen PML in p- und z-Richtung mit R = 10~* und quadratischem
Materialprofil. Das Zeitsignal klingt nach der Anregung mit dem
sinusmodulierten GauBpuls ab, weist jedoch eine Welligkeit auf,
die durch Resonanzfrequenzen, die nahe beieinanderliegen, ver-
ursacht wird.

mit zunehmender Anzahl LPW. Dies ist an der Séttigung des Verlaufs deutlich
zu erkennen. Daraus folgt, dass der PML Rand seine Aufgabe als absorbierende
Randbedingung gut erfiillt.

Das Feldbild der Mode innerhalb des Resonators konnte durch Vergleich mit der
analytischen Losung bestitigt werden. Es stellt sich eine GauBmode ein, es gibt
keine Anzeichen fiir die Existenz von BesseLfunktionen. Dies bedeutet, dass der
Rand in p-Richtung funktioniert und nicht zu einer falschen Losung fiihrt.

6.1.3 Stabilitat der Zeitbereichsverfahren mit PML

In diesem Abschnitt sollen die drei Zeitbereichsverfahren mit PML aus Abschnitt
4.3 am Beispiel des VCSEL beziiglich ihrer Stabilitit untersucht werden. Um die
Rechenzeit zu verkiirzen, wird der Bereich oberhalb des DBR Spiegels von ca.
41 auf 14 verkiirzt. Die PML ist immer noch geniigend weit von der Struktur ent-
fernt.

Als Erstes werden das Leapfrog-Verfahren und das Exponentielle Zeitbereichs-
schema untersucht. Dann folgt das Hybride Implizite-Explizite Zeitbereichsver-
fahren.

125



6 Anwendungsbeispiele

194 — 1,500 —
N
192 I |
E 1,000
E190 |- === analytisch || <
é —— P-Z 500 ]
188 |- == 3D
| T T 0 | | |
5 10 15 20 5 10 15 20
LPW LPW
(a) (b)
Abbildung 6.4: Ergebnisse der Konvergenzstudie fiir Resonanzfrequenz f. in (a)

E,/max(E,)

und Giite Q in (b), mit PML in p- und z-Richtung, R = 1073 und
quadratischem Materialprofil. Die Ergebnisse f;p fiir die Reso-
nanzfrequenz sind [Sch15] entnommen.
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Abbildung 6.5: Verlauf des elektrischen Feldes innerhalb der Kavitit des VCSEL
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entlang p fiir eine Hohe z = 0.2 um. Es sind 10 LPW und ein Ener-
giekriterium von —40dB bei 6 Lagen PML in p- und z-Richtung
verwendet worden.
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Abbildung 6.6: Intensitéit der £, Komponente fiir eine Simulation mit 10 LPW
und 6 Lagen PML in p- und z Richtung. Die Intensitit der Ab-
strahlung ist um GroéBenordnungen kleiner, da die Reflektivitét
des DBR-Spiegels bei 99.96% liegt.

Leapfrog-Verfahren und Exponentielles Zeitbereichsschema

Fiir ein Simulationssetup mit nur 6 Lagen PML, R = 10~ und quadratischem
Profil wurden in [KJS17b] das Ergebnis der beiden Zeitbereichsschemata von der
Autorin verdffentlicht. In diesem Fall ist der Energieverlauf fiir das Leapfrog-
Verfahren bis zum Ende der Simulationszeit monoton fallend und erreichte einen
Wert von —40dB. Fiir das Exponentielle Zeitbereichsschema sind zwei Verldufe
angegeben: die Energie des einen steigt nach einer Simulationszeit von ¢ = 15 ps
wieder an und die des anderen Verfahrens bleibt bis zum Energiekriterium von
—40dB monoton fallend. Der Unterschied der Verfahren liegt hier im gewéhl-
ten Zeitschritt mit Afcq > Afeyp instabil > Alexpstabil- Beide gewihlten Zeitschritte
sind kleiner als die vom CFL-Kriterium vorgegebene Schranke. Dieses Beispiel
zeigt, wie bei der Eigenwertanalyse aus Abschnitt 5.1.2, dass fiir kleiner wer-
dende Zeitschritte die Pole des zeitdiskreten Systems gegen Pole konvergieren,
die das Stabilitétskriterium erfiillen. Denn der Verlauf der Energie bleibt fiir das
kleinere At fiir eine lingere Simulationsdauer monoton fallend.
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Abbildung 6.7: Verlauf der im Rechengebiet (ohne PML Region) berechneten
Energie fiir das Leapfrog-Verfahren und das Exponentielle Zeit-
bereichsschema. Fiir die Zeitschritte der beiden Kurven des ex-
ponentiellen Zeitbereichsschemas gilt: Afeq > Afexpinstabil >
Atexp stabil, mit 6 Lagen PML, R = 1073 und quadratischem Mate-
rialprofil, Ergebnisse bereits von der Autorin in [KJS17b] verof-
fentlicht.

Hybrider Impliziter-Expliziter Algorithmus

Um den Hybriden Impliziten-Expliziten Algorithmus zu bewerten, wird nach der-
selben Vorgehensweise aus Abschnitt 5.1.4 ein Stabilitdtsgraph fiir 8 € [0, 1] und
v € [0.5, 1] aufgenommen. Das Beispiel dazu hat 10 LPW, bezogen auf Vakuum,
was die Spiegel etwas schlechter diskretisiert. Jede Spiegelschicht wird jedoch
noch durch die Diskretisierung erfasst. Dies wird hier auf Grund der sonst sehr
hohen Anzahl an Gitterpunkten vorgenommen, um den Aufwand zu reduzieren,
weil fiir den Stabilitdtsgraphen sehr viele Simulationen notwendig sind. Des Wei-
teren wird hier das Energiekriterium auf —80 dB eingestellt. Alle Simulationen,
die bis zum Erreichen des Energiekriteriums eine monoton fallende Energie auf-
weisen, werden als stabil gewertet. Die PML in z-Richtung besitzt 12 Schichten,
R = 107* und ein quadratisches Materialprofil. Zusammen mit der PML besitzt
das Rechengebiet N, = (94 + 12) - 101 = 10,706 Gitterpunkte. Fiir den hybri-
den Algorithmus, bei dem insgesamt 4 Gro3en (e, h,®,¥) je Zeitschritt berechnet
werden, die jeweils drei Komponenten besitzen (p, ¢, 7), resultieren 71, 508 Un-
bekannte. Die Ergebnisse dieses Abschnittes wurden bereits in [KS20] von der
Autorin veroffentlicht. Der Stabilitdtsgraph ist in Abb. 6.8 angegeben. In Schwarz
sind hier die als stabil detektierten Wertepaare 3, y eingefirbt. Die als instabil ge-
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instabil
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Abbildung 6.8: Satbilitidtsgraph des VCSEL fiir 10 LPW und 6 Lagen PML in
z-Richtung. Eine dunklere Farbe entspricht einer hoheren Anzahl
an Zeitschritten, ohne ein unphysikalisches wieder Ansteigen der
Energie, Abbildung in Anlehnung an die Veroffentlichung der
Autorin [KS].

werteten Wertepaare sind in Graustufen dargestellt. Eine weifle Linie separiert
beide Bereiche. Zunichst kann festgehalten werden, dass der Punkt (0, 0.5), der
dem Leapfrog-Verfahren entspricht, fiir dieses Beispiel innerhalb der instabilen
Region liegt und sich dieses Verfahren fiir dieses Beispiel nicht eignet. Des Wei-
teren sind fiir y = 0.7 zwei Wertepaare im Stabilitdtsgraphen markiert. Dabei liegt
der Punkt a im instabilen und der Punkt b im stabilen Bereich. Die dazu passen-
den Kurven der Energie sind in Abb. 6.9 angegeben. Diese Energiekurven zeigen,
dass mit der Konfiguration aus a bis zu einem Wert von ca. —10dB gerechnet
werden kann, diese aber danach unphysikalisch ansteigt. Fiir die Kurve b hinge-
gen kann bis zum Erreichen des Energiekriteriums von —80 dB ohne Probleme
gerechnet werden.

Anzumerken sei an dieser Stelle auch, dass die Anordnung des stabilen und insta-
bilen Bereiches sehr dhnlich zu der in Abschnitt 5.1.4 ist. Dies ldsst den Schluss
zu, dass sich fiir andere Problemstellungen sehr dhnliche Stabilitdtsgraphen ermit-
teln lassen. Somit konnte auch vor einer Simulation geschitzt werden, in welchem
Bereich S und y gewihlt werden miissen um eine Simulation ohne Ansteigen der
Energie vor dem eigentlichen Abbruchkriterium zu erhalten.
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Abbildung 6.9: Verlauf der Energie fiir die im Stabilitistgraph aus Abb.6.8 mar-
kierten Punkte a und b. Die Abbildung ist in Anlehnung an die
Veroffentlichung der Autorin [KS20].

6.2 Microdisc

Um die PML in p-Richtung zu testen wird eine Microdisc verwendet, deren Ab-
strahlung in p-Richtung am Rand der Struktur erfolgt. Der Aufbau und die grund-
legende Theorie werden in Abschnitt 2.2.3 niher beschrieben. An dieser Stelle sei
angemerkt, dass es sich hier um eine eigene Dimensionierung handelt, mit einer
im Verhiltnis zu realen Aufbauten kleinen Brechzahl. Diese wird gemacht, um
eine Mode zu erhalten, die moglichst stark in der Richtung der PML am p-Rand
abstrahlt. Daraus resultiert auch eine im Verhéltnis zu realen Anwendungen sehr
geringe Giite.

Zuerst wird das Simulationsmodell vorgestellt und mehrere Moden an ihrer Re-
sonanzfrequenz, Giite und Feldverteilung tiberpriift. Die Resonanzfrequenz und
Giite werden hier mit Hilfe des spektralen Schitzers Prony [TW93] aus der Fach-
gebiets internen MATLAB® Bibliothek bestimmt. Danach kénnen die verschiede-
nen Zeitbereichsverfahren aus Kapitel 4 beziiglich ihrer Stabilitit fiir diese An-
ordnung néher untersucht werden.

6.2.1 Simulation: Aufbau und Durchflihrung

Es wird eine Microdisc im THz Bereich mit Hohe d = 0.375 um, Radius » = 1 um
und einer Brechzahl von n; = V6, was einer relativen Primitivitit von g, = 6ent-
spricht, untersucht. Sie ist exemplarisch in Abb. 6.10(a) skizziert.

Auf Grund der Rotationssymmetrie werden p-z-Koordinaten verwendet. Im Fol-
genden werden ausschlieBlich TM-Moden, die von einer E,-Komponente do-
miniert werden, berechnet. Dies erlaubt es als Symmetriebedingung in der p-
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Abbildung 6.10: (a) Aufbau der Microdisc mit Hohe d, Radius r und Material &,.
(b) Schematische Darstellung des Rechengebietes mit der Mi-
crodisc. Die Struktur wird auf einem p-z-Gitter diskretisiert mit
PML Randbedingung in p-Richtung. Auf Grund der Symmetrie
der Anordnung fiir TM Mode wird in der p-¢ Ebene eine PEC
Randbedingung eingefiihrt. Die Skizzen sind nicht mafstabsge-
treu.

¢-Ebene einen PEC Rand zu verwenden. Das Rechengebiet wird zudem in p-
Richtung bei pp = 2 um mit PML und in z-Richtung bei zp = 0.28125 ym mit
einem PEC Rand abgeschlossen. Eine schematische Darstellung des Rechenge-
bietes inklusive der Randbedingungen ist in Abb. 6.10(b) angegeben.

Anregung im Zeitbereich

Die Stromanregung der Zeitbereichssimulation wird hier mir einer einzelnen Kan-
te in z-Richtung in der Nihe des p- Randes realisiert. Dabei wird auf eine z- Kan-
te des Gitters bei ca. p, = 0.9 um ein sinusmodulierter Gaupuls eingeprigt, der
Frequenzen im Bereich fi; < f < f, anregt. Die Position ist so gewihlt, dass sie
in grober Abschitzung in der Mitte des Feldmaximums der Mode liegt, die man
anregen mochte.

Referenzsimulation

Es wird eine Referenzsimulation mit dem Zeitbereichs Loser von CST Studio
Suite® durchgefiihrt. Hier werden dieselben Abmessungen fiir die Geometrie und
das Rechengebiet verwendet. Die Randbedingungen sind in x- und y-Richtung
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offen und in z-Richtung PEC. Die Anregung erfolgt mit einer Stromquelle bei
x = 0.9um und y = Oum im selben Frequenzbereich wie in der Simulation in
p-z-Koordinaten. Es wird im Inneren eine Messsonde platziert, mit der alle Kom-
ponenten des elektrischen Feldes iiber die gesamte Simulationszeit aufgenom-
men werden. Daraus lassen sich im Anschluss mit Hilfe des spektralen Schétzers
Prony [TW93] die Resonanzfrequenz und Giite bestimmen.

6.2.2 Validierung der Simulation
Resonanzfrequenz und Giite

Es wird im Inneren der Microdisc eine Messsonde platziert und die Komponen-
ten des elektrischen Feldes werden iiber die gesamte Simulationsdauer aufgenom-
men. Dann konnen Resonanzfrequenz und Giite mit Hilfe des spektralen Schit-
zers Prony [TW93] aus dem Zeitbereichssignal ermittelt werden. Die Ergebnisse
sind unter f>p und Q,p in Tab. 6.6 angegeben. Die Referenzwerte werden wie be-
schrieben mit Hilfe von CST Studio Suite® [3DS19] ermittelt. Die Abmessungen
des Rechengebietes bleiben dabei gleich. Als Erstes werden Moden mit azimuta-
ler Ordnung m = 10, 11, und 12 berechnet, die in p- und z-Richtung jeweils ein
Maximum besitzen. Um die Losung zu validieren wird fiir eine Gitterauflosung
von 20 LPW die Resonanzfrequenz und Giite nach Abklingen der Energie auf
—20dB bestimmt und mit der Referenzlosung verglichen. Der Frequenzbereich
ist abhéngig von der entsprechenden Mode, die berechnet werden soll, und in
Tab.6.5 angegeben, zusammen mit dem verwendeten Zeitschritt Az. Die in Abhén-
gigkeit des simulierten Frequenzbereiches resultierende Anzahl an Gitterpunkten
fiir den Bereich des Rechengebietes und der PML, sowie die gesamte Punktan-
zahl sind ebenfalls in Tab. 6.5 angegeben. Die verwendete PML besitzt fiir alle
Simulationen 22 Schichten, eine eingestellte Reflexion von R = 10™* und ein
quadratisches Brechzahlprofil. Vergleicht man die Ergebnisse der Simulation in
p-z-Koordinaten mit der Referenz in CST Studio Suite® [3DS19], so kann fest-
gestellt werden, dass die Resonanzfrequenzen leicht abweichen, die Giite nach
—20dB bereits schon sehr gute Ubereinstimmungen zeigt.

Feldverteilung

Fiir die TM-Moden mit azimutaler Ordnung m = 10,11 und 12, aus der Si-
mulation der Resonanzfrequenzen und Giiten, sind die Ergebnisse der Felder in
Abb. 6.11 angegeben.
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Gitter Zeitbereich
m | LPW | Nxg Nem Noes | Frequenzbereich [THz] | Ar-107'8
10 20 1530 330 1860 290 - 310 6.28
11 20 1744 352 2096 310 - 330 5.35
12 20 1955 374 2329 330 -350 4.65

Tabelle 6.5: Parameter des Rechengitters und der PML-Randbedingung fiir die
Microdisc bei unterschiedlichen azimutalen Modenordnungen .

m | fop [THz] Osp | fest [THz] | Ocst
10 297.88 3058 293.86 3770

11 317.78 9389 319.66 10202
12 337.50 26765 340.36 26905

Tabelle 6.6: Ergebnis der Resonanz und Giite fiir die eigene Simulation in p-z-
Koordinaten und die Referenzlosung aus CST.

Fiir alle drei Moden ist deutlich zu erkennen, dass ihr Feldmaximum am Rand
der Microdisc ist und die Anzahl an Feldmaxima der azimutalen Modenordnung
entspricht.

6.2.3 Stabilitat der Zeitbereichsverfahren mit PML

In diesem Abschnitt werden die drei Zeitbereichsverfahren mit PML aus dem Ab-
schnitt 4.3 am Beispiel der angegebenen Microdisc untersucht. Alle Simulationen
in diesem Abschnitt werden fiir die Mode mit azimutaler Modenordnung m = 10
bei einer Gitterauflosung von 10 LPW und einem Energiekriterium von —80 dB
durchgefiihrt. Das Gitter besitzt Nggs = 1044 Gitterpunkte, davon Npyp = 108
innerhalb der PML Region. Die PML in p-Richtung besteht aus 6 Lagen, mit
R = 10~* und quadratischem Materialprofil.

Leapfrog-Verfahren und exponentielles Zeitbereichsschema

Fiir die Simulation des Leapfrog-Verfahrens und des Exponentiellen Zeitbereichs-
schema werden dieselben Einstellungen wie fiir die zuvor durchgefiihrte Stabili-
tatsanalyse verwendet. Fiir beide Algorithmen konnte bis zu einem Energiekrite-
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(@) Eo (b) En ©) Enn

Abbildung 6.11: Feldbilder der E,-Komponente des elektrischen Feldes aus der
p-z-Koordinaten Simulation nach Erreichen eines Energiekrite-
riums von —20 dB, bei einer Gitterauflosung von 20 LPW.

rium von —120dB simuliert werden, ohne ein wieder ansteigendes Verhalten in
der Energie zu beobachten. Dies entspricht den Ergebnissen aus dem Abschnitt
5.2. Dieser hatte bereits gezeigt, dass die PML in p-Richtung weniger Einfluss
auf die Stabilitit der Zeitdiskretisierung hat als die PML in z-Richtung.

Hybrider Impliziter-Expliziter Algorithmus

Der Stabilitatsgraph fiir den Hybriden Impliziten-Expliziten Zeitbereichsalgorith-
mus fiir 8 € [0,1] und y € [0.5, 1] wird nach der Vorgehensweise, die in Ab-
schnitt 5.1.4 beschrieben ist, aufgenommen. Der Stabilitdtsgraph ist in Abb. 6.12
angegeben.

Fiir die Microdisc mit PML in p-Richtung besitzt der Stabilitdtsgraph einen
Bereich, der als instabil gekennzeichnet ist. Er liegt an der y-Achse fiir kleine
Werte von 8. Das Wertepaar fiir 8 = 0 und y = 0.5, das dem Standard Leapfrog-
Verfahren entspricht, liegt hier gerade im stabilen Bereich. Der Stabilitdtsgraph
der Microdisc ist dem fiir das Beispiel aus Abschnitt 5.2.4 sehr dhnlich. Daraus
folgt, dass fiir andere Beispiele, die nur eine p-PML besitzen, ein sehr dhnlicher
Stabilitdtsgraph zu erwarten ist.

Hier wurde das Energiekriterium auf —80 dB eingestellt und auch bei einem Ener-
giekriterium von —120 dB war die Energie fiir das Leapfrog-Verfahren noch mo-
noton fallend. In Abschnitt 5.2.2 wurden fiir ein Beispiel mit Leapfrog-Verfahren
Eigenwerte gefunden, die nicht dem Stabilitdtskriterium gentigen. Somit kann
auf Grund des hier ermittelten Stabilitdtsgraphen nicht der Schluss gezogen wer-
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Abbildung 6.12: Stabilitdtsgraph der Microdisc fiir 10 LPW und 6 Lagen PML in
p-Richtung. Eine dunklere Farbe entspricht einer htheren An-
zahl an Zeitschritten die gerechnet werden kann, ohne dass die
Energie wieder anfingt zu steigen.

den, dass das Leapfrog-Verfahren immer in dem als stabil gekennzeichnet Bereich
fallt. Es ist moglich, dass bei einer Simulation bis —120 dB die Zeitschritte noch
nicht ausreichend waren, um ein mogliches wieder ansteigen der Energie zu de-
tektieren.

Daraus folgt fiir die PML in p-Richtung, dass sie nicht in dem Mafle wie die z-
PML zur Instabilitdt des zeitdiskreten Systems beitrdgt. Vergleichsweise besitzt
der Stabilitédtsgraph der z-PML fiir alle Beispiele dieser Arbeit noch einen zwei-
ten als instabil gekennzeichneten Bereich fiir alle Werte von g fiir Werte von v,
die etwas grofer als 0.5 sind. Das Wertepaar mit 8 = O und y = 0.5, dass dem
Leapfrog-Verfahren entspricht, lag fiir beide Stabilitdtsgraphen im stabilen Be-
reich.

6.3 Zusammenfassung und Diskussion

In diesem Kapitel wurden die beiden Standard Zeitbereichsverfahren und der Hy-
bride Implizite-Explizite Algorithmus mit PML an zwei Beispielen aus der Optik
niher untersucht. Dabei konnten die Simulationsergebnisse validiert und im An-
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6 Anwendungsbeispiele

schluss die Stabilitdt der Zeitbereichsverfahren analysiert werden. Fiir den PML
Rand in z-Richtung wurde ein VCSEL verwendet und fiir den PML-Rand in p-
Richtung eine Microdisc.

Bei der Validierung der Simulationsbeispiele konnte fiir beide Anordnungen
gezeigt werden, dass die Losungen der Referenzlosung entsprechen. Damit kann
auch die Funktion des implementierten absorbierenden Randes bestitigt werden.
Ein wichtiger Hinweis dafiir lieferte die Simulation des VCSEL mit dem Resultat,
dass die Mode im Inneren der Kavitit eine gau3formige Verteilung besitzt. Denn
im Fall eines nicht funktionierenden absorbierenden Randes miissten sich an ent-
sprechender Stelle BesseLfunktionen als Losung einstellen. Dies konnte hier mit
der Betrachtung der Feldverteilung widerlegt werden. Die Konvergenz von Giite
und Resonanz bestitigen dies zusitzlich. Denn die Giite stellt eine wichtige Grofie
dar, die durch die Struktur selbst bestimmt wird. Sie wurde im Abschnitt 2.2 als
Verhiltnis der im Resonator gespeicherten Energie zur verbrauchten Leistung ab-
gegeben. Fiir den VCSEL und die Microdisc entspricht die verbrauchte Leistung
der Abstrahlung in den Freiraum. Folglich kann diese Grofle nur dann fehlerfrei
berechnet werden, wenn der absorbierende Rand richtig funktioniert.

Die Analyse der Stabilitit hat fiir die unterschiedlichen Verfahren Ergebnisse
geliefert, die mit denen aus Kapitel 5 iibereinstimmen. Fiir das Leapfrog-Verfahren
kann hier festgehalten werden, dass es in den meisten Fillen, aber besonders bei
Anwendungen mit PML in z-Richtung, zu Problemen mit der Stabilitdt gekom-
men ist. Detektiert wird diese hier durch ein wieder Ansteigen der Energie im Re-
chengebiet. Dies kann bereits nach wenigen hundert Zeitschritten passieren oder
erst sehr viel spiter. Fiir die PML am p-Rand war das Verfahren meistens sta-
bil. Das Exponentielle Zeitbereichsschema verhilt sich dhnlich wie das Leapfrog-
Verfahren. Fiir einige Strukturen konnte ein instabiles Verhalten gezeigt werden
und fiir manche nicht.

Fiir das Hybride Implizite-Explizite Zeitbereichsschema konnten fiir beide PML
Typen Stabilitdtsgrafen ermittelt werden, die denen aus Kapitel 5 sehr dhnlich
sind. Dies ldsst den Schluss zu, dass fiir andere Simulationsanordnungen ein dhn-
liches Verhalten resultiert. Damit bietet das Hybride Implizite-Explizite Zeitbe-
reichsschema eine gute Losung, wenn die géngigen Verfahren keine stabile Si-
mulation gewihrleisten. Ein Wertepaar (3, y sollte sich im Voraus in guter Néhe-
rung so bestimmen lassen, dass das resultierende zeitdiskrete System stabil ist.
Damit ist es moglich, Bauteile mit hohen Giiten, die dementsprechend langsamer
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6.3 Zusammenfassung und Diskussion

abklingende Zeitsignale besitzen, zu simulieren, ohne dass die Energie zu einem
spéteren Zeitpunkt der Simulation wieder beginnt unphysikalisch anzusteigen.
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7 Zusammenfassung und
Ausblick

Fiir Zeitbereichssimulationen mit PML Randbedingungen wird immer wieder
iiber instabiles Verhalten berichtet. Erkennen ldsst sich ein instabiles System in
der Zeitbereichssimulation dann, wenn der oder die Pole, die nicht das Stabilitits-
kriterium erfiillen, dominant werden. Ist dies eingetreten, ldsst sich ein unphysi-
kalisches Ansteigen im Verlauf der bereits abklingenden Energie feststellen. Fiir
Anwendungen mit hoher Giite sind im Zeitbereich lange Simulationen erforder-
lich, da die Energie nur sehr langsam abklingt. Deshalb ldsst sich bei Bauteilen
mit hoher Giite die Auswirkung der instabilen Pole besonders gut beobachten.
Die Anwendungsbeispiele am Ende dieser Arbeit sind dementsprechend gewéhlt
worden, es handelt sich um zwei Resonatoren aus der Optik.

Ziel dieser Arbeit war es, die gingigen Zeitdiskretisierungsverfahren mit PML,
unter Verwendung der Methode der Finiten Integration, mit Hauptaugenmerk auf
der Stabilitit des zeitdiskreten Systems zu untersuchen. Dies fiihrte zu neuen Er-
kenntnissen beziiglich der Stabilitit. Auf deren Grundlage wurde ein neuer Hy-
brider Impliziter-Expliziter Zeitbereichsalgorithmus mit PML vorgestellt, der be-
ziiglich der Instabilitit durch die Zeitdiskretisierung der PML robuster ist.

Die Arbeit beginnt mit einer kurzen Einfiihrung, gefolgt von physikalischen
Grundlagen. Es wurden grundlegende Konzepte optischer Resonatoren skizziert
und die am Ende der Arbeit verwendeten Simulationsbeispiele vorgestellt. Da-
nach werden die Grundlagen, sowie fiir die Arbeit relevante Aspekte der Methode
der Finiten Integration, angegeben. Dabei wird besonders auf die Zeitdiskretisier-
ung eingegangen, indem verschiedene Standardverfahren mit und ohne Leitfa-
higkeit vorgestellt werden. Hier wird bereits der Aspekt der Stabilitét zeitdiskre-
ter Systeme diskutiert. An Hand der Eigenwerte eines zeitdiskreten Systems kann
die Stabilitit und der Einfluss verschiedener Parameter auf die Zeitdiskretisierung
diskutiert werden. Fiir die Standardverfahren ist dies analytisch moglich, sodass
Bedingungen existieren, fiir die immer ein stabiles System resultiert.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Die PML, die eine Erweiterung des Rechengebietes darstellt, wird hier mit Hil-
fe der Koordinatenstreckung im vierten Kapitel eingefiihrt. Es werden zwei Stan-
dard Zeitdiskretisierungsverfahren mit PML angegeben, das Leapfrog-Verfahren
und das Exponentielle Zeitbereichsschema. Auflerdem wird ein neuer raumlich
hybrider Zeitbereichsalgorithmus eingefiihrt, der es erlaubt, innerhalb der PML
implizit und im restlichen Rechengebiet explizit zu rechnen. Der hybride An-
satz und die Zeitdiskretisierungsverfahren sind fiir sich alleinstehend géingige
Methoden und werden hier erstmals in dieser Art und Weise zum Erhalten ei-
nes diskreten Zeitbereichsschemas mit PML verwendet. Ein Vorteil des Hybriden
Impliziten-Expliziten Zeitbereichsverfahren ist, dass im Bereich der PML zwei
zusitzliche Parameter existieren, mit denen man in entsprechender Kombination
ein stabiles Zeitintegrationsverfahren realisieren kann, wo sonst die klassischen
Verfahren versagen. Des Weiteren wird im Bereich des restlichen Rechengebie-
tes nicht vom Standardverfahren abgewichen, sodass die Losung dieses Gebietes
nicht verdndert wird.

Im darauffolgenden 5. Kapitel werden alle drei Zeitbereichsverfahren an klei-
nen Simulationsbeispielen beziiglich ihrer Stabilitdt untersucht. Dazu werden die
Eigenwerte des zeitdiskreten Systems fiir die Standardzeitbereichsverfahren mit
PML ermittelt und ihre Konvergenz beziiglich des Zeitschrittes tiberpriift. Es kann
gezeigt werden, dass manche Problemstellungen unter der Verwendung der géin-
gigen Zeitdiskretisierungsverfahren, instabile Pole besitzen. Diese konvergieren
fiir einen Zeitschritt, der gegen Null geht, fiir alle Zeitschemata gegen denselben
Pol. Die konvergierten Pole geniigen der Stabilititsanforderung. Simulationen mit
Polen, die nicht dieses Kriterium erfiillen (das System ist somit instabil), zeigen
in der Zeitbereichssimulation zu einem beliebigen Zeitpunkt ein unphysikalisches
Ansteigen der Energie und somit auch der Feldgroen.

Die nihere Betrachtung der Eigenwerte von instabilen Systemen zeigt, dass es
sich weder um eine Verletzung des CFL-Kriteriums noch um eine sogenann-
te ,,Langzeitinstabilitdt”, die durch die rdumliche Diskretisierung hervorgerufen
wird, handelt. Hier hat man es mit einem neuen Typen von Instabilitéit zu tun, der
direkt durch die Zeitdiskretisierung selbst verursacht wird.

Dieselben Beispiele werden auch mit dem neuen hybriden Verfahren simuliert
und das Verhalten beziiglich der Stabilitit in Abhéingigkeit der zusitzlich einstell-
baren Parameter untersucht. Ob das System fiir ein bestimmtes Wertepaar stabil
oder instabil ist, wird in einem Stabilitdtsgrafen angegeben. Es gibt auch hier
Wertepaare, fiir die das zeitdiskrete System instabil ist. Aber der Anteil der Wer-
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tepaare, die in einem stabilen System resultieren, iiberwiegen. Des Weiteren sind
fiir diese einfachen Beispiele die Bereiche, die ein instabiles zeitdiskretes System
zur Folge haben immer in denselben Gebieten zu finden. Dies ldsst den Schluss
zu, dass fiir weitere Simulationsbeispiele dhnliche Ergebnisse fiir den Stabilitits-
grafen zu erwarten sind.

Die Zeitbereichsverfahren mit PML werden anschlieBend in Kapitel 6 an pra-
xisrelevanten Simulationsbeispielen aus der Optik getestet. Dabei handelt es sich
um einen Oberflichenemitter (VCSEL) und eine Microdisc. Zundchst werden
die Simulationsbeispiele mit der Hilfe von Referenzwerten iiberpriift. Anschlie-
Bend wird die Stabilitit der Verfahren untersucht. Dabei zeigen sich erneut Sta-
bilitdtsprobleme bei den Standard Zeitdiskretisierungsverfahren. Fiir den Hybri-
den Impliziten-Expliziten Algorithmus wird wieder ein Stabilitdtsgraph aufge-
nommen. Bei diesem konnen, wie bei den Testbeispielen aus dem Kapitel zuvor,
sehr dhnliche Bereiche als stabil und instabil detektiert werden. Dies unterstiitzt
die aufgestellte Vermutung, dass sich fiir andere Anwendungen &dhnliche Ergeb-
nisse erzielen lassen. Es ist zu erwarten, dass sich immer zuverlissig eine Para-
meterwahl finden ldsst, die ein stabiles zeitdiskretes System ergibt.

Ein wichtiger Aspekt des neuen hybriden Verfahrens ist noch seine Performanz.
Fiir den Fall, dass man bereits sicher weil}, dass mit den Standardzeitbereichsver-
fahren kein stabiles System erhalten wird, hat man als einzige Losung, den Zeit-
schritt deutlich kleiner zu machen. Denn es konnte gezeigt werden, dass fiir einen
Zeitschritt gegen null immer alle Eigenwerte gegen eine stabile Losung konver-
gieren. Ist also der Zeitschritt nur klein genug gewihlt, wird man ein stabiles
zeitdiskretes System erhalten. Bei einer Halbierung des Zeitschrittes wiirde dies
zum Beispiel zu einer Verdopplung der Anzahl an Zeitschritten und somit direkt
zur Verdopplung des Zeitaufwandes fithren. Entscheidet man sich jedoch dafiir,
den Zeitschritt kurz unterhalb der CFL-Schranke zu belassen und verwendet statt-
dessen den neuen Hybriden Impliziten-Expliziten Algorithmus, dann steigt zwar
auch der Aufwand, aber — wie gezeigt werden konnte — in einem vertretbaren
MaBe. An dieser Stelle wire es denkbar, die tibliche kanonische Indizierung des
Rechengebietes aufzugeben. Denn wenn man zuerst das Rechengebiet ohne PML
durchnummerieren wiirde und dann das Gebiet der PML, konnten fiir alle drei
Raumrichtungen die Matrizen — nach den beiden Gebieten — getrennt aufgeschrie-
ben werden. Somit wire es moglich, den aufwendigeren Teil des Zeitupdates nur
fiir den PML Bereich getrennt mit erheblich kleineren Matrizen und Vektoren zu
rechnen.
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Symbolverzeichnis

Allgemeine Symbole und Schreibweisen

X, ? Vektordarstellung

P, T Ortsvektor, Normalvektor, Tangentialvektor
8y By Cyy Einheitsvektoren in u-, v- und w-Richtung
V,A, s Volumen, Fliache, Strecke

ds,dA,dV  Weg-, Flichen- und Volumenelement

%, % Zeitableitung und partielle Zeitableitung
X, x Matrixdarstellung

X js Xij Element einer Matrix

I Identititsmatrix

z=a+jb Komplexe Zahlendarstellung

Riz}, Iz} Realteil und Imaginérteil einer koplexen Zahl

JJ Besselfunktion und erste Ableitung der Besselfunktion
H,H’ Hankelfunktion und erste Ableitung der Hankelfunktion
Y Neumannfunktion
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Klassische Feldtheorie
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Elektrische Feldstirke
Dielektrische Verschiebung
Magnetische Feldstirke
Magnetische Fludichte

Elektrische Stromdichte, eingeprigte elektrische Stromdichte,
Konvektionsstromdichte

Raumladungsdichte
Bewegte Ladung

Permittivitidt des Vakuums, relative Permittivitit, Tensor der
Permittivitit

Permeabilitit des Vakuums, relative Permeabilitit, Tensor der
Permeabilitit

elektrische Leitfdhigkeit, magentische Leitfahigkeit
Optische Brechzahl

Elektrische Polarisation, Magnetische Polarisation
Wellenwidersatand

Wellenvektor

Lichtgeschwindigkeit im Vakuum

Frequenz, Cutoff Frequenz

Wellenlidnge

Kreisfrequenz, komplexe Kreisfrequenz
Reflexionsfaktor, Transmissionsfaktor

Rekursionsmatrix



Arp Komplexe Eigenwerte des Zeitbereichsschemas
w(z), wo Strahltallie des GauBstrahls

R(2) Ortsabhingiger Kriimmungsradius des Gauf3strahls
q Komplexer Strahlparameter des Gauf3strahls

¥ Langsam variierende Feldamplitude des GaufB3strahls
gi Resonatorparameter

r Streckungsfaktor der Felder

K, XS, Ky Materialtensoren

Methode der Finiten Integration

Np Anzahl der Gitterpunkte
N,y N,y N, Anzahl der Gitterpunkte in u-, v- und w-Richtung

M,, M,, M,, Inkremente fiir die u-, v- und w-Richtung

n Kanonischer Index

A, At Gitterschrittweite, Zeitschrittweite
e,e Elektrische Gitterspannung

c:i,(:l Dielektrischer Gitterfluss

h,h Magnetische Gitterspannung

Z,f) Magnetischer Gitterfluss

75 Gitterstrom

Integrierte elektrische Gitterspannung

Integrierte magnetische Gitterspannung
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L, Primére Gitterkante, duale Gitterkante
A,A' Primére Gitterflache, duale Gitterfliche
C,E Primére Rotationsmatrix, duale Rotationsmatrix

wn|

, Primére Divergenzmatrix, duale Divergenzmatrix

S
P,P,P, Diskrete partielle Differentiationsoperatoren fiir die u-, v- und

w-Richtung
M., Materialmatrix der Permittivitit
M, Materialmatrix der Permeabilitit
M, Materialmatrix der Leitfahigkeit

M,,, M1, M2 Elektrische Leitfdhigkeit der PML
M., ,M,, .M., Elektrische Leitfdhigkeit der PML

D Diagonalmatrizen

G(Ar) Rekursionsmatrix

Acc Sytsemmatrix

I'p,Ap Diskreter Streckungsfaktor, diskreter Materialtensor
R Analytisch bestimmte Reflexion der PML
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Abkurzungsverzeichnis

BEM Methode der Randelemente, engl.: Boundary Element Methode

CFL CouraNT-FrIieprICHS-LEWI Bedingung

DBR Verteilter BRagg-Spiegel, engl.: distributed Brace Reflector

FD Methode der Finiten Differenzen, engl.: Finite Differences

FDTD Methode der Finiten Differenzen im Zeitbereich, engl. Finite
Differences in Time Domain

FEM Methode der Finten Elemente, engl.: Finite Element Methode

FIT Methode der Finiten Integration, engl.: Finite Integration
Technique

LPW Gitterlinien pro Wellenlénge, engl.: Lines Per Wavelength

PBA Teilgefiillte Zellen, engl.: Perfect Boundary Approximation

PEC Perfekt elektrisch leitendes Material, engl.:Perfect Electric
Conductor

PMC Perfekt magnetisch leitendes Material, engl.:Perfect Magnetic
Conductor

PML Perfekt angepasste Schicht, engl.: Perfectly Matched Layer

TE Transversal elektrisch

™ Transversal magentisch

VCSEL Vertikal emittierender Laser, engl.: Vertical Cavity Surface

Emitting Laser

WGM engl.: Whispering Gallary Modes
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