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Abstract

This thesis deals with the deformation of the Earth due to self-gravitation.
First fundamentals of continuum theory are explained. Mechanical and ther-
modynamical balance equation are presented. In order to close the system of
field equations, thermodynamically consistent constitutive laws are derived by
applying the method of COLEMAN-NOLL.

The self-gravitational deformation based on geometrically linear model of HOOKE
is solved analytically. For this purpose the local mass and linear momentum
balances in spherical coordinates are specialized to the radially symmetrical case.
Corresponding boundary conditions are used and radial displacements for an
initially homogeneous Earth are determined.

In order to capture the heterogeneous structure of the Earth the homogenization
method of KACHANOV and SEVOSTIANOV is used. A three-layered compound
consisting of the inner core, outer core and mantle is homogenized. Thus effective
elastic parameters are deduced for the Earth. Data for the heterogeneous elastic
characteristics are taken from the Preliminary Reference Earth Model.

The predicted strains are beyond the validity of the geometrically linear theory.
Consequentially the investigation is extended to finite deformations. Here a
distinction between reference and current configuration becomes essential. The
current configuration of the Earth is given by the Preliminary Reference Earth
Model. The referential configuration is unknown. Therefore the balance equations
are stated in the current configuration. A physically linear constitutive law relates
the CAUCHY stress tensor and the EULER-ALMANSI strain tensor. The resulting
non-linear differential equations are solved numerically with the finite element
method and radial displacements, strains and stresses are determined.

A further refinement of the model is obtained by simulating the multi-layered
structure of the Preliminary Reference Earth Model. To ensure the transition
conditions an iteration scheme is implemented. Thereby the continuity of the
radial displacements and stresses is realized.

In the last chapter self-gravitational deformation based on physically non-linear
MOONEY-RIVLIN model is analyzed. The polyconvex stored energy function of
this model is developed in spherical coordinates and specialized to the radially
symmetric case of the Earth. By using the PREM data the deformations of the
Earth are determined with the finite element method and results are compared
to those from the linear models.
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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Deformation der Erde aufgrund
der Eigengravitation. Es werden zunéchst kontinuumstheoretische Grundlagen
vorgestellt. Dabei werden mechanische und thermodynamische Gesetze erlautert.
Um das System aus Feldgleichungen zu schlieffen, werden nach der Methode von
COLEMAN-NOLL thermodynamisch-konsistente Materialgesetze hergeleitet.

Das Eigengravitationsproblem wird auf Basis des geometrisch linearen Modells
nach HOOKE analytisch gelost. Dabei wird die lokale Massen- und Impulsbilanz
in Kugelkoordinaten auf den radialsymmetrischen Fall konkretisiert. Mit entspre-
chenden Randbedingungen werden radiale Verschiebungen fiir eine anfénglich
homogene Erde berechnet. Aus den Verschiebungen werden Dehnungen und
Spannungen im Erdinneren bestimmt.

Um den heterogenen Aufbau der Erde zu erfassen, wird das Homogenisierungsver-
fahren von KACHANOV und SEVOSTIANOV angewendet. Dabei wird der Aufbau
der Erde bestehend aus innerem, &ulerem Kern und Mantel zu einer homogenen
Kugel zusammengefasst. Daraus resultieren effektive elastische Kennwerte fir
die Erde. Die Daten fiir die heterogenen elastischen Eigenschaften sind dem
Preliminary Reference Earth Model (PREM) entnommen.

Die ermittelten Dehnungen tibersteigen den Giiltigkeitsbereich der geometrisch
linearen Theorie. Folgerichtig wird die Untersuchung auf finite Deformationen
erweitert. Hierbei wird die Unterscheidung zwischen Bezugs- und aktueller Platzie-
rung wesentlich. Die aktuelle Platzierung der Erde ist durch das Preliminary Refe-
rence FEarth Model bekannt. Die Bezugsplatzierung ist dagegen unbekannt. Daher
werden die Bilanzgleichungen in der aktuellen Platzierung formuliert. Es wird ein
physikalisch linearer Zusammenhang zwischen dem CAUCHY-Spannungstensor
und dem EULER-ALMANSI-Dehnungstensor hergestellt. Die daraus resultierenden
nicht-linearen Differentialgleichungen werden mit der Finiten-Elemente-Methode
(FEM) numerisch gelost und radiale Verschiebungen, Dehnungen und Spannungen
bestimmt.

Eine weitere Verfeinerung des Modells besteht in der Simulation des PREM-Mehr-
schichtaufbaus der Erde. Um die Ubergangsbedingungen an den Schichtgrenzen
zu erfiillen, wird in der numerischen Simulation eine Iterationsprozedur implemen-
tiert. Dadurch wird die Stetigkeit der radialen Verschiebungen und der radialen
Spannungen realisiert.
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Im letzten Abschnitt wird das physikalisch nicht-lineare Materialverhalten nach
MOONEY-RIVLIN untersucht. Die polykonvexe Formédnderungsenergiedichte die-
ses Modells wird in Kugelkoordinaten entwickelt und auf den radialsymmetrischen
Fall der Erde spezialisiert. Unter Verwendung der PREM-Daten werden die De-
formationen der geschichteten Erde mithilfe der FEM bestimmt und mit den
Ergebnissen der linearen Modelle verglichen.
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Symbolverzeichnis

Symbol Einheit Beschreibung

A m? Fléche

QK 1 Normierungsparameter

a m/s? Beschleunigungssvektor

X m Bewegung

B 1 linker CAUCHY-GREEN-Dehnungstensor

b* m Verschiebung des Koordinatenursprunges

C 1 rechter CAUCHY-GREEN-Dehnungstensor
5(+) unreg. 1. Variation

D 1/s symmetrischer Geschwindigkeitsgradient

() 1 dimensionslose Grofie

E N/m? Elastizitdtsmodul

e; 1 orthonormierter Eigenvektor (i-ter)

E? 1 EULER- ALMANSI-Dehnungstensor

E 1 GREEN-LAGRANGE-Dehnungstensor

n; 1 Eigenvektor (i-ter)

E'n 1 linearisierter Dehnungstensor

(e unreg. EULER-Darstellung

F 1 Deformationsgradient

f m/s? massenspezifische dulere Volumenkréfte

f Nm/kg  massenspezifische freie HELMHOLTZ-Energie
g; unreg. kovarianter Eigenvektor (i-ter)

g unreg. kontravarianter Eigenvektor (i-ter)

Ly unreg. CHRISTOFFEL-Symbole

v m/s materieller Geschwindigkeitssvektor

G m? / kg s®Gravitationskonstante

G; N/m? Schubmodul in der i-ten Schicht

h K/m Temperaturgradient

H 1 Verschiebungsgradient

I [A] 1. Hauptinvariante des Tensors A; I4 = Sp (A)
Il 5 [A]2 2. Hauptinvariante des Tensors A; IT4 = Sp (ACOf)
IIT 4 [A]? 3. Hauptinvariante des Tensors A; II] 4 = det A
1 1 Einheitstensor 2. Stufe

J 1 Determinante des Deformationsgradienten
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K N/m? Kompressionsmodul

(T) unreg. Bezugsplatzierungsgrofie

k N Gravitationskraft

()L unreg. LAGRANGE-Darstellung

A, N/m? LaME-Konstanten

i 1 Eigenwert des Strecktensors (i-ter)
L 1/s Geschwindigkeitsgradient

m kg Masse

O kg/m? Massentriagheitsmoment der Erde
n 1 Flachennormale

v 1 Querkontraktionszahl

P N/m? 1. PIoLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
pP; 1 Eigenprojektor (i-ter) z.B.: P, = e, Q e,
D N/m? hydrostatischer Druck

[0) unreg. flichenspezifischer Fluss

0, D 1 Azimutwinkel

II unreg. variationelles Funktional

()* unreg. links- und rechtsseitiger Grenzwert
P unreg. volumenspezifische Produktion

() unreg. volumenspezifische extensive Grofe
q N/ms flachenspezifischer Warmefluss

r, R m Radius

p kg/m3 Massendichte

R, Q" 1 Rotationstensor

S N/m? 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor
S N m/kgs massenspezifische Entropie

b)) N/m? Nominalspannungstensor

C N/m? Steifigkeitstetrade

T N/m? CAucHY-Spannungstensor

Tk N/m? Extraspannungsanteil

9,6 1 Polarwinkel

t N/m? Spannungsvektor

Tr N/m? Reaktionsspannungsanteil

T K absolute Temperatur

t, T S Zeit

U Nm/kg  massenspezifische innere Energie
U 1 rechter Strecktensor

U m? /s Gravitationspotential

|4 m3 Volumen
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Vv 1 linker Strecktensor
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Symbol Einheit

Beschreibung

w N/m?
w 1/s

w m/s
N 1/s
Wwext Nm
Wint Nm
w 1/s

x m

z unreg.

volumenspezifische Forménderungsenergie
antimetrischer Geschwindigkeitsgradient
Geschwindigkeit der singuldren Fléache
Winkelgeschwindigkeitstensor

dufere mechanischer Arbeit

innere mechanischer Arbeit
Winkelgeschwindigkeit

Ortsvektor

volumenspezifische Zufuhr
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AP aktuelle Platzierung viii, xix, VIII

BP Bezugsplatzierung viii, xvii—xix, VIII

FEM Finite-Elemente-Methode VIII

MR MOONEY-RIVLIN VIII

PREM Preliminary Reference Earth Model VIII
SVK SAINT VENANT-KIRCHHOFF VIII

unreg. unregelmaflig VIII
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Notation

In der gesamten Arbeit wird folgende Notation verwendet:

«, b, C' — Skalare
a, b, c — Vektoren in der aktuellen Platzierung
a, b, ¢ - Vektoren in Bezugsplatzierung
A, B, C — Tensoren 2. Stufe
A, B, C — Tensoren 3. Stufe
A, B, C — Tensoren 4. Stufe .

Tensoren sind Objekte, die zwangslaufig mit ihrer Basis verbunden sind. Das
heilt nicht, dass sie nur in dieser Basis dargestellt werden konnen. Im Gegenteil:
Sie konnen in jedes beliebige Koordinatensystem und dazugehorige Vektorbasis
transformiert werden und sind damit unabhéngig von dieser.

Im Gegensatz dazu sind Matrizen nur eine Zusammenstellung von Zahlen, die
z.B. in einer 3 x 3 Aufstellung angeordnet werden:

A A Az
Aij = |An Ay Asz| ., A=A e®e;.
A3z Azp Ass

Hierbei wurde die EINSTEINsche Summenkonvention verwendet. Dabei wird bei
doppelten Indizes von 1 bis 3 summiert. Der Tensor A lautet also ausgeschrieben:

3 3
A:ZZAijei®ej .

i=1j=1

Die EINSTEINsche Summenkonvention wird im gesamten Dokument einheitlich
verwendet. An den Stellen, wo diese nicht anwendbar ist, wird das Summenzeichen
explizit ausgeschrieben; so z.B. bei der Spektraldarstellung.

Bis jetzt wurden nur Tensoren mit kartesischen Basen betrachtet. Fiir die in
dieser Arbeit untersuchten Problemstellungen sind allerdings Kugelkoordinaten
angepasster. Bei Kugelkoordinaten muss zwischen ko- und kontravariante Basis-
vektoren unterschieden werden. Die Vektoren der kovarianten Basis werden mit

Acronyms
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g,; bezeichnet:

ox
R

die Vektoren der kontravarianten Basis hingegen mit g¥. Daraus ergeben sich
mehrere ko-/kontra, aber auch gemischte Darstellungen fiir Tensoren:

A=Ajgd0g =A%g,0g,=A’g'®g;,=A'g;®g .

All diese Formen stellen ein und denselben Tensor 2. Stufe dar. Hierbei ist zu
beachten, dass die EINSTEINSche Summenkonvention bei krummlinigen Systemen
iiber doppelte Indizes greift, die zusdtzlich einmal oben und einmal unten stehen.
Die ko- und kontravarianten Basen sind dual zu einander. Deren Skalarprodukt
liefert entweder eine 1 oder eine 0. Nur bei einer orthonormalen Basis sind die
ko- und kontravarianten Basisvektoren identisch:

g -9;,=0, 9.9 =06, ei-ej=20;, e =307

. ; ; ” 1 fir i=y
J_ g =8 = §U —
mit  §; 0" =0;5 =10 {0 fir it
Das mathematische Symbol ¢;; heifit KRONECKER-Delta. Nur im Falle einer
Orthonormalbasis ergibt das Skalarprodukt zweier ko- oder kontravarianten
Basisvektoren das KRONECKER-Delta. Beim schiefwinkligen oder krummlinigen
Systemen ergibt das Skalarprodukt die Metrik, die ebenfalls ko- oder kontravari-
ant sein kann:

g-g"=G* = g,-9.=Guy .

Krummlinige Basen werden auch lokale Basen bezeichnet, da die Basisvektoren
g; vom Ort abhidngen. Die kartesischen Basisvektoren zeigen im Gegensatz dazu
unabhingig von der Position in die gleiche Richtung und haben stets die Lénge
Eins.

Es existieren Tensoren 2. Stufe, die spezielle Eigenschaften besitzen. Solche

Acronyms
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Tensoren werden in den folgenden Mengen zusammengefasst:

Lin Menge aller Tensoren 2. Stufe,
Lint Lin~ Menge aller Tensoren 2. Stufe

mit positiver oder negativer Determinante,

Inv Menge aller invertierbaren Tensoren 2. Stufe,
Sym Menge aller symmetrischen Tensoren 2. Stufe,
Skw Menge aller antimetrischen Tensoren 2. Stufe,

Psym Menge aller symmetrischen

und positiv definiten Tensoren 2. Stufe,

Orth Menge aller orthogonalen Tensoren 2. Stufe.

Zusétzlich zu den verwendeten Symbolen existieren in der Tensoralgebra unter-
schiedliche Multiplikationen:

® dyadisches Produkt zweier Tensoren mit Rang n und m zu einem Tensor mit
Rang n + m,
Bsp.: A®a = Ajjare; ® ej @ ey,

- einfach Uberschiebung der benachbarten Vektoren,
BSp.: A-b= Aijbkei(ej . ek).

-~ doppelte Uberschiebung der benachbarten Vektoren,
Bsp.: C--FE = CijklEklei K e; .

: doppelte Uberschiebung der transponierten benachbarten Vektoren,
BSp.: T-FE = ,Tz]E]z

x Kreuzprodukt benachbarter Vektoren,
Bsp.: A x b= Aijbkei (= (e]‘ X ek)

* RAYLEIGH-Produkt eines Tensors 4. Stufe mit einem Drehtensor R € Orth™,
Bsp: R+ A=A""(R-g;)® (R-g;)® (R-g;) @ (R-g)).

Neben den algebraischen Operationen werden Ableitung bendtigt. Hier unter-
scheidet man zwischen der einfachen partiellen Ableitung und der kovarianten
Ableitung:

da’

o kpoio_ i kpoi
;J_azj+ark]—aaj+arkj‘

i da’
a ;= -
5J aZ‘j

Bei der kovarianten Ableitung tauchen die sogenannten CHRISTOFFEL-Symbole
I’ ;j auf. Diese beriicksichtigen die Anderung der lokalen Basis. Die Notwendigkeit
der kovarianten Ableitung wird deutlich, wenn man sich die Anderung, d.h. den

und a'

Acronyms
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Gradienten, eines Vektorfeldes in einer krummlinigen Basis ansieht:

9 i da” i 9g i
grada=a®V = (akgk)@) ((%Zg> = 5,79:©9 +a’“a;®g .

Die CHRISTOFFEL-Symbole beschreiben die Komponenten der einzelnen Ablei-
tungen der Basisvektoren:

99, og,
"= 940 -g", 9 " g, -

Iy

Die Ableitung lasst sich entsprechend auch in der kontravarianten Basis aufstellen:

99y g gy,
ozt "7 07"

Dpni = =Tinig" .

Damit lasst sich der Gradient schreiben:
grada =d*; g, ® g' +a"T}"1 g, ® g' = (a’“,i + a”Fn’%) g.®9" .

Bei der Bestimmung des Gradienten wurde bereits der Nabla-Operator verwendet.
Dieser erlaubt es, folgende Differentiale einheitlich zu notieren:

gradT =T ®V , divl'=T-V , rota=—-axV.

Es wird im gesamten Dokument nur noch die Notation mit Nabla verwendet.

Das letzte Thema dieser Ubersicht betrifft die Variation. Diese geht aus der
GATEAUX-Richtungsableitung hervor:

d aof
D = — = : - ) )
azf(x) dhf(w + hdx) . grad f - dx e dx
Die Variation eines Feldes f ist gegeben durch:
d af

Dadurch wird ein Term erzeugt, der linear in dw ist. Die Variation wird verwendet,
um schwache Formen fiir die FE-Simulationen zu generieren.

Acronyms
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1. Einleitung

1.1. Motivation

Wenn man die Deformation der Erde studiert, dann stellt man fest, dass die
dominanten Kréfte die eigene Gravitationskraft und die Tragheitskrafte durch
die Eigenrotation sind. Erste Uberlegungen hierzu stellte bereits NEWTON (siehe
Chandrasekhar, 1995) in einem Gedankenexperiment im 18. Jahrhundert auf. Bei
der Berechnung der Deformation aufgrund der Eigenrotation und -gravitation
stellt sich heraus, dass der Anteil der Eigenrotation um zwei Groflenordnungen
kleiner ist als der der Eigengravitation (siehe Lofink und Miiller, 2015). Der
Eigenrotationsanteil kann mit Hilfe der geometrisch linearen Deformationstheorie
unter Verwendung des linearen HoOKEschen Materialgesetzes bestimmt werden
(siehe Miiller und Lofink, 2014). Der Eigengravitationsanteil dagegen tibersteigt
die Grenzen der geometrisch linearen Theorie. Dadurch wird die Anwendung
der finiten Deformationstheorie notwendig und damit einhergehend die Verwen-
dung von hoheren Materialgesetzen, wie z.B. SAINT VENANT-KIRCHHOFF oder
MOONEY-RIVLIN.

Diese Dissertationsschrift befasst sich ausschliefilich mit dem Eigengravitati-
onsanteil der Erddeformationen und beschréankt sich hierbei auf eine elastische
Untersuchung. Es werden sowohl analytische als auch numerische Finite-Elemen-
te-Ergebnisse bestimmt und diskutiert. Durch die vorherrschende Radialsym-
metrie werden alle Gleichungen konsequent in krummlinigen Kugelkoordinaten
entwickelt.

Eine besondere Problematik bei der Anwendung der finiten Deformationstheorie
stellt die unbekannte Referenzkonfiguration dar. Bei der Simulation von finiten
Deformation in der Blechumformung oder im Bauwesen ist es iiblich, in der
undeformierten Referenzplatzierung zu rechnen. Bei der eigengravitierenden
Erde ist die unbelastete Konfiguration, d.h. ohne Wirkung der Gravitationslast,
unbekannt. Die aktuelle Platzierung dagegen ist durch das Preliminary Reference
Earth Model (PREM) bekannt (siche Dziewonski und Anderson, 1987). Dies
fihrt zu einer Favorisierung der aktuellen Platzierung zur Beschreibung der
Erde.




1.2. Zielsetzung

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, die finite Deformationstheorie fir den
radialsymmetrischen Fall zu entwickeln und damit die Deformationen der Erde
zu bestimmen. Dabei werden folgende Zwischenziele verfolgt:

o Analytische Bestimmung der Verschiebungen fiir ein geometrisch linea-
res HOOKEsches Materialmodell. Diese Losung wird als Referenz fiir die
numerischen Berechnungen verwendet.

e Auswertung des Preliminary Reference Earth Model zur Bestimmung von
radiusabhéngigen Materialkennwerten.

e Entwicklung der finiten Kinematik fiir radialsymmetrische Probleme.
o Entwicklung eines geometrisch nicht-linearen Materialmodells fir die Erde.

o Entwicklung der variationellen Formulierungen fiir die Simulation in der
aktuellen Platzierung.

e Bestimmung der Verschiebungen, Dehnungen und Spannungen fiir die Erde
mit dem geometrisch nicht-linearen Materialmodell.

o Erweiterung der Untersuchung auf ein physikalisch nicht-lineares Mate-
rialmodell.

e Bestimmung der Verschiebungen, Dehnungen und Spannungen fiir die Erde
mit dem physikalisch nicht-linearen Materialmodell.

e Vergleich und Diskussion der Ergebnisse der unterschiedlichen Modellie-
rungen.

1.3. State of the Art

Eine der frithsten wissenschaftlichen Publikationen, die sich mit der Deformation
von eigengravitierenden Kugeln und Zylindern befasst ist von Chree, 1889. Diese
Arbeit wurde spéater in Love, 1911 aufgegriffen, wo die radialen Verschiebungen
einer homogenen Sphére unter Eigengravitation berechnet wurden. Dabei wurde
die Berechnung unter dem Gesichtspunkt einer geometrisch linearen Theorie
durchgefiihrt. In einer spéateren Veroffentlichung Love, 1944 wurde zum ersten
Mal der Love-Radius beschrieben, der den Ubergang von kompressiven zu
streckenden Dehnungen beschreibt. Ebenfalls wurde in dieser Arbeit festgehal-
ten, dass die Gravitationslast die dominante Last bei der Untersuchung von
Planetendeformationen ist.

In Hoskins, 1910 wird das Problem einer homogenen Kugel unter Eigengravitation
mit konstanter Massendichte beschrieben. In einer spéteren Veroffentlichung
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(siehe Hoskins, 1920) wurde die Untersuchung auf eine verdnderliche Massendichte
und auf verédnderliche elastische Konstanten erweitert. Das Modell der inneren
Verteilung war rein empirisch.

Am Anfang des 20. Jahrhundert entwickelte sich die finite Deformationstheorie.
Ein wichtiger Verfechter der Berechnung in der aktuellen Platzierung war SETH.
Von ihm wurden mehrere Publikationen mit Anwendungsbeispielen der finiten
Deformationstheorie in der aktuellen Platzierung veroffentlicht (siehe Seth, 1935;
Seth, 1939b; Seth, 1939a).

Seiner Schule entstammend wurde von Chattarji, 1953 eine Reihenlésung der
Verschiebungen fiir die eigengravitierende Erde basierend auf Seth’ Ansatz
entwickelt. Das verwendete empirische Modell fiir die Verteilung der Massendichte
im Inneren stammte von ROCHE, welches im Sammelwerk von Jeffreys und Singer,
1959 veroffentlicht wurde.

Weitere Autoren folgten diesem Ansatz und untersuchten die Anderung des
LovEe-Radius infolge verschiedener Dichteverteilungen (siche Bose und Chattariji,
1963; Pan, 1963). Als Love-Radius wird diejenige Position im Inneren der Erde
bezeichnet, bei der ein Ubergang von kompressiven zu streckenden Dehnungen
erfolgt. Diese Stelle wurde in Love, 1911 zum ersten Mal erwéhnt.

In Geller, 1988 wird eine lineare Theorie fiir das Problem angewandt. Dabei
wird aus dem HAMILTONschen Prinzip eine Gleichung zur Bestimmung einer
numerischen Losung hergeleitet.

Eine ausfiihrliche Beschreibung der historischen Entwicklung des Deformations-
zustandes der Erde und des aktuellen Forschungsstandes ist in Miiller und Weiss,
2016 zu finden. In diese Veroffentlichung sind bereits Ergebnisse der vorliegenden
Arbeit eingeflossen.

1.4. Aufbau der Arbeit

Bei der Dokumentation wird die Arbeit in mehrere Kapitel unterteilt, deren
Inhalt sei kurz vorgestellt.

Kapitel 2 widmet sich der linear-elastischen Analyse. Als erste Ndherungslosung
wird eine analytische Losung einer homogenen Eisenkugel mit den Maflen der
Erde dargelegt. Dabei wird das geometrisch lineare isotrope HOOKEsche Gesetz
verwendet. Daraufhin wird das Homogenisierungsverfahren aus Sevostianov und
Kachanov, 2007 instrumentalisiert, um effektive elastische Parameter der Erde zu
bestimmen. Die Grundlage hierfiir liefert das Preliminary Reference Earth Model.
Danach wird die Untersuchung auf die finite Deformationstheorie erweitert. Dabei
werden die Deformationen einer homogenen eigengravitierenden Kugel mit den
homogenisierten elastischen Parametern der Erde bestimmt. Dariiber hinaus
wird eine FE-Simulation des Schalenaufbaus der Erde vorgestellt.

Aufbau der Arbeit



In Kapitel 3 werden zunéchst hyperelastische Gesetze beleuchtet. Dabei wer-
den die Deformationen eines Einheitswiirfels fiir das ST. VENANT-KIRCH-
HOFF-Materialgesetz analytisch bestimmt. Daraufhin sollen die hyperelastischen
Gesetze nach ST. VENANT-KICHHOFF und MOONEY-RIVLIN in FEniCS© im-
plementiert und mit den zuvor gezeigten analytischen Ergebnissen verifiziert
werden. Danach erfolgt die FE-Simulation des geschichteten Erdmodells mit dem
hyperelastischen MOONEY-RIVLIN-Gesetz.

In Kapitel 4 werden die Ergebnisse zusammengefasst und verglichen. Das Kapitel
schliefft mit einem Ausblick fiir mégliche weitere Forschungen.

Im Anhang wird die Theorie erldutert, die zum Verstdndnis der Ergebnisse
notwendig ist. Der Anhang ist in folgende Kapitel unterteilt:

Kapitel A befasst sich mit den verwendeten Koordinatensystemen. Es werden
kartesische und Kugelkoordinaten vorgestellt. Dabei werden insbesondere deren
Differentiationseigenschaften rekapituliert.

In Kapitel B Kinematik wird die mathematische Beschreibung der Bewegung
behandelt. Dabei werden kinematische Groflen rekapituliert, die zur Beschreibung
der finiten Deformationstheorie notwendig sind. Allen voran wird der Deforma-
tionsgradient F' eingefiithrt. Auf dem Deformationsgradient aufbauend werden
weitere Dehnungsmafle vorgestellt: der GREEN-LAGRANGE-Dehnungstensor, der
EULER-ALMANSI-Dehnungstensor und der linearisierte Dehnungstensor. Eben-
falls in diesem Kapitel wird die Spektraldarstellung vorgestellt. Diese erweist
sich bei der Beschreibung des physikalisch nicht-linearen hyperelastischen Mate-
rialverhaltens als niitzlich. Es wird die Transformation der kinematischen und
kinetischen Grofien bei einem Beobachterwechsel erldutert. Konsequenzen dieser
EukLiDischen Transformation reduzieren die Einflussgréfien der Materialglei-
chungen.

In Kapitel C Physikalische Gesetze werden die kontinuumstheoretischen Bi-
lanzgleichungen demonstriert. Es werden die mechanischen Bilanzen fiir Masse,
Impuls und Energie erortert. Uber die Energiebilanz wird ein Zusammenhang
zwischen der Kontinuumsmechanik und der -thermodynamik hergestellt. Daran
anschliefend wird die Entropieungleichung nach CLAUSIUS und DUHEM vorge-
stellt. Diese gibt zum einen eine Prozessrichtung vor und zum anderen zeigt sie die
Existenz eines hyperelastischen Potentials fiir reversible Prozesse. AnschliefSend
werden Bilanzen in singuliren Punkten diskutiert. Diese liefern Rand- und Uber-
gangsbedingungen fiir die anstehenden Randwertprobleme. Ebenfalls in diesem
Kapitel wird das NEwWTONsche Gravitationsgesetz vorgestellt. Fiir kontinuierliche
Korper fiithrt es auf ein skalares Potential, dass {iber die PO1ssoN-Gleichung mit
der Massendichte des Korpers verbunden ist.

In Kapitel D Materialmodelle werden aus den mechanischen und thermodynami-
schen Gesetzen Relationen zwischen den physikalischen und den kinematischen
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GroBen hergeleitet. Dabei wird die physikalische Seite durch einen Spannungs-
tensor und die kinematische Seite durch einen Dehnungstensor repréasentiert.
Es werden insgesamt drei Materialgesetze untersucht: das geometrisch lineare
HookEsche Gesetz, ein physikalisch lineares Gesetz vom ST. VENANT-KIRCH-
HOFF-Typ, sowie das physikalisch nicht-lineare MOONEY—RIVLIN-Gesetz. Ebenso
wird in diesem Kapitel das Preliminary Reference Farth Model (PREM) aus
Dziewonski und Anderson, 1987 vorgestellt. Dieses liefert radiusabhéngige Daten
fir die Massendichte. Durch Messungen der Ausbreitungsgeschwindigkeit von
seismischen Wellen kénnen aulerdem radiusabhingige elastische Konstanten fiir
die Erde ermittelt werden.

Kapitel E stellt die Finite-Elemente-Methode (FEM) vor und die damit einher-
gehende variationelle Formulierung der Bilanzgleichungen. Das fiihrt auf das
Prinzip der virtuellen Arbeit, das fiir die numerischen Simulationen notwendig
ist.

In Kapitel F sind die verwendeten Daten des PREM-Modells niedergeschrieben
und Graphen der elastischen Konstanten im Erdinneren abgebildet.

Aufbau der Arbeit
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2. Linear-elastische Analyse

2.1. Geometrisch lineares Modell nach HOOKE

Folgendes Problem ist mathematisch zu l6sen: man gehe von einer Kugel aus,
die durch die Eigengravitation schrumpft. Als erste Ndaherung soll das Problem

F

N

Abb. 2.1.: Schematische Darstellung der Deformation durch die Eigengravi-
tation.

mit dem HOOKEschen Gesetz gelost werden. Die Erde wird als ein rein elasti-
scher Festkorper betrachtet. Des Weiteren wird angenommen, dass das Objekt
homogen und isotrop ist, sodass es durch zwei elastische Konstanten vollstandig
beschrieben ist. Es wird die geometrisch lineare Theorie angewandt. Dazu wird
die Impulsbilanz gelést werden:

dv

— =Vg-T .
P Ve -T+pf

In der geometrisch linearen Theorie wird die Belastung am unverformten System
aufgebracht, und es gibt keine Auswirkung der Deformation auf die Belastung.
Im allgemeinen wird der Himmelskoérper beim Schrumpfen dichter werden. Damit
verandert sich auch seine Gravitation. In der linearen Theorie werden diese Effek-
te vernachlassigt. Es ist zwar moglich, die Verdichtung anhand der Massenbilanz
im Nachhinein zu berechnen, diese hat aber in der geometrisch linearen Theorie
keinen Einfluss auf die Deformation selbst. Man geht von einem quasi-statischen
Prozess aus. Damit fallen die Tragheitsterme weg, und es bleibt nur das Krafte-
gleichgewicht aus innerer Beanspruchung und duflerer Gravitationswirkung;:

Ve T = —pf = pViU . (2.1)




Um das Gravitationspotential U zu bestimmen, muss die P0OI1SSON-Gleichung
gelost werden:

AgU = 4nGp = konst. .
Der LAPLACE-Operator in Kugelkoordinaten ist gegeben durch:

2
AEU:18<28U> 1 8( 6U> 10U

—— — ———— | sind— —— .
2or \' or r2sind 00\ 99 r2sin? ¥ Op?
Es wird von reiner Radialsymmetrie ausgegangen:

U(r,d,p) =U(r).

Dadurch lasst sich die PossioN-Gleichung direkt integrieren:

i <r2dU> = 4nGpr?
dr

dr
dUu 4
2dU _ 4 3
"4 37‘(Gpr +C
dU 4 C

Da in diesem Fall nur die Gravitationsbeschleunigung relevant ist, ist nochmaliges
Integrieren nicht notwendig:

ou 10U 1 oU )

o = =oVs0 = = (Grer b Ggeot i 5,0

Bei reiner Radialsymmetrie vereinfacht sich die Gleichung;:
dU
pf = _pd er °
r

Damit lassen sich ebenso die Integrationskonstante in Gleichung (2.2) wegdisku-
tieren. Wenn die Konstante C' von Null verschieden wére, wiirde im Mittelpunkt
r = 0 die Gravitationsbeschleunigung ins Unendliche wachsen, was unphysika-
lisch ist. Die Gleichung (2.2) kann mit Hilfe der Masse einer homogenen Kugel
geschrieben werden:

dU m(r)

— =G .

dr r?
Mit m(r) ist die Masse der Erde unterhalb des Radius r gemeint. Die Gravitati-
onskraftdichte ist dann gegeben durch:

4
of = —gﬂszreT .

Kapitel 2. Linear-elastische Analyse
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Als néchstes wird die linke Seite von Gleichung (2.1) veranschaulicht. Man geht
vom isotropen HOOKEschen Gesetz aus:

T = \Sp (E““) I+2uE™ .

In der linearen Theorie ist der Verzerrungstensor E'™ durch den symmetrischen
Verschiebungsgradienten gegeben:

Ein — % <u®VE + (u®VE)T) .

Der Gradient der Verschiebungen lésst sich mithilfe der CHRISTOFFEL-Symbole

bestimmen:

99:
0zk

k

8 [ ] 6ul i
3(Zk)gk> =29, 9g9" +u

u® Vg = (u'g;) ® ( 9k

®g

= 1999 +uTi"g, ®g" = ( 5k T U”Fn’k> g;@9" .

Die Verschiebung wird ebenfalls radialsymmetrisch angenommen. Das erscheint
sinnvoll, da die einzige ,duflere” Kraft durch die Gravitation hervorgerufen wird
und diese rein radialsymmetrisch ist:

U = ure, + ugey + uge, = ur(r)e,

Dann kann der Gradient von u in physikalischen Komponenten summarisch
geschrieben werden:

O(e 10(e 1 O(e
u® Ve = (8(7“)er + r 6519)619 + 7 sin ¥ ('?(go) ew> ® (urer)
_% ® _|_ur< ®8er+ 1 ®867~>
T e T\ " 99 T sine® Op
ou, Uy
:W&@er—i-?(eg@eﬁ—i-e(p@%) )

Dieser Tensor hat nur Diagonaleintrige, sodass die Transposition identisch ist.
Der Dehnungstensor ist damit gleich dem Gradienten:

Ouy

Elin —
or

U
er®er+7r(e§®eg+e<p®ew) . (2.3)
Der Spannungstensor hat dadurch ebenfalls nur Diagonaleintrage:

T="T,e Qe +Tysey@ey+Tye,e,,

Geometrisch lineares Modell nach HOOKE
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ouy ou,
TM—/\<a +2— )+2M8T

0
oy 2) o

Tys =T, 4p—)\<a

Im néchsten Schritt wird die Impulsbilanz (2.1) ausgewertet. Dazu wird auf der
linken Seite die Divergenz des Spannungstensors in Kugelkoordinaten herangezo-
gen:

T Ve =(T"g;®g;) (‘9(°)gk>

0k
_ori dg,; dg,
i 7 ij -9 Lk
= 559 5 +7T o ké +TYg (3zk g )
8T” o1

=50t +T9T,"g, +T9T kg, = < + TMT + Tijrjkk> gi -

07J

Diese reduziert sich durch die Diagonalgestalt von T' und reine Abhéngigkeit der
Komponenten vom Radius r. In physikalischen Koordinaten folgt:

{8TM 1

cot oU
+ =215, — Tyy — T, e, +
2 ( 99 eoeo)}

(Ty9 — Tsmp)eﬁ = PEGT

Die ¥-Komponente der Gleichung liefert die angenommene Gleichheit der Tyy
und T, Komponenten, sodass kein Widerspruch entsteht. In e,-Richtung bleibt
eine inhomogene Differentialgleichung in r:

T, 1 4
{ T (3T~ T — TW)] = SnGyPr (2.4)

Die Gleichung wird mit dem Auflenradius der Erde R, entdimensionalisiert:

~/

du, R,da,
= =4

r=7R,, U=t Ra, O s Roar U

Die Spannungen werden mit dem Kompressionsmodul in dimensionslose Form
gebracht:

. T 3 i\ 3(1—2
Tp= 0 = =2 <a’ +2u> =2y
r

K 1+v \U" d 1+v 77
. . v (., i 3(1 — 2v) i,
Ty =T, = ! 2T> = =7
o ve 1+y<u’"+ 7 + 14v 7

Kapitel 2. Linear-elastische Analyse
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Fiir eine zunéchst konstante Dichte p = pg ist die Differentialgleichung gegeben
durch:

~,,+27_27_1+I/05K

4rGpAR2
2 1—-v 3 '

o (2.5)

mit Qg =
Diese inhomogene Differentialgleichung wird gel6st, indem zunéchst die allge-
meine Losung der homogenen Gleichung mittels Exponentialansatz gefunden
wird und anschlieflend eine geeignete partikuldre Losung bestimmt wird. Eine

elegante Losung kann gefunden werden, indem man die linke Seite wie folgt
ersetzt (Bower, 2009, Kap. 3.1.4):

) U d /1d 1+VaK
1 2% _ 2& _ ( ) -
tr & 72 dF \PdF (T ur) 1-v 3

Durch zweimaliges unbestimmtes Integrieren ist die Verschiebung i, nur noch
bis auf zwei Integrationskonstanten exakt bestimmt:
1 + 1% O[K ~3

. 1
)= 1w Oyt O

Die Integrationskonstanten lassen sich aus den Randbedingungen bestimmen.
Zum einen wird die Verschiebung ohne Beschriankung der Allgemeinheit im
Ursprung zu Null gesetzt. Dadurch wir eine gegebenenfalls iiberlagerte Starrkor-
perbewegung ausgeschlossen. Aulerdem wird am Auflenrand Spannungsfreiheit
gefordert, da auflerhalb keine Materie vorhanden ist. Sollte eine gasartige Sub-
stanz die Erde umgeben, wird deren Druckanteil als vernachlassigbar klein im
Vergleich zu den inneren Spannungen angenommen:

T,
Upljg =0, = =0.

Die erste Bedingung ist durch Cy = 0 erfiillt. Fiir die Spannungsrandbedingung
wird die Ableitung benotigt:

ltvakg o, Ci Lo

2 ( 1+VCkK g
1-,10 "3 r

~1 f=\ — hataS
i (7) = 1—-v10 3

F=1)

Hieraus gilt fir die radiale Spannungskomponente:

3v 1—1—1/047;(
1+v|1—v 30

& 3—vag

Damit ist die Losung vollstdndig bestimmt.

Geometrisch lineares Modell nach HOOKE
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Abb. 2.2.: Normierte Verschiebung @, = ur/R, des geometrisch linearen
Modells mit anfanglich konstanter Massendichte.

Die Verschiebung fiir den geometrisch linearen Fall unter Anwendung des
HookEschen Gesetzes mit vollstdndiger Radialsymmetrie und anfénglich
konstanter Dichte ist damit gegeben durch:

i (T)

1+vag {~3 3—1/~] 47rG,5(2JR§
= — |70 — 7|, o = ———2 .
1—v 30 1+v 3K

Abb. 2.2 zeigt die dimensionslose Verschiebung. Die verwendeten Parameter
befinden sich in der Tabelle daneben. Es wurde die aktuelle mittlere Dichte der
Erde pg verwendet und der Kompressionsmodul K sowie die Querkontraktionszahl
v von Eisen. Diese Angabe ist fiir eine erste Schitzung brauchbar, da der
innere und duflere Kern zum aktuellen Kenntnisstand aus Eisen bestehen. Die
Verschiebung hat an der Stelle 7,qve = 0,83 ihr Minimum. Sie betrigt an dieser
Stelle 14% und ist negativ. Damit entspricht das Bild der schrumpfenden Kugel
der Hypothese. Jedoch tibersteigen 14% den Giiltigkeitsrahmen der linearen
Theorie.

Abb. 2.3 zeigt die Dehnungen fiir das geometrisch lineare Modell. Die radiale
Dehnung EIM hat ihren Nulldurchgang gerade beim Love-Radius. Sie beginnt
bei einem negativen Wert und ist am Auflenrand positiv. Es wird unterhalb des
LovEe-Radius komprimiert und oberhalb von 7. auseinander gezogen. Die Egg
sind im gesamten Definitionsbereich negativ. Abbildung 2.4 zeigt die radialen
und die sphérischen Spannungen iiber den Radius aufgetragen. Die radiale Span-
nung 7}, ist am AuBenrand Null, sodass die geforderte NEUMANN-Bedingung
genau erfiillt ist. Die sphérischen Spannungen Ty = TW, starten im Erdmittel-

Kapitel 2. Linear-elastische Analyse
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Abb. 2.3.: Komponenten des Dehnungstensors E'"™ des geometrisch linearen
Modells der Erde nach HOOKE.
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Abb. 2.4.: Normierte Spannungskomponenten Ty, = Trr/k und Ty, =
Tys = Tew/K = Tov/K iiber den normierten Radius.
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punkt beim gleichen Wert, erreichen jedoch am Auflenrand endliche von Null
verschiedene Werte, die im gesamten Bereich negativ sind.

Im Anschluss an die berechneten Verschiebungen kann die Dichteverteilung im
Endzustand betrachtet werden:

_ P
det F

<

p:

Die Determinante des Deformationsgradienten lasst sich in der geometrisch
linearen Theorie approximieren (Bertram, 2005, §2.3):

det(F) = det(R - U) = det(U) = A AaAs -

Die )\; sind die Eigenwerte des rechten Strecktensors U. Der Zusammen-
hang zum linearen Dehnungstensor E'" ergibt sich iiber den rechten
CAuCHY-GREEN-Tensor C:

C=(I+H)" - I+H)=I+H'+H+H'" -H~TI+2E™.

Der Zusammenhang zwischen C und U ist durch das Quadrat gegeben. Damit
lisst sich U durch E'™ in erster Niherung abbilden:

/ . . 1 . .
U = I+2Ehn — I+Ehn . §E11n2+0(E11n3) ~ I—‘rEhn )

Der Zusammenhang zu den Eigenwerten wird in der Spektraldarstellung ersicht-
lich:

3 3
Ehn =U-1= Z()\z — 1)171,1 QKn; = Zé‘i’ﬁi QXN .
=1 =1

Mit diesem Ergebnis konnen die Determinante durch die Hauptdehnungen ¢;
approximiert werden:

detU = (g1 + 1)(e2 + 1)(e3 + 1)
=14¢e1+e9+e3+¢e169 +6e9e3 + 6163+ €169¢e3

z1+£1+£2+83:1+8p(Ehn>

Damit folgt fiir die Dichte im geometrisch linearen Fall:

= s ey 7 (S () e (B s ot (2))

~ po (1 —Sp (Elin>) =po(l—e1 —eg—e3) .

Kapitel 2. Linear-elastische Analyse
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Abb. 2.5.: Dimensionslose Dichteverteilung fiir den geometrisch linearen
Fall.

Da der Dehnungstensor in Gleichung (2.3) bereits diagonal ist, sind die Haupt-
dehnungen durch die Diagonaleintriage gegeben:

ﬂz‘$‘

~/
&1 = U, , €9 = €&3 =

Die Dichteverteilung ist gegeben durch:

2,
p—m@—m—?>. (2.6)

7

Abbildung 2.5 zeigt die Dichteverteilung {iber den dimensionslosen Radius. Die
Dichte ist an jeder Stelle groler als die Ausgangsdichte pg. Das erscheint plausibel,
da die Sphéare geringer geworden ist. Durch die geforderte Massenbilanz muss
die Dichte gréfler werden, damit die Masse erhalten bleibt.

Bei der Rechnung wurde angenommen, dass die Kugel die Massendichte pg =
5515kg/m? und den Auflenradius rg = 6378 km besitzt. Das entspricht den
Werten der aktuellen Platzierung der Erde. Das entspricht sicherlich nicht der
Realitdt. Da aber der Aulenradius und die Massendichte der Bezugsplatzierung
unbekannt sind, ist das als eine erste grobe Schitzung brauchbar.

Geometrisch lineares Modell nach HOOKE
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Abschatzung der undeformierten Erde in Rahmen der
geometrisch linearen Theorie

Gesucht ist der Anteil der Deformation aufgrund der Eigengravitation. Also
ist sinnbildlich die Grofle der Erde vor dem Einsetzen der Gravitationswirkung
zu bestimmen. Es ist damit derjenigen Ausgangsradius R, gesucht, der bei
konstanter Masse mg und konstanten elastischen Werten K und v gerade die
Verschiebung erzeugt, die zur aktuellen Gestalt der Erde fiihrt:

. 1+vag 3—v
m=(ta =R = =R |1+ oo (1-320)] e
Der Parameter ax hingt ebenfalls vom Ausgangsradius R, ab. Hinzu kommt,
dass ai von der Ausgangsmassendichte pg abhéngt. Diese wird sich ebenfalls
dndern, da Massenerhaltung gefordert wird. Um diese Zusammenhénge klarer
abzubilden, wird die Dichte in ax durch die Gesamtmasse ersetzt:

AmGPAR2  3m3G
ag = = .
K 3K AK R}

In Gleichung (2.7) eingesetzt, fithrt das zu einer Gleichung vierter Ordnung;:

Die einzige positive reelle Losung dieser Gleichung liefert einen Ausgangsradius
R, = 7002km. Daraus resultiert die Ausgangsdichte py = 4154 kg/m?.

Der geometrisch lineare Fall ist in der Literatur bereits bekannt und ausfithrlich
diskutiert. In der Arbeit Miiller und Weiss, 2016 wird das gleiche Vorgehen auf
ein Erdmodell bestehend aus einem inneren Eisenkern und einem Mantel aus
SiOy angewendet. Es wird zunéchst fiir jeden Bereich die Gravitationsbeschleu-
nigung bestimmt und danach die Differentialgleichung (2.5) bereichsweise gelost.
Selbst fiir diesen ,iibersichtlichen“ Fall ist die Losung bereits sehr umfangreich.
Nichtsdestotrotz, die Gleichungen kénnen noch geschlossen durch eine Reihe
gelost werden. Ein numerischer Plot dieser Ergebnisse ist in Abb. 2.6 zu sehen.
In dieser Arbeit wird dieser Ansatz nicht weiter verfolgt. Stattdessen wird von
Beginn an eine numerische Betrachtung favorisiert.

Zusétzlich zu den Verschiebungen ist in Abb. 2.7 die radiale Spannung abgebildet.
Es wird deutlich, dass die Erweiterung auf zwei Schalen sowohl die Verschiebung
als auch die Spannungen sehr stark beeinflussen. Aus diesem Grund wird in Kap.
2.4 ein Mehrschalenmodell der Erde simuliert.

Kapitel 2. Linear-elastische Analyse
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Abb. 2.6.: Normierte Verschiebungen @, = ur/rg liber den normierten

Radius 7 = 7/rg fir ein Zwei-Schalen-Modell der Erde. Dabei wird der innere
Kern aus Eisen (E; = 210 GPa, v; = 0,3, pi = 1000kg/m?®) und der Mantel
aus Silikat F, = 100 GPa, v, = 0,17, po = 4600 kg/m3) modelliert. Zum
Vergleich ist die Losung fiir die homogene Kugel aus Eisen dargestellt (Miiller
und Weiss, 2016).

Inkompressibler Sonderfall

Nun wird der Fall betrachtet, wenn die Querkontraktionszahl den Wert v = 1/2
annimmt. Bei der Inkompressibilitit entsteht ein innerer Zwang im Material.
Ahnlich einer Lagerreaktion, die einen kinematischen Zwang in einem System
produziert und dadurch in dem Lager Reaktionslasten entstehen. Bei inneren
Zwéngen unterteilt sich der Spannungstensor in einen Reaktionsanteil T, der
keine Arbeit leistet und einen Extraspannungsanteil T'g, der weiterhin durch das
Konstitutivgesetz ermittelt wird (siehe Bertram, 2005, Kap. 5):

1
T=Tr+Tg mit -Tr-D=0. (2.8)
p

Die innere Zwangsbedingung ist eine skalare Funktion von F":

ye(F)i=J-1=0.

Geometrisch lineares Modell nach HOOKE
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Abb. 2.7.: Normierte radiale Spannungen 7rr/x;+2y; iber den normierten
Radius 7 = 7/rg fiir ein Zwei-Schalen-Modell der Erde. Dabei wird der
innere Kern aus Eisen (E; = 210 GPa, v; = 0,3,p; = 1000kg/m?) und der
Mantel aus Silikat E, = 100 GPa, v, = 0,17,p, = 4600 kg/m3) modelliert.
Zum Vergleich ist die Losung fiir die homogene Kugel aus Eisen dargestellt
(Miiller und Weiss, 2016).

Da nur diejenigen Prozesse zuléssig sind, die fiir J = 1 keine Arbeit verrichten,
muss die Anderung von vp stets Null sein:
oNr
P(F)=—=-F*=0
Vi (F) oF
== _T" b g == = ..
=JF ' -F iSp(L) Sp(D)=1-D .

Durch einen Vergleich mit Gleichung (2.8) kénnen die Reaktionsspannungen nur
noch ein Vielfaches vom Einheitstensor sein T'g = al. Die additive Aufspaltung
der Spannungen, wird eindeutig, wenn die Reaktionsspannung derart normiert
wird, dass sie orthogonal zu den Extraspannungen ist Tr--T'g = 0. Dadurch bleibt
nur noch der Raum der deviatorischen Tensoren 2. Stufe fiir die Extraspannungen
ubrig, da diese orthogonal zu den sphérischen Tensoren sind. Der sphérische
Anteil des Spannungstensors beschreibt den hydrostatischen Druck:

T = —pI + Ty = —pI + 2uE"™v

Im vorliegenden Fall ist der deviatorische Anteil des linearisierten Dehnungsten-
sors gegeben durch:

duy u’“) (2P, — Py — P,) .

. . 1 ; 1
Ehn,dev — Ehn _ 2§ Ehn == (
3P ( ) 3\ or r

Kapitel 2. Linear-elastische Analyse
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Mit diesem Ergebnis sind die Spannungen definiert durch:

ro [ (2 )b,

3 \ Or T
2u (Our Uy

Dieser Spannungstensor erzeugt in der Impulsbilanz (2.4) folgende Differential-
gleichung:

3o o

_@ n 4p | 0%u, 2 0u,
or 3

14
. 21;] = GnGp’r . (2.9)

Fiir einen inkompressiblen Himmelskérper unter Eigengravitation verschwinden
die Verschiebungen. Aus der linearisierten Massenbilanz Gl. (2.6) folgt mit der
Inkompressibilitdtsbedingung;:

p=po(l—d. —22) = 1-a 29 =1.
T T

Diese Gleichung lésst sich durch Trennung der Variablen unbestimmt integrieren:

/ Aty _ —/2(}7" = Ind,=-—2InF+mmA = = A2
Uy &

Die Integrationskonstante muss zu Null gewéhlt werden, damit im Erdkern
7 = 0 endliche Verschiebungen entstehen. Dieses Ergebnis ist anschaulich, denn
unter der Annahme einer rein radialsymmetrischen Verschiebung entstehen
nur volumetrische Dehnungen. Wird eine Dichtednderung ausgeschlossen, kann
die Erde sich nicht zusammenziehen. Damit liefert die Impulsbilanz (2.9) eine
Berechnungsformel fiir den hydrostatischen Druck:

4
p=po— TGP .

Die Integrationskonstante py kann bestimmt werden, wenn am Rand r = R,
Spannungsfreiheit angenommen wird. Schlielich resultiert die Druckverteilung
im Erdinneren:

_ 2nGpiR?

3 (1—72).

p
Diese Abschétzung fithrt zu einem Innendruck im Mittelpunkt der Erde von ca.
170 GPa. In der Literatur findet man fiir den Innendruck Werte von ca. 330 GPa
(sieche Anzellini u. a., 2013), was durchaus in der gleichen Gréfienordnung liegt.

Geometrisch lineares Modell nach HOOKE
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2.2. Homogenisierung nach KACHANOV und
SEVOSTIANOV

Um eine elegante Losung der mehrschichtigen Erde zu bekommen, lésst sich der
Schichtaufbau auf effektive elastische Konstanten homogenisieren. Dabei wird
nach der Methode von Sevostianov und Kachanov, 2007 vorgegangen. In der
genannten Verdffentlichung wird ein Homogenisierungsverfahren beschrieben, das
die elastischen Eigenschaften eines Gefiiges mit Einschluss und Zwischenschicht
bestimmt. Die Homogenisierung funktioniert nur fiir den geometrisch linearen
Fall. Um das Verfahren auf die Erde anzuwenden, modellieren wir die Erde als
ein Drei-Schalen-Modell bestehend aus einem inneren Eisenkern als Inklusion,
dem &ufleren Kern als Zwischenschicht und dem Mantel als Matrixmaterial (siche
Abbildung 2.8).

SiOy
Fe;
Feg

| T2 3

Abb. 2.8.: Drei-Schalen-Modell der Erde bestehend aus dem inneren Kern
(vorwiegend festes Eisen Fes), dem dufleren Kern (vorwiegend fliissiges Eisen
Fer) und dem Mantel (vorwiegend festes Gestein SiO2).

Jede Schicht wird homogen modelliert. In Sevostianov und Kachanov, 2007 wird
eine Berechnungsvorschrift fiir den Kompressionsmodul K und den Schubmodul
i = G angegeben. Dabei wird zunéichst der innere Kern (0 < r < r1) und auflere
Kern (r; < r < rg) zu einer homogenen Inklusion zusammengefasst mit dem
Radius r9. Anschlielend lassen sich fur den Gesamtverbund effektive elastische
Konstanten ermitteln (siehe Abbildung 2.9).

KeffaGeﬁ'

e .
T2 3 3

Abb. 2.9.: Schematische Darstellung des Homogenisierungsverfahrens.

KACHANOV und SEVOSTIANOV gehen von einem Material aus, das gewisse
Einschliisse enthélt und ermitteln den Einfluss auf das umgebende Material. Dabei
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wird eine Korrektur des elastischen Potential vorgenommen, woraus effektive
elastische Parameter ermittelt werden. Fiir die homogenisierte Inklusion wird in
Sevostianov und Kachanov, 2007 folgende Differentialgleichung angegeben:

1—2V3

dK K—-K K
_ 3 2 ( (2.10)
1+I/3

O 148k 5K+K2> , mit Sg =2
Im vorliegenden Fall hat das umgebende Material die Materialkonstanten Kj.
Deshalb ist auch der definierte Parameter Sx in Abhdngigkeit von Material v
gegeben. Die Differentialgleichung kann folgendermaflen verstanden werden: Man
beginnt mit der homogenen Inklusion K7 und addiert inkrementell eine Schicht
dr vom Material K9 hinzu, wodurch sich der Kompressionsmodul um den Betrag
dK &andert. Allgemein kann K5 vom Radius abhdngen. Wenn K5 konstant ist,
kann Gl. (2.10) nach Trennung der Variablen direkt integriert werden:

K 1 T2
/ ul S dK:—/ 3 ar
K (K — K2)(Bk + [Tz) rn T

K—FKy 1¥ ro
n———2| =_3m-=2.
BrKs + K K ™

Das Einsetzen der Integrationsgrenzen und beidseitiges Anwenden der Exponen-
tialfunktion liefern:

K- Ky BrKa+ K <?“1>3
BrKa+ K Ki— Ko '

T2

Fiir die weiter Rechnung wird der Parameter Ax eingefiihrt:

A _ﬁKK2+K1_1+ﬁK%
TR -K T 18

Nun wird nach der gesuchten Gréfie K umgestellt:
T2 3A
Bk + (H) K

"= (%)3,4[(—1

Dieses Ergebnis gibt den gesuchten Kompressionsmodul an und beschreibt die
homogenisierte Inklusion vom Radius r5. In &hnlicher Manier wird eine Differen-
tialgleichung fiir den Schubmodul G angegeben:

d 3 G-G 24—-"Tv
@ = G-0 (145752 ) 3
r T

it = — .
Gy mit e =523,

Homogenisierung nach KACHANOV und SEVOSTIANOV
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Trennung der Variablen und Integration liefern:

G 4G "2 3
/ G-Gz\ _/ Fdr,
G1 (G_GQ)(l"f'ﬂGTQ) 1

é — Gy i 1 3
In [ 0= GCa)Ca 5GGAG] =In <> , (2.11)

it Ay Pe=1G2—fcGr _ el —1) -~ Gt
G1 — G2 1—22

Anschlielend wird nach dem gesuchten Schubmodul umgestellt:

(Ba —1) + Ag(72)?

G =
Ac()? + Ba

Gy . (2.12)

Beim Berechnen der Formel (2.12) zusammen mit der Definition von Ag in Gl.
(2.11) stellten sich leichte Unterschiede zu den in Sevostianov und Kachanov,
2007 entwickelten Gleichungen heraus. Nach kurzer Korrespondenz bestétigten
SEvOSTIANOV und KACHANOV die Richtigkeit der hier angegebenen Gleichungen.

Damit wurde das Homogenisierungsproblem auf eine Matrix mit homogener
Inklusion reduziert, wofiir in Sevostianov und Kachanov, 2007 folgende effektive
elastische Konstanten angeben sind:

_ K — K 1—/1
Keg = K3+ ¢ (K — K3) ( 3 2)

Ger = Gz + C/<G — G3)

(G—Gg 5 — 2K3) 1
3
2

15G3
1 1% Loy 9 3
.t = ee— d , P— pr— 3 p— ( ) .
mit K3 20— vg) und ¢ Vo gnrg s

Dieses Verfahren wird auf die Daten, die durch das PREM Modell zur Verfiigung
stehen, angewendet. Dabei wird zundchst der Kompressionsmodul und der Schub-
modul fiir die innerste Schicht gemittelt. Diese entspricht dem inneren Kern
bestehend aus festem Eisen. Analog geht man fiir den duflern Kern vor, welcher
fliissigem Eisen entspricht. Wie zu erwarten, ist der Schubmodul entsprechend
Null, da die Querkontraktionszahl in dieser fliissigen inkompressiblen Schicht
den Wert 0,5 annimmt. Alle Daten, die zur Mittelung verwendet werden, sind in
Tab. 2.1 zusammengetragen.

Mit dem von Sevostianov und Kachanov, 2007 vorgeschlagenen Homogenisie-
rungsverfahren resultiert ein effektiver Kompressionsmodul von K.g = 517 GPa
und ein effektiver Schubmodul von Geg = 138 GPa. Daraus lésst sich die effektive
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Tab. 2.1.: Gemittelte elastische Konstanten aus PREM fiir die relevanten
Schichten der Homogenisierung.

innerer Kern Fe;, &uflerer Kern Fe; Mantel Si0q

K; in GPa 1476 910 472
G; in GPa 163 0 175
Vi 0,447 0,5 0,335
r; in km 1225 3482 6378
1072
0 0
—10
s —20
30— Fe
—  Fe-Si0s
homogenisiert
—40 I | ‘
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
f

Abb. 2.10.: Normierte Verschiebung @, = vr/rgy des homogenisierten geome-
trisch linearen Modells mit anfinglich konstanten Dichte pg = 5515 kg/m?®,
Auflenradius rg = 6378km und den effektiven elastischen Konstanten
Kg = 517GPa und vg = 0,378 im Vergleich zur analytischen Loésung der
homogenen Erde aus Eisen (Kre = 175 GPa, vre = 0,3) und der Zwei-Schicht-
Losung Fe-SiO2 aus Miiller und Weiss, 2016.

Po1ssoN-Zahl aus der bereits bekannten LAME-Beziehung ermitteln:

v= m = Vet = 0,378 .
In Abb. 2.10 sind die Ergebnisse fir die homogene Eisenkugel, das Zwei-Scha-
len-Modell aus Miiller und Weiss, 2016 und die homogenisierte Losung aus
Sevostianov und Kachanov, 2007 dargestellt. Die Verschiebungen sind mit maxi-
mal 4 % wesentlich geringer als die Prognose von Miiller und Weiss. Das liegt
an dem erheblich groflerem Kompressionsmodul Ky = 517 GPa. Dieser Wert
iibersteigt sowohl den Wert von Eisen als auch den von Silikat unter Normalbe-
dingungen. Ma u.a., 2004 und H. Mao u.a., 1990 zeigen in ihrer Arbeit, dass
Eisen unter sehr hohem Druck und hohen Temperaturen, wie sie im Inneren
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der Erde herrschen, wesentlich extremere Steifigkeitsparameter besitzt als unter
Normalbedingungen. Sie zeigen in einer spateren Veroffentlichung (siehe W. L.
Mao u. a., 2008), dass die im Erdinneren dominante e-Phase bei einem Druck
von 52 GPa und einer Temperatur von 300 K bereits einen Kompressionsmodul
von 465 GPa besitzt.

Durch die héheren Kompressionmoduli ist die Erde wesentlich steifer als in Miiller
und Weiss, 2016 angenommen. Bei gleicher Last resultieren erheblich kleinere
Verschiebungen.

Kapitel 2. Linear-elastische Analyse
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2.3. Physikalisch lineares Modell

Die Erde wird nur aufgrund von Eigengravitation untersucht. Der Ausgangspunkt
ist eine Sphére mit einem unbekannten Auflenradius R,. Diese schrumpft auf
den aktuellen Auflenradius 7,. Das stellt ein radial symmetrisches Problem dar,
welches mit folgendem Ansatz beschrieben werden kann:

R(r,v,0)=r—u.(r), O, 0,0)=09, D(r,0,p)=¢.

Fiir Kugelkoordinaten gilt:

4 1 1 _ _ _ o
g = {er ,;619 ’rsinﬁe‘p} and g, ={er,Reg ,RsinOes}.

Daraus wird der Deformationsgradient berechnet und in physikalischen Kompo-
nenten dargestellt:

or _ _ _
= op9r©9" +9,29% +g,26"

O o @Rt s @Bt e, 08
—8Rr R Rﬁ e Rgo ]

du,\ 7t _ up\ 7t _ _
:(1—d;> er®eR+<1—;> (esy®eo+e,®esp) .

F

Die Determinante des Deformationsgradienten ist:

du,\ 71 up\ 72
=(1- 1—— .
=(-) (%)

Mit dem Deformationsgradienten ldsst sich nun der linke CAUCHY-
GREEN-Dehnungstensor berechnen:

du,
dr

—2 U -2
B:F'FT:<1— ) Pr+<1—7j”> (Py+Py) .

Als Diagonaltensor lésst sich die Inverse hiervon durch Kehrwertbildung berech-

nen:

_ du,
dr

2 2
B‘le-FT:(l ) Pr+<1—1:f> (Py+P,) .

Die Komponenten des GREEN-ALMANSI-Dehnungstensors werden ermittelt:

1 _
Eazi(I—B ') = B P, + Ejy (Py+ Py)
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Die Diagonalkomponenten sind gegeben durch:

B =

% ( 1 du,
r dr

Uy 1 u,

Diese werden in das CAUCHY-ALMANSI-Materialgesetz eingesetzt. Dabei liegt
der Unterschied zum klassischen HOOKEschen Gesetz in der Verwendung von
E? statt des linearisierten Dehnungstensors E'™ :

T = A\Sp (E*) I+2uE* .

Man erhélt fiir die mit dem Kompressionsmodul K normierten Spannungskom-
ponenten:

i Trr 11— r 1 T s 1 'r
7o 3(1-v) du <1 du) 6v u(l u)’

K 1+v dr U 2 dr I+vr U 27r

~ ~ v du, 1 du, 3 u, 1 u,
Tyy = Tpp = 1—= —(1—=—.
VT e 1+udr< 2dr>+1+ur< 2r>
Diese Komponenten werden in die statische Impulsbilanz in der aktuellen Platzie-

rung eingesetzt und in Kugelkoordinaten ausgewertet. Aufgrund der Diagonalitit
des Spannungstensors 1" bleibt nur die radiale Komponente {ibrig:

dT, 1
d;r + - (2 T — Ty — Tw«p) = —pfr . (2'14>

Die Groflen werden mit dem Kompressionsmodul K bzw. dem aktuellen Auflen-
radius rg= 6378 km normiert:

- r N r du, da, U, Uy
r=— Uy = — = = U _—= —
re . rg dr dr Ty 7
Damit vereinfacht sich die Impulsbilanz zu:
dTrr 1 -t -t = o PTE
d7 -+ % (2Trr _T1919 _Tcpcp> - _? ro-

Es ergeben sich die dimensionslosen Spannungskomponenten:

. 31-v) 1~,) 6v ar< 1@,.)
A rfp_ W
T T ““( 2 ) T 107 27 )
1
2

. . v 1_ 3 @ i
TM:TW:1+Vu;<1—2u;)+1+wj(1— r)
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Nun soll die rechte Seite ausgearbeitet werden. Fiir eine Dichteverteilung, die
nur vom Radius r abhangt, gilt:

1d/,dU au G [T 9

il — ) = 4nG = @ — == 47p (7) 7 d7 .

r2dr <r dT) mGp (1) dr 2 /f,:O mp (7) 77 dP

Das Integral ergibt die aufsummierte Masse der Kugel bis zum aktuellen Radius
r. Damit ldsst sich die Gravitationsbeschleunigung als Funktion der bis dahin
akkumulierten Masse schreiben:

7 GimpoR® 4 -\°

r 72

Im letzten Schritt wurde die Massenerhaltung m(r) = m (R) benutzt und eine
konstante Ausgangsmassendichte pg fiir die Ausgangskugel angenommen. Die
aktuelle Dichte ist {iber die Determinante gegeben:

— ~ 2
Po _ o/ Uy
=2 =p(1— 1-—=) .

Daraus folgt fiir die rechte Seite der stationdren Impulsbilanz:

= ~ 5 =2 ,..2
_POTE _ U iy _4nGpire
JKfr—ozK(l 7:) l—-a)r, ag= Ve )

Der eingefithrte Parameter o beschreibt das Verhéltnis der Schwere eines Him-
melskorpers zu seiner Steifigkeit. Nun kann die Impulsbilanz in ihrer Gesamtheit
aufgeschrieben werden:

3
1+v

~/ ~
{(1 —) [ﬂ;’ + 2% - 2% - a;a;’}

~/2 ~ o~/ ~2 ~12 ~ 5
1 Uy U 1 1 1 -
-+ 5 - :04K<1—~T> (1—a,)7 .
7 7 7 r 7

+2v

Diese Gleichung gilt es nun zu 16sen, um die radiale normierte Verschiebung
i, zu bestimmen. Zur Loésung werden Randbedingungen benétigt. Die DIRICH-
LET-Randbedingung ist:

Urlimg =0

Als zweite Randbedingung soll die Spannung an der Auflenhiille betrachtet
werden. Die Spannungsrandbedingung folgt aus der Sprungbilanz fiir den Impuls
(siehe Gl. (C.8)). Dabei wird die materielle Hiille der Erde als Grenzfliche Ag
gewahlt. Dadurch ist die Geschwindigkeit der Grenzflache gleich der materiellen
Geschwindigkeit, d.h. w = v. Folglich verschwindet der konvektive Anteil in der
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Sprungbilanz und es bleibt der Sprung iiber die Normalspannungen iibrig:
[pr®(v—-—w)—T] ns=0 = [T]-n=0.

Die Normalenvektoren ng und m sind identisch bei Wahl einer materiellen
Grenzflache. Die atmosphérischen Normalspannungen sind im Vergleich zu den
inneren Spannungen sehr viel kleiner und werden deshalb in der Rechnung
vernachlassigt. Hieraus folgt, dass die Normalspannungen an der Auflenhiille
verschwinden miissen:

:O T’er :0
=1

Aus der Diagonalgestalt des Spannungstensors resultiert eine Bedingung fir die
radiale Normalspannung;:

(TTT‘PT + Tﬂﬂpﬂ + TLprP<p> s €r = Trr

e, =0. (2.15)

r=1

Fir die Simulation wird eine variationelle Formulierung nach dem GALER-
KIN-Verfahren entwickelt. Begonnen wird bei der dimensionslosen Impulsbilanz,
diese wird skalar mit einer vektorwertigen Testfunktion d«t multipliziert und
iiber die Einheitskugel integriert:

—/‘7(T-€E) -éfadf/:?)aK/Vﬁf-éadf/. (2.16)

Die einzelnen Komponenten werden nun in physikalischen Kugelkoordinaten
entwickelt, so gilt fiir die Testfunktion und das Volumenelement:

5@t = Silye, + diigey + diige, , dV =7i?sinddiddde .

In Gl. (2.14) wurde gezeigt, dass von der Divergenz der Spannungen nur die
radiale Komponente iibrig bleibt. Das Skalarprodukt mit der Testfunktion liefert:

(7 9e) 50— (47 42 (T~ Ton) ) e e, + 51060 + 50
= (% + % (Tm« — Tw)) oty

Die Integration iiber das Volumen kann nun auf ein skalares Integral in r reduziert
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werden, da die Integrationen iiber ¥ und ¢ direkt ausgefiihrt werden kénnen:
/ (T- Vi) -sadV
1%
1 T 27 dTrr 2 . _ )
= / / / 2 (T = Tyy) | S0 sind d7 do) dg
=0 J9=0Jp=0 \ AT T

. !
dT,, /- - o
— dr / <f2~ + 2F (TM - TM)> 81, dF .
7=0 dr

Die partielle Integration muss nun auf den ersten Term im Integranden angewen-
det werden. Als Hilfestellung sei hier die Ableitung nach der Produktregel vom
zu untersuchenden Term angegeben:

4
dr

,dT,

_ _ _ dba
(fQTMzsa,ﬂ) = 27T, 8ty + 7 -8ty + 72, S0

dr

Wenn dieses Resultat in die urspriingliche Gleichung eingesetzt wird, bleibt das
folgende variationelle Integral iibrig:

/V(TﬁE) SudV = —47r[

7=0

1 ~
~ dd -
(fZTrrlf’" + 2fTM> 5, d7
dr
- 1
T 4n [fQTwéﬁr} .
Der letzte Term ist indentisch Null. Bei der unteren Grenze ist ¥ = 0 und bei der

oberen ist die radiale Normalspannung Null wegen der Randbedingung Gl. (2.15).

Die rechte Seite der variationellen Form (2.16) lautet:

1
3aK/ pfrer - (Sire, + digey + Sipe,) AV = 12mK/ pfrd, 72 dF
v 7=0

Insgesamt muss folgende schwache Form gelést werden:

! - dda . 1 -
/ (fZTM 4 2%19) 5ty dF = 3ax / pfy o, 72 dF .
7=0 dr 7=0
Diese Gleichung wurde in FEniCS© implementiert und fiir verschiedene Werte
ak simuliert. Das Resultat fiir die Verschiebungen ist in Abb. 2.11 zu sehen. Es
wird an dieser Stelle festgehalten, dass mit steigendem Wert o die Amplitude
der Verschiebungen zunimmt. Der Wert a i beschreibt anschaulich das Verhaltnis
aus der Schwere der Erde und ihrer Steifigkeit. Diese beiden Kréfte konkurrieren
in dem System um das Gleichgewicht. Je gréfler der Wert ax angenommen wird,
desto ausgepragter wird die Gravitationswirkung und desto weicher wird das
Material.
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Abb. 2.11.: Mit aktuellem Auflenradius rg = 6378 km normierte Verschie-
bung der Erde fir v = 0,38 mit inkrementell verdnderlichem Parameter
ak =0,1...1,2.

Die Simulation wird fiir verschiedene Werte ay durchgefiihrt. Dabei ist die
numerische Losung nur fir ax < 1,3 moglich. Fiir groflere Werte konvergierte die
Finite-Elemente-Methode nicht. Ein &hnliches Verhalten wird in Miiller und Weiss,
2016, Kap. 3.1 beschrieben. Dort wird das finite Differenzenverfahren und die
NDSolve-Funktion von Mathematica benutzt. Der Typus der Differentialgleichung
scheint sich fir héhere Werte zu dndern, sodass keine oder zu mindestens keine
eindeutige Losung mehr moglich ist.

Ein moéglicher Grund hierfiir liegt an dem CAUCHY-ALMANSI-Materialgesetz,
dessen hyperelastisches Potential nicht polykonvex ist. Die Auswirkungen hiervon
werden in Kap. 3.1 ausfithrlich diskutiert. Dabei wird festgestellt, dass bei hin-
reichend stark ausgepréigter Kompression unterschiedliche Verformungszusténde
mathematisch moglich sind (siehe Abb. 3.3).

In Abb. 2.12 ist die Evolution der Massendichte in Bezug auf gréfler werdende a g
Werte dargestellt. Es ist nicht iiberraschend, dass mit zunehmenden o -Werten
die Erde intensiver zusammengepresst wird und die Massendichte stark zunimmt.
Um der numerischen Nicht-Konvergenz zu begegnen, wird in Kap. 3 die Kon-
stitutivgleichung fiir die Spannungen auf ein hyperelastisches MOONEY-RIVLIN
Gesetz erweitert. Dieses ist polykonvex und gibt an, fiir beliebige Belastungen
eine eindeutige Losung angeben zu kénnen. Zunéchst wird die Deformation des
CAUCHY-ALMANSI-Gesetzes fiir einen Schichtaufbau der Erde mit Hilfe des
Preliminary Reference Earth Model bestimmt.

Kapitel 2. Linear-elastische Analyse
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Abb. 2.12.: Mit aktueller mittlerer Dichte pr = 5515kg/m® normierte

Dichteverteilung der Erde fiir v = 0,38 mit inkrementell verdnderlichem
Parameter ax =0,1...1,2.

2.4. Physikalisch lineares Mehrschalenmodell

Eine weitere Verfeinerung des Modells ist ein Mehrschalenaufbau der Erde. Die
PREM-Daten liefern Werte fiir die Dichte und die elastischen Konstanten. Damit
ist die aktuelle Platzierung gut bekannt. Um diesen Vorteil zu nutzen, soll eine
Simulation eines Mehrschichtverbundes erprobt werden. Die Erde wird in neun
Bereiche unterteilt. Der entwickelte FE-Code ist auf eine beliebige Anzahl an
Schichten erweiterbar.

Die Simulation des Schichtaufbaus mit der FEM erweist sich als schwierig, da
neben den Verschiebungen die Stetigkeit der Spannungen an den Bereichsgren-
zen sichergestellt werden muss. Dieses Problem tritt vor allem bei Hoherer
Gradienten Theorie auf und wird in der Forschungsgemeinschaft aktuell stark
diskutiert. Forschungsgruppen konstruieren spezielle konforme finite Elemente
(siehe Papanicolopulos, Zervos und Vardoulakis, 2009; Papanicolopulos und Zer-
vos, 2012; Argyris, Fried und Scharpf, 1968), die den Ansatzraum von vornherein
auf Funktionen mit stetigen Ableitungen einschrinken. Diese Verfahren sind sehr
aufwendig und bis jetzt wenig erprobt.

Diese Arbeit schldgt einen anderen Algorithmus vor, bei dem kontinuierliche
LAGRANGE-Elemente erster Ordnung verwendet werden. Diese finiten Elemente
haben an den Elementrindern stetige Ansatzfunktionen, jedoch sind deren Ab-
leitungen unstetig. Selbst bei quadratischen und hoheren LAGRANGE-Elementen
bleibt das Problem bestehen. Es wird durch Implementierung einer Iterationspro-
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zedur gelost. Dabei wird die Stetigkeit bis zu einer definierten Toleranz erreicht.
Dabei wird wie folgt vorgegangen.

In jeder der neun Schichten V) wird die quasi-statische Impulsbilanz geldst:
—TO .V =p0f®  veev® ie[19].

In singuldren Punkten miissen die Sprungbilanzen erfiillt werden. Diese beschrei-
ben die physikalischen Rand- und Ubergangsbedingungen:

[T]-n=0, Yeel® ic[18§ .

Da das Problem rein radialsymmetrisch modelliert wird, zeigt der Normalen-
vektor in radiale Richtung n = e,, und das Problem reduziert sich auf nur
eine Dimension. Zusétzlich zu den physikalischen miissen kinematische Ran-
d- und Ubergangsbedingungen gesetzt werden. Diese stellen sicher, dass die
Verschiebungen stetig sind und somit keine Risse in der Erde entstehen. Als
Randbedingungen werden die bereits bekannten Bedingungen am Innen- und
Auflenrand gesetzt:

u’r’|7~:0 = 0 ’ TTT|r:ra = 0 °

Bei den Ubergingen, d.h. an den inneren Bereichsgrenzen, werden sowohl kine-
matische Bedingungen:

uld — (D)

Veel®  ie[18], (2.17)

r=r(9) r=r@) ’

als auch physikalische Bedingungen gefordert:

— (i+1)

p=p(@ 7T

7

rr

ie[18] . (2.18)

r=r()

Da in der aktuellen Platzierung gerechnet wird, wird als Dehnungsmafl der
EULER-ALMANSI-Dehnungstensor verwendet:

Ea:%(I—B_l) . B=F-F'.

Analog zu den Ausfithrungen im Kapitel 2.3 hat der Deformationsgradient nur
noch Eintrige auf der Diagonalen:

d —1 —1
F:(l—(ﬁf) er®eR+<1—:‘j‘> (ey @ eo + e, @ eg) .

Damit ist der EULER- ALMANSI-Dehnungstensor ebenfalls diagonal. Es wird das
CAUCHY-ALMANSI-Materialgesetz fir T' gewéhlt:

T = \Sp(E*) I +2uE* .
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Fiir die Gravitationswirkung wird die Po1ssoN-Gleichung fiir das gesamte Gebiet
gelost:

Hier wird ein wichtiger Vorteil der aktuellen Platzierung deutlich. Dadurch,
dass das Problem in der aktuellen Platzierung gelost wird, ist das Gravita-
tionspotential und damit auch die Gravitationsbeschleunigung nicht mit der
Impulsbilanz gekoppelt. Die PoO1SSON-Gleichung wird fiir das gesamte Gebiet
gel6st, da diese nur von der aktuellen Dichte abhéngt. Die Dichteverteilung ist
aus den PREM-Daten bekannt.

Der Radius, die Dichte und das Potential werden mit dem aktuellen Auflenradius
der Erde rg, der mittleren aktuellen Dichte der Erde pg und der Gravitations-
konstante G = 6,673 - 10" ' m?3 / kg s? normiert:

1~ -
r = TEF, VE = —VE, P = pEﬁ, U= 47TGpET‘]23U s
TE

Die dimensionslose P0o1ssoN-Gleichung und entsprechende Randbedingungen
lauten:
. dU
-
dr

7=0
Dies wird in eine schwache Formulierung fiir das gesamte Gebiet V iiberfiihrt:
| Avsvav = [ pwiar.
1% 1%

Die Form wird in Kugelkoordinaten ausgewertet:

Lo b1 d [ L,dU\ -
/ / / —— | 7= | 8U#sin ¥ di dv dy
7=0 Jo=0 Jp=o 7° dT dr

1 T 1
= / / / poU sin® di dd de .
7=0 J9=0 J p=0

Die 9- und ¢-Integrationen koénnen direkt ausgefithrt werden, da der Integrand
bei reiner Radialsymmetrie unabhéngig von beiden Variablen ist. Es resultiert
der Faktor 47, der auf beiden Seiten gekiirzt wird. Nach einigen Umformungen
und Anwenden der partiellen Integration folgt:

L 40 s aw 1
—/ —U ~Uf2df+ fQ—qZSU :/ pdU dF .
F=0 dr dr dr =0 =0

Physikalisch lineares Mehrschalenmodell
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Der Randterm verschwindet aufgrund der gewahlten Randbedingungen. Das
Potential ist bis auf eine Konstante eindeutig festgelegt. In der Regel wird das
Potential im Unendlichen auf Null geeicht. Da dies bei einem endlichen Berech-
nungsgebiet nicht angewendet werden kann, wird die oben genannte Eichung
implementiert. Es zeigt sich, dass das Ergebnis fiir die Gravitationsbeschleuni-
gung f unabhéngig davon ist, welcher Wert am Auflenrand gesetzt wird (siehe
Abb. 2.14 auf der nichsten Seite). U kann am Rand 7 = 1 beliebig zwischen

712 | | | |
0 02 04 06 08 1

7

Abb. 2.13.: Die radiale Gravitationsbeschleunigung berechnet aus den
PREM-Daten.

—107 und 107 variieren, ohne eine sichtbare Veréinderung in der Gravitations-
beschleunigung zu bewirken. Erst ab einem Wert von 10® wurden numerische
Artefakte sichtbar (siehe Abb. 2.14). Die Randbedingung am linken Rand 7 = 0
folgt aus der verschwindenden Gravitationsbeschleunigung an dieser Stelle.

Die statische Impulsbilanz in radialer Richtung fiir jedes Teilgebiet V(@ verein-
facht sich in physikalischen Komponenten zu:
dr;y
dr

+2 (20 1) =050

Fir die Finite-Elemente-Formulierung folgt fiir jeden Bereich eine skalarwertige
variationelle Formulierung aus der lokalen Impulsbilanz:

ORI o)
ar? . 4 N
_ L WON: (D) _ 70 5y, 00)
/T Sl ar / L (T = 75)) su® dr
()
= —/ pD D 5uDr2 dr .
r(i—1)
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Abb. 2.14.: Die radiale Gravitationsbeschleunigung berechnet aus den
PREM-Daten.

Nach der Anwendung der partiellen Integration, dieses Mal nur auf das erste
Integral, und nach einigen Umformungen lautet die bereichsbezogene variationelle
Form:

()

" (i) sy’ 2] (1) 5,
_ /r(il) T, 77‘ dr + |:Tr7“6u7~7" L(FD — /T,(il) 27, 0u,” dr

(@)

= - /r pD 5y D2 dr
r(i—1)
An den Bereichsiibergéingen sollen nun sowohl die Verschiebung (2.17), als auch
die Spannung (2.18) vorgegeben werden. Das ist ein recht subtiler Punkt. In der
Theorie ist es kein Problem, sowohl kinematische als auch physikalische Zwénge an
ein und derselben Stelle vorzugeben. Wenn bei einer FE-Simulation an einer Stelle
() eine DIRICHLET-Randbedingung gesetzt wird, dann wird die Testfunktion
5u£i) an dieser Stelle zu Null gesetzt. Wenn nun in der schwachen Form ein
Spannungsrandintegral an der Stelle (9 implementiert wird, dann ist dieser
automatisch Null und die NEUMANN-Randbedingung wird bei der Minimierung
des Funktionals ignoriert. Die im néchsten Abschnitt beschriebene Prozedur 16st
dieses Problem durch mehrere Iterationen, wobei in jedem Iterationsdurchlauf an
den Bereichsgrenzen jeweils nur DIRICHLET- oder NEUMANN-Randbedingungen
gesetzt werden.

Die endgiiltige zu simulierende variationelle Form entsteht durch Normierung
der Spannungen mit dem mittleren Kompressionsmodul Kr = 517 GPa und die

Physikalisch lineares Mehrschalenmodell
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geometrischen Gréflen mit dem aktuellen Auflenradius der Erde rg:

Trr = KgTrr,  up =gy, Oup = rgdi, .

Damit lautet die in FEniCS© implementierte nicht-lineare Form:

" e () 5a072] @ (D)
_ /f(i_l) T, a7 7 dr + [Trr du,' T L(i_l) — A(i—l) 27T, 01, dF

_ / 50 FDsa072 a7 |
7(i=1)

mit den Spannungskomponenten:

-y 3(l—-v) 1 _ 4 6v @l 1 a
7@ — 2\~ ) @ (1 — Z @) i
" 1+v Ur (1 gt ) 1+v 7 ! 2 7 7

Iterationsverfahren

Es wird bei der innersten Schale begonnen und diese gelst, indem an dessen
Innenrand, d.h. bei 7 = 0, die Verschiebungen und am Bereichsauflenrand, d.h.
bei 7 = 7, die Spannung 7T}, zu Null gesetzt werden. Damit entsteht vorerst
ein Fehler am Auflienrand. Nun wird die néchste Schicht gelost und dieser Schicht
wird die resultierende Verschiebung aus der zuvor gelosten Schicht iibergeben,
d.h. man setzt wiederum eine DIRICHLET-Bedingung am Bereichsinnenrand. Am
AuBlenrand werden ebenso die Spannungen zu Null gesetzt. So wird mit allen
folgenden Schalen bis zur duersten verfahren.

Bis jetzt wurde zwar die Stetigkeit der Verschiebungen erreicht, jedoch sind die
Spannungen noch unstetig. Die Randbedingungen fiir 7 = 0 und 7 = 1 werden
richtig erfiillt. Bei den internen Bereichsgrenzen ist das aber nicht der Fall. Durch
den ersten Durchlauf und die geforderte DIRICHLET-Bedingung am Bereichsin-
nenrand 7 der Schicht V*+1) sind nicht-triviale Spannungen entstanden. Diese
werden im néchsten Iterationsdurchlauf als NEUMANN-Randbedingungen benutzt
fir die darunter liegende Schicht V() und dessen AuBienrand #(%). Damit wird
ein Informationsfluss von auflen nach innen gewéhrleistet.

Durch diese neuen Spannungsrandbedingungen veréindern sich auch die resul-
tierenden Verschiebungen an den BereichsauBenréindern 7#(?), wenn die Schicht
V(@ berechnet wird. Diese Verschiebungen werden dann wieder an die Schicht
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V0t {ibergeben. Zusammenfassend lisst sich sagen, dass von innen nach au-

ur =0

—

Innen Mitte AuRen

Abb. 2.15.: Schematischer Schalenaufbau; Die Verschiebungen werden von
innen nach auflen und die Spannungen von aufen nach innen weitergegeben.

Ben die Verschiebungen und von auflen nach innen die Spannungen iibergeben
werden (siehe Abb.2.15). Dieser Prozess wird solange durchgefiihrt, bis die
Spannungsdifferenz eine definierte Toleranz unterschreitet. Die Uberpriifung der
Verschiebungsrandbedingung ist nicht notwendig, da bei jeder Iteration durch
das Setzen der DIRICHLET-Bedingungen an den Bereichsinnenrdnder per se die
Stetigkeit der Verschiebungen erzwungen wird.

1072

0 —— CAUCHY-ALMANSI ||
HOOKE mit Kg

_6 | | | |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

f

Abb. 2.16.: Normierte radiale Verschiebung dargestellt iiber den normierten
Radius.

Physikalisch lineares Mehrschalenmodell
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Die Umsetzung in FEniCS© erfolgt objektorientiert. Aufgrund der Ahnlichkeit
der Schalen, wird zunéchst eine Klasse Schale erzeugt. Von dieser Klasse wer-
den die Unterklassen Schale_innen, Schale_mitte und Schale_aussen
abgeleitet. Jede Schaleninstanz hat ihr eigenes Gitter und damit einen eigenen
Funktionenraum. Fiir die endgiiltige Losung miissen die einzelnen Schalen zusam-
mengefiigt werden. Der Code erlaubt den Schalenaufbau der Erde in N Schalen
mit einer Innenschale, einer Aulenschale und N — 2 Zwischenschalen.

In Abb. 2.16 ist die Verschiebung in Prozent des Erdradius iiber den normierten
Radius 7 dargestellt. Die Verschiebung verschwindet im Inneren und nimmt hin
zu ihrem Maximum im Auflenbereich zu. Bei einem normierten Radius 7 =~ 0,85
wird die maximale Verschiebung von ca. 4 % erreicht. In Abb. 2.17 sind die auf

[
0,0
—02}

—0,4|

I TTT
—06 --= Ty
| | | |

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

r

Abb. 2.17.: Mit Kompressionsmodul Kg normierte Spannungskomponenten
iiber den normierten Radius 7. Im Kern 7 < 0,55 liegen die Verlaufe fir 7,
und Ty Ubereinander.

den Kompressionsmodul K normierten Spannungen 7., und Tyy dargestellt.
Vergleicht man die gewonnenen Daten mit denen der analytischen Rechnung
(siehe Miiller und Lofink, 2014), so ist eine anfiinglich klare Ubereinstimmung
zu erkennen, welche zur Mitte bzw. zum Rand hin geringer wird. Da es sich bei
der Mittelung der Materialparameter um eine starke Vereinfachung handelt, ist
diese Abweichung zu erwarten.

In Abb.2.18 auf der néchsten Seite sind die Dehnungen dargestellt. Die Radial-
und die Tangentialkomponente des Dehnungstensors haben im Erdmittelpunkt
den selben Wert. Die Radialkomponente weifit Spriinge auf. Daran sieht man
die Unstetigkeit der radialen Ableitungen 9ir/o7 (siche Gl. (2.13)). Die Tangen-
tialkomponente ist dagegen stetig. Der LovE-Radius liegt bei diesem Modell
bei TLove = 0,85. Dies entspricht dem Nulldurchgang der radialen Dehnungskom-
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Abb. 2.18.: EULER-ALMANSI-Dehnungen iiber den normierten Radius 7 fiir
eine geometrisch nicht-lineare Simulation.

ponente E?.. Das hier umgesetzte Mehrschalenmodell erlaubt eine potentiell
bessere Beschreibung des Sachverhaltes.

Physikalisch lineares Mehrschalenmodell
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3. Hyperelastische Analyse

Die hyperelastischen Gesetze sollen zunédchst auf die Dehnung eines Klotzes ange-
wendet werden, um den Code zu verifizieren. Danach erfolgt die Implementierung
der Erde mit einem MOONEY-RIVLIN-Materialgesetz.

3.1. Referenzproblem mit ST. VENANT-KIRCHHOFF

Man beginnt bei dem Prinzip der virtuellen Arbeit unter Vernachlidssigung der
Tragheitsterme:

55 teXt-éfad/_l+/pf-f)'&df/:/P--éFdI_/.
ov v v

Um die Spannungsterme zu unterscheiden, wurde der Term der dufleren Ober-
flichenlast mit dem Superskript ext versehen. Dem gegeniiber steht die innere
Forménderungsenergiedichte, die als Reaktion auf die dufleren Lasten entsteht.
Um die Simulation zu verifizieren, wird sie mit einer analytischen Losung vergli-
chen.

Es wird der in Abb. 3.1 gezeigte Klotz betrachtet. Es wird sowohl fiir die
Bezugsplatzierung als auch fir die aktuelle Platzierung dieselbe kartesische
Basis {ej, es,e3} = {e1, ez, e3} verwendet. Der Klotz soll von einer Seite in

x1

Abb. 3.1.: Ausgangskonfiguration des Klotzes mit kartesischer Basis.

ei-Richtung gedriickt und gerade so gelagert werden, dass er sich frei in es- und
e3-Richtung ausdehnen kann. Fiir die Komponenten der Bewegung x ist dadurch
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folgender Ansatz sinnvoll:

x1(x) = oz, x2(x) = Bz , X3(Z) =773 .
Die Komponenten der Verschiebung u = u;e; = ujé; lauten:

up(x) = (o — 1)z ug(x) = (B —1)zy us(x) = (y — 1)z3 .
Daraus berechnet sich der Deformationsgradient zu:

o0x;
F = 7 —e Rej=ae; Qe+ fes @ex +ve3® ey .
ZJ

Der rechte CAUCHY-GREEN-Tensor folgt dann zu:
C=F" F=d%¢0e +es0e+7es0e; .

Aus dem linken CAUCHY-GREEN-Dehnungstensor ergibt sich der GREEN-LA-
GRANGE-Dehnungstensor:

%(c )= 2[(a “1)Pi+ (82— 1) Pat (v~ 1) Ps) .

Die Forménderungsenergiedichte wgyk des ST. VENANT-KIRCHHOFF-Materials
ist gegeben durch:

_ A
wsvK = 55p (E)*+ pSp (E2> -

Durch die Diagonalgestalt des Dehnungstensors lassen sich die einzelnen Sum-
manden einfach bestimmen:

o= (02 1)+ (#=0) = ()
GO R RED

Die Spannungen sind gegeben durch:

Owsvk
OFE

(Gl )+ (=) + (2] (e -1))
{3l =)+ (1) (2
B (GEREN GRS GRS

S =

= \Sp (E) I + 2uE
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Die Spannungskomponenten sind erforderlich, da ein eindimensionalen Span-
nungszustand erzwungen wird. Dazu wird die linke Flache Ay = {x € V|21 = 0}
durch drei Verschiebungsrandbedingungen gelagert (siche Abb. 3.2):

U1|561:0 =0, U2|5;1:0,§:2:0 =0, u3’§71:0,§72=0,53=0 =0.

Auf der rechten Fliche Ay = {z € V |%; = L} wird eine DIRICHLET-Bedingung

8H i
F !
E Ay Az
A B o -
H | Z3 S v
A a 1 ’
H) )
>i'1 !
I —al |

Abb. 3.2.: Skizze des simulierten Klotzes mit verwendeter Bezeichung.

in Abhéngigkeit von « vorgegeben. Die restlichen Flichen bleiben frei, d.h. hier

herrscht Spannungsfreiheit:
t*=T-n|,,_=T-nl;,,_y=T-nl,,_o=T-n|,_y;=0. (3.1

Durch die erlaubten Deformationen ist der Deformationsgradient F

und der 2. PIoLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor S diagonal. Fiir den
CAucHYy-Spannungstensor folgt daraus ebenfalls die Diagonalitét:

1
T=<F-S F' =T\ E + ToyEoy 4 T33E33 . (3.2)

Die lokale statische Impulsbilanz unter Vernachlassigung der Gravitation lautet:

oT; oT: oT:
1 2262—1—7363:0.

T-Vg=0
B ’ 8951 ert 8952 81’3

Hieraus folgt, dass die CAUCHY-Spannungskomponenten nur noch lineare Funk-
tionen x; sein konnen:

T = Az + By, Ty = Aszo + By T33 = Asz3 + B3 .

Mit den Randbedingungen (3.1) ist anschaulich, dass die Komponenten T2 und

Referenzproblem mit ST. VENANT-KIRCHHOFF
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T33 im gesamten Klotz verschwinden. Mit der Beziehung (3.2) verschwinden
ebenso die Komponenten Sos und Ss3. Daraus lassen sich die Koeflizienten (5
und v abhéngig von « darstellen:

Sop =2 (0 4 2442 = 8) 4 (7 1) = 0

533:%<a2+62+’y2—3)+,u(72—1):0.

Durch das Subtrahieren der beiden Gleichungen, folgt zunéchst die Gleichheit
(% = 42. Durch das Einsetzen in die verbleibende Gleichung, gilt:

52:72:13)\%—2#—)\@2
2 A+ p '

Dies ermoglicht, die Forménderungsenergiedichte wsyk nur noch in Abhéngigkeit
von « zu formulieren:
(02 = 1)u(3) + 21)

8(A+ p) ‘

WSVK =
Die gesamte innere Forménderungsenergie W™ ist dann gegeben durch:

wint — / wsyk AV = wgykV = wgyg LH? .
174

Die Variation derselbigen kann nur noch durch eine Anderung von a hervorgerufen
werden:

5Wint _ VawSVK

2 _
S0 — ‘—/a(a 1) (3N +2p)

da 2N+ p) ba

Die Variation der dufleren Lasten ist gegeben durch:

SWext — / . 5w dA = / ot O aa
A a Ja

= / 1521800 dA = Agt$ Léa = FLbSa .
Ao

Aus der Gleichheit der dufleren und inneren virtuellen Arbeit folgt fiir die Kraft
F schlieSlich:

p(3A + 2p)

b= 20\ + 1)

H?a(a? 1) .

Kapitel 3. Hyperelastische Analyse
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Die analytische Losung des hyperelastischen ST. VENANT-KIRCH-
HOFF-Modells fir einen Klotz mit Ausgangslinge L und quadratischer
Querschnittsfliche H? lautet in Abhingigkeit vom Elastizititsmodul F
und Querkontraktionszahl v:

1
F = §EH2oz(oz2 —1). (3.3)

Interessant ist die Tatsache, dass das Ergebnis nicht von der Querkontraktionszahl
v abhéngt. Das Resultat ist in Abbildung 3.3 dargestellt.

[ [ [ [
—— Analytische Losung Gl. (3.3)
02| FEM |
0.1 |
<
=
S
O -
0,1} i
| | | |
0 02 04 06 08 1 1,2

(07

Abb. 3.3.: Gegeniiberstellung der analytischen Losung fiir den hyperelasti-
schen Klotz nach ST. VENANT-KIRCHHOFF und der entsprechenden FE-Si-
mulation.

Das entsprechende FE-Programm ermittelt die Verschiebungen anhand der
variationellen Form der Impulsbilanz in Bezugsplatzierung;:

2 — —_ —_ p— -
pag-éudV—yﬁ teXt-éudA—k/2--6FTdV—/pf-6udV:O.
voot ov v v

Fiir den quasistatischen Fall und unter Vernachlassigung der Gravitation folgt:

—ext I a’U_JSVK o
— t -dudA—+ SOFdV =0.
§£av v OF

Diese Bilanz ldsst sich ohne Weiteres interpretieren, denn sie folgt direkt aus der

Referenzproblem mit ST. VENANT-KIRCHHOFF
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Energiebilanz. Das linke Integral beschreibt die virtuelle externe Arbeit und das
rechte die virtuelle innere Formanderungsenergie.

_6Wext 4 6Wint =0.

Zur Berechnung der numerischen Punkte in Abb. 3.3 gibt es zwei Moglichkeiten:
entweder es werden die Spannung oder die Verschiebung an der Fliche Ao
vorgegeben. Um die Simulation besser mit der analytischen Losung vergleichen
zu koénnen, soll in beiden Fillen die normierte Kraft ¥/EA bestimmt werden.
Dabei ist die Kraft gegeben durch:

F:/ tdA:/ T-ndA:/ F.S - ndAd= [ t™4d4.
A2 A2 A2 AZ

Die 2. ProLA-KIRCHHOFF-Spannung ist durch den Gradienten des Potentials
gegeben:

_ dwsvk
S = dE

= \Sp (E) I + 2uE .

Es wurden beide Moglichkeiten implementiert. Wurde die DIRICH-
LET-Randbedingung, d.h. Verschiebung, vorgegeben, dann konnte die analytische
Losung punktgenau abgerastert werden (sieche Abb. 3.3). Dabei fallen mehrere
Besonderheiten auf. Wenn die Verschiebungsrandbedingung vom undeformierten
Bezugszustand mit a = 1 inkrementell erh6ht wird, dann wird die resultierende
Last auf der Fliache Ay betragsméflig grofier.

Bei a = 0,6 gibt es ein lokales Minimum und es folgt ein Bereich in dem der Klotz
zwar weiter zusammengedriickt wird, die resultierende Last aber betragsmafig
abnimmt. Dieser Vorgang zieht sich bis a = 0 hin, dort betrigt die Last Null.
Das entspricht dem Zustand wenn der Klotz zu einer Ebene zusammengedriickt
wurde, die sich in x2- und z3-Richtung unendlich weit erstreckt. Dieser Bereich
ist unphysikalisch.

Wenn die Verschiebungsrandbedingung auf negative a-Werte gesetzt wird, dann
ist immer noch eine Losung berechenbar. Sie entspricht dem Zustand, bei dem
der Klotz ,,umgestiilpt® und auf der anderen Seite wieder langgezogen wird.
Physikalisch sind diese Zustédnde nicht mehr realisierbar, und es stellt sich die
Frage, wozu diese Ergebnisse hier vorgestellt werden. Wenn man sich einer
Simulation widmet, bei der statt der Verschiebungsrandbedingung eine duflere
Last, d.h. NEuUMANN-Randbedingung, vorgegeben wird, dann wird der Zweck
klar.

Analog zu der Simulation mit Verschiebungsrandbedingung wird bei einer unde-
formierten Konfiguration begonnen und die &uflere Drucklast inkrementell erhoht
(siehe Abb. 3.4). Bis zum lokalen Minimum ist der Verlauf erwartungsgemés. In
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[ [ [ [ [
0,8 | |— Analytisch ST. VENANT-KIRCHHOFF
m FEM NEUMANN-BC
06| o FEM DIRICHLET-BC :
04| .
0,2 |- .
<t
= O |
—0,2 |- i
—04 |- .
—0,6 - i
-0,8 i
| | | | |
-15 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5
(6

Abb. 3.4.: Unterschiede bei der Implementierung der Simulation. Bei Vor-
gabe von Verschiebungen, d.h. o, ist das Resultat stets eindeutig.Fiir die
Definition von Spannungsrandbedingungen existiert ein mehrdeutiger Be-
reich.

Abb. 3.5 sind einige Zwischenkonfigurationen abgebildet. Man sieht, wie der Klotz
durch die zunehmende Druckbelastung immer flacher wird. Danach springt die
Losung jedoch zu negativen a-Werten. Wenn man sich den deformierten Zusténde
in Abb. 3.6 ansieht, wird klar, welcher mathematisch korrekte Zustand bestimmt
wurde, ndmlich der des umgestiilpten Wiirfels. Dies ist jedoch unphysikalisch.
Im Bereich /A € (—0.2,0.2) ist die Funktion nicht bijektiv, sodass fir eine
Druckspannung unterschiedliche a-Werte existieren. Das ST. VENANT-KIRCH-
HOFF-Materialgesetz zeigt an dieser Stelle Schwéchen. Das konnte der Grund fiir
die numerischen Probleme bei der Simulation des physikalisch linearen Modells
der Erde sein.

3.2. Referenzproblem mit MOONEY-RIVLIN

In diesem Abschnitt wird der Klotz mit dem physikalisch nicht-linearen kom-
pressiblen MOONEY-RIVLIN-Gesetz nach Ciarlet, 1988 untersucht.

Ciarlet, 1988 und Ball, 1976 zeigen in ihren Arbeiten, dass eine Lésung nur
moglich ist, wenn die Energiedichte eine polykonvexe und koerzitive Funktion
ist. Koerzitive Funktion bedeutet im kontinuumstheoretischen Kontext, dass

Referenzproblem mit MOONEY-RIVLIN



48

0,9

A\w‘i\"

/

SN

—

o

=

e

N
=

]
NS,
=X

Abb. 3.5.: Zunechmende Deformation des Klotzes durch zunehmende Druck-

belastung.
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Abb. 3.6.: Unphysikalische Losung des elementaren Wiirfels bei negativen «
Werten. Der undeformierte Klotz ist als Drahtgitter dargestellt. Bei gentigend
hoher Druckkraft auf die rechte Flache wird der Klotz umgestiilpt.
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die Energiedichte wp(Ip,IF, Il F) fir alle Argumente I, Il p, IIIp € [0,00] an
den Bereichsgrenzen rapide gegen unendlich strebt. Wird das Beispiel aus Kap.
3.1 nochmal angeschaut, dann miisste die Drucklast betragsméfig immer weiter
zunehmen und fir & — 0 unendlich grofl werden.

Polykonvexizitidt bedeutet, dass die Funktion wp in jedem Argument
IpJIp, Il € [0,00] konvex ist. Mathematisch soll exemplarisch fiir Ip
gelten:

w(t[Fl + (1 — t)[p2, ° ’0) < tw(lpl, ° ,0) + (1 — t)w(]Fz, ° ,.)
mit ¢t e [0,1] .
Anschaulich bedeutet das fiir eine skalare Funktion, dass die Verbindungsgerade

zwischen den Punkten (z1,f(z1)) und (zo,f(z2)) stets oberhalb aller Funktions-
werte f(x) mit z € [z1,22] ist (sieche Abb. 3.7). Ciarlet, 1988 gibt die kompressible

4

3 fl@) )
— de
ix 2 f( Q})%(]\f) .

fﬂzb)
1 | |
f(x2)
03 - 0 1 >
e

Abb. 3.7.: Konvexe skalare Funktion mit Kontrollgerade.
MoONEY-RIVLIN-Energiedichte mit folgender Gleichung an:

2
WMR = @ ||FH2 + bHFCOf +cdet?F —dIndet F — wy .

Die darin enthaltenen Gréflen a, b, ¢, d sind Materialkonstanten. Die Variable wg
ist ein Eichparameter, der spéter bestimmt wird. Diese Gleichung kann ebenfalls
mit den Hauptinvarianten des rechten CAUCHY-GREEN-Verzerrungstensors C'

Referenzproblem mit MOONEY-RIVLIN
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geschrieben werden. Dazu sind folgende Identitaten hilfreich:

Ic=Sp(C)=Sp(F -F)=F:F=|F|”,
2

)

IIc=Sp (CCOf) =Sp (FcofT . Fcof) _ HFcof
IIo = det C = det (FT : F) — det2F .

Damit ist die Formédnderungsenergiedichte gegeben durch:

d
wMmgr = alo + bl + clllc — §1T1H](1+w0 s

: _m_A _A _A _A
mit a=3 = b= ~u, C—4(1 x), d—2—|—u.

(3.4)

Fiir eine beliebige Wahl von x €]0,1[ ist die Funktion polykonvex und koerzitiv.
Dadurch ist die Existenz der Losung fiir beliebige Werte garantiert. Die Energie
enthalt fiir den Spezialfall b = 0 die kompressible Neo-HOOKE-Energiedichte. Die
Konstante wq ist durch die Forderung bestimmt, dass die Energiedichte fiir den
undeformierten Ausgangszustand verschwindet. Fiir den Ausgangszustand gilt
F = I und fiir die Invarianten von C':

Ic =3, 1o =3, Hlg=1.
Fiir die Energiedichte gilt dann:
wMr(Ic =3, 1Ic =3,1llc =1) =3a+3b+c+wy=0
= wo=—3a+3b+c) .

Damit lésst sich die Formadnderungsenergiedichte wie folgt formulieren:
_ d
WMR, = CL(IC — 3) + b([[c — 3) + C(I[IC - 1) - ilnIIIC .

Bertram, 2005 gibt hingegen fiir diese Formanderungenergiedichte die folgende
Gleichung an:

MR = %(UIO 1) <2 n ’;) In e + g(lc ~3).
Diese Gleichung lasst sich aus Gl. (3.4) reproduzierten, wenn z = 0 gewahlt wird.
Laut Ciarlet, 1988 liegt das aber aulerhalb des polykonvexen Geltungsbereiches.
Diese Forméanderungenergiedichte soll implementiert werden. Das ist mit dem
bestehenden Code unkompliziert, denn die Formanderungsenergiedichte und
die Berechnung der dufleren Last sind das Einzige, was sich bei der gesamten
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Prozedur dndert:
F = F.-S-ndA.
Ay

Diese Beziehung wurde beim ST. VENANT-KIRCHHOFF-Material bereits gefunden,
jedoch sind die 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungen hier anders:

dwmr
dc
d d
2— (a(Ic —3)+b(IIc —3) + c(Ill¢ — 1) — = In Il ¢
dc 2
= 2al 4+ 2bI oI — 2bC + 2cIl[C~' — dC !
= (2a+2bIc) I — 2bC + (2cHlc — d)C™ .

S=2

Zur Analyse des MOONEY-RIVLIN-Gesetzes wurde erneut der Klotz von Abschnitt
3.1 simuliert. Bei Vorgabe der Kraft am rechten Rand As ergaben sich die in Abb.

<
= =
1k - |
™ ° r=0
. . z =025
—1.5F - ° z = 0,5 |
: * xz=0,75
- ‘ r=1
27 : ——ST. VENANT-KIRCHHOFF | |
L o | | | \ \ \
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3

(%

Abb. 3.8.: Vergleich der verschiedenen Forménderungsenergiedichten fiir
unterschiedliche Parameter x nach Ciarlet, 1988.

3.8 dargestellten Verldufe. Zum Vergleich ist die analytische Losung fiir das ST.
VENANT-KIRCHHOFF-Material dargestellt. An der Stelle @ = 1 iiberlappen sich
alle Graphen. Das kommt durch die Anpassung des MOONEY-RIVLIN-Modells
an das ST. VENANT-KIRCHHOFF-Gesetz zustande. Die Materialkennwerte in Gl.
3.4 wurden in Ciarlet, 1988 gerade so gewahlt, dass die Energiedichtefunktionen
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bis auf Terme dritter Ordnung tibereinstimmen:

wnr = Wsvk + O(| E|) .
Das wird auch in der Abb. 3.8 deutlich. Unabhéngig von der Wahl von z sind
alle Graphen in der Umgebung von a = 1 gleich.
Zuséatzlich zur Polykonvexitdt wird in der Arbeit Ciarlet, 1988 gezeigt, dass
die Funktion koerzitiv ist. Koerzitivitidt bedeutet mathematisch, dass stets zwei
Parameter v;,v2 existieren, so dass gilt:

- 2 cof 2 2
wr > ([ F]” + HF +det F?) 4+ 75 .

Diese Bedingung ldsst sich anschaulicher mit den Hauptinvarianten von C
interpretieren:

wp >nle+ e+ o)+ 72 .

Die Bedingung stellt sicher, dass die Funktionen fiir ||F'|| — oo und || F|| — 0
iiber alle Grenzen wachsen:

lim wp = oo, lim wp = —00 .
| F||—o00 I F[|—0
Fiir alle MOONEY-RIVLIN-Funktionen sind die Bedingungen in Abb. 3.8 erfiillt,
jedoch nicht fiir das ST. VENANT-KIRCHHOFF-Material.

Bei den Simulationen wurden die Randwerte, also x = 0 und x = 1, ebenfalls
untersucht, obwohl sie in der Arbeit Ciarlet, 1988 aus dem Intervall fiir x
ausgeschlossen wurden. Damit soll ein Vergleich zu der Formulierung von Bertram,
2005 hergestellt werden. Die Parameter in dieser Arbeit lassen sich nur durch z =
0 reproduzieren. Abb. 3.8 zeigt, dass im Druckbereich, d.h. F/EA < 0, die Verlaufe
fast identisch sind. Im Zugbereich hingegen sind teils starke Abweichungen zu
erkennen je nach Wahl von .

In Abb. 3.9 wurde das Modell nach Bertram, 2005; Ciarlet, 1988 fiir z = 0 fiir
verschiedene Arten von Randbedingungen simuliert, um &hnliche Effekte wie
beim ST. VENANT-KIRCHHOFF-Gesetz auszuschlieen. Abb. 3.9 zeigt, dass es fiir
dieses hyperelastische Gesetz keine erkennbaren Unterschiede gibt, unabhingig
davon ob der Klotz verschiebungsgesteuert oder kraftgesteuert simuliert wird.

3.3. Mehrschalenmodell der Erde nach MOONEY-RIVLIN

Dieser Abschnitt behandelt die Anwendung des MOONEY-RIVLIN-Materialgesetzes
auf die Simulation der Erde in sphérischen Koordinaten. Es soll die Defor-
mation einer Kugel berechnet werden, deren Verschiebungen ausschliellich
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Abb. 3.9.: Vergleich der verschiedenen Forménderungsenergiedichten fiir

das kompressible MOONEY-RIVLIN-Material nach Bertram, 2005 und Ciarlet,
1988.

radialsymmetrisch sind:
r=R+ur(R) , V=6, p=0.
Unter dieser Annahme ist der Deformationsgradient diagonal:

0zt

(1+ Jer®@egr+ 1( )®<1‘>+1( in )®< ! ‘)
= e e — inJe ——e
UR,R) €r R rey Re@ rs © Rsin© P
_ r _ r _
:(1+uR7R)er®eR+Ee§®e@+ﬁew®e¢.

Der symmetrische rechte CAUCHY-GREEN-Tensor ist ebenfalls diagonal:
2 r\? r\?
C:(1+UR,R) éR®éR+(R> é@®é9+(R> ey R eg .

Diese Gleichung wird mittels der bereits eingefithrten Projektoren kompakter
formuliert. Der Projektor PR projiziert jeden beliebigen Vektor senkrecht in die
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epr-Richtung. Fiir die anderen Komponenten gilt das analog:
2
2 5 UR = =
C = (1+UR,R) Pr+ <1+R> (P@+P¢) .
In dieser Gestalt konnen die Eigenwerte abgelesen werden:

2
A = (1+upp) | )\C:)\3C:<1+1;§) .

Aus der Diagonalgestalt wird die Inverse bestimmt:

- _2 — -
C_1:(1+UR,R)_2ER—|—<1—|—’L;§> (E@—I—Eqs) .

Diese Groflen sind notwendig, um die polykonvexe MOONEY-RIVLIN-Forménde-
rungsenergiedichte nach Ciarlet, 1988 aufzustellen:

d
g = a(le = 3) +b(Ic = 3) +e(lllc — 1) — g InIMc .

Da die Eigenwerte der Deformation bekannt sind, kann die Formé&nderungs-
energiedichte in Abhéangigkeit der Eigenwerte aufgeschrieben werden. Folgende
Beziehungen zwischen den Invarianten und den Eigenwerten eines symmetrischen
Tensors sind hilfreich:

Ia=XM+X2+23, o=+ AA3+ AA3, [ITq= AAo)3.

Wird diese Gleichung auf den rechten CAUCHY-GREEN-Tensor angewendet, l&sst
sich die Forménderungsenergiedichte in Abhéngigkeit der Eigenwerte formulieren:

anr = a (A + 22§ = 3) +b (2200 + (A§)? - 3) +
+e (AP —1) - gln (A (9)?)

An dieser Stelle soll auf eine Besonderheit bei der Implementierung hingewiesen
werden. Die Simulation findet in der aktuellen Platzierung statt, denn es ist der
einzige eindeutige bzw. bekannte Zustand. Das einzige Gitter, das erstellt werden
kann, ist hiermit das der aktuellen Platzierung. Damit ist fiir den Rechner nur
die aktuelle Position @ bekannt (siehe Abb. 3.10). Da dem Programm nur die
Koordinaten der Gitterpunkte bekannt sind, kommt es zu Schwierigkeiten beim
Berechnen von Gradienten von Feldern. Im Rahmen der Finite-Elemente-Methode
werden Feldgroflen stets als Linearkombination aus Koeffizientenvektor und
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Abb. 3.10.: Verschiebung u dargestellt in der Bezugsplatzierung als LA-
GRANGE-Funktion ur,(Z, t) und der aktuellen Platzierung als EULER-Funktion
ug(z,t).

Basisfunktionen dargestellt:

N
ug(z,t) =Y Ui(t)d() .
i=1

Wird hieraus der Gradient gebildet, so ist in der aktuellen Platzierung nur ein
rdumlicher Gradient implementierbar:

N

uE(:c,t) ® Ve = Z Uz(t)qbl(:n) ® Vg .
=1

Damit sind zwei Aspekte bei der Implementierung der Simulation in der aktuellen
Platzierung zu beachten: alle Funktionen miissen in EULERscher Darstellungsform
formuliert werden, und es kénnen nur rdumliche Gradienten verwendet werden.

Zur Realisierung muss der Deformationsgradient und alle abgeleiteten Grofien
umgeschrieben werden, sodass alle Funktionen von den aktuellen Koordinaten
abhangen:

du, \ 7! _ up\ L _ _
F=1[1- I er®er+ 1—7 (ey@eo+e,®esp) . (3.5)

Damit sind der rechte und linke CAUCHY-GREEN-Tensor gegeben durch:

du, \ 72 _ _ up\ 2 _ _ _
C=(1-+, er®er+|1- - (o ®ep +es®es) ,

du, \ 72 up\ 2
B_<1_drT> er®€r+<1—rr> (ey@ey+e,Rey,) .

Die Gleichheit der Eigenwerte von C' und B wird bestéatigt. Beide Tensoren
unterscheiden sich nur in der Basis.
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Fiir die Simulation der Verschiebung wird das Prinzip der virtuellen Arbeit aus der
Bezugsplatzierung in die aktuelle Platzierung transformiert. Alle Trégheitsterme
und Oberflichenspannungen werden weggelassen:

BWint:/ dwmr dV:/pf.éudV:éWeXt.
v J 1%

Fiir die Variation der internen Formanderungsenergiedichte ist die Variation der
Hauptinvarianten notwendig:

d
Swnm = adlc + b1 + (c — 211151) S ¢ .

Die Variation der Invarianten ldsst sich durch die Variation der Eigenwerte
formulieren. Hierbei gelten fiir den Variationsoperator die gleichen Rechenregeln
wie fiir den Differentialoperator:

§Ic = 6AY +26)F
SITc = 2(AT A + 3AYAS + A5S80S |
SIIc = SAY(AS)? + 209 A\T 860G .

Die Variation des ersten Eigenwertes A{ entspricht der Richtungsableitung nach
GATEAUX in Richtung der virtuellen Verschiebung du,.:

. d d(u, + edu,)\ > du,\ 2
Diu, AT (ur) = lim — [(1 — (dr)> — (1 ~ T ) ]

e—0 d&‘

2 déu,
(- Sy dr

Der zweite Eigenwert folgt zu:

2 dur
(1—4=)3 p 7

T

5AY =

Mit diesen Ergebnissen sind die Variationen der Hauptinvarianten bestimm-
bar. Um diese moglichst kompakt anzugeben, werden folgende Abkiirzungen
eingefiihrt:

du, 7!
AM=(1- A
1 ( dr ) 5 2

I
7 N
—
|
= | &
N———

L
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Damit sind die Variationen der Invarianten:

dbu, Sty
81 =2)3 d“ TIVPY: R
Sup  gddu, Su,
SITc =4} [Af’ A N “] ,
.
Suy Sty
ST =222\ [Ald d“ 2 “] .

Hieraus lasst sich die Formédnderungsenergiedichte formulieren:

ddu, Suy
STMR = a [2»1’ ooy 4A§“] +
dr
+b [4)\2 {x”f’“r addur N 5“” +
dr r

d dd )
+ (c— 2)\%/\‘2") {2/\2)\4 [)\1 d“T 2\ “” . (3.6)
Im néchsten Schritt werden einheitenbehaftete Grofien entdimensionalisiert:
MR = Kpomg,  Ouy = redly,, © =rgf, U, =7rgly, f= 47[G,0ETE}' .

Fiir die Simulation wurden die volumetrischen Lasten in Form der Feldgrofle f
aus der Losung der Po1ssoON-Gleichung bestimmt. Um die Verschiebungen zu
bestimmen, wurde das Prinzip der virtuellen Arbeit in die aktuelle Platzierung
transformiert:

dw dU .
K / MR G 4G / per i, dV =0 .
v oJ v dr
Die Integration iiber ¥ und ¢ kann direkt ausgefiithrt werden, da durch die
Symmetrieannahme keiner der Integranden von diesen Koordinaten abhéngt.
Dies bringt den Faktor 47t in beiden Integralen hervor. Die gesamte Gleichung
wird durch den gemittelten Kompressionsmodul K und 47 getesteeilt und der
Parameter a g erneut identifiziert:

1 = 1 7
5 d
/f_o %ﬂ dF — 3ak /f_o ﬁd—gsw2 di =0 . (3.7)

Fiir die normierten Materialkonstanten a,b,c und d in Gl. (3.6) wird = konform
zu den Ausfiihrungen in Kap. 3.2 zwischen 0 und 1 gewéhlt:

1 ~ Ax A ;1
a 2 A b=—, ¢=—7-(1- d= A+2

Die Determinante des Deformationsgradienten lésst sich durch die eingefiihrten
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0 02 04 06 08 1

Abb. 3.11.: Radiale Veschiebung fiir ausgewahlte Werte des Parameters x
fir die hyperelastische MOONEY-RIVLIN-Simulation einer eigengravietieren-
den Erde mit PREM-Materialdaten.

Figenwerte A\; und Ao formulieren:
J=1IIp=det F =)\ .

Der Integrand im ersten Integral in Gl. (3.7) ist gegeben durch:

51 z i
2EMR 52— 978, (2aA7 An + 26(A1Aa + ATIAD) — 26M A2 + dhg ) +
r (2807 A2 + 20(A1 A2 + AT A;) 1A + dAs
5, PR ;
4+ 729 (;f (2&)\%)\2 % 4bAT 4 26ATA5 — dAl) :
=

Diese Funktion wurde in FEniCS© implementiert. Als Randbedingungen wurden
die Verschiebungen im Erdinneren und die Oberflichenspannungen am &ufleren
Rand Null gesetzt. Das Ergebnis fir die Verschiebungen wu, fiir ausgewéahlte
Parameter z ist in Abb. 3.11 zu sehen.

Der Einfluss des Parameters x ist marginal; die Verschiebungen betragen maximal
4%. Die sprunghaften Anderungen im Verlauf finden sich an den Schichtgrenzen
wieder. Dieser Sachverhalt ist bei den Dehnungskomponenten des GREEN-LA-
GRANGE-Dehnungstensors ausgeprégter (siehe Abb. 3.12). Dabei ldsst sich die
Lage des LovE-Radius zu 7[,ove = 0,825 bestimmen. In Abb. 3.13 auf Seite 59
ist die Konvergenzstudie zu der gemachten Simulation abgebildet. Dabei wurde
die Knotenanzahl von 10 bis hin zu 10240 Zellen immer wieder verdoppelt. Der
quadratische Fehler wurde tiber das gesamte Integrationsgebiet im Bezug auf die
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Abb. 3.12.: Dehnungskomponenten E,, und Eyy = E,, fiir die hyper-
elastische MOONEY-RIVLIN-Simulation einer eigengravitierenden Erde mit
PREM-Materialdaten.
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Abb. 3.13.: Konvergenzanalyse fiir die hyperelastische Erde mit PREM-Da-
ten mit 10 Knoten bis 10240 Knoten.

kleinste Schrittweite berechnet:

1

- - 2 -

Fehler; = / (T — ur,ﬁnest) dr .
F=0

Der Test zeigt eine quadratische Konvergenz.
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Als weiteres Ergebnis ist die berechnete Massendichte p der Bezugsplatzierung im
Vergleich zur implementierten PREM Dichte in der aktuellen Platzierung abgebil-
det (siehe Abb. 3.14). Man sieht, wie sich die Massendichte durch die Kompression

25 1 T T T T T N
)

() — | | | | | =
o 02 04 06 08 1

T

Abb. 3.14.: Vergleich der aktuellen Massendichte nach PREM und der
berechneten Massendichte in der Bezugsplatzierung.

der Erde erhoht. Da beide Funktionen auf den aktuellen Radius rg normiert
sind, geht der Definitionsbereich der Massendichte in der Bezugsplatzieung iiber
den Wert 7 = 1 hinaus.

Die Spannungen lassen sich aus der internen virtuellen Energiedichte bestimmen.
Es gilt nach Gl. (2.16):

1 Ow
S =P-8F =(JT-F~").6F = ——..0F .
w ( ): OF

Daraus folgt die Bestimmungsformel fiir die CAUCHY-Spannungen:

T=5rF < O\ aF

Die Ableitung der Eigenwerte nach dem Deformationsgradient ist in Gl. (3.5) zu
sehen:

3
i
F:Z/\z’ez‘@@éi, ng

i=1

=e;, Ke;.
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Die Richtigkeit dieser Formel lasst sich durch einen Trick beweisen:

O\ O\ OF 0N O\

T oN  OF N 87"(&@61‘) = 3F = e;Qe;.

1

Die einfache Kontraktion mit der Transponierten des Deformationsgradienten
liefert den CAUCHY-Spannungstensor in Spektraldarstellung;:

_JizlaAi 1€1 7 .

Hieraus lassen sich fiir den Fall der rein radialsymmetrischen Erde die Haupt-
spannungen ablesen:

1 0w 1 ow
Tpp= o, Tyy=Tpy=—— .
A2 9N TR XA O

Durch Einsetzen der entsprechenden Funktionen lassen sich die Spannungen in
Abhéngigkeit der Hauptdehnungen A; schreiben:
=1

~ A1 ~ B 9
Trr =20— 4 2bA1 + 26N\ —d——
a)\% + 1+ 2¢cA 2 )\1)\%

N N 1 - 22 -
Tog = Tipy =da— + 4b (/\1 + Af) +4EM A3 —2d

1 AMA3

Die normierten Hauptspannungen sind in Abb. 3.15 dargestellt. Die Spannungs-
randbedingung am Auflenrand 7 = 0 ist erfiillt. An der Grenzschicht zwischen
innerem und duflerem Kern ist ein Sprung erkennbar. Das liegt daran, dass die
Stetigkeit der radialen Spannungen nur schwach erfiillt.

Stetigkeit der Spannungen im schwachen Sinne

Im Gegensatz zum Kap. 2.4 wurde keine Iterationsprozedur implementiert,
sondern die Erde als Ganzes in einem Gebiet V simuliert. Um die Fragen nach
der Annahme und der Giiltigkeit einer solchen Simulation zu beantworten, muss
die Finite-Elemente-Methode genauer untersucht werden. Erste Uberlegungen
beginnen bei der lokalen statischen Impulsbilanz in AP. Hieraus wird eine
schwache Form im Sinne des GALERKIN-Verfahrens erstellt:

~T-Vg=pf = —/V(T~VE)-6udV:/fo-6udV. (3.8)

Mehrschalenmodell der Erde nach MOONEY-RIVLIN
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Abb. 3.15.: Hauptspannungen 7, und Tyy = T,, der hyperelastischen
Mooney Rivlin Materials der eigengravitierenden Erde mit PREM Daten.

Hierauf werden die partielle Integration und der GAUsSssche Integralsatz ange-
wendet. Man gelangt zu einer Form die implementiert werden kann:

/T-~(6u®VE)dV— t~6udA:/pf-6udV. (3.9)
\%4 \4

ov

Dabei wird die Annahme getroffen, dass die Spannungen T stetig sind, sonst
ware der GAUSSsche Integralsatz nicht anwendbar. Um den dadurch verursachten
Fehler aufzudecken, werden die finiten Elemente genauer untersucht. Bei der
Erstellung eines Finite-Elemente-Netzes wird das Gebiet V' in eine endliche
Anzahl N einzelner Zellen V, unterteilt:

N
V= V.
e=1

Der Index e steht als Laufindex iiber allen Elementen und ist deshalb als Variable
gekennzeichnet. Zudem beschreibt er, dass es sich um einzelne Elementvolumen
handelt.

Wenn wir nun eine numerische Simulation mit der Finite-Elemente-Methode
durchfithren, dann werden intern die Integrale aus Gl. (3.8) zunéchst fiir jedes
Element V. gebildet und anschlieffend aufsummiert:

/ (T-Vg)-dudV = 2/ pf - dudV .

Kapitel 3. Hyperelastische Analyse
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Der Spannungsterm wird partiell integriert:

N N
—Z/ (T-VE)-éudV:—Z/ (T-5u) VEdV+Z/ T-(u®Vg)dV .

Auf das erste Integral der rechten Seite wird der GAuSssche Integralsatz ange-
wendet. Dies ist moglich, denn es wird iiber das Elementvolumen integriert. In
diesem sind alle Funktionen mindestens stetig:

/ (T - du) - VgdV = Z (T -n) dudA .
e aVe

Damit lautet die schwache Form der Impulsbilanz:

Z T--(du- Vg)dV — 255

Ve

(T-n) SudAd = Z/ pf - dudV .

Durch die Unstetigkeit der PREM-Daten an den Schichtgrenzen sind die Funktio-
nen T'(x,t), p(x,t) und f(x,t) im gesamten Gebiet V' unstetig. Man geht davon
aus, dass die Funktionen an jeder Elementgrenze unstetig sein konnen. Durch die
Implementierung von linearen LAGRANGE-Finite-Elementen ist eine Unstetigkeit
innerhalb der Elemente ausgeschlossen.

Die Volumenintegrale sind unproblematisch:

/T (du-Vg)dV — Z
|4

Das Integral {iber die Elementoberflichen soll an dieser Stelle genauer betrachtet
werden. In Abb. 3.16 ist dazu eine exemplarische Triangulation des Gebiets V'
dargestellt und daraus zwei benachbarte Elemente V; und V;41 herausgegriffen.
Die Summe {iber die Elementoberflichen fiir diese zwei Elemente ausgeschrieben

(T-n)-dudA = /pf dudV .
BVe

lautet nun:
(T-n)-dudA
—1J0Ve
:-~~—|—§1§ (Ti n,) SuZdA—i—% (Tz‘+1 ‘ni-i-l) -6ui+1dA+...
oV; OVit1

:..-+}I§ (Ti‘ni)'éuidA+/(Ti‘ni)‘éuidA+
avi\A As

+ / (Ti—i-l . ni—i—l) . 6ui+1 dA + / (Tz’—i-l . ’ni+1) : 6ui+1 dA + ...
8VZ+1\A As

Mehrschalenmodell der Erde nach MOONEY-RIVLIN
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OVi\ Ag

Vist

6W+1\As

V ov

Abb. 3.16.: Exemplarisches Netz aus finiten Elementen mit zwei herausge-
griffenen benachbarten Zellen V; und V;y; und deren gemeinsamer Grenzfla-
che As.

Die Testfunktion ist ebenfalls eine LAGRANGE-Funktion erster Ordnung. Damit ist
du an der Grenzflache Ag stetig und die Normalenvektoren sind entgegengesetzt
gerichtet:

5Ui|As = 6ui+1’As ) "i|As == ni+1|As :

Dadurch lassen sich die Integrale iiber die gemeinsame Flache Ag durch einen
Sprungterm zusammenfassen:

N
Z;év(T%)@udA:er/ ([T] - i) - Su; dA+ ... .

s

Bei innen liegenden Elementen ist stets ein Sprungterm zu beriicksichtigen. Bei
den am Rand liegenden Elementen gibt es keinen benachbarten Partner, sodass
folgende Integrale stehen bleiben:

N
Z% (T -n) dudA = t-6udA+/ ([T] - m) - dudA ,
— BVe ov Aint

N
mit Ay = (] OVe\OV .

e=1

Wenn die schwache Form der statischen Impulsbilanz nochmal angesehen wird,
dann miisste statt Gl. (3.9) eigentlich geschrieben werden:

/T--(éu@VE)dV—§£ t-SudA
|4 oV

—/ ([[T]]~n)‘6udA:/pf~6udV.
Ajnt v
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Physikalisch folgt aus den Sprungbilanzen gerade, dass der Sprung der Spannun-
gen in Normalenrichtung verschwinden muss:

[T] nl,  =0.

Damit ist es physikalisch gesehen richtig, das Integral iiber A,z wegzulassen.
Numerisch bedeutet dies, dass diese Bedingung allerdings nur schwach erfiillt
wird, indem Sie zusammen mit den anderen Termen in der variationellen Form
minimiert wird, dhnlich einer NEUMANN-Randbedingung. Dies kénnte den kleinen
Sprung in Abb. 3.15 an der Grenzschicht zwischen innerem und duflerem Erdkern
erklaren.

Mehrschalenmodell der Erde nach MOONEY-RIVLIN
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4. Zusammenfassung und Ausblick

4.1. Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit den elastischen Deformationen der Erde
aufgrund ihrer Eigengravitation. Dabei wurde zunéchst eine erste Schitzung
vorgestellt, bei der die Deformationen einer homogenen Eisenkugel analytisch
berechnet wurden. Es wurde das Preliminary Reference Earth Model erértert und
eine Homogenisierung der Materialparameter entwickelt. Darauthin wurde die
finite Deformationstheorie auf die Erde angewendet und dadurch Verschiebun-
gen, Spannungen und Dehnungen fiir ein physikalisch lineares und physikalisch
nicht-lineares Materialmodell bestimmt.

Abb. 4.1 zeigt die radialen Verschiebungen fiir die drei untersuchten Erdmo-

1072
[ T T T
0l —— MOONEY-RIVLIN
—— CAUCHY-ALMANSI
o HOOKE
—9 | i
~
S
4] i
_6 | | | | | |

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Abb. 4.1.: Vergleich der normierten radialen Verschiebungen fiir die analy-
tische Losung mit HOOKE, und die FEM-Simulation mit CAUCHY-ALMANSI
und MOONEY-RIVLIN mit PREM-Materialdaten.
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delle. Das HooKEsche Modell weist die grofiten Verschiebungen auf und das
physikalisch lineare Modell nach CAUCHY-ALMANSI die kleinsten. Das Moo-
NEY-RIVLIN-Modell liegt dazwischen. Die Verlaufe sind bei beiden hyperelasti-
schen Gesetzen sehr dhnlich. Das wird durch die zugrunde liegende PREM-Daten
begriindet. Es ist ein deutlicher Knick am Ubergang von Erdkern zum Erdmantel
zu erkennen. Es ist die Stelle, an der die Materialparameter den gréfiten Sprung
aufweisen. Beim geometrisch linearen Modell nach HOOKE wurden effektive
elastische Parameter verwendet.

Die Verschiebungen sind im gesamten Bereich negativ und haben ein lokales
Minimum. Das lokale Minimum befindet beim LOVE-Radius:

fLove,MR ~ O>826 ; fLove,CA ~ 07845 ) fLove,H ~ Oa8 .

An dieser Stelle betragen die Verschiebungen 4 % bis 5,5 %. Das ergibt eine
Abweichung von 30 % relativ zum kleinsten Wert.

Abb. 4.2 zeigt die radialen CAUCHY-Spannungen fiir die drei untersuchten

I I I
O - -
—0,2 | |
&
IS
—0,4 |- |
—— MOONEY-RIVLIN
—0,6 |- —— CAUCHY-ALMANSI
— HooOKE
L L L L L L

0 02 04 06 08 1

Abb. 4.2.: Vergleich der normierten radialen Spannungen fiir die analytische
Losung mit Hooke, und die FEM-Simulation mit CAUCHY-ALMANSI und
MOONEY-RIVLIN mit PREM-Materialdaten.

Modelle. Die Spannungen sind im gesamten Definitionsbereich negativ, d.h.
kompressiv. Sie verschwinden am dufleren Rand 7 = 1. Somit wird die gesetzte
NEUMANN-Randbedingung erfiillt. Alle drei Modelle haben im Bereich des Erd-
mantels 7 > 0,55 sehr dhnliche Verldaufe. Das liegt an den kleinen Dehnungen

Kapitel 4. Zusammenfassung und Ausblick
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in diesem Bereich. Die Materialgesetze sind so konstruiert, dass sie bei kleinen
Dehnungen gegen das HoOOKEsche Materialgesetz konvergieren.

Im Erdkern gibt es deutliche Unterschiede. Der grofite Wert im Erdinneren ent-
steht beim MOONEY-RIVLIN-Materialmodell. Hier ist 7}, (7 = 0) ~ 330 GPa. Das
korrespondiert gut mit den Ergebnissen in Anzellini u. a., 2013. Bei CAUCHY-AL-
MANSI ergibt sich eine radiale Spannung von 320 GPa. Der kleinste Wert ergibt
sich bei dem HOOKEschen Modell mit 160 GPa. Das entspricht einem relativen
Unterschied von 100 % bis 106 % zwischen der Theorie kleiner Dehnungen und
der finiten Deformationstheorie.

Wenn die Umfangsspannungen hinzugezogen werden um den hydrostatischen
Druck zu bestimmen, dann ergibt sich fiir die MOONEY-RIVLIN-Simulation:

1
p= —gsp (T) = pur ~ 550GPa .

Fiir das CAUCHY-ALMANSI-Materialmodell ist der hydrostatische Druck pca
durch die Gleichheit der Radial- und Umfangsspannungen im Erdinneren bereits
mit 320 GPa gegeben.

Zusammenfassend ldsst sich festhalten, dass die Ergebnisse konsistent sind. Trotz
unterschiedlicher Annahmen, z.B. homogene vs. heterogene elastische Materi-
aldaten, korrelieren die Ergebnisse an Stellen mit kleinen Deformationen im
Erdmantel. Im Erdkern hingegen ist eine Berechnung mit der finiten Deformati-
onstheorie obligatorisch.

4.2. Beitrag zur Forschungsgemeinschaft

Die vorliegende Arbeit enthélt sowohl bereits veroffentlichte Ergebnisse (siehe
Miiller und Lofink, 2014; Lofink und Miiller, 2015), als auch neue. Die neuen
Ergebnisse sind in den folgenden Punkten zusammengefasst:

o Bestimmung effektiver elastischer Konstanten fiir die Erde mit dem Homo-
genisierungsverfahren von KACHANOV und SEVOSTIANOV.

o Herleitung des Prinzips der virtuellen Arbeit in aktueller Platzierung fir
quasi-statische radial-symmetrische Problemstellungen in Kugelkoordinaten
und Reduktion der resultierenden variationellen Form auf eine skalare
Gleichung.

o Entwicklung und Implementierung einer Iterationsprozedur um die Ste-
tigkeit der radialen Verschiebungen und Spannungen bei finiten LAGRAN-
GE-Elementen sicher zu stellen.

¢ Bestimmung der finiten Deformationen einer eigengravitierenden Kugel
mit radiusabhingigen PREM-Materialparametern mit einem physikalisch

Beitrag zur Forschungsgemeinschaft
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linearen, geometrisch nicht-linearen Konstitutivgesetz in der aktuellen
Platzierung.

¢ Bestimmung der finiten Deformationen einer eigengravitierenden Kugel
mit radiusabhangigen PREM-Materialparametern mit einem physikalisch
nicht-linearen, hyperelastischen MOONEY-RIVLIN-Konstitutivgesetz in der
aktuellen Platzierung.

e Beitrag zur Diskussion iiber die Notwendigkeit einer geometrisch nicht-li-
nearen Beschreibung der Erddeformationen. Die Ergebnisse zeigen, dass
bei allen vorgestellten Modellen die Deformationen den Rahmen der geo-
metrisch linearen Theorie iibersteigen.

4.3. Ausblick

Die vorliegenden Arbeit liefert einen Beitrag zu einem Thema, das bereits von
KEeLvIN, RAYLEIGH, LOVE und JEANS im spaten 19. Jahrhundert diskutiert
wurde. Sie soll zeigen, dass das Thema nach wie vor interessante Fragestellungen
liefert. Mogliche weitere Forschungsarbeiten sind:

o Beriicksichtigung der Anisotropie der elastischen Eigenschaften. In Dzie-
wonski und Anderson, 1987 werden transversal-isotrope Daten fiir die
Erde angegeben. Damit lésst sich eine weitere Prézisierung des Erdmodells
bestimmen, indem die Anisotropie der elastischen Eigenschaften in den
Materialfunktionen berticksichtigt wird.

e Die Erweiterung des Modells auf visko-elastische Deformation ist inter-
essant, da der duflere Kern der Erde in einem fluid-artigen Zustand ist.
Es stellt sich die Frage nach der Grélenordnung von visko-elastische De-
formationen und ob sie mit den elastischen Deformationen vergleichbar
sind.

Kapitel 4. Zusammenfassung und Ausblick
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A. Koordinatensysteme

An dieser Stelle werden die in dieser Arbeit verwendeten Koordinatensystem
rekapituliert. Es werden die kartesischen Koordinaten und Kugelkoordinaten
vorgestellt. Neben der verwendeten Notation, werden wichtige Transformations-
formeln gezeigt.

A.1. Kartesische Koordinaten

Die kartesische Basis wird durch drei orthonormale Einheitsvektoren und ent-
sprechende Koordinaten definiert: Allgemein lasst sich jeder Vektor im Raum

Y,
P
e I
YA |
I
|
x 1
|
I
I
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O/~ P x
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N I
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Abb. A.1.: Kartesische Basis und Koordinaten.

schreiben als Linearkombination aus Koordinaten und Basisvektoren. Bei karte-
sischen Koordinaten sind die Basisvektoren Einheitsvektoren und die ko- und
kontravarianten Basen sind identisch:

x=2'g;, =29 =uze; =xe,+ye,+ ze, .
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Die Metrik und die CHRISTOFFEL-Symbole sind trivial und werden hier fiir einen
sinnvollen Vergleich zu den Kugelkoordinaten angegeben:

o = O

1 0
Gij=9;-9;=G"=g""¢'=10 1 0, Ty=T7p=0.
0 1

Der Nabla-Operator ist gegeben durch:

_ _0(e) 9 (e) 9 (o)
0zt % Ox €t oy vt Oy €y -

Das differentielle Volumenelement ist das Produkt aus den drei infinitesimalen
Léngenelementen :

dV = dxdydz .

A.2. Kugelkoordinaten

Bei der Beschreibung der Deformation von Himmelskérpern sind Kugelkoordina-
ten angepasster im Vergleich zu kartesischen Koordinaten. Dadurch lassen sich
Ergebnisse kompakter darstellen. Kugelkoordinaten sind im Gegensatz zu den
kartesischen Koordinaten ortsabhéngig (siehe Abb. A.2). Die Transformation

z
er
P
etz T G
. 19 deo Ly
O 4

Abb. A.2.: Kugelkoordinaten mit lokaler Basis {e,, ey, e,}.

zwischen kartesischen Koordinaten {x,y, z} und Kugelkoordinaten {r, 9, p} ist:

1

z=x' =rsindcosp = 2!

sin 22 cos 23 ,

y =22 = rsindsinp = 2! sin 2% sin 23 |

2= =rcost = 2" cos 22 .
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Aus dieser Definition lassen sich kovariante Basisvektoren (Tangentenvektoren):

g1 = g, = e, = sin v cos pe, + sinJ sin pe, + cos Ve, ,
go = gy = ey = 1 (cos ¥ cos pe, + cos ¥sin pe, — sinde,) ,

gs =g, = rsinde, = rsind (—sin pe, + cos pe, + Oe;) ,

und kontravariante Basisvektoren (Gradientenvektoren):

gd'=g"=g.=e,
1 1
2 _ ﬁ:— = —
g'=9"=59y= ey,
g’ =g° : .

:7‘ g :7‘ é .
r2sin297%  rsing ?

ableiten. Die Metrik dieser orthogonalen Basis ist gegeben durch:

1 0 0 oo 0

Gz‘j = |0 7'2 0 , GY = |0 TLQ 0
0 0 r2sin?¥ 0 0 ==y

< s1In

Fiir Ableitung der Basisvektoren g; sind die CHRISTOFFEL-Koeffizienten zustan-
dig. Die meisten der 27 Komponenten dieser Matrix sind Null. Die einzigen von
Null verschiedenen Komponenten sind:

Toly = —r,

F233 = F332 = cot ¥ 5
Fg 3 = —rsin® ¢ y
3?5 = —sindcosd .

Die einzigen von Null verschiedenen CHRISTOFFEL-Symbole I';;;, sind :

oo =T901 = —I'g10 =71
I35 = I'331 = —I'313 = rsin? ¥
Io33 = I'330 = —I'303 = r2sin ) cos ¥

Kugelkoordinaten
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Die partiellen Ableitung der Basisvektoren sind wie folgt gegeben:

der Oer Oer.
) or oY o
g; Orey Orey Orey
Pl ar a9 J
0z Orsinde, Orsinde, Or sir;pﬁew
L or o o
0 ey sin? e,
= ey —re, rcosv e, ,
sine, rcosve, -—r sin® ¥ e, — rsind cosV ey
De,; 0 ey sin e,
0k = 0 —e, cosv e,
z .
0 0 —sinve,—cosdey

Das differentielle Volumenelement ist in Kugelkoordinaten gegeben durch:

dV = r?sind drdd de .

Kapitel A. Koordinatensysteme
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B. Kinematik

In diesem Kapitel werden Gréflen zu Beschreibung der Deformation der Erde
erortert. Zunichst wird der Deformationsgradient F' eingefiihrt. Anschlielend
werden andere Dehnungsmafle gezeigt und Transformationen zwischen aktueller
und Bezugsplatzierung beleuchtet.

B.1. EULER- und LAGRANGE-Darstellung

In der Kontinuumstheorie gibt es zwei grundséatzliche Beschreibungsweisen:
EULER- und LAGRANGE-Darstellung. Die EULER-Darstellung betrachtet einen
rdumlichen Punkt oder eine Feldgrofie an einem festen raumlichen Punkt. Wenn
sich die Materie bewegt, dndert sich die Position der materiellen Punkte. Der
rdumliche Punkt bleibt davon unberiihrt. Die EULER-Darstellung eignet sich
dafiir materieunabhéngige Gréflen zu beschreiben, z.B. wenn die Temperatur
mit einem Thermometer an einer Position bestimmt wird. Es wird die Feldgréfe
Temperatur an einer festen Raumposition ermittelt. Einzelne Partikel strémen
an der Messspitze vorbei, sodass zu jedem Zeitpunkt ein anderes Teilchen die
Messspitze beriihrt:

¢E = ¢E (z,1) .

Bei der LAGRANGE-Darstellung interessiert man sich fiir das Verhalten eines
bestimmten Partikels. Zu verschiedenen Zeitpunkten wird das Messinstrument
mitgefiihrt und man misst eine Feldgrofle stets fiir das gleiche Partikel. Ein
Dehnmessstreifen wird z.B. auf einen anfénglich unverformten Ausleger geklebt.
Sobald verschiedene Gewichte oder Belastungen den Ausleger verformen, bewegt
sich der Messstreifen mit dem Ausleger mit und zeichnet die Dehnung z.B. fiir
ein und dasselbe Partikel auf:

¢ = oL (,1) .

Beide Darstellungen sind iiber die Bewegungsbeziehungen ineinander iiberfithrbar
und werden als dquivalent und gleichberechtigt behandelt. Die aktuelle Position
eines Partikels « ldsst sich durch eine bijektive Funktion darstellen:

x=x(zt) , z=x"'(x,1) .
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Die Funktion x wird Bewegung genannt. Der Unterschied zwischen den bei-
den Darstellungen wird relevant, wenn zeitliche Anderungen von Feldgréfien
untersucht werden. Dabei treten verschiedene zeitliche Ableitungen auf. Die ma-
terielle Ableitung beschreibt die Anderung einer Feldgréfie ¢, wenn ein konkretes
Teilchen festgehalten wird:

do _ a6

dt = ot

_ 991

x=const. ot

_ 99m +(¢>E®VE)'6ilc

T=const. ot x=const. ot x=const.

(B.1)

Der letzte Term beschreibt die materielle Geschwindigkeit:

o=
ot

_dx(z,1)

Y oAt

x=const.

Die beiden letzten Bestandteile in Gl. (B.1) werden als lokale und konvektive
Ableitung bezeichnet. Der lokale Teil beschreibt die Anderung der FeldgroBe
am gleichen Raumpunkt. Der konvektive Anteil eine Anderung aufgrund einer
Materialbewegung dar.

B.2. Deformationsgradient und verschiedene
Dehnungsmalle

Bei der Untersuchung von finiten Deformationen miissen die aktuelle Platzierung
und die Bezugsplatzierung gesondert betrachtet werden. Fir die Transformation
zwischen den Platzierungen spielt der Deformationsgradient eine zentrale Rolle:

; N 0zt B
F:Fngi®gJ:ﬁgi®gj, F e Invt .

Dabei bezeichnen z* und z” jeweils Koordinaten der Ortsvektoren in der aktuellen
und der Bezugsplatzierung. Ebenso bezieht sich g, auf den kovarianten Basisvek-
tor in der aktuellen Platzierung und g7 auf den kontravarianten Basisvektor in
der Bezugsplatzierung. Der Deformationsgradient wird so genannt, weil er der
materielle Gradient der Bewegung x ist:

7 0 —J
FZX@VL:(ZQZ')QQ(WQ):

Die Wirkung des Deformationsgradienten lésst sich anhand der Abb. B.1 veran-
schaulichen. Als Vermittler zwischen Bezugsplatzierung und aktueller Platzierung
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Fcof
\ 7 Ve S
= dA L2 aa
(7 av det F 8 dv
\_/
ar,

Abb. B.1.: Deformationsgradient als Vermittler zwischen Bezugsplatzierung
und aktueller Platzierung.

transformiert er das infinitesimale Linien-, Flichen- und Volumenelement:

de =F-dz, ndA=F“.ndd, dv =JdV, (B2)
mit Ff' = JF~T | J=det(F) . ‘
Bereits in diesen Formeln tauchen Inverse und Transponierte des Deformationsgra-
dienten auf. Da F' ein Zwei-Bein-Tensor ist, ist die Darstellung der verschiedenen
Formen des Tensors nicht immer evident:

0z ozN

_ ozN
82Jg ®gl I F 1 8 m

am

F' = ——gn®g" F~ T =

9" gy -

Durch die polare Zerlegung wird der Deformationsgradient F' in einen orthogo-
nalen Drehtensor R und einen Streckungstensor U aufgespalten:

F=R-U mit R € Orth,U € Psym .
Die polare Zerlegung funktioniert auch andersherum:
F=V R mit R € Orth,V € Psym .

Daher werden V' linker Strecktensor und U rechter Strecktensor genannt.

Der Deformationsgradient F' eignet sich nur bedingt dazu die Deformation eines
Korpers zu messen, da er zum Teil reine Starrkérperrotation enthélt. Wiirde man
das HOOKEsches Gesetz zugrunde legen, das eine lineare Beziehung zwischen den
Spannungen und den Dehnungen konstituiert, dann wiirden Starrkérperrotation
Spannungen im Korper induzieren. Das ist unphysikalisch und begriindet die
Notwendigkeit anderer Deformationsmafle.

Deformationsgradient und verschiedene Dehnungsmafe
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Durch den Vergleich der Lange eines infinitesimalen Linienelementes (genauer
dessen Quadrat) in aktuelle Platzierung (AP) und Bezugsplatzierung (BP):
| dee||* — ||dz|? = dz - dx — dz - dz = (F - dz) - (F - dz) — dz - dz
=dz-(F'-F.-dz)—dz-(I-dz)=dz-(C-1I)- dz,
zeigt sich der rechte CAUCHY-GREEN-Tensor C. Dieser wird auch als Metrik-
tensor der Deformation bezeichnet. Die Differenz aus CAUCHY-GREEN-Tensor
und Einheitstensor gibt die Anderung der Betragsquadrate wieder. Wenn die

Anderung auf beide Platzierungen gleichverteilt wird, fithrt das auf die Definition
des GREEN-LAGRANGE-Dehnungstensors:

E:%(C’fI):%<UTeRT'R-U7I>:%(U2—1> .

In der letzten Gleichung ist zu sehen, dass reine Drehungen im CAUCHY-
GREEN-Tensor und GREEN-LAGRANGE-Tensor nicht relevant sind.

Wenn man dieselbe Differenz, bezogen auf die aktuellen Linienelemente betrachtet,
dann entsteht der linke CAUCHY-GREEN-Tensor B =F - F:

dz - dz — dz - dez = dz- dz — (F' - dz)- (F'- dz)
—de-I-de—de-(FT-F Y. de=de- (I-B'). de

Analog zum GREEN-LAGRANGE-Dehnungstensor existiert ein rdumliches Gegen-
stiick in Form des EULER-ALMANSI-Dehnungstensors:

1
B = (I - B Y.

In der geometrisch linearen Theorie wird ausschliellich der linearisierte Deh-
nungstensor verwendet. In diesem Zusammenhang hat der Verschiebungsgradient
H = u ® Vi, eine zentrale Rolle:

F=x®Vy=(x+u)eVL=1+H,

In dieser Theorie ist der Betrag € der Deformation sehr klein:
e:=|H|=VvVH-H <1.

Groflen werden in der geometrisch linearen Theorie als anndhernd gleich gesehen,
wenn sie sich nur in Termen der Ordnung O(e?) unterscheiden:

E:1((I+HT)-(I+H)—I):1(H+HT+HT-H)
: 2 (B.3)
=S(H+H")+0() ~ E™.

Kapitel B. Kinematik
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Analog ldsst sich zeigen, dass fiir kleine Verformungen der EULER-ALMAN-
si-Dehnungstensor annihernd gleich dem linearisierten Dehnungstensor E'™
ist.

B.3. Hauptachsen- bzw. Spektraldarstellung

Der CAUCHY-GREEN-Tensor ist symmetrisch:
C'=F"-F)'=F".F=C = Cc¢cSym,

und positiv definit, denn es gilt fiir einen beliebigen Vektor a # 0:
a-(C-a)=a-(F' -F-a)=(F-a) - (F-a)=|F-a]*>0.

Die Gleichheit ist ausgeschlossen, da F' € Invt. Damit ist C € Psym, und es
lassen sich die Eigenwerte )\ic und normierten Eigenvektoren n,; stets ermitteln:

3
C=> MNnon;.
i=1
Der rechte CAUCHY-GREEN-Tensor entspricht dem Quadrat des rechten Streck-
tensor U. Damit sind die Eigenwerte des rechten Strecktensor durch die Wurzel

gegeben. Da C' positiv definit ist, sind alle Eigenwerte positiv und die Wurzel
reell:

3

i=1

Der Rotationstensor lasst sich dann durch die Inverse des rechten Strecktensors
ermitteln:
5.1
R=F.U! mit U! :thi@@m .
=1

Analog dazu lasst sich auch der linke Strecktensor identifizieren, indem man
zunachst den linken CAUCHY-GREEN-Tensor B berechnet und danach die Ei-
genwerte und Eigenvektoren ermittelt:

3
B=F-F' mit B=) An;®n,. (B.4)
=1

Hauptachsen- bzw. Spektraldarstellung



Daraus folgt die Spektraldarstellung des linken Strecktensors:

3
V:Z\/)\Fnz@)nz .
i=1

Durch die beiden Strecktensoren lisst sich ein Zusammenhang zwischen C und
B herstellen:

B=F.F' ' =(R-U)- (UT~RT):R-U2-RT

B.5
:Z:)\%(R-ﬁZ ®(R-ny) Z)\ n;, Qn,; . (B:5)

Der Drehtensor lésst den Betrag eines Vektors unverédndert:
IR-7:)* = (R-7)- (R-7;) =7 - (RT - R-7y) =7y - 1y = ||

Wenn alle Eigenwerte von U verschieden sind, dann ist die Spektraldarstellung
eindeutig. Aus dem Vergleich von Gleichungen (B.4) und (B.5) resultiert die
Gleichheit der Eigenwerte von B und C. Der Unterschied ist die gedrehte Basis:

3
B=) XNn;®n; = Z)\QRnl (R-n;) =R=C .
=1

Das Attribut materiell oder rdumlich wird ersichtlich, wenn man die Komponen-

tendarstellung von C':

C=(F,g'®g) (FFrg,®g")=F';F"L(g; 9,)3" ® g~

=F'; Gy FF g’ @ g"
und B betrachtet:
B=(F'rg,0g") (Fl 9" ©g,)=F F"L@" §)gr ® 9
=F;G"FrrLg,®g; .
Unabhéngig davon, ob rein kovariant oder kontravariant formuliert wird, sind

beide ,,Fiie“ der Basisdyade bei C' in der BP und bei B in der AP. Das gleiche
gilt fiir den materiellen Tensor E und den rdumlichen Tensor E?®.

Mit den Eigenwerten A\? und den Eigenvektoren n; lisst sich eine eindeutige
Projektordarstellung im Hauptachsensystem formulieren:

3
C=> Nnon; = ZA2 mit Py =n;®n;
i=1

Kapitel B. Kinematik
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beziehungsweise fiir den linken CAUCHY-GREEN-Strecktensor:
3
B=) X\P; mit Pi=n;®mn;.
i=1

Die unterstrichenen Indizes bei der Definition der Projektoren bedeuten, dass hier
keine Summenkonvention angewendet wird. Eigenprojektoren haben folgende
Eigenschaften:

Pl' : Pl = Pl idempotent,

P;-P; =0 orthogonal,

3
> P;=1I vollstindig .
=1

Fir den Fall, dass es mehrfache Eigenwerte gibt, ldsst sich eine eindeutige
Spektraldarstellung durch ein Projektorsystem herstellen. Bei einem doppelten
Eigenwert A1, Ao = A3 existiert ein eindeutiger normierter Eigenvektor n; zum
ersten Eigenwert. Aus diesem wird der erste Eigenprojektor definiert:
Pi=n1®mn; mit P1-P1:(n1-n1)n1®n1:P1.
=1

Damit ist P; idempotent. Der Eigenvektor P; projiziert jeden Vektor senkrecht
in n;-Richtung (Abb. B.2):

Pl-a:(nl-a)nl, P1-a||n1.

Der zweite Eigenprojektor wird definiert durch Subtraktion vom Einheitstensor:

Abb. B.2.: Projektion eines beliebigen Vektors a durch den Eigenprojektor
P, in n;—Richtung.

Py=1-P,
mit P2’P2:(I_Pl)‘(I—Pl):I_Pl_P1+Pl:P2'

Hauptachsen- bzw. Spektraldarstellung
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Die so definierten Eigenprojektoren stehen senkrecht aufeinander und bilden ein
vollstdndiges System:

2
P, -P;,=P,-(I-P))=P,—-P;=0 und I=) P;.
=1

Mit den Eigenprojektoren ldsst sich auch eine eindeutige Spektraldarstellung bei
Vorhandensein von mehrfachen Eigenwerten konstruieren:

3 .
U= AP "™ X\ Py + P .
i=1

Fiir den Fall, dass alle Figenwerte gleich sind A\; = Ay = A3, existiert nur noch
ein Projektor, ndmlich der Einheitstensor I.

Mit den bekannten Eigenwerten eines symmetrischen Tensors lassen sich deren
Invarianten berechnen:

Ig=XM-—+X+A3, Hy=M I+ X3+ A3\, Iy =XAAA3.

Die erste und dritte Invariante entsprechen der Spur und der Determinante
eines Tensors. Das ist eindeutig, da ein Tensor in Hauptachsendarstellung nur
noch Diagonaleintrdge hat. Die zweite Invariante ldsst sich alternative mit dem
Kofaktor berechnen:

1 1 1
Iy =Sp (U™ =Sp (det (U)U™T) = MA2 ( — ) :
U p( ) p(e() ) 123/\1+)\2+)\3
Vor allem in der Hyperelastizitat beschreiben die drei Invarianten des rechten
CAUCHY-GREEN-Tensors C anschaulich die jeweilige lokale Deformation der
Linien-, Fldchen- und Volumenelemente (siche Kap. 3.3).

Ableitung der Hauptinvarianten

In der Hyperelastizitat werden vielfach Energiefunktionen nach Tensoren abgelei-
tet. Da Energiefunktionen als Materialfunktionen dem Prinzip der Materialtheorie
unterliegen, sind sie in der Regel als Funktionen der Hauptinvarianten eines Ten-
sors gegeben. Deshalb sind Ableitungen der Hauptinvarianten nach den Tensoren
oft niitzlich:

dla

ZA_g
dA
A _ - A
dA A
Alll 4 ; -
— A — 11, AT .
dA A

Kapitel B. Kinematik



Die eigengravitierende Erde xiii

B.4. EukLiDische Transformation

Die EukLiDische Transformation ermdglicht den Ubergang in ein mitbewegtes
System. Sie beschreibt aber auch einen Beobachterwechsel. Wir gehen von
zwei Beobachtern A und B aus. Beobachter A sieht den Punkt P bezogen auf
seinen Ursprung O. Beobachter B sieht den gleichen Punkt, jedoch in seinem
eigenen Raum mit Ursprung Q*. Der Ursprung des Beobachters A erscheint fiir
Beobachter B als Punkt O* und ebenso Punkt P* (siche Abb. B.3). Der Abstand

P
T
O
(a) Beobachter A (b) Beobachter B

Abb. B.3.: Beobachterwechsel im Sinne der EUKLIDischen Transformation.
zwischen den Punkten O und P ist identisch zu dem von O* und P*:

—

[o7] = o "

Wenn die Betrige der Vektoren gleich sind, kénnen sie sich nur noch um eine
reine Rotation Q* € Orth™ unterscheiden. Der Ursprung von Beobachter A wird
vom Beobachter B durch den Ortsvektor b* wahrgenommen.

Damit ergibt sich die EUKLIDische Transformation fiir den Beobachter-
wechsel des Ortsvektors:

T=Q" -x+b".
Die Riicktransformation ist durch die Orthogonalitédtsbedingung Q@ =1
gegeben:
z=Q" "  (z"-b").

Nun wird die Geschwindigkeit eines materiellen Teilchens untersucht. Die Refe-
renzplatzierung wird invariant gegeniiber einem Beobachterwechsel angenommen.
Damit ist die aktuelle Position x eines materiellen Punktes & durch die Bewegung

EukvLiDische Transformation
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x(Z,t) gegeben:
2= x@ 1), 2 =X @) = Q) x(@ 1)+ b(t)

In beiden Funktionen x und x* sind die Argumente Z und t. Das bedeutet, dass
beide Beobachter sich auf eine und dieselbe Bezugsplatzierung geeinigt haben.

Die materielle Geschwindigkeit eines Partikels wird durch die partielle zeitliche
Ableitung bestimmt, wobei der materielle Punkt festgehalten wird:

ox(z,t)

= — (@) = X (B.6)

x=Lkonst. dt

Beobachter B sieht hingegen:

. X (=)
v ot r=konst.
= Q" ()" x(&, 1) + Q*(1) - x(&,1)" + b*(¢)*
:Q*.'Q*T’($*—b*)+Q*'U+b*. )

Der Tensor £2* = Q** - Q* " ist antimetrisch. Wenn man die Orthogonalitéitsbe-
dingung auf beiden Seiten ableitet, ergibt sich:
I° = (Q* . Q*T)o _ (Q*O . Q*T + Q* . Q*T’) -0
° T (B7>
= Q*' . Q*T — _Q* . Q*T — (Q*. . Q*T) .

Fiir einen antimetrischen Tensor 2. Stufe existiert stets ein axialer Vektor w, der
folgende Identitat erfiillt:

- r=wxax.
Damit lésst sich die Geschwindigkeit schreiben:
U*:Q*'(w*—b*)+Q*‘U+b*.
—wXx (x"=b")+ Q" -v+b"*.

Die Transformationsvorschrift der Geschwindigkeit entspricht damit nicht einer
reinen Drehung, d.h. Q* - v. Folglich ist die Geschwindigkeit kein raumlich
objektiver Vektor. Analog zur Geschwindigkeit ldsst sich die Beschleunigung
durch erneute zeitliche Ableitung berechnen:

a* — Q*. . (w* _b*) _ Q* . [Q* . (.'L'* _ b*)]+
+2027 (v =)+ Q" -a+ b .

Kapitel B. Kinematik
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Wie zuvor kann auch diese Transformation mit dem axialen Winkelgeschwindig-
keitsvektor w geschrieben werden:

a*=w* (" —b") —w X [wx (" = b")]+
2w X (V=) +Q*-a+ b .

Damit ist gezeigt, dass die Beschleunigung ebenso wenig ein objektiver Vektor
wie die Geschwindigkeit ist.

Die Objektivitdt wird in Kap. D verwendet, um die moglichen Einflussgréfien fiir
die Materialgleichungen einzugrenzen. In diesem Kontext werden Transformatio-
nen der Deformationsmafle unter einer EUKLIDischen Transformation bendtigt;
allen voran der Deformationsgradient. Beobachter B misst den Deformationsgra-
dienten in seinem Punktraum:

F*=x"© VL =(Qt) - x(,1) +b(t)) © VL = Q - F' .

Analog zum Deformationsgradienten kénnen Formeln fiir den CAUCHY-
GREEN-Tensor und den GREEN-LAGRANGE-Dehnungstensor abgeleitet werden:

C*=F"'" FF=F'.Q' Q- F=F' - F=C,

1 1

Man nennt diese beiden Tensoren aufgrund der beschriebenen Transformationsei-
genschaft auch materiell invariant, denn die Basisdyaden befinden sich komplett
in der Bezugsplatzierung E = Eg, ® g;- Wenn man Groflen ansieht, deren
Basisdyaden sich vollstdndig in der aktuellen Platzierung befinden, dann gilt
unter der EUKLIDischen Transformation:

B*=FF"'=Q-F-F'- Q' =Q«B,
Ea*:%(I*_B*—l):%(I_Q_Bfl'QT):
-1QQ QB Q=@ B -Q =Q+E".

Die beiden Mafle B und E? sind rdumlich objektiv, denn sie transformieren sich
durch eine Drehung mit Q.

Réaumliche Grofilen transformieren sich under der Wirkung der EuU-
KLIDischen Transformation durch eine Drehung mit @ und materielle
Grdéflen verbleiben invariant:

C*=C, Ef=E ud B"=Qx+xB, E*=QxFE".

EukvLiDische Transformation
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C. Physikalische Gesetze

In der Kontinuumsmechanik bzw. -thermodynamik operiert man auf der Konti-
nuumsskala. Dabei sind die einzelnen atomaren Teilchen nicht mehr zu erkennen.
Das Material wird als zusammenhédngendes Objekt betrachtet. Es besitzt be-
stimmte Eigenschaften, die das makroskopische Verhalten des Materials charak-
terisieren. Durch die Kontinuitat der Objekte kann deren Zustand durch Felder
beschrieben werden. Diese unterliegen bestimmtem axiomatischen Bilanzglei-
chungen, die in diesem Kapitel vorgestellt werden.

C.1. Mechanische Bilanzen in regularen Punkten

Eine Bilanzgleichung beschreibt die zeitliche Anderung einer extensiven Grofie ¥
und entsprechender Dichte 1. Die Anderung entsteht entweder durch einen
Oberflachenfluss oder durch eine volumetrische Produktion oder Zufuhr (Miiller,
2014, Kap. 3.3):

i‘jwdvz—;é‘ﬁ'”dAJr/[erz]dv' (C.1)

\%

Dabei wird ein materieller Kérper V' ohne Singularititen betrachtet. Die zeitliche
Ableitung auf der linken Seite ist eine materielle zeitliche Ableitung im Sinne
von Gl. (B.6), d.h. es wird der materielle Punkt mit Ortsvektor & fest gehalten.

Bei der finiten Deformation ist es oft notwendig, zwischen der Bezugsplatzierung
und der aktuellen Platzierung hin und her zu transformieren. Mit den Identi-
taten aus Gl. (B.2) lassen sich die Bilanzgleichungen in die Bezugsplatzierung
iiberfithren:

G [orar == fon ar T mads [ alsav.
v v v

Hierbei wurde zwischen der EULER- und der LAGRANGE-Darstellung differenziert:

Y =yp(z,t) =Yu(@?) .

In den Integranden finden sich die entsprechenden Dichten der BP wieder.
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Mit dem GAUSsschen Integralsatz folgt die allgemeine lokale Bilanz in der
BP:

dep = _ _
%:Qb’vL‘i‘pL"‘ZLv

mit @ZL:J?ﬁL, &L:¢L'FCOf, pL,=Jpr,, zL=Jz .

Die Bezugsplatzierung ist fest und damit sind die Integrationsgebiete V und oV
zeitlich konstant. Dadurch lasst sich die zeitliche Ableitung in das Integral ziehen
und auf den Integranden anwenden:

/Vd(lﬁf;‘]) dV:/ (dftLJerL J) av .

Dabei ist die zeitliche Ableitung der JACOBI-Determinante gegeben durch:

aJ  aJ

dJ _a9J oF
dt 0ot

_9J| OF
N ot |z

= JF ".F*=JI-(F*-F ') =JSp(L) .

Die Anderung der JACOBI-Determinante ist bestimmt durch die Determinante
selbst und den Geschwindigkeitsgradienten:
0?x (z,1) dF
L= Vg=v@Vy - Fl="22" p-l_-_— . p71
Ve Ve =ve L ot oz at
Die Verkniipfung des Geschwindigkeitsgradienten zum Deformationsgradienten
wird anhand der zeitlichen Anderung eines Linienelementes da hergeleitet:

dde _dF-dz _dF o @ pe ol e —L. do .
at &t at

Fiir die Spur des Geschwindigkeitsgradienten folgt:
Sp(L)=v-Vg=divo .

Die linke Seite der allgemeinen Bilanzgleichung lautet:

/v (?ZJ) v = /(d(;/;LJ+wLJ(U VE)) av .

Durch den Umweg tiber die Bezugsplatzierung konnte die zeitliche Ableitung in
das Integral gezogen und so die zeitliche Anderung des Integrationsvolumens V/
berticksichtigt werden. Beim Wechsel in die aktuelle Platzierung folgt:

/wEd /(dd’EwE( )) av . (C.2)

Kapitel C. Physikalische Gesetze
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Die materielle zeitliche Ableitung eines EULERschen Feldes hat einen lokalen
und einen konvektiven Anteil. Der konvektive Anteil kann mit dem hinteren
Terme in Gl (C.2) zusammengefasst werden. Wenn man darauf den GAUSSschen
Integralsatz anzuwenden, dann fithrt das zum REYNOLDS-Transporttheorem
(siehe Miiller, 2014, Kap. 3.4):

i/vwEdv:/V(%/’fﬂwEv)-vE) av

:/WEdVJr bpv - ndA .
v Ot oV

Die rechte Seite der allgemeinen Bilanz (C.1) bedarf einmaliger Anwendung des
GAUssschen Integralsatzes auf den Flussterm:

- ¢E~ndA+/(pE+zE)dV:—/ ¢E-VEdV+/(pE+zE)dV.
v v

ov \%4

Unter der Vorraussetzung, dass die globale Bilanz fiir jedes Untervolu-
men des materiellen Korpers gleichermaflen erfiillt sein muss, folgt die
allgemeine lokale Bilanz in der AP:

OYg

W—F(wE’U)‘VE:(bE'VE‘F(pE"FZE)-

Masse

Die Massenbilanz besagt, dass Materie weder erschaffen noch vernichtet werden
kann. Damit ist die Masse eine Erhaltungsgrofie, und es gilt fiir ein materielles
Volumen:

dm  d d
T _ S am=S [ pav=0.
at &andﬂpvo

In dieser Arbeit werden ausschliefilich materielle Systeme betrachtet. Dadurch
sind nur nicht-materielle Fliisse iiber die Berandung des Gebiets mdoglich. Offene
Systeme sind nicht Gegenstand der Untersuchung. Es kann keine Masse zur oder
von der Umgebung iiber die Berandung flieSen. Damit verschwinden der Fluss-,
der Produktion- und der Zufuhrterm in der globalen Massenbilanz und die lokale
Bilanz in der BP ist gegeben durch:

d _
T (pJ)=0 = prJ = konst. = pr, .

Mechanische Bilanzen in reguldren Punkten
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Hierbei ist pr, die Dichte in der Bezugsplatzierung. Das wird deutlich, wenn man
die Gesamtmasse in der Ausgangskonfiguration hinschreibt:

m:/ﬁLdV:/pdV:m.
1% v

In Zukunft wird auf den Index L verzichtet, beim Nabla-Operator bleibt der
Index erhalten.

Die lokale Massenbilanz in der aktuellen Platzierung lautet nach Anwendung
des REYNOLDsschen Transporttheorems:

dp B
E%—VE‘(p'v)—O.

Impuls

Die Impulsbilanz stellt das klassische 2. NEwWTONsche Gesetz fiir ein Kontinuum
dar. Es besagt, dass der Impuls eines materiellen Volumens nur durch einwirkende
Kréfte verdndert werden kann. Nach NEWTON und CAUCHY kénnen diese Kréfte
in Oberflaichen- und Volumenkréfte unterteilt werden. In globaler Form ist die
Bilanz gegeben durch:

d

— | vdm = tdA+/fdm.
dt m oV m

In Bertram, 2005, Kap. 3.4) wird tiber die Tetraederargumentation nach CAUCHY
gezeigt, dass der Spannungsvektor ¢ linear von der Fldchennormalen n abhidngen
muss. Zusammen mit der Massendichte p gilt:

d

— | pvdV = T-ndA—i—/pde.
dt Jv ov 1%

Hierbei findet man in der Literatur verschiedene Definitionen hinsichtlich der

linksseitigen bzw. rechtsseitigen Multiplikation. Da hier nur nicht polare Medien

betrachten werden, ist der Spannungstensor T' stets symmetrisch.

Analog zur Massenbilanz ldsst sich eine lokale oder punktuelle Formulierung
herleiten. Dabei wird ebenfalls das REYNOLDS-Transporttheorem sowie der
Gausssche Integralsatz verwendet (nachzulesen bei Miiller, 2011, Kap. 3.4).

Kapitel C. Physikalische Gesetze
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Die diskutierte Impulsbilanz ergibt:

dv
7. )
P Vi +pof

Diese Gleichung lautet in der Bezugsplatzierung:

ﬁZ’:P-vLerf, mit P=JT -F ' .

Dabei ist P der 1. ProLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor, welcher dem Nomi-
nalspannungstensor X &hnlich ist. Beide sind sogenannte Zwei-Bein-Tenso-
ren, derer ein Bein in der aktuellen und das andere in der Bezugsplatzierung
steht. Der Unterschied zwischen dem Nominalspannungstensor und dem 1. P10-
LA-KIRCHHOFF-Spannungstensor ist die Anordnung der Basis:

EZE[jé[(g)ej, P=PFPje ®e;.
Der Zusammenhang zum CAUCHY-Spannungstensor ist:
Y=JF ' T=P".

Da X und P nicht symmetrisch sind, ist es wichtig, auf welcher Seite der
Normalenvektor multipliziert wird. Es gilt fiir den Spannungsvektor in aktueller
und materieller Konfiguration:

tdA =tdA,
T -ndA=n-(T-JF)dA=n-XdA=P-ndA.

Mit der Nominalspannung kann die Impulsbilanz wie folgt geschrieben werden:

Fir nicht polare Medien fiihrt die Drehimpulsbilanz zur Symmetrie des
CAUCHY-Spannungstensors, d.h. T = T'. Wird diese Eigenschaft auf den
1. ProLa-KIRCHHOFF-Spannungstensor iibertragen, so folgt:

1

T:jP-FT = P.FT=F.PT.

C.2. Thermodynamische Bilanzen in reguldren Punkten

Bei der Energiebilanz unterscheidet man zwischen verschiedenen Bilanzen, da es
verschiedene Energien bzw. unterschiedliche Ausfiihrungsformen gibt. Erhaltend

Thermodynamische Bilanzen in regulidren Punkten
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ist nur die Gesamtenergie, welche sich additiv aus allen zu betrachtenden Energien
zusammensetzt. In der Kontinuumsmechanik bzw. -thermodynamik beschrankt
man sich auf die innere Energie E™ und die kinetische Energie EX". Die
Gesamtenergie kann durch mechanische Leistung oder Warme verdndert werden
(1. Hauptsatz der Thermodynamik):

d v?

= hall dVv =

U Vp<2+u> |4
yﬁ t-vdA—l—/pf-vdV— q-ndA—l—/prdV.
v v v v

Die lokale Form der Gesamtenergiebilanz lautet in der aktuellen Platzie-
rung:

d /1
G <2v-’v+U)=(’v-T)-VE+pf—q-VE+m"-

Analog dazu lautet die Gesamtbilanz in der Bezugsplatzierung;:
_0 /1 _ _ _
P JV v tu =@ -P)-V,+pf—q-VL+pr,
wobei der materielle Warmeflussvektor mit dem Kofaktor bestimmt wird:

(_]:(I'FCOf:Jq-F_T.

Die Bilanz der kinetischen Energie folgt aus der lokalen Impulsbilanz durch
skalares Heranmultiplizieren mit der Geschwindigkeit v und Integrieren iiber das
Gesamtvolumen:

d
/p“-vdvz/(T-vE)-vdv+/pf-vdv.
v dt v v

Um zur Bilanz der kinetischen Energie zu gelangen, werden die ersten beiden
Integrale modifiziert. Im ersten Integral lasst sich der Geschwindigkeitsterm
mithilfe der Produktregel zusammenfassen:

dt \2 2 \dt dt)  dt
Beim zweiten Integral wird ebenfalls die Produktregel angewendet, dieses Mal
jedoch auf das Produkt aus Spannungstensor T' und Geschwindigkeit v:

(T-Vg) - v=(T-v)-Vg—T-(v®Vg)=(T-v) - Vg—-T-L.

Kapitel C. Physikalische Gesetze
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Die zeitliche Ableitung lasst sich mit der Massenbilanz aus dem Integral ziehen,
und es folgt die Bilanz der kinetischen Energie:

d pdV+/T--LdV:¢ t-vdA+/pf-'vdV.
dt v oV v

Der zweite Term auf der linken Seite ist im Gegensatz zu den Termen auf der
rechten Seite nicht abschaltbar. Er beschreibt die innere Energieproduktion,
daher ist die kinetische Energie keine Erhaltungsgréfie. Dies gilt auch fiur die
Bilanz der inneren Energie. Sie resultiert aus der Subtraktion der kinetischen
Bilanz von der Gesamtenergiebilanz:

d
pudV /T LdV——yg q-ndA—i—/prdV.
dt av v

Die lokale Form der inneren Energiebilanz in der aktuellen Platzierung
lautet:
du

p— —T-L=—q- .
dt q-VE+pr

Das Aquivalent dieser Gleichung in der Bezugsplatzierung ist:

ou
p— — S-E*=—q-V or .
Py q-VL+p
Auch in dieser Bilanz taucht derselbe Produktionsterm T'-- L wie in der kinetischen
Bilanz auf. Dieser Term ist fiir den Transport von Energie zwischen kinetischer
und innerer Energiebilanz verantwortlich.

Dieser Produktionsterm beschreibt die innere Spannungsleistung. Er wird spéter
relevant, weshalb hier noch einige alternative Reprasentationen dieses Terms
aufgefiihrt seien:

/T--Ldvz/T-.(F'-F—l)dV:/_(JT-F—T)--F'dV
14 14 14
:/P-F'df/.
o

Damit ist eine Relation fiir den 1. P1roLa-KIRCHHOFF-Spannungstensor
hergestellt. Eine weitere Darstellung ergibt sich aus der Symmetrie des
CaucHy-Spannungstensors T'. Da der Raum der symmetrischen Tensoren 2. Stufe
bezogen auf die doppelte Uberschiebung senkrecht auf dem Raum der antimetri-
schen Tensoren 2. Stufe steht, gilt:

1 1
T-L=T-(D+W)=T-D, D= §(L+LT) , W= 5(L—LT) :

Thermodynamische Bilanzen in regulidren Punkten
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Der symmetrische Anteil des Geschwindigkeitsgradienten lasst sich in Verbindung
bringen zur Rate des GREEN-LAGRANGE-Dehnungstensors :

1 1
D= 5(LT +I)= 5(F*T-F'T +F*-FY
1
= §(F*T-F'T'F-F’1+F’T-FT'F"F*1)
1
:F‘T-i(F'T-F+FT-F')~F‘1 =F " .E*-F'.

Daraus resultiert eine weitere Darstellungsform des Produktionsterms in Abhén-
gigkeit des 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensors:

/T--DdV:/JT--(FTE'-Fl)dV
\% 14

_/_(JF_l-T~F_T)--E'dV—/_S--E'dV.
14 14

C.3. Entropieungleichung

Die bisher vorgestellten Bilanzen miissen um eine weitere Gleichung erweitert
werden. Denn bisher ist es zum Beispiel moglich, dass Wérme von einem niedrigen
Temperaturniveau zu einem hohen Niveau flieffit. Die Natur zeigt, dass das
nicht passiert. Die eindeutige Prozessrichtung wird durch den 2. Hauptsatz der
Thermodynamik festgelegt (siehe Truesdell und Toupin, 1960): Fiir die Entropie
gilt der 2. Hauptsatz der Thermodynamik nach Truesdell und Toupin, 1960:

d r q-n
— dv > —dV — ——dA.
dt/vps _/VPT §év T

Hierbei ist s die Entropiedichte. Die absolute Temperatur T ist stets groflier
Null, sodass hier keine Singularitit fiir die Gleichung entsteht. Anschaulich
besagt der 2. Hauptsatz, dass die Entropiednderung fiir ideale Prozesse genau
dem Entropiefluss entspricht, hervorgerufen durch Strahlung und Warmefluss.
Fiir reale (irreversible) Prozesse muss die Entropieinderung mindestens dem
genannten Zuwachs entsprechen.

Um von der globalen auf die lokale Formulierung zu kommen, wird auf das
Oberflachenintegral der GAUsSsche Integralsatz angewendet. Auflerdem wird die
zeitliche Ableitung mithilfe des Transporttheorems in den Integranden gezogen:

ds r q
>y (L) .
Pat =1 (T) VE

Kapitel C. Physikalische Gesetze
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Die Divergenz kann nach den Differentiationsregeln aufgelost werden:

q 1 1
(T) Ve =73 (VeT) a+ 54 Ve .

Damit lésst sich die lokale Entropieungleichung schreiben:
ds 1
T— > —q - T) — -q .
p i _pT—l—Tq (VE ) Vg q

In dieser Gleichung ist der mechanische Einfluss indirekt erkennbar. Es wird
durch Hinzuziehen der Bilanz der inneren Energie anschaulicher:

du

—~ —_T..D — .qg.
P +pr—VE-q

Damit gilt fir die lokale Entropieungleichung:

ds du 1

T———|>-T-D+ —q- T) .
p( dt dt>— e (Vel)

Mit der Einfiithrung der freien HELMHOLTZ-Energiedichte f gilt:

df du dT ds
—u—T v 8
fimu=Ts = At dt0 T dt

Damit ergibt sich die CLAUSIUS-DUHEM-Entropieungleichung in aktueller
Platzierung fiir regulére Punkte:

df  dT 1
—l T-D— —qg-h>0 h = VgT .
Pat Pt T =" Ve

Analog zur aktuellen Platzierung ldsst sich auch die Entropieungleichung in der

Bezugsplatzierung formulieren. Dazu wird die globale Entropieungleichung mit
bekannten Rechenregeln transformiert:

o [ _ .= T q-n
— dv > —dV — ~——dA.
8t/v”s _/\‘/pT 729 T

Die lokale Formulierung der Entropieungleichung in Bezugsplatzierung
fiir reguldre Punkte ist:

_of _oT 1 - —
_ _ .E— _qg-h> = T. .
P pats—i—S 74 h>0, h=Vy (C.3)

Mit h bzw. h wird der rdumliche bzw. materielle Temperaturgradient bezeichnet.

Entropieungleichung
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In der vorliegenden Arbeit werden ausschliefilich mechanische Phénomene unter-
sucht. Eine etwaige Temperaturdiffusion ist nicht Gegenstand der Untersuchung.

Wird ein isothermer Prozess angenommen, so ist die Temperatur sowohl zeitlich
als auch ortsgebunden konstant und von der CLAUSIUS-DUHEM-Ungleichung
bleibt nur noch die CrLAUSIUS-PLANCK-Ungleichung;:

or of
P ot P ot
oder in aktueller Platzierung:

_df
Pt

+S-E°*=-— +P-F*>0,

+T--D>0.

C.4. Bilanzen in singularen Punkten

Aus den Bilanzgleichungen und entsprechenden Materialgleichungen resultieren
Differentialgleichungen in Ort und Zeit. Um diese 16sen zu kénnen, bedarf es
Anfangs- und Randbedingungen. Erst dann ist das entstandene Anfangsrand-
wertproblem wohldefiniert und kann analytisch oder numerisch gelést werden.

Betrachtet werden nur zeitunabhéngige Gleichungen, die stationdre oder qua-
si-stationdre Prozesse beschreiben. Damit sind nur Randbedingungen relevant.
Diese folgen aus den singuléren Bilanzgleichungen, in denen fiir die Grenzfla-
chen die Spriinge in den Feldgréflen iibrig bleiben. Es gilt eine Beschrankung
auf Grenzflachen ohne eigene Flichendichte (siche Miiller, 2011, Kap. 5.9). Die
singulére Flache ist damit eine gedachte Flache. In Realitdt verandern sich die
Felder in dieser Ubergangszone stetig. Jedoch ist diese Zone so klein und die
Gradienten in diesem Bereich so grofi, dass es auf der Kontinuumsskala nicht
aufgelost werden kann. Somit wird von einer Unstetigkeitsstelle gesprochen.

Zur Veranschaulichung wird vom folgenden Szenario ausgegangen. Es existiert
ein Gebiet V, das aus den beiden Teilgebieten V' und V~ besteht (siehe Abb.
C.1):

V=vtuv-, A=Vtnv .

Das Problem entsteht beim REYNOLDS-Transporttheorem, wenn der GAUSSsche
Satz angewendet wird. Dieser ist nur fir stetige Gebiete anwendbar. Die bei-
den stetigen Gebiete V' und V~ kénnen jedoch einzeln analysiert und so das
REYNOLDS-Transporttheorem angewendet werden:

d o

— de:/ dV+/ wv.ndAJr/ YvEw-nTdA . (C4)
dt VvE V* ot T+ As

Kapitel C. Physikalische Gesetze



Die eigengravitierende Erde xxvii

oVt =TT U A

r+ n

V™ =17 U A;

Abb. C.1.: Gebiet mit singularer Fliache ohne eigene Flachendichte.

Diese Gleichung steht stellvertretend fir zwei Gleichungen; eine Gleichung
fiir das jeweilige Gebiet V' und V~. Hierbei sind auf der rechten Seite des
REYNOLDS-Transporttheorems zwei Besonderheiten zu beachten. Zum einem
besteht der Rand OV * des Gebietes V' stets aus zwei Teilen: einer materiellen
Fliche I't und einer gedachten immateriellen Fliche Ag. Deshalb tauchen auf
der rechten Seite zwei Flichenintegrale auf. Da die Fliche I't eine materielle
Fléche ist, entsteht bei der Anwendung des REYNOLDS-Transporttheorems die
materielle Geschwindigkeit v. Wird die singuldre Flédche Ag untersucht, dann
steht dort die Geschwindigkeit der Fliche w.

Die zweite Besonderheit betrifft den Integranden der singuldren Flache. Da
es eine Unstetigkeitsstelle ist, sind der links- und rechtsseitige Grenzwert der
FeldgroBe v an dieser Stelle unterschiedlich. Wenn man sich aus dem Gebiet V'
einem Punkt der Grenzfliche Ag ndhert, dann entspricht der Grenzwert:

YT = lim ¢(x) , xc V' xs € A

T— T

Analog dazu ist der Grenzwert auf der anderen Seite:

(0 :wh_{gsw(w), xeV ,xs€As.
Dementsprechend muss es fiir jedes Gebiet einen Normalenvektor n* geben.
Beim Normalenvektor wird gefordert, dass er stets nach auflen weist, d.h. er zeigt
vom Gebiet V* weg. In Abb. C.1 ist ein Normalenvektor my fiir die singulire
Fliche eingefiihrt, der vom Gebiet V'~ zum Gebiet VT zeigt. Damit sind die

bereichsspezifischen Normalenvektoren auf der singuldren Flache gegeben durch
(siche Abb. C.1 rechts):

Bilanzen in singuldren Punkten
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Die linke Seite der allgemeinen Bilanz einer extensiven Grofle mit der volumen-
spezifischen Dichte v fiir das gesamte Gebiet folgt nun aus der Summe tiber
beiden Teilgebiete V* und V'~ (siehe Gl. (C.4)):

d
el YdV = adeJr/ Yv-ndA
dt Jy+uv+ viuy+ Ot r+ur+

— YTw - ngdA + P w-ngdA .
As As

Durch das Einfithren der Sprungklammern kénnen die beiden letzten Integrale
[)] = ¢ — 1~ zusammengefasst werden:

d YdV = awonu-/ Yo -ndA
r+ur+

dt Jy+ov+ v+uvt Ot

—/ [Y]w-nsdA . (C.5)
As

Die rechte Seite der Bilanzgleichung bereitet keine Probleme. Es werden lediglich
bereichsspezifische Groflen eingefiihrt:

O+ P+S=0"+d + P T +P +S5T4+5.

Damit ist die rechten Seite der globalen singuldren Bilanz gegeben durch:

¢+P+S——/

¢-ndA+/ (p+2)dV .
r+ur-

V+uv-

Zusammen mit Gl. (C.5) ergibt sich die globale singulire Bilanz:

/ Mdv+/ 1/)’0'11(1/1/ [Y]w - nsdA
v+uv+ Ot r+ur- A

:—A;w¢wMA+/‘ (p+2)dV . (C.6)

V+uv-—

Um zur lokalen singuldren Bilanz zu gelangen, sei das Pillendosenargument
angewendet (siehe Abb. C.2). Ein Punkt P auf der singuldren Fldche wird
festgelegt. Es wird eine gedachte zylindrische Pillendose zunéchst auf eine Flache
zusammengezogen, d.h. h — 0. Dadurch verschwinden alle Volumenintegrale in
Gl. (C.6). Die Integrale iiber die Oberflichen I't und I'~ reduzieren sich auf die
Oberflachen A; und As:

dw
lim — = Yot -ntdA + Y v onT dA— [Y]w - nsdA .
h—0 dt Aq A3 Az

Kapitel C. Physikalische Gesetze
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Abb. C.2.: Gedachte Pillendose um einen Punkt P der singuléren Flache
As.

Dabei miissen bei der Grenzwertbilden, die jeweiligen links- und rechtsseitigen
Grenzwerte der Feldgroflen angesetzt werden. Bei der rechten Seite der Bilanz
(C.5) steht nun:

lim(®+P+9)=—[ ¢ -ntdAd- ¢ -n dA.
h—0 Ay Az

Wenn der Radius der Pillendose auf Null reduzieren, d.h. r — 0, dann sind die
Normalenvektoren ™ und n~ kollinear zu ng und die Bilanzgleichung reduziert
sich auf eine punktuelle Gleichung:

vt ng—yYTvT ng - [Yjw-ng= -9 ng+ ¢ -ng.

Die einzelnen Groflen konnen nun durch Sprungklammern zusammengefasst
werden:

[Yo] - ns = [¢¥]w - ns = —[o] - ns .

Die linken Terme koénnen zusammengefasst werden.

Damit ist die allgemeine lokale Bilanz fiir Punkte einer singuldren Flache
»ohne Eigenleben“ gegeben durch:

[(v—w)]-ny=—[¢] -n., Ve . @)

Der Term auf der linken Seite entspricht dem konvektiven Fluss der Feldgrofie
iiber die Grenzfliche Ag. Neben dem konvektiven Fluss ist der nicht-konvektive
Fluss in der singuldren Bilanz iibrig geblieben.

In Abb. C.1 ist die Fliche Ag, im Gegensatz zu I'*, keine materielle Fliche.

Bilanzen in singuldren Punkten
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Dadurch ist sie die einzige Fléche, {iber die ein konvektiver Fluss moglich ist. Der
Zufluss in das Gebiet V1 ist ¢p* (v — w) - n*. Dabei beschreibt (v — w) - n*
die Normalkomponenten der relativen Geschwindigkeit, also die Komponente der
Geschwindigkeit, mit der 1T effektiv ins Gebiet V* stromt.

Fiir den Fall einer materiellen Grenzflache bewegt sich die Grenzflache Ag mit der
selben Geschwindigkeit wie die Randpartikel, d.h. v* = w = v~. Dadurch bleibt
in der singuldren Bilanz (C.7) nur noch der Sprung iiber den nicht-konvektiven
Fluss:

[¢] -ms=0.

Konkrete Sprungbilanzen fiir Masse, Impuls und Energie

Die in dieser Arbeit relevanten singuldren lokalen Bilanzen sollen an dieser
Stelle explizit dargestellt werden. Dazu werden die allgemeine Gl. (C.7), die
volumetrische Dichte ¢ und die Flussdichte ¢ aus den vorhergehenden Kap.n
C.1, C.1 und C.2 benutzt. Fiir die Massenbilanz folgt in singuldren Punkten:

[p(v —w)] -ns =0, x € As .

Die singuldre Bilanz fiir den Impuls enthélt einen Sprung der Normalspannungen
an der Grenzfliche Ag:

[pv® (v —w)—T] -ns=0, x € As . (C.8)

Die singuldre Bilanz der Gesamtenergie ist:

[[P(;”QJF“) (v-—w)+T-v—q] - n=0, zeA.

C.5. NEwTONsches Gravitationsgesetz

Das NEwTONsche Gravitationsgesetz beschreibt in seiner einfachsten Form die
Kraftwirkung zwischen zwei Punktmassen. Wendet man sich der eigengravitie-
renden Erde zu, wird es komplizierter. Diese Kapitel erlautert das NEWTONsche
Gravitationspotential und wie es berechnet werden kann.

Die Gravitationskraft k nach Newton wirkt auf eine Punktmasse m infolge der
Punktmasse m’:

’ W
k=-G 0 pr=m (—Gm’%) =mf . (C.9)

73 e —x
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Die benutzten Vektoren sind in Abb. C.3 abgebildet. In Gl. (C.9) wurde zusétzlich
die Gravitationsbeschleunigung f eingefiihrt. Die Gravitationskraft k ist die

Abb. C.3.: Gravitationskraft zwischen zwei Punktmassen m und m’.

Kraft die infolge der Gegenwart von Masse m’ auf Masse m wirkt. Da die Masse
m in Richtung der Masse m’ gezogen wird, zeigt die Kraft entgegengesetzt zu 7.

Die Gravitationsbeschleunigung ist das Feld, das die Punktladung m’ erzeugt.
Dieses Feld ist rotationsfrei und damit konservativ:

!/
, T— X

rotfz(Gm )VEXVE:0, fir  # o’ .

& — '’

An dieser Stelle ist die Rotation beziiglich & gemeint. Damit ist die Gravitati-
onskraft eine konservative Kraft und es existiert ein skalares Potential U:

f=-VgU.

Das Potential einer Punktmasse m’ ist gegeben durch:
!/

l]:—G%l. (C.10)

Hierbei wird der Gradient von 1/ gebraucht, der aus der Richtungsableitung
nach GATEAUX folgt:

N

Do = d((@ ) (z— ')

12de - (x — &) x—a r
:—7—:—7-(1%:—*'(1%.
2 Je - @ — |’ e
—_——
Vg
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Damit folgt die Gltigkeit der Gl. (C.10):

Gm/

dr~! , T
dx r3

f=-VgU =-Vg (— ) = Gm’VE1 =Gm/
r

Die Gleichung wird singular fiir » = 0. Das ist der Fall, wenn = . In
dieser Umgebung wéchst das Potential {iber alle Grenzen. Das erscheint sinnvoll,
denn das wiirde bedeuten, dass die Testpunktmasse m’ unendlich nah an die
felderzeugende Masse m herangebracht wird.

Da der Gradient ein linearer Operator ist, ist die Gravitationsbeschleunigung
von N felderzeugenden Massen gegeben durch die Summe iiber alle Massen mj:

_—Gzlm—w

Fiir eine kontinuierlich verteilte Masse gilt dann:

Ulz) = -G Mdv’
v |z — |

Es stellt sich die Frage, wie ein Potential fiir ein gegebenes Vektorfeld f bestimmt

Abb. C.4.: Potential an der Stelle x einer kontinuierlich verteilten felder-
zeugenden Masse mit Dichte p(z').

werden kann. Die Antwort liegt im LAPLACE-Operator. Wenn die Divergenz des
Gradientenfeldes f z.B. in kartesischer Basis gebildet wird:

0*U n 0*U N 0*U

0x2 Oy 022

—Ve-f=AgU =

Kapitel C. Physikalische Gesetze
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dann verbleibt nur eine skalare Gleichung. Im Falle der Punktmasse m’ gilt:

1 1
Vi f = Ve (Vel) = G | (Ve )+ v (Verg )
HB,—/T' r

3 3r
- ! -
Dabei wurde folgendes Zwischenergebnis verwendet:
Ver=Vg-(x—a')=Vg-z=3,

denn der Gradient bezieht sich auf den Beobachterpunkt «.

Daraus folgt, dass das Potentialfeld U(x) einer Punktmasse m’ an der Stelle o’
bestimmt werden kann, wenn folgende LAPLACE-Gleichung geltst wird:

AgU=0 fir x#x. (C.11)

Auf eine verteilte Massendichte angewendet gilt:

1
U=-G [ p()=-av’
\% T

f:—VEU:—G/V/p(a:’);dV’,
/ r !
vEf:—G/VI,O(m)VE(rs)dV (0.12)

Die Divergenz im letzten Integral ist aufler im Punkt * = «’ immer Null.
Wiére man an dem Potentialfeld auflerhalb des felderzeugenden Volumens in-
teressiert, dann wére die Bestimmungsgleichung die bereits thematisierte LA-
PLACE-Gleichung (C.11). Da die vorliegende Arbeit sich mit der eigengravitie-
renden Erde befasst, ist an dieser Stelle ausschlieSlich das Feld innerhalb des
Volumens V' relevant.

Die Schwierigkeit liegt darin, dass die Divergenz im Integranden fiir » = 0 nicht
definiert ist. Dieses Problem ist wohl bekannt in Physikbiichern, vor allem in der
Elektrodynamik (siehe Henke, 2011; Stratton, 1941; Griffiths, 1999). Die Definiti-
onsliicke an der Stelle r = 0 wird durch Einfiihren der DIRAC-Delta-Distribution
geschlossen:

Vg (;) = 483 (r) .

Setzt man das Resultat in Gleichung (C.12), dann folgt aus der Filtereigenschaft

NEWTONsches Gravitationsgesetz
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der DIrRAC-Distribution:

V- fl,=-G /V' p(x)4ns3 (x — ') AV’ = —4nGp(x) .

Das Gravitationspotential U im Inneren einer verteilten Masse mit Volu-
men V und Dichte p geniigt der P0O1ssoN-Gleichung;:

AgU = 4nGp zeV.

Kapitel C. Physikalische Gesetze
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D. Materialmodelle

In diesem Kapitel werden verschiedene Materialmodelle vorgestellt. Diese Ar-
beit beschrinkt sich auf elastische Phinomene, deshalb erfolgt zunéchst eine
thermodynamisch-konsistente Herleitung der Elastizitét.

D.1. Elastizitat

Unter Materialgesetzen werden in der Kontinuumsmechanik Gleichungen ver-
standen, die Belastung mit der Verformung verkniipfen. Die Belastungsseite wird
durch einen Spannungstensor und die Verformung durch einen Dehnungstensor
reprasentiert. Wie bereits gezeigt, existieren unterschiedliche Spannungs- und
Dehnungstensoren und Materialgesetze. Dabei werden die Bewegung x und
die Temperatur T als unabhéngige Zustandsgrofien verstanden. Alle {ibrigen
Groflen, wie die Spannungen, die innere Energie oder die Entropie sind davon
abhédngige Groéflen. Diese Sichtweise hat sich in der Kontinuumsmechanik und
-thermodynamik etabliert und soll auch in dieser Arbeit iibernommen werden.

Alle hier vorgestellten Gesetze unterliegen den folgenden Prinzipien:
e Prinzip des Determinismus
o Prinzip der lokalen Wirkung fiir ein einfaches Material (simple material)
e Prinzip der Objektivitat unter EUKLID-Transformation
e Prinzip der Invarianz bei einer iiberlagerten Starrkérperbewegung
e Prinzip der Forminvarianz bei einem Beobachterwechsel.

Das Prinzip vom Determinismus wurde bereits im vorherigen Paragraph implizit
verwendet. Es wurde angenommen, dass die Spannungen und alle anderen ab-
héngigen Groflen nur von den aktuellen und den vergangenen Bewegungen des
Korpers x(z, 7')|§_:0 abhingen, nicht jedoch von zukiinftigen Bewegungen. Das
Gleiche gilt fiir die Temperatur T'(z,7)[%_,.

Das Prinzip der lokalen Wirkung schrankt den rdumlichen Einfluss auf das
Materialgesetz ein (im Gegensatz zum Determinismusprinzip, das den zeitlichen
Einfluss beschriankt). Es besagt, dass nur die unmittelbare Umgebung die ab-
hingigen Gréflen bestimmt. In dieser Arbeit gilt die Einschrankung auf einfache
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Materialien, bei denen der Einfluss sogar nur auf die infinitesimale Umgebung
begrenzt ist. Dadurch wird nur der erster Gradient einer unabhéngigen Grofle als
Einflussparameter betrachtet. Hohere Gradienten werden ausgeschlossen. Damit

_ it
ist der Zustandsraum durch {X, F.T, h‘ 0} gegeben. Analog zum materiellen
T=

Gradienten der Bewegung wird der materielle Gradient der Temperatur h = Vi, T
betrachtet.

Das Prinzip der Invarianz bei tberlagerter Starrkérpermodifikation
(EukLiD-Invarianz) hilft, die Anzahl der Zustandvariablen zu reduzieren.
Aus Kapitel B.4 ist bekannt, dass die Bewegung unter der Wirkung der
EukvLID-Transformation x* durch die folgende Formel berechnet wird:

X (@,7) = Q1) - x(@ 1) + b (1), Qe Orth' .
Daraus folgt die Transformation des Deformationsgradienten:

_ X

F* = 9% = %(Q*(T)'X(a_:,T)—Fb*(T)) :Q*F ‘

Damit transformiert sich der Deformationsgradient weder materiell invariant
noch rédumlich objektiv.

Die Temperatur transformiert sich als skalare Grofie invariant bzw. objektiv.
Das gilt auch fiir den Temperaturgradienten, vorausgesetzt, man wahlt den
materiellen Gradienten:

™ =T, k' =h.
Ein rdumlicher Temperaturgradient hingegen transformiert sich rdumlich objek-
tiv:
h* = ET* — ET* . F*fl — VLT . (F—l . Q*fl)
=Vl - Q"' =Q* - VeT =Q* - h .

Das Prinzip der Invarianz bei iiberlagerter Starrkérpermodifikation besagt, dass
die Formédnderungenergiedichte bei einer iiberlagerten Starrkérpermodifikation
invariant ist:

w=w"=T-L=T"-L". (D.1)

Diese Bedingung hat zur Folge, dass sich die CAUCHY-Spannungen raumlich
objektiv transformieren. Zur Veranschaulichung werden alle Sterngréfien in
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Gl. (D.1) ersetzt. Fiir den Geschwindigkeitsgradienten L gilt:
L* = F*°. F*—l _ (Q* . F)o . (Q* . F)—l
:(Q*Q.FjLQ*'FO)_(F—I_Q*fl):Q*Q_Q*TjLQ*‘L_Q*T )
Dieses Ergebnis wird in die Spannungsleistung eingesetzt:

w* = T*.. (Q*o . Q*T + Q* L Q*T) )

Der erste Summand in der Klammer Q** - Q*T ist ein antimetrischer Tensor
2. Stufe (sieche Gl. (B.7)). Die doppelte Uberschiebung mit dem symmetrischen
Spannungstensor T ist stets Null. Daraus folgt fiir die Invarianz der Spannungs-
leistung;:

T..T, — (Q*T.T*.Q*) 0L

Da diese Gleichung fiir beliebige kinematische Prozesse L € Lin giiltig ist, folgt
daraus die Transformation des Spannungstensors:

T* — Q* . T . Q*T .
Fiir das konstitutive Gesetz muss damit folgende Gleichheit gelten:
T* — 3’5_' {X*7 F*, T*, h*‘f_:()} — Q* . sT {X? 1-7‘7 T’ h’i:o} . Q*T .

Hierbei bezeichnet § ein Funktional der in geschweiften Klammern stehenden
Funktionen. Die Funktionale sind verschieden, je nach dem, welcher Beobachter
die Zustandsgrofen misst. Wird jedoch das Prinzip der Forminvarianz angewen-
det, dann gilt:

Q* : 3T {X7 F7 T7 h"f—:o} : Q*T = 'ST {X*a F*a T*7 h*’f—:()} .
Aus beiden Prinzipien zusammen folgt:
Q Fr{x I} @ =Fr{Q x+b, .|}

Fiir eine spezielle EUKLID-Transformation, bei der eine reine Starrkorpertransla-
tion mit b ohne Rotation Q* = I erfolgt:

Sr{x o) =Fr {x+b" L}

Durch eine Verdnderung von b, wire das erste Argument des Funktionals &1 auf
der rechten Seite beliebig grofl wéahlbar. Auf der linken Seite gibe es hingegen

Elastizitat
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keine Anderung. Die einzige konsistente Forderung ist, dass das Funktional
unabhéngig von der Bewegung sein muss.

Durch analoge Betrachtungen folgt die Unabhéngigkeit des Warmeflusses q, der
freien HELMHOLTZ-Energie f und der Entropie s von der Bewegung x:

TZ%T{F’ T h”tro}’ ngq{F’ T h‘io}’
f=$f{F’T’ ﬁ‘i_0}7 Szgs{F’T’ ﬁ‘:_o} '

Die néchste wesentliche Einschrankung betrifft den Einfluss des Prozesses bzw.
der vergangenen Deformationen auf die aktuellen kalorisch dynamischen Gro-
Ben. Diese Arbeit befasst sich ausschliefllich mit der Elastizitdt. Es wird davon
ausgegangen, dass die Spannungen nur von den aktuellen Dehnungen abhéngen.
Relevant ist der Endzustand, der Deformationsweg wird vernachléssigt.

Die aktuellen kalorisch-dynamischen Gréflen sind damit ausschliefllich vom aktu-
ellen thermo-kinematischen Zustand abhéngig:

T=3r{F T h| }=Fr(F,T,h),  q=3F,{F T k| }=F,(F.Th),
f:gf{F, T, B’t} = F§(F,T,h), s_gS{F T, h‘ } Fo(F.T)h) .

Die Rate der freien HELMHOLTZ-Energiedichte ist durch die ermittelten Abhén-
gigkeiten gegeben:

of or

aiTFfL 8t T

af oh

Of(F,T,h)| _ Of
N ohlpr at

ot

E.Ei

Dieses Ergebnis wird in die Entropieungleichung (C.3) eingesetzt:

af ° af g T — e . 1 A
p(@FF T +8hh> psT® + P--F 74 -h

| V

Die Gleichung wird umgestellt und die Raten der unabhéngigen Zustandgrofien
ausgeklammert:

6f . = 6f ° 6.} ° 1 1

QI

Diese Gleichung gilt fiir jeden thermo-kinematischen Zustand {F,T, B}. Die

Groflen F®, T und h® sind nicht Teil des Zustandraumes und kénnen unabhén-
gig vom Zustand variiert werden. So kénnte man z.B. bei einem festen Wert
(—p9f/aF + P) so lange die Deformationsrate F'® variieren, bis die doppelte Uber-
schiebung aus beiden negativ wird. Wahlt man bei diesem Vorgang die Raten
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Te, h® und den Temperaturgradient h zu Null, dann wére eine Widerspruch
zum 2. Hauptsatz der Thermodynamik erzeugt.

Die einzige Moglichkeit das Prinzip zu erfiillen besteht darin, dass stets gilt:

_of
P=0 = P=p_—
T,ﬁJr p@F

Analoge Uberlegungen fiithren zu den Gleichheiten:

of of

§= —— , L
T |F h Oh|F T

=0 = f:ff{F,T,i{}.

Mit diesen Gleichungen resultiert fiir den Wéarmefluss aulerdem die Bedingung;:
qg-h<0.

In dieser Arbeit wird die Erde isotherm modelliert. Daraus resultiert, dass die
Temperatur in den meisten Gleichungen nur noch als Parameter involviert ist.
Fiir die Entropie folgt allerdings:

Of(F.T)

=F{F.T}=———-"* =
s= 7 AR T T |p

Damit héngt die freie HELMHOLTZ-Energiedichte nur vom Deformationsgradi-
enten ab. Aus Gl. (D.2) folgt, dass f als Potential fiir die Spannungen fungiert.
Die Resultate fiir die vorliegende Arbeit sind hier nochmal zusammengefasst.

Fiir die Elastizitat folgt aus den Prinzipien der Materialtheorie und den
Hauptsédtzen der Thermodynamik:
df

df : _ cof _ T
iF mit P=T -F = T—de F . (D.3)

P=p
Die Funktion der freien HELMHOLTZ-Energiedichte kann in eine reduzierte Form
iiberfiihrt werden. Statt der Variable F' wird der rechte Strecktensor U verwendet.
Das ist eine Reduktion, denn der Deformationsgradient hat neun unabhéngige
Komponenten. Der rechte Strecktensor als Objekt der positiv-definiten sym-
metrischen Tensoren 2. Stufe hat nur noch sechs unabhéngige Komponenten.
Dies wird durch nochmaliges Anwenden der Prinzipien der Invarianz gegeniiber
Starrkérpertransformation und der Forminvarianz dieses mal jedoch fiir die freie
HeLMHOLTZ-Energiedichte erreicht:

f(F) = f"(F") = f(F") = f(Q"- F) .

Wird fiir den Drehtensor Q* speziell den Drehtensor R aus der polaren Dekom-
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position vom Deformationsgradient F' = R - U gewahlt, dann gilt:
FF=R" R U=U =  f(F)=fU)=/fF).

Die Funktion der freien HELMHOLTZ-Energiedichte wird damit auf die Tensoren
aus Psym eingeschrinkt. Die Funktion selbst bleibt unveréndert.

Fiir die Spannungen kann ebenso eine reduzierte Form hergeleitet werden. In
Gl. (D.3) ist zu sehen, dass T nur als Funktion des Deformationsgradienten
gegeben ist: T' = Fp(F). Wenn wiederum der Drehtensor R fiir die EUKLIDische
Transformation gewéhlt wird, dann folgt:

T"=R'" - Fr(F)-R=Fr(R" - F)=Fp{U)
=T=Fr(F)=R-Fr(U)-R".

Hieraus kann eine Darstellungsform fiir die 2. P1IOLA-KIRCHHOFF-Spannungen
S hergeleitet werden:

S=JF'.T-F"=JU'"R" R-Fr(U)-R"-R-U!
=det (YU - Fr(U) - U™ = Fg(U) .

Diese Form ist giinstig, wenn das Material bestimmte Symmetrieeigenschaften
besitzt. Es wird von materieller Symmetrie ausgegangen und darunter gewisse
Vorzugsrichtungen des Materials verstanden. So besitzt z.B. ein Glasfaserver-
bundwerkstoff durch senkrecht zu einander angeordnete Glasfasern orthotrope
Materialeigenschaften, eine Drehung des Materials um 90° verédndert nicht die
elastischen Eigenschaften (siche Abb. D.1).

Mathematisch gesehen wird eine materielle Symmetrie durch eine Modifikation
A der Bezugsplatzierung beschrieben, die keinen Effekt auf den deformierten
Zustand aufweist (siehe Abb. D.1):

T=Fr(F)=Fr(F-A) =T, AecOrtht .

Im Gegensatz zum Prinzip der EUKLID-Invarianz, erfolgt hier zuerst die Drehung
der Bezugsplatzierung mit A. Anschliefend wird diese mit F' deformiert und mit
dem urspriinglichen Ergebnis verglichen. Damit die materielle Symmetrie mit
dem Materialgesetz korrekt abgebildet wird, muss die Funktion Fr(e) fir die
modifizierte Deformation F' = F - A und fiir die urspriingliche Deformation F
den gleichen Funktionswert fiir die CAUCHY-Spannungen T liefern.

Fiir den 2. P1OLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor als Funktion des linken Streck-
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Abb. D.1.: Veranschaulichung materieller Symmetrie: Modifikation A mit
anschliefender Deformation F' fithrt zum gleichen Resultat wie alleinige
Deformation F'.

tensors sieht diese Bedingung anders aus:

S=det(F)F T F ' =Jdet(A)AT-F 1. T.-FT.A
=1
=A".S-A. (D4)

Der rechte Strecktensor transformiert sich dabei:

U-\e Vi F-VAT C-A-AT.U A (D.5)

Aus den Gleichungen (D.4) und (D.5) folgt die materielle Symmetrieeigenschaft
fir den 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor S = Fg(U):

AT - Fs(U)A=Fs(AT-U-A).

Eine tensorielle Funktion, die diese Eigenschaft fiir alle Drehtensoren erfiillt,
beschreibt einen isotropen Festkorper:

VAc Ortht : AT - Fs(U)A=Fs(AT -U-A).

Mathematisch gesehen entspricht das einer isotropen Tensorfunktion, die nach
Richter, 1948 als quadratische Funktion der Dehnungen beschrieben werden

Elastizitat
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kann:
S :.Fs(U) == OéoI+OZ1U+Oé3U2 .

Die drei skalaren Koeffizienten «g(Iy,IlIy, ), aq(Iy,y,IIIy) und
ao(Iy, Iy, ) sind Funktionen der Invarianten des Strecktensors. Durch
Ersetzen des rechten Strecktensors kénnen die Funktionen in Abhédngigkeit vom
linken CAUCHY-GREEN- oder dem GREEN-LAGRANGE-Strecktensor formuliert
werden:

S = BoI + B1C + 5:,C?
S=vwI+mE +72E2 . (D.6)

Dabei hédngen die Funktionen §; und ~; jeweils von den Invarianten der unab-
hangigen Dehnungstensoren ab.

D.2. Lineare Elastizitat

Bei der linearen Elastizitdt wird ein linearer Zusammenhang der Spannungen
und Dehnungen konstituiert. Einer der bekanntesten Vertreter eines physikalisch
linearen Gesetzes ist das isotrope ST. VENANT-KIRCHHOFF-Materialgesetz:

S=vI+mE, Yo =Mg=ASp(E), m=2u. (D.7)

Hierbei sind A und p die elastischen LAME-Konstanten. Diese Beziehung kommt
durch das Linearisieren der Gl. (D.6) um E = 0 zustande (siehe Bertram, 2005,
Kap. 6.7). Obwohl das Gesetz kleine Dehnungen beschreibt, ist es in der Lage,
beliebig grofle Rotationen zu bewéltigen.

Wird diese Gleichung zusétzlich noch geometrisch auf beiden Seiten linearisiert
(siehe Gl. (B.3)), dann entsteht das HOOKEsche Gesetz:

T = \Sp (Eh“) I+2uE™ . (D.8)

Das HOoOKEsche und das ST. VENANT-KIRCHHOFF-Gesetz lassen sich tiber die
Steifigkeitstetrade formulieren:

S=C-E, T=C-E™ mit C=M®I+2ul. (D.9)

Hierbei ist I der Einheitstensor 4. Stufe im Sinne der doppelten Uberschiebung
mit einem beliebigen Tensor 2. Stufe:

[LA=ATI=A VA € Lin .

Im anisotropen Fall kann die Steifigkeitstetrade C zu einem komplizierten Tensor
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4. Stufe verallgemeinert werden. Als Tensor 4. Stufe hat die Steifigkeitstetrade
im dreidimensionalen Raum 3 x 3 x 3 x 3 = 81 Komponenten. Durch die Sym-
metrie des CAUCHY-Spannungstensors und die Symmetrie des Dehnungstensors
reduziert sich die Anzahl der unabhéngigen Komponenten auf 6 x 6 = 36, da der
Steifigkeitstensor die linke und rechte Subsymmetrie besitzt. Bei Gleichheit der
Forménderungsenergiedichte und der komplementédren Forménderungsenergie-
dichte reduziert sich die Anzahl auf 21 unabhéngige Komponenten:

C'=C, mit A-(C-B)=(C'-A)-B VYABc Lin.

Bei einem isotropen Material besitzt die Steifigkeitstetrade, wie bereits in GI.
(D.9) gezeigt, 2 unabhingige Materialkonstanten. Hierbei werden im ST. VEN-
ANT-KIRCHHOFF-Gesetz die LAME-Konstanten A und p als elastische Parameter
verwendet. Streng genommen miisste man hier andere Materialparameter ein-
setzen als im HOOKEschen Gesetz. Wenn wir uns jedoch die experimentelle
Bestimmung der elastischen Parameter ansehen, so erfolgt dies klassisch mit
einer Zugmaschine aus einen Spannungs-Dehnungsdiagramm (siehe Abb. D.2
aus Macherauch und Zoch, 2011, Kap. 23). Dabei wird der Elastizitdtsmodul
aus dem folgenden Verhéltnis berechnet:

AUH . FeS L()

E= = .
Agy  ApgAlLes

Die Nennspannung o, wird durch den Quotienten aus aktueller Kraft und Aus-

Fl
Frpt— — e e e e —
el /\
i r
| |
Fes I ]l |

Algs Alm 1 ALy, AL
e At _ Al Ak
Al s

Abb. D.2.: Kraft-Totallingendnderungs-Diagramm zur Bestimmung von
mechanischen Materialparametern aus Macherauch und Zoch, 2011, Kap. 23.

gangsquerschnittsflache Ag berechnet. Das entspricht eher einer Nominal- oder
1. P1o0LA-KIRCHHOFF-Spannung. Ebenso wird die Totaldehnung & im elastischen

Lineare Elastizitat
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Bereich durch den Quotienten aus aktueller Langenédnderung bezogen auf die Aus-
gangslange Lo bestimmt. Das entspricht eher einer GREEN-LAGRANGE-Dehnung.

Diese Unterschiede sind nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Es werden die
gleichen elastischen Parameter verwendet, unabhéngig davon, ob Gl. (D.7) oder
Gl. (D.8) anwendet wird. Analog wird in der aktuellen Platzierung ein HOOKE
dhnliches Gesetz verwendet, das den Zusammenhang von CAUCHY-Spannungen
und EULER-ALMANSI-Dehnungen beschreibt:

T = \Sp(E*) I +2uE* .

Dieses Gesetz wird im weiteren mit CAUCHY-ALMANSI-Materialmodell referen-
ziert.

D.3. Hyperelastizitat

Bei einem hyperelastischen Material existiert ein Potential, also eine skalare
Funktion aus derer durch Ableiten nach dem Dehnungsmaf} auf die Spannungen
geschlossen werden kann. Im Gegensatz zur linearen Elastizitdt kann der Zu-
sammenhang zwischen Dehnungen und Spannungen nicht linear sein. Relevant
ist, dass Spannungen ausschliellich von den aktuellen Dehnung abhéngen und
nicht von der gesamten Deformationshistorie. Darin liegt die Abgrenzung zur
Plastizitét.

Die Hyperelastizitdt wird nach Bertram, 2005, Kap. 7.2 definiert. Ein Mate-
rial wird hyperelastisch genannt, wenn eine freie HELMHOLTZ-Energiedichte
f: Inv™ — R existiert, deren Ableitung dem Deformationsgradienten des 1. P10-
LA-KIRCHHOFF-Spannungstensors entspricht (siehe Gl. (D.3)):

_df(F)

P=p———= .

PrdF
Das Produkt aus Massendichte p und freier Energiedichte beschreibt die vo-
lumenspezifische Forménderungsenergie wg, deren Rate der spezifischen Span-
nungsleistung entspricht:

e

Die CAUcCHY-Spannungen kénnen ebenfalls als Funktion von wp dargestellt

werden (siehe Gl. (D.3)):

1
P=T-F* = T=-P. F' =-—F-_F
J J dF

Bei bekannter Formadnderungsenergiedichte ldsst sich die Spannung damit als
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Ableitung nach dem Deformationsgradienten F' ermitteln. Die Forménderungs-
energiedichte kann durch Einschrdnkung des Definitionsbereiches auf positiv
definite symmetrische Tensoren 2. Stufe in eine reduzierte Form iiberfithrt werden,
analog zur freien HELMHOLTZ-Energiedichte. Faktisch wird F' durch U ersetzt:

wp(F) = wp(U) = wy(U) -

Die Forménderungsenergiedichte kann auch in Abhéngigkeit von C und E
geschrieben werden:

Daraus ergeben sich fiir den 2. P1oLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor folgende
Relationen, je nach Art der Forménderungsenergiedichte:
1 dwe dwg
P-F*=_-S-C*=SE* = S=2——=——".
2 dC dE
Diese Formen werden in Kap. 3.3 bei der Beschreibung der finiten Deformationen
bendtigt.

Hyperelastizitét
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D.4. Preliminary Reference Earth Model

Das Preliminary Reference Earth Model, kurz PREM nach Dziewonski und
Anderson, 1987 ist eine experimentelle Auswertung von geodétischen Daten. Es
enthilt radiusabhéngige Werte fiir die Massendichte p und Werte fiir elastische
Konstanten. In diesem Kapitel werden die Daten zusammengetragen und in
LaME-Konstanten tiberfiihrt.

Als Randbedingungen werden der Aulenradius rg die Masse mg und das Mas-
sentrigheitsmoment O der Erde verwendet:

rg = 6371km, mg=5974-10*kg, Op = 0,3308 mgri.

Neben diesen werden Messdaten von freien langwelligen Oberflichenwellen und
seismische elastische Wellen im Koérperinneren zur Auswertung benutzt. Da
elastische Wellen sich in vorgespannten Koérpern anders ausbreiten als in span-
nungsfreien, sollte der Spannungszustand der Erde fiir eine Auswertung bekannt
sein. Die Arbeiten von Babich und Guz’, 1978; Chaljub u. a., 2007; Geller, 1988;
Valette, 1986 zeigen, dass dieser Einfluss in einer vorgespannten Sphére vernach-
lassigbar ist. Dabei muss die Vorspannung deviatorfrei sein. In dieser Arbeit
werden die Werte des PREM als gegeben angenommen.

2 [ -
QL
2
=
g
T O15) .
)
2
<
=
g
g 17 1
g
3
=i

0,5
|

| | | | | | | |
o o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

normierter Radius 7

Abb. D.3.: Normierte Massendichte g im Erdinneren aufgetragen tiber den
normierten Erdradius.

Das Innere der Erde wird in neun Schalen aufgeteilt. Die verwendeten Daten sind
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im Anhang F zusammengetragen. In Abb. D.3 ist die Massendichte dargestellt.
An den Sprungstellen befinden sich jeweils die Uberginge von einer Schicht zur
néchsten. Die elastischen Konstanten werden in der Veréffentlichung Dziewonski
und Anderson, 1987 aus den horizontalen und vertikalen Ausbreitungsgeschwin-
digkeiten von Kompressionswellen vpy, vpy und Scherwellen vgy, vsy abgeleitet:

A=pipy=Cn, C=pvpy=Cs, N=puiy=Ces,
L=pvdy=Cu, F=n(A-2L).
Es wird die Nomenklatur aus dem Werk Love (1944, Art. 103-111) benutzt. In

seiner Arbeit gibt Love (1944) die Forménderungsenergiedichte wp fir einen
elastischen Korper mit folgender Gleichung an:

wp = %Cuaiw + Cr26u2yy + C13622825 + C148228ys + C1560020 + Cl6EcaEay+
+%C’225§y + Cozeyyez + Cocyyey. + Coscyyern + CosEyyCay+

+%C33€§Z + Cs4€226y, + C35626.0 + C36E20y+

+%C44€§Z + Cusey€20 + Ca6eyEay+

+%C55€§z + Cs6€20E0y+

+%C’665§y .

Die C7; stehen fiir die Eintrége des Steifigkeitstensors in VoiGTscher Notation.

Die Superindizes I, J biindeln zwei ,,normale“ Indizes zu einem und laufen jeweils
von 1 bis 6. Der Zusammenhang ist wie folgt:

1 6 5 11 12 13
2 41 = 22 23
3 . - 33

Neben dieser Vereinfachung ist bei einigen Komponenten der Faktor 2 zu beachten.
Dazu soll die Spannung 011 exemplarisch genauer betrachtet werden:

T=C-E™ = Tjeoej=Cijucne ®e;.
Die Summe wird beispielhaft fiir die Komponente 771 ausgeschrieben:

T11 = Chi11 €11 +Cri22 €22 + Chi33 €33+ 2C1 123 €23 + 2C1113 €13 + 2C112 €12 -
—— —— —— —— ~—— ——
C11 Ci2 C1s C14 Cis C1e

In dieser Gleichung ist zu erkennen, an welcher Stelle der Faktor 2 beriicksichtigt
werden muss.

Preliminary Reference Earth Model
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Die Forménderungsenergiedichte fiir einen linear elastischen Festkorper sieht in
moderner Notation wie folgt aus (siehe Miiller und Ferber, 2008, Kap. 5.3.2):

- 1 lin __ 1 lin lin
wp = ;T-E™ = E --(C--E ) .

Wenn es sich um einen transversal isotropen Korper handelt, wie es bei der
Erde laut Dziewonski und Anderson, 1987 der Fall ist, dann lidsst sich die
Forménderungsenergiedichte nach Love, 1944 schreiben als:

2Qwp =A (é}%z + 5§y) + Ce%, +2F (eyy + €xz) €22 + 2 (A — 2N) gyyeunt
+L (fszz + 8336) + Nf:‘iy .

Damit ist die Steifigkeitsmatrix in VoicT-Notation gegeben:

A 2(A—2N) 2(4—2N) 0 0 0

A 20A—2N) 0 0 0

C 00 0

Cijkt = L 0 0
sym. L 0

L N |

Bei der Erde ist die Abweichung von der Isotropie sehr gering und wird in dieser
Arbeit vernachléssigt. Fiir diesen Fall gilt nach Dziewonski und Anderson, 1987:

A=C, L=N, n=1.

Damit vereinfachen sich die Eintrége des Steifigkeitstensors:

(A 2F 2F 0 0 0
A 2F 0 0 O
A 0 0 0
Cijkl = N o0 o0
Sym. N 0
_ N

Aus diesen Konstanten lassen sich iiber folgende Zusammenhénge der Kompres-

sionsmodul und die Querkontraktionszahl ermitteln:

3K(1—v)
1+v

_ 3Kv _ 3K(1-2v)

A= _ . N=
1+v 2(1+v)

=A+2u, 2F

Die Ergebnisse fiir den Kompressionsmodul und die Querkontraktionszahl sind
in Abb. D.4 dargestellt. Entsprechende Abb. fiir die LAME-Konstanten befinden
sich im Anhang F in Abb. F.2 und Abb. F.1.

Kapitel D. Materialmodelle
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Abb. D.4.: Kompressionsmodul und Querkontraktionszahl {iber den nor-
mierten Radius # nach PREM.

Fiir die numerische Simulation ist eine Normierung auf einen mittleren Kompres-
sionsmodul sinnvoll. Dabei wére die Normierung bezogen auf den Radius nicht
zutreffend, denn diese wiirde die Volumenunterschiede der einzelnen Schichten

Preliminary Reference Earth Model



nicht berticksichtigen. Statt dessen wird auf das volumenspezifisch normiert:

Fomittel _ fv K(r)dv
fV dv

Bei reiner Radialsymmetrie kann die Volumenintegration einzig auf den Radius r

Tab. D.1.: Die iiber das jeweilige Schichtvolumen gemittelten Kompressi-
onsmodul-Werte.

Schicht | 1 2 3 4 5 6 7 8
¢ mittel inGPa\1510 1011 843 619 265 172 176 78

reduziert werden, da der Integrand weder von 19 noch von ¢ abhéngt. Desweiteren
wird der Radius mit dem Auflenradius r = rg7 substituiert. Das ermdglicht, iiber
den normierten Radius zu integrieren, da die Werte fiir den Kompressionsmodul
als Funktion von eben diesen gegeben sind:

. 47t ("B K (7)r? d 3 [t !
Krmttel _ fr:(z]1 gT)T r == K(f)’l“}?f:f2 dr = 3/ K(’F)f2 dr .
3TR g J7=0 7=0

Fiir die PREM-Verteilung ergibt sich ein mittlerer Kompressionsmodul von
Kmittel = 547 GPa.

In Kap. 2.2 wird das Homogenisierungsverfahren von KACHANOV und SEVOSTIA-
NoOV angewendet. Dafiir sind bereichsbezogene Mittelwerte fiir den Kompressi-
onsmodul notwendig. Die Werte hierfiir sind in der Tab. D.1 zusammengetragen.

Kapitel D. Materialmodelle
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E. Finite-Elemente-Methode

Die Finite-Elemente-Methode entwickelte sich in den letzten zwei Jahrzehnten
stetig zu einem der wichtigsten nummerischen Verfahren in der Festkérpermecha-
nik. Mit der FEM kénnen Ndherungslosung fiir Anfangs- und Randwertprobleme
gefunden werden. Zu diesem Thema wurden mehrere Arbeiten verfasst, hier
seien nur einige genannt: Bonet und Wood, 1997; Zienkiewicz und Taylor, 2005;
Bathe, 2008; Holzapfel, 2000. Die Finite-Elemente-Methode basiert auf dem
Variationsprinzip das auf Truesdell und Toupin, 1960 zuriickzufiihren ist.

E.1. Variation und Richtungsableitung

Die Variation einer Grofle lasst sich anschaulich durch die Richtungsableitung
nach GATEAUX erklédren (siche Holzapfel, 2000, Kap. 8):

_of.

= du
h=0 Bu

d
5f(w) = Dsaf (u) = - f(u+ hdu)
Bei der Variation stellt sich die Frage: Wie dndert sich f, wenn eine infinitesimal
kleine gedachte Anderung der Eingangsgréfie w impliziert wird? Die Variati-
on beinhaltet das Differential 9//ou, dieses beschreibt in erster Naherung die
Sensitivitit der Funktion f auf eine Anderung der Gréfle w.

E.2. Prinzip der virtuellen Arbeit

Um die Verschiebung mit der Finiten-Elemente-Methode zu simulieren bedarf es
einer variationellen Form der Bilanzgleichungen. Dabei geniigt es in der Regel,
die Impulsbilanz zu simulieren, denn die Massenbilanz und die Drehimpulsbilanz
sind durch:

pJ=p, T'=T,

implizit enthalten.

Es wird von einem Gebiet 1% ausgegangen, dessen Rand disjunkt in einen DI-
RICHLET-Rand TP und NEUMANN-Rand TN unterteilt ist (siehe Abb. E.1):




lii

Abb. E.1.: Skizze fiir das Gebiet V mit DIRICHLET- und NEUMANN-Rand.

,8211, _ ext n zext
pWZVLZ—‘—pf, 'U,‘wa:'U/ s t|f‘N:t .

Bei der Berechnung einer numerischen Naherungslosung fiir die Verschiebung
wird bei der Finiten-Elemente-Methode eine virtuelle Verschiebung eingefiihrt:

Ugolve = U + O .

Damit die numerische Losungsfunktion wgsve den DIRICHLET-Bedingungen der
tatséchlichen Funktion w entsprechen kann, muss die virtuelle Verschiebung an
den DIRICHLET-Réandern Null sein:

FEine DIRICHLET-Bedingung wird als wesentliche Randbedingung bezeichnet, weil
sie den Raum der Funktion du einschrénkt. Dies muss bei der computergestiitzten
Umsetzung beachtet und entsprechend implementiert werden.

GALERKIN-Verfahren

Es wird von der lokalen Impulsbilanz in BP ausgegangen, diese mit der Test-
funktion skalar du multipliziert und iiber das gesamte Gebiet V integriert:

2 — — —
/ﬁag-éudV—l—/(VL-Z‘)-éudV—/ of - Su dV .
v ot v v
Die partielle Integration wird auf das Spannungsintegral angewendet:

/V(VL-2)-6udf/:§évﬁ-(2-6u)dﬁ—/vz.-(5u®vL)df/,

und die Differentiation auf die Testfunktion verlagert. Mit dem Satz von GAUSS
resultiert ein Oberflichenintegral, in dem die NEUMANN-Randbedingung unter-

Kapitel E. Finite-Elemente-Methode
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gebracht wird:

0%u _ _
o dudV + [ Z(bu® V) dV
v ot v

:/ teXt-éudf_l—i—/pf-éudf/. (E.1)
r

v

Die Spannungsrandbedingung ist als NEUMANN-Randbedingung ein Teil der
variationellen Form und wird deshalb als natiirliche Randbedingung bezeichnet.
Da du auf dem DIRICHLET-Rand TP verschwindet, bleibt nur das Integral iiber
den NEUMANN-Rand I'N in der Gleichung.

Die Funktion du wird im Finite-Elemente-Kontext Testfunktion bezeichnet. Man
kann sich vorstellen, dass die Impulsbilanz durch verschiedene Funktionen du
getestet wird. Es wird also iiberpriift, ob Gl. (E.1) erfiillt ist. Die gesuchte
Funktion soll fiir jede Testfunktion die Gl. (E.1) erfiillen. Je grofer die Anzahl
an Testfunktionen, desto genauer wird das Ergebnis fiir die gesuchte Funktion.
Wiirde man hypothetisch mit unendlich vielen Funktionen testen, wére die Losung
exakt (Fundamentalsatz der Variationsrechnung sieche Hughes, 1987; Marsden
und Hughes, 1994).

Um einen Bezug zur Energiebilanz herzustellen, wird die Variation des Deforma-
tionsgradienten eingefiihrt:

dF =du® Vi, .

Damit ldsst sich die Gleichung (E.1) umformen zu:

2 - —
//38"2‘-5u dV+/ . 5FT dV
v ot %
—/_ tEXt-éudA—/_ﬁf-éudf/:O. (E.2)
T 1%

Die Integrale iiber £ und f beschreiben die Arbeit der dufleren Lasten 5W et
entlang einer gedachten Verschiebung du. Das Integral iiber den Spannungen X
gibt die virtuelle innere mechanische Arbeit SW™ wieder. Zusammen mit der
virtuellen kinetischen Energie ist die innere virtuelle Arbeit im Gleichgewicht
mit der duferen virtuellen Arbeit. Da in dieser Arbeit ausschliefSlich statische
bzw. quasi-statische Vorginge betrachtet werden, ist der Tragheitsterm zu ver-
nachléssigen:

SW — Wt =0,
sWint = / X 5FT AV, swe :/ £ su dfl+/_ pf-dudV .
% r v

Prinzip der virtuellen Arbeit
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Die interne virtuelle Arbeit ldsst sich bei Vorhandensein eines hyperelastischen
Materials mit Potential wp als Variation derselbigen interpretieren:
ow I

X.8F" = P.6F = T SF = dwp .

Damit sind die interne Arbeit und die Variation derselbigen gegeben:
Wit — / wp(F) dV, Wit = / Swp(F) dV .
1% \%

Das hier beschriebene Verfahren ist GALERKIN-Verfahren. Es wird von der
starken Formulierung (lokale Bilanz) ausgegangen und eine schwache Form her-
geleitet. Die variationelle Form wird als schwach bezeichnet, weil die Funktion w
geringeren Differentiationsanspriichen gentigt. Die lokale Impulsbilanz enthélt
den Term Vi, - X. Dieser ist iiber das Materialgesetz mit der zweiten Ableitung
der Verschiebungen u verkniipft. Also muss die Verschiebung mindestens zwei-
mal differenzierbar sein. Die variationelle Form (E.2) enthélt nur noch erste
Ableitungen.

Bei der Simulation werden ausschliefSlich kontinuierliche LAGRANGE-Elemente
erster Ordnung verwendet (siche Abb. E.2). Der entsprechende Funktionenraum

AN

Abb. E.2.: Lineare LAGRANGE-Elemente erster Ordnung in 1D, 2D und 3D
(aus Logg, Mardal und Wells, 2012).

ist der SOBOLEV-Raum erster Ordnung (siehe Holzapfel, 2000, Kap. 8). Jede
Komponentenfunktion auf jedem finiten Element ist linear. Die Funktionen sind
innerhalb der Elemente stetig differenzierbar. An den Elementgrenzen sind die
Funktionen stetig, jedoch kénnen sie dort Knicke haben, d.h. miissen also nicht
differenzierbar sein.

Prinzip der virtuellen Arbeit in aktueller Platzierung

Analog zur Referenzplatzierung lisst sich das Prinzip der virtuellen Arbeit auch
fir die aktuelle Platzierung herleiten. Es wird wieder von der Impulsbilanz
ausgegangen:

d%u

P@:T'VE+PJ€-
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Es wird mit einer Testfunktion du multipliziert und iiber das gesamte Ge-
biet integriert. Anschliefend wird partielle Integration angewendet und NEU-
MANN-Randbedingungen durch den GAUSs-Integralsatz inkludiert:

d2
/ P SudV—i—/T (bu® Vg)dV =

/ teXt-éudA—l—/pf-éudV. (E.3)
N \%

Formulierungen (E.2) und (E.3) sind dquivalent, d.h. sie konnen durch Trans-
formation auf die entsprechende Platzierung gewonnen werden. Der rdumliche
Gradient von du lédsst sich durch einen materiellen Gradienten ersetzen, wodurch
die Variation des Deformationsgradienten 0 F' entsteht:

d2
/ dt2 SudV—i—/T (0F - F~ )dV—

/ teXt~6udA+/pf-6udV.
N \%

Durch die Symmetrie des Spannungstensors T', wird der symmetrische Anteil des
Gradienten der virtuellen Verschiebungen du ® Vg verwendet. Das ist moglich,
da die doppelte Uberschiebung des symmetrischen Spannungstensors mit dem
antimetrischen Anteil des virtuellen Dehnungstensors stets Null ergibt:

2
/d 6udV+/T (Ve ®du+ (Ve@du)") dV =

d2
/ teXt-éudA—i—/pf-éudV.
N Vv

Fir diese Arbeit sind beide Formulierungen relevant, da die Simulation je nach
Problem sowohl in der Bezugsplatzierung als auch in der aktuellen Platzierung
bestimmt wird.

E.3. NEwTON-RAPHSON-Verfahren

Das Prinzip der virtuellen Arbeit ergibt in der Regel ein nicht-lineares Funktio-
nal in w. Um eine nicht-lineare Gleichung zu lésen wird das NEWTON-RAPH-
SON-Linearisierungsverfahren angewendet (siehe Bonet und Wood, 1997, Kap.
6 und Holzapfel, 2000, Kap. 8). Das nicht-lineare Problem wird durch viele Li-
nearisierungen ersetzt. In jeder Iteration wird ein lineares Problem gelost (siehe
Marsden und Hughes, 1994, Kap. 4). Es wird das Funktional II definiert, das von
u und du abhéngt. Da beziiglich w linearisiert wird, ist du fiir die Linearisierung
nur ein Parameter, sodass seine Abhéngigkeit nicht explizit erwdhnt wird. Aus

NEWTON-RAPHSON-Verfahren



Ivi

dem Prinzip der virtuellen Arbeit folgt:
M(w) = SWnt — sWet =0 .

Um die Nullstelle zu bestimmen wird II in eine TAYLOR-Reihe um die Stelle u
entwickelt und so ein Schritt Au in Richtung Nullstelle gemacht:

I(u + Au) = II(u) + All(u, Au) + O(Au) .
Die Anderung AII ist wiederum die Richtungsableitung nach GATEAUX:

oIl

d
AIl = D, Il(u) = —(u + cAu -9
sull(u) = T ). = 35

Au .
de v

Die TAYLOR-Reihe wird nach dem ersten Glied abgebrochen. Im Idealfall befindet
sich u + Aw im Nullpunkt. Um Aw zu bestimmen, muss das folgende lineare
System fiir Au gelost werden:

oIl

oAy Au=1l(u). (E.4)

Das Vorgehen ist in Abb. E.3 schematisch dargestellt. Es wird mit einer anféng-
p1(u)

=1 7 T >u
Uk42 U1 U

Abb. E.3.: Schematische Darstellung des NEWTON-RAPHSON-Algorithmus
fiir zwei Iterationsschritte beginnend mit wy.

lichen Schiatzung ug begonnen und der Anstieg 911/0Aw bestimmt. Damit wird
Aw aus Gl. (E.4) berechnet und ein Schritt in Richtung Nullstelle u; = uo + Au
gemacht. Dieses Prozedere wird solange durchgefiihrt, bis der Betrag der Ande-
rung ||Awul| kleiner ist als eine definierte Toleranz. In Abb. E.3 ist das Prozedere
fir eine Schatzung uy dargestellt.
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F. Daten des Preliminary Reference
Earth Model

Die in den Simulationen verwendeten Materialdaten des PREM sind der folgenden
Tabelle zu entnehmen.

r [km] p [gfem?] vpy [fw/s] wpy [km/s]  wgy [km/s] wsg [km/s] o [-]
0 1,02 1,45 1,45 0 0 1
1 1,02 1,45 1,45 0 0 1
2 1,02 1,45 1,45 0 0 1
3 1,02 1,45 1,45 0 0 1
3 2.6 5.8 5.8 3.2 3.2 1
4 2.6 5.8 5.8 32 3.2 1
5 2,6 5,8 5,8 3,2 3,2 1
6 2.6 5.8 5.8 3.2 3.2 1
7 2,6 5,8 5,8 3,2 3,2 1
8 2.6 5.8 5.8 3.2 3.2 1
9 2,6 5,8 5,8 3,2 3,2 1

10 2.6 5.8 5.8 3.2 3.2 1
11 2,6 5,8 5,8 3,2 3,2 1
12 2.6 5.8 5.8 3.2 3.2 1
13 2.6 5.8 5.8 392 3.2 1
14 2.6 5.8 5.8 3.2 3.2 1
15 2.6 5.8 5.8 392 3.2 1
15 2,9 6,8 6,8 3,9 3,9 1
16 2.9 6.8 6.8 3.9 3.9 1
17 2,9 6,8 6,8 3,9 3,9 1
18 2.9 6.8 6.8 3.9 3.9 1
19 2,9 6,8 6,8 3,9 3,9 1
20 2.9 6.8 6.8 3.9 3.9 1
21 2,9 6,8 6,8 3,9 3,9 1
99 2.9 6.8 6.8 3.9 3.9 1
23 2,9 6.8 6.8 3.9 3.9 1
24,4 2.9 6.8 6.8 3.9 3.9 1

244 3,38075 8,02206 8,19032 4,39602 4,6118 0,90039
25 3,38068 8,02138 8,18988 4,39616 4,61126  0,90062
26 3,38057 8,02024 8,18916 4,39639 4,61037 0,90101
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r [km] p [g/ew?] vpy [kwfs] wvpy [km/s] wvgy [km/s] wsg [km/s]  n [
27 338047  8,01011  8,18843  4,39662  4,60947  0,9014
28 3,38036  8,01798  8,18771  4,39685  4,60857 0,90179
29 338025  8,01684  8,18698  4,39708  4,60767 0,90218
30 338014 801571  8,18626  4,39731  4,60678 0,90257
31 3,38003  8,01458  8,18553  4,39754  4,60588 0,90296
32 337992 801345  8,18481 439777  4,60498 0,90335
33 337981 801231  8,18408 4,398  4,60408 0,90373
34 3,3797 801118  8,18336  4,39823  4,60319 0,90412
35  3,3796  8,01005  8,18263  4,39846  4,60229 0,90451
40 3,37905  8,00438  8,17901  4,39962 4,5978  0,90646
45 337851  7,99872  8,17539  4,40077  4,59332  0,9084
50 337797 7,99305 817176  4,40192  4,58883 0,91035
60 3,37688  7,98172  8,16452  4,40422  4,57985 0,91424
70 337579 797039  8,15727  4,40653  4,57088 0,91812
80 337471  7,95906  8,15002  4,40883 4,5619 0,92201
80 337471  7,95906  8,15002  4,40883 45619 0,92201
90  3,37362  7,94773  8,14278 441113  4,55293  0,9259
100  3,37253 793641  8,13553  4,41344  4,54396 0,92979
110 337145 7,92508  8,12828 441574  4,53498 0,93368
120 337036 791375 812103 441805  4,52601 0,93757
130 3,36927  7,90242  8,11379 442035  4,51703 0,94146
140  3,36818  7,89109  8,10654  4,42265  4,50806 0,94535
150 33671  7.87976  8,09929  4,42496  4,49908 0,94924
160 3,36601  7,86843  8,09204 442726  4,49011 0,95313
170 3,36492 7.8571 8,0848  4,42957 448113 0,95702
180 3,36384  7.84577  8,07755 443187  4,47216 0,96091
190  3,36275  7,83444 8,0703  4,43417  4,46319 0,96479
200 3,36166  7,82311  8,06306  4,43648  4,45421 0,96868
210  3,36058  7,81178  8,05581  4,43878  4,44524 0,97257
220 3,35949  7,80045  8,04856  4,44109  4,43626 0,97646
220 343577  8,55895 855895 4,6439 4,6439 1
230  3,44175 857819 857819 4,6509 4,6509 1
240 344772 859743  8,59743 4,6579 4,6579 1
250 345369  8,61666  8,61666 4,6649 4,6649 1
260  3,45966 8,6359 8,6359 4,6719 4,6719 1
270 346563  8,65514  8,65514 4,6789 4,6789 1
280 34716  8,67438  8,67438 4,6859 4,6859 1
290 347758  8,60362  8,69362 4,6929 4,6929 1
300 3,48355  8,71286  8,71286 4,6999 4,6999 1
310 3,48952 8,7321 8,7321 4,7069 4,7069 1
320 3,49549 875133  8,75133 4,7139 4,7139 1

Kapitel F. Daten des Preliminary Reference Earth Model
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3
1

r[km] p [gfem?] wvpy [fmfs]  vpy [fs] wsy [kmfs]  wsw [k

330  3,50146  8,77057  8,77057 14,7209 4,7209
340  3,50743  8,78981  8,78981 4,7279 4,7279
350 3,51341  8,80905  8,80905 4,7349 4,7349
360 3,51938  8,82829  8,82829 4,7419 4,7419
370  3,52535  8,84753  8,84753 4,7489 4,7489
380 3,53132  8,86677  8,86677 4,7559 4,7559
390 3,53729 8,886 8,886 4,7629 4,7629
400 3,54326  8,90524  8,90524 4,7699 4,7699
400 3,72375  9,13392  9.13392  4,93249  4,93249
410 3,73635  9,18511  9,18511  4,96166  4,96166
420 3,74895  9,23631  9,23631  4,99083  4,99083
430 3,76156 9,2875 9,2875 5,02 5,02
440 3,77416 9,3387 93387  5,04918  5,04918
450  3,78677  9,38980  9.38989  5,07835  5,07835
460  3,79937 944109 944109  5,10752  5,10752
470 3,81197 949228 949228  5,13669  5,13669
480  3,82458  9,54348 954348  5,16586  5,16586
490  3,83718  9,59468  9,59468  5,19504  5,19504
500 3,84978  90,64587  9,64587 522421  5,22421
510 3,86239  9,69707  9,69707  5,25338  5,25338
520 3,87499  90,74826  9,74826 528255 528255
530  3,88759  9,79946  9,79946 531173  5,31173
540 3,002  9,85065  9,85065 5,3409 5,3409
550  3,9128  9,90185  9,90185  5,37007  5,37007
560  3,92541  9,95304  9,05304  5,39924  5,39924
570 3,93801  10,00424  10,00424 542841 542841
580  3,95061  10,05543  10,05543 545759  5,45759
590 3,96322  10,10663  10,10663  5,48676  5,48676
600 3,97582  10,15783  10,15783  5,51593  5,51593
600 3,97582  10,15776  10,15776 551602  5,51602
610 3,97815  10,17325  10,17325 552376  5,52376
620 3,98048  10,18874  10,18874 5,5315 5,5315
630 3,98281  10,20422  10,20422 553924  5,53924
640 3,98514  10,21971  10,21971  5,54699  5,54699
650 3,98746 10,2352 10,2352  5,55473  5,55473
660 3,98079  10,25069 10,2506  5,56247  5,56247
670  3,99212  10,26617  10,26617 557021  5,57021
670  4,38074  10,75132  10,75132  5,94513  5,94513
685,3  4,39020  10,79897  10,79897 598986  5,98986
735,3 442128  10,95459  10,95459  6,13609  6,13609
771 44432 11,0656 11,0656  6,24054  6,24054

G G O G G G G G G O G G GV G G WO G VAT O S G WY
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r [km] p [g/ew?] vpy [kwfs] wvpy [km/s] wvgy [km/s] wsg [km/s]  n [

771 44432 11,06559  11,06559  6,24039  6,24039 1
7853 445194  11,09179  11,09179  6,25067  6,25067 1
835,3 448228  11,18192  11,18192  6,28608  6,28608 1
885,3 451232  11,26984  11,26984  6,32065  6,32065 1
935,3  4,54206  11,35563  11,35563  6,35442  6,35442 1
985,3 45715 1143936  11,43936  6,38742  6,38742 1
1035,3  4,60067 11,5211 11,5211  6,41967  6,41967 1
1085,3  4,62956  11,60095  11,60095 6,4512 6,4512 1
11353  4,65819  11,67896  11,67896  6,48204  6,48204 1
1185,3  4,68656  11,75523  11,75523 6,5122 6,5122 1
12353  4,71469  11,82983  11,82083  6,54173  6,54173 1
12853  4,74259  11,90283  11,90283  6,57064  6,57064 1
1335,3  4,77025  11,97431  11,97431  6,59807  6,59897 1
1385,3  4,7977  12,04435  12,04435  6,62674  6,62674 1
14353  4,82493  12,11304  12,11304  6,65398  6,65398 1
14853  4,85196  12,18043  12,18043  6,68071  6,68071 1
1535,3  4,87881  12,24662  12,24662  6,70696  6,70696 1
1585,3  4,90547  12,31167  12,31167  6,73276  6,73276 1
1635,3  4,93195  12,37567  12,37567  6,75813  6,75813 1
1685,3  4,95827 12,4387 12,4387  6,78311  6,78311 1
1735,3  4,98443  12,50083  12,50083  6,80771  6,80771 1
1785,3 501045 1256213  12,56213  6,83197  6,83197 1
1835,3  5,03633  12,62269  12,62269  6,85592  6,85592 1
1885,3  5,06208  12,68258  12,68258  6,87957  6,87957 1
1935,3 50877  12,74188  12,7418%  6,90296  6,90296 1
1985,3 511322  12,80067  12,80067  6,92611  6,92611 1
2035,3  5,13863  12,85002  12,85902  6,94906  6,94906 1
2085,3  5,16395 1291702  12,91702  6,97182  6,97182 1
2135,3  5,18019 1297473  12,97473  6,99442  6,09442 1
2185,3 521434  13,03224  13,03224 7,0169 7,0169 1
22353 523944  13,08963  13,08963  7,03927  7,03927 1
22853 526447  13,14696  13,14696  7,06157  7,06157 1
2335,3 528045  13,20432  13,20432  7,08382  7,08382 1
2385,3  5,3144 1326179  13,26179  7,10605  7,10605 1
2435,3 533931  13,31044  13,31944  7,12828  7,12828 1
2485,3  5,3642  13,37735  13,37735  7,15055  7,15055 1
2535,3 538008 13,4356 134356  7,17287  7,17287 1
2585,3 541305  13,49426  13,49426  7,19529  7,19529 1
2635,3 543883  13,55341  13,55341  7.21781  7,21781 1
2685,3 546372  13,61313  13,61313  7,24048  7,24048 1
2735,3 548863 13,6735 13,6735  7,26331  7,26331 1

Kapitel F. Daten des Preliminary Reference Earth Model
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rkm] p [gfem’] wvpy [mfs] vpy [fvjs] osy [kms] wsw ][]
2741  5,49148  13,68042  13,68042 7,26593 7,26593 1
2741  5,49148  13,68044  13,68044 7,26597 7,26597 1
2785,3  5,51358  13,69098  13,69098 7,26563 7,26563 1
2835,3  5,03856  13,70302  13,70302 7,2652 7,2652 1
2885,3 5,5636  13,71522  13,71522 7,26471 7,26471 1
2891  5,56646  13,71662  13,71662 7,26465 7,26465 1
2891  9,90344 8,06479 8,06479 0 0 1
2971 10,02942 8,19943 8,19943 0 0 1
3071 10,18136 8,36024 8,36024 0 0 1
3171 10,32727 8,51302 8,51302 0 0 1
3271 10,46729 8,65809 8,65809 0 0 1
3371 10,60153 8,79577 8,79577 0 0 1
3471 10,73013 8,92636 8,92636 0 0 1
3571 10,85322 9,05019 9,05019 0 0 1
3671 10,97092 9,16756 9,16756 0 0 1
3771 11,08336 9,2788 9,2788 0 0 1
3871 11,19067 9,38422 9,38422 0 0 1
3971 11,29298 9,48413 9,48413 0 0 1
4071 11,39042 9,57885 9,57885 0 0 1
4149,5 11,46358 9,64977 9,64977 0 0 1
4171 11,48311 9,66869 9,66869 0 0 1
4271 11,57119 9,75397 9,75397 0 0 1
4371 11,65478 9,835 9,835 0 0 1
4471  11,73401 9,9121 9,9121 0 0 1
4571 11,809 9,98558 9,98558 0 0 1
4671 11,87989  10,05576  10,05576 0 0 1
4771 11,94681  10,12295  10,12295 0 0 1
4871 12,00988  10,18747  10,18747 0 0 1
4971 12,06923  10,24963  10,24963 0 0 1
5071 12,12499  10,30975  10,30975 0 0 1
5149,5 12,16633  10,35572  10,35572 0 0 1
5149,5 12,76361  11,02826  11,02826 3,50431 3,50431 1
51563,9 12,76595  11,02994  11,02994 3,50549 3,50549 1
5171 12,77495  11,03642  11,03642 3,51002 3,51002 1
5271 12,82503  11,07249  11,07249 3,53522 3,53522 1
5371 12,87076  11,10541  11,10541 3,55823 3,55823 1
5471  12,91213 11,1352 11,1352 3,57905 3,57905 1
5571 12,94914  11,16186  11,16186 3,59767 3,59767 1
5671 12,98181  11,18537  11,18537 3,61411 3,61411 1
5771 13,01011  11,20576  11,20576 3,62835 3,62835 1
5871 13,03406 11,223 11,223 3,64041 3,64041 1




Ixii

rfkm]  p [gfem’] wvpy [ffs] vpw /5] wsy [kmys] wsw [fns] o[-

5971 13,05366  11,23711  11,23711 3,65027 3,65027
6071 13,0689  11,24809  11,24809 3,65794 3,65794
6171 13,0v979  11,25593  11,25593 3,66342 3,66342
6271 13,08632  11,26063  11,26063 3,6667 3,6667
6371 13,0885 11,2622 11,2622 3,6678 3,6678
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Abb. F.1.: Elastizitatsmodul fiir die Erde.
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