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2 KLT #260

KLT: ¢¢.
¢"'" und ¢%¢ und ¢
['ist L, D, P, Eeit, Eort, Eyer-Transformationsfamilie.

Glz,v

Ersterstellung: 30/11/13 Letzte Anderung: 30/01/15

Notationen 1. Falls 0 # D eine offene Teilmenge von R™, 1 < m € N, ist und
falls g € C}(D : R"), 1 < n € N, so spielt hier und im Folgenden gelegentlich die
Funktion

g DXR™ R, gf(z,0) =) g @) v,
j=1

eine nicht unbedeutende Rolle, wobei hier und in den Folgenden Abschnitten der
KLT die der Differentialgeometrie entlehnten Notation

g7j:8jg,, je{l,...,s}

Gebrauch gemacht werden sol. Offenbar gilt ¢¢ € C(D x R™ : R™). Falls g €

CH*(D : R") mit k € N, so gilt ¢¢ € C*(D x R™ : R"). Im Speziellen folgt aus

g € C2(D : R") die stetige Differenzierbarkeit von ¢®. Fiir c € C!(J : D), J echtes

reelles Intervall, folgt g o c € C1(J : R") und ohne allzu grofie Miihe ergibt sich
(goc)" = (9.500) ¢ =g o (c.0)

J=1
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Notationen 2. Seien 1 < m,n € N, sei 0 # D eine offene Teilmenge des R™
und sei P ein echtes reelles Intervall. In Verallgemeinerung des in Notationen 1
Dargelegten werden gelegentlich Funktionen g € C*(P x D : R") betrachtet. Hier
sind fiir £ € P die Funktionen

"D R, ¢ (z) = g(¢ ),
und fir x € D die Funktionen

g P =R () = g(& ),

von Interesse. Offenbar gilt
geeC(D:RY), ¢eP
und
P eC(P:RY), zeD,
und
g (x) = "*(&) = g(&,2),  (&,2) € Px D.
Fir (§,2) € P x D und (ej) = jter Einheitsvektor im R™, j =1,...,m, gilt

(039")(@) = lim(g"%(z + h - (&) — g"¥(a)) :
= lim(g(€a+ - (o) = 9(6,2) 5 h = (Dh4,)(6, ),

h—0

und

(7Y (€) = lim (g**(€ + h) — g*(€))  h = lim(g(& + h, x) — g(&,2)) :
= (919)(&, ).

Wegen ¢'l¢ € CY(D : R"), ¢ € P, kénnen nun mit Hilfe von Notationen 1 die
Funktionen

(g1 D x R™ — R",
betrachtet werden. Es gilt auf jeden Fall (¢'€)¢ € C(D x R™ : R") und wenn
gl e CH¥(D :R"), 1 < k € N, so folgt (¢"€)% € C*(D x R™ : R"), so dass im
speziellen Fall ' € C2(D : R") die Aussage (¢'€)¢ € C'(D x R™ : R") verfiigbar
ist. Offenbar gilt fiir (§,z,v) € P x D x R™,

m m

(9")%(x,0) = (0;9") (@) - v = > (D11,9) (&, x) - v

J=1 J=1
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Hieraus konen ohne allzu viel Miihe die Funktionen

m

g PSR R(E) = (102, 0) = 3 (Bras0)(,3) -,
=1
] (z,v) € D xR™
gewonnen werden. Offenbar gilt g* € C(P : R"), (z,v) € D x R™, also
(g°*) e C(P: R"),

und eine kurze Rechnung ergibt

(¢°)(€) = Y _(0rD14j9) (& 0) vy, €€ P
j=1
Fiir c € C}(J : D), J echtes reelles Intervall, und ¢ € P folgt g'€oc € C'(J : R")

und es ergibt sich

(9" 0 0)*(t) = (9")%( = " Oraig) (€ ct) - ¢5(1), te .
7j=1

Auch gilt fir £ € P, t € J,

(9" 0 0)(t) = PO, (g0 0(1) = gV (g).
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Notationen 3. Seien 1 < m,n € N; sei 0 # D eine offene Teilmenge des R™ und
sein P ein echtes reelles Intervall. Nun sei g € C*(P x D : R"). Dann folgt im
Speziellen

01g € CH(P x D : R"™),

so dass unter Einbeziehung von Notationen 2 fiir ¢ € P ohne Weiteres die
Funktion

(019)" € CUD:R"),  (019)"(2) = (D19) (& @),

betrachtet werden kann. Fiir ¢ € C1(J : D), J echtes reelles Intervall, und £ €
P folgt (019)'€ oc € C'(J : R") und es ergibt sich unter Einbezichung der
zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von g,

((019)" 0 0)*(1) = ((919)1)%(e(t). é(t)) = Z 0115(019))(&, c(1)) - ¢(1)

1

(1014;9)(&; (1)) - ¢5(1), L e,

<.
Il

Ms

1

Z O145019) (&, c(t)) - ¢5(t) =

J

und somit

((219)" 0 0)*(t) = (6% OY(€) = ((219)")%(e(t), ¢(t)). te .
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In der KLT werden Aussagen tiber Erhaltungsgrifsen mit Hilfe von Koordinaten-
Transformationen des Orts-Raums hergeleitet. Dabei sollen D-Kurven in D-
Kurven tibergefiihrt werden. Dies stellt eine gewisse notationelle Herausforderung
dar, der sich die nun folgende Begriffsbildung stellt.

I'ist L, D, P, Eyeit, Eore, Eye1-Transformationsfamilie
genau dann, wenn gilt:

1) P, E,.;: sind echte reelle Intervalle.

2) 0 # Eqpt, Eyer sind offene Teilmengen des R®.
3) FEaeiv X Fory X Eye1 CD.

4) Fiir V= (I | P X Eu) gilt:

4.2) Ve CP X Eoy : R?).
4.p) W0 =idg .
4.c) Fiir alle ¢ € P gilt V¢[E,.] C Eory und (VH)E[Eyry X Eye1] € Eyer.

Bemerkung. Aus 4.b) folgt mit Hilfe mengentheoretischer Argumente 0 € P.
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Vor allem Aussage 4.b) hat interessante Folgerungen.

Es gelte:
—) Tist L, D, P, E,cit, Fort, Fye1-Transformationsfamilie.
=) U= (] P X Eys).

Dann folgt:
a) Fiir alle x € D gilt U?* ¢ C?3(P : R®) und

V20) =2 und (¥2)(0) = (0, 0)1().

b) Fiir alle (z,v) € Eope x R? gilt WEl»v ¢ CH(P : R®) und W2 (0) = v.

Beweis. ['ist eine L, D, P, E,eit, Fort, Fye1-Transformationsfamilie. Also gilt ¥ €
C?(P x Eyo : R®). Hieraus ergibt sich W21* € C2(P : R?), € Eyy, und WE»Y ¢
CHP :R®), (x,v) € Eore X R%. Fiir 7 € Fop gilt wegen 0 € P,

W2 (0) = ¥0(2) = idg,, () = =
Wie in Notationen 2 dargelegt gilt wegen 0 € P fiir alle x € F,.4,
(T7)(0) = (31 0)(0, ) = (V) P(2).

Zur Ermittlung von Wév(0), (z,v) € E.e x R®, seien zunichst 2 € E, und
j€{l,...,s}. Dann gilt mit (ej) = jter Einheitsvektor im R*,

(O14;9)(0,2) = im(¥(0,z + h - (ej)) — V(0,x)) : h

h—0

= lm (U + 1 - (ef)) — U0@)) : b 2 lim((x + R - () — 2) - b = (ej),

h—0 h—0

wobei hier, da es sich bei E,, um eine offene Teilmenge des R? ist, und = € E
gilt, von x + h - (ej) fiir alle h € R mit || “hinreichend klein” Gebrauch gemacht
wird. Es folgt fiir alle (z,v) € Eop X RS,

S S S

\I/G|m,'u<0) _ Z(@lﬂqj)(ojx) cv; = Z(ej) S Zvj - (ej) = v.

Jj=1 J=1 J=1



Beinahe offensichtlich ist der hier ohne Beweis angegebene Satz.
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Es gelte:
—) Dist L, D, P, E,cit, Fort, Eye1-Transformationsfamilie.
=) U= (] P X Eys).
—) J echtes reelles Intervall.
=) J C Fleis.
—) ce C¥(J: R?).
—) Fiir alle t € J gilt ¢(t) € Eope und é(t) € Eyer.
Dann folgt:
a) cist eine D-Kurve.

b) Fiir alle £ € P ist W' o ¢ eine D-Kurve und es gilt

dom (U o) =J sowie (W o) (t) = WMD) (&),

c) Fiir alle t € J gilt
\I]G|c(t),é(t) c Cl(P . Rs)’

und fiir alle (§,t) € P x J gilt

(WO () = (1) o)1)

teJ
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Bei der Untersuchung von Drehimpulsen sind jene Transformationsfamilien T’
von Interesse, bei denen I'' eine Drehung ist. Grund genung, sich mit Trans-
formationsfamilien T auseinander zu setzen, bei denen T'V¢ eine lineare Funktion
ist. Als Vorbereitung soll ein Satz mit einfachem, also vernachlissigbarem, Beweis
prasentiert werden.

Es gelte:
—) FE ist echtes reelles Intervall.
—) A EXR" > R" 1<m,néeN.
—) B,, ist Basis von R™.
—) B, ist Basis von R".
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle x € B,,, und alle y € B,, gilt
(A |y ), e CHE R),
wobei k € N oder k = oo.

Dann folgt A € C*(E x R™ : R").
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Ist A: ExXR™ — R" wie im vorangehenden Satz und ist A stetig differenzierbar,
so nimmt A% x v € R™, verbliiffend einfache Gestalt an.

Es gelte:
—) F ist echtes reelles Intervall.
=) AeCH{EXxR™:R"), 1<m,neN.
—) Fiir alle € € E ist A linear.

Dann folgt

AG|;B,U(§) — Al‘gv’ (57:13’1;) € FExR™ x R™.

Beweis. Seien zunéchst (§,2) € E x R™ und j € {1,...,m} und sei (ej) = jter
Einheitsvektor im R™. Dann gilt wegen der Linearitit von A€,

(D14, 4) (&, 2) = m (A, 2 + h - (e])) — A&, @) : h

= lim (A (z + h-(ef)) — A¥z) : h = lim(A%x + h- A (ej) — Az - h

h—0 h—0
= A (ej).

Es folgt fiir alle (§,z,v) € E x R™ x R™ unter neuerlicher Ausniitzung der
Linearitét von A,

Allev (e Z O145A) v = ZAM ej) Zv] Al (ej)
Jj=1 j=1
= ZAHS(U], — Alle (Z v - ) Alléy,.
j=1 j=1

]
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Nun sollen gut einsetzbare Bedinungen an eine Familie linearer Abbildungen ange-
geben werden, die sicherstellen, dass diese Familie eine L, D, P, Eyeit, Eort, Fye1-
Transformationsfamilie vorliegt. Auf den Beweis kann unter Verweis auf das bis-
her in diesem Essay Erarbeitete grﬁtenteils verzichtet werden. Lediglich der Nach-
weis von (WU [Eyry X Fye1] C Eyey fiir alle € € P bedarf ein wenig Argumenta-
tion.

Es gelte:
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCUE.
—) 0 # FEore, Fye1 sind offene Teilmengen des R®.
=) Fgeiv X Eory X Eye1 C D.
—) A€ CYE x R*: R?).
—) AN = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ] C Eop.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E,] C Fyer.

Dann folgt “ A ist L, D, P, F,eit, Fort, Fyer-Transformationsfamilie” .

Beweis(tw). Sei ¥ = (A | P X Eyp) und seien (£, 2,v0) € P X Eopy X Eyep. Dann
gilt z,v € R® und unter Einsatz der Linearitit von A und unter Verwendung
von 014V = 014;A auf P x Ey - hier wird verwendet, dass es sich bei Fqy um
eine offene Teilmenge+# 0 des R® handelt - folgt aus bisher Bewiesenem

S

(\Illlé)G(x,v) = Z(alﬂ\lf)(f, T) v = Z(al+jA><€7 z)-v; = AG(x,v)(f)

j=1

vorherigerSatz 1
= A |£U € Evel;

da v € Eyey und AY[Eye;] C Eye gilt. Durch “Beweglich-Machen” von (x,v) €
Eore X By ergibt sich WWE[E X Ee1] C By fiir alle £ € P.
O]
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Mengenlehre: z C P(|J ).
Weiteres iiber {(p,q)} U z.
Weiteres iiber g : cp f = Aund f: D — B.

Ersterstellung: 14/01/14 Letzte Anderung: 02/06/14

261-1. In klassischem Stil werden der elementaren Mengenlehre zugehorige Re-
sultate bewiesen. In weiterer Folge von a) stellt sich heraus, dass Topologien
ausschlielich auf Mengen angetroffen werden koénnen.

261-1(Satz)
a) r CP(Jx).
b) “q € {p}°” genau dann, wenn “q Menge” und “q #p”.

c) Aus “f Funktion”und “p € dom (f | D)”
folgt “(p, f(p)) € (f L D)”.

Q) Aus “f Funktion” folgt “{(p, f(p))} C f”.
e) (¢ |D)Cu.

£) Aus “r € dom ({(p.q)})” folgt “r =p”.
g) Aus “r €ran({(p,q)})” folgt “r =q”.

h) Aus “r # p”folgt “r ¢ dom ({(p,q)}) "

i) Aus “r #q” folgt “r ¢ ran ({(p,¢)})”-
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Beweis 261-1 a)

@€

fea

Aus Themal.1“f € a” und
aus Themal“«a € z”

folgt via 1-12: el
Ergo Themal.1: Vi (fea)= (Bel).
Konsequenz via 0-2(Def): Al “aCz”

1.2: Aus Themal“a € z”
folgt via Element Axiom: a Menge.

2: Aus Al gleich “a CJz” und
aus 1.2“«a Menge”
folgt via 0-26: aeP(Uux).

Ergo Themal: Va:(aex)= (e P(Jx)).

Konsequenz via 0-2(Def): r CP(Jx).
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Beweis 261-1 b) VS gleich q € {p}.
1: Via 5-11 gilt: {p}¢ =U\{p}.
2: Aus VS und

aus 1

folgt: qgelU\{p}.
3: Aus 2“qe U\ {p}”

folgt via 5-3: (geU)N(q¢{p}).

4.1: Aus3“qel...”

folgt via Element Axiom: q Menge

4.2: Aus 3“...q ¢ {p}”

folgt via 1-7: (¢ # p) V (¢ Unmenge).
5: Aus 4.1 und
aus 4.2
folgt: q#p
b) VS gleich (¢ Menge) A (¢ # p).
1: Aus VS gleich “...q #p”
folgt via 1-7: q ¢ {p}-

2: Aus Aus 1“¢g ¢ {p}” und
aus VS gleich “q Menge. .. ”
folgt via 3-2: q € {p}°.
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Beweis 261-1 c¢) VS gleich

1.1:

1.2:

2.1:

2.2:

Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 258-11:

Aus VS gleich “...p € dom (f | D)”
folgt via 258-11:

Aus 1.1“(f | D) Funktion” und
aus VS gleich “...p edom (f | D)”
folgt via 18-22:

Aus 1.2%(f | D) (p) = f(p)”
folgt via PaarAxiom I:

: Aus 2.1 und

aus 2.2
folgt:

Mengenlehre #261

(f Funktion) A (p € dom (f | D)).

(f | D) Funktion.
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e)

1:

Beweis 261-1 d) VS gleich

17

f Funktion.

Es gilt: (p € dom f) V (p ¢ dom f).
’Fallunterscheidung‘
e dom .
2: Aus VS gleich “ f Funktion” und
aus 1.1.Fall“p € dom f”
folgt via 18-22: (p, f(p)) € f.
3: Aus 2“(p, f(p)) € f”
folgt via 1-8: {o, fp)} < /.
1.2.Fall p ¢ dom f.
2: Aus 1.2.Fall“p ¢ dom f”
folgt via 17-4: f(p) Unmenge.
3: Aus 2“ f(p) Unmenge”
folgt via 6-2: (p, f(p)) Unmenge.
4: Aus 3“(p, f(p)) Unmenge”
folgt via 1-4: {. fp)} =
5: Via 0-18 gilt: 0cC f.
6: Aus 5 und
aus 4
folgt: {lp, flp) < f

|Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilgt:

aus 2
folgt:

: Via 258-10(Def) gilt:
: Via 2-7 gilt:

: Aus 1 und
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Beweis 261-1 £) VS gleich r € dom ({(p,q)}).
1: Via 259-36 gilt: dom ({(p,q)}) C {p}.

2: Aus VS gleich “r € dom ({(p,q)})” und
aus 1“dom ({(p,q)}) € {p}”

folgt via 0-4: r € {p}.

3: Aus 2“r € {p}”
folgt via 1-6: r=p.
g) VS gleich r€ran({(p,q)})-
1: Via 259-36 gilt: ran ({(p,q)}) C {q}.

2: Aus VS gleich “r € ran({(p,q)})” und
aus 1°ran ({(p,q)}) € {¢}”

folgt via 0-4: re{q}.
3: Aus 2“r € {q}”
folgt via 1-6: r=q.
h) VS gleich r # p.
1: Es gilt: (r € dom ({(p,q)})) V (r ¢ dom ({(p, q)}))-
wiFallunterscheidung ‘
r € dom ({(p, 9)})-
2: Aus 1.1.Fall“r € dom ({(p,q)})”
folgt via des bereits bewiesenen f): r=np.

3: Esgilt 2“r=p”".
Es gilt VS gleich “r #p” .
Ex falso quodlibet folgt: r ¢ dom ({(p,q)})-

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: r ¢ dom ({(p,q)}).
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Beweis 261-1 i) VS gleich r#q.
1: Es gilt: (reran({(p,q)})) v (r ¢ ran({(p,9)})).
’ wiFallunterscheidung ‘
r € ran ({(p,q)}).
2: Aus 1.1.Fall“r eran({(p,q)})”
folgt via des bereits bewiesenen g): r=q.

3: Esgilt 2“r=q".
Es gilt VS gleich “r #¢” .
Ex falso quodlibet folgt: r & ran({(p,q)})-

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: r ¢ ran({(p,q)}).

]
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261-2. Jede Funktion f kann einfach aus ( fl {p}c) rekonstruiert werden. Dabei
ist es unerheblich, ob p € dom f oder p ¢ dom f gilt.

261-2(Satz)

Aus “f Funktion” folgt “f = {(p, f(p))} U (f | {p}c) 7.
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Beweis 261-2 VS gleich

21

f Funktion.

3: Es gilt:

acef.

2: Aus VS gleich “ f Funktion” und
aus Themal.1“a € f7
folgt via 18-25:

Fallunterscheidung‘

30 (€ dom f) A (a = (2, F(2))).

(Q=p)V(Q#Dp)

Q=p.

4.1:

Aus Themal.1“a € f”

folgt via ElementAxiom: a Menge.

: Aus 3.1.Fall«“Q=yp”
folgt: f(€) = f(p).
: Aus 4.1 und

aus 2“...a=(Q,f(Q)”

folgt: (€, £(£2)) Menge.
: Aus 3.1.Fall“Q =p”’und

aus 4.2 f(2) = [(p)”

folgt via PaarAxiom I: (Q, f() = (p, f(p)).
dAus 24 ..a= (2, £(£2))” und

aus 5.2

folgt: a=(p, f(p))
: Aus 5.1 und

aus 5.2

folgt: (p, f(p)) Menge.

: Aus 6.2%(p, f(p)) Menge”
folgt via 2-28:  (p. f(p)) € {(p, F(P))} U (f | {p}“).

: Aus 6.1 und

aus 7

folgt: ae{(p fP)}U(f | {p}°).
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Beweis 261-2 VS gleich

Mengenlehre #261

f Funktion.

’Fallunterscheidung‘

Q£ p.

4.1:

4.2:
5:

Aus 2“...Qedomf...”
folgt via Element Axiom:
Via 258-11 gilt:

Aus 4.14Q Menge” und
aus 3.2.Fall“Q # p”
folgt via 261-1:

¢ Aus 54Q € {p}®” und

aus 2“...Q €dom f...”

Q Menge.
dom (f | {p}?) = {p}“ Nndom f.

Qe {p}°.

folgt via 2-2:

7: Aus 6 und
aus 4.2
folgt:

folgt via 261-1:

aus 8
folgt:

folgt via 2-2:

8: Aus =) “ f Funktion” und
aus 7¢Q € dom (f | {p}“)”

9: Aus2“...a=(Q,f(Q)” und

10: Aus 9“a € (f | {p}“)”
ae{(p f(P)}U(f L {p}°).

Q€ {p}¢ Nndom f.

Q) € dom (f L{p}c).

(@, f() € (f | {p}9)

ae (f1{p}9).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

ae{(p f(p)}u(f1{p}).

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

Va:(ae f)= (e {lp, f(p)}U(f|{p}9))

M| “f S SO U(F L {p)O)”
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Beweis 261-2 VS gleich f Funktion.
1.2: Aus VS gleich “ f Funktion”
folgt via 261-1: {(p, f(p)} C f.
1.3: Via 261-1 gilt: (f 1 {p}°) C r.
2: Aus 1.2“{(p, f(p))} € f7 und

aus 1.3¢ (f L{p}c) Cf”
folgt via 2-12: {(p, f)}U (f L {p}°) C [

: Aus A1 gleich “ f € {(p, f(p))} U (f | {p}9)” und

aus 3“{(p, f(p))} U (f | {p}°) € [~
folgt via GleichheitsAxiom: f={p fp)}u (f | {p}C).

O
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261-3. Falls p, ¢ Mengen sind dann gilt dom ({(p, ¢)}Uz) = {p}Udom 2. Ahnliches
gilt fiir den Bild-Bereich von {(p,¢)} U x.

261-3(Satz)
a) domz C dom ({(p,q)} Uz) C {p} Udomz.
b) ranz Cran ({(p,q)} Uz) C {q} Uranz.

c) Aus “p,q Menge” folgt “dom ({(p,q)} Uz) = {p} Udomz”
und “ran ({(p,q)} Uz) ={q} Uranz”.

d) Aus “(p Unmenge)V (¢ Unmenge)”
folgt “dom ({(p,q)}Ux) =domz”und “ran ({(p,q)}Ux) =ranz”.

e) Aus “p ¢ doma”
folgt *“(x Uy)[{p}] = y[{p}]"und “(xUy)(p) = y(p)”.

£) Aus “p ¢ domy”
folgt “(z U y){p}] = z[{p}]"und “(zUy)(p) =z(p)”.

g) Aus “p ¢ domz”und “p,q Menge” folgt “({(p,q)} Uz)(p) =q”.
h) Aus “r #p”folgt “({(p,q)} Ux)(r) =z(r)”.

i) Aus “p ¢y’ und “r €y’ folgt “({(p,q)} Uz)(r)=az(r)”.
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Beweis 261-3 a)

1.1: Via 2-7 gilt:

1.2: Via 259-36 gilt:

2.1: Aus1.1“2 C{(p,q)}Uz”

folgt via 7-10:

25

z C{(p,q)} Uz

dom ({(p,q)}) € {p}.

domz C dom ({(p,q)} Ux)

2.2: dom ({(p, )} Uz) "=® dom ({(p, ¢)}) U dom z.

2.3: Aus 1.2%dom ({(p,q)}) C {p}”

folgt via 2-15:

dom ({(p,q)}) Udomz C {p} Udom z.

3: Aus 2.2“dom ({(p,q)} Uz) =... =dom ({(p,q)}) Udomz” und
aus 2.3
folgt: dom ({(p,q)} Uz) C {p} Udomz

b)

1.1: Via 2-7 gilt:

1.2: Via 259-36 gilt:

2.1: Aus1.1“2 C {(p,q)} Ux”

folgt via 7-10:

2.2:

2.3: Aus 1.2%man ({(p,q)}) C {q}”
folgt via 2-15:

z C{(p,q)} Uz

ran ({(p,9)}) € {q}.

ranz C ran ({(p,q)} Ux)

ran ({(p,q)} Uz) "=" ran ({(p,q)}) Uranaz.

ran ({(p,q)}) Uranz C {q} Uranz.

3: Aus 2.2%ran({(p,q)}Uz) =...=ran({(p,q)}) Uranz” und
aus 2.3
folgt: ran ({(p,q)} Uz) C {p} Uranx
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Beweis 261-3 c¢) VS gleich

)

1.1: Aus =) “p,q Menge’
folgt via 259-36:

9

1.2: Aus —) “p,q Menge’
folgt via 259-36:
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p,q Menge.

dom ({(p,q)}) = {p}.

ran ({(p,9)}) = {¢}-

2.1 dom ({(p,q)} Uz) "= dom ({(p,¢)}) Udomz = {p} U dom z.
2.2: ran ({(p,q)} Uz) "="ran ({(p,q)}) Uranz = {q} Urana.
3.1: Aus 2.1

folgt: dom ({(p,q)} Uz) = {p} Udomz
3.2: Aus 2.2

folgt: ran ({(p,¢)} Uz) = {q} Uranz

d) VS gleich

(p Unmenge) V (¢ Unmenge).

1: Aus VS gleich “(p Unmenge) V (¢ Unmenge)”

folgt via 259-36:

{(p,a)} =0.

2.1: dom ({(p, @)} Uz) "=%dom ({(p,¢)}) Udomz £ (dom 0) U dom

7-11 2-17
= 0QUdomz "= domuz.

2.2: ran({(p,q)} Ux) "2 ran ({(p,q)}) Uranz = (ran0) Uranz

3.1: Aus 2.1

folgt:

3.2: Aus 2.2

folgt:

7-11 2-17
="0Uranx "= ranz.

dom ({(p,q)} Uz) = domx

ran ({(p,q)} Uz) =ranx
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Beweis 261-3 e) VS gleich p ¢ dom .
Themal.1 a € (zUy)[{p}
2: Aus Themal.1“«a € (x Uy)[{p}]”
folgt via 9-15: (p,a) € xUy.
3: Aus 2“(p,a) € xUy”
folgt via 2-2: ((p,a) € ) V ((p, ) € y).
Fallunterscheidung‘
(p.a) € .
4: Aus 3.1.Fall“(p,a) € z”
folgt via 7-5: p € domz.

5: Esgilt 4“p € domz” .
Es gilt VS gleich “p ¢ domz” .

Ex falso quodlibet folgt: a € y[{p}.
3.2.Fall (P, @) €y.
Aus 3.2.Fall“(p,a) € ¢’
folgt via 9-15: o € y[{p}]-

’Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

a € y[{p}
Ergo Themal. 1: Va: (o € (zUy)[{p}]) = (a € y[{p}]).
Konsequenz via 0-2(Def): At| “(zUy){p} Cy[{p}”
1.2: Via 2-7 gilt: yCaxUy.

2: Aus 1.2y CzxUy”
folgt via 8-9: y[{r}] € (z Uy)[{p}.

3: Aus A1 gleich “(zUy)[{p}] € y[{p}]” und
aus 2“y[{p}] € (z Uy)[{p}]”

folgt via GleichheitsAxiom: (z Uy){r}] = y[{pr}]
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Beweis 261-3 e) VS gleich

4: Aus 3 (x Uy)[{p}] = yl{p}]”

folgt via 259-13:

f) VS gleich

1:

Aus VS gleich “p ¢ domy”

folgt via des bereits bewiesenen e):
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p ¢ dom .

(zUy)(p) =y(p)

p ¢ domy.

(yUz){p} = z[{p}) A ((y U )(p) = 2(p)).

g) VS gleich

1.1:

1.2:

Aus VS gleich “p ¢ domzx...”

folgt via des bereits bewiesenen f):

Aus VS gleich “...p,q Menge”
folgt via 259-37:

: Aus 1.1 und

aus 1.2
folgt:

h) VS gleich

1:

Aus VS gleich “r #p”
folgt via 261-1:

: Aus 1%r ¢ dom ({(p, q)})”
folgt via des bereits bewiesenen e):

i) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...r € y” und
aus VS gleich “p & y...”
folgt via 0-1:

: Aus 14r #p”
folgt via des bereits bewiesenen h):

: Via KGU gilt: yUxr=zUy.
: Aus 1 und
aus 2
folgt: ((zUy){p}] = z[{p}]) A ((z Uy)(p) = z(p)).
]

(p ¢ domz) A (p,q Menge).

{9y uz)(p) ={(p,a)}p).

{(p,9)}(p) = ¢

{9t uz)(p) =q

r # p.

r ¢ dom ({(p,q)})-

{9} Ur)(r) = o(r).
(pgEy)A(rey).
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261-4. Falls p € cp (z | {¢}“) mit ¢ € domz, dann gilt {(¢,r)} Up € cp z fiir
alle r € z(q).

261-4(Satz)
a) Aus “p ¢ dom f7und “f Funktion” folgt “{(p,q)} U f Funktion”.

b) Aus “p € cp (x | {q}C) "und “q € domz”und “r € x(q)”
folgt “{(¢q,7)}Up€cpa”.

Beweis 261-4 a) VS gleich (p ¢ dom f) A (f Funktion).
& (dom ({(p,a)})) N1 dom J.

2: Aus Themal.1“«a € (dom ({(p,q)})) Ndom f”
folgt via 2-2: (v € dom ({(p,q)})) A (a € dom f).

3: Aus 1“a € dom ({(p,q)})...”
folgt via 261-1: a=p.

4: Aus 3 und
aus 2“...a € dom f”
folgt: p € dom f.

5: Esgilt 4“p € dom f 7.
Es gilt VS gleich “p ¢ dom f...”
Ex falso quodlibet folgt: a ¢ (dom ({(p,q)})) Ndom f.

Ergo Themal.1:
Va : (a € (dom ({(p,q)})) Udom f) = (a & (dom ({(p,q)})) U dom f).

Konsequenz via 0-19: A1 “(dom ({(p,q)})) Ndom f =0"

1.2: Via 259-36 gilt: {(p,q)} Funktion.

2: Aus 1.2“{(p,¢)} Funktion”
aus VS gleich “... f Funktion” und
aus A1 gleich “(dom ({(p,¢)})) N (dom f =0)"
folgt via 18-42: {(p,q)} U f Funktion.
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Beweis 261-4 b) VS gleich (pecp (x| {q}) A (g €domz)A (r € z(q)).

1.1: Aus VS gleich “p € cp (a: | {q}c) 7
folgt via 259-45: (p Menge) A (p Funktion) A (domp = (domz) \ {¢})
A(Va: (g # a € domz) = (p(a) € z(a))).

1.2: Aus VS gleich “...g €domz...”
folgt via Element Axiom: q Menge.

1.3: Aus VS gleich “...g €domz...”

folgt via 5-19: domz = {q} U ((domz) \ {q}).
1.4: Aus VS gleich “...r € z(q)”

folgt via Element Axiom: r Menge.
2.1: Via 5-14 gilt: q ¢ (domz) \ {¢}.

2.2: Aus 1.2“¢g Menge” und
aus 1.4“r Menge”
folgt via 261-3: dom ({(¢,r)} Up) = {¢} Udom p.

2.3: Aus 1.1“p Menge...”
folgt via 2-28: {(g,7)} Up Menge.

3.1: Aus 2.1 und
aus 1.1“...domp = (domz) \ {¢}...”
folgt: q ¢ dom p.

3.2: Aus 2.2 und
aus 1.1%...domp =domuz \ {¢}”

folgt: dom ({(¢,7)} Up) = {q} U ((domz) \ {q}).

4.1: Aus 3.1“q ¢ domp” und
aus 1.1“...p Funktion...”
folgt via des bereits bewiesenen a): {(g,7)} U p Funktion.

4.2: Aus 3.2 und
aus 1.3
folgt: dom ({(¢,r)} Up) = dom z.
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Beweis 261-4 b) VS gleich
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(pecp (z1{q}9) A (g €domz) A (r € 2(q)).

6: Es gilt:

’Fallunterscheidung‘

B € domx.

(B=q)V(B#q)

folgt:

folgt via 261-3:

9: Aus 8 und
aus 7
folgt:

10: Aus 9 und
aus 6.1.Fall
folgt:

7: Aus 6.1.Fall“fg = ¢” und
aus VS gleich “...r € z(q)”

8: Aus 3.1%¢g ¢ domp”,
aus 1.2“g Menge” und
aus 1.4“r Menge”

({(g;m)}Up)(q) = .

({(g,7)} Up)(q) € x(B).

({(g,r)} Up)(B) € x(B)-

folgt:

folgt via 261-3:

9: Aus 7 und
aus 8
folgt:

7: Aus aus 6.2.Fall“p #q”,
aus Thema5.1“f € doma” und
aus 1.1%.. . Va: (¢ # a €domz) = (p(a) € z(a))”

8: Aus 6.2.Fall“p #¢”

B #q.

p(B) € z(B)-

({(g,m)}up)(B) = p(B).

({(g,)} Up)(B) € x(B).

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

({(g,)} Up)(B) € x(B).
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Beweis 261-4 b) VS gleich (pecp (x| {q}) A (g €domz)A (r € z(q)).

Ergo Thema5. 1: Al| “VB (B edomzx) = ({(q,7)} Up)(B) € x(B))”

5.2: Aus 2.3“{(q,7)} Up Menge”,
aus 4.1“{(¢,7)} Up Funktion” ,
aus 4.2“dom ({(¢,r)} Up) = domz” und
aus Al gleich “Vf3: (8 € domz) = (({(¢,7)} Up)(B) € =(5))”
folgt via 259-39: {(¢,7)}Up € cp x.

]
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261-5. Hier wird Weiteres iiber yN (z xU) und y N (U x x) bewiesen. Die Beweis-
Reihenfolge ist abcdefhgi).

261-5(Satz)
a) Aus “xNdomy =07 folgt “yN(xxU)=0".
b) Aus “xNrany =07 folgt “yNn (U x x) =0".
c) Aus “zNndomy =07 folgt “yn(z xU)=yN(UxXU)".
d) Aus “zNrany =07"folgt “yN (U x z2°) =yN U xU)".
e) “x Cy”genau dann, wenn “yNx=0".
£) Aus “domy C x” folgt “yN (z¢ xU) =0".
g) Aus “rany C a7 folgt “yn (U x 2¢) =0".
h) Aus “domy C x” folgt “yN(xxU)=yN U XU)".

1) Aus “rany Cz” folgt “yn (U x x)=yN U XxU)".
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Beweis 261-5 a) VS gleich
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xNdomy = 0.

folgt via 2-2:

3: Aus2“...a€xxU’

4: Aus2“a€y...” und
aus 3“...a=(Q,9)”
folgt:

5: Aus 4“(Q,P) ey’
folgt via 7-5:

aus 56“€) € domy”
folgt via 2-2:

7: Aus 6 und
aus VS
folgt:

8: Esgilt 7Q €07,
Via 0-19 gilt:

2: Aus Themal“a€yn(x xU)”

folgt via 6-5: 3, ¢: (Qex) A (P elU) N (a=(Q,D)).

6: Aus3“...Q € x...” und

Ex falso quodlibet folgt:

acyn(zxU).

(aey) NaexxU).

(Q,P) €y.

2 € domy.

2 € xNdomy.

Qe0.

Q¢0.
ad¢yn(zxU).

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-19:

Va:(aeyn(zxU)) = (a¢yn(xxU)).
yN(xxU)=0.
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Beweis 261-5 b) VS gleich rNrany = 0.
a€ynUxu).
2: Aus Themal“acynN (U x x)”
folgt via 2-2: (dey) Nlael x ).

3: Aus2“...aelU xz”
folgt via 6-5: QP : (QeU) A (P € z) A (o= (Q,D)).

4: Aus2“a €y...” und
aus 3“...a=(Q,9)”
folgt: (Q,P) € v.

5: Aus4“(Q,P) ey’
folgt via 7-5: ® crany.

6: Aus3“...dcx...” und
aus 5“® € rany”

folgt via 2-2: ® ecxnrany.

7: Aus 6 und
aus VS
folgt: ® 0.

8: Esgilt 7“® €0”.
Via 0-19 gilt: O ¢ 0.
Ex falso quodlibet folgt: adyn U xz).

Ergo Themal: Va:(aeynNnU xz)) = (a¢yn U x x)).

Konsequenz via 0-19: yN U x x)=0.
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Beweis 261-5 c) VS gleich xNdomy = 0.
1: Aus VS gleich “x Ndomy =0"
folgt via des bereits bewiesenen a): yN(zxU)=0.

2: yNUxU) = yn (@CUz) xU) "ELyn (€ xU) U (z x U))

PEY (y N @O xU) U (yn (zxU)) = (yn (@@ xU)uo

27N ¢ x U).
3: Aus2“yN(U xU)=...yN (2% xU)”
folgt: yN (@@ xU)=ynN U xU).
d) VS gleich rNrany = 0.
1: Aus VS gleich “xNrany =07"
folgt via des bereits bewiesenen b): yN (U xz)=0.

2. yNU XU Zyn U x (zU2C) E yn (U x 2) U (U x 2°))
)

PEY N U x @) Uy N @ x29) 20U (N U xa9)

22Ty 0 U x 29).

3: Aus2yNUxU)=...=yNnU x z°)”
folgt: yNUx 2% =yn U xU).

e) VS gleich x Cuy.

1: Aus VS gleich “xz C y”

folgt via 5-6: z\y=0.
2: Via 5-10 gilt: r\y=azny".
3: Aus 1 und

aus 2

folgt: rNy’ =0.
4: Via KGN gilt: yCNr=xny°.
5: Aus 3 und

aus 4

folgt: YNz =0.
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Beweis 261-5 e) VS gleich

1:

2:

Via KGN gilt:

Aus 1 und
aus VS
folgt:

: Via 5-10 gilt:

: Aus 3 und

aus 2
folgt:

: Aus4“z\y=0"

folgt via 5-6:

fh) VS gleich

1:

2.f):

2.1:

4.h):

Aus VS gleich “domy C z”

folgt via des bereits bewiesenen e):

Aus 1“2 Ndomy =07

folgt via des bereits bewiesenen a):

Aus 1“2 Ndomy =07

folgt via des bereits bewiesenen c):

: Via 3-4 gilt:

Aus 2.1 und
aus 3
folgt:

37

y“ Nz =0.

xﬂyC:yCﬂm.

rzNy® =0.

r\y=azny".

domy C .

¢ Ndomy = 0.

yN (2 xU) = 0.

yN () xU)=ynN U xU).

(29)¢ = .

yN(xxU)=ynNn U xU).
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Beweis 261-5 gi) VS gleich

1: Aus VS gleich “rany C z”

folgt via des bereits bewiesenen e):

2.g): Aus 1“2 Nrany =07

folgt via des bereits bewiesenen b):

2.1: Aus 1“2 Nrany =07

folgt via des bereits bewiesenen d):

3: Via 3-4 gilt:

4.i): Aus 2.1 und
aus 3
folgt:

Mengenlehre #261
rany C .
% Nrany = 0.

yN (U x 2%) = 0.

yNUxz)=yNUXU).
U
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261-6. Falls f eine Funktion ist und p ¢ dom f gilt - so ein p gibt es immmer, wenn
dom f # U - so kann via 261-4 die Funktion f zu {(p,¢)} U f erweitert werden.
Auch ist die Einschrinkung von {(p, q)} U f auf {p}¢ entsprechend Vorliegendem
gleich f.

261-6(Satz)
a) Aus “r Relation” und “x Ndomr =0"und “domy C x”
folgt “r=((ruy) | z%)".

b) Aus “r Relation” und “p ¢ domr”und “domy C {p}”
folgt “r = ((ruy) | {p}°)”.

c) Aus “r Relation” und “p ¢ domr”

folgt “r= ({(p.9)}ur) | {p}°)".

d) Asu “f Funktion” und “p ¢ dom f”
folgt “f = ({9} U f) | {p}°)".

Beweis 261-6 a) VS gleich (r Relation) A (z Ndomr = 0) A (domy C z).
1.1: Aus VS gleich “r Relation...”
folgt via 10-3: r=rnNUxU).

1.2: Aus VS gleich “...zNdomr=0...”"
folgt via 261-5: rO (8 xU)=rn U xU).

1.3: Aus VS gleich “...domy C z”
folgt via 261-5: yN(z¢ xU)=0.

2: ((r Uy) | xc) baun

(ruy)N(zCxU) “="" (rn(z°xU))U(yN(z® xU))

Lrn@ xUNU02Trn @ xU) ErnUxU) L

258—10(Def)

3: Aus2“((ruy) | 2% =... =77
folgt: r=((ruy) | z°).

b) VS gleich (r Relation) A (p ¢ domr) A (domy C {p}).
1: Aus VS gleich “...p ¢ domr...”
folgt via 2-30: {p} Ndomr = 0.

2: Aus VS gleich “r Relation...”,
aus 1“{p} Ndomr = 0" und
aus VS gleich “...domy C {p}”
folgt via des bereits bewiesenen a): r=((ruy) | {p}9).
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Beweis 261-6 c¢) VS gleich
1: Via 259-36 gilt:

2: Aus VS gleich “r Relation...”
aus VS gleich “...p ¢ domr” und

aus 1“dom ({(p,q)}) C {p}”

folgt via des bereits bewiesenen b):

3: Via KGU gilt:

4: Aus 3 und
aus 2
folgt:

d) VS gleich

1: Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 18-18(Def):

2: Aus 1“f Relation” und
aus VS gleich “...p ¢ dom f”

folgt via des bereits bewiesenen c):
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(r Relation) A (p ¢ dom).

dom ({(p,q)}) € {p}.

r=((ru{p.a}) L {r}°).
ru{eq}t={matur.

r=({@aorur) | {p}°).

(f Funktion) A (p ¢ dom f).

f Relation.

f={ma}ruf) L {p}).
0
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261-7. Hier wird einer der Zwischenschritte von #260 verifiziert.

261-7(Satz) Es gelte:
=) g:cp f— A
=) f:D— B.
—) u,z € D.
=) u# z.
=) zecp (f | {u}9).
=) y=(z | {z}9).
=) p € f(u).

Dann folgt:
a) ©={(z2(2)}Uy.
b) {(u,p)} Uz €cp f.
) {(u,p)}U{(z2(2))} Uy) €cp [.

d) g (xlu.) (p) = g ({(u,p)} Uylz.) (x(2)).

Beweis 261-5

1.1: Aus =) “x € cp (f | {U}C) 7
folgt via 259-39:

1.2: Aus »)“f:D— B”
folgt via 21-1(Def):

1.3: Aus =) “pe f(u)”
folgt via Element Axiom:

1.4: Aus ) “u#z”
folgt:

1.5: Aus D “z €cp (f | {u}’)” und
aus —)“f: D — B”
folgt via 259-46:

x Funktion.

dom f = D.

p Menge.

domz = D\ {u}.
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Beweis 261-5

2.1: Aus 1.1“z Funktion...”
folgt via 261-2:

2.2: Aus =) “u...€ D” und
aus 1.2
folgt:

2.3: Aus 1.3“p Menge”
folgt via 259-14:

2.4: Aus 2 “...2z€ D” und
aus 1.4z #u”
folgt via 5-15:

3.a): Aus Dy = (2] {z}9)” und
aus 2.1
folgt:

3.b): Aus =) “x € cp (f | {u}c) "
aus 2.2“u ... € dom f”7 und
aus =) “p € f(u)”
folgt via 261-4:

3.1: Aus 2.4 und
aus 1.5
folgt:

4.c): Aus 3.a) und
aus 3.b)
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v ={(z,2(2)} U (= | {}°).

u € dom f.

g (zfu.) (p) = g({(u,p)} Ux).

z € D\ {u}.

v =A{(z2(2))} Uy.

{(w,p)}Uz €cp f.

z € dom xz.

folgt: {(u,p)} U ({(z,2(2)); Uy) € cp [.

4.1: Aus3.1“z & domz”
folgt via 17-5:

5: Aus 4.1“z(z) Menge”
folgt via 259-14:
9 ({(u,p)} Uylz.) (2(2)) =

x(z) Menge.

9({(z,2(2))} U ({(u,p)} Uy)).

6: g(z|u. ) (p) 2 0({(u, )} Uz) 2 g({(w,p)} U ({(2,2(2)} Uy))

g(({(u,p)} U{(z,2(2))}) Uy) “E"

({(z,2(2))} U{(w,p)}) Uy)

o(({(z, 2 }
ASY 5({(,2(=)} U ({2} U ) 2 g ({(, )} Ule.) (2(2)).
) =g ({( (o

7.d): Aus 6 folgt: g (xfu.) (p

9 {(u,p)} Uylz.) (2(2)).
O
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Mengenlehre: | J(z[E]). N(z[E]).
Aus “ f Funktion” folgt “ f[{p, q}] = {f(p), f(0)}"-
{p, Uy =A{p}. U, q} = {q}. {U;U} =0.

Ersterstellung: 16/01/14 Letzte Anderung: 04/06/14

262-1. Bei der Untersuchung von Topologien spielen Terme der Form (J(f[E]),
N(f[E]) - mit Funktionen f - eine groBe Rolle. Dies ist Grund genug, sich an
dieser Stelle in allgeinerer Form mit | J(z[E]), ((z[E]) - hier ist  eine ansonsten
beliebige Klasse - auseinander zu setzen.

262-1(Satz)
a) Aus “p e |J(z[E])” folgt “IQ, P : (pe QN (P e EYN(P,Q) €x)”.
b) Aus “p € u’und “ve E”und “(v,u) € x” folgt “p € J(z[E])”.
c) Aus “p e (z[E])"und “ve E”und “(v,u) € x” folgt “p e u”.

d) Aus “p Menge”
und Vo, : ((8 € E,domz) A ((B,a) €z)) = (p€ a)”
folgt “p € N(z[E])”.
e) Aus “0# ENdomzx”
und Vo, : ((f € E,domz) A ((B,a) €z)) = (p€ a)”
folgt “p € N(x[E])”.
) Aus “0# E Cdomaz”
und Vo, : ((6 € E,domz) A ((B,a) €z)) = (p€ a)”
folgt “p € N(z[E])”.
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Beweis 262-1 a) VS gleich p € U(z[E]).

1: Aus VS gleich “p € J(z[E])”

folgt via 1-12: 10 :p e Qe z[E].

: Aus 1“...Q € z[E]”

folgt via 8-T7: AP : (P e E)A((D,9) € x).

D Aus 14dQ...7

aus 239 ...7

aus 1“...peQ...7,

aus 2“... o€ E...” und

aus 2“...(9,Q) € x”

folgt: 30, (pe YA (P e E)AN((P,Q) € x).

b) VS gleich (peu)N(veE)A((v,u) €x).

1:

Aus VS gleich “...(v,u) € 7 und
aus VS gleich “...ve E...”
folgt via 8-8: u € z[E].

: Aus VS gleich “p € w...” und

aus 1“u € z[E]”
folgt via 1-12: p € U(z[E]).

c) VS gleich (p e NE[E]D) A (veE)A((v,u) € x).

1:

2:

Aus VS gleich “...(v,u) € 2”7 und
aus VS gleich “...ve E...”
folgt via 8-8: u € x[E].

Aus VS gleich “p € ((z[E])...” und
aus 1“u € z[E]”
folgt via 1-13: p € u.
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Beweis 262-1 d)
VS gleich (p Menge) A (Yo, 5 : (B € E,domz) A ((B,a) € 2)) = (p € a)).

v € [E].

2: Aus Themal.l1“y € z[E]”
folgt via 8-T: IQ:(Q e E,domz) A ((2,7) € z).

3: Aus 2“...(Q € E,domz) A ((©,7) € z)” und
aus VS gleich
“..Vo,B:((B€ E,domz)A((6,a) €)= (p € a)’
folgt: pE.

Ergo Themal. 1: Al| “Vvy: (v €z[E]) = (pen)”

1.2: Aus VS gleich “p Menge...” und

aus Al gleich “Vvy: (y € z[E]) = (p€7)”

folgt via 1-13: p € ((z[E]).
e) VS gleich (0 # ENndomz)A(Va, 5 : (B € E,domz)A((B,a) € x)) = (p € a)).

1.1: Aus VS gleich “0# ENndomz...”

folgt via 8-14: 0 # z[E].
v € E].
2: Aus Themal.2“y € z[E]”
folgt via 8-7: A0 : (2 € E,domzx) A ((2,7) € x).

3: Aus2“...(Qe E)A((R2,7) € x)” und
aus VS gleich
“Va,B:((B e E,doma) A ((B,a) € z)) = (p € a)’
folgt: pE.

Ergo Themal.2: Al| “Vvy: (v €z[E]) = (pen)”

2: Aus 1.1“0 # z[E]” und
aus A1 gleich “Vv : (y € z[E]) = (p€~)”
folgt via 1-13: p € N(z[E]).
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Beweis 262-1 f)
VS gleich (0 # E Cdomzx) A (Va, 8 : ((8 € E,domz) A ((B,a) € 2)) = (p € a)).

1: Aus VS gleich “... F Cdomx...”
folgt via 2-10: Endomzx =FE.

2: Aus VS gleich “0# E...” und
aus 1“F Ndomz = FE”
folgt: 0# ENdomzx.

3: Aus 2“0 # ENdomzx” und
aus VS gleich “...Va,8: ((f € E,domz) A ((B,a) €x)) = (pE a)”
folgt via des bereits bewiesenen e): p € N(z[E]).

]
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262-2. Fiir spezielle spitere Verwendung wird nun die “Funktions-Version” von

262-1 nachgereicht:

262-2(Satz)

a) Aus “f Funktion”und “p € J(f[E])”
folgt “30: (€ E) A (p € F(Q)".

b) Aus “f Funktion”und “u € E,dom f”und “p € f(u)”
folgt “p € U(fE])".

c) Aus “f Funktion”und “p € (\(f[E])”und “u € E,dom f”
folgt “p € f(u)”.
d) Aus “f Funktion” und “p Menge”
und “Va: (a € E,dom f) = (p € f(a))”
folgt “p € N(fIE])".
e) Aus “f Funktion” und “0 # ENdom f”
und “Va: (a € E,dom f) = (p € f(o))”
folgt “p € N(fIE])".
) Aus “f Funktion”und “0# E C dom f”
und “Va: (a € E,dom f) = (p € f(o))”
folgt “p € N(fIE])".

Beweis 262-2 a) VS gleich (f Funktion) A (p € U(f[E])).

1: Aus VS gleich “...p e U(f[E])”

folgt via 262-1: 0. Q:(pe@)A(Qe E)A((Q,®) € f).

: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus 1“...(Q,®) € f”
folgt via 18-20: O = f(Q).

s Aus1“...pe®...” und
aus 2“9 = f(Q)”
folgt: p € [().

Aus149...Q...7,

aus 1“... Qe EF...” und

aus 3“p € f(Q)”

folgt: A0 (Qe E)N(p € f(Q2)).
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Beweis 262-2 b) VS gleich (f Funktion) A (u € E,dom f) A (p € f(u)).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...u € ...dom f...”

folgt via 18-22: (u, f(u)) € f.
2: Aus VS gleich “...p € f(u)”,
aus VS gleich “...u € E...” und
aus 2“ (u, f(u)) € f7
folgt via 262-1: p e U(f[E]).
c) VS gleich (f Funktion) A (p € N(f[E])) A (u € E,dom f).

1: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus VS gleich “...u € ...dom f”
folgt via 18-22: (u, f(u)) € f.

2: Aus VS gleich “...p e N(fIE])...”,
aus VS gleich “...u € E...” und
aus 1 (u, f(u)) € f7
folgt via 262-1: p € f(u).
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Beweis 262-2 d)

VS gleich (f Funktion) A (p Menge) A (Va : (a € E,;dom f) = (p € f(a))).
(8 € E,dom f) A ((B,7) € f).

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus Themal.1%...(8,7) € f”
folgt via 18-20: v = f(B).

3: Aus Themal.1“f € E,dom f...” und
aus VS gleich “...Va: (o € E,dom f) = (p € f(a))”

folgt: p € f(B).

4: Aus 3“p e f(f)” und

aus 2.2y = f(p)”
folgt: pE.

Ergo Themal.1: ALl “Yv, B ((B € E,dom YA ((B,7) e f)) = (per)”

1.2: Aus VS gleich “...p Menge...” und

aus A1 gleich “Vv,8: ((8 € E,dom f)A((B,7) € )= (peEy)”
folgt via 262-1: p € N(fIE]).
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Beweis 262-2 e) VS gleich
(f Funktion) A (0 # ENdom f) A (Vo : (o € E,dom f) = (p € f(«a)))

folgt:

folgt:

2: Aus VS gleich “ f Funktion...” und
aus Themal.1%...(8,7) € f”
folgt via 18-20: v = f(B).

3: Aus Themal.1“f € E,dom f...” und
aus VS gleich “...Va: (o € E,dom f) = (p € f(a))”

4: Aus 3“p e f(f)” und
aus 2.2y = f(p)”

(8 € E,dom f) A ((8,7) € f)-

pe f(B).

pE”.

FErgo Themal.1:

ALl “Vy, B ((B € E,dom f)A((B,7) € f)) = (p€)”

1.2: Aus VS gleich “...0# ENdom f...” und
aus A1 gleich “Yy. 3 (5 € E,dom f) A ((8,7) € f)) = (p € 7)"

folgt via 262-1:

f)

p € N(fIE]D-

VS gleich (f Funktion) A (0 # E C dom f) A (Va : (o € E,dom f) = (p € f(a))).

1: Aus VS gleich “...F Cdomf...”

folgt via 2-10:

Endomf=F.

2: Aus VS gleich “...0# FE...” und
aus 1.1“ENdom f=E"

folgt:

0# ENndom f.

3: Aus VS gleich “ f Funktion...”
aus 2“0 # ENdom f” und
aus VS gleich “...Va: (a € E,dom f) = (p € f(«a))”
folgt via des bereits bewiesenen e): p € N(f[E]).
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262-3. Verdichtiger Weise ist der folgende (Hilfs-)Satz nicht in Suite I zu finden:

262-3(Satz)

a) {p,U} = {p}.
b) {U,q} = {q}.
c) {U,U}=0.

Beweis 262-3 a)

1:

2:

b)

1:

2:

c)

Via 0U Axiom gilt:

Aus 1“U Unmenge”
folgt via 4-12:

Via 04/ Axiom gilt:

)

Aus 1“U Unmenge’
folgt via 4-12:

: Aus 1

folgt:

U Unmenge.

{p,U} = {p}.

U Unmenge.

U, qf =1{q}-

wuy 2 un =o.

u,uy =o.
]
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262-4. Nun sollen einige Spezialfille von | J(f[E]) und ((f[£]), f Funktion, ange-
sprochen werden. Vorab wird die fiir Funktionen f giiltige Gleichung “ f[{p, q¢}] =
{f(p), f(@)}" - unabhéngig davon, ob p,q € dom f oder nicht - bewiesen.

262-4(Satz)

a) Aus “f Funktion” folgt “f[{p,q}] = {f(p), f(a)}"-
b) Aus “f Funktion” und “p € dom f”

folgt “U(f[{p}]) = f(p) " und “N(f[{r}]) = f(»)”.

c) Aus “f Funktion” und “p ¢ dom f”
folgt “U(f{p}]) = 07 und “O\(f[{p}]) =U".

d) Aus “f Funktion” und “p,q € dom f”

folgt “U(f[{p.q}]) = f(p) U f(q)”
und “(\(f[{p,q¢}]) = f(p) N f(q)”.

e) Aus “f Funktion” und “p € dom f”und “q ¢ dom f”
folgt “U(f[{p.q}]) = f(p) "und “N(f[{p,a}]) = f(p)”.

£) Aus “f Funktion” und “p ¢ dom f”und “q € dom f”
folgt “U(f{p, a3]) = f(@) "und *(\(f[{p,q}]) = f(q)”.

g) Aus “f Funktion” und “p,q ¢ dom f”
folgt “U(f{p,a}]) = 07 und “N(f[{p,a}]) =U".

Beweis 262-4 a) VS gleich f Funktion.
1.1: Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 259-16: firH ={f(p)}-
1.2: Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via 259-16: flat ={f(@)}.
2: e ) "= 1y 0 {al) = FH{pY O FHad] = {7 ()} U ST

Z{fu{f@}) =" {f0), f@)}

3: Aus 2
folgt: fHp,adl ={f(), f(@)}-
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Beweis 262-4 b) VS gleich (f Funktion) A (p € dom f).
1.1: Aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via des bereits bewiesenen a): fpH ={f(p)}-
1.2: Aus VS gleich “...p € dom f)”

folgt via 17-5: f(p) Menge.
2.1: Aus 1.2“ f(p) Menge”

folgt via 1-14: U{f ()} = f(»).
2.2: Aus 1.2 f(p) Menge”

folgt via 1-14: N{f)} = f(p)
3.1: UUTHRY) = UL} = fp).
3.2: NP = N0} = f).
4.1: Aus 3.1

folgt: U Hp) = f(p)
4.2: Aus 3.2

folgt: N(fH{pH) = f(p)
c) VS gleich (f Funktion) A (p ¢ dom f).
1.1: Aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via 259-16: fAp ={fp)}
1.2: Aus VS gleich “...p ¢ dom f”

folgt via 17-4: flp)=U.
2.1: UUHRY) = Ulrm)} 2 Uiy =10,
2.2: NP Z N E Ny =1 u.
3.1: Aus 2.1

folgt: U(f[{p}]) =0
3.2: Aus 2.2

folgt: N(Kp}) =u
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Beweis 262-4 d) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via des bereits bewiesenen a):

1.2: Aus VS gleich “...p... €dom f”
folgt via 17-5:

1.3: Aus VS gleich “...q € dom f”
folgt via 17-5:

2.1: Aus 1.2“ f(p) Menge” und
aus 1.3“ f(q) Menge”
folgt via 4-16:

2.2: Aus 1.2“ f(p) Menge” und
aus 1.3“ f(q) Menge”
folgt via 4-17:

Mengenlehre #262

(f Funktion) A (p, ¢ € dom f).

fip. a3l ={f(p), f(@)}.

f(p) Menge.

f(q) Menge.

U{f(p), f(@)} = fp) U f(a).

. f(p), f(@)} = fp) N flq).

3.1: U a3) = ULF®), f(@)} = £p) U f(a).
3.2: N(FHp. ¢} = NLF@), F@)} = F) N f(a).
4.1: Aus 3.1

folgt: U(f{p.a}]) = flp) U f(q)
4.2: Aus 3.2

folgt: N(fHp.a}]) = flp) N f(q)
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Beweis 262-4 e) VS gleich (f Funktion) A (p € dom f) A (¢ ¢ dom f).
1.1: Aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via 259-16: fe =4{f(»)}
1.2: Aus VS gleich “ f Funktion...”

folgt via des bereits bewiesenen a): fp,a}l ={f(p), f(q@)}
1.3: Aus VS gleich “(f Funktion) A (p € dom f)...”

folgt via des bereits bewiesenen b): U(f{p}) = f(p)-
1.4: Aus VS gleich “(f Funktion) A (p € dom f)...”

folgt via des bereits bewiesenen b): N(f{r}) = f(p)-
1.5: Aus VS gleich “...q ¢ dom f”

folgt via 17-4: f(¢) Unmenge.

2: Aus 1.5“ f(¢) Unmenge”

folgt via 4-12: {f(p), fl@)y ={f ()}
3.1: U a}) = UL ), f@)) = ULF®)Y = UCHRY) = £ ().
3.2: N e a}) Z NP, F@) 2 NEFP)Y = NP = F)-
4.1: Aus 3.1

folgt: U(fHp. ¢}]) = f(p)
4.2: Aus 3.2

folgt: N(fHp, a}t]) = f(p)
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Beweis 262-4 £) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “ f Funktion...” |
aus VS gleich “...q € dom f” und
aus VS gleich “...p ¢ dom f...”
folgt via des bereits bewiesenen e):

1.2: Aus VS gleich “ f Funktion...”,
aus VS gleich “...q € dom f” und
aus VS gleich “...p ¢ dom f...”

folgt via des bereits bewiesenen e):
2.1:

2.2:

Aus 2.1
folgt:

3.1:

Aus 2.2
folgt:

3.2:

g) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via des bereits bewiesenen a):

: Aus VS gleich “...p...
folgt via 17-4:

: Aus VS gleich “...q ¢ dom f”
folgt via 17-4:

: Via 262-3 gilt:

: Aus 2.1

folgt:

: Aus 2.2

folgt:
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(f Funktion) A (p ¢ dom f) A (¢ € dom f).

U(fl{g p}]) = f(q).

N(f{a.p}) = fla).
U(fHp.a}) =" U(fl{a.p}]) Z f(q).
N e a}) =" N(f{a.p}]) Z fla).

U(fHp, a}]) = f(a).

NUHp ¢} = f(a)-
(f Funktion) A (p,q ¢ dom f).

fip, a3l ={f(p), f(@)}.

flp)=U.
flg)=U.
u,u} =o.

U Hp. a3 2 UL ), (@} 2 UM F(@)} 2 Uluuy = o =",
N Hpat) = N0 @} = N Flo} = N ur = No " ="u.

U(fKp,q}]) =0

N(fHp.a}) =U
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262-5. |J(f[E]) und N(f[E]) werden fur die Funktionen f = 0 und f = idp
untersucht.

262-5(Satz)
) “U(0[E]) = 07 und “N(O[E]) =U".
b) “UGd[E]) = U E”und “N(d[E]) = N E”.
&) “U(ids[E)) = UE” und “N(idg[E]) = NE”.
“U(

idp[E]) = U(D N E)”und “N(idp[E]) = (DN E)”.

-

d)

U

Beweis. a)

1.1: UO[E) *22Jo *Z*0.
1.2: NO[E) *=*No =u.
b)

1.1: UGd[E]) M= U E.
1.2: NGdE) = NE.
c)

1.1: U(idglE) =P UENE) *=Z* U E.
1.2: NGdz[E) "= NENE) *=Z* N E.
d)

1.1: U(idp[E) “=° U(D N E).
1.2: N(idp[E) "= N(D N E).

]



58 Topologie #263

Topologie: T Topologie.

Ersterstellung: 16/01/14 Letzte Anderung: 05/06/14

263-1. Einer lang gehegten Vision folgend wird hier eine Definition einer Topo-
logie - unabhéngig von einer “ Grundmenge” - gegeben, die sich ausschliellich an
Funktionen orientiert. Der Symmetriebruch beziiglich Vereinigung und Durch-
schnitt von Klassen a[y] tritt deutlich hervor.

263-1(Definition) “7 Topologie” genau dann, wenn gilt:
1D Vo, 8,7 ((a: = 1)A (v € 6) = (Uleh]) € 7).

2) Yo,B,7: ((a: B—7)AN(0# v CB)A (v endlich))
= (N(ah]) € 7).
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263-2. Aus der Definition einer Topologie 7 folgen ohne viel Weiteres die folgen-
den, vertraut erscheinenden Aussagen:

263-2(Satz)

a)
b)
c)
d)

e)

)

Aus
Aus
Aus
Aus
Aus

Aus

Topologie” folgt “0 € T #07.

Topologie” folgt “|J1 € 1”.

Topologie” folgt “T,|JT Menge” .
Topologie” und “O C 17 folgt “|JO € 77.

Topologie” und “0 # O C 7”7und “O endlich”

Topologie” und “U,V € 77

folgt “UVUV € 1t7und “UNV eT1”.

folgt “NO €17

Beweis 263-2 a) VS gleich

1.

1.

1:

2:

2:

Via 0-6 gilt:

Via 0-18 gilt:

Aus 21-13“0: 0 — 07 und
aus 1.2“0C 7”7
folgt via 21-5:

: Aus VS gleich “7 Topologie” ,

aus 2“0: 0 — 77 und
aus 1.1“0C 0”7
folgt via 263-1(Def):

. Via 262-5 gilt:
: Aus 3“J(0[0]) € 77 und

aus 4“[J(0[0]) = 0"

folgt:

: Aus 5“0 e 1’

folgt via 0-20:

7 Topologie.
0Co.

0Cr.

0:0— .

0Oer

0#T
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Beweis 263-2 b) VS gleich

1.1:

1.2:

1.3:

Via 21-13 gilt:
Via 0-6 gilt:

Via 262-5 gilt:

: Aus VS gleich “7 Topologie” ,

aus 1.1%id,: 7 — 7”7 und

aus 1.2“7 C 77”7
folgt via 263-1(Def):

: Aus 1.3“J(id,[7]) = 7" und

aus 2“J(id,[7]) € 77
folgt:

c) VS gleich

1:

3.1:

3.2:

Aus VS gleich “7 Topologie”

folgt via des bereits bewiesenen b):

:Aus 1¢“Jrer”

folgt via Element Axiom:

Aus 2¢(J 7 Menge”
folgt via PotenzMengenAxiom:

Via 261-1 gilt:

: Aus 3.2“7 CP(J7)” und

aus 3.1“P(|J7) Menge”

folgt via TeilMengenAxiom:

Topologie #263

7 Topologie.
id,:7— 7.
TCrT.

U(id-[r]) = U

U(id,[7]) € 7.

Urer.

7 Topologie.

Urer.

U7 Menge

P(J7) Menge.
T CPUnr).

7 Menge
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Beweis 263-2 d) VS gleich

1.1:
1.2:

2:

e) VS gleich
1.1:
1.2:

2:

Via 0-6 gilt:
Via 21-13 gilt:

Aus 1.2%idp : O - O” und
aus VS gleich “...0 C 17"
folgt via 21-5:

: Aus VS gleich “7 Topologie. .. ” |

aus 2“idp : O — 77 und
aus 1.1“0 C O~
folgt via 263-1(Def):

: Via 262-5 gilt:

: Aus 3“(J(idp[O]) € 77 und

aus 4“(J(idp[0]) =JO”
folgt:

Via 0-6 gilt:
Via 21-13 gilt:

Aus 1.2%dp : O — O7 und
aus VS gleich “...0 Cr7...”
folgt via 21-5:

: Aus VS gleich “7 Topologie...” |

aus 2“idp : O —> 77,

aus VS gleich “...0#0O C7...” und
aus VS gleich “...O endlich”

folgt via 263-1(Def):

: Via 262-5 gilt:
: Aus 3“((idp[O]) € 77 und

aus 4“((idp[0]) =N O”
folgt:

61

(7 Topologie) A (O C 7).
0 Co.
ido 0 = 0.

ido: 0 — 7.

U(ido[0)) € 7.
U(ido[O]) = U O.

Uoer.

(1 Topologie) A (0 # O C 7) A (O endlich).

O CO.
Id00—>0

ido : O — 7.

N(ido[0)) € .
N(ido[0]) =N O.

NO er.
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Beweis 263-2 f) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “...U,V €71”
folgt via 4-14:

1.2: Via 28-8 gilt:

1.3: Aus VS gleich “...U,V e€71”
folgt via Element Axiom:

2.1: Aus VS gleich “7 Topologie. ..

aus 1.1“{U,V} C 1"

2

und

folgt via des bereits bewiesenen d):

2.2: Aus 1.3“U ... Menge”
folgt via 4-10:

2.3: Aus 1.3“U,V Menge”
folgt via 4-16:

2.4: Aus 1.3“U,V Menge”
folgt via 4-17:

3.1: Aus 2.14J{U,V} € 77 und
aus 2.3“| {U,V}=UUV"”

folgt:

3.2: Aus VS gleich “7 Topologie... ",

aus 2.2“0 £ {U,V}”,
aus 1.1“{U,V} C 7”7 und
aus 1.2“{U, V} endlich”

folgt via des bereits bewiesenen e):

4: Aus 3.2“N{U,V} €77 und
aus 2.4“({U,V}=UNnV?”

folgt:

Topologie #263

(1 Topologie) A (U, V € 7).

{Uvicr.
{U,V'} endlich.

U,V Menge.

U, V} er.

04 {U,V}.

U{U,V}=UUV.

U, V}=UnV.

UuVer

(WU, V} er.

UnNnver
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263-3. Nun sollen die klassischen, auf Vereinigungs- und Durchschnittsbildung
beruhenden, hinreichenden Bedingungen fiir das Vorliegen einer Topologie eta-
bliert werden. Hierfiir sind einige Vorbereitungen, insbesondere zwei Induktions-
beweise, erforderlich.

263-3(Definition)

263.0(z) = {w: (w Ca) A ([ |wex)}.




64 Topologie #263

263-4. Wegen (10 =Uist 0 ¢ {w : (w C z) A ((Nw € x)} nicht verbliiffend.

263-4(Satz)
a) 0¢{w: (wCaz)A(Nwea)}.

D) Zangitn C {w: (w C2) A (Nw € x)}.

{w:(wCzx)A(Nw e x)} 263-3(Def)

Beweis 263-4. a)

1: Esgilt: O e{w: wWCax)A(Nwez)l))V0E{w: (wlx)A(Nw € x)}).

’ wiFallunterscheidung ‘

0€fw: (WCa)A(Nwea)})
2: Aus1.1.Fall“0e{w: (wCz)A(Nwex)}”
folgt: (0C2)A (N0 € x).

3: Aus 1-14¢(0 =U” und
aus 2“...N0€a”
folgt: Uez.

4: Esgilt 3“U ex”.
Via 94-1 gilt “U ¢ 27 .
Ex falso quodlibet folgt: 0 {w: (wCax)A(Nwex)}

Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

0¢{w:(wCa)A(NweEx)}.
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Beweis 263-4 b)

2:

3.1:

3.2:

3.3:

Y

Aus Themal“a € Tongitn’
folgt via 27-3:

Via SingeltonAxiom gilt:

Aus 2¢...Q ex”
folgt via Element Axiom:

Aus 2¢...Qex”
folgt via 1-8:

: Aus 3.2“€) Menge”

folgt via 1-14:

: Aus 44 {2} =Q7 und

aus 2¢...Q e’
folgt:

: Aus 3.3“{Q} C a7,

aus 5“({2} € 2”7 und
aus 3.1“{Q2} Menge”

folgt: {QYe{w: (wCax)A(Nw e x)}.
: Aus 2¢...a={Q}...” und

ac Tsngltn -

A (a={Q}H) A (Qe€x).
{2} Menge.

2 Menge.

{Q} Cu.

NiQ = Q.

{2} € .

aus 6“{Q} € {w: (wWCa)A(NweE D)}

folgt:

a€{w: (wCz)A(Nwex)}

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

65

Va: (o € Tepgitn) = (@ €{w: (w Cx) A (Nw € 2)}

).
Tgngitn C {w: (w C2) A (Nw € 2)}.
]
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263-5. Ist der bindre Durchschnitt von Elementen von z wieder in z, so ist
* a(z) eine TeilKlasse von {w: (w C ) A ((w € x)}.

263-5(Satz)

Aus Na,p: (o, €x)= (aNpP Ex)”
folgt “P* 4(z) C{w: (wCz) A (Nwex)}”.

{w:(wCx)A(Nw e x)} 263-3(Def)

Beweis 263-5 VS gleich Vo, B : (o, €x) = (anNf € x).
a€uw.
2: Aus Themal.1“a € x”
folgt via 27-3: {a} € Tagitn-
3: Via 263-4 gilt: Tangitn C {w: (w C2) A (Nw € x)}.

4: Aus 2“{a} € zggm” und
aus 3“ Tengitn C {w: (W C ) A (Nwex)}”
folgt via 0-4: {a}e{w: (wCa)A (Nw e 2)}.

Ergo Themal. 1: Al “Va:(a€z)= ({a}e{w: (wlx)A(Nwex)})”
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Beweis 263-5 VS gleich Vo, B : (o, €x) = (anNf € x).

Oex)n(ecfw: (wCa)A(Nwez)})A(eC ).

2.1: Aus Themal.2“0 € x...”
folgt via Element Axiom: 0 Menge.

2.2: AusThemal.2“...ec{w: (wCa)A(NweEx)}...”
folgt: (e Menge) A (e Cz) A (€ € z).

2.3: Aus Themal.2“d € x...”
folgt via 1-8: {6} C x.

3.1: Aus 2.1“6 Menge”
folgt via 1-14: N{d} = 0.

3.2: Aus 2.2%€¢ Menge...”
folgt via 2-28: {6} U e Menge.

3.3: Aus Themal.2“0€x...”,
aus 2.2“...(e€x” und
aus VS gleich “Vo, 5 : (o, € x) = (aNp € x)”

folgt: dNee€Ex.
3.4: Aus 2.3“{6} Cx” und

aus Themal.2“...e Cz”

folgt via 2-12: {}UeC .
4: Nt ue =" (N NNeEsnNe.
5: Aus4“N({d}Ue)=...=0N(e” und

aus 3.3“0Neca”

folgt: N({o}Ue) € x.

6: Aus 3.4“{f}lUueCua”,
aus 5“(({0} Ue) € 7 und
aus 3.2“{d} Ue Menge”
folgt: {ftUee{w: (wlax)AN(NweEx)}.
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Beweis 263-5 VS gleich Vo, B : (o, €x) = (anNf € x).

Ergo Themal.2:
A2 “Voe:(0ex)N(ee{w: (wCax)AN(Nwex)}) A (e Cx)

= {jUee{w: (wla)A(Nwex)})”

1.3: Aus A1 gleich “Va: (a€z) = ({a} e{w: (wCx)A(NweEx)})” und
aus A2 gleich “Vd,e: (0 ex)N(e€e{w: (wlax)A(NweEx)})A(e Cx)
= {JjUee{w: (W x)A(NweEx)})”
folgt via P’ 4 (z)Induktion:
Prra®) € {w (@ C ) A (N € o)}

e = =

]
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263-6. Ist der bindre Durchschnitt von Elementen von z wieder in z, so ist auch
der Durchschnitt jeder endlichen, nichtleeren Teilmenge von x in z.

263-6(Satz) Es gelte:
=) Vo,B: (a,f€x)= (anNf € x).
—) 0# E Cux.
—) E endlich.

Dann folgt “\E € z”.

Beweis 263-6

{w: (wC2)AN(Nw e x)} 263-3(Def)

1.1: Aus =) “Vo,f: (,fex)= (anpex)”
folgt via 263-5: @) CH{w : (w C2) A (Nw € x)}.

1.2: Aus ) “0# E Cx” und
aus —) “ F endlich”
folgt via 33-2: E e Pl alz).

2: Aus 1.2“FE € P} (x)” und
aus 1.1“P* 1(2) C{w: (wCax)A(wez)}”
folgt via 0-4: EFEe{w:(wCao)A(Nweu)}.

3: Aus2“EFe{w: (wCax)AN(Nwex)}”
folgt: NE €.
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263-7. Wie in 8-14 gesagt, folgt aus 0 # ENdom x die Aussage 0 # z[E]. Dieses
Resultat kann leicht fiir Klassen £ mit 0 # F C dom z re-formuliert werden.

263-7(Satz)
Aus “0 # E Cdomzx” folgt “0 # z[E]”.

Beweis 263-7 VS gleich 0# FE Cdomuz.

1: Aus VS gleich “... F C domzx”
folgt via 2-10: ENndomzx =FE.

2: Aus VS gleich “0# F...” und
aus 1“EFNdomz = E”
folgt: 0 # FNdomz.

3: Aus 2“0 # ENndomzx”
folgt via 8-14: 0 # z[E].
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263-8. Satz 263-7 kann einfach fiir f : D — B re-formuliert werden. Im Spezi-
ellen ist f[E] fiir jede Klasse £ mit 0 # E C D nichtleer.

263-8(Satz)
a) Aus “f : D — B7und “0# EN D" folgt “0 # f[E]”.
b) Aus “f: D — B”und “0# E C D” folgt “0 # f[E]”.

Beweis 263-8 a) VS gleich (f:D—B)AN(0#END).

1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def): dom f = D.

2: Aus VS gleich “...0# END” und
aus 1“dom f=D"

folgt: 0# ENdom f.

3: Aus 2“0 # ENndom f”
folgt via 8-14: 0 # fIE].
b) VS gleich (f:D—=B)AN(0#ECD,).

1: Aus VS gleich “f: D — B...”
folgt via 21-1(Def): dom f = D.

2: Aus VS gleich “...0# FE C D” und
aus 1“domf=D"
folgt: 0# E C dom f.

3: Aus 2“0 # E Cdom f”
folgt via 263-T: 0 # flE].

[]
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263-9. Die Klasse aller Klassen w mit x[w| endlich wird nun in die Essays einge-
bracht.

263-9(Definition)

263.1(z) = {w : x[w| endlich}.
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263-10. Wegen z[0] = 0 und 0 endlich gilt 0 € {w : x[w] endlich}.

263-10(Satz)

0 € {w : z[w] endlich}.

{w : z|w] endlich} 263-9(Def)

Beweis 263-10

1: Via 8-12 gilt: z[0] = 0.

2: Aus 1“2[0] = 0" und
aus EndlichkeitsAxiom “0 endlich”
folgt: x[0] endlich.

3: Aus 2“z[0] endlich” und
aus 0/ Axiom“ (0 Menge”
folgt: 0 € {w : z[w] endlich}.

]
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263-11. Funktionen fiithren endliche Mengen in endliche Mengen {iber.

263-11(Satz)

a) Aus “f Punktion” folgt “Penai C {w : flw] endlich}”.

b) Aus “f Funktion”und “E endlich” folgt “f[E] endlich”.

{w : z|w] endlich} 263-9(Def)
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Beweis 263-11 a) VS gleich

1.1: Via 263-10 gilt:

1.3:

5

f Funktion.

A1] “0 € {w: f|w] endlich}”

(e U) N (B € {w: flw] endlich}).
2.1: Aus VS gleich “ f Funktion”

folgt via 259-16: FHBH ={f(B)}.
2.2: Aus Themal.2“...0 € {w: f[w| endlich}”

folgt: (8 Menge) A (f[5] endlich).
3.1 fHay U B = f{a}] U F18] Z {f(a)} U f18].
3.2: Aus 2.2“... f[A] endlich”

folgt via Endlichkeits Axiom: {f(a)} U f[5] endlich.

: Aus 2.2“3 Menge...”
folgt via 2-28: {a} U B Menge.

cAus 3.1¢ f{a}UBl =... ={f()} U f[5]” und

aus 3.2“{f(a)} U f[f] endlich”

folgt: fl[{a} U B] endlich.
: Aus 3.3“{a} U S Menge” und

aus 4“ f[{a} U f] endlich”

folgt: {a}Up € {w: flw] endlich}.

Ergo Themal.?2:

A2| “Va,B: (aeU) N (S € {w: flw] endlich})

= ({a}Up € {w: flw] endlich})”

Aus A1 gleich “0 € {w : flw] endlich}” und
aus A2 gleich “Vo, 8 : (e« e U) A (S € {w: flw] endlich})
= ({a}Up € {w: flw] endlich})”

folgt via PeygInduktion:

Penar € {w : f|w] endlich}.
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Beweis 263-11 b) VS gleich (f Funktion) A (E endlich).

1.1: Aus VS gleich “ f Funktion...”
folgt via des bereits bewiesenen a): Penar C {w : flw] endlich}.

1.2: Aus VS gleich “... F endlich”
folgt via 28-T: E € Pepar-

2: Aus 1.2“F € Poq” und
aus 1.1“Peyq1 € {w : flw] endlich}”
folgt via 0-4: E € {w: f|w] endlich}.

3: Aus 2“F € {w: f[w] endlich}”
folgt: f[E] endlich.

]
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263-12. Die klassische Charakterisierung von Topologien kommt ohne Funktio-
nen aus.

263-12(Satz) Es gelte:

=) Va:(aCT1)= (JaerT).
=) VB, y:(ByyeT)=(BNyerT).

Dann folgt “1 Topologie” .

Beweis 263-12

(0:e=T1)A(¢Ce).
2: Aus Themal.1“d:e—71...7
folgt via 94-13: S| C 7.

3: Aus 2“0[¢] € 77 und
aus =) “Va: (aC71)= (JaeT)”

folgt: U@d[¢)) € 7.

Ergo Themal. 1: Al “Voe,0: ((0:e=T)AN (0 C €)= (UW[o]) €eT)”
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Beweis 263-12

(0:€—=>7)N(0# ¢ Ce)A (¢ endlich).
2.1: Aus Themal.2“0:e—7...7
folgt via 21-1(Def): 0 Funktion.

2.2: Aus Themal.2“0:e —=7...7
folgt via 94-13: S| C .

2.3: Aus Themal.2“(0:e = T)A(0#p Ce¢)...”
folgt via 263-8: 0 # d[g)].

3: Aus 2.1%9 Funktion” und
aus Themal.2“...¢ endlich”
folgt via 263-11: d[¢] endlich.

4: Aus ) VB, v: (B,yeT)=(BNyerT)”,
aus 2.3“0 #£ 0[¢] 7,
aus 2.2“0[¢] C 7”7 und
aus 3“J[¢] endlich”
folgt via 263-6: N(6[¢]) € 7.

Ergo Themal.2:
A2| “Vi,e,0: ((6: € = T)A(0# ¢ Ce) A (¢ endlich)) = (N(d[¢]) € 7)”

1.3: Aus A1 gleich “Vo,e,¢0: ((0: e > T)A (¢ C€)) = (U([¢]) € 7)” und
aus A2 gleich “Vd,e,¢: (0 : € — 7) A (0# ¢ C€) A (¢ endlich)
= (N(9[e]))”
folgt via 263-1(Def): 7 Topologie.
[

Literatur.

K.P. Grotemeyer, Topologie, B.I. Mannheim/Wien/Ziirich, 1969.
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Topologie: T Topologie in X.
Ersterstellung: 18/01/14 Letzte Anderung: 06,/06/14
264-1. In geradezu klassischer Weise wird nun gesagt, was unter einer Topologie

in X zu verstehen ist. Hier ist X eine Art Grundmenge, die traditioneller Weise
mit einem Grof3buchstaben bezeichnet wird.

264-1(Definition) “7 Topologie in X” genau dann, wenn gilt:

1) X et CPX).
2) Va:(aCT1)= (JaerT).

3 VBy:(ByyeT)=(BNyeT).
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264-2. Der Zusammenhang einer Topologie in X mit einer Topologie schlechthin
ist einfach herzustellen.

264-2(Satz)
a) Aus “1 Topologie in X7 folgt “T Topologie” und “|Jr=X".

b) Aus “1 Topologie” folgt “T Topologie in |JT”.

Beweis 264-2 a) VS gleich 7 Topologie in X.

1: Aus VS gleich “7 Topologie in X ”
folgt via 264-1(Def): (X e CP(X))
AVa: (aCT1)= (Jaer))
ANy (ByeT)=(BNyeT)).

2.1: Aus1“X er...”

folgt via 1-15: XCcUr.
2.2: Aus1“... 7 CP(x)...”
folgt via 0-28: Ur CUP(2).
2.3: Aus1“...(Va: (aC7)= (JaeT))...” und
aus 1¢...V8,v: (B,yer)=(BNnvyeT))”
folgt via 263-1(Def): 7 Topologie
3: Via 1-19 gilt: UPX)=X.

4: Aus2.2“7 CUP(X)” und
aus 3“JP(X)=X"
folgt: Ur € X.

5: Aus 2.1“X C|J7” und
aus 4“|Jr C X7

folgt via GleichheitsAxiom: Ur=X
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Beweis 264-2 b) VS gleich 7 Topologie.

Themal.1 aCrT.

Aus VS gleich “7 Topologie” und
aus Themal.1“a C 77

folgt via 263-2: Uaer.
Ergo Themal.1: Al “Va:(aCT1)= (JaeT)”
Themal .2 B,y erT.

Aus VS gleich “7 Topologie” und
aus Themal.2“5,y € 7”7
folgt via 263-2: BNyer.

Ergo Themal.2: A2| “YB,y:(B,yeT)=(BNyeT)”

1.3: Aus VS gleich “7 Topologie”
folgt via 263-2: Urer.

1.4: Via 261-1
gilt: T CPUnr).

2: Aus1.3“Jrer”,
aus 1.4“7 CP(U™m)”,
aus Al gleich “Va: (¢ C7) = (Ja € 7)” und
aus A2 gleich “Vg3,v: (B,yeT)= (bNyeT)”
folgt via 264-1(Def): 7 Topologie in | J 7.

]
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264-3. Die “Grundmenge” jeder Topologie ist in der Tat eine Menge und durch
die Topologie eindeutig fest gelegt.

264-3(Satz)
a) Aus “1 Topologie auf X7 folgt “X Menge” .

b) Aus “17 Topologie in X,Y 7 folgt “X =Y 7.

Beweis 264-3 a) VS gleich 7 Topologie in X.
1: Aus VS gleich “7 Topologie auf X ”
folgt via 264-1(Def): Xer.
2: Aus1“X e7”
folgt via Element Axiom: X Menge.
b) VS gleich (1 Topologie in X) A (7 Topologie in Y).
1.1: Aus VS gleich “7 Topologie in X ...”
folgt via 264-2: Ur=X.
1.2: Aus VS gleich “...7 Topologie in Y ”
folgt via 264-2: Ur=Y.
2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt: X=Y.
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264-4. Hier wird keine Voraussetzung beziiglich der “Mengen-Eigenschaft” von
p oder p, q getroffen.

a)
b)

c)

d)

e)

f)

g)
h)

i)

3

264-4(Satz)

Aus “p Cx” folgt “{p} CP(x)”.

Aus “p,q C x” folgt “{p,q} C P(z)”.

Aus “0# x Cy”und

folgt “3IQ,@: (Qex)N(Pey)A(x Cy\{P})”.

“l’%y”

Aus “pex’und “q €y’ und “x Cy\{q}”

{p. a3y \{a} € {p}.

folgt “0# x Cy”und “z#y”.

Aus “p # q” folgt “{p,q} \{q} = {p}”.

{p, a3 \ {p} S {q}-

Aus “p # q” folgt “{p,q} \ {p} = {q}”.
Aus “0# x C{p,q}"und “z # {p,q}”

Aus “x C{p,q}”
folgt “(x

folgt “x ={p}” oder “x={q}”.

=0)V(z=A{p}) V(z={q})V(z={p,a})”.
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Beweis 264-4 a) VS gleich pCux.
o € {p}.
2: Aus Themal“a € {p}”
folgt via 1-6: (o Menge) A (a = p).

3: Aus 2“...a=p” und
aus VS gleich “p C x”
folgt: aCux.

4: Aus 3“a C 2”7 und
aus 2“a Menge. .. ”

folgt via 0-26: a € P(z).
Ergo Themal: Va: (a € {p}) = (0 € P(x)).
Konsequenz via 0-2(Def): {p} C P(x).
b) VS gleich p,q C x.
a € {p,q}.
2: Aus Themal“a € {p,q}”
folgt via 94-4: (v Menge) A (v =p) V (a = q)).

3: Aus2“...(a=p)V(a=q)” und
aus VS gleich “p,q C x”

folgt: ((a=p)ApC )V ((a=q) AlqCx)).
4: Aus 3
folgt: aCzx.

5: Aus4“a C 2”7 und
aus 2“a Menge. .. ”
folgt via 0-26: a € P(z).

Ergo Themal: Va: (a€{p,q}) = (a € P(x)).
Konsequenz via 0-2(Def): {p,q} € P(x).
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Beweis 264-4 c) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “0#x...”
folgt via 0-20:

1.2: Esgilt: VMa:(a€y)=(xZy\{a}))V

’ wiFallunterscheidung ‘

85

0#zCy) Az #y).

40 : Q€ x.

1.2.1.Fall

Va:(acy) = (x Zy\{a}).

3: Aus Thema2.1“5 € y” und
aus 1.2.1.Fall
folgt:

4: Aus 3“z Z y\{8}”

5.1: Aus4“... P ex...” und
aus VS gleich “...z Cy...”
folgt via 0-4:

5.2: Aus4“... U ¢y\{B}”
folgt via 5-16:

6: Aus 5.1 und
aus 5.2
folgt:

7: Aus 6“¥ = 7 und
aus 4“... Uex...”
folgt:

folgt via 0-5: V(T ex)A (T Ey\{8}).

b €y.

r Zy\{B}.

Ergo Thema2.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

2.2: Aus VS gleich “...x Cy...” und
aus Al gleich “y C x”
folgt via GleichheitsAxiom:

3: Esgilt 2.2z =y".
Es gilt VS gleich “...x #y”.
Ex falso quodlibet folgt:

3 (e y)Alr Sy ().

Ende waallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:
30 (0 ey) Ay {0},

(3P (e ey)Alr Cy\{®}))
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Beweis 264-4 d) VS gleich pex)N(gey) Nz Cy\{q}).
1.1: Aus VS gleich “pex...”

folgt via 0-20: 0#z
1.2: Via 5-5 gilt: y\{z} Cuy.

2: Aus VS gleich “...x Cy\ {z}” und
aus 1.2y \ {z} Cy”

folgt via 0-6: rCy
1.3: Es gilt: (x=y)V(z#vy).
’ wiFallunterscheidung ‘
r=y
2: Via 5-14 gilt: q¢y\{da}

3: Aus2¢ ¢ y\{¢q}” und

aus VS gleich “...x Cy\ {p}”

folgt via 0-4: q¢x.
4: Aus VS gleich “...q€y...” und

aus 1.3.1.Fall

folgt: qgcw.
5: Esgilt 3“qg ¢ a”.

Es gilt 4“gea”.

Ex falso quodlibet folgt: x #y.

Ende wfFallunterscheidung|In beiden Fillen gilt: T F#y
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Beweis 264-4 e)

2.1:

2.2:

Aus Themal“a € {p,q} \ {¢}”
folgt via Element Axiom:

Aus Themal“a € {p,q} \ {¢}”
folgt via 5-15:

: Aus 2.2“a €{p,q}...”7

folgt via 4-9:

: Aus 3 und

aus 2.2“...a#q”
folgt:

: Aus4“a =p” und

aus 2.1“a Menge”
folgt via 1-6:

a € {p,q} \{q}.

a Menge.

(v €{p,q}) N(a#q).

a € {p}.

Ergo Themal:

Konsequenz via 0-2(Def):

87

Va: (a € {p,q} \{q}) = (@ € {p}).
{r, a3\ {a} € {p}.
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Beweis 264-4 ) VS gleich

Topologie #264

p#q.

2: Aus Themal.1“«a € {p}”
folgt via 1-6:

3.1: Aus2“a=p...” und
aus VS
folgt:

3.2: Aus 2“...a Menge” und
aus 2“a=p...”7
folgt via 94-4:

4: Aus 3.2“a € {p,q}” und
aus 3.1“a # q”
folgt via 5-15:

a € {p,q}.

a e {p,q} \{q}-

Ergo Themal.1:

Konsequenz via 0-2(Def):

1.2: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

2: Aus 1.2“{p,q¢} \ {q} C {p}” und

aus A1 gleich “{p} € {p,q} \ {¢}”
folgt via Gleichheits Axiom:

g)

1.1: Via des bereits bewiesenen e) gilt:

1.2: Via 4-11 gilt:

2: Aus 1.1 und
aus 1.2
folgt:

Va: (a e {p}) = (a e {p,q}\{p}).

At) “{p} C{p,q} \ {a}”
{r,q} \ {a} < {p}.

{p, a3 \{q} = {p}.

{a,p} \ {p} S {q}.
{e,p} ={p,qa}.

{r, a3 \ {r} € {q}.
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Beweis 264-4 h) VS gleich

1: Aus VS
folgt:

2.1: Aus 1“q #p”

folgt via des bereits bewiesenen f):

2.2: Via 4-11 gilt:

3: Aus 2.1 und
aus 2.2
folgt:
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p#4q

q # p.

{a.p}\ {p} = {a}.
{e.p} = {p,q}-

{p, a3 \ {r} = {a}-
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Beweis 264-4 i) VS gleich (0# 2 C{p,q}) A (z # {p,q})
1: Aus VS gleich “(0 # = C {p,q}) A (x # {p,q})”
folgt via des bereits bewiesenen c¢):
30 (@ € {p,q}) A (z S {p, ¢} \ {®}).

2: Aus 1“...® e {p,q}...”

folgt via 4-9: (P=p)V(P=ygq).
’Fallunterscheidung‘
®=p.
3: Aus1“...2 C{p,q} \ {P}” und
aus 2.1.Fall
folgt: x C {p,q} \ {p}-
4: Via des bereits bewiesenen g) gilt: {p,a} \ {p} < {q}.

5: Aus 3“2 C {p,q} \ {p}” und
aus 4*{p, ¢} \ {p} < {q}”

folgt via 0-6: x C {q}.
6: Aus VS gleich “0# x...” und

aus 54z C {q}”

folgt via 174-1: x ={q}.

2.2 .Fall I

3: Aus1“...2 C{p,q} \ {P}” und

aus 2.2.Fall

folgt: z S {p.q} \ {a}-
4: Via des bereits bewiesenen e) gilt: {p,q} \ {q} C {p}.

5: Aus 3“z C {p,q} \ {¢}” und

aus 4 {p, q} \ {¢} € {p}”

folgt via 0-6: x C {p}.
6: Aus VS gleich “0# z...” und

aus 5“z C {p}”

folgt via 174-1: x = {p}.

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:  (x = {p}) V (x = {q}).




Topologie #264 91

Beweis 264-4 j) VS gleich x CA{p,q}.

1: Es gilt: (=0)V(z={p,q})V(0#z#{paq})

’Fallunterscheidung‘

-

= {p,q}.

0#x# {p.q}-

Aus 1.3.Fall“0#x...7,

aus VS gleich “a C {p,q}” und

aus 1.3.Fall“...z # {p,q}”

folgt via des bereits bewiesenen i): (x ={p}) V(z = {q}).

Ende Fallunterscheidung‘ In allen Fallen gilt:
(z=0)V(r={p})V(z={g) VvV (z={p,q})
[]
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264-5. Das spezielle ungeordnete Paar {0, p} hat hochstens vier Teilmengen.

b) VS gleich

264-5(Satz)
a) Aus “oz C {0,p}”
folgt “(x =0) v (z ={0}) V (z = {p}) V (z = {0,p})".

b) Aus “x C{0,p}”und “p Unmenge” folgt “(x =0)V (x ={0})”.

c) Aus “x C{0,p} und “p Unmenge” folgt “| Jr =0".

d) Aus “x C{0,p}” folgt “(Ux=0)Vv (Ux=p)".

e) Aus “x C{0,p}” folgt “(Jx € {0,p}”.

£) Aus “q,r € {0,p} " und “p Unmenge” folgt “gNr =0".

g) Aus “q,r € {0,p}” folgt “(¢qNr=0)V (gNr=p)”.

h) Aus “q,r € {0,p}” folgt “gnr €{0,p}”.
Beweis 264-5 a) VS gleich x CH{0,p}.
Aus VS gleich “z C {0,p}”
folgt via 264-4: (x=0)V (z=A{0})V (z={p}) V(z={0,p}).

(x €{0,p}) A (p Unmenge).

1: Aus VS gleich “...p Unmenge”

folgt via 4-12: {0,p} = {0}.
2: Aus VS gleich “o C {0,p}...” und

aus 1

folgt: x C {0}.
3: Aus 2“x C {0}~

folgt via 1-10: (x =0)V (z = {0}).

c) VS gleich

(x €4{0,p}) A (p Unmenge).

1: Aus VS gleich “x C {0,p}...” und
aus VS gleich “...p Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen b): (x=0)V (x=1{0}).

3: Aus 2“(x =0) VvV (x ={0})”
folgt via 1-18: Uz =0.
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Beweis 264-5 d) VS gleich

1:

Es gilt:

’Fallunterscheidung‘
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x C {0, p}.

(p Menge) V (p Unmenge).

2: Aus VS gleich “z C {0,p}”
folgt via des bereits bewiesenen a):

(z =0) v (z={0}) V(z={p})V(z={0,p}).

Fallunterscheidung‘

p Menge.

Aus 2.1.Fall“(z =0)V (z = {0})”
folgt via 1-18:

(z =0)V (z ={0}).

4:

3:

Aus 1.1.Fall“p Menge”
folgt via 1-14:

Aus 3 und

aus 2.2.Fall

folgt:

3:

Aus 0/ Axiom“ 0 Menge” und
aus 1.1.Fall“p Menge”
folgt via 4-16:

4: Via 2-17 gilt:
: Aus 4 und

aus 3
folgt:

: Aus 5 und

aus 2.3.Fall
folgt:

z = {0,p}.

U{0,p} =0Up.
OUp=np.

U{0,p} =p.

Uz =p.

Ende Fallunterscheidung|In allen Féllen gilt:

Uz =0V Uz =p).
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Beweis 264-5 d) VS gleich

’Fallunterscheidung‘

Topologie #264

x C {0, p}.

Aus VS gleich “z C {0,p}” und
aus 1.2.Fall“p Unmenge”

folgt via des bereits bewiesenen c):

p Unmenge.

Uz =0.

e) VS gleich

Ende Fallunterscheidung‘ In beiden Féllen gilt:

(Uz=0)Vv(Uz=p).
x CH{0,p}.

1: Es gilt: (p Menge) V (p Unmenge).
’Fallunterscheidung‘
p Menge.

folgt via 4-9:

folgt via 4-9:
4: Aus 2,
aus 3.1 und

aus 3.2
folgt:

2: Via des bereits bewiesenen d) gilt:

3.1: Aus OU{Axiom*“0 Menge”

3.2: Aus 1.1.Fall“p Menge”

0 € {0,p}.

p € {0, p}.

Uz € {0,p}.

folgt via 4-9:

4: Aus 2 und
aus 3
folgt:

2: Aus 1.2.Fall“p Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen c):

3: Aus 0U{Axiom*“0 Menge”

p Unmenge.

U{0.p} =0.

0 € {0,p}.

Uz € {0,p}.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Féllen gilt: Uz € {0, p}.
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Beweis 264-5 £) VS gleich

1:

Aus VS gleich “...p Unmenge”
folgt via 4-12:

: Aus VS gleich “q,r € {0,p}...” und

aus 1
folgt:

: Aus 24¢q... € {0}”

folgt via 1-6:

: Aus 4

folgt:

g) VS gleich

1:

95
(¢,7 € {0,p}) A (p Unmenge).

{0,p} = {0}.

q,r € {0}.

q=0.

qﬂT%0ﬂr2_:17O.

qgNr=20.

q,m € {0,p}.

Es gilt: (q=0)V(r=0)V(0+#q,r).
’Fallunterscheidung‘
q=0.
2. qmrl.liallOmTZQl'?O
3: Aus 2
folgt: gnNr=20.
r=0.
5. g P2 2207
3: Aus 2
folgt: gnNr=0.
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Beweis 264-5 g) VS gleich q,r € {0,p}.

’Fallunterscheidung‘

1.3.Fall 0 q,r.
2.1: Aus VS gleich “q... € {0,p}”
folgt via 4-9: (g=0)V(g=np).

2.2: Aus VS gleich “...r € {0,p}”
folgt via 4-9: (r=0)V(r=np).

3.1: Aus 2.1 und

aus 1.3.Fall«“0#g¢q...”

folgt: q=p.
3.2: Aus 2.2 und

aus 1.3.Fall“0#...r”

folgt: r=np.
4: qﬂrgpﬁrgpﬂp2g4p.
5: Aus 4

folgt: qNr=np.

Ende Fallunterscheidung|In allen Fillen gilt: (gNnr=0)V(gNnr=np).
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Beweis 264-5 h) VS gleich

1:
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q,7 € {0,p}.

Es gilt: (p Menge) V (p Unmenge).

’Fallunterscheidung‘

2: Aus VS gleich “q,7 € {0,p}”

3: Aus OUAxiom*“0 Menge” und
aus 2

4: Aus 1.1.Fall“p Menge” und
aus 3

5: Aus 4“(¢Nr =0 Menge) V ((¢Nr =p Menge)”
folgt via 94-4:

p Menge.

folgt via des bereits bewiesenen g): (gNr=0)V (gnr=np).

folgt: (gnr =0 Menge) V (gNr =p).

folgt: ((gnr =0 Menge) V (¢ Nr = p Menge).

gnre{0,p}.

2: Aus VS gleich “q,r € {0,p}” und
aus 1.2.Fall“p Unmenge”
folgt via des bereits bewiesenen f):

3: Aus OUAxiom*“0 Menge”
folgt via 4-9:

4: Aus 2 und
aus 3
folgt:

p Unmenge.

gnNr=0.

0 €{0,p}.

gnre{0,p}.

Ende Fallunterscheidung|In beiden Fillen gilt:

gnr € {0,p}.

]
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264-6. Auf einer Menge X gibt es aufler in den iiberschaubaren Féllen mit
{0, X} = P(X) mehr als eine Topologie. Jede Topologie in X umfasst {0, X}
und ist TeilMenge von P(X), so dass {0, X} als die “grobste” Topologie in X
und P(X) ist die “feinste” Topologie in X aufgefasst werden kann.

264-6(Satz)
a) Aus “X Menge” folgt “{0, X} Topologie in X 7.
b) Aus “X Menge” folgt “P(X) Topologie in X 7.
c) Aus “1 Topologie in X7 folgt “{0,X} C 17 CP(X)”.
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Beweis 264-6 a) VS gleich X Menge.
1.1: Aus VS gleich “X Menge”
folgt via 4-9: X € {0,X}.
1.2: Via 0-18 gilt: 0CX.
1.3: Via 0-6 gilt: X CX.
ac{0,X}.
Aus Themal.4“a C {0, X}”
folgt via 264-5: Ua € {0, X}.
Ergo Themal.4: Al “Va: (aC{0,X})= (Uae{0,X})”
8,7 € {0, X}
Aus Themal.5“3,v € {0,X}”
folgt via 264-5: pNye{0,X}.
Ergo Themal.5: A2| “VB,v: (B,y€{0,X}) = (Bnye{0,X})”

2: Aus1.2“0C X7 und
aus 1.3“X C X7
folgt via 264-4: {0, X} CP(X).

3: Aus1.1“X € {0,X}7,
aus 2“{0, X} CP(X)”,
aus Al gleich “Va: (o € {0,X}) = (Ua€{0,X})” und
aus A2 gleich “Vg3,v:(8,7y€{0,X})= (BN~ e {0,X})”
folgt via 264-1(Def): {0, X'} Topologie in X.
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Beweis 264-6 b) VS gleich X Menge.
1.1: Aus VS gleich “X Menge”
folgt via 0-27: X e P(X).
1.2: Via 0-6 gilt: P(X) CP(X).
a CPX).

Aus Themal.3“a C {0, X}” und
aus VS gleich “X Menge”

folgt via 1-20: Ua € P(X).
Ergo Themal. 3: Al “Va: (aCPX)) = JaeP(X))”
B.v € P(X).
Aus Themal.4“3... € P(X)”
folgt via 2-27: BNy eP(X).
Ergo Themal.4: A2| “VB,v: (B,yeP(X)) = (BnyeP(X))”

2: Aus1.1“X e P(X)”,
aus 1.2“P(X) CP(X)",
aus Al gleich “Va: (a CP(X)) = (JaeP(X))” und
aus A2 gleich “V3,v: (8,y € P(X)) = (BNy e P(X))”
folgt via 264-1(Def): P(X) Topologie in X.
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Beweis 264-6 c) VS gleich

1.1: Aus VS gleich “7 Topologie in X”
folgt via 264-1(Def):

1.2: Aus VS gleich “7 Topologie in X ”
folgt via 264-2:

2.1: Aus 1.1
folgt:

2.2: Aus 1.2“7 Topologie”
folgt via 263-2:

3: Aus 2.2“0€ 7”7 und
aus 1.1“X er...”

folgt via 4-14:

101

7 Topologie in X.

X er CPX).

7 Topologie.

T CP(X)

0er.

{0, X} Cr
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264-7. Da geméafl 264-2 eine Topologie in X eine Topologie ist stehen via #263
etliche Resultate fiir Topologien in X zur Verfiigung.

264-7(Satz)
a) Aus “1 Topologie in X7 folgt “0 # 7 Menge” .
b) Aus “17 Topologie in X7 folgt “0,X € 77.
c) Aus “1 Topologie in X7 und “U € 77 folgt “U C X 7.
d) Aus “1 Topologie in X ”und “U,V € 7”
folgt “UUV C X7und “UUV e€T17”.
e) Aus “1 Topologie in X 7 und “U,V € 77
folgt “UNV C X7und “UNV eT1”.
) Aus “1 Topologie in X" und “O C 1”7
folgt “\JO C X7 und “JO € 77.
g) Aus “1 Topologie in X" und “0# O C 177und “O endlich”
folgt “NO C X7und “NNO €1”.
Beweis 264-7 a) VS gleich 7 Topologie in X.

1: Aus VS gleich “7 Topologie in X ”
folgt via 264-2: 7 Topologie.

2: Aus 1“7 Topologie”
folgt via 263-2: (0 # 7) A (T Menge).

b) VS gleich

7 Topologie in X.

1.1: Aus VS gleich “7 Topologie in X ”

folgt via 264-1(Def): Xer

1.2: Aus VS gleich “7 Topologie in X ”
folgt via 264-2: 7 Topologie.

2: Aus 1.2“7 Topologie”

folgt via 263-2: Oer
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Beweis 264-7 c) VS gleich (1 Topologie in X) A (U € 7).

1: Aus VS gleich “7 Topologie in X ...”
folgt via 264-1(Def): T C P(X).

2: Aus VS gleich “...U € 7”7 und
aus 1“7 C P(X)”

folgt via 0-4: U e P(X).

3: Aus 2“U € P(X)”
folgt via 0-26: UCX.
d) VS gleich (1 Topologie in X) A (U, V € 7).

1: Aus VS gleich “7 Topologie in X ...”
folgt via 264-2: 7 Topologie.

2: Aus 1“7 Topologie” und
aus VS gleich “... U,V € 17

folgt via 263-2: vuver

3: Aus VS gleich “7 Topologie in X ...” und
aus 2“UUV eT1”

folgt via des bereits bewiesenen c): vuvV CX

e) VS gleich (7 Topologie in X) A (U, V € 1).

1: Aus VS gleich “7 Topologie in X ...”
folgt via 264-2: 7 Topologie.

2: Aus 1“7 Topologie” und
aus VS gleich “... U,V €17

folgt via 263-2: Unver

3: Aus VS gleich “7 Topologie in X ...” und
aus 2°UNV ert”

folgt via des bereits bewiesenen c): UnvcCcx
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Beweis 264-7 £) VS gleich (1 Topologie in X) A (O C 7).

1: Aus VS gleich “7 Topologie in X ...” und
aus VS gleich “...0 C1”

folgt via 264-1(Def): Uoer

2: Aus VS gleich “7 Topologie in X ...” und

aus 1“JO e 77
folgt via des bereits bewiesenen c): UoCcXx
g) VS gleich (1 Topologie in X) A (0 # O C 7) A (O endlich).

1: Aus VS gleich “7 Topologie in X ...” und
aus VS gleich “...(0# O C 7) A (O endlich)”

folgt via 264-1(Def): NOer

2: Aus VS gleich “7 Topologie in X ...” und
aus 1“0 €17

folgt via des bereits bewiesenen c): NOCX

Literatur.

K.P. Grotemeyer, Topologie, B.I. Mannheim/Wien/Zirich, 1969.
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Mengenlehre: Wenn r Relation, dann 0 # r genau dann, wenn 0 # dom r genau
dann, wenn 0 # ranr.
Wenn f Funktion, dann 0 # f genau dann, wenn 0 # dom f genau dann, wenn
0 #ran f.
Wenn f: D — B, dann 0 # f genau dann, wenn 0 # D.

Ersterstellung: 18/01/14 Letzte Anderung: 22/01/14

265-1. Dem Grundsatz, auch nicht unmittelbar benétigte Zwischenresultate in
die Essays aufzunehmen verdankt der vorliegende Essay seinen Inhalt. Bei einer
fritheren Beweisfithrung schien es mir dringend notwendig zu sein, fiir Funktio-
nen f : D — B das naheliegende Kriterium 0 # D genau dann, wenn 0 # f
zur Verfiigung zu haben. Also wurde diese Aussage, bei Relationen beginnend,
schrittweise aufgebaut. Erst danach stellte ich fest, dass ich den betreffenden
Beweis auch ohne dieses Kriterium fiihren kann. So harren die drei Sétze des
vorliegenden Essays noch auf ihren ersten Einsatz.

265-1(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) r Relation.
...sind die Aussagen i), ii), iii) dquivalent:
i) 0#r.
ii) 0 # domr.

iii) O #ranr.
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Beweis 265-1

VS glich

Mengenlehre #265

0#r.

1: Es gilt: (domr =0) V (0 # domr).
wfFallunterscheidung ‘
dom = 0.
2: Aus =) “r Relation” und
aus 1.1.Fall“domr = (0"
folgt via 92-5: r=0.
3: Esgilt 2“r=0".
Es gilt VS gleich “0 £ r” .
Ex falso quodlibet folgt: 0 # domr.
Ende WfFallunterscheidung‘ In beiden Fillen gilt: 0 # domr.
s gleich 0 £ domr.
Aus VS gleich “0 # domr”
folgt via 7-T: 0 #ranr.
VS gleich 0 #ranr.
Aus VS gleich “0 # ranr”

folgt via 7-4:

0F#r.
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265-2. Falls f eine Funktion ist so ist 0 # f genau dann, wenn 0 # dom f und

dies ist genau dann der Fall, wenn 0 # ran f.

265-2(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
—) [ Funktion.
...sind die Aussagen 1), ii), iii) dquivalent:
i) 0# f.
ii) 0 # dom f.
iii) 0 #ran f.

Beweis 265-2 VS gleich

1: Aus —) “ f Funktion”
folgt via 18-18(Def):

2: Aus 1“ f Relation” und
aus VS gleich “0 # f”
folgt via 265-1:

VS gleich
Aus VS gleich “0 # dom f”
folgt via 7-7:

VS gleich
Aus VS gleich “0 # ran f”
folgt via 7-4:

0# f.

f Relation.

0 # dom f.

0 # dom f.

0 #ran f.
0 #ranf.

04 f.
O
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265-3. Falls f: D — B, so gilt im Fall 0 # D jedenfalls 0 # f.

265-3(Satz)
Unter der Voraussetzung . ..
=) f:D— B.
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) 0# f.
ii) 0# D.

Beweis 265-3 VS gleich 0#f.

1: Aus »“f: D — B”
folgt via 21-1(Def): (f Funktion) A (dom f = D).

2: Aus 1¢ f Funktion...” und
aus VS gleich “0 # f”
folgt via 265-2: 0 # dom f.

3: Aus 2“0 # dom f” und
aus 1“...dom f = D”

folgt: 0#D.

VS gleich 0£D.
1: Aus »)“f: D — B”

folgt via 21-1(Def): dom f = D.

2: Aus 1“dom f = D” und
aus VS gleich “0 # D”
folgt: 0 # dom f.

3: Aus 2“0 # dom f7”
folgt via 7-2: 0#f.

]
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Modellierung: Generation und Abbau I. Zeitdiskretes Modell. Konstante
Lebensdauer.

Ersterstellung: 23/01/14 Letzte Anderung: 24/01/14

Bei der Lektiire des Wikipedia-Artikels
http://de.wikipedia.org/wiki/Neutrophiler_Granulozyt,

Version vom 09.01.2014, zuletzt gedndert am 12.12.2013 06:46, stofe ich auf
einige Zahlen tiiber neutrophile Granulozyten:

“Bin erwachsener Mensch produziert mehr als 101 Neutrophile pro Tag.
... Sollten Neutrophile innerhalb von 6 bis 8 Stunden nach Fintritt in die
Blutbahn nicht in Kontakt mit Infektionen und/oder Entziindungsreaktionen
kommen, verlassen sie die Blutbahn, erfahren einen programmierten Zelltod
(Apoptose) und werden durch Makrophagen in Leber und Milz abgebaut.
Neutrophile haben im Allgemeinen eine Lebensdauer von 1 bis 4 Tagen.”

Erginzend hierzu ist auf Blutbefunden gelegentlich der “Normbereich 7 der
Anzahl der Neutrophilen angegeben. Danach befinden sind bei einem erwachsenen
(“gesunden” ) Menschen konstant(?) ...neutrophile Granulozyten in der Blut-
bahn.

Ich sehe es als interessante Aufgabe an, fir den Zusammenhang zwischen Ge-
neration von Neutrophilen, dem Abbau von Neutrophilen und der aktuellen Anzahl
von Neutrophilen mathematische Modelle zu entwickeln. Klarer Weise sollten die-
se Modelle nicht nur zum Verstindnis der Generation und des Abbaus von Neu-
trophilen, sondern auch von anderen biologischen Entititen, die dem FEnstehen
und dem Vergehen unterworfen sind, beitragen.

Hier ist von “Verstindnis” und nicht von “Beschreibung” die Rede. FEs ist
geplant, nicht ber einem einzigen Modell zu verharren, sondern eine Modellhier-
archie aufzubauen, bei der das ndchstfeinere Modell nicht nur das Vorgdngermo-
dell als Spezialfall enthdlt sondern sich zusdtzlich - so ist die Hoffnung bei der
Modellierung - den beobachteten Verhdltnissen besser anndhert.

Erfahrungsgemdf$ beginnt die Modellierung am anschaulichsten mit einem
“zeitdiskreten ” Ansatz, bei dem von einem (Beobachtungs-)Zeitpunkt t zu dem
nédchsten (Beobachtungs-)Zeitpunkt t + A dbergegangen wird, wobei A (zundchst)
eine positive Konstante, “die typische Zeiteinheit” , ist.
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1. Lebensdauer T Im Gegensatz zu den Ausfithrungen in
http://de.wikipedia.org/wiki/Neutrophiler_Granulozyt,

wo von einer Lebendsdauer von 1 bis 4 Tagen die Rede ist, wird fiir den ersten
Modellzugang von einer konstanten Lebendsdauer T aller Neutrophiler ausgegan-
gen. Dies geschieht aus Griinden der besseren Fokussierbarkeit auf die anderen
Aspekte der Modellierung und dient so dem besseren Verstdndnis des Modellie-
rungsvorgangs an sich. Es ist anzunehmen, dass beim néchstfeineren Modell von
unterschiedlichen Lebensdauern die Rede sein wird.

2. Zeitparameter A Im Gegensatz zu der Lebensdauer T' - die entsprechend
der Vorgaben zwischen einem und vier Tagen gewihlt wird - handelt es sich bei
A, 0 < A, um einen mathematischen Parameter mit dessen Festlegung die Mo-
dellierung Fahrt aufnehmen kann. Ohne umittelbaren Bezug zu den zu Grunde
liegenden Vorgéngen ist es heikel, sich fiir einen Wert von A zu entscheiden. Das
Ergebnis der Modellierung wird aller Voraussicht nach von A abhéngen - obwohl
A keine unmittelbare phénomenbezogene Bedeutung hat. In mathematischer Hin-
sicht entgeht man den mit einer speziellen Wahl von A einhergehenden Schwie-
rigkeiten, indem man A einfach als “freien Parameter” in die Modellgleichungen
integriert. Dies soll aber nicht dariiber hinweg tduschen, dass bei konkreten Be-
rechnungen A benannt werden mufl und je nach der Wahl von A unterschiedliche
Resultate prognostiziert werden kénnen.

3. MeflgroBle N(A) =Anzahl Neutrophile in Blutbahn in Abhingigkeit
der Zeit. In mancher Hinsicht erscheint es natiirlicher, die Anzahl der Neutro-
philen als Funktion einer “kontinuierlichen” Zeit ¢t € I, I echtes reelles Intervall,
etwa I = [0] + oo[, anzusehen. Dabei steht die Frage im Raum, weshalb ein
Modell fiir die Neutrophilen in der Blutbahn entwickelt werden soll, das deren
Anzahl fiir (iiberabzédhlbar) unendlich viele Zeitpunkte modelliert, obwohl die
Messwerte, die als Massstab fiir den Erfolg des Modells dienen, “nur ” zu endlich
vielen (“diskreten” ) Zeitpunkten vorliegen. Also warum sollte es nicht reichen,
ein ebenfalls “zeitdiskretes” Modell zu entwickeln? Im Prinzip ist diese Frage
kaum ein fiir alle Mal entscheidbar. Mitunter ist es eben ratsam, die Zeit als
“kontinuierliche GroBle” anzusehen - immerhin stehen dann reichliche Hilfsmittel
der Analysis zur Verfiigung - andererseits ist es fiir das unmittelbare Versténd-
nis hilfreich, von einer Messung zur néchsten zu denken. Im vorliegenden Fall,
wo iiberhaupt die ersten Modellierungs-Schritte unternommen werden, wird der
zeitdiskrete Zugang gewahlt und N(A) wird als Funktion “diskreter” Variablen
angesehen. Klassischer Weise kommen hierfiir Teilmengen von Z als mogliche
Definitionsbereiche von N(A) in Frage. Ich habe mich fiir N, also fiir

N(A) :N = [0] + oo,

mit der Interpretation
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N(A)(j) =Anzahl Neutrophile in Blutbahn zur Zeit jA, j € N,

entschieden.

4. Generationsmenge G(A)=Anzahl Neutrophile, die in einem Zeitin-
tervall in die Blutbahn iibergehen. Zwischen einem Zeitpunkt jA und dem
“néchsten” Zeitpunkt (1 + j)A, 7 € N, kommen in die Blutbahn neue Neutro-
phile hinzu, andere Neutrophile verschwinden. Die Anzahl der Neutrophilen, die
in diesem Zeitintervall in der Blutbahn neu auftreten, ist G(A)(j). Es wird in
Konsistenz mit dem Definitions-Bereich von N(A) von

G(A):N = [0] + oo,
ausgegangen. Es soll

G(A)(j) =Anzahl Neutrophile, die im Zeitintervall [jA[(1 4+ j)A[, 7 € N, in die
Blutbahn iibergehen,

gelten. Im Rahmen der vorliegenden Modellierung wird also nicht beriicksichtigt,
wo die Neutrophilen tatséchlich entstehen und mit welcher Verzégerung sie in die
Blutbahn iibergehen.

5. Abbaumenge R(A)=Anzahl Neutrophile, die in einem Zeitintervall
aus der Blutbahn verschwinden. Zwischen einem Zeitpunkt jA und dem
“néchsten” Zeitpunkt (14 j)A, j € N, verschwinden Neutrophile aus der Blut-
bahn. Diese Anzahl ist R(A)(j). Es wird in Konsistenz mit dem Definitions-
Bereich von N(A) von

R(A): N — [0] 4+ oo,

ausgegangen. Es soll

R(A)(j) =Anzahl Neutrophile, die im Zeitintervall [jA[(1 + j)A[, j € N, aus
der Blutbahn verschwinden,

gelten.

Bilanzgleichung. In Einklang mit der Interpretation von N(A), G(A), R(A) gilt
fiir 7 € N die “Bilanzgleichung”

Anzahl Neutrophile in Blutbahn zur Zeit (1 + j)A
= Anzahl Neutrophile in Blutbahn zur Zeit jA
+ Anzahl Neutrophile, die in [jA|(1 4+ 7)A[ in Blutbahn
iibergehen
— Anzahl Neutrophile, die in [jA|(1 + 7)A[ aus Blutbahn
verschwinden,
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was in deutlich kiirzerer Form als
N(A)(1+7)=N(A)(y) +GA)G) — R(A) (), JEN,

geschrieben werden kann. Hier kann N(A)(j) fir 1 < j € Naus G(A)(5), R(A)(j)
ermittelt werden. Der “Startwert” N(A)(0) wird durch diese Vorschrift nicht er-
fasst und muss zusétzlich vorgegeben werden:

N(A)(0) = NS € [0] + oo[.

Hat man sich fiir NR entschieden und sind G(A), R(A) bekannt, so ergibt sich in
rekursiver Weise die Funktion N(A):

N(A)(1+j) = N2+ ) (G(A)(a) = R(A)(@) ).

An dieser Auflssung ist der Einflufl des Startwerts NR gut sichtbar. Die Abhéingig-
keit der Funktion N(A) von NR wird nicht explizit notiert.

6. Die konstante Lebensdauer fliefit in das Modell ein und (7, A) er-
scheint. Bei der bislang erfolgten Modellierung haben G(A) und R(A) nichts
miteinander zu tun und es tritt der Parameter T' der konstanten Lebenserwar-
tung nicht auf. Soll 7" in das bisher entwickelte Modell integriert werden, so ergibt
sich fiir j € N die Aussage

Anzahl Neutrophile, die im Zeitintervall [jA|(1+ j)AT[,
aus der Blutbahn verschwinden
=Anzahl Neutrophile, die im Zeitintervall [ =T + jA| —T + (1 +j)A[,
in die Blutbahn iibergehen.

Versucht man, diese Aussage mit Hilfe von G(A) und R(A) darzustellen, so ergibt
sich das Problem, dass das Intervall [ — 7'+ jA| =T + (14 j)A[ nicht unbedingt
- in gewissem Sinn: eigentlich nie - von der Form [kA|(1 4 k)A[ fiir ein k € N
ist, so dass die in diesem Zeitinervall in die Blutahn iibergehenden Neutrophilen
nicht unbedingt durch G(A) erfasst werden. Préziser gesprochen gibt es hier zwei
Arten von Problemen. Erstens kann —T+jA fiir “kleine ” Werte von j und “grofle
” Werte von T' negativ werden. Zweitens muss 7" kein ganzzahliges Vielfaches von
A sein. Das zweite Problem wird durch die Einfithrung von

k(T, A) = kleinster Minimierer von |k - A — T'| beziiglich k € N,
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einer Losung nahegebracht, wodurch im Rahmen des Modells die Approximation
K(T,A)-A=T,
praziser,
|k(T,A)-A=T| <A:2,

gilt, so dass T' bis auf die “Messgenauigkeit” A : 2 durch das (T, A)-fache von
A angendhert wird. An dieser Stelle sollte klar sein, dass unterschiedliche Werte
von A zu unterschiedlichen Werten von (7', A) und zu unterschiedlich genauen
Approximationen fithrt. Offenbar gilt iim0 k(T, A) = 400, priziser
*>

lim k(T,A)-A=T.

A—0
Mit der freundlichen Unterstiitzung durch (7', A) kann nun der “lebenszeit-
basierte ” Zusammenhang zwischen G(A) und R(A) als

R(A)(j) = G(A)(j — (T, A)), j €N,

modelliert werden. Hierbei besteht, wie vorab bereits erwéhnt, fiir die negativen

Argumente —k(T,A),1 — k(T,A),2 — (T, A),...,—1 von G(A) Argumentati-
onsbedarf. Entsprechend Interpretation von (7, A) liegt es nahe, die in Frage
stehenden Werte fiir G(j — (T, A)), 7 =0,1,2,...,—1 4+ (A, T), mit Hilfe von
R(A) via

G(A)(j —r(T,A)) = R(A)(j), j=0,...,—1+&(T,A)

zu definieren.

Modell 1 Generation und Abbau. Zusammenfassend bestehen die Modell-
gleichungen aus

N(A)(1+7) = N(A)(J) +G(A)G) —G(A)G = w(T,4)), jeN,

N(A)(0) = N3 € [0] + o[,
N(A):N—= [0+ o[, G(A):{=r(T,A),...} = [0]+ oo,
k(T, A) = kleinster Minimierer von |k - A — T'| beztiglich k € N,
0<TeR.

Modell 1 Generation und Abbau - abstrakt. Bei genauerer Betrachtung
der Modellgleichungen fallt auf, dass T" und A nicht explizit, sondern implizit
tiber (T, A) eingehen. Fiir die mathematische Analysis der Modellgleichungen
ist es irrelevant, wie genau x von moglichen anderen, nicht mehr in Erscheinung
tretenden Parametern oder Messgroflen abhéngt. Wichtig ist nur, dass es ein
rk € N gibt, das die Modellgleichungen mitbestimmt. Vor diesem Hintergrund
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konnen fiir die mathematischen Untersuchungen die Abhéngigkeiten von A und T’
vorerst unberiicksichtigt bleiben und wir gelangen zu der “abgespeckten” Version

n(145) = n()+9()—gli—r), jeEN,
n(0) = N3 >0,
n:N—->R | g:{—k,...} = [0]+o0[,
k € N,

A~~~ —~
[\

=~
— N N N

wobel hier vorsichtshalber der Werte-Bereich von n auf R erweitert wird.

Modell 1 Generation und Abbau - abstrakt. Abbruchbedinung(en). Es
ist eine der wichtigsten Erkenntnisse des Modellierens, dass ab dem Zeitpunkt, zu
dem die Modellgleichungen unter Einbeziehung abstrakter Funktionen vorliegen,
das “Gedéchtnis der Herleitung” in mehr oder weniger rigoroser Form geloscht
ist. Damit ist gemeint, dass die durch Losungsstrategien gefundenen Losungen
nicht unbedingt die erwarteten oder gemessenen Eigenschaften der zu Grunde
liegenden Messgroflen haben miissen. Im vorliegenden Fall sind die MeBigrofien
N, G, R entsprechend threr Interpretation als Anzahl und Mengen stets nicht-
negativ. Dies muss fiir allgemeine Losungen der abstrakten Modellgleichungen
aber nicht mehr gelten - es wére ein grofler Fehler, die Positivitéitseigenschaften
der zu Grunde liegenden Funktionen fiir “beliebige” Losungen der Modellglei-
chungen vorauszusetzen. Natiirlich gilt: wenn fiir n, g die realen Funktionen und
fiir NQ der reale Startwert eingesetzt wird, dann sind diese Losungen positiv. Je-
doch stellt sich in dieser Situation die Frage, warum denn dann noch modelliert
werden soll - es sind ja alle relevanten Funktionen bekannt. In der Praxis ist es
typischer Weise so, dass ein - moglicherweise sehr komplexes - Modell fiir g zur
Verfiigung steht und dass auf Grund dieses Modells mit Hilfe von (1) - (4) die
korrespondierende Anzahl Neutrophiler ermittelt werden soll. In dieser Situation
kann es hin und wieder vorkomen, dass die hier angenommene Modellierung von
g zwar in bestimmten Argument-Bereichen von g exzellente Ndherungen liefert, in
anderen Argument-Bereichen von ¢ jedoch falsche, ja unsinnige Resultate liefert
- und das, ohne dass diese Argument-Bereiche auf einfache Art und Weise vorab
benannt werden konnten. Dieser nicht ausschlieBbaren Moéglichkeit ist die Not-
wendigkeit geschuldet, ein Abbruchkriterium fiir die “ Dauer der Rekursion” (1) -
(2) zu formulieren, ab der die Berechnung weiterer Funktionswerte n(j) eingestellt
wird. Im vorliegenden Zusammenhang scheint die Nicht-Negativitatsforderung an
n das ausschlaggebende Kriterium zu sein und so kann eine “Stoppzeit ” definiert
werden:

Stoppzeit
Q=inf{k e N:n(l+k) <0} =inf{k €e N:n(k) + g(k) — g(k — k) < 0}.

Wegen n(0) = N > 0 gilt offenbar Q € N oder - wenn das Verfahren beliebig
weiterlauft - {2 = +o00. {2 soll nun anhand dreier Werte fiir x beispielhaft diskutiert
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werden. Die Verallgemeinerung auf alle anderen Werte fiir x bleibt den Lesern
iberlassen.

Beispiel x = 0. Entsprechend der Definition von x = x(T, A) liegt dieser Fall
vor, wenn die Lebensdauer T kleiner oder gleich A : 2 ist. Dies bedeutet, dass von
einer sehr groben Auflosung der Zeit ausgegangen wird. Die Modellgleichungen
(1) - (2) vereinfachen sich zu

n(1+j) =n(j), n(0)=Nj,

so dass die Funktion g aus dem Modell verschwindet und die Losung mit n(j) =
N2, j € N, einfach hinzuschreiben ist. Die Stoppzeit ist wegen 0 < NX gleich
+00. Dass n konstant ist bedeutet im Sinne der urpspriinglichen Interpretation
aber nicht, dass die Anzahl der Neutrophilen in der Blutbahn immer konstant ist.
Innerhalb eines Zeitschritts konnen Neutrophile entstehen, doch es werden inner-
halb eines Zeitschritts genau so viele Neutrophile wieder abgebaut wie entstanden
sind.

Beispiel x = 1. Der Fall kK = 1 korrespondiert zu A : 2 < T < 3A : 2,
also wenn “A und T die gleiche Grossenordnung” haben. Anders formuliert gilt
“T'=A£50%" . Aufgrund von (1) und (2) gilt fiir j = 0 zunéchst

n(1) = n(0) + g(0) — g(=1) = NX + g(0) — g(-1),

so dass 2 = 0 genau dann gilt, wenn N{ + ¢(0) — g(—1) < 0. Andernfalls gilt
1 < Q und in diesem Fall ergibt sich

n(2) = n(1)+g(1)—g(0) = (N3 +9(0)—g(—=1))+9(1) —g(0) = Nx+g(1) —g(-1),

und es kann auf 2 = 1 genau dann geschlossen werden, wenn N +g¢(1) —g(—1) <
0 gilt. Andernfalls gilt 2 < Q und in diesem Fall folgt

n(3) =n(2) +9(2) —g(1) =... = N3 +g(2) — g(-1),

und klarer Weise gilt Q = 2 genau dann, wenn N2 +¢(2)—g(—1) < 0. Aus den Be-
obachtungen der ersten drei Rekursionsschritte kann leicht ein Induktionsbeweis
gefiihrt werden, der zu folgendem Resultat fiihrt:

0 = 400 gilt genau dann, wenn
NR+9(j) —g(=1) >0, jeN,
oder, aquivalent hierzu, wenn
9() = g(=1) = N3, jEN,
gilt und in diesem Fall ermittelt sich die Funktion n via
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Das Kriterium “g(j) > g(—1) — NR” bedeutet, dass die Generationsmenge in
jedem Zeitschritt einen bestimmten Mindestwert nicht unterschreiten darf. Im
Fall NR > g(—1) ist dies trivialer Weise fiir jede Funktion g > 0 der Fall.

Beispiel £ = 4. Anders als in den “Randféillen” k = 0 oder= 1 kénnen von
der Untersuchung des Falls k = 4 Einsichten in den Fall eines “allgemeinen x >
2” erhofft werden. Diese Einsichten stellen sich in der Tat ein, die Ausfithrung der
Einzelheiten soll aber den Lesern iiberlassen werden. In &hnlicher Vorgehensweise
wie im Fall k = 1 ergibt sich aus (1) und (2) im Fall j =0

n(l) =...= N3 +g(0) — g(—4),

und Q = 1 stellt sich genau fiir NR +¢(0) — g(—4) < 0 ein. Andernfalls gilt 1 < Q
und es folgt

n(2) =...= N2+ (9(1) + g(0)) — (9(=3) + g(—4)),

und Q = 2 genau dann, wenn NR + (g(1) + (9(0)) — (9(—3) + g(—4)) < 0. Bereits
an dieser Stelle kann fest gestellt werden, dass die Verhéltnisse verwickelter als
im Fall x = 1 liegen. Gilt auch nicht n(2) < 0, so ermitteln wir

n(3) =...= N2+ (9(2) + g(1) + g(0)) — (9(=2) + g(=3) + g(—4)),
und Q = 3 genau dann, wenn
NR + (9(2) + g(1) + g(0)) = (9(=2) + g(=3) + g(—4)) < 0.
Andernfalls folgt
n(4) = ... = N3 +(9(3) +9(2) +9(1) +9(0)) = (9(—=1) + g(=2) +g(—3) + g(—4)),
und es gilt Q = 4 genau dann, wenn
NR + (9(3) +9(2) + g(1) + g(0)) = (g(—1) + g(—2) + g(—3) + g(—4)) < 0.

Im gegenteiligen Fall wird es nun wohl spannend, denn dann kiirzt sich der Term
“g(0)” auf Grund von (1) aus der resultierenden Summe weg und es ergibt sich

n(5) =...= N+ (9(4)+9(3)+9(2)+9(1) — (9(=1) + g(—=2) + g(—3) + g(—4)),

mit ) = 5 genau dann, wenn

NR + (9(4) + 9(3) + 9(2) + 9(1)) — (9(—1) + g(—2) + g(—3) + g(—4)) < 0.

Im letzten hier explizit durchgefiihrten Schritt ergibt sich andernfalls

n(6) =...= N+ (9(5)+9(4) +9(3)+9(2)) — (9(—1) + g(—=2) + g(—3) + g(—4)),
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mit ) = 6 genau dann, wenn
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NR + (g(5) + g(4) + 9(3) + 9(2)) — (9(—1) + g(—2) + g(—3) + g(—4)) < 0.

An dieser Stelle sollte spétestens die Idee fiir den allgemeinen Fall 6 < j vor-
handen und das nachfolgende Kriterium durch vollstéindige Induktion beweisbar

'Seien
H™ = g(—4)
HS = g(=3)+g(-4)
H™? = g(=2)+g(-3) +g(—4)
H™ = g(=1)+g(=2) +g(-3) + g(—4)
H' = g(0)= Y gl
a=max{0,0—3}
H' = gM+g0)= > g
a=max{0,1—3}
H = g@2)+g91)+90)= > gl
a=max{0,2—3}
H* = g(3)+92) +9(1)+g(0)= > gla)
a=max{0,3—3}
H' = g@)+9@)+9@2)+g1)= D gla)
a=max{0,4—3}
H> = g(5)+9(4)+9B3)+g2)= >  gla)
a=max{0,5—3}
allgemein

J
H= Y g, jeN

a=max{0,7—3}

Dann gilt 2 = +00 genau dann, wenn
Ng + Hj - Hmin{fl,f4+j} > 0’ ,] c N,

und in diesem Fall gilt

n(0) = NR, n(j)=NQ+H ' - gmnt=L=5H1 1 <jeN.
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Ahnlich, aber doch komplizierter als im Fall x = 1 zielt das Kriterium fiir Q =
+oo darauf ab, dass die Generationsmengen nicht nachhaltig “zu klein” werden.
Neuerlich ist im Fall nicht-negativer Generationsmengen das Kriterium trivial
erfiillt, wenn die Anfangspopulation hinreichend grof} ist, wenn also etwa bei-
spielsweise

N3 > g(=1) +g(=2) + g(=3) + g(—4)

gilt. Das tatsdchliche Kriterium ist deutlich schwécher als diese Bedingung.

Ausblick. Mit den Modellgleichungen (1) - (4) und den Erlduterungen ist ein
erster Schritt zum mathematischen Verstdndnis der Generation und des Ab-
baus von Neutrophilen in der Blutbahn getan. Die etwas gewaltsam in das Mo-
dell eingebrachte Annahme einer konstanten Lebensdauer manifestiert sich im
“nachlaufenden Argument” j — x von (1). Es ist Modellerweiterungen vorbe-
halten, diese Annahme durch variable Lebensdauern zu ersetzen. Eine halbwegs
realistische Abbildung der tatsédchlichen Vorgédnge des Erzeugens und Abbauens
der Neutrophilen in der Blutbahn ist durch das vorliegende Modell nicht zu er-
reichen. Dazu wiren tiefergehende Beschreibungen der physiologischen Vorgénge
im Korper erforderlich. Diese Beschreibungen liegen nicht vor. Es ist zu erwarten,
dass aus diesen Beschreibungen detailliertere Ansétze fiir die Funktion g erwach-
sen, die zu modifizierten Modellen fithren. Diese modifizierten Modelle kénnen
nur durch weiterfithrende Recherchen erstellt werden.
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KLT: Invarianz und Erhaltungsgrofien.

Ersterstellung: 25/01/14 Letzte Anderung: 17/02/15

In diesem FEssay soll der Satz, wonach Invarianzen der Lagrange-Funktion ge-
geniiber L, D, P, By eiv, Fore, Fye1- Transformationsfamilien auf Erhaltungsgrofien
fiihren, bewiesen werden. Die hdufigste Anwendung bezieht sich auf Invarianzen
gegentiber spezieller Drehungenan, die zur Konstanz korrespondierender Dreh-
Impulse fiihren.

Das Kernstiick des Satzes iiber Invarianz und Erhaltungsgriofien ist eine Anwen-
dung der Kettenregel der Differentialrechnung.

Es gelte:
—) I'ist L, D, P, E,eit, Eort, Eyer-Transformationsfamilie.
—) U= (] P X Euy).

Dann folgt fiir alle (f,z,v) € Egeir X Eore X Fyer:

lim ( L(t, W (), (W8 (z,v)) — L(t, x,v) )€

£—0

= (K(t,z,v) | (O ) H0() )+ (P(t,z,v) | (W) () ).
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Beweis. Mit Hilfe von #260 ergeben sich unter den geltenden Voraussetzungen
die Gleichungen

U () = w2 (&), (U)K (z,0) = UN(E), € P,x € Eo,v € Eya,

sowie

W) =z, (UF)(0) = (0)P(0), 2 € o,

und
Vv (0) = v, v € Fye,

so dass mit Hilfe der Kettenregel dank der geltenden Differenzierbarkeiten nun-
mehr fiir alle (¢, 2,v) € E,eit X Fory X Eyergerechnet werden kann:

lim ( L(t, WL (z), (W98 (2, v)) — L(t, z,v) )€

£—0

— lim ( L(t, U27(€), (397)(€)) — L{t,2,v) ) : €

£—0

= lim (L(#, U2(€), (L) (€)) — L(t, ¥*7(0),v) ) : €

£—0

= Tim ( L(t, W27 (&), (Wo#0) (€)) — L(t, W7(0), Wol*(0)) ) : &

£—0

= ( VaL(t, U7(0), W (0)) | (w2)(0) )
+ ( Vo L(t.T%(0), ¢mv(0)) | (T4"v)'(0) )

= ( ViL(t, 2, U=(0)) [ (L2)'(0) ) + ( Vo L(ta, U0 (0)) | (¥40)(0) )
= ( ViL(t,z,0) [ (¥27)(0) ) + ( V. L(t.z,0) | (T97)(0) )
= { Vi L(t,2,v) | (0:9)"°(2) ) + { V,L(t.z,v) | (T=)(0) )
= (K(t,z,v) | (01 9)°(2) ) + ( V,L(t.z,v) | (T9=)(0) )
= (K(t,z,0) | (B ®)(x) ) + { P(t.z,v) | (=) (0) ).
0
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Das vorangehende Resultat soll nun auf spezielle D-Kurven angewendet werden.

Es gelte:
—) I'ist L, D, P, E,eit, Eort, Eyer-Transformationsfamilie.
=) U= (0| P x Eu).
—) J echtes reelles Intervall.
—) J C Fleis.
—) ce C¥(J: R?).
—) Fir alle t € J gilt ¢(t) € Eope und é(t) € Eyer.

Dann folgt fiir alle ¢t € J:

lim ( L(t, ('€ o e)(t), (T 0 e)* () — (L*e)(t) ) : &

£—0

= —((Aag ) [ (W) 0c) )+ (((P](@W)1°) ¢)"(t).

Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen folgt via #260,
(W o )2 (1) = Wele®t) (g, EePtel,

sowie
(W) (2, v) = TE2Y(E), £ € Pya € Eopy, v € Euen,

woraus

() (e(®), (1) = W), gePtel
folgt und ausserdem gilt via #260 noch
(LAY () = (B10) 0 0)(t), EePiteld,

so dass fiir alle ¢t € J gerechnet werden:

lim (( L(t, (W€ 0 c)(t), (W o) () — (Le)(t) ) : €

£—0

= lim ( L(t, U (c(t)), (W€ 0 ¢)* (1)) — (L e)(t) ) :

£—0

— tim ((L(t, U (c(t), (WOO)) — (L'e)(1) ) : €

£—0
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= T ((L(t, U (e(t), (B (e(t), é(1)) — (L*) (1) ) : &

£—0

lim (L8, U (c(t)), (U)%(c(t), é(t))) — L(t, e(t),&(1) ) = €

€50
= (K(t,c(t), e(t) | (019)(c(t)) ) + ( Ptc(t), é(t)) | (FHOW)(0) )
= (K )(t) [ (09)"c(t)) ) + (P(tc(t), c(t)) | (LHOOY(0) )
= (&) | (W) oc)(t) ) + ( P(t.c(t), e(t)) | (wD)(0) )
= (&) [ ((019)1°0c)(t) ) + ( (Pe)(t) | (L) (0) )
= (&) [ (W) o)) )+ ( (P)(t) | (01%)* 0 0)*(2) )

= (K*C)(t) (P C) @) | ((@1‘P)1‘° oc)(t))
+((P*e)*() | (0 (t))+((® (009)P 0 e)*(t) )

=—(( (K)(®) | (019)P 0 0)(t) )
+( (P"0)*(t) | (& ‘11)1‘0 () )+ { P O)) | (019) 0 0)(t) )

(Aeag (1) | (19)1° 0 0)(1) )
)

=
+( () () [ ((01) 0 0)(t) ) + ( (P*e)(t) | (210) 0 0)*(t) )

—( (A 0w oc) ) ()
+( (P’ )()I((al )100 >+< (o)) | (210) o e)*(t) )

—((Bag ) | (@) 00)) (1)
+{ ()" | e ¢) (B + (Pe| (B)000) ) (1)

=—((Dagc) | ()P oc) ) (1) + ({Pe| (W) oc) ) (t)

== ((Bag ) [ (1) oc) ) (1) + ( (P (@0)1°) )" ().
O
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Verlauft (t,q(t),q(t)) einer Losungskurve von (ELG) ganz in E,eit X Fory X Eyer,
so erqibt sich mit Hilfe des vorangehenden Resultats ohne viel Weiteres die Ande-
rungsrate von { P | (0,¥)1° )" q.

Es gelte:
—) I'ist L, D, P, E,eit, Eort, Eyer-Transformationsfamilie.
=) U= (| P X Ey).
—) ¢ lost (ELG).
—) domq=J C E,es¢.
—) Fir alle t € J gilt ¢(t) € Fory und (t) € Eyer.

Dann folgt fiir alle t € J:

lim ((L(t, (0" 0 q)(t), (W' 0 g)*(t)) = (L7q)(t) ) : €

£—0

= ( (P ()1 ) ¢)*(t).

Beweis. Offenbar erfiillen I', ¢ die Voraussetzungen vorhergehenden Satzes. Es
folgt

lim ( L(t, (U 0 q)(t), (¥ 0 q)*(1) — (L*)(1) ) : €

£—0

= —((Bagq) [ (1) oq) () + ( (P (@) ) )" ().

Als Losung von (ELG) gilt via #253

(Ae1g q) = 20y.
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Die hiufigsten Anwendungen des hier Entwickelten beziehen sich auf Situationen,
in denen im vorliegenden Kontext

L(t, UL (), (U198 (x v)) = L(t,z,v), (£,t,2,0) € P X Eyeit X Fopy X Fyer,
gilt - obwohl diese Bedingung durch die schdchere Aussage

lim ( L(t, T (2), (T1(z,v)) — L(t, z,v) ):£=0,

£—0

ersetzt werden konnte. Entsprechende Adaptionen bleiben bis auf Weiteres den
Lesern tiberlassen.

Es gelte:
—) Dist L, D, P, E,cit, Fort, Fye1-Transformationsfamilie.
=) U= (] P X Ey).
—) Fir (§,t,2,v) € P X Eeit X Fory X Eyey gilt

L(t, U (z), (U182, v)) = L(t, z,v).

—) J echtes reelles Intervall.

=) J C Eyeix.

=) ce C¥(J: R?).

—) Fiir alle t € J gilt ¢(t) € Eope und é(t) € Eyer.

Dann folgt fiir alle t € J:

(PG ) () ={ (Augc) | (@) oc) ().
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Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen gilt fiir alle (£,t,z,v) € P X E,ei¢ X
FEore X Eyer ergibt sich ohne viel Weiteres die Gleichung

lim ( L(t, U (2), (U198 (z,v)) — L(t,2,v) ) : £ = 0.

£—0

Hieraus folgt durch die wegen J C F,eis, ¢(t) € Eops, ¢(t) € Eye1 mogliche Spe-
zialisierung

lim ( L(t, U (e(t)), (WH)E(e(t), e(t))) — Lt c(t),é(t) ) : £ =10, te

£—0

Mit Hilfe von voran Gegangenem ergibt sich
~((Bag ) [ @) o) (1) + (P (@) e) (1)

= lim ( L(t, U (c(t)), (W) (e(t), é(1))) — L(t, c(t), é(t)) ) : €

£—0



126 KLT #267

Verlauft (t,q(t),q(t)) einer Losungskurve von (ELG) ganz in E,eit X Fory X Eyer,
so ergibt sich mit Hilfe des vorangehenden Resultats ohne viel Weiteres, dass
(P | (01 )H0 )" q konstant ist.

Es gelte:
—) I'ist L, D, P, E,eit, Eort, Eyer-Transformationsfamilie.
=) U =[] P X Ey).
—) Fir (§,t,2,0) € P X Egeip X Eory X Fyep gilt

L(t, \IJ”f(x), (\Ifl|5)c(x,v)) = L(t,z,v).

—) ¢ lost (ELG).

—) domqg=J C E,i¢.

—) Fir alle t € J gilt ¢(t) € Fory und (t) € Eyer.
Dann folgt:

a) ((P[(010)10) )" =z0,.

b) Fiir alle t,0 € J gilt

(P*q)(t) | (2:9)P(q(1) ) = ( (P*q)(0) | (09)""(q(0)) ) -

Beweis. Die Voraussetzung vorangehendenn Satzes sind durch T', ¢ erfiillt. Es
folgt

((P1@W)™) q) () =((Daga) | (¥)Poc) (1), tel
Als Losung von (ELG) gilt via #253

(Aerg q) = z0,.

Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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m,u,w

KLT: dskr, 1 <m € N.

m,u,Ww

dreh, 1 <m & N.
Erhaltung von Drehimpulsdichten.

Ersterstellung: 26/01/14 Letzte Anderung: 18/02/15

Notationen. Sei 1 < m € N. Fiir u,w € R™ gelten die Parallelogramm-
Gleichungen
lu £ wlfy, = [lullz, £2- (ulw),, + vl

m?

aus denen sich wie von selbst die Gleichung
(ulw), = (lu+wly —llu—wll) 4 (5)

ergibt. Abkiirzend wird

m,u,w 9
dskr = /Jlull, - lwll2, — (u | w ),

gesetzt. Offenbar gilt dskr € [0 + oco[ oder dskr = . Im Fall m = 1 und
1u,w m,u,w

u,w € R = R! gilt dskr = 0. dskr ist genau dann eine nicht-negative, reelle Zahl,

™m,u,w

wenn u,w € R™. Falls u,w € R™, so gilt dskr = 0 genau dann, wenn u, w linear

m,u,w

abhéngig sind. Fiir (v, w) € ONS2(R™) gilt dskr = 1.

Nun wird firu,w € R™, 1 < m € N, eine spezielle Familie linearer Abbildungen,
ndmlich der R™ Drehungen L (u,w), in die KLT eingebracht.

m,u,w

dreh ={ ((p,2),y) € (RxR™) x R™:

Y=
—us((@fu)y, (1 —cose) - fwll, o
+(z|w), -(dskr -sing—(1—cosg)-(u|w) )): (dskr)?

m,u,Ww

—w-(—(x|u),, - (dskr -sing+ (1 —cosu)-(u|w),) .
(x| w), (1—cose) - [lul?): (dskr)2.
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m,u,w

dreh besitzt einige, im Folgenden oft eingesetzte “ Funktions-FEigenschaften”. Der
Beweis bleibt den Lesern tiberlassen.

Es gelte:
—) 1<meN.

Dann folgt:

m,u,Ww

a) dreh Relation.

m,u,Ww

b) dreh Funktion.

m,u,w

c) dom (dreh) C R x R™.

m,u,w

d) ran(dreh) C R™.

Wesentlich interessanter als eine allgemeine, nichts iber u, w voraussetzende Dis-

m,u,Ww m,u,w

kussion von dreh st die Untersuchung von dreh im Fall u,w € R™. Der Beweis
von ab) bleibt neuerlich den Lesern tiberlassen, obwohl man beim Nachweis von
b) wor einige Herausforderungen gestellt wird. Am besten werwendet man die Fr-
haltung der Norm - dies wird spdter bewiesen - und die geradezu offensichtliche

Linearitdat von (d;’éh)1|¢, ¢ € R, die spdter nachgereicht wird. An d) manifestiert
sich, dass es auf die Reithenfolge von u und w ankommt. Aussage e) kommt zum
Tragen, wenn u,w linear abhdingig sind. In diesen Fillen ist es in der Tat nicht
einfach, von einer Drehung, die die von u,w aufgespannte Ebene inwariant ldsst
- siehe spdter - zu sprechen. So kommt die Konwention 1:0 =0 zum Tragen.
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Es gelte:
—) 1<meN.
—) u,w € R™.
—) (¢,2) € R x R™.

Dann folgt:

m,u,w

a) dom (dreh) =R x R™.

m,u,w

b) ran(dreh) =R™.
c) Fallsp:né’suﬁ und ¢ = (u|w), , so gilt
dreh (p,z) =x
e (@) (L= cos6) -l
+(z|w), -(p-sing—(1—cosg)-c)): p?

—w-(—(z|u),, - (p-sing+(1—cose)-c)
+(a|w),  (L—cosg)-lul7): p*

m,u,w m,aw,u

d) dreh (—¢,x) = dreh (¢, ).

m,u,w m,u,w

e) Aus dskr = 0 folgt dreh (¢, z) = x.

m,u,w

£f) Aus (z|u),, =0und (z|w), =0 folgt dreh (¢, z) = 2.

m,u,w

g) Aus x € span{u,w} folgt dreh (¢, x) € span{u, w}.

Im Spezialfall m = 1 ergibt sich unter kanonischen Bedingungen an u,w, ¢, x via
1u,w 1,u,w

dskr = 0 die Gleichung dreh (¢, z) = x.

1u,w

Aus u,w, ¢, x € R folgt dreh (¢, z) = x.
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m,u,w

Sind u,w € R™, 1 <m €N, so gilt dreh € C*(R x R™ : R™) - dieser Nachweis

10 _

bleibt den Lesern iiberlassen - und es gilt (d}éh) idgrm - auch dies wird hier

wegen Offensichtlichkeit nicht bewiesen - und (d}éh)l|¢ ist fir alle ¢ € R linear.

Es gelte:
=) 1<meN.
—) u,w € R™,

Dann folgt:
a) dreh € C°(R x R™ : R™).
b) (dreh)0 = idgm.

c) Fiir alle ¢ € R ist (d7re7h)1|¢ linear.

Beweis. c¢) Sei ¢ € R und sei x € R™. Mit den Bezeichnungen

p = dskr, c=(ulw),,,

gilt via des Vorangehenden

(dreh)!(z) = dreh (¢,a) =a+ (x |u) -a+{z|w) -b,
wobei
a = a(u,w, Q)
=—u-(1—cosd)? ||w|? :p* +w-(p-sing+ (1 —cosd) -c) : p* € R™,
und
b= b(u,w, )

=—u-((1—cosg)-c—p-sing):p*—w-(1—cosg)-|ul®:p*€R™,

nur von u,w, ¢ aber nicht von x € R™ abhéngen. Hieraus ergibt sich ohne allzu

wiel Miihe die Linearitét von (dreh)!?.
[
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Firu,w e R™, 1 <m €N, und ¢ € R erhdlt (d7re’h)1|‘75 Norm und Skalar-Produkt.

Es gelte:
—) 1<meN.
—) u,w € R™.
—) (¢p,z) e R x R™.
Dann folgt:
2) | (dreh) (@)l = [l2]lm.
b) Fiir alle y € R™ gilt

< (dreh) o z) | (dreh)e(y) > —(zly),.

m

Beweis. Im Hinblick auf (5) muss nur a) bewiesen werden.

Dabei stellt dank worangehender Untersuchungen nur der Fall 0 # dskr eine
Herausforderung dar. In diesem Fall ergibt sich mit Hilfe der Abkiirzungen

p =plu,w,m) = dskr, c=clu,w,m)=(ul|lw),,

aus denen im Speziellen

lully, - 1wl = ¢ =,

folgt, ...
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I(Grehy (o), = | deh (0, )]2, = ( Geh (0,0 Greh (6.0) )
= [|=|[7,

+ (s 0 - (o u)y, - (1= cos ) - [|w]ly,
+2(xfu), (z|w), (1—-cosp) (p-sing—(1—cose)-c)-|uw],
+(x|w)y, - (p-sing — (1 —cosg)-c)® )
+(Jwlf ph) - (o), (p-sing + (1 —cos¢) - )
—2(z|u), (z|w), (1—-cosg): (p-sing+(1—cosep)-c)-ull,
+(z|w)y, - (1—cosg) - [lully, )

—2((x | u)2 :p?) - (1 — cos o)

—2(z|u),, - (zlw), (p-sing—(1—-cosd)-c):p’
+2(z|w), (z|u), (p-sing+(1—cosg)-c):p?

—2(Jlull3, i p*) - (| w)y, - (1= cos )
—2c- (Jwll}, :p*) - (xu),, - (1—cosg) - (p-sing + (1 —cos¢) - )
+2¢- ([fully, :p") (@ [w),, - (1
+2c-(xfu), (wlw), (1-cosd)®-[ull, - w7,
—(p-sing — (1 —cosg)-c)-(p-sing+ (1 —cos¢)-c)) : p*
= [|=[l5,
+((z )y pY) - (1=cos)® [ul?, - [l
+(p-sing + (1 —cosg) - ) - [Jwlf7,

—2p% - (1 = cos @) - [lwll}, —2¢- (1 —cos ) - (p-sing+ (1 —cosg) - ¢) - [w]f7, )
+2(x|u), (z|w), ( (1-cosg)-(p-sing—(1—cos¢) c)-|ul},-llwl
— (1 =cos¢) - (p-sing + (1 —cos¢) - c) - [[ull7, - [wl7,

—(p-sing — (1 —cos¢)-c)+ (p-sing+ (1 —cos¢) - ¢)
+c- (1 —cos¢)?- [lull7, - [w]?, —cp® -sin® ¢ +c- (1 —cosg)-¢)* ) :p
+((@w)y, ph) - (1 =cosg) - [lull, - lwll2,
+(p-sing — (1 —cos¢) - o) - [lully,

—2p* - (1 —cos @) - |Jul|?, +2c- (1 —cosg) - (p-sing — (1 —cosd)-c)-|ul? )
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o=l
+ (@ u)l - Jwll  pY) - ( (1 —cosg)?- [lully, - w]l2,
+ (p-sing + (1 — cos @) - ¢)?

—2p*- (1 —cosp) —2¢- (1 —cos@p) - (p-sing+ (1 —cosgp) -c) )
+2(z|u), - (zlw), -( (I-cosg)-(p-sing—(1—cose)-c)-|lull, - w2,
— (1 —cos¢)- (p-sing+ (1 —coso)-c)-|lullZ, - [lw]?,
—(p-sing — (1 —cos¢)-c)+ (p-sing+ (1 —cos o) - ¢)
+c- (L=cos¢) - |Jull2, - [[w|]?, — cp® - sin* ¢+ c- (1 —cosp) - ¢)* ) :p’
+((xw)n -l pY) - (1—cosg)?- [lully, - w]l2,
+(p-sin¢—(1—cos¢)-c)2
—2p* - (1 —cosg)+2c- (1 —cosg)-(p-sing — (1 —cosep)-c) )
= ||z,
+((zlu) - wlz ph) - ( (1= cosé)® - [lully, - w2, + p* - sin® ¢
+2¢cp-sing - (1 —cos @) +c* - (1 —cos¢)? —2p* - (1 — cos @)
—20p-sin¢-(1—cos¢)—202-(1—cos¢)2 )
+2(x|u), (z|lw), -( 2p-(1—cose)-sing-|ull?, - [|lw]?,
—2¢- (1 =cos¢)” - |lull7, - lwl[]3,

—2p- (1 —cosg)-sing - [ull?, - w2, — 2¢- (1 —cosg)* - [[ull7, - [[w]]?,
+4ep? - (1 —cos @) + 2¢ - (1 — cos @)* - ||Jul]?, - |w||?, — 2cp* - sin ¢
+2¢% - (1 — cos ¢)? ):p4
+ (@ w)n - fullz pY) - ( (1—cosg)? - [lully, - w]2, + p* - sin® ¢
—2cp-sing - (1 —cos@) +c*- (1 —cosg)® —2p*- (1 — cos )
+2cp- (1 —cos@)-sing —2c¢% - (1 —cos¢)? )
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o=l

+((lu)y - fwly pf) - (L= cosg)? - ully, - [[wll}, +p° - sin® ¢
— (1 —cosg)? —2p*- (1 —cosg) )

+2c- (@), (alw), p") ( —2(1—cosd) ull7, - Jwlly,

+2p” - (1 = cos @) — 2(1 — cos §)* - |[ull7, - [[w]7, — 2p - sin” ¢
+2¢%- (1 —cos ¢)* )

+ (@ w)y,ullf, 0" - (L= cosg)? - ully, - [lwll}, +p° - sin®

— (1 —cosg)? —2p*- (1 —cosg) )

= |l||3,+
(xfu)y - llwlz :pY) - (1—=cosg)?- (J[ullZ, - wl]l2, — )

—2p*- (1 —cosp) +p*-sin’¢ )
+2-((wfu), - (zlw), p)-( (1=cosp)®- (= |ullZ, - [w]?)
+2p* - (1 — cos ) — p* -sin*¢ )
+((zlw)y, - lullz, : pY) - ( (1 =cos@)?- (= + |Jull?, - [lwlZ,)
—2p*- (1 —cosp) +p* -sin’¢ )
= |l||2,+
(<w\u>fn|]wanp4)( (1 —cosg)?-p* —2p®- (1 —cos @) +p*-sin¢ )
+2-((a|u), (zlw), p)-( —(1—cosg)?-p’
+2p* - (1 — cos @) — p* -sin*¢ )
+((xw)l ull2  pY) - ( (1=cosg)®-p* —2p*- (1 —cosg) +p*-sin*¢ )

= [|lzll5+
(ol u)? - wlp) - ( (1= cosd) —2(1 — cosg) +sin ¢ )
+2c-((zlu), (x]lw), p)-( —(1—cosg)®+2(1—cosg)—sin*¢ )
w2l ) (1= cosd) —2(1—cos ) +sin’ )

= ... (1 —cosp)®> —2(1 —cos ) +sin*¢p=0...

= [l
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m,u,w

Nun soll fiir geeignete u,w € R™ die Funktion 0y dreh untersucht werden. In b)
wst 0 der Null-Vektor im R™.

Es gelte:

—) u,w,xr € R™.

m,u,Ww

—) p = dskr.

=) c=(ulw),,.
Dann folgt:

a) Fiir alle ¢ € R gilt

m,u,w

(0y dreh)(o, x)
=—u-((z]u), |wl sing+{zw), (p-cosg—c-sing)): p
—w-(=(x|u), (p-cosptecsing)+(z|w), - ||ul, sing): p*

b) Falls p =0, so gilt fiir alle ¢ € R,

m,u,w

(8, dreh)(¢,x) = 0.

m,u,w

c) (8 dreh)(0,2) = (—u-(z|w), +w-{z|u) ):p.

d) Fiir alle ¢ € R gilt

<(a1 dreh)(6,z) | dreh (¢,x)> — 0.

Beweis. Fiir alle ¢ € R gilt

m,u,w

dreh (¢,z) =z +sing- A+ (1 —cos¢) - B,
wobei
A=Alu,w,z)=—u-(z|w), p+w-(xz|u), peR™,

und

B=Buw,z)=u-(—(x|u), -|w+c-(z|w),):p

+w-(c{x|u),—(x|w), -|u? :p*eR™
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Mit dieser Darstellung ergibt sich ohne wiel Weiteres

m,u,w

(01 dreh) (¢, x) =cos¢p- A+sing - B,

und hieraus

m,u,w

(8, dreh)(0,2) = A,

wobei im Fall p = 0 offenbar A = 0 gilt. Damit sind abc) bewiesen. Zum Beweis
von d) wird die Hilfs-Funktion f = f(u,w, ),

FiR—SR™  f(o) = < dreh (o,2) | dreh (o,2) > ,
betrachtet. Wie worab gesagt gilt
f=(l2ll2)"R,
und somit [’ = zog. Andererseits gilt offenbar
(o) = < (0, dreh)(0,x) | dreh (o, ) > , cER

O
S,U,W

Nun kann der Zusammenhang zwischen dreh und der (u,w)Drehimpulsdichte
I(u,w) hergestellt werden. Der einfache Beweis bleibt den Lesern tberlassen.

S, U, W

Aus u,w € R® und p = dskr folgt

< P| (O (Si’;téﬁ)uo > = —I(u,w):p.
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Nach den Vorbereitungen soll nun untersucht werden, inwieweit sich firu,w € R®

m,u,w

die Funktion dreh als L.D, P, Eyeiv, Fort, Eve1- Transformationsfamilie in Frage
kommt. Diese Frage kann unter Bezug auf #260 relatiw einfach beantwortet
werden. Im zu Grunde liegenden Satz kann E =R gewdhlt werden.

Es gelte:
—) P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
—) 0 # FEore, Eye1 sind offene Teilmengen des R®.
=) Feir X Fory X Eyer € D.
—) u,w € R?.
) Fiiralle ¢ € P gilt (dreh)¢[Eope] C Eoe.
) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)¢[Eyea] C Even.

m,u,w

Dann folgt “dreh ist L, D, P, Epeit, Fort, Fyer-Transformationsfamilie” .
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Werden nun die bisherigenn Resultate kombiniert, so ergibt sich via #267 vor-
liegende Aussage, deren Beweis den Lesern tiberlassen werden kann.

Es gelte:
—) P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
—) 0 # Eore, Eye1 sind offene Teilmengen des R?.
=) Feir X Fory X Fyer C D.

—) u,w € R®.
—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Epyy] € Eope.

) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)¢[Eyea] C Even.
—) J echtes reelles Intervall.

=) J C Egeit.

=) ce C¥(J: R?).

—) Fiir alle t € J gilt ¢(t) € Eope und é(t) € Eyer.

S,U,W

Dann folgt mit p = dskr fiir alle t € J:

lim (L%, (dreh)(c(t)), (dreh) 1 (&(1))) — (L*e)(t) ) < o

»—0

= ((elu) ((Aage) [w) = (efw)-((
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List q die Euler-Lagrange-Gleichungen (ELG), so ist Vorliegendes fiir die Ande-
rungsrate von I(u,w)*q verfigbar

Es gelte:
—) P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
—) 0 # FEore, Fye1 sind offene Teilmengen des R®.
=) Fgeiv X Eory X Eye1 C D.

=) u,w € R,
—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)1¢[Eore] C Eore.

—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)1%[Eye1] C Fyer.
—) q lost (ELG).
—) domq=J C E,ei¢.

—) Fiir alle t € J gilt ¢(t) € Eory und () € Eyer.

S,U,W

Dann folgt mit p = dskr fiir alle t € J:

lim (L(t, (dreh)(q(t)). (dreh)((1))) = (L')(®)) : &
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Die hiufigsten Anwendungen des hier Entwickelten beziehen sich auf Situationen,
in denen im vorliegenden Kontext

L(t, (dreh)(z), (dreh) 1 (v)) = L(t,z,v), (¢, t,2,0) € P X Eyeiy X Eopy X Eyer,

qilt - obwohl diese Bedingung durch die schéichere Aussage
lim ( L(t, (dreh)'®(z), (dreh) ' (v)) — L(t,z,v) ) : ¢ = 0,
»—0

ersetzt werden konnte. Entsprechende Adaptionen bleiben bis auf Weiteres den
Lesern tiberlassen.

Es gelte:
—) P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
—) 0 # FEore, Eye1 sind offene Teilmengen des R?.
=) Egeit X Eory X Eyer CD.

—) u,w € R®.
—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)1¢[Eore] C Fore.

—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)1¢[Eye1] C Fyer.

—) Fir (¢,t,2,0) € P X Egeip X Eopy X Fuer gilt

S,U,W

L(t, (dreh)19(2), (dreh) 9 () = L(t, 2, v).

—) J echtes reelles Intervall.

=) J C Egeis.

=) ce C¥(J: R?).

—) Firalle t € J gilt ¢(t) € Fore und é(t) € Fyer.

Dann folgt fiir alle t € J,

(I(u,w)*c).(t)
= ((clu) - {((Aage) |w) = (clw)-{(Aage) |u) )(1),

und
M(u, w)"c(t) = 0.
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Ist tiber die vorhergehenden Prdmaissen hinaus q eine Losung von (ELG), so ergibt
sich das vielleicht bekannteste einschldgige Resultat.

Es gelte:
—) P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
—) 0 # Eore, Eye1 sind offene Teilmengen des R?.
=) Fpeir X Fory X Fyer C D.

—) u,w € R®.
—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Epyy] € Eope.

—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)1[Eye1] C Fyer.

—) Fiir alle (¢,t,2,0) € P X Egeiy X Eory X Eyer gilt

S,U,W

L(t, (dreh)19(2), (dreh) 9 () = L(t, 2, v).

—) ¢ lost (ELG).

—) domq C E,ei:.

—) Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eore und ¢(t) € Eyer.
Dann folgt:

a) M(u,w)*q = zOgom ¢-

b) (I(u,w)*q)® = ZOdom -

c) Fiir alle ¢t,0 € domq gilt

(T(w, w)q)(t) = (I(u, w)*q) ().
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Oft sind w,w nicht beliebige Elemente von R™, 1 < m € N, sondern es gilt
(u,w) € ONB2(R™). Fiir diese Fille ist Vorliegendes gelegentlich hilfreich. Auf
den Beweis wird verzichtet.

Es gelte:
—) 1<melN
=) (f1, f2) € ONB2(R™).
—) (¢,2) € R x R™.

Dann folgt:

a) nziféfjf (px)=a—fi-( (x| fi), - L—cos@)+ (x| fa), sing)
—fa- (= (x| fi)y-sind+ (x| f), (1—-cose)).

b) Oy dreh )(6,2) = —fu- (2| fu), -sing+ (x| fo). - coso)
—fo (=(x| fi), cosgp+ (x| fa),  sing).

Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: E~W.
L,D,O,eit, Dort, Dye1, m-Koordinatenfunktion.
TransformationsSatz (ELG).

Ersterstellung: 29/01/14 Letzte Anderung: 18/02/15

Gegenstand der Betrachtungen sind die im Rahmen der KLT gerne verwende-
ten “Variablen-Transformationen”, bei denen die “urspriinglichen cartesischen
Koordinaten” durch “problembezogene Koordinaten ” - oder, etwas weniger spezi-
fisch durch “krummlinige Koordinaten” - ersetzt werden sollen. Zum Beispiel ist
es mitunter ratsam, zu “Polar-" oder “Kugelkoordinaten” iiberzugehen. Ist dies
geschehen, so stellen sich die (ELG) nicht mehr in den “cartesischen Koordi-
naten” - im Fall s = 3 gerne mit x,y, z bezeichnet - dar, sondern etwa in den
“Kugelkoordinaten” r, 0, ¢. Es erhebt sich die Frage, wie die Bewegungsgleichun-
gen (ELG) in den neuen Koordinaten aussehen. In der einschldgigen Literatur
wird einfach die klassische Form - etwa in der z'r.L den Essays ansonsten nicht

zum Einsatz kommenden Gestalt “((Vﬁwa)*q) = (V,0.6L)*q” geschrieben,

wobei “7 7 die Verwendung krummliniger Koordinaten andeutet - verwendet und
die korrespondierenden Ldosungen ¢ in cartesiche Koordinaten “zuriicktransfor-
maert” . Es ist Ziel des vorliegenden Essays, diese Vorgehensweise unter die Lupe
zu nehmen.

I ist L, D, Ouesr, Dort, Dye1, m-Koordinatenfunktion

genau dann, wenn gilt:
1) 1<meN.
2) 0 # Oygest ist offene Teilmenge von R.
3) 0 %# Dgre, Dyer sind offene Teilmengen des R™.
4) FirV = (I' | Do) gilt:
4.a) U e C¥(Dyy : RY).
4.b) Ogeit X V[Dori] X UE[Deory X Dyer] € D.

Bemerkung. Hier fillt das Erscheinen von m mit 1 < m € N auf. Es kann m = s
gelten. Es kann aber auch m # s sein.
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Notationen. Falls 0 # D eine offene Teilmenge von R™, 1 < m € N; ist und
falls g € CH(D : R"), 1 <n € N, so sei

Erg={(\n): (A= (tz,0) A (= E(t g(z), g°(x,v)))},

mit einem etwas verwickelten, da = und v Variable mischenden, Definitions-
Bereich. Falls im Speziellen I' eine L, D, O,eit, Dort, Dye1, m-Koordinatenfunktion
ist, dann gilt im am haufigst vorkommenden Fall fiir ¥ = (I" | Do) offenbar

LU € CYOpeit X Dort X Dyey : R),

und es nicht allzu herausfordernd auch die erste Kernaussage dieses Essays,
namlich

L™V ist eine klassische Lagrange-Funktion mit m Freiheitsgraden auf
Ozeit X Dort X Dvel

mit
L70 = (LY | Osesy X Doy X Dyar),

nachzuweisen. Auch hier féllt der mogliche Wechsel der Anzahl der Freiheitsgrade
auf. Klarer Weise gilt

(quj>(t? x’ U) = L(t7 W(aj’), qu(1l7 U))? (t7 x) /U) E Ozej.t >< DOI't X Dvel-

Die einschldgigen Koordinatenfunktionen verdienen thren Namen nicht zuletzt
wegen des nun folgenden Satzes, dessen Beweis den Lesern tiberlassen wird.

Es gelte:
—) I'ist L, D, Oyeit, Dore, Dye1, m-Koordinatenfunktion
—=) VU= (I"] Doys).
—) v ist Ogeit X Dot X Dyer-Kurve.
Dann folgt:
a) Vo~ ist eine D-Kurve.
b) dom (¥ o) = dom~.

c) (Woy)*=Vlo(y,9).
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In diesem Abschnitt gibt es nun mit L und L™V - U ist die Finschrankung ei-
ner Koordinatenfunktion I - zwei verschiedene Lagrange-Funktionen. Dies ist
Grund genug, die Untersuchung der Euler-Lagrange-Gleichungen durch Vorab-
Differenzieren vorzubereiten.

Es gelte:
—) Tist L, D, Oueit, Dort, Dye1, m-Koordinatenfunktion
=) W= (I'| Do)
=) (t,2,0) € Ogesr X Dort X Dyer.
- ae{l,...,m}
Dann folgt:
a) (O, (L7W))(t,z,v)

= ((KU)(t,2,0) [V o))+ > (PO (tz,0) | ¥ ga(2) - v5).
B=1

b) (Op, (L7))(t,z,v) = ( (PTY) (¢, z,v) | ¥ o(2) ).

[e1

Beweis. a)

(Or (LTW))(t,w,0) = ( (VL L)(t, U (), U(2,v)
+{(ViL)
))

= < (KW\IJ)(t,:U,"U) | a(:E

= (KO)(t,2,0) [ O o))+ D (P (t,2,0) | ¥ galz) vg).
B=1
b)
(O (LTU))(t, w,v) = ((VoL)(t, U (x), ¥E(z,v)) | (00, V&) (x,v) )
= ((PTU)(t, 2, v) [ (05, ¥°)(x,v) ) = ( (PTU)(t, 2, 0) [ ¥ o(2) ).
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Nun ist es an der Zeit, (0., (L™V))*y und (0,,(L™V))*y fiir geeignete Kurven -y
zu betrachten.

Es gelte:
—) Tist L, D, Oueit, Dort, Dye1, m-Koordinatenfunktion
=) U = (T | D).
—) v ist Ogeir X Dory X Dyer-Kurve.
—=) ae{l,...,m}
Dann folgt:
a) (Op, (LTW))*y
== ((Qerg(¥ o)) | ¥ a07)+ (P (Vor) [ ¥ a07)"
D) (O, (L7W))*y = (P*(Wory) [ W 407).
) (00 (L7T))"y )" = (P*(Toy) [T a07)".

A (0o (L70))*Y ) = (Ora (L)) y = ( (Aerg(T 0 7)) [ U q07 ).
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Beweis. a) Mit Hilfe der zweimaligen stetigen Differenzierbarkeit von W kann
fiir alle ¢ € dom ~y gerechnet werden:

((Qua (LX) ) (1) = (Oua (LTU))(t,7(8), (1))
; = (KO, (1),7@) [ ¥, a(v(2)) )
+ ) (O (EA),5(1) [ W, a(r(D) - F5(t) )
B=1

- = (K(t, W (9(1), To(v(1),4(1) | ¥, a(y(2)) )
) (P () Loy () | paly (1) - 45(1) )

B=1
~ = (K(t, (W o) (1)), (¥ oy)*(t) [ ¥,aly(£)) )
+ 3 (P, (Wor)(®), (T o) () | ¥, sa(3(8) - 45(t) )
p=1
= (K (Woy)(t) | ¥ aly(®))+ D (P (Loy)(t) | ¥ sa(v(t) - 75(t) )

2
B=1
= (®(Tom))(t) [ (¥,a0m)(®))+ D { (B (¥oy)(t) | ¥ sly(®) (1))
B=1
2
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b) Fiir alle ¢ € dom~ gilt:
(O, (LTW))* ) (8) = C(PT®) (&, (1), 7(1)) | ¥, aly(2))

= (P(t, (W o)t

Il
av]
=

(@)
=2
=

=
Q

O
2

c) folgt sofort aus b).
d) folgt aus ac).
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Aus den vorangehenden Betrachtungen kann nun der TransformationsSatz (ELG)
formuliert und bewiesen werden. (ELTWG) sind die auf L™V bezogenen Euler-
Lagrange-Gleichungen. Aussage b) kann nur im Falls s < m - im Speziellen: im
Fall s =m - gelten.

Es gelte:
—) Tist L, D, Ogeit, Dort, Dyer, m-Koordinatenfunktion
=) U= (I'| Do)
—) Q lost (ELTVG).

Dann folgt:

a) Firae {1,...,m} gilt
< (Aelg(qj 07)) | \Ij,a 07> = ZOdom Q-

b) Ist {(¥ 107)(%),..., (¥ ,nov)(t)} fir alle ¢ € dom @ ein Erzeugen-
densystem des R?, so gilt

W o~ lost (ELG).

Beweis. a) Da @ eine Losung von (ELTWG) ist gilt fiir alle o € {1,..., s},
(0o (L70)"Q )" = (05, (L)) Q,

also auch
( (ava (LW\D))*Q ). - (axa(Lw\II))*Q = ZodomQa

so dass sich via des vorangehenden Satzes die Aussage
20dom = ( (Re1g(V o Q)) [V o0 Q ),
ergibt.
b) Unter den genannten Voraussetzungen folgt aus der laut a) giiltigen Gleichung
Aag(W o Q)(t) =0,

wobei t € dom Q und 0 der Null-Vektor des R® ist. Hieraus folgt, dass ¥ o Q die
(ELG) 106st.
O
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Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Polarkoordinaten. Kugelkoordinaten. Zylinderkoordinaten.

Ersterstellung: 30/01/14 Letzte Anderung: 19/02/15

In diesem Essay sollen die spezielle Koordinatenfunktionen “Polarkoordinaten”,
“Kugelkoordinaten 7 und “Zylinderkoordinaten” in die Essays eingebracht wer-
den. Mit den Notationen von #269 ist m = s = 2 fiir Polarkoordinaten und
m = s = 3 fiir Kugel- und Zylinderkoordinaten. Anders als sonst beziehen sich
die genannten Koordinatenfunktionen auf vorab gewdhlte Orthonormalbasen.

Polarkoordinaten. Sei (fi, f2) € ONS2(R?) und sei p € R?. Der Ubergang zu
Polarkoordinaten wird durch die Funktion

I':R? - R? [(x) =p+xicoszy - f1 + xy8inzy - fo,
bewerkstelligt. Es gilt fiir z € R?,
I' () =coszy- fi+sinzy - fo, T o(x)=—z1sinay - fi +x1cosxs - fo,

so dass fiir alle v € R?,
I¢(z,v) = ZF,a(I) U =T 1(2) 01 + T 2(2) - va

= (cosxy - fi+sinxg - fo) - vy + (—x1 - sinxg - f1 + T3 cos29 - fo) - Uy
= (v1 cOS Ty — T Ve SINTg) - f1 + (V1 Sin Ty + T1V3 COS T2) - fo.

Bemerkenswerter Weise kann hier auf ein (positives) Vorzeichen von z; und eine
Einschrankung von x5 auf eine Teilmenge von R verzichtet werden.

Die Vektoren I' (z),T o(z) sind genau dann ein Erzeugendensystem von R?
wenn 0 # det(I" 1(2),T" 2(z)) und dies ist genau dann der Fall, wenn

0 # det(coszy - fi +sinxy - fo, —xy8inzy - f1 + 21 cos T - fo)
=z cos” mydet(fi, fo) — (=) sin® wy det(fo, f1)
= x1(cos® g +sin® o) det(f1, fo) = o1 - (£1) = %1,

also wenn
0 ?é Xy,

gilt. In Bezug auf #269 bedeutet dies, dass wenn Q = (r,¢) € C*(J : R?) die
zu LW - hier ist U eine geeignete Einschrénkung von I' - korrespondierenden
Euler-Lagrange-Gleichungen 16st, die Kurve

VoQ =p+rcos¢- fi+rsing- f,
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garantiert dann eine Losung von (ELG) ist, wenn
0#r aufJ,

gilt. Die Stellen ¢t € J mit r(¢t) = 0 (Durchgang p) miissen im Hinblick auf das
Vorliegen einer Losung von (ELG) speziell untersucht werden.

Kugelkoordinaten. Sei { f1, f2, f3} eine Ortohnormalbasis des R3 - es gelte also
(fa'l f3)3="0ap, o, B €{1,2,3} - und sei p € R®. Der Ubergang zu Kugelkoor-
dinaten wird durch die Funktion

[:R* = R® T(x)=p+asinzgcoszs- fi +xsinwysinas - fo + 2 coszy - fa,

bewerkstelligt. Es gilt fiir z € R3,

[ (z) =sinzycosxs - fi +sinzgsinxs - fo + coszy -+ f3,

)

[ o(z) = x1cosxycosas - f1 + xycosxasines - fo — xysinxs - f3,

)

[ 3(x) = —xysinxgsinay - fi + x1 sinxg cosxg - fo,

)

so dass fiir alle v € R3,

3
I(z,v) = ZF,a Vo =T () o1 + T 2(x) - 02+ T 3(2) - 03
a=1
= (sinzgcosxs - f1 +sinxgsinas - fo + cosay - f3) - vy
+ (x1cosxycoszs - f1 + xycosxosines - fo — xysinxg - f3) - vy

+ (—zysinxgsinxg - f1 + xsinxgcosxs - fa) - v3

= (v sin &9 COS T3 + X1V COS Ty COS T3 — T V3 SIN Ty sin x3) - f1
+ (v1 sin zg sin x3 + T1v5 €OS T Sin x5 + T V3 SIN T COS T3) - fo

+ (vy cos Ty — TV sinzy) - f3

Bemerkenswerter Weise kann hier sowohl auf ein (positives) Vorzeichen von x;
und auf Einschrankungen von x, 3 auf Teilmengen von R verzichtet werden.

Die Vektoren I' {(z),T" o(2),T" 3(2) sind genau dann ein Erzeugendensystem von
R3, wenn 0 # det(T,1(z),T o(x), T 3(z)) und dies ist genau dann der Fall, wenn
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0 # det(sinzycosxy - f1 + sinzgsinzs - fo + coszy - fs,
X1 COS Xy COS T3 - f1 + Xy cosxysines - fo — xysinxy - f3,

— rysinxesinxs - fi + z1sinzycosxs - fo)

= (sin 9 cos x3)(—x sin x9)(xq sin xy cos x3) - det(f1, fs, f2)
+ (sin g sin z3)(—z sin xy) (—xq sin xg sin x3) - det(fo, f3, f1)
+ (cos xg)(x1 cos o cos x3) (1 sin xo cos x3) - det( f3, f1, f2)

+ (cos xg) (1 cos xo sin x3)(—x sin xo sin xg) - det( f3, fo, f1)

= —a:f sin® x5 cos? x5 - det(f1, fs, f2)
+ 22 sin® 25 sin? w3 - det(fo, f3, f1)
+ xf sin 9 cos? o cos? 3 - det(fs, f1, f2)

— ¥ sin w9 cos® wy sin? w3 - det(f3, fo, f1)

= —z?sin® x5 cos® x5 - (— det(f1, fa, f3))
+ 22 sin® 25 sin? w3 - det(f1, f2, f3)

+ 2% sin x5 cos? my cos® a3 - det(f1, fa, f3)
— 27 sin w9 cos® wy sin® w3 - (— det(f1, fa, f3))
= z7sin® w9 cos® a3 - det(f1, fo, f3)

+ 22 sin® 25 sin? x5 - det(f1, f2, f3)

+ 2% sin x5 cos? my cos® a3 - det(f1, fa, f3)

+ % sin x5 cos® xy sin’ w3 - det(f1, fo, f3)

= (sin2 Xy €082 T3 + sin® o sin® x5 + cos® x5 cos® 3 + cos? g sin’ x3)

- (a7 sin xp) - det(f1, fa, f3)
— 22
= zysinxy - det( f1, fa, f3)
= 22sinxy - (£1)
= :l:x% sin x,.
also wenn
0 # x% sin o,

gilt. In Bezug auf #269 bedeutet dies, dass wenn Q = (r,0,¢) € C*(J : R?) die
zu L7W - hier ist ¥ eine geeignete Einschrénkung von I' - korrespondierenden
Euler-Lagrange-Gleichungen 16st, die Kurve

Vo =p-+rsinfcos¢- fi +rsinfsing - fo +rcosb - fs,
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garantiert dann eine Losung von (ELG) ist, wenn
0#r’sinf auf J,

gilt. Die Stellen ¢ € J mit r(t) = 0 (Durchgang p) oder mit 6(t) : = € Z
(Durchgang Gerade p+ A - f3, A € R) miissen im Hinblick auf das Vorliegen einer
Losung von (ELG) speziell untersucht werden.

Zylinderkoordinaten. Sei {f1, f2, f3} eine Ortohnormalbasis des.._]R3 - es gel-
te also ( fo | f5 )5 = dap, @, € {1,2,3} - und sei p € R®. Der Ubergang zu
Zylinderkoordinaten wird durch die Funktion

I''R* =R T(x)=p+zicosay-fi+zisingg - fo+xs- fs,

bewerkstelligt. Es gilt fiir z € R3,

I i(z) =cosxzy- fi +sinzy - fo,
[ o(x) = —aysinmxy - fi + 1 cosxs - fa,
L 3(x) = fs,
so dass fiir alle v € R3,

3
T(2,0) =Y T oo va=T1(x) 01 +T o) - va+T 5(x) v

a=1
= (COSQ?Q . f1 +sinx2 . f2> U1 + (-Il Sil’ll‘g . f1 +I1 COS T - f2> * Vg + f3 * Vs
= (v cosxy — TV sinxy) - f1 + (v1sinzy + V9 COST2) - fo + U3 - f3.

Bemerkenswerter Weise kann hier sowohl auf ein (positives) Vorzeichen von
und auf Einschriankungen von s, z3 auf Teilmengen von R verzichtet werden.

Die Vektoren I' {(z),T" o(z),I" 3(z) sind genau dann ein Erzeugendensystem von
R?, wenn 0 # det(T",1(2),T o(x),T, 3(z)) und dies ist genau dann der Fall, wenn
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0 # det(cos g - fi +sinay - fo, —xy sinay - fi + 21 cOSTo - fo, f3)

— (cos 23 (1 cos T3) - det(f1, fo, f3) 4 (sinzo)(—z1 sinas) - det(fo, f1, f3)
= (cos m) (w1 cos x3) - det(f1, fo, f3) + (sinaz)(—zysinws) - (—det(f1, f2, f3))
= (cos T2) (1 OS2 - det(f1, fo, f3) — (sinao)(—z1 sinas) - det(f1, fo, f3)
= 11 cos® Ty - det(f1, fo, f3) + z1sin® @ - det(f1, fa, f3)
= (71 cos® s + zy sin’ @3) - det(fy, fa, f3)
= x1 - det(f1, f2, f3)
=z - (£1)

= 4y,

also wenn
0 ?é Xy,

gilt. In Bezug auf #269 bedeutet dies, dass wenn Q = (p, ¢, z) € C*(J : R?) die
zu L™W - hier ist ¥ eine geeignete Einschrénkung von I' - korrespondierenden
Euler-Lagrange-Gleichungen 16st, die Kurve

VoQ=p+pcoso- fi+psing- fotz-fs
garantiert dann eine Lésung von (ELG) ist, wenn
0+#p aufJ,

gilt. Die Stellen ¢ € J mit p(t) = 0 (Durchgang Gerade p+ A - f3, A € R) miissen
im Hinblick auf das Vorliegen einer Losung von (ELG) speziell untersucht werden.

Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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Modellierung: Eine Gartenbauformel.

Ersterstellung: 31/01/14 Letzte Anderung: 19/02/15

Der Flicheninhalt F' eines “Halbmonds” wird auf unkonventionelle Weise be-
rechnet. Der “Halbmond” wird von zwei konkaven, quadratischen Parabeln mit
gemeinsamen Nullstellen gebildet. Die Losung besteht darin, dass erst das jewei-
lige Mazimum der Parabeln - das an jeweils gleicher Stelle zwischen den Null-
stellen angenommen wird - berechnet wird, dann die Differenz des grifferen und
des kleineren Maximums ermittelt wird. Damit wird die Gleichung einer Parabel
mat den gleichen Nullstellen und dem Differenz-Maximum als Maximum erhalten
und es wird der Fldcheninhalt dieser Parabel zwischen den Nullstellen berechnet
- mit dem FErgebnis F. Liegt dies zufdillig an den Zahlen der Aufgabenstellung
oder ist dies immer so? Auf Nachfragen stellt sich heraus, dass diese Vorgehens-
weise vom Gartenbau her bekannt ist. Auf diese unkonventionelle Weise wird der
Fldacheninhalt bogenformig begrenzter - “mondsichelformiger” - Ornamente ermit-
telt. Liefert diese Vorgehensweise stets eine akzeptable Approximation derartiger
Ornamente?

Fragestellungsfreundliche Beschreibung der Parabeln. Eine konkave Pa-
rabel moge die Nullstellen x1,zo € R mit z; < x5 haben und den maximalen
Wert 1 € R annehmen. Klarer Weise gilt 0 < ¢ und das Maximum wird in

m = (1 + 3) : 2,

angenommen. Auf Grund der Konkavitét ist die Parabel-Gleichung von der Ge-
stalt
yx)=a-(x —z1) (ra —x), z€R,

wobei der Zusammenhang zwischen 0 < o € R und p noch zu ermitteln ist. Eine
kurze Rechnung zeigt

p=ylm) =y((z1 +22) :2) = a- (=21 +22) 1 2) - (22 — 1) : 2)) = a - A?,

wobei ab hier
A = (.’L‘Q — 331) : 27

gesetzt wird. Mit Hilfe von A und via g = ... = a- A? ergibt sich nach einfacher
Umformung via
rr=m—»4A, z3=m+A,

die Parabel-Gleichung
y(@) = (n: A%) - (A = (2 = m)?).

Fliache zwischen zwei Parabeln. Soll nun der Flacheninhalt zwischen zwei
Parabeln der soeben beschriebenen Form zwischen 7 = m — A und 29 = m+ A
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ermittelt werden, so ist es erforderlich, das jeweilige Maximum zu kennen. Seien
11, o € R diese Maxima. Es gelte p; < po und die Konkavitét ergibt 0 < pq, po.
Offenbar gilt wegen 0 < 1 < po,

i) = (1 A% (A% = (z =m)®) < (p2: A%) - (A% = (2 = m)*) = (),

fiir alle z € R mit A% — (x —m)? > 0, also exakt fiir ; < x < x5. Damit gilt fiir
den gesuchten Fléacheninhalt F' die Gleichung

F(Mh M2, 1M, A)

[ A (82— =) — (s 89 (87 = o= )| da

m—A

m-+A
- / ((n2 = A%) - (A% — (& — m)?) — (ur : A%) - (A% — (¢ — m)?)) da

m—A

m+A
[ ) %) (8 (=)
und dies ist genau die Flache, die eine konkave Parabel mit Maximum ps — puq
und den Nullstellen z; = m — A und 29 = m + A zwischen den Nullstellen mit
der z-Achse einschliefit. Die Richtigkeit der Methode ist demnach kein Zufall und
die Ausfithrung der Integration ergibt

~ m+A
F(py, pa,m, A) = /_A ((no—pn) : A%)-(A*—(z—m)?) dx = (4: 3)-A-(na—pn).
(6)

Die “ Gartenbauformel” mit Daten im (akademischen) Test. Nun soll die
“Gartenbauformel” (6) zur Flichenberechnung eines mondsichelférmigen Orna-
ments mit Grundlinienldnge= 2A = 2 Meter und puy = 1.5 Meter und p; = 1
Meter eingesetzt werden. Das prinzipielle Problem bei der Ermittlung einer der-
artigen Fldche besteht darin, dass die Kurvengleichungen der Berandungslinien
der Mondsichel nicht bekannt sind. Bei der “ Gartenbauformel” wird davon ausge-
gangen, dass beide Berandungslinien durch “quadratische Interpolation” aus den
Spitzen der Mondsichel und dem jeweiligen maximalen Abstand von der Verbin-
dungslinie zwischen den Spitzen der Mondsichel gegeben sind. Auf Grund dieser
Annahme ergibt sich fiir die Fliache via (6),
F(1,15,0,1) = (4:3) - A« (ua — py) = (4:3)-1- (15— 1)
=2:3 Quadratmeter € 0.66666... Quadratmeter.

Beispiel 1. Die exakten Funktionsgleichungen der Berandungslinien seien

yi() = s - cos((ma) : (24)),  go = pa - cos((mz) : (24)).
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Klarer Weise haben y; und y, Nullstellen bei +A, sind zwischen den Nullstellen
positiv und nehmen jeweils das Maximum in m = 0 an. Auch gilt - wie ohne viel
Miihe fest gestellt werden kann - y; < yo auf | — A|A[, so dass sich der exakte
Flécheninhalt als

A

FNNhN%W%A)::KAQQ_NQTDdUWOZOA»‘WZZ~‘:<4Vﬂ'A(MT_MQ=

also in ziemlicher N#he zu (6) ergibt. Préziser gesprochen gilt allgemein fiir den
relativen Fehler

‘Fl(,ula,u%maA) _F(H’bu%maA)’ : Fl(:ulnu“%ma A)
() A () — (4:3)- A (g — )] (45 1) A+ (o — )
=1:7—1:3|:(1:m)
=1—-7:3=7:3-1€0.047197... =~ 4.7197%,

so dass daten-unabhéingig(!) eine recht gute Ndherung vorliegt.
Fiir die angegebenen Zahlen gilt

Fi(1,1.5,0,1)=(1.5—-1)-(4:7m) -1 =2: 7 Quadratmeter
€ 0.63661 ... Quadratmeter.

Beispiel 2. Nun sollen “kettenlinien-artige ” Berandungslinien vorliegen. Zum
Auffinden der Funktionsgleichungen wird von einem Ansatz der Form

y(x,c) =a— [ -cosh(cz : A), ze€[—A|A],

mit gegebenem, positiven ¢ € R und gesuchten, positiven a, 3 € R ausgegan-
gen. Es soll natiirlich wieder m = 0 gelten. Das Maximum wird= p gesetzt. Es
resultieren die Bestimmungsgleichungen

y(0,¢) =p, y(Ac)=0,

so dass zunachst
a — B = W,

also
y(z,c) = p+ - (1 —cosh(cx : A)),

folgt, woraus sich via y(A, ¢) = 0 die Gleichung
0=p+pF-(1—coshe),

ergibt, woraus
B =u: (coshe—1),
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und schliefilich

y(x,c) =p- (1 — (1 —cosh(cx : A)): (1 —coshc)), ze€[—AlA],
oder in freundlicheren positiven Termen,

y(x,¢) = p- (1 — (cosh(cx : A) — 1) : (coshe—1)), z€[—AJA],

folgt. Dies ist eine zum Verstédndnis des Kurvenverlaufs gut brauchbare Moglich-
keit, y(.,c) darzustellen. Fiir das geplante Integrieren ist vermutlich die “auf
gemeinsamen Nenner” gebrachte Version

y(z,¢) = (p: (coshe — 1)) - (coshe — cosh(cz : A)), =z € [ — AJA],
passender. Mit 0 < p1 < po € R und
y12(z,¢) = (p12 : (coshe — 1)) - (coshe — cosh(cz : A)), =z € [ - AJA],

resultiert die allgemeine Flachenformel

Fy(py, p2,0, A ¢)
= (12 — 1) : (coshe — 1)) - /:(coshc — cosh(cz : A)) d
— (12 — 1) : (coshec — 1)) - (2A - cosh e — (2A : ¢) - sinh )
- (2 - ((coshc — (sinh ) : ¢) : (coshe — 1))) A (g — ). (7)

Offensichtlich ist gem#f (7) eine allgemeine - also “c-unabhéingige” - Kldrung
der Approximationsgiite der “Gartenbauformel ” nicht moglich, da die Abwei-

chung von (7) und (6) nicht nur von den Daten A, p;9, sondern noch vom
“Kurvenparameter” ¢ abhéngt. Dass laut Appendix die Funktion

f:]0+oo[ — ]4:32[, f(z)=2(coshz — (sinhz):z): (coshz —1),
streng isoton mit

I =4:3, i =2
im f(z) =4:3,  lm f(z) =2,

ist erklért einerseits den angegebenen Bild-Bereich von f, andererseits stellt sich
heraus, dass es zu jedem ¢ € ]0| + oo[ genau ein 0(c) € ]0|1[, némlich

0(c) = (3f(c) —4) : 2,
gibt, so dass Fy(u1, p2,0, A, ¢) die Form

FQ(MIMU“??O:A’C) - (4 : 3) ’ (1 +0(C) : 2) AR (NQ _Ml)’
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annimmt. Hieraus kann in Abhéngigkeit von ¢ der relative Fehler ermittelt wer-
den:

|Fo(p, p, 0, A, ) — F(pur, o, 0, A)| 2 Fy(pi, pr2, 0, A, )
=[(4:3)- (1+0(c):2) - A~ (2 — 1) — (4:3) - A+ (p2 — pu1)]
D((4:3) - (1+0(c):2) - A~ (2 — 1))
=(0(c):2): (1+6(c):2)
— () (24 0(c)) € J0[1: 3[

so dass der perzuentelle relative Fehler zwischen 0% - ¢ “nahe bei Null ” - und
33.333...% - ¢ “nahe bei +00” - angesiedelt ist. Fiir die “Test-Werte” ¢ = 0.1,
¢ =1 und ¢ = 10 ergeben sich die Zahlen

0(0.1) € 0.00033321 ..., 6(0.1): (2+ 6(0.1)) € 0.00016658 ... ~ 0.016658%,
0(1) €0.032181..., 6(1): (2+6(1)) € 0.015835. .. ~ 1.5835%,
0(10) € 0.70024..., 0(10) : (2+ 6(10)) € 0.25932. .. ~ 25.932%,

die sehr unterschiedliche Approximationsgiiten sichtbar machen. Der Vollstandig-
keit halber seien noch die korrespondieren Fléchen angegeben,

F5(1,1.5,0,1,0.1) € 0.66677 ... Quadratmeter,

F5(1,1.5,0,1,1) € 0.67739 ... Quadratmeter,

F5(1,1.5,0,1,10) € 0.90008. .. Quadratmeter,
die sich in vergleichsweise moderater Weise &ndern.

Allgemeinere Berandungslinien. Zur Vertiefung des Verstéindnisses der Ap-
proximationsgiite der “Gartenbauformel” soll nun der relative Fehler der durch
die Approximation durch Parabeln - wovon die “Gartenbauformel ” ausgeht -
in allgemeinerer Form untersucht werden. Dabei wird von mehreren Annahmen
iiber die Berandungslinien ausgegangen:

a) m=0.

b) Die Berandungslinien sind von der Form yi; o-y(x : A), wobei vy : [—1[1] —
R zweimal stetig differenzierbar mit y(—z) = v(z), x € [ —1|1], 0 < v auf
] —1J1[ ist und y(—1) = (1) = 0 gilt.

c) Die “Referenzberandungslinie” v nimmt das Maximum 1 in = = 0 an.
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Auf Grund der Annahmen abc) ermittelt sich die Flache des “ mondsichelformi-
gen” Ornaments als

A
P 2,0.8) = (s = ) - [ 95 8) do
“A

=(u2—u1)-A-/_’Y(z)dz

=2 [ 4(e) dz- A = ).

Fiir den hier am meisten interessierenden relativen Fehler definieren wir zunéchst
die “Referenzparabel ”

P:[—11] = [0]1], P(z)=1-2%

fiir die - natiirlich - die Annahmen abc) zutreffen. Damit gilt unter Einsatz der
aus (6) mit m = 0 folgenden Gleichung

1
/ P(z)dx =2:3,
0

fiir den relativen Fehler die - zugegebenermaflen nur fiir Orientierungszwecke
verwendbare - Abschétzungskette

|F(”1’M2’O A) (Mla;u?ao A)| (Nlhu?’ovA)

|- [t )= P ) das () [ ates ) o
: )
(/_ Y(z: A) da)

A

(A /_11 v(2) dz)

) - Py | / 2(2) d

)
([ e Id)(/ (3(2) - Pz >>dz+/01P<z>dz)
<([ e~ |dz) [ e |dz—/0P<z>dz
- ([ he- i) \/ () = Ple)l ds— 23],

:‘/_i(fy(:c:A)—P(x:A))dx

—|a. / (212) = P(2) d:

(8)
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wobei die rechte Seite im Fall Nenner= 0 am besten= +o0o gesetzt werden soll.
Entsprechend (8) ist es nun angebracht, das Integral

/ 7(2) z)| dz

abzuschétzen. Dazu sind zwei Beobachtungen niitzlich: v und P stimmen wegen
v(A) = P(A) = 0 im Funktions-Wert in z = A iiberein und v und P stimmen
wegen v(0) = P(0) = 1 und 7/(0) = P’(0) = 0 in x = 0 sowohl in Funktions-
Wert als auch in der ersten Ableitung iiberein. Basierend auf der zweiten dieser
Beobachtungen ist fiir jeden Parameter ¢ € J0|1[ wegen P*)(0) = 0 fiir 3 < k €
N die Abschéitzung

V(@)= P(z)] = [7(0)+7'(0)-z+7"(¢(x)) -2 : 2= (P(0)+P'(0)-2+P"(0) 2" : 2)]
= |(4(0) = P(0)) + (+/(0) = F(0)) - +( "(€(x)) — P"(0)) - 2% : 2|
=10+0-2+ (y"(§(x)) — P"(O)) *:2
=|(v"(§(x)) — P"(0)) - 2* : 2|
= |(v"(¢()) +2) -2 : 2| < |’ + 2 auf [0[]]]oc - 2* : 2,

z < [0[J],

wobei £(z) € ]0|z[ und
17" + 2 auf [019] ||« = sup{|y"(0) + 2| : o € [0[J] }.

verfiighar. Ahnlich, doch lediglich auf die erste Ableitung bezogen gilt “in der
Néahe von z =17,

y(z) - P(a)| = ’7(1) - / () de— PO) / P e

_ ‘(w) ~PW)+ [ (/) - P@) dz

~o+ [0 - Py

1
< / /(=) + 22 d

1
< / |7 + 2z auf [1 — 9[1] || dz

/ ) - P d / ) +22) d

1
— Y + 2id auf [1—19|1:|Hoo-/ ds

= ||y + 2id auf [1 — 9|1] || - (1 — 2),
x e [l-91],
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wobei
|7 + 2id auf [1 — ¥|1]]|ec = sup{|y'(0) + 20| : 0 € [1 —I|1]}.
Mit diesen Abschétzungen ergibt sich mit J =1 : 2,

[ -rEIa= [ - Pel [ e - P

g/ 7 +2 auf [O[1 : 2] || - 22 2dz+/ 7+ 2id auf [1: 217 oo+ (1—2) d2
0

1

1:2
= ||y +2 auf [0]1 : 2]\|OO~/ 2% 2dz+ ||y +2id auf [1: 211]]\00-/ (1—2)dz,
0 1:2
=7+ 2 auf [0]1: 2] ||« : 48 + ||7" + 2id auf [1: 2]1] ||« : 8,

und hieraus folgt

Falls
k(7) = |7+ 2 auf [0]1: 2] ||« : 48 + |7 + 2id auf [1: 2]1] ||« : 8,

und falls
k() < 2:3,

dann gilt fiir den relativen Fehler, der bei der Anwendung der
“ Gartenbauformel” entsteht, die Abschatzung

|F'(p1, p2, 0, A) — (N17N270 A)| 2 F(pa, 2,0, A)
< k(7):(2:3—5(9)).

k() fiir Beispiel 1. Hier gilt
v(z) =cos(mz : 2), +'(z) =—(7:2) sin(nz:2),
7V'(2) = —(7: 2)* - cos(nz : 2), =z € [0]1],
so dass fiir alle z € [0|1 : 2],
1V'(2) + 2] = |2 — (7 : 2)* - cos(mz : 2)| < 2,

und
|V (2) + 22| = |22 — (7 : 2) - sin(7z : 2)].

Zur Ermittlung der Extremwerte der Funktion zwischen den Betragsstrichen auf
[1:2|1] wird zunéchst deren Ableitung= 0 gesetzt. Es ergibt sich fiir mogliche
Nullstellen z* € [1: 2[1],

2 —(7m:2)%-cos(mz*:2) =0, z"€]l:2|1[,
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also
cos(mz*:2) =8 : w2 < V2:2,

so dass
sin(mz*:2) =v1—64:7* >0,
und somit wegen z* € [0|1 : 2] einerseits
1>22">22"— (m:2)-sin(nz" : 2),

und andererseits via 3 < 7 < /10

22" —(m:2)-sin(mz" :2) =22"—(r:2)-V1—-64:7?
=22 —(7:2)- (Wt —64:7%) =22 — (1:27) - V7t — 64
>22"—(1:2m)- V100 — 64 =22"— (1:27) -6 > =3 : 71 > —1,
und somit
|22 — (7 :2) -sin(wz” : 2)| < 1,
so dass
max{[2z* — (7 :2) -sin(rz* : 2|,|]1 — (V2-7) : 4],|2—7:2|} < 1.
Insgesamt erhalten wir also
|7+ 2 auf [0]1: 2] || < 2,
und
|7 + 2id auf [1:2[1]]|e <1,
so dass

k(y) = |7 + 2 auf [0]1 : 2] ||os : 48 + ||7" + 2id auf [1: 2[1] [ : 8
<2:484+1:8=8:48=1:6¢€ 0.16666...,

so dass der relative Fehler der Approximation durch quadratische Polynome
geméf vorhergehender Aussage nach oben durch

(1:6):(2:3—1:6)=(1:6):(3:6)=1:3€0.33333... ~ 33.333%,

abgeschéitzt werden kann. Diese Abschétzung tibertrifft den tatséichlichen re-
lativen Fehler um etwas mehr als das Achtfache. Also ist die hier gefundene
Abschétzung nicht besonders gut. In der Tat werden bei der Definition von
k() zunéchst die pessimistische Dreiecksungleichung fiir Integrale und dann
die pessimistischen schlechtesten globalen Abschétzungen fiir die Differenzen der
ersten und zweiten Ableitungen eingesetzt. Auflerdem wird k() durch obere
Abschitzungen fiir die eben angesprochenen ||. : ... ||o-Normen nochmals nach
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oben vergroflert, so dass man sich nicht wundern mufl, wenn am Ende keine gute
Abschétzung herauskommt. Immerhin wird durch () klar, dass der relative Feh-
ler klein wird, wenn erste und zweite Ableitung der Berandungslinien “mdglichst
gut ” durch erste und Ableitung der Parabeln angenéhert werden. Die Herleitung
und Diskussion verbesserter Abschédtzungen sprengt den Rahmen vorliegenden
Essays.

Auf eine Diskussion von k() fiir Beispiel 2 wird verzichtet.
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Appendix. Es soll bewiesen werden, dass die Funktion
f:]0|+ oo = R, f(z)=2(coshax — (sinhz): x): (coshz — 1),
streng isoton ist. Zunéchst wird die Funktion f in der Form
f(z) =2((coshz —1) 4+ 1 — (sinhz) : z) : (coshz — 1)

=2+42(1— (sinhz): x) : (coshx — 1)
=2+ 2(x —sinhz) : (zcoshz — ),

geschrieben und es bleibt zu zeigen, dass die Funktion
g:]0|+oo[ = R, g(z)=(x—sinhz): (rcoshx —x),

streng isoton ist. Wegen der offensichtlichen (beliebigen) Differenzierbarkeit von
g genugt es,
0<g'(z), =e€]0[+o0f

nachzuweisen. Hierzu wird ¢’ in der Form ¢'(x) = h(z) : (vcoshx — z)? = €
10| + oo [, mit ...
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h(z) = (z — Sinhx)l - (zcoshz — z) — (z — sinhz) - (z coshz — :17)/
= (1—coshz) - (xcoshx — ) — (xr —sinhx) - (coshz + xsinhz — 1)
=2 -((1 —coshz) - (coshz — 1)) — (x —sinhz) - (coshx 4+ zsinhz — 1)
= —z - (coshx — 1) — (z — sinhx) - (coshx — 1 + x sinh z)
= (coshx — 1) - (—z - (coshz — 1) — (z —sinhz)) — (z — sinh z) - (zsinh )
= (coshz — 1) - (—zcoshz + 2 — z + sinh z) — (2% sinh x — 2 sinh® )
= (coshz — 1) - (—w coshz + sinh x) — 2% sinh 2 4 xsinh® x
= (coshx — 1) - (—=w coshx + sinh ) — 2 sinh z + x(cosh® z — 1)
= (coshx — 1) - (—w coshx + sinh x) — 2% sinh z + x(coshx — 1) - (coshx + 1)
= (coshx — 1) - (—xcoshx + sinhx + x - (coshz + 1)) — 2 sinh
= (coshx — 1) - (—x coshx + sinhx 4+ x cosh x + ) — 2? sinh x
= (coshx — 1) - (sinhx + ) — 2? sinh x
= (coshz — 1) - (x +sinhx — (z%sinh ) : (coshz — 1)>
= (coshax — 1) - (:c +sinhz - (1 — 2% : (coshx — 1)))
=z - (coshz —1)- <1 + ((sinh ) : x) - (1 — 2% : (coshx — 1))),
xz € ]0] 4+ oo

geschrieben und es bleibt die Ungleichung

1+ ((sinha):z)- (1 —2%: (coshz — 1)) >0, x€]0|+ oo, 9)
zu beweisen. Dazu fithren wir der Ubersicht halber

u=u(z) = (sinhz):2, v=uv(w)=(coshe—1):2* 2z¢&]0|+ o[,

ein und stellen die zu beweisende Ungleichung (9) in der Form

Il+u(xz)-(1—-1:v(x)) >0, =ze€]0]+o0f, (10)
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dar. Offenbar ist wegen der Positivitét von u(x) hier im Fall v(x) > 1 nichts mehr
zu tun und es bleibt der Fall v(z) < 1, also
1<1:v(z),
zu untersuchen. Dazu stellen wir zunéchst fest, dass es sich bei 1 : v wegen
1:v(z) =2”: (coshz —1) =27 : (1+27: 21 +2* 4 +..)) = 1)
=22 (2% : 20 +2t 4l +2%:60+..)
=1:(1:20 42?4 42":614..)),
z € ]0|+ oo, (11)

auf ]0| + oo[ um eine streng antitone Funktion mit

lim1 : =2, lim 1: =0
im1:v(z) =2, lm1:v(z)=0,

handelt. Konsequenter Weise gibt es genau ein a € ]0| 4+ oo[ mit
2>1:0(x)>1, auf ]0la[,

l:v(a)=1, also 1=1:2'+a*:4'+a*:6!+..., (12)
1>1:v(x), auf Ja|+ ool

Demnach ist auch die Funktion
6:10la[ — JO|1[, O(z)=1:v(x)—1,

streng antiton und unter Einsatz der Potenzreihendarstellung von cosh ergibt sich
mit Hilfe von (11)

O(x)=1:v(x)—1=2":(coshz —1)—1=...
=1:(1:20 4224 +..)—1=1:(1:2+2%:4+...) -1
=2:(1+22%: 4 +22":61+...) =1, ze]0lal, (13)
so dass es ratsam erscheint, zunéchst die streng isotone Funktion
p:]0lal = JOII[, p(z)=22":4!+22*: 6! +..., (14)

deren Bild-Bereich ]0|1[ sich mit Hilfe von (12) ergibt, einzufithren und aus (13),
(14) die Gleichung

O(z) =2:(1+p) —1=(1-px): (L+p(x), xe]0a[, (15)
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herzuleiten. Aus (13) folgt ohne Weiteres
2% : (coshx — 1) =1+0(x), =€ ]0la[,
woraus nach elementarer Rechnung
coshr =1+2:(1+0(x)), x¢€]0a[,
folgt und sich
sinh®z = cosh®’z — 1= (1 +2%: (1+60(z))*—1=...
=227 (1+60(x)) +2*: (1 +0(x)? 2z¢e]0lal,
ergibt, woraus
w?(r) = (sinh®z) 2 =2 (1 +6(z)) + 22 : (1+60(x))?
= (2+20(x) +27) : (1 +0(zx))? 2 ¢c]0la[,

folgt und sich wegen der Nicht-Negativitat von u(z) die Gleichung

w(z) = /2+20(x) +22: (1+60(z)), z¢€]0af,

ergibt, so dass die zu beweisende Ungleichung (10) im nur mehr interessierenden
Bereich = € ]0]a[ die Form

1+ (v2+420(z) +22: (1+6(2))) - (—0(z)) >0, =€ ]0al, (16)

annimmt. Wegen der Nicht-Negativitéit der involvierten Terme ist (16) dquivalent
zu

(14 6(2))* > 6*(z) - (2+20(x) +2°), 2z € ]0|a[,

und diese Ungleichung ist dquivalent zu
1+ 20(z) + 0*(x) > 26°(x) + 20°(x) + 0*(x) - 2°, z € ]0]a[,
und diese Ungeleichung ist dquivalent zu
1+20(z) > 6*(z) - (1 +20(x)) + 6*(z) - 2, x € ]0|a[,
und diese Ungleichung ist dquivalent zu
(1+20(x))- (1 —6*(z)) > 0*(x)-2%, x€]0lal. (17)

Mit Hilfe von (15) nimmt (17) die Gestalt

(142 (1=p(e)) : (1+p(2)))- (p(a) = (Lp(@)?) > (1=p(2)? : (1p(a)?) %

x € ]0]al,
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an, aus der dquivalenter Weise die noch zu beweisende Ungleichung

(1 +p(2) : (1= p(x)) +2) - dp(z) > 2* - (1 —p*(2)), z€]0al,  (18)

folgt. Es liegt nahe, in (18) den Term “z?” zu eliminieren. Dies gelingt mit Hilfe
der Festsetzung

q(z) =p(z) : 2*, x€]0al,
préziser unter Einfithrung der Funktion
q:]0la[ = ]2 : 41 : a®[,
q(x):p(x):x2:2:4!+2x2:6!+2x4:8!+...,

die auf Grund der Potenzreihendarstellung offenbar auf ]0|a[ streng isoton ist,
so dass deren Bild-Bereich die angegebene Form hat. Mit Hilfe von ¢ wird (18)
auf die dquivalente Form

((1+p(x)) : (1 =p(x)) +2) - 4g(z) +p*(2z) =1>0, = €]0fa,
gebracht, bei der auf der linken Seite die Funktion
w: ]0la[ — J0| + oo,
w(z) = ((L+p(@)) : (1= p(2)) +2) - 4dg(z) +p*(x) = 1, 2 €]0[al,

erscheint, die als Summe und Produkt streng isotoner, nicht-negativer Funktionen
ebenfalls streng isoton ist - woraus sich der Bild-Bereich via ¢(0) = 1 : 12 ermittelt
- und somit positiv auf ]0|a[ ist. O
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KLT: ¢g*(c|d).
(D, G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, D).
H ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, D).
(D,G)(HIG) von (L, D).

Ersterstellung: 07/02/14 Letzte Anderung: 20/02/15

Notation. Im Folgenden soll - zumeist im Kontext von Hamilton-Funktionen -
die Notation

g*(cld) = {w: (32: w = (2, E(Q,¢(Q),d())))},

verwendet werden. Es bleibt den Lesern iiberlassen, sich davon zu iiberzeugen,
dass g*(c|d) eine Funktion ist und der Definitions-Bereich von ¢*(c|d) gleich {w :
(w, c(w),d(w)) € dom g} ist. Offenbar gilt

g c=g*(cl¢).

Fiir Funktionen g kann leicht nachgewiesen werden, dass der Bild-Bereich von
g*(c|d) eine Teil-Klasse von ran g ist.

”

Beim Ubergang vom “Lagrange-Formalismus ” - also von der Formulierung der
Bewegungs-Gleichungen als (ELG) - zum “Hamilton-Formalismus 7 - die korre-
spondierenden Hamilton-Jacobi-Gleichungen (D, G)(HIG) werden im Folgenden
hergeleitet - werden die gelegentlich als (System von) ODEs zweiter Ordnung in
Erscheinung tretenden (ELG) in ein explizites System von ODEFEs erster Ordnung
transformiert. Die Transformation ist nicht die Standard- Transformation, bei der
die erste Ableitung als zusdtzliche, unbekannte Funktion definiert wird, sondern
involviert einen nicht-linearen Ubergang. Es ist nicht zu erwarten, dass “singulire
Effekte” - wie etwa der mdégliche Verlust einer Bestimmungs-Gleichung fiir eine
zweite Ableitung - bei dieser Transformation einfach verschwinden. Vielmehr ist
zu erwarten, dass die Transformation nur dort funktioniert, wo die (ELG) “nicht-
singuldr” sind, also in bestimmten Teil-Bereichen von D. Méglicherweise gelingt
die Transformation in verschiedenen Teil-Bereichen von D mit unterschiedlichen
Transformations-Vorschriften. Dieser Mdglichkeit wird dadurch Rechnung getra-
gen, dass von einer lokalen nicht von “der ” Transformation in den Hamilton-
Formalismus die Rede ist.
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Mit dem Inversions-Paaren soll dem Umstand Rechnung getragen werden, dass
die Teilmenge des Geschwindigkeitsraums, auf der bei gegebenen t und x das
Impulsfeld P beziiglich v invertierbar ist, von t und x abhdngen kann.

(D, Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, D)
genau dann, wenn gilt:
1. D Funktion.
2. dom D C R'ts.
3. B, ={(t,z,v) :ve D(tx)} CD.
4. E,={(t,x,P(t,z,v)) : v € D(t,z)} offene Teilmenge von R 2.
5. (G| E,) € C}(E, : R?%).
6. Fir alle (¢,z,v) € E, gilt
G(t,z,P(t,z,v)) = v.

7. Fir alle (¢t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

Bemerkung. Ohne allzu grossen Aufwand kann
G(t,z,p) € E,, (t,x,p) € E,,

und
P(t,z,v) € E,, (t,z,v)€ E,,

nachgewiesen werden.

Dem lokalen Charakter des Ubergangs von Lagrange- zu Hamilton-Formalismus
wird durch die folgende Begriffs-Bildung Rechnung getragen.

H ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, D)
genau dann, wenn gilt:
1. (D, Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, D).
2. H:E,—R,
H(t,z,p) = (p|G(t,2,p)) — L(t,z,G(t, 2,p)),
wobei E, = {(t,z,P(t,z,v)) :v e D(t,x)}.

Bemerkung. ’H,?EL zwei beliebig (D, G)-Hamilton-Funktionen von (L, D), so
gilt offenbar ‘H = H.
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Der Nachweis, dass jede Hamilton-Funktion von L auf D stetig differenzierbar
ist, bleibt den Lesern tiberlassen. Der Nachweis von bc) wird hier erbracht. Die
Abkiirzung Vy, ist analog zu V auf P[D] gewdhlt.

Es gelte:
—) #H ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, D).
—) E, ={(t,z,P(t,z,v)) : v e D(t,z)}.
Dann gilt:
a) H e CY(E,:R).
b) Fir alle (t,z,p) € E, gilt:

(VxH)(t, z,p) = —K(t, 2, G(t, z,p)). (19)
c) Fir alle (t,z,p) € E, gilt:

(VPH) (t7 I,p) - G(t7 [L’,p). (20)

Beweis bc) b) Fiir (¢,2,p) € E, und fiir i = 1,..., s gilt entsprechend Definiti-
on,

(0n,H)(t, 2, p)

= (ipj - (3%0;')(157:6,19)) = (0, L)(t, 2, G(t, 2, p))

j=1

- Z(aij)(t,l’,G(t,l‘,p)) ' (@,;iGj)(t,x,p)

J=1

= (ij . (&EiGj)(t,x,p)) - Ki(t,I,G(t,ZE,p))

- ij(t,l‘, G(t,x,p)) ’ (@;iGj)(t,x,p)

Jj=1

vEien (Z Dj - (aIiGj)(t7 x,p)) - Ki(tv L, G(tv :L‘,p)) - ij ) (aIiGj)(t7 l’,p)
j=1 j=1

= —K;(t,z,G(t,x,p)).
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c) Fiir (¢t,2,p) € P[D] und fiir i = 1, ..., s gilt entsprechend Definition,
(8, H)(t, ,p) = Gi(t, z, p) +Zp] (8,,G5)(t, 2, p)

- Z(av].L)(t,iL‘,G<t,x,p)) ) (apiGj)(tax>p>

j=1
= Gi(tvxvp> + ij ' (8piGj)(t,l‘,p)
j=1
- ij(t,l‘,G(t,lmp)) ’ (apiGj)(tvxvp)
j=1
vP—Inversion Gi(t,x,p) + ij (0,,G;)(t, z,p) (ij (0,,G)(t x,p))
7j=1
= Gi(t,m,v).

]

Nach Vorbereitungen werden die Hamilton-Jacobi-Gleichungen (D, G)(HIG) von
(L, D) formuliert.

Q, P losen (D, G)(HIG) von (L, D)
genau dann, wenn gilt:

1. dom @) = dom P ist echtes reelles Intervall.
2. Q,P e C(domQ : R%).
3. (D,@G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, D).
4. Fiir alle t € dom @ gilt
(t,Q(t), P(t)) € E, = {(t,z,P(t,z,v)) : v € D(t,z)}.

5. Es gilt .
Q = (VyH)(QIP)

P = —(ViH)(Q|P)
wobei H die (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, D) ist.

Bemerkung. Erfiillen ), P die Bedingungen 1.,2.,4., dann gilt entsprechend
der bereits bekannten Eigenschaften der (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, D),

H*(Q|P) € C*(domQ : R).
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Zundchst wird der Zusammenhang zwischen (ELG) und (D, G)(HIG) hergestellt.

Es gelte:
—) (D, G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, D).
—) q lost (ELG).

—) Fiir alle ¢t € dom ¢q gilt
(t,q(t),4(t)) € By ={(t,z,v) : v € D(t,x)}.

Dann folgt “q,P*q losen (D, G)(HIG) von (L, D)”.

Beweis. Offenbar sind durch ¢,P*q die Bedingungen 1.,2.,3. einer Losung von
(D, G)(HIG) von (L, D) erfiillt. Nun wird fiir alle ¢ € dom ¢ gerechnet.

Q1) TTET G (1), P(t (1), d(1)) = Gl a(t), (Pa) (1))

LA alt). (P a)(0) = (VeH) (alP'0) (1),
und

ELG)

() (t) "= (k*q)(t) = K(t, q(t), (1))

IR (1), Gt q(1), P (1), 4(1))) = K(t (), Gt (1), (P q) (1))
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Nun soll der Zusammenhang von Ldosungen von (D,G)(HIG) von (L, D) mit
Losungen von (ELG) untersucht werden.

Es gelte:

—) Q, P 16sen (D, G)(HIG) von (L, D).
Dann folgt:

a) Q€ C*(dom@ : R?).

b) @ lost (ELG).

c) P=PQ.

Beweis. Klarer Weise ist J = dom () ein echtes reelles Intervall und entsprechend
Definition (D, G)(HIG) von (L, D) gilt

(t,Q(t), P(t)) € E, ={(t,z,P(t,z,v)) : v € D(t,x)},

sowie @ € C'(J : O) und Q = (V,H)*(Q|P), woraus via (20) die Gleichung
Q(t) = G(t,Q(t), P(t)) folgt und sich hieraus entsprechend wegen der stetigen
Differenzierbarkeit von G, Q, P das Resultat Q € C'(dom Q : R?¥) ergibt. Damit
gilt Q@ € C*(dom @ : R®) und hiermit ist a) bewiesen.

Auf Grund von (¢,Q(t), P(t)) € E, ergibt sich - wie bereits frither fest gestellt
-G(t,Q(t), P(t)) € B, = {(t,z,v) : v € D(t,x)}, so dass es sich bei () um eine
L-Zustandskurve.

Nun wird fiir alle t € dom ) = dom (P*()) = dom (K*)) = dom P gerechnet.

DAY b1, Q(1), (VM) (QIP))(1))
Qt), (V,H) (£, Q(t), P(1)))
D e, Q(1), Gt,Q(1), P(t))) "TTET P(s), (21)

womit ¢) bewiesen ist und weiter

(P*Q)(t) = P(t,Q(1), Q(t))

P(t

l\.’) \.

P Q) (1) E Pty LY (_ (v, H)(QIP) () = —(VeH) (£, Q(t), P(1))
2K(,Q(t), G(t,Q(1), P(t) E K<t @< ), (VoH)(1,Q(t), P(1)))
— K(6, Q(t), (V1) (@QIP) () L™ k(r, (1), Q(1))
— (K'Q)(t),

woraus b) folgt. O
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Die nachfolgende Formel ist das vielleicht bekannteste Resultat von “Hamilton-
Jacobi-Systemen” . Sie besagt, dass die Anderungsrate von H*(Q|P) fir Losungen
Q, P von (D,G)HIG) von (L, D) gleich (O.H)*(Q|P) ist.

Es gelte:
=) Q, P lésen (D, G)(HIG) von (L, D).
Dann folgt “ (’H*(Q|P)). = (O:H)*(Q|P)” .

BeL(}elis. Fiir ¢ € dom Q = dom P = dom (H*(Q|P)) = dom ((3,H)*(Q|P)) wird
gerechnet,
(7' (@QIP))" (¢)
= (V) @QIP)®) | Q1) )+ (M) (@IP)®) | P(1) )
+ (0:H)"(@QIP)()
PP QW) )+ QW) | P ) + (@A) (@QIP)(E)
— (0H) (QIP)(2).

0

Literatur.

L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf C' x R* mit M (t,z), V (¢, x).

Ersterstellung: 12/02/14 Letzte Anderung: 25/02/15

Einige Lagrange-Funktionen weisen eine spezielle Struktur auf, die nun vorgestellt
werden soll. Weitere Spezialisierung - etwa auf “zeitunabhdngige Potentiale” -
folgen.

Standard L auf C' x R®* mit M (¢, z),V (¢, x),

genau dann, wenn gilt:

1. 1<seN.

2. 0 # C offene Teilmenge von R!*,

3. (V1C)elC:R).

4. Firi,je{l,...,s}gilt (M;; | C) € CH(C : R).

5. Fird,je{l,...,s}gilt (M;; | C)=(Mj; | C).

6. L:C xR =R,

L(t,z,v)=(1:2)- <Z M;(t,x) - v, - vj> —V(t, x).

ij=1

Bemerkenswerter Weise treten im Kotext von Standard L die Christoffel-Symbole
erster Art der Differentialgeometrie - siehe etwa H.Brauner, Differentialgeome-
trie, Vieweg, 1981.- auf

Dijr = (1:2) - (=M p + My j+ My, 3),

wobei i, 5,k € {1,...,s} und aus Grinden der Vereinfachung voribergehend auf
die Argumente von I';j, = 'yji(t, x) und von M;j 1, = M;; (L, x) verzuichtet wird.
Wie fiir alle Trilinearformen gilt unter anderem fir alle u € R?,

s s s
E Mijvk-ui-uj-uk: E M;m-,j-ui-uj-uk: E Mjkvi-ui-uj-uk,
i,7,k=1 i,7,k=1 i,j,k=1
sowe

S S S
E Fijk'ui'uj'ukzg Fkij'ui'uj'ukzg Ui - wi - uj - up,

1,5,k=1 1,5,k=1 1,5,k=1
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und hieraus folgt

(12) Z Ml-j,k'ui~uj~uk

3,5,k=1
=(1:2)- ( Z kau,u]uk) +0
,7,k=1
i,5,k=1
i,5,k=1 i,5,k=1
=(1:2)- ( Z szk“i“]“k)
i,5,k=1
+ ((1:2)- ( Z Mk”uzu]uk> —(1:2)- Z Mjk,z"ui'uj'uk>
i,,k=1 i,j,k=1
=(1:2)- Z (Mij, &+ Mg, j — Mg, ) - w; - wj - uy,
2,5,k=1
= Z (12)(MU’]€+M]“’]—M]]€J) cUp - Uj - Ug
i,5,k=1
= > (1:2) - (=Mje i + Mij ko + My, ) - i - - up
i,5,k=1

S S
= E Ui - wi - uj - uy = g Diji - w - uj - ug,

i k=1 i k=1

also in Kurzform

(12) Z Mijvk-ui-uj-uk: Z kauzu]uk

ij k=1 ij k=1
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Unter Finsatz der Linearen Algebra wird im Rahmen von Standard L von Inver-
tierbarkeit gesprochen.

M;; auf Cipy invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Cipy CC.
2. Fir (t,2) € Cipy und i,j € {1,..., s} gibt es MY (t,z),
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}
XS: Myi(t,z) - M (t,2) = &,
i=1

gilt.

Bemerkung. Ist M;; auf Ci,, invertierbar, so gelten wegen der Symmetrie von
M;; und auf Grund von bekannten Aussagen der Linearen Algebra fiir (¢t,z) €
Cine und k,l € {1,..., s} die Formeln

M*(t,2) = M™(t, x),

sowie

> My(t,x) - M (t,x) =Y Myi(t, ) - M"(t,x) = > My(t,x) - M (¢, x)

i=1 =1 =1

=1
und
S OME(t ) My(tw) =Y MM(t,x) - My(t, ) = M*(t,x) - My(t, x)
=1 =1 =1

> ME(t ) My(t,x) = 64

=1



KLT #273 181

Liegt 1tm Rahmen von Standard L die Invertierbarkeit von M;; auf Ciny vor, so

kann auf Ciyy zu den Christoffel-Symbolen zweiter Art iibergegangen werden, in-
dem firi,5,k € {1,...,s} auf Cipy

s

k ak

Fij :E Fija'M 5
a=1

gesetzt wird. Ahnlich wird firi,j € {1,...,s} auf Cipy

S

(81:M)ij = ZMW (Os M )y,

a=1
und fir allei € {1,...,s},

Vi:iMia"/,aa

a=1

gesetzt.
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Auf den Beweis dieser naheliegenden Aussagen wird verzichtet.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V(t, z).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf C' x R?.

b) domL =C x R®.
¢) L=(L|CxR.
d) Fiir i,j,ke {1,...,5} gllt Fijk € C(CR)

e) Ist M;; auf Cipy invertierbar
und ist 0 # O,y offene Teilmenge von R,
so gilt fiir alle i € {1,...,s},

Ve C(Cin : R),
und fiir alle 4,5 € {1,...,s}
M¥ € CH(Ciny : R),  (0:M)j € C(Clny : R),
und fiir alle 4, j, k € {1,...,s}

;" € C(Ciny : R).
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Die bislang vorgestellten Variablen und Gleichungen sowie die Transformation
in die Hamilton-Darstellung werden nun im Fall Standard L auf C' x R® mit
M (t,x),V(t,z) diskutiert. Dabei werden etliche Rechnungen den Lesern tberlas-

Sen.

Zeitliche Ableitung 0, L.

0.L € C(C xR*: R),
(O L)(t,z,v) = (1:2)- (Z(@tM)ij(t,x) v vj> — (0:V)(t, x).
ij=1
Kraftfeld X. Fir o € {1,...,s} gilt
K, € C(C x R*: R),

Ko(t,z,v) = (0., L)(t, z,v)

=(1:2)- (Z Mij, o(t, ) - v; - vj> — (V.o)(t, z).

ij=1
Zusammenfassend gilt
K e C(C xR*:R%),

K(t,z,v) = (V4 L)(t,z,v)

=(1:2)- (Z(VXMij)(t,@ L - vj> — (Vi V) (¢, ).

t,j=1

Impulsfeld P. Fiir a € {1,...,s} gilt wegen M,; = M,o, i € {1,...,s},

Po € CH(C'XR*:R), Pa(t,z,0) = 0y, L)(t,2,0) = Y Muilt, ) - v;.
=1
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Energiefeld E.
Ec Cl{C xR*:R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,z,v)

=(1:2)- (i M;;(t, ) - v; - vj> + V(t,x).

ij=1
kEnergiefeld T.

Te CH(C xR*: R),

T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

=(1:2)- > My(t,z)-vi-v;.

ij=1

pEnergiefeld ®. Es fillt der Wechsel des Definitions-Bereichs vom Ubergang
von V zu ® auf.

®cC{OxR:R), ®(tx,v)=(EErv)— L) :2=V(n).
(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R® gilt
I(u,w) € C'(C x R*: R),
I(U,U))(t,ﬁ(],l}) = <ZL’ | u><w | P(t,l’,l))>—<l’ | U}><’LL | P(t,m,v)>

:<x|u>-ZMij(t,x)-wi-vj

,j=1

—<x\w>-ZMij(t,x)-ui-vj.

i.j=1
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R® gilt
M(u,w) € C(C x R : R),
M(u, w)(t, x,v)
(zu)-(wl|Ktz,0)) = (z|w)-(u|K({Ez,0))

+(vlu)-(w[Ptz,v)) = (v|w)- (u|[PErv))

s

=(1:2)-(xlu)- Y (VM) (t2) |w) -0 v

1,5=1
S

—(1:2) - (x|w) Y (VaMy)(t2) |u) v v

i,j=1

—i—(v\u)-ZMij(t,x)-wiwj

ij=1
—(U\w>-ZMij(t,x)~ui'vj
ij=1
—(wfu) - (ViV(t o) [w)+(z]w) (VV(Ez)[u),
wobei auffillt, dass hier nicht unbedingt

“Mu, w)(t,z,0) = (2 [u) - (w [ K(Ez,0)) = (2 |w) - (ulK(Ez,0)) 7,

also
(vluw) - (w[P@Et z,v))—(v|w) (u|[P{Ez,0))

:(U\u)~ZMij(t,:c)~wi~vj

ij=1

—(U]w>~ZMij(t,x)-ui-vj:0 K

1,7=1

gelten muss.
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Gilt Standard L auf C x R® mit M_(t,x),V (t,x), so muss auf den Geschwindig-
keitsraum bei C' x R*-Kurven keine Riicksicht genommen. Auf den Beweis wird
verzichtet.

Unter der Voraussetzung

—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z),V(t, z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) cist C' x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C?*(domc : R?)
und fiir alle t € dom ¢ gilt (¢, ¢(t)) € C.
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Im Rahmen von Standard L auf C' x R® mit M_(t,x),V (t,z) nimmt (Aegc) fiir
C x R*-Kurven c eine bemerkenswerte Gestalt an.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V (¢, x).
—) cist C' x R*-Kurve.
—) aed{l,... s}

Dann gilt:

a) ( dgc (Z Mai o (t,c¢) > + Z [ija © G Gy

+ <i<atM)0ﬂ e) (t,C) . Cl> + Va o (t,C)-

b) Falls M;; auf Ciy,y, invertierbar ist
und falls (¢,¢(t)) € Cipy fur alle t € E,
so gilt auf

(Aelgc - Ca + Z sz t,c)- i : éj

2,7=1

wobel

Beweis. a) Entsprechend Definition gilt

(Ae1gC)a = (Phe)® —Kiic

= (iMa,;o(t,c)~éi> — (Z M;jo 0 yox cj> +V 4o (t,0)

i,7=1
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=2 _(@:M)aio (t,0)- ¢,
(Z My jo(t,c) ¢ - c]> +ZMM (t,c)-¢

3,0=1 i=1

2) - (i M;j o0 (t,C)‘éi‘éj> +Vaol(t,c)

ij=1

(ZMQH (t,c)- ¢ - cj>+ZMmotc)

i,7=1 i=1

(ZMM o ) +Vaol(t,c) +i(atM)ai o(t,c)- ¢
2) . (Z Mm,jO(t,C) CzC]> +(1 : 2) <Z Mai,jo(t7c)'éz"é]’>

_(12)ZMZ],ao<t,C)CZC]

1,j=1
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i=1 i=1

+(1:2)- (zs: Maivjo(t,c)-c',--c'j) +(1:2)- (i Majvio(t,c)-c'j-c',-)

i,j=1 4,j=1

—(1:2)- ) Myao(t,0)-é-¢

ij=1

Cj-C

= (Z Mgio(t,c)- C%> +Vao(t,c)+ Z(atM)on’ o (t,¢)- ¢
i=1 i=1

+(1:2)- (i Maz‘,jo(taC)'C’i'C‘j) +(1:2)- (iMaj,io(EC)'C'rC'j)

i,j=1 4,j=1

—(1:2)- ) Myao(t,0)-é-¢

t,j=1

= (Z Mo (t,¢) - cl) +Vaol(t,c)+ Z(@tM)M o(t,c)-¢
i=1 i=1

+(1 : 2) Z(Mai,j+Maj,i_Mij,a)o(tac) CZC]

1,j=1

Med, i=Myer i (Z My o (t,¢) - c) + Voo (t,0)+ Y (0:M)gi0 (t,c) &
=1 i=1

+(1:2) Y (Mai j+ Mjo i — Mij o) 0 (t,0) - & - ¢

ij=1

= (Z M, o (t,c) - cz) +Vaol(t,co)+ Z((?tM)M o (t,c) ¢

+ 3 ((1:2) - (Maij + Mya,i = My o)) © (£,0) - & - ¢

ij=1
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L= (ZMMO(T,,C)‘@) +Vao (t,c)—l—Z(atM)m’O (t,0)- ¢

i=1

+ ZFijQO(t,c)-c'i-c'j

ij=1

= <2Maio (t,C) : C1> + Z Fijao (t,C) -G éj

i=1 ij=1
£ 32 0M)oco (6,0) &+ Voo (8,0).
i=1
b) Einerseits gilt geméf des bereits bewiesenen a) fiir alle k € {1,...,s},
(Aelgc)k = (Z Mkz o) (t, C) . Cz> + Z Fijk e} (t, C) . Cz . éj
i=1 ij=1

4 (i(acM)kz o (t,c) . éi> + V,k o (t,c),

i=1
andererseits gilt fiir alle a, 5 € {1,..., s}

S

ZMak o (t,C) . Mkj o) (t,C) = (Skj,
k=1

auf F, so dass auf E gerechnet werden kann:

S

(Aelgc)a = Z M o (t,c)- (Aelgc)k

k=1

= Mako(tvc>' <<2Mk10(t76)cl> + Zfijko(t,c)-éi-c'j
! X

ij=1

T (i(atm« o (t,0) - ) + Vo <t,c>>

i=1



KLT #273 o1

L= ZM“’“O (t,c) - (ZM’“ o (t,c) Cz)
k=1 i=1
+ ZM“’“ o(t,c)- (Z Lijro(t,c)- ¢ - éj)

1,j=1

+ ES: M o (t,c) - <Z<atM)k’ o (t,c) - éi)
k=1

=1

ZMCM (Viko (t,0))

_ZMM My o (t,¢)- &

k=1

+ Z Mako(t,C) F”ko(t’c) Clcj
k,i,j=1

(ZM‘”€ (O M )-o(t,c)-c’i>—|—(1/:°‘)o(t,c)
-3 (e deo )

+ Z (Z]\/[O"C UkO(t,c)> 6 G
+ < 5 (i M o (t,c) - (Ou M)y 0 (t70)> . éi) + V%0 (t,¢)
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Im Folgenden ist es gelegentlich von Interesse, die zweite Ableitung von C' x R*®-
Kurven ¢ mit Hilfe von (Aeagc) darzustellen. Dies gelingt ohne viel Weiteres mit
Hilfe des vorhergehenden Satzes. Der Beweis bleibt den Lesern tiberlassen.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z),V (¢, x).
—) cist C' x R*-Kurve.
=) ae{l,..., s}

Dann gilt:

s
a) Z Mai o} (t, C) . Cz == elgc Z Fzyoa Cz . éj
=1

1,7=1

_ (Z(atM)M o (t,c) - c) —Vao(t,0)

=1

s
b) Z Mijo(t,C) Cz C]
i,j=1
= ((Aerge) | ¢) — erk’o i Cj Gk

i,5,k=1

- (Z@tM)w o (t,¢) - é @-) (VW) o (t,0) | é).

4,j=1
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

L*c € C'(domc:R), L*c=(1:2)- <Z M;jo(t,c) ¢ - c’j> —Vo(t,oe),

4,j=1

und hieraus ergibt sich

(L*¢)* (ZM o (t,c) é,"éj) —(Vo(t.0)*

i,7=1

=(1:2)- (Z(atM)ijo(t,c).c'i.c'j> +(1:2)- Z M;j o (t,c) ¢ - ¢+ ¢y

i.j=1 i k=1

2)-<2Mijo(t,c)-éi-éj>+(1:2)-2Mijo(t7c)-c'i-éj

—(0V)o(t,c) = ((VV)o(t,c) | ¢)

S

pad (1:2)- Z (atM)z‘j o(t,c) ¢y

ij=1

+(1:2) > My po(te) ¢ éy

i,5,k=1

(ZM o (t,c) éi-c'j)+(1:2)-§:Mﬁo(t,c)-c’j-éi

3,j=1 3,j=1

—(0:V) o (t,c) = ((ViV)o(t,c)|¢)
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..CJC CCJ(l 2) (Z(atM)ijo(tac)'éi'éj>

4,j=1

+(1:2) > My po(te) ¢ éy

i,5,k=1
+(1:2) (ZM,Jo (t,¢) - & - CJ>+(1:2)-2Mj,-o(t,c)-'c'i-c'j

3,j=1 3,j=1

—(0:V)o(t,c) = ((ViV)o(t,c)|¢)

W (1), (Z (0:M) ;0 (8,0) - ;- éj> T2 D My yo(t,c)bidydy

i,j=1 i,,k=1
<ZM OtC CZC]>+(12)ZMZJO(13,C>CZC]
3,j=1 3,j=1

—(0V)o(t,e) = ( (V4V)o(t,c) | ¢)

=(1:2)- (Z(atM)ijo<t’c)'éi'éj> +(1:2)- Z M;j o (t,c) ¢ - ¢+ ¢y

(ZM o (t,¢) ccj> — (8 V) o (t,¢) — ((VV)o(t,¢) | ¢)

i,7=1

=(1:2)- (Z (8tM)ij0(t,c)-éi-c'j> + Z Lijr o (t,0) - éi- ¢ éy

i.j=1 i k=1

+ (Z Mijo(tvc)'éi'éj> —(@V)o(t,c) = ((ViV)o(t,0)[¢),

ij=1
woraus durch Umstellen
= (Z Mijo(t,c)-éi-c'j> + ) Tijpo(t,c) - éx

ij=1 i k=1
S

+(1:2)- Z (0 M),; 0 (t,0) - i - ¢
—(0:V) o (t,c) = ((VV)o(t,c)|¢),

folgt und andererseits unter Einsatz von. ..
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ZM o(t,c) & ¢ =((Aage) [ ¢) = Y Tijpo(t,c) éi-éjéy

2,7=1 i,7,k=1

- (Z(atM)ij o (t,¢) -c'i-c'j> (Vi) o (t,e) | ),

,j=1

die Gleichung

S S
ij=1 i,5,k=1
S

+(1:2)- ) (0 M)y 0 (t,0)-é5- ¢

ij=1

—(@V)o(t,c) = ((VeV)o(t,c)[¢)

= ((Dagd) [ &)= D Typo(t,0)-éi- ¢ éx

1,7,k=1

- (Z(@tM),j o (t,c)- ¢ - q) — ((VV)o(t,0)]¢)

i,j=1
S
+ E Dijk o (t,0) - ¢i- ¢~ ¢y
i.jk=1
S

+(1:2) ) (0 M) 0 (t,0)-é5- ¢

—(@V)o(t,c) = ((VeV)o(t, ) [ ¢)

S

= ((Dage) [ ¢) = (1:2)- > (0 M)y 0 (t,0) - ¢ ¢

—(0:V)o(t,e) —2-((ViV)o(t,e)|¢),
also kurz

s

(L70)" = ((Dage) [ ) = (1:2) - ) (M) 0 (t,¢) ¢ ¢

4,j=1

—(0:V)o(t,e) —2-((ViV)o(t,e)|¢),

folgt.
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Zeitliche Ableitung (0;L)*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

(0sL)*c € C(domc: R),

S

(O L)'c=(1:2)- (Z(atM)ij o(t,c)-¢- c'j> — (0:V) o (t,0).

1,7=1

Kraftfeld K*c liangs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir o € {1,..., s},

(Ka)*c € C(dome : R),

s

(Ko)e=(1:2)- (Z(Mwa> o(t,c)-¢- c'j) —(V.4) o (t,0).

4,j=1

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt nach kurzer Rechnung auch
(K*c|¢) e C(dome: R),

<K*C|C>=<Z PijkO(t7C)'C.i'C.j'C.k> —<(VXV)O(t7C)|é>,

1,5,k=1

und
K*c € C(domc : R?),

K'e=(1:2)- (Z(VXM)U o(t,c)-¢;- éj> — (ViV) o (t,0).

=1
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Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,...,s},

(Po)*c € Cl(domc: R), (P,)*c= ZM‘“ o - G,

und hieraus ergibt sich

— (Z Mg; o (t,¢)- c>

(i(atM>ai (t, ) <Z M, jo(t,c) ¢ - c]) +ZMMO (t,c)-¢

2,j=1 =1

(ZMO”O (t,c) ) (ZMC”J (t,c) - ¢ CJ>+Z oM )G,

7,7=1

und andererseits folgt durch Einsatz von (Aegc) die Gleichung

((Pa)™e)" = (AergC)a + (Ka)"c

= (Ae1gC)a + (1:2) - (Z M;j o0 (t,c)- ¢ cj) —V o (t,0).

ij=1
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Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc: R?),
und
(Pc)® = (Aerge) +K'c
= (Aelgc> + (1 : 2) : <Z(VXM>ZJ o (t, C) . Cz : C]> - (VXV) e} (t, C),
ij=1

und aus all diesen Resultaten folgt mit kurzer Rechnung
((P*¢)* | ¢) € C(domc : R),

<(P*C). | C> = <ZMUO(t,C)CzC]> +2- Z Fijko(t,c)'éi'éj'ék

i=1 i,3,k=1
+ ) (0M)jj0 (t,0) - G- ¢y

i,j=1

=<(Ae1g0)|é>+<z Fijk@(t,C)-C’rC’j-C’k) —((ViV)e(t,e)|¢).

,7,k=1
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

E'c € C'(domc:R), E‘c=( (ZM o(t,c) c'l--c‘j>+Vo(t,c),

i,j=1

und hieraus ergibt sich E*¢ = L*c¢+ 2 -V o (t, ¢) und dhnlich wie bei L*c folgt

(E*¢)® (Z M;jo(t,c)-¢é - cj> + Z Lijko(t,e) & -¢- ¢
i,j=1 i,7,k=1
S

+(1:2) ) (0M);0(t,0)- ¢ ¢

,j=1

+(@:V)o(t,0) + ((ViV)ol(t,0)[¢),
und andererseits erscheint unter Einsatz von (Aegc) die Gleichung

S

(E%0)" = ((Aarge) [ ¢) = (1:2)- (Z(atM)zj o (t,¢)-éi- éj) +(0:V) o (t,¢).

1,j=1
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kEnergiefeld T*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

T*c € C'(domc:R), Tec=(1:2)- Z M;jo(t,c) ¢ - ¢,
ij=1

und hieraus ergibt sich T*c = L*c¢+ V o (t,¢) und dhnlich wie bei L*c folgt

(T*C). = (Z Mij (¢] (t,C) . CZ . CJ> + Z Fijk o (t,C) . Cz . éj . Ck
1,j=1 1,7,k=1

+(1 : 2)' Z (atM)ijo<t7c)'éi'éj>

ij=1
und andererseits erscheint unter Einsatz von (Aggc) die Gleichung

S

(T°)* = { (Qaxge) | ¢) = (1:2)- > (BM)yyo(t,0) ¢ ¢

1,j=1

—((VV)o(t,0)|¢),

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc Cl{domc:R), ®*c=Vol(t,c),
so dass ohne viel Zutun
(@7c)* = (0V) o (t,c) + ((ViV)o(t,c) | ¢),

folgt.
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),
I(u,w)*cz<C|U>'<w|P*C>—<C|7~U>'<U|P*C>
(clu) ZMotc W - G
ij=1
>-i:Mijo(t,c)-ui-c'j,
ij=1

und
(I(u, w)*c)® = M(u, w)*c.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(w[Kc)={clw) (u][Kc)
(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pc)

_I_

s

=(1:2)-(clu)- Y ((VeMy)o(t,e) |w) é-¢

ij=1
—(1:2) - (clw)- Y ((VeMy)o(t,0) [u)-é- ¢
ij=1
+(eu) Y Mio(t,e)-w-¢
ij=1
—(elw)- Y Myo(t,c)-u-¢
i,7=1

—(clu)-((VuV)o(t,c) [w)+ (clw) - ((VeV)o(t,¢)|u),
wobei auffillt, dass hier nicht unbedingt
“Mu,w)e=(clu)-(wl[Ke)—(clw) (u[Ke)7,
also
Co(elu) (w|Pe)—(éfw) - (ulPe)

S
=(¢lu)- Y Myo(t,e)-w-é
ij=1
(¢|w) ZM o(t,c) - u; - ¢ = Z0dome

i,j=1

gelten muss.
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Bei Losungen q von (ELG) muss nicht auf den Geschwindigkeitsraum Riicksicht
genommen werden. Allgemein gilt fir derartige Losungen (Ae1gq) = ZOdomq. Mit
diesen Vorbemerkungen kann der Beweis wird den Lesern tiberlassen.

Unter der Voraussetzung ...

—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z),V (¢, x).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) q lost (ELG).

ii) domq echtes reelles Intervall und
q € C*(dom ¢ : R*) und
fiir alle t € domq gilt (¢,¢(t)) € C und
fir alle a € {1,..., s} gilt

(Z Mo (t,q) - QZ> + Z Lija o (t,q) -4 d;
i1

ij=1

= — <Z(8tM)m o (taQ) ’ ql) - V:Oé © (t’q)'

i=1
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Falls M;; auf Ciny invertierbar ist, so folgt fiir Losungen q von (ELG) mit ver-
zichtbarem Beweis eine explizite Darstellung von q.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z),V (¢, x).
—) M;; auf Cip, invertierbar.
—) ¢ lost (ELG).
=) (t,q(t)) € Ciny.
—) aef{l,..., s}
Dann folgt

Ga(t) + Y Ty (t,a(1) - dilt) - 45(1)

3,j=1

—_ (Z (B M) (t, q(t)) - Qi(t>> —V(t,q(1))

i=1
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Die vorangehend Aussage hat in gewissem Sinn eine Umkehrung.

205

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V (t, z).
—) M;; auf Cip, invertierbar.
—) q ist C' x R*-Kurve.
—) Fiir alle t € domq gilt (¢, ¢(t)) € Ciny-
—) Fir alle o € {1,...,s} gilt

Go+ Y Ty o (t,q) i d

ij=1

Dann folgt “q 16st (ELG)” .
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Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so ist ¢ eine C' x R*-Kurve und auf Grund der
bisherigen Erkenntnisse gilt

L*qe Cl(domg:R), L*q¢=(1:2)- (Z M;jo(t,q) - ¢ - c]j> —Vo(t,q),

t,j=1

und

(Z o (t,q)- G- qj>+ Z Liji o (6,4) - i - 4; - d
1,j=1 i,5,k=1

+(132)'Z (atM)z'jo(taq>'Qi'qJ'

ij=1

—(0V)o(t,q) = ((VxV)o(t.q) | q),
und unter Verwendung von (Ae15q) = Z0dom folgt

s

(L7q)" = —(1:2)- Y (:M)i;0 (t,4) - Gi - 4

ij=1

—(@:V)o(t,q) =2-((ViV)o(t,q) | ¢).

Zeitliche Ableitung (0.L)*q, q lost (ELG).
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so ist ¢ eine C' x R*-Kurve und auf Grund der
bisherigen Erkenntnisse gilt

(0:L)*q € C(domg : R),

S

(B,L)qg=(1:2)- (Z(@tM)ij o (t,q) - di - qj> —(8,V) o (t,q).

1,j=1
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Kraftfeld K*q, g 16st (ELG).
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so ist ¢ eine C' x R*-Kurve und auf Grund der
bisherigen Erkenntnisse gilt fiir v € {1,..., s},

(Ka)*q € C(domg : R),

S

(Ka)"q=(1:2)- (Z(Mij,a) °(tq)- G- éj> —(Via) o (t,9).

ij=1
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt auch
(K'q|q) € C(domg:R),
irj k=1

und

K*q € C(domg : R?),

K'q=(1:2)- (Z(VXMM o (t,q)qi- qj) — (VaV) o (t,9).

i=1
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Impulsfeld P*q, ¢q 16st (ELG).
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so ist ¢ eine C' x R*-Kurve und auf Grund der
bisherigen Erkenntnisse gilt fiir v € {1,..., s},

(Pa)*q € C'(domg: R), (Pu)'q =) Muio(t,q)-d,

i=1
und hieraus ergibt sich
((Pa)"q)*
(Z MO” o t q ) (Z Maz jo t q qz %) +Z 813 O(t7Q)'qi>
3,7=1 =1

und andererseits folgt durch Einsatz von (Ae14q) = Z0dom4 die Gleichung
((Pa)™q)* = (Ka)'g = (1:2) (Z Mij a0 (t,q) - ;- q]> —Vao(tq).
i,7=1
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
P*q € C'(domgq : R?),

und

s

(P"q)* =K'qg=(1:2)- (Z(VXM)i,jo(t7Q) Gi - ) (VxV) o (¢,9),

ij=1

und auch via (Ae1gq) = Z0dom4 €rgibt sich

((P*q)* [ ¢) € C(domg : R),

( (P (Z o (t,q) - G- q]>+2 Z Lijro(t,q) - di - 4j - G

,7,k=1

+Zat Q) - i - 4

:<Z rijko(t,q)-qi-qj-qk> —((VxV)o(t,q) |q)-

i,5,k=1
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so ist ¢ eine C' x R*-Kurve und auf Grund der
bisherigen Erkenntnisse gilt

E'g € C'(domg:R), E'q=(1:2)- (Z M;j o (t,q) -q'i-q‘j> +Vo(t,q),

ij=1
und
Eq :<Z tq % %)‘FZFUkO(tq) Qz QJ Qk
i,j=1 1,7,k=1

S

+(132)'Z (atM)z'jo(taq>'q2"qJ'
L @V) o)+ (VaV)o (6 a) ).

und andererseits erscheint unter Einsatz von (Aelgq) = ZOgom 4 die Gleichung

S

(E*Q).:_(1:2>'(Z(a‘cM)ijo(t?q) Gi - ) (0:V) o (¢, q).

ij=1
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kEnergiefeld T*q, q 16st (ELG).
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so ist ¢ eine C' x R*-Kurve und auf Grund der
bisherigen Erkenntnisse gilt

T*q € C'(domg:R), T'q=(1:2)- Z M;jo (t,q)- ¢ -4,

ij=1
und
(T*q)* = (Z Mijo(t,q) - G- Cij) + Z Lijro(t,q) - di - 45+ G
ij=1 irj k=1
+(1:2)- > (0:M), 0 (%,q) - di - gy,
ij=1

und andererseits erscheint unter Einsatz von (Ag14q) = Z0gom die Gleichung

s

(T7q)* = —(1:2)- (Z(&tl\/[)ij °(t,q)qi- Qj) —((ViV)o(t,q) [q),

ij=1

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so ist ¢ eine C' x R*-Kurve und auf Grund der
bisherigen Erkenntnisse gilt

®*qc C'(domq:R), ®*¢=Vol(t,q),

und
(@7q)* = (0:V) o (t,q) +((VxV)o(t,q) [q).
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so ist ¢ eine C' x R*-Kurve und auf Grund der
bisherigen Erkenntnisse gilt fiir alle u, w € R?,

I(u,w)*q € C'(domgq : R),
I(u,w)*qz<qIU>-<wIP*q>—<QIw>~(UIP*q>
(q|u) Z ) - wi - g
ij=1
—(q|w) Z ) - i - Gj,
ij=1

und
(I(uv w)*Q). = M(uv w)*(J~
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 1ost (ELG).

Falls q eine Losung von (ELG) ist, so ist ¢ eine C' x R*-Kurve und auf Grund der
bisherigen Erkenntnisse gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)"q € C(domc: R),

M(u, w)*q

(qlu) - (w[Kq)—(q|lw) (u|Kq)
(qlu)-(w|[Pq)—(qlw) (u|Pq)

_l_

S

=(1:2)-(qlu)- Y ((ViMy)o(t,q) [w)-d:-ds

ij=1
—(1:2)~(q|w>-Z((VxMij)O(t,Q)|u>'qz"%
ij=1
+<Q|U>'2Mijo(t7Q)'wi'%
i =1
(qlw) Z " Ui - G
i,j=1

—(qlu) - ((ViV)o(t,q) |w)

wobei auffillt, dass hier nicht unbedingt

+{qlw) ((ViV)o(t,q)|u)

“Mu,w)*q=(qlu) - (w|Kq)—

(glw)-(ul|Kq)”,

also

[43

<q'\U>'(w|P*Q)—<d|w>'<U|P*Q>

(qlu) Z w; - g

i,j=1

§ : . ”
q|w U; * 45 = ZOdom q

1,7=1
gelten muss.
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Liegt Standard L auf C x R® mit M_(t,x),V (t,z) vor, so muss bei der Untersu-
chung von Transformationsfamilien auf den Geschwindigkeitsraum keine Riick-
sicht genommen werden. Der Beweis bleibt den Lesern diberlassen.

Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z),V (¢, x).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L,C x R*, P, Eei+, Eore, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, E,.;: sind echte reelle Intervalle und
0 # Eo offene Teilmenge des R® und
Ezeit X Eort g C und
fir = (T | P X Eup) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) W0 =idg .
¢) Fiir alle ¢ € P gilt V[E,.] C Eop.
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Auch bei “linearen ” Transformationsfamilien vereinfacht sich bei Standard L auf
C x R* mit M _(t,x),V(t,x) Einiges. Der Beweis bleibt den Lesern tiberlassen.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V (t, z).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCUE.
—) 0 # E. offene Teilmenge des R®.
=) Fpeir X Fory € C.
—) A€ CYFE x R*: R?).
=) AN = idg.
—) Fiir alle ¢ € E ist A linear.
—) Fiir alle € € P gilt AY[Eq] C Fore.

Dann folgt “A ist L,C x R*, P, E,i¢, Eore, R*-Transformationsfamilie” .
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Im vielleicht bekanntesten Anwendungsfall “Invarianz unter einer linearen Trans-
formationsfamilie ” werden Drehungen senkrecht zu span{u,w}, u,w € R*, be-
trachtet. Vorliegende Aussage zielt auf diesen Fall ab. Als einfache Folgerung
eines Resultats aus #268 bleibt der Beweis den Lesern tiberlassen.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V (¢, x).
—) P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
—) 0 # E,. offene Teilmengen des R®.
=) Fgeir X Fore C C.

—) u,w € R®.

—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Epyy] € Eope.

—) Fiir alle (¢, t,x) € P X Eeit X Eope und fiir alle 4,5 € {1,..., s} gilt

S,u,w

M;;(t, (dreh) 19 (2)) = My, (t, z).

—) Fir alle (¢,t,2) € P X E,eit X Fopy gilt

S, u,w

V (¢, (dreh) 1% (2)) = V (¢, 2).

—) Fir alle (¢,t,2,v) € P X E,eit X Fory X R® gilt

> My(t,x) - (dreh); " (v) - (dreh) (v Z Mij(t, ) - v; - vj.

i,j=1 ,j=1
—) ¢ lost (ELG).

—) domq C Eyesx.

—) Fiir alle t € domq gilt q(t) € Fors.

Dann folgt: ...
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

s

(1:2)-Cqlu)- D {(VaMy)o(t.q) [w)-di-d

ig=1
—(1:2)-(q!w>-Z((VxMij)O(t,Q)|u>'Qi'Qj
ig=1
+<Q|U>'2Mijo(t79)'wi'%
ij=1
_<Q|w>'ZMijo(tuQ>'ui'q]‘
ig=1

—(qlu)-((VV)o(t,g) |w)+(g|lw) - ((ViV)ol(t,q) |u)

= ZOdom q-

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, so dass fir alle ¢, € domg,

(T(u, w)"q)(t) = (1(u, w)"q)(0),
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Die Verifikation der definierenden Eigenschaften von Koordinatenfunktionen ver-
einfacht sich bei Standard L auf C x R® mit M (t,x),V (t,x). Der Beweis bleibt
den Lesern diberlassen.

Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z),V (¢, z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) I'ist L, C' X R®, Ogeit, Dort, R*, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m & N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D, offene Teilmenge des R™ und
fir O = (' | Do) gilt:
a) U € C¥( Dy : R?).
b) Ozeit X \P[Dort] g C
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Bei Standard L auf C x R® mit M _(t,x),V(t,z) liegen, wenn M;; auf Cipny inver-
tierbar ist, kanonische v, P-Inversions-Paare vor.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z),V (¢, x).
—) M;; auf Cip, invertierbar.
—) Ciny offene Teilmenge von R,
=) D ={((t,x),R®) : (t,x) € Ciny}.
—) G : Cipy X R®* — R,

G(t,z,v) = (Z MY(t,z) - vy, ... ,ZMSi(t,x) : vi> :
i=1 i=1

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R'*s,
c) B, ={(t,z,v):ve D(t,x)} = Cipy x RE C C xR

d) EP = {(t,x,P(t,x,v)) HEUNS D(th)} = CVinv X RS
offene Teilmenge von R*25,

e) G = (G| E)eC(E,:R.
£) Fir alle (¢,2,v) € E, gilt

G(t,x,P(t,z,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D, Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, C' x R?)
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Beweis. Offenbar handelt es sich bei D um eine Funktion mit dom D = C}p, C
R** und D(t,x) = R® fiir alle (t,z) € Ci,,. Damit gilt E, = Ci,, X R, so dass
E, C C x R? folgt. Entsprechend bekannter Resultate der Linearen Algebra ist
wegen der Invertierbarkeit von M;; auf Ciy,, die lineare Abbildung

A(t,x) : R — R®,

A(t,z)(v) =P(t,x,v) = <ZMht;E vl,...,iMsi(t,az)-vi>,

bijektiv, woraus ohne allzu viel Miithe E, = Ci,, X R® folgt. Da Ciy,, offene
Teilmenge von R ist, ist £, offene Teilmenge von R'*2*. Wegen M € C'(Cly, :
R), 4,5 € {1,...,s} und domG = Cip, x R® = E, gilt G = (G | E,) und
G € CY(E,; R®). Offenbar ist fiir (¢,2) € Ciyy die Funktion

G(t,z,.): R®* — R
G(t,z,.)(v) = G(t,z,v) <Z My (t,z) v, .., Z Mg(t, ) - vi> ,
i=1

die Inverse von A(t, z). Hieraus folgen fg). Aus abcdefg) folgt per definitionem
h). O



220 KLT #273

Unter den Voraussetzungen des vorherigen Satzes kann die (D,G)-Hamilton-
Funktion von (L,C x R?®) einfach angegeben werden.

Es gelte:

—) Standard L auf C' x R®* mit M (¢, z),V (¢, x).

—) M;; auf Ciyy invertierbar.

—) Cipy offene Teilmenge von RS,

=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € Ciny}-

—) G : Cipy X R® — R,

G(t,z,v) = (i MY (t,x) - v, . .. ,iMSi(t, T) - vi> :

=1 i=1

Dann folgt:

H . Cinv X RS7

H(t,%,p) = (1 : 2) ' <Z Mij(tvx) *Di 'pj> + V(t,ZE),

3,j=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L,C x R?).

Beweis. Gemif bereits Bekanntem ist (D, G) ein v, P-Inversions-Paar von (L, C'x
R®) mit
EP = {(t,l‘,P(t,[L’,U)) NS D(t,l’)} = C’inv x R

Unter diesen Voraussetzungen ist die (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, C x R?)
gegeben durch

H: Cony xR, H(t,7,p) = (p| Glt,2,p) ) — L(t,z, G(t, 7)),

und nun wird durch Rechnung fiir alle (¢, z,p) € Cipy X R®,

H(t,z,p) = (p| Gt x,p)) — L(t,x,G(t,z,p))
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—sz (ZM” (t,z)- p>

7j=1
1 2 Z Mz] t :U <Z Mil(tax) 'pl> ’ <Z Mjk(tvx) pk)
i,j=1 =1 k=1
—V(t, x)
= sz MY (t, x)
2,j=1

—(1:2) Z My(t, ) - MP(t, ) - py - MPR(t, ) - py.

i,5,0,k=1
- V(t,l‘)
- Z MY (t,z) - pi - p;
2,j=1
S0 3 (St 1)
7,Lk=1 \i=1

—V(t,x)

=Y MI(tx)-pi-p—(1:2)- Y &' -p- MMt z)p

i,j=1 Jlk=1

—V(t, x)

= Y M) ppy = (1:2)- Y gy M)

ij=1 jk=1

—V(t,x)

S M) g = (12) 3 MK
ij=1 j k=1

—V(t,x)

221

=(1:2)- (ZS: MY (t,z) - p; -pj> + V(t,z),

ij=1

ermittelt.

[]
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Unter diesen Essays kanonischen Voraussetzungen werden (D,G)(HJIG)-Léosun-
gen von (L,C x R®) charakterisiert.

Unter den Voraussetzungen ...
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V (t, z).
—) M;; auf Cip, invertierbar.
—) Cipy offene Teilmenge von RS,
—) D ={((t,z),R?): (t,x) € Ciny}.
—) G : Cipy X R® — R,

G(t,z,v) = (Z MY(t,z) - vy, . .. ,ZMSi(t,iL‘) : vi> :

i=1 =1

...sind die Aussagen i), ii) &quivalent:
i) @, P losen (D, G)(HIG) von (L,C x R?).

ii) dom () = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € C'(dom @ : R*) und
fir alle t € dom @ gilt (¢, Q(t)) € Cipy und
fir alle t € dom@, a € {1,...,s} gilt

S

Qalt) = Z M (t,Q(1) - Pi(t)

Palt) = —(1:2)- 30 (MY),a(t,Q(0) - Pt) - Bi(1)
V.l Q)
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Beweis. Da der Ortsraum gleich R? ist bleibt auf Grund bereits getéatigter Vor-
arbeiten fir a € {1,...,s} und (¢,z,p) € Cipy X R® verbleibt nur die Verifikation
der beiden Gleichungen

s

Op H(t, x,p) = ZM‘”(t,x) - Dis

i=1

und

—0p, H(t,w,p) = —(1:2) - (Z(Mij),a(t,x)  Pi -m) —Valt,2).

4,j=1



224 KLT #273

Gilt Standard L auf C x R® mit M_(t,z),V(t,z), so ergeben sich fiir den Uber-
gang von (D, G)(HIG) von (L,C x R®) zu (ELG) gegeniiber #272 keine neuen
Erkenntnisse. Der Weg von (ELG) zu (D, G)(HIG) von (L; C x R?) ist hier wegen
geringerer Anforderungen - der Geschwindigkeitsraum ist R® - hier angegeben.
Der Beweis wird den Lesern tiberlassen.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V (t, z).
—) M;; auf Cip, invertierbar.
—) Cipy offene Teilmenge von RS,
—) D ={((t,z),R?): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R,

G(t,z,v) = <Z MY(t,z) - vy, ... ,ZMSi(t,iL‘> : vi> :
i=1 i=1

—) ¢ lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom q gilt
(tv Q(t)) S CiHV‘

Dann folgt “q,P*q losen (D, G)(HIG) von (L,C x R*)” .

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
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KLT: Standard L auf C' x R* mit M (t,z), V(¢).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 25/02/15
Standard L auf C' x R* mit M_(¢,z),V (1),

genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. 0 # C offene Teilmenge von R,
3. (V]I)eCYI:R), wobei I ={t:(Jz:(t,z) € O)}.
4. Firi,j€{l,...,s}gilt (M;; | C) € CH(C : R).
5. Fird,je{l,...,s}gilt (M,;; | C)=(M;; | C).
6. L:C xR >R,

Lit,z,v)=(1:2)- (Z Mi(t, ) - v; - vj> —V(t).

ij=1

M;; auf Cipy invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. iy C C.
2. Fiir (t,2) € Cipy und 4,5 € {1,...,s} gibt es MY (¢, z),
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}
i Myi(t, ) - M(t,z) = &',
i=1

gilt.

Bemerkung. Falls M;; auf C}y,y invertierbar, dann auf Ciy, . ..

s

k ak

Fij :E Fija'M 5
a=1

(B:M) = M- (0. M)a;,

a=1

‘/:z:Zi;M’LaVa
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf C' x R?.

b) domL = C x R®.
&) L=(L|CxR).
d) Fird,j,ke{l,..., s} gilt I';;z; € C(C : R).

e) Ist M;; auf Cly,y invertierbar
und ist 0 # O,y offene Teilmenge von R,
so gilt fiir alle 4,5 € {1,...,s},

MY € CY(Cipy - R), (0:M)’; € C(Ciny : R),
und fiir alle 4, j, k € {1,...,s}

I,;" € C(Ciny : R).
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Zeitliche Ableitung 0. L.
oL € C(C xR*:R),
(O L)(t,z,v) = (1:2)- (Z(@tM)ij(t,x)-vi-vj> — V(1)
ij=1
Kraftfeld K. Fir a € {1,..., s} gilt
K, € C(C x R*: R),

Ko(t,7,0) = (Op, L)(t,2,0) = (1:2)- > M oft,x) - v; - v;.

ij=1
Es gilt
KeC(C xR : R,

s

K(t,,0) = (VeL)(t,z,0) = (1:2) - Y (VMy)(t, ) - v; - v;.

ij=1

Impulsfeld P. Fiir a € {1,..., s} gilt

Po € CH(C X R*:R), Po(t,2,v) = (0p, L)(t,2,0) = Y Moy(t,z) - v;.
i=1
Energiefeld E.
Ec CHC xR*:R),

E(t,z,v) = (P(t,x,v) | v ) — L(t, x,v)

ij=1
kEnergiefeld T.
Te CH(C xR°:R),
T(t,x,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

= (1 . 2) . Z sz(t,l') C U Uy

1,7=1
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pEnergiefeld &.
®cC(CxR:R), &t x,v)=Etazv)—Ltzv):2=V().
(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R® gilt
I(u,w) € C'(C x R*: R),

I(u, w)(t,,0) = (z [u)- (w\P(tﬂfUH (z]w)-(u|P(t z,0))

(x|u) E M;i(t,x) - w; - v;

1,j=1
(el > M

i,j=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R® gilt
M(u,w) € C(C' x R* : R),

M(u, w)(t, x,v)

=(]u)-(w[KEtz,0)) = (z][w)- (u][K(Ez,0))
+(vfu)-(w|P(t,z,0)) = (v]w)-(ulP{Ez,v))

s

= (1:2) - (a|u)- Y (VeMy)(t,x) [w) v vy

,5=1
s

—(1:2) (afw)- Y (VaMy)(t,a) [ u) - vi-v;

ij=1

—|—(v\u)~ZMij(t,:c)~wi~vj

4,j=1

—(v|w) E M;;(t,z) - u; - vy,
i,7=1

wobei nicht unbedingt
¢ M(u,w)(t,x,v) - <J; | u> ’ <w | K(t,(l},’U) > - <I | w > ’ <u | K(t,x,v) > ”7

(vlw)-(w|Ptz,v)) = (v]w) (ul[P{Ez,v))

:<v|u)~ZMij(t,x)~wi‘vj

4,j=1

—<v|w>-ZMij(t,a:)-ui-vj:O "

,j=1
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Unter der Voraussetzung
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).
..sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) cist C' x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc : R¥)
und fiir alle t € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).
—) cist C' x R*-Kurve.
=) ae{l,... s}

Dann gilt:

a) (Aergl)a (Z M,; o (t,c) ) + Z Tijo © i ¢

i,7=1

b) Falls M;; auf Ci,, invertierbar ist
und falls (¢, ¢(t)) € Ciny fiir alle t € E,
so gilt auf £

(Ae1gC) —ca+ZFU (t,c)-¢; - cj—i—z (0 M t,c) - ¢,

i,7=1

s

wobel (Aggc)” = Z Mo (t,¢) - (AergC);-

=1

+ > (0:M)ai0 (t,0) - é;.
=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).
—) cist C' x R*-Kurve.
—) ae{l,... s}

Dann gilt:

s

) Y Mo (t,c) ¢ = (Aagt)a— Y Lijao (t,0) ¢ ¢
=1

,j=1

—Z(@tM)m- o(t,¢)- ¢

b) Y Mio(t,c) & ¢

1,7=1

= ((Dage) [ ¢) = > Typo(t,0)-éié5-cn

i,5,k=1

=) (B M)ijo (t,0) - éi - 5.

ij=1
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

L*ce C'(domec:R), L'c=(1:2)- (Z Ml-jo(t,c)-c'i-c'j> —Vot,

1,j=1
und
(L*C). = (Z Mij 9] (t,C) : Cz : C]> + Z Fijk: e} (t,C) . Cz : éj : Ck
1,5=1 1,5,k=1
+(1:2)- (Z (B.M),; 0 () - ¢ - q) (V) o,
1,5=1
und

(L*c)® = ((Aege) | ¢) — (1 :2) - (Z(atM)ij o(t,c)-¢ - c'j> —(V*) ot.

ij=1

Zeitliche Ableitung (0,L)*c lings c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

(0sL)*c € C(domc: R),
(OsL)*c=(1:2)- (Z(atM)ij o(t,c) ¢ c'j> —(V*)ot.

Kraftfeld K*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,..., s},

S

(Ko)'c € C(dome: R), (Ko)c=(1:2)- Z(MUO‘) o (t,c)- ¢ ¢

1,j=1

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

(K'e|¢)eCdome:R), (Ke|é)= Y Tipol(t,c) & &,
ij,k=1

und
S

K'ce C(domc:R%), Kec=(1:2)- Z(VXM)Z-j o(t,c) ¢ ¢y

=1
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Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,...,s},

(Po)*c € Cl(domc: R), (P,)*c= ZM‘“ o - G,

— (Z Mo (t,¢) - c> + <Z Mg ;0 (t,¢)-¢ - c'j) +Y (8. M)uio(t,¢)-é,

ij=1 i=1

(Pa)*e)® = (Aergl)a + (Ka) ¢ = (Argl)a + (1:2) Z M;j. é - .
2,7=1
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domec: R?),

und

(P*c)® = (Aergc) + K'c = (Agige) + (1:2) - Z(VXM)M o(t,c) ¢ - ¢y,

,j=1

und

((P*¢)* | ¢) € C(dome: R),

((P ) |¢)= <2Mijo(t,0)‘éi‘éj> +2- Z Lijko(t,c)-é-¢-é

ij k=1

:<( elgc |C Z FZ]k;o C]Ck
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

E'c € C'(domc:R), E'c¢=(1:2)- (Z Mijo(t,c)-c'i-c'j> +Vot,

ij=1
und
(E*C). = <Z Mij O (t,C) . CZ . C]> + Z Fijk (¢] (t,C) . Cz . éj . Ck
ij=1 i,j,k=1
+(1:2)- (Z (0:M),; 0 (t,¢) - é;- q) + (V") ot,
ij=1
und

(E*c)® = ( (Aerge) | ¢) —(1:2) - (Z(atM)ij o(t,c)-¢ - éj> +(V*)ot.

t,j=1
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kEnergiefeld T*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

T*c € C'(domc:R), Tec=(1:2)- Z M;jo(t,c) ¢ - ¢,

ij=1
und
(T*c)* = (Z Mij o (t,c)- ¢ éj) + > Tigo(t,0)-éi-¢5-cn
2,j=1 i,7,k=1
+(1:2) Z (atM)z‘j o (t,¢)- ¢+ ¢y,
i,j=1
und

s

(T°¢)* = { (Aarge) | ¢) = (1:2)- > (BM)0 (t,0) - ¢ ¢

1,j=1

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc C'(domc:R), ®*c=Vot,

und
(®@*c)®* = (V*)ot.

(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings ¢
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

I(u,w)'c=(c|lu) - (w|Pc)—(c|lw)- -(u|Pc)

= (clu)- > Mo (t,c)-w-é;

i,j=1
S
—(clw) Y Myo(t,c) uié
i,j=1

und
(I(u,w)"c)® = M(u,w)"c.



KLT #274 235

(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(w[Kec)=(c[w) (u][Kc)
(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pc)

_I_

s

=(1:2)-(clu)- Y ((VeMy)o(t,e)|w) é-¢

—(1i2)'<0\w>'Z<(VxMij)O(t>C)!U>'C'i'c'j
+(elu)- Y Mo (t,c)-wi-é

4,j=1

—(elw) Y Myo(t,c) uié

ij=1
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)e=(clu)-(w[Ke)=(clw) (u[Ke)7,

: (C’IU>-<wIP*C>—<C'|w>-<UIP* )

(¢lu) Z ) - w; - ¢

i,7=1

b 7
—(¢|w) E “U; - ¢ = ZOdome -

i,0=1



236

KLT #274

Unter der Voraussetzung . ..

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(dom ¢ : R*) und

fir alle « € {1,..., s} gilt

3,7=1

—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).

fiir alle ¢ € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C und

(Z Mo (t,q) - QZ> + Z Lijao(t,q) - ¢ - d;
i1

=Y Mo (5.0) i

Es gelte:

—) M;; auf Cip, invertierbar.

—) q lost (ELG).

- ae{l,...;s}

Dann folgt

Ga(t) + Y Ty (1) - dilt) - 45(1) =

4,j=1

—) Standard L auf C' x R® mit M_(¢,z), V(¢).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt (¢, ¢(t)) € Ciny-
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).
—) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) q ist C x R*-Kurve.
=) (t,q(t)) € Ciny.
—) Fir alle a € {1,...,s} gilt
Jo + Zrz‘jao(taQ)'%'%:—Z O M
ij=1

Dann folgt “q lost (ELG)” .

,q) * Gi,

Lagrange-Funktion L*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C'(domg:R), L'q=(1:2)- <ZM o(t,q

qz"dj) —Vot,

ij=1
und
(Z (t.q) - Gi - q]> + Z Lijr o (t,4) - i - G5 - Gr
1,j=1 i,5,k=1
+(1:2)- (Z (atM)ij o(t,q) G- %) —(V®)ot
ij=1
und

s

(L*q)* = —(1:2)- (Z(&;M)ij o (t,q) g Qj) — (V%) ot

4,j=1

Zeitliche Ableitung (0,L)*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0:L)*q € C(domg : R),

S

(atL)*q=(112)'<Z(at )ij © (t.q) - qi'%)—(V')Ot

ij=1
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Kraftfeld K*q, g 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

s

(Ka)*q € C(domg : R), (Ka)'q=(1:2)- > (M a)o (t,q) - di- G-

1,j=1

Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(K'q|¢)€Cldomq:R), (K'q[q)= Y Timo(t,q)di-dj-
i,j,k=1

und
S

i=1
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Impulsfeld P*q, ¢q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pa)q € Cl(domq : R), (Pa)'q =) Maio(t,q) s

i=1
und
((Pa)*q)*
= (i Mai o (t,q) - %> + (i: Mai,j o (t,q) - Gi - Qj) +i(3tM)aiO(t7Q)'%
i=1 ij=1 i=1
und

((Pa)"@)* = (Ka)"q=(1:2)- > M a0 (t,q) di-q

ij=1

Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
P*q € C'(domgq : R?),

und
S

(P*q)* =K'q=(1:2)- Z(VXM)z‘,j o (t,q) - di- g

ij=1

und
((P*q)* [ ¢) € C(domg : R),

( (P (Z o (t,q) - G- q]>+2 Z Lijr o (t,q) - di - 4j - G

i,j,k=1

+Zat Q) - i - 4

= Z Lijr o (€,4) - di - ¢+ Gr-

t,5,k=1
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E*q € C'(domg:R), E'q=(1:2) (Z (jj>—|—VOt,
i,j=1
und
(Z t q i - q]) + Z Fzyko(t Q) ¢i - qj Gk
1,j=1 i,5,k=1
+(1:2)- (Z (atM)ijo(t>Q) i - > (V*)o
ij=1
und

S

(E°q)* =—(1:2)- <Z(atM)ij o(t,q)qi- ) (V®)o

i.j=1

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q € C'(domg:R), T'q=(1:2)- Z M;j o (t,q) - 4 - 4j,

ij=1
und
(Z (t.q) - Gi qj)Jr Z Tiji 0 (£,9) - Gi - d5 - G
i,j=1 i,5,k=1
+(1:2)- ) (0 M) 0 (%) - di - dj,
ij=1
und

S

(T°q)" = —(1:2)- Y (3:M)0 (t,9) - Gi - .

ij=1

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*gc C'(domgq:R), ®*¢=Vot,

und

(®°q)* = (V*) ot
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle v, w € R?,

I(u,w)*q € C'(domgq : R),

I(w,w)'¢=(qlu)-(w|[Pq)—(qlw) (u|Pq),
und
(I(uvw)*Q). = M(u7w)*q'

(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle v, w € R?,

M(u,w)"q € C(dome: R),
M(u, w)*q

=(qlu) (w|[Kq)—(qglw) (u|Kq)
(qlu)-(w|[Pq)—(q|lw) (u|Pq)

+

S

=(1:2)-(qlu) Y ((VaMy)o(t,q) [w) g

1,j7=1
—(1:2)-(qlw)- Y (Vi) o (t,q) [u) -G - d;
1,7=1
+(q|u) Z wi - gj
2,7=1
(i) 3 Mo ) i
i,7=1

—(qlu) - ((ViV)o(t,q) [w)+{qlw) ((ViV)o(t,q)[u)
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'¢q=(qlu) (w|Kq)—(q|lw) (u|Kq)",

Co{qfu) - (w[Pq) = (¢w) (ul[Pq)

=<Q|“>'2Mij0(t7Q)'wi'Qj

ij=1

b b
Q|w E Ui * g5 = ZOdom g .

i,j=1
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L,C x R*, P, Eqi+t, Eore, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, E,e;: sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
Ezeit X Eort g C und
fir W = (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) U0 =idg ..
¢) Fiir alle ¢ € P gilt V¢[E,..] C Eop.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z), V(¢).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # Eo offene Teilmenge des R®.
—) Egeiv X Eory C C.
—) A€ CYFE x R*: R%).
—) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eop.

Dann folgt “A ist L,C' X R®, P, E,¢i¢, Fort, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)

—)
—)

—)

Standard L auf C' x R® mit M_(t,x), V().
P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.

0 # E. offene Teilmengen des R®.

ELeiv X Eory € C.

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eopy] C Eope.

Fiir alle (¢,t,x) € P X Egeit X Eopy und fiir alle 4,5 € {1,...

S, u,w

My, (dreh) () = M (¢, ).

Fiir alle (¢,t,2,v) € P X Egeix X Eopry X R® gilt

S,u,w S,u,w

, s} gilt

Z M;;(t, ) dreh)w’( ) - (dreh) W’ Z M;(t,z) - v; - vj.

4,j=1 5,j=1
q 16st (ELG).
dom q g Ezeit-

Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eore.

Dann folgt: ...
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

s

(1:2)-Cqlu)- D {(VaMy)o(t.q) [w)-di-d

ig=1
—(1:2)-(q!w>-Z((VxMij)O(t,Q)|u>'Qi'Qj
ig=1
+<Q|U>'2Mijo(t79)'wi'%
ij=1
_<Q|w>'ZMijo(tuQ>'ui'q]‘
ig=1

= ZOdom q

b) (I(u,w)*q)® = zOgdomg, SO dass fiir alle t,o € domg,

(T(u, w)*q)(t) = (T(u, w)"q)(0),

also

s

(q(t) [u)- Z Mij(t, () - wi - 4;(t)

,7=1

—(q(t) [w) - Y Myt q(t)) - us - 45(t)

t,j=1

= (q(0) |u) - Mi(o,q(0)) - w; - g;(0)

i,j=1

—(q(o) |w)- Z M;j(0,q(0)) - u; - g;(o),

ij=1
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, C' X R®, Ogeit, Dort, R*, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir U = (' | Do) gilt:

a) U € C¥ Dy : R?).
b) Ozeit X \Ij[Dort] g O
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).
=) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) Ciny offene Teilmenge von R,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,Z M5 (t, z) - UZ'> :
i=1 i=1

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R,
c) E,={(t,z,v):ve D(t,x)} = Cipy x R¥ C C x R".

d) Ep = {(t,l’,P(t,l’,U)) HNOS D(t,&?)} = C(inv x R?
offene Teilmenge von R!*25,

e) G= (G| E, € C{(E,:R%.
f) Fiir alle (¢, z,v) € E, gilt

G(t,x,P(t,z,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D, Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, C' x R?)
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Es gelte:

—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).

—) M;; auf Ciy, invertierbar.

—) Ciny offene Teilmenge von R,

—) D ={((t,z),R%) : (t,z) € Ciny}.

=) G : Cipy X R — R?,

Dann folgt:

% . CYinv X

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,ZMSi(t,x) : UZ'> :
i=1 i=1

Rs? H(t7x7p) = (1 : 2) ’ (Z Mij(t7$) " Di 'pj> + V(t>7

ij=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L,C x R?).
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Unter den Voraussetzungen ...
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).
=) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) Ciny offene Teilmenge von R,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,ZMSi(t,x) : UZ'> :
i=1 i=1

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P lésen (D, G)(HIG) von (L,C x R?).

ii) dom @ = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R*) und
fiir alle t € dom @ gilt (¢,Q(t)) € Cipy und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qult) = S M(Q(0) - A()

Palt) = —(1:2)- S (M) L (6.QW) - Bt) - Pylr)

ij=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z), V(¢).
—) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) Ciny offene Teilmenge von R,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,ZMSi(t,x) : UZ'> :
i=1 i=1

—) q lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt
(£,4(t)) € Ciny.

Dann folgt “q,P*q l6sen (D, G)(HIG) von (L,C x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf C' x R® mit M (¢,z),V(z).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 25/02/15
Standard L auf C' x R®* mit M_(¢,z),V(x),

genau dann, wenn gilt:

1. 1<seN.

2. 0 # C offene Teilmenge von R,

3. (V10)eCO:R), wobei O={z:(3t: (t,z) € C)}.

4. Firi,je{l,...,s}gilt (M;; | C) € CH(C : R).

5. Fird,je{l,...,s}gilt (M,;; | C)=(M;; | C).

6. L:C xR° >R,

L(t,z,v) = (1:2)- (i M;(t,z) - v; - vj> — V(x).

ij=1

M;; auf Cipy invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Ciy C C.
2. Fiir (t,2) € Cipy und 4,5 € {1,...,s} gibt es M (¢, z),
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}
i Myi(t,x) - M(t, ) = &',
i=1

gilt.

Bemerkung. Falls M;; auf C}y,y invertierbar, dann auf Ciy, . ..

s

k ak

Fij :E Fija'M 5
a=1

(0:M) =) M- (0. M)a;,

a=1

‘/:z:Zi;M’LaVa
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z),V(z).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf C' x R?.

b) domL =C x R®.
&) L=(L|CxR).
d) Fird,j, ke {l,...,s}gilt Iz € C(C : R).

e) Ist M;; auf Ciy,y invertierbar
und ist 0 # O,y offene Teilmenge von R,
so gilt fiir alle i € {1,...,s},

Vi € C(Ciny : R),
und fiir alle 4,5 € {1,...,s}
MY € CY(Ciy 1 R), (9. M)} € C(Ciay : R),
und fiir alle 4, j, k € {1,...,s}

;" € C(Ciny : R).
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Zeitliche Ableitung 0, L.

0.L € C(CxR*:R), (OL)(t,x,0) =(1:2) Y (0:M)i(t,x) - v;-v;.
i,j=1
Kraftfeld K. Fir a € {1,..., s} gilt
K, € C(C x R*: R),

Ko(t,z,v) = (0., L)(t, z,v)

=(1:2)- <Z Mij ot ) - v; - Uj) — (V.a)(2).

1,j=1
Es gilt
K€ C(C xR : RY),

K(t,z,v) = (V4 L)(t,z,v)

=(1:2)- (Z(VxMij)(t,x) ;- vj) — (VV)(x).

1,j=1

Impulsfeld P. Fiir o € {1,..., s} gilt

Po € CH(C'XR*:R), Palt,z,0) = (0, L)(t,2,0) = Y Muilt, ) - v;.

=1
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Energiefeld E.
Ec Cl{C xR*:R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,z,v)

kEnergiefeld T.
Te CH(C xR*: R),
T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

=(1:2)- > My(t,z)-v;-v;.

ij=1
pEnergiefeld &.
®cC{OC xR :R), ®(tx,v)=(EExv)—Ltrwv)):2=V().
(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € CH(C x R*: R),
I(MU})(t,x,v)=<$\U>'(W\P(t z,0)) = (x|w)-(u|P{t z,0))

(x|u) E M;i(t,x) - w; - v;

i,7=1

(x|w) E M;;(t, x) - u; - vj.

i,j=1
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R? gilt
M(u,w) € C(C x R : R),
M(u, w)(t, x,v)
(zu)-(wl|Ktz,0)) = (z|w)-(u|K({Ez,0))

+(vlu)-(w[Ptz,v)) = (v|w)- (u|[PEwv))

S

=(1:2)-(xlu)- Y (VM) (t2) |w) -0 v

1,5=1
S

—(1:2)-(zlw) Y (VaMy)(t2) [u) v v

,j=1

—i—(v\u)-ZMij(t,x)-wiwj

ij=1

—(U\w>-ZMij(t,x)~ui'vj

—<xIU>~<(§V)(x)|w>+<x\w>-<(VV)(ﬂ?)!u>,
wobei nicht unbedingt

“Mu, w)(tz,v) = (2 [u) - (w [ K({Ez,0)) = (2 |w) - (ulK(Ez,0)) 7,

(v]w)-(wlPE,z,v)) = (v[w)-(u|P{Ez0v))

:(v\u)-ZMij(t,x)~wi~vj

ij=1

—<v|w>'ZMij(t,x)'ui~vj:O K

1,j=1
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Unter der Voraussetzung
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z),V(z).
..sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) cist C x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc : R¥)
und fiir alle t € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M (¢, z), V(z).
—) cist C' x R*-Kurve.
=) ae{l,..., s}

Dann gilt:

a) (Ae1gC)a (ZMMO (t,c) >+ era t,¢) - ¢ - ¢

7,7=1

=1

b) Falls M;; auf Ci,, invertierbar ist
und falls (¢, ¢(t)) € Ciny fiir alle t € E,
so gilt auf £

(AelgC)a = éa + Z Fija o (t, C) . Cz . éj

4,j=1

wobei (Ag1gc)” E M o (Ae1gC);i-

+ (i(atM)ai o (t,c) - éi> +Vaoc

(S (0 M)% 0 (t,¢) - )—I—V‘“oc




256 KLT #275

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z),V(z).
—) cist C' x R*-Kurve.
—) ae{l,... s}

Dann gilt:

) Y Mo (t,c) ¢ = (Aagt)a— Y Lijao (t,0) ¢ ¢
=1

b) ZMijo(t>C>'éi'éj

1,j=1

= ((Bage) [¢) = D Tyro(t,0)-é-éj-éx

i k=1

_ (Z(@tM)ijo(t,C)~C'i~C'j> —((VV)oc|é).

3,7=1
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

L*c € C'(domc:R), L*c (ZM o(t,c) c'i-c'j>—Voc,
2,7=1
und
= (Z MijO(t,C>'éi'éj> + Z Fijko(tvc)'c'i'éj'c‘k
ij=1 ijk=1
+(1:2)- <Z(atM)ijo(t’C>'éi'éj> —((VV)oc|é),
iji=1
und

s

(L7¢)" = { (Darge) | ¢) = (1:2)- > (9M)yo(t,0) - - ¢

1,7=1

—2-((VV)oc|eé).

Zeitliche Ableitung (0,L)*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

(OuL)*c € C(domc:R), (0,L)'c=(1:2)- zs:(@tM)ij o(t,c)- ¢ ¢

ij=1
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Kraftfeld K*c lings c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,...,s},

(Ko)"c € C(dome : R),

(Ko)c=(1:2)- <Z(MUQ) o (t,c)-c’i-éj> —Vaoc

ij=1

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt
(K'c¢|¢) e C(dome: R),

<K*C\C'>=<Z Fz’jko(t,C)'C'rC'j'C'k> —((VV)ocle),

i k=1

und
K*c € C(domc : R?),

=(1:2)- <Z(VXM>ij o(t,c) ¢ - éj> —(VV)oec.

i=1

Impulsfeld P*c lings c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Po)*c € C'(domc: R), (P,) C—ZMMO (t,c) - é,

= (ZM‘MO (t,c) > (Z M, jo Q)—I— 5 (OeM)pio(t, ¢) ¢,

7,7=1

und

((Pa)*c)® = (Aelgc)a + (Ka)"c

= (Ae140)a (Z M;j o0 c’i-cj> —Vaoc

2,7=1
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Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc: R?),
und
(Pc)® = (Aerge) +K'c
= (Aergc) +(1:2)- <Z(VXM)Z;J' o(t,c) ¢ éj) —(VV)og,
ij=1

und

((P*¢)* | ¢) € C(domc : R),

((P ) |¢)= (ZMWO (t,c)- ¢ - c]>—|—2 Z Lijko(t,c)-é ¢ - ¢

=1 1,7,k=1

+ ) (0M)jjo (t,0) - ¢ éy

=<(Ae1g0)!é>+<z Fia’ko(t,C)'érC’j'ék> —((VV)oc]e).

,5,k=1

Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

E'c € C'(domc:R), E*c (ZM o(t,c) c'i~c'j)+Voc,
i,j=1
und
(E*C). = <Z Mij ¢] (t,C) . Cl . Cj> + Z Fijk o) (t,C) . Cz . éj . Ck
i,j=1 i,5,k=1

+(1:2)- (Z (O M) 0 (t,c) - & c]> + ((ViV)oc|é),

i,j=1

und
S

(E')* = ( (Daage) | &) = (1:2)- Y (@M)jj0 (t,0) - & ¢

ij=1
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kEnergiefeld T*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

T*c € C'(domc:R), T'c¢=(1:2)- Z M;jo (t,c)- ¢ ¢,

ij=1
und
= <Z Mijo(t,c)-éi-c'j> + Z Dijr o (t,0) - ¢i- ¢ ¢y
i,j=1 i,5,k=1
+ (1 . 2) . Z <atM>ZJ o (t,C) <G éj,
i,5=1
und

—((VV)oc|é),

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc Cl'(domc:R), ®*c=Voc,

und

(®*c)*=((VV)oc|é¢).

(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings ¢
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

I(u,w)*c € C'(domc: R),
I(u,w)'c=(c|lu) - {(w|Pc)—(c|lw)- -(u|Pc)
=(clu)- Y Myo(t,e) w-é

1,j=1
E M O t C s U éj,

2,j=1

und
(I(u,w)*c)® = M(u, w)*c.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(w[Kec)=(c[w) (u][Kc)
(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pc)

_I_

s

=(1:2)-(clu)- Y ((VeMy)o(t,e)|w) é-¢

—(1i2)'<0\w>'Z<(VxMij)O(t>C)!U>'C'i'c'j
+(elu)- Y Mo (t,c)-wi-é

4,j=1

_<é|w>'ZMijo<t7C)'ui'éj
—(clu)-((VV)oclw)+(clw) - ((VV)oc|u),

wobei nicht unbedingt

“M(u,w)re={clu)-(w|Ke)=(clw)-(u]Ke)”,

©o(elu)-(wlPe) = {¢lw)-(ulPc)

=(c¢lu) > Mo (o) w-é

ij=1

S
_<é|w>'ZMijo(tac)'ui'éj:ZOdomc 7.

3,7=1
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Unter der Voraussetzung . ..

—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z),V(z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(dom ¢ : R*) und
fiir alle ¢ € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C und
fir alle « € {1,..., s} gilt

(Z Mo (t,q) - QZ> + Z Lijao (t,q) - ¢ d;
i1

ij=1

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z),V(z).
—) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) q lost (ELG).
=) (t,q(t)) € Ciny.
- ae{l,...;s}
Dann folgt

Ga(t) + ) Ty (8 (1) - dalt) - 45(1)

2,j=1

_ (Z (0. M)%(t, q(1)) - %(ﬂ) — V*(q(t)).

i=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z),V(z).
—) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) q ist C x R*-Kurve.
—) Fiir alle t € domq gilt (¢, q(t)) € Ciny-
—) Fir alle a € {1,...,s} gilt

ot > Ti"o(t,q) ¢ g

ij=1

Dann folgt “q 16st (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, q l6st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C'(domq:R), L*'q=(1:2)- (Z M;; o (

ij=1

und

(L*q)* = (Z Mijo (t,q) - Gi - Qj) + Z Lijro(t,q) i+ 4; - G

ij=1 i k=1

+(1:2)- (i (atM)ijo(tvq) “Gi+ G

ij=1

>—((VV)OQICJ>,

(L*q)* = —(1:2)- (Z(atM>ijo<t7Q)'Qi‘Qj> —2-((VV)oq|q).
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Zeitliche Ableitung (0.L)*q, q lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

S

(0:L)*q € C(domgq: R), (8eL)*q=(1:2)- > (9M)io (t,q)- - ;.

ij=1

Kraftfeld K*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ka)*q € C(domgq : R),

(Ka)'q=(1:2) <Z(Mij,a) o (t,q) - qi'dj) —Vaog

ij=1
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q|q) € C(domg:R),

<K*QIQ>=<Z Fz’jkO(t,CJ)-dr%-qk>—((VV)OCJ\CH,

i k=1
und

K*q € C(domg : R?),

s

K'q=(1:2)- <Z(VXM)U °(t,q)qi- %’) —(VV)oq.

i=1
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Impulsfeld P*q, ¢q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pa)q € Cl(domq : R), (Pa)'q =) Maio(t,q) s

i=1
und
((Pa)*q)*
= (i Mai o (t,q) - %> + (i: Mai,j o (t,q) - Gi - Qj) +i(3tM)aiO(t7Q)'%
i=1 ij=1 i=1
und

((Pa>*Q). - (Ka)*q - (1 : 2) : (Z Mij,a o (taQ> : Qz : %’) - ch o4q.

ij=1
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
P*q € C'(domgq : R?),

und

S

(P"q)* =K'qg=(1:2) (Z(VXM)M (€ q) - i ) (VV)oq,

2,j=1

und
((P*q)* | ¢) € C(domg: R),

((Pq (Z o(t,q) G- qg>+2 Z Tijk o (t,9) - Gi - Gj - G

i,7,k=1

+Zat )% q.j

i,j=1

:<Z Fz’jko(tﬂ)'%'%@k> —((VV)oqlq).

1,7,k=1
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E'qg € C'(domg:R), E*q¢=(1:2) (Z qj>+Voq,
ij=1

und

(E*q)® =<Z o (t,q) G- QJ>+ZF1gkO(tQ) Gi - Gj - dk

ij=1 i k=1
+(1:2)'(i(atM>ijo<t7Q)'Qi'Qj>+<(VV)OQ‘Q>>
ij=1

und

S

(E'q)® =—(1:2)- Y (0:M);0(t,q) i dj.

3,j=1

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q € C'(domg:R), T'q=(1:2)- Z M;jo (t,q)- ¢ -4,

ij=1
und
(T*q)° =<Z o (t,q) G- q]>+zl“mk0(tq) Gi - 45 - d
i,j=1 i,5,k=1
ij=1
und

S

(T*Q)’=—(112)'<Z(3t )ij © (t.q) - Qi'Qj>_<(vv)OQ|Q>,

i,j=1

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
®*gc C'(domq:R), ®*¢=V ogq,

und
(@%q)* =((VV)oq|q).
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle v, w € R?,

I(u,w)*q € C'(domgq : R),
I(“aw)*q:<Q|U>'<w|P*Q>—<Q|w>'<U|P*Q>
(qlu) Z wi -+ q;
qlw Z “ Ui gy,

2,7=1

und
(I(uv w)*Q). = M(ua w)*Q'
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 1ost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)"q € C(domc: R),

M(u, w)*q

(qlu) -(w[Kq)—

(qlw)-(ulKq)
(qlu)-(w|[Pq)—

(¢lw)-(ul|Pq)

_I_

S

=(1:2)-{qlu)- ) ((ViMy)o (t,q) |w)

) iy
2 (alw) - 32Ty o (0.0) ) i
Q|U Z w; * qj

2,7=1

—<Q|w>'ZMijO(t,Q)'Ui'Qj
—(qlu)-((VV)oq|w)

+(qlw) ((VV)eqlu),
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'q=(qlu) (w|Kq)—(qg|lw) (u|Kq)”,
¢ <CHU>-<w\P*Q>—<Q\w>-<u|P*Q>

(q[u) Z

wj - q;

2,j=1

_<q|w>'ZMijo(t7Q)'ui'Qj:ZOdomq 7
ij=1
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z),V(z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L,C x R*, P, Eqi+t, Eore, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, F,e;: sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
Ezeit X Eort g C und
fir W = (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) U0 =idg ..
¢) Fiir alle ¢ € P gilt V[E,..] C Eop.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z),V(z).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # E, offene Teilmenge des R®.
—) Egeiv X Eory C C.
—) A€ CYFE x R*: R?).
—) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eop.

Dann folgt “A ist L,C' X R®, P, E,¢i¢, Fort, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)

—)

—)
—)

—)

Standard L auf C' x R®* mit M _(¢t,z), V(x).
P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.

0 # Eo offene Teilmengen des R®.

ELeiv X Eopry € C.

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eopr] C Eope.

Fiir alle (¢,t,x) € P X Egeit X Eopy und fiir alle 4,5 € {1,. ..

S, u,w

My, (dreh) () = M (¢, ).

Fiir alle (¢, x) € P X Fop gilt

S, u,w

V((dreh)'(x)) = V().

Fiir alle (¢,t,2,v) € P X Egeip X Fopy X R® gilt

S, u,w S, u,w

> My(t,x) - (dreh);(v) - (dreh);" (v ZMUtx ;- 0.

3,j=1 3,j=1
q 16st (ELG).
dom q g Ezeit-

Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eore.

Dann folgt: ...

, s} gilt
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

s

(1:2)-Cqlu)- D {(VaMy)o(t.q) [w)-di-d

ig=1
—(1:2)-(q!w>-Z((VxMij)O(t,Q)’U>'Qi'4j
ig=1
+<Q|U>'2Mijo(t79)'wi'%
ij=1
_<Q|w>'ZMijo(tuQ>'ui'q]‘
ij=1

—(qlu)- ((VV)oqlw)+(q|lw) ((VV)oq|u)

= ZOdom q-

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, s0 dass fir alle ¢, € domg,

(T(u, w)"q)(t) = (1(u, w)"q)(0),
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z),V(z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) Tist L, C' X R, Ogeit, Dort, R*, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir U = (' | Do) gilt:

a) U € C¥ Dy : RY).
b) Ozeit X \Ij[Dort} O
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z),V(z).
—) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) Ciny offene Teilmenge von R,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,Z M5 (t, z) - UZ'> :
i=1 i=1

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R,
c) E,={(t,z,v):ve D(t,x)} = Cipy x RE C C x R".

d) Ep = {(t,l’,P(t,l’,U)) HNOS D(t,&?)} = C(inv x R?
offene Teilmenge von R!*25,

e) G= (G| E,) € C(E,:R%.
f) Fiir alle (¢, z,v) € E, gilt

G(t,z,P(t,z,v)) = v.

g) Fiir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D, Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, C' x R?)
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z),V(z).
—) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) Ciny offene Teilmenge von R,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,ZMSi(t,x) : UZ'> :
i=1 i=1

Dann folgt:

S

H: Ciny X R®, H(t,z,p)=(1:2)- (Z MY (t,z) - p; ~pj> + V(z),

ij=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L,C x R?).
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Unter den Voraussetzungen ...

—) Standard L auf C' x R® mit M (t,z),V(z).

—) M;; auf Ciy, invertierbar.

—) Ciny offene Teilmenge von R,

—) D ={((t,z),R%) : (t,z) € Ciny}.

=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,ZMSi(t,x) : UZ'> :
i=1 i=1

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P lésen (D, G)(HIG) von (L,C x R?).

ii) dom @ = dom P echtes reelles Intervall und

Q, P € C(domQ : R*) und

fiir alle t € dom @ gilt (¢,Q(t)) € Cipy und
fir alle t € domQ, a € {1,...,s} gilt

Qult) = S M(Q0)- B()

Palt) = —(1:2)-) (MY),o(t, Q1)) - Bi(t) -

ij=1

—V.a(Q(1))
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t,z),V(z).
—) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) Ciny offene Teilmenge von R,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,ZMSi(t,x) : UZ'> :
i=1 i=1

—) q lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt
(£,4(t)) € Ciny.

Dann folgt “q,P*q l6sen (D, G)(HIG) von (L,C x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf C' x R* mit M (t,z), V().
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 25/02/15
Standard L auf C' x R®* mit M _(t,z),V(),

genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. 0 # C offene Teilmenge von R,
3. VeR.
4. Firi,j€{l,...,s}gilt (M;; | C) € CH(C : R).
5. Fird,je{l,...,s}gilt (M;; | C) = (Mj; | C).
6. L:C xR — R,

L(t,z,v)=(1:2)- (Z M;(t,z) - v; - Uj) - V().

ij=1

M;; auf Cip, invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Ciw CC.
2. Fiir (t,2) € Cipy und 4,5 € {1,...,s} gibt es M (¢, z),
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}
28: Myi(t,z) - M (t,2) = &,
i=1

gilt.

Bemerkung. Falls M;; auf Ci,, invertierbar, dann auf Cip, . ..

s

k E ak

Fij = Fijoz -M )
a=1

(0 M)y =) " M™ - (0. M)a;.
a=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf C' x R?.

b) domL = C x R®.
&) L=(L|CxR).
d) Fird,j,ke{l,..., s} gilt I';;z; € C(C : R).

e) Ist M;; auf Cly,y invertierbar
und ist 0 # O,y offene Teilmenge von R,
so gilt fiir alle 4,5 € {1,...,s},

MY € CY(Cipy - R), (0:M)’; € C(Ciny : R),
und fiir alle 4, j, k € {1,...,s}

I,;" € C(Ciny : R).
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Zeitliche Ableitung 0. L.

0L € C(C xR :R), (9L)(t,x,v) = (1:2)- > (0M)y(t, ) - v; - v;.
ij=1
Kraftfeld K. Fir a € {1,..., s} gilt
K, € C(C xR*: R),
Ko(t,z,v) = (0, L)(t,x,v) = (1:2) Z M;j o(t,z) - v; - v;.

i,0=1

Es gilt

KeC(C xR : R,

K(t,z,v) = (ViL)(t,,0) = (1:2) - Y (Vay)(t,z) - v; - 0.

ij=1

Impulsfeld P. Fiir a € {1,...,s} gilt

P, € CH(C x R*:R), Pu(t,x,v) = (0,,L)(t x,0) ZMO“ (t,x) - v;.

Energiefeld E.
Ec CHC xR*:R),
E(t,z,v) = (P(t,z,v) |v) — L(t,z,v) = (1:2) ZMmtx CU; V.
2,j=1
kEnergiefeld T.
Te CH{(C xR : R),
T(t,x,0) = (E(t, 2,v) + L(t,2,v)) : 2= (1:2) - > M;(t,z) - v; - v;.
ij=1
pEnergiefeld &.

®cC(CxR:R), &t x,v)=(Etazv)—Ltzv):2=V.
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'(C x R*: R),

I(u,w)(t,z,v) =(x|u) (w]|P(t,z,v))—(xz|w) (u|P(tz,0v))

:<x|u>-ZMij(t,x)~wi-vj

3,j=1

—<$|w>-ZMij(t,x)-ui-vj.

ij=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R® gilt
M(u,w) € C(C x R : R),
M(u, w)(t, x,v)
(@ lu)-(wlK(t,z,0)) = (x]w)- (u|K({z,0))

+(vlu)-(w[Ptz,0)) = (v|w)- (u|[P{Erv))

s

=(1:2)-(x|u)- Y (VM) (t,2) |w) -0 v

ij=1
S

—(1:2) - (xfw) Y (VaMy)(tz) [u) v v

1,j=1

—i—(v\u)-ZMij(t,x)-wiwj

ij=1
—<v|w>-ZM¢j(t,$)'ui'vj,
ij=1
wobei nicht unbedingt

“M(u, w)(t,w0) = (@ [u) - (w [ Kt z,0)) = (@ [w) - (u|K(Ez,0)) 7,

(vlw)-(w|Ptz,v))=(v]w) (ul[P{Ez,v))

:<v\u)~2]\/[ij(t,:c)~wi~vj

4,j=1

—<v|w>-ZMij(t,x)-ui-vj:O 7

ij=1
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Unter der Voraussetzung
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
..sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) cist C' x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc : R¥)
und fiir alle t € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
—) cist C' x R*-Kurve.
=) ae{l,... s}

Dann gilt:

a) (Aergl)a (Z M,; o (t,c) ) + Z Tijo © i ¢

i,7=1

b) Falls M;; auf Ci,, invertierbar ist
und falls (¢, ¢(t)) € Ciny fiir alle t € E,
so gilt auf £

(Ae1gC) —ca+ZFU (t,c)-¢; - cj—i—z (0 M t,c) - ¢,

i,7=1

s

wobel (Aggc)” = Z Mo (t,¢) - (AergC);-

=1

+ > (0:M)ai0 (t,0) - é;.
=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
—) cist C' x R*-Kurve.
—) ae{l,... s}

Dann gilt:

s

) Y Mo (t,c) ¢ = (Aagt)a— Y Lijao (t,0) ¢ ¢
=1

,j=1

—Z(@tM)m- o(t,¢)- ¢

b) Y Mio(t,c) & ¢

1,7=1

= ((Dage) [ ¢) = > Typo(t,0)-éié5-cn

i,5,k=1

=) (B M)ijo (t,0) - éi - 5.

ij=1
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

L*c € C'(domc:R), L'c=(1:2)- (Z M;jo (t,c)- ¢ c]> -V,

ij=1
und
:(ZM OtC CZC]>+ZFU]€O(T’70)CZC]C]€
i1 ig,k=1
+(1:2)- ) (0M) 0 (t,0) - ¢+ ¢,
ij=1
und

S

(L) = { (Daxge) | ¢) = (1:2)- > (9M)yo (5,0) - ¢ - &0

ij=1
Zeitliche Ableitung (0;L)*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

S

(@L)'ceCldome:R), (BL)e=(1:2)-> (0. M)yo(t,c)-¢é-¢;.

3,j=1

Kraftfeld K*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,..., s},

S

(Ky)'c € C(dome: R), (Ko)c=(1:2)- Z(Mwa) o (t,c)- ¢ ¢

ij=1

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

(K'c|é)€Cldome:R), (K'elé)= Y Tipol(t,c)-éiéj-ix,

1,5,k=1

und
S

K'ce C(domc:R?), K'e=(1:2)- Z(VXM)U o (t,c)- ¢ ¢
i=1
Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir a € {1,..., s},

(Pa)c€ Cl(dome:R), (Pa)'c= ) Myio(t,c)-é;

=1
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= (Z M,; o (t,C) . Cl> + (Z Mai,j o (t,C) -G C;) +Z(atM)MO(t,C)'C.Z',

3,j=1
und

((Pa)"¢)® = (Aergl)a + (Ka)*c = (AergC)a + (1: 2) Z M;; o o,

i,j=1

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc: R?),

und

(P*e)* = (Aarge) + K'c = (Aegge) + (1:2) - Y (ViM)ijo (£,0) - - ¢,

3,j=1

und

((P*¢)* | ¢) € C(domc : R),

((Pc)*|¢) = (ZMUO (t,c)- ¢ - C]>+2 Z Lijko(t,e)-é ¢ - ¢

=1 1,7,k=1

+Zat t,0) - - ¢

2,7=1

= < (Aelgc) | C>+ Z Fijko(t,c)-c'i-c'j-ék.

i7j7k:1
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

E'c € C'(domc:R), E'c=( (ZM o (t,c) éi'éj)+v,
2,7=1
und
(E*C). = <Z Mij O (t,C) . CZ . Cj> + Z Fijk (¢] (t,C) . Cz . éj . Ck
i,j=1 i,5,k=1
+(1:2)- Z (8tM)Z.j o(t,c)- ¢ ¢y,
ij=1
und

s

(E")* = { (Daxge) [ ¢) = (1:2)- > (9M)o (t,0) - ¢ - &

1,7=1

kEnergiefeld T*c lidngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

Tc € C'(domc:R), T'c=(1:2): Z M;jo(t,c)-¢ - ¢,

ij=1
und
(T*C). = <Z Mij o} (t,C) : CZ . C]> + Z Fijk o) (t,C) : Cz : éj . Ck
ij=1 i,j,k=1
+(1:2)- ) (0M) 0 (t,0) - &5+ ¢,
ij=1
und

s

(T°)* = { (Darge) | ¢) = (1:2)- > (BM)yo (t,0) - ¢ - &

ij=1

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc Cl(domc:R), ®*c=V auf dome,

und
(®*¢)® = ZOdome-
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),
I(u,w)*cz<C|U>'<w|P*C>—<C|7~U>'<U|P*C>
(clu) ZMotc W - G
ij=1
>-i:Mijo(t,c)-ui-c'j,
ij=1

und
(I(u, w)*c)® = M(u, w)c.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(w[Kec)=(c[w) (u][Kc)
(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pc)

_I_

s

=(1:2)-(clu)- Y ((VeMy)o(t,e)|w) é-¢

—(1i2)'<0\w>'Z<(VxMij)O(t>C)!U>'C'i'c'j
+(elu)- Y Mo (t,c)-wi-é

4,j=1

—(elw) Y Myo(t,c) uié

ij=1
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)e=(clu)-(w[Ke)=(clw) (u[Ke)7,

: (C’IU>-<wIP*C>—<C'|w>-<UIP* )

(¢lu) Z ) - w; - ¢

i,7=1

b 7
—(¢|w) E “U; - ¢ = ZOdome -

i,0=1
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Unter der Voraussetzung . ..

—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(dom ¢ : R*) und
fiir alle ¢ € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C und
fir alle « € {1,..., s} gilt

(Z Mo (t,q) - QZ> + Z Lijao(t,q) - ¢ - d;
i1

ij=1

=Y Mo (5.0) i

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
—) M;; auf Ciyy invertierbar.
—) q lost (ELG).
=) (t,q(t)) € Ciny.
- ae{l,...;s}

Dann folgt

ij=1 i=1

Go(t) + ) Ty (8 a(8)) - dilt) - 45(8) = = Y (BM)5(t, q(1)) - Gi(t).
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
—) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) q ist C x R*-Kurve.
—) Fiir alle t € dom ¢ gilt (¢, q(t)) € Ciny-
—) Fir alle a € {1,...,s} gilt

Got > T 0 (6.0) G-y = — > (0M)% o (t,q) - i,

ij=1 i=1

Dann folgt “q lost (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*qe Cl(domg:R), L*q=(1:2)- (Z Mijo(t7Q)'Qi'Qj> -V,

ij=1
und
=<Z o (t,q) - G- QJ>+ZFkaO(tQ) Gi - ;-
1,j=1 i,5,k=1
+(1:2)- ) (@ M) 0 (t.q) - di - dj,
ij=1
und

s

(L*q)" =—(1:2)- Y (8cM)sj 0 (t,q) - di - -

,j=1

Zeitliche Ableitung (0;L)*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0:L)'q € C(domq: R), (3:L)'q=(1:2)-> (9. M);o(t,q)di-d;.
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Kraftfeld K*q, g 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

s

(Ka)*q € C(domg : R), (Ka)'q=(1:2)- > (M a)o (t,q) - di- G-

1,j=1

Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(K'q|¢)€Cldomq:R), (K'q[q)= Y Timo(t,q)di-dj-
i,j,k=1

und
S

i=1
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Impulsfeld P*q, ¢q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pa)q € Cl(domq : R), (Pa)'q =) Maio(t,q) s

i=1
und
((Pa)*q)*
= (i Mai o (t,q) - %> + (i: Mai,j o (t,q) - Gi - Qj) +i(3tM)aiO(t7Q)'%
i=1 ij=1 i=1
und

((Pa)"@)* = (Ka)"q=(1:2)- > M a0 (t,q) di-q

ij=1

Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
P*q € C'(domgq : R?),

und
S

(P*q)* =K'q=(1:2)- Z(VXM)z‘,j o (t,q) - di- g

ij=1

und
((P*q)* [ ¢) € C(domg : R),

( (P (Z o (t,q) - G- q]>+2 Z Lijr o (t,q) - di - 4j - G

i,j,k=1

+Zat Q) - i - 4

= Z Lijr o (€,4) - di - ¢+ Gr-

t,5,k=1
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E'q € Cl(domq :R), E'¢q=(1:2)- (Z M;j o (t,q) '%'%‘) +V,

i,j=1
und
(Z (t,q) - Gi- qj>+ Z Ui o (t,q) - Gi - 45 - Gr
i,j=1 i,5,k=1
+(1:2)- > (0eM)y; 0 () Gi - G
ij=1
und

S

(Eq)" = —(1:2)- Y (3:M)0(t,9) - i - d-

ij=1

kEnergiefeld T*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T'g € C'(domg:R), Tq=(1:2)-> Mo (t,q)- i,

ij=1
und
(T*q)® =<Z o (t,q) - Gi- q]>+ZFUkO(tq) Gi - G5 - d
i,j=1 i,5,k=1
+(1:2)- ) (0M) 0 (t,q) - di - dj,
ij=1
und

S

(Tq)" = —(1:2)- Y (8:M)j0 (t,9) - Gi - .

,5=1

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*qc C'(domq:R), ®*¢=V auf domg,

und
(®q)* = z0dom q-
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle v, w € R?,

I(u,w)*q € C'(domgq : R),

I(w,w)'¢=(qlu)-(w|[Pq)—(qlw) (u|Pq),
und
(I(uvw)*Q). = M(u7w)*q'

(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle v, w € R?,

M(u,w)"q € C(dome: R),
M(u, w)*q

=(qlu) (w|[Kq)—(qglw) (u|Kq)
(qlu)-(w|[Pq)—(q|lw) (u|Pq)

+

S

=(1:2)-(qlu) Y ((VaMy)o(t,q) [w) g

1,j7=1
—(1:2)-(qlw)- Y (Vi) o (t,q) [u) -G - d;
1,7=1
+(q|u) Z wi - gj
2,7=1
(i) 3 Mo ) i
i,7=1

—(qlu) - ((ViV)o(t,q) [w)+{qlw) ((ViV)o(t,q)[u)
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'¢q=(qlu) (w|Kq)—(q|lw) (u|Kq)",

Co{qfu) - (w[Pq) = (¢w) (ul[Pq)

=<Q|“>'2Mij0(t7Q)'wi'Qj

ij=1

b b
Q|w E Ui * g5 = ZOdom g .

i,j=1
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L,C x R*, P, Eqi+t, Eore, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, E,e;: sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
Ezeit X Eort g C und
fir W = (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) U0 =idg ..
¢) Fiir alle ¢ € P gilt V¢[E,..] C Eop.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # Eo offene Teilmenge des R®.
—) Egeiv X Eory C C.
—) A€ CYFE x R*: R%).
—) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eop.

Dann folgt “A ist L,C' X R®, P, E,¢i¢, Fort, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)

—)
—)

—)

Standard L auf C' x R® mit M _(t,z), V().
P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.

0 # E. offene Teilmengen des R®.

ELeiv X Eory € C.

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eopy] C Eope.

Fiir alle (¢,t,x) € P X Egeit X Eopy und fiir alle 4,5 € {1,...

S, u,w

My, (dreh) () = M (¢, ).

Fiir alle (¢,t,2,v) € P X Egeix X Eopry X R® gilt

S,u,w S,u,w

, s} gilt

Z M;;(t, ) dreh)w’( ) - (dreh) W’ Z M;(t,z) - v; - vj.

4,j=1 5,j=1
q 16st (ELG).
dom q g Ezeit-

Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eore.

Dann folgt: ...
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

s

(1:2)-Cqlu)- D {(VaMy)o(t.q) [w)-di-d

ig=1
—(1:2)-(q!w>-Z((VxMij)O(t,Q)|u>'Qi'Qj
ig=1
+<Q|U>'2Mijo(t79)'wi'%
ij=1
_<Q|w>'ZMijo(tuQ>'ui'q]‘
ig=1

= ZOdom q

b) (I(u,w)*q)® = zOgdomg, SO dass fiir alle t,o € domg,

(T(u, w)*q)(t) = (T(u, w)"q)(0),

also

s

(q(t) [u)- Z Mij(t, () - wi - 4;(t)

,7=1

—(q(t) [w) - Y Myt q(t)) - us - 45(t)

t,j=1

= (q(0) |u) - Mi(o,q(0)) - w; - g;(0)

i,j=1

—(q(o) |w)- Z M;j(0,q(0)) - u; - g;(o),

ij=1
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, C' X R®, Ogeit, Dort, R*, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir U = (' | Do) gilt:

a) U € C¥ Dy : R?).
b) Ozeit X \Ij[Dort] g O
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
=) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) Ciny offene Teilmenge von R,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,Z M5 (t, z) - UZ'> :
i=1 i=1

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R,
c) E,={(t,z,v):ve D(t,x)} = Cipy x R¥ C C x R".

d) Ep = {(t,l’,P(t,l’,U)) HNOS D(t,&?)} = C(inv x R?
offene Teilmenge von R!*25,

e) G= (G| E, € C{(E,:R%.
f) Fiir alle (¢, z,v) € E, gilt

G(t,x,P(t,z,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D, Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, C' x R?)
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Es gelte:

—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().

—) M;; auf Ciy, invertierbar.

—) Ciny offene Teilmenge von R,

—) D ={((t,z),R%) : (t,z) € Ciny}.

=) G : Cipy X R — R?,

Dann folgt:

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,ZMSi(t,x) : UZ'> :
i=1 i=1

H: oy xR H(t2,p) = (1:2) - (Z MY (t, x) ~pi«pj> +V,

ij=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L,C x R?).
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Unter den Voraussetzungen ...
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
=) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) Ciny offene Teilmenge von R,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,ZMSi(t,x) : UZ'> :
i=1 i=1

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P lésen (D, G)(HIG) von (L,C x R?).

ii) dom @ = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R*) und
fiir alle t € dom @ gilt (¢,Q(t)) € Cipy und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qult) = S M(Q(0) - A()

Palt) = —(1:2)- S (M) L (6.QW) - Bt) - Pylr)

ij=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M_(t,z), V().
—) M;; auf Ciy, invertierbar.
—) Ciny offene Teilmenge von R,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t,x) - v, . .. ,ZMSi(t,x) : UZ'> :
i=1 i=1

—) q lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt
(£,4(t)) € Ciny.

Dann folgt “q,P*q l6sen (D, G)(HIG) von (L,C x R*)”.
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