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KLT: Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 25/02/15
Standard L auf C' x R* mit M_(t),V (¢, x),

genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. 0 # C offene Teilmenge von R!T.
3. (V]0)eC(C:R).

4. Fird,je{l,...,s}tgilt (My; | I) € C}(I : R),
wobei [ = {t: (3z: (t,x) € C)}.

5. Fiiri,j e {1,...,s} gilt (M | I) = (Mj; | I),
wobei [ = {t: (3z: (t,x) € C)}.

6. L:C xR >R,

Lt,z,v) = (1:2)- <Z M (t) - v; - Uj> —V(t,z).

ij=1

M;; auf Iin, invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Iiny C 1.

2. Firt € Iip, und 4,5 € {1,...,s} gibt es M (¢),
so dass fiir alle k,1 € {1,...,m}

gilt.

Bemerkung. Falls M;; auf I,, invertierbar, dann auf Iip, ...

S

(M) =) M- (M")a,

a=1

und auf Cipy = {(t,z) € C : t € Line},

‘/:i:Zi;Mia_‘/:a.
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf C' x R?.

b) domL = C x RS.
¢) L=(L|C xR

d) Firi,j, ke {l,...,s} gilt I';;z = zoy,
wobei I ={t: (Jz: (t,z) € C)}.

e) Ist M;; auf Iy, invertierbar
und ist 0 # Cipy = {(t,2) € C : t € iy, } offene Teilmenge von Rt
so gilt fiir alle i € {1,...,s},

V,i € C(Ciny : R),
und fiir alle 4,7 € {1,...,s}
M%7 € C(Iiny : R), (M®)} € C(Isy : R),
und fiir alle 4, j,k € {1,...,s}

F'ij = ZOIinv ‘
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Zeitliche Ableitung 0, L.

0L € C(C xR*: R),
(OL)(t,2,0) = (1:2). (Z<M‘>ij<t> v ) (@) (1),
Kraftfeld X. Fiir o € {1,...,s} gilt
Ko € C(C xR*:R), Ky(t,z,v) =—(V o)t ).
Es gilt
Ke C(C xR :R%), K(t,z,v)=(VyL)(t,x,v) = —(VV)(t, z).

Impulsfeld P. Fiir « € {1,..., s} gilt

P, € C'(C' xR :R), Pu(t,z,0) = (9, L)(t,2,0) = Y Muilt) - vi.
=1
Energiefeld E.
Ec C(C xR*:R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,z,v)

kEnergiefeld T.
Te CH(C xR*: R),
T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

=(1:2)- > My(t)-v; - v;.

ij=1
pEnergiefeld &.

®cC(C xR :R), &t x,v)=(Etzv)—Ltzv):2=V(En).
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'(C x R*: R),

I(u, w)(t,,v) = (z [u)- (w\P(t:va (zw)-(u|P(tz,0))

(x]u) ZMZJ

i,7=1

—(z|w) ZMW U

ij=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R* gilt
M(u,w) € C(C' x R* : R),
M(u, w)(t, x,v)

=(]u)-(w[KEt,z,0)) = (z[w)- (u][K(Ez0))
+(vfu)-(w|P(t,z,0)) = (v]w)-(ulPEz,v))

(v]u) ZMW Sw; v

2,7=1

—(v|w) ZMU

3,7=1

—(z|u)- (ViV(ta) [w)+(z|w) - (ViV(tz) | u),
wobei nicht unbedingt

“M<u>w)(t’l‘7v) = (m|u>-<w|K(t,x,v)>—(:p|w>-(u|K(t,x,v))”,

“ o (vlu) - (w|P(tz0)) = (v |w> (ul|P(t,z,v))
(v]u) ZM’” SW; -

2,7=1

—(v|w) E M;(t) -u;-v; =0 7

4,7=1
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Unter der Voraussetzung

—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) cist C' x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc : R¥)
und fiir alle t € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
—) cist C' x R*-Kurve.
=) ae{l,... s}

Dann gilt:

S

a) (Aelgc)a = (i Maz‘ ot Cz) + (Z(M.>ai ot éz‘) + V,a © (t7 C)'

=1

b) Falls M;; auf I, invertierbar ist
und falls £ C I;,, Ndomc,
so gilt auf £

s

(Rerg€)™ = Ca + + (Z (M*)%5 0% C) + (V) ot 0)

=1

S

wobeil (Ag1gc)” = Z M ot - (Aggl)i.

i=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
—) cist C' x R*-Kurve.
—) ae{l,... s}

Dann gilt:

S

) Y Myiot-é=(Aage)a — (Z(M')m- ot - c) —V.aol(t,c).
=1

=1
b) ZMijOt'éi'éj:<<Aelgc> ’C>
ij—=1

_ (Z(M')ij ot-éi-éj> —((ViV)ol(t,e)|¢).

1,j=1
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Lagrange-Funktion L*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

L*ce C'(domc:R), L*'c=(1:2)- (Z Mijot-c'i-c'j> —Vol(t, o),

ij=1
und
(L*¢c)® = (Z Mijot-éi-c'j> +(1:2)- ) (M%) 0t-¢-¢
i,j=1 t,j=1
—(@V)o(t,c) = ((ViV)o(t,0)[¢),
und

s

(L70)* = ((Aage) [ ¢) = (1:2) - > (M*)j0t ¢ ¢

1,j=1

—(0:V)o(t,e) —2-((VyV)o(t,e)|¢).

Zeitliche Ableitung (0,L)*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

(0sL)*c € C(domc : R),

S

(O L)c=(1:2)- <Z<M.)’J ot ¢ - c'j) — (0:V) o (t,0).

ij=1
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Kraftfeld K*c lings c.

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,...,s

(Ko)*c € C(dome : R),

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

(K'c|¢) e C(dome: R),

und

K*c € C(domc : R?),

Impulsfeld P*c lings c.

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir o € {1, ...,

(Po)*c € C'(dome: R),

und

und

((Pa)0)* = (Aargt)a + (Ka)'c = (AergC)a = Via ©

(Ke|e)=-

((ViV)o

(t,0)fe),

K'c=—(ViV)o(t,c).

s}

(Pa) C—ZMMOt Ciy

B (i:Maiot'éi) +§:(M.)ai0t'éz’a
i=1 i=1

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

und

(Po) =

und

P*c € C'(domc : R?),

((P*¢)* | ¢) € C(dome: R),

(S

()" | ¢)

(Aelgc) + K*C =

(Aelgc) -

(ViV)o

(t,

(t,c).

c);
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

E'c € C'(domc:R), Ec¢=(1:2)- (Z Mijot-c'i-c'j> +Vol(t,e),

ij=1
und
(E*c)* = <Z Mijot-a,--c'j) +(1:2)- ) (M%) 0t-¢-¢
i,j=1 tj=1
+ (atv) o (t,C) + < (VXV) o (t,C) | ¢ > )
und

s

(E0)* = ((Aage) | ¢) = (1:2) - (Z(M')U ot & éj) +(0:V) o (t,0).

ij=1
kEnergiefeld T*c langs c.

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

s

T'ce C'(domc:R), Te=(1:2)- Y Myot-é-é;,

ij=1
und
(T*¢)* = (Z Mijot-ai-c'j> +(1:2)- ) (M%) 0t 66y,
i,j=1 i,j=1
und

S

(T*)* = ((Aarge) [ ¢) = (1:2)- > (M*)j0t ¢ ¢

ij=1

—((VxV)o(t,0)|¢),

pEnergiefeld ®*c lidngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc Cl{domc:R), ®*c=Vol(t,c),

und

(®%)* = (B V) o (t,¢) + ((ViV) o (t,0) [ ¢).
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

I(u,w)*c={(clu) - (w|Pc)—

= (clu)- > M

und

(I(u,w)*c)® = M(u, w)*c.

(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

M(u,w)*c € C(domec : R),

M(u, w)*c

=(clu)-(w|Ke)=(clw)-(ulKc)

_|_

(¢lu)-(w|Pe)—(clw)-(u|Pe)

s
u)-ZMijOt-wi-c'j

ij=1

(¢|w) Z

4,7=1

—(clu)-((ViV)o(t,c) |w)

wobei nicht unbedingt

“Mu,w)*c=(clu)y - (w|Kec)—

: <C'IU>-<wIP*C>—<é|w>-<UIP*

(¢|lu) Z

7,7=1

(¢|w)

Ot'ui'éj

Hlclw) - ((ViV)o(t o) [u),

)

O

(clw)-(ulKe)”,

t-wi-éj

7
g M;jot - u;-¢j = ZOdome -

i,7=1

11
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Unter der Voraussetzung . ..

—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(dom ¢ : R*) und
fiir alle ¢ € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C und
fir alle « € {1,..., s} gilt

iMaiot'q’i__ (i(M.)aiot'Qi> _Vao(ta(I)'
=1

i=1

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M _(t), V (¢, z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) ¢ lost (ELG).
—) 1 € Liny.
- ae{l,...;s}

Dann folgt
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) q ist C x R*-Kurve.
—) domgq C [ig,.
—) Fir alle a € {1,...,s} gilt
o = (Z (M*)% ot q> — Vo (t,q),
i=1

Dann folgt “q 16st (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, q lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C'(domg:R), L*q=(1:2)- <Z Mijot-qi-(jJ) —Vol(t,q),

i.j=1

und

(L*q)* = (iMijot~(ji~qj> +(1:2)~i(M’)ijot-qi~(jj

i,j=1 i,j=1

= (0:V)o(t,q) = ((ViV)o(t,q) ),
und

s

(L*q)* = —(1:2)- ) _(M*)ijot ;-

ij=1

—(@:V)o(t,q) =2-((ViV)o(t,q) | ¢)-

13
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Zeitliche Ableitung (0.L)*q, q lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0:L)*q € C(domg : R),

S

(0,L)*q=(1:2)- <Z(M')ij Ot'di'dj) —(0:V) o (t,q).

i.j=1

Kraftfeld K*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir « € {1,..., s},

(Ko)*q € C(domg : R),  (Ka)'q = —(V o) o (t,q).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q|q)€Cdomg:R), (K'q[q)=—((ViV)ol(t,q)|q),

und
K*q € C(domg : R%), K'q=—(V,V)o(t,q).

Impulsfeld P*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir o € {1,..., s},

(Po)"q € C'(domgq: R), (Pa)’q =) Mot g,
i=1

und
((Pa)"q)® = (Z Mgyiot- Qz> + Z(M.>az‘ ot - g,

und
((Pa)*@)* = (Ka)"q ==V a0 (t,9).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

P*q € C'(domgq : R?),

und
(P*q)* =K'qg=—(ViV)o(t,q),

und

((P*q)* [ ¢) € C(domg : R),

((P'q)*[q) = (ZMijOt'Q'i'Qj> + ) (M®)ijot-di-ds

i.j=1

= —((VxV)o(t,q) [q)
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E*q € C'(domg:R), E'q=(1:2) (ZMwot Gi - q])+Vo(t q),

und
(E*q)® (ZMngt Gi - qj>+(1:2)-Z(M') ot-q; -4
£ (0V) 0 (t.0) + { (V) o (t0) [4).
und

S

(E*Q)'Z—(112)-<Z(M') ot ;- ) (0:V) o (t,q).

i,j=1

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q¢ € C'(domgq: R), T'q= (1:2)~ZMijOt'Qi'Qj7

ij=1
und
(T"q)" = (Z Mijot - g qj> +(1:2)- > (M%) 04 gj,
i,j=1 t,y=1
und

S

(Tq)* = —(1:2) <Z(M') ot g %) —((VxV)o(t,q) [q),
ij=1
pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*qc C'(domgq:R), ®*¢=Vol(t,q),

und

(@%¢)" = (0:V) o (t,q) + ((VxV) o (t,0) [ ¢)-
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

I(u,w)*q € C'(domgq : R),

I(u,w)*qz<QIU>-<w|P*q>—<q|w>-<UIP*Q>
(q|u) Z jot - w; -
3,7=1
—(q]w>~ZMijot'ui~qj,
ij=1
und

(T(u, w)"q)* = M(u, w)"q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)*q € C(domc: R),

M(u, w)"q

(qlu)-(w[Kq)—
(qlu)-(w]Pq)—

(qlu) Z jot-w; -

(qlw)-(ul[Kq)

(¢lw)-(ul|Pq)

_l_

i,7=1
—<Q|w>‘zMijOt'ui'%‘
ij=1
—(qfu)-((ViV)o(t,q) |w)+(glw) ((VV)o(t,q)|u),
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'q=(qlu) (w|[Kq)—(qglw) (ul[Kq)”
¢ <Q|U>-<w|P*Q>—<c]|w>-<U|P*C1>

(q|u) Z jot-w; -

3,0=1

—(qlw)- > Myot-u-g;=

7
Z0dom ¢ .
1,j=1



KLT #277

17

Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L,C X R*, P, Eqi+t, Eore, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, E,e;: sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
Ezeit X Eort g C und
fir W = (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) U0 =idg ..
¢) Fiir alle ¢ € P gilt V¢[E,.] C Eop.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # E, offene Teilmenge des R®.
=) Epeix X Eory € C.
—) A€ CYFE x R*: R?).
—) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.

—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eo.

Dann folgt “A ist L,C' X R®, P, E,¢i¢, Fort, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)

—)
—)

—)

Standard L auf C' x R®* mit M_(¢), V (¢, x).
P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.

0 # E. offene Teilmengen des R®.

ELeiv X Eory € C.

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eop] C Eope.

Fiir alle (¢,t,2) € P X Egeir X Eopy gilt

S, u,w

V(t, (dreh) ! (z)) = V (¢, z).

Fiir alle (¢,t,v) € P X Fyeiy x R® gilt

Z M;;(t) dreh 1M’( ) ( dreh W’ Z M;;(t)

3,j=1 5,j=1
q 16st (ELG).
dom q g Ezeit-

Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eore.

Dann folgt: ...
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

<Q|U>'2Mij0t'wz"%
ij=1
—<Q’w>‘ZMij0t'ui'Qj
ij=1

—(alu)-((VeV)o(t,q) [w)+ (qlw) - ((ViV)o(t,q)|u)

= ZOdom q

b) (I(u,w)*q)® = ZOdom g, so dass fiir alle ¢, € domg,

(T(u, w)*q)(t) = (T(u, w)"q)(0),

also

Cat) [u)- Y Mig(t) - wi - g(t)

SCOIEIED SEIFORIA
=(qlo) [u)- Z M;j(o) - w; - ¢;(0)

S

—(q(o) |w)- Z Mz’j(a)'uz"%(")a

,j=1
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) Tist L, C' x R, Ogeit, Dort, R*, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir U = (' | Do) gilt:

a) U e C¥ Dy : RY).
b) Ozeit X \Ij[Dort} O
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Ciny = {(t,z) € C : t € I,4,} offene Teilmenge von R+,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t) v, ... ,ZMSi(t) -vi> :

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R,
c) E,={(t,z,v):ve D(t,x)} = Cipy x RE C C x R".

d) E,={(t,z,P(t,x,v)) : v € D(t,x)} = Cipy X R?

offene Teilmenge von R!*25,

e) G= (G| E, €C{(E,:R%.
f) Fiir alle (¢, z,v) € E, gilt

G(t,x,P(t,z,v)) = v.
g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D, Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, C' x R?)
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Ciny = {(t,z) € C : t € I,4,} offene Teilmenge von RI**.
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t) v, ... ,ZMSi(t) -vi> :

Dann folgt:

S

H: Ciny X R®, H(t,z,p)=(1:2)- (Z MY (t) - p; -pj> +V(t, ),

4,j=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L,C x R?).
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Unter den Voraussetzungen ...
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Ciny = {(t,z) € C : t € I,4,} offene Teilmenge von R+,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t) v, ... ,ZMSi(t) -vi> :

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P losen (D,G)(HIG) von (L,C x R?).

ii) dom @ = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R*) und
fiir alle t € dom @ gilt (¢,Q(t)) € Cipy und
fir alle t € domQ, a € {1,...,s} gilt

Qult) = 3 M7(0)- P
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (t),V (¢, z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Ciny = {(t,z) € C : t € I,4,} offene Teilmenge von RI**.
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) = (Z MY (t) v, ... ,ZMSi(t) -vi> :

—) q lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt
(¢,4(t)) € Ciny.

Dann folgt “q,P*q l6sen (D, G)(HIG) von (L,C x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf I x R? mit M _(t), V().
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 25/02/15
Standard L auf I x R* mit M_(t), V (),

genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. 0 # I offene Teilmenge von R.
3. (V]I)eCYI:R).
4. Firi,je{l,...,s}gilt (My; | I) € C}(I : R).
5. Fird,je{l,...,s}gilt (M;; | I) = (M;; | I).
6. L:IxR* - R,

Lt,z,v)=(1:2)- (Z M;;(t) -vi-vj> —V(),

ij=1

M;; auf I, invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Liny C 1.

2. Firt € Lip, und 4,5 € {1,...,s} gibt es M"(¢),
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}

> Myi(t) - MU (t) = 6,
=1

gilt.

Bemerkung. Falls M;; auf I;,, invertierbar, dann auf Iiny ...

(M) =M™ (M*)a.
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf I x R%.

b) dom L = I x R?,
&) L=(L|IxR>).
d) Firi,j, ke {l,...,s} gilt I';, = zoy.

e) Ist M;; auf I, invertierbar
und ist 0 # [;,, offene Teilmenge von R,
so gilt fiir alle 4,5 € {1,...,s},

MY € C(Iiny : R), (M*); € C(Iiny : R),
und fiir alle 7, j, k € {1,...,s}

k
Fij = Z0y,,,-




KLT #278 27

Zeitliche Ableitung 0. L.
oL € C(I x R* : R),
(0 L)(t,x,0) = (1:2)- (Z(M')z’j(t)'vrvj> — (V@)
ij=1
Kraftfeld X. Fiir o € {1,...,s} gilt
Ko € C(I x R*:R), Ku(t,z,v) =0.

Es gilt
Ke CIxR*:R%), K(t,z,v)=(ViL)(t,x,v)=0.

Impulsfeld P. Fiir o € {1,..., s} gilt
P, € C'(I X R¥:R), Pu(t,z,v) = (0o, L)(t,2,0) = > Mas(t) - v;.
i=1
Energiefeld E.
Ec C'(I x R*:R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,x,v)

1
kEnergiefeld T.
T € C'(I x R*: R),
T(t,xz,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

= (12) ZM”(t)UZ’U]

ij=1
pEnergiefeld .

& cCH{I xR*:R), @ x,v)=(EEmrv)— Lt xv)):2=V().
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'(I x R** : R),

I(u, w)(t,z,0) = (z [u)- (w\P(t:va (zw)-(u|P(t z,0))

(x]u) ZMZJ

i,7=1

—(z|w) ZMW U

ij=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R* gilt
M(u,w) € C(I x R* : R),
M(u, w)(t, x,v)
(@ lu) - (wlK(t,z,0)) = (x]w)- (u|K({Ez,0))

+(vfu)-(w|P(t,z,0)) = (v]w)-(u|[P{Ez,v))

(v|u) ZM’J cwi v — (v |w) ZMW - v;,

7,7=1 2,7=1

wobei nicht unbedingt

“M(u, w)(t,w0) = (@ fu) - (w [ Kt z,0)) = (@ [w) - (u|K(Ez,0)) 7,

(vlw)-(w[Ptz,v))=(v|w)- <U\P(fl‘v)>
u>'ZMij(t)~wi-vj (v]w) ZM’J cu; v =07

1,j=1 4,j=1
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Unter der Voraussetzung
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
..sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) cist I x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc : R¥)
und dome C I.

Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M _(t), V().
—) cist I x R**-Kurve.
- aef{l,... s}

Dann gilt:

a) (Ae1gC)a (ZMO" ot - CZ> —G—Z (M®)pi0t - ¢

b) Falls M;; auf I;,, invertierbar ist
und falls £ C I;,, Ndomc,
so gilt auf £

(AelgC)a = éa + Z (M.)az’ ot - éi;

=1

wobei (Ag14¢)” gMO” - (Ae140)i-
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) cist I x R?**-Kurve.
—) ae{l,... s}

Dann gilt:

s

a) ZMai ot-¢ = (Aelgc)a - Z(M.)ai ot - ¢
=1

i=1

S

B) Y Mot iy =((Aage) | )= D (M*)0t-¢i ¢y

i,j=1 1,j=1
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine I x R?-Kurve ist, so gilt

L*c e C'(domc:R), L'c=(1:2)- (Z Mijot‘éi‘éj> —Vot,

ij=1
und
(L*c)* = (Z Mjot-é - c'j> +(1:2)- (Z (M*); 0t ¢ q) — (V") ot,
i,j=1 hj=1
und

S

(Le)* = ((Rage) [ ¢) = (1:2)- (Z(M')ijot'éz"éj) —(V*)o(t0).

ij=1

Zeitliche Ableitung (0,L)*c lings c.
Falls ¢ eine I x R?*-Kurve ist, so gilt

(0sL)*c € C(domc : R),
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Kraftfeld K*c lings c.
Falls ¢ eine I x R*-Kurve ist, so gilt fiir a € {1,...,s},

(Ka)*c € C(domc: R), (Ko)"c = z0gome-
Falls ¢ eine I x R?-Kurve ist, so gilt
(K'c|¢) e Cldome:R), (Kc|¢)=2z0dome

und
K'ce C(domc:R%), K'¢=0 auf dome.

Impulsfeld P*c langs c.
Falls ¢ eine I x R?*-Kurve ist, so gilt fiir a € {1,..., s},

(Po)*c € C'(domec: R), (P,) C—ZMMOt ¢,

und
((Py)%c)* = (Z Mm«ot-éi) —I—Z(M')m«ot-éi,

und
((Pa)"0)* = (Aergl)a + (Ka)"c = (AergC)a-

Falls ¢ eine I x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc : R?),

und
(P*c)* = (Aelgc) +K'c = (Aelgc),

und

((P*¢)* | ¢) € C(dome: R),

( (P*c :(Z jot & ) Z(M’) ot éi- ¢y
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine I x R?-Kurve ist, so gilt

E'c e

und

und

(E")*

kEnergiefe

C'(domc:R), Ec=(1:2)- (Z Mijot'éi‘é]‘> +Vot,

t,j=1

iMijot~éi~éj> +(1:2)- (i (M')ijot-éi-c'j> + (V) ot,

i,j=1 4,j=1

S

= ((Aege) | ¢) = (1:2)- (Z(M')ijot~c'i~c'j) + (V) ot.

ij=1

Id T*c langs c.

Falls ¢ eine I x R?-Kurve ist, so gilt

und

T*c € C'(domc:R), Tc= (1:2)~ZMijot~éi-éj,

ij=1

(T*¢)* = ( Mijot'éi'éj> +(1:2)- ) (M%) 0t ¢ ¢,

und

i,j=1

s

(T7¢)* = ( (Aarge) | €)= (1:2)- > (M*)yj0t- ¢+ ¢y

1,j=1

pEnergiefeld ®*c lidngs c.
Falls ¢ eine I x R*-Kurve ist, so gilt

und

®*cc Cl(domc:R), ®*c=Vot,

(®7¢)* = (V*) ot
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine I x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

I(u,w)*cz<C|U>~<w|P* )= (clw)-(u|P)

(clu)- E M;jot-w;-¢
i,7=1
(clw) E ot - ¢y,
7,7=1

und
(I(u, w)*c)® = M(u, w)*c.

(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine I x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(wlKe)=(c|lw) (ul[Kc)

(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pe)

_|_

S
:<é|u>‘ZMijOt'Wi'éj (¢lw) ZMwot w; - ¢,

i,j=1 ,5=1
wobei nicht unbedingt

“M(u,w)re={clu)-(w|Ke)=(clw)-(u]Ke)”,

: <éIU>‘<w!P*C>—(é|w>'(MP*C>

(¢lu)- E M;jot-w; ¢

i,7=1

—(¢|w) g ;i Ot U €j = ZOdome -
i,j=1
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Unter der Voraussetzung . ..

—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(dom ¢ : R*) und
fiir alle ¢t € dom ¢ gilt dom¢ C I und
fir alle a € {1,..., s} gilt

s

iMaiOt'di = —Z(M')M'ot@i.
i=1

=1

Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M _(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) q lost (ELG).
—) t € Liny.
—) aed{l,... s}

Dann folgt
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) qist I x R*-Kurve.
—) domgq C [ip,.

—) Fir alle a € {1,...,s} gilt

s

Go=—Y (M0t g,

=1

Dann folgt “q¢ 16st (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C'(domg:R), L*'q=(1:2)- (Z Mz‘jot-q'i-q'j> —Vot,

ij=1
und
(L*q). = (Z Mij ot - ql . qj> + (1 : 2) . (Z <M.)ij ot - Q'L . QJ> — (V.) ot,
i,j=1 i,j=1
und

(L'g) = —(1:2)- (Z(Mmj ot - qj> ~(V*)ort.

ij=1
Zeitliche Ableitung (0.L)*q, q lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0:L)*q € C(domg : R),

S

(0:L)'q=(1:2)- <Z(M')z‘j ot %‘) — (V%) ot.

ij=1
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Kraftfeld K*q, g 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ko)"q € C(domg : R), (Ka)*¢ = ZOdom ¢-
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q[¢) € C(domg:R), (K'q|¢)=20omg;

und
K*q € C(domg:R*), K'¢q=0 auf domg.

Impulsfeld P*q, g lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir « € {1,..., s},

(Po)"q € C'(domg: R), (Pa)’q=) Maot-q,

i=1
und
((Pa)*Q). = (Z Mai ot- QZ) + Z(M.)ai ot Qm
i=1 i=1
und

((Pa)*q)* = (Ka)"q = ZOdomyg-

Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
P*q € C'(domgq : R?),

und
(P*q)* =K'¢q=0 auf domyg,

und

((P*q)* [ ¢) € C(domg : R),

37

((P*q)* | q) = (ZMijOt'qi'%) + > (M%) ot -G g

ij=1

= ZOdom q-
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E*q € C'(domgq: R), E*q:(1:2)-<ZM ot-g;- ) +Vot,

ij=1

und

(Eq)° (Z Mij ot - i - q]> +(1:2)- <Z (M) 0t G- c}j) +(V*)or,
7,7=1 7,7=1

und

(E*Q)'Z—(122)'<Z(M') ot g ) (V*)o

ij=1

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q € C'(domgq: R), T'q= (1:2)-ZM¢j0t'Qz"(jj’

ij=1
und
(T*q)’z(ZM ot - >+(1 2)- Y (M*),; 0t G,
ij=1 ij=1
und

s

(') = ~(1:2)- 3 (M) 08645

ij=1

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*gc C'(domg:R), ®*¢=Vot,

und
(@7q)* = (V*)o
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

I(u,w)*q € C'(domgq : R),

I(u,w)*q:<Q|U>'<w|P*Q>—<Q|w>'(U|P*Q>
(q|u) ZM ot -w; -
i,7=1
(qlw) Z j ot U - g,
2,7=1
und

(I(uv w)*Q). = M(ua w)*q'
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)"q € C(domc: R),

M(u, w)*q

(qlu) -(w[Kq)—

(qlw)-(ulKq)
+(glu) (w|Pq)—

(¢lw)-(ul|Pq)

:<C]|U>'ZMijOt'wi'Qj—<Q|w>'ZMijOt'Uz"C]j>
i,j=1 i,j=1
wobei nicht unbedingt
“Mu,w)'q=(qlu) (wlKq)=(qg|lw) (ul[Kq)”,

(qlu)-(w|Pq)={(q¢lw) (u|Pq)

:<Q|U>'ZMijOt'wz"Qj

ij=1

he 7
—(q|lw) g i Ot - Ui - §j = ZOdomg
i,j=1
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Unter der Voraussetzung . ..

—)

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

1)

ii)

Standard L auf I x R* mit M_(t), V().

[ist L, I X R? P, E,ei¢, Fors, R®-Transformationsfamilie.

P, E,.;. sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
FE,eir € I und
fir W= (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) U0 =idg ..
c¢) Fiir alle € € P gilt U'E[Eyry] C Fope.

Es gelte:

—)
—)
—)
—)
—)
—)
—)
—)

—)

Dann folgt “ A ist L,I x R?, P, E,q¢, Eop, R*-Transformationsfamilie” .

Standard L auf I x R* mit M _(t), V (t).
P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
PCE.

0 # FEup offene Teilmenge des R®.

Egeiv C 1.

A€ C}E x R*: R%).

A0 = idg..

Fiir alle ¢ € E ist A'€ linear.

Fiir alle ¢ € P gilt AY[Eypy] C Eore.
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)
—)

—)

Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.

0 # Eo offene Teilmengen des R®.
Egeir C 1.

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eopy] C Eope.

Fiir alle (¢,t,v) € P X Faeiy x R* gilt

Z dreh 1M’( ) ( dreh W’

7,7=1
q 16st (ELG).
domqg C F,eix.

Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eore.

Dann folgt: ...

=3 m

7,7=1
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also
<Q|U>'ZMijOt'wi'Qj—<<i|w>'ZMz‘jOt'Ui'%‘
i,j=1 i,j=1
:Zodomq'

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, S0 dass fiir alle ¢, € domg,

(T(u, w)*q)(t) = (T(u, w)"q)(0),
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir U = (I' | Do) gilt:

a) U € C¥ Dy : RY).
b) Ozeit g [

i) Tist L, x R?*, O,eit, Dort, R®, m-Koordinatenfunktion.
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Iip, offene Teilmenge von R.
—) D ={((t,x),R®) : (t,x) € Liny x R*}.

=) G : (Liny X R®) x R®* — R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) - v, ... ,ZMSi(t) ~vi> :

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R'*s,
c) E,={(t,z,v):v € D(t,x)} = (liny x R®) x R* C T x R*.

d) E,={(t,z,P(t,z,v)) :v € D(t,z)} = (Iiny X R®) x R?
offene Teilmenge von R*25,

e) G= (G| E, € C{(E,:R%).
£) Fiir alle (¢,2,v) € E, gilt

G(t,z,P(t,z,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D,Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, I x R?*)
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Iip, offene Teilmenge von R.
—) D ={((t,x),R®) : (t,x) € Lin, x R*}.

=) G (Lipy X R®) x R* — R?,

G(t,x,v) = (Z MY(@) vy, . 7ZMsi(t) . Ui)

Dann folgt:

s

H: (Iinv X RS) X RS? ’H(t,x,p) = (1 : 2) ’ (Z Mij(t) “Pi - Py

ij=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, I x R*).

) v
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Unter den Voraussetzungen ...
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Iip, offene Teilmenge von R.
—) D ={((t,x),R®) : (t,x) € Liny x R*}.

=) G : (Liny X R®) x R®* — R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) - v, ... ,ZMSi(t) ~vi> :

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P lssen (D,G)(HIG) von (L, I x R?).

ii) dom () = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R*) und
dom @ C I;,, und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qult) = 3 M7(0)- P
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Iip, offene Teilmenge von R.
—) D ={((t,x),R®) : (t,x) € Lin, x R*}.

=) G (Lipy X R®) x R* — R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) v, . .. ,ZMSi(t) ~vi> :

—) q lost (ELG).
—) domgq C [i,,.

Dann folgt “q,P*q lésen (D, G)(HIG) von (L, I x R*)” .

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (I x O) x R®* mit M (t), V(x).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 25/02/15
Standard L auf (I x O) x R®* mit M _(t),V(x),

genau dann, wenn gilt:

1. 1<seN.

2. 0 # I offene Teilmenge von R.

3) 0 # O offene Teilmenge von R®.

4. (V10)eCHO:R).

5. Fiiri,j e {1,...,s} gilt (M | I) € C'(I : R).

6. Fiiri,j € {1,...,s} gilt (My; | [) = (Mj; | I).
L:(Ix0)xR — R,

L(t,z,v) (Z M;;(t) ) - V(z).

i,7=1

\I

M;; auf Iin, invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. I, C 1.

2. Fiirt € iy, und i,j € {1,...,s} gibt es M¥(t),
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}

ZMIW ) - MU (t) = 6,

gilt.

Bemerkung. Falls M;; auf Ii,, invertierbar, dann auf lipy ...

_ ZMia . (M.)aj7
a=1
und auf [;,, x O,

— i:Mia LV
a=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (I x O) x R®.

b) domL = (I x O) x R®.
c) L=(L](Ix0)xR?.
d) Firi,j, ke {l,...,s} gilt I';; = zoy.

e) Ist M;; auf I, invertierbar
und ist 0 # [;,, offene Teilmenge von R,
so gilt fiir alle i € {1,...,s},

Vi€ Climy x O : R),
und fiir alle 4,5 € {1,...,s}
MY € C(liy : R), (M®)} € Clsy : R),
und fiir alle 4, j, k € {1,...,s}
I,k =zo;

ij

inv *®
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Zeitliche Ableitung 0, L.

0L eC((Ix0)xR*:R), (0L)(t,z,v)=(1:2)- zs:(M')ij(t) CU; V.
Kraftfeld K. Fir a € {1,..., s} gilt
Ko € C((I x O) xR*:R), Ky(t,z,v) =—(V o) ().
Es gilt
KeC((I x0)xR°:R%), K(t,z,v) = (VL)(t,x,v) = —(VV)(2).

Impulsfeld P. Fiir o € {1,..., s} gilt
P, € C'(Ix 0) xR :R), Po(t,2,0) = (D, L)(t,x,0) = Y Mai(t) - vi.
i=1
Energiefeld E.
Ec CH{(I xO)xR*:R),

E(t,z,v) = (P(t,x,v) | v ) — L(t, x,v)

=(1:2)- (Z M (t) - v, - vj> + V().

ij=1
kEnergiefeld T.
T e CH{(I x O) x R* : R),
T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

= (1:2)- ) My(t) - v; - v

ij=1
pEnergiefeld .

®cCH{(IxO0)xR:R), & z,v)=(Elzv)—Ltzv):2=V().
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'((I x O) x R* : R),

I(u, w)(t,,v) = (z [u)- (w\P(t:va (zw)-(ul|P(tz,0))

(x]u) ZMZJ

i,7=1

—(z|w) ZMW U

ij=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R® gilt
M(u,w) € C((I x O) x R*: R),
M(u, w)(t, x,v)

=(]u)-(w[KEtz,0)) = (z[w)- (u][K(Ez0))
+(vfu)-(w|P(t,z,0)) = (v]w)-(u|[PEz,v))

(v]u) ZMW CwW; Vs

2,7=1
s

— (v w) > Mi(t) - ui - v

ij=1
—(z|u)- (VV(x) [w)+(z|w) (VV(z)]|u),
wobei nicht unbedingt

“M<u>w)(t’l‘7v) = (m|u>-<w|K(t,x,v)>—(:p|w>-(u|K(t,x,v))”,

o (vlu) - (w|P(tz0)) = (v |w> (ul|P(t,z,v))
(v]u) ZM’” SW; -

2,7=1

—(v|w) E M;(t) -u;-v; =0 7

4,7=1
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Unter der Voraussetzung

—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) cist (I x O) x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc: O)
und dome C I.

Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R® mit M (), V(z).
—) cist (I x O) x R*-Kurve.
=) aec{l,... s}

Dann gilt:

S

8) (Aaige)e = (Z Mot c> + (Z(M')m o

=1

b) Falls M;; auf I;,, invertierbar ist
und falls £ C I;,, Ndomc,
so gilt auf £

S

(Ag1g0)* = Co + + (Z (M*)%ot-é

i=1

S

wobel (Ag1gc)* = Z M ot (Aggl):.

=1

t-éi)+Vaoc,

) + (Va) OC’
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
—) cist (I x O) x R*-Kurve.

=) ae{l,..., s}

Dann gilt:
) Y Myiot-é=(Aage)a — (Z(M')m- ot - c) —Vaoc
i=1 i=1

D) Y Mijot-éi-é;=((Aage)|é)

1,j=1

_ (Z(Mqijot-c'i-c'j) —((VV)oc|c).

1,j=1
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Lagrange-Funktion L*c ldngs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

L*ce C'(domc:R), L'c=(1:2)- <2Mijot'éi'éj> —Voc,

ij=1
und
(L*c)* = (Z Mijot-éi-é]) +(1:2)- ) (M%) 0t-¢-¢
i,j=1 ,j=1
—((VV)oc|é),
und

S

(L0)* = { (Darge) | ) = (1:2). <Z<M°>z~jot-c‘,~-c‘j> —2.((VV)oc|e).

3,j=1

Zeitliche Ableitung (0;L)*c ldngs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

(OeL)*c € C(domc: R), (0xL)'c=(1:2)- i (M®)ijot ¢ - ¢

1,j=1
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Kraftfeld K*c lings c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ko)'c € C(dome: R), (Ky)'c=—(V,)oc.

Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

(K'c|é¢)e Cldome:R), (K'e¢|¢)=—((VV)oc|é),

und

K'ce C(domc:R®), K'e¢e=—(VV)oc

Impulsfeld P*c lings c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt fir « € {1,...,s},

und

und

(Po)*c € C'(domec: R), (P,) C—ZMMOt ¢,

((Py)%c)* = (Z Mm«ot-éi) —I—Z(M')m«ot-éi,

((Pa)"€)® = (Aergl)a + (Ka)c = (AergCla — Viaoc.

Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

und

und
( (P*c)* |
((P*c

P*c € C'(domc : R?),

(P*c)® = (Aergc) + K¢ = (Aargc) — (VV) oc

¢) € C(dome: R),

= (Z jot-¢- ) Z(M’) ot -t

i,j=1

5}

= ((Aage) [ ¢) = ((VV)oc|e).
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

E*c € C'(domc:R), Ec=(1:2)- (ZMijot'éi'éj> +Voe,

ij=1
und
(E*¢)* = (Z Mijot-ei-c'j) +(1:2)- Y (M%) 0t-¢- ¢
i,j=1 ,j=1
+{((VV)oc|é),
und

s

(Ec)* = ( (Aarge) | ) = (1:2)- > (M*)j0t - ¢ ¢

ij=1

kEnergiefeld T*c lidngs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

T*c € C'(domc:R), Tc= (1:2)-ZMijot-c'i-c'j,

ij=1
und
(T*¢)® = ( Mijot-éi-é]) +(1:2)- ) (M%) 0t ¢ ¢,
ij=1 ij=1
und

(T°¢)" = ((Rerge) [ ¢) = (1:2) - (Z(M')ijot'éréj> —((VV)oc|é),

ij=1

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc Cl(domc:R), ®*c=Voc,

und

(®*c)* = ((VV)oc|e).
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

I(u,w)'c=(c|lu) - (w|Pc)—(c|lw)- -(ul|Pc)

:<C’u>'ZMijot'wi'éj

—(c|w) g M;jot - u;-¢j,

3,7=1

und
(I(u,w)*c)® = M(u, w)*c.

(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*c langs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle v, w € R?,

M(u,w)*c € C(domec : R),
M(u, w)*c

=(clu)-(wlKe)={clw) (u[Kc)
(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pe)

s
u) E MijOt-wi-c'j
i,j=1

(¢|w) g Mijot-u;-¢;

4,7=1

_|_

—(clu)-((VV)oc|lw)+(clw) - ((VV)oc|u),
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)e=(clu)-(w[Kec)=(clw) (u[Ke)7,

) (C'|U>'<w|P*C>—<C'|W>'<U|P* )
(¢|lu) Z Ot w; - ¢

7,7=1

(¢|w) g M;jot - u;-¢j = z04ome -

i,7=1
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Unter der Voraussetzung ...

—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(domq : O) und
domq C I und
fir alle € {1,..., s} gilt

iMaiot'éji_ - <i(M.)m'ot‘qz‘> —Vaoq.
i=1

i=1

Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R® mit M _(t),V(z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) q lost (ELG).
=) (t,q(t)) € Liny x O.
—) ae{l,...;s}

Dann folgt
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) ¢ ist (I x O) x R*-Kurve.
—) domgq C [i,,.
—) Fir alle a € {1,...,s} gilt
oo (Sorren) v
i=1

Dann folgt “q 16st (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, q lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C'(domg:R), L'q=(1:2)- (Z Mijot'(ii'qj> —Veg,

ij=1

und

(L*q)* = (iMijot~(ji~qj> +(1:2)~i(M’)ijot-qi~(jj

1,j=1

und

S

(L7q)* = —(1:2)- <Z(M')ijot'qi'dj> —2-((VV)oqlq).

1,j=1

Zeitliche Ableitung (0.L)*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

S

(0:L)*q € C(domq: R), (BL)"q=(1:2)- Y (M*);j0t-di-d;.

ij=1
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Kraftfeld K*q, g 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ka)"q € C(domg: R), (Ka)'¢=—(V,a)ogq.
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q[q)e€Cldomg:R), (K'q|q)=—((VV)eql|q),

und
K*q € C(domg : R*), K'q=—(VV)ogq.

Impulsfeld P*q, g lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir a € {1,..., s},

(Po)"q € C'(domg: R), (Pa)’q=) Moot

i=1
und
((Pa)*Q). = (Z Mai ot- QZ) + Z(M.)ai ot Qm
i=1 i=1
und

(Pa)"q)* = (Ka)"¢g=—V 4o0q.

Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
P*q € C'(domg : R?),

und

(P*q)* =K'q=—(VV)ogq,

und
((P*¢)* | ¢ ) € C(domg : R),

((P*q)* | q) = (ZMijOt"jz"%) + > (M*)ot-di-d;

ij=1

=—((VV)oqlq).
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E'q € C'(domg : R), E*q:(1:2)-<ZM ot - ;- ) Vogq,

ij=1
und
(Z jot - >+(1:2)-Z(M') ot - ¢ q;
i,7=1 2,0=1
((VV)oqlq)
und

(E*q)':—(1:2)~Z(M’) ot- ¢ qj.

ij=1

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q € C'(domgq: R), T'q= (1:2)-2Mijot-q'i~qj,

ij=1
und
:<Z ot i )Hl 2)- ) (M) 00 G- gy,
ij=1 ij=1
und

s

(T*Q)'Z—(112)'<Z(M°) ot g Qj>—<(VV)OQIQ>.

ij=1

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*gc C'(domg:R), ®*¢=Vog,

und

(®7q)* = ((VV)oq|q).
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

I(u,w)*q € C'(domgq : R),

I(u,w)*qz<QIU>-<w|P*q>—<q|w>-<UIP*Q>
(q|u) Z jot - w; -
3,7=1
—(q|lw) Z ot u; - g,
i,7=1
und

(T(u, w)"q)* = M(u, w)"q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)*q € C(domc: R),

M(u, w)"q

—(q|w) Z jot -,

2,j=1

—(qlu)-((VV)oq|w)

+(glw)-((VV)oqlu),
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'q=(qlu) (w|[Kq)—(qlw) (ul[Kq)”
¢ <C]|U>'<w|P*Q>—<C]|w>‘<u|P*Q>

(q|u) Z jot-w; -

3,7=1

—(qlw)- > Myot-u-g;=

7
Z0dom ¢ .
1,j=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (I x O) X R®| P, Fyeit, Fors, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, et sind echte reelle Intervalle und
0 # Eo offene Teilmenge des R® und
E,eit X Eore €1 x O und
fir W= (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥HP x By : RY).
b) U0 =idg ..
c¢) Fiir alle ¢ € P gilt U'¢[Eypy] C Fope.

Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # Eo offene Teilmenge des R®.
=) Egeiv X Eory €1 x O.
—) A€ CYFE x R*: R?).
—) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ] C Eop.

Dann folgt

“Aist L, (I x O) x R*, P, Eei1, Eort, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)

—)
—)

—)

Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (t).
P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.

0 # E. offene Teilmengen des R®.

E,eit X Eore T 1 X O.

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eop] C Eope.

Fiir alle (¢,x) € P X Fop gilt

S, u,w

V((dreh) 9 (2)) = V(x).

Fiir alle (¢,t,v) € P X Faeiy x R* gilt

Z M;;(t) dreh 1M’( ) ( dreh W’ Z M;;(t)

3,j=1 5,j=1
q 16st (ELG).
dom q g Ezeit-

Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eore.

Dann folgt: ...
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

<Q|U>'2Mij0t'wz"%

i,j=1

—<Q’w>‘ZMij0t'ui'Qj

1,j=1

—(alu)-((VV)oqlw)+(qlw) - ((VV)oq|u)

= ZOdom q

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, so dass fiir alle ¢, € domg,

(T(u, w)*q)(t) = (T(u, w)"q)(0),

also

Cat) [u)- Y Mig(t) - wi- g(t)

—alt) )+ 30 My0) w650
=(qlo) [u)- Z M;j(o) - w; - ¢;(0)

S

—(q(o) |w)- Z Mz’j(a)'uz"%(")a

,j=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) Tist L, (I x O) X R®, Ogeit, Dors, R*, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D, offene Teilmenge des R™ und
fir U = (' | Doye) gilt:

a) U € C¥( Dy : RY).
b) Ogeir X ¥[Dope] € 1 % O.




KLT #279

67

Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) 0 # I, offene Teilmenge von R.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € Liny X O}.
=) G: (liny X O) x R®* - R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) - v, . .. ,ZMSi(t) ~vi> :

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R'*s,
c) E,={(t,z,v) :v € D(t,x)} = (Liny Xx O) x R® C (I x O) x R®.

d) E,={(t,z,P(t,z,v)) v e D(t,x)} = (Liny X O) x R?

offene Teilmenge von R*25,

e) G= (G| E, € C{E,:R%.
£) Fir alle (¢,2,v) € E, gilt

G(t,z,P(t,z,v)) = v.
g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (I x O) x R?)
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) 0 # I;,, offene Teilmenge von R.
=) D ={((t,x),R%) : (t,x) € Liny X O}.
=) G (liny X O) x R®* - R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) - v, . .. ,ZMSi(t) ~vi> :

Dann folgt:

s

H: (Iinv X O) X RS’ H(t,$,p) = (1 : 2) ) (Z Mij(t) " Di 'pj> _'_V(x)a

ij=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, (I x O) x R?®).
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Unter den Voraussetzungen . ..
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) 0 # I, offene Teilmenge von R.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € Liny X O}.
=) G: (liny X O) x R®* - R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) - v, . .. ,ZMSi(t) ~vi> :

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P losen (D,G)(HIG) von (L, (I x O) x R?).

ii) dom () = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R*) und
fir alle t € dom @ gilt (¢, Q(t)) € Iiny X O und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qult) = 3 M(0)- P
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (t),V (z).
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) 0 # I;,, offene Teilmenge von R.
=) D ={((t,x),R%) : (t,x) € Liny X O}.
=) G (liny X O) x R®* - R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) - v, . .. ,ZMSi(t) ~vi> :

—) ¢ lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt

(t,q(t)) € Liny x O.

Dann folgt “q,P*q l6sen (D, G)(HIG) von (L, (I x O) x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf I x R?* mit M _(t), V().
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 26/02/15
Standard L auf I x R* mit M, (t),V (),

genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. 0 # I offene Teilmenge von R.
3. VeR.
4. Firi,je{l,...,s}gilt (My; | I) € C}(I : R).
5. Fird,je{l,...,s}gilt (My;; | I)=(M;; | I).
6. L:IxR* - R,

L(t,z,v) = (1:2)- (i M;;(t) - v; - Uj) -V,

3,j=1

M;; auf I, invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Liny C 1.

2. Firt € Lip, und 4,5 € {1,...,s} gibt es M"(¢),
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}

> Myi(t) - M (t) = 6,
=1
gilt.

Bemerkung. Falls M;; auf I;,, invertierbar, dann auf Iiny ...

(M) =M™ (M*)a.
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf I x R%.

b) dom L = I x R?,
&) L=(L|IxR>).
d) Firi,j, ke {l,...,s} gilt I';, = zoy.

e) Ist M;; auf I, invertierbar
und ist 0 # [;,, offene Teilmenge von R,
so gilt fiir alle 4,5 € {1,...,s},

MY € C(Iiny : R), (M*); € C(Iiny : R),
und fiir alle 7, j, k € {1,...,s}

k
Fij = Z0y,,,-
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Zeitliche Ableitung 0. L.

0.L € C(IXR¥:R), (OL)(t,z,0) = (1:2)- > (M*);;(t) - v; - vj.
i,j=1
Kraftfeld K. Fir a € {1,..., s} gilt
Ko € C(I x R*:R), K,(t,2,v) = 0.

Es gilt
Ke C(IxR*:R%), K(t,z,v)=(VL)(t,2,v) =0.

Impulsfeld P. Fiir a € {1,..., s} gilt

P, € C'(I xR*:R), Pu(t,z,v) = (0o, L)(t,z,0) = > Moy(t) - v;.
=1
Energiefeld E.
Ec C'(I x R*: R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,z,v)

—(1:2)- <iMi-<t>-vi-vj)+v.

ij=1
kEnergiefeld T.
T € CY(I x R* : R),

T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

pEnergiefeld &.

® cCl(IxR*:R), &, x,v)=Elzsv)—Ltzv):2=V.
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'(I x R** : R),

I(u, w)(t,z,0) = (z [u)- (w\P(t:va (zw)-(u|P(t z,0))

(x]u) ZMZJ

i,7=1

—(z|w) ZMW U

ij=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R* gilt
M(u,w) € C(I x R* : R),
M(u, w)(t, x,v)
(@ lu) - (wlK(t,z,0)) = (x]w)- (u|K({Ez,0))

+(vfu)-(w|P(t,z,0)) = (v]w)-(u|[P{Ez,v))

(v|u) E M;i(t) -w;-v; — (v |w) E M;;(t) - v;,
1,7=1 2,7=1

wobei nicht unbedingt

“M(u, w)(t,w0) = (@ fu) - (w [ Kt z,0)) = (@ [w) - (u|K(Ez,0)) 7,

(vfu)- (w\P(H?UH (v]w)- <U\P(f~’vv)>
(v|u) ZM” —(v|w) ZM’J cu; v =07

1,j=1 4,j=1
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Unter der Voraussetzung
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
..sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) cist I x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc : R¥)
und dome C I.

Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M (), V().
—) cist I x R**-Kurve.
- aef{l,... s}

Dann gilt:

a) (Ae1gC)a (ZMO" ot - CZ> —G—Z (M®)pi0t - ¢

b) Falls M;; auf I;,, invertierbar ist
und falls £ C I;,, Ndomc,
so gilt auf £

(AelgC)a = éa + Z (M.)az’ ot - éi;

=1

wobei (Ag14¢)” gMO” - (Ae140)i-
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) cist I x R?**-Kurve.
=) ae{l,..., s}

Dann gilt:

s

a) ZMai ot-¢ = (Aelgc)a - Z(M.)ai ot - ¢
=1

i=1

S

B) Y Mot iy =((Aage) | )= D (M*)0t-¢i ¢y

i,j=1 1,j=1
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine I x R?-Kurve ist, so gilt

L*ce C'(domc:R), L'c¢=(1:2)- <ZMijot'éi'éj> —V,

ij=1
und
(L*C>. = (Z MZ]OtCZC]) +(1 : 2) : Z (M')ijot CZC],
i,j=1 i,j=1
und

s

(L0)* = ( (Darge) [ ¢) = (1:2)- > (M*)j0t- ¢ ¢

i,j=1

Zeitliche Ableitung (0,L)*c langs c.
Falls ¢ eine I x R?-Kurve ist, so gilt

(OeL)*c € C(domec: R), (0xL)'c=(1:2)- i(M')ij ot -6 ¢

ij=1

Kraftfeld K*c lings c.
Falls ¢ eine I x R*-Kurve ist, so gilt fiir a € {1,...,s},

(Ka)*c € C(dome: R), (Ku)*c = ZOgom c-
Falls ¢ eine I x R?-Kurve ist, so gilt
(K'c|¢)eCldome:R), (K'c|¢)=2z0dome

und
K'ce C(domc:R%), K'¢=0 auf dome.
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Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine I x R*-Kurve ist, so gilt fiir a € {1,...,s},

(Pa)c€ C'(dome:R), (Po)'c=) Myot-é,
=1

und
((Po)"0)® = (Z Mot - cz> + Z(M')ai ot ¢,

und

((Pa)"0)* = (Aergl)a + (Ka)"c = (Aerg)a-
Falls ¢ eine I x R?*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc: R,
und
(P*c)® = (Aergc) + K'c = (Aerg0),

und

((P*¢)* | ¢) € C(dome: R),

((P*e)* | ¢) = (ZMijot-éi-éj) + > (M%) ot i é

= ((Aage) [ ¢).

Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine I x R?-Kurve ist, so gilt

s

1,7=1

E'c € C'(domec: R), E*C=(132)'< Mijot-c'i-c'j>+V,

und
S

(E*c)* = ( 8 Mijot-éi-é]) +(1:2)-Z(M')ijot-c'i-c’j,

i,j=1 i,j=1

und
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kEnergiefeld T*c langs c.
Falls ¢ eine I x R?-Kurve ist, so gilt

T*c € C'(domc:R), Tc= (1:2)-ZMijot-c'i-c'j,

ij=1
und
(T*¢)* = ( Mijot-ai-¢j> +(1:2)- ) (M%) 0t ¢ ¢,
i,j=1 tj=1
und

s

(T*)* = ((Aarge) | ) = (1:2)- > (M*)y0t- ¢+ ¢y

1,j=1

pEnergiefeld ®*c lidngs c.
Falls ¢ eine I x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc Cl(domc:R), ®*c=V auf dome,

und
(®*¢)® = ZOdome-

79
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine I x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

I(u,w)*cz<C|U>~<w|P* )= (clw)-(u|P)

(clu)- E M;jot-w;-¢
i,7=1
(clw) E ot - ¢y,
7,7=1

und
(I(u, w)*c)® = M(u, w)*c.

(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine I x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(wlKe)=(c|lw) (ul[Kc)

(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pe)

_|_

S
:<é|u>‘ZMijOt'Wi'éj (¢lw) ZMwot w; - ¢,

i,j=1 ,5=1
wobei nicht unbedingt

“M(u,w)re={clu)-(w|Ke)=(clw)-(u]Ke)”,

: <éIU>‘<w!P*C>—(é|w>'(MP*C>

(¢lu)- E M;jot-w; ¢

i,7=1

—(¢|w) g ;i Ot U €j = ZOdome -
i,j=1



KLT #280

81

Unter der Voraussetzung . ..

—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(dom ¢ : R*) und
domq C I und
fir alle « € {1,..., s} gilt

s

iMaiOt'di = —Z(M')M'ot@i.
i=1

=1

Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M. _(¢), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) ¢ lost (ELG).
—) domq C I;p,.
—) aed{l,... s}

Dann folgt
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) qist I x R*-Kurve.
—) 1 € Liny.

—) Fir alle a € {1,...,s} gilt

s

Go=—Y (M0t g,

=1

Dann folgt “q¢ 16st (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C'(domg:R), L*'q=(1:2)- (Z Mz‘jot-q'i-q'j> —Vot,

1,j=1

und

(L*q)* = (ZMijot~(ji~(jj> +(1:2)- ) (M%) 0t 6 - 45,

i,j=1 i,j=1

und
S

(L'q)* = —(1:2)- Y (M*)ijot- ;-

ij=1
Zeitliche Ableitung (0,L)*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

S

(0:L)*q € C(domg: R), (3:L)'qg=(1:2)-> (M*)j0t-q;-q;.

ij=1
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Kraftfeld K*q, g 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ko)"q € C(domg : R), (Ka)*¢ = ZOdom ¢-
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q[¢) € C(domg:R), (K'q|¢)=20omg;

und
K*q € C(domg:R*), K'¢q=0 auf domg.

Impulsfeld P*q, g lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir « € {1,..., s},

(Po)"q € C'(domg: R), (Pa)’q=) Maot-q,

i=1
und
((Pa)*Q). = (Z Mai ot- QZ) + Z(M.)ai ot Qm
i=1 i=1
und

((Pa)*q)* = (Ka)"q = ZOdomyg-

Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
P*q € C'(domgq : R?),

und
(P*q)* =K'¢q=0 auf domyg,

und

((P*q)* [ ¢) € C(domg : R),

83

((P*q)* | q) = (ZMijOt'qi'%) + > (M%) ot -G g

ij=1

= ZOdom q-
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E'g € C'(domg:R), Eq=(1:2) (ZMwot Gi qj)+V,

i,j=1
und
<E*q>-:(z St >+<1 23 (), ot
ij=1 ij=1
und

s

(E'q)® = —(1:2)- > (M*)j;0t- ;-

1,j=1

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q¢ € C'(domgq: R), T'q= (1:2)~2Mij0t'(iz’"1j7

ij=1
und
(Z Jot g >+(1:2).Z(M°) ot - dj
i,7=1 i,0=1
und

s

(T'q)" = —(1:2)- ) (M) 0t ds.

1,j=1

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*qc C'(domq:R), ®*¢=V auf domg,

und
(P*q)* = z0dom q-
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

I(u,w)*q € C'(domgq : R),

I(u,w)*q:<Q|U>'<w|P*Q>—<Q|w>'(U|P*Q>
(q|u) ZM ot -w; -
i,7=1
(qlw) Z j ot U - g,
2,7=1
und

(I(uv w)*Q). = M(ua w)*q'
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)"q € C(domc: R),

M(u, w)*q

(qlu) -(w[Kq)—

(qlw)-(ulKq)
+(glu) (w|Pq)—

(¢lw)-(ul|Pq)

:<C]|U>'ZMijOt'wi'Qj—<Q|w>'ZMijOt'Uz"C]j>
i,j=1 i,j=1
wobei nicht unbedingt
“Mu,w)'q=(qlu) (wlKq)=(qg|lw) (ul[Kq)”,

(qlu)-(w|Pq)={(q¢lw) (u|Pq)

:<Q|U>'ZMijOt'wz"Qj

ij=1

he 7
—(q|lw) g i Ot - Ui - §j = ZOdomg
i,j=1
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Unter der Voraussetzung . ..

—)

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

1)

ii)

Standard L auf I x R* mit M_(t), V().

[ist L, I X R? P, E,ei¢, Fors, R®-Transformationsfamilie.

P, E,.;. sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
FE,eir € I und
fir W= (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) U0 =idg ..
c¢) Fiir alle € € P gilt U'E[Eyry] C Fope.

Es gelte:

—)
—)
—)
—)
—)
—)
—)
—)

—)

Dann folgt “ A ist L,I x R?, P, E,q¢, Eop, R*-Transformationsfamilie” .

Standard L auf I x R* mit M, (t), V().
P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
PCE.

0 # FEup offene Teilmenge des R®.

Egeiv C 1.

A€ C}E x R*: R%).

A0 = idg..

Fiir alle ¢ € E ist A'€ linear.

Fiir alle ¢ € P gilt AY[Eypy] C Eore.
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)
—)

—)

Standard L auf I x R* mit M, (t), V().
P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.

0 # Eo offene Teilmengen des R®.
Egeir C 1.

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eopy] C Eope.

Fiir alle (¢,t,v) € P X Faeiy x R* gilt

Z dreh 1M’( ) ( dreh W’

7,7=1
q 16st (ELG).
domqg C F,eix.

Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eore.

Dann folgt: ...

=3 m

7,7=1
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also
<Q|U>'ZMijOt'wi'Qj—<<i|w>'ZMz‘jOt'Ui'%‘
i,j=1 i,j=1
:Zodomq'

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, S0 dass fiir alle ¢, € domg,

(T(u, w)*q)(t) = (T(u, w)"q)(0),
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir U = (I' | Do) gilt:

a) U € C¥ Dy : RY).
b) Ozeit g [

i) Tist L, x R?*, O,eit, Dort, R®, m-Koordinatenfunktion.
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Iip, offene Teilmenge von R.
—) D ={((t,x),R®) : (t,x) € Liny x R*}.

=) G : (Liny X R®) x R®* — R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) - v, ... ,ZMSi(t) ~vi> :

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R'*s,
c) E,={(t,z,v):v € D(t,x)} = (liny x R®) x R* C T x R*.

d) E,={(t,z,P(t,z,v)) :v € D(t,z)} = (Iiny X R®) x R?
offene Teilmenge von R*25,

e) G= (G| E, € C{(E,:R%).
£) Fiir alle (¢,2,v) € E, gilt

G(t,z,P(t,z,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D,Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, I x R?*)
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Iip, offene Teilmenge von R.
—) D ={((t,x),R®) : (t,x) € Lin, x R*}.

=) G (Lipy X R®) x R* — R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) v, . .. ,ZMSi(t) ~vi> :

Dann folgt:

s

H: (Iiy X RY) X R®, H(t,2,p) =(1:2)- (Z MY (t) - p; - p;

ij=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, I x R*).
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Unter den Voraussetzungen ...
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Iip, offene Teilmenge von R.
—) D ={((t,x),R®) : (t,x) € Liny x R*}.

=) G : (Liny X R®) x R®* — R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) - v, ... ,ZMSi(t) ~vi> :

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P lssen (D,G)(HIG) von (L, I x R?).

ii) dom () = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R*) und
dom @ C I;,, und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qult) = 3 M7(0)- P
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Es gelte:
—) Standard L auf I x R* mit M_(t), V().
—) M;; auf Iy, invertierbar.
—) Iip, offene Teilmenge von R.
—) D ={((t,x),R®) : (t,x) € Lin, x R*}.

=) G (Lipy X R®) x R* — R?,

G(t,x,v) = (Z MY (t) v, . .. ,ZMSi(t) ~vi> :

—) q lost (ELG).
—) domgq C [i,,.

Dann folgt “q,P*q lésen (D, G)(HIG) von (L, I x R*)” .

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf C' x R® mit M (x),V (¢, z).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 26/02/15
Standard L auf C' x R®* mit M_(x),V (¢, x),

genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. 0 # C offene Teilmenge von R,
3. (V|CO)eCHC:R).

4. Fird,j € {1,...,s}gilt (M;; | O) € C1(O : R),
wobei O = {z: (3t: (t,z) € C)}.

5. Fire,je{l,...,s}gilt (M;; | O) = (Mj; | O),
wobei O = {z: (3t: (t,z) € C)}.

6. L:C xR*— R,
Lit,z,v)=(1:2)- (Z M () - v; - uj) —V(t, ).
ij=1
M;; auf Osyy invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Oy CO={zx:(3t: (t,x) € O)}.

2. Fiir € Oy und 4,5 € {1,..., s} gibt es M (x),
so dass fiir alle k,1 € {1,...,m}

S

> My(z) - M (x) = 6,

=1

gilt.

Bemerkung. Falls M;; auf Oip, invertierbar, dann auf Oipy . ..
Fijk = Zrija : Mak>
a=1
und auf Cipy = {(t,z) € C: x € Oypy },

‘/:i:Zi;Mia_‘/:a.
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf C' x R?.

b) domL =C x R®.
&) L=(L|CxR).
d) Fird,j, ke {l,...,s}gilt Iz € C(C : R).

e) Ist M;; auf Oipy invertierbar
und ist 0 # Ojg, offene Teilmenge von R® und
ist Ciny = {(t,z) € C': & € Oypy} offene Teilmenge von RS,
so gilt fiir alle i € {1,...,s},

V,i € C(Ciny : R),
und fiir alle 4,7 € {1,...,s}
M"Y € C'(Ouny : R),
und fiir alle 4, j,k € {1,...,s}

['y;" € C(Osny : R).
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Zeitliche Ableitung 0, L.

0,L € C(CxR*:R), (0L)(t,z,v)=—(0V)(t, ).
Kraftfeld X. Fiir o € {1,...,s} gilt

K, € C(C x R*: R),

Ko(t,z,v) = (0., L) (t, z,v)

=(1:2)- (Z Mij, o) - 5 - Uj) = (Va)(t, 2).

ij=1
Es gilt
KeC(C xR : R,

K(t,z,v) = (Vi L)(t, z,v)

= (1:2)- (Z(VMij)(x) v - vj> — (V V) (t,z).

ij=1

Impulsfeld P. Fiir a € {1,..., s} gilt

Po € C'(C' xR :R), Po(t,z,0) = (0, L)(t,2,0) = Y Mui(x) - v;.

=1
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Energiefeld E.
Ec Cl{C xR*:R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,z,v)

kEnergiefeld T.
Te C(C xR*:R),

T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

=(1:2)- > M(z)-v

ij=1
pEnergiefeld &.

®cC(CxR:R), &t x,v)=Etzv)—Ltzv):2=V(En).
(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt

I(u,w) € C'(C x R*: R),

I(uvw)(tax,v)=<x\U>'<w\P(tfvv)>—<x|w>~<UIP(t,x,v)>

(x]u) ZMU

i,j=1

(z|w) ZMW

2,7=1

97
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R? gilt
M(u,w) € C(C x R : R),
M(u, w)(t, x,v)
(zu)-(wl|Ktz,0)) = (z|w)-(u|K({Ez,0))

+(vlu)-(w[Ptz,v)) = (v|w)- (u|[PEwv))

s

=(1:2)(x]u) > (VMy)(x) |w) vi-v;

ij=1
— (12w w)- Y (VM) () [w)-v;- v
2,7=1
+(v|u) ZM” Cw; -
4,7=1
—(v|w) ZM”
i,7=1

—(wfu) - (VeV(tz) [w)+(z]w) (VV(Ez)[u),
wobei nicht unbedingt

“M(u, w)(t,z,0) = (2 [u) - (w[K(Ez,0)) = (2 |w) - (ulK(Ez,0)) 7,

(vlw)-(w|P(t z,0))— (v |7~U> (ul|P(t,z,0))
(v|u) ZM’J W -

2,7=1
'w>ZMlJ<SL’)U2’UJ:O K

1,j=1
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Unter der Voraussetzung
—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).
..sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) cist C x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc : R¥)
und fiir alle t € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).
—) cist C' x R*-Kurve.
=) ae{l,... s}

Dann gilt:

a) ( elgc (Z My, 0c- cz) + Z Lijaoc-¢ ¢

i,7=1

b) Falls M;; auf Oip, invertierbar ist

so gilt auf £

2,7=1

wobei (Ag1gc)” E Mo c- (Ae1gC);-

+V 40 (t,0).

und falls (¢,¢(t)) € Ciny = {(t,2) € C: & € Ospy } fiir alle t € E,

(Ae1g0)" = Co + (Z [Lij%oc-¢- c]> + (V) o (t,0),
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).
—) cist C' x R*-Kurve.

=) ae{l,..., s}

Dann gilt:
a) ZMM'OC~52'— Ne15C)a (Z Lijaoc:¢- q) —V 4o (t,0).
=1 7,j=1

S
b) ZMijoc-éi-c'j:<( e1gC) | € ) — Z Lijjroc-¢i-¢- ¢

i,j=1 i,j,k=1

—((ViV)o (t,c)|¢).
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

L*c € C'(domc:R), L*'c=(1:2)- (Z Mz-joc-c'i-c'j> —Vo(t,c),

i,j=1
und
(L*C). = (Z MZJOCCZC]) + Z FUkOCClC]Ck
i,j=1 i,5,k=1
—(@V)o(t,c) = ((ViV)o(t,0)[¢),
und

(L7e)* = ((Aage) [ ¢) = (BV) o (t,¢) =2- ((ViV)o(t,0) [ ¢).

Zeitliche Ableitung (0,L)*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

(0sL)*c e C(domc:R), (0;L)c=—(0:V)o(t,c).
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Kraftfeld K*c lings c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,...,s},

(Ko)"c € C(dome : R),
(Ko)c=(1:2)- <Z<Mm&) oc-¢- c'j) — (V.a) o (t,0).

ij=1

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt
(Kc|¢) e C(dome: R),

(K*c|é <Z Dijgoc-é ¢ ck)—<(VxV)°(t»CHC'>,

i,j,k=1

und
K*c € C(domc : R?),

=(1:2)- (Z(VM”) oc-¢- c'j> — (ViV) o (t,0).

i=1

Impulsfeld P*c liangs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Po)*c € C'(domc: R), (P,) C—ZMMOC i,

und

Mgyioc-¢; | + Mg, joc- ¢ ¢y,
(z ) S M joc it

2,7=1

= (Ae15C)a (Z Mij q0c- ¢ cj) —V o (t,0).

i,7=1
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Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc: R?),
und
(Pc)® = (Aerge) +K'c
= (Aergc) +(1:2) - (Z(VMM) oc G éj) = (VxV)o(t,0),
ij=1

und

((P*¢)* | ¢) € C(domc: R),

((P*e)® | ¢) = (ZMMOC'@-&].) +20 Y Tygocé ¢ éy

i=1 ig,k=1

=<(Ae1g0)|é>+<z Fz‘jkoc'éz"éj'ék> —((VxV)o(t,e)|¢).

i,5,k=1

Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

E'c € C'(domc:R), E*c=(1:2): (Z Mijoc-c'i~c'j> + Vo (t,c),

ij=1
und
(E*¢)* = (Z Mijoc-éz--c‘j> + > Typoc i ¢y i
ij=1 ij,k=1
+(0:V)o(t, )+ ((ViV)o(t,c)[¢),
und

(E"¢)" = ( (Aeargc) | ¢) + (0 V) o (¢, 0).
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kEnergiefeld T*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

T*c € C'(domc: R), T*c:(1:2)-ZMijoc-éi

ij=1

und

s s
:(E MZJOCCzC]>+ E Fl]kOCQCJCk

i.j=1 i k=1

und
(T¢)* = ((Aerge) [ ¢) = ((VxV) o (t,c) [ ¢)

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc Cl(domc:R), ®*c=Vo(t,c),

und

(®7¢)* = (3:V) o (t,0) + ((VeV) o (t,0) [ ¢).

(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

.Cj’

I(u,w)*cz<C|U>-<w|P* )= (clw)-(u|P)

(clu) Z ;O C-W; - &
i,j=1
(elu)e 3w

1,7=1

und
(I(u,w)*c)® = M(u, w)*c.

KLT #281

ij ©C- U Cj,
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(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(w[Kec)=(c[w) (u][Kc)
(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pc)

s

=(1:2)-(clu)- Y ((VMy)oc|w) é-¢

_I_

ij=1
—(1:2) - (elw)- Y ((VMy)oc|u)-é-é;
ij=1
+(¢|u) Z ;O CW; - &
2,7=1
—(¢|w) ZMUOC U - €
i,7=1

—(clu)-((VuV)o(t,c) [w)+ (clw) - ((VeV)o(t,¢)|u),
wobei nicht unbedingt

“M(u,w)re=(clu)-(w|Ke)=(clw)-(u]Ke)”,

- <C'IU>-<w!P*C>—<é|w>'<UIP*C>

(¢lu) Z ;O Cw; - &

2,7=1

S
—<é\w>-ZMijoc-ui-c'j:zodomc 7,

1,7=1
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Unter der Voraussetzung . ..

—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(dom ¢ : R*) und
fiir alle ¢ € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C und
fir alle « € {1,..., s} gilt

<2MaiOQ‘di> +> Tyaoq-Gi-g=—Vao(tq).
=1

ij=1

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M (z),V(t,z).
—) M;; auf Osy, invertierbar.
—) q lost (ELG).
=) (t,q(t)) € Ciny = {(t,x) € C : x € Ospy }-
=) ae{l,...,s}

Dann folgt

Got)+ D> Tyt (1)) - dilt) - 4;(1) = =V (1, q(1)).

ij=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) q ist C x R*-Kurve.
—) Fiir alle t € domq gilt (¢,q(t)) € Ciny = {(t,2) € C: & € Ojpy}.
—) Fir alle a € {1,...,s} gilt
ot Y T 0q-Gi-gj ==V 0 (t,9),
ij=1

Dann folgt “q lost (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*qe Cl(domg:R), L'q=(1:2) <Z MijOQ'Qi'Qj) —Vol(t,q),

ij=1
und
(L*q)* = (Z MijOQ‘di'dj> + Z Lijkoq-qi-qj- qr
i,j=1 i,5,k=1
—(0:V)o(t,q) —((VxV)ol(t,q) |q),
und

(L7q)* = =(8:V) o (t,q) =2- ((VxV) o (t,9) [ ¢)-

Zeitliche Ableitung (0;L)*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0:L)*q € C(domg :R), (6:L)"q=—(0:V)o(t,q).
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Kraftfeld K*q, g 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ka)*q € C(domgq : R),
(Ka)"g=(1:2)- <Z(Mij,a) °q-qi- %‘) = (Via)o(t,9).

ij=1

Falls q eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q|q) € C(domg:R),

<K*qu>:<z rijkoq-q;-q'j-qk>—<<vxv>o<t,q>\q'>,

irj k=1
und
K*q € C(domg : R?),

K'q=(1:2)- <Z(VMZ]) 0q-q- (jj) — (ViV) o (t,q).
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Impulsfeld P*q, ¢q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pa)*q € C'(domq:R), (Pa)'q =) Maioq- g,
=1

und

((Pa)*Q). = (Z Mai °q- QZ> + Z Mai,j °q- % : ij

i=1 i,j=1

und
(Pa)"q)® = (Ka)"q=(1:2)- (Z Mij a©q - Gi- Qj> —Vaol(t,q).
ij=1
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
P*q € C'(domgq : R?),

und

s

(Pq)* =K'q=(1:2)- (Z(VMM-) °q-qi- %’) — (ViV) o (t,q),

ij=1

und
((P"¢)* | ¢ ) € C(domg : R),

((P'q)*[q) = (ZMijOQ'di'Qj>+2' Z Lijkoq- i q; - Gk
i=1

i k=1

:<Z rijkoq-qi-q'j-qk> —((VeV)o(t,q) |q)-

i k=1
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

S

E*q € C'(domg:R), E'q=(1:2)- (Z Mijoq-q',--q'j> +Vol(t,q),

ij=1
und
(Eq)* = (Z MijOQ'(ji'Qj> + Y Tioq-di-d;-
i,j=1 i,5,k=1
+(0:V)o(t,q) +{((ViV)o(t,q) [ 4¢),
und

(E*q)* = (8:V) o (t,q).

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q € C'(domg: R), T'q=(1:2)- Z M;joq- ¢ - q;,
ij—1

und

S S

(T*q)" = (Z Mij©€l'dz"dj> + Z Lijk©q - qi- ;- Gk,
ij=1 ij k=1

und

(T"q)* = = ((VxV) o (t,q) | ¢).

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*q € C'(domq:R), ®¢=Vol(t,q),

und
(@7q)* = (0:V) o (t,q) + ((VLV)o(t,q) [¢).
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle v, w € R?,

I(u,w)*q € C'(domgq : R),
I(u,w)'q=(qlu) (w|Pq)—(qglw) (u|Pq)

= (qlu)- > Mjoq-wi-g

ij=1
—<Q|w>'zMijOQ'Uz"Qj>
ij=1

und
(I(uv w)*Q). = M(ua w)*Q'
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 1ost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)"q € C(domc: R),

M(u, w)*q

(qlu) -(w[Kq)—
(qlu)-(w|[Pq)—

(qlw)-(ulKq)

(¢lw)-(ul|Pq)

_I_

s

=(1:2) (qlu)- 3 ((VMy)og|w) i

QZ'Qj
ij=1

—(1:2)-(qlw)- > ((VMy)oq|u)-dgi-q;
ij=1

+{(q|u) Z jOq-Ww;-
7,0=1
_<q.’w>'ZMijOQ'ui'Qj

ij=1

—(qlu) - ((ViV)o(t,q) |w)

wobei nicht unbedingt

+(qlw) ((ViV)o(t.q)|u),

“Mu,w)'q=(qlu) (w|Kq)—(qg|lw)-(

U|K*q> 77’

- <c}\u}'(w\P*Q>—<c}\w>-<UIP*Q>

(qlu) Z jod-wi-

3,0=1

S
_<Q|w>'ZMz‘jOC]'Uz"QjZZOdomq i

1,7=1
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L,C x R*, P, Eqi+t, Eore, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, F,e;: sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
Ezeit X Eort g C und
fir W = (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) U0 =idg ..
¢) Fiir alle ¢ € P gilt V[E,..] C Eop.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R® mit M (z),V (t,z).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # E, offene Teilmenge des R®.
—) Egeiv X Eory C C.
—) A€ CYFE x R*: R?).
—) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eop.

Dann folgt “A ist L,C' X R®, P, E,¢i¢, Fort, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)

—)

—)
—)

—)

Standard L auf C' x R®* mit M _(z),V(t,x).
P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.

0 # Eo offene Teilmengen des R®.

ELeiv X Eopry € C.

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eopr] C Eope.

Fiir alle (¢,x) € P X Eqp und fiir alle 4,5 € {1,...

S, u,w

Mi;((dreh)"'* (x)) = Mi;(w).

Fiir alle (¢,t,2) € P X Egeir X Eopy gilt

S, u,w

V(t, (dreh)1(z)) = V(t, z).

Fiir alle (¢, x,v) € P X Eope X R gilt

S, u,w S, u,w

Z M;i(x dreh)w’( ) - (dreh) W Z M;i(x

3,j=1 3,j=1

q 16st (ELG).
dom q g Ezeit-

Fiir alle ¢ € domq gilt q(t) € Eore.

Dann folgt: ...

,s} gilt
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

(1:2)'<Q|u>'Z<(VMij)OQ|w>'Qi‘Qj

—(1:2)-(qlw)- Y ((VMy)ogq|u)-g

2,j=1

>'2MijOQ'wi'Qj

Y

i,j=1

+(qlu

—(¢|w) joq-u;-

—(qlu)-((VV)o(t,q) |w)+

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, s0 dass fir alle ¢, € domg,

(glw)-((ViV)o

(1) 0)(®) = (1(u,w)")(0),
also
(a®)|u) Z My (alt)) - w500
; M;;(q(t)) - u; - 4;(t)
>|u>-”21Mij<q< ) - )

Z Mz] s UG

2,7=1

q]

(t,q) [ w)

= ZOdom q-

45(0),
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir U = (' | Do) gilt:

a) U € C¥ Dy : RY).
b) Ozeit X \Ij[Dort} O

i) Tist L, C' X R, Ogeit, Dort, R*, m-Koordinatenfunktion.
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) Ciny = {(t,2) € C : 2 € Oin} offene Teilmenge von RIF*.
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
—) G : Cipy X R®* — R?,

G(t,xz,v) = (Z MY (x) - v, . .. ,ZMSi(x) : UZ) :

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R,
c) E,={(t,z,v):ve D(t,x)} = Cipy x R¥ C C x R".

d) Ep = {(t,l’,P(t,l’,U)) HNOS D(t,&?)} = C(inv x R?
offene Teilmenge von R!*25,

e) G= (G| E,) € C{(E,:R%.
f) Fiir alle (¢, z,v) € E, gilt

G(t,z,P(t,z,v)) = v.

g) Fiir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D, Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, C' x R?)
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Es gelte:

—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).

=) M;; auf Oy, invertierbar.

—) Ciny = {(t,2) € C : 2 € Oiny} offene Teilmenge von RIS,

=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.

=) G : Cipy X R — R?,

G(t,z,v) (ZM“ Ui,...,ZMSi(ZE) U,»).
i=1

Dann folgt:

H: Oinv X Rsv

H(t,,p) = (1:2) (Z MO(2) i j> SV ),
ij=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L,C x R?).
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Unter den Voraussetzungen ...
—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) Ciny = {(t,2) € C : 2 € Oin} offene Teilmenge von RIF*.
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
=) G : Cipy X R — R?,

G(t,xz,v) = (Z MY (x) - v, . .. ,ZMSi(x) : UZ) :

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P losen (D, G)(HIG) von (L,C x R?).

ii) dom @ = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R*) und
fiir alle t € dom @ gilt (¢,Q(t)) € Cipy und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qult) = ZM‘”(Q(t))ﬂ(t)

s

Polt) = —(1:2)-) (MY),o(Q(t) - Pi(t) - Py(t)

ij=1

—V.alt, Q1))
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (z),V (t,z).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) Ciny = {(t,2) € C : 2 € Oiny} offene Teilmenge von RIS,
=) D ={((t,z),R%): (t,x) € Ciny}.
—) G : Cipy X R® — R?,

G(t,x,v) = (Z MY (x) - v, ... ,ZMSi(x) : UZ) :

—) q lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt
(¢,4(t)) € Ciny.

Dann folgt “q,P*q l6sen (D, G)(HIG) von (L,C x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (I x O) x R®* mit M (z), V().
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 26/02/15
Standard L auf (I x O) x R®* mit M (=), V (1),

genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. 0 # I offene Teilmenge von R.
3. 0 # O offene Teilmenge von R”.
4. (V| I)eCHI:R).
5. Firid,je{l,...,s} gilt (M;; | O) € CH(O: R).
6. Firid,je{1,...,s}gilt (M,;; | O) = (Mj; | O).

\I

. L:(Ix0)xR* =R,

L(t,z,v) = (1:2)- (Z M;j(x) - v; - Uj) — V().

ij=1

M;; auf Osyy invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Oiny CO.

2. Fiir x € Ospy und i, 5 € {1,..., s} gibt es M¥(x),
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}

> My(z) - M (z) = 6/,
i=1
gilt.
Bemerkung. Falls M;; auf Osyy invertierbar, dann auf Oipy . ..
Fijk = Zrija : Maka
a=1

und auf I X Oypy,
V:i — Z Mia . ‘/,ow
a=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (x),V (t).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (I x O) x R®.

b) domL = (I x O) x R®.
c) L=(L](Ix0)xR?.
d) Fird,jke{l,..., s} gilt I';;z; € C(O: R).

e) Ist M;; auf Oipy invertierbar
und ist 0 # Ojg, offene Teilmenge von R?,
so gilt fiir alle i € {1,...,s},

Vi€ C(I x Oiny : R),
und fiir alle 4,5 € {1,...,s}

MY € CHOigy : R),
und fiir alle 4, j, k € {1,..., s}

[ € C(Osmy : R).
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Zeitliche Ableitung 0. L.
0L e C((I x0O)xR°:R), (0L)(t,x,v)=-=V°(t).

Kraftfeld X. Fiir o € {1,...,s} gilt
Ko € C((I x O) x R° : R),

Ko(t, 2,0) = (05, L)(t,z,0) = (1:2) - Y My o) - v; - ;.

ij=1
Es gilt
Ke C((I x0) xR :R?%),

s

K(t,z,v) = (ViL)(t,,0) = (1:2) - Y _(VM)(x) - v; - v

1,7=1

Impulsfeld P. Fiir o € {1,..., s} gilt

P, € C'(Ix O) xR :R), Po(t,2,0) = (Du, L)(t,2,0) = Y  Mui(z) - v;.
=1
Energiefeld E.
Ec CH{(I x0O) xR :R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,x,v)

=(1:2)- (Z M;j(z) - v; - vj> +V(t).

ij=1
kEnergiefeld T.
T e CH{(I x O) x R* : R),

T(t,x,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

= (1 . 2) ZMZ']‘(I)'UZ"U]'.

ij=1
pEnergiefeld &.
®cCH{(IxO0)xR:R), & z,v)=(Etazv)— Lt zv):2=V().
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'((I x O) x R* : R),

I(u, w)(t,,0) = (z [u)- (w\P(t:va (z]w)-(u|P(tz,0))

(x]u) ZMZJ

i,7=1

—(z|w) ZM’U U

ij=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R* gilt
M(u,w) € C((I x O) x R*: R),
M(u, w)(t, x,v)

=(]u)-(w[KEt,z,0)) = (z[w)- (u][K(Ez0))
+(vfu)-(w|P(t,z,0)) = (v]w)-(ulP{Ez,0v))

s

=(1:2)-(x|u)- Y (VMy)@) [w)-v;-v;

— (L) (xw) - Y0 (VM) ) oie
(vlu) 3 Mig(e) w0y = (o w) ZMH

wobei nicht unbedingt

“M(u, w)(t,z,0) = (o [u) - (wK({Ez,0)) = (2 |w) - (ulK(Ez,0)) 7,

o (vfu) - (w Pt zv)) = (v |w> (ul|P(t,z,v))
(v]u) Z

2,7=1

w>ZMm($)Ul’l}]:O ?

ij=1
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Unter der Voraussetzung

—) Standard L auf (I x O) x R® mit M (x),V (t).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) cist (I x O) x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc: O)
und domqg C I.

Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R® mit M _(z), V(t).
—) cist (I x O) x R*-Kurve.
- aed{l,... s}
Dann gilt:
a) (Ae1gC)a = (i M, oc- cl) + 25: Lijaoc-é-¢;.
i=1 ij=1

b) Falls M;; auf Osy, invertierbar ist
und falls ¢(t) € Oy, fiir alle t € E,
so gilt auf £

S
(Aergc)® = Co + E [';j%cc-¢ ¢y,

i,j=1

S

wobei (Ag1gc)” = Z Mo c- (Ae140)i-

i=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (x),V (t).
—) cist (I x O) x R*-Kurve.
—) ae{l,... s}

Dann gilt:

S
a) E Myioc- ¢ = (Aeagl)a E Lijaoc-¢-¢j.

2,7=1

S
b) E Mijoc-é ¢ =((Aege) | ¢) — E Lijkoc-é ¢ ¢

1,j=1 i,5,k=1
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

L*c € C'(domc:R), Lc=(1:2)- (ZMijoc-c'i-c'j) —Vot,

ij=1
und

1,j=1 i,9,k=1
und

(L*¢)* = { (Aage) | ¢) — V®ort.

Zeitliche Ableitung (0,L)*c ldngs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

(OeL)*c € C(domc:R), (0,L)'c=—-V*ot.

Kraftfeld K*c ldngs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir « € {1,...,s},

(Ka)'c € C(dome: R),  (Ko)'e=(1:2)- Y (M a)oc- ¢

ij=1

Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

(K'e|¢)eCdome:R), (Kc|é)= Y Tiypoc-éi-éj-ix,
ij,k=1

und
S

K'c € C(domc:R%), Ke=(1:2)- Z(VMU) oc- ¢ ¢

=1
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Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Py)*c € Cl(domec: R), (Py)c= Z My;oc- ¢,
i=1

und
((Pa>*c). = (Z Mgyioc- Cz) + Z Maz’,j oc-¢ - éj7
i=1 i,j=1
und

((Pa>*c). = (Aelgc)a + (Ka)*c = (Aelgc)a + (1 : 2) . Z M;j qoc-¢-cj.

ij=1

Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc: R?),

und

(P*e)* = (Aarge) +K'c = (Darge) + (1:2) - Y (VMij)oc-é;-éj,

1,j=1

und

((P*¢)* | ¢) € C(dome: R),

((P*e)* | ¢) = (ZMijoc-éi-c’]) +2- > Typoc-éi-éé

i=1 i,j,k=1

:<(Ae1g0)|é>+ Z Fijk.oc-c'i-c'j-c'k.

ivjvk:]-

Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

E*c € C'(domc:R), Ec=(1:2)- (ZMijOC'éi'éj) +Vot,

ij=1
und
S S
(Ec)® = (Z Mijoc-éi-c'j> + ( > rijkoc.éi-éj-c'k> +Vot,
ij=1 ij.k=1

und

(E'c)® = ((Aqigc) | ¢) + V0 t.
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kEnergiefeld T*c langs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

T'ce C'(dome:R), Te=(1:2): Y Myoc-é-é,
1,7=1

und

s s
:(E MUOCCZC]>+ E I__‘Z]k,OCCZC]Ck

ij=1 i k=1

und

(T°¢)" = ((Reagc) [ ¢) -

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc C'(domc:R), ®*c=Vot,

und
(P*c)*=V*ot.

(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

I(u,w)*c € C'(domc: R),
I(u,w)*c:(c\u)-<w|P*c>—<c\w>-<u\P*c}
(c|lu) ZMWOC w; - ¢
ij=1
c|w Z ij O C- U Cf,
ij=1

und
(I(u, w)*c)® = M(u, w)*c.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine (I x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R*,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(w[Kc)=(c[w) (u][Kc)
(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pc)

_I_

s

=(1:2)-(clu)- Y ((VMy)oc|w) é-¢

ij=1
—(1:2)-(elw)- Y ((VMy)oc|u)-é ¢
ij=1
+(é¢|u) Z joc-w; ¢ —(¢lw) Z ;j O C U+ €,
i,j=1 4,j=1

wobei nicht unbedingt

“M(u, w)re=(clu)-(w|Ke)=(clw)-(u]Ke)”,

) <0'|U>'<w|P*C>—<C'|w>'(U|P* )
(¢lu) Z ;O C-W; - &

2,7=1

S
—(c’\w>-ZMijoc-ui-c'j:zodomc "
ij=1
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Unter der Voraussetzung ...

—) Standard L auf (I x O) x R® mit M (x),V (t).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(domq : O) und
domq C I und
fir alle a € {1,..., s} gilt

(ZMM- oq-q;) + > Tija©q- i - 4 = ZOomy-
=1

1,j=1

Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R® mit M _(z), V(t).
—) M;; auf Osy, invertierbar.
—) q l6st (ELG).
=) (t,q(t)) € I X Oipy.
=) ae{l,...,s}
Dann folgt

Ga(t) + Z Li®(q(t) - 4it) - 4;(t) =

ij=1

0.
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (x),V (t).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) ¢ ist (I x O) x R*-Kurve.
—) Fiir alle t € domq gilt ¢(t) € Oipy.
—) Fir alle a € {1,...,s} gilt
ot Y Tiy"o0q-gi-g =0,
ij=1

Dann folgt “q lost (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C'(domg : R), L*q=(1:2)‘<z jOq- G- ) rer
ij=1
und
(Z 304G >+<Z FijkOQ'Qi'Qj'Qk)_V.Ota
,j=1 i,5,k=1

und

(L*q)o — _Voot

Zeitliche Ableitung (0.L)*q, q lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0. L)*q € C(domgq : R), (0,L)"q=—-V°*ot.
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Kraftfeld K*q, g 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

s

(Ko)*q € C(domg : R), (Ko)*¢q=(1:2)- Z(Mwa) °0q-qi+q;

1,7=1

Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(K'q|q)e€Cdomg:R), (Kq|d)= > Tinoq-di-d- i
i k=1

und
S

K'q € C(domg : R*),K*'q=(1:2)- Y (VMy)oq-d;-q;.

=1

Impulsfeld P*q, g 16st (ELG).
Falls g eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pa)*g € C'(domg:R), (Pu)'q =Y Msoq-d,
=1

und . .
((Pa)"q)* = (Z Myioq- C]z) + Z Mai, joq - Gi- gy,
i=1 ij=1
und )
(Pa)'0)" = (Ka)'a = (1:2)- 3" Mijaoqdi g
ij=1
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

P*q € C'(domgq : R?),

und
S

(P*q)* =K'q=(1:2)- Z(VM”) °q-qi- g,
ij=1

und

((P'¢)* [ ¢) € C(domg : R),

((P )" |q)= (ZMijoq-qi-q‘j>+2- > Tikoq-di-dj-da
i=1

L= 1,7,k=1

133

= > Tyroq-di-d;- i

ij k=1
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E'q € C'(domg:R), E'q=(1:2) (Z oq-q'i%jj)—H/Ot,
4,7=1
und
(Eq)" = (Z MijOQ'di'Qj) + ( > Fz‘jk©€l'%'dj'dk> +V®ot
ij=1 i, k=1
und
(E'q)* =V*ot.

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q € C'(domg: R), T'q= (1:2)-2MijOQ'Qi'qJ'7

ij=1

= (ZMijOQ'(jz"%)-i- Z Lijkoq-qi-qj- qr,

ij=1 i.jk=1

und

und
(T*q)® = ZOdom g--

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

& g c C'(domg:R), ®*¢=Vot,
und
(®*q)* =V ot.

(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

I(u,w)*q € C'(domgq : R),
(u,w)'g=(qlu) (w|Pq)—(qglw) (u|Pq)

=<C]|U>'ZMijOQ'wi'Cb

ij=1
Q|w § szoq uz'Qj7
2,7=1

und
(T(u, w)*q)* = M(u, w)*q.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 1ost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)"q € C(domc: R),

M(u, w)*q

=(1:2) (qlu)- 3 (VMy)og|w) g

QZ'Qj
ij=1

—(1:2)-(gqlw)- > ((VMy)og|u)-G¢-g
ij=1

+(q|u) Z joq widi—(qlw) Z 50 G Ui - G,
i,j=1 i,7=1
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'¢q=(qlu) - (w|Kq)—(q|lw) (u|Kq)”,

: <QIU>~(w|P*Q>—<d|w>-<U|P*Q>

(iluy S Myog-uw-

i,j=1

: 7
—(dqlw) Z ij ©4 " Ui qj = ZOdomq -
2,7=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (x),V (t).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (I x O) X R®| P, Eyeit, Fors, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, E,e;: sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
E it X Eore €1 x O und
fir W = (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) U0 =idg ..
c¢) Fiir alle € € P gilt U'¢[Eypy] C Foge.

Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (x),V (t).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # Eu offene Teilmenge des R®.
=) Egeiv X Eory €1 x O.
—) A€ CYFE x R*: R?).
—) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eop.

Dann folgt
“Aist L, (I x O) x R*, P, Eeit, Eory, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)

—)
—)

—)

Standard L auf (I x O) x R®* mit M (x),V (t).
P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.

0 # Eo offene Teilmengen des R®.

E,eite X Eore T 1 x O.

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eopy] C Eope.

Fiir alle (¢,x) € P X Eqp und fiir alle 4,5 € {1,...

S, u,w

Mi;((dreh)"'*(x)) = Mi;().

Fiir alle (¢, x,v) € P X Eope X R gilt

S,u,w S,u,w

Z M;j(x dreh)w’( ) - (dreh) W’ Z M;j(x

3,j=1 3,j=1

q 16st (ELG).
dom q g Ezeit-

Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eore.

Dann folgt: ...

,s} gilt
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

s

(1:2)-(qlu)- D ((VMy)ogq|w)-d-d

ij=1
— (2 (afw) Y (YMy)oq|u)-di-d;
ij=1
+<Q|u>'ZMijOQ'wi'Qj_<Q‘w>'ZMijOQ'Ui'ij
i,j=1 t,j=1

= ZOdom q

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, so dass fir alle ¢, € domg,

(T(u, w)"q)(t) = (I(u, w)"q)(0),
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (I x O) x R® mit M (x),V (t).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (I x O) X R®, Ogeit, Dors, R*, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir U = (' | Do) gilt:

a) U e C¥( Dy : RY).
b) Ogeir X ¥[Dope] € I % O.
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (x),V (t).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € I X Ospy}.
—) G : (I X Ojipy) X R® — R
G(t,xz,v) = (ZS: MY (x) - v, . .. ,XS:M“(Q:) : UZ-> :
i—1 i=1
Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R'*s,
c) E,={(t,z,v) :v € D(t,x)} = (I X Ospy) x R* C (I x O) x R".

d) E,={(t,z,P(t,z,v)) :v € D(t,x)} = (I X Ospy) X R®
offene Teilmenge von R*25,

e) G= (G| E, € C{E,:R%.
£) Fir alle (¢,2,v) € E, gilt

G(t,z,P(t,z,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D, G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (I x O) x R?)
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R® mit M (x),V (t).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € I X Ospy}.
—) G : (I X Oipy) X R® — R

G(t,x,v) = (Z MY (x) - v, . .. ,ZMSi(QZ) : UZ-> :

Dann folgt:
H: (I X Ospy) X R?,

H(t,x,p) = (1:2)- (Z MY (z) - pi -pg) + V(1)

2,j=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, (I x O) x R?®).
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Unter den Voraussetzungen . ..
—) Standard L auf (I x O) x R* mit M (x),V (t).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € I X Ospy}.
—) G : (I X Ojipy) X R® — R

G(t,xz,v) = (Z MY (x) - v, . .. ,ZMSi(QZ) : UZ-> :

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P losen (D,G)(HIG) von (L, (I x O) x R?).

ii) dom () = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € C(domQ : R*) und
fiir alle t € dom @ gilt (¢,Q(t)) € I X Ojpy und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qult) = 3 MT(Q) - Al

Po(t) = —(122)-Z(M“),a(Q(t))-Pz-(t)'Pj(t)'

ij=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x O) x R® mit M (x),V (t).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € I X Ospy}.
—) G : (I X Oipy) X R® — R

G(t,x,v) = (Z MY (x) - v, . .. ,ZMSi(QZ) : UZ-> :

—) ¢ lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt

(t,4(t)) € I X Osny.

Dann folgt “q,P*q losen (D, G)(HIG) von (L, (I x O) x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (R x O) x R®* mit M_(x),V (z).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 26/02/15
Standard L auf (R x O) x R®* mit M (z),V (x),

genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. 0 # O offene Teilmenge von R®.
3. (V10)eCHO:R).
4. Firi,j €{l,...,s}gilt (M;; | O) € CH(O : R).
5. Firid,je{1,...,s}gilt (M;; | O) = (Mj; | O).

[0}

. L:(Rx0) xR —R,

L(t,z,v) = (1:2)- (Z M () - v; - fuj> — V(z).

ij=1

M;; auf Osyy invertierbar

genau dann, wenn gilt:
1. Ojin CO.

2. Fiir x € Ospy und i, 5 € {1,..., s} gibt es M¥(x),
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}

gilt.

Bemerkung. Falls M;; auf Oip, invertierbar, dann auf Ospy . ..

s

k ak

Fij :E Fija'M 5
a=1

V:i:ilMia'Va-
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (R x O) x R®.

b) domL = (R x O) x R®.
c) L= (L] (R xO)xR?).
d) Firi,j,ke{l,..., s} gilt I';;z € C(O: R).

e) Ist M;; auf Oipy invertierbar
und ist 0 # Ojgy offene Teilmenge von R?,
so gilt fiir alle i € {1,...,s},

V'€ C(Oupy : R),
und fiir alle 4,5 € {1,...,s}
MY € CHOygy : R),
und fiir alle 7, j, k € {1,...,s}

[y € C(Osny : R).
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Zeitliche Ableitung 0, L.

0L € C(Rx0)xR*:R), (0.L)(t,z,v)=0 auf (RxO)xR"

Kraftfeld X. Fir o € {1,...,s} gilt
Ko € C((R x O) x R°: R),

Ko(t,z,v) = (0., L) (t, z,v)

=(1:2)- (Z Mij, o(@) - v; - Uj) — (V.a)(2).

ij=1
Es gilt
Ke C((Rx0)xR*:R%),

K(t,z,v) = (Vi L)(t, z,v)

=(1:2)- (Z(VMU)(:U) ;- vj> — (VV)(z).

1,j=1

Impulsfeld P. Fiir a € {1,..., s} gilt

P, € CH((R x O) x R*: R), Pu(t,z,v) = (0,,L)(t,z,v) = ZS:MM(x) - ;.

i=1
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Energiefeld E.
Ec CH{(RxO) xR :R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,z,v)

=(1:2)- (Z M;i(x) - v; - vj) + V(z).

ij=1
kEnergiefeld T.
Te CY((RxO) xR :R),

T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

=(1:2)- > Mj(z)-v

ij=1
pEnergiefeld &.

®cC((Rx0)xR*:R), &t z,v)=(Elz,v)— Lt zv):2=V().
(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt

I(u,w) € C'((R x O) x R*: R),

I(uvw)(tax,v)=<x\U>'<w\P(tfvv)>—<x|w>~<UIP(t,x,v)>

(x]u) ZM”

i,j=1

(z|w) ZMW

2,7=1
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R® gilt
M(u, w) € C((R x 0) x R* : R),
M(u, w)(t, =, v)
(zfu) (wlK(Etzv))=(z|w) (ulK({Ezv))

+(vlu)-(w[Ptz,v)) = (v|w)- (u|[PErv))

s

=(1:2) - (x]u) > (VMy)(x) |w) v

ij=1
— (12 (ww)- Y (VM) () [w)-v;- v
2,7=1
+(v|u) ZM” Cw; -
4,7=1
—(v|w) ZM”
i,7=1

—(zfu) - (VV)(@) |w)+(zw) (VV)()]|u),
wobei nicht unbedingt

“Mu, w)(t,z,0) = (2 [u) - (wK({Ez,0)) = (2 |w) - (ulK(Ez,0)) 7,

(vlw)-(w|P(t z,0))— (v |7~U> (ul|P(t,z,0))
(v|u) ZM’J W -

2,7=1
'w>ZMlJ<SL’)U2’UJ:O K

1,j=1
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Unter der Voraussetzung

—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) cist (R x O) x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc: O).

Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
—) cist (R x O) x R*-Kurve.
=) ae{l,..., s}

Dann gilt:

a) (AelgC)a: (ZMaiOC'éi> + ZrijaOC'éi'éj+VaOC.

i=1 i,j=1

b) Falls M;; auf Oip, invertierbar ist
und falls ¢(t) € Oy fiir alle t € E,
so gilt auf

(Aelgc)a =Co + (Z Fija oc- ¢+ C]> + (‘/701) oc,

1,j=1

S

wobei (Ag1gc)” = Z Mo c- (Ae140);-

=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
—) cist (R x O) x R*-Kurve.

=) ae{l,..., s}

Dann gilt:
S
a) ZMM'OC~52'— Ne15C)a (ZFZMOC G c])—\{aoc.
=1 1,j=1

S
b) ZMijoc-éi-c'j:<( e15C) | € ) — Z Lijjroc-¢i-¢- ¢

i,j=1 i,j,k=1

—(VVoc]|é).
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

L*ce C*(domc:R), L'c=(1:2)- (Z Mijoc'éi'éj> —Voe,

ij=1
und
(Le)* = (Z Mijoc'éi‘éj> + ( > Fijkoc'éz"éj‘ék> —(VVocle¢),
ij=1 i, k=1
und

(L°6)* = ((Dage) | &) = —2-(VVoc| &),

Zeitliche Ableitung (0,L)*c ldngs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

(0. L)*c e C(domec:R), (9:L)"c = zOdome-

Kraftfeld K*c ldngs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir « € {1,..., s},

(Ka)*c € C(dome : R),

(Ka)'c=(1:2)- (Z(Mijya) 0C- G éj) —(Via)oc

1,j=1

Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt
(Kc|¢) e C(dome: R),

(Kele) = <Z Fijkoc'éz"cﬁ'ék> —(VVoc|ec),
i,7,k=1
und

K'ce C(domc:R?%), K'e=(1:2)- (Z(VMU) ocC-¢- éj> —VVoc.

=1
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Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir a € {1, ..., s},

(Po)*c € Cl(dome: R), (P,)*c= Z My;oc-é,
i=1

und

((Pa)*c)® = (Z Myioc- Cz) + Z My joc-¢ ¢y,
i=1

ij=1

und

((Pa)0)* = (AergC)a + (Ka)'c
= (Ae1gC)a + (1:2) - <Z Mij7aoc-c'i-cj> —Vaoc
ij=1
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc: R¥),
und
(P*c)® = (Aegc) +K'c
= (Aelgc) + (1 . 2) . (Z (VMZ,]) ocC:- CZ . C]> — VV oc,
ij=1

und

((P*¢)* | ¢) € C(dome: R),

((P*e)* | ¢) = (ZMi]—oc-@-c‘j> +2- Y Tygocéiéé

i=1 i,j,k=1

=<(Aelgc)|c‘>+<z Pijkoac'l-.éj.ck) —(VVocle).

Z‘?j?k:l
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

E'ce C'(domc:R), E'c=(1:2) (ZMWOC G- C]>+Voc

7,7=1
und
<Z joc ¢ )—i-(Z Fijkoc-c'i-c'j-c'k>—l—(VVoc]é),
1,j=1 i,7,k=1
und

(E"0)* = ((Berg€) [ ¢) -

kEnergiefeld T*c lidngs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

T*c € C'(domec: R), T*c:(1:2)-ZMijoc-c'i-c'j,

1,j=1

s s
:(E MZJOCCZC]>+ E Fl]kocczcjck

i.j=1 i k=1

und

und
(T%¢)* = ( (Aerge) | ¢) = (VVooc| )

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt
®*cc Cl'(domc:R), ®*c=Voc,
und
(®*c)*=(VVoc|e¢).

(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R*,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

I(u,w)*c=<C\U>~<w\P*C>—<C\w>-<u\P*C>

(clu) Z ;O Cw; - &

2,7=1

—(c|lw) E M;joc-u;-¢j,

i,7=1
und
(I(u,w)*c)® = M(u, w)*c.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(w[Kc)=(c[w) (u][Kc)
(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pc)

_I_

s

=(1:2)-(clu)- Y ((VMy)oc|w) é-¢

ij=1
—(1:2)-(elw)- Y ((VMy)oc|u)-é;-é;
ij=1
+(¢|u) Z ;O CW; - &
4,7=1
—(¢|w) ZMUOC U - €
i,7=1

—(clu)-(VVoclw)+(clw) - (VVoc|u),
wobei nicht unbedingt

“M(u,w)re=(clu)-(w|Ke)=(clw)-(u]Ke)”,

- <C'IU>-<w!P*C>—<é|w>'<UIP*C>

(¢lu) Z ;O Cw; - &

2,7=1

S
—<é\w>-ZMijoc-ui-c'j:zodomc 7,

1,7=1
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Unter der Voraussetzung ...

—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(domq : O) und
fur alle o € {1,..., s} gilt

(ZMmoq-q;) +> Tyaogq-Gi-g=—Vaoq.

i=1 i,j=1

Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R®* mit M (x),V(x).
—) M;; auf Osy, invertierbar.
—) q lost (ELG).
=) q(t) € Oipy.
- ae{l,...,s}
Dann folgt

Go(t) + D Ty (ta(t) - dilt) - 45(1) = =V, (a(8)).

2,j=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) ¢ ist (R x O) x R*-Kurve.
—) Fiir alle t € domq gilt ¢(t) € Oipy.
—) Fir alle a € {1,...,s} gilt
o+ Y Ty"oq-gi-g=-Voq,
ij=1

Dann folgt “q lost (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C'(dom g : R), L*q:(1:2)-<2 0q i ) Vog,
ij=1
und
(Z ;04 G )+<Z Fijk°€l'%'(?j'dk>—<VVOQ|Q>,
i,j=1 i,,k=1

und

(L7q)*=-2-(VVoqlq).

Zeitliche Ableitung (0.L)*q, q lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(8:L)"q € C(domq : R), (3,L)’q = Z0uoms.
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Kraftfeld K*q, g 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ka)*q € C(domgq : R),

(Ko)*q = (1:2)- (Z(Mij,a) 061'%'%) —(Va)og.

ij=1

Falls q eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q|q) € C(domg:R),

(K'qlq) = <Z FijkOQ'Qi'Qj'Qk> —(VVoqlq),
i,5,k=1
und

K*q € C(domg:R%), K'q¢q=(1:2)- <Z(VMU) oq-q- q]> —VVogq.

i=1
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Impulsfeld P*q, ¢q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pa)*q € C'(domq :R), (Pa)'q=>» Maioq- g,

=1
und
((Pa)"q)* = (Z Mayioq- q> + Y Mai 500+ - dj,
i=1 i,j=1

und

((Pa)*Q). = (Ka)*q = (1 : 2) ’ <Z Mij a0q-q;- Qj> —Vaogq

ij=1
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

P*q € C'(domgq : R?),
und

(P'q)* =K'q=(1:2)- (Z(VMi,j) °q-qi- C]j) —VVog,

3,j=1

und
((P"¢)* | ¢ ) € C(domg : R),

((P*q)* g) = (ZMz-joq-qi-q‘j>+2- > Tikoq G- dn

i=1 i,j,k=1

- (Z r,-jkoq-qi-q‘j-q'k>—<VVoq|q>.

%,5,k=1
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E*qécl(domq:R), E'q=(1:2) (Z oq-qi-cjj>—|—Voq,

i,7=1
und
(E'q)* = (ZM@oq-m&) + ( > Pijkoq-qa-q'j-q'k) +(VVoqld),
ij=1 ij k=1
und

(E*q)® = zOdom q-

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q € C'(domg: R), T'q= (1:2)-2MijOQ'Qi'qJ'7

ij=1

= (ZMijOQ'(jz"%)-i- Z Lijkoq-qi-qj- qr,

ij=1 i.jk=1

und

und
(T'q)*=—(VVoql|q)

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*gc C'(domg:R), ®*¢=V ogq,

und
(@°q)*=(VVoql|q).

(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

I(u,w)*q € C'(domgq : R),
I(“aw)*q:<Q|U>'<w|P*Q>—<Q|w>'<U|P*Q>

(qlu) Z joq-w;-

i,j=1
(q|w) E ij ©q " Ui qj,
2,7=1

und
(T(u, w)*q)* = M(u, w)*q.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 1ost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)"q € C(domc: R),

M(u, w)*q

(qlu) -(w[Kq)—
(qlu)-(w|[Pq)—

(qlw)-(ulKq)

(¢lw)-(ul|Pq)

_I_

s

=(1:2) (qlu)- 3 ((VMy)og|w) i

QZ'Qj
ij=1

—(1:2)-(qlw)- > ((VMy)oq|u)-dgi-q;
ij=1

+{(q|u) Z jOq-Ww;-
7,0=1
_<q.’w>'ZMijOQ'ui'Qj

ij=1

—(qlu) - (VVoq|lw)+(q|lw) - (VVogql|u),

wobei nicht unbedingt
“Mu,w)'q=(q|u) (w|[Kq)=C(qlw) (u[Kq)?",

: <c}\u}'(w\P*Q>—<c}\w>-<UIP*Q>

(iluy S Myog-uw-

3,0=1

S
_<Q|w>'ZMz‘jOC]'Uz"QjZZOdomq 7

1,j=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (R x O) X R®| P, E,ei1, Fore, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, F,.;: sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
Eore € O und
fir W= (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥HP x By : RY).
b) U0 =idg .
c) Fiir alle € € P gilt U'¢[Eyry] C Foge.

Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # E, offene Teilmenge des R®.
=) Eory € O.
—) A€ CYFE x R*: R?).
—) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eop.

Dann folgt
“Aist L, (R x O) x R, P, Eeit, Eors, R*-Transformationsfamilie” .




162

KLT #283

Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)

—)

—)

—)

Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).

P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
0 # Eo offene Teilmengen des R®.
Eort g O

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eopy] C Eope.

Fiir alle (¢,x) € P X Eqp und fiir alle i, € {1,...

S, u,w

Mi;((dreh)"'*(x)) = Mi;().

Fiir alle (¢, x) € P X Fop gilt

S, u,w

V((dreh)(x)) = V().

Fiir alle (¢, x,v) € P X Eope X R gilt

S, u,w S, u,w

Z M;j(x) - (dreh 1W’( ) - (dreh) W Z M;i(x

3,j=1 3,j=1

q 16st (ELG).

Fiir alle t € domq gilt ¢(t) € Fors.-

Dann folgt: ...

, s} gilt
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

s

(1:2)-(qlu)- D ((VMy)ogq|w) G- g

ij=1
—(2) - (qlw)- Y (VM) oqlu)- i,
ij=1
+<Q|u>'ZMijOQ'wi'Qj
1,j=1
—(qlw) E: JOq Uit
i,j=1

—(qlu) - (VVoqlw)+(qg|lw) - (VVoql|u)

= ZOdom q-

b) (I(u,w)*q)® = ZOdom g, s0 dass fiir alle ¢, € domg,

(T(u, w)"q)(t) = (1(u, w)"q)(0),

also
(q(t) [u)- > Mij(g(t)) - w; - 4;(t)

Z M;;(q ~u; - 5(t)

1]1

)MM-}:N%WEN-W-%W)

i,j=1

Z Ml] T Ut (J)a

2,7=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) Tist L, (R x O) X R*, Oyeit, Dors, R®, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D, offene Teilmenge des R™ und
fir U = (' | Doye) gilt:

U € C*(Deoye : O).
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R°) : (t,x) € R X Ojpy}.
=) G: (R X Ospy) X R® = R”,

G(t,x,v) = (Z MY (x) - v, . .. ,ZMSi(QZ) : UZ-> :

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R'*s,
c) E,={(t,z,v) :v € D(t,x)} = (R X Ospy) x R* C (R x O) x R®.

d) E,={(t,z,P(t,z,v)) :v € D(t,x)} = (R X Oipy) x R?
offene Teilmenge von R*25,

e) G= (G| E, € C{(E,:R%.
£) Fir alle (¢,2,v) € E, gilt

G(t,z,P(t,z,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D, G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (R x O) x R?)
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Es gelte:

—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).

=) M;; auf Oy, invertierbar.

—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.

=) D ={((t,x),R°) : (t,x) € R X Ojpy}.

=) G: (R X Ospy) X R® = R”,

G(t,xz,v) = (Z M"Y (x) - v, . .. ,ZMSi(QZ) : UZ-> :
i=1 i=1

Dann folgt:

H: (R X Oipy) x R

H(t,z,p) = (1:2)- (Z MV (x) - p; - ) +V(z),
ij=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, (R x O) x R®).
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Unter den Voraussetzungen . ..
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R°) : (t,x) € R X Ojpy}.
=) G: (R X Ospy) X R® = R”,

G(t,x,v) = (Z MY (x) - v, . .. ,ZMSi(QZ) : UZ-> :

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P losen (D,G)(HIG) von (L, (R x O) x R?).

ii) dom () = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R*) und
fiir alle ¢t € dom @ gilt Q(¢) € Oiny und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qult) = 3 MT(Q) - Pl

B = ~(1:2) Y (M9),.(Q(0) - PO Bi(H)
VL(Q)
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (z),V(z).
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R°) : (t,x) € R X Ojpy}.
=) G: (R X Ospy) X R® = R”,

G(t,xz,v) = (Z M"Y (x) - v, . .. ,ZMSi(QZ) : UZ-> :

—) ¢ lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt
Q(t) c Oinv-

Dann folgt “q,P*q losen (D, G)(HIG) von (L, (R x O) x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (R x O) x R®* mit M _(x), V().
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 26/02/15
Standard L auf (R x O) x R®* mit M_(z),V (),

genau dann, wenn gilt:

1. 1<seN.

2. 0 # O offene Teilmenge von R®.

3. VeR

4. Firi,j €{1,...,s} gilt (M;; | O) € C1(O : R).
5. Firid,je{1,...,s}gilt (M;; | O) = (Mj; | O).

(@]

. L:(Rx0)xR >R,

L(t,z,v) = (1:2)- (Z M;j(z) - v; - vj> -V

ij=1

M;; auf Ojyy invertierbar
genau dann, wenn gilt:
1. Oine CO.

2. Fiir x € Ospy und i, 5 € {1,..., s} gibt es M¥(x),
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}

gilt.

Bemerkung. Falls M;; auf Oip, invertierbar, dann auf Ospy . ..

I," = irw - MOk,
a=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (R x O) x R®.

b) domL = (R x O) x R®.
c) L= (L] (R xO)xR?).
d) Firi,j,ke{l,..., s} gilt Iz € C(O: R).

e) Ist M;; auf Oipy invertierbar
und ist 0 # Ojg, offene Teilmenge von R?,
so gilt fiir alle 4,5 € {1,...,s},

MY € C'(Ospy : R),
und fiir alle 4, j, k € {1,..., s}

[y € C(Osny : R).
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Zeitliche Ableitung 0. L.
L e C(RxO) xR :R), (L)t z,v)=0.

Kraftfeld X. Fiir o € {1,...,s} gilt
Ko € C((R x O) xR°: R),

Ko(t, 2,0) = (05, L)(t,x,0) = (1:2) - Y~ My o) - v; - ;.

ij=1
Es gilt
Ke C((RxO) xR*:R?),

s

K(t,z,v) = (ViL)(t,,0) = (1:2) - Y _(VM)(x) - v; - v

1,7=1

Impulsfeld P. Fiir a € {1,..., s} gilt

Po € CH((R x O) xR*: R), Pu(t,z,0) = (05, L)(t,2,0) = Y Mui() - v;.
=1
Energiefeld E.
Ec CH(R xO)xR*:R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,x,v)

=(1:2)- (iMij(x)mi-vj) + V.

ij=1
kEnergiefeld T.
Te CH{(R x O) x R*: R),

T(t,x,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

= (1 . 2) ZMij(iC)'Ui'Uj.

ij=1
pEnergiefeld .
®cCH{(RxO)xR:R), & x,v)=(Elmsv)— Lt zv):2=V.
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'((R x O) x R* : R),

I(u, w)(t,z,v) = (z [u)- (w\P(t:va (zw)-(ul|P(tz,0))

(x]u) ZMZJ

i,j=1

—(z|w) ZM’U U

ij=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R® gilt
M(u,w) € C((R x O) x R* : R),
M(u, w)(t, x,v)

=(]u)-(w[KEtz,0)) = (z[w)- (u][K(Ez,0))
+(vfu)-(w|P(t,z,0)) = (v]w)-(ulP{Ez,v))

s

=(1:2)-(x|u)- Y ((VMy)@) [w)-v; v

— (L) (xw) - 3 (TMy)a) ) vie o,
(vlu) 3 My(e) w0y = (o w) ZMH

wobei nicht unbedingt

“M(u, w)(t,z,0) = (2 [u) - (w [ K({Ez,0)) = (2 |w) - (ulK(Ez,0)) 7,

o (vfu) - (w Pt zv)) = (v |w> (u|P(t,z,0))
(v]u) Z

2,7=1

w>ZMl]($)U1?}]:O ?

ij=1



KLT #284

173

Unter der Voraussetzung
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
..sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) cist (R x O) x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc: O).

Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M _(x), V().
—) cist (R x O) x R*-Kurve.
=) ae{l,..., s}

Dann gilt:

a) ( elgc (Z M, oc- cz> + Z Lijaoc-¢-¢j.

i,7=1

b) Falls M;; auf Oip, invertierbar ist
und falls ¢(t) € Oy fiir alle t € E,
so gilt auf £

S
o . o .
(A1) = éo + E [j%0c & ¢,

2,j=1

wobei (Ag1gc)” EMO" - (Ae1gC);-
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
—) cist (R x O) x R*-Kurve.
—) aed{l,... s}

Dann gilt:

S
a) E Myioc- ¢ = (Aeaigl)a E Fijaoc-¢-¢j.

2,7=1

S
b) E Mijoc-é ¢ =((Aege) | ¢) — E Lijpoc-é ¢ ¢

1,j=1 i,5,k=1
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

L*ce C*(domc:R), L'c=(1:2)- (Z Mijoc.c‘i.éj> —V,

i,j=1
und
s s
(L*C>. = E MijOC'éi'éj + E FijkOC'C.Z"C.j'C'k,
1,7=1 2,5,k=1
und

(L7e)* = ((Berge) [ ¢) -

Zeitliche Ableitung (0,L)*c lings c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

(0sL)*c e C(domec:R), (0;L)'c=-V*ot.

Kraftfeld K*c langs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ka)c € C(dome: R),  (Ko)'e=(1:2)- > (Mya)oc- ¢

,j=1

Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

(K'c|¢)eCldome:R), (K'e|é¢)= Z Lijkoc-é ¢ éy,
i k=1

und
S

K*c e C(domc:R%), Kec=(1:2)- Z(VMU) oc- - ¢y

i=1
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Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir a € {1, ..., s},

(Po)c € Cl(domc:R), (Po)'c=» Myioc-é;
=1

und

((Pa)*C). = (Z Moci ocC- Cz) + Z Moﬂ',j ocC- C'L : Cj?
i=1

ij=1

und

((Pa)"0)* = (Aerg)a + (Ka)'c = (Aerg)a + (1:2) - > Mija0c-éi-cj.
ij=1
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc: R¥),

und

(P70)* = (Aergl) + K'c = (Aarge) + (1:2)- Y (VMij)oc-éi- ¢,

1,7=1

und

((P*¢)* | ¢) € C(dome : R),

((P*e)* | ¢) = (ZMUOC'@-C‘O +20 Y Tygocé & éy

i=1 ig,k=1

= ((Dage) [ )+ > Typoc-éiéj- i

i k=1

Energiefeld E*c ldangs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

E*c € C'(domc:R), Ec¢=(1:2)- (Z Mijoc'éi'éj> +V,

4,j=1
und
S S
ij=1 ij k=1
und

(E°0)* = ((Berg€) [ ¢) -
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kEnergiefeld T*c langs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

T'ce C'(dome:R), Te=(1:2): Y Mjoc-é-é,
1,7=1

und

s s
:(E MUOCCZC]>+ E I__‘Z]k,OCCZC]Ck

ij=1 i k=1

und

(T°¢)" = ((Regc) | ¢) -

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc Cl(domc:R), ®c=V auf dome,

und
(®*¢)® = ZOdome-

(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R*,

I(u,w)*c € C'(domc : R),
I(uaw)*C=<C\u>'<w|P* )= (clw)-{u|Pc)
(clu) ZMWOC (e
ij=1
(c|lw) Z §OC U
ij=1

und
(I(u,w)*c)® = M(u, w)*e.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(w[Kc)=(c[w) (u][Kc)
(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pc)

_I_

s

=(1:2)-(clu)- Y ((VMy)oc|w) é-¢

ij=1
—(1:2)-(elw) Y ((VMy)oc|u)-é ¢
ij=1
+(¢|u) Z joc-w; ¢ —(¢lw) Z ;O C U+ €,
i,j=1 4,j=1

wobei nicht unbedingt

“M(u, w)re=(clu)-(w|Ke)=(clw)-(u]Ke)”,

) <0'|U>'<w|P*C>—<C'|w>'(U|P* )
(¢lu) Z ;O C-W; - &

2,7=1

S
—(c’\w>-ZMijoc-ui-c'j:zodomc 7
ij=1
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Unter der Voraussetzung ...

—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(domq : O) und
fur alle o € {1,..., s} gilt

i=1 i,j=1

(ZMM oq-q;) + > Tija©q- i - 4 = ZOomy-

Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R®* mit M (x), V().
—) M;; auf Osy, invertierbar.
—) q lost (ELG).
=) (t,q(t)) € R X Ospy.
- ae{l,...,s}

Dann folgt
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) ¢ ist (R x O) x R*-Kurve.
—) Fiir alle t € domq gilt ¢(t) € Oipy.
—) Fir alle a € {1,...,s} gilt
ot Y Ty o0q-gi-g =0,
ij=1

Dann folgt “q lost (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C'(domgq:R), L*q (Z j0q-q;- ) -V,
1,J=1
und
(L*q)* = (Z Mz’j©Q'¢i¢'dj> + Y Tikoq-di-dj- g
ij=1 irj k=1
und

(L*q)* = ZOdom ¢-

Zeitliche Ableitung (0,L)*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0:L)*q € C(domg : R), (0:L)*q¢ = zOdom -



KLT #284

Kraftfeld K*q, g 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

s

(Ko)*q € C(domg : R), (Ko)*¢q=(1:2)- Z(Mwa) °0q-qi+q;

1,7=1

Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(K'q|q)e€Cdomg:R), (Kq|d)= > Tinoq-di-d- i
i k=1

und
S

K'q € C(domg : R*),K*'q=(1:2)- Y (VMy)oq-d;-q;.

=1

Impulsfeld P*q, g 16st (ELG).
Falls g eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pa)*g € C'(domg:R), (Pu)'q =Y Msoq-d,
=1

und . .
((Pa)"q)* = (Z Myioq- C]z) + Z Mai, joq - Gi- gy,
i=1 ij=1
und )
(Pa)'0)" = (Ka)'a = (1:2)- 3" Mijaoqdi g
ij=1
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

P*q € C'(domgq : R?),

und
S

(P*q)* =K'q=(1:2)- Z(VM”) °q-qi- g,
ij=1

und

((P'¢)* [ ¢) € C(domg : R),

((P )" |q)= (ZMijoq-qi-q‘j>+2- > Tikoq-di-dj-da
i=1

L= 1,7,k=1

181

= > Tyroq-di-d;- i

ij k=1
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E*q € C'(domg:R), Eq=(1:2) (Z ;OG- ¢+ )+V,

i,7=1
und
(Eq (ZMUOQ g qj>+ Z Lijkoq-qi - qj - qr,
i,5=1 ,7,k=1
und

(E*q)® = zOdom q-

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q¢ € C'(domg: R), T'q= (1:2)~ZMzJOQ'Qi‘Qj7

ij=1

(Tq (ZM’L]OQ QZ %)“‘ Z Fz]koq QZ QJ Qk7

i,j=1 3,5,k=1

und

und
(T*q)* = zOdom q--

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*qc C'(domq:R), ®¢=V auf domg,

und
(®*q)* = z0dom q-

(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

I(u,w)*q € C'(domgq : R),
I(u,w)*qz<QIU>-<w|P*Q>—<q|w>-<UIP*Q>

Calu)- S Myoq s

7,7=1
(qw) E i © 4" Ui dj,
i,7=1

und
(T(u, w)*q)* =M(u, w)*q.
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(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 1ost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)"q € C(domc: R),

M(u, w)*q

=(1:2) (qlu)- 3 (VMy)og|w) g

QZ'Qj
ij=1

—(1:2)-(gqlw)- > ((VMy)og|u)-G¢-g
ij=1

+(q|u) Z joq widi—(qlw) Z 50 G Ui - G,
i,j=1 i,7=1
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'¢q=(qlu) - (w|Kq)—(q|lw) (u|Kq)”,

: <QIU>~(w|P*Q>—<d|w>-<U|P*Q>

(iluy S Myog-uw-

i,j=1

: 7
—(dqlw) Z ij ©4 " Ui qj = ZOdomq -
2,7=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (R x O) X R*| P, E,ei1, Fore, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, E,e;: sind echte reelle Intervalle und
0 # E offene Teilmenge des R® und
Eore € O und
fir W= (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) U0 =idg .
c¢) Fiir alle € € P gilt U'E[Eyry] C Fope.

Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R®* mit M_(z), V().
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # E, offene Teilmenge des R®.
=) Eory € O.
—) A€ CYFE x R*: R?).
—) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eo.

Dann folgt
“Aist L, (R x O) x R, P, Eei1, Eors, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)

—)

—)

Standard L auf (R x O) x R®* mit M _(z), V().
P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.

0 # Eo offene Teilmengen des R®.

Eory CO.

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eopy] C Eope.

Fiir alle (¢,x) € P X Eqp und fiir alle 4,5 € {1,...

S, u,w

Mi;((dreh)"'* (2)) = Mi;(x).

Fiir alle (¢, x,v) € P X Eope X R® gilt

S,u,w S,u,w

Z M;j(x dreh)w’( ) - (dreh) W’ Z M;j(x

3,j=1 3,j=1

q 16st (ELG).

Fiir alle t € domq gilt ¢(t) € Eors.

Dann folgt: ...

,s} gilt
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

s

(1:2)-(qlu)- D ((VMy)ogq|w)-d-d

ij=1
— (2 (afw) Y (YMy)oq|u)-di-d;
ij=1
+<Q|u>'ZMijOQ'wi'Qj_<Q‘w>'ZMijOQ'Ui'ij
i,j=1 t,j=1

= ZOdom q

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, so dass fir alle ¢, € domg,

(T(u, w)"q)(t) = (I(u, w)"q)(0),
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (R x O) X R*, Oyeit, Dors, R®, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir U = (I' | Do) gilt:

U € C*(Deoye : O).
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R°) : (t,x) € R X Ojpy}.
=) G: (R X Ospy) X R® = R”,

G(t,x,v) = (Z MY (x) - v, . .. ,ZMSi(QZ) : UZ-> :

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R'*s,
c) E,={(t,z,v) :v € D(t,x)} = (R X Ospy) x R* C (R x O) x R®.

d) E,={(t,z,P(t,z,v)) :v € D(t,x)} = (R X Oipy) x R?
offene Teilmenge von R*25,

e) G= (G| E, € C{E,:R%.
£) Fir alle (¢,2,v) € E, gilt

G(t,z,P(t,z,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D, G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (R x O) x R?)




KLT #284

189

Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R°) : (t,x) € R X Ojpy}.
—) G : (R X Ospy) X R® = R”,
G(t,x,v) = (ZS: MY (x) - v, . .. ,XS:M“(Q:) : UZ-> :
i—1 i=1

Dann folgt:

H: (R X Oipy) x R

4,j=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, (R x O) x R®).
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Unter den Voraussetzungen . ..
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R°) : (t,x) € R X Ojpy}.
=) G: (R X Ospy) X R® = R”,

G(t,x,v) = (Z MY (x) - v, . .. ,ZMSi(QZ) : UZ-> :

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P losen (D,G)(HIG) von (L, (R x O) x R?).

ii) dom () = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R*) und
fiir alle ¢t € dom @ gilt Q(¢) € Oiny und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qult) = 3 MT(Q) - Pl

Po(t) = —(122)-Z(M“),a(Q(t))'Pz-(t)'Pj(t)'

ij=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (x), V().
=) M;; auf Oy, invertierbar.
—) 0 # Ojyy offene Teilmenge von R?.
=) D ={((t,x),R°) : (t,x) € R X Ojpy}.
—) G : (R X Ospy) X R® = R”,

G(t,x,v) = (Z MY (x) - v, . .. ,ZMSi(QZ) : UZ-> :

—) ¢ lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt
Q(t) c Oinv-

Dann folgt “q,P*q losen (D, G)(HIG) von (L, (R x O) x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).



192 KLT #285

KLT: Standard L auf C' x R* mit M (), V (¢, x).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 26/02/15
Standard L auf C' x R* mit M (), V (¢, ),

genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. 0 # C offene Teilmenge von R!T.
3. (V1C)elC:R).
4. Firid,je{l,...,s}gilt M;; e R.
5. Firid,j e {1,...,s} gilt M;; = Mj;.
6. L:C xR — R,

L(t,z,v)=(1:2)- (ZS: M;j - v; - vj) —V(t,x).

ij=1

M;; invertierbar

genau dann, wenn gilt:

Fiir 1,5 € {1,..., s} gibt es MY,
so dass fiir alle k,[l € {1,...,m}

iMkl : Mil = 5]4:[7
=1

gilt.

Bemerkung. Falls M;; invertierbar, dann

Vz:ZS:M’LaVa

a=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf C' x R?.

b) domL = C x R?,
¢) L=(L|C xR
d) Fir l,j,kE{l,,S} gllt Fz]k:O

e) Ist M;; invertierbar,
so gilt fiir alle i € {1,...,s},

Vie C(C:R),
und fiir alle 7, j, k € {1,..., s}

r;*=0.
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Zeitliche Ableitung 0, L.
0L € C(C xR*:R), (0L)(t,z,v) =—(0:V)(t,x).
Kraftfeld X. Fiir o € {1,...,s} gilt
Ko € C(CxR°:R), Ky(t,xz,v) =—(V4)(t, ).
Es gilt
Ke C(C xR :R?%), K(t,z,v) = (ViL)(t,z,v) = =(V,V)(t, x).

Impulsfeld P. Fiir a € {1,..., s} gilt

P, € CH(C x R*:R), Pu(t,x,v) = (0,,L)(t,z,0v) = ZMM - ;.
i=1

Energiefeld E.
Eec C{(C xR*:R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,z,v)

=(1:2)- (i Mij"Ui'Uj) + V(t, x).

ij=1
kEnergiefeld T.
Te C(C xR*:R),
T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

ij=1
pEnergiefeld &.

& cC(CxR:R), &t x,v)=(Etzv)— Lt zv):2=V(En).
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'(C x R*: R),
I(u,w)(t,x,v)ZW\U>~(W\P(t z,0)) = (xfw)-(u|P{tz,0))

(x]u)- g M;j - w; - v;

4,7=1

—(z|w) E M;j - u; - vj.

7,7=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R® gilt

M(u,w) € C(C' x R* : R),

M(u, w)(t, x,v)

wobei nicht unbedingt

“M<u>w)(t’l‘7v) = (m|u>-<w|K(t,x,v)>—(:p|w>-(u|K(t,x,v))”,

) <v|U>~<w|P(t7ﬂf,v)>—<v|w>-<UIP(txv))

(v]u) g M;; - w; - v;

2,7=1

—(v|w) E M u;-v;=0 7.

3,0=1
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Unter der Voraussetzung

—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) cist C' x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc : R¥)
und fiir alle t € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R* mit M (), V (¢, x).
—) cist C' x R*-Kurve.
=) ae{l,... s}

Dann gilt:

a) (Aelgc)a = (Z Mg - Cz) + V:a © (t7 C)‘
=1

b) Falls M;; invertierbar ist
und falls £ C dome,
so gilt auf
(Ae1g0)® = Ca + (V%) o (t,0),
wobei (Ag1gc)” = Z M. (Ae140);-

=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).
—) cist C' x R*-Kurve.
—) ae{l,... s}

Dann gilt:

a) ZMai : Cz = (Aelgc)a - V:a © (t7 C)‘
i=1

) S My -déy = ((Dage) [ ¢) = ((VaV) o (t,0) | ).

,j=1
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Lagrange-Funktion L*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

L*c € C'(domc:R), L*'c=(1:2)- (Z M;j - é; - c'j> —Vo(t, o),
ij=1
und
(L¥¢)* = (i M - & - éj) —(0:V)o(t,c) = ((ViV)o(t,c)[¢),
ij=1
und

(L7e)" = ((Barge) [ ¢) = (B V) o (t,¢) =2- ((ViV) o (t,¢) | &)

Zeitliche Ableitung (0,L)*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

(0:L)*ce C(domec:R), (0;L)'c=—(0V)o(t,c).

Kraftfeld K*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ko)c € C(dome: R), (Ko)*c=—(V4)o(t,0).
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt
(K'c¢|¢)eCldome:R), (Kc|c)=—((VV)ol(t,e)]|e¢),

und
K*c € C(domc: R%), K'c=—(V,V)o(t,c).
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Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,...,s},

(Po)c € C'(dome:R), (Po)'c=) M- é;,
i=1

und \
(Pa)"0)* =D M- é;,
i=1

und
((Pa)™e)® = (Ae1g0)a + (Ka)c = (Aergt)a — V o 0 (t,0).

Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc : R?),

und

(F"0)" = (Aasgt) +K'c = (Dage) — (VaV) 0 (t,0),

und

((P*¢)* | ¢) € C(dome: R),

(o) [e) = Mij-é-é5 = ((Aage) [ ¢) = (V) o (t,0) [ ).
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

E'c € C'(domc:R), E*c=(1:2): (Z M - ¢ - éj> +Vo(t,e),

und
(E'c)* = (Z M;j - ¢; - éj) + (V) o (t,c) + ((ViV)o(t,c) | ¢),
und

(E°0)* = ((Berg0) [ ¢) +(8V) o (¢, 0).

kEnergiefeld T*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

T*c € C'(domc: R), Tr'e=(1:2)- Z M;j - & - ¢,

ij=1
und

(T*¢)* = Z M - & - ¢
und |
(T¢)* = ((Aerg) | ¢) = ((VxV) o (t,0) | ),

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc C'(domc:R), ®*c=Vol(t,c),

und

(®7¢)* = (3:V) o (t,0) + ((VeV) o (t, ) [ ¢).
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

I(u,w)'c=(c|lu) - (w|Pc)—(c|lw)- -(ul|Pc)

= (clu)- D My-wi-¢

und
(I(u,w)*c)® = M(u, w)*c.

(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c langs c.
Falls ¢ eine C' x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

M(u,w)*c € C(domec : R),
M(u, w)*c

=(clu)-(wlKe)={clw) (u[Kc)
(¢lu)-(w|Pe)—(clw)-(u|Pe)

(¢lu) Z Jw; - G

1,J=1

—(¢|w) E M;j - u; - ¢

i,7=1

—(clu)-((VeV)o(t,c) [w)+{clw) - ((ViV)ol(t,c)|u),

_|_

wobei nicht unbedingt

“Mu,w)e=(clu)-(w[Kec)—=(clw) (u[Ke)7,

) (C'|U>'<w|P*C>—<C'|W>'<U|P* )
(¢lu) Z Jw G

2,7=1

7
(¢|w) E M;j - u; - ¢ = Z0dome -

2,j=1
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Unter der Voraussetzung . ..

—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(domgq : R*) und
fiir alle ¢ € dom ¢ gilt (¢,¢(t)) € C und
fir alle a € {1,..., s} gilt

ZMM g =—V 40(t,q).
i=1

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, z).
—) M;; invertierbar.
—) ¢ lost (ELG).
—) t € domg.
—) aef{l,... s}

Dann folgt
Ga(t) = =V (£, q(t)).
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).
—) M;; invertierbar.
—) q ist C x R*-Kurve.
—) Fir alle o € {1,...,s} gilt

(.joz = _V:a o <t>Q)>

Dann folgt “q lost (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C'(domg:R), L*'q=(1:2)- (Z M;; - q; - Qj) —Vo(t,q),

1,7=1

und

(L7q)" = (Z Mij - Gi - %) —(8V)o(t,q) = ((VxV)o(t,q) [ ¢),

ij=1

und
(L*q)* = —(0cV) o (t,q) =2 ((VxV)o(t,q) [q).

Zeitliche Ableitung (0.L)*q, q lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0:L)"q € C(domgq : R), (9xL)"q = —(8:;V) o (t,q).

Kraftfeld K*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ka)*q € C(domgq : R), (Ko)"¢=—(V.a)o(t,9)
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q|q) e Cldomg:R), (K'qlq)=—-((ViV)ol(t,q)[q),

und
K*q € C(domg: R*), K'q=—(V,V)o(t,q).
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Impulsfeld P*q, ¢q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pu)’g € C'(domq:R), (Po)'q=3 Mai-ds,
i=1
und )
(Pa)"q)* = Mai - i,
i=1

und
((Pa)"q)* = (Ka)"q = =V, a0 (t,q).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

P*q € C'(domg : R?),

und

(P*q)* =K'q = —(ViV)o(t,q),

und
((P*q)* [ ¢) € C(domg : R),

<(P*Q)'|C]>ZZMij'fiz"q'j=—<(VXV)O(EQ)|d>‘
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E'q € C'(domg:R), E'q=(1:2)- (Z M;; - ¢; - qj> + Vo (t,q),

und
(Eq)* = (Z M;; - g; - Qj) + (V) o (t,q) + ((ViV)o(t,9) | q),
und

(E°q)" = (V) o (t,9)-

kEnergiefeld T*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q¢ € C'(domg:R), T'q=(1:2)- Z M;j - ¢; - g,

ij=1
und

(T'q)* = Z Mj - Gi - gy,
und |
(T*q)* == ((VLV) o (t.q) | d).

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*q c C'(domgq:R), ®*¢=Vol(t,q),

und

(®7)* = (3:V) o (t,q) + ((VzV) o (t,9) [ ¢).
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

I(u,w)*q € C'(domgq : R),

I(“? w)*q =

<Q|U>'<w|P*Q>—
(qfu) Z

2,j=1

(qlw)-(ul[Pq)

(qw) ZMZ] wi - gy,

7,7=1
und

(T(u, w)"q)* = M(u, w)"q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)*q € C(domc: R),

M(u, w)"q

7,7=1
(qw) ZMZJ u; -
i,7=1
—(qfu)-((ViV)ol(t,q) [w)+ (qlw) ((ViV)o(t,q)[u),
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'q=(qlu) (w|[Kq)—(qlw) (ul[Kq)”
¢ <Q|U>-<w|P*Q>—<c]|w>-<U|P*C1>

(q[u) Z

2,j=1

(qlw) ZMU i+ G =

79
Z0dom ¢ .
i,7=1
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L,C x R*, P, Eqi+t, Eore, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, et sind echte reelle Intervalle und
0 # E offene Teilmenge des R® und
Ezeit X Eort g C und
fir W = (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥P x By : RY).
b) U0 =idg ..
¢) Fiir alle ¢ € P gilt V¢[E,..] C Eop.

Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # E, offene Teilmenge des R®.
—) Egeiv X Eory C C.
—) A€ CYFE x R*: R?).
=) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eo.

Dann folgt “A ist L,C' X R®, P, F,¢i¢, Fort, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:

—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).

—) P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
—) 0 # E. offene Teilmengen des R®.
_>) Ezeit X Eort g C

=) u,w € R,

—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)1¢[Eore] C Eore.

—) Fiir alle (¢,t,2) € P X Eeiy X Eopy gilt

S, u,w

V(t, (dreh) ! (z)) = V (¢, z).

—) Fir alle (¢,v) € P x R® gilt

Z M;; - ( dreh)w’( ) ( dreh W’

i,j=1
—) ¢ lost (ELG).
—) domq C F,ei¢.
—) Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eope.

Dann folgt: ...

E M;j - v - v;.

7,7=1
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

(qlu) Z

2,7=1

(lw) ZMU ui - g

i,7=1

—(alu)-((VeV)o(t,q) [w)+(qlw) - ((ViV)o(t,q)|u)

= ZOdom q

b) (I(u,w)*q)® = ZOdom g, so dass fiir alle ¢, € domg,

(T(u, w)*q)(t) = (T(u, w)"q)(0),

also

,5=1

w) > Mij - ui - g5(t)

ij=1

ij=1

ZMU ui - g;(o

2,j=1
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Unter der Voraussetzung . ..
—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) Tist L, C' X R, Ogeit, Dore, R*, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D, offene Teilmenge des R™ und
fir O = (' | Do) gilt:

a) U e C¥ Dy : RY).
b) Ozeit X \Ij[Dort} O
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Es gelte:

—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).

—) M;; invertierbar.

=) D ={((t,x),R*): (t,x) € C}.

=) G:C xR =R,

G(t,x,v) = (iMli'U¢,~--7ZS:MSi'Ui) :
i=1 i=1

Dann folgt:

a) D Funktion.

b) dom D C R'*s.

c) B, ={(t,z,v):ve D(t,z)} =CxR CC xR

d) Ep = {(t7I7P(t7$’U)) TV E D(t,x)} =(C x R®
offene Teilmenge von R 25,

e) G= (G| E,) € C\E,:R%).
£) Fir alle (¢,z,v) € E, gilt

G(t,z,P(t,z,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, C x R?)
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Es gelte:

—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).

—) M;; invertierbar.

=) D={((t,z),R*): (t,z) € C}.

—) G:C xR — R,

G(t,x,v) = (ZM”-vi,...,ZMSi-vi> :
i=1 i=1
Dann folgt:
HZCXRS, H(t,x,p)=(12) <ZMZJpr]> +V(t,$),
ij=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L,C x R?).
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Unter den Voraussetzungen ...
—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).
—) M;; invertierbar.
=) D ={((t,x),R*): (t,x) € C}.

—) G:C xR — R,

G(t,x,v) = (iM”-vi,...,i:M”-vi).

=1 =1

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P losen (D, G)(HIG) von (L,C x R?).

ii) dom @ = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € C(domQ : R®) und
fir alle ¢ € dom @ gilt (¢,Q(¢)) € C und
fir alle t € domQ, « € {1,..., s} gilt

s

ro(t) = ZMM ) P,(t)

Palt) = —(1:2)-) (MY).o-Bi(t)- Pi(t)

,j=1
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Es gelte:
—) Standard L auf C' x R®* mit M (), V (¢, x).
—) M;; invertierbar.
=) D ={({t,z),R*): (t,z) € C}.
—) G:C xR — R,
G(t,x,v) = (ZMli-vi,...,ZMSi-vi) .
i=1 i=1
—) ¢ lost (ELG).

—) Fiir alle ¢t € dom q gilt
(t,q(t)) € C.

Dann folgt “q,P*q losen (D, G)(HIG) von (L,C x R®)” .

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (I x R®) x R* mit M (), V(¢).
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 26/02/15
Standard L auf (I x R®) x R* mit M (), V (1),

genau dann, wenn gilt:

1. 1<seN.
2. 0 # I offene Teilmenge von R.
3. (V| I)eCY{I:R).

4. Firi,j € {1,...,5} gilt Mij e R.

o

6. L:(I xR xR* =R,

L(t,z,v) = (1:2)- (i M;j - v; - Uj) — V().

ij=1

M;; invertierbar
genau dann, wenn gilt:

Fiir 4,5 € {1,...,s} gibt es M,
so dass fiir alle k,1 € {1,...,m}

XS:MM Mt =g,
=1

gilt.

Bemerkung. Falls M;; invertierbar, dann

‘/,i:iMia'Va-

a=1



216 KLT #286

Es gelte:
—) Standard L auf (I x R*) x R* mit M (), V(¢).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (I x R®) x R®,

b) dom L = (I x R¥) x R*.
c) L= (L] (I xR*)xR"?).
d) Fir l,j,kE{l,,S} gllt Fz]k:O

e) Ist M;; invertierbar,
so gilt fiir alle i € {1,...,s},

Vie C(I:R),
und fiir alle 4, j, k € {1,..., s}

I, =0.
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Zeitliche Ableitung 0. L.
0L € C((I xR*) x R*:R), (0:L)(t,z,v) =—=V*(t).
Kraftfeld X. Fir o € {1,...,s} gilt
Ko € C((I x R*) x R*: R), K,(t,z,v) =0.
Es gilt
Ke C((IxR®) xR :R?%), K(t,z,v)=(VeL)(t z,v)=0.

Impulsfeld P. Fiir a € {1,..., s} gilt

P, € C'(I xR*) x R*:R), Po(t,z,v) = (0, L)(t, 2,0) = > Me; - vi.
=1

Energiefeld E.
Eec C'((I xR*) x R°: R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,z,v)

=(1:2)- (i Mz-j-vi-v]) + V().

ij=1
kEnergiefeld T.
Te C'((I x R*) x R* : R),
T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

ij=1
pEnergiefeld &.

® c C((I xRY) xR*:R), ®(t,z,v) = (E(t,z,v) — L(t,z,v)) : 2 = V().
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'((I x R¥) x R*: R),
I(u,w)(t,x,v):<x\u)-(w\P(t z,v))—(x|w) - (u|P(tz,0v))

(x]u)- g M;j - w; - v;

4,7=1

—(z|w) E M;j - u; - vj.

7,7=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R* gilt

M(u,w) € C((I x R®*) x R : R),

M(u, w)(t, x,v)

wobei nicht unbedingt

“M(u, w)(t,x0) = (@ [u) - (w Kt z,0)) = (@ [w) - (u|K(Ez,0)) 7,

) <v\U>-<w\P(t,x,v)>—<v\w>-<U\P(tﬂfv))

(v|u)- E M;j - w; - v;

2,j=1

—(v|w) E M -u;-v; =0 7.

i,7=1
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Unter der Voraussetzung

—) Standard L auf (I x R®) x R* mit M (), V(¢).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

1) cist (I x R¥) x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc : R¥)
und dome C I.

Es gelte:
—) Standard L auf (I x R®) x R®* mit M (), V (¢).
—) cist (I x R*) x R*-Kurve.
=) ae{l,... s}

Dann gilt:
a) (Aelgc)a = Z Mai : C,L
i=1

b) Falls M;; invertierbar ist
und falls £ C dome,
so gilt auf £
(Aelgc)a = éom
wobel (Ag1gc)* = Z M. (Ae1gC);-

i=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x R*) x R* mit M (), V(¢).
—) cist (I x R*) x R5-Kurve.
=) ae{l,..., s}

Dann gilt:

a) ZMM' : Cl = (Aelgc)a.
i=1

D) Y M- é ¢y ={ (Aage) | ).

1,j=1




KLT #286 221

Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine (I x R®) x R*-Kurve ist, so gilt

L*c€ C'(domc:R), L'c=(1:2)- (Z Mij'éi'éj) —Vot,
ij=1

und

(L*C). = (i Mz : Cz . CJ> - Ve Ot,

ij=1
und
(L*c)® = ( (Aelgc) |¢)y—V*®ot.

Zeitliche Ableitung (0,L)*c lings c.
Falls ¢ eine (I x R®) x R*-Kurve ist, so gilt

(0sL)*c e C(dome:R), (0L)'c=-V*ot.

Kraftfeld K*c lings c.
Falls ¢ eine (I x R®) x R*-Kurve ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Ka)*c € C(dome: R), (Ku)* ¢ = Z0gdom c-
Falls ¢ eine (I x R®) x R*-Kurve ist, so gilt
(K'c|¢)eCldome:R), (K'c|¢)=2z0dome

und
K'ce C(domc:R%), K'¢=0 auf dome.
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Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine (I x R*) x R*-Kurve ist, so gilt fiir a € {1, ..., s},

(Po)c € C'(dome:R), (Po)'c=) M- é;,
i=1

und ,
(Pa)'0)* =D M- é;,
i=1

und
((Pa)*c)® = (Ae1gl)a + (Ka)c = (AcrgC)a-

Falls ¢ eine (I x R®) x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc : R?),

und
(P¢)* = (Aeigc) + K'c = (Aarg0),

und

((P*¢)* | ¢) € C(dome: R),

<<P*C).|é>:ZMij'éi'éj:

KLT #286

((Aage) [ )
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine (I x R®) x R*-Kurve ist, so gilt

E'c € C'(domc:R), E‘c=(1:2): <Z Mij'éi'éj) +Vot,

ij=1
und
(E*c)® = (Z Mij - & - C‘j.) +V®ot,
ij=1
und

(E°0)* = ((Berge) [ ¢)

kEnergiefeld T*c langs c.
Falls ¢ eine (I x R®) x R*-Kurve ist, so gilt

T*c € C'(domc: R), T'c=(1:2)- Z M;j - & - ¢,

3,j=1
und

(T*C). = Z Mij . Cz . éj
i,j=1
und
(T¢)* = ((Aerge) | )

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine (I x R®) x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc C'(domc:R), ®c=Vot,

und
(®*c)* =V*ot.
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine (I x R*) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R®,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

I(u,w)*cz<C|U>~<w|P* )= (clw)-(u|P)

(clu) g M;j - w; - ¢

2,j=1

(clw) E M;; - u; - ¢,

1,7=1

und
(I(u, w)*c)® = M(u, w)*c.

(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine (I x R*) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R®,

M(u,w)"c € C(domec : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(wlKe)=(c|lw) (u[Kc)

(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pe)

_|_

(¢lu) E Mj-w;-¢;—(¢|lw) E M;j - ;- &5,

,j=1 i,j=1
wobei nicht unbedingt

“M(u, w)re=(clu)-(w|Ke)=(clw)-(u]Ke)”,

: <é|u>‘<w!P*C>—(é|w>'(MP*C>

(¢|lu)- E M;j - w; - ¢,

2,7=1

S
_<é|w>'ZMij'ui'éj:ZOdomc i

ij=1
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Unter der Voraussetzung . ..

—) Standard L auf (I x R®) x R* mit M (), V(¢).

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(dom ¢ : R*) und
domq C I und
fir alle « € {1,..., s} gilt

s
§ Maz’ : qz = ZOdom g-

=1

Es gelte:

—) Standard L auf (I x R®) x R* mit M (), V(¢).

—) M;; invertierbar.
—) q lost (ELG).
—) t € domg.

=) ae{l,...,s}

Dann folgt
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x R*) x R* mit M (), V(¢).
—) M;; invertierbar.
—) q ist (I x R®) x R*-Kurve.
—) Fir alle o € {1,...,s} gilt

éja = ZOdom ¢

Dann folgt “q lost (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

ij=1
und

(L*q)* = (Z Mij - §i - C]j) —V®ot,

ij=1
und
(L*q)o — _Vo ot.

Zeitliche Ableitung (0.L)*q, q lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0:L)"q € C(domg : R), (0;L)"¢q=—-V°*ot.

Kraftfeld K*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir « € {1,..., s},

(Ko)"q € C(domg : R), (Ka)*¢ = ZOdom ¢-
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q|q) € Cldomg:R), (K'q[q)=20domq,

und
K'q € C(domg:R*), K'¢q=0 auf domg.
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Impulsfeld P*q, ¢q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pu)’g € C'(domq:R), (Pu)q=3 Mai-ds,
=1

und .
((Pa)*Q). = Z Moci : QZa
i=1

und
((Pa)*Q). = (Ka)*q = ZOdom g-
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
P*q € C'(domgq : R?),

und
(P*q)* =K'¢=0 auf domyg,

und

((P*q)* | ¢) € Cdomg:R), ((P*q)*[q)= ZS:MU *Gi * §j = ZOdomg-

227
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
E'g e C'(domg:R), E'q=(1:2)- (Z M;; -qi-qj) +Vot,
ij=1
und
(E'q)* = <Z M;j - G - Qj) +V*®ot,
ij=1
und

(E'q)* =V*ot.

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T'g € C'(domg:R), Tq=(1:2)-> M-

ij=1
und

S
(Tq)* = Z Mij - §i - 4,
ij=1
und
(T*(D. = ZOdom q-

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*gc C'(domgq:R), ®*¢=Vot,

und

(®*q)* =V ot.

q.i'Qja
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle v, w € R?,

I(u,w)*q € C'(domgq : R),
I(“aw)*q:<Q|U>'<w|P*Q>—<Q|w>'<U|P*Q>

(qlu) ZMU w; - G

i,j=1

CI|'LU ZMU Uj - QJa

7,7=1

und
(I(uv w)*Q). = M(ua w)*Q'

(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

M(u,w)"q € C(domc: R),

M(u, w)*q

(qlu) - (w[Kq)—(q|lw) (u|Kq)
+(qlu) (w|Pq)—(qlw) -(u|Pq)

Q|u ZMZJ wy - QJ CI|’LU Z ui'dj?
3,j=1 1,j=1
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'q=(qlu) (w|Kqg)—(q|lw) (u|Kq)",

: <q'\U>'(w\P*Q>—<Q\w>'<UIP*Q>

(dlu) ZMM w; - g

2,j=1

S
_<Q|w>'ZMz‘j'Uz"Qj=ZOdomq i

ij=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (I x R*) x R* mit M (), V(¢).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (I x R®) X R®) P, Fyeit, Fors, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, FE,e;: sind echte reelle Intervalle und
0 # Eo offene Teilmenge des R® und
E,eir € I und
fir W= (' | P X Eu) gilt:
a) U e C¥HP x By : RY).
b) U0 =idp .
c¢) Fiir alle € € P gilt U'¢[Eyry] C Fope.

Es gelte:
—) Standard L auf (I x R®) x R®* mit M (), V (¢).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # E, offene Teilmenge des R®.
=) Epeir C 1.
—) A€ CYFE x R*: R?).
=) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ] C Eo.

Dann folgt
“Aist L, (I x R®) x R®*, P, Eeit, Eors, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:

—)
—)
—)
—)

—)

—)

—)

—)
—)

—)

Standard L auf (I x R®) x R® mit M_(), V().

P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
0 # E. offene Teilmengen des R®.
Ezeit g I

u,w € R,

Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)!?[Eopy] C Eope.

Fiir alle (¢,v) € P x R® gilt

Z dreh 1M’( ) ( dreh W’

i,j=1
q 16st (ELG).
domqg C F,eix.

Fiir alle t € domq gilt q(t) € Eore.

Dann folgt: ...

-3 m

7,7=1
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

(qlu) Z

2,7=1

(qlw) ZMU Ui -

i,7=1

= ZOdomgq-

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, s0 dass fiir alle ¢, € domg,
(I(u,w)"q)(t) = (I(u,w)"q)(0),
also

ij=1

ZM” w; - g;(t

zgl

ZMW wy - QJ )

2,j=1
w>‘ZMij'ui'Qj(U)

1,j=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (I x R®) x R* mit M (), V(¢).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (I x R®) X R®  Oyeit, Dort, R®, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir O = (' | Doy ) gilt:

U € C*(Dyys = RY).
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x R*) x R* mit M (), V(¢).
—) M;; invertierbar.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € I x R*}.
—) G: (I xR*) xR* — R?,

G(t,z,v) = <iM1i'Ui,...,iM$i'Ui> )
i=1 i=1

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R,
c) E,={(t,z,v):v e D(t,x)} = (I xR*) x R®* C (I x R*) x R®.

d) E,={(t,z,P(t,x,v)) :v e D(t,x)} = (I x R®) x R?
offene Teilmenge von R!*25,

) G=(G|E)eC(E,:R.
f) Fiir alle (¢, z,v) € E, gilt

G(t,x,P(t,z,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D,G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (I x R®) x R?)
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x R®) x R* mit M (), V(¢).
—) M;; invertierbar.
—) D ={((t,z),R%): (t,x) € I x R°}.
—) G: (I xR*) xR* — R?,

G(t,z,v) = <iM“-Ui,...,iM$i-vi> )
i=1 i=1

Dann folgt:

H:(IxR) xR H(t,z,p)=(1:2)- (i MY 'pi~pj) + V (1),

ij=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, (I x R*) x R?).
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Unter den Voraussetzungen . ..
—) Standard L auf (I x R*) x R* mit M (), V(¢).
—) M;; invertierbar.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € I x R*}.
—) G: (I xR*) xR* — R?,

G(t,z,v) = <iM“-Ui,...,iM$i-vi> )
i=1 i=1

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P lésen (D, G)(HIG) von (L, (I x R®) x R?).

ii) dom @ = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R®) und
dom @ C I und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qult) = S M7 Rt
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Es gelte:
—) Standard L auf (I x R®) x R* mit M (), V(¢).
—) M;; invertierbar.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € I x R*}.
—) G: (I xR*) xR* — R?,
G(t,z,v) = <ZM1i-Ui,...,ZMSi-Ui> )
i=1 i=1
—) ¢ lost (ELG).

Dann folgt “q,P*q 16sen (D, G)(HIG) von (L, (I x R¥) x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (R x O) x R®* mit M (), V(z).

KLT #287

Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 26/02/15

Standard L auf (R x O) x R®* mit M (), V(x),
genau dann, wenn gilt:

1. 1<seN.

2. 0 # O offene Teilmenge von R®.
3. (V10)eCHO:R).

4. Firid,je{l,...,s}gilt M;; e R.

(@]

. L:(Rx0)xR >R,

L(t,z,v) = (1:2)- (Z M;j - v; - vj> —V(x).

ij=1

M;; invertierbar

genau dann, wenn gilt:

Fiir 7,5 € {1,...,s} gibt es M,
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}

XS:MM Mt =g,
=1

gilt.

Bemerkung. Falls M;; invertierbar, dann

‘/,i:iMia'Va-

a=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (R x O) x R®.

b) domL = (R x O) x R®.
c) L= (L] (R xO)xR?).
d) Fiir l,j,kE{l,,S} gllt Fz]k:O

e) Ist M;; invertierbar,
so gilt fiir alle i € {1,...,s},

VieCO:R),

und fiir alle 4, j,k € {1,..., s}
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Zeitliche Ableitung 0, L.

O.L € C(Rx0)xR*:R), (8L)(t,z,v)=0.

Kraftfeld X. Fiir o € {1,...,s} gilt
Ko € C((Rx O) xR*:R), Ky(t,z,v) =—(Vo)(2).
Es gilt

Ke C((RxO)xR*:R%), K(t,z,v) = (VyL)(t,x,v) = —(VV)(z).
Impulsfeld P. Fiir a € {1,..., s} gilt

Po € C'(R x O) xR*: R), Pu(t,2,0) = (0, L)(t,z,0) = 3 Mo - vy,
=1

Energiefeld E.
Ec CH((RxO) xR :R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) | v ) — L(t,z,v)

=(1:2)- (i: Mij'%'vj> + V().

ij=1
kEnergiefeld T.
Te CH((RxO) xR :R),
T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

ij=1
pEnergiefeld .

®cC'((Rx0)xR*:R), &t z,v)=(Elzv)— Lt zv):2=V().
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'((R x O) x R* : R),
H%W@%W=<MU>(WW@$W>($MWWUW@%@>

(x]u)- g M;j - w; - v;

i,7=1

—(z|w) E M;j - u; - vj.

7,7=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R® gilt

M(u,w) € C((R x O) x R*: R),

M(u, w)(t, x,v)

wobei nicht unbedingt

“M<u>w)(t’l‘7v) = (m|u>-<w|K(t,x,v)>—(:p|w>-(u|K(t,x,v))”,

© o (vlu) (w | Pt zv)) - (v MM<UWU$W>

(v]u) g M;; - w; - v;

2,7=1

—(v|w) E M -u;-v;=0 7"

3,7=1
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Unter der Voraussetzung

—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) cist (R x O) x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc: O).

Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M_(), V(z).
—) cist (R x O) x R*-Kurve.
=) ae{l,..., s}

Dann gilt:

a) (Aelgc)a = (Z Mai . Cz> + ‘/,a O C.
i=1
b) Falls M;; invertierbar ist
und falls £ C dome,

so gilt auf £
(Aerg0)® = éa + (V%) oc,

S

wobei (Agg0)® = > M - (Aagc)i.

i=1




KLT #287

243

Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
—) cist (R x O) x R*-Kurve.
=) ae{l,..., s}

Dann gilt:

a) ZMai CC = (Aelgc)a - V:a ocC.
=1

D) Y M- b ¢y = (Aage) | é) = (VVoc]|é).

1,j=1
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Lagrange-Funktion L*c ldngs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

L*ce C'(domc:R), L'c=(1:2)- (Z Mij'éi'éj> —Voe,
ij=1

und

(L*C>.: (ZMUCTCJ> —<VVOC|C>7

und
(L7c)* = ((Aege) [ ¢)) —=2-(VVooc]|c).

Zeitliche Ableitung (0,L)*c lings c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

(0:L)*c € C(domc:R), (0:L)"c = z0dome-

Kraftfeld K*c lings c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir « € {1, ..., s},

(Ko)*c € C(dome: R), (Ky)c=-V,o0c
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt
(K'c|é¢)yeCldome:R), (K'¢|¢)=—(VVoc]|eé),

und
K'ce C(domc:R%), K'c=-VVoc.
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Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir a € {1, ..., s},

(Pa)c € C'(dome:R), (Po)'c=) M- é;,
i=1

und ,
(Pa)'0)* =D M- é;,
i=1

und
((Pa)'0)" = (Darg)a + (Ka)'c = (Ausgfla — Voo

Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc : R?),

und

(P*c)® = (Aergl) + K'c = (Aarge) — VV or,

und

((P*¢)* | ¢) € C(dome: R),

((P*C)'|C'>=ZMij'5i'éj=<(Ae1gC)|C'>—<VVOC|'5>-
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

E*c € C'(domc:R), Ec¢c=(1:2)- (Z Mij'éi'éj> tVoc,

ij=1
und
(E'0)* = (ZMU'@-@) +(VVoc|é),
ij=1
und

(E°0)* = ((Berge) [ ¢) -

kEnergiefeld T*c langs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

T*c € C'(domc: R), T'e=(1:2)- Z M;j - & - ¢,

3,j=1
und

a%yzzzng-@-q
und |
(T*c)* = ((Aage) | ¢) = (VVoc| ),

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc Cl'(domc:R), ®*c=Voc,

und
(®7)*=(VVoclc).
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

I(u,w)'c=(c|lu) - (w|Pc)—(c|lw)- -(ul|Pc)

= (clu)- D My-wi-¢

und
(I(u,w)*c)® = M(u, w)*c.

(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*c langs c.
Falls ¢ eine (R x O) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R*,

M(u,w)*c € C(domec : R),
M(u, w)*c

=(clu)-(wlKe)={clw) (u[Kc)
(¢lu)-(w|Pe)—(clw)-(u|Pe)

(¢lu) Z w6

1,j=1

—(¢|w) E M;j - u; - ¢

i,7=1

_|_

—(clu)-(VVoclw)+({clw) - (VVocl|u),
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)e=(clu)-(w[Kec)—=(clw) (u[Ke)7,

) (C'|U>'<w|P*C>—<C'|W>'<U|P* )
(¢lu) Z Jw G

4,7=1

7
(¢|w) E M;j - u; - ¢ = Z0dome -

2,j=1
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Unter der Voraussetzung . ..

—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(domq : O) und
fur alle o € {1,..., s} gilt

i:Mai'(ji = —V,aOQ-
i=1

Es gelte:

—) Standard L auf (R x O) x R®* mit M (), V(x).

—) M;; invertierbar.
—) q lost (ELG).
=) (t,q(t)) e R x O.
- ae{l,...;s}

Dann folgt
Ga(t) = =V (q(1))-
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
—) M;; invertierbar.
—) ¢ ist (R x O) x R*-Kurve.
—) Fir alle o € {1,...,s} gilt

éja = _‘/,a °q,

Dann folgt “q lost (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € C(domg:R), L7g=(1:2): (ZMH'CL"%) —Veu
i,j=1
und

(L7q)* = (ZMz‘j@i'q&) —(VVoq|q),

ij=1
und
(Lq)*=-2-(VVoq|q).

Zeitliche Ableitung (0.L)*q, q lost (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0sL)*q € C(domgq : R), (0:L)"q = z0dom -

Kraftfeld K*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir « € {1,..., s},

(Ko)"q € C(domg : R), (Kuo)"¢= -V 40q.
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q|q)e€Cldomg:R), (K'q|q)=—-(VVoql|q),

und
K'q € C(domg:R*), K'q=-VVogq.
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Impulsfeld P*q, ¢q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pu)’g € C'(domq:R), (Po)'q=3 Mai-ds,
i=1
und )
(Pa)"q)* = Mai - i,
i=1

und
((Pa)*q)* = (Ka)'q = =Vaoq.
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

P*q € C'(domgq : R?),

und
(P*q)* =K'q=—-VVog,

und
((P*q)* [ ¢) € C(domg : R),

<(P*Q).|Q>:ZMij'(ji'Qj=—(VVoq|q>.
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

ij=1
und
(E'q)* = (Z Mij'il'z"dj> +{(VVoql|q),
ij=1
und
(E*q)® = zOdom -

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q¢ € C'(domg: R), T'q=(1:2)- Z M;j - q; - g,

ij=1
und

(Tq)* = Z Mij - §i - 4,
ij=1
und
(T'q)* = = (VVoql|q)

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls q eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*gc C'(domq:R), ®*¢=V ogq,

und

(@7q)*=(VVoq|q).



252

KLT #287
(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

I(u,w)*q € C'(domgq : R),

I(“? w)*q =

<Q|UW<w|VQ>—
(qfu) Z

2,j=1

(qlw)-(ul[Pq)

(qw) ZMZ] wi - gy,

7,7=1
und

(T(u, w)"q)* = M(u, w)"q.
(u, w)Drehmomentdichte M(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?

M(u,w)*q € C(domc: R),

M(u, w)"q

(qw) ZMZJ u; -

i,7=1

—(qlu)-(VVoq|w)

+(glw) - (VVogqlu),
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'q=(qlu) (w|[Kq)—(qglw) (ul[Kq)”
¢ <C]|U>'<w|P*Q>—<C]|w>‘<U|P*Q>

(q[u) Z

2,j=1

(qlw) ZMU i+ G =

79
Z0dom ¢ .
i,7=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (R x O) X R*| P, E,ei, Fore, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, e sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
Eore € O und
fir W = (' | P X Eup) gilt:
a) U e C¥HP x By : RY).
b) W0 =idg .
c) Fiir alle € € P gilt U'¢[Eyry] C Fope.

Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R®* mit M (), V (z).
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # E, offene Teilmenge des R®.
=) Eory € O.
—) A€ CYFE x R*: R?).
—) A0 = idg..
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eo.

Dann folgt
“Aist L, (R x O) x R, P, Eei1, Eors, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
—) P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
—) 0 # Eo offene Teilmengen des R®.
=) Eore C O.

=) u,w € R,

—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh)1¢[Eore] C Fore.

—) Fir alle (¢,x) € P X Eop gilt

S, u,w

V((dreh) 9 (2)) = V(x).

—) Fir alle (¢,v) € P x R® gilt

ZMU dreh)w’() dreh W’ ZMU v; - ;.

4,j=1 5,j=1
—) ¢ lost (ELG).

—) Fir alle t € domq gilt q(t) € Fors.-

Dann folgt: ...
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

(qlu) Z

2,7=1

(qlw) ZMJ U - 4

i,7=1

—(qlu) - (VVogqlw)+(qlw) - (VVogql|u)

= ZOdom q

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, s0 dass fiir alle ¢, € domg,
(T(u, w)"q)(t) = (T(u, w)"g)(0),
also

,5=1

w) > Mij - ui - g5(t)

ij=1

w) - > M -w; - (o)
ij=1
ZMU ui - g;(o

2,j=1




256 KLT #287

Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) Tist L, (R x O) X R?, Oyeit, Dors, R®, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D, offene Teilmenge des R™ und
fir U = (' | Do) gilt:

U € C*(Deoye : O).
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
—) M;; invertierbar.
—) D ={((t,z),R%): (t,x) € R x O}.
—) G:(Rx0) xR — R,

G(t,z,v) = <iM1i'Ui,...,iM$i'Ui> )
i=1 i=1

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R,
c) B, ={(t,z,v):veDt,x)} =(Rx0O)xR*C (R xO) x R*.

d) E,={(t,z,P(t,x,v)) :v e D(t,x)} = (R xO) xR?
offene Teilmenge von R!*25,

) G=(G|E)eC(E,:R.
f) Fiir alle (¢, z,v) € E, gilt

G(t,x,P(t,z,v)) =v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D,@G) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (R x O) x R¥)
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
—) M;; invertierbar.
=) D ={((t,x),R*): (t,x) € C}.
—) G:(Rx0) xR — R,

G(t,z,v) <ZMM- ; ..,iMSi-Ui>.
i=1

Dann folgt:

H:(RxO)x R, H(t,a,p)=(1:2) <ZM” pi- p;)—i—V()

2,j=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, (R x O) x R?).
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Unter den Voraussetzungen . ..
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
—) M;; invertierbar.
—) D ={((t,z),R%): (t,x) € R x O}.
—) G:(Rx0) xR — R,

G(t,z,v) = <iM“-Ui,...,iM$i-vi> )
i=1 i=1

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P losen (D,G)(HIG) von (L, (R x O) x R?).

ii) dom @ = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R®) und
fiir alle ¢ € dom @ gilt Q(¢) € O und
fir alle t € dom @, a € {1,...,s} gilt

Qalt) = ZMC” - Pi(t)

Bat) = —(1:2)- 3 (MY) - P(t) - Py(t)

ij=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x O) x R* mit M (), V(z).
—) M;; invertierbar.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € R x O}.
—) G:(Rx0) xR — R,
G(t,z,v) = <ZM1i-Ui,...,ZMSi-Ui> .
i=1 i=1
—) ¢ lost (ELG).

—) Fiir alle t € dom ¢ gilt
q(t) € O.

Dann folgt “q,P*q 16sen (D, G)(HIG) von (L, (R x O) x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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KLT: Standard L auf (R x R®) x R* mit M_(), V().
Ersterstellung: 25/02/15 Letzte Anderung: 26/02/15
Standard L auf (R x R*) x R®* mit M (), V(),

genau dann, wenn gilt:
1. 1<seN.
2. VeR
3. Firid,je{l,...,s}gilt M;; e R.
4. Furid,je{l,... s} gilt M;; = M;;.
5. L: (RxR*) xR*— R,

L(t,x,v)=(1:2)- (i Mij-vi-vj> -V

1,7=1

M;; invertierbar
genau dann, wenn gilt:

Fiir 1,5 € {1,..., s} gibt es M"Y,
so dass fiir alle k,l € {1,...,m}

iMkl : Mil = 5]4:[7

i=1

gilt.
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M_(), V().
Dann folgt:

a) L ist eine klassische Lagrange-Funktion mit s Freiheitsgraden
auf (R x R®) x R®.

b) dom L = (R x R®) x R*.
c) L= (L] (RxR®*) xR").
d) Fir l,j,kE{l,,S} gllt Fz]k:O

e) Ist M;; invertierbar,
so gilt fiir alle 7,5,k € {1,...,s},

I;" = 0.




KLT #288 263

Zeitliche Ableitung 0. L.
oL € C(RxRY) xR*:R), (0.L)(t,x,v) =0.
Kraftfeld X. Fir o € {1,...,s} gilt
Ko € C((Rx R*) x R*: R), K,(t,z,v) =0.
Es gilt
Ke C((RxR) xR :R%), K(t,x,v) = (VeL)(t,z,v) = 0.

Impulsfeld P. Fiir « € {1,..., s} gilt

P, € CH((R x R*) x R* : R), Pu(t,z,v) = (0, L)(t, z,v) ZMO“ ;.

Energiefeld E.

Ec C((RxR%) x R*: R),

E(t,z,v) = (P(t,z,v) |v) — L(t,z,v) = (1:2) ZMW v; - v;.

i,j=1
kEnergiefeld T.
T € C'((R x R*) x R* : R),

T(t,z,v) = (E(t,z,v) + L(t,z,v)) : 2

ij=1
pEnergiefeld &.

®cCH{(RxR) xR*:R), ®(t,z,v)=(E(t,z,v) — L(t,z,v)):2=V.
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(u, w)Drehimpulsdichte I(u,w). Fir u,w € R* gilt
I(u,w) € C'((R x R*) x R : R),
I(u,w)(t,x,v):<x\u>~(w\P(t z,v))—(x|w) - (u|P(t z,0v))

(x]u)- g M;j - w; - v;

2,7=1

—(z|w) E M;j - u; - vj.

7,7=1
(u, w)Drehmomentdichte M(u, w). Fiir u,w € R* gilt

M(u,w) € C((R x R?) x R* : R),

M(u, w)(t, x,v)

wobei nicht unbedingt

“M(u, w)(t,x0) = (@ [u) - (w [ Kt z,0)) = (@ [w) - (u|K(Ez,0)) 7,

) <v\U>-<w\P(t,x,v)>—<v\w>-<U\P(tﬂfv))

(v|u)- E M;j - w; - vj

2,j=1

—(v|w) E M -u;-v; =0 7.

i,7=1
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Unter der Voraussetzung
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M (), V().
..sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) cist (R x R?) x R*-Kurve.

ii) dom c echtes reelles Intervall
und ¢ € C*(domc : R¥).

Es gelte:
—) Standard L auf (R x R®) x R* mit M (), V().
—) cist (R x R*) x R*-Kurve.
=) ae{l,..., s}

Dann gilt:

elgc E Mocz cz

b) Falls M;; invertierbar ist
und falls £ C dome,

so gilt auf £
(Aelgc>a = éaa

wobei (Ag1gc)” E M. Ae140)




266

KLT #288

Es gelte:

—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M_(), V().

=) cist (R x R*) x R*-Kurve.
—) ae{l,... s}

Dann gilt:

a) ZMM' : Cl = (Aelgc)a.
i=1

D) Y M- & ¢y =( (Aage) | ).

1,j=1
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Lagrange-Funktion L*c langs c.
Falls ¢ eine (R x R®) x R*-Kurve ist, so gilt

L*c e C*(domc:R), L'c=(1:2)- (Z Mij - ¢ - éj.) —V,
ij=1

und

(L*C). = Z Mij . Cz . Cj,

,j=1
und

(L7e)" = ((Rarge) | €

Zeitliche Ableitung (0,L)*c ldngs c.
Falls ¢ eine (R x R®) x R*-Kurve ist, so gilt

(0sL)*c € C(domec:R), (9:L)*c = zOdome-

Kraftfeld K*c langs c.
Falls ¢ eine (R x R®) x R*-Kurve ist, so gilt fir o € {1,...,s},

(Ko)*c € C(dome: R),  (Ku)*c = Z0gom c-
Falls ¢ eine (R x R®) x R*-Kurve ist, so gilt
(K'c|¢)eCldome:R), (K'c|é) = 2z0domes

und
K'ce C(domc:R?), K'¢=0 auf dome.
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Impulsfeld P*c ldangs c.
Falls ¢ eine (R x R®) x R-Kurve ist, so gilt fiir « € {1,...,s},

(Po)c € C'(dome: R), (Po)'c=) M- é;,
i=1

und ,
(Pa)'0)* =D Mey-é;,
i=1

und
((Pa)*c)* = (Ae1gl)a + (Ka)c = (AcrgC)a-

Falls ¢ eine (R x R®) x R-Kurve ist, so gilt
P*c € C'(domc : R?),

und
(P¢)* = (Aaig) + K'c = (Aarg0),

und

((P*¢)* | ¢) € C(dome: R),

<(P*C).|é>:ZMij'éi'éj:

KLT #288

((Aage) [ )
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Energiefeld E*c ldngs c.
Falls ¢ eine (R x R®) x R*-Kurve ist, so gilt

E'c € C'(domc: R), E*c:(1:2)-( Mv;j'c'i-c'j>+V,
=1

Z?]

und )
(E*C). = Z Mij . Cz : éj,
1,j=1

und

(E°¢)* = ((Reage) [ ¢)

kEnergiefeld T*c lidngs c.
Falls ¢ eine (R x R®) x R*-Kurve ist, so gilt

T*cECl(domc:R), T*C:(12) ZMZ]CZC],

ij=1
und

s
(T*C>. = Z Mij . Cz . éj
i,j=1
und

(T°0)* = ((Berge) [ ¢) -

pEnergiefeld ®*c lings c.
Falls ¢ eine (R x R®) x R*-Kurve ist, so gilt

®*cc Cl(domc:R), ®*c=V auf dome,

und
(®*¢)® = zOdom -
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*c lings c
Falls ¢ eine (R x R*) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

I(u,w)*c € C*(domc: R),

I(u,w)*cz<C|U>~<w|P* )= (clw)-(u|P)

(clu) g M;j - w; - ¢

2,j=1

(clw) E M;; - u; - ¢,

1,7=1

und
(I(u, w)*c)® = M(u, w)c.

(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*c ldngs c.
Falls ¢ eine (R x R®) x R*-Kurve ist, so gilt fiir alle u,w € R?,

M(u,w)*c € C(domc : R),
M(u, w)*e

=(clu)-(wlKe)=(c|lw) (u[Kc)

(¢lu)-(w|Pe)=(clw)-(u|Pe)

_|_

(¢lu) E Mj-w;-¢;—(¢|lw) E M;j - ;- &,

,j=1 i,j=1
wobei nicht unbedingt

“M(u, w)re={clu)-(w|Ke)=(c|lw)-(u]Ke)”,

: <éIU>‘<w!P*C>—(é|w>'(MP*C>

(¢|lu)- E M;j - w; - ¢,

4,7=1

S
_<é|w>'ZMij'ui'éj:ZOdomc i

ij=1
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Unter der Voraussetzung ...

—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M (), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:

i) ¢ lost (ELG).

ii) dom q echtes reelles Intervall und
q € C*(dom ¢ : R*) und
fur alle o € {1,..., s} gilt

s
§ Mai : Qz = ZOdom g-

i=1

Es gelte:
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M (), V().
—) M;; invertierbar.
—) q lost (ELG).
—) t € domg.
- ae{l,...;s}

Dann folgt
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M_(), V().
—) M;; invertierbar.
—) ¢ ist (R x R®) x R*-Kurve.
—) Fir alle o € {1, ..., s} gilt

éja = ZOdom ¢

Dann folgt “q lost (ELG)” .

Lagrange-Funktion L*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

L*q € Cl'(domg:R), L*'q=(1:2)- (Z Mj - ¢ - g4
ij=1

und

(L*q)* = Z M;j - §i - 4,

iji=1
und
(L*q)* = z0dom ¢-

Zeitliche Ableitung (0,L)*q, q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

(0sL)*q € C(domgq : R), (0:L)"q = z0dom -

Kraftfeld K*q, ¢q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir o € {1,..., s},

(Ko)"q € C(domg : R), (Ka)*¢ = ZOdom ¢-
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
(K'q|q) € Cldomg:R), (K'q|q)=20domg,

und
K*q € C(domg:R*), K'¢q=0 auf domg.

)-v
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Impulsfeld P*q, ¢q 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fir a € {1,..., s},

(Pu)’g € C'(domq:R), (Pu)q=3 Mai-ds,
=1

und .
((Pa)*Q). = Z Moci : QZa
i=1

und
((Pa)*Q). = (Ka)*q = ZOdom g-
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt
P*q € C'(domgq : R?),

und
(P*q)* =K'¢=0 auf domyg,

und

((P*q)* | ¢) € Cdomg:R), ((P*q)*[q)= ZS:MU *Gi * §j = ZOdomg-

273
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Energiefeld E*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

E'q € C'(domg:R), E'q=(1:2)- (Z Mz‘j'dz"@’) +V,

ij=1
und \
(E'q)* = Z Mj - §i - 4,
Q=1
und
(E*q)® = zOdom q-

kEnergiefeld T*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

T*q¢ € C'(domg: R), T'q=(1:2)- Z M;j - q; - gy,

ij=1
und )
(T"q)* = Z Mij - §i - 4,
ij=1
und

(T*q)® = zOdom g-

pEnergiefeld ®*¢, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt

®*qc C'(domq:R), ®*¢=V auf domg,

und
(®q)* = z0dom q-
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(u, w)Drehimpusdichte I(u,w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle v, w € R?,

I(u,w)*q € C'(domgq : R),
I(“aw)*q:<Q|U>'<w|P*Q>—<Q|w>'<U|P*Q>

(qlu) ZMU w; - G

i,j=1

CI|'LU ZMU Uj - QJa

7,7=1

und
(I(uv w)*Q). = M(ua w)*Q'

(u, w)Drehmomentdichte M(u, w)*q, ¢ 16st (ELG).
Falls ¢ eine Losung von (ELG) ist, so gilt fiir alle u, w € R?,

M(u,w)"q € C(domc: R),

M(u, w)*q

(qlu) - (w[Kq)—(q|lw) (u|Kq)
+(qlu) (w|Pq)—(qlw) -(u|Pq)

Q|u ZMZJ wy - QJ CI|’LU Z ui'dj?
3,j=1 1,j=1
wobei nicht unbedingt

“Mu,w)'q=(qlu) (w|Kqg)—(q|lw) (u|Kq)",

: <q'\U>'(w\P*Q>—<Q\w>'<UIP*Q>

(dlu) ZMM w; - g

2,j=1

S
_<Q|w>'ZMz‘j'Uz"Qj=ZOdomq i

ij=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M_(), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (R x R*) X R®, P, Ees4, Eort, R*-Transformationsfamilie.

ii) P, E,e;: sind echte reelle Intervalle und
0 # E. offene Teilmenge des R® und
fir = (T' | P X Eup) gilt:
a) U e C¥HP x By : RY).
b) V0 =idp,,.
¢) Fiir alle ¢ € P gilt V[E,.] C B,y

Es gelte:
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M_(), V().
—) P, E, E,.;: sind echte reelle Intervalle.
—) PCE.
—) 0 # E. offene Teilmenge des R®.
—) Ae C}E xR*:R%).
=) A = idg.
—) Fiir alle € € E ist A linear.
—) Fiir alle ¢ € P gilt AM[E ;] C Eo.

Dann folgt
“Aist L, (R x R®*) x R®, P, Fyeit, Fort, R*-Transformationsfamilie” .
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M (), V().
—) P, E,.;: sind echte reelle Interwalle.
—) 0 # Eop offene Teilmengen des R®.

=) u,w € R®.

S, u,w

—) Fiir alle ¢ € P gilt (dreh) #[Eore] C Eort.

—) Fiir alle (¢,v) € P x R® gilt

ZM” dreh)”‘b() (dreh) W ZM’J Vi + V).

1,7=1 2,7=1

—) q lost (ELG).
—) Fiir alle t € domq gilt ¢(t) € Fors.

Dann folgt: ...
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a) M(u,w)*q = z0dom ¢, also

(qlu) Z

2,7=1

(qlw) ZMU Ui -

i,7=1

= ZOdomgq-

b) (I(u,w)*q)® = ZOdomg, s0 dass fiir alle ¢, € domg,
(I(u,w)"q)(t) = (I(u,w)"q)(0),
also

ij=1

ZM” w; - g;(t

zgl

ZMW wy - QJ )

2,j=1
w>‘ZMij'ui'Qj(U)

1,j=1
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Unter der Voraussetzung ...
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M (), V().
...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) Tist L, (R x R*) X R®, Oest, Dort, R*, m-Koordinatenfunktion.

ii) 1 <m € N und
0 # Ogeit ist offene Teilmenge von R und
0 # D,y offene Teilmenge des R™ und
fir U = (I' | Do) gilt:

U € C*(Dyys : RY).
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M_(), V().
—) M;; invertierbar.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € R x R°}.
=) G: (R xR*) xR* — R”,

G(t,z,v) = <iM1i'Ui,...,iM$i'Ui> )
i=1 i=1

Dann folgt:
a) D Funktion.
b) dom D C R,
c) E,={(t,z,v):v e D(t,x)} = (R xR*) x R* C (R x R*) x R*.

d) E,={(t,z,P(t,x,v)) :v € D(t,z)} = (R xR*) x R*
offene Teilmenge von R!*25,

) G=(G|E)eC(E,:R.
f) Fiir alle (¢, z,v) € E, gilt

G(t,x,P(t,x,v)) = v.

g) Fir alle (t,z,p) € E, gilt

P(t,z,G(t,z,p)) = p.

h) (D, Q) ist v, P-Inversions-Paar von (L, (R x R®) x R?)
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M (), V().
—) M;; invertierbar.
—) D ={((t,z),R?): (t,x) € R x R*}.
=) G: (R xR*) xR* — R”,

G(t,z,v) <ZMM- ; ..,iMSi-Ui>.
i=1

Dann folgt:

H:(RxR®) xR* H(t,z,p)= (ZM” Di * Dj

i,0=1

ist (D, G)-Hamilton-Funktion von (L, (R x R®) x R?).

)+v
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Unter den Voraussetzungen . ..
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M_(), V().
—) M;; invertierbar.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € R x R°}.
=) G: (R xR*) xR* — R”,

G(t,z,v) = <iM“-Ui,...,iM$i-vi> )
i=1 i=1

...sind die Aussagen i), ii) dquivalent:
i) @, P lésen (D, G)(HIG) von (L, (R x R*) x R?®).

ii) dom @ = dom P echtes reelles Intervall und
Q, P € Cl(domQ : R®) und
fir alle t € dom @, o € {1,...,s} gilt

S

Qalt) = ZM"” - Pi(t)

Pty = —(1:2)- S (M), Bt) Py(t)

,j=1
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Es gelte:
—) Standard L auf (R x R®) x R®* mit M (), V().
—) M;; invertierbar.
=) D ={((t,x),R*) : (t,x) € R x R°}.
=) G: (R xR*) xR* — R”,
G(t,z,v) = <ZM1i-Ui,...,ZMSi-Ui> )
i=1 i=1
—) ¢ lost (ELG).

Dann folgt “q,P*q l6sen (D, G)(HIG) von (L, (R x R®) x R*)”.

Literatur.

H.Brauner, Differentialgeometrie, Vieweg, 1981.
L.D.Landau & E.M.Lifschitz, Lehrbuch der theoretischen Physik I: Mechanik,
Akademie-Verlag Berlin, 1984(11).
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ODE: —L-c<c*undc* <L -c.

Ersterstellung: 25/02/14 Letzte Anderung: 27/02/15

Notationen 1. c ist genau dann eine reelle Funktion, wenn ¢ : D — B mit
D,BCR.

Notationen 2. Die klassische Grenzwert-Definition der Stetigkeit int € D C R
von Funktionen ¢ : D — R™ - hier ist 1 < m € N und es kommt die Konvention
R! = R zum Einsatz - ist besonders griffig fiir nichtleere Mengen D, welche
die zusétzliche Eigenschaft haben, dass jeder Punkt ¢ € D Haufungspunkt von
D, also Grenzwert einer Folge aus D \ {t} ist. Fiir derartige Mengen D und
B CR™ 1 <m € N, ist C(D : B) die Menge aller stetigen Funktionen ¢ :
D — B, wobei D, B mit der Euklidischen Standard-Topologie ausgestattet sind.
Ahnlich ist C*(D : B), 1 < k € N, die Menge aller k—fach stetig differenzierbaren
Funktionen ¢ : D — B. Die Ableitung einer differenzierbaren Funktionc: D — B
- also etwa von ¢ € CH(D : B) - ist ¢® und wird gelegentlich zwecks besserer
Lesbarkeit als ¢® bezeichnet. Im Fall ¢ € C(D : B) gilt klarer Weise ¢® € C(D :
R®). Die zweite Ableitung einer zweimal differenzierbaren Funktion ¢ : D — B
- also etwa von ¢ € C*(D : B) - ist ¢ und wird gelegentlich zwecks besserer
Lesbarkeit als ¢*® notiert. Fiir ¢ € C*(D : B) gilt offenbar ¢* € C'(D : R*) und
¢ € C(D : R*). Gelegentlich wird von der Konvention C°(D : B) = C(D : B)
Gebrauch gemacht. C*(D : B) ist die Menge aller Funktionen ¢ : D — B, die
beliebig oft stetig differenzierbar sind.

Mitunter kénnen mit elementaren Methoden bemerkenswerte qualitative Aussagen
tiber Funktionen gewonnen werden.

Es gelte:
—) ¢ reelle Funktion.
=) [to|7[ echtes reelles Intervall.
—) cist auf [t,|7[ stetig und auf ]¢,|7[ differenzierbar.
—) c(ts) = 0.
—) 0< LeRundc® <L-cauf Jt.|7[.

Dann folgt
c<0 auf [to|r[.
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Beweis. Es gilt L =0oder 0 < L € R.

Falls L = 0 so gilt ¢®* < 0 auf ]¢,|7[ und somit ist ¢ auf ]J¢,|7[ fallend. Da ¢
auf [t.|7[ stetig ist und c(t,) = 0 gilt, folgt ¢ < 0 auf [t|7[.

Falls 0 < L € R, dann 0 # L € R. Entweder ¢ < 0 auf [t,|7[ oder es gibt
t1 € [to|T[ mit 0 < ¢(tq).

Im zweiten Fall gelten wegen c(t,) = 0 die Ungleichungen

to <t <.

Da c auf [t,|7[ stetig ist und da c(t,) = 0 < ¢(t1) mit ¢, < t; < 7 gilt gibt es
oo mit
to <oy <1y < T,

so dass
c(too) =0

und
0<c auf Jtoolt1].

Wihle sg mit
to <too < So <ty <7 mit [sg—too| <1:(2L)

und setze
g = lle: [tools0] lloo = sup{e(t)] : too <t < sp}

Wegen sg € Jtoolti[ C [toolt1] gilt
0 <c(sg) <7.

Da c auf [t,|7[ stetig ist und da [too|so] Wegen t, < too < So < t; < T eine
kompakte, nichtleere Teilmenge von [,|7[ ist gilt

g < +o00.

Nach dem MWS der DR, der Differenzierbarkeit von ¢ auf Jtso|so[ € Jto|7[
und der Stetigkeit von ¢ auf [too]so] C [to|7[ gibt es s1 € Jtoo|so [ mit

c(80) 1 (S0 — too) = (c(80) — 0) : (S0 — too)
= (c(s0) — c(too)) : (S0 — too) = *(51).

Wegen s1 € Jteo|so[ € Jto|7[ gilt gemdfl Voraussetzung die Ungleichung

c*(s1) < L-c(sq).
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Auch via 0 < 81 — too < Sg — too = |80 — too] < 1: (2L) ergeben sich somit die
Aussagen

to <too < 81 <So <ty <7 mit |7 —too| <1:(2L),
0 < c(s0) = (80 — too) - €*(81) < (S0 — too) - (L -(s1)) < c(s1) : 2.
Via Induktion: Es gibt Folge (s,,)nen mit
To Cloo < oo o <814 <8y <. <8< 851 <5<t <,y

und
|$n — too] < 1:(2L),

und
0 < €(5n) = (5 — too) - €(514n) < (50 — too) - (L c(511n)) < cl511n) : 2,
woraus durch sukzessives Einsetzen fiir alle n € N die Ungleichung
0<c(sg) <clsp):2"<g:2"
folgt und sich hieraus via n — 400 die Aussagen 0 < ¢(sg) < 0 ergeben. O]
Zur llustration seien t, € R und
c:R—=>R, ¢(t)=1—exp(t—to).
Dann gilt ¢ € C*(R : R) mit
cR—=R, *(t)=—exp(t—t,) =c(t)—1,

und c(t,) = 0. Es folgt
c*=c—1<c¢ aufR.

Offenbar erfillen t,, 7 = +o00, L = 1, ¢ die Voraussetzungen vorhergehenden Sat-
zes und es gilt ¢ <0 auf [to|T[ = [to| + oo[. O
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Nicht der soeben bewiesene Satz sondern eine Folgerung mit verzichtbarem Beweis
wird spdter eingesetzt:

Es gelte:
—) c reelle Funktion.
=) [to|7[ echtes reelles Intervall.
—) cist auf [t,|7[ stetig und auf J¢,|7[ differenzierbar.
=) c(t,) = 0.
—) 0<LeRundc® <L-cauf |t.|7[.
—) 0 < cauf |t,|T[.

Dann folgt
c=0 auf [to|7[.

Aus Vorliegendees lifit sich ohne allzu viel Aufwand herleiten.

Es gelte:
—) ¢ reelle Funktion.
—) ] 7lto] echtes reelles Intervall.
—) cist auf |7|t,] stetig und auf ]7|t,[ differenzierbar.
—) c(ts) = 0.
—) 0<LeRund —L-c<¢* auf |7t [

Dann folgt
c<0 auf ]7to].

Beweis. Sei die Hilfsfunktion C' definiert als
C:[—t| =7[ =R, C(t) =c(-1).
Dann gilt offenbar:

—) (' reelle Funktion,
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—) [ — to] — 7[ echtes reelles Intervall,
—) Cist auf [ —t,| — 7[ stetig und auf ] —¢,| — 7[ differenzierbar,
—) O(—t,) =0,
—) 0< L eR,
und falls t € | —t,| — 7[, dann —t € ]7|to [ und somit
Ot =~ (1) < L-e(—t) = L-C(1)
also
=) C* < L-Cauf] —t]—r7[,

so dass via vorhergehenden Satzes fiir C' die Aussage C < 0 auf [ —to| — 7[
ergibt, woraus ohne viel Weiteres

c<0 auf ]7|t.],

folgt. [

Zur Illustration seien t, € R und
c:R—=R, c¢(t)=1—exp(4-(tc —1)).
Dann gilt offenbar ¢ € C*(R : R) mit
¢ R-R, *(t)=4-exp(d-(to —1t)) =4- (1 —c()),
und c(t,) = 0. Es folgt
*=4—4-¢c>—4-¢c, aufR.

Offenbar erfillen t,, 7 = —oo, L = 4, ¢ die Voraussetzungen vorhergehenden Sat-
zes und es gilt ¢ <0 auf |7|ts] =] — oolts]. O
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Der Beweis dieser Folgerung bleibt den Lesern iberlassen.

Es gelte:
—) c reelle Funktion.
—) | 7lto] echtes reelles Intervall.
—) cist auf |7|t,] stetig und auf ]7|t,[ differenzierbar.
—) c(t,) = 0.
—) 0<LeRund —L-c<c* auf |7|t.[.
—) 0 <cauf ]7|t.[.

Dann folgt
c=0 auf ]7t.].
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ODE: z l6st &* = F(t, &) (mit &(7) = 7) (maximal).
x 1ost &* = f(&) (mit &(7) = 7) (maximal).
.

Ersterstellung: 26/02/14 Letzte Anderung: 04/03/15

Fiir die Dynamisierung der Arbeit an “lokalen ” Bereichen des LebensWerkes
- am gegenwdrtigen Fall wird “lokal” an ODE gearbeitet - ist es von geradezu
vitaler Bedeutung sich auf “lokal 7 giiltige Sprachregelungen zu einigen. Dabei
ist es nicht so wichtig welche individuellen Sprachregelungen fest gelegt werden
- vermutlich sind in anderem Kontext andere Vereinbarungen sinnvoller als die
hier verwendeten - - entscheidend ist, dass tiberhaupt Sprachregelungen getrof-
fen und rigoros eingehalten werden. Finige Vereinbarungen sind Allgemeingut -
etwa R =Menge der reellen Zahlen oder was unter Stetigkeit oder Differenzierbar-
keit reeller Funktionen einer Variablen zu verstehen ist - weitere Vereinbarungen
sind blosse Notationen - es folgen hiervon einige - und es gibt Vereinbarungen die
als mathematische Definition eingebracht werden. In diesem Abschnitt geht es um
den Lésungsbegriff gewdhnlicher Differential-Gleichungen erster Ordnung. Einem
allgemeinen Grundsatz folgend sollen so wenig Begriffe wie mdoglich eingesetzt
werden und so wird auf eine Definition der Ordnung einer Differential-Gleichung
verzichtet. Statt dessen geht es darum “z lost &°* = F(t,&)” festzulegen. Hierbei
fallt auf, dass nicht nur die als Losung fungierende Klasse x und zwei weitere
Klassen t, F' sondern auch ein anderwertig nicht verwendetes Symbol - ndmlich
“&7 - das keine Klasse und auch keine Aussage der Mathematik ist, auftaucht.
Das Symbol & wird verwendet, weil der Terminus “x lost &* = F(t, &)” lediglich
abkiirzenden, geradezu symbolischen Charakter hat, dessen mathematische Bedeu-
tung erst in der gleich zu erbringenden Definition festgelegt wird.

x 16st &* = F(t, &),
genau dann, wenn gilt:

1) z, F' Funktion.
2) dom z echtes reelles Intervall.
3) z differenzierbar.

4) Fir alle t € domz gilt
x*(t) = F(t,z(t)).

Bemerkung. Die Definition wird bis auf Weiteres fiir Funktionen F': D — A®,
DCRxA* 1<seN und A=R,C oder A = A, oder allgemeiner A C A,
eingesetzt. Es wird die Konvention A! = A eingesetzt.

Bemerkung. Falls = 16st &* = F(t, &), dann ist z differenzierbar und x*(t) ist
fiir alle t € dom z eine Menge. Demnach gilt (¢, z(t)) € dom F fiir alle ¢ € dom z.
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Es sollen einige Aussagen iber z, x lost &°* = F(t,&), in dem Fall dom F' C
R x A%, ACA, 1< s eN, getroffen werden. Der einfache Beweis bleibt den
Lesern tiberlassen.

Es gelte:
—) z 16st &°* = F(t,&).
—-) 1<seN.
—) ACA.
—) dom F C R x A®.

Dann folgt “z : domx — A® 7.

Beispiel 1. Seien
F:RxR—=>R, F(t,w)=2-t-w,

und
z:R =R, (t) =exp(t?).

Dann sind z, F' Funktionen, dom z = R ist echtes reelles Intervall, fiir t € domx =
R gilt (t,2(t)) = (¢,exp(t?)) € R x R = dom F und fiir ¢ € domz = R gilt

2*(t) =2 -t-exp(t?) =2-t-2(t) = F(t,2(t)),
so dass
x 16st &°* = F(t, &),

gefolgert werden kann. O]
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Anhand zweier einfacher Merkmale kann x lost &°* = F(t,&) ausgeschlossen
werden. Der einfache Beweis bleibt den Lesern iberlassen.

a) Aus “—(domx echtes reelles Intervall)”
folgt “—(z lost &* = F(t,&))”.

b) Aus “t € domx”und “(t,z(t)) ¢ dom F'”
folgt “—(z lost &* = F(t,&))”.

Beispiel 2. Der Definitions-Bereich der Funktion
z:R\{0} =R, z(t)=1:t1,
ist kein reelles Intervall. Also gilt
—(z 16st &°* = F(t,&)),
fiir alle F. O

Beispiel 3. Seien
F:RxR—R, Flt,w)=2 w:t,

und
F*:(R\{0}) xR—=R, F*(t,w)=2-w:t,

und
z:R—=R, z(t) =1t

Die Funktionen F, F* unterscheiden sich nur fiir ¢ = 0:
FO,w)=2-w:0=0, welR
und da (0,w) ¢ dom F,
F*(0,w)=U, weR,

Es gilt
{(t,x(t)) : t € domz} = {(t,t?) : t € R},

und somit gibt es ¢t € domx - ndmlich ¢ = 0 - mit (¢, z(¢)) ¢ dom F*. Es folgt
—(x lost &°* = F*(t, &)).
Andererseits gilt
x 1ost &* = F(t, &).

Damit ist gezeigt, dass die Losungstheorie von &* = F(t, &) sensibel von Ande-
rungen im Definitions-Bereich der Funktion F' der rechten Seite abhéngt. O]
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Beispiel 4. Seien
F:RxR—=R, F(tiw)=—w:t,

und
G:RxR =R, Gtw) =—-w?

und .
z:R\{0} =R, z(t)=1:t.

Wie bereits in Beispiel 2 fest gestellt, kommt z nicht als Losung von &* = F (¢, &)
oder &* = G(t, &) in Frage. Ungeachtet dessen gelten fiir die Einschriankungen
von z auf ] — oco|0[

r_:]—oo|0[ =R, z_(t)=1:1¢,
und auf ]0| + oo,
xy: 0|+ oo = R, x(t)=1:t,
die Aussagen
x_1ost &* = F(t,&) und z_ 16st &* = G(t, &),
und
xy 16st &* = F(t,&) und z, 16st &* = G(t, &).

So ist auch nachgewiesen, dass es zu einer Funktion mehrere Klassen F' geben
kann, so dass diese Funktion &* = F(t, &) 16st . O
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Es gelte x lost &* = F(t,&). Dann ist jede Finschrinkung von x auf ein ech-
tes reelles Teil-Intervall von domx wieder Losung von &°* = F(t,&). Konse-
quenter Weise hat jede ODE &* = F(t,&), die wenigstens eine Lisung hat,
unendlich viele Losungen. An diesem Umstand dndert sich auch nichts, wenn
“Anfangswertprobleme” betrachtet werden.

a) Aus “z 16st &* = F(t,&)”
und “ I echtes reelles Intervall”
und [ C domz” folgt “ (x| I) lost &* = F(t,&)”.

b) Aus “x lost &* = F(t,&)”
folgt “{w : w lost &* = F(t, &)} unendlich” .

c) Aus “x 16st &* = F(t,&)” und “t, € domz”
folgt “{w : (wlost &* = F(t,&)) A (w(ts) = z(t,))} unendlich” .

Beweis-Skizze. a) Durch Einschréankung auf ein echtes reelles Intervall werden
weder Stetigkeit noch Differenzierbarkeit noch die Gleichung zwischen Ableitung
#(t) und F(t,z(t)) beeinflusst.

b) Das echte reelle Intervall dom z hat unendlich viele verschiedene echte reelle
Teilintervalle und jede Einschrinkung auf eines dieser unendlich vielen echten
reellen Teilintervalle ergibt via a) eine weitere Losung.

c) Wegen t, € dom x hat das echte reelle Intervall dom x unendlich viele verschie-
dene echte reelle Teilintervalle in denen ¢, liegt. Fiir jede Einschrénkung von x
auf eines dieser Teil-Intervalle I gilt nach a)

(x | I) lost &* = F(t, &),

und wegen t, € [ gilt (z | I) (t,) = z(to). O
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Beispiel 5. Seien
F:RxR, F(t,w)=—-2w:t,

und
x:]0] + oo, z(t)=1:¢.

Ohne allzu viel Miihe ist
x lost &* = F(t, &),
zu erkennen. Fiir alle a € ]0| + oo sei
o = (v 1 10jal) : J0la[ = R, aq(t) =1:¢%
die Einschrinkung von z auf ]0|a[. Dann gilt
x, 16st &* = F(t,&). a € ]0]+ oof.

Dariiber hinausgehend gilt z, # x, fir alle a,b € ]0| 4+ co[ mit a # b sowie
zo(1) =1 fiir alle @ € J0| + oo, so dass

{w:wlost &* = F(t, &)},

und

{w: (wlost &* = F(t,&)) A (w(1) =1)}
in der Tat unendlich sind. O
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Ein etwas tiefliegenderes Problem als die Vererbung der Ldésungseigenschaft auf
Einschrdinkungen auf echte reelle Teillntervalle ergibt sich durch die Frage inwie-
weit Vereinigungen von Liosungen wieder Lésungen sind.

a) Aus “z,y lost &* = F(t,&)”
und “0 # (domz) N (domy)”
und “z =y auf (domx) N (domy)”
folgt “x Uy lost &* = F(t,&)”.

b) Aus “0# X7
und “Va € X : a lost &°* = F(t,&)”
und “Va,f € X :

(0 # (doma) N (dom f3)) = (a = S auf (dom ) N (dom 3))”
folgt “|J X lost &* = F(t,&)” .

c) Aus “0# X7
und “Va € X : a lost &* = F(t,&)”
und “Vo, € X : (aCB)V (B Ca)’
folgt “|J X 168t &° = F(t, &) .

Beweis-Skizze. a) Mit elementarer Mengenlehre stellt sich x U y als Funktion
heraus.. 0 # (dom x) N (dom y) stellt sicher, dass es sich bei (domz) U (domy) =
dom (2 Uy) um ein echtes reelles Intervall handelt. Die Funktion x Uy legt via F
die Ableitung von x Uy fest.

b) Mit elementarer Mengelehre zeigt sich, dass |J X eine Funktion ist. 0 #
(doma) N (doma) fiir o, 8 € X stellt sicher, dass es sich bei | J{domw : w €
X} =dom (|JX) um ein echtes reelles Intervall handelt. Die Funktion | J X legt
via F' die Ableitung von | J X fest.

c) folgt aus b). [
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FEin Spezialfall des vorhergehenden Satzes liegt vor, wenn x,y lost &* = F(t, &)
und (domz) N (domy) = {t,}. Der einfache Beweis bleibt den Lesern tiberlassen.

Es gelte:
=) x,y lost &* = F(t,&).
) (domz) N (domy) = {t.}.
) 2(to) = y(to).

Dann folgt

rUy lost &* = F(t,&).

Beispiel 6. Seien
F:RxR—=R, F(t,w)=It+|wl,

und
:] —o00l0] =R, z(t) =1t

und
y: [0l +oo[ =R, y(t) =1
Dann gilt fiir alle t € ] — 00|0],

2(1) = =21 = (=) + (=) = [t] + 1

= [t + VE = [t] + V] = 2] = [t] + V]a()] = F(¢,2()),

und fiir alle ¢t € [0] 4 oo[ gilt

Y t)y=2-t=t+t=|t|+ |t

= [t + V2 = [t + Ve = [t + VIy(O] = F(t,y(t),
und ausserdem gilt
2(0) = 0 = y(0),
so dass sich dank des vorhergehenden Satzes die Aussage

x Uy lost &* = F(t, &),
ergibt. Ohne allzu viel Miihe kann
Uy :R=>R, (zUy)(t)=t-|t],

fest gestellt werden. O
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Falls x lost &* = F(t,&), so ist die Menge aller Lisungen von &* = F(t, &) un-
endlich. In dieser unendlichen Menge sollen die nicht mehr fortsetzbaren Lésun-
gen einen eigenen Namen bekommen.

w 16st &* = F(t, &) maximal
genau dann, wenn gilt:
1) plost &* = F(t,&).
2) Va: ((alost &* = F(t, &) AN (pCa)) = (a C p).
In zwei einfachen Fillen liegt mit Sicherheit eine maximale Lisung von &°* =

F(t, &) wvor. Der Beweis dieser und einer weiteren Aussage gleibt den Lesern
tberlassen.

a) Aus “p lost &* = F(t, &) mazimal”
und “z lost &* = F(t,&)”
und “p Ca” folgt “x=p”.

b) Aus “p lost &°* = F(t,&)”
und “domp = {t: (32 : (¢,Q2) € domF)}”
folgt “p lost &* = F(t, &) mazimal”.

c) Aus “p lost &* = F(t,&)”
und “domu =R”
folgt “u lost &* = F(t,&) mazimal” .
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Beispiel 7. Seien
F:10|4+ o[ xR =R, F(t,w)=Int+w:(2-t)+1,

und
o]0l +oo[ =R, pu(t)=2-t-(Int—1).

Dann gilt fiir ¢ € dom p = 10| + oo
pt(t)=2-(Int—1)+2-¢t-(1:¢t)=2-Int =Int+1Int
=Int+(Int—1)+1=mt+(2-¢t)-(Int—-1)): (2-¢)+1
=2-t-(Int—-1):(2-t)+1
=Int+p(t): (2-t)+1=F(t, ut)),
und aus Weiterem folgt
plost &* = F(t, &).
Via dom F' = ]0| + oo[ x R ergibt sich
dompu =70 +oo[ ={t: (IQ: (t,Q) € 0] + 0o x R)}
={t:(3Q:(t,Q) €dom F)},
so dass

p lost &°* = F(t, &) maximal.
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Ob sich Lésungen &°* = F(t,&) “schneiden” oder “nicht schneiden” spielt ge-
legentlich eine nicht zu unterschdtzende Rolle. Mit dem elementaren bindren
Durchschnitt N kann das “(Nicht-)Schneiden” von Funktionen - also nicht nur
von Ldsungen von Differential-Gleichungen - einfach beschrieben werden.

Aus “g, h Funktion” und ...
a) ...und “0# gNh”folgt “3t € (domg) N (domh): g(t) = h(t)”.

b) ...und “t € (domg) U (domh)” und “g(t) = h(t)”
folgt “0#gNh”.

c) ...und “gNh=0"folgt “V7 € (domg) U (domh) : g(7) # h(7)”.

d) ...und “V7 € (domg) N (domh): g(7) # h(r)” folgt “0=gNh".

Beweis. Da g, h Funktionen sind gilt
g={(t,g(t)):t €edomg}, h={(t,h(t)):tedomh}. (1)

Falls g N h # 0 ergibt sich aus (1) ohne viel Miihe die Existenz von t € (dom g) N
(dom h) mit g(t) = h(t). a)

Falls t € (domg) U (domh) und falls g(t) = h(t) gilt, so folgt mit elementaren
mengentheoretischen Argumenten ¢ € (dom g) N (dom &) und hieraus folgt via (1)
schunell (¢, g(t)) € g, (t,h(t)) € h und wegen g(t) = h(t) gilt natiirlich (¢, g(t)) =
(t,h(t)) und somit (¢,g(t)) € g,(t,g(t)) € h, also (t,g(t)) € g N h und somit
0#gnh. b)

cd) folgen via Negation aus ab).
O
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”»

Mitunter sind Losungen von “Anfangs WertProblemen ” - gelegentlich wird
“AnfangsWertProblem” als “AWP” abgekiirzt - von Interesse. Dabei handelt es
sich um die Aufgabe, Losungen von &* = F(t, &) zu finden, die an einer bestimm-
ten Stelle T einen bestimmten Wert v annehmen. Hierfir wird die nunmehrige
Zeichenkette geschaffen, in der nicht nur die Funktionen x, F sondern auch die
Klassen 1, auftreten.

x 1ost &* = F(t, &) mit &(7) =7,
genau dann, wenn gilt:
1) x 1ost &* = F(t, &).
2) 7 €domu.

3) z(r) =1.

Bemerkung. Die Bedingung 7 € dom z schliefit v = U aus und garantiert v €
ranz.

Beispiel 8. Seien
F:RxR—=R, F(t,w)=w-—t?

und

r:R—=R, zit)=t*+2-t+2.
Dann gilt

x 1ost &* = F(t, &) mit &(0) =2,
und

x 10st &* = F(t,&) mit &(—1) =1,
so dass eine Funktion z mehrere AWPe bei gleich bleibender rechter Seite F' 16sen

kann. O

Beispiel 9. Seien
F:R—=R, F(tw)=—-2v|wp?,
und
z: [l +oo[ =R, y(t)=1:(1+1)
Dann gilt
x 1ost &* = F(t, &) mit &(1) =1: 4,

und es stellt sich heraus, dass es auch Losungen von AnfansWertProblemen
gibt, bei denen der vorgeschriebene Funktions-Wert in einem Randpunkt des
Definitions-Bereichs der Losung angenommen wird. O]
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Falls x lost &* = F(t, &) mit &(7) = 7, so gibt es entsprechend vorehriger Unter-
suchungen unendlich viele Losungen von &* = F(t, &) mit &(7) = 7. Gelegentlich
sind auch hier mazximale Ldsungen von besonderem Interesse.

p lost &°* = F(t, &) mit &(7) = 7 maximal,
genau dann, wenn gilt:
1) plost &* = F(t, &) mit &(7) = .

2) plost &* = F(t, &) maximal.

Beispiel 10. Seien
F:RxR—-R, F(t,w)=—t+w,

und
p:R—=R, x(t)=—-1—t+expt.

Dann gilt dom g = R und fiir alle t € dom = R gilt
pt(t) =—l+expt=(—1—t+expt)+t=pt)+t=1t+pult) = F, u))),
so dass nach Weiterem
z 1ost &* = F(t, &)
folgt. Wegen domx = R gilt sogar
x lost &* = F(t, &) maximal.
Aus £(0) = 0 ergibt sich noch
p lost &* = F(t, &) mit &(0) =0,
und es kann auf
p lost &* = F(t, &) mit &(0) = 0 maximal,

geschlossen werden.



ODE #290 303

Gelegentlich sind konstante Losungen von &°* = F(t,&) besonders wichtig. Die
Untersuchungen sollen auf C*-wertige konstante Funktionen beschrdnkt werden.
In diesen Fdillen kann der Beweis der nachfolgenden Aussage den Lesern diber-
lassen werden.

a) Aus “1<seN”
und “F Funktion”
und “vy e C*”
und “I echtes reelles Intervall”
und “Vr e I: F(r,7)=0€ A®
folgt “~°"I lost &* = F(t,&)” .

b) Aus “1<secN”
und “y € C*”
und “7 € I”
und “F(7,7) #0 € AY
folgt “—( v°"I lost &°* = F(t,&))” .

Beweis-Skizze. a) Der entscheidende Beweis-Schritt besteht in der Verifikation
von

(Yo" 1)*(t) = 0= F(t,7) = F(t, /*")(t), tel.

b) Entsprechend Definition brauchen nur jene Félle ndher untersucht werden, fiir
die zusétzlich “ F' Funktion” und “dom (y°"I) = I =echtes reelles Intervall” gilt.
In diesen Féllen ist via 7 € I der entscheidende Beweis-Schritt die Verifikation
von

(7°°)* (1) = 0# F(r,7) = F(t, °"1)(1))-
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In einigen Fillen werden autonome Differential-Gleichungen untersucht. Hierbe:
ist die rechte Seite von t unabhdngig.

x 16st &°* = f(&)
genau dann, wenn gilt:
1) =z, f Funktion.
2) dom x echtes reelles Intervall.
3) z differenzierbar.

4) Fiir alle t € dom x gilt
z*(t) = F(t,x(t)).

p lost &° = f(&) maximal

genau dann, wenn gilt:

1) plost &* = f(&).

2) Va: ((alost &* = f(&)) A (1 C a)) = (a C p).

x 1ost &* = f(&) mit z(7) =7

genau dann, wenn gilt:

1) z lost &* = f(&).

2) 7 € domu.

3) z(1) =17.

plost &° = f(&) mit &(7) = v maximal

genau dann, wenn gilt:

1) plost &* = f(&) mit &(1) = 7.

2) plost &°* = f(&) maximal.
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Um den Fall x lost &°* = f(&) nicht immer eigens untersuchen zu miissen, ist
ein kleiner Kunstgriff hilfreich. Wir definieren

fPrRxdomf—=U, f(t,w)=f(w),

und stellen dann unter Uberlassung des einfachen Beweises an die Leser fest:

a) “xlost &* = f(&)” genau dann, wenn “z 16st &* = f°(t, &) .

b) “x lost &°* = f(&) maximal”
genau dann, wenn “z 16st &* = f°(¢, &) maximal” .

c) “xlost &* = f(&) mit &(7) =77
genau dann, wenn “xz 16st &* = f>(¢, &) mit &(7) =" .

d) “x1ost &* = f(&) mit &(7) = v maximal”
genau dann, wenn “z 16st &* = f°(¢, &) mit &(7) = v maximal” .

Beispiel 11. Seien
f : RQ — RQ? f<w07w1) - (_wlaw0)7

und
r:R—R?* () = (cost,sint).

Dann sind z, f Funktionen und fiir alle ¢t € R gilt
2®(t) = (w0, 21)*(t) = ((20)*, (21)")(£) = ((20)*(2), (21)*(2))
= (cos®t,sin’t) = (—sint,cost) = (—z1(t), xo(t)) = f(xo(t), z1(t)),
so dass nach Weiterem
z 10st &* = f(&) mit &(0) = (1,0) maximal,

folgt. Es gilt
fb :R x R* —» R?, f"(t,wo,wl) = (—wy,wp).

und

x 16st &* = f°(t,&) mit &(0) = (1,0) maximal.
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Bei autonomen Differential-Gleichungen kann bei Losungen “das Argument ver-
schoben werden” . In diesem und in anderen Zusammenhdngen sind unter ande-
rem die Notationen

atc E={a+A: A€ E}
und
z(a+.) ={(t,w): (a+t,w) €z},
hilfreich. Fiir x : D — B gilt offenbar

ra+.):(—a)+e D — B, z(a+.)(t)=xz(a+1).

Es gelte:
=)z 16st &°* = f(&).
—) peR.

Dann folgt “x(p + .) lost &* = f(&)”.

Beweis-Skizze. Der entscheidende Beweis-Schritt besteht in der Verifikation der
Umformungskette

(x(p+.))"(t) =2*(p+1t) = flz(p+1) = flz(p+.)(1)),
fir alle t € dom (z(p+.)) = —p 4+ dom z =echtes reelles Intervall. O

Das Herumschieben des Argumengs von Losungen kann ohne Weiteres auf AWPe
erweitert werden. Der Beweis bleibt den Lesern tberlassen.

Es gelte:
—) z 16st &°* = f(&) mit &(7) = 7.
—) o €R.

Dann folgt “x((1 — o) +.) lost &* = f(&) mit &(o) =77 .

Beweis-Skizze. Dank des vorhergehenden Satzes 16st x((7 — o) + .) die ODE
&* = f(&). Auch gilt entsprechend Voraussetzung z(7) = v mit 7 € domz. Es
folgt 7,0 € R und somit wegen 7 € dom z,

oc=(c—7)+7=—(0—7)+T7€ —(0—7T) +cdomaz = dom (z((7 — o) +.)),

und
z((r—o0)+.)(0) =2((1 —0) +0) =2(1) = 7.
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