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1 Einleitung

Wir untersuchen in vorliegender Arbeit den Fehler, derKmilierung (Darstellung,
Approximation) eines Gaul3mafies durch endlich viele, &waN Punkte entsteht. In

der Literatur spricht man hierbei auch haufig v@nantisierung.

Diese Fragestellung ist unabhangig von ihrem theoretischen Interesse von grol3er prak-
tischer Bedeutung und hat im Rahmen moderner Moéglichkeiten zur Informationsspei-
cherung und Ubertragung insbesondere das Interesse der Nachrichtentechniker ge-
weckt; sie tritt hierbei unter anderem in den Bereichen Analog/Digital Wandlung und
Datenkompression auf.

Zudem ergibt sie sich in naheliegender Weise in Anwendungsgebieten der folgenden
Art:

¢ Es sollen Dienstleistungszentralen, z.B. Schulen optimal plaziert werden, d.h.
der mittlere oder der maximale Schulweg soll méglichst kurz sein. Die Vertei-
lung der Schiler kann hierbei sowohl als zuféllig, als auch als deterministisch
angenommen werden. Siehe Bar-llan et al.[6], Khuller et al.[114], Toregas et
al.[212].

e FUr Schutzmasken existieren endlich viele Formen und Grol3en. Welches ist die
optimale Gestaltung, wenn man von kontinuierlicher Variation der Kopfgré3en
und Gesichtsformen ausgeht.

(Mundliche Kommunikation B. Flury)

Weitere Anwendungsgebiete sind:

e Numerik
Optimale Knotenwahl bei Spline Interpolation und Approximation, siehe Eubank[65].

e Sprachverarbeitung, insbesondere Kodierung, Dekodierung und Erkennung, sie-
he Makhoul et al.[154].

¢ Bildverarbeitung
Hier sind vor allem die Kodierungsstandards JPEG flr (stehende) Bilder

(http://www.jpeg.org/JPEG2000.htm , Miano[159]) und MPEG fur
bewegte Bilder, also Filme,
(http://www.iis.fhg.de/amm/techinf/mpeg4/ , Symes[206],

Kuhn[132]) zu erwdhnen. Siehe auch Seiler/Jung[194], Milde[160]. MPEG
wird auch bei der Kodierung von Musikstilicken eingesetzt.



1 Einleitung

e Statistik
Klassifizierung (auch Gruppierung oder Stratifizierung) von Daten, siehe Bock[24],
[25], Chernoff[35], Everitt[66], [67], Hartigan[101], [102], [100]. Fiur weitere
Fragestellungen und Resultate im Bereich Statistik auch Felsenstein/Poetzelberger[69],
Poetzelberger/Felsenstein[170].

Es hat sich zudem ein eigener Forschungszweig herausgebildétfalimations-
theorie, zu deren zentralen Fragestellungen das eingangs erwdhnte Problem gehort.
Dieser Theorie rAumen wir daher im weiteren auch breiteren Raum ein.

Fur allgemeinere Uberblicke zu Anwendungen des Kodierungs (Quantisierungs) Pro-
blems erwdhnen wir noch Sayood[190] und Gersho/Gray[80].

Zur mathematischen Formulierung des Problems(€ei4,P) ein Wahrscheinlich-
keitsraum (M, p) ein polnischer, d.h. vollstandiger separabler metrischer Raum und

d:MxM—R

ein Verzerrungsmalf mit den Eigenschaften

d(x,y) = d(y,x)
dxy) = 0
dix,y) = 0 gdw x=y
also beispielsweisé : (x,y) — p?(x,y). d sei zudem als meRbar vorausgesetzt.

Weiter seiX : Q — M eine Zufallsvariable, alsp := Px ein Wahrscheinlichkeitsmal3
auf der Borelschen-AlgebrasM von M. Zudem gelte fir jedege M

Ed(X,y) < .

Unter einer deterministischéirPunkt Kodierungl € N) von X bzw. pverstehen wir
eine Wahl vorN PunkterCy = (y1,...,yn) zusammen mit der Abbildung

QN:M d CN
X)) = Y falls dxy) <dxy), I #k

Falls mehrerey in Frage kommen, wird das in der Reihenfolge erste gewahlt.
Der Fehler dieser deterministischen Kodierung ist gegeben durch

E mind(X,y).
yeCn
Hiermit definieren wir
O2(N) :=infE mind(X,y).
Cn yeln
Bemerkung 1.1 Durch obige Zuordnungsvorschrift wird eine Partitionierung des Grund-

raumes inN disjunkte TeilmengeNs,...,Vy induziert. Die Elemente dieser Partitio-
nierung hei3eivoronoizellen.



Falls anstelle voiN festen Punkten ein Wahrscheinlichkeitsma®uf A undN i.i.d.
und vonX unabhangige Zufallsvariablefi, ..., Yy mit R, = v gewahlt werden, spre-
chen wir von zufalligeN-Punkt Kodierung.

Analog zur deterministischen Kodierung definieren wir

03(N) 1= 'Uf Ek_TlnNd(X,Yk),

—d,...,

wo das Infimum Uber alle Wahrscheinlichkeitsmalf3e gebildet wird.
Weiter bezeichnen wir den Fehler, der bei zufalliger KodierungXonit N unabhan-
gigen Kopien vorX entsteht, mi®,. Offenbar gilt

33(+) < 04(-).
Fir jedesN € N gilt auRerdem
O2(N) < 33(N),

denn
Emind(X,Yx) <n fireinn >0
fuhrt zu
Eumind(X, Yi(w)) <n
fureinw e Q.

Falls es sich beM um einen Banachraum mit Norfj || handelt, betrachten wir vor
allem diejenigen Verzerrungsmalde, die durch

d(x,y) =|[|x=y|[', r >0

gegeben sind und machen in diesem Falle die Abhangigkeit domch die Bezeich-
nungdsz(-,r) explizit; analog fur die anderen Fehlerbegriffe.

Die Fehlerasymptotik fiN — o von &, und d3 ist fur stetige Verteilungen mit Dich-

te f im endlichdimensionalen FalM = RY.d € N, u = fdAY) bekannt (Zador[223],
Bucklew/Wise[32], Graf/Luschgy[87]): Es gilt bei Betrachtung der euklidischen Norm

Jim Na&p(N,r) = dAqr[[f]| o = carl[f]| o (1.1)
. r o -5 L .
im Nedg(N,r) = By “T(1+ Il o = Carllfll o, (1.2)

d
mit positiven KonstanteAq r, WO Eq = r(%id_) das Volumen ded-dimensionalen Ein-
2

heitskugel bezeichnet. Fir die Konstanten gilt (wir betrachten exemplarisch den Fall
r = 2, siehe Graf/Luschgy[87] fur allgemeine> 0)

d ri(1+9)

d F2+2)ri1+9)
d+2 ] )

d+2 T

<C2<C32=




1 Einleitung

Hieraus folgt
Y . C32 1
lim === lim —= = —.
d—e d d—o d 21
Speziell furd = 1,2 kannc, > explizit angegeben werden:

[EnY

o d:1102,2:1i2<0372:§
. 5 1
[ ] d:2'C2’2:F\/§<C3’2:ﬁ

Bemerkung 1.2

¢ Die Konvergenzaussagen fi(-) unddz(-) sind (mit anderen Konstanten) auch
fur nichteuklidische Normen richtig, siehe Graf/Luschgy[87].

¢ In obigen Beispielen gilt
Cor <Czp-

Fur allgemeine undd bzw. nichteuklidische Normen scheint dies bisher nicht
bekannt/nachgewiesen zu sein.
Siehe hierzu Cohort[39, S. 106f].

e Wie in Graf/Luschgy[87, S.127ff] ausgeflhrt, ist flr die Konvergenzaussage 1.2
die gleichgradige Integrierbarkeit der Fol@éﬁ ming=1_.n||X —Yk||") nachzu-
weisen.

Siehe hierzu auch Cohort[39, S. 61ff].

e Weiter wird davon ausgegangen, daf? ein Kodierungsmalf3 a priori gewahlt wird,
nach dem dié& Kodierungspunkte fir jedds € N verteilt sind. Im Hinblick auf
unsere Definition (das Kodierungsmalfd wird zu jedéra N optimal gewahlt),
ist noch zu zeigen, daf3 diese Mal3folge (schwach) konvergiert.

Siehe hierzu auch Graf/Luschgy[87, Satz 7.5].
Ohne diese Annahme gilt bei gleichgradiger Integrierbarkeit

limsupNads(N,r) < ¢,/ f]|

d .
N—oo d+r
e Falls die QuelleX nachfdA? und die Kodierungspunkigry) nachgdAd verteilt
sind, gilt bei gleichgradiger Integrierbarkeit (Graf/Luschgy[87, S.127ff])

r _r r r
lim NGE min |[X =Y||" =E, 9r(1 —/ —dfdad.
N—oo k:l.,...,NH dl a T +d) e

Fir strikt positive Dichterf ist die zufallige Kodierung mif dA9 also ungiinstig

und verschlechtert die Konvergenzordnung des Fehlers, da dann das rechtsste-
hende Integral nicht konvergiert (unendlich ist). Die optimale Konstante, also
das optimale Kodierungsmal3, ergibt sich aus der Hélderschen Ungleichung.



Siehe hierzu auch Bemerkung 3.4.

Wir geben in Kapitel 3 als zentrales Resultat der Arbeit obere und untere Schranken
fur die Asymptotik vond, im folgenden unendlichdimensionalen Fall an:

Es sei(B, || -||) ein separabler Banachraugnein zentriertes Gaulimaf3 auf der Borel-
scheno-Algebra‘B von B und fur die Zufallsvariabl&X : Q — B geltePx =y. Es gebe
K,a,€ > 0 undb € R mit

b(e) == —logP{[IX]| <&} <k(Z ) (log- )b Ve € (0,g0).
Wir setzen also eine obere Abschatzungldeinen Abweichungenvoraus. Dann gilt

< 2(2«)a(loglogN) &
a4 (logN)a

N — oo,

04(N,r) ~

Es folgt
< Zr(ZK) (log IogN)

So(N, 1) < 85(N,r) < T (ogN -

N — oo,

Wir verstehen hier und im folgenden fur zwei FolgeR,), (by) unter
ay~by, N— o

den Sachverhalt

lim sup— <1
N—oo bN

Umgekehrt gelte mit obigen Bezeichnungen ggp)

b(E) > K($)(l0g )P

€
Dann gilt
r br
'Ka a
54(N,1) 2 V2 Kbr(loglong)
aa (logN)a

N — oo,

Diese Abschatzungen kdonnen bei Kenntnis der exakten Asymptotik der logarithmi-
schen kleinen Abweichungen wie folgt zusammengesetzt werden: Es gelte

Wle) ~k(5)(log )P, €10

€

Dann folgt

V2K (loglogN) & <
as (logN)é 3(|09N)




1 Einleitung

oder
b
a

V2K

a

21+3Ka (loglogN)

1
a

(loglogN)a - .1
1 ~9
(logN)a

, N — oo,

VT I

ag(logN)

1
Untere und obere Schranke fur die Asymptotik \&jr{N,r) unterscheiden sich also

nur um den Faktor 2.

Die Herleitung dieser Resultate stitzt sich aufidmperimetrischeoderBorellsche
Ungleichung.

Wir erhalten so Abschéatzungen des Kodierungsfehlers fur die Brownsche Bewegung
(das Wienermal3), die gebrochene Brownsche Bewegung, die Brownsche Briicke und
die integrierte Brownsche Bewegung, jeweils fir die Supremumsnorm untl,die
Norm; fir die Brownsche Bewegung zusatzlich fur dlleNormen,p > 1 und alle

o Holdernormeng € (0, 3).

Weiter lal3t sich auch der Kodierungsfehler des (gebrochenen) Brownschen Blattes be-
zuglich derL; Norm und der Supremumsnorm abschatzen.

Fir diese Prozesse/Mal3e sind namlich Abschatzungen fir die logarithmischen kleinen
Abweichungen bekannt bzw. teilweise auch die exakte Asymptotik.

Fir den Wienerproze® aufL;[0,1] gilt

1

llJ(S) ~ @a € l 07
also
1 < < 1
ZlogN ~ 4(N,2) X @’ N — oo. (1.3)

Mithilfe der Quellkodierungstheorie nach Shannon geben wir in Kapitel 4 fur das Wie-
nermalfl inL[0, 1] eine untere Schranke fir die Asymptotik véfnund damitdz an.

Fur den dort definierten Kodierungsfeh@ar gilt (dieser entsteht au® im wesentli-
chen durch Bildung kartesischer Produkte)

O1(+) < &2(+).

Fir das Wienermat® aufL[0, 1] ist die exakte Asymptotik vod; (N, 2) bekannt. Es

gilt
2

01(N,2) ~ 2logN’

Zusammengefal3t heil3t dies

2
T2 logN

1

51(N,2) < 82(N,2) < 83(N,2) < 84(N,2) ~ ooN’

N—o. (1.4)

Damit ist hier die Gro3enordnung der Asymptotik bestimmt, sie stimmt fur alle vier
Fehlerbegriffe Gberein.



Wir haben bereits gesehen, daf3 dies in endlicher Dimension im allgemeinen nicht zu
erwarten ist.

Wegen der Jensenschen Ungleichung erhalten wir aul3erdem eine untere Schranke fur
die Asymptotik vord, (-, 2) fir die Supremumsnorm, sowie fiir allg-Normen,p > 2.

Unter Einbeziehung der oberen Schranken aus Sektion 3.3 ist auch in diesen Fallen fur
das Wienermal’ die Asymptotik des Kodierungsfehlers von der GrdBenor%%ﬁng

Noch einmal zusammengefal3t heil3t dies in informeller Schreibweise:

o d = 00
01~ 0~~~
e d<w
01~ & ~ &3 % 04.
Wegen 1.3 und 1.4 gilt
. 54(N,2) _ 1@
limsu >—>1
N oUPE(N2) B

flr das Wienermalf3 ihz[0, 1].
Folgende Fragen bleiben offen

e Die Konvergenz vo,(N,r) bzw.d3(N,r) bei geeigneter Normierung.

¢ Die asymptotische Gleichheit der Kodierungsfehler, d.h. gilt etwa fur das Wie-
nermafd mit det, Norm

2
I\I||_>mwlogN 02(N, 2) |\||'_>moo|OgN d3(N,2) —

Fur einen Vergleich der Fehlerbegritbe und &, verweisen wir auf Neuhoff[162]. Ei-

ne Analyse der Verbesserung (Verminderung des Kodierungsfehlers) der Kodierung
durch Produktbildung findet sich in Na/Neuhoff[161] und Lookabaugh/Gray[152].

In Kapitel 5 stellen wir einen Zusammenhang her zwischen dem Fehler bei determi-
nistischer Kodierung von GaufimalR3en in separablen Banachraumen und den Entropie-
zahlen im mal3erzeugenden Hilbertraum.

Wir erhalten die gleiche obere Abschatzung &gy wie wir sie in Kapitel 3 fiird4 er-

halten haben.

In Kapitel 6 untersuchen wir, inwiefern sich die bekannten Resultate bezuglich eindi-
mensionaler Kodierung (skalare Quantisierung) respektive mehrdimensionaler Kodie-
rung (Vektorquantisierung) fir obere Abschatzungen in der unendlichdimensionalen
Situation ausnutzen lassen.

In Kapitel 7 gehen wir kurz auf Entropiekodierung und verwandte Fragestellungen ein.
Es besteht namlich die Mdglichkeit, nicht die Zahl der Kodierungspunkte vorzugeben,
sondern die (maximale) Entropie des durch die Kodierungspunkte induzierten diskre-
ten Mal3es.



1 Einleitung

Insbesondere in praktischen Anwendungen la3t man sich die Moglichkeit der Entro-
piekodierung in Form arithmetischer oder Huffman Kodierung nicht entgehen.

Fur ein diskretes Wahrscheinlichkeitsm@a®&: (px)kel, wol eine hdchstens abzahlbare
Indexmenge ist, sei die Entropi€= H(p) definiert durch

H(p) := —Zpklogpk.

Weiter sei(M, p) ein metrischer Raund ein Verzerrungsmaf, und: Q — M eine
Zufallsvariable mit
Ed(X,y) <o Vye M.

Fir eine endliche oder abz&hlbar unendliche Partif\) von M und Kodierungs-
punkte(yx) mit yix € Vi setzen wirpy := P{X € V} und definieren damit die Entropie
der KodierundC = ((yk), (W)) alsH(C) = H((pk))-

Hiermit sei zuH > 0 der Fehleg, definiert als

e(H) = H(Ié‘l)ng El;glgd(x,y),

wo das Infimum Uber alle Wahiméglichkeiten d¥k) und (yk) gebildet wird.
Es sei weiterhin fur diel-dimensionale Dichte die Differentialentropieh = h(f)
definiert durch

hi= —/ flog fdAd,
Es giltin RY beziiglich der euklidischen Norm (siehe Gersho[78])
ea(H,r) ~dByrea™ ™, H o,

wo By, eine positive Konstante ist.
Die Definition voney(+,r) entspricht der voy(-,r).
Es qgilt

Bd,r < Ad,r

und

1
lim Bgo = Iim = —.
d—oo d,2 oHooAd’2 21e

Bemerkung 1.3
e Die operationelle Bedeutung der Differentialentropie ergibt sich aus dem Er-
godensatz der Informationstheorie (AEP), siehe Cover/Thomas[41], Barron[7],

Fischer[71] und der Asymptotik vady im endlichdimensionalen Falle (Kolmo-
gorov et al.[124]).
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¢ In den Herleitungen obiger Aussagen Uber die Entropiekodierung wurden heu-
ristische Argumente verwendet. Siehe Linder et al.[145] fur einen neueren Zu-

gang.

Wir verweisen zu Fragen der Entropiekodierung auf Linder/Zeger[146], Kieffer et
al.[123], Fischer[72], Chou et al.[37], Dunham[62], Berger[12], de Garrido/Pearlman[53],
Gish/Pierce[82], Posner[174].

Eine der Entropiekodierung in obigem Sinne verwandte Fragestellung stellen wir in
Sektion 7.2 vor. Sie besteht darin, dal3 abzahlbare Partitionen minimaler Entropie
betrachtet werden, wobei als Gutekriterium nicht der mittlere, sonder der maximale
Fehler herangezogen wird.

Diese Theorie wurde unter dem Namen Epsilon Entropie (ein héufig gebrauchter Be-
griff fur etliche verwandte aber doch verschiedene Fragestellungen) in den Arbeiten
Posner et al.[177], [179], [181], [180], [176], [178] entwickelt.

Siehe auch McEliece/Posner[156], [157], Posner/Rodemich[175].

Interessant ist, daf3 hier auch Resultate fur den unendlichdimensionalen Fall, insbeson-
dere fir das Wienermal3 existieren.

Abschlie3end stellen wir noch einige Fragestellungen und Resultate vor, die in dieser
Arbeit nicht weiter behandelt werden:

e Existenz optimaler Kodierungen
Fur den deterministischen Fall verweisen wir auf Cuesta/Matran[47], Parna[166],
[165], Abaya/Wise[1], [2], [3]-
Fur die zuféallige Kodierung sind uns keine den allgemeinen Fall betreffenden
Untersuchungen bekannt.

e Kodierung bei diskreten Grundraumen
Das diskrete Quantisierungsproblem istidBschwer bekannt (Garey et al.[76],
[77]).

e Konvergenz empirischer Quantisierungen
Das empirische Quantisierungsproblem besteht darin, gegebéh— B mit
E||X|| < e (wir betrachten nur den Fail = 1) zuN,m € N den (zufalligen)
Fehler

1 m
e,m P H _
6, (N) := m,Zlk:TF.r.‘,N 1% = yil|
zu minimieren. DigX|) sind hierbei unabhangige Kopien vén Offenbar gilt
fur jedesme N
m

1
em _ = : . _
B0, (N =15 2, B\ N [ =3l = 02(N).

falls die (yk) fur X optimal bezuglichd,(N) gewahlt sind.
Fir die empirische Quantisierung gilt im Falbe= RY das starke Gesetz der

11



1 Einleitung

grol3en Zahlen und der zentrale Grenzwertsatz. Siehe Pollard[171], [172], [173],
fur verwandte Fragestellungen auch Gray[93], Horowitz/Karandikar[105].

e Berechnung optimaler Kodierungspunkte
Zwei deterministisch optimale Punkte fir das Wienermal3 beziglich der qua-
driertenL> Norm wurden in Parna[164] und Schmidt[191] bestimmt.
Fur die zufallige Kodierung liegen bereits im Fatle< o undN > 1 keine Re-
sultate vor.
Das deterministische Kodierungsproblem ist typischerweise einerseNs¥$i
nicht geschlossen Iosbar, andererseitsifiir 1 nicht konvex, sodald auch Nahe-
rungsverfahren héchstens gegen ein lokales Minimum konvergieren.
Selbst wenn optimale Kodierungen fir grd@éekannt waren, wirden sie auf-
grund mangelnder Struktur fir Anwendungszwecke ungeeignet sein.
Daher werden in der Praxis spezielle strukturierte Codebucher eingesetzt, wie
z.B. die Trelliskodierung (Fischer[72], Gray[91]) fur die Datenkompression bei
Modem- und Faxibertragungen.

¢ Universelle Kodierung (Quantisierung)
Es existieren Kodierungsschemata, die fur grosse Klassen von Wahrscheinlich-
keitsmal3en ginstig sind. Siehe Linder et al.[143], [144], Berger/Gibson[14],
Gray/Neuhoff[95], Yang/Kieffer[219], Zamir/Feder[224], Ziv[225].

e Adaptive Quantisierung
Siehe Benveniste et al.[8, S. 87ff], Cohn/Melsa[38].

Fur allgemeine Uberblicke tiber das Quantisierungsproblem und die Quellkodierungs-
theorie verweisen wir auf Graf/Luschgy[87], Berger/Gibson[14], Flury[73], [74],
Gibson/Sayood[81], Gray[89], [88], Gray/Neuhoff[95], lyengar/Solomon[108],
Gersho[79], Kieffer[121], [122], Swaszek[205], Tarpey/Flury[210], Verdu[216], sowie
auf die Reprint Kollektionen Verdu[217], Sloane[201], Shiryayev[199], Swaszek[204],
Davisson/Gray[51], Slepian[200].

An dieser Stelle mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. Scheutzow bedanken fir die
Vergabe des Themas, sowie fur seine Geduld und zielfihrenden Anregungen bei der
Betreuung der Arbeit.

Mein weiterer Dank gilt Herrn Prof. Dr. Linde und Herrn Dr. Dunker fir ihre kritische
Lektire einer frihen Version der Arbeit und ihre hilfreichen Anmerkungen.
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2 Definitionen und Hilfsmittel

Wir gehen im weiteren von einem zentrierten Gaul3ya® der Borelschea-Algebra
‘B des separablen Banachraunifus und einer ZufallsvariableX : Q — B mit
Px=Y.
Es sei zudeniB, #,y) der zugehorige abstrakte Wienerraum im Sinne von Gross (fur
die Details der Konstruktion siehe Goodman et al.[85], Kuelbs[128] und Lewandowski
et al.[137], fur allgemeinere Darlegungen verweisen wir auf Bogachev[27], [26] und
Fernique[70]).
< -, > bezeichne die duale Paarung &ut B* (B* der topologische Dualraum A&).
Fur jedesy € B* ist also die Verteilung vor: X,y > eine eindimensionale Normalver-
teilung und es gilt

E<X,y>=0.

B* ist Teilmenge vorL;(y), den Abschlu® voB* in Lo (y) bezeichnen wir miB3. Die
Notation der dualen Paarung sei @&lf fortgesetzt. Die fur jedeg € B} definierte
Abbildung < -,y > kann hierbei nicht mehr punktweise definiert werden, sondern ist
alsy Aquivalenzklasse aufzufassen.

Zuy € B; sei

Sy.= /B <X,y > xy(dx).

Die rechte Seite existiert hierbei als Bochnerintegi@l.B; — B ist ein kompakter
linearer Operator. Das Bild voB5 unterS sei mit # bezeichnet. Zu jederh € H
existiert ein eindeutigeg € B; mit Sy= h. Wir kénnen alsoy = S~*h schreiben.
Damit wird zuh € # das stochastische Skalarprod{iki{ definiert als

[, h:=<-Sth>.

Analog zu oben ist, h] nur firh € SB* punktweise definiert. Durch
<hphy>, = / <xSthy ><x,Sthy > ydx)=E < X,Sth; >< X,Sthy >
B
= [ el haly(d) = E[X.hy] (X, )

wird ein Skalarprodukt und damit eine Norm atif erklart. # wird somit zu einem
Hilbertraum, dem malf3erzeugenden Hilbertraum (auch reproduzierender Kern Hilber-
traum, kurz RKHR). Mittels

T:=S89

13



2 Definitionen und Hilfsmittel

ist der Kovarianzoperatdr : B* — # vony definiert, woS die natirliche Einbettung
von B* in B} bezeichnet.T ist kompakt und positiv. Das Spektrum besteht also aus
positiven Eigenwerten, welche sich hdchstens im Nullpunkt hauféfiegt dicht im
Trager vony. Wir setzen noch zt € # (siehe Definition 2.1)

1
3(h) == SIhll5

Weiter seiK die abgeschlossene EinheitskugeBimund K die abgeschlossene Ein-
heitskugel in#/. K ist kompakte Teilmenge voB. # besteht aus den quasiinvarian-
ten Translationen vom:

Proposition 2.1 (Cameron Martin Formel) Fir alle A€ B, he A gilt

V(A+h) =30 /A & Xhly(dx).
Folgerung:
Fur jedesh € A und allee > 0 gilt

P{IX—=h|| <&} = y(eK+h) —eM / e hly(dy) > ey (eK)

eK

= e p{||X|| < e}

Dies folgt aus der Jensenschen Ungleichung und

/ [x, h]y(dx) = 0.
eK

Das stochastische Skalarprodukt a3t sich auch folgendermal3en approximieren und
darstellen (siehe Kuelbs/Li/Linde[131], S.157f):

Es sei(yk) eine Folge irB*, welche orthogonal itz(y) ist und fir die(Sy) eine ONB

von A ist. Es sei zud € N

Pi:B — SB CH
d
X z<x,yk>Sy<
K=1

Py ist orthogonale Projektion. Damit gilt
d d
[X,h] = lim < Pgx,h> ;= lim Z <X, Yk >< h, Sy > 4= lim z <X, Yk >< hyy >
d—oo d—oo &1 d—oo &1

Gaufimal3e in Banachrdumen besitzen Reihendarstellungen, die wir nun kurz vorstel-
len (siehe Li/Linde[139], Fernique[70], Bogachev[27]).
Wie oben seX : Q — B eine zentrierte Gaul3variable. Zudem @gj) i.i.d. und nach

14



N(0O,1) verteilt.
Dann existiert ein Hilbertraurdl und ein OperatoA : H — B, so dal fir jede ONB
(ex) vonH qilt

x 2 > GAa= > O
P &

Beispiel 2.1 Es seiy das Wienermafd auf C[0,1] undH = L[0,1]. FurA kann der
Integrationsoperator gewéhlt werden und wir erhalten die (verallgemeinerte) Levy Cie-
sielski Darstellung des Wienerprozesses.

Die Wahl der Haar Funktione(i) als Basis vor. fiihrt per Integration zu den Schau-
derfunktionen(sc) und damit zur klassischen Levy Ciesielski Darstellung.

Obige Darstellung des Wienerprozesses bleibt richtig in &ljeRaumen p > 1) und

allen Holderraumen der Ordnuig(0 < a < %). Siehe auch Ledoux[133, 247f].

Lemma 2.1 Es bezeichn@ die Verteilungsfunktion ung@ die Dichte der eindimen-
sionalen Standardnormalverteilung. FOK u < CD(_\/%'J gilt

_o(u) < /—2logu.

Zum Beweisseix := ®1(u) < 0, alsou = ®(x). Es gilt

/Xm(P(y)dyg /Xm %(/@(Y)dy: ®x)

X
und damit
X
2log®d(x) = 2Iog/ Qy)dy < 2Iog% =
2(logp(x) —log|x|) = —log2m—x?—2log|x]
Es folgt
—2logu = —2log®(x) > x?+ 2log|x| + log 21t
oder
V/2[logu| > —x = —dL(u)
falls
1
Xx=01u) < ——
RN
also
u< q)(—i)m
V2m

15



2 Definitionen und Hilfsmittel

Proposition 2.2 (Isoperimetrische oder Borellsche Ungleichungks gilt fur jede Bo-
relsche Teilmenge A von B und fiir jedes ©

Vi (A+t1K) > d(a+t),

wobei® die eindimensionale Standardnormalverteilung bezeichyetas zuy geho-
rige innere Mal3 bezeichnet, und a durch

gegeben ist.

Beweis Lifshits[141, Theorem 7, S.130ff]
Speziell gilt fure,t > 0
Y(EK +1K) > P(a+t),
mit
®(a) = y(eK).

Bemerkung 2.1

e Die isoperimetrische Ungleichung fur GauBmalie ist Folgd_dgkonkavitat
Gaul3scher Mal3e (Li/Shao[140], Lifshits[141], Bobkov[22]).

e Fir die KugelK und das Wienerma kann die obige UGL verscharft werden:
Fire > 0 undt > 0 gilt

K gt t2
w(eK 4t >1l—expl—— — — — —5).

Diese Ungleichung gilt fiir allé., Raume p > 1) und alle Holderraume der
Ordnung 0< a < 3. Hierbei sei

o := sup|x|
xe K

unda die Holderordnung bzw. Nullinh, Falle.k > 0 hangt von der betrachte-
ten Norm ab. Siehe Ledoux[133, S.252], [134] und Talagrand[207], [208].

e cK +1tXK ist mel3bar, im allgemeinen Fall sind Minkowskisummen Borel mel3-
barer Mengen bereits in endlicher Dimension nicht Borel meRRbar. (siehe auch

Lifshits[141]).

16



Definition 2.1 Es sei J. B — [0, «| definiert durch

1
J(X) - §|’XH§.[7 xeH
’ 00, sonst,

und zus >0
J(x,€) := inf J(h),

|Ix—h[|<e

Das Infimum auf der rechten Seite wird fur jedes Paag) angenommen, und zwar
im Falle||x|| < ein h=0und in einem eindeutig bestimmten Punkt auf dem Rand von
x+ €K ("dominating point") andernfalls. Es liegt also eine eindeutige Zuordnung

(X, 8) = h = hx,g

vor. Weiter gilth € SB*, wobeiSB* im Falle dimH = o eine echte Teilmenge va#’
ist. Siehe Kuelbs/Li/Linde[131].

Lemma 2.2
{x]JI(x,€) < ;} =eK+tX.
Dies folgt unter Beriicksichtigung voo= x— h+ h direkt aus der Definition.
Proposition 2.3 Zu x€ B,e > 0und ac [0,1] gilt mit Ry =y
PUIY — x| <€) = e X @IP{||Y|| < (1 aje} = e X vlt-ae)

Beweis(wir folgen Kuelbs/Li/Linde[131, S.159]):
Es seih := hy 5. Dann gilt

P{IIY =Xl <&} = P{l[Y—h—(x=h)[[<e} >P{[[Y —h[| < (1-a)e}
e‘J(h)/ e XNy(dx).
(1-a)eK

Weiter gilt wegen der Homogenitéat von— [x, h| und der Symmetrie vo(l — a)eK
(Lifshits [141, S.270])

_ 1
/(1_3_)8K e [th]y<dX) = /(1_a)8K E(e [xh] + e[XJ’]])y(dX) > y((l— a>€K)

Dies ergibt zusammengenommen die Behauptong.
In der umgekehrten Richtung gilt (mit den gleichen Bezeichnungen wie oben)

Proposition 2.4
P{IY x| <&} < e *P{||Y|| <e}.

Beweis Wiederum gemal3 Kuelbs/Li/Linde[131, S. 158ff]:
Es seih:= hy¢. Zuerst wird gezeigt:

17



2 Definitionen und Hilfsmittel

Lemma 2.3 Fur yfast alle € x+ €K gilt
(&1 > Ini[3.
Beweis Es sely € (x+eK)N . Fir alleA € [0,1] gilt dann

(1-AMh+2Ay € x+¢eK
J(1=Nh+2Ay) > J(h)
MNly—h|2,+2A <y-hh>, > 0

Es folgt durch Betrachtung van| 0
<y—hh>4>0

d.h.
<y,h>,> |2

Fur die ProjektionsoperatoréRy) gilt y-f.s.
im |[& -~ Pag|| =0

und
[&,h] = 0Ilim <Pg&,h>, .

Weiter existiert fur all€, aus dem offenen Kern vort €K und damity-f.s. eindg € N

mit
Py € x+eK Vvd > dp.

Insgesamt erhalten wir
&h] = lim <Py, h>,> ||h||7,0

Zum Beweisder Proposition gilt

PN —X|<e} = e [ e fhlyg)

x—h+eK
_ ) / e [EHP ().
x—h+eK

Hierbei wurde dig/-f.0. bestehende Gleichheit

E-+h.h = lim <Py(E+h).h>,= €.+ ]]h[|3,
ausgenutzt. Wegen

[€-+hh >|lh3, yfs.aufx—h+eK

18



folgt

e [ Mly(dg) < e @OP{||Y — (x—h)[| <e}.
x—h+eK

Wegen der Andersonschen Ungleichung (siehe unten),
P{IY = (x=h)[| <&} <P{[[Y[| <&}
folgt die Behauptund

Proposition 2.5 (Andersonsche UngleichungEs sei B ein separabler Banachraum,
A C B konvex und symmetrisch up@in zentriertes Gauf3malf3 auf B.
Dann gilt fir jedes > B:

Y(A+X) <Y(A).

Beweis Lifshits[141, S.135], siehe auch Li et al.[138], Lewandowski et al[137],
Bobkov[23], Anderson[4]. Speziell gilt mit obigen Bezeichnungen fir jedesB
und allee > 0

P{IY —x|| < e} <P{]]Y]| <&}

Durch Konditionierung folgt hieraus
PLY = X[ < e} <P{[lY[| < ¢},

falls die ZV X : Q — B unabhangig voly ist.
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2 Definitionen und Hilfsmittel
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3 Zufallige Kodierung

3.1 Asymptotische Auswertungen

Im folgenden werden die spater fir die Bestimmung der Asymptotik des Kodierungs-
fehlers benotigten Resultate hergeleitet.

Hierzu seierB, y wie bereits mehrfach erwahnt definiert.

Falls nicht explizit anders gesagt gehen wir von folgender Generalvoraussetzung aus:
X,Y, (Yi)ken Sind i.i.d. und nacly verteilt.

Weiter betrachten wir folgende zwei Falle:

e Obere Abschétzung (Sektion 3.2)
Es gebeak,a> 0,b € R und eingg > 0, so daf? fur alle € (0,¢p) gilt:

W(e) < K(3)(log )"

e Untere Abschatzung (Sektion 3.4)
Es gebeax,a> 0,b € R und eingg > 0, so dal? fur alle € (0,¢p) gilt:

w(e) > K(3)(log )"

Lemma 3.1 Es seia € (O,%), und zue > O,N € N By := (logN)%, 8y :=1— P(6y)
und t=t(g,N) := By — P 1(y(eK)).
Dann gilt

1.

(p(GN) < ,l(|o N2 1
ON 1—®d(6N) o e 2 0 (logN)s ) N — oo

fur jedes s> 0.

Y(EK +tX) > 1—n.
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3 Zuftillige Kodierung

Beweis Es gilt mita:= ®~1(y(eK)), alsod(a) = y(eK)

t = Oy—a
at+t = 0Oy
<D(a+t) = 1-90n
Wegen der Borellschen UngleichunggK +t X)) > ®(a+t)) folgt die Behauptundl
Im Folgenden stellen wir noch eine elementare Ungleichung, sowie die spater beno-
tigten Integralauswertungen bereit:

Lemma 3.2 Fir jedesa € (0,1) gilt
(1—exp(—(logN)* )N < (1—exp(—alogN))N =

N
(1— N—la) < exp(—NT <

Lemma 3.3 Fir jedes a> 0 gilt

N — oo.

1
N’

N
lim (1— 1

N—oo 1 NS~

_)Nds=0.

Beweis Es gilt

N 1 N 1-s2
/ (1- a)Ndsg/ eN " ds
1 NS 1

Weiter gilt fur

1
logN)a
S>BNZ=7( gN> 1
(IOQZIogN)a
N
1 109 5159 _ ;. log(2logN)
*? logN logN
1_1 - log(2logN)
s? logN
NS > 2logN
—s @ 1
eﬁNl < W,
also
. N 1
lim [ (1——)Nds=0.
N—e /By NS
Zudem gilt
logN
1<py = 09 1, N—oo

logN — log(2logN)
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3.1 Asymptotische Auswertungen

Es existiert damit zu jede@> 0 einNp € N mit
1<Bn<1+d VN>Np.

Insgesamt gilt fuir jeded > 0
. N 1
limsup /[ (1——)"ds<d0
N—o 1 N&

Proposition 3.1 Es seierk,a > 0und be R. Weiter sei zig >0

X(e) = K(3)3(log )"

Behauptung 1

b
a

1 %
/ (:I__e_)((e))ngfJM7 N — oo,
0

ag(logN)%
Behauptung 2
Fira € (0,1) gilt Gberdies
1 b
/1(1 e—((logN)?ﬂ/x(s))Z)Ndst Ka(loglogN)a N — oo
0 aa(logN)a

Beweisvon Behauptung 1:
Es sei . )

aa(logN)a

GN :: ﬁ.
Ka(loglogN)a

Offenbar existiert eifNg € N mit
oany >1, VN > Np.

Es gilt (5:= ane)

1., 1,  logN B B _ b
K(s) (Ioge) = (1+|oglogN(bloga logk — blogloglogN — alogs))
=: lo%NZN(s).
Zudem gilt

e {N(S) >0, Vse (0,an).

e {n(-) ist antiton auf(0,ay).
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3 Zuftillige Kodierung
Weiter gilt

N = 1+ (bloga—logk — blogloglogN))P
(n(on) = O

In Abhé&ngigkeit vorb € R gilt fur alle se (1,ay)

loglogN

e b=0

ZN(S) =1
e b#£0
Zu jedemd > 0 existiert einNy > Np mit

ZN(l) <14+d VN> Nl,

also
In(S) <148 Vse(Lay) VN>Ni.

Wir erhalten b nun wieder beliebig)

/ "1 eBoabNge — L Mg e Ngg . L)
0 AN JO aN

Weiter gilt

logN

a
| < 1_|_/ N(l_e_—sd—ZN(S))NdS
1

Wegen des bereits gesagten existiert zu jedem0 ein Ny € N derart, daf? fur alle
N > N;
(n(S) <140

auf (1,ay) gilt. Also gilt fur N > Ng

a o a
/N(l_el?%yZN(S))Nds < /N(l— ! Nds<
1

149

1 N

1
(1+9)a a
[ a- Lowas + [ (1 — Nds<
1 N

4o (1+3)3 NER
a 1
(1+3)i—1 + (1+5)%/ "(1— —)Nds
1 NS

Der zweite Term konvergiert fil — o wegen Lemma 3.3 gegen @ =0(N), N —
). Weiter existiert zu jedem > 0 eind > 0 mit

1
a

(1+9)a—1<n.
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3.1 Asymptotische Auswertungen

Insgesamt gilt also fur jedes> 0
aN o
limsup [ (1—e & WO)Ngs< o
N—oo 1
Umgekehrt a3t sich folgendes zeigen: Fir jesleg0,1) gilt
m 2 =1
Daher existiert zu jedeme (0,1) eind > 0 und einNg € N mit
ZN(S) > (1+ 5)8a VN > Np.

und damit L L
1>1-—/)"N>1-—F5"N =1 N—oow
N(S) N1+o
N~

Wegen des Lebesgueschen Konvergenzsatzes folgt hieraus

1 O
Jim (1-e T WE)Ngs—1
—o Jo

also L
IiminfaN/ (1— e *(2)%10ge)"Nge > 10y
0

N—oo

Beweisvon Behauptung 2:
Es sei := 1—a. Analog zum eben gesagten gilt

[ - exni- (o) + ()% e =

N et logN)?
— . 2
O(NO< exp(—((logN)2 + &

Nl

s [ (el ((logN)? +/ X 2n(9)D)Nde) = - (1+1)

Es sei wiederum zd > 0 Ng € N so gewahlt, daf3 fur alls > Ny
ZN(]-) <1490
gilt. Wir erhalten

2 N
| = /laN 1exp<|ogN<(logN)g+ ZNSgS)> )) ds

N
1

aN
/ 1= B 2
1 N(aogN)*ﬂ 1—;59)

Bn an
= / + =11+,
1 Bn

ds

IN
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3 Zuftillige Kodierung

wo
1
Bn := (3(logN)P)a
gesetzt wurde. Fis < By gilt
1 V3
NI
(logN)z %
also /:= (V3+v1+9d)?)
Nas<yi— 1+ [0 1— 1 )Ng
Mds<yi— 1+ | (1 s

< Moo L
l_/l (1-Js=

Mittels Variablentransformatiord6= y%du) folgt aus Lemma 3.3
1
(1— —)Nds=0.
NYs

BN

lim

N—o0 V%‘

Weiter existiert zu jedem > 0 eindp > 0 mit
y%—1<r] Vo < dp,

d.h. es qilt fir jedeg > 0
limsuply < n.

N—oo

Furs> By gilt
\ﬁ SRS S
$  /3(logN)B’

also (nuny:= (1+/1£2)2)
N
a N
: 2 dS:/ N< —;ﬁ> ds
T ) By NY(logN)

aN
l, < / 1-
BN 1
N <\/(IogN)B+\/5(IogN)B

< apn eXF(—Nl_V(IOgN)iB) —0, N— oo,

Insgesamt gilt also fur jedes> 0
limsupl = limsup(l1 +12) < nO

N—oo N—oo
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3.2 Obere Schranken

Bemerkung 3.1 Aus obigen Beweisgéngen lafit sich folgende Schluf3folgerung zie-
hen: Aquivalent sind

R=R(E) ~ K(5)log ), £10
1 b
Ka(logR)a K.1 logR. b
e=¢(R (le) (ﬁ)a( 2 )a, R—w
azRa a

Die analogen Aussagen gelten fabzw. <.

3.2 Obere Schranken
Wir kommen nun zu den zentralen Aussagen der Arbeit:

Satz 3.1 Es qilt fir jedes r> 0

(26)5 %
£ min_[)x -y $ 22100100 Ty,
k=1,....N ag(logN)a
also )
2'(2k)a(loglogN) a
54(N,r) N ( K?Jr (Og c’gr ) N — oo
aa(logN)a

Beweis Wir setzen zur Abklrzung, := et und
. } a 1— b
X1(€) = K(5)*(log )"
Es qgilt
H _ r — H _ r
E, min XY = [E, min_[h—¥"¥(d
= // P{ min ||x—Y4|" > e}dey(dx)
BJO k=1,...,N
_ // P{IIY — x| > e}Ndey(dx)
B.JO
_ 2f// P{IIY — || > 2& }Ndey(dx).
B.JO

In Lemma 3.4 wird gezeigt, dal’ fiir jedes- 0 und alles > 0 gilt:

[ [Pt x> 22 Mdeven = o (s ) N

27



3 Zuftillige Kodierung

Damit wéhlen wir im folgendee (0, j) derart, da

erfllltist. ZUuN € N,& > 0 unda € (0, %) seiendy, By undt =t(g,N) wie in Lemma
3.1 definiert, also

On := (logN)®
und
t(gr,N) 1= Oy — D L(y(g,K)).
Weiter sei
A&t =K+tX.
Es qgilt

/B/OCP{HY_XH >2£r}’\'dsy(dx):/OC/A&:L/OC/C,t =l1+1p.

Wegen Lemma 3.1 gilt fir jedess> O

Weiter gilt .
Iy g/o /Ast(l—exp(—J(x,sr) (e ) Vy(dx)de.

Dies folgt aus Proposition 2.3 mat= %
Mittels Lemma 2.2 und Lemma 2.1 ergibt sich

i< [ a-exp- 52 wie)) e
< [ - exp—5((ogN)° + v/20(e))? — wer)))de
< [ (- exp(—((logN)® + v/2(er))?) e
< [ (1 exp(—((logN)? + v 2xsfen))?) ek

Wir wenden abschliel3end Proposition 3.1 auf

2k 1

Xe(e) i= 2x(er) = 55 ()7 (109 )"

=l
H

an und erhalten so die Behauptung
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3.2 Obere Schranken

Bemerkung 3.2 Die Wahl vona = % in der Anwendung von Proposition 2.3 ist opti-
mal.

Es verbleibt noch die Abschatzung des Restintegrals:

Lemma 3.4 Fur aller > 0, ¢ > Ound jedes s> 0 gilt

[Py x> 26 aevag —o (o) N

Beweis Wir setzen wieder zur Abkirzurg := g7 und Cr = cr. Es gilt

/B/Cw PYIY = x| > 2& 1N Idey(dx) <

/B/Ow PLIIY —x|| > 26 }de P{|[Y —x|| > 2¢ Ny(dx) =

2" [ EIY =x[P{IY ~X]| > 201} "y(ax) <

/B(EHYIIr+HXHr)F’{||Y—XII > 26 My(dx) =

EIIVII" [ PUIY = > 26} My(ax)+ [ IxPYIY = x| > 26 My(d) = 11+ 1z
Wir setzen gemaR Lemma 3.1 zuOa < 3 6y := (logN)%, &y := 1 — P(6y) und

t =ty := (logN)® — d~1(y(cK)). Weiter seily := K +tX.
Wegen Lemma 3.1 gilt

L PUIY =il > 20} My(@x) < 3w+ [ PYIY =] > 26} y(dx)
B A

1
5“_°<<ITN)S>’ N = e

Fir den zweiten Term gilt

[ PUY x> 200 < [ (1 e veNyay) <
A A

mit

2
J ey < (1 exp(— 5 ((1ogN)* + v/2p(er))? ~ (e )N <
(1-exp(~(logN™)N < = N-e
wegen Lemma 3.2.
Abschlie3end wenden wir alif die Holderungleichung an, wir erhalten

13 [ 1MV [ PIIY =) > 26} y(d.

Da fur Gaullmalie in separablen Banachraumen alle Momente existieren, ist die Be-
hauptung gezeigt
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3 Zuftillige Kodierung

Bemerkung 3.3 Die Bedingung (obere Abschatzung)

W(e) <K(3)(log 7"

in einer Umgebung der Null kann durch

W(e) “K(5)log )P, €10

€
ersetzt werden: Zu jeded> O existiert dann eigg > 0 mit

1
W(e) < (1+8)K(2)%(log ) auf  (0,¢o).
Genauso kann fur die untere Abschéatzung argumentiert werden.

Bemerkung 3.4 Fir den Beweis der oberen Abschatzung wurde benutzt, daf

e das zu kodierende Mafl3 ein GaulRmal ist

e das Kodierungsmalfd mit dem Ausgangsmal? Ubereinstimmt.

Zudem fuhren die verwendeten Beweismethoden, namentlich die Aufspaltung des
Grundraumes, nur in unendlicher Dimension zum Erfolg.
Wir illustrieren mit der Standardnormalverteilung, wie die Wahl KodierungsmalR=Ausgangsmalf
in endlicher Dimension die Konvergenzordnung des Fehlers verschlechtert.
Es sei hierzup die Dichte der Standardnormalverteilung uddlie ,Einheitskugel”
[—1,1]inR. Y : Q — R sei standardnormalverteilt upddx) := @(x)dx.
Fir jedesc € R gilt
lim 1 @(y)dy=Ilim
€l0 |X-|- €K| x+€eK - €l0 |8K| X+€eK

Wir erhalten § > 0)
// P{IY — x| > e}Ndep(dx) 2 // &K |o(x))Ndep(dx), N — oo,
Mit der Substitutiorde = ds/@(x) erhalten wir
3¢(x)
// (1—29N~Tdsdx — ZN/ (1 280(x))N)dx =

V/2TogN 25
N/ (1-28000)M)dx = Y5 /01_<1_W>Ndy.

Q(y)dy= @(x).

Hierbei wurde die Substitutiotdix = /2 logNdyverwendet.
Der Integrand konvergiert ayd, 1] punktweise gegen 1. Wegen des Lebesgueschen
Konvergenzsatzes folgt also fur die Standardnormalverteilung

84(N) < 200N N

N , — oo
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3.3 Beispiele

3.3 Beispiele

Zur lllustration des obigen Hauptresultates betrachten wir nun die Asymptotik des Ko-
dierungsfehlers fir den Wienerpro2&und verwandte Prozesse und Mal3e bezuglich
verschiedener Banachnormen.

Es sei(B, || -||) der Hilbertraum(L»[0, 1}).
Es gilt (Richter[183, S.83f])

Pl <e) = V85 (7)a- o),
Es folgt
P{I|W||> <&} ~ \/5(1—619(2—18)) ~ \/§2£(p(%€) ~ %e‘éf, e—0
und damit
W(e) ~ 8_12’ e—0.
Es gilt also
S4(N, 1) ~ (|oglN)% . N—oo

Essei(B,||-||) der Raum(C[0,1],||-||~). Es gilt (Cameron/Martin, siehe Lifshits[141,
S.261))

4 2
P{|[W||o <&} ~—€ 82, £€—-0
T[ ) )

also 2
llJ(S) @7 €_>0
Es folgt
ACKES ud . N—ow
(logN)2

Es sei(B, || - ||) der Raum(L[0,1],||-||p), p> 1. Es existiert eirk = Kp > 0 mit

(Ledoux[133, S.250])
K

bie) < -
Also gilt
const

<
64(N7r) ~ (|09N>%

Y
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3 Zuftillige Kodierung

e Eine andere GroRRenordnung der oberen Abschéatzung ergibt sich im Falle der
Holdernorm|| - || der Ordnungx € (O, %), definiert durch

Xlo = sup =X
s/ |t—9/°
Es existiert eirc = ¢y mit (Baldi/Roynette[5])

We) < —5.

eI

Es folgt .
cons

SNy~ ———=— N :

4( ) ) (logN)r(%*a)7 — 0

e Es seiBLy das Brownsche Blatt der Ordnung (Dimensidng N. BLly ist also
der zentrierte Gaul3prozel3

[O,l]d — Ly(Q,4,P)
t=(t1,...,t4) — BL(t)

mit dem Tensorproduktkern

d
k(s,t) = [ MY
(s,t) k|:|1m|n{sk tx}

Es gilt bei Betrachtung der Supremumsnorm (Dunker et al.[63])

< K|logg|2d—2

we) © 8

mit einer Konstanter > 0. Hieraus folgt

, €—0

< c(loglogN)r@-1)
(logN)2

64(N7r)

mit einer Konstanteg > 0.

e Es seiW der integrierte Wienerprozel3,

W(t) = /OtW(s)ds t €[0,1].

Bei Betrachtung der Supremumsnorm gilt mit einer positiven Konstanten
(Khoshnevisan/Shi[113, S. 4254])

Es folgt
O4(N,r) ~ ——— N — oo
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3.3 Beispiele

Wir leiten nun zum Vergleich fud € N die kleinen Abweichungen del- dimensio-

nalen Brownschen Bewegung her und bestimmen hiermit eine obere Abschatzung fur
den Kodierungsfehleds. Aus der Quellkodierungstheorie (siehe Kapitel 4) folgt, daf3
dieser Fehler fur jedes feskéc N bei optimaler Kodierung fud — o in den Kodie-
rungsfehle, Gbergenht.

Essed e N,m:= % und zuk € N a := v/2(2k+m). Die momenterzeugende Funktion

der eindimensionalen Brownschen Bewegung ist gegeben durch (Richter[183, S.84],

Revuz/Yor[182, S.414])
1

v/coshv/2s

Hieraus folgt fiir derd-dimensionalen Wienerproz&®@(@

Ee_SH\NHg —

A(S) = Ag(s) := EeSIWWIE = (coshy/25)™™.

Binomialentwicklung nach Newton fuhrt zu

—m

2 W&o k
_ me (—M —(2k4+-m)/2s __ me (—M —ay/S
-7y (Ko g (e

Nach Doetsch[59, Seite 239,Formel 167] isbzu O die inverse Laplacetransformierte

vone~aVs gegeben durch
2
e .

a
val=ors

Durch gliedweise Anwendung folgt hieraus fiir die Dictiiteon ||W(®)||3

o (—m) 2k+m _ (@m?
e 2t

f(t)=2m
® kZo k 23

b

durch gliedweise Integration fir die Verteilungsfunktien

F :2m+1°° M1 o 2k+m
m=215 () a-em)

und durch Betrachtung des Hauptterms

2Mle _1n?
P{IWD |, < g} ~ e 22, g—0.
{[IW™]]2 <&} /2 —
Hieraus folgt
m  d?
W(E)~ 2z = gezr €70
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3 Zuftillige Kodierung

Fiur den Kodierungsfehler ergibt sich

also

oder

34(N,2) < & o
4\IN, |ogN7 )
d

d < Y
04(NY,2) logN’ 0,
A |
aéz].(N ,2) ~ m, N — oo,

Produktbildung fuhrt also fids zu keiner Verbesserung der oberen Abschatzung.

3.4 Untere Schranken und Ausblick

Wir geben nun eine einfache untere Schrankedfir,r) mittels der Andersonschen
Ungleichung (2.5) und eine (asymptotische) untere Abschatzundfir) mittels
der Jensenschen Ungleichung an.

Zudem prasentieren wir fir das Wienermal3 undldigNorm eine heuristische Ver-
besserung der oberen Abschétzung fur die Asymptotikd4¢n1) und damitdz(-,1).
Fir die unteren Schranken sei fiif-) die untere Abschatzung angenommen:

34

W(e) Zk(1)0g2)° €L

1. Fur jede GaulRsche Wahl des Kodierungsmaf¥eg zugehoriger, (Yy) i.i.d.,

Y ~ v, und aller > 0 gilt

E min [X—Y = / /P{|\Y—xHr>s}Ny(dx)daz
k=1,...,N 0 B

L [PUMI > epyidgde = [PV > )Nde 2

1 : %
[ finewhyes = oo
0 JB aa (IogN)é

(Siehe den Beweis von Proposition 3.1)
Dies fuhrt im Fallev = y=w (Wienermalf3) und ddr,-Norm zu

\

1 <
——— ~%(N,1), N—oo
2v/2,/logN 4(N, 1)
bzw. zu 1
<
8|OgN N64(N,2), N — oo,

Diese Asymptotik kann, wie wir im folgenden Kapitel sehen werden, nicht er-
reicht werden, da die bekannte Asymptotik \@runterschritten wird.



3.4 Untere Schranken und Ausblick

2. Esqiltfurr >0

BaN.r) = [ [ PUIY =X > epy(dxce

> [ (AP{||Y—x||fzs}v<dx>)Nde
= [TPUN-XIF 2 epNde= [ P{22|X|I > e}ce.
0 0

Hierbei wurde in der zweiten Zeile die Jensensche Ungleichung benutzt. In der
dritten Zeile wurde verwendet, dal in der vorliegenden Situation

X—Y £ v/2x
gilt. Es folgt

r br
V2'Ka a
64(N,r)5/ (1_e*'~|J( 2))Nd82/ 2Kbr(|oglong) :
0 aa(logN)a

=l

1

™

S

N — oo,

Fir das WienermabR i, [0, 1] gilt also

1
84(N,2) < ZlogN’

— 00,

3. Fur die angekundigte Heuristik nehmen wir an, dal3 wir unter dem Integral Gber
Act =eK+tK  P{||W —x|| < €} durchP{||W|| < e}e I*®) ersetzen kénnen.
Diese Ersetzung ist punktweise nicht gerechtfertigt. Wir erhalten so

S4(N,1) ~ /Om /Ast(l—P{|]WH<s}eJ(X’E))Nw(dx)ds

N /1(1—et22‘“(8))'\'de

0

1
2/logN’

Bemerkung 3.5 Falls obige Heuristik gerechtfertigt werden kann, gilt insgesamt fir
das Wienermaf in L[0, 1]

N — oo,

1
N / (1— e 29(©)Nge
0

1
" 2/logN’
Zudem gilt dann in der Jensenschen Ungleichung (untere Abschatzung) asymptotisch
Gleichheit, d.h. der Integrand ist asymptotiseti.s. affin linear und damit in diesem
Falle sogar asymptotiseif.s. konstant.
Dies deutet insbesondere darauf hin, dald es zumindest fur das Wienermal} eine be-
zuglich der logarithmischen kleinen Abweichungen typische Translation gibt. Wir
formulieren dies als weitere Vermutung:

— 00,

64(N71)
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3 Zuftillige Kodierung

Vermutung 3.1 Fir den Wienerprozel3 W respektive das Wienermal3 w[h 1] gilt

1
2/logN’

1
/ (1—P{|W —x|| < £})Nde ~ o
0
fur w-fast alle x und damit
1
Wx(€) := —logP{||W —X|| < €} ~ 262 e—0

fur w-fast alle x.
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4 Informationstheorie und
Quellkodierung

Bevor wir zur angekiindigten Definition van kommen, wollen wir eine kurze Ein-
fuhrung in die Informationstheorie und die Quellkodierungstheorie geben.

Typisch fur die Vorgehensweise der Informationstheorie ist die Vorstellung, daf3 nicht
einzelne Symbole (Zufallsvariablen), sondern Folgen derartiger Symbole betrachtet
und kodiert werden. Dies riihrt aus praktischer Sicht daher, dal3 man von Nachrichten-
guellen ausgeht, die Nachrichtensymbole mit einer festen Rate, etwa ein Symbol pro
Sekunde, emittieren. In theoretischer Hinsicht fihrt dies dazu, dal3 Grenzwertsatze der
Stochastik ausgenutzt werden kdnnen, insbesondere

e Ergodensatze (AEP, Almost Equipartition Property)
e Grol3e Abweichungen (Sanov Theorem)

Es wird also nicht von einer einzelnen Zufallsvariablrsondern von FolgeiiXy)
derartiger Zufallsvariablen ausgegangen (fiir unsere Zwecke gentigt es, diese Folge als
i.i.d. anzunehmen).

Falls die Entropie der Quellé endlich ist,H (X) = H < o, ist verlustfreie Kodierung
mdglich: Es existiert zu jedeme N eine Binarkodierung vo(Xy, . .., X) (die X, sind
unabhangige Kopien voX) mit Préafixeigenschatt, fir deren mittlere Kodelanggilt

H<L<H+1
n
also

L — H, n— oo

In diesem Fall istH abweichend von der sonst hier gewéhlten Konvention durch
log, definiert. Im Falle unendlicher Entropie entsteht notwendigerweise ein Fehler.
Dies betrifft insbesondere den kontinuierlichen Fall. Um die Abhangigkeit vom Ab-
stands/Fehler Begriff zu verdeutlichen, spricht man von (fehlerbehafteter) Quellkodie-
rung mit Gutekriterium ((lossy) source coding with a fidelity criterion), Shannon[195].
In der Informationstheorie nach Shannon ist nun die Quellkodierung nur der erste
Schritt, auf den als zweiter Schritt die Kanalkodierung folgt. Die Erfordernis dieses
zweiten Schrittes ruhrt daher, daf3 die quellkodierten Symbole (Zufallsvariablen) tber
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4 Informationstheorie und Quellkodierung

einen moglicherweise gestdrten (verrauschten) Nachrichtenkanal Ubertragen werden
missen. Sinn der Kanalkodierung ist es, diese Stérung zu kompensieren.

Es ist bekannt, dal3 bei getrennter Betrachtung von Quell- und Kanalkodierung nahezu
optimale Kommunikationssysteme entwickelt werden kénnen, d.h. die gemeinsame
Optimierung von Quell- und Kanalkodierung fuhrt zu keiner signifikanten Verbesse-
rung (Vembu et al.[215], siehe auch Massey[109]). Bei Betrachtung des Gesamtbil-
des (Quellkodierung plus Kanalkodierung) muf3 auch im Falle endlicher Entropie der
Quelle moglicherweise ein Verlust in Kauf genommen werden, und zwar dann, wenn
die Entropie grof3er als die Kanalkapazitat ist. Fir den Begriff der Kanalkapazitat ver-
weisen wir auf Cover/Thomas[41, S. 183ff], Ihara[106, S. 158ff], Gray[90, S. 285ff].
Zusammengefal3t besteht folgender Zusammenhang:

Quellkodierung < Datenkompression
Kanalkodierung < Fehlerkorrektur

Fragestellungen der Kanalkodierung werden in dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.
Die Quellkodierungstheorie im hier behandelten Sinne geht auf die Arbeit [195] von
Claude Shannon zuriick. Sie fuhrt uns zum in der Einleitung erwéahnten Fehlerbegriff
01, welcher eine untere Abschatzung &irund ds liefert. Fur ausfuhrliche Darlegun-

gen verweisen wir auf Cover/Thomas[41], Ihara[106], Gray[90], Berger[11]. Siehe
auch Berger/Davisson[13], Berger[10].

Es sei wiederuniM, p) ein polnischer Raum,

d:-MxM-—-R
ein Verzerrungsmald und: Q — M eine Zufallsvariable derart, daf3 fir ajle M gilt
Ed(X,y) < .

Zusatzlich betrachten wir nun unendlich viele Kopien vond.h. X, (X) seien i.i.d.
und nachu := Px verteilt.
Analog zum Fehlerbegrif®, definieren wir zuN € N undl € N

311(N) 1 it E min d(x® yy,

ly(ll)’--wy(hlﬂ)e'\/" k=1,...N!

wobei das Verzerrungsmaf auf dem kartesischen Pradlkiurch die Summe der
Verzerrungsmal3e der Komponenten definiert ist (in der Literatur werden auch allge-
meinere Familierid|) von VerzerrungsmafRen betrachtet). Mit) sei hierbei zu € N

der Abschnitt(Xy, ..., X ) bezeichnet. Offenbar gilt fir alleN € N

01,1 (N) < 82(N).

Damit definieren wir
61(N) = Iinntjél’l(N)'
S
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Es qgilt
O1(-) < 0a(+)-

In dem von uns betrachteten Fall additiver Verzerrungsmalf3e im Produktraum (“single
letter fidelity criterion®) gilt fiir jedes festdl € N mit der Bezeichnung

€n:=Nd1n, NEN

furallemne N
E€min < Em+En.

Wegen eines Subadditivitatsarguments (Kallenberg[111, S.165]) folgt daraus
01(N) = IIim 01 (N).

Bemerkung 4.1 Obige Vorgehensweise (Bildung des kartesischen Produkts mit an-
schlieBRendem Grenzilibergang) ist auch bei zufalliger Kodierung sinnvoll. Der so defi-
nierte Fehlerbegriff stimmt jedoch asymptotisch mit dem gerade eben definierten tber-
ein, wie aus dem Beweis des Quellkodierungssatzes ersichtlich ist.

Wir kommen nun zum zentralen Satz der Quellkodierungstheorie und bendtigen hierzu
noch einige Definitionen. Wir folgen im wesentlichen der Darstellung in Cover/Thomas[41,
S. 336ff].

Ein Paar(R D) € R2 aus Kodierungsrate und Kodierungsfehler heif3t erreichbar, falls

es eine FolgéC; ) von (€R,1)-Kodierungen gibt mit

fim %Ed(X('),QX(')) <D.
Unter einer(€R,1)-Kodierung verstehen wir hierbei eine deterministische Kodierung
auf deml-fachen kartesischen Produkt mit héchstéRsPunkten.
Das Rate Fehler Gebi& ist in dieser Situation der Abschluf? der Menge der erreich-
baren PaaréR D). Damit definieren wir

R(D) := inf{R|(RD) e G}
D(R) := inf{D|(RD)e G}

D(:) undR(+) sind also (in einem verallgemeinerten Sinne) invers zueinander. Weiter
giltim FalleeR e N
D(R) = &;(el).

Zu Wahrscheinlichkeitsmal3genv auf M ist die relative Informatio® (., v) definiert
durch

log 94d <<V
D(K V) ::{ Im godv H usonst
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4 Informationstheorie und Quellkodierung

Fur ZufallsvariablerX,Y : Q — M setzen wir
D(X,Y) := D(Px,Ry).
Die gegenseitige Informatior{X,Y) von X undY ist definiert durch
1(X,Y) = D(Pxy, P @ Py)

oder ausgeschrieben

(X.Y) = { Jw2 100 g APy, Py << Px® Py
T o, sonst

Wir definieren flr vorgegebenes

D'(R) := inf Ed(X.Y
(R) I(XI,Q)gR (X,Y)
R(D) := inf  1(X.Y).
(D) Ed(;ﬁY)SD( ,Y)

Die zentrale Aussage der Quellkodierungstheorie lautet

Satz 4.1 (Quellkodierungssatz fur fehlerbehaftete Kodierung)
D'() = D()
R() = R()

Beweis Berger[9],[11, S. 265ff](korrigiert in Dunham[60], siehe auch Kieffer[115],[116]),

Bucklew[29], [28], Gray[90, S. 241ff], Dunham[61].

Beweise fir beschrankte Verzerrungsmalle finden sich zudem in Dembo/Zeitouni[57,

S. 101ff] und Ihara[106, S. 153ff], fur den diskreten Fall verweisen wir auf
Cover/Thomas[41, S. 342ff] und Bucklew[30].

D'(R) gibt also den minimalen Fehld an, der mit der Kodierungsraf (asym-
ptotisch) zu erreichen ist, wahre®i(D) die minimale Kodierungsrat® angibt, die

notwendig ist, um (asymptotisch) den Fetenicht zu Giberschreiten. Genauer gesagt

gilt

1. Positiver Teil des Quellkodierungssatzes
Zu jedeme > 0 existiert eine Folge von Kodierungé® ) vonX (") und einlg € N
mit

a)

b)
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2. Negativer Teil des Quellkodierungssatzes
Fir jedes > 0 und alle KodierungsfolgefC;) mit

log|Gi| <R VleN

gilt

%Ed(x('),QX(')) >D(R)—¢, unendlich oft

Bemerkung 4.2 Der Quellkodierungssatz bleibt richtig, wenn die Folg&) nicht

mehr i.i.d., sondern ergodisch oder auch nur AMS (asymptotic mean stationary) ist.
Hierzu ist die Definition voriR' (-) undD' (-) geeignet zu modifizieren. Siehe Barron([7],
Kakihara[110], Fontana/Gray[75], Gray[90].

Bemerkung 4.3 Die Rate Fehler Funktion wird manchmal auch als Epsilon Entropie
bezeichnet, sonst Ublicherweise eine KenngréRe sparsamster (Kugel) Uberdeckungen.
Durch die Satze der Informationstheorie wird der Zusammenhang hergestellt (siehe
Csiszar[44]).

Bemerkung 4.4 Der Quellkodierungssatz gilt auch in einem f.s. Sinne. Weiter lassen
sich unter gewissen Voraussetzungen auch Konvergenzraten angeben. Wir verweisen
auf Linder et al.[143], [144], Kieffer[120], [119], Han/Oishi[99], Kontoyiannis[125],
Dembo/Kontoyiannis[55], Yang/Zhang[220].

Die Quellkodierungstheorie liefert uns fir GauRmale im separablen Hilbertraum unte-
re Schranken fii, unddg, da hierD'(-),R () und damitd; explizit bestimmt werden
kénnen:

Satz 4.2 (Pinsker) Es sei H ein separabler Hilbertraum urnykin zentriertes Gaul3-

malfd auf den Borelmengen von R\) sei die (antiton angeordnete) Folge der Eigen-
werte des Kovarianzoperators vgnDann gilt

12 AN
l _ = .
R(0)=3 5 (o) -
wobeif gegeben ist durch
Z min{Ag,0} =D.
K=1

Wir skizzieren kurz die Herleitung:
Es seiX : Q — H nachy verteilt und zuD > 0 gelte furyY : Q — H

E[|X —Y|? <D.
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4 Informationstheorie und Quellkodierung

(Dk) sei eine antitone Folge positiver Zahlen mit
2 D=
K=1

Wir gehen o.E. voiH = /5 aus, also

X = (%)
EXk2 = Ak
Es gelte
E[X«—Yi?< Dy, KkeN.
Mit h(Z) sei die Differentialentropie der eindimensionalen Z\ezeichnet. Es gilt

(o]

1(X,Y) = Z (X, Yio),
k=1
(siehe Gray[90], Ihara[106]) mit Gleichheit, wenn @i, Yx) unabhangig sind. Weiter
giltfur ke N

(X Yk) = h(Xe) —h(X]Yi) = h(Xc) — h(X — Yk[Yk) > h(X) —h(X«—Yk)

1 . L 10g M1+
= 51002mN—h(N(0.E[X —Yi?)) = 5(log )"

Also gilt
l (o]
[(X,Y) > 5 Z Iog—

und L \

: k

inf_ 1(X,Y inf =¥ (log=")".

E|[X-Y||2<D ( )z S Dk=D ZK;( g Dk)
Es verbleibt, mittels eines Lagrangeansatzes optiDalel bestimmen. Siehe Ihara[106,
S. 277ff], Berger[11].
Hiermit 4Rt sich bei vorgegebener Eigenwertfolgg) die Asymptotik vorD'(-), a
soD(-) und damit vornd; bestimmen. Im Falle des WienermalRes{ = (ﬁ))
_i

gilt bezlglich der quadrierteln, Norm
Satz 4.3 (Pinsker)

2
(D) %7 D— 0,
also
2
(R) ~ 2R’ R— o0
und damit )
01(N,2) 2logN — 00
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Beweis Binia/Zakai/Ziv[16]. Siehe auch [15], [17].

Es gilt also
limsu 2(N,2) > f
ouPE(N.2) ~ 8
Wegen der Jensenschen Ungleichung folgt auRerdem

> 1

2
31(N,2) < 2logN’

fir alle L, Normen,p > 2, sowie fur die Supremumsnorm.

Bemerkung 4.5 Es existieren Naherungsverfahren zur Berechnung der Rate-Fehler
bzw. Fehler-Rate Funktion, siehe Blahut[18], Gray[91], Berger[11], Csiszar[42],
Csiszar/Tusnady[46].

Zum Abschluld dieses Kapitels verweisen wir fur Einfihrungen und weiterfiihren-
de Betrachtungen zur Informationstheorie, zur Quellkodierungstheorie und zur Rate-
Fehler Theorie insbesondere auf Cover/Thomas([41], Blahut[19], [20],
Csiszar/Koerner[45], McEliece[155], Tgpsoe[211], De Bruyn[52], Schumacher[192],
Csiszar[43], Dembo[54], Dembo et al.[56], Cyranski[48], [49], Davis[50], Farvardin[68],
Blahut[21], Gray[92], [97], [94], [96], Han/Qishi[99], Ihara[107], Hashimoto[103],
Kanlis et al.[112], Kieffer[118], Leung/Cambanis[135], [136], Linkov[149],
Linder/Zeger[148], [147], Ornstein/Weiss[163], Rissanen/Yu[184], Rosenthal/Binia[186],
Rose[185], Sakrison[188], [189], [187], Shields[198], [196], [197], Sujan[203], [202],
Tzannes[213], Vajda[214], Witsenhausen[218].

Shannon entwickelte seine Quellkodierungstheorie zunéchst fur endliche und diskrete
Alphabete. Im Laufe der Zeit wurde sie insbesondere durch russische Mathematiker
(Kolmogorov, Dobrushin, Pinsker) auf allgemeinere Alphabete, wie polnische Raume
respektive Standardraume erweitert. Siehe Dobrushin[58] Pinsker[169], [168], [167]
und Shiryayev[199], zu Kolmogorovs Arbeiten auch Cover et al.[40].

Fir einen Zusammenhang zwischen Rate-Fehler Funktion und Filterung erwahnen wir
Bucy[33].
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5 Epsilon Entropie

In der Arbeit Kuelbs/Li[130] wurde ein direkter Zusammenhang zwischen den loga-
rithmischen kleinen Abweichungen von Gauflimalf3en in separablen Banachrdumen und
der Epsilon Entropie (den Entropiezahlen) der zugehorigen Aktionsellipsoide herge-
stellt; die Epsilon Entropie charakterisiert in diesem Zusammenhang die sparsamsten
Kugeluberdeckungen des Aktionsellipsoids.

Dieser Zusammenhang wurde in der Arbeit Li/Linde[139] weiter entwickelt und auf
funktionalanalytische Approximationsgrof3en ausgeweitet.

Die Fehlerraten bei zufélliger Kodierung (Fehlerbegr&eund d4) sind nach unseren
Resultaten durch die logarithmischen kleinen Abweichungen bestimmt; auf Basis der
Ergebnisse von Kuelbs/Li und Li/Linde sind sie also auch durch die Entropiezahlen
bestimmt.

Wir stellen in diesem Kapitel einen weiteren direkten Zusammenhang zwischen den
Entropiezahlen und der Fehlerrate bei deterministischer Kodierung (Fehlerldeyriff

her.

5.1 Epsilon Entropie und kleine Abweichungen

Wir folgen im wesentlichen der Darlegung in Talagrand[209]. Siehe auch Li/Linde[139],
Kuelbs/Li[130], [129], Talagrand[208], Goodman[83], [84], Ledoux[133], Hawkes[104].
Es sei fur einen prakompakten metrischen Raimp) zue > 0

N
N(M,g) :==min{N e N|3Jy;,....yn €M : M C [ JK(y.€)},
k=1

wo K(yk,€) die abgeschlossene Kugel wmmit Radiuse bezeichnet. DieN(M,-)
heilRen die Uberdeckungszahlen Winwéahrend die

H(M,:) :=logN(M,")

als Entropiezahlen bezeichnet werden.
Es sei wiederuniB, #{,y) ein abstrakter Wienerraur{,bezeichne die abgeschlossene
Einheitskugel irB, entsprechend fir #. Fir die Zufallsvariabl& : Q — B gelte

Px =Y.
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5 Epsilon Entropie

Satz 5.1 Es gilt
Tewz) < Nt g) < 2O,

2
also
P(2e) SH(K e) ~ 2P(e), €—0
mit
t:=+/20(¢).
Beweis

Zue>0,t >0undN € N seienh; ... hy € t X derart gewahlt, dal3 die KugetiK + hy
disjunkt sind. Wegen der Cameron Martin Formel (2.1) respektive der anschliel3enden
Folgerung gilt

P{||X —hy|| < €} > e 2MWP{||X]|| < £} = eI —W(E) > g3t~ U(e),

Weiter gilt
N N
y(J (eK+hq) = 5 v(eK+hg) <1,
k=1 k=1
also
142 N
Ne 21°-¥() < > V(EK+h) <1
K=1
und damit
N S e%t2+w(8).
Es sei

= {hl,...,hN}.

FallsFy maximal ist, Uberdecken die KugelBeK + hy) den Ellipsoidt K, da andern-
falls Fy durch einN + 1.-es Element erganzt werden kénnte. Fir die Uberdeckungs-
zahlen folgt somit

N(tK, 2¢) < ezt +W(E),

Die Wahl vont = /2y(¢) fuhrt zu
N(t %, 2¢) < V().
Seien nun umgekeh(hy) Punkte augk mit
N
t% C | J (K +thy).
k=1
Dann gilt
N

t% +eK C (2K +thy).
k=1
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5.2 Epsilon Entropie und Kodierung

Die Andersonsche Ungleichung fiihrt zu

N N
Yt K +eK) < y(| (26K +thy)) z y(2eK +thy) < N(t K, €)y(2eK),
k=1 k=1

also
N(tX, ) > y(tK +eK)eV (),

Wir wahlen wiederunt = /20(g). Wegen der isoperimetrischen Ungleichung gilt
dann

YK +€K) > >
also

N(t%,e) > %e‘“(z":).

Insgesamt folgt damit
elp(ZE) < N(t X, 8) < eleJ(E)D

Fallsy regulér variierend ist, gilt fur kleine
Y(e) < constp(2e).

Die Ordnung vony ist also durch die Entropiezahlen vaki bestimmt (und umge-
kehrt).

5.2 Epsilon Entropie und Kodierung

Fur die folgenden Ausfiihrungen nehmen wir an, daf3 die exakten logarithmischen klei-
nen Abweichungen bekannt sind, genauer gelt&fér> 0,b € R

Wle) ~k(5)(log )P, €0

€

Es gilt dann fut =t(g) = \/2y(¢€)

273y(e) SH(tK,e) ~ 20(e), €10
Weiter beschranken wir uns auf den Fad 1. Die Kenntnis der Uberdeckungs bzw.
Entropiezahlen kann fur die deterministische Kodierung wie folgt ausgenutzt werden:

Zu N € N gilt fir jede Wahl von Punkteg, ..., yn € B nach Definition

»(N)<E min || X-— )
o(N) <E,_min [IX—y|
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5 Epsilon Entropie

Weiter seie > 0,0 > 0,n := 1+ 0 undt wie bisher. Wir wahlen eine sparsamste
Uberdeckung vomt & mit e-Kugeln (h+ €K)i—1, . n. Es gilt also

logN =H(ntX,e).

H(nt%,€) sei zuH abgekuirzt.
Wir betrachten ahnlich zur zufélligen Kodierung die Partition

B = (eK+NtK) U (K +NtK)® =: Ayt UAS .

Wir erhalten damit

e _—
N) < E, min X = [ min, [x—hly(ax

£ min R =1+

nt K=deees

- [Ag,m I<:n1"nN |[X— hi[ly(dx) + 2e.

Denn: Jedex € A¢ ¢ hat die Gestaly+h mity € eK undh e ntX. Es gilt also
[IX=h|[ = [ly+h—=hd[ < |lyl[[+[lh—hy[| < e+e,

falls das zth n&chstgelegena gewahlt wird.

Wegen
HNLK €) = H(LK, )
und ¢
w(ﬁ) ~n*YP(e), €10
gilt
(3)*(e) SH S 2n%(e), €10
und daraus folgt wegen der Bemerkung im Anschluf3 an Proposition 3.1
nK%(IogH)g Ses n(ZK)%(IogH)g H s o
2H3aa Haad '
Wir erhalten also ) X
< 2n(2x)a(loglogN)a H o,

(log N)Eltag

Wegen der isoperimetrischen Ungleichung und Lemma 2.1 gilt
YEK+NtK) > O (y(eK)) +nt)

o(nt — /24 (e))

®P(d/2y(g)), €|0.

V|
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5.2 Epsilon Entropie und Kodierung

Wegen

folgt

YAent) = 1—y(EK+NtK) < 1—d(3,/20(¢))

2 _
g o) < g zma

A

2
e—%alogN 1
= —,

N 2n#

H — oo.

Damit verschwindel; von hoherer Ordnung als.
Insgesamt erhalten wir also fir jedgs> 1

b
a

< 2n(2«)(loglogN)
(log N)%ag

H— o

32(N)

)

und daher . X
< 2(2k)a(loglogN)a
(log N)Elnag
Die uber die Epsilon Entropie gefundene obere Abschatzundpfiir stimmt also mit
der in Sektion 3.2 vorgestellten oberen Abschatzun@f(k) Uberein.

02(N) H — oo

Y
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5 Epsilon Entropie
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6 Endlichdimensionale Kodierung

Wir stellen nun grundlegende Resultate zur endlichdimensionalen deterministischen
Kodierung (Quantisierung) vor; der Fokus liegt insbesondere auf der Asymptotik von
02(+) in diesem Falle.
In beiden Fallen untersuchen wir, inwieweit sich aus der bekannten Form der Asym-
ptotik von &2(-,2) Aussagen fur GaulmalRe in unendlichdimensionalen (separablen)
Hilbertrdumen gewinnen lassen. Wir beschréanken uns hierbei auf das Wienermalf3,
aufgefal3t als Zufallsvariable

W:Q~— Ly0,1]

bzw. (vermittels der KL Darstellung)
W:Q— /o,

Es stellt sich heraus, dalR Produktkodierung auf Basis der eindimensionalen Asympto-
tik zu einer oberen Abschétzung von der richtigen GrdBenord%éﬁg‘Uhrt, d.h. wir
erhalten ein weiteres mal

< C

02(N,2) ~ logN’ N — o
mit einer unbekannten Konstanten- 0.
Der Versuch, in der mehrdimensionalen Asymptotik die Zahl der Puvikied die Di-
mensiord gleichzeitig geger gehen zu lassen, schlagt jedoch fehl: Die so erhaltenen
Abschéatzungen kdnnen wegen des Satzes von Pinsker, respektive seiner Anwendung
auf das Wienermal3, nicht zutreffen.
Wir rekapitulieren das zentrale Resultat zur Asymptotik ¥gft) im endlichdimen-
sionalen Falle (Zador[221], [223], Bucklew/Wise[32], Graf/Luschgy[86], [87]):
Es sei|-|| eine Norm auR?, d € N, r > 1, undX : Q — RY eine Zufallsvariable. Das
MalR p= Px habe die Dichtd und es gebe eia> 0 mit

X = [ I o< o
R
Dann existiert eine Konstan#g ; > 0 mit

lim Na&,(N,r) = dAg,|| ||

d .
N—oo d+r
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6 Endlichdimensionale Kodierung
Bemerkung 6.1

e Aus [ral[X||"TEf(x)dx < o folgt ||f|| « < o wegen der Holderungleichung

(Graf/Luschgy[87, S. 79]).

d
ar
e Fur Eigenschaften und Anwendungen des Funktiorats (0,1))

f H/ fagd
[Rd

verweisen wir auf Campbell[34] unf Koski/Persson[126], [127]. Die GroRRe
= 10g [ra T9dAY heilRt Renyi Entropie.

e Fur die approximative Bestimmurg optimaler Punkte kann ein Fixpunktver-
fahren angewandt werden: Dieses besteht dariiN Startwerten die zugehori-
gen Einzugsbereiche zu bestimmen und ddnmeue Punkte dadurch festzule-
gen, daf in jeder Voronoizelle der Schwerpunkt (abhangig|idhundr) als
neuer Kodierungspunkt gewahlt wird. Dieses Vorgehen wird iteriert. Das Fix-
punktverfahren wird als Lloyd Algorithmus (Lloyd[150], [151]) oder auch LBG
Algorithmus bezeichnet (Linde et al.[142]). Die Anwendung des Fixpunktal-
gorithmus auf die empirische Quantisierukgr{eans clustering) heiRtmeans
Algorithmus (MacQueen[153]).

6.1 Eindimensionale Kodierung

Im folgenden seH ein separabler Hilbertraum uryckin zentriertes Gau3malf adf
(Ak) seien die Eigenwerte des Kovarianzoperalorony. T ist positiv, symmetrisch
und von endlicher Spur. Es gilt also

A >0 VkeN

und .
ITHl2:= Y Ak <o
K=1
Wir gehen vom\y > 0 Vk € N aus und nehmen o.E. an, dal3 es sichtbeim den

Hilbertschen Folgenrau» handelt.
Wir erinnern daran, dal3 fir jede eindimensionale Didhiait

/ X f(x)dx < oo fiir eine > 0
R

11l
T IoN?

— 00
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6.1 Eindimensionale Kodierung

gilt. Weiter sei (abhangig von)

2
o supt? S2(N)
ven  1Ifll;

Offenbar gilt
1<p<oo.

AuRerdem ist, wenn zh > 0 @, die Dichte demN(0,A) Verteilung bezeichnep =
p(®,) unabhéngig voi. Es seien nud, N, (Nk) € N und es gelte

also insbesondere
Ngk=1 Vk>d.

Wir betrachten Produktkodierungen vgndie dadurch entstehen, dal3 bei vorgege-
benend,N, (Nk) € N auf diek-te Hauptachsé\ fur die zugehérige eindimensionale
Verteilung optimal gewéhlte Punkte vergeben werden. Wir erhalten so fir den Kodie-
rungsfehler vory die Abschatzung

A 00
62(N)<Zpk+ M.

k=1 Nk k=d+1

Wir nehmen flr die weiteren Untersuchungen an, dal3 diese Beziehung auch fir nicht
ganzzahligeN, (Nx) sinnvoll und richtig ist und bezeichnen klic [1,) die Abschat-

zung, die durch optimale Wahl vahe N, Ny € [1,0), k=1,...,d entsteht midy(N).

Auf Basis eines Lagrangeansatzes wéahlen wir darsheWN die Nk derart, daf3

Ne Konstant ist.

® U
e Ny =2qilt
Dies fuhrt zu
Ny Zﬁ", k=1....d
VAd
und damit 0 .
B2(N) < PdAd e L A
k=d+1

Wir betrachten nun spezigl\y) = (iz) Es gilt
<P 5 -
ad ™" (Z d=e
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6 Endlichdimensionale Kodierung

und

d (Zd)d
N=[]N= .
[1MNe= "

Weiter gilt wegen der Stirlingschen Formel ¢~ v2m(2)", n— )

logN 2d 2e
d.h.
1 log2e ©
—__-~ — .
d logN’

Insgesamt ergibt sich also entlang einer Teilfalye = (Ng) und mit gebrochenely
die Abschéatzung

= < (p+4)log2e

%(N) 4logN

Der Ubergang zu ganzzahligeNy | fihrt wegen

X+1
sup(+

x>1 X

=4

ZUu

+4)log2e
52(N)§—(p |0;Ng , N—o

entlang einer geeigneten Teilfolghdl) = (Ny). Fur die Brownsche BrickgXy) =
(-32)) folgt so
< (p+4)log2e

%2(N) m2logN

N — o

Y Y

ebenso fiir den WienerprozeR wegen der Aquivalenz der Eigenwertfolgen. Um aus
der hier vorgestellten Produktkodierung eine obere Abschatzung fuNadleN zu
erhalten, zeigt man noch
1 K
>
l0gNmi1 — 10gNm
mit einer vonm unabhangigen Konstanten Wir schliel3en die Sektion mit der fol-
genden Vermutung ab:

Vermutung 6.1 Firr dieN(0,0?)-Verteilung, sowie allgemeiner fir alle Verteilungen
mit logkonkaver Dichtef gilt
12)|f[|p =1,

d.h.

lim N3&,(N,2) = supNa3(N,2).
N—eo NeN
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6.2 Mehrdimensionale Kodierung

6.2 Mehrdimensionale Kodierung

Im folgenden untersuchen wir, inwiefern sich die bekannten Resultate zur mehrdimen-
sionalen deterministischen Kodierung (Vektorquantisierung) fur die Abschatzung der
Fehlerasymptotik im unendlichdimensionalen Fall ausnutzen lassen. Wir beschranken
uns aufr = 2 und die euklidische Norm. Fur die Asymptotik der deterministischen
Kodierung vonX : Q — R9, d € N gilt

dAg|[f]] o,

62(N72)N727 N_>°°7
Nd
mit 1
li = —
dlnooAd 2me’
falls Px die Dichtef besitzt und

/d X2+ (x)dx < 0 fur eine > 0
R

erfallt ist.
Die rechte Seite der obigen asymptotischen Gleichheit sed;tiit) bezeichnet (defi-
niert fir jedeN € N).
Es sei weiterhin wie in Sektion 6X : Q — ¢, eine zentrierte Gaul3variable ukk)
seien die Eigenwerte des Kovarianzoperalok®n Px. In der Sprechweise abstrakter
Wienerrdume gilt also

ly = f; CHC 0>
mit

S X

H={xel|||X|yg=H & <o}
(xetz s =3 5 <}

Zud € N setzen wirn := di+2 und bezeichnen die Dichte der Projektion wauf die

erstend Hauptachsen miy oder auch kurzg, also

1
g(x) = gq(X) := :
(X) = 9a(X) 209 0 o ZK;M

Es gilt

1 (211)3 d 1
lglla = =[]V A&
<zn>d\/nm( Vol Lk )

(211)% 020 k=1 )\é k=1
d
~ 2me[1Ad, d— o
1
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6 Endlichdimensionale Kodierung

Fir den WienerprozeR/ ((Ax) = (m)) gilt wegen der Stirlingschen Formel
2

(Miea(2k—1) ~ V222", n— o)

d 1 1 d 4 1 4 d 1 ) ez
A= — Vi =_— = Yd o~ — N
kEllk "2<k|:|1(2k—1>2) HZ(D12k—1) g 97>
also 5
2
||9HGNW, d— .

Unter der Annahme, dal fur endlicdeund N &,(N, 2) durch%z(N) ersetzt werden
kann, folgt nach Einsetzung der Asymptotik vgnbzw. ||g||q fir den Fehled, (N, 2)

02(N,2) + : A ¢ + ! 0
I ~ ~ 3 R -
’ TRdN# k; “ m@dNG  TEd
Die Wahl vond = logN flhrt zu
e 1
02(N,2) ~ T , d—oo
m@logN Nen Tt logN
2
02(N, 2) m, N — oo,

also zur bekannten Asymptotik va@a. Die Wahl vond = alogN,a > 1 flhrt zu einem
Widerspruch (die Asymptotik vod; wird unterschritten). Obige Ersetzungen kénnen
zumindest dann, werthschneller wachst als ldg, nicht gerechtfertigt werden.

Wir weisen noch darauf hin, dal3 in der Arbeit Meir/Maiorov[158] jingst Abschatzun-
gen fird, bei kompaktem Trager der Dichte angegeben wurden, die fuNadeN
gultig sind.
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/ Entropie Kodierung und
verwandte Fragestellungen

Abschlie3end stellen wir noch Fragestellungen und Resultate aus dem Umfeld der
Entropiekodierung vor; d.h. auf die verlustbehaftete Kodierung einer kontinuierlichen
Quelle mitN € N Punkten folgt eine verlustfreie Entropiekodierung des aus dem er-
sten Schritt resultierenden Males-= (p1,..., pn)-

Die wesentliche Bezugsgrole ist dann wegen des Hauptsatzes Uber verlustfreie Quell-
kodierung die Entropiél = H(p) von p.

Die Problemstellung besteht nun darin, entweder zu vorgegebener Ertropieden
resultierenden Fehler zu minimieren, oder umgekehrte, gegeben den &eHledie
erforderliche Entropie zu minimieren. Im Gegensatz zu den bisher behandelten Frage-
stellungen existiert hier nicht notwendig eine optimale Kodierung mit endlich vielen
Punkten, d.h. das Infimum wird haufig mittels einer abz&hlbar unendlichen Kodierung
oder auch gar nicht erreicht (Chou/Betts[36], Gyorgy/Linder[98]).

Wir stellen zwei Betrachtungsweisen zur Entropiekodierung im hier beschriebenen
Sinne vor:

1. Minimierung des resultierendanittleren Fehlers bei vorgegebener Entropie
H > 0 (Sektion 7.1).

2. Minimierung der erforderlichen Entropie bei vorgegebenem FehieD, des-
sen Einhaltung nunmelpunktweise gefordert ist (Sektion 7.2); man spricht in
diesem Fall ein weiteres Mal vdgpsilon Entropie.

Bemerkung 7.1 Wir beschranken uns bezuglich der ersten Fragestellung auf eine in-
formelle Darstellung; fur die meisten aufgestellten Behauptungen liegen keine stich-
haltigen Herleitungen vor.

7.1 Entropiekodierung
Der asymptotische mittlere Fehler bei Quantisierung mit Entropiekodierung ist fiir den
RY mit der euklidischen Norm schon langer bekannt (Schiitzenberger [193], Zador[222],

Elias[64], Gersho[78]), stichhaltige Herleitungen sind erst neuerdings vorhanden (Lin-
der et al.[145]).
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7 Entropie Kodierung und verwandte Fragestellungen

Wir rekapitulieren die in der Einleitung getatigten Definitionen: ESbkip) ein me-
trischer Raumd ein Verzerrungsmal3, und: Q — M eine Zufallsvariable von zweiter
Ordnung beziglicldl.

Fur eine endliche oder abzahlbar unendliche Partifi) von M und Kodierungs-
punkte(yk) mit yx € Vi setzen wirpy := P{X € Vk} und definieren damit die Entropie
der KodierundC = ((yk), (V)) alsH(C) = H((pk))-

Hiermit sei zuH > 0 der Fehleg; definiert als

e2(H) := H<'cr}ng Eryglgd(X,y%

wo das Infimum uber alle Wahiméglichkeiten d¥k) und (yk) gebildet wird.
Es sei weiterhin flr diel-dimensionale Dichte die Differentialentropieh = h(f)
definiert durch

h::—/flogfd)\d.
Es giltin RY beziiglich der euklidischen Norm (siehe Gersho[78])
EZ(Hvr) NdBd,reié(Hih% H — 0,

wo By eine positive Konstante ist.

Weiter seig; analog zur Definition vord; durch Bildung kartesischer Produkte und
Grenziubergang definiert. Bei Bildung defachen kartesischen Produktés; N, ist
die RateR definiert als

e Gewohnliche Kodierungd)
e Entropiekodierungg})

Mit diesen Festlegungen gilt informell unter leichtem Mi3brauch der bisherigen Schreib-
weise (die Fehlerbegriffe werden als Funktion der Rate aufgefal3t)

5(R) < &2(R) < 81 (R) ~£1(R), R— co.

Die letzte Gleichheit gilt wegen des informationstheoretischen Ergodensatzes (AEP):
In hochdimensionalen kartesischen Produkten sind die Voronoizellen annédhernd gleich-
verteilt.
Im allgemeinen gilt

52(R) < £2(R) < 81(R).
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7.2 Epsilon Entropie

Falls unsere Vermutung richtig ist, daf3 fir das Wienermafd mindestens beziglich der
L, Norm
01~ &

gilt, wirde dies
%(R) ~&2(R) ~&(R), R— o

nach sich ziehen.
Aus der oberen Abschatzung fir die deterministische Kodierung (Sektion 3.2) folgt fur
die Entropiekodierung des Wienermal3e&.#0, 1] (wir notieren nur die Behauptung

ohne Beweis)

1
go(H,1) < T H — oo.

7.2 Epsilon Entropie

Die Theorie der Epsilon Entropie im hier behandelten Sinne wurde in einer Reihe
von Artikeln ausgearbeitet: Posner/Rodemich[177], [176], [178], Posner et al.[179],
[181], [180], siehe auch Bucklew[31], Kieffer[117], McEliece/Posner[156], [157],
Posner/Rodemich[175].

Diese Theorie ist auch fur unendlichdimensionale Gau3malie entwickelt; insbesondere
liegen Resultate fur das Wienermalf3 vor.

Es sei wiederuntM, p) ein polnischer Raum ungd ein Wahrscheinlichkeitsmal3 auf

den Borelmengen vonl.

Definition 7.1 Eine e-Partition U von (M, ) ist eine hochstens abzahlbare Menge
(Uk)ker von disjunkten Teilmengen von M rdiam(Uy) < € und YUy Uk) = 1.
U bezeichne die Menge allefPartitionen von M.

Definition 7.2 Die e-Entropie von(M, p) ist definiert durch
He(M) = Hg(M, 1) := inf H(U
5( ) 5( 7“) UIQ‘U ( )7

wobei HU) die Entropie der Partition U bezeichnet. Fir eine Zufallsvariable X
Q — M setzen wir
He(X) := He(M, Px).

He(X) ist die fur die Beschreibung der Pfade vErerforderliche Kanalkapazitél,
wobei der Fehler pfadweise hochstertsetragt.

Analog wird zud € (0,1) dieed-Entropie durch die Betrachtung verPartitionen von
Teilmengen mit Malin > 1 — & definiert:

HU) = —z%log%
Hes = infH(U)
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7 Entropie Kodierung und verwandte Fragestellungen

Fir das Wienermat gilt (Posner et al.[178], [180],[177])

Satz 7.1 L

Hg(C[O,l],W)zg, e—0
und 17 1

< <
@ Hg(LZ[O,l],W)N? 8—>O
Hieraus folgt ein weiteres Mal
< 1
g2(H,1) ~ Wk H — ool
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