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Kurzfassung / Abstract

Entwicklung numerischer Methoden und Simulation von
Kontakt und Reibung mit Elastomeren

Die vorliegende Arbeit behandelt Kontakt und Reibung von Elastomeren. Die Behand-
lung dieser Probleme ist, trotz aller Fortschritte, sehr kompliziert. Die Ursachen dafiir
sind, dass die beteiligten Langen- und Zeitskalen viele Grofenordnungen umfassen kon-
nen und dass vielfdltige Wechselwirkungen unterschiedlicher Natur zu berticksichtigen
sind.

Die Methode der Dimensionsreduktion ist ein einfach aufgebautes und sehr schnelles
Verfahren, das unter bestimmten Voraussetzungen angenéherte oder sogar exakte Losun-
gen fiir Kontakt- und Reibungsprobleme liefert. In dieser Arbeit wird die Erweiterung
der Methode auf Elastomere vorgenommen. Es wird gezeigt, wie Modelle fir linear vis-
koelastische Materialgesetze zu konstruieren sind.

Im Anschluss werden der Normalkontakt und die Reibung mit einem linear viskosen
Modell-Elastomer untersucht. Dabei kommen zum einen rotationssymmetrische Indenter
und zum anderen solche mit zuféllig rauen, selbst-affinen Oberflichen zum Einsatz. Es
werden jeweils das dreidimensionale Originalproblem und das Modellproblem nach der
Methode der Dimensionsreduktion gelost und die Ergebnisse miteinander verglichen.



Kurzfassung / Abstract

Development and application of numerical methods for
contact and friction of elastomers

This thesis deals with contact and friction of elastomers. While some progress has been
achieved before, the treatment of these problems is still troublesome. There are several
reasons for that. The length- and timescales involved usually span numerous orders of
magnitude and several interactions of different nature have to be factored.

The method of dimensionality reduction is a simple and very fast approach. Under
certain conditions, it delivers approximate or even exact solutions of contact and frictional
problems. The present work applies this approach to elastomers. Suitable models of
linearly viscoelastic materials are constructed.

As applications the contact and friction of a linearly viscous model-elastomer with
both axially symmetric and randomly rough self-affine indenters are studied in detail.
The considerations are performed with respect to the original three-dimensional system
as well as to the one-dimensional model problem and the results are compared to each
other.
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1. Einleitung

Die vorliegende Arbeit ist in das Gebiet der Kontaktmechanik und Tribologie einzuord-
nen. Dieses Feld vereinigt weite Bereiche der Ingenieur- und Naturwissenschaften und
birgt vielfaltige Anwendungsmoglichkeiten in ganz unterschiedlichen Disziplinen. Viele
Fragen sind von hohem theoretischen, praktischen und auch wirtschaftlichen Interesse.
Insbesondere Reibung und der damit verbundene Verschleifs verursachen enorme Kosten.
Im Gegenzug bergen sie ein erhebliches Potenzial zur Einsparung von Ressourcen und
bieten dadurch groke Anreize fiir die Forschung.

Dieses Gebiet der Wissenschaften ist weder besonders exotisch noch besonders neu.
Schon seit Jahrhunderten wird es von namhaften Wissenschaftler wie Leonardo da Vinci,
Leonard Euler, Guillaume Amonton und Charles Augustin de Coulomb bearbeitet, um
nur einige wenige zu nennen. Eine detaillierte Behandlung der Geschichte der Tribologie
findet man bei Dowson [I].

Umso bemerkenswerter ist es, dass viele Fragen der Tribologie immer noch nicht be-
friedigend beantwortet sind. Die Herausforderungen sind dabei vielfdltig. Da sind zum
einen die beteiligten Léngenskalen, die oftmals viele Grofenordnungen umfassen und so
jede theoretische, experimentelle oder numerische Behandlung erschweren. Die beteiligten
Zeitskalen verstarken dies oft noch zuséatzlich. Hinzu treten vielfiltige Wechselwirkungen.
Das sind zum Beispiel rdumliche getrennte Kontaktbereiche, die sich gegenseitig beein-
flussen oder Temperatureffekte, die die Materialeigenschaften verdndern - um nur zwei
Zu nennen.

Im Laufe der Zeit wurden eine ganze Reihe von Modellen und Losungen fiir einzelne
Probleme vorgeschlagen. Hier zu nennen sind die klassische Kontakttheorie von Hertz [2],
die umfangreichen Arbeiten von Bowden und Tabor [3], das Modell von Greenwood und
Williamson [4] und die Theorie von Persson [5] [6]. Sie (und viele andere mehr) haben
alle Anwendungsgebiete in denen sie brauchbare Losungen liefern und solche, in denen
sie nicht verwendbar sind.

Popov und Psakhie haben in [7] ein besonders einfaches Modell vorgeschlagen: die Me-
thode der Dimensionsreduktion. Die Kernidee dieser Methode ist die Abbildung eines
dreidimensionalen Problems auf ein eindimensionales Modell. Unter bestimmten Voraus-
setzungen konnen so Aufgaben der Kontaktmechanik, der Tribologie oder verwandter
Disziplinen wenigstens naherungsweise oder sogar exakt gelost werden.

Die erste Anwendung der Reduktionsmethode war der Normalkontakt elastischer Kor-
per. Seit 2007 wurden das Verfahren weiterentwickelt und verallgemeinert und weitere
Anwendungsfelder erschlossen. Zahlreiche Publikationen sind dazu erschienen, und auch
mehrere Promotionen widmeten sich diesem Thema, so Geike [8] (2008), Hefs [9] (2011)
und Pohrt [I0] (2013).

Die vorliegende Dissertation baut auf diesen Vorarbeiten auf und leistet einen weite-
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ren Beitrag zur Weiterentwicklung dieser Methode. Die Arbeit verfolgt dabei zwei Ziele:
Die Methode der Dimensionsreduktion wird auf Kontakt- und Reibungsprobleme mit
Elastomeren erweitert. Aufserdem wird ihre Anwendung fiir ein spezielles Materialge-
setz demonstriert. Die Wahl fiel hier auf den einfachsten nicht-elastischen Fall: ein linear
viskoses Modell-Elastomer, dessen Materialeigenschaften denen einer Newtonschen Fliis-
sigkeit gleichen. Beide Materialien unterscheiden sich allerdings stark in den Oberflachen-
Eigenschaften und den Randbedingungen. Das Modell ist daher zur Beschreibung von
Flissigkeiten in dieser Form nicht geeignet.

Welchen Wert hat nun aber dieses Modell? Die Zielrichtung dieser Arbeit ist nicht
praktischer und anwendungsorientierter, sondern theoretischer Natur. Auf einige direkt
verwertbare Ergebnis wird jedoch im Verlauf der Arbeit hingewiesen. Als wichtigste prak-
tische Anwendung liefert das Modell Erkenntnisse iiber einen Grenzfall der Elastomer-
Reibung, in dem die viskosen Eigenschaften das Gesamtverhalten tatsédchlich dominieren
kénnen.

Fiir theoretische Betrachtungen hat das ausgewédhlte Materialmodell einige Vorteile.
Es unterscheidet sich in seinem Verhalten ausreichend stark vom linear elastischen Ver-
halten ist aber gleichzeitig einfach genug, um den Aufwand {iberschaubar zu halten. Die
Ergebnisse weichen in wesentlichen Punkten deutlich von denen elastischer Kontaktpro-
bleme ab. Sie sind keineswegs banal, manchmal tiberraschend, lassen sich aber in den
meisten Féllen anschaulich erklaren.

Nicht zuletzt ist dieses Materialmodell ein wichtiger Schritt, auf dem folgende Arbeiten
zu komplexeren Elastomermodellen aufbauen kénnen. Rein elastisches Verhalten wurde
bereits in der Vergangenheit detailliert studiert. Die vorliegende Arbeit liefert nun den
zweiten Baustein zur Beschreibung viskoelastischer Materialien. Insbesondere erméglicht
sie die weiteren Arbeiten, wenn eine lineare Rheologie angenommen wird. In diesem Fall
lassen sich elastische und viskose Eigenschaften superponieren.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert: Das zweite Kapitel ist eine kurze Einfiihrung in die
Methode der Dimensionsreduktion. Die wesentlichen Elemente des Verfahrens werden
vorgestellt und die Voraussetzungen und Annahmen genannt. Im Anschluss wird die An-
wendung der Methode an einigen Beispielen zum elastischen Normalkontakt vorgefiihrt.
So soll der Einstieg fiir diejenigen Leser erleichtert werden, die mit der Reduktionsmetho-
de nicht vertraut sind. Dartiber hinaus sind die Beispiele und ihre Ergebnisse auch selbst
von Interesse. Sie werden in den folgenden Kapiteln immer wieder aufgegriffen, als Aus-
gangspunkt fiir weitere Betrachtungen genutzt oder fiir Vergleiche und Abschitzungen
herangezogen. In diesem Kapitel werden aufserdem einige wesentliche Begriffe definiert
und die Notation eingefiihrt.

Ich betone ausdriicklich, dass ich nicht der Urheber der Inhalte dieses zweiten Kapitels
bin. Es ist vielmehr eine Rekapitulation vorhandenen Wissens und gibt den Kenntnis-
stand wieder, auf dem meine Arbeit aufbaut. In diesem Abschnitt sind auch zahlreiche
Verweise auf Publikationen zu diesem Thema enthalten.



Im dritten Kapitel erfolgt die Erweiterung der Methode der Dimensionsreduktion auf
Elastomere. Das zentrale Werkzeug ist dabei das Prinzip der Funktionalgleichungen.
Dieses Verfahren geht auf Lee und Radok zuriick. Mit ihm lassen sich Losungen vis-
koelastischer Kontaktprobleme aus vergleichbaren elastischen Problemen konstruieren.
Dabei wird ausgenutzt, dass unter bestimmten Voraussetzungen die Einfliisse der Geo-
metrie, der Belastung und des Materialverhaltens auf das Kontaktproblem bis zu einem
gewissen Grad entkoppelt werden kénnen. In dem Kapitel wird zunéchst das Prinzip der
Funktionalgleichungen, seine Voraussetzungen und seine Grenzen erldutert und die drei
verwendeten Materialmodelle werden vorgestellt.

Die Anwendung des Prinzips wird an der Konstruktion der Greenschen Funktion fiir
den viskosen Normalkontakt demonstriert. Diese wird an spéterer Stelle mehrfach be-
nutzt.

Im Hauptteil des Kapitels wird gezeigt, dass die Methode der Dimensionsreduktion
auf linear viskoelastische Materialien anwendbar ist und wie die entsprechenden Modelle
konstruiert werden kénnen. Im Anschluss werden einige Vereinfachungen vorgenommen.

Diese miinden letztendlich in dem linear viskosen Modell-Elastomer, welches im Mittel-
punkt der verbleibenden beiden Kapitel steht. In ihnen wird die Anwendung der Reduk-
tionsmethode in Verbindung mit dem Prinzip der Funktionalgleichungen demonstriert.
Sie sind daher mit vielen Anwendungen dieser Verfahren bestiickt. Das wichtigere Ziel
ist jedoch zu zeigen, dass die so gewonnenen Erkenntnisse auch fiir das dreidimensionale
Originalsystem giiltig sind. Aus diesem Grund werden die Betrachtungen mit der Reduk-
tionsmethode durch Abschétzungen (sofern vorhanden) und numerische Simulationen des
Originalsystems ergénzt und die Ergebnisse miteinander verglichen.

Im vierten Kapitel wird der Normalkontakt eines starren Indenters mit dem linear
viskosen Modell-Elastomer untersucht. Einige grundlegende Erkenntnisse lassen sich be-
reits ableiten, wenn ein Indenter in der Form eines zylindrischen Stempels betrachtet
wird. Hier ist auch die Analogie zu dem vergleichbaren elastischen Problem besonders
ausgepragt.

Darauf aufbauend wird der Fall eines Indenters studiert, dessen Oberfliche durch die
Rotation eines Monoms erzeugt wird. Nach allgemeinen Betrachtungen wird auf zwei
konkrete Indenter genauer eingegangen. Der Kegel bietet sich an, weil er besonders einfach
zu handhaben ist. Das Rotationsparaboloid ist von besonderem Interesse, weil es in vielen
Theorien und Anwendungen als Modell fiir einen einzelnen Kontakt benutzt wird.

Abgeschlossen wird das Kapitel durch die Behandlung von Indentern mit zuféllig rauen,
selbst-affinen Oberflaichen. Der zufillige Charakter dieser Indenter schafft hierbei die
zusatzliche Herausforderung, dass sowohl die Modelle als auch die Ergebnisse nur im
statistischen Sinn vergleichbar sind.

Das fiinfte Kapitel beschéftigt sich mit der Reibung zwischen einem starren Indenter
und dem linear viskosen Elastomer. Dazu wird ein einfaches Reibungsmodell konstru-
iert. Anschlieffend wird das globale Verhalten des tribologischen Systems studiert. Die
wichtigste Erkenntnis dabei ist, dass sich eine stationére Indentierungstiefe einstellt.

Im Hauptteil des Kapitels wird der stationdre Reibungskoeffizient hergeleitet. Hierbei
werden zunéchst nur sehr schwache Voraussetzungen an die Form des Indenters gestellt.
Im Anschluss daran werden diese Resultate auf konkrete Indenter angewandt. Speziell
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handelt es sich dabei wieder um den Kegel und das Rotationsparaboloid. Fiir beide wird
beispielhaft untersucht, wie der Reibungskoeffizient von der Geschwindigkeit abhéngt,
mit der der Indenter verschoben wird.

Im Anhang wird das Randelemente-Verfahren fiir das viskose Kontaktproblem be-
schrieben, mit dem die numerischen Simulationen des Originalsystems durchgefiihrt wur-
den. Der Algorithmus selbst wurde vom Autor unter Verwendung des Prinzips der Funk-
tionalgleichungen aus einem géngigen Verfahren fiir den elastischen Normalkontakt ent-
wickelt.



2. Einfiihrung in die Methode der
Dimensionsreduktion

In diesem Kapitel werden in knapper Form die fiir das Verstdndnis wesentlichen Grund-
lagen der Methode der Dimensionsreduktion rekapituliert. Dies geschieht am Beispiel
des elastischen Normalkontakts. Es geht hierbei jedoch ausdriicklich nicht um eine voll-
stdndige Abhandlung dieser Thematikl] Stattdessen liegen die Schwerpunkte bei der
Vorstellung der wesentlichen Ideen der Methode und beim Festhalten ausgewéhlter Er-
gebnisse, die entweder fiir das allgemeine Versténdnis oder fiir die folgenden Kapitel von
Bedeutung sind.

Im ersten Abschnitt wird zunédchst das Grundprinzip der Methode an einem sehr ein-
fachen Beispiel motiviert. Anschliefend werden die wesentlichen Voraussetzungen und
Annahmen dargelegt und die Grenzen der Anwendbarkeit aufgezeigt. In den darauf fol-
genden Abschnitten wird die Methode der Dimensionsreduktion eingehender dargestellt.
Im Fokus des dritten Abschnitts steht der Kontakt mit einem rotationssymmetrischen
Indenter. Im vierten Abschnitt erfolgt die Betrachtung von Indentern mit zufallig rauen
Oberflachen. Da dieses Kapitel in wesentlichen Punkten auf Beispielen beruht, werden
im flinften Abschnitt einige Verallgemeinerungen vorgenommen und die wichtigsten Er-
gebnisse zusammengefasst.

2.1. Das Grundprinzip

Das Grundprinzip der Methode der Dimensionsreduktion lésst sich an einem einfachen
Beispiel demonstrieren. Dazu wird ein starrer zylindrischer Stempel mit dem Radius a
betrachtet. Dieser wird mit der Kraft Fjy in die urspriinglich ebene Oberflache eines
inkompressiblen, elastischen Kérpers mit dem Schubmoduld G eingedriickt. Die Abmes-
sungen dieses Korpers sollen dabei sehr viel grofser sein als der Radius a.

In Abbildung 2.l ist das schematisch dargestellt. Der Indenter ist grau geféarbt, seine
urspriingliche Position ist gestrichelt angedeutet. Der elastische Korper ist griin darge-
stellt B

Wie tief wird der Zylinder in den elastischen Korper eingedriickt? Das ist eine klassische
Aufgabe, die in vielen Lehrbiichern zur Kontaktmechanik zu finden ist. Die Eindrucktiefe

'Eine solche kann beispielsweise dem kiirzlich erschienen Buch zur Methode der Dimensionsredukti-
on [I1I] entnommen werden.

2Die elastischen Eigenschaften werden hier iiberwiegend durch den Schubmodul und den Kompressi-
onsmodul K beschrieben. Die Griinde dafiir werden im néchsten Kapitel deutlich.

3Diese farbliche Kennzeichnung wird durchgehend verwendet, sofern sie méglich und sinnvoll ist. Starre
Korper sind dann grau, elastische griin und viskose (oder viskoelastische) blau gefirbt.
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J ergibt sich laut [11] zu
Fy
0=—".
8aG
Die wesentliche Aussage in diesem Zusammenhang ist, dass Normalkraft und Eindriick-
tiefe iiber den Kontaktradius a miteinander verkniipft sind, nicht iber die Kontaktfliche

A = a?n. Das ist eine Schliisseleigenschaft fiir die Anwendbarkeit der Methode der Di-
mensionsreduktion.

(2.1)

Abbildung 2.1.: Ein starrer, zylindrischer Stempel wird in einen elastischen Koérper
eingedriickt. Die urspriingliche Position des Stempels ist gestrichelt
angedeutet.

Offensichtlich gilt die Relation (2] auch fiir den Eindruck eines starren Rechtecks
der Breite 2a in eine Winkler-Bettung (vergleiche z.B. [12], S. 104 ff.), das heifit in ein
eindimensionales System aus unabhéngigen linearen Federelementen. In diesem Fall muss
lediglich die Steifigkeit der einzelnen Federn zu

kn = 4Gb (2.2)

gewdhlt werden. Hierbei ist b die Breite eines Federelements, also die Diskretisierungs-
lange (Abb. 2:2)).

Es ist somit moglich, zumindest die Kraft-Eindrucktiefe-Beziehung (2.1]) des dreidimen-
sionalen Systems (Abb. 2.1]) anhand eines eindimensionalen Ersatzsystems (Abb. [2.2) zu
bestimmen. Hierbei ist es wesentlich, dass beide Groflen iiber den Kontaktradius mitein-
ander verbunden sind. Es wird sich zeigen, dass auch andere globale Grofen, die mit dem
Kontaktradius in erster Potenz korrelieren, anhand eines eindimensionalen Ersatzsystems
bestimmt werden konnen.

Im Allgemeinen ist es dagegen nicht moglich, Gréfen mit einem solchen Modell zu be-
rechnen, wenn sie von der Kontaktfliche abhéngen. Ebenso ist es in der Regel nicht ohne
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Abbildung 2.2.: Ein starres Rechteck wird in eine elastische Bettung eingedriickt.

Weiteres moglich, lokale Grokend zu berechnen. So liefert das eindimensionale Modell
beispielsweise keine Auskunft iiber die Deformation aufierhalb des Kontaktgebiets.

Die grundsétzliche Vorgehensweise zur Bestimmung der Kraft-Eindrucktiefe-Beziehung
zwischen einem starren Indenter und einem elastischen Gegenkorper mit der Methode
der Dimensionsreduktion ldsst sich wie folgt formulieren: Die Oberfliche des Ersteren
wird auf eine starre Linie und der Letztere auf eine Winkler-Bettung abgebildet. Wie
das genau geschieht, wird in den folgenden Abschnitten gezeigt. Aus dem Eindruck der
Linie in die Winkler-Bettung ergibt sich die Beziehung zwischen Kraft und Eindrucktiefe
des urspriinglichen Kontaktproblems. Allerdings ist die Berechnung viel einfacher als im
Originalsystem.

2.2. Hintergriinde und Voraussetzungen

Popov und Psakhie [7] haben 2007 die Methode der Dimensionsreduktion vorgeschlagen.
In dieser Publikation lassen sich auch die wesentlichen Voraussetzungen finden.

Die erste besteht in der Beschriankung auf kleine Geschwindigkeiten. Konkret sollen
die auftretenden charakteristischen Geschwindigkeiten viel kleiner sein als die kleinste
(fiir das jeweilige Problem mafgebliche) Schallgeschwindigkeit. In diesem Fall kann das
Problem als quasistatisch angesehen werden.

Die zweite Voraussetzung besteht darin, dass sich die elastischen und die Trégheitsei-
genschaften separieren lassen. Viele Kontaktprobleme erfiillen diese Bedingung, wenn sie
der ersten Voraussetzung geniigen. Mit dieser Eigenschaft ist die Moglichkeit einer Ent-

4Die Begriffe lokal und global werden so verwendet, wie es in der Analysis iiblich ist. Lokal bezieht sich
stets auf das Verhalten im Kleinen (in einer offenen Umgebung eines Punktes), global stets auf das
Verhalten im Grofen, vergleiche [13], Vorwort.

®Um das Auffinden von wichtigen Voraussetzungen und Annahmen zu erleichtern, sind diese durch die
Marginalie A markiert.
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koppelung der beteiligten Léangenskalen verbunden. Wéhrend die kleinen Langenskalen
(die Konfiguration des Kontaktgebiets) ausschlaggebend fiir die elastischen Eigenschaften
sind, bestimmen die grofen Lingenskalen (die Abmessungen der betrachteten Koérper)
die Trégheitseigenschaften.

Die dritte Voraussetzung wurde bereits im vorhergehenden Abschnitt herausgestellt.
Die Methode der Dimensionsreduktion ist nur anwendbar auf Probleme, welche mit einer
Langeneinheit (wie dem Kontaktradius a) verkniipft sind. Dies ist insbesondere der Fall
bei der Kraft-Eindrucktiefe-Relation, die eingangs betrachtet wurde.

Im weiteren Verlauf werden einige -durchaus tief greifende- zusétzliche Annahmen vor-
genommen. Diese sind jedoch nicht urséchlich mit der Methode der Dimensionsreduktion
verbunden, sondern dienen einer Vereinfachung der im Einzelfall betrachteten Aufgaben-
stellung. Sie sind im Allgemeinen aus Sicht der Methode der Dimensionsreduktion nicht
notwendig. Aus diesem Grund werden die problemspezifischen Annahmen an spéterer
Stelle aufgefiihrt.

2.3. Elastischer Normalkontakt eines
rotationssymmetrischen Indenters

Im ersten Abschnitt wurde der Eindruck eines starren Stempels in einen elastischen Kor-
per betrachtet. Dieses Beispiel ist als motivierender Einstieg gedacht und daher besonders
simpel.

In diesem und dem néchsten Abschnitt wird die Methode eingehender dargelegt und
etwas anspruchsvollere Beispiele vorgestellt.

Das geschieht an einer speziellen Klasse von Problemen, ndmlich dem Normalkontakt
eines starren Indenters mit einem elastischen Halbraum. Diese Vorgehensweise entspricht
der chronologischen Entwicklung der Methode der Dimensionsreduktion, vergleiche [14],
[15]. Zum anderen verspricht sie einfache Ergebnisse, die in anschaulicher Weise interpre-
tiert werden konnen. Eine weitere Vereinfachung wird dadurch erreicht, dass in diesem
Abschnitt der elastische Korper stets als inkompressibel angesehen wird. Adhésion wird
nicht betrachtet.

Die Behandlung des elastischen Korpers als Halbraum impliziert einige zusétzliche
Annahmen, die an dieser Stelle erwéhnt werden sollen. Die Halbraumnéherung geht davon
aus, dass der so dargestellte Korper in allen Richtungen sehr viel grofer ist als das
Kontaktgebiet. Die Deformationen und die Steigungen der Oberflichen im Kontakt sind
klein. In unendlicher Entfernung vom Kontakt gehen die Deformationen gegen null.

Allgemeine Betrachtung rotationssymmetrischer Indenter

In diesem Abschnitt werden rotationssymmetrische Indenter betrachtet. Fiir diese hat
Hefs in seiner Dissertation [9] gezeigt, dass mit der Methode der Dimensionsreduktion
stets ein eindimensionales Modell konstruiert werden kann, welches die Beziehung zwi-
schen Kraft und Eindrucktiefe exakt wiedergibt. Er stiitzt sich dabei insbesondere auf
die Arbeiten von Segedin [I6] und Sneddon [17].



2.3. Elastischer Normalkontakt eines rotationssymmetrischen Indenters

Als Erstes wird ein Indenter betrachtet, dessen Oberflache durch die Rotation eines
Monoms g,

gn('r) = cpr”, (2.3)

vom Grad n € N beschrieben wird.

Fy

Abbildung 2.3.: Koordinatensysteme im dreidimensionalen Originalsysterrﬁ(links) und
im zugehorigen Modell nach der Methode der Dimensionsreduktion
(rechts)

Dabei wird ein zylindrisches Koordinatensystem (r, ¢, z) mit r > 0, € [0,27[,z € R
zugrunde gelegt, dessen Ursprung sich an der Spitze des Korpers befindet. Die z-Achse
fallt mit der Rotationsachse des erzeugenden Monoms zusammen und die positive z-
Richtung zeigt in den Indenter hinein (vergleiche Abbildung 23] linkes Bild). Zur Be-
schreibung der Deformationen wird dagegen das ortsfeste, zylindrische Koordinatensys-
tem (r,v,(), verwendet. Dessen Ursprung liegt auf der nicht-deformierten Oberflache
des Halbraums und zwar -sofern vorhanden- im Schnittpunkt mit der Symmetrieachse
des Indenter. Die (r,1))-Ebene ist mit der nicht-deformierten Oberflache identisch, die
(-Achse zeigt in den Halbraum hinein. In der Abbildung wurde aus Griinden der
Ubersichtlichkeit auf die Darstellung der ¢- respektive 1-Achse verzichtet.

Analog zum dreidimensionalen Fall werden auch fiir das Modell nach der Methode der
Dimensionsreduktion zwei Koordinatensysteme benutzt. Fiir die Beschreibung des Inden-
ters wird das korperfeste (z,z) System verwendet, die Indentierung wird im ortsfesten
(x,¢)-System beschrieben. Beide sind im rechten Teil der Abbildung 2.3 zu sehen.

Bei Anwendung der Vorschrift (2.3) entsteht fiir ein Monom ersten Grades ein Ke-
gelindenter (Konus), fiir ein Monom zweiten Grades ein Rotationsparaboloid. Letzteres
wird auch héaufig als Naherung fiir eine Kugel und fir die Darstellung eines einzelnen
Kontakts (Asperiten) verwendet und ist daher von besonderem Interesse.

Im spiteren Verlauf werden sporadisch auch kartesische Varianten (z,v,z) bzw. (z,v,¢) der beiden
Koordinatensysteme in drei Dimensionen verwendet.



2. FEinfiihrung in die Methode der Dimensionsreduktion

Hef [9] zeigt, wie der Indenter fiir das eindimensionale Modell konstruiert werden kann.
Das Monom g,, wird symmetrisch zur z-Achse fortgesetzt und mit einem Skalierungsfak-
tor s,

sy = #(n) 1= = (2.4)

gestreckt. Mit I" ist dabei die Gammafunktion I'(z) = fooo t*~le=t dt gemeint. Hek be-
zeichnet 7, als Formfaktor. Zur Vermeidung von Verwechslungen mit einem &hnlichen
Parameter wird er hier stattdessen als Tiefenskalierung bezeichnetm In Abbildung 2.4 ist
der Verlauf dieser Funktion dargestellt. Fiir die oben genannten Beispiele des Kegels und
des Rotationsparaboloids sind s = § respektive s = 2.

Hn

Abbildung 2.4.: Tiefenskalierung sz, in Abhéngigkeit vom Exponenten. Mit Hinblick
auf die spétere Verallgemeinerung erfolgt die Darstellung fiir reelle
Exponenten.

Gemiéh dieser Konstruktion ergibt sich fiir den Indenter im eindimensionalen Modell
die Oberflache gnE

gn(x) = spep|zl™, z€R. (2.5)

"Vergleiche Polarskalierung ¢ im Kapitel [5.41

8Zur besseren Unterscheidung zwischen der originalen (zweidimensionalen) Oberfliche und der zuge-
hérigen (eindimensionalen) Oberflache in der Methode der Dimensionsreduktion wird Letztere durch
eine Tilde gekennzeichnet.
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2.3. Elastischer Normalkontakt eines rotationssymmetrischen Indenters

Anmerkung: Verwendung dimensionsloser Gréen

Mit Hinblick auf die Implikationen der Halbraum-Néaherung ist es vorteilhaft, fiir die
Parametrisierung der Indentergeometrie (2.3]) statt des einheitenbehafteten Arguments
r eine dimensionslose Grofie zu verwenden. Das ldsst sich stets durch Division mit ei-
ner geeigneten Léngeneinheit erreichen. Ist zum Beispiel R eine solche Grofe von der
Dimension einer Lénge (z.B. der Kriimmungsradius im folgenden Beispiel des Rotations-
paraboloids), so lasst sich dquivalent zu Gleichung (23] das formgebende Monom auch

durch
B r

n :inn t = = 26
Gn(p) =cnp” mit p:= 4 (2.6)

definieren. Der Koeffizient ¢, hat dann die Dimension einer Lange. Zuséatzlich liefe sich
auch die linke Seite der Gleichung in eine dimensionslose Groffe umwandeln.

Der Vorteil dieser Darstellung liegt darin, dass sehr einfach feststellbar ist, ob die
Implikationen der Halbraumnéaherung erfiillt sind.

Aus Griinden der Anschaulichkeit werden jedoch in der vorliegenden Schrift iiberwie-
gend dimensionsbehaftete Argumente r verwendet. Dennoch (oder gerade deswegen) ist
stets im Auge zu behalten, ob die Voraussetzungen kleiner Deformationen und kleiner
Steigungen iiberhaupt erfiillt sind. Dies ist insbesondere von Bedeutung, da die mathema-
tischen Formalismen keineswegs versagen, wenn dies nicht (mehr) der Fall ist. Stattdessen
liefern sie auch dann Losungen, wenn die Voraussetzungen nicht mehr erfiillt sind. Diese
sind jedoch wertlos, und man kann ihnen das nicht ohne Weiteres ansehen.

Diese Anmerkung gilt sinngeméfs auch fiir die eindimensionalen Oberflichen § nach
der Methode der Dimensionsreduktion.

Beispiel: Rotationsparaboloid

Im Folgenden wird eine detailliertere Betrachtung am Beispiel des Rotationsparabolo-
ids vorgenommen. Dabei steht zunédchst der dreidimensionale Indenter im Blickpunkt
(Abb. 2] linkes Bild). Das formgebende Monom lasst sich durch die Funktion

L s

= 55" (2.7)

g2(r)

beschreiben, wobei ¢y = % gewdhlt wurde. Der Parameter R hat dabei eine anschauliche
Bedeutung. Es ist genau der Radius der Kugel, fiir welche die Spitze des Paraboloids g
die Néherung zweiter Ordnung istl1 Insbesondere ist R ein wohldefinierter Wert, der
geeignet ist, die Kriimmung des Paraboloids zu beschreiben. Er wird anschaulich als
Kriimmungsradius bezeichnet.

Im ersten Schritt soll die notwendige Kraft Fiy berechnet werden, um den Indenter bis
in die Tiefe { = J in den elastischen Halbraum einzudriicken. Fiir hinreichend kleine Ein-
drucktiefen 0 < R, kann diese Aufgabe mit der Kontakttheorie von Hertz [2] behandelt
werden. Aufier an der angegebenen Stelle ist ihre Losung auch in vielen Lehrbiichern zur

9Man kann sich davon leicht durch Taylorreihen-Entwicklung der Kugel mit Radius R iiberzeugen.
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2. FEinfiihrung in die Methode der Dimensionsreduktion

FN FN

g2(r) g2()

___________ a
5| < 5 Ty
dc
y
a b

Abbildung 2.5.: Indentierung des elastischen Halbraums mit einem Rotationsparaboloid
(links) und dem zugehorigen eindimensionalen Modell (rechts)

Kontaktmechanik, zum Beispiel [12], [18], zu finden. Die notwendige Kraft ist
16 |, ==

Das Gebiet, in dem der Indenter mit der Oberflache des Halbraums in Kontakt ist, hat
den Radius

3 3RFN .
= | Teq = VRO. (2.9)

Er wird anschaulich als Kontaktradius bezeichnet. Die Hohe z = §., bis zu welcher
der Indenter in Kontakt mit dem elastischen Material ist, l4sst sich aus seiner Geometrie
bestimmen. Mit Gleichung (Z9)) folgt aus ([2.7)) unmittelbar

S = . (2.10)

Es ist damit offensichtlich, dass diese Grofse nicht mit der Eindrucktiefe identisch ist.
Stattdessen ist in der Letztgenannten zusétzlich die Absenkung der Oberfliche aufserhalb
des Kontaktgebiets enthalten (vergleiche Abbildung 25 linkes Bild). In Analogie zum
Kontaktradius a wird die Grofe . hier als Kontakttiefe bezeichnet. Heff nennt sie in
seiner Dissertation [9] die kontaktgebende Eindriicktiefe.

Die Betrachtung des Quotienten 5% offenbart die Beziehung

=2 (2.11)

= — neN. (2.12)

12



2.3. Elastischer Normalkontakt eines rotationssymmetrischen Indenters

Die Tiefenskalierung sz, hat somit eine anschauliche Bedeutung. Sie ist das Verhéltnis
zwischen der Eindrucktiefe § und der Kontakttiefe ..

Damit ist die Behandlung des dreidimensionalen Rotationsparaboloids zunéchst ab-
geschlossen. Im Vergleich dazu wird jetzt das zugehorige Modell nach der Methode der
Dimensionsreduktion betrachtet (Abb. 2.5 rechtes Bild). Durch Anwendung der Glei-
chungen (2.0) und ([24) auf (7)) erhdlt man eine Beschreibung der Oberflache fiir den

Indenter im eindimensionalen Modell:
- 1
G2(7) = sac292(|2]) = sz- (2.13)

Gleichung (2ZI3) zeigt, dass bei der Transformation des Rotationsparaboloids auf das
eindimensionale Modell der Kriimmungsradius halbiert wird (vergleiche auch [§])[L

Wird dieser Indenter in das eindimensionale Modell des elastischen Halbraums ge-
driickt, zeigt sich ein wesentlicher Unterschied zum Verhalten des dreidimensionalen Sys-
tems. Da die einzelnen Elemente der Winkler-Bettung voneinander unabhéngig sind, tritt
auflerhalb des Kontaktgebiets keine Deformation der Federn, das heiftt kein Absinken der
Oberflache, auf. In diesem Modell sind Eindrucktiefe 4 und Kontakttiefe . identisch. Der
Begriff der Kontakttiefe wird daher im Folgenden nicht fiir das eindimensionale Modell
verwendet. Das dient insbesondere der Vermeidung von Missversténdnissen und Fehlin-
terpretationen.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Beziehung zwischen Eindrucktiefe
0 und Kontaktradius ¢ im Modell mit der im Originalsystem iibereinstimmt. In beiden
Féllen gilt

a

5= ik (2.14)

Abschliefsend soll die Kraft Fy berechnet werden, die im Ersatzmodell bendtigt wird,
um den Indenter genau bis zur Tiefe § in die elastische Bettung zu driicken. Dazu muss
lediglich iiber alle einzelnen Federkréfte addiert bzw. integriert werden. Eine einzelne
Feder an der Stelle x iibt auf den Indenter eine Normalkraft vom Betrag fn(z),

_Jo s |z > a;
Inte) = {4Gb 6 - go2)) |2l <a (2.15)

aus. Dabei wurde die in Gleichung (2.2]) vorgenommene Wahl der Federsteifigkeit benutzt.
Es ist darauf zu achten, dass die Breite der einzelnen Federelemente sehr viel kleiner als
der Kontaktradius ist, also b < a. Die Gesamtkraft F4 ergibt sich aus der Addition der
Krifte iiber alle Federn. Durch den Ubergang b — dx lisst sich schlieklich diese Summe
in ein Integral tiberfiihren, welches in diesem Fall sehr einfach ausgewertet werden kann.
Der Betrag der gesamten Kraft F4 aller Federn auf den Indenter ist

a

Fy = /4G(6 — o)) dz = %G@. (2.16)

—a

10Fijr die Fortfiihrung dieses Beispiels wird jedoch auf die Definition eines zugehorigen Kriimmungsradius
R im eindimensionalen Modell verzichtet. Stattdessen wird weiterhin auf den Kriimmungsradius R
des Originalsystems Bezug genommen.

13



2. FEinfiihrung in die Methode der Dimensionsreduktion

Da der Indenter genau bis zur Tiefe § eingedriickt werden soll, muss dort die Summe
der Federkrifte gerade der duferen Kraft das Gleichgewicht halten, das heifst Fy = Fjy.
Durch den Vergleich mit Gleichung (2.8)) wird ersichtlich, dass auch die Beziehung zwi-
schen Kraft und Eindrucktiefe exakt mit der des Originalsystems {ibereinstimmt. Damit
ist das Beispiel des Rotationsparaboloids abgeschlossen.

2.4. Normalkontakt eines Indenters mit fraktaler Rauigkeit

Eine weitere Klasse von Indentern, fiir die eine Transformation in ein eindimensionales
Modell im Sinne der Methode der Dimensionsreduktion bekannt ist, sind solche mit zu-
fallig rauen, selbst-affinen Oberflichen. Eine umfassende Behandlung solcher Oberflichen
wiirde den Rahmen dieser Arbeit sprengen. Daher werden nur die wichtigsten Begriffe
und Eigenschaften motiviert und ansonsten auf weiterfithrende Literatur verwiesen.

Wiéhrend im vorherigen Abschnitt eine exakte Abbildung zwischen dem dreidimensio-
nalen Indenter und seinem eindimensionalen Modell bestand, ist das jetzt nicht der Fall.
Aufgrund ihrer zufélligen Natur sind nun Indenter und Modell lediglich statistisch &dqui-
valent. Das heifst, dass die wesentlichen statistischen Kennwerte der Original-Oberflachen
mit denen der Modell-Oberflachen {ibereinstimmen.

Seien im Folgenden wieder g die Oberfliche eines dreidimensionalen Indenters und g
eine statistisch dquivalente Oberflache geméfs der Methode der Dimensionsreduktion. Bei
den fiir wesentlich erachteten Parametern handelt es sich in erster Linie um die mittlere
Rauigkei

h :=+/{g?) (2.17)

und die mittlere Steigung
W = @7 (218)

der Oberflache. Mit ¢ wird hierbei die Steigung der Oberfliche bezeichnet. Diese Defi-
nitionen gelten sinngemafs auch fiir die Oberfliche des Modells nach der Reduktionsme-
thode. Sofern erforderlich werden die Gréfsen dabei durch eine Tilde gekennzeichnet.

Im Folgenden geht es also darum, eine Vorschrift zu finden, mit der sich eine zuféllig
raue Oberfliche unter Beibehaltung dieser beiden Parameter in eine Linie abbilden ldsst,
die zudem noch den Anforderungen der Methode der Dimensionsreduktion geniigt.

Eine gebrauchliche Methode zur Beschreibung rauer Oberflachen ist die Verwendung
des Leistungsspektrums. Diese Grofe beschreibt den Einfluss der Rauigkeiten auf ver-
schiedenen Léngenskalen und ist auch mit den beiden oben genannten statistischen Kenn-
grofen verkniipft.

Die folgenden Ausfithrungen orientieren sich an Persson et al. [I9]. Unter Berticksichti-
gung der Isotropie, lasst sich das Leistungsspektrum einer selbst-affinen Oberfliche durch

Cop(q) = Cog Y| Grin < 4 < Gmax (2.19)

ausdriicken. Dabei sind C ein konstanter Koeffizient, ¢ die (normalisierte) Wellenzahl
und ¢min und gmax die kleinste respektive grofite (normalisierte) Wellenzahl, fiir welche

11 .
englisch: root mean square(rms) roughness
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2.4. Normalkontakt eines Indenters mit fraktaler Rauigkeit

die Beziehung (219 giiltig ist. Die Grofe H ist der Hurst—EXponent Durch Angabe
des Leistungsspektrums einer Oberfliche geméf Gleichung (2.I9) sind auch ihre mittlere
Rauigkeit h und ihre mittlere Steigung h’ festgelegt.

Wenn im Weiteren von rauen Oberflichen die Rede ist, sind damit stets zuféllig raue
Oberflachen gemeint, die auf allen darstellbaren Langenskalen selbst-affin und fraktal
sind. Die kleinste und die grofite Wellenzahl werden stets durch die Diskretisierungs-
lange respektive durch die makroskopischen Abmessungen des Indenters bestimmt. Dar-
iiber hinaus erfolgt die Beschrankung auf homogene und isotrope Oberflichen. Dass die
so charakterisierten Oberflichen nur eine Unterklasse aller moglichen Arten von rauen
Oberflachen sind, ist davon unbenommen.

Geike und Popov [14] haben einen Weg vorgeschlagen, wie eine solche Oberflache g in
eine statistisch dquivalente Linie ¢ transformiert werden kann. Dazu ist eine Linie mit
dem Leistungsspektrum

Cip(q) = 7qC2p(q); Gmin < ¢ < Gmax- (2.20)

zu erzeugen. Diese hat geméf Konstruktion dieselbe mittlere Rauigkeit und Steigung wie
die urspriingliche Oberflache und auch der Hurst-Exponent als geometrische Eigenschaft
der Selbst-Affinitéat bleibt erhalten.

Im Vergleich zu den Indentern des vorherigen Abschnitts besteht nun die Schwierig-
keit, dass aufgrund der zufilligen Natur verschiedene Oberflichen mit identischen Pa-
rametern auch im kontaktmechanischen Verhalten voneinander abweichen werden. Um
dennoch aussagekriftige Ergebnisse zu gewinnen, miissen eine ausreichend grofse Anzahl
von Oberflichen mit identischen Parametern betrachtet und die Ergebnisse gemittelt wer-
den. Detaillierte Untersuchungen sind in den Dissertationen von Geike [8] und Pohrt [10]
zu finden.

Eine Grofe, die bei Betrachtung rauer Oberflichen unter physikalischen und tech-
nischen Gesichtspunkten von einiger Bedeutung ist, ist die differentielle Steifigkeit des

Normalkontakts
OFyN

95’
wobei Fjy die Normalkraft und ¢ die Indentierungstief bezeichnen [22]. Im Folgenden
wird diese Grofe kiirzer als Kontaktsteifigkeit bezeichnet.

2012 publizierten Pohrt und Popov [22] sowie Pohrt, Popov und Filippov [23] Er-
gebnisse zu einer Studie der Kontaktsteifigkeit: Werden Indenter mit rauen Oberflichen

(Flacheninhalt der Grundfliche A, mittlere Rauigkeit h) unter der Wirkung einer Nor-
malkraft Fy in einen Halbraum eingedriickt, und ist der effektive Elastizitéitsmodu E,

k= (2.21)

2Tm Rahmen der vorliegenden Arbeit werden Hurst-Exponenten im Intervall [0, 1] betrachtet. Erweite-
rungen iiber diesen Bereich hinaus wurden von Pohrt und Popov [20] vorgeschlagen.

13Von einigen Autoren wird die Kontaktsteifigkeit mit Bezug auf den mittleren Abstand (mean gap
width/ mean surface separation) der kontaktierenden Korper anstelle der Indentierungstiefe definiert,
vergleiche z.B. [21]. Die Ergebnisse stimmen insbesondere bei hohen Belastungen nicht zwangsldufig
iiberein.

Siehe Gleichung (Z:25)
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2. FEinfiihrung in die Methode der Dimensionsreduktion

dann ist der Zusammenhang zwischen der normalisierten Kontaktsteifigkeit k& und der
normalisierten Kraft F' mit

_ k
k.=

_ F
respektive F 1= — N

i (2.22)

=
5

ein Potenzgesetz der Gestalt

k=koF® mit o= (2.23)

1+H
Die Giiltigkeit dieses Zusammenhangs ist dabei auf kleine Krifte beschrankt, fiir F ~ 1 ist
die normalisierte Kontaktsteifigkeit bereits im Ubergang zur Sittigung. Bei ko handelt es
sich um eine Konstante der Gréfsenordnung eins, die sich zumindest numerisch bestimmen
lasst. Auf ihre Angabe wird an dieser Stelle jedoch verzichtet. Die Details konnen in [23]
nachgelesen werden.

100
10—1 L
1=
1072}
1073 | H i/ :
106 1074 7 102 100

Abbildung 2.6.: Kontaktsteifigkeit in Abhéngigkeit der Normalkraft3

In Abbildung 2.6l ist der Verlauf der normalisierten Kontaktsteifigkeit als Funktion der
normalisierten Kraft fiir Oberflichen der fraktalen Dimensionen Dy = 2, 2.2, 2.4, 2.6,
2.8, 3 (entspricht den Hurst-Exponenten H = 1, 0.8, 0.6, 0.4, 0.2, 0) entsprechend dem
Pfeil in der Abbildung dargestellt. Jede Kurve entspricht dem Mittelwert von 60 Inden-
tierungen mit verschiedenen zufélligen Realisationen rauer Oberflichen mit identischen
Parametern. Alle Indentierungen wurden mit einem Randelemente-Verfahren simuliert.

5Die Abbildung 28l ist aus [23] iibernommen, die Darstellung wurde geringfiigig abgesindert.
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2.4. Normalkontakt eines Indenters mit fraktaler Rauigkeit

Es ist gut zu erkennen, dass fiir F < 0.1 alle Verlidufe niherungsweise Geraden dar-
stellen, die sich in ihren Steigungen unterscheiden. Da beide Achsen logarithmisch auf-
getragen sind, spiegelt dieses Verhalten genau die Gleichung (2.23) wider.

Ab etwa diesem Wert gehen die Kurven in einen konstanten Wert iiber, der fiir alle
Hurst-Exponenten identisch ist. Ab diesem Punkt spielen die Rauigkeiten der Oberflachen
keine Rolle mehr. Das Verhalten wird nun von den makroskopischen Abmessungen des
Indenters dominiert.

Dasselbe Verhalten zeigen Simulationen mit der Methode der Dimensionsreduktion,
wenn statistisch dquivalente Linien nach der Vorschrift (Z.20]) definiert werden. Lediglich
im Bereich des Ubergangs von der Potenzfunktion zur konstanten Steifigkeit etwa im
Bereich 0.1 < F' < 1 zeigen sich geringfiigige Unterschiede.

1 /
,
,/
+ 3D-Data ’/
0.9+ 1D-Data /'
------- 0.2567D;
+
0.8+
a
0.7
0.6
051 - %
0.4 L L L L L L
2 2.2 2.4 Df 2.6 2.8 3

Abbildung 2.7.: Der Exponent « in Abhéngigkeit der fraktalen Dimensior@

Wie gut die Ubereinstimmung zwischen der analytischen Beschreibung ([2.23) und den
beiden Simulationsverfahren ist, kann aus Abbildung 27 ersehen werden. Abweichend
von den hier vorgenommenen Betrachtungen, sind die Ergebnisse dort allerdings nicht
auf den Hurst-Exponenten, sondern auf die fraktale Dimension Dy = 3 — H bezogen.

Die Kreuze markieren die Ergebnisse der Randelemente-Simulationen fiir sechs ver-
schiedene Hurst-Exponenten, die durchgezogene Linie die flir Simulationen mit der Re-
duktionsmethode. Die Kurve o = 1/(1 + H) ist als gestrichelte Linie dargestellt. Die

%Die Abbildung E7 ist aus [2Z3] entnommen, die Darstellung wurde geringfiigig abgesindert.
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2. FEinfiihrung in die Methode der Dimensionsreduktion

Strich-Punkt-Linie zeigt zusétzlich eine Gerade, die fiir grofe Werte von H (kleine Werte
von Dy) eine lineare Néherung fiir den Exponenten « abgibt. Auf Letztere wird an dieser
Stelle nicht weiter eingegangen.

Fiir beide numerischen Verfahren wurden die Ergebnisse auf folgende Weise ermittelt:
Es wurden fiir verschiedene Indenter jeweils Indentierungen mit unterschiedlichen Nor-
malkraften simuliert. Aus diesen Daten wurden die Kontaktsteifigkeiten bestimmt und
iiber verschiedene Realisationen gemittelt. Anschliefsend wurde der Exponent o durch
eine Kurvenanpassung an eine Potenzfunktion ermittelt.

Es ist zu erkennen, dass die Simulationen mit der Methode der Dimensionsreduktion fiir
Hurst-Exponenten grofer 0.4 (fraktale Dimensionen kleiner 2.6) gut mit der analytischen
Lésung tibereinstimmt. Fiir kleinere Werte des Hurst-Exponenten sind die Abweichungen
zwar deutlich grofer, der Verlauf selbst aber nicht vollig unbrauchbar. Die Randelemente-
Simulationen zeigen ein vergleichbares Verhalten, allerdings sind die Abweichungen grofier
als bei der Reduktionsmethode.

Damit endet diese Einfiihrung in die Anwendung der Dimensionsreduktion auf selbst-
affine raue Oberflichen. Ziel war es, die Abbildung auf statistisch &quivalente Linien
vorzustellen und ein konkretes Beispiel anzugeben. Aufgrund der Natur dieser Oberflé-
chen lassen sich nur wenige exakte Ergebnisse ableiten, so dass vermehrt auf statistische
Aussagen zuriickgegriffen werden muss. Auch diese Vorgehensweise wurde demonstriert.
An spéterer Stelle werden die Ergebnisse dieses Abschnitts jedoch noch einmal aufgegrif-
fen.

2.5. Zusammenfassung und Verallgemeinerung

In den vorhergehenden Abschnitten wurde die Anwendung der Methode der Dimensions-
reduktion auf elastische Normalkontakt-Probleme vorgestellt. Dabei wurde tiberwiegend
auf konkrete Beispiele Bezug genommen. In diesem Abschnitt werden die einzelnen Er-
gebnisse zusammengefasst und zum Teil verallgemeinert. Er orientiert sich an den Kapi-
teln drei bis sechs des Buches von Popov und Hefs [11]. Dort kann auch eine umfassende
Behandlung der Thematik gefunden werden.

Das Kontaktproblem zwischen zwei elastischen Korpern, beschrieben durch ihre Elas-
tizitdtsmoduln F4, Fs und ihre Poisson-Zahlen v, 5, wird im Rahmen der Methode der
Dimensionsreduktion auf ein eindimensionales Ersatzsystem abgebildet. Bei Betrachtung
eines reinen Normalkontakt-Problems ohne Reibung und ohne Adhésion werden die elas-
tischen Eigenschaften (beider Korper) einer Winkler-Bettung aus unabhéngigen Federn
mit der Steifigkeit

kn = Eb (2.24)
zugeordnet. Dabei sind b die Breite der einzelnen Federelemente und E der effektive

Elastizitdtsmodul des Kontakts. Dieser ist durch

1 1-v 1-uv2

. + 2.25

E Ey Es (2:25)
definiert. Beim Kontakt eines starren Korpers mit einem inkompressiblen vereinfacht sich
obige Gleichung zu E = 4G. Das wurde bei Gleichung (2.2]) beriicksichtigt.
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2.5. Zusammenfassung und Verallgemeinerung

Die geometrische Beschreibung der Oberflichen wird dagegen auf eine starre Linie
abgebildet. Fiir bestimmte Typen von Oberflichen sind diese Transformationen bekannt.

Namentlich sind das die Vorschrift (Z.5]) bei rotationssymmetrischen Koérpern und Glei-
chung ([2:20) bei selbst-affinen Oberflaichen mit zufélligen Rauheiten. Die Losung des
Normalkontakt-Problems erhélt man unmittelbar durch eine analytische oder numeri-
sche Auswertung des Eindriickens der starren Linie in die Winkler-Bettung.

Die Konstruktion der eindimensionalen Indenter ldsst sich in mehrfacher Hinsicht ver-
allgemeinern. So bleibt die Vorschrift (2.5) fiir die rotationssymmetrischen Indenter auch
bei erzeugenden Monomen mit positiven reellen Exponenten n € R giiltig [9]. Die Ein-
schrankung auf natiirliche Exponenten ist unnétig. Dariiber hinaus lassen sich mehrere
Monome superponieren, wenn die Kontaktgebiete identisch sind [11]. Das erdffnet insbe-
sondere die Moglichkeit, komplizierter Indentergeometrien in Taylorreihen zu entwickeln.
Und auch die Superposition von rotationssymmetrischen Indentern und zufélligen Rau-
igkeiten ist zuldssig, vergleiche [20]. Auf eine ausfiihrlichere Behandlung wird an dieser
Stelle jedoch verzichtet.

Vermutlich kann die Methode der Dimensionsreduktion noch auf eine deutlich grofsere
Menge von Oberflichen angewandt werden. Allerdings sind die notwendigen Transfor-
mationen auf eine eindimensionale Linie noch nicht bestimmt.

Eine andere Verallgemeinerung betrifft nicht die beteiligten Oberflichen, sondern die
Aufgabenstellung selbst. Mit der Methode der Dimensionsreduktion lassen sich auch
Tangentialkontakt-Probleme behandeln. Eine recht einfache Beschreibung erhélt man
fiir den Fall elastisch &hnlicher Kontaktpartner, die der Bedingung

1-— 21/1 1-— 21/2

— 2.2
ar a (2.26)

geniigen. Hierbei sind G1 und G» die Schubmodul der Kontaktpartner. In diesem Fall
miissen den Federelementen neben der Normalsteifigkeit ky zusétzliche die Tangential-
steifigkeit

kr = Gb (2.27)

mit dem effektiven Schubmodul geméfs

1 2 — 1Z1 2— 120}
—_ = 22
e T eN (2.28)

zugeordnet werden. Solche Probleme werden zum Beispiel in [24] und [25] betrachtet.
Unter zusétzlichen Voraussetzungen kann dieses Modell auch fiir die Untersuchung von
Rollkontakten verwendet werden. Ergebnisse dazu wurden in [26] und [27] publiziert. Die
Beriicksichtigung der Adhésion ist moglich, vergleiche [28, 29]. Und auch zur Untersu-
chung von Reibungsproblemen eignet sich das Verfahren, siehe dazu |30} 31}, 32} [33]
Eine dritte Moglichkeit, die Reduktionsmethode zu erweitern, besteht in der Art der
beteiligten Materialien. Die vorliegende Schrift ist dieser Aufgabe gewidmet.

"Eine ausfiihrlichere Auseinandersetzung mit den elastischen Konstanten erfolgt im Abschnitt 331
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3. Ubertragung der Reduktionsmethode
auf Elastomere

Im vorherigen Kapitel wurde zunéchst die Grundidee der Methode der Dimensionsreduk-
tion am Beispiel elastischer Kontaktprobleme vorgestellt. Das entspricht der geschichtli-
chen Entwicklung der Methode. Dariiber hinaus empfiehlt sich dieses Anwendungsgebiet
durch einen verhéltnisméfig geringen Schwierigkeitsgrad. Allerdings ist die Methode der
Dimensionsreduktion keineswegs auf diese Klasse von Problemen beschrénkt. Tatséchlich
l&sst sie sich auf viele andere Gebiete iibertragen, wenn die frither genannten Vorausset-
zungen erfiillt sind. In diesem Kapitel erfolgt die Ubertragung der Methode auf Kontakte
mit Elastomeren.

Im ersten Abschnitt wird der grundsétzliche Unterschied zwischen rein elastischen
Kontakten und solchen mit Elastomeren herausgestellt. Die Ubertragung selbst beruht
auf Radoks Prinzip der Funktionalgleichungen, welches im zweiten Abschnitt vorgestellt
wird. Das Prinzip basiert auf dem Austausch von Materialeigenschaften auf Grundlage
der Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen. Im dritten Abschnitt werden die verwendeten
Materialmodelle eingefiihrt und die Notation festgehalten. Der vierte Abschnitt demons-
triert die Anwendung des Verfahrens an einem Beispiel. Hier wird die Greensche Funktion
des viskosen Kontakts konstruiert, auf die an spéterer Stelle hdufig zuriickgegriffen wird.
Der Hauptteil dieses Kapitels ist der fiinfte Abschnitt. Dort erfolgt die Ubertragung der
Methode der Dimensionsreduktion auf ein Elastomer mit einer linearen viskoelastischen
Rheologie. Im Abschnitt sechs werden einige Vereinfachungen vorgenommen. Insbeson-
dere wird die Reduktion auf das linear viskose Modell-Elastomer dargestellt, welches im
Mittelpunkt der folgenden Kapitel steht.

Wesentliche Inhalte dieses Kapitels wurden bereits von Kiirschner, Popov und Hef in
den Kapitel 7 und 19 des Buches [I1] verdffentlicht.

3.1. Kontakte mit Elastomeren

Elastomere zeichnen sich, von einem technisch orientierten Standpunkt betrachtet, durch
zwei Eigenschaften aus. Zum einen besitzen sie einen im Vergleich zu anderen Festkor-
pern sehr kleinen Elastizitdtsmodul. Dieser liegt bei vielen typischen Elastomeren im
Bereich einiger Megapascal. Zum anderen sind sie extrem stark deformierbar. Viele tech-
nische Anwendungen beruhen auf diesen beiden Eigenschaften. Deren Ursprung liegt im
Aufbau der Elastomere aus langen, verknduelten und miteinander verbundenen Molekiil-
ketten [I8§].

Werden Kontaktprobleme mit Elastomeren untersucht, so sind einige weitere Besonder-
heiten zu beriicksichtigen. Wahrend Metalle innerhalb gewisser Grenzen oftmals als rein
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3. Ubertragung der Reduktionsmethode auf Elastomere

elastische Werkstoffe behandelt werden kénnen, besitzen Elastomere sowohl elastische
als auch viskose Eigenschaften. Diese Art des Materialverhaltens wird als Viskoelasti-
zitdt bezeichnet. Es bringt einige Herausforderungen mit sich, die bei rein elastischen
Werkstoffen nicht auftreten. So ist beim Hookeschen Gesetz einem Verzerrungszustand
eindeutig ein Spannungszustand zugeordnet. Wie dieser Zustand erreicht worden ist, zum
Beispiel durch monoton zunehmende Belastung oder durch Entlastung aus einem Zustand
hoherer Belastung, ist dabei unerheblich. Im Gegensatz dazu muss bei Elastomeren in
der Regel die gesamte Historie der Belastung berticksichtigt werden. Bei diesem Materi-
alverhalten ergibt sich jeweils ein Verzerrungszustand als Ergebnis eines zeitabhingigen
Spannungsprozesses oder umgekehrt ein Spannungszustand aus einem Verzerrungspro-
Zess.

Die zeitliche Abhéngigkeit sorgt fiir eine starke Erhéhung des Schwierigkeitsgrades
bei der Behandlung von Kontaktproblemen mit Elastomeren. Allerdings gibt es eini-
ge Analogien zwischen elastischen und viskoelastischen Problemen. Diese kénnen unter
Umstanden genutzt werden, um ein viskoelastisches Kontaktproblem auf ein (leichter
losbares) elastisches zuriickzufiihren. Diesen Weg beschreitet Radoks Prinzip der Funk-
tionalgleichungen.

3.2. Radoks Prinzip der Funktionalgleichungen

viskoelastisches . Losung .des
------------- ) o viskoelastischen
Kontaktproblem
Kontaktproblems
Austausch der Austausch der
Materialeigenschaften Materialeigenschaften
vergleichbares Losung des
elastisches > elastischen
Kontaktproblem Kontaktproblems

Abbildung 3.1.: Schematische Darstellung des Prinzips der Funktionalgleichungen

Lee [34] stellte 1955 eine Methode zur Losung viskoelastischer Kontaktprobleme vor.
Sie beruht im Wesentlichen auf der oben erwéhnten Riickfithrung eines viskoelastischen
Kontaktproblems auf ein elastisches. Das Verfahren wurde von Radok [35] verallgemeinert
und ging als Prinzip der Funktionalgleichungen in die Literatur ein. Als Voraussetzungen
nennen Lee und Radok [34, [35] Quasistationaritit, Isotropie und die Beschrankung auf
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3.2. Radoks Prinzip der Funktionalgleichungen

lineare Materialgesetze

Im Rahmen einer linearen Theorie konnen die geometrischen, die materialspezifischen
und die belastungsspezifischen Einfliisse eines Kontaktproblems bis zu einem gewissen
Grad entkoppelt werden. Diese Figenschaft nutzt das Prinzip der Funktionalgleichungen
aus.

Ausgangspunkt ist stets ein gegebenes Kontaktproblem mit einem Elastomer. Die Geo-
metrie, die Belastung und die Materialeigenschaften sind definiert. Letztere sind entweder
direkt als Spannungs-Verzerrungs-Beziehung gegeben oder lassen sich auf eine solche zu-
riickfithren.

Die Idee von Lee und Radok ist es, dieses Problem auf ein vergleichbares elastisches
Problem zuriickzufiihren. Dazu wird das urspriingliche Materialgesetz durch ein linear-
elastisches Verhalten ersetzt. Die Geometrie und die Belastung bleiben im Wesentlichen
unverandert. Im zweiten Schritt wird das vergleichbare elastische Kontaktproblem gelost.
Das gestaltet sich in der Regel sehr viel einfacher, als es bei dem urspriinglichen System
der Fall wére. Je nach Aufgabenstellung ist es auch oftmals moglich, Lehrbuchlésungen
zu benutzen, die fiir Standardaufgaben der Elastizitétstheorie vielfach vorhanden sind.
Als Letztes wird in die so erhaltene Losung wieder das viskoelastische Materialgesetz
substituiert. In Abbildung 3.1l ist die Vorgehensweise schematisch dargestellt.

Der Austausch des Materialgesetzes geschieht auf der Basis der Spannungs-Verzerrungs-
Beziehungen. Diese werden in der Regel in zwei Anteile aufgespalten, Kompression und
Scherung. Erstere wird durch die Kugeltensoren beschrieben, Letztere durch die zugeho-
rigen Spannungs- respektive Verzerrungs-Deviatoren.

Die weitere Vorgehensweise ist variabel. So ist es moglich, die Materialgleichungen
in Reihen linearer Differentialoperatoren nach der Zeit zu entwickelt. Alternativ kon-
nen die weiteren Schritte auch mit zeitabhéngigen Relaxationsfunktionen durchgefiihrt
Werden Oftmals kommt dabei die Laplace-Transformation zur Anwendung, entweder
direkt fir die Ersetzung des Materialverhaltens (Lee [34]) oder fiir die Lésung der daraus
resultierenden Gleichungen (Radok [35]).

Nach der ersten Veroffentlichung der Methode durch Lee [34] gab es zunéchst eine
rasante Entwicklung. So publizierten Lee [36] sowie Bland und Lee [37] Aufsdtze zur
Anwendung auf diskrete Materialmodelle und zur Bestimmung der bendtigten Parame-
ter. Lee, Radok und Woodward [38] vertieften das und demonstrierten die Behandlung
von Problemen, bei denen die Laplace-Transformation nicht anwendbar ist. Morland und
Lee [39] berticksichtigten Temperatureinfliisse. Die Anwendung des Prinzips auf Materia-
leigenschaften, welche durch integrale Relaxations- oder Kriechfunktionen definiert sind,
behandelten Lee und Rogers [40] sowie Yang [41].

Ab 1960 zeigte sich ein Schwachpunkt der Methode, der bei schrumpfenden Kontaktge-
bieten zu unphysikalischen Ergebnissen fithren kann. Erste, spezielle Losungen fiir dieses
Problem veroffentlichte Hunter [42]. Allgemeinere Ansétze gehen auf Graham [43] [44]
und Ting [45] [46] zuriick.

18Mit linearem Materialverhalten ist stets gemeint, dass die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen beziig-
lich der Spannungen, der Verzerrungen und deren Zeitableitungen linear sind.
19Beide Moglichkeiten werden in den folgenden Abschnitten demonstriert.
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3. Ubertragung der Reduktionsmethode auf Elastomere

Damit war dieses Problem grundsétzlich gelost, allerdings zum Preis eines immens
hohen Aufwandes. Insbesondere beinhalten die Verfahren mehrfache numerische Integra-
tionen und Differentiationen, die scheinbar von weiteren Arbeiten abschreckten Danach
finden sich nur noch vereinzelte Verdffentlichungen zum Prinzip der Funktionalgleichun-
gen, beispielsweise von Graham [48] sowie Graham und Golden [49]. Zusammengefasste
Darstellungen der Methode, zum Teil auch mit ausfiihrlichen Beispielen, finden sich bei
Christensen [50], Pipkin [5I] und Johnson [12].

2010 hat Greenwood [47] das Prinzip erneut aufgegriffen und ein daraus abgeleitetes,
einfacheres Verfahren vorgeschlagen.

Im Rahmen dieser Arbeit geniigen die urspriinglichen Ideen von Lee [34] und Ra-
dok [35], ergénzt durch die Verallgemeinerung von Lee und Rogers [40] sowie Yang [41].
Insbesondere hat die geschilderte Problematik bei schrumpfenden Kontaktgebieten keine
unmittelbare Auswirkung auf den hier vorliegenden Sachverhalt.

3.3. Materialmodelle

Die zentrale Idee des Prinzips der Funktionalgleichungen beruht auf der Manipulation
der Materialgesetze. In diesem Abschnitt werden drei Materialmodelle vorgestellt. Dabei
handelt es sich um ein linear elastisches, ein linear viskoses und ein allgemeines linear
viskoelastisches Material. Isotropie und Homogenitat werden stets vorausgesetzt.

Vorbereitend werden zunéchst einige Begriffe und Konventionen vorgestellt. Die fol-
genden Ausfithrungen orientieren sich dabei lose an Landau und Lifschitz [52] sowie
Szabé [53, [54].

Die Notation wird {iberwiegend in Index-Schreibweise vorgenommen. Die Indizes kdn-
nen jeweils die Werte 1, 2 und 3 annehmen. Es finden das Kronecker-Delta ¢;; und die
Summenkonvention von Einstein Anwendung (vergleiche zum Beispiel de Boer [55]).

Der Spannungszustand eines Korpers wird durch den Spannungstensor o;; beschrie-
ben Dieser lésst sich in eindeutiger Weise aufspalten:

Oij = éakkézj + Sij- (3.1)
Der erste Summand ist eine Diagonalmatrix. Thre Diagonalelemente sind alle identisch
und gleich dem Mittelwert %Uk.k der Komponenten auf der Hauptdiagonale des Span-
nungstensors o;;. Dieser Summand wird als Kugeltensor bezeichnet. Er beschreibt den
hydrostatischen Spannungszustand. Die Summe der Diagonalelemente (die ersten Inva-
rianten) des Kugeltensors ist mit der des Spannungstensors identisch.
Der zweite Summand wird als Deviator bezeichnet. Er beschreibt die Abweichung des
Spannungstensors vom Kugeltensor. Fiir einen gegebenen Spannungstensor o;; ist der
zugehdrige Spannungsdeviator s;; durch Gleichung (B.1)) eindeutig bestimmt. Die Summe

20Vergleiche die entsprechenden Kommentare von Greenwood [47].

2'Da die Gefahr von Missverstindnissen nicht besteht, wird das Symbol o;; sowohl fiir den Tensor
selbst als auch fiir seine Komponenten benutzt. Das gilt sinngem&fs auch fiir die im weiteren Verlauf
eingefiihrten Tensoren.
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3.3. Materialmodelle

der Diagonalelemente (die erste Invariante) des Spannungsdeviators ist identisch Null.
Die Komponenten auferhalb der Hauptdiagonale sind mit denen des Spannungstensors
identisch, das heifit s;; = o5, fiir i # j.

Analog dazu wird der Deformationszustand eines Koérpers durch den Verzerrungstensor
€ij beschrieben. Auch dieser kann eindeutig aufgespalten werden:

1
€ij = gakkélj + €. (3.2)

Der erste Summand ist wiederum der Kugeltensor. Er beschreibt die homogene Dilatati-
o, mithin die Volumenénderung der Korpers. Der zweite Summand e;; ist der Verzer-
rungsdeviator. Er beschreibt eine reine Scherung des Korpers, das heifst seine Gestaltan-
derung. Die oben genannten Eigenschaften des Spannungstensors und seiner Zerlegung
gelten sinngeméfs auch fiir den Verzerrungstensor.

Das linear elastische Material

Nach den vorbereitenden Ausfiihrungen beginnt nun die Betrachtung des linear elasti-
schen Materialgesetzes. Dieses kann den géngigen Lehrbiichern zur Elastizitédtstheorie
entnommen werden, z.B. Landau und Lifschitz [52]:

1
gdkk(slj + Sij = K&“kk(sij + 2Geij- (3.3)

Als Materialkonstanten wurden hier, aus Griinden die gleich offensichtlich werden, der
Schubmodul G und der Kompressionsmodul K benutzt. Haufiger ist jedoch die Verwen-
dung des Elastizitdtsmoduls E und der Querkontraktionszahl (Poissonzahl) v zu finden.
Von diesen vier Materialkonstanten sind jeweils nur zwei unabhéngig voneinander. Die
iibrigen lassen sich stets durch diesen beiden darstellen. So gilt fiir die Beziehung der vier
Konstanten untereinander beispielsweise:

G= 2(%“) (3-4)
K= ?)(1#2”) sowie (3.5)
E = % und (3.6)
Y= %% (3.7)

Die in den Gleichung (B.1]) und ([B.2]) vorgenommene Zerlegung und die aufgefiihrten
Eigenschaften bieten die Moglichkeit, auch im Materialgesetz (83) die Volumenénderung
und die Gestaltanderung einzeln zu betrachten. Das fiihrt unmittelbar zu den beiden
Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen:

O3 — 3K€ii7 (3.8)
Sij = 2Gez~j. (3.9)

22Eine andere gebrauchliche Bezeichnung ist hydrostatische Kompression.
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3. Ubertragung der Reduktionsmethode auf Elastomere

Im vorherigen Abschnitt wurde erwéhnt, dass das Materialgesetz (8.8) und (8.9)) in Rei-
hen linearer Differentialoperatoren nach der Zeit entwickelt werden kann. Dieser Schritt
wird nun demonstriert. Sowohl Vorgehensweise als auch Notation orientieren sich an
Radok [35]. Es werden zunéchst zwei solcher Reihen, P und @, definiert:

on
P:= an%, (3.10)
n=0
ng on
n=0

In diesen Formeln sind p,, und g, konstante Koeffizienten, n,,n, € Ny die hochste in
P respektive () vorkommende (Ableitungs-) Ordnung und Ny = NU {0} die Menge der
nichtnegativen, ganzen Zahlen.

Diese Reihen werden zur Entwicklung der rechten Seiten von (B.8) und (8:9) benutzt.
So lésst sich fiir Erstere schreiben:

np on
3Keii = Peji = <an%> Eii- (3.12)
n=0

Da in Gleichung (B.8) keine Zeitableitungen von e;; vorkommen, besteht die Reihe nur
aus dem Glied nullter Ordnung. Durch Vergleich der Koeffizienten zeigt sich

3K = P = py. (3.13)

Diese Vorgehensweise wird analog auch auf die rechte Seite der Gleichung (3.9) ange-
wandt. Es ergibt sich wiederum eine banale Zuordnung;:

ng n
2Ge;j = Qe = <Z qn%> ejj sowie (3.14)
n=0
2G = Q = qp. (3.15)

Vollig analog lassen sich zwei weitere Reihen definieren und zur Entwicklung der linken
Seiten von (B.8) und ([B.9]) verwenden. Bei dieser Vorgehensweise werden dann insgesamt
vier Reihen linearer Differentialoperatoren zur Formulierung der Materialkonstanten be-
nutzt. Auf diese Weise lassen sich differentielle und integrale Beziehungen abbilden. So-
wohl Lee [34] als auch Radok [35] sehen diese Moglichkeit grundsétzlich vor. Sie ist im
Rahmen der vorliegenden Arbeit jedoch weder notwendig noch trégt sie zum besseren
Versténdnis bei. Um den Abstraktionsgrad nicht unnétig zu erhéhen, wird daher auf
diese allgemeinere Vorgehensweise verzichtet.

Damit ist die Behandlung des linear elastischen Materialverhaltens zunéchst abge-
schlossen. In den folgenden Abschnitten werden diese Ergebnisse jedoch wieder aufge-
griffen.
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3.3. Materialmodelle

Das linear viskose Material

Als zweites Materialmodell wird ein linear viskoses Verhalten betrachtet. Als Grundla-
ge werden die Spannungs-Verzerrungs-Beziehungen verwendet, wie sie zum Beispiel von
Landau und Lifschitz [56] fiir die Beschreibung einer zéhen Fliissigkeit benutzt werden:

édkk(sz‘j + 8i5 = K&“kk(sij + Cékkélj + Qnéz‘j. (3.16)
In dieser Gleichung wird durch einen Punkt die zeitliche Ableitung gekennzeichnet,
()= %( ). Des Weiteren werden mit K, ¢ und 7 der Schubmodul, die Volumenvis-
kositdt sowie die Scherviskositéi bezeichnet. Analog zum Fall des elastischen Materials
werden die Einfliisse von Dilatation und Scherung separiert und deren rechte Seiten (ge-
meint sind die, welche sich auf die Verzerrungen beziehen) in Reihen nach dem Vorbild
der Gleichungen (B.I0) bzw. ([B.I1]) entwickelt. Fiir die Dilatation ergeben sich das Ma-
terialgesetz

und die Reihenentwicklung
) 0
3Kei; + 3Cei = Pey; = | po trig (i) (3.18)
mit den Koeflizienten
po =3K,p1 = 3C. (3.19)

Die entsprechenden Beziehungen fiir die Scherdeformation sind:

sy = 2né;j, mit der Reihenentwicklung (3.20)
) 0
90 = 0,q1 = 21). (3.22)

Insbesondere im Zusammenhang mit diesem Materialverhalten ist ein kurzer Hinweis
beziiglich Inkompressibilitdt angebracht. Wird das betrachtete Material als inkompressi-
bel angesehen, dann gilt [52]:

Eit = 0. (3.23)

Gleichzeitig muss auch €;; = 0 gelten und der Kompressionsmodul gegen unendlich gehen.
Die Gleichungen (3.17) bis (3.19)) lassen in diesem Fall keine sinnvolle Auswertung zu. Im
inkompressiblen Fall bleibt daher nur die Gleichung fiir die Scherdeformation iibrig und
diese beschreibt ein rein linear viskoses Verhalten, das heiflt eine lineare Abhéngigkeit
zwischen den Spannungen und den Deformationsgeschwindigkeiten é;;.

Die beiden behandelten Materialgesetze konnen als entartete Sonderfille von Visko-
elastizitdt betrachtet werden, die nur elastisches oder nur viskoses?] Verhalten zeigen.

ZKine andere gebriuchliche Bezeichnung ist dynamische Viskositit.
Fir das viskose Materialgesetz gilt das streng genommen nur fiir die vorgestellte Annahme eines
inkompressiblen Stoffes.
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3. Ubertragung der Reduktionsmethode auf Elastomere

Die einfachsten Modelle, die sowohl elastische als auch viskose Eigenschaften beinhal-
ten, sind das Kelvin-Modell und das Maxwell-Modell. Auf diese wird im Abschnitt
eingegangen.

Das linear viskoelastische Material

Als Drittes wird ein linear viskoelastisches Materialgesetz vorgestellt. Dabei erfolgt die
Beschrankung auf den Fall, dass ein Spannungszustand auf Basis einer bekannten De-
formationsgeschichte berechnet werden soll, vergleiche Abschnitt 31l Die Losung des
umgekehrten Problems verlduft analog, so dass eine eingehende Behandlung beider Mo6g-
lichkeiten nicht notwendig ist.

Die folgenden Betrachtungen orientieren sich vor allem an Christensen [50] und in
geringerem Umfang an Pipkin [51]. Eine kurze Einfiihrung in die Materie ist jedoch in
vielen Biichern iiber Kontaktmechanik enthalten, z.B. Popov [I§] oder Johnson [12].

Die vermutlich gebrauchlichste Formulierung des allgemeinen viskoelastischen Verhal-
tens lautet

oii(t) = / K(t —71)éu(r) dr, (3.24)

T=—00

Sij(t) =2 / G(t - T)éij(T) dr. (325)

T=—00

Mit K (t) und G(t) werden die Relaxationsfunktionen beziiglich der Kompression respek-
tive der Scherung bezeichnet. An dieser Stelle wurde die bisher praktizierte Trennung
zwischen Volumendnderung und Gestaltdnderung beibehalten. Diese Trennung ist so je-
doch nicht zwingend notwendig, diesbeziiglich sind sowohl Verallgemeinerungen als auch
Vereinfachungen moglich.

Die Relaxationsfunktionen selbst sind ein zentrales Hilfsmittel zur Beschreibung von
Elastomeren. Sie kénnen auf mehrere Weisen interpretiert werden. Aus der obigen Dar-
stellung wird unmittelbar die Interpretation als Gewichtungsfunktionen sichtbar. Offen-
sichtlich machen sie eine Aussage dariiber, wie stark die Deformationszustinde zu unter-
schiedlichen Zeitpunkten den momentanen Spannungszustand beeinflussen. Eine andere
Interpretation ist die, ebenfalls naheliegende, Deutung als zeitabhéngiger Kompressions-
bzw. Schubmodul.

Vor allem bei der zweiten Deutung muss jedoch im Gedéchtnis behalten werden, dass
in den Integralen nicht die Deformationen selbst, sondern ihre zeitlichen Ableitungen
vorkommen. Unter weiteren Annahmen lassen sich jedoch die rechten Seiten von (3.24))
und (3:25)) mit Hilfe partieller Integration so umformen, dass die Integration iiber die
zeitliche Ableitung der Relaxationsfunktion und die Deformationen selbst vorzunehmen
ist.

Dass die Formulierung geméfs den Gleichungen ([3:24)) und (B:28) moglich ist, folgt
mit dem Darstellungssatz von Riesz aus ganz fundamentalen Annahmen. Das sind zum
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3.4. Die Greensche Funktion des viskosen Kontakts

einen, dass der momentane Spannungszustand nicht nur vom gegenwartigen Deformati-
onszustand, sondern auch von (allen) fritheren abhingt (Gedéchtnis-Hypothese). Die
zweite Annahme ist, dass der Deformationsverlauf ausreichend glatt ist (Glattheits-
Hypothese) [50].

Ein letzter Hinweis betrifft den Vorfaktor 2 in Gleichung (3.25). Mit Hinblick auf die
Theorie erscheint es sinnvoll, mit Hilfe des Schubmoduls die Verzerrungen el-j mit den
Spannungen zu verkniipfen. Das wurde in den vorherigen Abschnitten praktiziert. In
Hinblick auf die experimentelle Bestimmung dieser Materialkonstante bzw. -funktion ist
es jedoch naheliegend und iiblich, diese nicht auf die Verzerrung, sondern auf die Gleitung
Vij = 2€;5 zu beziehen.

In der Literatur wird dieser Umstand unterschiedlich behandelt. Die vorliegende Ar-
beit, orientiert sich in Ubereinstimmung mit Lee und Radok [57] an der zweiten Betrach-
tungsweise. Demzufolge wird davon ausgegangen, dass der zeitabhédngige Schubmodul
eine Funktion der Gleitung ist, G = G(t, ). Der Vorfaktor 2 in Gleichung (3.25]) bertick-
sichtigt, dass dort abweichend auf die Verzerrung Bezug genommen wird. Dies ist wegen
G(t,v) = G(t,2¢) = 2G(t,e) moglich, da Linearitdt vorausgesetzt ist.

Fiir die auftretenden Faltungsintegrale wird im Folgenden sporadisch auf die iibliche

Notation .

(o %) (1) = / ot — T)(r) dr (3.26)

T=—00
zuriickgegriffen.

Eingangs wurde erwéahnt, dass auch die umgekehrte Betrachtung praktikabel ist. Dabei
wird jeweils einer Belastungshistorie ein Deformationszustand zugeordnet. Unter Beibe-
haltung der Separation von Dilatation und Scherung erhélt man analog zwei Beziehungen

cilt) = (I 63) () und eij(t):%(J*éij)(t). (3.27)

Die hier benutzten Funktionen /(¢) und J(t) sind die Kriechantwort2] beziiglich der Kom-
pression bzw. der Scherung. Diese sind in gewisser Weise invers zu den vorher genannten
Relaxationsfunktionen

3.4. Die Greensche Funktion des viskosen Kontakts

In den vorhergehenden Abschnitten wurden das Prinzip der Funktionalgleichungen ein-
gefiihrt und die zur Anwendung kommenden Materialmodelle vorgestellt. In diesem Ab-
schnitt wird die Anwendung an einem einfachen Beispiel demonstriert.

Betrachtet wird ein Halbraum mit einer linear viskosen Rheologie geméfs der Glei-
chung (3I6]). Die Materialeigenschaften werden durch den Kompressionsmodul K, die

#Beachte: Fiir die Komponenten der Tensoren gilt nach Gleichung ([B2) fiir i # j stets e;; = €i;.

263cheinbar hat sich keine deutsche Ubersetzung fiir den englischen Begriff creep compliance durchge-
setzt. Meistens wird auch in deutschsprachigen Verdffentlichungen die englische Bezeichnung verwen-
det. Eher selten findet man die Begriffe Kriechantwort und Kriechnachgiebigkeit.

#Vergleiche dazu die Beziehung (B57) und die zugehérigen Erliuterungen.
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3. Ubertragung der Reduktionsmethode auf Elastomere

Volumenviskositit ¢ und die Scherviskositdt n beschrieben. Inkompressibilitdt wird zu-
néchst nicht vorausgesetzt, jedoch am Ende des Abschnitts gesondert betrachtet.

Gesucht ist die Deformation der Oberfliche des Halbraums unter der Wirkung ei-
ner konstanten Einheits-Normalkraft Fp. Dieses Beispiel hat nicht nur akademischen
Charakter. Seine Losung wird als Greensche Funktion (fiir dieses Problem) bezeichnet.
Greensche Funktionen sind die Grundlage vieler Losungsverfahren fiir Randwertprobleme
und haben daher eine ganz konkrete, praktische Bedeutung. Zu Greenschen Funktionen
und ihren Anwendungen wird auf das Buch von Duffy [58] verwiesen.

Gemifs den Ausfiihrungen in Abschnitt ist der erste Schritt das Definieren eines
vergleichbaren elastischen Problems. Das ist in diesem Fall die Deformation eines elasti-
schen Halbraums unter der Wirkung dieser Kraft. Zur Vermeidung von Verwechslungen
werden im Folgenden die Grofien, die sich auf das vergleichbare elastische Problem be-
ziehen, durch eine Tilde gekennzeichnet. Die Eigenschaften des elastischen Halbraums
werden durch den Kompressionsmodul K und den Schubmodul G beschrieben.

Im zweiten Schritt ist das vergleichbare elastische Problem zu l6sen. In diesem Fall
kann die Losung direkt aus Lehrbiichern zur Elastizitdtstheorie entnommen werden, z.B.
Landau und Lifschitz [52]. Eine Normalkraft F' bewirkt im Abstand r zum Kraftangriffs-
punkt die Deformation:

. F(1-p)
u(r) = ——=—— 3.28
(r) 2nGr (3.28)
bzw. nach Ersetzung der Querkontraktionszahl geméfs Gleichung (B7):
F 3K +4G
dmr G(3K + G)

Auch in der Losung des vergleichbaren elastischen Problems muss, zumindest formal,
der zeitliche Verlauf der Belastung spezifiziert werden. In Hinblick auf die Aufgaben-
stellung kann angenommen werden, dass die Kraft zu einem Zeitpunkt ¢ = 0 zu wirken
beginnt und dann konstant bleibt. Auf diese Weise ldsst sich der zeitliche Verlauf der
Normalkraft mit Hilfe der Heaviside-Funktion H beschreiben:

0 ,t<0
H(t) = ’ 3.30
(t {1 P (3:30)

Die Einheits-Normalkraft gentigt damit der Beschreibung
F(t) = FnH(t) (3.31)
und fiir die Losung des vergleichbaren elastischen Problems folgt

_ FyH(t) 3K +4G
™ 2G(6K +2G)

a(r) (3.32)

Im dritten Schritt wird das urspriingliche Materialverhalten wieder in Gleichung (3.32)
eingesetzt. Dazu werden erst die Materialparameter geméf den Gleichungen ([B.I3]) und
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3.4. Die Greensche Funktion des viskosen Kontakts

(BI3) durch ihre jeweiligen Reihenentwicklungen ausgedriickt:

_ FyH() P+20

a(r) . (3.33)
T Q2P +Q)
AnschlieRend werden formal P durch P und Q durch Q ersetzt:
FyH(t) P+2
ur) = a)| = INHG_P+2Q (3.34)

PP 7w Q2P +Q)
R—Q
und dann geméf ([BI8) und (B.21)) die Materialparameter des viskosen Mediums substi-

tuiert: 5 5
_ FyH() (BK +3¢5) + (4n5)

u(r) = . (3.35)
T (2n%) (2 (3K +3¢Z) + (2n2))
Diese Gleichung wird mit Hilfe der Laplace-Transformation
Lz} = / 2(t)e— dt (3.36)
0

in den Bildbereich iibertragen. Das Symbol s bezeichnet die komplexe Variable im Bildbe-
reich. Obwohl die Auswertung dieses Integrals zumindest in einfachen Fallen moglich ist,
ist die Verwendung von Korrespondenztabellen meist weniger aufwendig. Diese lassen sich
tiblicherweise in Biichern zur Laplace-Transformation (z.B. Weber und Ulrich [59] oder
Follinger und Kluwe [60]) und vielen mathematischen Ubersichts- oder Tabellenwerken
(z.B. Bronstein et al. [61]) finden. Fiir die Laplace-Transformierte der Gleichung (3.35)

erhalt man
Fy 3K +43(s+4ns

7rs dns (3K + 3Cs 4+ ns)
Grofen im Bildbereich sind durch einen Stern kenntlich gemacht. Diese Art der Kenn-

zeichnung wird auch im weiteren Verlauf beibehalten. Die Riicktransformation in den
Zeitbereich erfolgt mittels

u*(s) == L{u} = (3.37)

y+ioc0
1
L) = o / 7 (s)e"t ds. (3.39)
y—100

Dabei sind 7 = v/—1 die imaginare Einheit und ~y eine reelle Zahl, die die Konvergenz des
Integrals sicherstellt Oftmals einfacher ist wiederum die Nutzung von Korrespondenz-
tabellen. Dazu wird Gleichung ([B37) einer Partialbruchzerlegung unterzogen:

Fn [ w 3¢+4n 1 } 3K
s2(s+w) 3C+1n s(s+w) W 3C+n

u*(s) (3.39)

- 4dmrn

28 Auf eine detaillierte Behandlung wird an dieser Stelle verzichtet. Stattdessen wird auf die Fachliteratur
verwiesen, z.B. Weber und Ulrich [59], Féllinger und Kluwe [60] oder der Klassiker von Carslaw und
Jaeger [62].
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3. Ubertragung der Reduktionsmethode auf Elastomere

Die Riicktransformation in den Zeitbereich liefert die Greensche Funktion fiir den visko-
sen Normalkontakt:
o=l Fy |t 1 —wt

In der Losung sind zwei Einfliisse erkennbar. Zum einen existiert ein linearer Term,
der nur von der Scherviskositit beeinflusst wird. Der zweite Term zeigt exponentielles
Verhalten. Wahrend seine Amplitude durch die Kompressibilitidt bestimmt ist, ist die
charakteristische Zeit durch das in Gleichung ([3.39) angegebene Verhéltnis der Materi-
alparameter vorgegeben.

Wird nun zusétzlich Inkompressibilitit vorausgesetzt, also K — oo und { — 0, dann
verschwindet der zweite Summand in Gleichung (3:40) und man erhélt die Greensche
Funktion fiir den inkompressiblen, viskosen Normalkontakt:

_ Fnt
A

u(r,t)

(inkompressibel). (3.41)

Dieses Ergebnis erhélt man auch, wenn direkt in der Greenschen Funktion (B:28]) des
elastischen Kontakts Inkompressibilitdt durch die Wahl o = % erzwungen wird. Die
vorgefiithrten Umformungen haben ihren Ausgangspunkt dann nicht in Gleichung (3:28),

sondern in
Fy

B 4nGr
Die Analogie zwischen den Greenschen Funktionen des (inkompressiblen) elastischen

und des (inkompressiblen) viskosen Normalkontakts wird besonders deutlich, wenn man
die zeitliche Ableitung von Gleichung ([BA41]) betrachtet:

a(r) (inkompressibel). (3.42)

A

u(r) (inkompressibel.) (3.43)
Offenbar geht die elastische Losung ([B:42]) in die viskose Losung (B:43]) iiber durch die
Transformation

u—u, G—=n, (3.44)

das heifst, wenn die Deformation durch die Deformationsgeschwindigkeit und der Schub-
modul durch die Scherviskositdt ersetzt werden. An dieser Stelle sei betont, dass diese
Aussage nur fiir das zu Grunde liegende Materialgesetz in Verbindung mit dem Kraftge-
setz (B30) giiltig ist, vergleiche [63].

3.5. Das allgemeine viskoelastische Materialgesetz

In den vorherigen Abschnitten wurden die Grundlagen des Verfahrens dargelegt und an
einem einfachen Beispiel demonstriert. Nun folgt der eigentliche Kern dieses Kapitels.
Mit Hilfe des Prinzips der Funktionalgleichungen erfolgt die formale Erweiterung der
Methode der Dimensionsreduktion von elastischen Materialien auf solche mit beliebiger
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3.5. Das allgemeine viskoelastische Materialgesetz

linearer Rheologie. Dabei wird von der Situation ausgegangen, dass die Losung eines Kon-
taktproblems mit einem Elastomer gesucht ist. Zum anderen wird vorausgesetzt, dass ein
vergleichbares elastisches Problem existiert, mit der Methode der Dimensionsreduktion
gelost werden kann und diese Losung auch bekannt ist.

Zur Vermeidung von Missverstdndnissen wird hervorgehoben, dass in keiner Weise der
Anspruch erhoben wird, dass diese Voraussetzungen grundsétzlich erfiillt sind. Stattdes-
sen wird, einer mathematisch motivierten Herangehensweise entsprechend, die Giiltigkeit
der folgenden Betrachtungen auf solche Falle eingeschrankt. Dass es Fragestellungen gibt,
die mit der Methode der Dimensionsreduktion nicht beantwortet werden kénnen, ist da-
von unbenommen.

Betrachtet wird ein reibungsfreies Normalkontakt-Problem ohne Adhé&sion, welches
der Halbraum-Naherung gentigt. Die Kontaktpartner sind ein starrer Indenter und ein
Elastomer, dessen Rheologie durch zeitabhéngige Relaxationsfunktionen geméfs den Glei-
chungen (3.24) und (B.27]) beschrieben wird. Gesucht ist eine Losung des Problems mit
der Methode der Dimensionsreduktion.

Im ersten Schritt ist es notwendig, eine Formulierung des Kontaktproblems mit Hilfe
der Methode der Dimensionsreduktion zu finden. Erst in einem zweiten Schritt soll es
dann auch gelost werden. Das vergleichbare elastische Problem besteht demnach darin,
zunéchst eine Formulierung eines Normalkontakts ohne Reibung und Adhé&sion zwischen
einem starren Indenter und einem elastischen Halbraum zu finden. Die Materialeigen-
schaften des Letzteren werden durch den Schubmodul G und den Kompressionsmodul K
beschrieben.

Die gesuchte Formulierung wurde im Abschnitt vorgestellt: Der elastische Halb-
raum wird auf eine eindimensionale Anordnung unabhéngiger, linearer Federelemente
abgebildet und die Oberflache des starren Indenters geméafs einer vorgegebenen Trans-
formation? auf eine starre Linie. An jedem einzelnen Element gilt zwischen Kraft und
Verschiebung die Beziehung

26 (6K +26)
In(t) Y EWT: bu(t). (3.45)
Das folgt aus Gleichung ([2.24]) in Verbindung mit (2Z25) und den Beziehungen (3.0))
und B7). Gleichung ([345]) ist - in Verbindung mit den zugehérigen Erlauterungen - die
gesuchte Formulierung des vergleichbaren elastischen Normalkontakt-Problems. Geméf
Voraussetzung ist die Losung des elastischen Problems bekannt.

Um nun das konkrete viskoelastische Problem zu l6sen, sind zwei Wege denkbar. Einer-
seits ist es moglich, in der Losung des konkreten elastischen Problems das urspriingliche
Materialverhalten zu substituieren. Diese Vorgehensweise ist oftmals bei einer analyti-
schen Untersuchung vorteilhafter. Andererseits ist es aber auch moglich, die Ersetzung
der Materialparameter bereits in der Formulierung des vergleichbaren elastischen Pro-
blems (3450) vorzunehmen und auf dieser Grundlage die viskoelastische Losung zu be-

stimmen. Dieser Weg ist haufig flir numerische Untersuchungen sinnvoller.

*Tm Fall eines rotationssymmetrischen Indenters ist das die Gleichung (ZH)).
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3. Ubertragung der Reduktionsmethode auf Elastomere

. . i i Losung des
koelastisch viskoelastische g
o SOC S REEES Formulierung —P|  viskoelastischen
Kontaktproblem
mit der MDR Kontaktproblems
Austausch der Austausch der Austausch der
Material- Material- Material-
eigenschaften eigenschaften eigenschaften
v b
vergleichbares Formulierung des a Losung des
elastisches —| clastischen Problems —— elastischen
Kontaktproblem mit der MDR Kontaktproblems

Abbildung 3.2.: Ubertragung der Methode der Dimensionsreduktion (MDR) auf visko-
elastische Kontaktprobleme. Die zwei denkbaren Wege der Riicktrans-
formation sind im Bild mit a bzw. b gekennzeichnet.

In der Abbildung ist die Vorgehensweise schematisch dargestellt. Die beiden Mog-
lichkeiten der Riicktransformation sind mit a beziehungsweise b gekennzeichnet. In Ab-
schnitt wird die Thematik erneut aufgegriffen und mit Beispielen unterlegt.

Wird die erste Moglichkeit verfolgt, so ist der néchste Schritt banal. Die Existenz einer
Losung fiir das vergleichbare elastische Problem im Rahmen der Methode der Dimen-
sionsreduktion wurde eingangs vorausgesetzt. Der abschlieftende Schritt besteht in der
Resubstitution des viskoelastischen Verhaltens in die elastische Losung. Dass auf diese
Weise die Konstruktion der gesuchten Losung moglich ist, ist unter den getétigten Annah-
men naheliegend. Ob die tatsdchliche Bestimmung dieser Losung aber fiir jedes denkbare
konkrete Problem und jedes beliebige Materialverhalten durchfiihrbar ist, ist damit nicht
gesichert. Ein allgemeingiiltiger Beweis ldsst sich auf dieser Abstraktionsebene jedenfalls
schwerlich finden.

Wie stellt sich aber die Lage bei Wahl der zweiten Moglichkeit dar? Hier wird die
Resubstitution des Materialverhaltens unmittelbar in der Formulierung des Problems
vorgenommen. In Anlehnung an Lee und Rogers [40] und Yang [41] werden zunéchst

in Gleichung (3.45]) die elastischen Konstanten durch ihre Reihenentwicklungen ausge-
driickt. Mit den Gleichungen (B.I3]) und (BI5]) ergibt sich

i Q(2P+Q)

Fn(t) =b T a(t). (3.46)
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3.5. Das allgemeine viskoelastische Materialgesetz

Anschliefsend wird diese Gleichung einer Laplace-Transformation unterzogen:

O* <2p* n Q*)

T i*(s). (3.47)

fu(s) =10

In dieser Gleichung sollen P und Q durch ihre viskoelastischen Entsprechungen er-
setzt werden. Dazu werden zuvor die Materialgesetze ([3.24]) und (B.25) ebenfalls in den
Laplacebereich iibertragen:

07 (s)

533(s)

Hierbei wird ausgenutzt, dass die Faltung zweier Funktionen im Zeitbereich der Mul-
tiplikation im Bildbereich entspricht. In Analogie zur Bestimmung der Reihen linearer
Differentialoperatoren im Abschnitt B.3] werden die Entsprechungen

K7 (s)se5(s), (3.48)

2G™(s)sej;(s). (3.49)

o55(s) = P*(s)ej;(s) mit P*(s) := sK*(s), (3.50)

i i

s5;(s) = Q" (s)e;;(s) mit Q*(s) := 25G™(s) (3.51)

identifiziert. Die so definierten Funktionen P* und Q* beschreiben das viskoelastische
Verhalten im Bildbereich. Im néchsten Schritt werden sie in die Gleichung ([3.47]) substi-

tuiert 0 o)

und geméf den Gleichungen (B.50) und ([B.51]) wieder durch die Relaxationsfunktionen
ersetzt:

NOESINO

ey (28GT (28 K* 4 25G)\
i) = (BE R )

_ 4 <%IGG)) (su*(s)). (3.53)

Durch Riicktransformation in den Zeitbereich ergibt sich schlussendlich:

t

Fnlt) = LY f5) = 4b / V(t — rya(r) dr. (3.54)
7=0
Hierbei beschreiben
L CRE G
V() =LV (3.56)
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3. Ubertragung der Reduktionsmethode auf Elastomere

das Materialverhalten im Bild- bzw. Zeitbereich. Die Form der Gleichung (3.54) ermog-
licht unmittelbar eine Interpretation, wie die Formulierung des viskoelastischen Nor-
malkontakts mit der Methode der Dimensionsreduktion aussieht. Wie beim elastischen
Kontakt wird der Indenter auf eine starre Linie abgebildet. Der Halbraum dagegen wird
durch eine verallgemeinerte Winkler-Bettung dargestellt, das heifst durch eine Kette un-
abhéngiger Elemente mit der generalisierten Steifigkeit V'(¢). Abbildung stellt das
schematisch dar.

lF

Indenter

viskoelastisch

v v
_____ i

Indenter

elastisch

Abbildung 3.3.: Schematische Darstellung zur Modellierung viskoelastischen Materialver-
haltens in der Methode der Dimensionsreduktion. Die senkrechten Pfeile
markieren den Austausch der Materialeigenschaften mit dem Prinzip der
Funktionalgleichungen, der waagerechte Pfeil die Transformation auf ei-
ne Dimension.

Dasselbe Ergebnis erhilt man auch, wenn das Materialverhalten nicht durch die Re-
laxationsfunktionen ([3.24) und ([B:25]) definiert ist, sondern durch die Kriechantworten
I(t) und J(t) geméf Gleichung (B.27)). Davon kann man sich leicht iberzeugen. Durch
Laplace-Transformation der Gleichungen (8.27) und anschliefslendem Vergleich mit (3.48))
und (349) ergeben sich im Bildbereich unmittelbar die Beziehungen

s2K*(s) = %@ und s2G*(s) = L (3.57)

J*(s)”

Die entsprechenden Herleitungen finden sich beispielsweise bei Christensen [50].
Werden die in diesem Abschnitt vorgenommen Betrachtungen sinngeméfs fiir ein durch
die Kriechantworten ([B.27)) definiertes Materialverhalten vorgenommen, ergibt sich ein
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zu ([B.54]) und (350) analoges Resultat. Mit Hilfe der Beziehungen (8.57)) 4sst sich zeigen,
dass beide Ergebnisse dquivalent sind. Auf die Vorfiihrung des Beweises wird jedoch an
dieser Stelle verzichtet.

Stattdessen wird kurz auf ein Detail eingegangen, das leicht iibersehen werden kénnte.
Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden die folgenden Betrachtungen auf die Kompres-
sions-Relaxationsfunktion K (¢) und die Kompressions-Kriechantwort I(¢) beschrankt.
Sie gelten jedoch sinngeméfs auch fiir die Scherung. Das elastische Analogon zur Aussa-
ge ([B.571) ist, dass Kompressionsmodul K und Kompressibilitdt 1/K reziprok zueinander
sind. Diese Aussage ist banal, ldsst sich aber auch formal aus den beiden (dquivalenten)
Darstellungen

1
O — 3K€” und 361'1' = ?O'n' (358)

der Gleichung (B.8) ableiten. Offensichtlich sind aber die beiden Beziehungen aus (3.58)
auch die elastischen Entsprechungen zu (3.24) und (3.27):

043 — (K * 811) und Eip — (I * Uu) (3.59)

Im Gegensatz zu Kompressionsmodul K und Kompressibilitdt 1/K sind die Relaxations-
funktion K (t) und die zugehorige Kriechantwort I(t) nicht reziprok, sondern gehorchen
der Gleichung (8.57)). Es ldsst sich jedoch zeigen (vergleiche Christensen [50]), dass sich
dieses Verhalten in den Grenzen wieder auf Reziprozitéit reduziert:
}/g% K(t) = %g%% und tlgélo K(t) = lim —. (3.60)
Es wurde in diesem Abschnitt gezeigt, dass die Methode der Dimensionsreduktion
auch auf viskoelastische Normalkontakt-Probleme anwendbar ist, wenn diese den ein-
gangs genannten Voraussetzungen geniigen. Zugleich wurde die Vorgehensweise skizziert.
Es muss allerdings auch eingerdumt werden, dass einer wesentlichen Schwierigkeit ausge-
wichen wurde. In den Gleichungen (3.55) und ([B.56) wurde zwar gezeigt, wie das Ubertra-
gungsverhalten der generalisierten Federelemente konstruiert wird. Allerdings kann die
Riicktransformation in den Zeitbereich erhebliche Schwierigkeiten bereiten. Das betrifft
insbesondere solche Félle, wo die Beschreibung des Materialverhaltens durch Relaxati-
onsfunktionen tatséchlich sinnvoll ist.

3.6. Vereinfachungen

Ankniipfend an die Ergebnisse des vorherigen Abschnitts, werden nun einige Vereinfa-
chungen vorgestellt.

Inkompressibilitat

In vielen Féllen kénnen Elastomere nédherungsweise als inkompressibel angenommen wer-
den. Dadurch ergibt sich eine deutliche Vereinfachung. Die Betrachtung von (3.55) zeigt:

. K*+4G* \! 1 3 !
v <8>—(m) —(a+m> - (3.61)

37



3. Ubertragung der Reduktionsmethode auf Elastomere

Fiir den Fall der Inkompressibilitét gilt K* — oo, der zweite Summand in Gleichung (3:6T])
geht gegen Null und es folgt V* — G*. Eingesetzt in Gleichung ([3.54]) ergibt sich unmit-

telbar:
t

fn(t) =4b / G(t —7)u(r) dr (inkompressibel) . (3.62)
7=0

Ein inkompressibles Elastomer wird in der Reduktionsmethode somit durch eine Kette
unabhéngiger Elemente mit der generalisierten Steifigkeit geméfs (3.54]) abgebildet. Die-
se wird direkt durch den zeitabhéngigen Schubmodul G(¢) und auferdem nur von der
Diskretisierungslédnge b bestimmt.

Dasselbe Ergebnis erhélt man auch, wenn Inkompressibilitdt bereits in der Formulie-
rung des vergleichbaren elastischen Problems, das heifst in Gleichung (3:45]), berticksich-
tigt wird.

Diskrete Modelle

Eine weitere Vereinfachung lasst sich erreichen, wenn die kontinuierliche Zeitabhéngigkeit
des Materialverhaltens durch diskrete Relaxationszeiten 7; angenéhert wird. Diese Vor-
gehensweise war besonders in der Anfangszeit der Modellierung viskoelastischer Medien
verbreitet. Das lasst sich im Wesentlichen auf zwei Ursachen zuriickfithren. Einerseits war
die Beriicksichtigung viskoelastischer Figenschaften auf andere Weise schlichtweg nicht
zu bewéltigen. Andererseits konnten aber auch bekannte Ergebnisse von verwandten Ge-
bieten, insbesondere der Elektrotechnik, unmittelbar auf diese Problematik iibertragen
werden. Hier ist insbesondere die Monografie von Gross [64] zu erwdhnen, die diesen
Sachverhalt systematisch behandelt und an der sich dieser Abschnitt orientiert.

Auch in heutiger Zeit findet diese Moglichkeit Anwendung, wie aktuelle Untersuchun-
gen zeigen, z.B. Liu et al. [65], Vandamme und Ulm [66] oder Dubois et al. [67]. Sie bietet
sich vor allem an, wenn die Materialeigenschaften tatséchlich von wenigen charakteristi-
schen Zeitkonstanten dominiert werden.

Die umfassende Behandlung von diskreten Modellen ist in diesem Abschnitt weder vor-
gesehen noch iiberhaupt moglich. Stattdessen soll lediglich die generelle Vorgehensweise
demonstriert werden. Dabei erfolgt die Beschrdnkung auf inkompressible Materialien.
Diese Einschrénkung ist jedoch nicht notwendig, sondern wird vorgenommen, um eine
unnotig komplizierte Behandlung zu vermeiden.

1/J
G n Go 7o
VW — | ANV
o

Abbildung 3.4.: Die einfachsten diskreten Materialmodelle, von links nach rechts: Feder,
Déampfer, Maxwell-Element, Kelvin-Element
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3.6. Vereinfachungen

Die einfachsten diskreten Modelle (vergleiche Abbildung [3:4]) sind die lineare Feder und
der lineare Dampfer, welche zur Modellierung linear elastischen bzw. viskosen Verhaltens
verwendet werden koénnen.

Aus diesen beiden lassen sich komplexere Modelle konstruieren. Durch die Kombination
einer Feder mit einem Dampfer in Reihenschaltung entsteht das Maxwell-Element. Dieses
beschreibt eine exponentiell abklingende (Relaxations-)Funktion:

G(t) = Goe ¥/, (3.63)

wobei G die Federkonstante ist und die Zeitkonstante 7y := 19/Go durch das Verhéltnis
aus dieser und dem Viskositdtsparameter 79 des Dampfers festgelegt wird.

Werden dagegen eine Feder und ein Dampfer parallel geschaltet, erhélt man ein Kelvin-
Element, welches eine Kriechfunktion der Form

J(t) = Jo(1 — e /™) (3.64)

beschreibt. Dabei sind 1/.Jy die Federkonstante, 19 := n9Jy die Zeitkonstante und ng
wiederum die Viskositatskonstante des Dampfers.

Mit den Gleichungen (B.63]) und (B.64)) lassen sich die einfachsten Fille viskoelastischen
Verhaltens abbilden. Zur Modellierung komplizierterer Materialien werden Kombinatio-
nen dieser Elemente herangezogen. So erhélt man aus der Parallelschaltung mehrerer
Maxwell-Elemente oder aus der Reihenschaltung mehrerer Kelvin-Elemente das verall-
gemeinerte Maxwell-Element respektive das verallgemeinerte Kelvin-Element.

—
[

G(t)/Go
J(t)/Jo

0 L )ry 2 3 0 L gy 2 3

Abbildung 3.5.: Verlauf der Relaxationsfunktion nach Gleichung (3.63) (links) und der
Kriechfunktion geméf Gleichung (3.64)

Bereits Gross [64] hat gezeigt, dass mit diesen Modellen reale Relaxationsfunktionen
bzw. Kriechfunktionen approximiert werden kénnen. Der Vorteil dieser Vorgehensweise
besteht darin, dass die Ubertragungsfunktion im Laplace-Bereich eine rationale Funkti-
on (in s) ist. Diese lasst sich durch Partialbruchzerlegung stets auf wenige elementare
Funktionen mit bekannten Korrespondenzfunktionen im Zeitbereich zuriickfiihren. Auf
diese Weise ist sichergestellt, dass zumindest grundsétzlich die Riicktransformation in
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3. Ubertragung der Reduktionsmethode auf Elastomere

den Zeitbereich durchfiihrbar ist. Das verbleibende Problem besteht in der Partialbruch-
zerlegung, insbesondere in der Bestimmung der Nullstellen des Nennerpolynoms.

Eine Diskussion einfacher Elemente und die Verbindung zum Prinzip der Funktional-
gleichungen haben Lee [36] sowie Bland und Lee [37] veroffentlicht. Aktuellere Anwen-
dungen dieses Verfahrens finden sich unter anderem bei Vandamme und Ulm [66] sowie
bei Wang und Nie [68]. Dort ist auch erkennbar, wie schnell der mathematische Aufwand
bei der Verwendung komplexerer Modelle ansteigt.

Linear viskose Medien

Als Abschluss des Kapitels erfolgt nun die Ubertragung der Methode der Dimensionsre-
duktion auf ein rein viskoses Medium. Nach den vorherigen Betrachtungen ist dies keine
echte Herausforderung mehr, sondern dient eher einer formalen Bestétigung. Gleichzei-
tig ist dieser Abschnitt jedoch Grundlage und Uberleitung fiir die folgenden Kapitel, in
denen es um die Behandlung eben dieses Materialgesetzes geht.

Ziel des Abschnittes ist eine Formulierung der Methode der Dimensionsreduktion fiir
ein inkompressibles Elastomer mit einer linear viskosen Rheologie. Wie bisher werden
Isotropie und die Halbraumnéherung vorausgesetzt. Adhésion wird nicht beriicksichtigt.

Das &dquivalente elastische Problem ist analog zum Abschnitt die Formulierung
der Methode der Dimensionsreduktion fiir ein inkompressibles elastisches Material. Die-
se besteht aber aus der Abbildung des elastischen Halbraums auf eine Kette linearer
Federelemente mit der Kraft-Verschiebungs-Beziehung

fn(t) = AGbal(t). (3.65)

Das ergibt sich durch Berticksichtigung der Inkompressibilitdt in Gleichung (3:45]).

In der Losung des elastischen Problems wird nun das linear viskose Materialverhalten
eingesetzt. Dazu wird der Schubmodul G nach Gleichung (BI5) durch seine Reihenent-
wicklung ersetzt:

fa(t) = 2Qba(t), (3.66)

diese wiederum durch ihr viskoses Analogon @ ersetzt und letztendlich die Parameter
des viskosen Materials gemaf ([B.21) und ([B:22) substituiert:

fn(t) = 4bn%u(t). (3.67)

Damit ist die Formulierung der Methode der Dimensionsreduktion fiir das inkompressi-
ble, viskose Elastomer gefunden: Der viskose Halbraum wird auf eine Kette unabhéngiger
Déampfer abgebildet, deren Verhalten durch das Gesetz

fn(t) = 4bnu(t) (3.68)

beschrieben wird. Dabei sind 7 die Viskositét des Elastomers, b die Diskretisierungslénge
und @ die Eindriickgeschwindigkeit des jeweiligen Dampfers.
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3.7. Fazit

3.7. Fazit

In diesem Kapitel wird das Prinzip der Funktionalgleichungen benutzt, um die Methode
der Dimensionsreduktion auf Kontaktprobleme mit Elastomeren anzuwenden. Hierbei
wird das Elastomer auf eine Kette unabhéngiger Elemente abgebildet. Die Charakteristik
dieser Elemente, also der Zusammenhang zwischen Kraft und Deformation, wird wahrend
der Konstruktion des Modells bestimmt. Das geschieht mit Hilfe der Gleichung (3.56)).

Eine wesentliche Schwierigkeit kann dabei die Riicktransformation der Ubertragungs-
funktion in den Zeitbereich darstellen. Aus diesem Grund werden einige Vereinfachungen
vorgestellt. Dabei wird auch das linear viskose Modell-Elastomer motiviert, das in den
folgenden Kapiteln untersucht wird.
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4. Normalkontakt mit einem viskosen
Elastomer

Dieses Kapitel ist das erste von zweien, in denen die Eigenschaften des linear viskosen
Modell-Elastomers untersucht werden. In diesem Kapitel steht dabei das Normalkontakt-
Problem im Mittelpunkt der Betrachtungen.

Zwei wesentliche Ziele werden mit diesem Kapitel verfolgt. Die Anwendung der Re-
duktionsmethode auf Kontaktprobleme mit Elastomeren soll anhand von Beispielen vor-
gefiihrt werden. Aufserdem sollen die so gewonnenen Ergebnisse mit unabhéngigen Ver-
fahren {iberpriift werden. Dies geschieht anhand analytischer Berechnungen am dreidi-
mensionalen Original-System und mit der Randelemente-Methode.

Dartiber hinaus sind die Ergebnisse dieses Kapitels (und auch des nichsten) als Bau-
steine gedacht, die auch bei der Modellierung komplexerer Elastomer-Modell verwendet
werden konnen. Insbesondere unter der Annahme einer linearen Rheologie, konnen die
verschiedenen Aspekte des Materialverhaltens superponiert werden. Kapitel vier (und
fiinf) liefern dafiir den viskosen Anteil. Dieser modulare Aufbau komplexer Modelle wird
auch von anderen Autoren verfolgt, vergleiche zum Beispiel Kroger, Moldenhauer und
Gabel [69] [70].

Im ersten Abschnitt werden die mafigeblichen Voraussetzungen und Annahmen zu-
sammengefasst und wesentliche Grenzen des Modells aufgezeigt. Dem schliefst sich eine
Untersuchung des globalen Verhaltens an, aus dem bereits erste Resultate abgeleitet
werden konnen.

Detailliertere Ergebnisse erhélt man fiir Indenter mit speziellen Oberflichen. Im zwei-
ten Abschnitt wird der Normalkontakt mit einem zylindrischen Stempel eingehend be-
trachtet. Im Mittelpunkt des dritten Abschnitts stehen Indenter, deren Oberflichen durch
die Rotation eines Monoms entstehen. Indenter mit zuféllig rauen, selbst-affinen Ober-
flichen werden im vierten Abschnitt behandelt.

4.1. Vorbetrachtung

Der Gegenstand dieses Kapitels ist der reibungsfreie Normalkontakt mit einem isotropen,
inkompressiblen und linear viskosen Elastomer. Adhésion und Tragheitseffekte werden
wie bisher nicht berticksichtigt. Das Elastomer wird stets als Halbraum mit urspriinglich
ebener Oberfliche behandelt. Im Gegenzug wird der Indenter als Starrkérper betrachtet.
Es kommen weiterhin die in Abschnitt 23] eingefiihrten Koordinatensysteme zur Anwen-
dung.

Die Beschreibung des Materialverhaltens wurde bereits im Abschnitt [3.3] erarbeitet.
Im Abschnitt 3.4l wurde eine Greensche Funktion fiir dieses Materialmodell hergeleitet.
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4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

Die Behandlung mit der Methode der Dimensionsreduktion wurde im Abschnitt vor-
gestellt.

Randbedingungen

An der Oberfliche des Halbraums werden die iiblichen Randbedingungen des Normal-
kontakts angenommen: In den Punkten, die sich in Kontakt mit dem Indenter befinden,
ist die Deformation der Elastomer-Oberflaiche passend zur Geometrie des Indenters,

u(r, @,z =0,t) = §(t) — g(r,p). (4.1)

Dabei sind u das Deformationsfeld, g die Parametrisierung der Oberfliche des Inden-
ters und ¢ die Indentierungstiefe, das heifst die Tiefe des tiefsten Punktes des Indenters
unterhalb der urspriinglichen Oberfliche des Halbraums.

Die Menge aller Punkte, in denen Indenter und Halbraum in Kontakt sind, wird als
Kontaktgebiet A, bezeichnet, sein Flicheninhalt als Kontaktfliche. Uberall innerhalb des
Kontaktgebiets wirken negative Normalspannungen, das heift Druckspannungen. Wei-
terhin stimmen innerhalb des Kontaktgebiets die Deformationsgeschwindigkeit % an der
Oberflache des Elastomers und die Geschwindigkeit & des Indenters iiberein. Das ist an-
schaulich klar, folgt aber auch formal durch Ableitung der Gleichung (&.1]) nach der Zeit.
Diese Bedingung und Gleichung (4J]) werden im Folgenden zusammen als Kontaktbe-
dingung bezeichnet.

In den Punkten der Elastomer-Oberfliche, die nicht zum Kontaktgebiet gehoren, ver-
schwindet die Normalspannung. Zusatzlich gehorcht in diesen Punkten die Deformation
der Ungleichung

u(r,p,z =0,t) > d(t) — g(r, ¥). (4.2)

Da der Kontakt als reibungsfrei angenommen wird, ist die gesamte Oberfliche des
Halbraums frei von Schubspannungen.

Globales Verhalten

Fiir die Untersuchung des Normalkontakt-Problems bieten sich zwei Vorgehensweisen
besonders an. Entweder wird der Indenter unter der Wirkung einer vorgegebenen Kraft
in das Elastomer gedriickt oder dies geschieht mit einer vorgegebenen Geschwindigkeit.
Beide Moglichkeiten sind gleichberechtigt und haben jeweils ihre Vor- und Nachteile. In
der vorliegenden Schrift erfolgt die Indentierung stets mit einer vorgegebenen Kraft.

Der Nachteil dieser Vorgehensweise wird sichtbar, wenn der erste Kontakt des In-
denters mit dem Elastomer genauer betrachtet wird. In dieser Phase ist, von wenigen
speziellen Indenterformen abgesehen, die Kontaktflache nahe Null. Da die Normalkraft
einen konstanten, endlichen Wert innehat, muss die Normalspannung im Kontakt gegen
unendlich gehen. Zudem verhalt sich geméaf Materialgesetz die Deformationsgeschwindig-
keit proportional zur Normalspannung und geht daher auch gegen unendlich. Dasselbe
gilt aufgrund der Kontaktbedingung auch fiir die Geschwindigkeit des Indenters. Dieses
Verhalten ist offensichtlich unphysikalisch.
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4.1. Vorbetrachtung

Abgemildert wird diese Problematik durch zwei Faktoren. Zum einen wéchst das Kon-
taktgebiet in der Anfangsphase, bedingt durch die hohe Indentierungsgeschwindigkeit,
sehr schnell an. Die Normalspannungen und damit auch die Indentierungsgeschwindig-
keit fallen deshalb innerhalb einer sehr kurzen Zeitspanne auf ein realistisches Niveau
ab. Dadurch ist die gesamte Problematik auf die sehr kurze Phase des ersten Kontakts
beschrankt und hat quasi keine Auswirkungen auf den spéteren Verlauf der Indentierung.
Zum anderen finden in den numerischen Simulationen diskrete Fliachenelemente Verwen-
dung. Diese haben stets eine endliche Flache. Dadurch kénnen die Normalspannungen
zwar immer noch sehr groft werden, bleiben aber zumindest endlich. Im Gegensatz dazu
tritt jedoch in analytischen Betrachtungen der Deformationsgeschwindigkeit im ersten
Kontakt eine Singularitét auf.

Es sind mehrere Moglichkeiten denkbar, um diese Problematik auszurdumen. Wiirde
beispielsweise die Tréagheit des Indenters berticksichtigt werden, wiirde sich das Problem
so gar nicht stellen. Allerdings wiirde dadurch die Masse des Indenters als zusétzlicher
Parameter auftauchen. Eine andere Moglichkeit wére die Definition einer minimalen Kon-
taktflache, ab der das Kontaktproblem iiberhaupt erst betrachtet wird. Streng genommen
fallt die oben genannte diskrete Behandlung in diese Kategorie. Eine dritte Option stellt
die Verwendung eines ganz anderen, besser geeigneten Modells fiir die Phase des ersten
Kontakts dar.

Alle diese Moglichkeiten haben jedoch zwei Merkmale gemeinsam. Sie gehen mit der
Notwendigkeit einher, weitere Parameter einzufiihren, und sie dienen ausschliefslich dazu,
das Verhalten in der Phase des allerersten Kontakts zu verdndern. Da es hier in erster
Linie darum geht, das Materialverhalten zu charakterisieren, sind sie allesamt unbefrie-
digend. Aus diesem Grund wird die pragmatische Losung gewdhlt und das Modell so
beibehalten, wie es ist. Im Gegenzug ist damit klar, dass die Ergebnisse dieser Phase nur
sehr beschrinkte Aussagekraft haben.

Als Néchstes wird ein beliebiger Zeitpunkt im Verlauf einer Indentierung betrach-
tet. Welche allgemeinen Aussagen lassen sich ableiten? Die dufere Kraft hat einen de-
finierten, endlichen Wert und auch das Kontaktgebiet ist von endlicher Groéfse. Dann
miissen im Kontaktgebiet endliche Normalspannungen auftreten. Aufgrund des Materi-
algesetzes erzwingen diese auch endliche Deformationsgeschwindigkeiten, zumindest an
irgendwelchen Punkten im Kontaktgebiet. Die Kontaktbedingung erfordert, dass dort
die Geschwindigkeit des Indenters mit der Deformationsgeschwindigkeit der Elastomer-
Oberflache iibereinstimmt. Dariiber hinaus wird der Indenter als Starrkorper betrachtet.
Alle Punkte des Indenters haben dieselbe Geschwindigkeit und das muss auch fiir die
Elastomer-Oberflache im Kontaktgebiet gelten.

Somit folgt, dass der Indenter zu jedem Zeitpunkt mit einer positiven Geschwindig-
keit (bezogen auf die (-Achse, vergleiche Abbildung 2.3]) in das Elastomer eingedriickt
wird. Auferdem werden alle Punkte der Halbraum-Oberflache, die zum Kontaktgebiet
gehoren, mit dieser Geschwindigkeit deformiert. Unter den oben genannten Annahmen
ist daher ausgeschlossen, dass der Indenter stehenbleibt oder gar aus dem Elastomer
herausgedriickt wird.

Wie sieht nun das Verhalten nach einer sehr langen Zeit aus? Dazu erfolgt die formale
Beschrankung auf einen Indenter mit endlicher rdumlicher Ausdehnung. In diesem Fall
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4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

ist auch die Kontaktfliche beschrankt. Solange die Halbraum-Naherung giiltig ist, ist
die Abweichung zwischen dem Fliacheninhalt der gekriimmten Kontaktfliche und dem
ihrer Projektion auf die (r,p)-Ebene vernachléssigbar. Daher lisst sich das maximale
Kontaktgebiet durch die Grundfliche Ay des Indenters abschétzen. Als Grundfliche wird
dabei die Projektion des Indenters auf die urspriingliche, ebene Oberfliche des Halbraums
angesehen.

Aufgrund der vorhergehenden Ausfithrungen ist klar, dass fiir sehr grofie Zeiten, t — oo,
das tatséchliche Kontaktgebiet mit dem maximalen Kontaktgebiet identisch ist. Insbe-
sondere ist seine Fldche aber endlich (und von Null verschieden). Die dufere Kraft ist
ebenfalls endlich und von Null verschieden. Das muss aber auch fiir die Normalspannun-
gen im Kontaktgebiet, fiir die zugehorigen Deformationsgeschwindigkeiten und letztlich
auch fir die Indentierungsgeschwindigkeit gelten. Damit lésst sich die oben formulier-
te Schlussfolgerung verschérfen. Unter den oben getdtigten Annahmen néhert sich die
Indentierungsgeschwindigkeit einem von Null verschiedenen Wert asymptotisch an. Das
bedeutet aber auch, dass die Indentierungstiefe sich nicht gegen einen maximalen Wert
entwickelt, sondern streng monoton anwéchst. Dann wird aber zwangslaufig immer die
zugrunde gelegte Halbraumnéaherung verletzt, wenn man nur lange genug wartet.

In ausreichender Entfernung vom Kontaktgebiet ldsst sich der Kontakt zwischen In-
denter und Elastomer durch die Wirkung einer (punktférmigen) Einzelkraft ann&hern.
Die zugrunde liegenden Betrachtungen wurden bereits im Abschnitt 3.4] vorgenommen.
Ein Punkt der Halbraum-Oberfliche, der im Abstand r zum Angriffspunkt der (aus den
Normalspannungen) resultierenden Normalkraft liegt, erfahrt die durch Gleichung (3.43))

A

a(r)

beschriebene Deformationsgeschwindigkeit, sofern der Abstand r nur sehr viel grofer ist
als die grofite Abmessung des Kontaktgebiets. Das Verschiebungsfeld gehorcht unter den
gleichen Voraussetzungen der Gleichung (B3.41):

Fnt
dmnr’

u(r,t) =

4.2. Indentierung zylindrischer Stempel

In diesem Abschnitt wird der Normalkontakt mit einem zylindrischen Stempel betrachtet.
Dabei wird auf die Ergebnisse des vergleichbaren elastischen Problems zuriickgegriffen.
Diese wurden bereits im Abschnitt 211 erarbeitet, als es darum ging, die Methode der
Dimensionsreduktion am Beispiel des elastischen Normalkontakts zu motivieren.

Neben der Bestimmung einiger grundlegender Ergebnisse selbst, verfolgt dieser Ab-
schnitt noch einige untergeordnete Ziele. Zum einen werden die in Abschnitt ange-
rissenen Moglichkeiten der Riicktransformation (vergleiche Abbildung und Erldute-
rungen) mit Beispielen unterlegt. Zum anderen sollen die mit der Methode der Dimensi-
onsreduktion gewonnenen Ergebnisse mit denen eines unabhéngigen Verfahrens, namlich
der Randelemente-Methode, verglichen werden.
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4.2. Indentierung zylindrischer Stempel

Die Stirnflache eines zylindrischen Stempels (vergleiche Abbildung 2.1]) wird unter der
Wirkung einer konstanten dufseren Kraft in den viskosen Halbraum gedriickt. Gesucht
ist die Eindrucktiefe §. Im Folgenden werden die verschiedenen Moglichkeiten zur Lésung
dieses Kontaktproblems vorgefiihrt. Alle vorgestellten Losungswege beruhen auf Radoks
Prinzip der Funktionalgleichungen. Im Gegensatz dazu ist bei diesem einfachen Beispiel
die Methode der Dimensionsreduktion nicht unbedingt erforderlich.

Das betrachtete Beispiel ist eines, bei dem die Methode der Dimensionsreduktion das
exakte Ergebnis liefert. Alle vorgestellten Losungswege fiihren daher zum selben Ergeb-
nis. Einige Schritte kommen in mehreren Lisungswegen vor. In diesem Fall werden sie
nur beim ersten Auftauchen ausfiihrlich erlautert. Die Losungswege A bis D sind in Ab-
bildung [£.1] schematisch dargestellt.

Ein Teil der Ergebnisse dieses Abschnitts wurde von Kiirschner und Filippov [63] sowie
von Kiirschner, Popov und Filippov [71] publiziert.

C,D
l-l*
| I 0= %
L L
| | | | |
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] ]
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Abbildung 4.1.: Schematische Darstellung der Losungswege A (gestrichelt), B (durchge-
zogen) sowie C und D (Strich-Punkt); obere Reihe von links nach rechts:
viskoses 3D-Kontaktproblem, 1D-Modell und Lésung, untere Reihe ana-
log fiir das vergleichbare elastische Problem; Losungsweg E ist nicht
dargestellt

Losungsweg A: Analytische Behandlung des Originalsystems

Zuerst wird ein Losungsweg betrachtet, welcher von der Methode der Dimensionsreduk-
tion unabhéngig ist: die analytische Betrachtung des dreidimensionalen Systems.

Der erste Schritt ist laut den Ausfithrungen des vorherigen Kapitels die Formulierung
eines vergleichbaren elastischen Problems. Das ist aber einfach der Eindruck desselben
Stempels in einen inkompressiblen elastischen Halbraum. Eben dieses Problem war be-
reits Inhalt des Abschnitts 21 und auch dessen Losung ist dort aufgefiihrt (vergleiche

47



4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

Gleichung (2.1])). Die Eindrucktiefe 6 des vergleichbaren elastischen Problems ist somit:

Fn

6= 4.3
8aG" (43)
Dabei sind a der Radius der Stirnflache, G der Schubmodul des elastischen Materials und
Fy die dufere Kraft. Weiterhin ist fiir dieses Problem auch die Spannungsverteilung im
Kontaktgebiet bekannt. Diese ist radialsymmetrisch und gehorcht dem Gesetz (vergleiche

zum Beispiel [1§]):
~ N
agry=o09(1—-— ,r<a (4.4)

mit der zentralen Spannung
Fy

0g = ——.
2ma?

(4.5)

In der Losung fiir das vergleichbare elastische Problem miissen nun die Materialpa-
rameter durch die des viskosen Problems ersetzt werden. Das wurde sehr detailliert be-
reits in Abschnitt 3.4] vorgefiihrt. Die Ausfiihrungen an dieser Stelle sollen daher etwas
knapper ausfallen. Offenbar geniigt das hier betrachtete Kontaktproblem den Annahmen
des Abschnitts B4l Insbesondere wird dasselbe Materialgesetz verwendet und der Ver-
lauf der duferen Kraft ldsst sich durch die Gesetzméfigkeit (B31)) beschreiben, was die
Anwendung der Transformation (3.44]) gestattet. Das bedeutet, dass in der Losung des
vergleichbaren elastischen Problems lediglich der Schubmodul durch die Viskositédt und
die Deformation durch die Deformationsgeschwindigkeit ersetzt werden miissen.

Fiir das viskose Kontaktproblem ergeben sich so die folgenden Ergebnisse: Aub Glei-
chung ([43)) erhélt man die Geschwindigkeit 4 mit der die Indentierung erfolgt

j=IN (4.6)
8an

Diese Losung beinhaltet noch eine weitreichendere Folgerung. Der viskose Normalkon-
takt (mit einem starren Indenter) ist durch die konstante Deformationsgeschwindigkeit
im Kontakt definiert. Von der Geometrie des Indenters geht nur die Eigenschaft ein, dass
die Querschnittsfliche ein Kreis mit dem Radius a ist. Abgesehen von dieser Einschrén-
kung ist die genaue Gestalt der Oberflache offenbar ohne Bedeutung, vergleiche [63]. Im
folgenden Abschnitt wird diese Uberlegung eine zentrale Rolle spielen.

Durch Integration der Gleichung (Z.0) iiber die Zeit ergibt sich daraus die Indentie-
rungstiefe:

5(t) = % . (4.7)

Hierbei wurde die Anfangsbedingung 6(t = 0) = 0 verwendet.

30Die Kontaktbedingung erzwingt, dass innerhalb des Kontaktgebiets die Deformationsgeschwindigkeit
% der Halbraum-Oberflache mit der Indentierungsgeschwindigkeit § iibereinstimmt. Im weiteren Ver-
lauf wird wiederholt auf Gleichung (48] verwiesen. Dabei wird fallweise auch auf die Deformations-
geschwindigkeit Bezug genommen, ohne dass besonders auf diesen Umstand hingewiesen wird.
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4.2. Indentierung zylindrischer Stempel

Die Spannungsverteilung ([4.4]) und die zentrale Spannung (4.5]) sind offenbar nicht vom
Materialverhalten des Halbraums abhéngig und gelten unveréndert auch fiir das viskose
Problem.

Insbesondere dieses letzte Resultat ist auf den ersten Blick {iberraschend. Auf den zwei-
ten Blick ist es jedoch nachvollziehbar. Dass der funktionale Zusammenhang (4.4]) sowohl
flir den elastischen als auch fiir den viskosen Kontakt gilt, wird offenbar, wenn das gestell-
te Problem genauer betrachtet wird. In beiden Féllen ist derselbe Typ einer Differential-
bzw. Integralgleichung (abhingig von der konkreten Formulierung) zu l6sen. Das wird
beispielsweise in der Randintegral-Formulierung deutlich, in der sich die Deformationen
bzw. Deformationsgeschwindigkeiten aus dem Faltungsintegral der Spannungsverteilung
mit der Greenschen Funktion (3.42) bzw. ([3.43]) ergeben. Beide Formulierungen unter-
scheiden sich lediglich in der Bezeichnung der Variablen, die aber unerheblich ist.

Zusatzlich sind auch die rechten Seiten bei beiden Problemen gleich. In einem Fall wird
die Losung fiir eine (im Kontaktgebiet) konstante Deformation gesucht, im anderen Fall
fiir eine (im selben Kontaktgebiet) konstante Deformationsgeschwindigkeit. Der einzige
Unterschied liegt wiederum in der Bezeichnung der Variablen. Dasselbe gilt auch fiir
die Randbedingungen. Unter diesen Voraussetzungen miissen aber zwangslaufig auch die
Lésungen, das heifst die Spannungsverteilungen, vom selben Typ sein und kénnen sich
hochstens um einen konstanten Faktor unterscheiden. Tatséchlich ist nicht einmal das
der Fall. Das folgt unmittelbar, weil das Integral der Spannungen tiber die Kontaktflache
gerade die dufsere Kraft ergeben muss, die in beiden Problemen denselben Wert hat. Aus
diesem Grund sind die Spannungsverteilungen (44]) tatséchlich identisch und auch die
zentralen Spannungen (A7) stimmen {iberein.

Lésungsweg B: Dimensionsreduktion und Riicktransformation der
elastischen L6sung

Als Zweites erfolgt die Losung des Kontaktproblems durch Resubstitution der Material-
parameter in der Losung des vergleichbaren elastischen Problems unter Zuhilfenahme der
Methode der Dimensionsreduktion, vergleiche Abbildung [ Das entspricht der ersten
in Abschnitt genannten Moglichkeit zur Resubstitution der Materialparameter. In
der Abbildung ist dieser Weg mit a bezeichnet.

Auch bei dieser Vorgehensweise besteht der erste Schritt darin, ein vergleichbares elas-
tisches Problem zu identifizieren. Das ist bereits im ersten Losungsweg geschehen, auf
eine Wiederholung wird verzichtet.

Der néchste Schritt ist das Finden einer Formulierung dieses elastischen Problems
mit der Methode der Dimensionsreduktion. Diese Formulierung wurde im Abschnitt 2]
vorgestellt: Der elastische Halbraum wird auf eine Kette unabhéngiger Federn mit der
Steifigkeit ky = 4Gb (Gleichung (2.2))) abgebildet. Das eindimensionale Modell des zy-
lindrischen Stempels ist ein Rechteck der Breite 2a. Im Lésungsweg C wird dieses Modell
erneut aufgegriffen.

An dieser Stelle wird jedoch nun das vergleichbare elastische Problem mit der Methode
der Dimensionsreduktion gelost. Das geschieht, indem das Rechteck mit der Kraft Fiy in
die elastische Bettung eingedriickt wird (vergleiche Abbildung [22]). Beide Korper sind
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4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

auf der Lange 2a in Kontakt. Die Federn haben jeweils den Abstand b. Somit verteilt sich
die Last auf 2a/b Federn. Da die einzelnen Federn voneinander unabhéngig sind, verteilt
sich die dufkere Kraft Fy gleichméfig auf diese Federn. An jeder einzelnen greift daher
die Kraft ,

fn=1Fng (4.8)
an. Laut Federgesetz fithrt das mit der oben genannten Steifigkeit zu einer Stauchung
der Federn um

0= (4.9)

Aufgrund der Kontaktbedingung ist die Deformation @ mit der Verschiebung des Inden-
ters, sprich der Indentierungstiefe 8, identisch:

~ Fy

0= ek (4.10)
Gleichung ([@.10) ist die Losung des vergleichbaren elastischen Kontaktproblems mit der
Methode der Dimensionsreduktion. Wie bereits im Abschnitt 2] gezeigt wurde, stimmt
diese mit der entsprechenden Losung (4.3)) des dreidimensionalen Problems {iberein. Die
Spannungsverteilung lasst sich auf diesem Wege nicht unmittelbar berechnen. Hef hat
jedoch in seiner Dissertation [9] gezeigt, wie sich auch diese aus dem eindimensionalen
Modell ermitteln lésst (vergleiche dort den Abschnitt 2.3).

Der letzte Schritt ist die Resubstitution der Parameter des viskosen Materials. Er

verlduft exakt wie im Losungsweg A und reproduziert die Gleichungen (£.6) und (4.7).
Auf die erneute Darstellung dieses Schrittes wird verzichtet.

Losungsweg C: Dimensionsreduktion und Riicktransformation des Modells

Bei dieser Vorgehensweise wird das Kontaktproblem auch erst auf ein vergleichbares elas-
tisches Problem zuriickgefiihrt und dieses dann auf ein eindimensionales Modell abgebil-
det. Diese Schritte wurden bereits im Zuge des Losungsweges B vorgefiihrt. Dort wurde
eine Losung fiir das vergleichbare elastische Modell gesucht und dann die Resubstitution
der Materialparameter in dieser Losung vorgenommen wurde. Hier wird stattdessen das
Materialgesetz im Modell ersetzt und dann eine Losung fiir das viskose Modell gesucht.

Nachdem also die Formulierung des vergleichbaren elastischen Problems mit der Me-
thode der Dimensionsreduktion gefunden wurde, wird in dieser das elastische Material-
verhalten durch das viskose ausgetauscht. Geméfs Abschnitt werden dazu die Federn
der elastischen Bettung durch Dampfer mit der Charakteristik

Fa(t) = dbnu(t) (4.11)

ersetzt.

Als letzter Schritt wird das viskose Kontaktproblem anhand des eindimensionalen Mo-
dells gel6st. Analog zur Argumentation im Lésungsweg B, verteilt sich die duftere Kraft
gleichméfig auf alle Dampfer im Kontaktgebiet, so dass an jedem die Kraft

b

N = FN2_a (4.12)
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4.2. Indentierung zylindrischer Stempel

angreift. Diese bewirkt laut Gleichung (£I1]) eine Deformation mit der Geschwindigkeit

a(t) = 2N (4.13)
8an
Aufgrund der Kontaktbedingung ist diese mit der Indentierungsgeschwindigkeit ¢ iden-
tisch. Damit ist wiederum die Losung (4.6]) reproduziert und Gleichung (£7) ergibt sich
daraus durch Integration nach der Zeit.
Zusétzlich zu den drei vorgefiihrten Moglichkeiten der analytischen Losung, lésst sich
das Kontaktproblem auch numerisch simulieren. Von den vielen denkbaren Moglichkeiten

sollen hier nur zwei angerissen werden.

Losungsweg D: Numerische Simulation mit der Methode der
Dimensionsreduktion

Im Losungsweg C wurde ein eindimensionales viskoses Modell nach der Methode der
Dimensionsreduktion konstruiert. Dieses lésst sich sehr einfach programmieren. Die be-
sonderen Eigenschaften der Methode, nédmlich die Betrachtung eines eindimensionalen
Systems und die Unabhéngigkeit der einzelnen Dampfer, fiihren zu einem im Vergleich
zu anderen Verfahren sehr schnellen Algorithmus.

Das hier betrachtete Problem erlaubt es dariiber hinaus sogar, das gesamte Kontaktge-
biet als ein Element der Léange 2a zu betrachten. Es ist daher naheliegend, dass auch eine
numerische Implementierung der Methode der Dimensionsreduktion das Ergebnis (4.0])
bzw. ([@71) reproduziert. Die Spannungsverteilung lisst sich aus dem Modell wiederum
nicht unmittelbar ablesen. Dasselbe gilt fiir die Deformation aufserhalb des Kontaktge-
biets.

Losungsweg E: Numerische Simulation mit der Randelemente-Methode

Als letzter Losungsweg wird die numerische Simulation mit der Randelemente-Methode
betrachtet. Das zugrunde liegende Verfahren beruht auf der Greenschen Funktion (3.43))
des viskosen Normalkontakts. Fine kurze Beschreibung des Verfahrens ist in den Ab-
schnitten [A7lund enthalten. Die Komplexitét ist zwar viel héher als bei der Methode
der Dimensionsreduktion, aber wiederum deutlich geringer als bei einer Diskretisierung
des betrachteten Volumens. Dafiir liefert das Randelemente-Verfahren auch die Span-
nungsverteilung und die Deformation der Elastomer-Oberflache auferhalb des Kontakt-
gebiets.

In den Abbildungen und [£3] sind Ergebnisse fiir eine numerische Simulation mit
Randelementen gezeichnet. Fiir das dargestellte Beispiel wurde ein Stempel mit dem Ra-
dius a = 1 m unter der Wirkung einer Normalkraft Fy = 1 N in einen viskosen Halbraum
gedriickt, dessen Viskositat n = 1 Pa-s betrégt. Von der Oberfliche des Halbraums wird
ein Quadrat von 2m Kantenldnge in 129x129 Elemente diskretisiert. Zu sehen ist jeweils
nur eine Hélfte dieses Bereichs.

In Abbildung [£2]ist die Deformationsgeschwindigkeit @ der Elastomer-Oberflache dar-
gestellt. Diese ist auf die analytische Losung (L.0) der Indentierungsgeschwindigkeit )
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Abbildung 4.2.: Darstellung der numerisch ermittelten Deformationsgeschwindigkeit ,

normiert auf die analytische Losung (L) der Indentierungsgeschwindig-
keit &

normalisiert. In der Mitte ist ein ebener Bereich auf dem Niveau @/ 6 = 1.0021 zu erken-
nen. Das ist das Kontaktgebiet. Die Abweichung von eins lasst sich als Diskretisierungs-
fehler erkldren. Auf diese Problematik wird im Anschluss kurz eingegangen. Aufterhalb
des Kontaktgebiets fallt die Deformationsgeschwindigkeit proportional zum Kehrwert des
Abstands ab und néhert sich asymptotisch der Null an. Hierin lédsst sich die Greensche
Funktion (B:43) erkennen (vergleiche dazu den letzten Teil des Abschnitts F.1]).

Denselben Verlauf zeigt auch die Deformation u zu einem beliebigen festen Zeitpunkt
t > 0, wenn sie auf die analytische Losung (£7) der Indentierungstiefe § normalisiert
wird. Dass das so sein muss, lisst sich durch einfache Uberlegungen zeigen. Die Funk-
tionen fiir die Deformation und die Indentierungstiefe unterscheiden sich von denen fiir
die Deformationsgeschwindigkeit respektive die Indentierungsgeschwindigkeit jeweils nur
durch einen zusétzlichen Faktor, der Indentierungsdauer ¢. In der normalisierten Defor-
mation, also dem Quotient aus Deformation und Indentierungstiefe, kiirzt sich dieser
Faktor fir ¢ > 0 wieder heraus. Somit sind die normalisierte Deformation u/d und die
normalisierte Deformationsgeschwindigkeit a/ ) (bis auf numerische Fehler) identisch. Auf
die gesonderte Darstellung der Deformation wird daher verzichtet.
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Abbildung 4.3.: Darstellung der numerisch ermittelten Spannungsverteilung ¢, normiert
auf die analytische Losung () der zentralen Spannung o, Erlauterun-
gen im Text

In Abbildung 3] ist die Spannungsverteilung tiber der diskretisierten Fliache zu sehen.
Diese wurde auf die analytische Losung (3] der zentralen Spannung oy normalisiert. In
der Nidhe des Koordinatenursprungs lisst sich die Spannungsverteilung (£.4]) erahnen. Zu
sehen ist ein leicht gewdlbtes Plateau, das im Zentrum den Wert o /0y = 0.9991 aufweist.
Die Abweichung von eins ist wiederum eine Folge der Diskretisierung. Am Rand des
Kontaktgebiets ist die fiir dieses Problem charakteristische Ringsingularitét zu sehen. Es
ist gut zu erkennen, dass die Elemente direkt auf dem Rand des Kontaktgebiets stark
von der Diskretisierung beeinflusst werden. Der Bereich auferhalb des Kontaktgebiets ist
spannungsfrei.

Fir die Abbildungen und B3] wurden Randelemente-Simulationen mit 1292 Ele-
menten durchgefithrt. Die Grofenordnung ist hauptséchlich der grafischen Darstellung
geschuldet. Das behandelte Beispiel des zylindrischen Stempels ist sehr robust und wenig
sensitiv gegeniiber der Diskretisierung. Bei aufwendigeren Oberflichen und insbesondere
bei rauen Oberflachen ist dagegen eine geeignete Diskretisierung die Grundvoraussetzung
flir brauchbare Ergebnisse.

Um den Einfluss der Diskretisierung an diesem Beispiel sichtbar zu machen, wird im

53



<t
<

4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

Folgenden das vorgestellte System mit unterschiedlich feinen Diskretisierungen simuliert.
Dazu wird die betrachtete Fliache, das heifst das Quadrat mit 2 m Kantenldnge, nachein-
ander in

N=(2"+1)?2 n=4,...,11 (4.14)

Elemente zerlegt. Im ersten Fall, n = 4, sind das 17x17 Elemente und im letzten
2049x2049. Der Exponent n in der Gleichung (AI4]) wird in den folgenden Abbildun-
gen als Parameter zur Beschreibung der Diskretisierung benutzt.

Im linken Teil der Abbildung 4.4l ist der relative Fehler AA fiir den Flidcheninhalt der
Stirnflache des Stempels in Abhéngigkeit von der Diskretisierung, ausgedriickt durch den
Exponenten n, dargestellt. Der relative Fehler ist definiert durch

A, — A
rt

Dabei sind A,, der Flicheninhalt der Stirnfliche des diskretisierten Stempels und A = 7a?
der entsprechende Wert fiir den Originalstempel. Da bei dieser Indenterform die gesamte
Stirnflache in Kontakt mit dem Elastomer ist, ist die in Gleichung (£I5]) definierte Grofe
zugleich der relative Fehler fiir den Fliacheninhalt des Kontaktgebiets.

Bei der grobsten Diskretisierung, n = 4, betrégt der relative Fehler der Kontaktfliche
knapp drei Prozent. Wie nicht anders zu erwarten, verkleinert sich dieser mit jedem
Ubergang zu einer feineren Diskretisierung. Bei der feinsten ist er auf 10~ abgefallen. Es
sei darauf hingewiesen, dass die Abszisse linear, die Ordinate aber logarithmisch eingeteilt
ist. Das ist auch fiir die folgenden Graphen der Fall.

AA = ' (4.15)
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Abbildung 4.4.: Logarithmische Darstellung des relativen Fehlers AA der Kontaktflache
(links) bzw. der Indentierungsgeschwindigkeit Ad (rechts) jeweils fiir ver-
schieden feine Diskretisierungen, Erlduterungen im Text

Im rechten Teil der Abbildung 4] ist der relative Fehler der Indentierungsgeschwin-
digkeit,

Ab = (4.16)
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4.2. Indentierung zylindrischer Stempel

gezeigt. Die Grofen 6, und 4 sind die numerisch bestimmte Indentierungsgeschwindigkeit
und ihr analytischer Wert geméf der Gleichung (£.6)). Die Abhéngigkeit dieses Fehlers von
der Diskretisierung folgt im Wesentlichen dem gleichen Gesetz wie der relative Fehler der
Kontaktflache. Auch das ist mit Hinblick auf Gleichung (46]) nicht iiberraschend. Offen-
bar fallt der Fehler fiir die feinste Diskretisierung etwas aus der Reihe. Das ist vermutlich
damit zu erkléren, dass diese Simulation aufgrund eines anderen Abbruchkriteriums (als
die Simulationen mit groberer Diskretisierung) beendet wurde und das Ergebnis daher
nicht bis zur selben Genauigkeit iteriert Wurde

1071 10*
+
+
+ 103 +ﬁ
1072} 4 . i
o : ¥ R,
4 =S “’4102 e
10731 | i
: + + 101
w4 10° I S
4 5 6 7 8 9 10 11 8 9 10 11
n n

Abbildung 4.5.: Logarithmische Darstellung des relativen Fehlers der zentralen Spannung
Ao (links) sowie der Dauer ¢ der Berechnung (rechts) jeweils fiir verschie-
den feine Diskretisierungen, Erlauterungen im Text

Der linke Teil der Abbildung zeigt den relativen Fehler der zentralen Spannung
Ao. Diese ist analog zu den vorherigen Grofen durch

00o,n — 00

Ao = (4.17)

a0

definiert und oq, bzw. op sind die numerisch bestimmte zentrale Spannung respektive
ihr analytischer Wert geméfs Gleichung (£H). Auch dieser Fehler folgt einem &hnlichen
Trend wie die vorherigen. Allerdings ist sein Absinken nicht ganz so stark ausgeprigt
und zusétzlich groferen Schwankungen unterworfen. Die lassen sich dadurch erkléren,
dass sich in diesem Fall auch die Singularitdt am Rand des Kontaktgebiets auswirkt.
Auf den Diskretisierungs-Elementen in unmittelbarer Néhe der Singularitit kann die
Spannung im Prinzip beliebig grofs werden. Da das Integral iiber alle Spannungen aber
gerade die dufere Kraft ergeben muss, wird so auch das Spannungsniveau im Zentrum
des Kontaktgebiets beeinflusst.

Zur Verdeutlichung, zu welchem Preis diese Erhohung der Genauigkeit erkauft wird, ist
im rechten Teil von Abbildung die bendtigte Rechenzeit in Abhéngigkeit der Diskre-
tisierung grafisch dargestellt. Die Werte fiir die grobsten Diskretisierungen unterscheiden

31Fine kurze Beschreibung des Algorithmus ist im Anhang zu finden.
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4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

sich fast nicht. In diesem Bereich ist der Wasserkop umfangreicher als die eigentliche
Berechnung. Selbstredend sind die absoluten Werte stark von der Hardware und den
Einzelheiten der Implementierung abhéngig und daher wenig aussagekriftig. Die eigent-
liche Information liegt daher nicht in den absoluten Werten, sondern in ihrem Verhéltnis.
Fiir die grobsten Diskretisierungen wurde das Ergebnis mit zwei Iterationsschritten von
jeweils wenigen Millisekunden Lénge berechnet. Fiir die zweitfeinste sind es dagegen 22
Iterationsschritte je 15 Sekunden, fiir die feinste 26 Schritte je 60 Sekunden.

Diskussion der Ergebnisse

1.5 i :
,' ‘ Randelemente-Losung
'.i —-—-o-—- analytische Losung
i —r———— Greensche Funktion
g | | |
0 1 2 3 4

r/a

Abbildung 4.6.: Vergleich der normalisierten Deformationsgeschwindigkeit nach den ver-
schiedenen Berechnungsmoglichkeiten

Alle fiinf Losungswege fiihren auf dasselbe Ergebnis sowohl fiir die Indentierungstiefe
als auch fiir die Indentierungsgeschwindigkeit. Die analytischen Verfahren liefern dabei
die exakten Werte, die numerischen kénnen aufgrund ihrer Natur geringfiigig davon ab-
weichen. Hierbei ist grundsétzlich das Randelemente-Verfahren anfélliger fiir numerische
Fehler als die Simulationen mit der Methode der Dimensionsreduktion.

In Abbildung [£6]sind die verschiedenen Ergebnisse fiir die normalisierte Deformations-
geschwindigkeit v/ 6 als Funktion des Abstandes 7 (normalisiert auf den Kontaktradius a)

32Datenfelder initialisieren, Dateien anlegen, Grafiken erstellen etc.
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4.3. Indentierung rotationssymmetrischer Kérper

zu sehen. Fiir das Randelemente-Verfahren ist hier, abweichend von den bisherigen Be-
trachtungen, ein groferer Bereich diskretisiert, ndmlich ein Quadrat mit der Kantenlédnge
L = 8m. Die Diskretisierungslange b ist unveréndert, dafiir ist die Anzahl der Elemente
auf 5132 erhoht. Die iibrigen Parameter werden beibehalten.

Die analytische Losung fiir die Deformationsgeschwindigkeit im Kontaktgebiet ist durch
die schwarze gebrochene Linie gekennzeichnet und zusatzlich durch Kreise hervorgeho-
ben. Diese Kurve steht stellvertretend fiir die analytische Losung des Originalsystems
(Losungsweg A), die analytische Losung mit Hilfe der Dimensionsreduktion (Losungs-
wege B und C) und auch fiir die numerische Losung mit dieser Methode (Losungsweg
D). Die blaue durchgezogene Kurve zeigt die Losung mit der Randelemente-Methode.
Innerhalb des Kontaktgebiets weicht sie geringfiigig von der analytischen Losung ab.
Dafiir liefert diese Methode auch die Deformationsgeschwindigkeit auferhalb des Kon-
taktgebiets. In ausreichender Entfernung, etwa ab dem doppelten Radius des Stempels,
stimmt diese mit der Greenschen Funktion (3.43) ﬁberein welche hier durch die rote
Strich-Punkt-Linie dargestellt ist. Die Methode der Dimensionsreduktion (Losungswege
B bis D) macht keine Aussage iiber die Deformation bzw. Deformationsgeschwindigkeit
aufserhalb des Kontaktgebiets.

In Abbildung (7 ist der Verlauf der Normalspannung dargestellt. Die analytische
Losung (A4) nach Losungsweg A ist als blaue Linie gezeichnet, die Losung nach der
Randelemente-Methode (Losungsweg E) durch schwarze Kreise dargestellt. Beide Ver-
ldufe weichen nur minimal voneinander ab, was am Rand des Kontaktgebiets sichtbar
ist. Die Methode der Dimensionsreduktion liefert den Verlauf der Spannung erst nach ei-
ner nachgeordneten Berechnung und ist deshalb nicht dargestellt. Die Details dazu sind
in der Dissertation von Hef [9] nachlesbar.

Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass der Eindruck eines zylindrischen Stempels
in einen viskosen Halbraum mit allen vorgestellten Losungswegen erfolgreich behandelt
werden kann.

4.3. Indentierung rotationssymmetrischer Korper

Im vorherigen Abschnitt wurde der Eindruck eines zylindrischen Stempels in einen visko-
sen Halbraum detailliert untersucht. In diesem Abschnitt werden nun axialsymmetrische
Indenter betrachtet, deren Oberflachen durch die Rotation eines Monoms erzeugt werden.
Im Abschnitt 23] wurde bereits das vergleichbare elastische Problem angerissen und die
Notation eingefiihrt. Darauf wird nun wieder Bezug genommen. Allerdings wurde dort
nur der Spezialfall des Rotationsparaboloids detailliert betrachtet und gelost.

In diesem Abschnitt werden drei verschiedene Losungsansatze verfolgt: die analytische
Betrachtung des dreidimensionalen Problems, die Anwendung der Methode der Dimen-
sionsreduktion und die numerische Simulation mit der Randelemente-Methode. Auf die
Darstellung der verschiedenen Losungswege unter Nutzung der Methode der Dimensions-
reduktion wird verzichtet. Dennoch sind sie, analog zum vorherigen Abschnitt, anwendbar

33Vergleiche dazu die Ausfithrungen zum globalen Verhalten.
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Abbildung 4.7.: Vergleich der numerischen und der analytischen Loésung der normalisier-
ten Spannungsverteilung

und fithren (bis auf mégliche Diskretisierungsfehler im Falle des numerischen Verfahrens)
stets zum selben Ergebnis.

Losungsweg A: analytische Behandlung des Originalsystems

Aufbauend auf Abschnitt wird ein Indenter betrachtet, dessen Oberfliche durch die
Rotation eines Monoms

gpl(r) = e, (4.18)

vom Grad p € RT erzeugt wird.

Da der Indenter rotationssymmetrisch ist, ist in jeder beliebigen Héhe z > 0 die Quer-
schnittsfliche kreisférmig. Beim Eindruck des Indenters in einen isotropen Korper mit
ebener Oberflache ist daher das Kontaktgebiet ebenfalls kreisférmig, sofern die Symme-
trieachse des Indenters senkrecht zur Oberfliche des Gegenkorpers ist. Davon wird im
Folgenden stets ausgegangen. Da der Indenter aufferdem als starr angenommen wird,
bewegen sich alle Punkte seiner Oberflache mit derselben Geschwindigkeit, ndmlich der
Indentierungsgeschwindigkeit. Die Kontaktbedingung erzwingt, dass alle Punkte des Ge-
genkorpers, die zum Kontaktgebiet gehoren, sich ebenfalls mit der Indentierungsgeschwin-
digkeit bewegen. Diese Eigenschaft ist von der genauen Form der Indenter-Oberflache,
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4.3. Indentierung rotationssymmetrischer Kérper

das heifit von dem Monom g,, unabhdngig. Damit liegen genau die Eigenschaften vor,

die im vorherigen Abschnitt die Grundlage fiir die Gleichung (A6]) zur Berechnung der

Deformationsgeschwindigkeit im Kontaktgebiet eines zylindrischen Stempels bildeten.
Offenbar ist zu jedem Zeitpunkt ¢ > 0 die Indentierungsgeschwindigkeit ) (t) durch die

zu (0] analoge Beziehung
Fy

o(t) =

©) 8nal(t)

gegeben. Dabei bezeichnet a(t) > 0 den gegenwiartigen Radius des Kontaktgebiets. Im

Abschnitt 2.3 wurde die Tiefe des Kontaktgebiets als Kontakttiefe d. bezeichnet (verglei-

che Abbildung 2.5). Mit Hilfe der Indentergeometrie ([AI8]) lasst sich der Kontaktradius

mit der Kontakttiefe in Verbindung bringen:

0c(t) = gp(r = a(t)) = cpa(t)?. (4.20)

Zusammen mit der Beziehung (2I2]) zwischen Eindrucktiefe § und Kontakttiefe folgt
daraus 1
)\

a(t) = < ®) ) , (4.21)

CpXp

(4.19)

wobei s, die in Gleichung (2.4)) definierte Tiefenskalierung ist. Durch Einsetzen von Glei-
chung (21 in (£19) und Umformulierung der Indentierungsgeschwindigkeit als Ablei-
tung der Indentierungstiefe nach der Zeit ergibt sich:

do Fn (ﬂ)l/p.

= 5 (4.22)

Trennung der Variablen und Integration mit der Anfangsbedingung (¢ = 0) = 0 liefern

1
/ 51 45 —
=0

Daraus ergibt sich nach Auswertung der Integrale die Indentierungstiefe als Funktion der

Zeit ,
1+p 1 FNt>1+p

5(t) = | —Z (5gyc,) ) /P2 4.24

(0= (LG 5 (124

sowie durch Ableitung die zugehorige Indentierungsgeschwindigkeit

. | py & pc_p ﬁp
6(t) = [—1+p (877> J : (4.25)

/ “(eprp) P dr. (4.23)
5 =0

0

ebenfalls in Abhéngigkeit von der Zeit.

Aufgrund der vorherigen Uberlegungen gehorcht die Spannungsverteilung der Glei-
chung (44 und die zentrale Spannung ist durch Gleichung (4.5]) gegeben:
2 F

22\ 2
W) , r<a mit og(t) = SralD (4.26)

o(r,t) = oo(t) <1 =
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4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

In beiden Gleichungen ist wiederum der aktuelle Radius des Kontaktgebiets a(t) einzu-
setzen. Diesen erhilt man durch Substitution der Gleichung ([@.24)) in ([@21)):

1
a(t) = (LEPENTY T (4.27)
-~ \8ps, ' '

Losungsweg B: Methode der Dimensionsreduktion

In Abschnitt 23] wurde gezeigt, wie das eindimensionale Modell zu konstruieren ist.
Das zu dem in Gleichung (AI8]) definierten Indenter gehoérende Ersatzsystem ist laut

Gleichung (2.5):
Gp(z) = speplzlP, xR (4.28)

Dabei ist 2, die schon oben benutzte Tiefenskalierung. Wie vorher werden positiv-reelle
Exponenten p zugelassen.

Angenommen, zum Zeitpunkt ¢ ist der Indenter bis zur Tiefe §(¢) > 0 in den Halbraum
eingedriickt. Die Geometrie (£.28) des Indenters legt den zugehorigen Kontaktradius a(t)

fest:
alt) = <it))1/p. (4.29)

Cp¥p
Dieser stimmt geméfs Konstruktion mit dem Radius des Kontaktgebiets im dreidimen-
sionalen System {iiberein.

Analog zum Originalsystem bewegen sich wihrend der Indentierung alle Punkte des
eindimensionalen Indenters mit derselben Geschwindigkeit, ndmlich der Indentierungs-
geschwindigkeit 5. Aufgrund der Kontaktbedingung werden alle Elemente des viskosen
Halbraums, die sich im Kontaktgebiet befinden, mit derselben Geschwindigkeit defor-
miert. Dann wirkt geméf der Dampfercharakteristik (3.64]) auch auf jeden Dampfer die-
selbe Kraft. Das bedeutet, dass sich die Wechselwirkungskraft zwischen Indenter und
Elastomer gleichméfig auf alle Dédmpfer im Kontaktgebiet verteilt. Andererseits muss
die gesamte Wechselwirkungskraft aber gerade die dufiere Kraft Fy kompensieren. Somit
wirkt auf jeden Dampfer im Kontaktgebiet die Kraft

Fxb 1 eyt \ VP
)= 22 — Zpyb [ 2P 4.
te) = et = 3wt (22 (4.30)
und bewirkt die Deformationsgeschwindigkeit
1/p

F Cp X,
il t) = o (ﬁ(wp) » 2(t) < at) (4.31)

0 , x(t) > a(t).

Die zweite Zeile der Losung resultiert aus der Tatsache, dass die Dadmpfer auflerhalb des
Kontaktgebiets nicht deformiert werden. Der in Gleichung (£.30]) auftauchende Parameter
b ist die Breite der einzelnen Dampferelemente. Diese darf natiirlich keinen wesentlichen
Einfluss auf die Ergebnisse haben und taucht daher in den folgenden Gleichungen auch
nicht wieder auf.
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4.3. Indentierung rotationssymmetrischer Kérper

Weiter oben wurde bereits verwendet, dass wegen der Kontaktbedingung mit Glei-
chung ({31]) auch die Indentierungsgeschwindigkeit bestimmt ist:

. e\ 1P
5(t) = g—; <§(t)p) : (4.32)

Diese Gleichung stimmt aber mit ihrer Entsprechung (4.22) des dreidimensionalen Ori-
ginalsystems iiberein. Der weitere Losungsweg verlduft daher vollig analog zum dreidi-
mensionalen Fall und reproduziert die Ergebnisse (£.24) und (£.25)).

Zwischenfazit

Bis hierher wurde gezeigt, dass auch in diesem Fall die Ergebnisse der Reduktionsme-
thode mit denen des dreidimensionalen Originalsystems iibereinstimmen. Die Ergebnisse
beider Wege werden im Folgenden zusammengefasst als analytische Losung bezeichnet.
Numerische Simulationen des eindimensionalen Modells nach der Methode der Dimensi-
onsreduktion stimmen, bis auf Diskretisierungsfehler, mit der analytischen Losung iiber-
ein. Auf eine gesonderte Betrachtung dieser Simulationen wird daher verzichtet. Der
Vollstandigkeit halber werden ihre Ergebnisse aber spéter mit aufgefiihrt.

Die numerische Behandlung des Kontaktproblems mit Randelementen ist in der bisher
gehandhabten Allgemeinheit nicht moglich. Das ist vor allem dem Umstand geschuldet,
dass fiir die Simulationen konkrete Geometriedaten notwendig sind. Im Folgenden erfolgt
daher die Beschriankung auf zwei spezielle Beispiele, auf die schon frither Bezug genom-
men wurde. Es werden sowohl Kegel als auch Rotationsparaboloide betrachtet. Ein Teil
der Ergebnisse zum letzteren Fall wurden von Kiirschner und Filippov [63] publiziert.

Der Kegelindenter entspricht dem Exponenten p = 1 in Gleichung ([4I8]), das heift,
das erzeugende Monom g; ist eine (Halb-)Gerade durch den Nullpunkt,

g1(r) =cr, 1 >0, (4.33)

der Parameter ¢ ist ihre Steigung und somit einheitenlos.

Die Tiefenskalierung hat laut Gleichung (Z.4) den Wert s; = §. Die Gleichungen fiir
die Indentierungstiefe (4.24]) und die Indentierungsgeschwindigkeit (£25) vereinfachen
sich zu

T C1 F Nt

o(t) = S 0 (Kegel) (4.34)
respektive
: ™ ClFN
0(t) =4/ = . (Kegel 4.35
(0= ) 5 o (egel) (4.35)
Verldufe dieser beiden Grofsen sind in Abbildungen und als durchgezogene Linien
dargestellt.

Im Fall des Rotationsparaboloids ist der Exponent p = 2 und das erzeugende Monom
go der positive Teil einer Parabel

g2(r) = car?, 7 > 0. (4.36)
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4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

Der Parameter ¢y hat die Einheit m~!. Er beschreibt die Kriimmung des Paraboloids
und kann als Kehrwert des doppelten Kriimmungsradius interpretiert werden, vergleiche
dazu Gleichung (2.7) und die anschliefenden Erkléarungen.

Die Tiefenskalierung hat den Wert s = 2 und die Gleichungen fiir Indentierungstie-
fe (4.24) und -geschwindigkeit (£25]) vereinfachen sich zu

2
e Fnt 3
5(t) = <iﬂ>3 (Rotationsparaboloid) (4.37)
8V2 m
und
. 1 (Fy\?
5(t) = 3 = <TN) %2 (Rotationsparaboloid) (4.38)

In den Abbildungen 10 und 1Tl sind beispielhafte Verldufe beider Grofen als durch-
gezogene Linie dargestellt.

Simulationen mit Randelementen

Fiir die Simulation mit Randelementen werden iiberwiegend die Parameter des Ab-
schnitts beibehalten. Von der Oberfliche des Elastomers wird ein Quadrat mit der
Kantenlinge L = 4m in 1292 Elemente diskretisiert. Die dufiere Kraft betrigt Fy = 1N
und die Viskositdt das Elastomers 17 = 1 Pa-s. Beide Indentertypen sind so diskretisiert,
dass sie eine kreisrunde Grundfliche mit einem Radius von einem Meter besitzen. Uber
den Ecken der diskretisierten Elastomer-Oberflache befinden sich somit keine Indenter-
elemente, hier ist kein Kontakt moglich.

Bei allen Indentern ist frither oder spéter die gesamte Oberflache in Kontakt mit dem
Elastomer. Die analytischen Losungen gelten nur bis zu diesem Zeitpunkt. Danach ver-
halten sich sowohl der Kegel als auch das Rotationsparaboloid (und alle Indenterformen
mit kreisrunder Grundfliche) wie ein zylindrischer Stempel. Diese Eigenschaft wurde
bereits im Anschluss an Gleichung (&6]) beschrieben.

Wie lange es bis zum vollstdndigen Kontakt dauert, hingt bei festen Parametern (Ra-
dius, Kraft und Viskositét) vor allem von der Hohe des Indenters ab. Diese ist aber
direkt mit der Steigung (beim Kegel) respektive der Kriimmung (beim Rotationsparabo-
loid) verkniipft. Dieser Parameter soll im Folgenden iiber einen grofen Bereich variiert
werden. In Folge dessen wird auch die Zeitspanne bis zum vollstandigen Kontakt stark
variieren. Aus diesem Grund bricht in den folgenden Abbildungen die Giiltigkeit der
Kegel- bzw. Paraboloid-Losung bei einigen Simulationen sehr frithzeitig zusammen. Es
handelt sich dabei nicht um einen Fehler im Aufbau der einen oder der anderen Methode,
stattdessen wird hier der Giiltigkeitsbereich der Modelle verlassen.

Diskussion der Ergebnisse

Es werden Kegel mit fiinf verschiedenen Steigungen ¢; = 0.01, 0.03, 0.1, 0.3, 1 betrach-
tet. Mindestens fiir den letzten Wert ist die Annahme kleiner Steigunge nicht mehr

31Diese Annahme ist Teil der Halbraumniherung, vergleiche Seite B
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4.3. Indentierung rotationssymmetrischer Kérper

erfiillt. Die Ergebnisse fiir den Kegel mit dieser Steigung sind daher im Folgenden mit
Skepsis zu betrachten. Aufgrund der linearen Zusammenhéinge sollten sich im Verhal-
ten der Modelle keine qualitativen Abweichungen einstellen. Allerdings kann nicht davon
ausgegangen werden, dass das auch fiir das reale System zutreffen wiirde.

In Abbildung 4.8 sind die Verlaufe der Indentierungstiefe fiir diese fiinf Kegel gezeich-
net. Zu sehen sind jeweils die analytische Losung (durchgezogene Linien) geméfs Glei-
chung (434) und die numerische Losung aus Randelemente-Simulationen (gestrichelte
Linien). Der Vollstédndigkeit halber ist die numerische Losung nach der Methode der
Dimensionsreduktion zu einzelnen Zeitpunkten mit Kreisen markiert. Verldufe gleicher
Farben gehoren jeweils zum selben Indenter. Die farbliche Zuordnung kann der Legende
entnommen werden

Es ist zu erkennen, dass die Ergebnisse aller drei Losungswege sehr gut iibereinstim-
men. Die analytische Losung und die der Simulationen mit der Methode der Dimensions-
reduktion sind gar nicht unterscheidbar. Allerdings bricht Letztere mit dem vollstdndigen
Kontakt ab. Das numerische Modell besteht aus 10000 Elementen, was zahlenméfig et-
wa mit dem Modell der Randelemente-Methode vergleichbar ist. Durch eine sehr viel
geringere Anzahl an Elementen wire es jedoch moglich, Diskretisierungsfehler sichtbar
zu machen. Es wurde darauf verzichtet, da jene auch bei diesem Indentertyp keine Rolle
spielen.

Im Gegensatz dazu sind in den Verlaufen der Randelemente-Ergebnisse an zwei Stellen
Abweichungen sichtbar. Zum einen sind diese bei dem Indenter mit der grofiten Steigung
(c1 = 1, magenta) bei einer Indentierungstiefe von § = 0.025m zu erkennen. In diesem
Bereich umfasst das Kontaktgebiet nur sehr wenige Elemente. Aufserdem hat der Indenter
eine sehr hohe Geschwindigkeit. Neben der reinen Diskretisierungs-Problematik kommt
auch der Umstand zum Tragen, der im Abschnitt [£.1] herausgestellt wurde: Bei Betrach-
tung einer Indentierung mit konstanter Kraft, entstehen bei sehr kleinen Kontaktgebieten
unphysikalisch hohe Geschwindigkeiten.

Die anderen Abweichungen sind die oben vorhergesagten Effekte, wenn der Indenter
in vollstdndigem Kontakt mit dem Elastomer ist. Im dargestellten Zeitraum sind diese
nur bei den beiden Indentern mit der kleinsten Steigung (blaue und griine Kurven) zu
beobachten.

Fiir bekannte Parametersitze kann der Zeitpunkt, ab dem vollstédndiger Kontakt vor-
liegt, analytisch bestimmt werden. Die Bedingung ist, dass das Kontaktgebiet den Radius
ap der Indenter-Grundfléche erreicht. Mit Hilfe der geometrischen Zusammenhénge (4.33))
des Kegels ldsst sich aus Gleichung ([£.34)) die Grenze

= 4.39
= (439)

bestimmen, an der das Verhalten von der Kegellésung zu der des zylindrischen Stempels
iibergeht. Die Steigung ¢ ist nur noch implizit im Verhéltnis von Indentierungstiefe und
Radius der Grundflache enthalten. In Abbildung A8 ist diese Gerade als schwarze Strich-
Punkt-Linie eingezeichnet. Links oberhalb dieser Grenze entspricht das Verhalten der

35Diese Kennzeichnung der verschiedenen Kurven ist in den Abbildungen E.8 bis 11l einheitlich.

63



4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

0.15

Abbildung 4.8.: Zeitlicher Verlauf der Indentierungstiefe fiir verschiedene Kegel: analy-
tische (durchgezogene Linien) und numerische (Kreise) Losung der Re-
duktionsmethode und Losung der Randelemente-Methode (gestrichelte
Linie). Verldufe gleicher Farbe gehoren jeweils zum selben Indenter. Die
schwarze Strich-Punkt-Linie kennzeichnet den Ubergang von der Kegel-
16sung zu der des zylindrischen Stempels (Gleichung (£.39)).

Randelemente-Simulationen der Kegellosung (£.34]), rechts unterhalb der des Stempels
aus Abschnitt

Die Indentierungsgeschwindigkeiten dieser Kegel sind in Abbildung [£.9 zu sehen. Ana-
log zur vorherigen Abbildung sind die analytische Losung (durchgezogene Linie) geméfs
Gleichung (£37)), die Randelemente-Losung (gestrichelte Linie) und die Simulationser-
gebnisse mit der Methode der Dimensionsreduktion (Kreise) gezeichnet. Zwischen den
analytischen Ergebnisse und denen der Dimensionsreduktion sind wiederum keine Un-
terschiede erkennbar. Allerdings sind hier die Abweichungen der Randelemente-Methode
zum Teil deutlich zu sehen. Auflerdem lésst sich erahnen, dass diese bei allen fiinf Verlau-
fen qualitativ vergleichbar sind. Zum Beispiel ist bei vier von fiinf Kurven ein deutlicher
Unterschied bei der Indentierungsgeschwindigkeit 5~ 0.8 = zu erkennen. In diesem Be-
reich umfasst die Kontaktfliche nur wenige Elemente und die Diskretisierungseffekte bei
der Vergroferung der Kontaktflache haben einen sichtbaren Einfluss.

Auch der Fall des vollstdndigen Kontakts ist gut erkennbar. Innerhalb des betrachteten
Zeitbereichs erreichen die Randelemente-Simulationen fiir die beiden Indenter mit der ge-
ringsten Steigung (blaue und griine Kurve) eine konstante Indentierungsgeschwindigkeit.
Ab etwa t = 0.2s stimmen beide Kurven iiberein. Die Indentierungsgeschwindigkeit im
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Abbildung 4.9.: Zeitlicher Verlauf der Indentierungsgeschwindigkeit fiir verschiedene Ke-
gel, Kennzeichnung wie in Abbildung [4.8]

vollen Kontakt betragt §=0.125 Y, was in Ubereinstimmung mit Gleichung (&8 ist.

Zum Vergleich werden Indentierungen mit Rotationsparaboloiden mit fiinf verschiede-
nen Kriimmungen ¢; = 0.01, 0.03, 0.1, 0.3, 1m~! betrachtet. Die iibrigen Parameter
sind mit denen des vorher behandelten Falles identisch. Insbesondere besitzen sie auch
eine kreisrunde Grundflaiche mit einem Radius von einem Meter.

Es ist anzumerken, dass fiir alle Paraboloide die Annahme kleiner Steigungen grund-
sitzlich erfiillt ist, solange die Indentierungstiefe klein genug ist. Andererseits wird die
Halbraumnéherung auch bei allen Indentern verletzt, wenn die Indentierungstiefe grofs
genug ist.

Abbildung E10] zeigt die Verldufe der Indentierungstiefen fiir die fiinf Rotationspara-
boloide. Die analytische Losung (durchgezogene Linie) geméf Gleichung (4.37]), die der
Randelemente-Simulation (gestrichelte Linie) und die numerischen Ergebnisse nach der
Methode der Dimensionsreduktion stimmen jeweils tiberein.

Der einzige sichtbare Unterschied ist an der Kurve der Randelemente-Simulation fiir
den Paraboloiden mit der kleinsten Kriimmung (blaue gestrichelte Linie) zu erkennen.
Bei t =~ 0.1s geht die Paraboloid-Losung in die des starren Stempels iiber. Die Grenze
zwischen beiden Bereichen lasst sich analog zu Gleichung (4.39) analytisch bestimmen.
Es ist die Gerade:

;. SFnt
0y = .
16aon

(4.40)

Auch hier wurde wieder eine Formulierung gewahlt, in der die Kriimmung nur noch im-
plizit enthalten ist. In Abbildung 10 ist die Grenze als schwarze Strich-Punkt-Linie
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Abbildung 4.10.: Zeitlicher Verlauf der Indentierungstiefe fiir Rotationsparaboloide,
Kennzeichnung wie in Abbildung 4.8

eingezeichnet. Links oberhalb dieser Geraden verhalten sich die Indenter wie Rotations-
paraboloide, rechts unterhalb der Geraden wie zylindrische Stempel.

Der zugehorige Verlauf der Indentierungsgeschwindigkeit ist in Abbildung [L.1T] gezeigt.
Die Kennzeichnung der einzelnen Kurven folgt dem gleichen Schema wie zuvor. Auch hier
stimmen die jeweils drei Ergebnisse pro Paraboloid iiberein. Die Randelemente-Losung
zeigt wiederum geringfiigige Abweichungen. Auch diese haben ihren Ursprung in der
Diskretisierung. Sie fallen jedoch deutlich geringer aus als im Fall des Kegels. Das ist
nachvollziehbar, da die Steigungen im Bereich der Spitze kleiner sind als bei den zuvor
betrachteten Kegeln.

Bei dem Paraboloid mit der geringsten Kriimmung (blaue gestrichelte Linie) ist wieder
der Ubergang vom Paraboloid-Verhalten zum Stempel zu erkennen. Fiir ¢ > 0.1s liegt die
Indentierungsgeschwindigkeit konstant bei §=0.125 &+ Zusitzlich kann man erahnen,
dass auch die Indentierungsgeschwindigkeit des Paraboloids mit der Kriimmung cy =
0.03m ™! (griine gestrichelte Linie) sich diesem Wert anniihert.

Wiéhrend bisher die makroskopischen Grofen Indentierungstiefe und -geschwindigkeit
im Vordergrund standen, sollen jetzt die Deformation und die Spannungsverteilung an der
Oberfliache des Elastomers untersucht werden. Dazu werden die analytischen Losungen
mit den entsprechenden Werten der Randelemente-Simulationen verglichen.

In der Abbildung [4.12] sind die Deformationen der Elastomer-Oberfliche zu sehen.
Die Ergebnisse fiir beide Indentertypen sind in einem Diagramm gegeniibergestellt. Auf
der linken Seite (negative z-Werte) ist die Deformation der Elastomer-Oberfliche bei
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0.2 0.3

Abbildung 4.11.: Verlauf der Indentierungsgeschwindigkeit fiir Rotationsparaboloide,
Kennzeichnung wie in Abbildung 4.8

Indentierung mit einem Rotationsparaboloid zu sehen. Auf der rechten Seite ist das
gleiche fiir einen Kegel gezeichnet. Es sei betont, dass sich das nur auf die Darstellung
bezieht. Die Indentierungen erfolgt getrennt mit einem ganzen Kegel und mit einem
ganzen Paraboloid.

Die zu Grunde liegenden Simulationen sind die des vierten Kegels (Steigung ¢; = 0.3)
und des vierten Paraboloids (Kriimmung c; = 0.3 m~!), die schon fiir die Abbildungen 8]
bis [£11] verwendet wurden. In beiden Féllen wurde der Zustand am Ende der Simula-
tionen, das heifst zum Zeitpunkt ¢ = 1s, festgehalten. Die Deformation der Halbraum-
Oberflache ist als blaue Linien gezeichnet, die urspriingliche Oberflache ist griin gestri-
chelt. Die rote Strich-Punkt-Linie markiert die Greensche Funktion (341]), die von der
Indenterform unabhéngig und daher auf beiden Seiten identisch ist Die Positionen der
Indenter sind mit schwarzen Linien festgehalten.

Es ist zu erkennen, dass der Kegel innerhalb dieses Zeitraums tiefer in das Elastomer
einsinkt. Das entspricht den Erwartungen, da seine Querschnittsfliche mit zunehmen-
der Indentierungstiefe weniger schnell ansteigt als die des Paraboloids. Der Kegel hat
daher eine hohere Indentierungsgeschwindigkeit. Des Weiteren ist zu sehen, dass sich
die Deformation auferhalb des Kontaktgebiets sehr schnell an die Greensche Funktion
annéhert.

Die Untersuchung der Spannungsverteilung wird stellvertretend am Fall des Kegels
vorgenommen. Die entsprechenden Betrachtungen am Paraboloid erfolgen vollig analog
und fiithren zudem zu sehr dhnlichen Ergebnissen. Eine gesonderte Betrachtung dieses

36Vergleiche dazu auch die Aussagen zum globalen Verhalten am Anfang des Kapitels.
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Abbildung 4.12.: Vergleich der Deformationen bei Kegel (rechte Hélfte) und Paraboloid
(linke Halfte)

Indentertyps erscheint daher nicht notwendig. Um Ergebnisse zu erhalten, die eine sinn-
volle Darstellung und Interpretation erlauben, wurde die Indentierung des Kegels mit der
Steigung c¢; = 0.01 mit einer feineren Diskretisierung wiederholt. Bei dieser Simulation
wurden 5132 Elemente benutzt. Zugleich wurde der betrachtete Bereich der Elastomer-
Oberflache auf ein Quadrat mit der Kantenldnge L = 2.2m verkleinert. Die restlichen
Parameter sind unveréndert.

In Abbildung {13 ist die Spannungsverteilung o(r,t) zu verschiedenen Zeitpunkten
der Indentierung dargestellt. Die Spannung selbst ist jeweils auf die zentrale Spannung
o§ normiert, die sich laut Gleichung (£.3]) bei Indentierung eines zylindrischen Stempels
mit dem Radius ag = 1 m und ansonsten unveranderten Parametern ergibt. Der Radius r
ist auf den Radius ag der Grundflache normiert. Die Ordinate ist logarithmisch eingeteilt.

Die gestrichelten Linien zeigen die numerisch ermittelte Spannungsverteilung, so wie
sie zum jeweiligen Zeitpunkt in der Simulation ermittelt wurde. Die durchgezogenen Li-
nien sind nachtraglich bestimmte analytische Losungen geméfs Gleichung (£26)) fiir diese
Zeitpunkte. Die numerischen und analytischen Lésungen unterscheiden sich nur gering-
fiigig. Die einzige Ausnahme stellt die Losung fiir den letzten Zeitpunkt ¢ = 1s (schwarze
Kurve) dar. Zu dieser Zeit ist der Indenter bereits im vollen Kontakt mit dem Elastomer.
Das Ergebnis der Randelemente-Simulation spiegelt daher bereits das Verhalten eines
zylindrischen Stempels dar. In der analytischen Betrachtung ist das jedoch nicht enthal-
ten. Daher weicht die analytische Losung fiir diesen letzten Zeitpunkt erheblich von der
Simulation ab. Sie verlduft auferhalb des hier dargestellten Wertebereichs und ist daher
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Abbildung 4.13.: Spannungsverteilung bei Indentierung eines Kegel zu unterschiedlichen
Zeitpunkten

in der Abbildung nicht zu sehen.

Es ist zu erahnen, dass die Spannungsverteilung innerhalb des Kontaktgebiets zu jedem
Zeitpunkt ¢t > 0 der eines zylindrischen Stempels entspricht. Der Radius des Kontaktge-
biets vergrofiert sich im Verlauf der Indentierung. Es ist jeweils an dem abrupten Abfall
der Spannung erkennbar. Die Spannungsverteilung fiir den letzten Zeitpunkt ¢ = 1s,
dargestellt durch die schwarze Linie, ist identisch mit der des zylindrischen Kegels.

Dass die Spannungsmaxima der numerischen Ergebnisse in der Ndhe der Randsin-
gularitdt mit fortschreitender Zeit kleinere Werte annehmen, hat keine physikalische
Bedeutung. Es ist vielmehr ein Artefakt der Diskretisierung des Indenters und ihrer
Implementierung.

Der Verlauf der zentralen Spannung als Funktion der Zeit ist in Abbildung [4.14] gezeigt.
Die gestrichelten Linien beziehen sich auf die Daten der Randelemente-Simulationen, mit
denen bereits die Abbildungen [£§] und erzeugt wurden. Die durchgezogenen Linien
zeigen die analytischen Losungen. Diese ergeben sich, wenn p = 1 in der Gleichung (4.27)
berticksichtigt und diese in (£.20) eingesetzt wird:

e

oo(t) = ;

(4.41)

Das Bemerkenswerte an diesem Ergebnis ist, dass der zeitliche Verlauf der zentralen
Spannung von der dufseren Kraft unabhingig ist.
Beide Achsen in Abbildung[Z.I4]sind logarithmisch eingeteilt. In dieser Darstellung sind
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die analytisch bestimmten Losungen Gerade mit der Steigung —1. Unterschiedliche
(Kegel-)Steigungen ¢; bewirken in der doppelt logarithmischen Darstellung offensichtlich
eine Verschiebung entlang der Zeitachse. Zu Beginn der einzelnen Indentierungen sind
jeweils grofere Abweichungen zwischen der analytischen Losung und der Randelemente-
Simulation zu erkennen. Hierbei handelt es sich wieder um Diskretisierungseffekte. Jetzt
sind das jedoch nicht nur Abweichungen in der Kontaktfliche. Zusétzlich kommt noch
hinzu, dass das Kontaktgebiet anfangs nicht einmal annéhernd kreisférmig ist. Stattdes-
sen hat es aufgrund der Diskretisierung zeitweilig auch die Form eines Quadrates bzw.
eines Kreuzes.

Mit Erreichen des vollstandigen Kontakts, nimmt die Randelemente-Lésung wieder
das Verhalten des zylindrischen Stempels an. Die zentrale Spannung o(t) hat ab diesem
Zeitpunkt einen konstanten Wert. Dieser ist identisch mit der zentralen Spannung o des
Stempels geméf Gleichung (L.5).

103 §

wbo 102 i

oo(t)/

101

100

10—4 10-3 10-2 10-1 10

Abbildung 4.14.: Die zentrale Spannung in Abhéngigkeit von der Zeit bei Indentierung
verschiedener Kegel

Damit ist die Behandlung des Normalkontakts mit axialsymmetrischen Indentern ab-
geschlossen. Als Fazit lasst sich festhalten, dass sich auch dieser Fall mit den vorgestellten
Losungswegen erfolgreich behandelt lasst. Die analytischen Losungen des Originalsystems
und des eindimensionalen Modells stimmen exakt {iberein. Die numerischen Ergebnisse
der Randelemente-Simulationen und der Methode der Dimensionsreduktion weichen von
diesen nur um Diskretisierungsfehler ab.

3"Im Gegensatz dazu verhilt sich die zentrale Spannung bei Indentierungen mit einem Rotationspara-
boloid proportional zu t 3,
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4.4. Indentierung rauer Korper

In diesem Abschnitt werden Indenter mit zuféllig rauen, selbst-affinen Oberflaichen be-
trachtet. Im Unterschied zu den vorher betrachteten Fallen, in denen sich exakte Er-
gebnisse ableiten lassen, werden jetzt vermehrt Aussagen statistischer Natur gemacht.
Wesentliche Teile der Inhalte dieses Abschnitts wurden von Kiirschner und Popov [72]
publiziert.

Die in diesem Abschnitt untersuchten Indenter lassen sich als starre zylindrische Stem-
pel betrachten. Die Stirnflichen haben den Durchmesser L. Im Unterschied zum Ab-
schnitt sind sie jedoch nicht eben, sondern mit Rauheiten versehen. Es werden aus-
schliefslich Oberflachen betrachtet, die fraktal und selbst-affin sind. Die Gewichtung der
Rauheiten auf verschiedenen Langenskalen wird durch die Spektraldichte

Cap(q) = Cog 2V (4.42)

beschrieben. Dabei sind Cy eine Konstante, ¢ die (normierte) Wellenzahl und H € [0, 1]
der Hurst-Exponent. Gleichung (4.42]) ist auf allen Langenskalen giiltig, von der Diskre-
tisierungslange b bis zur makroskopischen Abmessung L, vergleiche Abschnitt 241

Im weiteren Verlauf werden zunéichst mit der Hilfe grundlegender physikalischer Uber-
legungen, Skalierungseigenschaften und Dimensionsbetrachtungen die generellen Bezie-
hungen abgeleitet. Mit Hilfe von Radoks Prinzip der Funktionalgleichungen werden Er-
kenntnisse iiber den vergleichbaren elastischen Normalkontakt auf das viskose Problem
tibertragen. Auf diese Weise kénnen die verbleibenden Parameter bestimmt werden. Im
Anschluss daran werden diese Resultate mit Ergebnissen numerischer Simulationen ver-
glichen. Dafiir werden sowohl die Randelemente-Methode als auch die Methode der Di-
mensionsreduktion verwendet.

Grundlegende Uberlegungen

Das erste Ziel besteht darin, die generellen Zusammenhéinge zwischen der dufseren Nor-
malkraft Fy, der Indentierungstiefe § und der Indentierungsgeschwindigkeit § zu finden.

Zuerst lasst sich festhalten, dass Grofe und Gestalt des Kontaktgebiets allein von der
Eindrucktiefe bestimmt werden. Insbesondere hat die Indentierungsgeschichte keinerlei
Einfluss. Das gilt wenigstens dann, wenn die duffere Kraft Fy zu jedem Zeitpunkt nicht-
negativ ist. Durch die Annahme einer konstanten dufferen Kraft am Anfang des Kapitels
ist das sichergestellt.

Angenommen, die Oberflache des Indenters wird in vertikale Richtung um einen positi-
ven Faktor gestreckt bzw. gestaucht. In diesem Fall bedeutet das nichts anderes, als dass
die Amplitude h der Rauigkeiten mit diesem Wert skaliert wird. Wird nun die Inden-
tierungstiefe § mit demselben Faktor multipliziert, dann &ndert sich das Kontaktgebiet
durch diese Skalierung nicht. Daher kann die Konfiguration des Kontaktgebiets nur von
dem Verhiltnis §/h abhéngen.

Wird nun eine beliebige Kontaktkonfiguration betrachtet, dann muss die dufsere Kraft
proportional sein sowohl zur Indentierungsgeschwindigkeit § als auch zur Viskositit n
des Halbraums. Das lésst sich an den Erkenntnissen der vorherigen Abschnitte ablesen,
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4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

insbesondere der Greenschen Funktion ([B.41]) des viskosen Kontakts. Abgesehen davon
ldsst sich diese Proportionalitét auch aus einem Dimensionsvergleich schliefsen.

Aus diesen drei Eigenschaften ldsst sich folgern, dass das Verhiltnis Fi /(7)) eine
Funktion der dimensionslosen Variable §/h ist. Um das erstgenannte Verhéltnis ebenfalls
dimensionslos zu machen, muss es durch eine Grofe von der Dimension einer Lange divi-
diert werden. Die bisherigen Erkenntnisse geben Anlass zu der Vermutung, dass hierfiir
die Systemgrofe L in Frage kommt. Somit hat die gesuchte Beziehung die Gestalt

% ~ fu (%) ’ (4.43)

wobei die unbekannte Funktion fg noch in irgendeiner Weise von dem dimensionslosen
Hurst-Exponenten H abhéngen wird.

Durch den Vergleich mit dem glatten Stempel aus Abschnitt ldsst sich eine hilfreiche
Interpretation ableiten. Der Ausdruck im Nenner der linken Seite von Gleichung (£.43))
ist, bis auf einen konstanten Faktor, gerade die Kraft, die zum Eindruck des glatten
Stempels notwendig wire. Das wird insbesondere durch Vergleich mit der Beziehung (4.0)
deutlich. Offenbar hat diese Grofe die Bedeutung einer Séttigung, wenn nédmlich (nahezu)
die gesamte Stirnseite des (rauen) Indenters in Kontakt mit dem Elastomer ist. Nach den
Ausfiithrungen der vorherigen Abschnitte ist klar, dass in diesem Fall die Rauheit selbst
keinen Einfluss mehr hat. Stattdessen verhélt sich der Indenter dann wie der zylindrische
Stempel aus Abschnitt L2

Alternative Formulierung unter der Annahme eines Potenzgesetzes

Die Beziehung (443) ist ein vorlaufiges Resultat, welches die grundlegenden Zusam-
menhédnge wiedergibt. Im Folgenden wird es darum gehen, die Funktion fr genauer zu
bestimmen.

Aus dem Abschnitt ist bekannt, dass die Indentierungsgeschwindigkeit & eine ver-
gleichbare Bedeutung hat, wie die Indentierungstiefe & bei vergleichbaren elastischen
Kontaktproblemen. Aus diesem Grund wird Gleichung (£.43)) in eine alternative Form
iiberfiihrt, die nur noch von der Indentierungsgeschwindigkeit nicht aber von der Inden-
tierungstiefe abhéngig ist.

Da die letztgenannte Grofe im Argument der noch unbekannten Funktion fz vor-
kommt, muss an dieser Stelle eine Annahme {iber die Natur dieser Funktion getroffen
werden. Im weiteren Verlauf wird daher vorausgesetzt, dass die Beziehung (£43]) (min-
destens ndherungsweise) durch ein Potenzgesetz,

F 5 Bu
A —en (7). (4.44)

beschrieben werden kann Der Koeffizient ¢y und der Exponent Sy kénnen noch vom
Hurst-Exponent H abhingen. Von der Zeit kénnen jedoch nur § und § abhingen. Alle

%Die Annahme eines Potenzgesetzes wird durch die Ergebnisse der Simulationen gerechtfertigt, auf die
im weiteren Verlauf eingegangen wird.
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anderen Grofen in Gleichung (£44]) sind beziiglich der Zeit konstant. Auf die Angabe
der Zeit als Argument wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet.

Aus dieser Gleichung wird nun die Indentierungstiefe eliminiert. Dazu wird als Erstes
die Indentierungsgeschwindigkeit als zeitliche Ableitung der Indentierungstiefe identifi-
ziert und geringfiigig umgeformt:

FNhﬁH
CH7]L

— §Pu§

d 1 1+8m
- = 4.4
dt (1 + ,BH(S ’ (4.45)

wobel im zweiten Schritt bereits die rechte Seite als zeitliche Ableitung umformuliert
wurde. Durch Integration iiber die Zeit mit der Anfangsbedingung (¢ = 0) = 0 und
geringfiigiger Umstellung ergibt sich

1+ By FNhBH 1/(1+Bu)
t
( ca Nk >

= 4. (4.46)

Fiir die Integration wurde dabei S > —1 vorausgesetzt. Eine neuerliche Ableitung nach
der Zeit und einige Umformungen fiihren schliefslich auf die Gleichung

' s
% — &(H) (%) baw. (4.47)
5y, 5= O . It

h nhL’
Der Exponent B(H) := 1/(1+fp) und der Koeffizient ¢(H) := (cg(1 + BH)BH)_I/(HBH)
kénnen weiterhin beide vom Hurst-Exponenten abhéngen.

Numerische Verifikation

Um einen ersten Eindruck von der Indentierungsdynamik zu gewinnen, werden die Ergeb-
nisse von Simulationen in den Grofen der Gleichung (£47) ausgewertet. Dabei werden
einerseits Simulationen mit einem Randelemente-Verfahren verwendet und zum anderen
solche mit der Methode der Dimensionsreduktion. Im Folgenden wird zunéchst auf das
erstgenannte Verfahren eingegangen.

Die verwendeten Werte fiir die Parameter Hurst-Exponent, Normalkraft, Rauigkeit,
Durchmesser und Viskositéat sind in Tabelle . Ilzusammengestellt. Es wurden jedoch nicht
alle moglichen Parameter-Paarungen ausgewertet. Stattdessen wurden jeweils der Hurst-
Exponent und ein weiterer Parameter variiert und fiir alle anderen ein Standardwert
benutzt. Dieser ist in der Tabelle fett hervorgehoben. Dadurch ergeben sich fiir jeden
Hurst-Exponent neun verschiedene Parameter-Paarungen.

Zu jeder dieser insgesamt 36 Kombinationen wurden mindestens 80 Indentierungen
mit zufillig generierten Oberflachen durchgefiihrt und die Mittelwerte gebildet. Zu den

3Die Abbildung ETH ist aus [72] iibernommen, die Darstellung wurde geringfiigig abgeéndert.
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4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

Symbol | Parameter Einheit verwendete Werte
H Hurst-Exponent 1 0.1, 0.4, 0.6, 0.9
Fn Normalkraft N 1, 10, 100

h mittlere Rauigkeit m V0.1, 1, /10

L Durchmesser m 0.5,1,2

i Viskositét Pa-s 0.1, 1, 10

Tabelle 4.1.: Parameter zur Untersuchung des Normalkontakts rauer Indenter

H =01 H=04 H =06 H =09

Abbildung 4.15.: Beispiele rauer Tndenterd

vier Paarungen, in denen nur Standardwerte enthalten sind, wurden jeweils mindestens
240 verschiedene Indentierungen durchgefiihrt. Die Ergebnisse dieser Simulationen sind
die Grundlage der Abbildungen E.17] E.18 und

In Abbildung sind Beispiele der verwendeten Indenter-Oberflichen dargestellt.
Dunklere Farbtone kennzeichnen hoher liegende Bereiche. Die farbliche Zuordnung ist in
den einzelnen Bildern unterschiedlich skaliert, um jeweils einen méglichst hohen Kontrast
zu erreichen.

In den Simulationen mit der Reduktionsmethode kommen Linien mit vergleichbaren
Eigenschaften zur Anwendung. Abbildung zeigt solche Linien 2] Anhand der Linien
ist gut zu erkennen, dass mit steigendem Hurst-Exponent der Einfluss der Rauigkeiten
auf den kleineren Langenskalen abnimmt. So sind die Linien fiir kleine Hurst-Exponenten
eher zackig, die fiir grofse eher glatt.

Fiir die Simulationen mit der Methode der Dimensionsreduktion wurden statistisch
dquivalente Linien mit denselben Hurst-Exponenten wie im Falle der Randelemente-
Simulationen verwendet. Allerdings wurden die Indentierungen mit jeweils nur einem
Parameter-Satz durchgefiihrt. Im Gegenzug wurde eine feinere Diskretisierung verwendet,
nédmlich 100000 Elemente auf eine Lange von 2 Metern. Die Mittelung der Ergebnisse
erfolgte iiber jeweils 100 zuféllige Realisationen.

In Abbildung 17 sind die gemittelten Ergebnisse der Randelemente-Simulationen
als durchgezogene Linien eingezeichnet. Auf den Achsen sind das Argument ¢ und der
Funktionswert § der Beziehung (E47) gegeneinander aufgetragen. Die Einteilung ist in

40Zur Konstruktion dieser Linien vergleiche Abschnitt 24} speziell Gleichung Z20) und zugehérige
Erklérungen.
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Abbildung 4.16.: Beispiele rauer Linien

beiden Fallen logarithmisch. Diese Darstellung ist mit der Abbildung des elastischen
Problems vergleichbar, beinhaltet aber zusétzlich noch den Vergleich mit Simulationen
nach der Methode der Dimensionsreduktion (dargestellt durch gestrichelte Linien), auf
die spéater eingegangen wird.

Fiir jeden Hurst-Exponent sind neun einzelne Linien dargestellt, die jeweils zu einer
Parameterkombination gehoren. Die farbliche Kennzeichnung bezieht sich auf den jewei-
ligen Hurst-Exponenten und kann der Legende entnommen werden. Da die einzelnen
Linien meist sehr eng beieinander liegen, sind sie in der linken oberen Ecke fiir den
Hurst-Exponent H = 0.6 vergrofert gezeigt. Wie oben beschrieben, verkérpert jede die-
ser einzelnen Linien den Mittelwert {iber mindestens 80 Indentierungen.

In Abbildung 417 sind fiir alle Kurven gleichermafen drei Bereiche unterscheidbar.
Zuniéchst (links unten) fallen alle (durchgezogenen) Kurven perfekt zusammen und zeigen
einen linearen Verlauf mit der Steigung 8 = 1. Das bedeutet, dass in diesem Teil sowohl
die (logarithmische) Darstellung in der Abbildung als auch der Zusammenhang (4.47)
selbst linear sind. Dieser Teil des Verlaufs ist jedoch ein Artefakt der Diskretisierung und
daher von geringerer Bedeutung. Er stellt den Zeitraum dar, in dem genau ein Element
des Indenters mit dem FElastomer in Kontakt ist. Wahrend dieser Zeitspanne ist die
Indentierungsgeschwindigkeit konstant und die Indentierungstiefe wéchst linear an.

In einem Ubergangsbereich brechen nacheinander alle Kurven aus diesem linearen
Verlauf aus. Daran schliefst sich der zweite Bereich an. Das ist derjenige, der fiir den
hier untersuchten Sachverhalt wesentlich ist. Die einzelnen Kurven zeigen wieder linea-
re Verldufe (in der logarithmischen Darstellung). Die Steigungen sind nun jedoch vom
Hurst-Exponenten abhéngig. Die verschiedenen Parameter-Kombinationen mit demsel-
ben Hurst-Exponent fallen jeweils zusammen. Daraus lassen sich zwei Folgerungen ab-
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Abbildung 4.17.: Die Indentierungsdynamik zuféllig rauer, selbst-affiner Indenter. Darge-
stellt sind gemittelte Ergebnisse von Simulationen mit Randelementen
(durchgezogene Linien) und mit der Reduktionsmethode (gestrichelte
Linien). Auf den Achsen sind Argument und Funktionswert der Glei-

chung ([£47) aufgetragen.

leiten. Die Ergebnisse bestétigen die allgemeine Betrachtung zur Herleitung der Inden-
tierungsdynamik und insbesondere die Bedeutung der dimensionslosen Variablen

_ bt _ Fyt
d:=—und t:= ——
B nhL’

(4.48)
die als dimensionslose Eindrucktiefe § und als dimensionslose Zeit £ interpretiert werden
kénnen.

Dariiber hinaus rechtfertigen die Ergebnisse auch die Vermutung, dass dieser Bereich
tatséchlich (mindestens ndherungsweise) durch ein Potenzgesetz beschrieben werden kann
und der Exponent (nur) vom Hurst-Exponent abhéngt!*] Im Gegenzug zeigen sie aber
auch die Grenzen dieser Betrachtung auf. An den Kurven fir den Hurst-Exponenten
H = 0.1 (griin dargestellt) ist sichtbar, dass diese Annahme nur noch eingeschrankt

41Es soll betont werden, dass hier nicht etwa als Ergebnis ein Potenzgesetz herauskommt, weil bereits
vorher ein Potenzgesetz vorausgesetzt wurde. Die Annahme eines Potenzgesetzes ist von Bedeutung
fiir die Umformung der Gleichung (£43) hin zu ([@47). Die Simulationen -sowohl mit Randelementen
als auch mit der Methode der Dimensionsreduktion- und ihre Ergebnisse sind jedoch vollig unabhéngig
davon.
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gliltig ist. Tatséchlich gehort schon etwas guter Wille dazu, auch in diesem Fall ein
Potenzgesetz anzuerkennen

Im Anschluss daran geht das Verhalten in einen dritten Bereich iiber. Dieser ist rechts
oben im Diagramm zu erkennen. Hier haben sich wieder alle Kurven vereinigt und zeigen
lineares Verhalten. Wie im ersten Bereich bezieht sich das sowohl auf die logarithmische
Darstellung als auch auf die Gleichung (4.47). Dieser Teil beschreibt das Verhalten, wenn
der Indenter in vollstdndigem Kontakt mit dem Elastomer ist und sich mit konstanter
Geschwindigkeit bewegt.

Die gestrichelten Linien in Abbildung 17 beziehen sich auf die Simulationen mit der
Methode der Dimensionsreduktion. Die farbliche Zuordnung ist dieselbe wie im Fall der
Randelemente-Simulationen und kann der Legende entnommen werden. Die Ergebnis-
se zeigen grundsatzlich in allen Bereichen das gleiche Verhalten wie die Randelemente-
Simulationen. Es sind allerdings zwei Abweichungen feststellbar.

Zum einen ist der erste Bereich um mehr als zwei Grofenordnungen entlang der t-
Achse verschoben. Das ist eine Folge der feineren Diskretisierung. Der zweite Bereich
hat sich um eben diesen Anteil vergréfert. Der Charakter eines Potenzgesetzes in diesem
Teil ist dadurch noch besser auszumachen. Das ist auch der Grund, warum fiir diese
Simulationen eine feinere Diskretisierung gewahlt wurde.

Die zweite Abweichung zeigt sich im Ubergang zwischen den Bereichen zwei und drei.
Es ist erkennbar, dass hier sowohl die Randelemente-Ergebnisse als auch die der Reduk-
tionsmethode, jeweils fiir sich betrachtet, iiber alle Parameter-Kombinationen sehr gut
{ibereinstimmen. Allerdings weichen (in diesem Ubergangsbereich) die Ergebnisse der
einen Methode von der anderen ab. Es ist jedoch bekannt, dass die Methode der Di-
mensionsreduktion den Ubergang zu Sittigung nicht exakt abbildet. Diese Abweichung
zeigt sich auch in anderen Anwendungen. Sie ist beispielsweise auch beim elastischen
Normalkontakt zu beobachten, vergleiche [23].

Bestimmung des Potenzgesetzes

Als néchster Schritt sollen nun der Exponent 5 und der Koeffizient ¢ des Potenzgeset-
zes (LAT) bestimmt werden. Die einfachste, aber am wenigsten befriedigendste Vorge-
hensweise wére die numerische Approximation beider Parameter auf der Basis der ge-
mittelten Verlaufe in Abbildung A.17l Zumindest im Falle des Exponenten gibt es jedoch
eine elegantere, wenn auch etwas aufwendigere Moglichkeit.

Einmal mehr I&sst sich hierfiir Radoks Prinzip der Funktionalgleichungen nutzen. Als
vergleichbares elastisches Problem wird der in Abschnitt 2.4 vorgestellte Normalkontakt
mit einem rauen Indenter verwendet. Ausgangspunkt der weiteren Betrachtungen ist die

42Dje eingeschrinkte Giiltigkeit fiir kleine Hurst-Exponenten ist auch bei anderen vergleichbaren Aufga-
benstellungen zu beobachten. Das betrifft unter anderem den elastischen Normalkontakt, vergleiche
Abschnitt 2-4] und die dort zitierten Publikationen. Als Hauptgrund ist zu vermuten, dass bei diesen
Oberflachen in der Regel eine Vielzahl von isolierten Kontaktbereichen iiber die gesamte Oberfla-
che verstreut ist und dadurch wesentliche Skalierungseigenschaften nicht ohne Weiteres erfiillt sind,
vergleiche [73].
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aus [23] ibernommene Gleichung ([2.23])

koo i Fy R 1

v B ™ v
zur Bestimmung der differentiellen Kontaktsteifigkeit. kg ist ein numerisch bestimmter
Parameter und H der Hurst-Exponent.

Analog zum hier betrachteten viskosen Fall werden ein starrer Indenter und ein in-
kompressibler Halbraum vorausgesetzt. Der Elastizitdtsmodul wird im Folgenden durch
den Schubmodul ausgedriickt. Die Kontaktsteifigkeit k wird wieder als Ableitung der
Normalkraft nach der Indentierungstiefe geschrieben.

Abweichend von den hier vorgenommenen Betrachtungen wird von Pohrt, Popov und
Filippov in [23] ein Indenter mit quadratischer Grundfliche verwendet. Der Ausdruck
V/Ay ist daher als Kantenlinge der Grundfliche und mithin als lineare Abmessung des
Systems zu verstehen. Er wird hier durch den Durchmesser L der (als kreisformig voraus-
gesetzten) Grundflache ersetzt. Dabei muss in Kauf genommen werden, dass auf diese

Weise eine Abweichung (in der Form eines Faktors der Grofenordnung eins) entsteht.
Mit diesen Uberlegungen wird aus Gleichung (223) die Formulierun:

1 dF, Fy \©
N:k0< N ) . (4.49)

AGL db AGhL
Durch Trennung der Variablen und anschliefsender Integration in den Grenzen 0 und Fy
respektive 0 und 0(F) ergibt sich

| 1 \*-
Pl (——) 4 4.50
1-a)GL N ’ <4GhL> (4.50)

Die Integration ist unter der Voraussetzung o < 1 giiltig. Durch Umsortierung und der
formalen Berticksichtigung der Belastungshistori folgt unmittelbar:

6 =cGIF(t) mit (4.51)

-«
F(t):=Fy "H(t), o = ko(lh— ) <45L) ’

sowie der Heaviside-Funktion H(¢). Diese Gleichung wird mittels Laplace-Transformation
in den Frequenzbereich tiberfiihrt:

11—«

6 (s) = L{0} = cléaleNT. (4.52)

Nach der in Kapitel [ erarbeiteten Vorgehensweise wird der Schubmodul durch seine
Reihenentwicklung (B.15) ausgedriickt. Diese wird durch die Reihenentwicklung (3.21)

43Die Grofen, die sich auf das vergleichbare elastische Probleme beziehen, werden wie bisher mit einer
Tilde gekennzeichnet.
4Siehe Gleichung (B31I) und zugehdrige Erklarungen.
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des linear viskosen Materials ersetzt und dann die Viskositat substituiert. Auf diese
Weise ergibt sich die zu ([A52]) vergleichbare Beziehung fiir das viskose Kontaktproblem:

56%(s) = e1 Fpy on*1s* ™t (4.53)

Die Rﬁcktransformatio in den Zeitbereich fiihrt auf

t—Ot

T (4.54)

(0) = £7H5" (9)} = er Yo

wobei formal o < 1 vorausgesetzt wird.
Durch Einsetzen des Koeflizienten c¢1, Multiplizieren beider Seiten mit ¢ und geringfii-
giges Umstellen erhilt man die Formulierung:

S(t)t Fyt\'™* | g1
ho (nhL> 2 T2 - a) (4.55)

Das ist offenbar genau die Beziehung, die bereits -ausgehend von den physikalischen
Uberlegungen- in Gleichung ([#47) erarbeitet wurde. Zusétzlich ist nun auch der Expo-
nent bestimmt. Durch Vergleich der Beziehungen (£.47) und ([@55]) folgt 5 =1 —a =
H/(1+ H). Der Koeffizient liefe sich grundsétzlich auf dieselbe Weise bestimmen. Im
Gegensatz zum Exponenten wurde dieser jedoch in [23] nur numerisch berechnet. Au-
Berdem zeigte sich bei den eigenen Betrachtungen des viskosen Kontaktproblems, dass
dieser besser durch den Ausdruck ky = 2 — H angendhert werden kann.

Mit den in ([@48)) eingefithrten Bezeichnungen lautet dann das Potenzgesetz fiir den
viskosen Normalkontakt mit einem selbst-affinen Indenter schlussendlich:

6 =ct’ mit (4.56)
—H/(14+H)
c:= 4 — und [ := HLH
(2 - H)r (52

An dieser Stelle soll betont werden, dass dieser letzte Schritt - die Herleitung aus
einem vergleichbaren elastischen Problem - in den wesentlichen Punkten unabhangig von
den zuvor vorgenommen Betrachtungen und den numerischen Simulationen ist. Diese
Methode besitzt mehrere Vorteile.

Vielleicht am bedeutendsten ist, dass sie eine weitere Rechtfertigung fiir die frither ge-
tatigte Annahme eines Potenzgesetzes liefert. Aus der hier vorgenommenen Betrachtung
geht hervor, dass das viskose Kontaktproblem (£356]) die Form eines Potenzgesetzes hat,
weil das vergleichbare elastische Problem ebenfalls diese Form hat. Das allein ist noch
nicht sehr beeindruckend. Bemerkenswert ist jedoch, dass das Potenzgesetz fiir den elasti-
schen Fall mittels sehr einfacher Uberlegungen auf ein andere Eigenschaft zuriickgefiithrt
werden kann: ndmlich auf die Selbst-Affinitét der Oberfldche, vergleiche [23].

4*Die Riicktransformation wurde mittels Korrespondenztabelle durchgefiihrt, vergleiche [61].
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4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

Damit lautet die verkiirzte Begriindung: Der viskose Normalkontakt mit einem
selbst-affinen Indenter hat die Form eines Potenzgesetzes, weil die Selbst-
Affinitat das erzwingt. Aus der Argumentation in [23] werden auch die Grenzen deut-
lich. Diese Eigenschaft geht verloren bei sehr kleinen Hurst-Exponenten H < 1/3 und
wenn die Kontaktlinge die Grofsenordnung des Indenter-Durchmessers L erreicht, das
heift im Ubergang zur Sittigung. Abgesehen davon, ist natiirlich die Selbst- Affinitéit der
Oberflache (auf allen Léngenskalen) ausschlaggebend. Werden stattdessen Oberfldchen
mit Roll-Off oder Cut-Off [ verwendet, dann weicht das Verhalten mindestens in den
Bereichen ab, in denen die betreffenden Léngenskalen das Verhalten dominieren.
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Abbildung 4.18.: Die Indentierungsdynamik bestétigt das Potenzgesetz (L50) fiir den
Normalkontakts eines selbst-affinen Indenters mit einem linear viskosen
Halbraum.

Bestatigung mittels Simulationen

Da die Daten der numerischen Simulationen nicht fiir die Bestimmung des Exponenten
benutzt wurden, bieten sich diese fiir eine numerische Bestétigung der Gleichung (4.50)
an Abschliefsend wird diese Bestétigung in zwei verschiedenen Arten der Darstellung
gezeigt.

Die erste Moglichkeit besteht darin, die linke Seite der Gleichung (L50) iiber der
rechten Seite aufzutragen. Wenn diese Bezichung die Indentierungsdynamik zutreffend

46Vergleiche zum Beispiel Persson et al. [19].
“7In die Bestimmung des Koeffizienten wurden sie dagegen eingezogen. Vergleiche dazu die Ausfiihrungen
im Anschluss an Gleichung (@55]).
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4.4. Indentierung rauer Kérper

beschreibt, miissen die Verlaufe fiir alle Hurst-Exponenten zu einer Masterkurve zusam-
menfallen. Aufserdem muss diese Kurve in logarithmischer Darstellung eine Gerade sein.
Dass dies tatsachlich der Fall ist, ist in Abbildung .18 zu sehen.

Dargestellt ist die linke Seite der Gleichung (4.50)) tiber der rechten. Beide Achsen sind
logarithmisch eingeteilt. Die gestrichelten Linien zeigen die gemittelten Ergebnisse der
Randelemente-Methode. Die zu Grunde liegenden Daten gehdren zu den Indentierun-
gen mit den Standardparameter. Diese jeweils mindestens 240 Indentierungen sind
eine Teilmenge derer, die fiir Abbildung [ZT7 verwendet wurden. Die durchgezogenen
Linien repréasentieren die gemittelten Ergebnisse nach der Methode der Dimensionsre-
duktion. Die Daten entstammen jeweils 250 Indentierungen. Die Parameter entsprechen
den Standardparametern der Randelemente-Simulationen. Allerdings wurde eine feinere
Diskretisierung gewéhlt, ndmlich eine Million Elemente auf einer Linge von einem Me-
ter. Die farbliche Zuordnung ist bei beiden Simulationsverfahren identisch und kann der
Legende entnommen werden.

Im mittleren Bereich fallen alle Kurven fast perfekt zusammen und haben hier die
Gestalt einer Geraden. Abweichungen sind in den vorhergesagten Bereichen erkennbar.
Die beiden Kurven fiir den Hurst-Exponenten H = 0.1 weichen sichtbar von den an-
deren Verldaufen ab. Auferdem ist der Bereich, in dem das Potenzgesetz gelten sollte,
bei diesem Hurst-Exponenten sehr klein. Alle Kurven brechen sowohl fiir sehr kleine als
auch sehr grofe Werte (jeweils auf beiden Achsen) aus dem vorhergesagten Verhalten
aus. Im ersten Fall ist die Selbst-Affinitdt durch die Diskretisierung verletzt, im zweiten
Fall ist der Ubergang zur Sittigung ausschlaggebend. Die Abweichungen zwischen den
Randelemente-Simulationen und denen nach der Reduktionsmethode sind gegeniiber der
Abbildung 17 unverdndert. Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die numerischen
Simulationen die vorherigen Uberlegungen in allen Punkten bestéitigen.

Die zweite Moglichkeit zur Bestétigung der Indentierungsdynamik (£356]) mit nume-
rischen Simulationen ist etwas abstrakter. Im Gegenzug vermittelt sie einen besseren
Eindruck dariiber, wie gut (oder schlecht) die Ubereinstimmung zwischen den theoreti-
schen und den numerischen Betrachtungen tatsachlich ist.

Der Ausgangspunkt ist wiederum die Mittelung der Indentierungsverldufe fiir jeweils
einen Hurst-Exponenten. Auf der Grundlage der gemittelten Simulationsdaten werden
die Grofen der linken und rechten Seite der Gleichung (£.56) bestimmt. Die Bereiche,
in denen das Potenzgesetz nicht mehr giiltig ist, werden abgeschnitten. Anschliefend
werden die Logarithmen beider Wertereihen ermittelt und eine Kurvenanpassun an
eine Gerade vorgenommen. Als Ergebnis der Approximation ist die Steigung der Gera-
de bestimmt. Diese ist mit dem Exponenten 3 identisch, der damit numerisch aus den
Indentierungsverldaufen ermittelt ist.

Das Ergebnis ist in Abbildung zu sehen. Dargestellt ist der Exponent [ als
Funktion des Hurst-Exponenten. Die Achseneinteilung ist linear. Eingezeichnet sind die
analytische Losung § = H/(1 + H) als rote, gestrichelte Linie, die Approximation aus
den Randelemente-Simulationen als blaue Kreuze und die aus den Simulationen mit der

“8Vergleiche Tabelle Il und zugehdrige Erliuterungen.
““Hierfiir wurde die Matlab-Routine fit mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrate verwendet.
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4. Normalkontakt mit einem viskosen Elastomer

Reduktionsmethode als schwarze Linie. Diese Darstellung ist das Analogon zur Abbil-
dung 2.7 fiir das elastische Problem.

Die Grundlage der Randelemente-Simulationen sind wieder die jeweils etwa 240 Inden-
tierungen mit den Standardparametern, die bereits fiir die Abbildungen 17 und [£T1§
verwendet wurden. Fiir die Ergebnisse der Reduktionsmethode wurden Simulationen zu
101 Hurst-Exponenten im Intervall H € [0, 1] ausgewertet. Zu jedem Hurst-Exponenten
wurden 250 Indentierungen mit zuféllig erstellten Linien durchgefiihrt. Dafiir wurden
ebenfalls die Standardparameter der Tabelle [£1] verwendet und es wurde nochmals eine
feinere Diskretisierung gewahlt: vier Millionen Elemente auf eine Lénge von einem Meter.

Es ist erkennbar, dass die analytische Losung und die nach der Methode der Dimen-
sionsreduktion fiir H > 1/3 fast perfekt zusammenfallen. Auch die Ergebnisse mittels
Randelemente-Methode zeigen fiir die Hurst-Exponenten H = 0.4, 0.6 und 0.9 gute
Ubereinstimmung mit den anderen beiden Losungen. Fiir kleinere Hurst-Exponenten zei-
gen dagegen beide numerische Verfahren sichtbare Abweichungen von der analytischen
Losung. Auch diese Betrachtung bestitigt somit die Gleichung (Z56]).
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Abbildung 4.19.: Exponent 3 in Abhéngigkeit des Hurst-Exponenten H@

4.5. Fazit

In diesem Kapitel wird der Normalkontakt zwischen einem starren Indenter und dem
linear viskosen Modell-Elastomer untersucht. Die grundlegenden Zusammenhénge werden
am Beispiel des zylindrischen Stempels erarbeitet. Im weiteren Verlauf werden dann

"Die Abbildung BT ist aus [72] iibernommen, die Darstellung wurde geringfiigig abgedndert.
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kegelformige Indenter und Rotationsparaboloide sowie zufillig raue, selbst affine Indenter
betrachtet.

Diese Beispiele werden jeweils mit der Methode der Dimensionsreduktion, mit einem
Randelemente-Verfahren und (sofern moglich) mittels Abschidtzungen am dreidimensio-
nalen Originalsystem untersucht. Es zeigt sich, dass die Ergebnisse der verschiedenen
Verfahren stets sehr gut iibereinstimmen. Trotz ihres einfachen Aufbaus ist die Methode
der Dimensionsreduktion daher zur Losung solcher Kontaktprobleme geeignet.
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5. Reibung mit einem viskosen Elastomer

Nachdem im vorherigen Kapitel der Normalkontakt eines starren Indenters mit dem linear
viskosen Elastomer studiert wurde, wird nun das zugehorige Reibungsproblem betrachtet.
Dabei wird an vielen Stellen auf die Ergebnisse der vorherigen Kapitel zuriickgegriffen.

Der erste Abschnitt ist wieder einigen allgemeinen Gesichtspunkten geschuldet. Die
wesentlichen zusétzlichen Annahmen werden vorgestellt und ein einfaches Modell fiir die
Reibung zwischen einem starren Indenter und einem linear viskosen Halbraum konstru-
iert. Das globale Verhalten wird im zweiten Abschnitt charakterisiert. Im Mittelpunkt
des dritten Abschnitts steht das Verhalten in der unmittelbaren Umgebung des Kontakt-
gebiets. Hier werden die wesentlichen Ergebnisse dieses Kapitels abgeleitet, insbesondere
wird der stationdre Reibungskoeffizient bestimmt. Im letzten Abschnitt werden diese Er-
gebnisse auf ausgewdhlte Indentertypen angewandt und mit numerischen Simulationen
verglichen.

5.1. Vorbetrachtung

In diesem Kapitel wird ein sehr einfaches Reibungsmodell behandelt, welches hauptséch-
lich die linear viskose Rheologie des Elastomers widerspiegelt. Es ist jedoch unbenommen,
dass in Reibungsproblemen neben den hier betrachteten Aspekten auch anderen Einfliisse
auftreten und unter Umsténden sogar dominieren kénnen. Diese sind jedoch nicht Inhalt
dieses Kapitels.

Motivation und Eingrenzung

An dieser Stelle wird zunéchst aufgezeigt, welche Aspekte der Reibung in diesem Kapitel
behandelt werden. Gleichzeitig wird die Motivation zur Betrachtung dieses Problems
dargelegt und die Einordnung in den gréferen Zusammenhang vorgenommen.

In Kapitel Bl wurde bereits auf die speziellen Probleme im Zusammenhang mit visko-
elastischen Materialien eingegangen. Diese werden unter anderem bei der Betrachtung
der Relaxationsfunktionen (3.24)) und (3:24) deutlich. An dieser Stelle wird nun erneut
angesetzt.

Reibungsprobleme gehen typischerweise mit einer tangentialen Verschiebung der Ober-
flichen einher. Dabei geraten immer wieder andere Teile der Oberflichen in Kontakt
beziehungsweise verlieren diesen wieder. Selbst bei Annahme einer konstanten &uferen
Normalkraft und einer konstanten Gleitgeschwindigkeit stellt sich dadurch lokal eine
wechselnde Beanspruchung ein. Sind Oberflichen betroffen, die innerhalb gewisser Gren-
zen selbst-affin sind, so kann diese lokale Beanspruchung néherungsweise als periodisch
angenommen werden. Die auftretenden charakteristischen Frequenzen sind dabei durch
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5. Reibung mit einem viskosen Elastomer

das Verhéltnis aus Gleitgeschwindigkeit und den betroffenen Rauheits-Skalen festgelegt.
Es macht daher Sinn, das Materialverhalten in Abhéngigkeit von der Frequenz der (lo-
kalen) Beanspruchung zu betrachten.

Die folgenden Uberlegungen sind an Popov [I8] angelehnt. Wird (wenigstens lokal)
eine harmonische Anregung angenommen, so lasst sich das Materialverhalten durch eine
komplexe Funktion

Glw) = G'(w) + iG" (w) (5.1)

im Frequenzbereich beschreiben, die als komplexer Schubmodul bezeichnet wird. Sein
Realteil G'(w) ist ein Ma® fiir die gespeicherte elastische Energie und wird daher Spei-
chermodul genannt. Der Imaginirteil G”(w) ist dagegen mit den dissipativen Effekten
verkniipft und wird als Verlustmodul bezeichnet. Der Quotient aus Verlust- und Spei-
chermodul tan ¢(w) := G"(w)/G'(w) wird Verlusttangens, der Winkel ¢ Verlustwinkel
genannt

Das frequenzabhéngige Verhalten vieler typische Elastomere ldsst sich wie folgt kenn-
zeichnen Fiir sehr kleine Frequenzen w — 0 verhélt sich das Material wie ein elastischer
Korper mit einem sehr kleinen Schubmodul. Fiir sehr hohe Frequenzen w — oo verhilt
sich das Elastomer ebenfalls elastisch. Allerdings ist der Schubmodul in diesem Bereich
oftmals etwa drei Grofenordnungen grofier als zuvor. In beiden Féllen ist der Verlust-
tangens nahe Null, und es tritt kaum Dissipation auf. Diese spielt jedoch im mittleren
Frequenzbereich eine wesentliche Rolle. Hier kann der Verlusttangens die Gréfenord-
nung von eins erreichen oder sogar iiberschreiten. Viele typische Elastomere verhalten
sich in diesem mittleren Frequenzbereich wie viskose Fliissigkeiten. In diesem Bereich
lasst sich das Verhalten echter Elastomere durch das linear viskose Materialmodell aus
Abschnitt B3] annédhern.

Im Folgenden werden diese Uberlegungen anhand eines Beispiels konkretisiert, welches
ebenfalls aus [I8] tibernommen wurde. Das einfachste diskrete Model, das alle drei ge-
nannten Bereiche abbilden kann, besteht aus einer Feder (Steifigkeit G1) in Parallelschal-
tung mit einem Maxwell-Element (Steifigkeit G, Viskositat 1), vergleiche Abbildung 5.1
Es ist das einfachste verallgemeinerte Maxwell-Modell und wird in der Literatur auch als
Standardmodell bezeichnet.

Der Vorteil dieses Modells ist, dass die Moduln und der Verlusttangens einfach berech-
net werden koénnen:

2
G'(Q) =Gy (@ + %) , G"(Q) = Gg%, tan () = 7 @f(ll ) (5.2)

Q := wG9/n ist dabei die dimensionslose Frequenz und © := G1/G4 das Verhiltnis der
Steifigkeiten, vergleiche [I8]. Bemerkenswert ist, dass alle drei Grofen nicht direkt von
der Viskositédt abhéingen. Diese tritt nur in Q auf. Offensichtlich bewirkt eine Anderung

5! Anmerkungen zur Notation: Die Formelzeichen von Speicher- und Verlustmodul werden iiblicherweise
mit Strichen gekennzeichnet. Im Zusammenhang mit den frequenzabhingigen Moduli haben diese
nicht die Bedeutung einer Ableitung. In der Literatur wird fiir den Verlustwinkel meist das Symbol §
benutzt. Da dieses jedoch hier anderweitig verwendet wird, wird von dieser Schreibweise abgewichen.

%2Vergleiche Abbildung [5.1]

53Vergleiche Abschnitt
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5.1. Vorbetrachtung

der Viskositét lediglich eine Verschiebung entlang der 2-Achse. Dariiber hinaus héngt
der Verlusttangens ¢ iiberhaupt nur von dem Verhéltnis der Steifigkeiten ©® und der
dimensionslosen Frequenz ) ab.
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Abbildung 5.1.: Verlauf der frequenzabhingigen Moduli fiir das Standardmodell mit ver-
schiedenen Parametern

In Abbildung [5.1list der Verlusttangens fiir drei verschiedene Werte © = 1/1000 (blaue
Strich-Punkt-Linie), ® = 1/100 (griine gestrichelte Linie) und © = 1/10 (rote Linie)
dargestellt. Zuséatzlich sind fiir den zweiten Wert auch der Speichermodul G’ (magenta
Linie mit Raute) und der Verlustmodul G” (schwarze Linie mit Kreisen) gezeichnet. Diese
beiden sind mit dem Faktor 10/G9 skaliert. In der rechten unteren Ecke der Abbildung
ist das Modell mit den verwendeten Parametern skizziert.

Die Kurvenverliufe untermauern die obigen Uberlegungen. Fiir sehr kleine und sehr
groke Frequenzen verhélt sich das Modell wie ein elastischer Kérper ohne nennenswerte
Dissipation. Im mittleren Frequenzbereich haben jedoch viskose Effekte einen mafigebli-
chen Einfluss.

Dariiber hinaus hédngen die rheologischen Eigenschaften von Elastomeren auch stark
von der Temperatur ab. Diese Abhéngigkeit ist jedoch nicht Gegenstand der vorliegen-
den Arbeit. Stattdessen wird hier stets eine (ann&hernd) konstante Temperatur vor-
ausgesetzt. In experimentellen Arbeiten werden meistens temperaturabhéngige Verldufe
(bei konstanter Frequenz) betrachtet, da diese besser zu vermessen sind P Beide Be-
trachtungsweisen sind jedoch eng miteinander verkniipft, vergleiche hierzu die Arbeiten

*Die Abbildung [5.1] ist mit geringfiigigen Anderungen aus [74] {ibernommen.
%Vergleiche zum Beispiel Peddini et al. [75], insbesondere dort die Abbildung 19.
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5. Reibung mit einem viskosen Elastomer

von Williams, Landel und Ferry [76] und das von Grosch [77] publizierte Masterkurven-
Verfahren.

Im vorliegenden Kapitel wird die Reibung in diesem mittleren Frequenzbereich unter-
sucht, in dem die viskosen Eigenschaften das Verhalten mafgeblich beeinflussen. Die (im
Frequenzbereich) daran anschliefenden Ubergangsbereiche und die elastischen Grenzfille
flir sehr kleine und sehr grofte Frequenzen werden dagegen nicht betrachtet. Insofern stellt
dieses Kapitel die Ergdnzung zu vielen anderen Arbeiten dar, die sich auf die elastisch
dominierten Bereiche konzentrieren, zum Beispiel Golden [7§].

Annahmen und Voraussetzungen

Die Betrachtung des Reibungsproblems erfolgt unter denselben Voraussetzungen wie in
den vorherigen Kapiteln. In diesem Zusammenhang ergeben sich jedoch zusétzliche Im-
plikationen, die im Folgenden dargestellt werden.

Im Fokus dieses Kapitels steht die Reibung, die durch die viskosen Eigenschaften von
Elastomeren verursacht wird. Dass es daneben noch andere Quellen dissipativer Effekte
gibt, ist davon unbenommen. Diese sind jedoch nicht Inhalt der vorliegenden Schrift.

Die Randbedingungen sind gegeniiber dem vorherigen Kapitel unverandert: Im Kon-
takt stimmt die Oberflache des Halbraums mit der des Indenters iiberein, aufserhalb des
Kontakts ist die Oberfliche spannungsfrei. Die gesamte Oberflache ist frei von Tangenti-
alspannungen.

Es wird stets das linear viskose, inkompressible Materialverhalten aus Abschnitt B3]
zu Grunde gelegt. Alle Ergebnisse sind nur innerhalb des oben motivierten mittleren
Frequenzbereichs giiltig. Insbesondere gibt es untere und obere Schranken im betrachte-
ten Frequenz- bzw. Geschwindigkeitsbereich, an denen dieses Verhalten zusammenbricht
und in einen Ubergangsbereich iibergeht. Diese Schranken lassen sich nicht innerhalb des
linear viskosen Materialmodells bestimmen. Dafiir wére die zusétzliche Betrachtung, z.B.
mit dem oben vorgestellten generalisierten Maxwell-Modell nétig. Auf diese wird jedoch
verzichtet, da sie nicht in die Zielrichtung der vorliegenden Arbeit fallt.

AL

Abbildung 5.2.: Halbraumnéaherung: kleine horizontale Wechselwirkungskrifte

Das Elastomer wird wie bisher als Halbraum mit urspriinglich ebener Oberflache be-
handelt. Die Halbraum-Annahme ist in mehrerer Hinsicht wesentlich. Zum einen stellt sie
sicher, dass geniigend Raum vorhanden ist, um das Elastomer zu verdridngen. Insbeson-
dere sind die folgenden Betrachtungen nicht auf diinne Elastomer-Schichten anwendbar.
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5.1. Vorbetrachtung

Diese benétigen eine andere Behandlung, wie sie zum Beispiel von Argatov [79] vorge-
nommen wird.

Die zweite Auswirkung der Halbraumnéherung folgt aus der Annahme kleiner Stei-
gungen. Da verschwindende Tangentialspannungen vorausgesetzt werden, ist die Wech-
selwirkungskraft F' zwischen Indenter und Elastomer normal zur Kontaktflache. Die Be-
schrinkung auf kleine Oberflaichen-Steigungen stellt dabei sicher, dass ihre horizontale
Komponente F}, sehr viel kleiner ist als die vertikale F,,. Gleichzeitig lasst sich die verti-
kale Komponente durch die Wechselwirkungskraft F' selbst annéhern. In Abbildung
ist das skizziert.

Diese letzte Eigenschaft rechtfertigt es, das Reibungsproblem zunéchst als Normal-
kontakt zu behandeln und die horizontale Komponente der Wechselwirkungskraft erst
im Nachgang zu ermitteln. Auf diese Weise erhilt man ein sehr einfaches Kontakt- und
Reibungsmodell, welches im néchsten Abschnitt ausfiihrlicher erlautert wird.

Kontakt- und Reibungsmodell

Wie bisher wird ein starrer Indenter auf die Oberflache des viskosen Halbraums aufgesetzt
und dann unter der Wirkung einer konstanten Normalkraft Fiy > 0 in diesen hinein
gedriickt. Zuséatzlich wird nun jedoch der Indenter mit einer konstanten Geschwindigkeit v
horizontal verschoben. Das ist als Prinzipskizze in Abbildung[5.3] dargestellt. Der Indenter
taucht in das Elastomer ein und verdrdngt es dabei nach unten. Gleichzeitig wird er
horizontal verschoben. Die Umsetzung dieser Vorstellung im Modell wird im Folgenden

beschrieben.

v

—_— L.

Indenter

Elastomer

Abbildung 5.3.: Schematische Darstellung des Kontakts zwischen einem viskosen Halb-
raum und einem starren Indenter der horizontal verschoben wird P9

Ausgangspunkt ist eine gegebene Kontaktkonfiguration, die keine der oben genannten
Voraussetzungen verletzt. In Bild a) der Abbildung [5.4] ist ein Schnitt durch eine solche
Konfiguration festgehalten. Die Oberflichen von Indenter und Elastomer sind gestrichelt
dargestellt und so auch in den Bildern b) und c) als Referenz eingezeichnet.

%Die Abbildung 53] ist mit geringfiigigen Anderungen aus [74] {ibernommen.
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5. Reibung mit einem viskosen Elastomer

Aus Griinden der Implementierung ist es vorteilhaft, nicht den Indenter zu verschie-
ben, sondern stattdessen den Halbraum in die entgegengesetzte Richtung zu ziehen. Im
Folgenden wird daher stets dieser Fall betrachtet. Der Halbraum wird entsprechend der
vorgegebenen Geschwindigkeit horizontal verschoben. Dabei entstehen Bereiche, in de-
nen sich Indenter und Elastomer {iberlappen wiirden. Spannungen an der Oberfliche des
Elastomers sorgen dafiir, dass dieses entsprechend den Randbedingungen verdrangt wird.
Im Bild b) der Abbildung [5:41 ist der (nach links) verschobene Halbraum eingezeichnet.
Seine Oberflache zu diesem Zeitpunkt ist mit einer durchgezogenen blauen Linie ge-
kennzeichnet. In dem dunkel schattierten Bereich wiirden sich Indenter und Elastomer
iiberlappen.

An dieser Stelle wird die Annahme kleiner Steigungen ausgenutzt und das Kontaktpro-
blem zunéachst als Normalkontakt behandelt. Das bedeutet, dass das Elastomer senkrecht
nach unten verdréangt wird. Die Berechnung der dafiir erforderlichen Kraft erfolgt nach
den Ausfiihrungen des Kapitels A

Indenter /

c)

Abbildung 5.4.: Schematische Darstellung der Vorgehensweise im Kontaktmodell

Ist diese kleiner als die dufere Normalkraft, so wird der Indenter tiefer in den Halb-
raum eingedriickt, bis sich beide das Gleichgewicht halten. Andernfalls wird der Indenter
aus dem Elastomer herausgehoben. Auch hierbei erfolgt die Behandlung als reiner Nor-
malkontakt. Das ist im Bild ¢) der Abbildung 5.4 zu sehen. Dort wird der Indenter tiefer
in den Halbraum eingedriickt. Die Oberfliche des Indenters zu diesem Zeitpunkt ist als
durchgezogene Linie gezeichnet. Der dunkelgraue Bereich ist zusétzlich zu verdrangen.

*"Die Abbildung 54l ist mit geringfiigigen Anderungen aus [74] {ibernommen.
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Auf diese Weise wird das Kontaktproblem zunéchst als reiner Normalkontakt gelost.
Die Voraussetzungen, unter denen diese Betrachtung zuléssig ist, wurden weiter oben
aufgefiithrt. Im Nachhinein wird die horizontale Komponente der Wechselwirkungskraft
berechnet und als die Reibungskraft identifiziert.

Dazu wird das Produkt aus der Normalspannung und der Projektion der Oberflichen-
Steigung auf die Bewegungsrichtung iiber die gesamte Kontaktflache integriert,

Fr= /J(x,y)%h(x,y) dA. (5.3)
Ac

Hierbei wurde ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen, dass die Bewegung
in Richtung der xz-Koordinate erfolgt.

Das Verhaltnis aus Reibungskraft und dufterer Normalkraft kann als Reibungskoeffizi-
ent u angesehen werden:

Fr
W= Ty’ (5.4)

Die neue Kontaktkonfiguration ist somit bestimmt und die Berechnung beginnt von
vorn. Im Verlauf der Zeit dringt der Indenter tiefer in das Elastomer ein. Die Inden-
tierungsgeschwindigkeit verringert sich und das System strebt gegen einen stationéren
Zustand. In diesem reicht die duftere Kraft gerade aus, das Elastomer an der Vorderkan-
te des Indenters zu verdriangen (Bild b) der Abbildung [5.4). Der Reibungskoeffizient in
diesem stationdren Zustand wird im weiteren Verlauf als stationérer Reibungskoeffizient

bezeichnet. Dieser ist nicht mit dem statischen Reibungskoeffizienten zu verwechseln.

5.2. Das globale Verhalten

Bevor spéater die Reibung mit dem linear viskosen Elastomer selbst untersucht wird,
erfolgt in diesem Abschnitt die Betrachtung des globalen Verhaltens. Diese wird einige
Ergebnisse hervorbringen, die fiir das allgemeine Verstdndnis der spdteren Abschnitte
wesentlich sind.

Die folgenden Uberlegungen bauen auf den Ergebnissen des Normalkontakt-Problems
auf. Es ist dabei zu betonen, dass dies keine Folge des vereinfachten Kontaktmodells ist,
welches im vorherigen Abschnitt vorgestellt wurde. Vielmehr liegt das daran, dass ein
Reibungsproblem in der Regel auch ein Normalkontakt-Problem beinhaltet.

Die Ergebnisse des Kapitels @ beziiglich des globalen Verhaltens sind grundsétzlich
anwendbar. Dies betrifft insbesondere die Eigenschaft, dass infolge der Normalkraft die
Oberflache des Halbraums besténdig absinkt. In ausreichend grofer Entfernung lésst sich
das Absinken durch die Greensche Funktion (3:43)) des viskosen Normalkontakts beschrei-
ben. Diese ist richtungsunabhéngig, insbesondere auch unabhéngig von der horizontalen
Bewegung des Indenters. Der Teil der Halbraum- Oberfliche, der (bezogen auf die Bewe-
gungsrichtung des Indenters) hinter dem Indenter liegt, hat keinen Einfluss auf Kontakt
und Reibung. Er wird daher im weiteren Verlauf nicht betrachtet.
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5. Reibung mit einem viskosen Elastomer

Deformation der Oberflache

Im Folgenden wird die Deformation der Elastomer-Oberfliche aufserhalb des Kontakt-
gebiets bestimmt. Dabei erfolgt die Beschrankung der Betrachtung auf eine Gerade, die
parallel zur Bewegungsrichtung liegt und durch den Angriffspunkt der dufferen Normal-
kraft geht. Diese Einschrinkung ist jedoch nicht zwingend notwendig. Die Herleitung
kann leicht auf einen beliebigen Teil der Oberflache, der zu jedem Zeitpunkt ausreichend
weit vom Kontaktgebiet entfernt ist, erweitert werden.

Zum Zeitpunkt ¢ = 0 wird der Indenter auf die (noch ebene) Oberflache des Halbraums
aufgesetzt, mit der Normalkraft Fiy belastet und mit der Geschwindigkeit v horizontal in
Richtung der Koordinate z in Bewegung gesetzt. Betrachtet wird die Deformation iiber
die Zeitspanne [0,7] in einem Punkt, der am Ende dieser Zeitspanne im Abstand r vor
dem Angriffspunkt der Normalkraft liegt.

Die Konfiguration zum Zeitpunkt ¢ = T ist in Abbildung [E.5skizziert. Die blaue durch-
gezogene Linie kennzeichnet den Indenter. Die (deformierte) Halbraum-Oberflache ist
blau gestrichelt eingezeichnet, die urspriingliche (nicht deformierte) als schwarze Strich-
Punkt-Linie zu sehen.

waaa
-----
ﬂ——-
-

Elastomer

Abbildung 5.5.: Deformation der Oberfliche beim Reibungsproblem

Weiterhin wird vorausgesetzt, dass r ausreichend grofs ist, so dass die Greensche Funk-
tion des viskosen Normalkontakts anwendbar ist. Jeder Punkt im Abstand z > r erfahrt
somit nach Gleichung (3.43)) die Deformationsgeschwindigkeit

4o

(5.5)

Der Indenter bewegt sich in diesem Zeitraum um die Strecke vT'. Der Abstand des be-
trachteten Punktes zum Kraftangriffspunkt in Abhéngigkeit von der Zeit ist demnach:

x(t) =r+vo(T —1). (5.6)

Durch Integration ergibt sich dann die Verschiebung, die dieser Punkt wahrend der an-

92



5.2. Das globale Verhalten

genommenen Zeitspanne 1" erfahrt:

T
Fy
T)= dt
u(r.T) / amn(r + o(T — 1))
=0
F T
=X ln<r+v ) (5.7)
4Tnv r
Gleichung (5.7)) ldsst sich auch ausdriicken als
T
u(r,T) = el In(l1+4+7) mit 7:= = (5.8)
T T

Dabei ist ug das entsprechende Ergebnis (3.41)) fiir den Normalkontakt.

Man kann sich leicht davon iiberzeugen, dass die Losung (5.7) vom Startzeitpunkt un-
abhéngig ist. Die Betrachtung des Zeitintervalls [t1,¢; + 7| mit einem ¢; > 0 fiihrt eben-
falls auf die Gleichungen (5.7)) und (5.8). Dartiber hinaus reduziert sich Gleichung (5.8)
fiir 7 — 0 wieder auf die Beziehung (B3.41)) fiir den Normalkontakt.

Analog zum Normalkontakt-Problem sinkt die gesamte Oberfliche des Halbraums un-
ter der Wirkung der dufseren Kraft besténdig ab.

Anwendung bei Simulationen

Fiir die vorgestellten Uberlegungen gibt es eine ganz praktische Anwendung in den nu-
merischen Simulationen. Wird das Reibungsproblem simuliert, zum Beispiel mit der
Randelemente-Methode, dann muss der betrachtete Halbraum so grof sein, dass der In-
denter ihn wihrend seiner Bewegung nicht verlésst. Das fiihrt unter Umsténden zu einem
immensen Rechenaufwand, da in jedem Zeitschritt fiir alle Elemente der Oberﬂéich@ die
Deformationsgeschwindigkeit und -tiefe berechnet werden muss. Daraus resultieren star-
ke Einschrankungen hinsichtlich der Auflésung, der simulierbaren Zeitspanne und der
Systemgrofe.

Die oben geschilderten Uberlegungen erlauben jedoch eine alternative Behandlung.
Dabei wird nur ein Teil des Halbraums diskretisiert, dessen Lange in Bewegungsrich-
tung etwa der dreifachen Abmessung des Indenters entspricht. Das ist schematisch in
Abbildung gezeigt. Die einzelnen Quadrate stehen fiir die Flachenelemente. Die grau
eingefarbten Bereiche symbolisieren das Kontaktgebiet. Der Angriffspunkt der resultie-
renden Wechselwirkungskraft ist mit F' gekennzeichnet.

Der Indenter wird ganz an den auslaufenden Rand (im Bild die rot eingefarbten Ele-
mente ganz links) des diskretisierten Gebiets platziert. Der Abstand zwischen dem Kraft-
angriffspunkt F und dem einlaufenden Rand (im Bild die griin eingefarbten Elemente
ganz rechts) betrdgt dann mindestens das Doppelte der Abmessungen des Kontaktge-
biets. Dieser Abstand ist grofs genug, dass die Deformation am einlaufenden Rand né&-
herungsweise mittels der Greenschen Funktion berechnet werden kann Wenn diese

8Streng genommen muss die Berechnung nur fiir alle Elemente vorgenommen werden, die (irgendwann)
in Kontakt mit dem Indenter kommen kénnen.
59Vergleiche zum Beispiel die Abbildungen F6] und E12
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~€—— Bewegung der Halbraumoberfliche

B et e >
T

Abbildung 5.6.: Dynamische Fortsetzung der Halbraum-Oberfléche

Genauigkeit nicht ausreicht, kann die Lénge der diskretisierten Oberfliche vergrofsert
werden.

Immer dann, wenn die Halbraum-Oberfliche um ein Element verschoben wird, wird
eine Reihe Elemente am auslaufenden Rand entfernt. Gleichzeitig wird am einlaufenden
Rand eine Reihe Elemente erzeugt. Das oben vorgestellte Verfahren wird benutzt, um die
Deformation zu bestimmen, die diese Elemente bis zum momentanen Zeitpunkt erfahren
haben.

Im Folgenden wird das am Beispiel des Flachenelements A in der Abbildung de-
monstriert. Angenommen, zum Zeitpunkt ¢; wird die griin eingefdrbte Reihe Elemente
erzeugt und mit ihr das Element A. Seine Deformation w4 (t1) bis zu diesem Zeitpunkt
wird nidherungsweise mit der Gleichung (5.7 berechnet, wobei nun jedoch r = /22 4 y?2
der tatséchliche Abstand zwischen dem Kraftangriffspunkt F und dem Element A ist:

Fy V(@ +oh)® +y°
4dmnu Ry

Fy | ((m + vty)? +y2> .

uA(tl) =

_ 5.9
8o 22 + 32 (5.9)

Hierbei wurde angenommen, dass sich der Kraftangriffspunkt im Verlauf der Simulation
nicht verschiebt. Im Allgemeinen ist das jedoch nicht so. Insbesondere in der ersten
Phase, in der das Kontaktgebiet starken Anderungen unterworfen ist, verschiebt sich
der Kraftangriffspunkt deutlich. Das &ndert sich jedoch, wenn sich das System in der
Nahe des stationdren Zustandes befindet. Die Bewegung des Kraftangriffspunktes kann
natiirlich beriicksichtigt werden. Allerdings haben die daraus resultierenden Unterschiede
keinen wesentlichen Einfluss.

Indentierungsgeschwindigkeit

Die vorherigen Betrachtungen kénnen auch dazu benutzt werden, die Indentierungsge-
schwindigkeit abzuschétzen. Ausgangspunkt ist die Gleichung (5.7). Diese beschreibt die
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Deformation eines Punktes der Halbraum-Oberflache im Abstand r vor dem Angriffs-
punkt der resultierenden Wechselwirkungskraft zum Zeitpunkt 7T'. Zur besseren Unter-
scheidung wird dieser Punkt mit A bezeichnet. In Abbildung 5.7 ist die Konfiguration
zum Zeitpunkt 7" mit blauer Farbe skizziert. Die durchgezogene Linie symbolisiert die
Position des Indenters, die gestrichelte die Oberflache des Elastomers.

(AN

Abbildung 5.7.: Abschétzung der Indentierungsgeschwindigkeit

Es soll zunéchst die Frage beantwortet werden, mit welcher Geschwindigkeit der Halb-
raum im Abstand r weiter deformiert wird. Dazu wird der Zeitpunkt 1"+ At betrachtet.
Der Kraftangriffspunkt hat sich in der Zeitspanne At um die Strecke vAt weiterbe-
wegt. Im Abstand r vor dem jetzigen Kraftangriffspunkt befindet sich der Punkt B. Die
Konfiguration zum Zeitpunkt 7"+ At ist in Abbildung £.7] griin eingezeichnet. In einem
Koordinatensystem, das in horizontaler Richtung mit dem Kraftangriffspunkt mitgefiihrt
wird, hat sich der Punkt im Abstand r innerhalb der Zeitspanne At um die Hohe Au
abgesenkt.

Weiter oben wurde bereits bemerkt, dass der Startzeitpunkt, ab dem die Deformation
gemessen wird, unerheblich ist. Daher wird der Punkt B im Zeitintervall [At,T + At]
gerade so stark deformiert wie der Punkt A im Intervall [0, At]. Zusétzlich wurde B
jedoch im Intervall [0, At] deformiert. Die Deformationsgeschwindigkeit gehorcht dabei
der Gleichung (5.0 mit dem Abstand x(t) =7+ v(T + At —t) und 0 < ¢ < At.

Wird nun der Ubergang At — 0 betrachtet, dann kann diese Deformationsgeschwin-
digkeit durch den Ausdruck

Fy

B drn(r +oT) (5.10)

UAB
beschrieben werden. Offenbar ist das auch die Geschwindigkeit, mit der sich das Elasto-
mer (im mitbewegten Koordinatensystem) im Abstand r vor dem Indenter absenkt [

Erfolgt nun die Beschrankung auf ausreichend grofe Zeitspannen 7' > r /v, dann kann

50 Abgesehen von dieser eher anschaulichen Herleitung, ldsst sich das auch streng formal zeigen. Dazu
wird die Deformation im Punkt A zum Zeitpunkt 7" und die im Punkt B zum Zeitpunkt 7"+ At
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5. Reibung mit einem viskosen Elastomer

der Abstand r gegeniiber vT vernachléssigt werden. Durch den Ubergang r — 0 lisst
sich dann die Deformation des Halbraums in unmittelbarer Umgebung des Kraftangriffs-
punkts abschéitzen Diese muss aber geméf der Kontaktbedingung mit der Indentie-
rungsgeschwindigkeit ¢ iibereinstimmen. Damit ist gezeigt, dass fiir ausreichend grofe ¢
die Indentierungsgeschwindigkeit durch den Ausdruck

()~ LN

= 5.11
dmnut ( )

abgeschétzt werden kann.

Insbesondere zeigt die Abschatzung (5.110), dass (im Gegensatz zum Normalkontakt)
die Indentierungsgeschwindigkeit gegen Null strebt und sich daher die Indentierungstiefe
0 einem endlichen Wert annéhert.

5.3. Der stationare Reibungskoeffizient

In diesem Abschnitt werden die Vorgéinge im Kontaktgebiet und seiner unmittelbaren
Umgebung untersucht. Das ist der Bereich, in dem (innerhalb der Grenzen dieses Mo-
dells) die Reibung ihren Ursprung hat. Das Ziel dieses Abschnitts ist letztendlich die
Bestimmung des stationdren Reibungskoeffizienten. Zuvor sind allerdings noch einige
Vorbereitungen notwendig.

Alle Betrachtungen in diesem Abschnitt werden anhand des eindimensionalen Modells
nach der Methode der Dimensionsreduktion vorgenommen. Daher wird zunéchst nur der
Anspruch erhoben, dass die so erarbeiteten Ergebnisse fiir dieses Modell giiltig sind - und
zwar exakt.

Im néchsten Abschnitt wird jedoch durch den Vergleich mit numerischen Ergebnissen
gezeigt, dass diese Ergebnisse auch brauchbare Abschitzungen fiir das originale, dreidi-
mensionale System abgeben.

Wesentliche Teile dieses Abschnitts sind momentan zur Veréffentlichung eingereicht [74].

Die Kontaktlinie

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass sich die Indentierungstiefe einem endlichen
Wert annéhert. Damit verbunden ist das Erreichen eines stationdren Zustandes. Dieser
wird im Folgenden betrachtet.

explizit bestimmt. AnschlieRend wird der Differenzenquotient Au/At gebildet und der Grenziibergang
At — dt vorgenommen. Dabei entsteht eine logarithmische Abh#ngigkeit, die fiir kleine At einer
Reihenentwicklung unterzogen werden kann. Wird diese Reihe nach dem linearen Glied abgebrochen,
erhilt man nach kurzer Umformung gerade die Gleichung (&.10).

%1Die zu Grunde liegenden Greenschen Funktionen sind nur fiir ausreichend grofe Abstinde r zur Be-
stimmung der Deformationsgeschwindigkeit zuldssig. Durch den Ubergang » — 0 wird diese Vor-
aussetzung verletzt. Die vorherigen Ausfiilhrungen rechtfertigen jedoch die Annahme, dass sich die
dabei entstehenden Fehler zu den Zeitpunkten 7' und T + At gegenseitig autheben. Die folgenden
Ergebnisse werden dennoch nicht als exakt, sondern nur als Abschéitzungen angesehen.
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5.3. Der stationdre Reibungskoeffizient

Es werden die im Kapitel 23] eingefiihrten Koordinatensysteme verwendet, vergleiche
hierzu insbesondere den rechten Teil der Abbildung 2.3l Die meisten Betrachtungen be-
ziehen sich auf das (z, z)-System, welches mit dem Indenter mit bewegt wird. Zusétzlich
wird angenommen, dass die horizontale Bewegung des Indenters mit der Geschwindigkeit
v in Richtung der z-Achse, also nach rechts, erfolgt.

Die Oberfliche des eindimensionalen Indenters wird durch die Funktion ¢ beschrie-
ben und im weiteren Verlauf als Linie bezeichnet. Es wird unterstellt, dass diese Linie
gemif den Vorschriften der Reduktionsmethode konstruiert wurde. Fiir die folgenden
Uberlegungen ist das jedoch zunéichst unerheblich. Zusitzlich wird vorausgesetzt, dass
g : X — R eine stetige, nicht konstante Funktion auf einem abgeschlossenen Intervall X
der reellen Zahlen R ist.

Das Elastomer wird, der Methode der Dimensionsreduktion entsprechend, als eine Ket-
te unabhéngiger Dampfer betrachtet. Die Breite der einzelnen Dampfer (die Diskretisie-
rungsldnge b) soll stets ausreichend klein sein. Thr Verhalten wird geméf Abschnitt
durch die Gleichung (3.68) charakterisiert.

Im ersten Schritt werden die Teile der Linie bestimmt, die in Kontakt mit dem Elasto-
mer sind. Die Randbedingungen fordern, dass auf einem Teil der Elastomer-Oberflache
negative Spannungen (also Druck) auftreten, namlich im Kontaktgebiet, und der andere
Teil der Oberfliche spannungsfrei ist. Das Auftreten von positiven Spannungen (Zug-
spannungen) auf der Oberfliche ist dagegen ausgeschlossen. Das bedeutet aber, dass
die einzelnen Dampfer nur in die negative z-Richtung, das heifst nach unten, deformiert
werden.

Es wird zusatzlich vorausgesetzt, dass ein stationérer Zustand existiert und das System
ihn bereits erreicht hat Dann sinkt insbesondere die Linie nicht tiefer in das Elastomer
ein.

Diese beiden Voraussetzungen sichern eine wichtige Eigenschaft: Es kénnen nur die
Bereiche der Linie in Kontakt mit dem Elastomer sein, die in der Teilmenge

A:={z e X|g(x) < (&), >z} (5.12)

von X enthalten sind. Das sind die Bereiche, in denen die Linie (bezogen auf das (z, z)-
System) streng monoton wachsend ist und sie kleinere Funktionswerte annimmt als fiir
alle groferen Argumente. Aus anschaulichen Griinden wird die Menge A als Vorderkante
(von §) bezeichnet.

In Abbildung ist beispielhaft eine Linie g skizziert. Die Vorderkante von ¢ ist die
Menge A = [xg,x1[ U [z2,z3]. In der Abbildung ist dieser Bereich grau hervorgehoben.
In den tibrigen Bereichen, zum Beispiel im Intervall [z1,z[, ist kein Kontakt moglich
(sobald das System einen stationdren Zustand erreicht hat). Sie tragen daher weder zum
Normalkontakt-Problem noch zum Reibungsproblem bei und koénnen fiir die weiteren
Betrachtungen aufter Acht gelassen werden.

Aus diesem Grund ist es ausreichend, die Restriktion g4,

ga = §|A A= R, (5.13)

62 Auf abweichende Fille wird am Ende dieses Abschnitts gesondert eingegangen.
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der Funktion g auf die Menge A zu untersuchen. Diese Funktion ist auf ganz A stetig und
streng monoton wachsend. Thre Konstruktion stellt die Existenz eines globalen Minimums
und eines globalen Maximums auf A sicher. Die Restriktion g4 der in Abbildung G.§]
dargestellten Linie findet sich in Abbildung wieder.

Sei nun £ ein Punkt aus A, in dem die Linie in Kontakt mit dem Elastomer ist. Dann
ist sie zwangslaufig auch auf der gesamten Teilmenge {x € Alx < £} von A mit diesem in
Kontakt. Dariiber hinaus sichert die Konstruktion von g4 die Existenz eines maximalen
Elements x4 in A, in dem die Linie in Kontakt mit dem Elastomer ist. Damit existiert
eine wohldefinierte Menge Ay,

Ag = {z € Alzx < x4}, (5.14)

mit der folgenden Eigenschaft: Die Linie g ist an einem Punkt x € X genau dann in
Kontakt mit dem Elastomer, wenn x in Ay liegt. Die Menge A, wird im weiteren Verlauf
als Kontaktlinie bezeichnet. Ist Ag # (), dann besteht sie aus n € N Intervallen

Ad = U A; mit A = [Oél,ﬁl] und A; = [Oéi,,ﬁi[, 1 << n. (515)
=1

Die a; und g; sind reelle Zahlen aus X mit den Eigenschaften a; < 8; und «o; > §i41. In
der Abbildung (5.8 ist n = 2. Die Intervalle A; und Ay und ihre Grenzen sind mit den
hier benutzten Bezeichnungen kenntlich gemacht.

A =

Ag Al
>

o = Qg 1 = [ To =0 rx3=0

Abbildung 5.8.: Die Vorderkante von g ist die Vereinigung der Intervalle A; = [aq, (1]
und Az = [, 5[

%Die Abbildung 58 ist mit geringfiigigen Anderungen aus [74] {ibernommen.
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An spéterer Stelle wird darauf aufbauend die Notation

/(-) dz = Zn:/ﬁi(-) dz (5.16)
Ay =la,

verwendet, siehe dazu Gleichung (5.24)).
Damit ist bestimmt, in welchen Bereichen die Linie g in Kontakt mit dem Elastomer
ist. Im néichsten Schritt kann nun die stationére Indentierungstiefe berechnet werden.

Die stationidre Indentierungstiefe

Weiter oben wurde bereits gezeigt, dass g4 auf der Vorderkante A ein globales Minimum
und ein globales Maximum besitzt. Daneben existieren offensichtlich auch ein globales
Minimum und ein globales Maximum von g4 auf der Kontaktlinie Ag.

Seien, unter Verwendung der in (5.15]) eingefiihrten Bezeichnungen, gy := ga(ay,) je-
nes Minimum und gp + d = §a(f81) das Maximum auf Ay. Dann ist d genau die noch
unbekannte Indentierungstiefe.

Az

:ﬁ ga(z)
go+d : / /
/
/
| A— ga(z +¢)
OI42 Qaq Oé; +& 7

Abbildung 5.9.: Die stationire Indentierungstiefe d ergibt sich aus dem FElastomer-
Volumen @, das pro Zeiteinheit an der Vorderkante des Indenters ver-
drangt wird

Angenommen, die Linie wird um die Strecke & verschoben. Entsprechend der horizon-
talen Geschwindigkeit verstreicht dabei die Zeitspanne ¢ = £/v. Zwischen der noch nicht

%Die Abbildung 53 ist mit geringfiigigen Anderungen aus [74] {ibernommen.
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verschoben Vorderkante ga(x), der verschobenen Vorderkante ga(z + £) und den Paral-
lelen zur z-Achse durch die Punkte z = gg respektive z = gy + d ist Elastomer mit dem
Volumen @) = £d eingeschlossen. Das ist in Abbildung skizziert. Zu sehen sind die
Vorderkante zu den beiden Zeitpunkten und die beiden Parallelen. Das eingeschlossene
Volumen ist grau schattiert.

Es wird wahrend der Zeitspanne ¢ durch den Indenter verdrangt, was eine Verdran-
gungsrate Q = ¢d/t erfordert. Durch Normierung auf die Breite b der Dampferelemente
erhélt man die spezifische Verdriangungsrate:

g= (5.17)
b

Diese Grofse kann anschaulich interpretiert werden. Es ist gerade die Deformations-
geschwindigkeit, die sich einstellen wiirde, wenn das eingeschlossene Volumen iiber die
Breite genau eines Dampfer verdriangt wiirde. Gleichung (3.68]) liefert die dafiir notwen-
dige Wechselwirkungskraft:

F = 4nud. (5.18)

Wegen der Unabhéngigkeit der einzelnen Dampfer und der Linearitdt des Modells, ist
die tatséchliche Breite bzw. Anzahl der Dampfer unerheblich. Gleichung (5.I8]) ist daher
auch giiltig, wenn die Wechselwirkungskraft F' iiber mehrere Dampfer verteilt ist. Nach
den Voraussetzungen muss sie zudem mit der dufseren Normalkraft Fy identisch sein,
das heilit F' = Fl.

Damit enthélt Gleichung (5.I8]) als einzige unbekannte Grofe die gesuchte stationére
Indentierungstiefe d. Durch Umstellen ergibt sich diese unmittelbar:

F
d= N

=X 5.19
o (5.19)

Damit sind die Vorarbeiten abgeschlossen und im néchsten Schritt kann nun die Rei-
bung im stationéren Zustand untersucht werden. Im Anschluss daran wird das Thema
Indentierungstiefe erneut aufgegriffen und auf einige weitere Aspekte eingegangen, die in
den jetzigen Betrachtungen aufsen vor gelassen wurden.

Bestimmung des stationdren Reibungskoeffizienten

Sei nun g zusatzlich zu den oben genannten Voraussetzungen auch stetig differenzierbar.
Und sei, wie in Abbildung [5.10 skizziert, £ mit g(§) =: g¢ ein beliebiger Punkt, der im
Inneren der Kontaktlinie A4 liegt.

Angenommen, die Linie wird um eine kleine Strecke Az in positive z-Richtung verscho-
ben und es gilt [£, £+ Ax[C Agsowie g({+Ax) =: ge+Ag. Auf dem Weg von {+Ax nach
& wird das Elastomer um die Strecke Ag in negative z-Richtung verdréngt. Das geschieht
innerhalb der Zeitspanne At = Az /v. Somit ist die Deformationsrate @(§) = —vAg/Ax.
Az ist als kleine Verschiebung vorausgesetzt, daher ist der Grenziibergang

o D9 _ dg
Ar—0 Az dx

=7(¢) (5.20)
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zuléssig und die Deformationsrate an der Stelle £ ist:

w(§) = —vg'(§). (5.21)

Das negative Vorzeichen resultiert aus der Betrachtung im (z, z)-System. Bei Bezug auf
das (z,()-System entfillt das Vorzeichen. Fiir die weiteren Betrachtungen ist das jedoch
ohne Belang.

Zur Erzeugung dieser Deformationsgeschwindigkeit ist laut Gleichung (3.68)) eine ver-
tikal gerichtete, differentielle Kraft vom Betrag

|fo(§)] = 4nvg (§) d (5.22)

notwendig. Diese Wechselwirkungskraft wirkt sowohl (entgegen der z-Richtung) auf das
Elastomer als auch (in z-Richtung) auf die Linie. Letztere ist in Abbildung [5.10] einge-
zeichnet.

A =2
57

ge +Ag

Indenter

3

Elastomer

| >

§ E4+Ax x

Abbildung 5.10.: Die differentielle Reibungskraft f wird aus dem Betrag ihrer vertikalen
Komponente f, und der Steigung der Tangente ¢ bestimmt 09

Nun werden, geméft der Modellbeschreibung in Abschnitt 5.1], die Behandlung als reiner
Normalkontakt fallen gelassen und die Effekte aus der horizontalen Verschiebung beriick-
sichtigt. In diesem Sinn wird die eben berechnete Kraft mit der vertikalen Komponente
fuv der differentiellen Wechselwirkungskraft f zwischen Linie und Elastomer identifiziert.
Geméf den Randbedingungen ist die Oberflache frei von Schubspannungen. Dann muss
die Kraft f senkrecht zur Tangente t¢(x) := ge + ¢ (§)(x — ) an g in & stehen, vergleiche
Abbildung (101

%Die Abbildung 510 ist mit geringfiigigen Anderungen aus [74] iibernommen.
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5. Reibung mit einem viskosen Elastomer

Die Steigung §'(§) der Tangente bestimmt die Richtung der Wechselwirkungskraft f
und damit auch den Betrag ihrer horizontalen Komponente

fn(€) = 4nu(7'(€))? da, (5.23)

welche unmittelbar als die differentielle Reibungskraft identifiziert werden kann.
Durch Integration iiber die gesamte Kontaktlinie ergibt sich daraus die makroskopische
Reibungskraft:

Fr= 4nv/zg'(x))2 dz, (5.24)
Ag
wobei die Bezeichnungen der Gleichungen (B.15]) und (B.16]) verwendet werden.

Da nun die Normalkraft Fy und die Reibungskraft Fr bestimmt sind, ldsst sich formal
der stationédre Reibungskoeffizient

dnv
L= ——

= Ty
Ag

(' (x))* da (5.25)

definieren.

Nachlese

Innerhalb des Abschnitts [£.3] wird sehr zeitig die Existenz und das Erreichen eines sta-
tiondren Zustandes vorausgesetzt. Dadurch vereinfachen sich die vorgenommenen Be-
trachtungen erheblich. Allerdings sind nicht alle Ergebnisse an diese Voraussetzungen
gebunden, einige lassen sich noch verallgemeinern. Im Folgenden werden einige damit
zusammenhangende Fragen untersucht.

Am Anfang des Abschnitts wird vorausgesetzt, dass das System einen stationédren Zu-
stand besitzt. Im Abschnitt wurde anhand des globalen Verhaltens gezeigt, dass sich
die Indentierungstiefe einem stationdren Wert annéhert. Dass ist aber nicht hinreichend
fiir die Existenz eines stationdren Zustandes (in der unmittelbaren Umgebung des Kon-
taktgebiets). Tatséchlich lasst sich sehr einfach zeigen, dass dem nicht so ist.

Besonders deutlich wird das an der Gleichung (5.19). Die dort berechnete stationére
Indentierungstiefe ist nur dann ein sinnvolles Ergebnis, wenn die Hohe des Indenters
mindestens eben so grof ist. Wenn die Vorderkante des Indenters vollstdndig in das
Elastomer einsinkt, bricht das Modell zusammen. Anders herum l&sst sich fiir jeden
endlichen Indenter leicht eine Parameterkombination finden, fiir die dieser Fall eintritt.
Die Annahme des stationdren Zustandes in diesem Abschnitt setzt somit auch immer
einen ausreichend hohen Indenter voraus.

Hat das System den stationdren Zustand noch nicht erreicht, dann sinkt der Indenter
tiefer in das Elastomer ein. Dadurch kénnen Teile der Linie im Kontakt mit dem Elas-
tomer sein, die nicht zur Vorderkante gehoren. Das betrifft hauptséchlich Bereiche mit
kleiner negativer Steigung, die sich (in negativer z-Richtung) an einen Teil der Kontakt-
linie anschliefsen.
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5.3. Der stationdre Reibungskoeffizient

Sind diese Bereiche viel kleiner als die Kontaktlinie, so lassen sich die bisherigen Be-
trachtungen dazu benutzen, um bei Kenntnis der Indentierungstiefe die momentane In-
dentierungsgeschwindigkeit abzuschiitzen. Dazu werden die Uberlegungen, die zur Be-
stimmung der stationdren Indentierungstiefe fithren, analog mit der momentanen (nicht-
stationéren) Indentierungstiefe ¢ angestellt. Wird wie zuvor der Indenter zunéchst hori-
zontal verschoben, so liefert eine zu Gleichung (5.19) vergleichbare Beziehung die Wech-
selwirkungskraft

F = 4nvé, (5.26)

die notwendig ist, um diese Indentierungstiefe aufrecht zu erhalten.

Die Differenz AF = Fy — F zwischen der auleren Normalkraft und der Wechselwir-
kungskraft bewirkt eine zusétzliche vertikale Verschiebung Da der Indenter ein Starr-
korper ist, werden alle Dampfer im Kontakt gleich verformt. Da zudem die einzelnen
Déampfer unabhéngig sind, wird jeder von ihnen mit der gleichen Kraft f, ~ AFb/a
belastet. Dabei sind b die Breite eines Dampfers und a die Lange der Kontaktlinie. Die
Déampfer-Charakteristik (3.68) liefert dann eine N&herung der Deformationsgeschwin-
digkeit, welche aufgrund der Kontaktbedingung mit der Indentierungsgeschwindigkeit
iibereinstimmt:

5 . FN v0

= —— — —. 5.27
4dna a ( )

Die Abschétzung ldsst sich noch verbessern, wenn statt der Lange a der Kontaktlinie die
gesamte Liange des Kontakts einschlieflich der Bereiche, die nicht Teil der Vorderkante
sind, verwendet wird. Die Bestimmung dieser Grofse ist jedoch aufwendiger.

Bei der Betrachtung des eindimensionalen Modells ist diese Gleichung sicher von ge-
ringem Interesse. Eine praktische Bedeutung ergibt sich jedoch fiir Simulationen mit
dem dreidimensionalen Originalsystem. Dort ist die Bestimmung der stationidren Kon-
takttief@ nicht so einfach moglich. Allerdings lassen sich alle in Gleichung (5.27]) vor-
kommenden Groéfen wihrend der Simulation mindestens nédherungsweise berechnen. Mit
einigen weiteren Uberlegungen lisst sich daher aus (5.27) eine Niherung fiir die statio-
nére Kontakttiefe gewinnen. Mit Kenntnis dieser Gréfse kann die sehr aufwendige iterative
Bestimmung des Kontaktgebiets spiirbar beschleunigt werden.

Der letzte Punkt, dem hier Beachtung geschenkt werden soll, betrifft den Reibungsko-
effizienten. Die Betrachtungen dieses Abschnitts haben die Bestimmung des stationiren
Reibungskoeffizienten zum Ziel. Mit geringfiigigen Abwandlungen ist die Vorgehensweise
aber auch geeignet, den momentanen Reibungskoeffizienten (vor Erreichen des statio-
ndren Zustandes) zu bestimmen.

56Vergleiche Abbildung [F4k

57Tn Abschnitt 23] wird bemerkt, dass in der Reduktionsmethode die Indentierungstiefe mit der Kontakt-
tiefe identisch ist. Zur Vermeidung von Mehrdeutigkeiten wird die Verwendung der zweitgenannten
Grofe in Verbindung mit dem eindimensionalen Modell vermieden. Es ist aber klar, dass in dem
hier behandelten Fall die Indentierungstiefe des eindimensionalen Modells der Kontakttiefe des drei-
dimensionalen Originalsystems entspricht.
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5. Reibung mit einem viskosen Elastomer

5.4. Die Reibung mit ausgewahlten Indentertypen

Im vorherigen Abschnitt wurde mit der Methode der Dimensionsreduktion der stationére
Reibungskoeffizient fiir einen Indenter mit einer stetig differenzierbaren Oberfliche be-
stimmt. Jetzt werden die Resultate auf konkrete Indenterformen angewandt und mit den
Ergebnissen von Randelemente-Simulationen verglichen. Es wird gezeigt, dass die eindi-
mensionalen Betrachtungen auch fiir das dreidimensionale Reibungsproblem zumindest
brauchbare Abschitzungen liefern.

Fiir diese Betrachtungen eignen sich grundséatzlich alle Indenter, fiir die die Konstruk-
tion eines eindimensionalen Modells nach der Methode der Dimensionsreduktion bekannt
ist. Wie weiter oben ausgefiihrt, sind das zum gegenwértigen Zeitpunkt rotationssymme-
trische Indenter (die sich exakt abbilden lassen) und zufillig raue, selbst-affine Indenter
(die sich statistisch dquivalent abbilden lassen), vergleiche dazu [33]. Dieser Abschnitt
stiitzt sich auf den erstgenannten Typ, speziell auf die schon frither betrachteten Kegel
und Rotationsparaboloide. Teile der Ergebnisse dieses Abschnitts wurden in [74] und [80]
publiziert.

Reibung mit Kegelindentern

Besonders einfache Ergebnisse liefert die Untersuchung der Reibung mit einem Kegelin-
denter. Analog zu den Abschnitten 23] und wird die Oberfliche des Kegels mit der
Funktion

gi(r) =ar, >0, (5.28)

parametrisiert. Der Parameter ¢; = tan 6 beschreibt die Steigung des Kegels, vergleiche
Abbildung [Tl Die horizontale Verschiebung fallt mit der Richtung ¢ = 0 zusammen.

Fiir den sehr einfachen Fall des Kegels ldasst sich der stationdre Reibungskoeffizient
sogar am dreidimensionalen System grob abschitzen. Dazu wird ndherungsweise ange-
nommen, dass die vordere Hélfte des Kegels, das heifit der Bereich —7/2 < ¢ < 7/2,
in Kontakt mit dem Elastomer ist. Diese Annahme ist in Ermangelung detaillierterer
Kenntnisse sehr grob, kann aber durchaus auch verbessert werden. Weiterhin wird im
Zuge der Abschitzung angenommen, dass die Spannungsverteilung im Kontaktgebiet
nicht vom Winkel ¢ abhéangt.

Das Kontakt- und Reibungsmodell geméfs Abschnitt [5.1] fordert, dass die Spannungen
normal zur Indenter-Oberfliche wirken. Der stationire Reibungskoeffizient im Original-
system lésst sich daher durch die Mittelung (iiber den Winkel ¢) der Projektion der
Oberflachen-Steigung auf die Bewegungsrichtung abschéitzen:

/2
2
R — / c1cosp dp = —cy. (5.29)
T T
—7/2

Das folgt in Analogie zur Herleitung des stationdren Reibungskoeffizienten im eindimen-
sionalen Modell (Abschnitt [5.3]).

%Die Abbildung 511l ist mit geringfiigigen Anderungen aus [80] iibernommen.
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r

Abbildung 5.11.: Kegel: Geometrie und Koordinatensystem in der Draufsicht (links) und
der Seitenansicht (rechts)

Bemerkenswert ist an diesem Ergebnis, dass es offenbar nur von der Steigung des Kegels
abhéngt, nicht aber von anderen Parametern wie der &dufseren Kraft, der Viskositéat oder
der horizontalen Geschwindigkeit. Das lésst sich dadurch erkldren, dass die Oberflichen-
Steigung und damit auch die Richtung der Spannungen im Kontaktgebiet konstant sind.
Insbesondere ist letztere unabhéngig von der Kontakttiefe.

Diese sehr grobe Abschétzung wird nun durch Simulationen mit der Randelemente-
Methode préazisiert. Der Algorithmus beruht auf dem des Normalkontakts aus Kapitel 4],
berticksichtigt aber dariiber hinaus die Besonderheiten des vorgestellten Kontakt- und
Reibungsmodells@

Die Oberfliche des Kegels wurde mit 257 Elementen im Durchmesser diskretisiert.
Die des Elastomers wird im Laufe der Simulation dynamisch fortgesetzt, vergleiche dazu
Abbildung und zugehorige Erlauterungen.

Bei allen Simulationen wird der Indenter erst auf den Halbraum aufgesetzt und dann
in diesen eingedriickt und gleichzeitig horizontal verschoben. Die Simulationen enden,
wenn die Indentierungsgeschwindigkeit eine vorgegebene Schranke unterschreitet. Dem
liegt die Annahme zu Grunde, dass sich dann auch die Kontaktkonfiguration nur noch
unwesentlich vom stationdren Zustand unterscheidet. Der Wert des Reibungskoeffizienten
zu diesem Zeitpunkt wird als stationérer Reibungskoeffizient angenommen.

Es wurden mehrere Reihen von Simulationen durchgefiihrt, in denen die einzelnen
Parameter, unter anderem Normalkraft Fj, Geschwindigkeit v, Viskositdat n, Steigung
¢1, Diskretisierung b und Grofe des Indenter) variiert wurden.

Im Folgenden wird beispielhaft eine Simulationsreihe mit Variation der horizontalen
Geschwindigkeit v betrachtet. Sie besteht aus 46 einzelnen Simulationen mit Geschwin-
digkeiten zwischen 0.1 % und 20 7. Allen liegen die Kegelsteigung c¢; = 0.1, die Nor-
malkraft Fiy = 0.01 N und die Viskositdt n = 1 Pa-s zu Grunde. Vor jeder Simulation
wurde die Kontakttiefe geméf den Ausfithrungen im Abschnitt (.3 abgeschéitz@ und ein
ausreichend grofter Indenter erzeugt.

%9Die Randelemente-Verfahren werden im Anhang vorgestellt.

"Das bedeutet, es wird die stationiire Indentierungstiefe fiir das zugehdrige Modell nach der Methode der
Dimensionsreduktion berechnet. Diese wird, mit einem Aufschlag versehen, als Kontakttiefe fiir das
dreidimensionale Originalsystem angenommen und dazu passend die Hohe des Indenters festgelegt.

105



5. Reibung mit einem viskosen Elastomer

Die Simulationen bestétigen die Abschitzung zumindest qualitativ. Der Reibungsko-
effizient hdngt nur von der Steigung c; ab[™ Die Reibungskoeffizienten weichen jedoch
sichtbar voneinander ab, was auf Grund der sehr groben Abschéitzung nicht iiberrascht.
Die Simulationen liefern fiir den stationdren Reibungskoeffizienten den Wert

1 = 0.086, (5.30)

die Abschitzung (5.29]) ergibt fiir diese Parameter p ~ 0.064.

Der zeitliche Verlauf der Indentierung kann wie folgt charakterisiert werden. Am An-
fang ist die Indentierungsgeschwindigkeit grofser als die horizontale Geschwindigkeit. Das
Kontaktgebiet ist annédhernd kreisformig. Insbesondere sind auch Bereiche an der Riick-
seite des Indenters in Kontakt. Mit steigender Kontakttiefe wichst die Grofe des Kon-
taktgebiets und in Folge dessen nimmt die Indentierungsgeschwindigkeit ab. In diesem
Zeitraum 16st sich die Riickseite des Kegels nach und nach von der Oberflache des Elas-
tomers ab. Wenn die Indentierungsgeschwindigkeit gegen Null geht, nimmt das Kontakt-
gebiet die in Abbildung gezeigte Form an.

Auf der linken Seite der Abbildung ist eine Draufsicht der Konfiguration zu sehen.
Die Schattierung gibt qualitativ Auskunft iiber die Spannungsverteilung. Weifs darge-
stellte Bereiche sind spannungsfrei und damit nicht im Kontakt. Grau- und Schwarzténe
kennzeichnen das Kontaktgebiet. Dunklere T6éne symbolisieren héhere Spannungen. Zur
besseren Orientierung ist der Querschnitt des Indenters (in einer zufillig gewahlten Ho-
he) als Kreis angedeutet. Die beiden Linien zeigen die Grenzen zwischen vorderer und
hinterer bzw. linker und rechter Halfte des Kegels. Die Beschriftung der Achsen verweist
auf die jeweilige Zeile respektive Spalte des dargestellten Diskretisierungselements.

Es ist zu erkennen, dass die grofiten Spannungen am vorderen Rand des Kontaktgebiets
und unmittelbar vor der Spitze des Kegels auftreten. Dort hat auch der grofste Teil der
Reibung seinen Ursprung. Das Kontaktgebiet umfasst nicht die gesamte Vorderhilfte des
Kegels, sondern ist etwas kleiner [ Dariiber hinaus héngt die Spannungsverteilung inner-
halb des Kontaktgebiets erkennbar vom Winkel ¢ ab. Das hat jedoch keine wesentlichen
Auswirkungen.

Im rechten Teil der Abbildung sind in einer Seitenansicht die Oberflachen-Elemente
des Kegels dargestellt, die in Kontakt mit dem Elastomer sind. Eine Zuordnung der auf-
tretenden Spannungen ist aus dieser Darstellung nicht moglich. Gut erkennbar sind die
Vorderkante des Kegels sowie der obere und der hintere Rand des Kontaktgebiets. In bei-
den Ansichten ist die Spitze des Kegels mit dem Buchstaben M markiert, vergleiche [80].

Die Behandlung mit der Methode der Dimensionsreduktion ist, auf Grund der geleis-
teten Vorarbeiten, vergleichsweise kurz. Geméf der Konstruktion in Abschnitt 23] wird
das zum Kegel (5.28) gehorende eindimensionale Modell durch die Gleichung

G1(z) = gqm (5.31)

"'Dasselbe zeigen auch die anderen Simulationsreihen, auf die jedoch nicht weiter eingegangen wird.

"Die Abbildung 512 ist mit geringfiigigen Anderungen aus [80] iibernommen.

"3Wenn diese Erkenntnis in der oben getétigten Abschitzung berticksichtigt wird, liefert sie einen Rei-
bungskoeffizienten von u = 0.8, was recht gut mit den Ergebnissen der Simulation {ibereinstimmt.
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beschrieben. Diese Funktion ist in « = 0 nicht stetig differenzierbar. Um formal den

Voraussetzungen des Abschnitts zu gentigen, werden g(z) und ihre Ableitung auf

c1 in

s
2

(die Vorderkante) beschrinkt und Letztere durch g} (0) =

x = 0 stetig fortgesetzt.

den Bereich z > 0

Die stationdre Indentierungstiefe ist, unabhéngig von der konkreten Gestalt des Inden-

ters, durch Gleichung (B.19) gegeben:

Fy
dnv’

d=

(5.32)

|

Fy
2mweinu
und aus Gleichung (5.25]) der stationdre Reibungskoeffizient

Durch Einsetzen in die Indentergeometrie (5.31)) und Auflgsen ergibt sich die Kontaktlinie
A= [0,

(5.33)

Cl.

&l

Das eindimensionale Modell zeigt dasselbe Verhalten wie das dreidimensionale Original-
system, der Reibungskoeffizient héngt linear von der Steigung des Kegels ab und ist von

den iibrigen Parametern unabhéngig.

Allerdings unterscheidet sich das Ergebnis der Randelemente-Methode von dem der
Reduktionsmethode um einen konstanten Faktor. Dass sich beide Werte unterscheiden
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miissen, lasst sich leicht motivieren. Wie die obige Abschéitzung zeigt, ist (im Original-
system) die Projektion der Steigung auf die Bewegungsrichtung des Indenters ausschlag-
gebend. Diese Information ist jedoch im eindimensionalen Modell nicht enthalten.

Zu ihrer Beriicksichtigung ist der Reibungskoeffizient mit einem Faktor 9 zu skalieren,
der von der Geometrie des Indenters abhéngt Im Folgenden wird dieser Faktor als
Polarskalierung bezeichnet.

Fiir einen Indenter, dessen Oberfliche durch die Rotation eines Monoms entsteht, wird
die Polarskalierung vom Grad p des erzeugenden Monoms abhéngen. Das legt in Analogie
zur Gleichung (2.4) die Schreibweise

Yy = V(p) (5.34)

nahe. Die Funktion 9(p) ist jedoch noch nicht bekannt ist. Daher wird die Polarskalierung
aus den berechneten Werten abgeschétzt.

Im Vergleich zu (5.30) liefert die Methode der Dimensionsreduktion bei denselben
Parametern den stationdren Reibungskoeffizienten 1 = 0.157. Der Unterschied zwischen
beiden Resultaten ergibt fiir den Kegel die Polarskalierung

91 ~ 0.55. (5.35)

In Abbildung B3] sind die stationdren Reibungskoeffizienten im Vergleich dargestellt.
Die blaue gestrichelte Linie ist das Ergebnis der Randelemente-Simulationen, ndmlich der
oben erwahnten Reihe mit 46 Simulationen. Es ist erkennbar, dass die Werte fir die ver-
schiedenen Geschwindigkeiten nicht ganz {ibereinstimmen, sondern zum Teil geringfiigig
voneinander abweichen. Diese Abweichungen haben ihren Ursprung in der Diskretisie-
rung.

Die rote durchgezogene Linie zeigt das analytische Ergebnis der Reduktionsmethode in
Gestalt der Gleichung (5.33). Numerische Simulationen mit dem eindimensionalen Modell
stimmen mit den analytischen Ergebnissen perfekt {iberein. Diese sind durch Rauten
gekennzeichnet. Abschliefsend sind die Ergebnisse der Methode der Dimensionsreduktion
skaliert mit 7 geméfs der Naherung (5.35]) als Kreise dargestellt, vergleiche [74].

Reibung mit einem Rotationsparaboloiden

Als zweites Beispiel wird die Reibung mit einem Rotationsparaboloid betrachtet. Es
wird wieder mit der Betrachtung des dreidimensionalen Originalsystems begonnen. Die
Oberflache des Paraboloids wird wie in den Abschnitten 2.3 und 3] durch

ga(r) = cor®, 120 (5.36)

beschrieben.

"Dieser Skalierungsfaktor 1 fiir das Reibungsproblem hat seine Entsprechung in der Tiefenskalierung s
des Normalkontakt-Problems.
"Die Abbildung 513l ist mit geringfiigigen Anderungen aus [74] iibernommen.
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Abbildung 5.13.: Vergleich des stationdren Reibungskoeffizienten in Abhéngigkeit von
der Horizontalgeschwindigkeit fiir den Kegel

Aufbauend auf die Vorgehensweise im Fall des Kegels und unter Verwendung friihe-
rer Erkenntnisse ldsst sich auch hier eine ganz grobe Abschétzung des stationdren Rei-
bungskoeffizienten vornehmen. Beim Kegel stammt der grofte Teil der Reibung aus dem
vorderen Rand des Kontaktgebiets und aus dem Bereich unmittelbar vor der Spitze des
Kegels. Beim Rotationsparaboloid ist die Steigung in der Nahe der Spitze nahe Null.
Die horizontale Komponente der Wechselwirkungs-Spannungen aus diesem Bereich muss
daher vergleichsweise klein sein. Daher lasst sich vermuten, dass die Reibung in diesem
Fall zum tiberwiegenden Teil am vorderen Rand des Kontaktgebiets entsteht.

Der grofse Unterschied zum Kegel ist, dass die Steigung der Oberfliche nicht konstant
ist, sondern vom Abstand zum Mittelpunkt und damit von der Kontakttiefe §. abhéngt.
Diese wird, in Ermangelung genauerer Erkenntnisse, durch die stationare Indentierungs-
tiefe d (Gleichung (5.19))) des eindimensionalen Modells abgeschétzt. Mit diesem Ergebnis
und der Indentergeometrie lassen sich weiter abschétzen, wo sich der vordere Rand des
Kontaktgebiets befindet, a ~ \/d/(2¢2), und wie grof dort die Steigung der Oberflache
ist, ndmlich g4 (a) ~ /8cad.

Es wird wiederum angenommen, dass die vordere Hilfte des Paraboloids in Kontakt
mit dem Elastomer ist und die Spannungsverteilung innerhalb des Kontaktgebiets vom
Winkel ¢ nicht abhéngt. Dann ist (analog zum Fall des Kegels) der stationére Reibungs-
koeffizient ungefahr gleich der Mittelung der Projektion der Oberflichen-Steigung auf die
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Bewegungsrichtung. Auf diese Weise ergibt sich

/2
1 2 [2cF
R — / \/8codcosp dp = — @ N (5.37)
T T \/ n

—7/2

wobei im letzten Ergebnis die stationdre Indentierungstiefe geméf Gleichung (B.19]) ein-
gesetzt ist. Es sei an dieser Stelle betont, dass in dieser Abschétzung eine ganze Reihe von
Annahmen enthalten ist, von denen klar ist, dass sie héchstens ndherungsweise erfiillt
sind. Sie ist daher von noch geringerer Qualitit als die Abschitzung fiir den Kegel.

Auch die Reibung mit Rotationsparaboloiden wurde mit Randelementen simuliert. Wie
zuvor wird hier lediglich auf eine Reihe von Simulationen mit verschiedenen Horizontal-
geschwindigkeiten eingegangen. Die Reihe besteht aus 56 einzelnen Simulationen mit
Geschwindigkeiten von 0.1 %+ bis 50 +. Die Kriimmung des Paraboloids ist ¢z = 0.1 m~
die iibrigen Parameter stimmen mit den Simulationen zum Kegel iiberein. Die Ergebnisse
der Simulationen bestétigen die obige Abschitzung qualitativ. Sie sind in den Abbildun-
gen [0.14] und grafisch dargestellt.

Der Indentierungsprozess lauft &hnlich ab wie beim Kegel. Anfangs ist das Kontakt an-
ndhernd kreisformig. Mit abnehmender Indentierungsgeschwindigkeit 16st sich das Elas-
tomer von der Riickseite des Indenters ab. Im Gegensatz zum Kegel geschieht das auch
im Bereich der Spitze des Paraboloids. Im stationdren Zustand liegt diese nicht im Kon-
taktgebiet.

Die Ergebnisse nach der Methode der Dimensionsreduktion erhélt man analog zu denen
des Kegels. Die Oberfliche des eindimensionalen Modells wird durch

Go () = 2co? (5.38)

beschrieben. Mit der stationdren Indentierungstiefe geméafs Gleichung (5.19) und der In-
dentergeometrie wird die Kontaktlinie bestimmt:

F
0,4/
8canu

und dann aus Gleichung (5.25]) der stationdre Reibungskoeffizient:

2 2CQFN
== . 5.40
=5 T (5.40)

Bemerkenswerterweise stimmt dieses exakte FErgebnis nach der Methode der Dimensions-
reduktion sehr gut mit der Abschétzung (B.37) fiir das dreidimensionale Originalsystem
iiberein.

In Abbildung B.T5]sind die stationdren Reibungskoeffizienten fiir den Rotationsparabo-
loid zu sehen. Die blaue gestrichelte Linie ist das Ergebnis der Randelemente-Methode,
die rote durchgezogene Linie die analytische Losung (5.40) mit der Methode der Dimen-
sionsreduktion. Numerische Simulationen mit dieser Methode stimmen mit der analyti-
schen Losung iiberein. Sie sind als Rauten eingetragen.

Ag=

(5.39)
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5.5. Fazit und Ausblick
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Bewegungsrichtung
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20 200
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Abbildung 5.14.: Kontaktgebiet und qualitative Darstellung der Spannungsverteilung bei
der Reibung mit einem Rotationsparaboloid

Die Ergebnisse der Reduktionsmethode weichen von denen der Randelemente-Simula-
tionen um einen konstanten Faktor ab. Dieser Unterschied ist analog zum Kegel durch die
Polarskalierung auszugleichen. Der Vergleich zwischen dem Ergebnis fiir das Originalsys-
tem und dem des eindimensionalen Modells nach der Methode der Dimensionsreduktion
liefert die Ndherung

¥9 =~ 0.67. (5.41)

Die mit diesem Faktor skalierten Resultate der Methode der Dimensionsreduktion sind
in Abbildung durch Kreise gekennzeichnet [74].

5.5. Fazit und Ausblick

In diesem Kapitel wird ein einfaches Modell fiir die Reibung zwischen einem linear visko-
sen Modell-Elastomer und einem starren Indenter konstruiert. Sein Anwendungsbereich
umfasst die Reibung mit einem echten Elastomer, wenn dieses Belastungen in einem
mittleren Frequenzbereich erfahrt, in dem die viskosen Eigenschaften einen wesentlichen
Einfluss haben koénnen.

Die Untersuchung des globalen Verhaltens zeigt, dass sich (im Gegensatz zum Nor-
malkontakt) eine stationére Indentierungstiefe einstellt. Weitere Erkenntnisse dieses Ab-
schnitts lassen sich gewinnbringend in numerischen Simulationen verwenden.

"Die Abbildung 515 ist mit geringfiigigen Anderungen aus [74] iibernommen.
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5. Reibung mit einem viskosen Elastomer

Oo03 T T T
- - - Randelemente
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. o 1D (skaliert)

o
)
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stationdrer Reibungskoeffizient p

horizontale Geschwindigkeit v [m/s]

Abbildung 5.15.: Vergleich des stationdren Reibungskoeffizienten in Abhéngigkeit von
der Horizontalgeschwindigkeit fiir das Rotationsparaboloid

Das Hauptergebnis dieses Kapitels ist die Bestimmung des Reibungskoeffizienten im
stationdren Zustand. Dieser wird mit der Methode der Dimensionsreduktion hergeleitet.
Das Ergebnis ist daher zunédchst nur eine exakte Losung fiir das eindimensionale Modell.
An zwei Beispielen, der Reibung mit einem Kegel und mit einem Rotationsparaboloid,
wird jedoch gezeigt, dass es auch eine brauchbare Ndherung fiir das dreidimensionale
Originalsystem abgibt. Unter brauchbar wird dabei verstanden, dass es die funktiona-
len Zusammenhange qualitativ richtig wiedergibt und nur um einen konstanten Faktor
abweicht.

Bei Betrachtung eines Indenters, dessen Oberfldche durch die Rotation eines Monoms
konstruiert wird, héngt dieser Faktor vom Exponenten des Monoms ab. Es besteht Anlass
zu der Vermutung, dass (in Analogie zur Tiefenskalierung) ein funktionaler Zusammen-
hang zwischen beiden Gréfen besteht. Die Studien dazu sind jedoch noch nicht abge-
schlossen.

Weiterhin von Interesse ist die Reibung mit zuféllig rauen, selbst-affinen Indentern.
Auch diese Arbeiten sind jedoch noch nicht beendet. Allerdings konnten die Ergebnisse
des Abschnitts (.3 in [33] bereits erfolgreich auf die Reibung zwischen dem eindimen-
sionalen Modell eines solchen Indenters mit einem Kelvin-Elastomer angewandt werden.
Dabei gelang es, den Reibungskoeffizienten im viskos-dominierten Frequenzbereich vor-
herzusagen .
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6. Zusammenfassung und Ausblick

Die vorliegende Arbeit behandelt Kontakt und Reibung mit Elastomeren. Sie verfolgt
dabei zwei Ziele.

Zum einen wird gezeigt, dass die Methode der Dimensionsreduktion auch auf solche
Aufgaben anwendbar ist. Mit Radoks Prinzip der Funktionalgleichungen wird eine verall-
gemeinerte Winkler-Bettung konstruiert. Diese besteht aus diskreten, voneinander unab-
héngigen Elementen. Die Kraft-Verschiebungs-Beziehung dieser Elemente wird aus den
Materialeigenschaften des Elastomers konstruiert. Dabei sind verschiedene Wege moglich,
wie die Konstruktion genau vorgenommen wird.

Der Fall eines Elastomers, dessen Rheologie durch Relaxationsfunktionen beschrieben
wird, ist von besonderem Interesse. Die Konstruktion des zugehorigen Modells und eine
allgemeine Formulierung (B.54))-([B3.56]) der Kraft-Verschiebungs-Beziehung

fN(t):4b/V(t—T)u(T) dr mit V() = ﬁ—l{%} (6.1)

7=0
sind das Hauptergebnis des ersten Teils dieser Arbeit.
Es wird durch einige Vereinfachungen ergénzt, die eine weniger aufwendige Behand-
lung erlauben. Dabei wird auch ein linear viskoses Modell-Elastomer motiviert, welches

im Mittelpunkt des zweiten Teils dieser Arbeit steht. Als konkretes Beispiel wird die
Greensche Funktion des viskosen Normalkontakts (B.43])

g

a(r) (6.2)
bestimmt.

Im zweiten Teil der Arbeit werden erst der Normalkontakt und dann die Reibung
mit dem linear viskosen Modell-Elastomer eingehend untersucht. Dabei wird die Anwen-
dung der Methode der Dimensionsreduktion auf Elastomere detailliert vorgefiihrt. Viele
analytische Berechnungen werden an eindimensionalen, mit der Reduktionsmethode kon-
struierten Modellen vorgenommen.

Die Ergebnisse werden immer wieder mit analytischen Berechnungen oder Abschétzun-
gen am Originalsystem (sofern moglich) und mit Randelemente-Simulationen verglichen.
In allen Féllen lasst sich zeigen, dass die mit den verschiedenen Verfahren ermittelten
Ergebnisse exakt oder zumindest qualitativ iibereinstimmen. Die vorgestellte Methode
ist damit wenigstens fiir schnelle, ingenieurméfige Abschitzungen und unter bestimmten
Umstanden auch dariiber hinaus geeignet.

Viele Resultate dieses Teils sind beispielhafter Natur. Einige sind jedoch allgemeiner
und heben sich dadurch ab. Zum einen handelt es sich dabei um das Potenzgesetz (4.50])
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6. Zusammenfassung und Ausblick

zur Beschreibung der Indentierung eines zuféllig rauen, selbst-affinen Indenters:

_ _ H

Zum anderen ist das die Funktion (5.25)) fiir den stationdren Reibungskoeffizienten

pim / () da. (6.4)

Die Ergebnisse dieser Arbeit wurde in mehreren Zeitschriftenartikeln [63], [72], [33],
[74], Konferenzbeitriagen [71], [80] sowie in den Kapiteln 7, 11 und 19 des Buches [11]
publiziert.

Naturgeméf bietet die vorliegende Schrift viele Ankniipfungspunkte fiir zukiinftige
Arbeiten, die im Folgenden kurz angerissen werden.

In dem Kapitel zur Reibung mit dem linear viskosen Modell-Elastomer sind noch
einige Fragen offen geblieben. Bei der Reibung mit axialsymmetrischen Indentern ist
die Abhéngigkeit des Skalierungsfaktors von dem Exponenten des erzeugenden Monoms
noch nicht abschlieffend bestimmt. In dieser Arbeit wurden die Skalierungsfaktoren fiir
Kegel und Rotationsparaboloid durch Vergleich der eindimensionalen Losung mit der
Randelemente-Lésung ndherungsweise bestimmt. Fiir ernsthafte Anwendungen der Me-
thode ist diese Vorgehensweise nicht praktikabel. Die Kenntnis dieses Zusammenhangs
wiirde daher den Wert des Ergebnisses noch deutlich erhéhen.

Die Herleitung des stationdren Reibungskoeffizienten ist grundsétzlich auch fiir zuféllig
raue, selbst-affine Indenter giiltig, vergleiche [33]. Allerdings gibt es guten Grund zu der
Annahme, dass hierfiir eine einfachere Losung existiert. In Analogie zur Behandlung des
Normalkontakts solcher Indenter ldsst sich vermutlich eine dhnliche Losung wie (4.50)
nur auf Grundlage der Modellparameter finden. Die Arbeiten dazu sind bisher noch nicht
abgeschlossen.

Das Randelemente-Verfahren besitzt noch viel Potenzial fiir Weiterentwicklungen. Eine
ganze Reihe einzelner Algorithmen zur Beschleunigung der iterativen Berechnung von
Kontaktgebiet, Spannungsverteilung und Deformationsgeschwindigkeit lassen sich mit
mehr oder weniger Aufwand implementieren. Besonders wertvoll wéire eine Abwandlung
des Algorithmus fiir das Reibungsproblem, die nicht den gesamten Indentierungsprozess
simuliert, sondern direkt die stationdre Konfiguration bestimmt.

Interessant ist auch die Frage, ob sich diese theoretischen Ergebnisse durch Experi-
mente bestatigen lassen.

Das grofste Potenzial steckt sicherlich in der Anwendung der hier vorgestellten Ver-
fahren auf kompliziertere und realistischere Materialmodelle. Schon die Erweiterung auf
das Standardmodell, welches kurz im Abschnitt B.1] angerissen wurde, fiihrt vermutlich
zu weitreichenden theoretischen Erkenntnissen und auch zu praktisch verwertbaren Er-
gebnissen. Die Grundsteine dafiir sind gelegt.
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A. Anhang

In diesem Anhang werden die Randelemente-Algorithmen vorgestellt, mit denen die nu-
merischen Simulationen ausgefithrt wurden. Die Ziele sind das Aufzeigen der Funkti-
onsweise sowie der aus den konkreten Implementierungen resultierenden Annahmen und
Grenzen. Im Gegensatz dazu ist nicht vorgesehen, die Algorithmen so detailliert darzu-
stellen, dass sie auf Basis dieser Ausfiihrungen programmiert werden kénnen.

Der Kern der Randelemente-Methode besteht in der Idee, eine Differentialgleichung
nicht auf dem gesamten betrachteten Gebiet zu l6sen, sondern nur auf ihrem Rand. Fiir
detaillierte Darstellungen zu diese Methode wird auf die einschlégige Fachliteratur ver-
wiesen, zum Beispiel [81], [82] und [83]. Eines der wesentlichen Elemente dieser Verfahren
ist die Greensche Funktion, der auch aus diesem Grund so viel Aufmerksamkeit geschenkt
wurde.

Im Folgenden wird zunéchst der Algorithmus fiir den etwas einfacheren Fall des elasti-
schen Normalkontakts vorgestellt. Dieser basiert auf bekannten Verfahren. Im Anschluss
daran wird dieser auf den viskosen Normalkontakt tibertragen. Dabei kommt einmal mehr
das Prinzip der Funktionalgleichungen zur Anwendung. Im letzten Abschnitt erfolgt die
Ubertragung auf das Reibungsmodell nach Abschnitt (.11

A.l. Randelemente-Verfahren: elastischer Normalkontakt

In diesem Abschnitt wird ein weit verbreiteter Aufbau fiir einen Randelemente-Algo-
rithmus zur numerischen Losung des elastischen Normalkontakts vorgestellt. Filir die
vorliegende Arbeit hat der Algorithmus keine unmittelbare Bedeutung. Der Abschnitt
dient vielmehr zur Vorbereitung des folgenden.

Der Autor ist auch nicht Urheber der Inhalte des Abschnitts [A 1l Der folgende Text ist
angelehnt an die Ausfithrungen von Johnson [12] sowie an die detaillierten Darstellungen
in den Dissertationen von Geike [8] und Pohrt [10].

Betrachtet wird der Normalkontakt eines starren Indenters mit einem inkompressi-
blen, elastischen Halbraum unter der Wirkung einer vorgegebenen Normalkraft. Die
Randelemente-Methode erlaubt es, das Problem nur auf der Oberﬂéich zu 16sen. Da-
durch wird die Anzahl der zu beriicksichtigenden Raumdimensionen um eins verringert.
Das Ziel des Algorithmus ist die Bestimmung des Kontaktgebiets, der Spannungsvertei-
lung und der Deformation der Halbraum-Oberflache.

""Bei Bedarf lassen sich jedoch im Anschluss auch die gesuchten GroRen im Inneren des Halbraums
berechnen. In der vorliegenden Arbeit ist das jedoch nicht vorgesehen.
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A. Anhang

Das wichtigste Werkzeug zu deren Berechnung ist die Gleichung

w(z,y,( =0) = / 2(:(’;‘3) dz dg, r:==+/(z —2)2+ (y — 9)2, (A1)
A

welche die Deformation in einem Punk{™ (z,y,{ = 0) der Oberflache in Abhéngigkeit
von der Spannungsverteilung auf dem gesamten Halbraum liefert. In dem Integral auf
der rechten Seite lésst sich die Greensche Funktion (3.28]) des elastischen Normalkon-
takts erkennen. Allerdings ist im Zahler jetzt nicht die dufsere Normalkraft zu finden.
Stattdessen wird der Nenner mit der Spannungsverteilung gefaltet.

Zur Anwendung kommen diskrete Formulierungen dieser Gleichung. Dazu werden die
Halbraum-Oberfliche und die des Indenters in Elemente mit quadratischer Gestalt zer-
legt Es wird angenommen, dass Deformation und Spannung auf dem Element jeweils
konstante Werte annehmen. Unter Beriicksichtigung dieser Annahmen l&sst sich das Fla-
chenintegral in Gleichung (A.T]) in eine Summe {iber alle Elemente umwandeln.

Angenommen, die Oberfliche des Halbraums wird in n = nzn, Elemente zerlegt,
wobei n, die Anzahl der Elemente in z-Richtung (sprich: in einer Zeile) und n, die
Anzahl der Elemente in y-Richtung (in einer Spalte) sind. Seien i = 1,...,n sowie o;
und u; die Normalspannung auf dem die i-ten Element respektive seine Verschiebung
(in ¢-Richtung), dann lasst sich die diskretisierte Form der Gleichung (A]) als lineares
Gleichungssystem

n
ui:ZLiij’ z':l,...,n (A2)
j=1

schreiben. Die Einflussmatrix L représentiert die diskretisierte Darstellung des Nenners
der Greenschen Funktion. Konkret gibt die Komponente L;; an, welche Deformation
eine Einheitsspannung auf dem Element j am Element ¢ induziert. Dabei werden der
Schubmodul G des Halbraums, die Kantenldnge b der Diskretisierungselemente und der
Abstand zwischen den Elementen ¢ und j beriicksichtigt. Die genaue Form der Matrix
ist in den oben genannten Werken [12, [8] [10] zu finden.

Die besondere Herausforderung der Problemstellung besteht darin, dass anfangs weder
das Kontaktgebiet, noch die Spannungen und auch nicht die Deformationen bekannt sind.
Zur Losung stehen in der Regel nur die Gleichung (A2)) und die Randbedingungen:

1. Im Kontakt gibt es keinen Spalt zwischen Indenter und Halbraum.
2. Im Kontakt wirkt eine negative Spannung (positiver Druck) auf den Halbraum.
3. Aufserhalb des Kontakt ist der Spalt zwischen Indenter und Halbraum positiv.

4. Aufkerhalb des Kontakt wirkt keine Spannung auf den Halbraum.

8Die verwendeten Koordinatensysteme sind im Abschnitt 23] beschrieben. Die z-Achse liegt in der
urspriinglichen, nicht-deformierten Oberfliche des Halbraum, beim Reibungsproblem stimmt sie au-
ferdem mit der Richtung {iberein, in die die horizontale Bewegung des Indenters erfolgt. Die ¢-Achse

ist normal zu urspriinglichen Oberfliche des Halbraums und zeigt in diesen hinein.
79Vergleiche Abbildung
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A.2. Randelemente-Verfahren: viskoser Normalkontakt

zur Verfiigung.
Zur Losung wird daher zunéchst ein Kontaktgebiet geraten und dann die Lésung nach
dem folgenden Algorithmus iterativ bestimmt.

e A) Auf der Grundlage der Randbedingung 1) wird das Deformationsfeld im Kon-
taktgebiet bestimmt.

e B) Gleichungssystem (A.2)) wird auf die Elemente im Kontaktgebiet reduziert. Das
verbleibende Gleichungssystem wird invertier und daraus die Spannungen im
Kontaktgebiet berechnet. Das ist aufgrund der Randbedingung 4) zuléssig.

e C) Geméft Randbedingung 2) werden Elemente, auf die eine positive Spannung
wirkt, aus dem Kontaktgebiet entfernt. Die Spannungen werden (falls notwendig) so
skaliert, dass sie im Integral iiber der Kontaktfliche gerade die &uftere Normalkraft
ergeben.

e D) Mit dem (vollstandigen) Gleichungssystem werden die Verschiebungen aller Ele-
mente berechnet.

e E) Elemente mit negativer Spaltbreite werden nach Randbedingung 3) in das Kon-
taktgebiet aufgenommen. Anschlieftend wird wieder mit Schritt A) begonnen.

Dieser Algorithmus wird so lange iteriert, bis ein geeignetes Abbruchkriterium erfiillt
ist. Dafiir wird der quadratische Mittelwert der Abweichung zwischen der Halbraum-
Oberfliche (geméf den Berechnungen des Schrittes D) und dem Indenter im Kontaktge-
biet benutzt. Aukerdem wird die Iteration auch abgebrochen, wenn nach einer festgeleg-
ten Anzahl an Iterationsschritten diese Grenze nicht erreicht ist. Der Algorithmus ist in
der linken Hilfte der Abbildung [A1] schematisch dargestellt.

In diesen Algorithmus lassen sich viele Verfahren zur Beschleunigung der Berechnun-
gen einbetten. Zum Beispiel sind das, das bereits erwédhnte Verfahren der konjugierten
Gradienten von Polonsky und Keer [84], das Mehrgitter-Summationsverfahren von Ven-
ner und Lubrecht [85], die Verwendung der schnellen Fourier-Transformation [86, [87] zur
Auswertung des Gleichungssystems ((A.2)) oder die Parallelisierung der Berechnungen auf
Grafikkarten. Ein Abriss dieser Verfahren ist in der Dissertation von Pohrt [10] zu finden.

A.2. Randelemente-Verfahren: viskoser Normalkontakt

Zur numerischen Uberpriifung der Ergebnisse fiir den Normalkontakt mit einem inkom-
pressiblen, linear viskosen Elastomer (Kapitel d]) wurde ein Randelemente-Verfahren fiir
dieses Kontaktproblem implementiert. In diesem Abschnitt erfolgt eine kurze Darstel-
lung, wie der Algorithmus aus dem vorherigen Abschnitt auf dieses Problem iibertragen
wird.

80Fiir kleine Kontaktgebiete ist das moglich und effektiv. Bei groferen Kontaktgebieten sind iterative
Verfahren effektiver oder sogar notwendig. Dafiir wurde ein von Polonsky und Keer [84] publiziertes
Verfahren der konjugierten Gradienten verwendet.

81Die Abbildung [Ad] wurde in abgeéinderter Form aus [71] {ibernommen.
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A. Anhang

Startkonfiguration Startkonfiguration
Deformationsfeld® Geschwindigkeitsfeld!
v
( Spannungsverteilung ) ( Spannungsverteilung )
v
A¢ verkleinern A¢ verkleinern
! .
( Deformationsfeld ) Iteration
Ac vergrofern ( Geschwindigkeitsfeld )
, v
w# Zeitschrittlange
¥
Deformationsfeld
v
Ac vergrofern

Ac ... Kontaktgebiet
I nur im Kontaktgebiet Zeitschritt %

Abbildung A.1.: Schematische Darstellung der Randelemente-Algorithmen fiir den elas-
tischen (links) und fiir den viskosen (rechts) Normalkontakt. Grau hin-
terlegte Schritte lassen sich mit geringem Aufwand auf den viskosen
Algorithmus tibertragen. Schritte mit abgerundeten Ecken beruhen un-
mittelbar auf der Greenschen Funktion

Teile dieses Abschnitts wurden von Kiirschner und Filippov [63] und Kiirschner, Popov
und Filippov [71] publiziert.

Mit Radoks Prinzip der Funktionalgleichungen kénnen viele der aufwendigeren Teile
des Algorithmus mit nur geringem Aufwand auf das viskose Kontaktproblem iibertra-
gen werden. Das hat seinen Grund darin, dass die Randelemente-Methode an zentraler
Stelle auf der Greenschen Funktion beruht. Im Abschnitt [3.4] wurde gezeigt, wie sich die
Greensche Funktion des viskosen Normalkontakts aus der des elastischen Normalkon-
takts konstruieren lésst. Dazu sind lediglich der Schubmodul durch die Viskositat und
die Deformation durch die Deformationsgeschwindigkeit zu ersetzen.

Diese Vorgehensweise kann im Wesentlichen auch fiir die Schritte A) bis C) des Rand-
elemente-Algorithmus iibernommen werden. Dadurch erhélt man eine Iteration fiir die
Spannungen und die Deformationsgeschwindigkeiten im Kontakt. Daneben sind nur ei-
nige kleinere Anderungen vorzunehmen, die sich hauptsichlich auf die etwas anderen
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A.3. Randelemente-Verfahren: viskoses Reibungsproblem

Randbedingunge beziehen. Diese Iteration wird ebenfalls bis zum Erreichen einer ge-
eigneten Abbruchbedingung durchgefithrt. Hierfiir eignet sich die Abweichung der Ge-
schwindigkeitsverteilung im Kontakt von einer konstanten Geschwindigkeit. Dieses Kri-
terium ergibt sich aus der Annahme des Indenters als Starrkorper.

Nach Abschluss der Iteration werden die Deformationsgeschwindigkeiten fiir die gesam-
te Halbraum-Oberfliche berechnet. Gleichzeitig ist eine geeignete Léange des Zeitschrittes
zu bestimmen. Das Kriterium dafiir ist die Abschétzung, nach welcher Zeitspanne sich
das Kontaktgebiet so stark verdndert haben wird, dass dies berticksichtigt werden muss.
Innerhalb des Zeitschrittes werden die Deformationsgeschwindigkeiten als konstant ange-
nommen, was eine sehr einfach Zeitintegration ermdoglicht. Damit ist das Deformations-
feld bestimmt, das Kontaktgebiet wird auf Grundlage der Randbedingung 3) vergrofert.
Danach beginnt der néchste Zeitschritt. Der Algorithmus ist in der rechten Halfte der
Abbildung [A] schematisch dargestellt.

A.3. Randelemente-Verfahren: viskoses Reibungsproblem

Der Algorithmus fiir das viskose Reibungsproblem baut in den wesentlichen Teilen auf
den des viskosen Normalkontakts auf.

Die offensichtlichste Anderung betrifft die horizontale Verschiebung des Halbraums
in jedem Zeitschritt. Damit verbunden sind die Bestimmung des Angriffspunktes der
resultierenden Wechselwirkungskraft und die dynamische Fortsetzung der Halbraum-
Oberflache. Im Gegenzug kann die nicht ganz banale Abschétzung der Zeitschritt-Lange
entfallen. Es bietet sich an, fiir den Zeitschritt den Quotienten aus der Kantenlédnge der
Elemente und der Horizontalgeschwindigkeit zu wahlen.

Als Abbruchbedingung ist die Abweichung der berechneten Geschwindigkeitsvertei-
lung im Kontakt von derjenigen, die sich laut der Modellbeschreibung im Abschnitt (.1
einstellen sollte, zu wéhlen.

Weiterhin sind die Routinen zur Berechnung des Reibungskoeffizienten zu programmie-
ren. Die Simulation kann beendet werden, wenn die Indentierungsgeschwindigkeit und die
Anderung des Reibungskoeffizienten ausreichend klein sind.

82Die Randbedingungen sind im Abschnitt @] erliutert.
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A (Kontakt-)Flache
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Co Koeffizient (Leistungsspektrum) o4
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b Diskretisierungslénge §f
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d stationére Indentierungstiefe 100
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In differentielle Reibungskraft
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h mittlere Rauigkeit 14
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Sij Spannungsdeviator 24
Zeit
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U Deformationsfeld 44
U; Deformation des Elements 4
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Symbol Bedeutung Seite
T Gammafunktion I
Q dimensionslose Frequenz 86l
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4. Griechische Kleinbuchstaben

Symbol Bedeutung Seite
o' Exponent (Kontaktsteifigkeit) 16l
Ié] Exponent (viskoser Kontakt) 73
~y Gleitung 29]
0 Eindrucktiefe
5 dimensionslose Eindrucktiefe [7G]
Oc Kontakttiefe
dij Kronecker-Delta
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o Spannung 9]
oj Spannung auf dem Element ¢
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x* Laplace-Transformierte von x 311
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Symbol Bedeutung Seite
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(r, 1, () am Halbraum befestigte Zylinderkoordinaten im Originalsystem (3D)
(z,y,¢) am Halbraum befestigte kartesische Koordinaten im Originalsystem (3D)
(z,2) am Indenter befestigte, kartesische Koordinaten im Modellsystem (1D)
(z,¢) am Halbraum befestigte, kartesische Koordinaten im Modellsystem (1D) [
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