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Zusammenfassung

Die relevanten Prozesse in vielen elektrochemischen Anwendungen finden auf der
Grenzflache zwischen einem Ionen- und einem Elektronenleiter und den angrenzenden
Randschichten statt. Fiir das Verstdndnis der hier ablaufenden Prozesse ist deren
mathematische Beschreibung von zentraler Bedeutung. Hierfiir sind physikalisch und
mathematisch konsistente Modelle notwendig.

In dieser Arbeit wird ein thermodynamisch konsistentes Modell einer elektrochemi-
schen Grenzfliche auf der Grundlage der Thermo- und Elektrodynamik beschrieben.
Es wird hier ein allgemeines Modell entwickelt, welches auf Volumen- und Fléchen-
bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie und den Maxwell-Gleichungen fiir
das elektromagnetische Feld basiert. Auf den Fliachen von zunéchst beliebiger Geo-
metrie kann es sowohl normalen als auch tangentialen Massen-, Impuls- und Ener-
gietransport geben. Die Bilanzgleichungen werden durch Materialgleichungen fiir eine
chemisch reagierende Mischung aus neutralen und elektrisch geladenen Komponenten
ergianzt. Weitere Eigenschaften wie Diffusion, Warmeleitung, Viskositét, Elastizitét,
Polarisation und Magnetisierung werden erfasst. Die Materialgleichungen erfiillen den
zweiten Hauptsatz der Thermodynamik und das Prinzip der Materiellen Objektivi-
tat. Die Materialgleichungen finden sich teilweise in der Literatur wieder. Es gibt aber
auch Verbesserungen, beispielsweise durch Verwendung von nichtlinearen Ansétzen
fiir die chemischen Reaktionsraten oder bei der Abhéngigkeit der Flichenmassenfliis-
se von der elektrischen Feldstirke. In der elektrochemischen Literatur allerdings sind
viele der hier entwickelten Materialgleichungen unbekannt.

Eine Analyse des resultierenden Systems partieller Differentialgleichungen zeigt ei-
ne fiir elektrochemische Prozesse charakteristische Besonderheit auf. Es gibt mehrere
Kleinheitsparameter im System, was bei der asymptotischen Analyse des Differenti-
algleichungssystems ausgenutzt wird, um vereinfachte Modelle aus dem thermodyna-
misch konsistenten Modell abzuleiten.

Ein Kleinheitsparameter kontrolliert den Einfluss der magnetischen Flussdichte.
Die aus der Asymptotik resultierenden Gleichungen zeigen, dass die magnetische
Flussdichte aus allen Materialgleichungen herausfallt und die iibrigen thermodyna-
mischen und elektromagnetischen Felder unabhéngig von der Flussdichte bestimmt
werden konnen. In Folge reduzieren sich die Gleichungen fiir die elektrische Feldstérke
auf die Poisson-Gleichung. Damit zeigt die Asymptotik, dass die in der Elektrochemie
iibliche Verwendung der Poisson-Gleichung in vielen Féllen gerechtfertig ist.

Ein weiterer Kleinheitsparameter erzeugt sehr diinne Randschichten auf beiden Sei-
ten der elektrochemischen Grenzflache. Hier treten starke Gradienten der Ionendich-
ten und der Dichte des Losungsmittels auf. Auferdem kommt es in den Randschichten
zu extremen Druckénderungen, die durch die Impulsbilanz berticksichtigt werden. Im
restlichen Volumen dagegen, d.h. im Volumen ohne Randschichten, sind die Verhéalt-
nisse meistens besonders einfach. Dies mag der Grund sein, dass die elektrochemische
Literatur die Impulsbilanz, den Druck und das Losungsmittel ignoriert.

Die Asymptotik liefert im Volumen ohne Randschichten ein reduziertes Modell
mit teilweise besonders einfachen Gleichungen. Die asymptotischen Gleichungen in



den diinnen Randschichten werden mit den urspriinglichen Fléchengleichungen zu
neuen Flachengleichungen kombiniert, und es entsteht ein neues Modell, welches die
Randschichten nicht mehr explizit auflost. Im Kontext dieses Modells wird erstma-
lig gezeigt, dass die Lippmann-Gleichung und die Butler-Volmer-Gleichung aus den
Gleichungen der modernen Thermodynamik abgeleitet werden kénnen und somit eine
thermodynamische Basis besitzen. Besonders die Butler-Volmer-Gleichung besitzt in
der Elektrochemie eine fundamentale Bedeutung, denn sie beschreibt den Zusammen-
hang zwischen elektrischem Strom und dem Potentialsprung tiber die Grenzfléche. Fiir
die Materialkoeffizienten der Butler-Volmer-Gleichung liefert die Asymptotik explizi-
te Darstellungen und zeigt dass diese Koeffizienten nicht unabhéngig von den anderen
Materialgleichungen gewéhlt werden kénnen. Dies wird in der elektrochemischen Li-
teratur haufig nicht beachtet, wodurch inkonsistente Modelle entstehen.

Beispielhaft wird die Theorie angewendet auf eine Metallelektrode in Kontakt mit
einem Fliissigelektrolyt. Es wird gezeigt, dass erst der neue Zugang dieser Arbeit die
bekannten Defizite des klassischen Poisson-Boltzmann-Modells zur Berechnung der
Ionenverteilung in der Elektrolyt-Randschicht beseitigt. Weiter wird gezeigt, dass das
wichtige elektrochemische Phénomen der Solvatisierung in einfacher und konsistenter
Weise im Elektrolyt-Modell berticksichtigt wird. Im Besonderen zeigt das Elektrolyt-
Modell, dass die Impulsbilanz und die Druckabhéngigkeit der Materialgleichungen
eine grofe Rolle spielen und in der elektrochemischen Modellierung nicht ignoriert
werden diirfen.
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1. Einleitung

Der Aufschwung der Elektrochemie begann vor mehr als 120 Jahren durch die Elek-
trifizierung der Industriestaaten. Wichtige Prozesse und Verfahren der Elektrochemie
sind unter anderem die Gewinnung von Reinstoffen durch Elektrolyse, die Beschich-
tung von Oberflichen durch Galvanisierung, die Umwandlung von chemischer in elek-
trische Energie mittels Brennstoffzellen und die Speicherung von elektrischer Energie
in Batterien. Die entscheidenden Vorgéange in diesen Beispielen finden auf der Grenz-
fliche zwischen einem Ionen- und einem Elektronenleiter und in den angrenzenden
Randschichten statt.

In diesem Umfeld stoften experimentelle Untersuchungen oft an ihre Grenzen. Zur
Erlangung eines detaillierten Bildes der Grenzflachenprozesse ist deshalb die mathe-
matische Modellierung von grofsem Nutzen.

Bereits seit Ende des 19. Jahrhunderts gibt es mathematische Modellierungen von
elektrochemischen Systemen. Die Modelle waren aber meistens auf konkrete Anwen-
dungen zugeschnitten, und vor allem wurde nicht zwischen universellen Prinzipien und
materialabhéingigen Beziehungen unterschieden. Eine Verallgemeinerung oder Uber-
tragung auf andere elektrochemische Systeme ist deshalb mit grofen Schwierigkei-
ten verbunden. Erst in den 1940er Jahren und danach entwickelte sich die moderne
Thermodynamik, die zwischen universellen und materialabhangigen Beziehungen un-
terscheidet. In der Elektrochemie aber wurde diese Entwicklung der Thermodynamik
kaum beachtet. Viele mathematische Modelle zur Beschreibung von elektrochemi-
schen Prozessen basieren auch heute noch auf Konstrukten, die zur Zeit der Jahrhun-
dertwende vom 19. zum 20. Jahrhundert formuliert worden sind [61, 12].

Moderne Anwendungen der Elektrochemie betreffen neuartige Brennstoffzellen und
Lithium-Ionen-Batterien. Diese Systeme zeichnen sich durch eine hohe Komplexitét
im Aufbau und durch Verwendung neuartiger Materialien aus. Deshalb sind die hier
auftretenden Prozesse teilweise noch unverstanden, und es verwundert nicht, dass die
mathematische Beschreibung von Brennstoffzellen und Lithium-Ionen-Batterien mit-
tels der klassischen Modelle der Elektrochemie oftmals nur unzureichende Ergebnisse
liefert.

Aktuelle Arbeiten der elektrochemischen Literatur zur Modellierung von elektro-
chemischen Systemen weisen hiufig folgende Fakten auf: i) Der Erhalt des Impulses
wird nicht berticksichtigt. ii) Die Beschreibung der elektromagnetischen Felder erfolgt
mittels der Elektrostatik. iii) Die Modellierung der Grenzflachen und der angrenzen-
den Randschichten wird kontrovers diskutiert. iv) Meistens gibt es keine saubere
Trennung zwischen universellen und materialabhédngigen Beziehungen.

Das Ziel dieser Arbeit ist deshalb die Formulierung und Analyse eines allgemei-
nen Modells, welches auf Volumen- und Flachenbilanzgleichungen fiir Masse, Impuls



und Energie und auf den Maxwell-Gleichungen fiir das elektromagnetische Feld ba-
siert. Insbesondere soll eine chemisch reagierende Mischung mit neutralen und elek-
trisch geladenen Komponenten beschrieben werden. Es werden weitere Phéanomene
wie Diffusion, Warmeleitung, Viskositét, Elastizitat, Polarisation und Magnetisierung
beriicksichtigt. Die Flachengleichungen beschreiben fiir beliebige Fldchengeometrien
Massen-, Impuls- und Energietransport sowohl in normaler als auch in tangentialer
Richtung.

Die Materialgleichungen fiir Fliche und Volumen geniigen dem Prinzip der ma-
teriellen Objektivitdt und dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Es werden
lineare und nicht-lineare Materialansitze aufgestellt und diskutiert.

Die in den Gleichungen auftretenden Modellparameter fithren zu stark unterschied-
lichen Raum- und Zeitskalen. Die asymptotische Analysis liefert das mathematische
Werkzeug um diese Skalen zu analysieren und reduzierte Modelle abzuleiten. In die-
sem Zusammenhang werden Voraussetzungen abgeleitet, unter denen die bekann-
ten Gleichungen der Elektrochemie gelten. Hierzu gehoren die Poisson-Gleichung, die
Butler-Volmer-Gleichung, die Lippmann-Gleichung und natiirlich die Gleichungen des
Nernst-Planck-Modells.

Materialmodelle fiir eine Metallelektrode und einen Fliissigelektrolyten werden ex-
plizit angegeben. Diese Modelle werden dann genutzt zur Berechnung der Ladungsver-
teilung in den Randschichten einer Metall-Elektrolyt-Grenzflache. Die resultierende
Ladungsverteilung in der Elektrolyt-Randschicht wird verglichen mit der entsprechen-
den Verteilung geméfs dem Poisson-Boltzmann-Modell. Insbesondere wird im Rahmen
der neuen Modelle die wichtige Rolle der Impulshilanz zur Bestimmung des lokalen
Drucks in den Randschichten ausfiihrlich beschrieben.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: Zunéchst werden im zweiten Kapitel die lokalen
Volumen- und Fléachenbilanzgleichungen fiir Masse, Impuls und Energie der Materie
aus globalen Bilanzgleichungen hergeleitet.

Das dritte Kapitel fiihrt die Maxwell-Gleichungen fiir Volumina und Fléchen ein
und stellt die Kopplung zu den entsprechenden Materiegleichungen her.

Eine Zusammenfassung der Bilanzgleichungen, der Maxwell-Gleichungen und der
bisher verwendeten Grofen erfolgt im vierten Kapitel.

Im fiinften Kapitel werden Materialgleichungen fiir Volumina und Fléchen konstru-
iert. Die Materialgleichungen erfiillen das Prinzip der materiellen Objektivitat und
sind konsistent zum zweiten Hauptsatz der Thermodynamik. Die Wahl der Materi-
algleichungen erfolgt durch lineare und nicht-lineare Ansétze. Onsager-Symmetrien
werden auf entropieneutrale Kreuzeffekte zwischen den verschiedenen Dissipations-
mechanismen zuriickgefiihrt. Schliefslich findet ein Vergleich mit der Literatur statt.

Eine Zusammenfassung aller Materialgleichungen befindet sich im sechsten Kapitel.

Im siebenten Kapitel wird die Methode der asymptotischen Analysis erlautert, und
es werden die unterschiedlichen Raum- und Zeitskalen in den Gleichungen untersucht.
Hierzu wird eine relevante Skalierung der Gleichungen eingefiihrt. Es folgen die di-
mensionslosen Gleichungen des thermodynamisch konsistenten Modells, auf welches
dann die Methode der asymptotischen Analysis angewendet wird. Das Resultat sind
vereinfachte Modelle, die mit den klassischen Gleichungen der Elektrochemie vergli-



chen werden. Dieser Vergleich liefert die Voraussetzungen unter denen die klassischen
elektrochemischen Gleichungen aus dem thermodynamisch konsistenten Modell fol-
gen.

Das achte Kapitel beinhaltet die Modellierung und Simulation einer Metallelektrode
und eines Fliissigelektrolyten. Die Materialgleichungen fiir die Massenfliisse werden
mit der Literatur verglichen, und es wird der Einfluss von Impulsbilanz und Druck
auf die Ionendichte in der Elektrolyt-Randschicht diskutiert.






2. Bilanzgleichungen

In diesem Kapitel werden ausgehend von globalen Bilanzgleichungen die mathema-
tischen Grundlagen zur Bestimmung der thermodynamischen Felder Masse, Impuls
und Energie eines materiellen Korpers KC geschaffen.

Bilanzgleichungen geben an, wie sich additive Grofen in einem Volumen oder auf ei-
ner Flache aufgrund duferer oder innerer Prozesse zeitlich éndern. Bilanzgleichungen
konnen unabhéngig vom physikalischen Kontext formuliert werden. Dies ermoglicht
die Formulierung einer allgemeinen Volumen- und Fléchenbilanz fiir eine beliebige
additive Grofse. Im Anschluss werden die Bilanzgleichungen fiir Masse, Impuls und
Energie angegeben. Im Kapitel 4 sind alle wichtigen lokalen Bilanzgleichungen tiber-
sichtlich zusammengefasst.

Eine Einfiihrung in die Theorie der Bilanzgleichungen findet man unter anderem
in der klassischen Arbeit von C. Truesdell und R. Toupin [75|. Die hier gegebene
Einfiihrung und die verwendete Notation orientiert sich an dem Lehrbuch von I.
Miiller [58].

2.1. Bilanzgleichungen fiir Volumina

Ziel dieses Abschnittes ist die Beschreibung der zeitlichen Anderung einer additiven
Grofse W und ihrer Dichte v, welche dem materiellen Korper K zugeordnet sind,
mithilfe von Bilanzgleichungen.

2.1.1. Kartesische Koordinaten

Der zu betrachtende materielle Korper sei in den dreidimensionalen euklidischen
Raum &2 eingebettet. Es wird ein Ursprung O € £ gewihlt, womit ein dreidimen-
sionaler reeller Vektorraum E? festgelegt wird. Jedem Punkt z € £% wird ein Vektor
x € E? eineindeutig zugeordnet. Wird eine Orthonormalbasis {e1, es, €3} im Vek-
torraum E? fixiert, so bilden der Ursprung O € £ und die Basisvektoren e; € E3
ein kartesisches Koordinatensystem. Jedem Punkt z € £2 kénnen eineindeutig seine
kartesischen Koordinaten x; € R, definiert durch & = (z1e; +x9es+13€3) € E3, zuge-
ordnet werden. Der Einfachheit wegen wird der euklidische Raum £* mit dem reellen
Punktraum R?® und der Vektorraum E? mit dem reellen Vektorraum R? identifiziert.

Der materielle Kérper soll durch ein offenes zusammenhingendes Volumen  C R?
reprisentiert werden. Wegen der dufteren Einfliisse auf den materiellen Korper ist die
Menge € zeitlich verénderlich.



Ziel der nachfolgenden Abschnitte ist die Beschreibung der zeitlichen Anderung der
Groke U : I — R"

\If:/vwdx (2.1)

und ihrer Dichte v : I x 2 — R"™ fiir ein beliebiges Volumen V' C €2 im Zeitintervall
I CR

2.1.2. Definition reguldres Volumen

Ein Volumen V C § heifst reguldr zum Zeitpunkt ¢, falls fiir alle Punkte x € V ein
Zeitintervall Iy mit ¢ € Iy C I existiert, so dass die Dichtefunktion v stetig differen-
zierbar in Iy x V ist.

Baryzentrische Geschwindigkeit

Sei V' C IR? ein beliebiges zeitlich verinderliches Volumen, dann existiert ein Intervall
I und eine Parametermenge V, C R3 sowie eine bijektive hinreichend glatte Para-
metrisierung © : [ x Vj — V des Volumens V. Es existiert zum Volumen V ein
cindeutig definiertes Geschwindigkeitsfeld w : I x V' — R3. Es ist definiert durch
w(t, O, X)) =w(t,X) mit X € Vg und w = &2.
Das Geschwindigkeitsfeld v : I x Q — R? des materiellen Kérpers K wird im Wei-
teren als baryzentrische Geschwindigkeit bezeichnet. Es beschreibt die Bewegung der
materiellen Punkte des Korpers K.

2.1.3. Globale Bilanzgleichungen fiir regulare Volumina

Sei V' C Q ein beliebiges reguléres (zeitlich verdnderliches) Volumen zum Zeitpunkt ¢.
Die zeitliche Anderung des Volumens V ist durch das Geschwindigkeitsfeld w gegeben.
Die duRere Normale des Randes von 0V wird mit v bezeichnet. Die Anderung der
additiven Grofe ¥ des Volumens V' zur Zeit ¢ wird durch drei Prozesse bestimmt:

1. Die Oberfliche 0V des Volumens V' wird von einem Fluss durchdrungen. Dieser
Fluss setzt sich aus einem nicht-konvektiven Fluss ® - v und einem konvektiven
Fluss ¢(v —w)-v zusammen. Die Anderung von ¥ durch die Fliisse ist gegeben
durch

Fy =— w(v—w)-vda—/ ®-vda. (2.2)
ov av

2. Im Innern des Volumens wird ¥ durch eine innere Produktion P, mit der
Produktionsdichte py verdndert,

\%4



3. Eine weitere Anderung von VU erfolgt durch eine dufere Zufuhr Sy mit der
Dichte sy,

SV = / Sy dx . (24)
\4

Die allgemeine globale Bilanzgleichung zur Beschreibung der zeitlichen Anderung
einer Groke U des Volumen V' lautet dann

i\llzi/@bdx:—/ <I>-1/+¢('v—'w)-uda—|—/pv+svdx. (2.5)

2.1.4. Lokale Bilanzgleichungen fiir regulare Volumina

Ausgehend von der globalen Bilanzgleichung (2.5) soll eine Gleichung zur mathema-
tischen Beschreibung der lokalen Anderung der Dichtefunktion 1 hergeleitet werden.
Hierfiir sei « € U C € ein beliebiger Punkt in einem reguldren Volumen U zum
Zeitpunkt t. Sei V' C U ein beliebiges Volumen mit dem Geschwindigkeitsfeld w und
x € V. Dann folgt aus der globalen Bilanzgleichung (2.5) mithilfe des Reynolds’schen
Transporttheorems (A.15) und dem Divergenzsatz (A.13) die zu (2.5) dquivalente
Darstellung

ot

Diese Darstellung der Bilanzgleichung (2.5) gilt insbesondere fiir beliebig kleine Um-
gebungen von z. Dies impliziert die lokale Bilanzgleichung fiir die Dichtefunktion
im Punkt € U und zur Zeit t € I

O

B + div(yv + ®) — (py +sv) =0 . (2.7)

/V <8—¢ + div(yw + @) — (pv + Sv)) dr =0 . (2.6)

2.1.5. Bilanzgleichungen — Masse, Impuls, Energie

In den vorhergegangenen Abschnitten wurde die zunéchst abstrakte Grofse U und
ihre Dichte v in einem reguldren Volumen betrachtet. Es sollen nun die lokalen Bi-
lanzgleichungen fiir die Dichten der thermodynamischen Grofen Masse, Impuls und
Energie formuliert werden. Die Erfahrung zeigt, dass alle drei Grofsen erhalten sind,
d.h. die Masse, der Impuls und die Energie eines Koérpers werden nicht durch innere
Produktionen erzeugt oder umgewandelt. In diesem Fall gilt py, = 0 und die Bilanz-
gleichungen werden als Erhaltungsgleichungen und die zugehorige additive Grofke U
als Erhaltungsgrifie bezeichnet. Fiir die Fliisse ® und Zufuhren sy von Masse, Impuls
und Energie haben sich eigene Bezeichnungen in der Literatur etabliert.

Bilanz der Masse. Die Masse eines Korpers dndert sich nur aufgrund von konvekti-
ven Fliissen, ® = 0 und sy = 0, so dass die lokale Massenbilanz fiir die Massendichte
p gegeben ist durch

dp

N + div(pv) = 0. (2.8)



Bilanz des Impulses. Die Impulsdichte ist gegeben durch pv und dndert sich lokal
durch den (Cauchy’schen) Spannungstensor —t und die duferen Zufuhren pf +k, wo-
bei pf die Gravitationskraftdichte und k die Lorentzkraft ist. Die lokale Impulsbilanz

lautet

dpv _

%—l—dlv(pv@’v—t):pf-i—k:. (2.9)
In dieser Arbeit werden ausschlieklich Korper betrachtet dessen materielle Punk-
te keinen inneren Spin besitzen. Diese Einschrénkung impliziert die Symmetrie des

Spannungstensors [58],
t=t". (2.10)

Bilanz der kinetischen Energie. Aus der Impulsbilanz wird eine weitere Bilanz-
gleichung abgeleitet, die Bilanzgleichung der kinetischen Energie %pvz. Multipliziert
man die Impulsbilanz (2.9) mit v so folgt nach kurzer Umformung die Bilanzgleichung
der kinetischen Energie,

(3pv°)
ot

+ div(spv*v —v-t) =—t:Vo+pf-v+k-v. (2.11)

Bilanz der Energie. Die Erfahrung zeigt, dass die Gesamtenergie eines Systems
nicht nur durch kinetische Energie gegeben ist, sondern es noch einen weiteren Beitrag
gibt, die innere Energie. Diese unterscheidet sich von der kinetischen Energie dadurch,
dass inner Energie nicht durch eine geeignete Beobachtertransformation eliminiert
werden kann, [58].

Die Energiedichte wird in ihre beiden Bestandteile additiv zerlegt: pu + % pv?, wo-
bei pu als innere Energiedichte bezeichnet wird. Diese Zerlegung fiithrt dazu, dass
der Fluss und die dufere Zufuhr der Energiebilanz in innere und kinetische Antei-
le zerlegt werden. Entsprechend (2.11) wird deshalb der Energiefluss zerlegt geméf
(pu+ 3pv*)v + g — v - t, und die dufere Zufuhr wird aufgeteilt in 7 + pf - v. Hier
heiften q Wdrmefluss und w Joule’sche Wirme. Die Energiebilanz ist gegeben durch

A(pu + 3pv°)

5 + div((pu+ tpp*)lv+g—v-t) =1+ pf-v. (2.12)

Bilanz der inneren Energie. Subtrahiert man die kinetische Energiebilanz (2.11)
von der Gesamtenergiebilanz (2.12) so folgt die Bilanzgleichung der inneren Energie,

0

%jtdiv(puvjtq):t:ijtﬂ—k-v. (2.13)
Es ist zu beachten, dass aufgrund der inneren Arbeit py =t : Vo die innere Energie
und die kinetische Energie keine Erhaltungsgrofen sind.



2.1.6. Partialmassenbilanzen

Liegt ein Stoffgemisch bestehend aus N Komponenten {A, }4—1.. n vor, so werden die
Anderungen der Partialmassen durch die Partialmassenbilanzen beschrieben. Die Par-
tialmassendichte p, der Komponente A, dndert sich im Gegensatz zur Massendichte
p aufgrund von (nicht-konvektiven) Massenflissen J, und chemischen Reaktionen
TOH

Ia | .

o + div(pav + J o) =70 - (2.14)

Die Gesamtmassendichte p der Mischung ist durch die Summe der Partialmassendich-
ten p, gegeben,

N
P = Zpa . (2'15)
a=1

Darum muss die Summe der Bilanzgleichungen (2.14) die Erhaltungsgleichung (2.8)
der Gesamtmassendichte ergeben. Hieraus folgen Nebenbedingungen fiir die Massen-
fliisse J,, und Produktionsraten r,,

N N
ZJa:O und Zrazo : (2.16)
a=1 a=1
In vielen Anwendungen ist die Verwendung von Partialteilchendichten n, sinnvoll.
Sie sind definiert durch
e = 22 (2.17)
mOL

wobei m,, die Molekularmasse der Komponente A, ist.

Die Masse der Komponenten, die an einer chemischen Reaktion beteiligt sind, muss
erhalten bleiben. Hierdurch ergeben sich Einschriankungen fiir die Produktionsraten
ro. Geht man von M chemischen Reaktionen aus, so lésst sich die a-te Reaktionsglei-
chung fiir die N Komponenten Ay, ..., Ay der Mischung schreiben als

Ra
FEAL+ f3 Ay 4o+ [ AN R:f bPA + 05 Ay + - + b Ay
b
Die ganzzahligen Werte f2 > 0 und b2 > 0 sind die stochiometrischen Koeffizienten
der Komponente A, bei der Hin- bzw. Riickreaktion. Die Werte R? > 0 und R} >
0 sind die Reaktionsraten fiir die Hin- bzw. Riickreaktion. Der Massenerhalt der
chemischen Reaktion a liefert fiir die stochiometrischen Koeffizienten die Beziehung

N N
D fima =) bim . (2.18)
a=1 a=1

Bilanziert man die Partialmasse der Komponente A,, welche durch die Hinreaktion
und Riickreaktion produzierte bzw. vernichtet wird, so erhélt man fiir die Massen-
produktionen r, die Darstellung

M
o =Y _7emaR". (2.19)
a=1



Hier sind die stochiometrischen Koeffizienten v2 = b% — f¢ und die netto Reaktionsrate
R* = R} — Ry eingefiihrt worden.

Neben dem Erhalt der Masse muss die elektrische Ladung in jeder chemischen
Reaktion erhalten sein. Tragt die Komponente A, die Ladung z,eq, wobei z, € Z die
Ladungszahl und eq die Elementarladung sind, dann gilt die Nebenbedingung

N N
> fiza =) i (2.20)
a=1 a=1

2.1.7. Deformation, baryzentrische Geschwindigkeit und
Deformationsgradient

Zur Formulierung der Bilanzgleichungen wurde die baryzentrische Geschwindigkeit v
ausgezeichnet. Diese beschreibt die Bewegung der materiellen Punkte des Korpers K.
Im Nachfolgenden wird mithilfe eines Bezugssystems die baryzentrische Geschwindig-
keit definiert und weitere wichtige Grofsen der Kontinuumsphysik hergeleitet.

Der Koérper K nimmt zur Zeit ¢ C I die Menge 2 C R? ein. Die (kartesischen)
Koordinaten (2!, 22, 2%) eines Punktes x € Q werden als Momentankoordianten bzw.
Fuler-Koordinaten bezeichnet. Legt man einen ausgezeichneten Zeitpunkt ¢ fest,
so definiert die Menge Qy = €2(ty) ein Bezugssystem. Die zugehorigen Koordinaten
(X! X% X3) eines Punktes X € €y werden als Bezugskoordinaten bzw. Lagrange-
Koordinaten bezeichnet.!.

Setzt man voraus, dass sich der materielle Korper nicht selbst durchdringt, so
existiert zwischen den Mengen g und () eine (zeitabhéngige) bijektive Abbildung
X1 xQy—Q,

x=x(t,X). (2.21)

Diese Abbildung wird als Bewegung bezeichnet, da sie anschaulich die Bewegung der
materiellen Punkte des Koérpers beschreibt. Es wird vorausgesetzt, dass die Bewegung
x hinreichend oft differenzierbar ist, so dass alle im Weiteren verwendeten Ableitungen
von x wohldefiniert sind. Die kartesischen Komponenten von x(t, X) € Q werden als
X' (t, X) bezeichnet.

Die Zeitableitung der Deformation x definiert die baryzentrische Geschwindigkeit
v in Bezugskoordinaten,

o'(t, X) = 88—{(15, X). (2.22)

Die baryzentrische Geschwindigkeit in Momentankoordinaten ist definiert als

o(t, y(t, X)) = o(t, X) . (2.23)

1Als Bezugssystem kann jede beliebige Menge Q € R? dienen, insofern ein Diffeomorphismus %
zur Menge )y existiert. Dann sind die entsprechenden abgeleiteten Grofen wie Deformation,
Deformationsgradient usw. mithilfe der Kettenregel zu bestimmen.

10



Setzt man diese Beziehung in (2.22) ein, so erhélt man einen Zusammenhang zwischen
der Bewegung und der baryzentrischen Geschwindigkeit,

%f(t, X) =v'(t, x(t, X)). (2.24)

Die Gleichung (2.24) kann als eine gewthnliche Differentialgleichung zur Bestimmung
der Bewegung y fiir eine gegebenes Geschwindigkeitsfeld v in Momentankoordinaten
interpretiert werden.

Der Gradient von x wird als Deformationsgradient F' bezeichnet. In einem karte-
sischen System ist F' definiert durch

Fii(t, X) = %(t,X) . (2.25)

Die Darstellung des Deformationsgradienten in Momentankoordinaten folgt aus
F(t,x(t, X)) = F(t.X) . (2.26)

Bei der Einfithrung der Bewegung x wurde verlangt, dass sich der materielle Kérper
nicht selbst durchdringt. Diese Eigenschaft wird beriicksichtigt durch die Bedingung

det(F) >0 . (2.27)

Der Deformationsgradienten F' und die Massendichte p sind nicht unabhéngig von-
einander. Um dies zu erkennen, betrachtet man zunéchst die Referenzmassendichte
pr- Sie ist im Bezugssystem definiert als pr(X) = p(to, x(to, X))) und im Momentan-
koordinaten gegeben durch pg(t, x(t, X)) = pr(X). Die Referenzmassendichte und
der Deformationsgradient 16sen die Massenbilanzgleichung (2.8) durch den Ansatz

_ _Pr
det(F)

p . (2.28)

Fiir die spatere Formulierung der Materialgleichungen, Kapitel 5, miissen unabhéngi-
ge Variablen verwendet werden. Um die Abhéingigkeit (2.28) zu beriicksichtigen, wird
der unimodulare Deformationsgradient F"™ eingefiihrt,

F"™ = det(F) 3 F . (2.29)

Der unimodulare Deformationsgradient F"™ ist unabhéingig von der Massendichte p
und erfiillt die Eigenschaften:
aF;ljl'nl + Uk a}?il]l'm — _lFuni avl uni avi

det(Fum) =1 und 815 8g;k 3 ij % kj agL‘k .

(2.30)
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2.2. Bilanzgleichungen fiir Flachen

Fiir die Herleitung der lokalen Bilanzgleichungen war es bisher wesentlich, dass die
Dichtefunktion ¢ stetig differenzierbar ist. In vielen physikalischen Anwendungen,
beispielsweise an Kontaktflichen zwischen zwei unterschiedlichen Materialien oder
an Grenzflaichen benachbarter Phasen, ist dies nicht der Fall. Flichen an denen die
Dichte ¢ nicht stetig differenzierbar ist, werden als singuldr bezeichnet. Um die Grofe
¥ in einen Volumen, welches von einer singuléren Fléche geschnitten wird, bilanzieren
zu konnen, werden Fléchenbilanzen eingefiihrt.

Sei S C R? eine zweidimensionale Untermanigfaltigkeit, welche ein Volumen V' C
R? in zwei disjunkte Gebiete VT C R? und V— C R? teilt. Die Schnittfliche von V/
und S wird mit 7" bezeichnet. Es wird festgelegt, dass die Normale v der Fliche S
in das Volumen V' zeigt. Der Vektor der tangential in S und orthogonal auf dem
Rand der Flache 0 liegt wird mit e bezeichnet. Die Léange des Vektors e ist auf Eins
normiert, |e] = 1. Der Vektor der senktrecht auf v und e steht wird mit t = v x e
bezeichnet. Die beschriebene Situation und die verwendeten Bezeichnungen sind in
der Abbildung 2.1 dargestellt.

Eine wesentliche Beobachtung ist, dass sich die Strukturen der Bilanzgleichungen
fiir Volumen und Flidche kaum unterscheiden. Alle Gedankengéinge lassen sich vom
Volumen auf die Fliche ohne weiteres Ubertragen. Diese Ahnlichkeit wird durchgéingig
ausgenutzt. Die Schwierigkeit bei der Formulierung der Flachenbilanzen liegt in der
Berticksichtigung der Geometrie der Fliche, welche die mathematische Formulierung
der lokalen Form aufwendiger gestaltet. Es wird der Ahnlichkeit der beiden Systeme
Rechnung getragen, indem Fléchengrofien durch ein tiefgestelltes s gekennzeichnet
werden.

Abbildung 2.1.: Schnitt eines reguldren Volumens V' durch eine singuldre Flache S.
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2.2.1. Krummlinige Koordinaten, Metrik, Kriimmungstensor,
Kovariante Ableitungen

In diesem Abschnitt werden einige wichtige Begriffe der Differentialgeometrie von
Flachen eingefiihrt. Eine Einfiihrung, die der hier verwendeten Notation nahekommt,
findet man in dem Lehrbuch von P.G. Ciarlet [18].

Sei S C Q eine zweidimensionale (zeitabhédngige) Untermanigfaltigkeit im euklidi-
schen Raum &3 = R3. Sei im zweidimensionalen euklidischen Raum R? ein Ursprung
O und in dem zugehérigen Vektorraum R? eine Orthonormalbasis {e;, es} fixiert.
Die Koordinaten eines Punkt U € R? beziiglich der Orthonormalbasis werden mit
(U',U?) bezeichnet, U = U'e; + UZe,.

Sei 6 : I xw — 9 eine bijektive und hinreichend glatte Parametrisierung der Flache
S mit w C R?. Die Koordinaten (U', U?) eines Punktes U € w werden als krummlinige
Koordinaten des Punktes z = 6(¢,U) € S zum Zeitpunkt ¢ bezeichnet. Mit 6'(¢, U)
werden die kartesischen Koordinaten des Punktes x = (¢, U) bezeichnet.

Mithilfe der Parametrisierung 6 konnen die Tangentialvektoren, die Fléchennormale
und die Metrik in einem beliebigen Punkt = der Fliache S definiert werden,

00" T1 X To

oUA v 71 % 7] un gAr = TA-Tr ( )

=
Die Determinante g der Metrik ist aufgrund ihrer Definition positiv, g = det(gar) > 0.
Die Inverse der Metrik wird mit ¢®' bezeichnet, es gilt ¢*>gsr = 5%.

Die drei Vektoren {71, T2, v} = {g;, 95, g5} bilden eine krummlinige Basis im Vek-
torraum R3. Die zugehorige Dualbasis wird mit {g', g%, g°} bezeichnet. Insbesondere
gilt durch die spezielle Wahl der Basis fiir den dritten Basisvektor g* = g; = v. So-

mit sind die kontra- und kovarianten Komponenten beziiglich des dritten Basisvektors
identisch V3 = V3.
g g
Fiir die Definition der kovarianten Ableitungen auf einer Flidche miissen weitere
Flachengrofsen eingefiihrt werden. Der Krimmungstensor bar und die Christoffel-
Symbole T'X werden definiert durch die Zerlegung der Ableitung der Tangentialvek-

toren in ihre Tangential und Normalanteile,
or’ ; ;
G_UAF = X078 4 bart' . (2.32)

Nutzt man aus, dass die Tangentialvektoren und die Normale linear unabhéngig sind,
so erhalt man die Darstellungen

oty oty
X, = g™ aUAFTA aUAFV : (2.33)

Insbesondere folgt aus dem Satz von Schwarz, dass die Christoffel-Symbole und der
Kriimmungstensor die folgenden Symmetrieeigenschaften erfiillen:

und bar =

X =T%y und  bap = bra . (2.34)
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Der Kriimmungstensor und die Metrik definieren die mittlere Krimmung an einem
Flachenpunkt durch
1

kv = 5bmgFA . (2.35)
Um zwischen den Komponenten eines Vektors V', Tensors T' usw. auf einer Fliache
beziiglich der kartesischen Basis und der durch die Parametrisierung implizierten
krummlinigen Basis zu unterscheiden, wird folgende Notation fiir die Komponenten
verwendet:

Vi= VAT + V! und  TY = TAV A4+ ToTAV + TS virl 4+ T, 077 . (2.36)

Entsprechend sind die Bezeichnungen fiir kontravariante, kovariante und gemischte
Komponenten von Tensoren héherer Stufe zu iibernehmen.
Die Flachengeschwindigkeit w der Flache S ist definiert durch

7 agl 7
w'=— = wATh +w, . (2.37)

Es ist zu beachten, dass der Normalanteil w, unabhéngig von der Wahl der Parame-
trisierung ist. Die Tangentialanteile w® sind dies im Allgemeinen nicht.

Sei a : S — R ein Skalar, V : S — R? ein Vektorfeld und T : S — R3*3 ein Ten-
sor der Stufe 2, so sind die kovarianten Ableitungen der tangentialen Komponenten
definiert als

da A ovA > OTHN | A sa | a Ay
a/”A = W 5 VFHF - 8UP + F V T’T‘T HF 3UT + F T + F T .
(2.38)
Fiir einen Skalar a : I x S — R wird folgende Zeitableitung definiert
0
O pa = a—? — ajaw? . (2.39)

Die Bezeichnung dieser Zeitableitung wird durch folgende Uberlegung motiviert: Lisst
sich die Funktion a auf eine Umgebung U von S C U fortsetzen durch a : I xU — R,
dann gilt 9, ,a = %d + w,,%d auf S.

2.2.2. Definition singulare Flache

Der Kérper K wird durch die offene zusammenhingende Menge Q C R? repriisentiert.

Eine zweidimensionale Untermanigfaltigkeit S C €2 wird zum Zeitpunkt ¢ € I als
singular bezeichnet, falls die Dichtefunktion ¢ : I x 2 — R"™ oder ihre Ableitungen
in Normalenrichtung in S nicht stetig differenzierbar sind.
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Baryzentrische Flachengeschwindigkeit

Entsprechend dem Volumen wird eine Funktion v : I x S — R3?, die baryzentrische

Fldchengeschwindigkeit, fiir eine singulare Flache shervorgehoben. Die baryzentrische
Flachengeschwindigkeit beschreibt im physikalischen Kontext die Bewegung der ma-
teriellen Punkte einer singuléren Flache.

Beachte, fiir jede beliebige Flachengeschwindigkeit w, welche durch eine Parame-
trisierung der Flache S gegeben ist, gilt

w, = v, . (2.40)

S

2.2.3. Globale Bilanzgleichungen fiir singuldre Flachen

Um die Anderung einer additiven Groke ¥ in einem Volumen V, welches von einer
singulare Flache S geschnitten wird, bilanzieren zu kénnen, wird zusétzlich zur Vo-

lumendichte 1 eine Flachendichte v auf der singuldren Flichen eingefiihrt, so dass
gilt ’

\Il:/ Vvdr + | Yda . (2.41)

VUV S s
Um die Bilanzgleichungen fiir eine singulére Fliache formulieren zu kénnen, wird fol-
gende Bezeichnung eingefiihrt. Sei u : I x (VT U V™) — R™ eine beliebige stetige
Funktion in V* bzw. V7, dann sind die Funktionswerte von u auf der singuldren
Flache S definiert als
+ .
tx)= 1 t . 2.42

u*(t, @) mevgfesw,w) (2.42)
Beachte folgende Konvention: Sollte die Funktion u nicht in dem Gebiet V' bzw. V~
definiert sein, so wird ihr Wert mit Null festgelegt, d.h. u* = 0 falls u in VT nicht
definiert ist bzw. v~ = 0 falls v nicht in V'~ definiert ist. Die Doppelklammer

[u] = ut —u~ (2.43)

bezeichnet die Differenz der Funktion w an der Fliache S und wird als Sprung bezeich-
net. Ein Querstrich ~ iiber einer Funktion

u=1(ut+u) (2.44)

bezeichnet den Mittelwert der Funktion u an der Flidche S. Beachte, dass die Defini-
tion des Sprungs abhéngig von der Normalen v und der Bezeichnung der Volumina

VT bzw. V7~ ist. Es wird deshalb festgelegt, dass die Normale v der Flache immer in
das Gebiet V't zeigt, siche Abbildung 2.1.

Sei V' C R3 ein beliebiges Volumen, welches durch eine singulire Fliche S in zwei
regulére Volumina V' und V'~ geteilt wird. Die Schnittfliche von V und S'sei T' C S.
Die Fliachengeschwindigkeit von 7" sei mit w bezeichnet.
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Die Anderung einer additiven Grofe W in V' geschieht durch die zuvor formulierten
Volumenbeitrage fiir regulére Volumina, Abschnitt 2.1.3, und durch flichenabhéngige
Beitrédge. Diese sind folgendermafien charakterisiert:

1. Die Randlinie 0T der Flache T" wird durch einen konvektiven tangentialen Fluss

(v —w)-e und einen nicht-konvektiven tangentialen Fluss ®-e mit <I> CI)ATA
s 8 s

durchdrungen. Diese Anderung von ¥ kann geschrieben werden als

F=-— w(v—w)-edl—/ d-ed . (2.45)
5 or s * or *®
2. Auf der Flache kann W sich aufgrund einer inneren Flachenproduktion P mit
der Flachendichte p dndern,

P:/Tpda. (2.46)

s s

3. Weiterhin wird ¥ aufgrund einer aufteren Flachenzufuhr S mit Flachendichte s

verandert,

S S

S:/Tsda. (2.47)

Die allgemeine globale Flachenbilanz einer additiven Grofse W fiir ein beliebiges Vo-
lumen V', welches von einer singulére Flache S geschnitten wird, setzt sich somit aus
den folgenden Volumen- und Flachenbeitragen zusammen:

dv
T (/?/deﬂ—l— wda)

= —/ ‘I>-V+1p(v—w)-uda+/pv+svda7
av v

—/ P . e+w(v— )-edl+/p—|—sda (2.48)
or T s

Das Volumen V wird durch die Fliche S in zwei reguliire Volumina V* geteilt. Mithilfe
der globalen Bilanzgleichung (2.5) fiir regulare Volumina, kann fiir die Flachengrofe
fT 1 da eine Bilanz hergeleitet werden,

d
pr wda— —/T[[<I>+@D(v—w)]]-Vala—/8 <I>-e+¢(v—w)-edl+/Tp+sda. (2.49)

T S s S s S

Es ist zu beachten, dass das Volumen V' beliebig wéhlbar ist und deshalb die obige
Gleichung fiir beliebige Teilflichen 7" von S gilt.

Die Bilanzgleichung (2.49) lisst sich wie folgt interpretieren. Die zeitliche Anderung
der Grofe fdea wird durch innere Produktionen und Zufuhren, p und S, sowie

Zufliisse tangentlal zur Fliache durch die Linie 9T und Zufliisse normal zur Flache aus
den Volumina V™ bzw. V'~ bestimmt.
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2.2.4. Lokale Bilanzgleichungen fiir singuldre Flachen

Sei x € S ein beliebiger Flachenpunkt zum Zeitpunkt ¢t € I und sei 7" C S eine belie-

bigeSTeilﬂ'ache der singuldren Flache S mit Flachengeschwindigkeit w, dann folgt aus
dem Transporttheorem (A.16) fiir die globale Bilanzgleichung (2.49) die alternative
Darstellung

/&,Vw—%Mww-uda—l— Y w-edl
T s s

oT s

- _/6T?.e+zf(g_w).edl—i_/zpé)—i_fda_/T[W(v_w)]]'V+H@ﬂ-I/da.
(2.50)

Weiterhin liefert das Divergenz-Theorem fiir Flachen (A.17) die Darstellung

/Tat,uw + (Q/Jgf)“A - QkM’gV'lvb da = /T_qs)an +p+ f - [WJ(UV - gv)ﬂ - [[q)V]] da .
(2.51)

Diese Beziehung gilt fiir jede beliebige Flache T" um z. Folglich existiert eine lokale
Darstellung der Bilanzgleichung (2.49),

@,u”tb + (wgf + ?f)HA - 2kM7811/1/} =P + i - [W(Uu - 15}1/)]] - [[(I)V]] . (2'52>

Fiir den Fall, dass es keine zum Volumen entsprechende Flachenbelegung gibt, ist die
Gleichung (2.52) in der Literatur als Sprungbedingung bekannt. In diesem Fall treten
nur noch die Spriinge der Volumengrofen in der Gleichung (2.52) auf,

[, —v,)] +[2.] =0 (2.53)

2.2.5. Flachenbilanzgleichungen — Masse, Impuls, Energie

Wie zuvor fiir regulére Volumina sollen die entsprechenden Flidchenbilanzgleichungen
fiir Masse, Impuls und Energie fiir singulédre Fldchen formuliert werden. Analog zum
Volumen, éndern sich Masse, Impuls und Energie nur durch dufere Zufuhren aber
nicht durch inneren Produktionen, d.h. p = 0.

Bilanz der Masse. Die Masse einer singuléren Fléche dndert sich aufgrund von kon-
vektiven (tangentialen) Fléchenfliissen und konvektiven Fliissen aus dem Volumen,
d.h. ® = 0 und s = 0, so dass die lokale Massenbilanz fiir die Massendichte b = p

sich schreiben lasst als

Orwp + (p07) x — 2karvup = —[p(v, —v,)] - (2.54)

S

17



Bilanz des Impulses. Die Impulsdichte der Flédche ist gegeben durch w = pv Sie
andert sich durch den Fliachenimpulsfluss <I> = —t und &dufsere Zufuhren 3 =p f + k.

Die Impulsfluss t wird als Oberﬂachenspannung bezelchnet Die auﬁere Zufuhr pf
ist die Grav1tat10nskraftdlchte und k ist die Impulszufuhr durch elektromagnetische

Felder. Die Impulsbilanz fiir Singuléii:e Flachen lautet

Ouapu') + (pu'vr —12)5 = 2harvups’ = pf* + K =o' (v, =0 )] + [7]
(2.55)

Fiir die normalen und tangentialen Anteile des Flachenspannungstensors ¢ werden
S

folgende Bezeichnungen eingefiihrt

Elﬁ STATL 4 SAYE (2.56)
Der Tensor ST wird als Oberflichenspannungstensor und der Vektor S als Nor-
malspannungsvektor bezeichnet.

Entsprechend dem Volumen werden ausschlielich Koérper betrachtet, dessen ma-
terielle Punkte keinen inneren Spin besitzen. Diese Einschrankung impliziert die Be-
dingungen, [58],

STA =821 und  S2=0. (2.57)

Bilanz der kinetischen Energie. Aus der Fliachenbilanz des Impulses (2.55) wird

analog zu den Volumenbilanzen eine Bilanz der kinetischen Energie abgeleitet. Hierzu
multipliziert man (2.55) mit v, und nach kurzer Umformung folgt

Ouw(300°) + ((Gov?)vr = v'2), = 2karvs (00°)

= '+ k= 2l o+ [h0 = %07 = ) = (0 = o) oy 4 pf
— [$p0* (v, — v,)] + [V't71] (2.58)

S

Bilanz der Energie. Die Energiedichte wird in einen kinetischen Anteil 5 pv und
einen inneren Anteil pu zerlegt, so dass sich die Energiedichte in singuldren Punkten
schreiben lasst als pu + 5 1502, Dies fiihrt zu entsprechenden Zerlegungen des Flusses

und der duferen Zufuhr. Der nicht-konvektive tangentiale Fluss wird als Wérmefluss

q = ¢>T A bezeichnet. Die lokale Energiebilanz ist dann gegeben durch

Ot (pu + %,0112) + ((p?j + %pgz)gf +q° — giEiA)”A = 2k, (PZSL + %PEZ)

= pf'v'+m = [(pu+ 500") (v, —v,)] = [(¢" = t"v")ui] . (2.59)

ss S
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Bilanz der inneren Energie Subtrahiert man die Bilanz der kinetischen Energie
(2.58) von der Bilanz der Energie (2.59), so erhélt man die Bilanz der inneren Energie,

() + (v o+ 4%) 5 = 2
=T H

= [30 =027 — 1) — (0 = o)t s — [pute, —v)] — [Pm] . (2.60)

2.2.6. Partialmassenbilanzen

Analog zum Volumen, Abschnitt 2.1.6, werden Partialmassenbilanzen eingefiihrt um

die Evolution der Partialflichenmassendichten p, der Ng Flachenkomponenten A, zu

berechnen,
Oruwpat (Pt +J3) s = 2kartupa = ra = [palvs —v)] = [avi]
fir a=1,...,Ng. (2.61)
Die Fliisse J = J A 14 sind die (tangentialen) Massenfliisse und die Produktionen

Ta sind die Massenproduktlonen der Komponente A auf der Flache.

Festlegung: Alle Komponenten, welche in den Volumma V* und V'~ definiert sind,
besitzen eine entsprechende Flachenkomponente, d.h.

{Afla=1,...,N*} C{A,Ja=1,...,Ng}. (2.62)
Wie im Volumen ist die Massendichte p als Summe der Partialmassendichten p,
gegeben,
Ng
=3 s (2.69
s a1 %
Diese Nebenbedingung impliziert weitere Nebenbedingungen fiir die Massenfliisse J ,

und Massenproduktionen r,:
S

Ng Ng
Z J.=0 und Zra =0 (2.64)
a=1 a=1

Diese Beziehungen beriicksichtigten, dass die Gesamtmasse in einem abgeschlossenen
System erhalten sein muss.
Analog zum Volumen werden Partialteilchendichten fiir Fléchen eingefiihrt,

Pa
o= 2.65
Mo = - (2.65)

Mit Hilfe der Massenproduktionen r, werden chemische Reaktionen auf einer sin-

guléren Fldche beschrieben. Geht man von Mg chemischen Reaktionen aus, so lésst
sich die a-te Reaktionsgleichung schreiben als
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Ra

st
TAL+ [3A0 +-o F  Ang — bidr + 0545 + -+ 4 b An
S s s sb

Die ganzzahligen Werte f“ > 0 und ba > 0 sind die stochiometrischen Koeffizienten

der Komponente A der Hln bzw. der Riickreaktion. Die Reaktionsraten fiir die Hin-
und Ruckreaktlon werden mit R“ > 0 bzw. Ry > 0 bezeichnet.

Jede chemische Reaktion erhalt fiir sich die Masse und die elektrische Ladung,
somit gilt fiir die stéchiometrischen Koeffizienten

Ng Ng Ng Ng
> o fima =) bma und > fhza =) bz (2.66)
a=1 % a=1 y a=1 % a=1 s

Die Grofe m,, bezeichnet die Molekularmasse und z, € Z die Ladungszahl der Kom-
ponente A Fiir die Massenproduktionen Ta erhdlt man analog zum Volumen die

Darstellung
Mg
=> yimaR" . (2.67)
a=1" B

Hier wurden die stéchiometrischen Koeffizienten v¢ = b% — f2 und die netto Reakti-
s S s
onsraten R* = R} — Ry eingefiihrt.
s S

2.2.7. Flachendeformation, baryzentrische
Flachengeschwindigkeit

Die rdumliche Anderung der materiellen Punkte einer singuliren Fliche werden durch
die Parametrisierung y : I x w — R? beschrieben. Hierbei stellt die Parametermenge

w C R? ein natiirliches Bezugssystem da. Durch die Gleichung (2.37) wird die bary-
zentrische Fliachengeschwindigkeit v definiert. Die Tangentialvektoren 7 der Fléiche

entsprechen dem Deformationsgra(fienten F' im reguldren Volumen.

Im Abschnitt 2.1.7 wurde gezeigt, dass der Deformationsgradient F' nicht unabhén-
gig von der Massendichte p ist. Im Fall der Fliache ist der Zusammenhang zwischen
den Tangentialvektoren 7Ao und der Flachenmassendichte p komplexer. Um dies zu

erkennen, wird angenommen, dass es keine Massenzufuhren aus dem Volumen auf die
Fliache gibt. Dann vereinfacht sich die Massenbilanz (2.54) zu

dp
s A
3+ ;S)(zsz )ia— 2karvp = 0. (2.68)
Eine kurze Rechnung zeigt, dass der Ansatz
Pl

(2.69)

® D
I

S
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mit einer zeitunabhiingigen Konstante p® die Gleichung (2.68) 15st.

Im Allgemeinen kann man deshalb nfcht entscheiden, ob die Flachenmassendichte
und die Tangentialvektoren unabhéngig voneinander sind.

Um den obigen Spezialfall richtig beschreiben zu kénnen, werden fiir die nachfol-
genden Betrachtungen die unimodulare Tangentialvektoren definiert,

T = giTA mit det(7W - ) = 1. (2.70)

2.3. Transformationseigenschaften der
thermodynamischen Felder

Bisher wurde davon ausgegangen, dass alle Gleichungen in dem selben kartesischen
Koordinatensystem betrachtet werden. Es stellt sich die Frage, wie sich die Bilanz-
gleichungen der Materie und die thermodynamischen Felder sich bei einem Koordi-
natenwechsel transformieren. Insbesondere sind hier Transformationen zwischen zwei
zueinander bewegten kartesischen Koordinatensystemen von Interesse.

In der nicht-relativistischen Physik ist die Fuklidische Transformation die allge-
meinste  Transformation zwischen zwei Kkartesischen Koordinatensystemen
{0, e1,e5,e3} und {O*, e}, €5, €5} mit Koordinaten (¢, xy, xe, x3) baw. (t*, 27, x5, x3).
Sie ist gegeben durch

t" =t +a und l’j = O”(t)x] + bl(t) s (271)

wobei a € R eine Konstante ist und b : R — R3 und O : R — R3*3 hinreichend
glatte Funktionen sind. Die Matrix O ist eine orthogonale Matrix fiir jedes t € R,
Eine Euklidische Transformation mit zeitunabhingiger Transformationsmatrix O
und konstanter Geschindigkeit b = —V't heifkt Galilei Transformation.
Seien S ein Skalar, V' ein Vektor und T ein Tensor zweiter Stufe und besitzen
ihre Komponenten beziiglich der Euklidischen Transformation das Transformations-
verhalten

S* = det(O)PS Vr =det(0)PO;;V; und T = det(O)POiOjTy
(2.72)

dann heifsen die Grofen fiir p = 0 absoluter objektiver Skalar, absoluter objektiver
Vektor und absoluter objektiver Tensor zweiter Stufe. Fiir den Fall p = 1 heifsen die
Grofsen entsprechend axialer objektiver Skalar, Vektor bzw. Tensor.

Bei den thermodynamischen Gréfsen wird zwischen kinematischen und nicht-kine-
matischen Grofen unterschieden. Das Transformationsverhalten der kinematischen
Grofsen kann aus der Bewegungsfunktion xy bzw. y bestimmt werden. Hingegen muss

S
das Transformationsverhalten der nicht-kinematischen Grofen mithilfe von Experi-
menten oder anderen Uberlegungen motiviert werden [55, 58, 13].
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Kinematische GréBen. Aus der Bewegungsfunktion y der materiellen Punkte des
Volumens, siche Abschnitt 2.1.7, folgen die Transformationregeln:

X; = Oiixj +bi (2.73)
U;k = Oijvj + OijOlj (I’}k — bl) + bl (274)
v vy, .
i 0,0 0. 9.
(’3x;‘ Oszjlaxl + Osz]k ( 75)
ovy v} v, Oy
2T — 0.0, | 22k 20 9
(8:75;‘- * 8:152‘) OO (axl i 0$k> (2.76)
Fy. = Oij Fjy (2.77)
det(F*) = det(O) det(F) (2.78)
Fpt* = det(0) 730y, Pt (2.79)

Die Geschwindigkeit und der Geschwindigkeitsgradient sind keine objektiven Tenso-
ren. Der symmetrische Anteil des Geschwindigkeitsgradienten ist aber ein absoluter
objektiver Tensor zweiter Stufe.

Aus der Bewegungsfunktion y der materiellen Punkte der singuldren Flache, siehe

Abschnitt 2.2.7, folgt

’lsj*’i = Oijgj + 030y (f*l — bl) +b (2.81)
T = OyTh (2.82)
v = det(0)Oy1’ (2.83)
goAT — AT (2.84)
by = bax, (2.85)
7_Z,uni,i — O'ij’rxni’j . (286)

Insbesondere folgt aus dem Transformationsverhalten der baryzentrischen Flachenge-
schwindigkeit v und der baryzentrischen Geschwindigkeit v, dass die Differenz beider

Geschwindigkeiten einen absoluten objektiven Vektor bildet,

vt — ot = 007 — o) (2.87)

S

Fiir nachfolgende Uberlegungen lisst sich aus dem Transformationsverhalten der Fli-
chengeschwindigkeit zeigen, dass gilt

x % x5 * *
%(QEFSTHA + QAFQS’THz) —byav, = %(ngg£||A + gmgfnz) = bsav, (2.88)
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Nicht-kinematische GroBen. Das Transformationsverhalten der nicht-kinematischen
Volumen- und Flachengrofen wird wie folgt festgelegt:

Pa/Pasuw/u, R* /R sind (absolute) objektive Skalare,
Jo/Jaa/q sind (absolute) objektive Vektoren,

t/t sind (absoluter) objektive Tensoren zweiter Stufe.  (2.89)
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3. Elektrodynamik

In diesem Kapitel werden die Bilanzgleichungen der Materie erganzt durch die Max-
well’schen Gleichungen fiir die elektromagnetischen Felder.

Zunichst werden die Maxwell-Gleichungen nach Truesdell und Toupin [75] tiber
zwei Erhaltungssitze eingefiithrt: 1. Erhaltung der elektrischen Ladung. 2. Erhaltung
des magnetischen Flusses.

Anschliefsend werden die Gleichungen der Materie mit den Maxwell-Gleichungen
iiber die Lorentzkraft und die Joule’sche Wéarme gekoppelt.

3.1. Elektrodynamik in regularen Punkten

Ziel der Elektrodynamik ist die Bestimmung der elektrischen Feldstarke E., der ma-
gnetischen Flussdichte B, des Ladungspotentials D und des Strompotentials H als
Funktionen des Ortes z € R? und der Zeit ¢ € I fiir eine gegebene elektrische La-
dungsdichte n® und eine elektrische Stromdichte 5°.

3.1.1. Bilanzgleichung der elektrischen Ladung

Die elektrische Ladung ist eine Erhaltungsgrofse und erfiillt somit die allgemeine Bi-
lanzgleichung (2.5) fiir regulére Volumina V'

d

— nedx:—/ JOv+nf(v—w) vda. (3.1)
dt Jv ov

Hier sind n°® die elektrische Ladungsdichte und J° die (nicht-konvektive) elektrische
Stromdichte. Die elektrische Stromdichte j° ist gegeben durch j¢ = n®v+ J°. Hieraus
folgt die lokale Form der Ladungserhaltung in reguldren Punkten,

on®
ot

+ div(nv + J°) =0 . (3.2)

Das Ladungspotential D und das Strompotential H werden durch eine formale Lo-
sung der Gleichung (3.2) eingefiihrt,

D
n® = divD und  nv+ J°= —%—t +rotH . (3.3)

Die Gleichungen (3.3) werden als die inhomogenen Maxwell-Gleichungen fiir das La-
dungspotential D und das Strompotential H bezeichnet.
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3.1.2. Bilanzgleichung des magnetischen Flusses

Die lokalen Gleichungen fiir die magnetische Flussdichte B und die elektrische Feld-
starke FE folgen aus dem Faraday’sche Induktionsgesetz, welches eine globale Bilanz-
gleichung fiir die magnetische Flussdichte darstellt.

Sei V' C R? ein regulires Volumen und sei 7' C V eine beliebige Fliche! in V
mit Flichengeschwindigkeit w. Dann existieren zwei Felder B : I x 0 — R? sowie
E : 1 xQ— R3mit

%(/B.Vda>:—/8(E+w><B)-tdl. (3.4)

Die Vektoren v und t sind im Abschnitt 2.2 definiert und in der Abbildung 2.1
dargestellt.

Homogene Maxwell Gleichungen. Sei x € V ein beliebiger Punkt und sei das
Volumen V' zur Zeit t € [ reguldr. Die Oberfliche 0V des Volumens V bildet eine
geschlossene Flidche. Die Bilanz (3.4) impliziert somit unter Verwendung des Diver-
genztheorems die Beziehung

%(/V divB dx) —0. (3.5)

Sei zu einem beliebigen Zeitpunkt divB = 0, so gilt fiir alle Zeiten
/ divBdzr =0 . (3.6)
v

Diese Identitat gilt fiir beliebige (reguldre) Volumen V mit = € V und es folgt die
lokale Darstellung
divB =0 . (3.7)

Sei nun x ein beliebiger regularer Punkt und 7" eine beliebige Fliche mit x € T', wobei
die Fliche T C V eine Teilmenge eines reguldren Volumens V ist. So folgt aus der
Bilanz (3.4), dem Transporttheorem fiir Vektorfelder (A.18), dem Satz von Stokes
(A.14) und der Gleichung (3.7) die Beziehung

0B
/ (— + rotE) -vda=0. (3.8)
r\ Ot
Diese Darstellung gilt fiir jede beliebige Fléache S mit z € T" und es folgt
0B
E + rotE =0 . (39)

Die beiden Gleichungen (3.7) und (3.9) sind die homogenen Maxwell-Gleichungen.

In der Literatur wird oft das Faraday’schen Induktionsgesetz fiir materielle Flichen formuliert
[58, 39]. Diese Einschrénkung ist nicht notwendig [75].
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3.1.3. Maxwell-Lorentz-Ather-Relation

Die vier Gleichungen (3.7), (3.9) und (3.3); » bilden fiir eine gegebene Ladungsdichte
n® und eine gegebene Stromdichte 7¢ die Maxwell-Gleichungen

OB
divB =0, a0 +rotE =0,
oD
divD = n° | T +rotH = j°, (3.10)

fiir die Felder B, E, D und H.

Dieses System von Gleichungen ist unterbestimmt. Um die Maxwell-Gleichungen
abschliefsen zu konnen, benotigt man weitere Relationen. Messungen haben gezeigt,
dass zwischen den beiden Gruppen (B, E) und (D, H) universelle Beziehungen be-
stehen,

1
D =¢FE und H=—B. (3.11)
Ho
Die Konstante ¢g wird als dielektrische Konstante und py wird als magnetische Feld-
konstante bezeichnet. Thr Werte sind gegeben durch
A \%
o = 8.85 X 10—12\/—51 und  pp = 47 x 10-7ﬁ . (3.12)
Zwischen diesen Naturkonstanten und der Lichtengeschwindigkeit c¢q besteht der uni-
verselle Zusammenhang

Eolbo = (313)

omwl —

Die Beziehung (3.11) wird als Mazwell-Lorentz-Ather-Relation bezeichnet [75, 58, 59,
42).

3.1.4. Kopplung der Gleichungen von Materie und
Elektrodynamik

Die Kopplung der Maxwell-Gleichungen mit den Bilanzgleichungen der Materie ge-
schieht iiber die Ladungs- und Stromdichten n®, ¢ sowie iiber die Lorentzkraftdichte
k und die Joule’sche Wirme 7. In den néchsten Abschnitten werden Beziehungen fiir
diese Grofsen als Funktionen der thermodynamischen und elektromagnetischen Felder
hergeleitet.

Freie elektrische Ladung/ freier elektrischer Strom. Die Teilchen der Kompo-
nente A, in einer Mischung sind Tréger von Masse m,, und elektrischer Ladung z,eg.
Hier ist m,, die Molekularmasse, z, € Z die Ladungszahl und ¢y die Elementarladung.
Die Komponente A, besitzt neben der Massendichte p, = m,n, noch die Ladungs-
dichte z,egn,. Die freien Ladungstrager der Mischung erzeugen eine freie elektrische
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Ladungsdichte n'. Sie ist gegeben durch

N N
ntf = Z 20€0Na = Z Z:fopa . (3.14)
a=1 a=1 «

Entsprechend gilt fiir die freie (nicht-konvektive) elektrische Stromdichte

N
JE=3"2%, . (3.15)

Multiplikation der Partialmassenbilanzen (2.14) mit z,e9/m, und Summation tiber
die Komponenten, impliziert eine Erhaltungsgleichung fiir die freie Ladung,
on¥

-t div(nfv+J") =0 . (3.16)

Polarisation und Magnetisierung. Die Erfahrung zeigt, dass Materialien ohne freie
Ladungstréger existieren, die trotzdem elektromagnetische Felder erzeugen. Die Ursa-
che hierfiir sind mikroskopische Effekte, welche unter anderem durch elektrische und
magnetische Dipole im Material hervorgerufen werden.

Dies fithrt zu dem Schluss, dass die Gesamtladungsdichte n¢ nicht vollstdndig durch
die freie Ladungsdichte n' gegeben ist. Der fehlende Anteil soll als Polarisationsla-
dungsdichte n* bezeichnet werden. Entsprechend ist die Ladungsstromdichte J¢ nicht
ausschlieflich durch die freie Ladungsstromdichte J* gegeben. Der fehlende Anteil sei
entsprechend als Polarisationsstromdichte J* bezeichnet. Zwischen den Ladungsdich-
ten und den Ladungsstromdichten besteht der Zusammenhang

n® =n" +n’ und Je=J"+J". (3.17)

In den Lehrbiichern [43, 8, 58, 42, 38, 39| werden mithilfe von mikroskopischen An-
sitzen Materialgleichungen fiir die Dichte n” und der Stromdichte J* hergeleitet und
diskutiert.

In dieser Arbeit soll ein anderer Zugang zur Bestimmung der Gréfen nt und J* ge-
wahlt werden. Aus den Erhaltungsgleichungen (3.2) fiir die Gesamtladung und (3.16)
fiir die freie Ladung folgt, dass die Polarisationsladung selbst eine erhaltende Grofe
sein muss und eine Erhaltungsgleichung erfiillt,

P
aalt + div(nfv 4+ J%) =0. (3.18)
Motiviert durch die Einfiihrung der Potentiale D und H als formale Losung (3.3)
der Bilanzgleichung fiir die Gesamtladung (3.2), soll ein entsprechender Ansatz fiir
die Gleichung (3.18) genutzt werden. Mit den neuen Feldern P und M lésst sich die
Bilanzgleichung (3.18) formal 1sen,

P
n' = —div(P) und JV +nfo = aa_t +rot(M) . (3.19)
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Das Feld P wird als Polarisation und M wird als Lorentz Magnetisierung bezeichnet
[42].

Fiir die nachfolgenden Untersuchungen wird die Grofe M = M + v x P ein-
gefiihrt. Sie wird im Weiteren als Magnetisierung bezeichnet. Erst im Hinblick auf
das Transformationsverhalten der Magnetisierung M bei einem Beobachterwechsel
erschlieftt sich die Definition der Grofe M.

Die beiden Felder P und M stellen konstitutive Grofen dar, die durch geeignete
Materialfunktionen noch bestimmt werden miissen.

Die Bezichungen (3.19) zwischen den Groken (n, J') und (P, M) sind mit den
mikroskopisch motivierten Beziehungen fiir elektrische und magnetische Dipole in den
Lehrbiichern [43, 58, 42] identisch.

Energie- und Impulszufuhr. Aus den Maxwell-Gleichungen (3.10) lassen sich zwei
weitere Bilanzgleichungen herleiten. Multipliziert man die Gleichung (3.10)y mit H
sowie (3.10)4 mit —F und addiert die beiden Gleichungen, so folgt

OL(E-D+ B H)
ot
Die zweite Bilanzgleichung erhalt man, indem man das Kreuzprodukt von B mit der

Gleichung (3.10)4 bildet, sowie (3.10); mit E multipliziert und dann die Gleichungen
addiert,

+div(Ex H) =—(nv+J° - E . (3.20)

D x B)Y OH'B+ED-YH-B+D-E)§ , i

o pn ) — éiﬂ ) = -—n°E'— ((nev—i-Je) X B) .

(3.21)

Es stellt sich die Frage, welche Grofsen durch die beiden Gleichungen bilanziert wer-
den.

Die Gleichung (3.20) bilanziert die Energie des elektromagnetischen Feldes. Die
Dichte %(E - D+ B - H) wird als elektromagnetische Energiedichte und der Beitrag
E x H entsprechend als elektromagnetischer Fluss (Poynting Vektor) bezeichnet. Die
Produktion (n®v+J°)- E ist die Energiezufuhr, die ein Kérper im elektromagnetischen
Feld erfahrt. Sie beschreibt die Umformung von elektromagnetischer Energie in innere
und kinetische Energie. Durch Summieren der beiden Energiebilanzen (2.12) und
(3.20) erhélt man eine Bilanzgleichung fiir die Gesamtenergie, bestehend aus innerer,
kinetischer und elektromagnetischer Energie,

op(u+3v*)+3(E-D+B-H) 9p(u+ 30°)0 + ¢ —t/'v' + (E x H)?
o * 927
=pfv'+r—(nv+J) E.
(3.22)

Wird nun gefordert, dass die Gesamtenergie keine Produktion besitzt und die Gravi-
tation vernachlassigt wird, so ist die Joule’sche Warme eindeutig festgelegt als

T=mnv+J° E. (3.23)
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Die zweite Gleichung (3.21) ist die Bilanz des elektromagnetischen Impulses. Der
Beitrag D x B ist die elektromagnetische Impulsdichte und der zugehorige Fluss
(H'Bi+ E'Di) — {(H - B+ E - D)§" wird als Mazwell-Spannungstensor bezeichnet.
Die rechte Seite von (3.21) n°E + (n°v + J¢) x B ist die Kraftdichte, die ein Korper
durch elektromagnetische Felder erfahrt. Wie im Fall der Energiebilanz werden die
Bilanzgleichungen (3.21) und (2.9) addiert

opv® + (D x B)' N dpv'vi —t9 — (H'BY + E'D?) + J(H - B+ E - D)5V
ot OxJ
=pf'+k—n‘E— (nv+J° x B.
(3.24)

Es wird gefordert, dass der Gesamtimpuls eine Erhaltungsgrofse ist, falls keine Gra-
vitation betrachtet wird. Dies legt die Lorentzkraft eindeutig fest als

k=n‘E+ (nv+J°) x B. (3.25)

Der Cauchy-Spannungstensor und der Maxwell-Spannungtensor bilden zusammen
den totalen Spannungstensor

S =9+ (H'B'+ E'D')~ {(H-B+ E-D)§" . (3.26)

Innere Energiezufuhr. Mithilfe der Darstellung (3.23) und (3.25) konnen die

Joule’sche Wiarme 7 und die Lorentzkraft k in der inneren Energiebilanz (2.13) ersetzt

werden. Es folgt mit der elektromotorischen Intensitit € = E +v x B

opu  Opuv® +q¢ . OV -

4 =t"—+E&J". 3.27
ot T o 9ai * (3:27)

Fiir die Auswertung des Entropie-Prinzips, Kapitel 5, erweist sich eine andere Dar-

stellung der inneren Energiebilanz als giinstiger,

8pu+M-B+8(pu+M-B)vi+qi+(8><M)i

ot dx'
= (t”’ + MBI — E£'PI+ £ P(S”') ov.
ox’
N ) <) 2 SoME oM
i 7 7 Vi 7 J
EJ +5(at +vaxj>+B( T +v ij)' (3.28)

Die Ableitung * steht hier fiir die materielle Ableitung % + Ui%.
Um die Darstellung (3.28) zu finden, wurde der Term & - J° in (3.27) geeignet
umgeformt. Die Details hierzu findet man im Anhang A.3.3.

3.1.5. Alternative Formulierung der Maxwell-Gleichungen

Die Darstellung der Maxwell-Gleichungen fiir den materiebehafteten Raum ist in der
Literatur nicht einheitlich [20, 58, 8, 39|. Eine weitverbreitete Darstellung erhélt man,
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wenn die Ladungsdichte n* und die Stromdichte 5* = nPv+ J¥ durch die Beziehung
(3.19) ersetzt werden und die Maxwell-Lorentz-Ather-Relation (3.11) beriicksichtigt
wird,

B
diVBZO, aa—t+TOtE:0,
div®d = n¥ , —aa—? +rot$ = 55 . (3.29)

In der Literatur wird die Grofe ® = ¢oE + P als dielektrische Verschiebung und
$H=L1LB-— M als magnetische Feldstarke bezeichnet.

Ho

3.1.6. Elektrisches Potential und Vektorpotential

Die Maxwell-Gleichungen in der Form (3.10) unter der Beriicksichtigung der Maxwell-
Lorentz-Ather-Relation (3.11) sind nicht unabhingig voneinander [8]. Es sind acht
Gleichungen fiir die sechs Unbekannten B und E. Um voneinander unabhéngige
Gleichungen zu erhalten, werden das elektrische Potential ¢ und das Vektorpotential
A eingefiihrt:
0A
B =rotA und E = ~ 5 V. (3.30)
Durch diesen Ansatz werden die homogenen Maxwell-Gleichungen gelést. Man er-
kennt auch, dass dies unabhéngig vom Wert divA moglich ist. Um die Felder eindeu-
tig festzulegen, wird die Lorentz- Konvention eingefiihrt,

)
souoa—f +divA=0. (3.31)

Aus den inhomogenen Maxwell-Gleichungen folgen dann vier unabhéngige Gleichun-
gen fiir die Felder ¢ und A,

A " 0” 1
50/10W — AA = puyj und 80#08—;20 —Ap = €_on . (3.32)

3.2. Elektrodynamik auf singularen Flachen

In diesem Abschnitt werden die Sprungbedingungen fiir die elektromagnetischen Fel-
der an singuldren Flachen hergeleitet. Analog zu den Bilanzgleichungen lassen sich
die Argumentationsschritte, die zur Formulierung der Maxwell-Gleichungen (3.10) im
reguldren Volumen fithren, auf die singuldre Fléche iibertragen. Hierfiir miissen aber
die beiden Bilanzgleichungen (3.1) und (3.4) fiir singulédrer Fldchen verallgemeinert
werden.
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3.2.1. Bilanzgleichung der elektrischen Ladung

Eine singulédre Flache kann selbst Trager von elektrischen Ladungen sein. Die zu-
gehorige Flachenladungsdichte wird mit ne und die (nicht-konvektive) tangentiale

Flachenstromdichte wird mit J ¢ = Je ATA bezeichnet. Es wird gefordert, dass die

elektrische Ladung eine Erhaltungsgroi%e ist und die allgemeine Bilanzgleichung der
Form (2.48) mit py = 0,sy =0 p = 0 und 5= 0 erfiillt. Die lokale Erhaltungsglei-

chung der elektrischen Ladung fur eine smgulare Flache folgt dann entsprechend zu
den lokalen Fléchenbilanzgleichungen des Abschnitts 2.2:

Opum® + (n°v2 + Ji’A)”A — 2kpo,n® = —[n(v, —v,)] = [J5] - (3.33)
In reguldren Punkten wurde die Bilanzgleichung (3.2) fir die elektrische Ladung
formal durch die Einfithrung der Felder D und H gelost. Auch die Fliachenbilanz
(3.33) lasst sich formal durch die Felder D und H l6sen. Aus dem Theorem A.3.1

folgt, dass die Gleichung (3.33) durch den Ansatz
[D] - v=n®* ud vx[H—-vxD]=J° (3.34)

gelost wird. Diese Gleichungen stellen die Sprungbedingungen fiir die Felder D und
H dar.

3.2.2. Bilanzgleichung des magnetischen Flusses

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Maxwell-Gleichungen fiir die magnetische Fluss-
dichte B und die elektrische Feldstarke E in reguldaren Punkten ist das Faraday’sche
Induktionsgesetz (3.4). In den Lehrbiichern |58, 42, 39] wird folgende Verallgemeine-
rung des Faraday’schen Induktionsgesetz direkt oder indirekt verwendet. Sei T eine
Fliache mit Flachengeschwindigkeit w, welche durch eine singulédre Fliche S in zwei
Flachen T" und T~ geteilt wird. Seien weiterhin die Flichen T und T~ Teilmengen
von reguldren Volumina. Dann gilt

i(/ B-Vda)z—/ (E+wx B)-tdl . (3.35)
dt T+UT— o(THuT—)

Sprungbedingungen fiir die Felder B und FE

Um die Sprungbedingung fiir die magnetische Flussdichte B herzuleiten, wird ein
beliebiger singuldrer Flachenpunkt x € S einer singuldren Fléche S betrachtet. Sei
weiterhin V' ein beliebiges Volumen mit x € V' so teilt die Flache S das Volumen V'
in zwei regulire Teilvolumina V7 und V. Sei M* = gV*\ S. Insbesondere liege der
Punkt z auf der Schnittfliche S N V. Das Faraday’sche Induktionsgesetz (3.35) fiir

eine geschlossene Flache M+ U M~ liefert
d
— B -vda=0. (3.36)
dt MHUM-—
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Mithilfe des Divergenzsatzes und der Maxwell-Gleichung (3.7) erhélt man

i(/ B-l/da—i-/ B-uda>:0. (3.37)
dt \ Jov+ns av-ns

Es ist zu beachten, dass fiir die Flichennormalen v* der Flichen SNV~ und SNoV+
gilt v~ = —v*. Die Einfiihrung der Sprungklammern mit v = v (2.43) liefert eine
kompakte Darstellung von (3.37)

d

4 [B-v]da=0. (3.38)
dt Jsnov=

Mithilfe der gleichen Annahme wie im Fall reguldrer Punkte, dass zu einem beliebigen
Zeitpunkt gilt [ ... [B - v]da = 0, folgt fiir alle Zeiten

/ [B-v]da=0. (3.39)

Diese Identitat gilt fiir beliebige Volumina V' mit z € V, also fiir beliebige Flachen
SNV mit x € SNV. Es folgt die lokale Sprungbedingung fiir die magnetische
Flussdichte B in einem singuldren Punkt x,

[B-v]=0. (3.40)

Um die Sprungbedingung fiir die elektrische Feldstirke E in einem singuldren Fla-
chenpunkt x € S herzuleiten, betrachtet man eine beliebige Flache T" mit = € T und
T # S. Die Fliache T wird durch die singuldre Flache S in zwei Flachen T und T~
geteilt. Insbesondere sind die Flachenpunkte von T und T~ regulidre Punkte. Die
Schnittlinie der beiden Fldachen wird mit L bezeichnet. Die Abbildung 3.1 stellt die
beschriebene Konstruktion und die verwendeten Bezeichnungen dar. Wendet man auf
die beiden Teilflachen T* und T~ das Faraday’sche Induktiongesetz (3.4) an, so folgt
nach kurzer Rechnung aus (3.35):

0:/[[E+'w><B]]-tdl. (3.41)

Insbesondere gilt diese Identitét fiir beliebige Flachen T" mit z € T und somit fiir be-
liebige Linien L mit = € L. Man erhélt fiir (3.41) eine lokale Darstellung im singuléren
Punkt z,

[E+wxB]-t=0. (3.42)

Diese Darstellung gilt fiir jeden beliebigen Vektor ¢ im Tangentialraum von S in x.
Hieraus folgt, dass der Vektor [E + w x B] nur eine Normalkomponente besitzt und
es gilt

vx[E+wxB]=0. (3.43)
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Abbildung 3.1.: Schnitt einer Flédche T mit einer singuléren Fliache S.

Beachte, dass der Normalanteil der Flachengeschwindigkeit w von T identisch mit
dem Normalanteil der baryzentrischen Flachengeschwindigkeit v der singuldren Fla-

che S ist, d.h. w, = v,. Die Gleichung (3.43) kann deshalb unter Verwendung von
(3.40) geschrieben werden als

vX[E+vxB]=0. (3.44)

Die Gleichungen (3.40) und (3.42) sind die Sprungbedingungen fiir die Felder E und
B an einer singularen Flache.

3.2.3. Kopplung der Fliachengleichungen von Materie und
Elektrodynamik

Die Bilanzgleichungen der Materie und die Gleichungen der elektromagnetischen Fel-
der fiir singuldre Fléachen sind in gleicher Weise miteinander gekoppelt, wie die ent-
sprechenden Gleichungen im reguldren Volumen. In den nachfolgenden Abschnitten
wird die Kopplung der Flichengleichungen beschrieben.

Freie elektrische Ladung/freier elektrischer Strom. Zur Beschreibung der freien
Ladungsverteilung auf einer Fliache, wird die Teilchenflichendichte n, = p,/m, der

Komponente A, eingefiihrt. Durch die freien Ladungstriager wird auf der singulédren
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Fliche eine freie elektrische Flichenladungsdichte n® erzeugt. Sie ist definiert als

Ns N
7} = Z Za€0la = Zz?:fopa. (3.45)

Die Massenflussdichten J, erzeugen eine freie elektrische Ladungsstromdichte J* auf
S

der singuldaren Flache. Fiir die freie Ladungsstromdichte gilt

F s Za€0
JT=Y ==2T,. (3.46)

My 5
a=1
Die freien Ladungen erfiillen eine eigene Fldchenbilanz. Sie folgt durch Addition der
mit z,e9/m, multiplizierten Partialmassenbilanzen (2.61) und lautet

o, ,,n + (n v + JE’A) —2kpvnt = —[nf (v, —v,)] - [JE] . (3.47)

1A s
Polarisierung und Magnetisierung. Analog zum regulidren Volumen (3.17) werden
die Polarisationsflichenladungsdichte n® und die (tangentiale) Polarisationsflichen-

stromdichte J P JP A A eingefiihrt durch

n® =n" +n und Je=J"+J". (3.48)
Die Bilanzgleichungen der Ladung (3.33) und der freien Ladung (3.47) implizieren
eine Bilanzgleichung fiir die Polarisationsladung;:

8257”7;LP + (QPYSJTA + {E’A) — QkMg,,QP = —[nF (v, —v,)] - [JF] . (3.49)

S

1A

Analog zum Volumen wird eine formale Losung von (3.49) gesucht. Nach Theorem
A.3.1 geschieht dies durch den Ansatz

—[P]-v=n" uwnd vx[M+vxP]=J". (3.50)

Energie- und Impulsbilanz. In reguliren Punkten konnte mithilfe der Maxwell-
Gleichungen die Joule’sche Warme 7 und Lorentzkraft k bestimmt, und neue Formu-
lierungen fiir die lokalen Energiebilanzen und Impulsbilanz gefunden werden, siehe
Abschnitt 3.1.4. Bei der Formulierung der Flachenbilanzen fiir Impuls, (2.55), und
Energie, (2.59), wurden die entsprechenden duferen Zufuhren = und k eingefiihrt.
Ihre spezielle Struktur als Funktion der elektromagnetischen Fselder Wsird jetzt be-
stimmt.

Die lokalen Bilanzgleichen fiir Energie (3.22) und Impuls (3.24) besitzen eine ent-
sprechende globale Bilanzgleichung. Hieraus lassen sich mithilfe des Abschnitts 2.2.3
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lokale Flachenbilanzen ableiten. Man erhélt folgende lokale Flachenbilanz fiir die
Energie

Ou (plu+50%)) + (plut 30°)vr +¢° = 1207) | = Zkarvuplu + 30%) = pf'vf

= —lp(u+30") (v, —v,)] + [3(E'D" + B'H'),] - [(¢ — /"0 + (E x HY)y;] .

(3.51)
Die Fldchenbilanz fiir den Impuls lautet
O (éns)l) + (pv = t’A) - Qkal,énS)i — 6]:
= —[pv'(v = v,)] + [(D x B)')v,]
+[(t7 + (H'B’ + E'D’) — %(H B+ E - D)5y . (3.52)

Vergleicht man die Darstellung der Bilanzgleichung fiir Energie (2.9) und Impuls
(2.12) mit den totalen Bilanzen (3.51) und (3.52) so erhélt man die Identitaten

@
I

[3(E-D+B-H)v,] - [(Ex H)-v| (3.53)
[D x Blo, + [HB, + ED, - }(H-B+E-D)v] . (3.54)

k

Diese Darstellungen fiir k£ und 7 wirken etwas befremdlich, da hier Flachengréften

mithilfe von Spriingen aussgedriicskt werden. Allerdings folgen aus den Sprungbedin-
gungen (3.34), (3.40) und (3.42) fiir die elektromagnetischen Felder die Identitéten,
sieche Anhang A.3.2,

[3(E-D+B- H)v,| - [(Ex H)-v] = (nv+J°) - E (3.55)
[D x Blv, + [HB, + ED, —1{(H-B+ E -D)v] =n°E + (n*v + J°) x B .
(3.56)
Die Grofen E und B sind definiert als E = (E* + E7) und B = (B + B7),
siehe Abschnitt 2.2.3. Somit resultieren fiir 7 und k die Darstellungen
m=(nv+J°) - E, (3.57)
k=n°E+ (nv+J°) x B . (3.58)

Vergleicht man diese Flachengrofen mit den Darstellungen der Joule’schen Wérme
(3.23) und der Lorentzkraft (3.25) des Volumens so sind die Ahnlichkeiten offensicht-
lich.

Es sei angemerkt, dass die hier genutzte Herleitung der Flachenbilanzen nicht
analog zum Volumen erfolgt ist. Im Volumen wurden zunéchst aus den Maxwell-
Gleichungen zwei Bilanzgleichungen hergeleitet und als Bilanz der elektromagneti-
schen Energie und des elektromagnetischen Impulses gedeutet. Durch die Forderung,
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dass die Gesamtenergie und der Gesamtimpuls, die von Materie und elektromagne-
tischen Feldern erzeugt werden, erhalten sind, konnten die Joule’sche Wéarme und
die Lorentzkraft identifiziert werden. Man hétte bei den Flachengleichungen analog
vorgehen konnen. Die Bilanzgleichungen der elektromagnetischen Energie und des Im-
pulses, die aus den Sprungbedingungen fiir die elektromagnetischen Felder hergeleitet
werden konnen, sind die Beziechungen (3.55) und (3.56). Diesen beiden Beziehungen
sieht man aber nicht sofort an, dass es sich hier um Fldchenbilanzen handelt. Aus
didaktischen Griinden wurde deshalb die Herleitung iiber die Bilanzgleichungen fiir
Impuls (3.22) und Energie (3.24) gewahlt.

Innere Energiebilanz. Analog zum Volumen wird die innere Energiebilanz der
Flache angegeben. Sie spielt bei der Bestimmung der Materialgleichungen eine zen-
trale Rolle. Einsetzen der Darstellungen (3.53) und (3.54) fiir 7 und k in die innere

Energiebilanz (2.60) liefert
O () + (v + 475 = 2t
= tmv‘im + Je’i(E + v X B)i — [[(u + %(v — v)z)p(vy —v,) — (v =)ty + qyﬂ )
(3.59)

Fiir die Auswertung des Entropie-Prinzips, Kapitel 5, erweist sich eine andere Dar-
stellung der inneren Energiebilanz als giinstiger. Zerlegt man die Flachenstromdichte
J¢ in ihren freien und den auf Polarisation zuriickgehenden Anteil und nutzt die

Identitét (3.42), so erhélt man folgende dquivalente Darstellung der Bilanzgleichung
(3.59):

O () + (g2 0%y = Hrastop
= t"%i, + JY(E + v x B)'
[l 30 =) plen = 0.) = (0 = )ty + (g + € x M),

+ :(P(vy —v,) = Py(v—v)) - (E+vx B)]]

. :(B(vl, ~v,) = By(v-v)) - M]] . (3.60)

s

3.3. Transformationseigenschaften der
elektromagnetischen Felder

Im Abschnitt 2.3 wurde das Transformationsverhalten der thermodynamischen Felder
beziiglich einer Euklidischen Transformation angegeben. Insbesondere folgte hieraus,

dass die Bilanzgleichungen der Materie invariant gegeniiber einer Galilei Transfor-
mation sind. Dies gilt nicht fiir die Maxwell-Gleichungen (3.29) mit der Maxwell-
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Lorentz-Ather-Relation (3.11). Experimente zur elektromagnetischen Charakterisie-
rung des Lichtes zeigen, siehe hierzu die Ausfiihrungen in [8] Kapitel 10, dass die
Lichtgeschwindigkeit ¢y im materiefreien Raum unabhéngig von der Geschwindigkeit
des Beobachters ist. Diese Eigenschaft kann nicht durch eine Galilei Transformation
realisiert werden. Erst die Lorentz Transformation erfiillt diese Eigenschaft. Sie ist
fir zwei Koordinatensysteme mit den Koordinaten (¢, xy,xo,x3) und (¢*, z7, x5, %)
gegeben durch, [8, 58]:

t_ViCCi
v =t =0y V(M (e ) - o))
V1-V2/c V21 -V2/c2 V1-V2/c2

(3.61)
Hier ist V' die konstante Geschwindigkeit der Translationsbewegung der beiden Ko-
ordinatensysteme zueinander. Die zeitunabhéngige orthogonale Matrix O beschreibt
die rdumlich Drehung der beiden Koordinatensystem zueinander.

Die Herleitung der Lorentz Transformation findet man im Lehrbuch [8] Kapitel
10.3.

Es ist zu beachten, dass die Lorentz Transformation in eine Galilei Transformation
iibergeht, wenn die Geschwindigkeiten V klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢
ist.

Es soll nun gezeigt werden, dass die Maxwell-Gleichungen, (3.10), invariant gegen-
iiber jeder beliebigen Transformation sind, aber die Maxwell-Lorentz- Ather-Relation
nur invariant gegeniiber einer Lorentz Transformation ist. Die Rechnungen im drei-
dimensionalen Raum gestalten sich als sehr aufwendig. Es hat sich gezeigt, dass es
sinnvoll ist, die Maxwell-Gleichungen in einem vierdimensionalen Formalismus zu
formulieren. Hierzu werden die (kartesischen) Raumkoordinaten (z', 2% 23) und die
Zeitkoordinate t zu kontravarianten Koordinaten eines Raum-Zeit-Punktes zusam-
mengefasst,

(xA)A:0,1,2,3 - (Cot, .ZUI, ZE2, 1’3) . (362)

Weiterhin wird dieser vierdimensionale Raum mit folgender Metrik ausgestattet:

1 0 0 0
0 -1 0 0

Gas=| 49 o 1 o (3.63)
00 0 -1

Fiir die nachfolgenden Uberlegungen wird festgelegt, dass groke lateinische Buchsta-
ben von 0 bis 3 laufen und die Einsteinsche Summenkonvention fiir diese Indizes gilt.
Es ist notwendig krummlinige Koordinatensysteme zu verwenden. Es werden deshalb
die bereits von der Fliache und dem dreidimensionalen Raum gebrauchlichen ko- und
kontravarianten Schreibweisen fiir Vektoren und Tensoren verwendet.

Fasst man die elektrische Stromdichte 7° und die elektrische Ladungsdichte n®
zu den (kontravarianten) Komponenten des Ladungs-Strom-Vektors (5) 40123 =

(con®, 7®1, %2, %) zusammen, so lisst sich die Bilanz der elektrischen Ladung (3.2)
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als vierdimensionale Divergenz schreiben,

7%

=0, (3.64)

Die Gleichung wird formal mithilfe eines antisymmetrischen Tensors n? durch den

Ansatz n
A_ on

J oxB
gelost. Wahlt man fiir die kontravarianten Komponenten des Tensors ) die Kompo-
nenten der Felder D und H wie folgt

(3.65)

0 C()Dl CoD2 C()Dg
AB __ —coDy 0 Hs —H,

—C()Dg H2 —H1 0

dann sind die beiden inhomogenen Maxwell-Gleichungen (3.3) durch eine vierdimen-
sionale Divergenz (3.65) gegeben. Der Tensor n? wird als Ladungs-Strom-Potential
bezeichnet.

Um die homogenen Maxwell-Gleichungen (3.7) und (3.9) in den vierdimensionalen
Formalismus zu tibertragen, fithrt man den elektromagnetischen Feld-Tensors  ein:

0 —El/CO —EQ/CQ —E3/CU

. El/CO 0 B3 —BQ
Esfco  Bs —bB 0

Die beiden homogenen Maxwell-Gleichungen werden mithilfe von ¢ in einer vierdi-
mensionale Rotation zusammengefasst,

dpcp
ABCD _

Hier ist die Matrix e42¢P das vierdimensionale Levi-Civita-Symbol, Anhang A.

Nachdem die vier dreidimensionalen Maxwell-Gleichungen zu zwei vierdimensionalen
Maxwell-Gleichungen zusammengefasst wurden, kann das Transformationsverhalten
der vierdimensionalen Grofen j,m und ¢ festgelegt werden.

Die vierdimensionalen Maxwell-Gleichungen (3.65) und (3.68) sollen invariant ge-
gebeniiber jeder beliebigen Koordinatentransformation sein. Fiir eine allgemeine Ko-
ordinatentransformation der Form

4 = 24 (2P) = = 24 (2*F) (3.69)

wird diese Forderung erfiillt, wenn sich die Komponenten des elektromagnetischen
Feld-Tensors ¢, des Ladungs-Strom-Potentials 7 und des Strom-Ladungs-Vektors 3
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transformieren als, siehe hierzu [58, 39, 8|,

x dz 0P *CD
Yop = ax—*cax—*DQDAB : n =

ox
ox*

ox

da*

*C' *D
O™ 0x™" g +B

0:17*3 "
dzA ozB 1

s

(3.70)
Die Determinante der Jacobimatrix der Koordinatentransformation wird hier mit
|0x/0z*| bezeichnet.

Durch die Festlegung des Transformationsverhaltens der vierdimensionalen Groken
ist sogleich das Transformationsverhalten der dreidimensionalen elektromagnetischen
Felder beziiglich beliebiger Transformationen festgelegt. Insbesondere erhélt man fiir
eine Euklidische Transformation (2.71) die folgenden Beziehungen:

n*® =n° s j;ke = Oz]j; + ne(Oijxj + bz) s (371)
BZ* = det(O)Oiij s EZ* = Oij (EJ — €jmnOlm(Olkl’k + bl)Bn) s (372)
D;k = Oiij s H;k = det(O)Oij (HJ + EjmnOlm(Olk$k + bl>Dn) . (373)

Nur die Ladungsdichte n°, der magnetische Fluss B und das Ladungspotential D
sind beziiglich einer Euklidischen Transformation objektive Grofsen.
Aus dem Transformationsverhalten (2.71) der baryzentrischen Geschwindigkeit v

'U;k — Oijl)j = Oijxj + i)j s (374)

und dem Transformationsverhalten der elektromagnetischen Felder (3.71)—(3.73) folgt,
dass die Groken J® = j° —n®v, € = E+v x B und H = H — v x D objektive
Vektoren beziiglich einer Euklidischen Transformation sind,

JO=0"J £ =07 HY =det(0)OTH . (3.75)

Obwohl die Maxwell-Gleichungen invariant gegeniiber beliebigen Transformatio-
nen sind, gilt dies nicht fiir die Maxwell-Lorentz- Ather-Relation (3.11). Dies folgt aus
dem unterschiedlichen Transformationsverhalten (3.72) und (3.73) der dreidimensio-
nalen Felder B und H sowie E und D. Im vierdimensionalen Formalismus erhélt die
Maxwell-Lorentz- Ather-Relation folgende Darstellung:

77AB’ — \/_EGACGBDQOCD ’ (376)

Ho

wobei G die Determinante der Metrik G 45 ist.

Man erkennt, dass die Maxwell-Lorentz-Ather-Relation nur unter den Transfo-
ramtionen invariant ist, wenn die Metrik G p im transformierten System wieder-
um die Gestalt (3.63) besitzt, [58]. Diese Eigenschaft wird nur durch die Lorentz-
Transformation (3.61) erfiillt.

Um das Transformationsverhalten der Polarisationsladung nt, des Polarisations-
stromes j', der Polarisation P und der (Lorentz-) Magnetisierung M festzulegen,
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wird der vierdimensionale Strom-Ladungs-Vektor ;74 und der vierdimensionale Mo-
mententensor P eingefiihrt,

Conp 0 —C(]Pl _COP2 —C()P3
P
pA_ | 71 aB _ | ©Pr 0 Ms; =M,
jh = P und  pt = Py M, 0 M, . (3.77)
J3 coPs My,  —M,; 0

Die Erhaltungsgleichungen der Polarisationsladung (3.18) und die Gleichungen fiir
Polarisation und Magnetisierung (3.19) werden im Vierdimensionalen geschrieben als

o ‘P,A o AB
J =0 und jP A CH .
OzA OxB

(3.78)

Entsprechend des Transformtionsverhalten des Strom-Ladungs-Vektors j4 und des
Strom-Ladungs-Potentials 7? transformieren sich j* und pA? als

o
ox*

ox
ox*

*C' *D
0x*™ 0x*" 4
oz OxB

*B
«P,B Ox P,A
oA 7

*CD und j ’ =

(3.79)

Hierdurch sind die vierdimensionalen Gleichungen (3.78) invariant gegeniiber jeder
beliebigen Transformation (3.69). Fiir eine Euklidische Transformation erhilt man
die Beziehungen

TL*P = ’flP s ]:(P = O”]jp + nP(Oijxj + bz) s (380)
Pi* = OZ]PJ s MZ* = det(O)Oij (M] — gjm”Olm(Olkmk -+ bl)Pn) . (381)

Die Polarisationsstromdichte j° und die Lorentz Magnetisierung M sind keine ob-
jektive Vektoren bzgl. einer Euklidischen Transformation. Hingegen sind die Polari-
sationsflussdichte J* = ¥ —nPv und die Magnetisierung M = M +v x P objektive
Grofen,

JPE=0%J%1 und M' = det(0)OY M | (3.82)

Schlieflich soll noch das Transformationsverhalten der elektromagnetischen Fla-
chengrofen beziiglich Euklidischer Transformtionen angegeben werden. Aus dem

Transformationsverhalten (2.81) der baryzentrischen Flachengeschwindigkeit v und

dem Transformationsverhalten der elektromagnetischen Felder (3.72), (3.73) und
(3.81) folgt, dass die Flichengréken E* +v x B*, H* —v x D und M* +v x P*

objektive Vektoren sind,

(E** +v* x B®)' = O9(E* + v x B¥) | (3.83)
(H** —v* x D**)' = det(O)OY(H* — v x D¥)7 | (3.84)
(M +v* x P**)" = det(0)0% (M* + v x PF) . (3.85)
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Damit die Fléchengleichungen (3.44) und (3.50) invariant unter einer Euklidischen
Transformation sind, wird folgendes Transformationsverhalten bzgl. einer Euklidi-

schen Transformation fiir die Ladungsdichten n® und n® und die Stromdichten J°
S S S

und J¥ festgelegt:

n*¢=n°, n** =n | (3.86)
Ji¢ = 04,J¢ TP =078 . (3.87)
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4. Zusammenfassung —
Gleichungen Thermo- und
Elektrodynamik

Die Gleichungen der Materie und der elektromagnetischen Felder fiir Volumen und
Fléche der Kapitel 2 und 3 sind in den Gleichungen (4.6)—(4.18) iibersichtlich zusam-
mengefasst. Sie dienen zur Bestimmung der Felder

Pa s Pa

S
pv , pU
pu, pu

B
E

— Massendichten
— Impulsdichte

— innere Energiedichte

— magnetische Flussdichte

— elektrische Feldstérke (4.1)

Eine Durchsicht der Gleichungen (4.6)—(4.18) zeigt, dass diese kein vollstéandiges Glei-
chungssystem fiir die Felder (4.1) bilden. Es treten zusétzliche Grofen in den Glei-

chungen au
t

SFA

Jo, Ja
R* R®

f,

— Cauchy’scher Spannungstensor
— Oberflachenspannungstensor
— Massenfliisse

— Reaktionsraten

q, q — Warmefluss
P — Polarisation
M — Magnetisierung

(;1.2)

Diese Grofsen werden als konstitutive Gréfien bezeichnet. Sie miissen als Material-
funktionen der gesuchten Felder (4.1) und deren Ableitungen bestimmt werden.
In den Gleichungen treten weitere Grofen auf,

n®, n°
S
nt, nf
S
nt , nP
S
naana
S
PP
S
b
t

S

— elektrische Ladungsdichte

— freie elekt. Ladungsdichte

— Polarisationsladungsdichte
— Teilchendichte

— Massendichte

— totaler Spannungstensor
— Flachenspannungstensor

J¢, J¢ — elektrische Stromdichte
S

JY . J¥  — freie elekt. Stromdichte
S

JY . JP - Polarisationsstromdichte
S

T, Ta — Massenproduktion
S
M  — Lorentz Magentisierung
D - Ladungspotential
H — Strompotential .

(4.3)

43



Diese Grofen sind durch die gesuchten Felder (4.1) und die konstitutiven Grofen
(4.2) gegeben:

ng =L n' =3 pa, n® =nf +nl,
pa
Ne =2, nt _Zama n® —n —|—n
p =3 pa, J* —zama J° —JF+JP
p =3 Pa, JF = eda Je :JF+JP,
Toa =Y ,YemaR*, 714 :ZavamaR“, M =M+Pxuv,
b — Smﬁgﬂ 7 Y =i (HiBj +EiDj) —%(H .B+ E - D)(;ij_
(4.4)
Folgende Konstanten treten in den Gleichungen auf:
Zo — Ladungszahlen me — Molekularmassen
eo — Elementarladung v& % — stochiometrische Koeffizienten
gop — dielektrische Konstante ¢o — Lichtgeschwindigkeit
o — magnetische Feldkonstante .
(4.5)

In dem hier betrachteten Kontext sind die Gravitationskraftdichten pf und pf gege-

bene Grofsen.

In der Literatur hat sich die Temperatur als unabhangige Variable anstelle der
inneren Energiedichte etabliert. In den Abschnitten 5.4.4 und 5.7.6 wird deshalb die
innere Energiedichte pu (bzw. pu) durch die (absolute) Temperatur 7' (bzw. T) und

die Energiebilanzgleichung durch die Warmeleitungsgleichung ersetzt.

In den Abschnitten 2.3 und 3.3 sind die Transformationseigenschaften der thermo-
dynamischen und elektromagnetischen Felder angegeben. Die Gleichungen der Mate-
rie sind invariant gegeniiber Galilei Transformationen. Hingegen sind die Gleichungen
der Elektrodynamik invariant gegeniiber einer Lorentz Transformation. Um eine wi-
derspruchsfreie Theorie zu erhalten, muss eine Formulierung der Bilanzgleichungen
gefunden werden, welche invariant gegeniiber der Lorentz Transformation ist, [8, 58].
Dies leistet die relativistische Formulierung der Bilanzgleichungen, was hier aber nicht
diskutiert werden soll. Es wird deshalb in dieser Arbeit vorausgesetzt, dass die Ge-
schwindigkeit der Materie v klein gegeniiber der Lichtgeschwindigkeit ¢y ist. In diesem
Fall wird die Lorentz Transformation durch die Galilei Transformation approximiert.
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4.1. Lokale Gleichungen im regularen Volumen

Massenbilanzen der Komponenten (Seite 9)

N
Ipa :
% + div(pav + J o) ZyamaR“ mit ; Jo.=0 (4.6)

Impulsbilanz der Mischung (Seite 30)

dpv

s + divijpv@v—t)=pf+n(E+vxB)+J°x B mit t=1t" (4.7)

Innere Energiebilanz der Mischung (Seite 30)

dpu

B + div(puv +q) =t : Vo + J°- (E+ v x B) (4.8)

Homogene Maxwell-Gleichungen (Seite 26)

%—? +rot(E)=0  und div(B) =0 (4.9)

Inhomogene Maxwell-Gleichungen (Seite 25)
oD :
— — +rot(H) =J°+nv und div(D) = n® (4.10)

ot

Maxwell-Lorentz-Ather-Relation (Seite 27)

1
D =¢FE und H=—B (4.11)
Ho
Polarisation und Magnetisierung (Seite 28)
opP P, P : P
— +rot(M)=J" +nwv und —div(P) =n (4.12)

ot
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4.2. Lokale Gleichungen auf singuldaren Flachen

Massenbilanzen der Komponenten (Seite 19)

M
at,l/pa + (poﬂs)f + {ﬁa) A - Qkkfgupa - Z ")/Zmaga - [[Jma + pa(vl/ - UV)]]
s s s u—1

S

Ns
mit Y Jo=0 (413)
a=1

Impulsbilanz der Mischung (Seite 36)
i i A il i
Gy} + (ov'er = 15))a = 2y

=pf'+ (n°E + (n°v + J°) x B)i — (v, —v,) — t91] mit ¢t =1t" (4.14)
S s S s S8 S S S S

Innere Energiebilanz der Mischung (Seite 37)
O () + (P2 %)y = Hrartop

— 20}, + (B +v x B) = [p(u+ 30— v)?) (v, = v.) = (0 =0 ) + q,|

(4.15)
Homogene Maxwell-Gleichungen (Seite 33)
[B]-v=0 und vx[E+vxB]=0 (4.16)
Inhomogene Maxwell-Gleichungen (Seite 32)
[D] - v =n° und vx[H—-vxD]=J° (4.17)
Polarisation und Magnetisierung (Seite 35)
~[P]-v=n" und vx[M+vxP]=J" (4.18)
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4.3. Physikalische Einheiten und Paritat

In der Tabelle 4.1 sind die physikalischen Einheiten von einigen physikalischen Grofen
in den SI-Basiseinheiten Meter m, Kilogramm kg, Sekunde s, Kelvin K und Ampere
A angegeben. Bei der Formulierung der Materialgleichungen, Kapitel 5, muss die

[poc] - rl;_gv [’U] - %7 [pu] - %7 [Joz] - %7 [t] = %7 [Q] = %7
[poz] = %7 [Ils)] = %7 [p?ﬂ = ls<_2g’ [{a] = nl](_gs’ [E] = 1;_2g, [Q] = k§3m7
[B]:Sl;_gAv [E]:I;I{Ag7 [D]:lsn_A% [H]:%7 [P]:z%a [M]:%

Tabelle 4.1.: Physikalische Einheiten ausgesuchter Grofen

Paritdt einer physikalischen Grofe beachtet werden. Das Konzept der Paritéit wird in
[13] erlautert. D. Bothe und W. Dreyer stellen in [13] eine einfache Regel auf, wodurch
die Paritat einer Grofle eindeutig durch ihre physikalische Einheit festgelegt ist.

Definition Paritat. Es wird zwischen Grofen mit gerader und ungerader Paritét
unterschieden. Bezieht man die physikalischen Einheiten auf die SI-Basisgrofen Meter
m, Kilogramm kg, Sekunde s, Kelvin K und Ampere A, so besitzt eine Grofe gerade
Paritat, falls die Summe der Potenzen von Sekunde und Ampere eine gerade Zahl ist,
ansonsten ist ihre Paritdt ungerade. Beispiele fiir Grofsen mit gerader Paritét sind
die Massendichte [p] = kg/m? und die innere Energiedichte [pu] = kg/ms?. GroRen
mit ungerader Paritit sind beispielsweise die Geschwindigkeit [v] = m/s und die
magnetische Flussdichte [B] = kg/(s*A).
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5. Materialgleichungen

In den vorhergegangenen Kapiteln wurden zur Beschreibung thermodynamischer Pro-
zesse die Bilanzgleichungen der Materie und die Maxwell-Gleichungen eingefiihrt.
Diese Gleichungen sind universell und unabhéngig vom Material. Sie bilden aber kein
abgeschlossenes Gleichungssystem um die Felder der Materie und der Elektrodynamik
bestimmen zu kénnen. Das Gleichungssystem muss noch durch Materialfunktionen
fiir die konstitutiven Grofen ergdnzt werden.

Die Materialfunktionen legen die Materialeigenschaften eines Korpers fest. Sie wer-
den durch das Prinzip der Materiellen Objektivitat und das Entropie-Prinzip einge-
schrinkt. Das Prinzip der Materiellen Objektivitat verlangt, dass die Materialfunktio-
nen invariant unter Euklidischen Transformationen sind. Das Entropie-Prinzip zeigt
Abhéngigkeiten zwischen den verschiedenen Materialgleichungen auf. Beide Prinzipi-
en bilden zusammen die Grundlage der modernen Thermodynamik.

Die rationale Behandlung der Thermodynamik irreversibler Prozesse begann in den
1940er Jahren durch C. Eckart |26, 27]. Hierauf aufbauend schuf J. Meixner in den
folgenden Jahren die Grundlagen der modernen Thermodynamik [53, 52, 54]. Er
verwendete eine lokale Form des zweiten Hauptsatzes der Thermodynamik in Form
einer lokalen Entropiebilanz mit Entropiefluss und nicht-negativer Entropieproduk-
tion. Diese Formulierung war duflerst niitzlich zur Bestimmung allgemeiner Gesetze
fir Warmefluss und Massenfliissen. In dem Handbuchartikel [55] schuf Meixner zu-
sammen mit H.G. Reik die erste umfassende Arbeit zur modernen Thermodynamik
irreversibler Prozesse fiir Mischungen chemisch-reagierender Fluide.

In der bedeutenden Monografie Non-FEquilibrium Thermodynamics von S.R. de
Groot und P. Mazur fand die Thermodynamik irreversibler Prozesse fiir das Volumen
ihren vorldufigen Abschluss [20].

In den folgenden Jahren wurde die moderne Thermodynamik weiter vorangetrie-
ben. Ein wichtiger Beitrag stellt die Monografie [58] von I. Miiller dar. Sie ist ein sehr
umfangreiches Werk zur rationalen Behandlung der irreversiblen Thermodynamik.
Insbesondere wendet I. Miiller die Methode der Lagrange-Multiplikatoren von I-S.
Liu [48] auf das gekoppelte System von Bilanzgleichungen und Maxwell-Gleichungen
an.

Miiller iibertrug auch die Thermodynamik irreversibler Prozesse fiir das Volumen
auf die Fliache [57]. K. Hutter und T. Alts untersuchen in [3, 4, 5| die Phasengrenze
zwischen Eis und Wasser. Die Auswertung des Entropie-Prinzips erfolgte mit der Me-
thode der Lagrange-Multiplikatoren. A. Grauel betrachtet in seinen Arbeiten [33, 34|
die Grenzflichen zwischen zwei chemisch reagierenden Fliissigkeiten. Auch er nutzt
die Methode der Lagrange-Multiplikatoren zur Bestimmung thermodynamisch kon-
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sistenter Materialfunktionen. Die Arbeiten [10, 9, 1| von Bedeaux et al. orientieren
sich an den Arbeiten von S.R. de Groot und P. Mazur. Neben Miiller [57, 58] gibt
es nur wenige Arbeiten, die die elektromagnetischen Felder bei der Auswertung des
Entropie-Prinzips der Fliache beriicksichtigen. Eine weitere wichtige Arbeit in diesem
Kontext ist von A.M. Albano und D. Bedeaux [1].

In den nachfolgenden Abschnitten werden das Prinzip der Materiellen Objektivitéat
und das Entropie-Prinzip fiir reguldre Volumina formuliert. Erfiillen die Material-
funktionen diese beiden Prinzipien, so werden sie als thermodynamisch konsistent
bezeichnet. Um fiir eine moglichst grofse Klasse von Materialien thermodynamisch
konsistente Materialfunktionen herzuleiten, wird wie folgt vorgegangen: Es wird eine
allgemeine Materialfunktion fiir die Entropiedichte vorgegeben. Dann wird ein geeig-
neter Entropiefluss so gewihlt, dass sich die Entropieproduktion als Summe bin&rer
Produkte darstellen ldsst. Das Entropie-Prinzip gibt das Vorzeichen der Entropiepro-
duktion vor, woraus sich notwendige Bedingungen fiir die Materialfunktionen ergeben.

Der hier gewihlte Ansatz unterscheidet sich von anderen Ansétzen dadurch, dass
kein Aquiprisenz-Prinzip formuliert wird [75] und die Herleitung der Materialfunktio-
nen ohne die Methode der Lagrange-Multiplikatoren von I-S. Liu [48, 58] auskommt.

Die Methoden dieser Arbeit haben den zentralen Vorteil, dass sich die Herleitung
der Materialfunktionen fiir das Volumen in einfachster Weise auf singulére Flachen
iibertragen lésst.

Im Kapitel 6 ist eine mdgliche Wahl von thermodynamisch konsistenten Mate-
rialfunktionen iibersichtlich zusammengefasst. Zusammen mit den Gleichungen des
Kapitels 4 entsteht ein abgeschlossenes Differentialgleichungssystem.

5.1. Prinzip der Materiellen Objektivitat

In den Abschnitten 2.3 und 3.3 wurde bereits das Transformationsverhalten der ther-
modynamischen und elektrodynamischen Groéfsen unter einer Euklidischen Transfor-
mation angegeben. Es seien die wichtigsten Begriffe nochmals wiederholt.

Eine Euklidische Transformation ist die allgemeinste Transformation in der nicht-
relativistischen Physik zwischen zwei kartesischen Koordinatensystemen mit den Ko-
ordinaten (x1, x9, x3) und (x7, x5, 23). Sie ist gegeben durch

t"=t+a und ] =0;(t)x; +b(t), (5.1)

wobei a € R eine Konstante ist und b : R — R? und O : R — R**? hinreichend glatte
Funktionen sind. Die Matrix O ist eine orthogonale Matrix, d.h. 07O = 1I.

Eine Grofe F' heiftt objektiver Tensor der Stufe n falls die Komponenten von F' be-
ziiglich der beiden Koordinatensysteme folgendes Transformationsverhalten erfiillen

F~* = det(O)pOilleim e Oinjnﬂlj2j3j4n~jn . (52)

11921304...%n

Ein objektiver Tensor heiftt axialer objektiver Tensor fiir p = 1 und absoluter objek-
tiver Tensor falls p = 0 gilt.
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Desweiteren wird ein objektiver Tensor der Stufe 0 als objektiver Skalar, der Stufe 1
als objektiver Vektor und der Stufe 2 als objektiver Tensor (zweiter Stufe) bezeichnet.

Prinzip der Materiellen Objektivitit. Sei C eine beliebige konstitutive Grofe und ein
objektiver Tensor der Stufe n. Die zugehorige Materialfunktion C hangt von einer be-
liebigen Anzahl thermodynamischer und elektrodynamischen Grofen By, Bs, ... und
deren Ableitungen ab,

C=C(B),Bs,...) . (5.3)

Das Prinzip der Materiellen Objektivitat verlangt [58, 74|, dass die Materialfunktion
C invariant beziiglich einer Euklidischen Transformation ist. Es muss fiir beliebige
Euklidische Transformationen gelten

C1122'L3l42n<Bik7 B;, PR ) - det<0>p021]1012]2 R Ozﬂ]nC]l]2]3J4jn (B17 B27 oo ) . (5.4)

Das Prinzip der Materiellen Objektivitat verlangt also, dass zwei unterschiedliche
Beobachter die selbe Materialfunktion vermessen.

5.2. Entropie-Prinzip fiir regulare Volumina

In der Literatur existiert keine einheitliche Formulierung des Entropie-Prinzips [55,
20, 56, 58|. Die hier verwendete Formulierung orientiert sich an der Arbeit [13] von
D. Bothe und W. Dreyer. Sie ist charakterisiert durch einen strengen axiomatischen
Aufbau und die Unterteilung in einen universellen und einen materialabhéngigen Teil.
Im universellen Teil sind allgemeine Aussagen formuliert, die fiir beliebige Materialien
gelten. Der materialabhénige Teil legt im Wesentlichen die Materialeigenschaften des
vorliegenden Materials fest.

Universeller Teil

I Die Entropiedichte pn, der Entropiefluss ¢ und die Entropieproduktion £ sind
durch Materialgleichungen gegeben, welche die Bilanzgleichung

% + div(pnv + @) = ¢ (5.5)

erfiillen.

IT pn und & sind absolute objektive Skalare und ¢ ist ein absoluter objektiver
Vektor.

[T Die Entropieproduktion £ besitzt folgende Eigenschaften:

(i) Die Entropieproduktion ¢ ist nicht-negativ fiir jede Losung der Bilanzglei-
chungen und der Maxwell-Gleichungen.
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i1) Die l)ntropiepr()(]|1kti()n ist gegeben durch eine Summe aus bindren Pro-
geg
dukten

§= NaPy>0, (5.6)
A

wobei N4 ungerade und P4 gerade Paritdt besitzen. Die Faktoren eines
Produktes N4 P, sind objektive Tensoren der selben Stufe. Jeder Dissipa-
tionsmechanismus wird durch ein Produkt NP, repréisentiert.

(iii) Die Entropieproduktion ist Null im Gleichgewicht.

Materialabhangiger Teil

IV Die Entropiedichte pn ist gegeben durch eine konkave Materialfunktion h von
unabhéangigen Variablen

m=hlpu+M-B,p1,pa, ... pn, F™, P, M) . (5.7)

V Die (absolute) Temperatur 7" und die chemischen Potentiale p, sind definiert

als 1 oh oh
_ Ho O
T apmamM B " T T o (58)

Die Materialfunktion h legt das allgemeinste Materialverhalten fest, welches hier be-
trachtet werden soll. Die Funktion h wurde so gewahlt, dass die Eigenschaften ei-
nes viskoelastischen, magnetisierbaren und polarisierbaren Korpers bestehend aus
N-Stoffkomponenten beschrieben wird.

Sollen andere Materialeigenschaften untersucht werden, muss gegebenenfalls die
Materialfunktion h gedndert werden. Sollen beispielsweise Phaseniibergédnge mithilfe
von Phasenfeld-Modellen beschrieben werden, so wird die Materialfunktion A um
hohere Gradienten der Massendichten p, erweitert [22, 21].

Die binére Struktur der Entropieproduktion (5.6) ldsst sich bereits in dem Hand-
buchartikel von J. Meixner und H.G. Reik [55] finden. Sie ist der Ausgangspunkt
zur Herleitung thermodynamisch konsistenter Materialfunktionen. Die Unterschei-
dung hinsichtlich der Paritét spielt eine wichtige Rolle bei der Beriicksichtigung von
Kreuzeffekten die zwischen den unterschiedlichen Phénomenen, beispielsweise Wiér-
meleitung und Diffusion, auftreten kdnnen.

Die Forderung zur Objektivitat der Summanden im Axiom III (ii) ist hinreichend
dafiir, dass die Entropieproduktion ein objektiver Skalar ist. Weiterhin wird durch
diese Forderung garantiert, dass alle resultierenden Materialfunktionen automatisch
das Prinzip der Materiellen Objektivitit erfiillen.

Die Temperatur 7" und die chemischen Potentiale yi,, werden hier per Definition ein-
gefiihrt. Die Bedeutung der Temperatur und der chemischen Potentiale erschliefst sich
erst vollstdndig im Zusammenhang mit dem Entropie-Prinzip fiir singular Fléachen.
Die Definitionen der Temperatur und der chemischen Potentiale wurden so gewéhlt,
dass sie im Gleichgewicht an einer singuléren Fliche stetig sind.
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Die Temperatur besitzt als Messgrofe eine zentrale Bedeutung in der Thermodyna-
mik. Sie wird deshalb am Ende des Kapitels mithilfe einer Legendre-Transformation
als unabhéngige Variable eingefiihrt und die innere Energiebilanz wird dann durch
die Warmeleitungsgleichung ersetzt.

5.3. Auswertung des Entropie-Prinzips fiir regulare
Volumina

Das Ziel dieses Abschnittes ist die Bestimmung konsistenter Materialfunktionen fiir
den Warmefluss q, die Massenfliisse J,, den Spannungstensor ¢, die Reaktionsraten
R®, die Polarisation P und die Magnetisierung M. Die Auswertung des Entropie-
Prinzips erfolgt in zwei Schritten: 1. Zunéchst wird der Entropiefluss ¢ geeignet ge-
wéhlt, so dass die Entropieproduktion £ die Struktur (5.6) besitzt. 2. Aus der Struktur
der Entropie-Ungleichung (5.6) werden thermodynamisch konsistent Materialfunktio-
nen abgeleitet.

5.3.1. Bestimmung der Entropieproduktion

Zur Bestimmung des Entropieflusses und der Entropieproduktion wird die Material-
funktion der Entropiedichte (5.7) in die Bilanzgleichung (5.5) eingesetzt. Nach einigen
Umformungen und unter Verwendung der Definition (5.8) und der Bilanzgleichungen
(4.6)—(4.8)! erhélt man folgende dquivalente Darstellung der Entropiebilanzgleichung

!Die Umformung vereinfacht sich, wenn anstatt der Bilanzgleichung (4.8) fiir die innere Energie,
die dquivalente Darstellung der Bilanzgleichung (3.28) verwendet wird.
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(5.5):
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Hier wurde die Symmetrieeigenschaft
oh Ooh oh . Oh oh oh
_ fruni J _PI = _puni 7T ALY —_Pz 5.10
arg T o™ T o = aEp i T oM o (5.10)

benutzt. Diese Symmetrie folgt aus dem Prinzip der Materiellen Objektivitdt. Der
Beweis hierfiir ist im Anhang B.1 gegeben.

Die Entropiebilanz (5.9) wurde in solcher Weise umgeformt, dass die binére Struktur
der Entropieproduktion erkennbar ist. Wird nun der Entropiefluss derart gewéhlt,
dass die Divergenz in (5.9) verschwindet, so ist die Entropieproduktion festgelegt,

+8><M al
p = 1127 Z% o (5.11)

Die Wahl des Entropieflusses ist nicht eindeutig und es sind Alternativen moglich.
Ein nicht-trivialer Fall wird in der Arbeit [22] diskutiert.
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Nach der Festlegung des Entropieflusses verbleibt als Entropieproduktion

1

=7

) o o - T/ Oh : oh .
t9 4+ L MBI IBY — Lgipi f giphy 4 [ —— puni 4~ puni
+5(M'B? + M’B") — 5( + ) + 5 (01%‘;“1 i +6Fjukm i )
N . .
T Oh . A1/ ov O
A pu—Th =S pypi + — 2L pumi _ gk pk ’“B’“)&” (Y .
(o 2 patte 5 M 2\o0 " o

+ (¢ + (€ x M) aii (%)

— d (p KN I [(zq€0  2n€o ;
_;J&<8xi<?_?>_f<ma _mN)gl)
LMo N
-7 Zl (;ygm[;ﬂﬁ) R
oh 1\ (s 17000 00
+(api+f5> (P _§P]<8xj_8xi>)

oh 1. o1 sovt O
ey i S A _
+ (an + =B ) (M +5M (aﬂ. ag;i>) . (5.12)

In dieser Struktur kénnen die Dissipationsmechanismen des Systems abgelesen wer-
den. Das System produziert Entropie aufgrund von Viskositdat, Wéarme- und Massen-
diffusion, chemischen Reaktionen, Polarisation und Magnetisierung.

5.3.2. Wahl der Materialgleichungen

Im letzten Schritt werden die Materialfunktionen fiir Spannungstensor, Warmefluss,
Massenfliisse, Reaktionsraten, Polarisation und Magnetisierung so bestimmt, dass die
Entropieproduktion (5.12) nicht negativ ist. Diese Wahl ist nicht eindeutig und vom
konkret zu beschreibenden Material abhéngig. In der Anwendung haben sich einige
Ansiétze als giinstig erwiesen.

Zur Veranschaulichung der verschiedenen Ansétze, wird die Entropie-Ungleichung
(5.12) in der allgemeinen Form

€= NaPa+ Y Na-Pi+ ) Ny:Py>0 (5.13)
AeS Aey AeT

betrachtet. Hierbei sind die Summanden in drei Gruppen beziiglich ihres Transforma-
tionsverhaltens unterteilt. Die erste Summe besteht aus Produkten objektiver Skalare
(S), die zweite Summe aus Produkten objektiver Vektoren (V) und die dritte Summe
aus Produkten objektiver Tensoren zweiter Stufe (7).

Um mogliche Materialfunktionen zu diskutieren, werden vier wichtige phanomeno-
logische Ansétze diskutiert. Diese werden im Weiteren als Schlieffung bezeichnet, denn
sie fiilhren zu einem abgeschlossenen Differentialgleichungssystem. Fiir diese Ansét-
ze werden phidnomenologische Koeffizienten eingefiihrt. Diese sind selbst wiederum
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Materialfunktionen und unterliegen dem Prinzip der Materiellen Objektivitéit. Die
phédnomenologischen Koeffizienten konnen objektive Tensoren nullter, zweiter oder
vierter Stufe sein.

Um die zugrundeliegenden Ideen moglichst einfach zu veranschaulichen, beschran-
ken sich die nachfolgenden Betrachtungen auf Schliefstungen mit objektiven Skalaren
als phanomenologische Koeffizienten. Die Ubertragung auf den allgemeinen Fall ist
ohne Weiteres moglich und wird im Anschluss an einem Beispiel beschrieben.

Betrachtet man die bindren Produkte der Entropieproduktion (5.12) genauer, so
erkennt man, dass immer ein Faktor durch die Variablen (4.1) und deren Ableitungen
bestimmt ist. Der andere Faktor ist von einer noch nicht festgelegten konstitutiven
Funktion (4.2) abhéngig. Die Schliefung stellt zwischen den Faktoren der Summanden
geeignete Beziehungen her. Diese Beziehungen sind die gesuchten thermodynamisch
konsistenten Materialfunktionen.

Erster Ansatz - Lineare Schlieffung. Der einfachste Ansatz zur Bestimmung der Ma-
terialgleichungen nimmt an, dass die Gréfen N4 und P4 proportional sind:

Na=LAPy . (5.14)

Hierzu werden die positiven phanomenologischen Koeffizienten L4 € R eingefiihrt.
Diese diagonale Schliefsung ignoriert wichtige Kreuzeffekte wie den Soret-Effekt oder
Dufour-Effekt.

Zweiter Ansatz - Lineare Schlieffung mit Kreuzeffekten. Kreuzeffekte entstehen durch
Kopplung einzelner Dissipationsmechanismen. Dies geschieht mithilfe einer positiv
definiten Matrix K:

Na=> KapPp . (5.15)
B

Hierdurch werden alle Kreuzeffekte in der Modellierung abgedeckt und die notwendige
Bedingung & > 0 ist erfiillt.

Untersuchungen zu thermoelektrischen Effekten von W. Thomson zeigten, dass zwi-
schen den phanomenologischen Koeffizienten der Matrix K 45 Symmetriebeziehungen
existieren [73, S. 237-241]. In den Arbeiten von L. Onsager und H.B.G. Casimir werden
diese Symmetriebeziehungen fiir gewohnliche Differentialgleichungen, also fiir homo-
gene Prozesse, auf einer statistisch-mechanischen Basis hergeleitet [62, 63, 17, 55]|.
Diese Symmetriebeziehungen sind als Onsager-Casimirschen Reziprozitéitsbeziehun-
gen bekannt.

Mithilfe des nachfolgenden entropieneutralen Ansatzes werden diese Symmetriebe-
ziehungen erfiillt. Es sei hierzu auf die anschliefende Diskussion und die Arbeit [13]
verwiesen.

Dritter Ansatz - Lineare entropieneutrale Schlieffung. Die Symmetrie folgt, falls die

Kreuzeffekte entropieneutral eingefiihrt werden. D.h. Kreuzeffekte erzeugen keine zu-
satzliche Entropieproduktion [13|. Zunéchst wird ein Spezialfall betrachtet, um die
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zugrunde liegende Idee zu veranschaulichen. Hierzu wird eine Entropieproduktion mit
nur zwei Produkten betrachtet:

NP+ NoPy >0 . (5.16)

Die Faktoren Ny, Ny, P, und P, sind objetive Tensoren der selben Stufe. In (5.16)
wird nun eine kiinstliche Null, also eine entropieneutrale Erweiterung, eingefiihrt:

(N1 — DN3)Py + No(DPy + P3) >0 . (5.17)

Der phanomenologische Koeffizient D kann beliebig gewéhlt werden. Wichtig ist, dass
nur Grofen gleicher Paritidt zusammengefasst werden. Wendet man jetzt die lineare
Schliefung (5.14) an, so folgt

Ny L+ LyD* DL, P, _
- >
( N2 ) < DL2 L2 ) ( P2 > mit L17L2 sl 0. (518)

Die Koeffizientenmatrix Schliessung ist symmetrisch und positiv definit.
Wird nun die Beziehung (5.17) derart umgestellt, dass zwischen Gréfen unter-
schiedlicher Pariatéit gemischt wird,

(JIZ;):(—LLID?)(]]\%) (5.19)

dann ist die Koeffizientenmatrix in dieser Darstellung auch positiv definit aber anti-
symmetrisch.

Um diesen entropieneutralen Ansatz zu verallgemeinern, stellt man die entropie-
neutrale Erweiterung (5.17) wie folgt dar:

S (NaME)(MpcPe) >0 mit Mg = ( o ) (5.20)

AB,C

Die Matrix M4p ist eine reguldre Matrix, die von dem phénomenologischen Koeffizi-
enten D abhéngig ist.

Der allgemeine entropieneutrale Ansatz basiert auf der Verwendung einer beliebigen
reguldren Matrix M. Die allgemeine Entropieproduktion (5.13) laft sich fiir eine
beliebige reguldre Matrix schreiben als

> NuPy= > (NaMyp)(MpcPc) >0 (5.21)

A,B,C

Wéhlt man nun, wie im Beispiel zuvor, die lineare Schlieftung (5.14) fiir die Grofsen
NaM 3 und MpcPe, so erhilt man den Ansatz

Na=Y_ MpaLpMpcPe (5.22)
B,C
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mit positiven phdnomenologischen Koeffizienten Lg. Es folgt dann, dass die Koeffizi-
entenmatrix Ko =Y 5 MpaLpMpe symmetrisch und positiv definit ist.

Vierter Ansatz - Nicht-lineare entropieneutrale Schlieffung. Eine weitere Moglichkeit
die Materialgleichungen konsistent zu wahlen, ist folgender nicht-linearer Ansatz:

NA = —LA<1 - eXp(KAPA)) . (523)

Die phédnomenologischen Koeffizienten L4 und K4 miissen positiv sein. Bei diesem
Ansatz werden, wie im linearen Fall (5.14), keine Kreuzeffekte berticksichtigt.

Wird der Ansatz (5.23) auf die entropieneutrale Erweiterung (5.21) von (5.13)
angewendet, erhdlt man einen nicht-linearen Ansatz mit Kreuzeffekten,

Na=-Y MpaLp (1 —exp <KB 3 MBCPC>> . (5.24)
B C

Hierbei sind die Koeffizienten Lg und Kpg positiv und die Matrix M regulédr. Im
Anhang Abschnitt B.3 findet man den Beweis, dass dieser Ansatz die Ungleichung
(5.13) erfiillt. Ein Symmetriebeziehung wie im linearen Fall (5.22) gibt es nicht mehr.

Befindet sich das System nahe einem Gleichgewichtszustand, so dass fiir die Grofen
gilt 0 < |P,| < 1, so darf die Exponentialfunktion in (5.24) linearisiert werden. Man
erkennt sofort, dass in diesem Fall der nicht-lineare Ansatz (5.24) in den linearen
Ansatz (5.22) iibergeht und somit beide Ansétze nahe einem Gleichgewichtszustand
aquivalent sind.

Explizite Materialgesetze fiir die konstitutiven Funktionen des Volumens. Die
Zerlegung der Entropieproduktion (5.12) in die Struktur (5.13) zeigt, dass eine Viel-
zahl von theoretisch moglichen Kreuzeffekten existiert. Diese werden nicht alle be-
riicksichtigt um die Komplexitéit der resultierenden Materialgleichung so einfach wie
moglich zu halten. Die hier verwendeten Schliefungen orientieren sich an den Mate-
rialgleichungen der Literatur [55, 58|.
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Die Entropieproduktion (5.12) wie folgt zerlegt

£E= (T’J lTkk(sij) ( 1Dkk5”) + ——Tklel - = Z <Z ’yamozﬂoz>

T
=£sv fvv:CR
0 (1\ = i 0 (Ha 1 L (za0  2ne
i Moo AN\ L a0 <NC0 7
+(q' +(5><M))axz<f>_;]a(axi<7’ T> T(ma mw)g)
—&rp
oh 1 N [- 1_.,000 O
<t T _ P _
+(apz+ 5)(13 ZP ((%:j 3:1:1))
P
oh N Y, (L, 1Y
J I M —
+((9MJ+ B> <M +2M (8xj 8xz>> . (5:25)
£na

Hierbei wurden folgende Abkiirzungen verwendet:

1] 1] [ s¥i | 1 A 7 T ah uni ah uni
TJ = tj +%(M B’ +M]B ) - %(5 PJ +g]P) (aFumF’]k + aFumEk >

al T 0Oh
- (pu —Th=)" patia+ 55 T TN puni gk ph o M’“B’“)(SU . (5.26)
a=1

1 /ot O
D;; = 5 (8933' + &yi) : (5.27)

Die Zerlegung (5.25) unterteilt die Entropieproduktion in die Dissipationsmechanis-
men: Thermodiffusion, chemische Reaktionen mit Volumenviskositét, Scherviskositét,
Polarisation und Magnetisierung. Nur innerhalb dieser Gruppen werden Kreuzeffekte
beriicksichtigt werden.

Fiir die konkrete Wahl der Materialgleichungen werden die zuvor diskutierten
Schlieffungen miteinander kombiniert.

Thermodiffusion. Die Kreuzeffekte zwischen den einzelnen Massenfliissen werden
durch den Ansatz (5.22) realisiert. Hingegen erfolgt die Kopplung zwischen dem
Wiérmefluss und den Massenfliissen mit der entropieneutrale Schliefung (5.17). Hier-
fiir werden die phinomenologischen Koeffizienten DIP € R und die regulire Kof-
fizientenmatrix N,g € RW=Dx(N=1) eingefiihrt. Die Entropie-Produktion &rp wird
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geschrieben als

N
§tp = (Qi +(Ex M) + ZDZDJ;>% (%)

a=1
B N B
P\ 9zi\T T T\m, mn

a,B,y=1
0 (1
TD _ TD L
+ (D3P = D) (T)) . (5.28)

Beachte, dass sich alle Terme mit den phinomenologischen Koeffizienten DIP € R
aufheben. Die Materialfunktionen fiir den Warmefluss und die (N — 1) Massenfliisse
werden mithilfe der linearen entropieneutralen Schliefung bestimmt,

e oS (o) - K2
(5.29)

Jo = —&VT—NX_:lM (v(@—@)—l(@—zfve(’)s)

«T ~ NNT 1) T\ my my '
(5.30)

Fiir diese Darstellung wurden folgende Koeffizienten eingefiihrt:
Mas =Y NyoK Nog (5.31)
F=kK+ (DLP — DRP )Mo (D3P — DRP) | (5.32)
Lo =Y (DY’ = DIP)M,p . (5.33)

Die Koeffizienten x und K, sind positiv, so dass der resultierende Koeffizient & posi-
tiv und die resultierende Matrix M,5 € ROV=U*WV=1 symmetrisch und positiv definit
sind.

Volumenuiskositat und Chemische Reaktionen. Zur Bestimmung der Reaktionsraten
R® und des Spuranteils des Spannungstensors t** wird zwischen den beiden zugeho-
rigen Dissipationsmechanismen, wie im Fall der Thermodiffusion wird der entropie-
neutrale Ansatz (5.17) gewéahlt. Die Entropieproduktion &y, cg ldsst sich schreiben
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als

11 M N
§vvicr = 3T (Tkk — Z (Z”ngaua> DaCR> Di:
a=1 a=1
M N
1 DCR
~ 7 (Z fygmaua> <R“ - %Dkk’) . (5.34)
a=1 a=1

Hierzu wurden die phiinomenologischen Koeffizienten DSF € R eingefiihrt. Chemische
Reaktionen weichen oft stark vom Gleichgewicht ab [13, 9]. Es ist deshalb sinnvoll
fiir chemische Reaktionen die nicht-lineare Schlieffung zu verwenden,

M Qo M N DCR
R — ZAbaRg (1 — exp <ﬁ ZAbdZVimaHa)> + %Dkk . (5.35)
b=1 d=1 a=1

Die Koeflizienten A%, Rf sind positiv und die Matrix A, ist reguldr. Fiir die Volu-
menviskositat wird die lineare Schliefung gewahlt

DCR N
(D imata) (5.36)
a=1

wobei der phéanomenologische Koeffizient (A + %77) > 0 eingefiihrt wurde.

M
lTkk = ()\ + %ﬁ)T'Dkk + Z
a=1

3

Scherviskositat. Die Materialfunktion fiir den Deviator des Spannungstensors folgt
aus der Entropieproduktion &gy mithilfe der linearen Schliefsung,

T — AT = 29T (D, — 4Dyud") (5.37)

Der phanomenologische Koeffizienten 7 ist positiv.
Die Gleichungen (5.36) und (5.37) liefern die Materialgleichung fiir den Spannungs-
tensor £,

o T( Oh i Oh ZN T Oh i cis
t’L] - _[un _ fruni ( - T o oo - .Fum) 51]
2 <8E‘;i“‘ T OFy ) e 2 Pelt Y

+ 1 EPI 4+ &P - LM B + MIBY) — EFPF 6 + M BF§

. y ot ol 1 L X . CR
+ AT div(v)d™ + 77T( + > + - Z (Z%maua>Da 67 . (5.38)
a=1

oxrd  Oxt 3

Polarisation und Magnetisierung. Der Polarisationsvektor P und die Magnetisierung
M werden ebenfalls mithilfe der linearen Schliefung ohne Kreuzeffekte bestimmt,

1 _sovt O oh 1 .
P i T pJ o — st
T (p 5P (W axi)> 55 e (5.39)
o1 ot OV oh 1.
M i - 7 - — I
7 (M +5M (&rj W)) IR (5.40)

Hier sind 77 und 7 zwei positive phinomenologische Koeffizienten.

61



5.4. Diskussion und Anmerkungen

5.4.1. Die Onsager-Casimirschen Reziprozitatsbeziehungen

In der klassischen Arbeit [55] von J. Meixner und H.G. Reik wird die Entropie-
Produktion analog zu (5.6) als Summe binérer Produkte dargestellt:

= YaXy. (5.41)
A

Die Grofen Y4 und X4 werden bei J. Meixner und H.G. Reik als Fliisse und (ther-
modynamische) Kréfte bezeichnet. Die Autoren wéhlen einen linearen Ansatz zur
Schliefsung,

Ya=> LapXp  mit Lz positiv definit . (5.42)
B

Dariiber hinaus fordern sie, dass die Koeffizientenmatrix die Onsager-Casimirschen
Reziprozitatsbeziehungen (kurz O.C.R.B.) erfiillen miissen. Diese Beziehungen gehen
auf L. Onsager und H.B.G. Casimir zuriick. L. Onsager stellte bei Untersuchungen
irreversibler Prozesse in der statistischen Mechanik fest, dass fiir lineare Anséitze
die phédnomenologischen Koeffizienten gewissen Symmetrieeigenschaften unterliegen
[62, 63, 55]. Den Beweis erbrachte L. Onsager fiir den Fall, dass auf makroskopischer
Skala ein System gewdhnlicher Differenzialgleichungen vorliegt. Die Ubertragung auf
ein System partieller Differentialgleichungen ist bis heute im Allgemeinen nicht ge-
lungen. Nur innerhalb kinetischer Theorien ldsst sich eine entsprechende Symmetrie
in den Materialgleichungen nachweisen [35]. Im Rahmen von partiellen Differential-
gleichungen wurden die Onsagerschen Symmetriebeziehungen durch H.B.G. Casimir
erganzt. Er entdeckte die notwendige Unterscheidung zwischen Gréfen mit positiver
und negativer Paritit [17, 55].

Die O.C.R.B. fordert, dass zwischen den Koeffizienten der phinomenologischen
Matrix L ap folgende Beziehung bestehen muss:

LAB:5A53LBA . (543)

Hier ist €4 = 1 falls die zugehorige Kraft X4 gerade Paritét besitzt, und € = —1 falls
sie ungerade Paritét besitzt.

Bei der linearen entropieneutralen Schliefung (5.22) wird die Paritat der Grofen
beachtet. Hierdurch erfiillen die Materialgleichungen, welche durch die lineare entro-
pieneutrale Schlieffung bestimmt werden, die Onsager-Casimirschen Reziprozititsbe-
ziehungen.

Ein wesentlicher Vorteil der hier eingefiihrten entropieneutralen Schliefung gegen-
iiber der O.C.R.B. ist, dass sie sich auf nicht-lineare Ansétze verallgemeinern lasst.
So wird beispielsweise durch die nicht-lineare entropieneutrale Schliefung (5.24) ga-
rantiert, dass nahe einem Gleichgewichtszustand das linearisierte Materialgesetz die
0O.C.R.B. automatisch erfiillt.
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5.4.2. Anmerkung zu den phanomenologischen Koeffizienten

Die Entropieproduktion (5.12) besitzt die allgemeine Struktur

= NaPa+ > Ni-Pa+ Y No:Py>0, (5.44)
AeS Aey AeT

wobei sie in Produkte objektiver Skalare S, objektiver Vektoren V und objektiver Ten-
soren zweiter Stufe 7 unterteilt ist. Um bei der Einfithrung der Materialgleichungen
im Abschnitt 5.3.2 nicht zwischen den Klassen &,V und 7T unterscheiden zu miis-
sen, wurden ausschliefslich objektive Skalare fiir die Schlieflung verwendet. Die Wahl
konsistenter Materialgleichungen mit objektiven Tensoren héherer Stufe ist moglich.
Dies soll hier am Beitrag der objektiven Vektoren V zur Entropieproduktion (5.13)
veranschaulicht werden,

> NyPL>0. (5.45)
Aey

Wiéhlt man analog zur linearen Schliefung (5.14) einen linearen Ansatz aber mit
objektiven Tensoren zweiter Stufe L, so erhélt man

Ni=LYP, fir AcV. (5.46)

Es wird festgesetzt, dass die Einsteinsche Summenkonvention ausschliefslich fiir kleine
lateinischen Buchstaben gilt. Damit die Ungleichung (5.45) erfiillt wird, miissen die
Matrizen L, positiv definit sein. Wéhlt man Li‘j = L40Y so resultiert die lineare
Schliefung (5.14).

Bei der Schliefsung sollen Kreuzeftekte und Symmetrien der phéanomenologischen
Koefhizienten berticksichtigt werden, so erweitert man (5.45) folgendermafsen entropi-
eneutral:

> NYMLD;'MpeDj P >0 . (5.47)
A,B,CeY

Die Matrizen Msp und D;; sind hierbei regulér. Die lineare Schliefsung liefert dann

Ni= > MpaDuLhDiMpcPl  fix A€V, (5.48)
B,CeVy

wobei die Koeffizienten L% positiv sind. Die Koeffizientenmatrix
Ko = MpaDy; L} Dy Mpe (5.49)
erfiilllt dann folgende Symmetriebedingungen

K, =KJ, ud Kj,=K),. (5.50)
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5.4.3. Aquiprisenz-Prinzip

In der Literatur wird hiufig bei der Auswertung des Entropie-Prinzips das Aquiprisenz-
Prinzip von C. Truesdell beachtet |75, S. 704]:

A wariable present as an independent variable in one constitutive equation should
be so present in all.

Dieses Prinzip wurde bei der Formulierung des Entropie-Prinzips im Abschnitt 5.3.2
nicht verwendet. Es héitte zur Folge, dass die Variablenliste in der Materialfunktion h,
Gleichung (5.7), erweitert werden miisste. Insbesondere miisste die Materialfunktion
h von den Gradienten der Massendichten Vp, und dem symmetrischen Anteil des
Geschwindigkeitsgradienten Vv abhéngig sein, damit die Materialgleichungen fiir die
Massenfliisse (5.30) und den Spannungstensor (5.36) zuléssig sind. Es zeigt sich, dass
eine solche Erweiterung der Materialfunktion A die Auswertung des Entropie-Prinzips
stark erschweren wiirde. In den Arbeiten [48, 58| werden die Materialgleichungen
mittels des Entropie-Prinzip und des Aquiprisenz-Prinzip hergeleitet. Im Fall ohne
elektromagnetische Felder reduziert sich der Variablensatz der Materialfunktion h auf
den hier verwendeten Ansatz (5.7) fiir die Entropiedichte.

5.4.4. Freie Energiedichte und Warmeleitungsgleichung

Eine zentrale Rolle in der Thermodynamik spielt die Temperatur 7. Sie ist geméls
(5.8)1 als Ableitung der Entropiedichte pn nach der inneren Energiedichte pu definiert.

Die Materialgleichungen werden iiblicherweise als Funktionen der Temperatur 7'
und nicht als Funktion der inneren Energiedichte pu angegeben. Deshalb wird die
freie Energiedichte pi eingefiihrt:

p=pu+M-B—Tpn. (5.51)

Mithilfe einer Legendre-Transformation wird die innere Energiedichte als Variable
durch die Temperatur ersetzt. Die innere Energiedichte pu ist dann eine Funktion der
Variablen

(T,pl,...7p2,Fum,P,M) . (552)

Setzt man die innere Energiedichte in die Definition (5.51) der freien Energiedichte
ein, so ist die freie Energiedichte auch eine Funktion der Variablen (5.52).

Die Legendre-Transformation liefert folgende Zusammenhénge zwischen der freien
Energiedichte pi» und der Entropiedichte pn bzw. der Materialfunktion h:

0 .
%:—pn und — =——=— fir Ae{p,p2...,pn, F", P, M} .

(5.53)
Aus der Definition (5.51) und den Transformationsvorschriften (5.53) erhélt man

folgende Beziehung zwischen innere Energiedichte und freier Energiedichte:

i(ﬁ¢> __putM- B (5.54)

oT\ T T2
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Warmeleitungsgleichung. Die innere Energiebilanz (4.8) wird nach dem Varia-
blentausch von pu und T zur Berechnung der Temperaturen 7' genutzt. Um diesen
Unterschied zu verdeutlichen, wird die innere Energiebilanz deshalb im Weiteren als
Warmeleitungsgleichung bezeichnet.

FEine geeignete Darstellung der Warmeleitungsgleichungen erhéalt man aus der in-
neren Energiebilanzen in den Versionen (3.28) und der Beziehung (5.54). Die Wér-
meleitungsgleichung im Volumen lautet

() () ez

- (tiﬂ‘ L MBI P E. P(W') % 4 PIE L MIB &R (5.55)

5.4.5. Druck und Gibbs-Duhem-Gleichung

Eine wichtige thermodynamische Grofe ist der Druck p. Er ist definiert als
p=—3t". (5.56)

Aus der Materialgleichung (5.38) des Spannungstensors ¢ folgt, dass Druckdnderungen
durch vielfaltige physikalische Phanomene hervorgerufen werden kénnen. Diese sind
Viskositat, Polarisation, Magnetisierung und chemische Reaktionen.

Wird fiir die Entropiedichte pn = h(pu, p1, ..., py) angenommen und setzt man die
Materialgleichung (5.38) fiir den Spannungstensor t in die Beziehung (5.56) ein, so
folgt die Darstellung

N

N M
: 1 a
p=—pu+Tpn+ E Patia — (A + 2n) div(v) — 3 E ( g 7ama,ua)DaCR . (5.57)

a=1 a=1 a=1

Werden zudem noch die Volumenviskositat und die chemischen Reaktionen vernachlas-
sigh, d.h. A + %77 =0 und DY® = 0, so erhilt man die einfache Beziehung

N
p=—pu+Tpn+Y  pafia (5.58)

a=1

Diese Beziehung ist als Gibbs-Duhem-Gleichung in der Literatur bekannt [20, 58].

5.4.6. Materialgleichungen in der Literatur

Die Literatur zu Materialgleichungen in der Thermodynamik ist sehr umfangreich,
deshalb beschréinkt sich die anschliefslende Diskussion auf Arbeiten ausgewéhlter Au-
toren.
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J. Meixner/H.G. Reik. J. Meixner und H.G. Reik leiten in ihrer Arbeit [55] zur
Thermodynamik irreversibler Prozesse Materialgleichungen fiir viskose Fliissigkeiten
mit chemisch reagierenden Komponenten her. Polarisierbare oder magnetisierbare
Korper werden bei der Herleitung nicht betrachtet. Das Entropie-Prinzip von Meix-
ner und Reik ist dhnlich zu der hier verwendeten Formulierung, verwendet aber aus-
schliefslich lineare Ansétze fiir die Materialgleichungen. Fiir die phénomenologischen
Koeffizienten fordern Meixner und Reik die Onsager-Casimirschen Reziprozitétsbe-
ziehungen, welche hier aus einem entropieneutralen Ansatz resultieren.
Ohne elektromagnetische Felder und mit der Entropiedichte

pn:h(puupDIOQ?"'upN) (559)

sind die Materialgleichungen von Meixner und Reik, [55, Ziff. 7], identisch zu dieser
Arbeit.

S.R. deGroot/P. Mazur. In der Arbeit [20] nutzen S.R. deGroot und P. Mazur
ebenfalls ausschliefslich lineare Ansétze fiir die Materialfunktionen, und die phéno-
menologischen Koeffizienten werden durch die Onsager-Casimirschen Reziprozitéts-
beziehungen eingeschrankt.

Im Kapitel IV §2 leiten deGroot und Mazur die Materialgleichungen fiir Wéarme-
fluss, Massenfliisse, Spannungstensor (viskoser Anteil) und Reaktionsraten fiir eine
viskose Fliissigkeit bestehend aus N Stoffen her. Polarisation oder Magnetisierung
werden hier nicht behandelt und erst im Kapitel XIV diskutiert.

Um die Materialgleichungen dieser Arbeit mit denen von deGroot und Mazur |20,
Kapitels IV] vergleichen zu kénnen, muss die Entropiedichte wie folgt eingeschrankt
werden

pn = h(pu, p1, p2, ..., pN) - (5.60)

Wihlt man fiir die phéinomenologischen Koeffizienten DX in (5.29) und (5.30) fol-
genden Ansatz

DI — _; + D' mit DI eR, (5.61)

so lassen sich nach kurzer Rechnung die Materialgleichungen fiir den Wéarmefluss und
die Massenfliisse von deGroot und Mazur in Ubereinstimmung mit den Resultaten
dieser Arbeit bringen. Die linearisierte Materialgleichung (5.35) fiir die Reaktions-
raten und die Materialgleichungen fiir den Spannungstensor entsprechen denen von
deGroot und Mazur.

Im Kapitel XIV betrachten deGroot und Mazur polarisierbare und magnetisierbare
Stoffe. Die Rechnungen sind sehr aufwendig und deGroot und Mazur beschréinken sich
auf die Formulierung einer Materialgleichung fiir den Polarisationsvektor im Falle
ruhender Materie, d.h. v = 0.

Die Herleitung der Materialfunktionen fiir die Polarisation P und Magnetisierung
M basiert in dieser Arbeit auf den Gleichungen (4.12); 5. Im Gegensatz hierzu, nutzen
deGroot und Mazur zwei Bilanzgleichungen fiir P und M die aus der Massenbilanz
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fiir p abgeleitet werden, |20, S. 377]. Sie erhalten fiir ein ruhendes Material, v = 0,
die Materialfunktion, siehe [20, S. 400],

oP L1
—=——|—P—-FE|. .62
ot T(Xao ) (5.62)

L ist der positive phanomenologische Koeffizient und y ist die elektrische Suszepti-
bilitdt. Um diese Materialgleichung mit (5.39) vergleichen zu kénnen, muss die Ma-
terialfunktion h fiir die Entropiedichte geeignet gewéhlt werden. Die Formulierung
der Materialgleichungen hierfiir ist in Termen der freien Energiedichte py) wesentlich
einfacher. Es wird folgende Materialfunktion fiir pi) gewéhlt

p = p(T,pr,- . pv) + 32| PP (5.63)

Unter der Annahme v = 0 folgt aus der Materialgleichung (5.39)

oP A
- T (pP_E). 64
ot T(X50 ) (5.64)

In diesem einfachen Fall sind die beiden Materialfunktionen (5.62) und (5.64) iden-
tisch, falls L = 71 gilt.

I. Miiller. 1. Miiller behandelt in den Arbeiten [58, 49| das gekoppelte System von
Bilanzgleichungen und Maxwell-Gleichungen ausschliefslich fiir einkomponentige po-
larisierbare und magnetisierbare Materialen ohne freie Ladungsdichten. Die Variablen
der Entropiedichte bei I. Miiller sind: p - Massendichte, v - baryzentrische Geschwin-
digkeit, T' - Temperatur, £ - elektromotorische Intensitiat und B - magnetische Flufs-
dichte. Dagegen ist in dieser Arbeit das elektromagnetische Feld beschrieben durch
die Variablen P - Polarisation und M - Magnetisierung.

Aus mikroskopischer Sicht ist die letztere Wahl natiirlicher, weil hierdurch die Ei-
genschaften Polarisation und Magnetisierung unmittelbar charakterisiert werden. Po-
larisation entsteht in einem Material weil es neben freien Ladungen mikroskopische
elektrische Dipole gibt, und der Vektor P gibt die makroskopische Dichte der Dipole
an. Bei der Magnetisierung handelt es sich um atomare Kreisstrome, deren makro-
skopische Dichte durch die Magnetisierung M représentiert wird. Treten in einem
Material diese Phanomene auf der makroskopischen Ebene nicht auf, gilt P = 0 und
M = 0. Selbst in diesem Fall kann es natiirlich in dem Material ein elektromagneti-
sches Feld geben, d.h. E # 0 B # 0.

Aus Sicht der Thermodynamik gibt es einen weiteren, viel zwingenderen, Grund P
und M als Variable in der Entropiedichte zu wihlen. Dieser Grund soll jetzt disku-
tiert werden. Die beiden unterschiedlichen Variablenséitze (P, M) und (€, B) fiithren
zwangslaufig zundchst zu zwei unterschiedlichen Definitionen der freien Energiedichte:

o = pu —TC s+ M-B und pp™ = pu—TMps — P - & . (5.65)
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Es entstehen natiirlich auch zwei unterschiedliche Definitionen der Temperatur, die
hier aber nicht diskutiert zu werden brauchen. Die zugehorigen Materialfunktionen
lauten dann

p% = p (T p, PoM) und pp™ = pb™M(T™M, p €, B). (5.66)

Im Formalismus dieser Arbeit konnen fiir die beiden unterschiedlichen Variablensét-
ze die entsprechenden Entropieproduktionen berechnet werden. Es wird hier nur der
Anteil aufgrund von Polarisation betrachtet. Die Argumente hinsichtlich der Magne-
tisierung sind analog. In dieser Arbeit wurde hergeleitet

OpyCC 1 ot O
CG _ i vt __ Pl —
R R )
und fiir I. Miiller’s Wahl folgt
w1 i, Op™ i ov' Ov?
O O ) FI

Wie iiblich folgen hieraus thermodynamisch konsistente Materialgleichungen. In die-
ser Arbeit lautet die einfachste Moglichkeit

ov' v’ 1 . OpyYCe . p
i T pj _ - i
ta (P P (8xﬂ 8x1)) TG (5 5D ) mit 7oq >0, (5.69)

und nach I. Miiller’s Variablensatz gilt dann

Z vt g\ 1 dpy™ . p
TIM (5 — —5 (aCL’J @(L‘Z>> - —TW<R + 8—&> mit TIM Z 0. (570)

Wenn die Polarisationsprozesse im lokalen Gleichgewicht ablaufen, d.h. 7/, = 0 und
P .

0 CcG IM
Py und P = _8p¢ .

oP 0E
Beide Ansétze sind im lokalen Gleichgewicht dquivalent, wenn die freien Energiedich-
ten derart gewahlt werden, so dass in beiden Modellen gilt

P =x€&. (5.72)

g:

(5.71)

Allerdings, fiir 78 > 0 und 7; > 0 gibt es keine Aquivalenz mehr. Nur der Ansatz
aus dieser Arbeit ist akzeptierbar. Es folgt ndmlich mit der Beziehung (5.72)

R I

(-3 (G5 =) o

Der Fall v = 0 zeigt sofort das Problem des Variablensatzes von 1. Miiller, welcher
den Ansatz (5.74) nach sich zieht. In der vorliegenden Arbeit folgt fiir € = 0 eine
Relaxation der Variablen P auf Null, was zu erwarten ist. Hingegen entwickelt das
elektrische Feld beim zweiten Ansatz fiir P = 0 unendlich grofte Werte.
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5.5. Entropie-Prinzip fiir singulare Flachen

Die Formulierung des Entropie-Prinzips fiir singulére Flachen lasst sich in einfacher
Weise vom reguldren Volumen iibertragen:

Universeller Teil

I Die Entropiedichte pn, der Entropiefluss ¢ = ¢27 A und die Entropieproduktion
¢ sind durch Materialgleichungen gegeben, welche die Bilanzgleichung

O (pn) + (P17 + 6718 — 2karvupn = € = [on(v, —v)] = [&] . (5.75)

s

erfiillen.

IT pn und ¢ sind objektive Skalare und ¢ ist ein objektiver Vektor.

[T Die Entropieproduktion £ besitzt folgende Eigenschaften:

(i) Die Entropieproduktion ¢ ist nicht-negativ fiir jede Losung der Bilanzglei-
chungen und der Maxwefl—Gleichungen.

(ii) Die Entropieproduktion ist gegeben durch eine Summe aus bindren Pro-
dukten
fZZNAPAZU, (5.76)

wobei N 4 ungerade und P A gerade Paritat besitzen. Die Faktoren N 4 und
P A elneb Produktes N AP 4 sind objektive Tensoren der selben Stufe Jeder

D18$1pat10nsmechamsmus wird durch ein Produkt N4 P, repréasentiert.

(iii) Die Entropieproduktion ist Null im Gleichgewicht.

Materialabhangiger Teil

IV Die Entropiedichte pn ist gegeben durch eine konkave Materialfunktion h von

unabhéangigen Variablen

pn = h(pu, P12 N TR (5.77)

S 55 s s

V Die (absolute) Flachentemperatur 7" und die chemischen Fléchenpotentiale fi,

sind definiert als

1 oh Ha oh
— == d == 5.78
T Opu e T 0pa ( )
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Im Gegensatz zum Volumen wird angenommen, dass die Entropiedichte pn nicht
s S8
von elektromagnetischen Feldern abhéngig ist. Durch diese Annahme werden tan-

gentiale Flachenbeitrage zur Polarisation und zur Magnetisierung der Fliche ausge-
schlossen.

5.6. Auswertung des Entropie-Prinzips fiir singulare
Flachen

Ziel dieses Abschnittes ist die Bestimmung der Materialfunktionen des Warmeflusses
q, der Massenfliisse J, des Spannungstensors £ und der Reaktionsraten R®. Dariiber
S S S

S

hinaus miissen noch die Materialfunktionen fiir die Normalanteile ¢, J;-, und ¢* - v
bestimmt werden.

Die Auswertung des Entropie-Prinzips fiir singuldre Fliachen erfolgt analog zum
reguldren Volumen. Zunéchst wird der Entropiefluss ¢ geeignet gewéhlt, so dass die

Entropieproduktion ¢ die bindre Struktur (5.76) besitzt. Danach werden thermody-

S
namisch konsistente Materialfunktionen abgeleitet.

5.6.1. Bestimmung der Entropieproduktion

Einsetzen der Materialfunktion (5.77) in die Entropiebilanz (5.75) und ersetzen der
Zeitableitungen durch die Bilanzgleichungen (4.13)—(4.15)% liefert nach einigen Um-

2Die Verwendung der Darstellung (3.60) fiir die innere Energiebilanz empfiehlt sich fiir die Umfor-
mung.

70



formungen die Identitét:

= <¢ ST Z ”‘“‘“>||A

304*

8h Ns 3h

SFA+T unli sro U—Th—z T unli AT

T a unlz 9 fs <'s lsj’aé)a 8 uni,i s 9
a=1

' (%(gFAgﬂj}HA + gAAg?HF) - bFAgzx>

+[waw<Tpn+z~apa><vu—g»><%—%)ﬂ

N
+ T [[(t” - &P+ M'B — (pu —Tpn— E fiapa — EFPY + /\/lkBk>5”

+ (P x B)'(v —v') = (4p(v = v)* + Tp( — %N))W)v](v -]
— [[N:l (Jy,a + palvy — gu)> <%(Ma — [in) — %(/;ca — ;:zv))ﬂ (5.79)

Fiir diese Darstellung wurden die Nebenbedingung Za 1Ja =0, ZNS J =0, die

Symmetriebedingung ST = ST2 und die Identitéiten

o oh oh
5 panbt = 2 _pamt und *_pl =0 5.80
aTxnl,z » Y aT;nl,z » Y aTxnl,z D) ( )

ausgenutzt. Die Identitéten (5.80) folgen aus dem Prinzip der Materiellen Objektivitét
und werden im Anhang B.2 bewiesen.
Analog zum Volumen (5.9) wird der Entropiefluss fiir die Flache definiert als

q Ha
=2 _ =7, . 5.81
6= =Y (551)

Diese Wahl des Entropieflusses legt die Entropieproduktion fest. Sie besitzt die bi-
néare Struktur (5.76) und deren Faktoren erfiillen die Transformationseigenschaften
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beziiglich euklidischer Transformationen:

1lora on ii ST = oh ii\ AI'
= — |9 +T S“Tunl,z o ( w—Th — N a+lT SHTum,z) :|
§ T |: s 872““ » 9 fs <'s ;/j 6 2% aT;nl,z b g

S

’ <% (gFArg;/}HA + gAAg-,[-\HF) - bFAéﬁ/)

stl /"LOC #N

° 1 rza€0  Zn.€0 _ _\T
B SN (G BT E R P
;S’<T T Jja Thma  ma, ’ T

S

1 1 & X
A a a
+0* (), 0~ 7 2 (Do mans ) B
s T/ TZ ;Zﬂ e )

[t Mt o )0 0) (- 7)]

+ % [[(tij — &P+ M'B7 — (pu —Tpn — éuapa — &FpPF 4 /\/lkBk>5ij
+(Px B)'(v) ')~ (3p(v —v) + Tp( T - %N))é”) (o' = v)]

S

=z

-1

B () () - )]

5.6.2. Wahl der Materialgleichungen

Ein Vergleich der Flachenentropieproduktion (5.82) mit der Volumenentropieproduk-
tion (5.12) zeigt deren grofe Ahnlichkeit. Die Entropieproduktion des Volumens be-
sitzt zwei weitere Dissipationsmechanismen fiir Polarisation und Magnetisierung. Die-
se wurden im Fall der singuldren Fldache durch die Einschrankung, dass die Material-

funktion A nicht von elektromagnetischen Feldern abhéingt, ausgeschlossen.
S

Es sind zwei unterschiedliche Klassen von Dissipationsmechanismen auf der Fli-
che zu unterscheiden. Die erste Klasse enthélt ausschlieflich Fliisse tangential zur
Fléche, wiahrend die zweite Klasse durch Fliisse normal zur Fliche gebildet wird. Es
besteht die Moglichkeit zwischen den beiden Klassen Kreuzeffekte einzufiigen, |9]. So
konnen beispielsweise die Massenfliisse J;5, mit den chemischen Produktionsraten _é%a

gekoppelt werden.
Bei der Wahl der Materialfunktionen werden hier nur Kreuzeffekte zwischen dem
Warmefluss ¢ und den Massenfliissen J, betrachtet.

s

Fiir die Wahl der Materialgleichungen werden die Entropiebeitrage in ihren karte-
sischen Koordinaten dargestellt. Beispielsweise wird der Beitrag des Warmeflusses in
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(5.82) dargestellt als
(1), =0 (0 (7)) (559

In dieser Darstellung werden die Materialgleichungen analog zum Volumen mit ob-
jektiven Skalaren als phdnomenologische Koeffizienten formuliert.

Thermodiffusion tangential zur Flache. Mithilfe der entropieneutralen linearen
Schliefung erhilt man fiir den Warmefluss und die Massenfliisse

R
¢ = — 739" Dhir
No—1 Ha KN,
1 _ \A
), s
i T T /)i Thimsg my, T
(5.84)
A La A
5" AT
‘S]Ta_ _ﬁg (Z)HF

s

g Hg— HN 1 /zge0  zn.€ A
=3 Mo | (5 - ) - 2(BR - (BexB) |
2.0 5[9 (T T>|F T\my; ~ mx TUxE),

(5.85)
Die Matrix der phdnomenologischen Koeffizienten
K Lﬁ
S € RY*N: muss positiv definit sein . (5.86)
Loz Maﬁ

Die entropieneutrale Schliefung (5.22) liefert, dass diese Matrix symmetrisch ist.

Chemische Reaktionen. Fiir die Reaktionsraten wird analog zum Volumen ein
nicht-linearer Ansatz gewahlt,

M, Al M, N,
]ja _ Z élbajs{g (1 — exp (/;_T Z élbd Z’Yi”%/h)) (5.87)
b=1 s d=1 a=1 "% s

Die phanomenologischen Koeffizienten A%, R§ miissen positiv und die Matrix A,, muss
S S S

regular sein.
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Viskositat tangential zur Flache. Entsprechend dem Volumen werden folgende
Abkiirzungen eingefiihrt:

oh oh
T = S T - (pu—1h - Zuapa+ o ) goT
(5.88)
?Ar = %(gFAg‘,{}HA + gAAQSJf”p) - bmgu . (5.89)

Die lineare Schlieffung liefert fiir den Spuranteil und den Deviator des Oberfléche-
spannungstensor S2! die Materialgleichungen:

5T gar = (A + ) TDarg™" (5.90)

TAT _ %TAEQAZQAF — T (DA gAGE IDA gAngr> ' (5.91)

Die phdnomenologischen Koeffizienten miissen die Beziehungen A +7n >0 und n > 0
$ s

erfillen. ’

Einsetzen der Abkiirzung von 72T in die Materialgleichung (5.91) und (5.90) liefert

die Materialgleichung fiir den Oberflichenspannungstensor:

oh N N, 8h ,
Sha — T ij. 5 g+ (pg —Th— > apa + 1Ta ST ’>9AF

0 A a=1
5O DTDang™ > + 2T (Dasg™ "™~ §Dang™9") . (5.92)

Thermodiffusion und Spannungen normal zur Fliache. Fiir die Wahl der Mate-
rialgleichungen fiir die Fliisse normal zur Fldche miissen zunéchst die entsprechenden
Entropiebeitrige als bindre Produkte dargestellt werden. Die Definition der Sprung-
klammern erlaubt zwei unterschiedliche Zerlegungen in Summen binérer Produkte:

[[NAPA]] = N;{PX — NZPX oder [[NAPA]] = NA[[PA]] -+ [[NA]]PA_. (593)

Die Querstrich ~ bezeichnet Mittelwerte, 7 = %(ﬁ + 7). Beide Zerlegungen sind
gleichberechtigt. Wahlt man fiir beide Zerlegungen eine lineare Schliefsung mit Kreuz-
effekten, so kénnen die entsprechenden Materialgleichungen durch geeignete Wahl der
Koeffizientenmatrizen ineinander iiberfithrt werden.

Es wird hier die erste Darstellung (5.93); fiir die lineare Schliefung verwendet.
Ferner wird angenommen, dass Groken aus V' nicht expilizt mit Grofen aus V'~
koppeln:

N

(qu +(Ex M), + (Tpn + Zuapa) (v, — vy))i = iﬁi(l _ l)i (5.94)
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N
(tijyiuj -&P,+M,B, — (pu —Tpn — Z,uapa — EFPF 4 /\/lkBk)

a=1

S

+ (P x B), (v, —v,) = (4p(v —v)* + Tp( ¥ - u;V)))i

= £\ T (v, — v,)*
(5.95)

T

+
<t”1/]grA L—E2P, + M2B, + (P x B)2(v, vy)) = £ T (02 —v2)E (5.96)

NE—1

(Jm + palvy — vy ) - Z M, ( — b)) = %(lja - Mw))i (5.97)

S
S

Die Koeffizienten /@ 77 und )\i sind positiv und die Matrizen M 5 Dositiv definit.

Wird die entropleneutrale hneare Schlieffung verwende, so sind d1e Matrizen M o

zudem noch symmetrisch.

5.7. Diskussion und Anmerkungen

5.7.1. Eigenschaft der Temperatur und der chemischen
Potentiale im Gleichgewicht

Die Definitionen (5.8) und (5.78) fiir Temperatur und chemische Potentiale sind derart
gewihlt, dass sie im Gleichgewicht, d.h. £* = 0 und £ = 0, an einer singuliren Fliche

stetig sind:

TH=T=T" und Ur = o = p, - (5.98)
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5.7.2. Elektromotorische Intensitat der Flache und die
Materialgleichungen der Massenfliisse

Vergleicht man die Materialgleichungen (5.30) und (5.85) fiir die Massenfliisse im
Volumen und auf der Flache, so sind ihre Strukturen identisch,

N-1
L, g N 1 rzgeg  zneg
e Su(o( ) - F - 2e). o
J T2V 5(V T T 7\, i £ (5.99)
=1 p
Ly,
JTAa —%QM( )HF

In beiden Fillen werden die Massenfliisse getrieben durch Temperaturgradienten,

durch Gradienten der chemischen Potentiale und durch elektromagnetische Felder.
Die Grofe E—i—’u xB=3:E +E") TUXg +(B™+B™) in der Materialgleichung fiir

die Flachenmassenﬂusse J ist das entsprechende Gegenstiick zur elektromotorischen

Intensitat € = EF + v X B des Volumens.

5.7.3. Oberflachenspannung und Gibbs-Duhem-Gleichung

Eine wichtige thermodynamische Flachengrofe ist die Oberflichenspannung. Sie ist
definiert als

1
25“ = Smgm : (5.101)

Einsetzen der Materialgleichung (5.92) fiir den Oberflichenspannungstensors ST lie-
fert

N
o= (pg —Tpn - > uapa> + (A + )T Dysg™™ . (5.102)
S S S a=1 S S S

Ist der Beitrag der Oberflachenviskositat zur Oberflachenspannung sehr klein, so kann

A = 0 und 7 = 0 angenommen werden. Die Materialgleichung (5.102) vereinfacht sich
Al °

J:pu—lgisl—z”apa : (5.103)

Diese Beziehung zwischen Oberflichenspannung und chemischen Potentialen ist die
Gibbs-Duhem-Gleichung der Flache.

Treten keine elektromagnetischen Felder auf, so existiert zwischen dem Druck p des
Volumens und der Oberflachenspannung ¢ im Gleichgewicht eine wichtige Beziehung:

[p] = 20k (5.104)
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Sie folgt direkt aus der Fldchenbilanzgleichung (4.14). Die Beziehung (5.104) wird
beispielsweise dazu genutzt die Oberflichenspannung iiber Druck- und Kriimmungs-
messungen zu bestimmen.

5.7.4. Slip-Randbedingungen

In der Stromungsmechanik spielt die Randbedingung (5.96) fiir die Tangentialkom-
ponenten des Geschwindigkeitsfeldes v eine wichtige Rolle [46]. Sie wird als Slip-
Randbedingung bezeichnet. Oft wird sie in einer vereinfachten Form angegeben. Um
diese zu erhalten, betrachtet man die Phasengrenze zwischen zwei viskosen Fliissig-
keiten. Weiterhin wird angenommen, dass keine elektromagnetischen Felder auftreten
und die Temperatur stetig ist.

Setzt man unter diesen Annahmen die Materialgleichungen (5.36) und (5.37) fiir
den Spannungstensor ¢ in die Materialgleichungen (5.96) ein, so erhélt man nach
kurzer Rechnung;:

(U(@Jr%)’/((s —vv )) =07 (v; — V7)) TA (5.105)

Im Fall n*/n* — 0 wird die Randbedingung auch als No-Slip-Randbedingung be-

zeichnet.

Es ist zu beachten, dass fiir die Darstellung (5.105) der Slip-Randbedingung die
Materialgleichungen (5.36) und (5.37) des Spannungstensor ¢ des Volumens verwen-
det wurde. D.h. werden die Materialgleichungen fiir ¢ geéndert, so muss auch die
Gleichung (5.105) geéndert werden. Diese ist beispielsweise dann der Fall, wenn elek-
tromagnetische Felder vorhanden sind.

5.7.5. Anmerkung zu den phanomenologischen Koeffizienten

Die Wahl der Materialfunktionen fiir die Flidche erfolgte analog zum Volumen. Fiir
die Schliessung wurden nur objektive Skalare als phédnomenologische Koeffizienten
verwendet. Entsprechend zum Volumen kénnen objektiven Tensoren zweiter oder
vierter Stufe zur Schliefung genutzt werden. Die Tensoren sind aber dahingehend
eingeschrankt, dass sie nur tangentiale Komponenten besitzen.

Als Beispiel betrachte man den Beitrag der Warmedissipation zur Entropieproduk-
tion (5.82):

() ) 20 a0

S

Analog zum Volumen wird eine positiv definite Matrix K% fiir die SchlieRung gewihlt
um die Ungleichung zu erfiillen,

¢ = K97lg"» (—)”A : (5.107)
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Die Matrix K% muss ein objektiver Tensor zweiter Stufe sein und ihre Beitrige diirfen
nur tangentiale Komponenten besitzen,

K = KAl (5.108)

Wihlt man fiir die Matrix K27 den Ansatz K27 = kg®T so resultiert das isotrope

Materialgesetz (5.84) ohne Kreuzeffekte. Neben der Metrik g konnen auch andere
Flachengrofen genutzt werden. Wahlt man beispielsweise eine Linearkombination aus
Metrik ¢®T, Kriimmungstensor b'* und Geschwindigkeitstensor D2 fiir die Matrix

AT
K=,

KA1 = (k1g™" + kob® + kDAY | (5.109)
so erhalt man .
¢® = (k1g™T + kpbT + 13 DAT) <T> . (5.110)

5.7.6. Freie Energiedichte und Warmeleitungsgleichung

Analog zum Volumen wird die Temperatur 7' als unabhéngig Variable eingefiihrt.

Hierzu wird die freie Energiedichte py» der Flache definiert:

pio = pu—"Tpn . (5.111)

s s s Sss

Mithilfe einer Legendre-Transformation wird die innere Energiedichte als Variable

durch die Temperatur ersetzt. Die innere Energiedichte pu ist dann eine Funktion der
s S
Variablen

(Z,pl,pg,...,pNs,T“Ani) . (5.112)

S

Setzt man die innere Energiedichte in die Definition (5.111) der freien Energiedichte
ein, so ist die freie Energiedichte auch eine Funktion der Variablen (5.112).

Die Legendre-Transformation liefert folgende Zusammenhénge zwischen der freien
Energiedichte und der Entropiedichte pn bzw. der Materialfunktion lsz:

opp dp 1 Oh

S S und S

T T P 94~ TOA

fir A€ {p1,pa...,pn., T} . (5.113)

Aus der Definition (5.111) und den Transformationsvorschriften (5.113) erhélt man
folgende Beziehung zwischen der freien Energiedichte und der inneren Energiedichte:

pY pu
() =5 6124

78



Wairmeleitungsgleichung. Analog zum Volumen wird die innere Energiebilanz nach

dem Variablentausch von pu und 7" als Warmeleitungsgleichung der Flache bezeich-

net. Eine geeignete Darstellung der Warmeleitungsgleichung erhélt man aus der in-
neren Energiebilanz in der Version (3.60) und der Darstellung (5.114):

o o
= O (Zga_T<T>) - (?TT(?)?TA) i + (fA)nA = 2kaupu

s

— (u + 1w —=0v)*)plv, —v,) — (V' — gi)tijuj +(g+ & x M)Vﬂ

+ :(P(vu —v) = Pv—v))- (B+vx B)]]

- :(B(v,, —v,) — By(v—0)) M]] : (5.115)

S S

5.7.7. Materialgleichungen in der Literatur

Allgemeine Bemerkungen. In der Literatur ist die thermodynamische Behandlung
von singulédre Flachen nicht in der Ausfiihrlichkeit geschehen wie die Behandlung der
Thermodynamik fiir Volumina. Die Herleitung der Materialgleichungen beschrénkt
sich oft auf Spezialfille oder vernachlissigt die elektromagnetischen Felder (33, 4,
9, 69]. In den beiden Arbeiten [58, 1| wurden die elektromagnetischen Felder bei der
Auswertung des Entropie-Prinzips beriicksichtigt. Hierbei beschrankt sich 1. Miiller in
[58] auf die Herleitung von Gleichgewichtsbeziehungen. A.M. Albano und D. Bedeaux
nutzen in [1] fiir ihre Herleitungen einen anderen Satz von Flachengleichungen fiir die
elektromagnetischen Felder, so dass andere Materialgleichungen resultieren.

Ein Besonderheit der vorliegenden Arbeit betrifft die Mitnahme der elektromagne-
tischen Felder. Die Materialgleichungen (5.100) fiir die Massenfliisse der Fliche J,,

héngen direkt von den elektromagnetischen Feldern ab, wobei eine auffallende Ansa—
logie zu den Materialgleichungen (5.99) der Massenfliisse J, des Volumens besteht.
In keiner der zur Verfiigung stehenden Arbeiten ldsst sich diese oder eine &hnliche
Abhéngigkeit von den elektromagnetischen Feldern finden.

Ein weitere Besonderheit, sind in dieser Arbeit die nicht-linearen Ansétze (5.87)
fiir die Reaktionsraten R®/ ];2“. In allen Arbeiten der Literatur werden ausschlieflich

lineare Ansitze verfolgt. Der hier verwendete nicht-lineare Ansatz liefert die Grundla-
ge fiir die in der Elektrochemie unter den Namen Butler-Volmer-Gleichung bekannten
Ansitze fiir den Zusammenhang zwischen elektrischem Strom und elektrischer Uber-
spannung. Es sei hierzu auf das nachfolgende Kapitel 7 verwiesen.

I. Miiller. Bei der Behandlung von elektromagnetischen Feldern in [58] beschrink-
te sich I. Miiller auf die Gleichgewichtsbeziehungen an der Grenzfliche zwischen der
fliissigen und gasférmigen Phasen eines Reinstoffes. Er leitet keine Materialgleichun-
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gen fiir singuldre Fldchen ab, sondern gibt nur die Gleichgewichtsbedingungen £ = 0

unter den Annahmen 7% =T und [p(v, — v,)] = 0 an |58, S. 342],

0=[u—Tn+ %(vy —,)% - %tijyiyj
+ %(8113] — BiMj)(ViVj — 57,]) — %(P X B)il/i<7_},/ — U,,)]] . (5116)

Ein Vergleich mit der Entropieproduktion (5.82) fiir £ = 0 zeigt, dass die Beziehun-

gen (5.116) von Miiller als Speziallfall resultieren, wenn (i) die Phasengrenze eines
Reinstoffes betrachtet wird, (ii) die Entropieproduktionen der tangentialen Fléichen—
fliisse vernachlissigt werden, und (iii) 7% = T, [p(v, — v,)] = 0, v&* = v und

dpn/0p = dpn/dp gilt.

A. Grauel. Die umfangreiche Arbeit [33] von A. Grauel behandelt die Thermodyna-
mik von Flachen fiir Mischungen ohne elektromagnetische Felder. Grauel verwendet
fiir jede Komponente der Mischung Partialflachenimpulsbilanzen zur Beschreibung
der Oberflichenphédnomene. Hierfiir werden Partialflichenimpulsdichten pa’va einge-
fithrt. Die Massenfliisse J sind in diesem Fall nicht durch konstitutiven Funktlonen

gegeben, sondern sind rnlt den Variablen v, verkniipft durch

N
{S = pa (V2 —0®) mit  pv = Zp'va : (5.117)
s S s s S gl

Ein direkter Vergleich der Materialgleichungen von Grauel mit dieser Arbeit ist des-
halb fiir Mischungen nicht méglich. Die nachfolgende Diskussion beschrankt sich aus-
schlieflich auf Materialgleichungen fiir einen Reinstoff.

Grauel betrachtet zunéchst fiir alle Materialfunktionen den Ansatz

g = €<p7 7;7 ZHA?dAFugAF;bAF) (5118)

mit dar = Dar = %(gpAv’T\”A + gAAv/T\HF) — barv, . Die Auswertung des Entropie-
S S S S

Prinzips erfolgt mithilfe der Methode der Lagrange-Multiplikatoren von I-S. Liu
[48]. Das Prinzip der Materiellen Objektivitéit schrankt den zuléssigen Variablen-
satz (5.118) weiter ein. Fiir die innere Energiedichte pu und die Entropiedichte pn

erhalt Grauel den Variablensatz

(p, T, kwm, kg, tr(d), tr(db)) . (5.119)

Fiir den Wirmefluss ¢® und den Oberflichenspannungstensor ST wihlt Grauel einen

reduzierten Variablensatz. Er gibt fiir den Warmefluss folgenden Ansatz an,

¢~ = — (kg™ + k™ — k3d™T) Ty (5.120)

s
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Die Auswertung des Entropie-Prinzips mit der Methode der Lagrange-Multiplika-
toren ist sehr aufwendig. Grauel erhélt nach langen Rechnungen folgende Material-
gleichungen fiir die Entropiedichte und die innere Energiedichte

pn=pn(p,T)  wnd  pu=pu(p,T) . (5.121)
Bei Grauel sind die Materialfunktionen mit der Temperatur anstelle der inneren Ener-
gie als Variable angegeben. Fiir einen Vergleich miissen die Materialgleichungen dieser
Arbeit deshalb erst transformiert werden. Siehe hierzu den nachfolgenden Abschnitt

5.4.4 zur Einfiihrung der freien Energiedichte py. Die transformierten Materialglei-
chungen sind im Kapitel 6 zusammengefasst.

Schrankt man die Entropiefunktion h auf die Variablen (pu, p) ein, so ist die freie

Energiedichte gegeben als pip = ptp(T', p). In diesem Fall sind die Materialfunktionen

(6.19), » fiir Entropiedichte pn und innere Energiedichte pu identisch mit denen von
Grauel. . ’

Die Materialgleichungen von Grauel fiir den Wiarmefluss ¢®, den Entropiefluss ¢*
und den Spannungstensor S2T sind allgemeiner als die Materialgleichungen die im
Kapitel 6 angegebenen sind. Die Ursache hierfiir liegt in der Wahl der phéanomeno-
logischen Koeffizienten. W&hlt man, wie im Abschnitt 5.7.5 beschrieben, objektive
Tensoren zweiter oder vierter Stufe als phidnomenologische Koeffizienten, so erhélt
man Materialgleichungen die mit denen von Grauel identisch sind. Vergleiche hierzu

die Materialgleichungen (5.110) und (5.120) fiir den Wérmefluss q.

Durch das Entropie-Prinzip werden die phianomenologischen f(oefﬁzienten einge-
schrankt. Grauel nutzt hier die Eigenschaft aus, dass die Entropieproduktion im
Gleichgewicht ein Minimum annimmt und erhélt beispielsweise fiir die Koeffizienten
in (5.120) die Beziehung

(k1g™" + k™) positiv definit . (5.122)

Diese Beziehung gilt aber ausschlieftlich fiir das Gleichgewicht. Eine Verallgemeine-
rung fehlt in Grauels Arbeit. In dieser Arbeit wurde der Ansatz (5.109) fiir den
entsprechenden phéanomenologischen Koeffizienten gewahlt:

(k10”0 + Ko™ + 13d®T)  positiv definit . (5.123)

Im Gleichgewicht geht die Beziehung (5.123) dieser Arbeit mit d*'|z = 0 in die
Beziehung (5.122) von Grauel iiber.

Ein weiterer wichtiger Unterschied zu dieser Arbeit findet sich beim Vergleich der
Entropieproduktionen. Als Entropieproduktion der Fléche identifiziert Grauel den
Term

Us

_p? ﬁ _ Aus% GO 1 AughT | g I ap S (5.124)
/ ap ap I 878'1 < A = . .

S

81



Die Funktion A% ist eine Funktion der Flachentemperatur 7. Ein Vergleich der Entro-

pieproduktion (5.124) von Grauel mit der Produktion (5.82) zeigt aber, dass die Pro-
duktionsterme fiir t*-v und ¢ bei Grauel fehlen. Entsprechend werden in der gesam-
ten Arbeit [33] keine Materialgleichungen fiir die Normalanteile des Spannungstensor
t* - v und des Wirmeflusses ¢F formuliert.

Zusammenfassend lésst sich sagen: Fiir einen Reinstoff sind die Materialgleichungen
der (tangentialen) Flachenfliisse von Grauel Spezialfille dieser Arbeit. Grauel zeigt,
dass seine Materialgleichungen nahe einem Gleichgewichtszustand thermodynamisch
konsistent sind. Materialgleichungen fiir die Fliisse t* - v und ¢F fehlen bei Grauel,
so dass das Gleichungssystem unterbestimmt ist.

T. Alts/K. Hutter T. Alts und K. Hutter befassen sich in ihrer Arbeit [4] mit der
Phasengrenze zwischen Eis und Wasser. Bei der Formulierung des Entropie-Prinzips
nutzen die Autoren zunéchst einen allgemeinen Ansatz fiir die Materialgleichungen,
néamlich

g - g(pa 15—7’ ZHA)dAFagAFabAF) . (5125)

Dieser Ansatz ist identisch mit dem Ansatz von A. Grauel (5.118). Die Auswertung
des Entropie-Prinzips erfolgt mit der Methode der Lagrange-Multiplikatoren. Um die
Auswertung zu vereinfachen, schrinken Alts und Hutter die Materialfuktionen weiter
ein.

Die von Alts und Hutter abgeleiteten Materialfunktionen fiir den Spannungstensor
SATden Wirmefluss ¢ und den Entropiefluss ¢* sind identisch zu dieser Arbeit

wenn dariiber hinaus die Entropiedichte (5.77) eingeschrankt wird auf pn = h(pu, p)

und als phédnomenologische Koeffizienten objektive Tensoren zweiter und vierter Stufe
genutzt werden.

Die Behandlung des Themas bei Alts/Hutter und Grauel ist sehr dhnlich. Anders
als Grauel erhalten Alts und Hutter eine Entropieproduktion mit Beitrdgen zu den
Fliissen t* - v und ¢F. Unter der Materialannahme pn = h(pzst, p) ist die Entropiepro-

duktion (5.82) dieser Arbeit identisch mit der von Alts und Hutter.
Alts und Hutter geben Materialgleichungen fiir den Spannungstensor ¢t - v und den
Wirmefluss ¢ an. Sie leiten aber aus diesen Beitriigen keine Materialgleichungen ab.

D. Bedeaux In der Arbeit [1] von A.M. Albano und D. Bedeaux werden Materi-
algleichungen fiir polarisierbare Mischungen mit Phasengrenzflichen hergeleitet. Die
von Albano und Bedeaux verwendeten elektromagnetischen Flachengleichungen wer-
den aus den Maxwell-Gleichungen des Volumens an einer singuléren Fléache abgelei-
tet, und nicht wie in dieser Arbeit aus dem Faraday’schen Induktionsgesetz [2]. Die
Maxwell-Gleichungen fiir die Fliache bei Albano und Bedeau unterscheiden sich von
den Flachengleichung dieser Arbeit dadurch, dass zusétzliche elektromagnetische F1a-
chengrofen auftreten. Die Auswertung des Entropie-Prinzips bei Albano und Bedeaux
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in [1] liefert deshalb andere Materialgleichungen fiir die konstitutiven Grofen. Bei-
spielsweise fehlt bei Albano und Bedeaux der elektromagnetische Beitrag E +v x B

in den Materialgleichungen (5.100) der Flachenmassenfliisse J,. Albano und Bedeaux

nutzen ausschlieflich lineare Ansétz fiir die Wahl der Materfalgleichungen.

In [9] behandelt Bedeaux eine chemisch reagierende Mischung ohne elektromagne-
tische Felder. In diesem Fall sind die Flachengleichungen identisch zu dieser Arbeit.
Bedeaux leitet zunéchst aus den Flachenbilanzen eine Darstellung fiir die Entropie-
produktion her. Diese ist identisch mit (5.82), falls fiir die Materialfunktion fSL der

Entropiedichte pn der folgende Ansatz gewéhlt wird,

/8)787 = éz(é)zj,/s)l,...,/;Ns) ) (5.126)
Zur Bestimmung der Materialgleichungen zerlegt Bedeaux die Entropieproduktion in
objektive Tensoren nullter, zweiter und vierter Stufe. Er nutzt einen linearen Ansatz
fiir die Materialgleichungen und beachtet hierbei alle theoretisch méglichen Kreuzef-
fekte. Fiir die phdnomenologischen Koeffizienten fordert er, dass diese die Onsager-
Casimirschen Reziprozititsbeziehungen erfiillen miissen.

Nutzt man im Abschnitt 5.6.2 nur die entropie-neutrale lineare Schlieffung und
beriicksichtigt alle moglichen Kreuzeffekte, so sind die resultierenden Materialglei-
chungen identisch mit denen von Bedeaux in [9].
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6. Zusammenfassung —
Materialgleichungen

Im Kapitel 5 sind thermodynamisch konsistente Materialgleichungen hergeleitet wor-
den. Zusammen mit den Bilanzgleichungen und den Maxwell-Gleichungen, Kapitel
4, bilden diese ein abgeschlossenes Differentialgleichungssystem. Dieses Kapitel fasst
alle Materialgleichungen des Kapitels 5 zusammen.

Die Materialgleichungen sind derart bestimmt worden, dass sie eine moglichst grofse
Klasse von Materialien beschreiben. Die Materialgleichungen besitzen keine Allge-
meingiiltigkeit, d.h. andere Materialgleichungen sind durchaus zuléssig, insofern sie
das Prinzip der Materiellen Objektivitdt und das Entropie-Prinzip erfiillen und das
Gleichgewicht richtig beschreiben.

Die phédnomenologischen Koeffizienten der Materialgleichungen sind ebenfalls kon-
stitutive Funktionen und werden durch das Prinzip der Materiellen Objektivitdt und
das Entropie-Prinzip eingeschriankt. Die phidnomenologischen Koeffizienten kénnen
aber mittels der hier vorgestellten Theorie nicht weiter konkretisiert werden. Sie wer-
den mithilfe von Experimenten bestimmt oder mikroskopische Theorien liefern Auf-
schluss tiiber ihre konkrete Gestalt.

Es ist iiblich die Materialgleichungen als Funktionen der Temperatur anzugeben.
Es wurde deshalb die innere Energiedichte als Variable durch die freie Energiedichte
in den Materialgleichungen ersetzt.

6.1. Materialgleichungen in regularen Punkten

Freie Energiedichte, Entropiefluss und Entropieproduktion. Sind die freie Ener-
giedichte (Seite 64) und der Entropiefluss (54) vom Typ

pw:pw(T7p1a"'7pNaFun17PaM) und ¢ =
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dann ist die Entropieproduktion (Seite 55) eindeutig gegeben durch

€= = |9 4 MBI+ MIBY) — L(ETPI + E1PF) - (‘W i 90 p >

uni k unl ’Lk
T OFy Ik T oEy

1 o’ n o’
2\ 0xi = Ozt

N
o (pw _Zpa Lo 1 apw F]lllm gkpk)ézj

gt 38F,§lm
i iy 0 (1
+ (g +<8XM))8xi (T)
_Nlj(i( 8 <&_ M_N) B l (Zaeo B ZNG()) 61)
gt oxt \T T T\ m, my
LMo N
- fz (Zvﬁww)R
a=1 pg=1
1 (. Opy i Lo 8vi_6vj
+T (5 8Pi> <P §P <8xj 8xl))
1 . Opy o e s
— (B - 2= it M - >0 . .
T (B a/w') (M +5M (55 w)) =0 (6.2)

Die freie Energiedichte (6.1) muss folgende Symmetriebezichung (Seite 54) erfiillen:

Chemische Potentiale (Seite 52 und 64).
. g’; Z’ (6.4)
Innere Energiedichte und Entropiedichte (Seite 64).
pn = —%’;ﬁ und  pu= —T? W(W) M B (6.5)

Wairmefluss und Massenfliisse (Seite 60).

a= — VT~ ZLB( (5= 5) - (2 - 2%e ) e x M) (60

mg my
I N-1 m L 1 /zge ZNE
_ _Lagp_ o) (-
Jo= = VT ZMO‘B<V<T T) T<m mzv>g>
=1 ’
( Ifjd ]\14;5 ) e RV*N symmetrisch und positiv definit (6.8)
«@ apf
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Reaktionsraten und Spannungstensor (Seite 61).

M M N )
R = bz:; Ap RS (1 — exp <k_T dz:; Apa ; nga#a>) + ngR div(v)

opy

1] uni apw unl
t7 = (aFuijk + aFunl E ) (/W Zpaua -

LGP - {(MIB

+3(EP +

AT div(v)d + nT(

RMXM

RS,AbZO, Ay €

+ M’ BY)

Oz’

regulér |

(6.9)

1 8[)1/1 Fruni i
BaFum k?l >5

— gk pksi

O 4 13 (S e D

a=1 a=1
(6.10)

Polarisation und Magnetisierung (Seite 61).

. o’
P i J
7 <P P (ax]

ov'
oxd

M(Mj + %M(

™ >0

DS eR, A+2p>0 und n>0
(6.11)
o Llya Opy
) - he-t) o
o’ 1/ . Op
_ — —(pBi—
83ci>) G (6.13)
und 7™M >0 (6.14)

6.2. Materialgleichungen in singularen Punkten

Freie Energiedichte, Entropiefluss und Entropieproduktion.

Sind die freie Ener-

giedichte (Seite 78) und der Entropiefluss (71) vom Typ

pl/} = Plﬁ(r{, P15 P2, - - - ’pNs7 TLXH)

q Ha
d s _\N s
un q? - ZT{Q,
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dann ist die Entropieproduktion (Seite 72) eindeutig gegeben durch

T'A 8h »r ah ] AT
N S +T s un1 )i ( oPa um z) )
§ 7;( saTunlz T 9 pw Z'U/ p a o_uni,i s 9

<% (QFAUTHA + QAAUTHF) bmgy>

Ns—1 Ha 125\
° 1 /7zp0e0  2n.€0 _ _\T
D DA - — (22 (B v x B)
« sT’O‘((T T) T\ mg my, Jar +Qs) T

[ € M T+ o) - 20) (7 1)

N
+ % [[(tif ~ &P+ MBI~ (py - ; fapo — E°P*) 87
KN

£ (21 BYw =)= (g o+ To () )07 Jte' )]

=z

—1

[ (ot a0 = 0) (F 0 = ) = 1a =) 20 .10

1

Q
I

Die freie Energiedichte (6.15) muss folgende Bedingungen (Seite 71) erfiillen,

opy oy N Opy
s S uni REDIN s s uni,z >, ] 7
—T = —T5 und ———ve=0. 6.17
a uni,i ' 3 9 aTILlnl,l » Y aTznl,z 3 ( )

Chemische Potentiale (Seite 69 und 78).

op

opy L0 P
==y wmd  pu=-T 7 ) (6.19)
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Wairmefluss und Massenfliisse tangential zur Flache(Seite 73).

K
0=~ 759" (Dir
Ns—1 ILI/IB /’LNS 1 _ NA
Y1, gAr(s__ ; > N CETTN
=i Lo hme C
(6.20)
L
A a A
‘s]Ta ﬁg F(T)HF
Ns—1 MB /’LNS
1 A
— D Mo g“(s—— : > — (22 -2 (BE+vxB)
=1 ol Dhme o
(6.21)
K Lﬁ
S € RY=*Ns symmetrisch und positiv definit (6.22)
La Maﬁ
Flachenreaktionsraten (Seite 73).
M, Ab M
=Yt (1o (7 - bdz%maua)) (6.23)
b=1
1;23, élb >0 und élab e RM>Ms pegulir (6.24)
Oberflachenspannungstensor (Seite 74).
. op 6‘p¢ .
SI‘ S S 7_umz ZF ( - unlz) I
aunlzz p@/} Z'ljg 28 unlzz g
+ ATDAggAZ Al 4 277TDAggAA > (6.25)
mit  Dar = 5 (graveja + garver) — bravy (6.26)
A+n>0 und 7 >0 (6.27)

Wairmefluss normal zur Flache (Seite 74).
1 1\ N +
S+ (EXx M)y = i{gi(f - f) - ((Tpn + ;uapa) (v — gu)) (6.28)

KE >0 (6.29)
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Massenfliisse normal zur Fliche (Seite 75).

£ N 1 1 "
(Jy,a + palv, — gy)) -F ) J‘ﬁg(f(ﬂﬁ — i) = 7 (s = MN)) (6.30)
5=1 s s

Maiﬂ e RV=-DX(VE-1) gymmetrisch und positiv definit (6.31)

Spannungstensor normal zur Flache (Seite 75).

N
<tijyiuj -& P, +M,B, — (pw — Z LaPo — EkPk)
a=1

s T T

S

+ (P x B),(v, —v,) - <%p(’v _v)? 4 Zp(M_N B ’jN>)>i

= £\ T (v, —v,)* (6.32)

T
s

+

£>0 und  AE>0 (6.34)

w3
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7. Elektrochemische Doppelschicht

Die elektromagnetischen Felder erzeugen an der singuldaren Flache zwischen einer
Elektrode (Elektronenleiter) und einem Elektrolyt (Ionenleiter) Schichten freier La-
dungstrager mit entgegengesetzter Ladung. Die singuldare Flache und die zugehdrigen
Ladungsschichten wird als elektrochemische Doppelschicht bezeichnet [61].

Im Wesentlichen werden die Prozesse in einem elektrochemischen System durch
die Vorgange in der elektrochemischen Doppelschicht bestimmt. Deshalb tragen die
Resultate aus der mathematischen Beschreibung der elektrochemischen Doppelschicht
wesentlich zum Versténdnis eines elektrochemischen Systems bei.

Die Beschreibung der elektrochemischen Doppelschicht erfolgt hier durch die Glei-
chungen der Materie und der elektromagnetischen Felder, die in den Kapiteln 4 und
6 zusammengefasst sind. Dieses Gleichungssystem ist sehr umfangreich. In den ersten
Abschnitten dieses Kapitels steht deshalb deren Reduktion mithilfe mathematischer
Methoden im Vordergrund. Insbesondere werden die in der Elektrochemie géngigen
Modellannahmen Elektrostatik und lokale Elektroneutralitit mathematisch gerechtfer-
tigt. Ein besonderer Schwerpunkt liegt hierbei auf der Formulierung von Vorausset-
zungen unter denen diese Annahmen gelten.

In der Elektrochemie haben sich wichtige Gleichungen etabliert, u.a. Nernst-Planck-
Gleichung, Lippmann-Gleichung und Butler-Volmer-Gleichung. Thre mathematische
Herleitung aus den Gleichungen der Kapitel 4 und 6 und ihre Verallgemeinerung
stehen im Vordergrund des zweiten Teils dieses Kapitels.

Die Analyse des thermodynamisch konsistenten Modells der Kapitel 4 und 6 zeigt,
dass unterschiedlichen Raum und Zeitskalen im Modell auftreten. Die mathematische
Behandlung dieser Skalen fithrt zu unterschiedlichen Modellen. Um diese Modelle
leichter voneinander unterscheiden zu konnen, werden geeignete Bezeichnungen ein-
gefiihrt. Diese sind

o Vollstindiges thermodynamisches Modell oder kurz thermodynamisches Modell
— Diese Bezeichnung bezieht sich auf das thermodynamisch konsistente Modell
der Kapitel 4 und 6.

e Quasi-statisches Modell — Dieses Modell ist durch quasi-statische Impulsbilan-
zen und quasi-statische Maxwell-Gleichungen gekennzeichnet. Es wird im Ab-
schnitt 7.4 hergeleitet.

e [sothermes Modell — Dieses Modell ist durch eine konstante Temperatur ge-
kennzeichnet, d.h. VI" = 0, T)a = 0 und 7" = T". Es wird im Abschnitt 7.5

hergeleitet.
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e Reduziertes thermodynamisches Modell oder kurz reduziertes Modell — Dieses
Modell ist durch lokale Elektroneutralitdt im Volumen und auf der Flache und
durch neue resultierende Fldachengleichungen gekennzeichnet. Es wird im Ab-
schnitt 7.6 hergeleitet.

In der Elektrochemie wird der Begriff der singuldren Fliche im Allgemeinen nicht
verwendet. Deshalb wird die singulédre Flache zwischen Elektrode und Elektrolyt im
Weiteren als Grenzfidche bezeichnet.

7.1. Allgemeine Modellannahmen

In der Elektrochemie spielt die Magnetisierung eine untergeordnete Rolle. Deshalb
wird fiir den phinomenologischen Koeffizienten 7 der Ansatz 7 — oo gewihlt und
es wird angenommen, dass die freie Energiedichte pi nicht von der Magnetisierung
M abhingig ist. Unter diesen Voraussetzungen gilt fiir die Magnetisierung M = 0.

Weiter wird angenommen, dass die freie Energiedichte pi) unabhéngig vom Defor-

mationsgradienten F™ und die freie Energiedichte der Fliche piy» unabhéingig von

S s
uni

den Tangentialvektoren 7R{" ist:

pb = p(T,p1,...,pn, P)  und ,gﬂf = f@f(T, P P2 ,énvs) : (7.1)
Alle Kreuzeffekte der Materialgleichungen des Kapitels 6 werden ignoriert, d.h. M,z =
Maabap, DIP =0, DI = 0, A% = §* und entsprechendes wird fiir die Materialglei-
chungen der Flache angenommen.

Weiter wird angenommen, dass die Entropieproduktion durch Polarisation im Vo-
lumen vernachléssigbar ist. Deshalb wird in den Materialgleichung (6.12) der Ansatz
7P = 0 gewihlt, so dass gilt

o0 _

oP

Es wird angenommen, dass die Viskositéat auf der Fléche vernachléssighar ist: A = 0

£. (7.2)

und 7 = 0. Fiir die phinomenologischen Koeffizienten \* und n* wird folgender

Ansaiz gewihlt: B
A= ()N ud T = (00) (7.3)

s s s

Auf die Kennzeichnung der neuen phanomenologischen Koeffizienten wird im Weite-
ren verzichtet.
Es wird angenommen, dass die Koeffizienten M,z und M, zur Teilchendichte
S

proportional und von der Temperatur linear abhéngig sind,
M,z = MaTmina(Sag und Myp = MaTmina(Sag . (7.4)

Die Kombination M,kT ist der Diffusionskoeffizient der Komponente A, in einer
Mischung. Er ist fiir viele Stoffe in Abhéangigkeit der Temperatur tabelliert [47].
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Im Volumen und auf der Fliache werden fir die Reaktionsraten R* bzw. R® un-

terschiedliche Ansétze gewdhlt. Im Volumen wird angenommen, dass die Reaktionen
fast im Gleichgewicht sind, so dass die linearisiert Form von (6.9) ausreichend ist,

u N
a_ "0 a
R* = T ag_l YaMofle - (7.5)

Flachenreaktionen finden héufig nicht in Gleichgewichtsnéhe statt. Es wird deshalb
keine Linearisierung vorgenommen. Betrachtet man, die Materialgleichung (6.23) fiir
die Flachenreaktionsrate und ruft man sich in Erinnerung, dass die Reaktionsrate R*

die Differenz zwischen der Hin- und Riickreaktion angibt, R* = R} — Ry, so sind die

Reaktionsraten gegeben durch

A* N
= }S{S und }S% Ra exp <k'T Z vama,ua> : (7.6)

s a=1

Der Materialansatz (6.23) ist asymmetrisch beziiglich der Hin- und Riickreaktion. Um
diese Asymmetrie zu beheben, wird der phdnomenologischen Koeffizient R folgen-
S

dermafen gewéhlt,

_BAG N
RO Roexp< kT nyama,ua>. (7.7)

Der hier eingefiihrte Materialparameter § wird als Symmetriekoeffizient bezeichnet.
Einsetzen in die Materialgleichung (6.23) liefert die symmetrische Beziehung

—pA® N B)A® &
) (7.8)

R = R"<eXp ( 5 Z%%%) — exp ( Z%%m)

Auf die Kennzeichnung des neuen phiinomenologischen Koeffizienten R¢ wird im Wei-
S

teren verzichtet.
Schliefslich wird noch der Einfluss der Gravitation vernachlassigt: f = 0 und f = 0.

7.2. Diskussion Modellannahmen

Im letzten Abschnitt wurden die Materialgleichungen insoweit vereinfacht, dass Kreuz-
effekte ausgeschlossen und einige der phanomenologischen Koeffizienten Null gesetzt
werden. Um die Gleichungen weiter zu vereinfachen, werden in der Literatur zusétz-
liche Annahmen getroffen. Populdre Beispiele hierfiir sind:

e Der Elektrolyt ist stark verdiinnt, ng > n, fir a # S.

e Der Korper ist inkompressibel, Vp = 0.
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e Der Prozess ist isotherm, VT = 0.
e Im Elektrolyten gilt lokale Elektroneutralitiit, n¥ = 0.

Diese Annahmen stellen aber nicht sicher, dass das resultierende Modell mathematisch
und physikalisch konsistent ist.

In den néachsten Abschnitten werden mit der formalen Asymptotik konsistente Mo-
delle hergeleitet, die durch einige der obigen Annahmen charakterisiert sind. Zunéchst
wird aber an zwei Beispielen gezeigt, welche Probleme auftreten, wenn die obigen An-
nahmen genutzt werden, um das thermodynamische Modell der Kapitel 4 und 6 zu
vereinfachen.

7.2.1. Lokale Elektroneutralitat

Um die lokale Elektrneutralitit n' = 0 zu motivieren, betrachte man einen Elektroly-
ten bestehend aus Anionen (A), Kationen (C) und dem neutralen Losungsmittel (S).
Das vollstédndige thermodynamische Modell liefert im Gleichgewicht die Bedingungen

Za€0

VT =0, V(ua—uSJr w)zo,

«

Z paViia = —n"Vp, — (14 x)eoAp = nF. (7.9)
a=A,C,S

Hierfiir wurde angenommen, dass der Beitrag durch Polarisation in der freien Ener-
giedicht gegeben ist durch py) = pQZJ(T, P1s---, PN)+ 2X1€0 | P|%. Die Suszeptibilitét y sei
hier eine Konstante. Aus den Maxwell-Gleichungen resultiert die Poisson-Gleichung
(7.9)4. Die gesuchten Felder sind die Teilchendichten n,, die Temperatur 7" und das
elektrische Potential ¢.

Die lokale Elektroneutralitit n¥ = 0 beruht auf der Beobachtung, dass in ei-
ner dimensionslosen Formulierung der Gleichungen (7.9), die dielektrische Konstante
gp = 8.85 % 10_12\/?—5‘q einen sehr kleinen dimensionslosen Parameter generiert. Es wird
deshalb die rechte Seite der Poisson-Gleichung Null gesetzt [65, 68]. Setzt man noch

die Gleichungen (7.9)5 in (7.9); ein, so folgt das Gleichungssystem

Za€0

VT =0, 0=n", v(ua+
m

go)z() fir ae{A,CS}. (7.10)

(67

Der Elektrolyt befindet sich zwischen zwei paralellen Elektroden. Die elektrischen
Potentiale ¢ und ¢g der beiden Elektroden werden vorgegeben. Mithilfe des Glei-
chungssystems (7.10) soll nun beschrieben werden, welche Anionen- und Kationen-
dichte sich im Gleichgewicht abhéngig von den Elektrodenpotentialen p; und g
einstellen.

Fiir den Fall ¢; > ¢p ist zu erwarten, dass sich an der Elektrode mit dem Poten-
tial ¢, eine hohere Anionendichte einstellt als an der Elektrode mit dem geringeren
Potential . Die Kationendichte miisste sich genau entgegengesetzt verhalten.
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Um die Gleichung zu l6sen, integriert man die Gleichungen (7.10); 5. Es folgt

T="1T, 0=n", Ho + Zaeogo =us? fir a€{AC S}, (7.11)
M

wobei Tp sowie p&? Integrationskonstanten sind. Diese werden durch die Randbedin-
gungen bestimmt.

Das (algebraische) Gleichungssystem (7.11) impliziert, dass die Temperatur 7', die
Teilchendichten n, und das Potential ¢ Konstanten sein miissen:

VT'=0, Vn, =0 und Vp=0. (7.12)

Dieses Resultat widerspricht der Intuition. Zudem erzwingt die Losung, dass die Elek-
trodenpotentiale identisch sein miissen, d.h. ¢, = pg. Dies steht aber im Widerspruch
zu der Randwerten ¢ # @g.

Dieses Problem ist in der Elektrochemie bekannt. Die Ursache hierfiir sind sehr
schmale Randschichten an den Elektroden, wo das elektrische Potential ¢ sehr stark
variiert [61, 68|. Die Breite der Randschichten wird durch einen Modellparameter Ag
kontrolliert. Im Abschnitt 7.6 wird gezeigt, dass der Limes Ay — 0 die lokale Elektro-
neutralitdt aufserhalb der Randschichten impliziert und dariiber hinaus konsistente
Randbedingungen bzw. Flachengleichungen liefert.

7.2.2. Isothermer Prozess

Bei vielen Prozessen stellt sich durch schnellen Warmetransport ein homogenes Tem-
peraturprofil im Korper ein. Dies motiviert die Annahme, die Temperatur als konstant
anzunehmen, V1" = 0.

Wird angenommen, dass keine Kreuzeffekte zwischen den Massenfliissen J, und
dem Wirmefluss q bestehen, und keine elektromagnetischen Felder auftreten, dann
ist der Warmefluss gegeben durch

q= —%VT . (7.13)

Die Annahme VT = 0 liefert dann fiir den Warmefluss ¢ = 0. Dies widerspricht der
Vorstellung, dass die Warme schnell abgefiihrt bzw. zugefiihrt wird. Die Material-
gleichung (6.6) erzwingt deshalb immer einen Temperaturgradienten, wenn Wirme
fliefst.

Das hier auftretende Dilemma lésst sich wie folgt 16sen. Nimmt man an, dass der
Warmefluss wahrend des Prozesses immer beschrankt bleibt, so wiirde fir kK — oo
die Annahme VT — 0 folgen. D.h. besitzt das Material einen grofsen Warmeleitkoef-
fizienten x /T2, so ist die Annahme VT — 0 eine gute Approximation fiir diesen Fall.
Die Wéarmeleitungsgleichung dient jetzt dazu den Warmefluss zu bestimmt, der die
Annahme VT = 0 garantiert.

In diesem Beispiel ist bereits die vollstandige Idee dargestellt, wie hier eine Modell-
vereinfachung erfolgen wird. Es werden keine Aussagen iiber die thermodynamischen
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Grofen selbst getroffen, sondern iiber die unterschiedlichen Gréfsenordnungen der Mo-
dellparameter. Um die unterschiedlichen Grofenordnungen des Gleichungssystems zu
erfassen, wird zunéchst eine geeignete Skalierung eingefiihrt. In einem zweiten Schritt
wird dann festgelegt, welche Skalierung betrachtet wird. Hierdurch werden bereits
die wesentlichen Eigenschaften des resultierenden Gleichungssystems fixiert. Im letz-
ten Schritt wird mittels der Methode der formalen Asymptotik ein reduziertes und
mathematisch konsistentes Modell hergeleitet.

7.3. Skalierung

Zur Identifizierung der unterschiedlichen Skalen des thermodynamischen Modells der
Kapiteln 4 und 6, miissen die Gleichungen in eine dimensionslose Form iiberfiihrt
werden. Hierzu wird zunéchst eine Skalierungsvorschrift gewéhlt.

7.3.1. Dimensionlose Modellgleichungen — Volumen

Zur Skalierung des thermodynamisch konsistenten Modells miissen charakteristische
Grofsen fiir Lange, Zeit, Temperatur usw. eingefiithrt werden:

Ly — Lange, to — Zeit, Ty — Temperatur,
no — Teilchendichte, mgy — Molekulargewicht, nokTy — Energiedichte,
kT kT
By — magnetischer Fluss, 0 _ elektrische Feldstarke, f0tfo Polarisation.
€oLo €olo
(7.14)

Die Skalierung der Volumengrofen erfolgt dann durch die Vorschriften:

x — Lox | t — tot v —>f—§'v,

Mo  — MoMy , Neg  — NoNa , P = ngmep ,

T —T,7T, o — By, R* — MR,

Jo — —Loﬁgma Ja q — —”OktLOOTOq , Y = nokTyX

o mokTop, M, - M., R - R, (7.15)
K — %O%Tg/{ , n — nokton ,

E - E, B - BB, P —2hp,

n®/¥ = ngegn®/F | Je/F _y conolo ge/F

to
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Einsetzen der Skalierungvorschriften in die Volumengleichungen (4.6)-(4.12) des ther-
modynamischen Modells liefert

Ong
o | div(nev + Ja) ZV“RQ (7.16)

ot
dpv’ E xB
72( g: +<ﬁv0ﬂ:®zﬁ> BWJ;—E——2—<ﬁvE::O, (7.17)
9 2 0 (pY . 2 pY
_&<T8T(T) _dI{TaT< ) vod
—Q—ﬁe®éyvu—ﬁw.m&ww—xﬁrs—edF:o, (7.18)
ﬂo— +r0tE =0, (7.19)
divB =0, (7.20)
E+ P
—ﬁaé; +rot(§§B — N(P xv)) =n"v+J", (7.21)
N div(E + P) =n" (7.22)
Durch Skalierung der Gleichungen sind vier dimensionslose Zahlen entstanden,
kToSO Bo€0L2 toBO m0L2
A2 = D200 2 = 0 2 ——— S=——2. (723
0 6(2)710[1(2) ’ 50 k’TotD ' 0 /LoeonoL% ’ 70 tngo ( )
Fiir die Materialgleichungen (6.1)-(6.14) folgt die Darstellung
; O (Ja Mo UN 1 Ma j
b==MTIny | — (77— ) — =2 —— ‘) 7.24
Ja " (axZ<T my T) T(z mNZN>5> (724)
J
R* = —?a nygua ) (7.25)
a=1
al o' v’
i _ B ij | \2(eipi _ ok pkgij
5 @w ZFWQ5+%wP 5P5)+m(%jéw>
+ (658;B' B’ + \oE'EY) — (65 65B - B+ NE - E)0Y (7.26)
1 0pY
v —_ — n -2
¢ A2 9P (7.27)
opp
; 0 (1
qhﬂ%ﬂ(f>, (7.29)

Die elektromotorische Intensitdt £ ist in den dimensionslosen elektromagnetischen
Feldern FE und B gegeben durch

E=E+fj(vxB). (7.30)
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7.3.2. Dimensionlose Modellgleichungen — Fldache

Die charakteristischen Gréfenordnungen (7.14) werden noch um die Gréfenordnung

der

no — Teilchendichte (7.31)

erweitert.
Die Skalierung der Flachengrofsen erfolgt analog zum Volumen:

% — Loy , t — tot | v =Ly
s s s 0 s
1
A  — LoTa, bar  — Lobar , kv — ok
Mg — MMy 7}04 — nona ) 1Y — nomop ,
S S
T T,T Ty R* - 2R
— Lol Ho = m_a,ua ; - it
S S s S S
J Lonoma gokLoTo " LT
— — — —n
Ja T (SI %o i] ) b o tob (7.32)
L3 + Lonom? 7 r+
o = nokTypy My, — 75M,, MzT = = Ma ,
s s s s 0t0 ¢ s 0
n()kL%TO2 kT2
s + noklgLo 4+ a no pa
+ kto + + kto +
i\ - moLoi\ ’ Z’ - moLO?Z ’
eonoLo
ne/" = ngegn®/¥ JF — Je/F
S S S S

Diese Skalierung liefert fiir die Flachengleichungen (4.13)—(4.18) die dimensionslose
Form:

atvl’?a + (?QETA + ‘S]TA,a)HA - 2kng7Za
M 1

- Z’ygga + E[[Ju,a + na(vy - 78}1/)]] =0 , (733)
a=1 $ 0

™ (010 () + (p0'02) 5 = 2kasvpy’) — 113
2y2

SN x Byl =0, (730
0 s

2
0
v
0 > 0 (50 A
(T ()~ (Tar ()2 L+ (s 2y

S

1 i ij
—lrv'pv, —v,) = 29] -

_tzAU”A {F,i (E + Bg"; % B)Z
+E [[(u -+ %(’U — /0)2)p(/01/ _ /Ul/> o (’Ul . /Uz)tl]]/j 4 qy:|:|

-G [(Pe ) - Pw-v) - B+ HuxB)] =0, (7.3)
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[B] v=0, (7.36)

v x [E+ (v x B)] =0, (7.37)

NIE + P] - V—won =0, (7.38)

X [[5§B—A3('g>< (E+P))]]—wo(g g+{F)=0- (7.39)

Die Skalierung der Flachengleichungen definiert eine weitere dimensionslose Grofe

no

25 7.40
wO nOLO ( )

Die zugehorigen Materialgleichungen (6.15)—(6.33) lauten in ihrer dimensionslosen

Form
Mo HUN.
m s 1 m _ _NA
: as ) 2, M E+ 3 xB)
(T my, T ) T(Z mNSZNS>< +ﬁ0(qu ) T]’

A AT
Joa=—MyTn,|g
S S S s

r
(7.41)
(1-p)Ae v
R® — Ra<exp < Aa Z’Va'ua> exp ( = s Zﬂﬂa)) 7 (7.42)
< a—1 5 8
N
SAT — (pw - Z uana)gAF : (7.43)
s s —1 5 S
0 = kg™ (%)”F , (7.44)
1 a 1 a *
o= 305~ Zo) - H~ Zo) 1
(7.45)
N
t9F ;= £ }S\iZ(p2(UV — gy))i - ( — NEP, — (pw - Zuana)
a=1

EN N\ T
+ NP x B)(u, —v,) - (%Tgp('v oM >>> |

+
w%wmﬁziffwwﬁgﬁf—(—ﬁ&a+%%wX3ﬁm—w0

1 1\ +
I (£ 20 SIS S

S
S
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7.3.3. Anmerkungen zur Skalierung

Die Skalierung der Volumen- und Fléchengleichungen generiert fiinf dimensionslose
Zahlen:

/\2 _ kTQ€0 52 _ Bo@oL% 2 _ tOBO 7_2 _ mOL(Q) wg _ 7}0
0 e%noLg ' 0 k‘Tot() ’ 0 Mo@o?’LoL(Q) ’ 0 t%k‘To ' 0 ngLQ )
(7.49)

Die Dicke der elektrochemischen Doppelschicht wird durch die Gréke A2 bestimmt
|61, 68]. Wihlt man fiir die Teilchenzahl ny die Salzkonzentration in einer Losung, so
entspricht A\gLy der Debye-Lénge fiir einwertige Salze [19].

Die Grofe 32 beschreibt den Einfluss der magnetischen Flussdichte B im System.
Die Grofse §p kann auch dargestellt werden als

2 2,25 Ly

Hier ist vy die mittlere Geschwindigkeit im System. Aus dieser Darstellung geht her-
vor, dass dg neben [y und Ay auch noch durch das Verhéltnis der Lichtgeschwindigkeit
co und der mittleren Massengeschwindigkeit vy bestimmt wird.

Die GroRe 7¢ entspricht der aus der Stromungsmechanik bekannten Mach-Zahl [13].
Hierfiir identifiziert man den Referenzdruck mit p® = ngkT, und die Referenzmas-
sendichte mit pf = mgny.

Das Verhaltnis von charakteristischer Flachenteilchendichte und Volumenteilchen-
dichte wird durch wy beschrieben.

7.4. Quasi-statisches Modell

Im letzten Abschnitt wurde das thermodynamisch konsistente Modell in eine dimen-
sionslose Form {iberfiihrt. Ziel dieses Abschnittes ist die erste Vereinfachung des ther-
modynamischen Modells. Hierfiir wird ausgenutzt, dass die Skalierung fiir eine kon-
krete Wahl der charakteristischen Grofsen Lg,to, Ty usw. sehr kleine Werte fiir die
fiinf dimensionlosen Grofsen Ag, 5o, dp, 7o und wy erzeugt. Eine formale Entwicklung
der Gleichungen liefert dann ein reduziertes Gleichungssystem, welches als quasi-
statisches Modell bezeichnet wird. Es ist durch eine quasi-stationare Impulsbilanz und
quasi-stationidre Maxwell-Gleichungen charakterisiert. Dariiber hinaus entkoppeln die
Gleichungen fiir die magnetische Flussdichte B von den iibrigen Gleichungen, so dass
zur Bestimmung der Felder der Materie nur die Gleichungen der Elektrostatik geldst
werden miissen.

Das hier relevante elektrochemische System soll durch eine makroskopische Léan-
genskala und eine kleine magnetische Flussdichte gekennzeichnet sein. Die fiir den
Beobachter relevante Zeitskala sei im Sekundenbereich. Das elektrochemische System
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ist durch die folgenden Gréfsen charakterisieren:

Lo=10"2 m, to =10 s, Ty = 298.15 K, no = 10%% m3,

k
no=10"m2  me=10"2 kg, B, =10"1 A—g. (7.51)
s S

Die Teilchendichte ny entspricht der Ionendichte einer 1-molaren Elektrolytlosung.
Der Wert der Dichte ng entspricht der Oberflichendichte eines Kristall.

Einsetzen der Werte in die Definitionen (7.49) liefert

MN=14x1071% B=4x10"", =05, t=2x10"", wi=10"".
(7.52)

Charakteristisch fiir die hier gewéhlte Skalierung (7.51) sind die kleinen Zahlenwerte
flir )\0, T0 und ,80.

Die sehr kleinen Werte von \g, 7 und 3y lassen vermuten, dass Terme, die mit diesen
Werten in den Gleichungen skalieren, vernachlissigbar sind. Ein einfaches Wegstrei-
chen dieser Terme ist aber nicht moglich, wie bereits die Diskussion zur lokalen Elek-
troneutralitdt im Abschnitt 7.2.1 gezeigt hat. Denn an der Grenzflache bilden sich
Schichten der Dicke 1/)¢ aus, wo die elektrische Feldstirke E stark variiert. Im Ab-
schnitt 8.3 wird dieses Phanomen fiir Elektrolyte untersucht. Die Approximation des
Gleichungssystems, die mit dem Parameter )y einhergeht, wird deshalb wegen der
Randschichten gesondert im Abschnitt 7.6 betrachtet.

Um das thermodynamische Modell zu vereinfachen, wird zunéchst der Grenziiber-
gang fiir 7o — 0 und By — 0 untersucht. Es wird angenommen, dass beide Werte
durch den selben Kleinheitsparameter € gegeben sind,

To — 6720 und 50 = EBO . (753)

Die Grofsen 7y und Bo seien unabhéngig von € und fixiert. Diese Vereinbarung erlaubt,
dass nur noch der Limes ¢ — 0 betrachtet werden muss.

Es ist wichtig anzumerken, dass die Verkniipfung der Kleinheitsparameter 75 und
Bo durch die Vorschrift (7.53) mittels e willkiirlich ist. Es sind auch andere Ansitze
moglich, zum Beispiel 7y = €27 und 3y = GBO. Wichtig ist, dass ein anderer Ansatz als
(7.53) im Limes € — 0 moglicherweise zu einem anderen reduzierten Gleichungssystem
fiihrt. Eine interessante Diskussion zu solchen Mehrskalenproblemen findet man in der
Arbeit [36] .

Die gesuchten Felder n,/n.,T,T,v/v, B und E des (dimensionslosen) thermody-
namischen Modells sind Vorrsl Kleixfheits%arameter ¢ abhingig. Es wird angenommen,
dass sich die gesuchten Felder in Potenzreihen von € entwickeln lassen. Fiir eine ge-
nerische Funktion u* gelte

u = u® + e 4 @ (7.54)

Die Funktionen u(®, u") usw. seien unabhiingig von e. Setzt man fiir die gesuchten
Felder die entsprechende Reihenentwicklung in das dimensionslose Gleichungssystem
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(7.16)—(7.22) und (7.33)—(7.39) ein und betrachtet den Limes ¢ — 0, so erhalt man
das auf Seite 104 zusammengefasste vereinfachte Gleichungssystem (7.58)—(7.88). Alle
Grofsen dieses Gleichungssystems sind von der Ordnung O(1). Es wurde deshalb auf
die Kennzeichnung der Groken mit (%) verzichtet.

Das resultierende Gleichungssystem ist quasi-statisch in Bezug auf die Impulsbilanz
(7.59) und die Maxwell-Gleichungen (7.61), denn in diesen Gleichungen tritt keine
Zeitableitung mehr auf. Das Gleichungssystem wird deshalb im Weiteren als quasi-
statisches Modell bezeichnet.

Der Limes ¢ — 0 fiihrt insbesondere dazu, dass die magnetische Flussdichte B
ausschlieblich in den Maxwell-Gleichungen (7.63)-(7.64) und den Sprungbedingungen
(7.77)-(7.78) auftritt. Hierdurch vereinfacht sich das Gleichungssystem weiter, denn
die Felder n,/ Moy T/ {, v/ v und E kénnen nun unabhéngig von B bestimmt werden.

Die vereinfachte Maxwell-Gleichung (7.61) des quasi-statischen Modells impliziert,
dass die elektrische Feldstiarke E durch das elektrische Potential ¢ gegeben ist,

E=-Vo. (7.55)

Weiterhin liefert der Limes € — 0, dass die elektromotorische Intensitat € im quasi-
statischen Modell identisch mit der elektrischen Feldstiarke E ist.

7.4.1. Anmerkungen zum quasi-statischen Modell

In der Elektrochemie wird zur Modellierung von elektrochemischen Prozessen die
Poisson-Gleichung zur Beschreibung des elektrischen Potentials ¢ genutzt [68, 61, 6],

— A div((1+ x)Vy) =n" . (7.56)

Die Poisson-Gleichung ergibt sich hier aus den Gleichungen (7.61) und (7.62) fiir
E = —Vypund P = yE. Die hier vorgestellte Herleitung des quasi-statischen Modells
liefert deshalb eine mathematische Rechtfertigung fiir die Verwendung der Poisson-
Gleichung und der Ignorierung der magnetischen Flussdichte B in den Berechnungen.

Bei der Verwendungen des quasi-statischen Modells, Gleichungen (7.58)—(7.88),
sind die Voraussetzung zu beachten, unter denen das Modell hergeleitet wurde. Dies
betrifft insbesondere die beiden dimensionslosen Grofsen 75 und fy. Beide Grofien
miissen hinreichend klein sind,

0<72<1 und O0<p<1. (7.57)

Diese Voraussetzung ist in der Elektrochemie nicht immer erfiillt. Beispielsweise bei
der Impedanzspektroskopie werden elektrochemische Systeme mit Frequenzen von
wenigen mHz bis zu einigen MHz angeregt [12]. Im MHz-Bereich ist die charakteri-
stische Zeit to = 10% . Man erhélt dann fiir die GroRen 79 und 3y die Werte: 78 = 6.4
und 32 = 0.38. In diesem Frequenzbereich werden die Bedingungen (7.57) nicht erfiillt
und das quasi-statisch Modell, Gleichungen (7.58)—(7.88), kann die Vorgénge in einem
solchen System nicht mehr richtig wiedergeben. Insbesondere kann in einem solchen
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System nicht die Poisson-Gleichung (7.56) verwendet werden, sondern es muss das
vollstandige System von Maxwell-Gleichungen genutzt werden.

Die Parameter 7 und [y hdngen nicht nur von der charakteristische Zeit t, des
Systems ab, sondern noch von weiteren charakteristischen Gréfen. Soll das quasi-
statische Modell genutzt werden um einen Prozess zu beschreiben, so muss immer
gepriift werden, ob die Bedingungen (7.57) erfiillt sind.
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7.4.2. Volumen- und Flachengleichungen des quasi-statischen
Modells

Sind die beiden Gréfsen 75 und [y, welche die Skalierung des thermodynamischen
Modells generiert, hinreichend klein, dann kann gezeigt werden, dass sich die (dimen-
sionslosen) Volumengleichungen des thermodynamischen Modells vereinfachen zu:

ana - a pa
W—i—dlv (nav + Jo) = Z%R , (7.58)
divy = 0 : (7.59)
9 o O (pY . 2 pY
az(T 8T<T)) div <T aT< )” a
—(t—A§E®P> Vo — A (E - P)div(v) - 2P E—-E-J' =0, (7.60)
rotE =0, (7.61)
A div(E 4+ P) =n" | (7.62)
divB =0, (7.63)
E+P
—)\(Q)aa——; +rot(§§B — N(P x v)) =nfv+J" |
(7.64)
p = pb(Tynq,...,ny, P), (7.65)
_ Opy
Ho =5~ (7.66)
_ 1o
- 9P (7.67)
i 0 (la Ma N 1 Ma ;
Jo= _MaTn“(axi ( T mny T > T (Z“ - mNZN>E> ’ (7.68)
N . .
g iy ovt o’
ij _ _ 1j
2= <p¢ ; ”a,ua>5 + 77T<8:Uf 895")
+ N E(E' + P7) = NJ(E - P)§" — INYE - E)67 (7.69)
I N
— D Vaka (7.70)
a=1
- (7.71)
q=~K 7)) .
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Die Flachengleichungen des quasi-statischen Modells lauten:
M
Dot + (100 1) 2 = artima =3 Vo R
a=1
+wig[[t]y,a + e (v, — 15}”)]] =0, (772

N R
“tia— = [EVn] =0, (773
0

)\2
-8 |(P(v,—v) = Pv-v)) - E] =0, (774)
vx[E]=0, (7.75)
MIE+P]-v—win"=0, (7.76)
[B] -v=0, (7.77)
vx[6iB—MN(vx (E+P))]—-winv+J)=0, (7.78)
Pw = pw(f‘{’?l? 7nN> ) (7 79)
opyY
L= 7.80
He = 3 (7.80)
Mo U
s 1 m _
JA = M T | AT (s - Des R Y 7.81
T, . 8787’ g ( T MmN T " T <Z . s) T >||F 5 ( )
A% N, (1—B)A* N,
R* = R} (exp ( — ;Za/ja> exp ( T ;’Sya/ja>) : (7.82)
Ns
SAT — 5¢AT mit o=pp— Z falea (7.83)
s s =15 8

A= H.gm(l) (7.84)

s T/’ '

HN HN +
o i&_s__@<“_fv_s ) _ _ o))

Toa = F M ( T T my\T T ) (nalvy =)™ (7.85)
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v = + N (PP (v, —v,))

al P (KN AN\
2 s
R e e )

my

a=1 s
(7.86)
. . +
e e R G (7.87)
+ + 1 1N+ dpyp a +
= tr(z-7) (% + Y pana) (v —v)) - (7.89)
a=1
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7.5. Isothermes Modell

Die Herleitung des quasi-statischen Modells setzt voraus, dass die Skalierung sehr
kleine Werte fiir die dimensionslosen GroRen 7¢ und 32 generiert. Neben diesen Gro-
fsen wird das Verhalten der gesuchten Felder aufserdem durch die phéanomenologischen
Koeffizienten der Materialfunktionen charakterisiert. Basierend auf den Gréfenord-
nungen der phanomenologischen Koeffizienten, kann das quasi-statischen Modell wei-
ter vereinfacht werden. Es wird nun gezeigt, dass fiir grole Warmeleitfahigkeiten das
elektrochemische System durch einen isothermes Prozess, d.h. VI' = 0 und J;H A =0,

beschrieben wird.
Zunichst soll die Grofsenordnung der phanomenologischen Koeffizienten des Volu-

mens fiir eine Elektrolytlosung untersucht werden. Man findet in [47] die Werte:
2 kg

m 1 K kg m
kTM, ~107%— T~103—= Ry ~ 102 — —
s n ms 0 m3s ’ T2 $3K

(7.89)
Mittels der Skalierung des Abschnitts 7.3 lassen sich diese Grofen in die entsprechen-
den dimensionslosen Koeffizienten des skalierten Systems umrechnen. Man erhalt

M, =10""*, n=10"1, Ry =107, k=107 . (7.90)

Die Werte lassen sich wie folgt interpretieren: Die Viskositét besitzt nur einen gerin-
gen Einfluss auf den Prozess und die Wéarmeleitung ist im Vergleich zu den anderen
Effekten relativ grofs.

Eingangs wurde diskutiert, dass es oft sinnvoll erscheint, einen Prozess als iso-
therm anzunehmen, d.h. VI = 0. Es soll nun gezeigt werden, wie ein konsistentes
Gleichungssystem bestimmt wird, welches die Beziehung VT = 0 erfiillt. Analog zur
Herleitung des quasi-statischen Modells wird angenommen, dass 1/x ein Kleinheits-
parameter ist, welcher analog zum letzten Abschnitt mit ¢ = k= bezeichnet wird.
Weiter wird angenommen, dass die gesuchten Felder n,/ Tsla,T/ ];, v /'zsj, E und B in

Potenzreihen von € entwickelt werden konnen, siehe Gleichung (7.54).
Der Limes € — 0 ben6tigt eine genauere Betrachtung des Materialgesetzes (7.71)y
fiir den Warmefluss,

c 1 1/ 1 T
q- = Eq( D4 q® +0() = ZV<W> + V<W> + Ofe) . (7.91)

Der fiihrende Term der Materialgleichung des Wirmeflusses g beginnt mit e~!. Setzt
man die Materialgleichung (7.91) in die Warmeleitungsgleichung (7.60) ein, so liefert
die fiihrende Ordnung die Beziehung

0= div(g"™") = ATO . (7.92)

Setzt man voraus, dass die Temperatur 1" der Grenzfliche konstant ist, so folgt aus

dieser Differentialgleichung die gesuchte Beziehung

v =o. (7.93)
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Die Warmeleitungsgleichung in der Ordnung O(1) dient zur Bestimmung der Tem-
peratur 7,

0 (20 (p0\\V o2 9 (PO 0 ()
_8t(T8T<T>> - div{ (T )6T<T> vod

_<t(o> 260 g P(o>) V0@ — \2(£©) . PO div(v®)

P g0 g0 gF0 _ ¢ (7.94)
1
TR () (1)
mit q _(T(o))2VT . (7.95)

Entwickelt man alle Volumengleichungen des quasi-statischen Modells, so stellt man
fest, dass in keiner weiteren Gleichung die Temperatur 70 auftritt, auker in der
Wirmeleitungsgleichung (7.94). D.h. durch den Limes x — oo koénnen die Felder
n&o),v(o),E(o) und B© unabhiingig von der Losung der Wirmeleitungsgleichung
(7.94) berechnet werden.

Wie ist diese Ergebnis zu interpretieren? Fiir grofe Wirmeleitkoeffizienten x /T
ist das Temperaturprofil im Kérper annihernd konstant und durch den Wert 7
gegeben. Die Temperaturschwankungen die im Korper auftreten, sind von der Ord-
nung O(k~') und sind gegeben durch die Funktion x~'7(). Sie werden durch die
Wirmeleitungsgleichung (7.94) bestimmt.

Die hier fiir das Volumen durchgefiihrten Uberlegungen, lassen sich ohne Weiteres
auf die Flache iibertragen. Hierfiir wird angenommen, dass sich die phénomenologi-
schen Koeffizienten der Warmefliisse schreiben lassen gemaéfs

K t=ei !, k= ei! und P = ep™ (7.96)
S S S S

Im Limes € — 0 erhdlt man aus den Gleichungen (7.71),(7.84) und (7.88) die Bezie-
hungen

vI9=o0, TO9,=0 und TO©=70* (7.97)
Die Warmeleitungsgleichungen (7.60) und (7.74) dienen im Grenzwertmodell € — 0
zur Berechnung des Temperaturprofiles 7 /T() der ersten Ordnung. Insbesondere

sind die Felder n!” / M v®/ 'g(o), E® und B unabhingig von der Wirmeleitungs-
gleichung (7.60) und (7.74) zu bestimmen.

Das Modell welche im Limes ¢ — 0 aus dem quasi-statischen Modell resultiert,
wird im Weiteren als isothermes Modell bezeichnet.

Das hier gewonnene Gleichungssystem setzt voraus, dass der Parameter e die Be-
ziehung € < 1 erfiillt. Betrachtet man aber den Wert fiir €, welcher sich aus der Ska-
lierung (7.90)4 ergibt, so ist die Beziehung nur unzureichend erfiillt. Es muss deshalb
im konkreten Fall gepriift werden, ob das isotherme Modell eine gute Approximation
ist.
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7.6. Reduziertes thermodynamisches Modell

Am Beispiel zweier Elektroden in einem Elektrolyt, Abschnitt 7.2.1, 1asst sich durch
die Ausbildung von Randschichten an den Elektroden erkldren. Die Breite dieser
Randschichten wird durch den Parameter \g kontrolliert. Dieses Randschicht-Phdnomen
ist fiir elektrochemische System bekannt, und ist Gegenstand der aktuellen Forschung
|68, 61, 40, 41].

Insbesondere sind die Resultate dieses Abschnittes bereits in der gemeinsamen
Arbeit [25] von W. Dreyer, R. Miiller und mir veréffentlicht worden.

Aus dem quasi-statischen Modell (7.58)—(7.88) fiir isotherme Prozesse werden nun
zwei Modelle hergeleitet. Namlich ein reduziertes Modell fiir das Volumen ohne Rand-
schichten, und ein Modell, welches die Randschichten beschreibt. Beide Modelle folgen
aus dem quasi-statischen Modell mithilfe der Methode der formalen Asymptotik. Am
Ende diesen Abschnittes, Seite 117 und Seite 118, sind die Gleichungen des reduzierten
thermodynamischen Modells und des Randschicht-Modells iibersichtlich zusammen-
gefasst.

Die Grenzfliche zwischen Elektrolyt und Elektrode wird mit S, das Gebiet der
Elektrode mit V'~ und das Gebiet des Elektrolyts mit V'™ bezeichnet.

Zur Vereinfachung wird vorausgesetzt, dass die Grenzfliche eben ist und keine
Transportprozesse tangential zur Flache S stattfinden. Die Geometrie erlaubt dann,
dass der Prozess als eindimensional vorausgesetzt werden kann. Die Ortskoordinate
wird mit z und die Position der Grenzfliche mit x bezeichnet. Die gesuchten Grofen

sind die Felder ng, n.,v,v, E und die Lage der Gi"enzﬂéiche T.

Weiterhin wird folgende Abhéngigkeit der (dimensionslosen) freien Energiedichte
von der Polarisation P betrachtet,

p = pd(T,ma, ... ,ny) + =5 PP (7.98)

Hier ist y die elektrische Suszeptibilitit. Sie wird als konstant vorausgesetzt. Dann
sind die chemischen Potentiale y, unabhéngig von der Polarisation P.

Die hier gewéhlte Skalierung (7.51) zeigt, dass der phdnomenologische Koeffizient
fiir die (dimensionslose) Viskositét 7 sehr klein ist, n = 107!, Es wird deshalb an-
genommen, dass fiir die Viskositdt gilt = 0. Diese Annahme impliziert sofort, dass
die Materialgleichung (7.86) fiir den Spannungstensor ¢ bzw. 3 auf der Fliche S sich
zu einer Randbedingung fiir v vereinfacht,

+ A5 (v —w)) 5 = (L(%N - /;V)) i

(7.99)

my

n
Unter diesen Voraussetzungen vereinfacht sich das quasi-statische Modell (7.58)—

(7.88) fiir einen isothermen Prozess zu den Volumen- und Flachengleichungen (7.100)—
(7.113) der nachfolgenden Seite.
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Volumengleichungen fiir die Volumina V*

Op + 0 (pv) =0 (7.100)
M
Omo + 0p(nav + Jo) = F4R*  a=1,... Nt -1 (7.101)
a=1
9,X =0 (7.102)
A0 (1 + x)0pp) = n* (7.103)
B 0 M, Mg i _ +
Ja__Mana<a_x<’ua_m_N'uN)+<Za_m_NZN)8_ZE> Oé—l,...,N —1
(7.104)
I N
Rt =——% ;wa (7.105)
. N
2= (= 3 natta) + 0+ ) (0u9)? (7.106)
a=1
Flachengleichungen fiir die Flache S
op+ —[p(v—v)] =0 (7.107)
s 0 S
1 L
Omo + —5[Ja+na(v—v)] = Y 42R*  a=1,... Ng—1 (7.108)
S Wo s i s
[S] = (7.109)
(1 + )] = win® (7.110)
A" N, (1—B)A®
e = o (= 3] o (S D)
(7.111)
1 m m + +
= _ + - _ e _ .« _ _
Jals = :FJ\SQT«,M@ mN'uN) (l;a lejN)>‘s (na(v g))‘s
o = 1, . ,NS —1
(7.112)
P (KN - -
+( 20 + _ P (EN s A1
o= o (205 -5)] s
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In der quasi-statische Approximation wird die elektrische Feldstarke E durch das
elektrische Potential ¢ als Unbekannte ersetzt. Betrachtet man die Gleichungen
(7.100)—(7.113) fiir Flache und Volumen, so stellt man fest, dass das elektrische Poten-
tial ¢ bis auf eine Konstante durch die Gleichungen festgelegt wird. Um ein eindeutig
bestimmtes Potential ¢ zu erhalten, wird angenommen, dass ¢ an der Fliache S stetig
ist,

[¢] =0. (7.114)

Der Wert des elektrischen Potentials ¢ auf der Flache S wird mit ¢ bezeichnet,

0=l . (7.115)

Fiir die nachfolgenden Betrachtungen sind die Bilanzgleichungen fiir die elektrischen

Ladungsdichten n® und n® von Bedeutung. Sie lauten

1
on®+0,(nv+J) =0 und  In°+ E[[Je +nf(v—0v)]=0. (7.116)
S 0 S

Die Ladungsdichten n® und n° sind unter den obigen Annahmen gegeben durch

1
n® =n" + A0,(x0.p) und  n°=n"+ E)\(Q)[[Xaxap]] : (7.117)
S S 0

Die elektrische Stromdichte j¢ = n®v + J¢ besitzt hier die Darstellung:

N
je = Z Zado + 150+ Nix0rtp (7.118)
a=1

7.6.1. Methode der formalen Asymptotik

Die gesuchten Grofen in den Volumina V* bzw. auf der Fliche S sind nach den

obigen Voraussetzungen n\, n), v}, v*, ©* ©* und z*. Mit der Bezeichnung * wird die
S S S

Abhéngigkeit der Felder vom Parameter \y verdeutlicht.
Im Folgenden sei u* eine Funktion, welche stellvertretend fiir eine der gesuchten Vo-
lumengréfen steht und v ist die zugehéorige Flachengrofe. Die Abbildung 7.1y zeigt

einen moglichen Verlauf der generischen Funktion v* an der Grenzfliche S. Die Varia-
tion von v in den Gebieten V* wird durch die Volumengleichungen (7.100)—(7.106)
beschrieben. Der Sprung [u*] an der Grenzfliche S wird durch die Flidchengleichungen
(7.107)—(7.113) festgelegt.

Die Grofie \g erzeugt fiir den Fall 0 < )y < 1 grofie Gradienten von u” in der
unmittelbaren Umgebung von S. Es bilden sich Randschichten in den Gebieten V'*
und V'~ der Breite \g aus. Die Abbildung 7.1, veranschaulicht diese Situation.

Im Folgenden soll das Gleichungssystem (7.100)—(7.113) durch den Limes Ay — 0
reduziert werden. Hierfiir wird die Methode der formalen Asymptotik verwendet.
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Diese Methode basiert auf der Existenz von zwei unterschiedlichen Reihenentwick-
lungen der Funktion u* und einer Reihenentwicklung der FlichengroRe u?. Auflere
S

Reihenentwicklung approximiert v* im Volumen auferhalb der Randschichten und
die innere Reihenentwicklung approximiert v in den Randschichten. Die &ufere und
innere Entwicklung von u” sind iiber Matching-Bedingungen miteinander verkniipft.
Die Abbildung 7.1,,;tte veranschaulicht diese Approximation.

Die Methode der formalen Asymptotik liefert approximierte Flachen- und Volu-
mengleichungen, woraus neue Fliachengleichungen hergeleitet werden. Die zugehorige
,heue’ Grenzfliche wird mit I bezeichnet, Abbildung 7.1,ccts. Um die Unstetigkeiten
an der Fliache S von denen der neuen Flache I zu unterscheiden, werden dreifachen
Sprungklammern [[.] eingefiihrt.

Eine detaillierte Einfithrung in die Methode der formalen Asymptotik findet sich
in [16].

/ D<Mkl )\O/ A — 0

U Of U Ot U Of

S S I

Abbildung 7.1.: Links: Verlauf einer generischen Funktion u in der elektrochemischen
Doppelschicht. Mitte: Aufere und Innere Entwicklung der Funktion
u. Rechts: Verlauf der generischen Funktion w im Limes A\q — 0.
Die Randschichten werden nicht mehr aufgelost, sondern durch neue
Flachengleichungen wiedergegeben.

Innere und duBere Entwicklung. Im Volumen ohne die Randschichten wird die
Funktion u* entwickelt durch

Mt x) = u Ot x) + uD(t, 2) Ao + uP (8, 2)N2 + O(\) . (7.119)

Die Funktionen u(®, u(") usw. sind unabhéingig vom Parameter ). In der Nihe der
Grenzfliche S = {2*} wird eine innere Koordinate z eingefiihrt,

r — 2(t)
=3 7.120
i=— (7.120)
Die Funktion u”* in der inneren Koordinate ist definiert durch

UMt 2) = uM(t, 2Mt) + No2) (7.121)

s
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Wie im Volumen wird die Existenz einer Reihenentwicklung angenommen,
WMt 2) = a0 (t, 2) + aD(t, 2) Ao + 1P (L, 2)N2 + O(ND) . (7.122)

Die Funktionen @9, 4(!) usw. sind unabhiingig vom Parameter \y. Fiir die Flichen-
grofe u* und die Flidchenposition 2* wird eine entsprechende Reihenentwicklung an-
genommen, °

u = u® +uMN + O(N2) (7.123)
2 =2 W+ 0(N2) . (7.124)

Die Transformation (7.120) fiihrt dazu, dass die Sprungklammer [u] folgende Dar-
stellung besitzt:

SAT — A A li Mt 2) — Ii M (¢ . 7.125
[ 1= — g = _ Jim a(t2)—  Mim at(t 2) (7.125)

Matching-Bedingung. Die Beziehung (7.121) impliziert Matching-Beziehungen zwi-
schen den inneren und duferen Grofen. In [16, 64| werden die Matching-Bedingungen
eingefiihrt (i) durch Einsetzen der Reihenentwicklung (7.119) und (7.122) in die Be-
ziehung (7.121) und (ii) durch Vergleich der Potenzen von Ag. Man erhélt

a0 (t, 2) 32w 20y (7.126)

0.0, 2) "3 0, (7.127)

0,00, 2) "% 0, (7.128)

A0, 2) — 0,u® = (t, ) (2 + 2V) TFF uOE(, 2 0) | (7.129)
9.0V (t, 2) * 5% 9,00 E (¢, 2 | (7.130)

APt 2) — Qpu D (t, 20) (2 + 2 V) T D= (E 20 (7.131)

Die duBeren Gleichungen der fithrenden Ordnung. Werden die Reihenentwick-
lung (7.119) fiir die Volumengrofen in (7.100)—(7.106) eingesetzt, so erhélt man in
der fithrenden Ordnung das Gleichungssystem

M

OmD + 0,(nPv @) + 9,70 =3 ALRYO fiir a=1,... N*, (7.132)
=1

0,2 =0 | (7.133)

0=n"0 (7.134)
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Die zugehorigen Materialgleichungen sind

) — 9py®

7.135
IR (7.135)
(0)
J(O)_ Mn()<a <;ug))_ma S\?)>+<za_%2 )ggp ) O{:l, 7Ni_17
mpy T
(7.136)
N=E
RO = iS00 (7.137)
- T Yalle” s ’
a=1
N
2O = (p) 0 =Y ndud . (7.138)

Die inneren Gleichungen der fiihrenden Ordnung. Fiir die inneren Gleichungen
werden die Volumengleichungen (7.100)—(7.106) beziiglich der inneren Koordinate z
transformiert. Einsetzen der Reihenentwicklung (7.122) fiir die Volumengrofen in der
inneren Koordinate liefert in fithrender Ordnung

0, (5(0)(@(0) _ 2(0))) =0, (
9,1 =0 a=1,...,N—1, (

0.5 =0, (7.141
—(1+ X)azzga“)) = a0 (
0

Die Gleichungen der inneren Entwicklung sind in den Gebieten V= = (—00,0] bzw.
V+* =10, +00) zu lésen. Die zugehorigen Materialgleichungen sind

©
JE = a0 (Q (79 = 270 4 (2 — D) 22 09 )
my

0z muy 0z
a=1--- ,N-—1,
(7.143)
0 _ (505 na ) 41 )
SO = (5 = 3 fafia) -+ H1L+ )05 (7.144)
a=1
Aus den Matching-Bedingungen (7.126)(7.131) folgt fiir die inneren Grofen
(0) — n(0),+ (0) im 5© — 0% (0)
le)rinoon (t,2) =ny (t,ysc ), Zgrinoov (t,z) =v (t,yg ), (7.145)
lim ¢O(t, 2) = o= (¢, 2©) | lim 9.79(t,2) =0, (7.146)
z—rdoo s z—rFoo
lim 0.9(t,2) =0, hm 0.p0(t,2) =0. (7.147)
z—rFoo z—rFoo
Hieraus folgt fiir die Materialgleichungen (7.143) und (7.144)
-1 - i 52(0) — (0% (0)
ZgrilooJ (t,z) =0 und ZgrinooZ (t,z) =% (t,:sc ) . (7.148)
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Die inneren Gleichungen in hoheren Ordnungen. Fiir die weitere Auswertung
ist nur die nullte Ordnung der Massenbilanzen interessant,

9. (A0 — o) + TPy =0 a=1,...,N-1. (7.149)

Die konkrete Gestalt der Materialgleichung fiir J ist hier nicht wichtig. Es ist aus-
reichend zu wissen, welche Beziehungen die Matching-Bedingung (7.126)—(7.131) fiir

die konstitutiven Funktionen J& liefern. Es gilt
hgl JO(t, 2) = JOE(t, 20y (7.150)
Z— 00 S

Die detaillierte Rechnung zum Nachweis dieser Matching-Bedingung ist aufwendig,
man findet sie unter anderem in [22].

Fithrende Ordnung der Flachengleichungen. Die Volumengrofsen, welche in den
Flachengleichungen (7.107)—(7.113) auftreten, miissen durch die inneren Volumengro-
fsen beziiglich der inneren Koordinaten z ausgedriickt werden. Setzt man die Reihen-
entwicklung (7.122) und (7.123) in die Fldchengleichungen ein, so erhélt man in der
fiihrenden Ordnung die Flachengleichungen

1
8@ + S [pO@O — v =0, (7.151)
s Wwo S
1 L
Om + S+ AP0 o] = 3 gk a =1 Ny =1, (7.152)
s wo S P s S
=97 =0, (7.153)
0= B (7.154)
und die Beziehung
GV),—o = O . (7.155)
Die Materialgleichungen lauten
pA* X
0 = (e (5 St
( pA* N
_eXp( Zf}/a:ua )) ) (7156)
= I :|:1< © _ Ma ~(0) © _ Ma (o>>i
Jo el = M — - -
(Ja+7a(@ =) 7| = F My ( (A mNuN) (= =m) )|,
a=1,...,Ng—1, (7.157)
0
L0 (50 _ O [ L
\E (50 (50 _ (a_s) 7.158
-0 = 7 (o (G- 2)| (7159
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Folgerung aus den Gleichungen der inneren Entwicklung. Aus der Kombination
von Impulsbilanz (7.141), der Materialgleichung (7.144) des totalen Spannungstensors
und der Poisson-Gleichung (7.142) folgt die Identitét

N
0= 700, (gg” + za¢(0)> . (7.159)

a=1

Die Massenbilanzen (7.140), die Materialgleichungen (7.143) der Massenfliisse und
die Matching-Bedingung (7.147) liefern die Beziehungen

8 - - my 8 ~(0 ~
0= &(ugm + za¢(0)> - m_a§<“§v) + zNgo(O)> . a=1,....N—1. (7.160)

Aus den N Gleichungen (7.159) und (7.160) erhélt man
0=0, (,:Lg9> n za@(o)) fir a=1,...,N . (7.161)

Dies bedeutet, dass die Kombinationen fi, 4+ z,¢ aus chemischem und elektrischem
Potential konstant beziiglich z sind.

Flichengleichungen fiir die neue Grenzfliche I. Die Position 2* der urspriingli-
chen Fliche S wird in der fithrenden Ordnung durch z(®) approximiert. Die hierdurch
definierte Grenzfliche wird mit I = {20} bezeichnet.

Die Entwicklung der Flachengleichungen (7.151)—(7.158) hdngen von den Spriingen
[.] und somit von den Volumengréfen der inneren Entwicklung ab. Insbesondere sind
hier die Spriinge bei z = 0 auszuwerten, siche Gleichung (7.155). Das Ziel ist die
inneren Entwicklungen der Volumengrofsen in den Flachengleichungen bei z = 0 durch
die #ukere Entwicklung der Volumengréfen bei I = {2(®} auszudriicken.

Um zwischen den Spriingen [.] der urspriinglichen Flache S und den Spriingen der
neuen Grenzflache I zu unterscheiden, wird folgende Bezeichnung fiir eine generische
Funktion u eingefiihrt

uO[F = uO*(, f(o)) = ZEIEOO a® und [WO] = u@F —u®|; . (7.162)
Betrachtet man die inneren Gleichungen (7.139),(7.141), (7.149) und die Matching-
Bedingungen (7.145)—(7.148), (7.150) so lassen sich die Sprungklammern [.] der Fla-
chengleichungen (7.151)—(7.153) durch die Sprungklammern [.]] fiir  ersetzen. Wei-
terhin werden die Materialgleichungen (7.157) und (7.158) durch die Beziehungen
(7.161) auf die Flache I fortgesetzt.
Die hieraus resultieren Fléchengleichungen fiir die Fléche / und die zugehorigen Vo-
lumengleichungen sind im nachfolgenden Abschnitt zusammengefasst. Auf die Kenn-
zeichnung der fithrenden Ordnung mit () ist verzichtet worden.
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7.6.2. Reduziertes Modell fur Volumen und Flache

Die nachfolgenden Volumen- und Flachengleichungen approximieren fiir 0 < A\g < 1
die urspriinglichen Gleichungen (7.100)—(7.113).

Bei dieser Darstellung wurde bereits ausgenutzt, dass chemische Reaktionen die
elektrische Ladung erhalten, Gleichung (2.18) und (2.66)s.

Volumengleichungen fiir V*.

g + Op(ngv) + 0y = ny“Ra fir «e{l,...,N*}, (7.163)

0,5 =0, (7.164)

0= nF : (7.165)

0 . »
o = a’;w mit  pY = p(T,nq,....,nN) , (7.166)
0 Mg - +

Ja——Mana<a—x(,ua+zacp—m—N(,LLN+zNg0)>) a=1,...,.N* =1, (7.167)
L, 3

R =— ;%(ua + Za) (7.168)
Ni

Yo=pyp— Z na(,ua + ZaSO) . (7169)
a=1

Flachengleichungen fiir 1

1 a a
8t?“+w_gm‘] +na(v—v)] = Z%R a=1,...,Ng (7.170)
[=] = 0 (7.171)
0=n" (7.172)
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dpy

fo= 5= it p=pd(Tom, ) (7.173)
BA® N,
= (o (- Ll )
(1-p)a &
—exp (T ;Za(’ﬁa v zagso))> . (7.174)

+

1 m
_ Mi_< Lt 20— 2 ‘
;= F MG (ot zap = (i + 2v9)

I
me
— (fta + Zap — —(pun + zw)))
s s my s s
fir a=1,...,Ng—1, (7.175)

1 +
4 o E _
¥t =01 = 7 (g (200 = o4 200))

(7.176)

I

7.6.3. Modell fir die Randschicht

Das Verhalten der Felder n,,v, und ¢ in den Randschichten von S wird durch die
reduzierten Gleichungen (7.163)—(7.176) nicht mehr aufgeldst, sondern wird durch die
neuen Fliachengleichungen (7.170)—(7.176) fiir I wiedergegeben. Das Verhalten der
gesuchten Grofen in den Randschichten wird durch die inneren Grofen ng,, v, und ¢
beschrieben. Sie werden durch die inneren Gleichungen (7.139)—(7.144) bestimmt,

0.(p(v —v)) =0, (7.177)
8Z<ﬁa+za¢—&<[m+z]vg5 —0 fir a=1,...,N, (7.178)
my
9.5 =0, (7.179)
—(14x)0-2p = 0" . (7.180)
mit
_opY N i N

flo= 2= mit g = pO(TL A, i) + 3108 (7.181)

~ R N
D= — Y fiafia + 51+ Xx)(0:¢)° . (7.182)

a=1

Die zugehorigen Randbedingungen sind durch die Stetigkeit des elektrischen Poten-
tials und die Matching-Bedingungen gegeben,

Plico =9, dim ¢ =gl (7.183)
: ~ + . S + . ~ +
Sp A= e =, Ipe=elr (7184
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7.6.4. Anmerkungen zum reduzierten Modell

Mithilfe der formalen Asymptotik konnte aus dem quasi-statisch isothermen Modell
fiir den Fall 0 < A\g < 1 ein reduziertes Modell hergeleitet werden. Es besteht aus
reduzierten Volumengleichungen und neuen Flachengleichungen. Die resultierenden
Gleichungen sind durch lokale Elektroneutralitit im Volumen n* = 0 und auf der
Fliche n* = 0 gekennzeichnet.

Insbegondere 16st das reduzierte Modell die gesuchten Felder in den Randschichten
nicht mehr rdumlich und zeitlich auf, was durch neue Flichengleichungen beriick-
sichtigt wird. Das Verhalten der Felder innerhalb der Randschichten wird durch das
Randschicht-Modell beschrieben, Abschnitt 7.6.3. Dieses Randschicht-Modell ist da-
durch charakterisiert, dass alle Gleichungen stationér sind und die Zeitabhéangigkeit
der Felder nur iiber die Randbedingungen einfliefst.

Von zentraler Bedeutung fiir die Herleitung des reduzierten Modells sind die elek-
trochemischen Potentiale. Diese sind im Volumen und auf der Fldche definiert als

o = Hat+zap  und  pg = fla + 20 - (7.185)

Die elektrochemischen Potentiale 1§, besitzen im Limes \g — 0 die Eigenschaft, dass
sie in der Randschicht konstant sind. Diese Eigenschaft ermoglicht erst die Formulie-
rung des reduzierten Modells.

Es ist zu beachten, dass die Abhéngigkeit der Reaktionsraten in (7.168) und (7.174)
sowie des Spannungstensors in (7.169) vom elektrischen Potential ¢ /¢ nur scheinbar

vorhanden ist. Das elektrische Potential fallt aus diesen Gleichungens wegen der Er-
haltung der elektrischen Ladung bei chemischen Reaktionen (2.18) bzw. (2.66)s und
aufgrund von Elektroneutralitét, (7.165), wieder heraus.

Neben der lokalen Elektroneutralitit besitzt das reduzierte Modell im Volumen
weitere giinstige Eigenschaften. Der totale Spannungstensor ¥ und die freie Ener-
giedichte py sind nicht mehr abhéngig von der elektrischen Feldstirke £ = —0,..
In den Volumengleichungen tritt die elektrische Feldstérke E ausschlieflich in den
Materialgleichungen der Massenfliisse J,,, (7.167), auf.

Im quasi-statischen Modell wurde festgelegt, dass das elektrische Potential an der
Grenzfliche S stetig ist, Gleichung (7.114). Diese Eigenschaft geht im reduzierten
Modell verloren. Der Wert des Sprunges [[¢] muss aus den Flichengleichungen fiir /
bestimmt werden.

Abschliefsend werden noch die Bilanzgleichungen der elektrischen Ladung fiir Volu-
men und Fliache des reduzierten Modells angegeben werden. Im Volumen folgen aus
den Beziehungen (7.117) und (7.118) fiir Ladungsdichte n® und Stromdichte j¢ die
Beziehungen

N
n®=n" =0 und  j°=J 4+ nv= ZzaJa : (7.186)
a=1

Hierdurch vereinfacht sich die Bilanzgleichung (7.116); der elektrischen Ladung zu
0,7°=0. (7.187)
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Im reduzierten Modell ist folglich die elektrische Stromdichte j¢ im Volumen konstant.
Die Darstellung (7.117)y der Flachenladungsdichte n® impliziert im reduzierten

Modell:
n®=n"=0. (7.188)

S

Weiter folgt aus der Flachenbilanz (7.116),, dass im reduzierten Modell die elektrische
Stromdichte j¢ an der Fliache I stetig ist,

L] =0. (7.189)

7.7. Butler-Volmer-Gleichung

Anfang des 20. Jahrhunderts stellte J. Tafel in seinen experimentellen Studien zur
Wasserstoftbildung an Metallelektroden fest, dass zwischen der Potentialdifferenz U
von Elektrode und Elektrolyt und der elektrischen Stromdichte j¢ ein logarithmischer
Zusammenhang existiert |71, 72],

n=a+bln(;5°) mit n=U -0, (7.190)

Diese Gleichung ist als Tafel-Gleichung bekannt [12, 61]. Das Potential n wird als
Uberspannung bezeichnet. U ist die Potentialdifferenz zwischen Elektrode und Elek-
trolyt und Uy die entsprechende Differenz fiir den stromlosen Zustand j¢ = 0. Die
Koeffizienten a und b sind abhéngig vom verwendeten Elektrolyt und dem Elektro-
denmaterial.

In den nachfolgenden Jahren leiteten J.A.V. Butler und M. Volmer mathematische
Modelle zur Beschreibung des experimentellen Zusammenhangs zwischen Uberspan-
nung 7 und elektrischer Stromdichte j¢ her [14, 15, 28, 29]. Thre Modelle basieren auf
einem kinetischen Ansatz, welcher folgende Beziehung liefert:

j¢ = kgexp (;—%acn> — kaexp < — ;—%aAn> : (7.191)
Die Koeffizienten k4, ko sind abhéngig von den Massendichten des Elektrolyts und
der Elektrode. Sie sind aber unabhiingig von der Uberspannung 7. Die Grofen o, ac
werden als Transferkoeffizienten bezeichnet und werden meist als konstant angenom-
men.

Die von Butler und Volmer gefundene Gleichung (7.191) ist in der Literatur als
Butler-Volmer-Gleichung bekannt [61, 12, 50|. Fiir groe Uberspannungen 1 kann
eine der beiden Exponentialfunktionen in der Butler-Volmer-Gleichung, abhingig
vom Vorzeichen von 7, vernachléssigt werden. In diesem Fall geht die Butler-Volmer-
Gleichung (7.191) in die Tafel-Gleichungen (7.190) iiber.

Bei der Modellierung von modernen Lithium-Ionen-Batterien spielt die Butler-
Volmer-Gleichung eine zentrale Rolle, da sie im wesentlichen die Strom-Spannungs-
Kennlinien der Batterie bestimmt. In der Literatur werden deshalb unterschiedliche
Verallgemeinerung der Butler-Volmer-Gleichung (7.191) beschrieben um die kom-
plexen Vorgéange innerhalb einer Batterie adédquat wiederzugeben. Zum einem wird
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versucht die Abhéngigkeit der Koeffizienten k4, kc von den Massendichten geeignet
zu modellieren und zum anderen wird die Definition des Uberpotentials 7 variiert
[44, 31, 67, 11|. Nur in wenigen Arbeiten wird sich mit einer thermodynamischen
Rechtfertigung der Butler-Volmer-Gleichungen beschéftigt. A. Latz und L. Zausch
zeigen in ihrer Arbeit [45], dass die Koeffizienten der Butler-Volmer-Gleichung durch
den zweiten Hauptsatz eingeschrankt werden und nicht beliebig wéhlbar sind.

Einen weiteren Ansatz zur thermodynamischen Herleitung verfolgen J.M. Rubi und
S. Kjelstrup in [67]. Sie leiten die Butler-Volmer-Gleichung innerhalb der mesosko-
pischen Thermodynamik her. Hierbei wird davon ausgegangen, dass alle Phanomene
mit Volumengleichungen beschrieben werden konnen. Die Grenzflichenphénomene
werden durch Singularitéten in den Materialkoeffizienten beriicksichtigt. Werden die
Volumengleichungen iiber die Singularitéten integriert, so erhélt man ein System aus
Volumen- und Fléchengleichungen. Eine der neu auftretenden Flachengrofien identi-
fizieren Rubi und Kjelstrup als die Uberspannung 7. Sie ist durch eine Integral iiber
die Singularitédt gegeben.

Eine Herleitung der Butler-Volmer-Gleichung innerhalb der Thermodynamik ir-
reversibler Prozesse basierend auf Volumen- und Fléachengleichungen existiert in der
Literatur nicht. Ziel dieses Abschnittes ist deshalb die konsistente Herleitung und Ver-
allgemeinerung der Butler-Volmer-Gleichung (7.191) aus den Gleichungen der Ther-
modynamik und Elektrodynamik, Kapitel 4 und 6.

Fiir die Herleitung der Butler-Volmer-Gleichung miissen zwei zentrale Fragen be-
antwortet werden:

e Die Gleichungen der Thermodynamik und der Elektrodynamik stellen bereits
ein vollstandiges Gleichungssystem dar. Welche Gleichungen der Kapitel 4 und
6 implizieren die Butler-Volmer-Gleichung?

e In den Gleichungen der Thermodynamik und der Elektrodynamik, Kapitel 4
und 6, tritt das elektrostatische Potential ¢ niemals direkt auf, sondern nur als
Gradient V. Es existiert deshalb kein direkter Zusammenhang zwischen dem
elektrischen Potential ¢ und der elektrischen Stromdichte 7°. Wie ist dieser
Zusammenhang also zu erkléren?

Zur Herleitung der Butler-Volmer-Gleichung miissen geeignete Modellannahmen for-
mulieren werden. Diese Annahmen sind im nachfolgenden Abschnitt 7.7.1 zusammen-
gefasst. Im Abschnitt 7.7.2 wird zunéchst der Gleichgewichtsfall diskutiert, welcher
die zentrale Idee fiir die Herleitung der Butler-Volmer-Gleichung beinhaltet und zur
Nernst-Gleichung fithrt. Die Herleitung der Butler-Volmer-Gleichung folgt im Ab-
schnitt 7.7.3. Im letzten Abschnitt 7.7.4 werden die Butler-Volmer-Gleichung und die
hierfiir notwendigen Modellannahmen diskutiert.
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7.7.1. Modellannahmen zur Herleitung der
Butler-Volmer-Gleichung

Die Grenzfliche zwischen Elektrode und Elektrolyt wird mit S bezeichnet. Die Elek-
trode nimmt das Gebiet V'~ und der Elektrolyt das Gebiet V* ein. Die Normale v
der Grenzflache zeigt in das Gebiet V.

Die Indexmenge der Komponenten der Mischung in V* bzw. V= wird mit M™
bzw. M~ bezeichnet. Die Komponenten, welche ausschlieflich auf der Grenzfliche
existieren, sind in der Indexmenge Mg enthalten.

Um die Herleitung der Butler-Volmer-Gleichung zu vereinfachen, werden Annah-
men getroffen, die sich an Experimenten zum Nachweis der Butler-Volmer-Gleichung
orientieren. Diese Experimente sind dadurch charakterisiert, dass (i) nur eine chemi-
sche Reaktion an der Elektrode stattfindet, (ii) die Prozesse stationdr sind, (iii) die
Temperatur konstant ist, (iv) die Prozesse homogen auf der Oberflache der Elektrode
ablaufen und (v) die Elektrode relativ grof ist. Ferner werden folgende Voraussetzun-
gen fiir die Grenzflache zwischen Elektrode und Elektrolyt vereinbart:

A1l Zeitableitungen entfallen in den Gleichungen. Die Gleichungen sind stationér.
A2 Die Grenzflache ist eben und die tangentialen Fliisse sind Null.
A3 Es findet nur eine chemische Reaktion auf der Grenzfliache statt, d.h. Mg = 1.

A4 Keine Komponente kommt gleichzeitig in beiden Mischungen vor, d.h. M* N
M~ = (). Alle Komponenten auf der Fliache existieren auch im Volumen, d.h.

Mg = 0.

A5 Die Voraussetzungen fiir die quasi-statische Approximation sind erfiillt, d.h.
¢ < 1und 32 < 1.

A6 Die Voraussetzungen fiir einen isothermen Prozess sind erfillt, d.h. x > 1,
k> 1 und kT > 1.
A7 Die Voraussetzungen fiir die Approximation der Randschichten sind erfiillt, sie-

he Abschnitt 7.6. Insbesondere gelte 0 < \§ < 1.

Unter diesen Annahmen koénnen die Gleichungen des reduzierten Modells, Abschnitt
7.6.2 Seite 117, verwendet werden. Es ist zu beachten, dass die Gleichungen in den
nachfolgenden Abschnitten in ihrer dimensionsbehafteten Form verwendet werden.

7.7.2. Herleitung Nernst-Gleichung

Bevor der dynamische Fall diskutiert wird, soll das Gleichgewicht betrachtet werden.
Im Gleichgewicht gilt fiir die Reaktionsrate R = 0. Die Materialgleichung (7.174) fiir

die Reaktionsrate liefert die notwendige Beziehung fiir das chemische Gleichgewicht,

NS
> Vo (mopl + z5e09”) =0 . (7.192)
o—1 S S S
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Der Index 0 dient zur Kennzeichnung des Gleichgewichts. Beachte, die Gleichung
(7.192) ist wegen des Erhalts der elektrischen Ladung, Zivil Vozs = 0, unabhéngig

von ¢°.

Wegen der Annahme A4 kann die Summe (7.192) eindeutig zerlegt werden in

Z Yo (Mopty + zoe00°) + Z Yo (Mopty + z0€00°) =0 . (7.193)

ceEM— cem+ ®

Im néchsten Schritt werden die elektrochemischen Potentiale p, + 2@ der Fl&-

Ma

chen durch die elektrochemischen Potentiale i, + 22%2¢ des Volumens ersetszt. Hierfiir
werden die Materialgleichungen (7.175) und (7.176) genutzt. Im Gleichgewicht lie-
fern diese Materialgleichungen die Stetigkeit der elektrochemischen Potentiale an der

Grenzflache I,

+
O+ 200 — (i + @go(])‘ fiir o € M* . (7.194)
m, I

s a s My

Setzt man diese Beziehungen in (7.193) ein, so folgt

Z vamaugﬁ = < Z Zazaeo> <900|;L - goo};> . (7.195)

aeM-UM+ ® aEM-

Hierbei wurde der Erhalt der elektrischen Ladung in chemischen Reaktionen ausge-
nutzt, ZQGM— Yafa = — Zae./\/l"' Vafa-
S S

Im Gegensatz zur Gleichgewichtsbeziehung (7.192) fallen die Potentiale ¢" jc nicht
aus der Beziehung (7.195) heraus.

Die chemischen Potentiale des reduzierten Modells sind unabhéngig von der elektri-
schen Feldstirke E und insbesondere vom elektrischen Potential ¢, vergleiche hierzu
Abschnitt 7.6.4. Die hier gefundene Beziehung (7.193) stellt somit eine Bezichung
zwischen den Massendichten p® des Volumens und der Potentialdifferenz Uy her,

Uo=¢"7 —¢°|, . (7.196)

Die Potentialdifferenz U, zwischen Elektrolyt und Elektrode wird als Gleichgewichts-
potential Uy bezeichnet.

Die Beziehung (7.195) zwischen chemischen Potentialen p, und dem Gleichge-
wichtspotential Uy wird als Nernst-Gleichung bezeichnet [61].

Im Abschnitt 8.5 wird an einer Metall-Elektrolyt-Grenzschicht gezeigt, wie die
Nernst-Gleichung genutzt werden kann um das Potential U, als Funktion der Elek-
trolytkonzentration zu berechnen.

Der wesentliche Schritt fiir die Herleitung der Nernst-Gleichung ist die Fortsetzung
der elektrochemischen Potentiale von der Fliche in das Volumen hinein. Dieser Schritt
fiihrt nur im reduzierten Modell zur Definition des Gleichgewichtspotentials Uy und
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somit zur Nernst-Gleichung. Zum Vergleich, im quasi-statischen Modell liefern die
entsprechenden Materialgleichungen fiir die Flache S die Beziehung

Z yamaugg =0. (7.197)
aeM-UM+

Diese Gleichung besitzt aber im Gegensatz zu (7.195) keine direkte Abhéngigkeit vom
elektrischen Potential ¢.

7.7.3. Herleitung Butler-Volmer-Gleichung

Die Uberlegungen die zur Nernst-Gleichung im Gleichgewicht fithren, lassen sich auf
das Nichtgleichgewicht iibertragen. Hieraus resultiert die Butler-Volmer-Gleichung.

Zunachst wird die elektrische Stromdichte j¢ im reduzierten Modell betrachtet. Sie
ist dadurch charakterisiert, dass sie konstant im Volumen und stetig an der Grenz-
fliche I ist, Gleichungen (7.187) und (7.189),

0,j°=0 in VE und  j°7 =5°; . (7.198)

Die elektrische Stromdichte wird deshalb iiberall einheitlich mit j¢ bezeichnet.
Die elektrische Stromdichte j¢ wird im reduzierten Modell ausschlieflich durch die
Bewegung der freien Ladungstriager hervorgerufen, Gleichung (7.186),

N Za€
=y 2, (7.199)

Ma

a=1
Die (stationédren) Flachenmassenbilanzen (7.170) liefern die Darstellung

= % Joal) —( > zaewa> : (7.200)

aeMt aeMt

Beachte, dass die Volumenbeitriage der Elektrodenseite entfallen, wegen der Annahme
A4.
Einsetzen der Materialgleichung (7.174) fiir die Reaktionsrate R liefert

pA .
J¢ =R ( > %60%) <eXp < Z% Mofls + zaeosﬁ)>

aeMt s

0
— exp (T Uz::l ZU (mU;SLU + 2060980)) (7.201)
Analog zur Herleitung der Nernst-Gleichung werden die Materialgleichungen (7.175)
und (7.176) genutzt um die elektrochemischen Potentiale der Flache ins Volumen

fortzusetzen. Zur Vereinfachung der Herleitung wird die spezielle Wahl M, — oo
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und A\* = 0 der phéinomenologischen Koeffizienten in (7.175) und (7.176) betrachtet.
Man erhélt dann aus den Materialgleichungen (7.175) und (7.176) die Beziehungen

Za€0o

+
. (ua n Za€°¢) ‘1 fiir o € M* . (7.202)
s m,

«

fa +

«

Einsetzen in (7.174) liefert

je :-IEO < Z Za607a>

aEMT* s

—BA _
exp <k—;( Z ")/U(mo-,uo- + Za€0§0)|1 + Z f}/o'(mgluo' + 206090) ‘j))

s
s ceEM™ ceMt

(1-5)A - ;
—exp <T< > Vo(motts + 20000) | + D Yo (Matic + zo00) | )> ]

cem=* cem+?

(7.203)

Im letzten Schritt wird die Nernst-Gleichung (7.195) in (7.203) eingesetzt. Nach einer
kurzen Umformung erhélt man eine zur Butler-Volmer-Gleichung (7.191) entspre-
chende Beziehung

. 11176 €0a A
e_ B _ 204
J¢ = ke eXp( T 77) k4 exp ( T n) (7.204)

mit den zugehorigen Koeffizienten

n=olf =l = (£°lF =¢"l7) (7.205)
ac = A Z Yoo (7206>
° ceM+ ®
ap = (1 - B)A Z Yoo (7207>
° ceM+ ®
ke =Ro| Y zae ex i, > Mo (e T — 12|7) (7.208)
C_SO aOZa p LT ’ZO’ o\Ho|T HolT ) .
aeMt s ceEM-UMt
(1-p)4 L o
ka= JS%O Z Za€0Va | €Xp T( Z Yoo (fo|T — Hol7 )) :
aEMF s s ceEM-UM* °
(7.209)

Die Koeffizienten k4 und k¢ besitzen die Eigenschaft, dass sie unabhéngig vom elek-
trischen Potential ¢ sind und nur von den Massendichten p,|; abhéngig sind. Das
elektrische Potential ¢ flieft in die Butler-Volmer-Gleichung (7.204) nur tber die
Spannung 7 ein.
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7.7.4. Anmerkungen zur Butler-Volmer-Gleichung

Die thermodynamische Herleitung der Butler-Volmer-Gleichung basiert hier einerseits
auf der speziellen Wahl der Materialgleichungen (7.174) fiir die chemische Reaktions-
raten und der Materialgleichungen (7.175) fiir die Massenfliisse auf der Flache I und
andererseits auf der speziellen Struktur dieser Gleichungen im reduzierten Modell.
Erst im reduzierten Modell gelingt es eine sinnvolle Definition der Uberspannung 7
zu finden.

Die Herleitung der Butler-Volmer-Gleichung basiert auf den Annahmen A1-A7,
Seite 122. Hierbei ist die Forderung eines stationaren Prozesses und die Einschrankung
auf eine einzelne Flachenreaktion nicht notwendig. Beide Annahmen wurden gewéhlt,
um die Herleitung der Butler-Volmer-Gleichung zu vereinfachen. Die Herleitung der
Butler-Volmer-Gleichung fiir den mehrdimensionalen und nicht-isothermen Fall ist
ebenfalls ohne Weiteres moglich.

Die Voraussetzungen des reduzierten Modells liefern Einschrankungen an die Giil-
tigkeit der Butler-Volmer-Gleichung (7.204). Einen Zusammenhang zwischen elek-
trischer Stromdichte und Uberspannung, wie er durch die Butler-Volmer-Gleichung
(7.204) gegeben ist, ist unter anderem nicht zu erwarten, wenn

e das elektrochemische System mit hohen Frequenzen angeregt wird
oder /und

e grofse magnetische Flussdichten auftreten oder
oder /und

e die charakteristische Lénge des Systems im Nanometerbereich liegt.

In diesen Fillen kann die Butler-Volmer-Gleichung nicht genutzt werden, sondern
die Beschreibung des elektrochemischen Systems muss iiber das thermodynamische
konsistente Modell erfolgen.

Die Herleitung der klassischen Butler-Volmer-Gleichung (7.191) erfolgt fiir elektro-
chemische Systeme mit Metallelektroden. In diesem einfachen Fall sind die Koeffizi-
enten k4 und ke proportional zu den Massendichten des Elektrolyts [14, 28, 61]. Im
Allgemeinen ist die Abhangigkeit der Koeffizienten k4 und ke von den Massendichten
viel komplexer. In der hier hergeleiteten Butler-Volmer-Gleichung (7.204) wird diese
Abhéngigkeit von den Massendichten durch die chemischen Potentiale beriicksichtigt.
Im Abschnitt 8 wird die Butler-Volmer-Gleichung fiir eine Elektronentransferreaktion
an einer Metall-Elektrolyt-Grenzflache betrachtet.

Die Abhéngigkeit der Koeffizienten k4 und ke von den chemischen Potentialen
zeigt aber auch, dass die einzelnen Prozesse wie Diffusion, elastische Deformation
und chemische Reaktionen untereinander gekoppelt sind, denn alle zugehorigen Ma-
terialgleichungen héngen von den chemischen Potentialen ab.

Zudem zeigt die thermodynamisch konsistente Herleitung der Butler-Volmer-Gleich-
ung, dass die Koeffizienten k4 und k¢ und die Transferkoeffizienten a4 und ac nicht
unabhéngig voneinander sind. Alle Koeffizienten sind iiber den phédnomenologischen
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Koeffizienten A miteinander gekoppelt. Die Struktur der Koeffizienten k4 und k¢ ist
S

sehr dhnlich, sie hiingen beide von der selben Kombination >« Yoo (to|7 —p2|7)

ab. Wird als Symmetriekoeffizient 5 = 1/2 gewéhlt, dann sind die beiden Transfer-
koeffizienten a4 und ac identisch.

Die hier beschriebene Herleitung zeigt, dass die Butler-Volmer-Gleichung keine
weitere oder unabhéngige Gleichung ist, sondern sie ist indirekter Bestandteil der
Flachen- und Volumengleichungen des thermodynamischen Modells. Bei der Model-
lierung eines elektrochemischen Systems kann also auf eine konkrete Darstellung der
Butler-Volmer-Gleichung verzichtet werden. Die Butler-Volmer-Gleichung erweist sich
aber als sehr niitzlich bei der experimentellen Bestimmung des phanomenologischen
Koeffizienten fsl, des Symmetriekoeffizients § und der Reaktionsrate Ry. Denn die

Butler-Volmer-Gleichung stellt einen einfachen Zusammenhang her zwiséhen zweil gut
messbaren Grofen, namlich zwischen der elektrischen Stromdichte j¢ und dem Uber-
potential 7. Im Abschnitt 8.5.2 wird fiir eine Elektronentransferreaktion gezeigt, wie
die Bestimmung dieser Materialgréfsen erfolgt.

7.8. Elektrische Ladung und Kapazitat der
elektrochemischen Doppelschicht

Der elektrische Strom .J, der durch die elektrochemische Doppelschicht fliefst, wird von
unterschiedlichen Phdnomenen generiert [6]. Diese sind: 1. Verdnderung der Ladungs-
dichten n® und n° in der Doppelschicht, 2. Oberflichenreaktionen und 3. Polarisation.

S
Die zugehorigen Teilstrome werden als kapazitiver Strom J-, Faraday-Strom Jr und
Polarisationsstrom Jp bezeichnet.

Ziel dieses Abschnitts ist die Charakterisierung der Strome Jo, Jr und Jp. Der
kapazitive Strom .J fiihrt zur Definition der elektrischen Ladung ) und der Kapazitét
C' der Doppelschicht.

Die nachfolgenden Betrachtungen beschrianken sich wieder auf den eindimensiona-
len Fall. Hierdurch vereinfachen sich die Gleichungen und das reduzierte thermodyna-
mische Modell ist anwendbar, Abschnitt 7.6.2 . Weiterhin wird angenommen, dass die
Komponenten der Elektrode und des Elektrolyts disjunkt sind, d.h. M* N M~ = 0.

Wie bisher wird das Gebiet der Elektrode mit V'~ und das Gebiet des Elektrolyts
mit VT bezeichnet. Die Grenzfliche wird im thermodynamischen Modell mit S und
im reduzierten Modell mit I bezeichnet.

Seien AT C VT und A~ C V™~ zwei zu S parallele Flachen. Der Abstand d von A*
bzw. A~ zu S sei hinreichend grof, d > A\gLy. Die Normalen der Fliachen AT, A~
und S besitzen die selbe Orientierung. Das Volumina zwischen A™,A~ und S werden
mit V*t bzw. V= bezeichnet. Die Abbildung 7.2 veranschaulicht die verwendeten
Bezeichnungen. Es wird zunéchst der elektrische Strom J betrachtet, der durch die
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Abbildung 7.2.: Lage der Flachen A" und A~ zur Grenzflache S.

Flache A™ in die Doppelschicht hineinfliefst. Er ist gegeben durch
J = —/ (n°(v —v)+J°) -vda . (7.210)
A+ s

Zur Identifizierung der Strome Jo, Jp und Jp, aus denen sich der Gesamtstrom .J
zusammensetzt, wird die Darstellung (7.210) umgeformt. Hierfiir werden die Massen-
bilanzen (4.6) und (4.13) genutzt. Man erhélt nach kurzer Rechnung

JZ%(/\7+anx+[q Z zaeogada>

aeMt
Mg
[ (3 s Rda
Sa=1 " Bem+ s 7

+7%<A;RPMJ—1L(MXU—E)+Jﬂ+-VWL (7.211)

Die Anderung des elektrischen Stroms .J lisst sich also wie folgt zerlegen: Ein elektri-
scher Strom wird induziert durch i) Anderung der Ladung in der Randschicht V+ und
auf der Grenzflache S, ii) durch Flachenreaktionen und iii) durch Polarisation. Diese
Aufteilung motiviert die folgenden Definitionen: Der kapazitive Strom ist definiert

durch
d
Jo = p (/‘H oF +/s E ZaCola da) , (7.212)

aeMt
der Faraday-Strom durch

Mg
JF:_/SZ< Z 25607g)ljada (7.213)

a=1 pBeM+

und der Polarisationsstrom hat die Darstellung

Lh:%<égﬁm>—lgﬁ@—@+Jﬂﬁum. (7.214)
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Anmerkung zum reduzierten Modell. Das reduzierte Modell approximiert das
thermodynamische Modell fiir A2 < 1. Die Ladungsdichten und die Stromdichten
besitzen im reduzierten Modell folgende Eigenschaften:

E1 Es gilt Elektroneutralitdt im Volumen ohne Randschichten, also links von A~
und rechts von A*, und auf der Fliche,

n' =n" =0 und n" =n"=0. (7.215)

E2 Die (gesamte) elektrische Stromdichte j¢ ist ausschlieflich gegeben durch die
Bewegung der freien Ladungstriager im Volumen,

N
=32, (7.216)

m,
a=1 «

E3 Die Bilanzgleichungen der elektrischen Ladung sind gegeben durch

0,7 =0 und Is°1 = o. (7.217)

Die Eigenschaft E3 impliziert, dass der elektrische Strom J unabhéngig von der Wahl
der Flache A™ ist. Insbesondere ist J identisch mit dem Strom der durch die Grenzfla-
che I fliefst. Weiter liefern die Eigenschaften E1 und E2, dass der Polarisationsstrom
Jp im reduzierten Modell Null ist,

Jp=0. (7.218)

Wendet man die formale Asymptotik auf die Darstellung des kapazitiven Stroms
Je an, so erhalt man

d
Jo = = (/s Z Za€0Ma da) . (7.219)

aeMt

7.8.1. Definition — elektrische Ladung der Doppelschicht

Die elektrische Ladung () der Doppelschicht wird durch den kapazitiven Strom Jo
definiert. Zwischen dem Strom Jo und der elektrischen Ladung @) gilt die Bezichung

_ 49
ot
Die Darstellung (7.212) fiir J¢ liefert dann

Q= (/V+ nf dx—i—/s Z Za€olla da) ) (7.221)

aeMt

Jo (7.220)
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Alternative Darstellung der elektrischen Ladung im reduzierten Modell. Die
elektrische Ladung @ ist in (7.221) als Funktion der Teilchendichten des Elektrolyts
dargestellt worden. Es ist moglich die Ladung () als Funktion der Teilchendichten der
Elektrode auszudriicken. Hierzu nimmt man an, dass eine Flache A~ im Volumen V'~
existiert, welche einen hinreichend groffen Abstand d, d.h. d > A\gLg zu S besitzt,
siehe Abbildung 7.2.

Mithilfe der Maxwell-Gleichungen wird die Darstellung (7.221) fiir () umgeformt
in

Q:_(/f/—ana_/S > zaeorszada> —/_(D+P)yda+/A+(D+P)yda

aEM—
3 (7.222)
Im reduzierten Modell entfallen die Integrale iiber AT, A~ und V~, und man erhalt
folgende Darstellung der elektrischen Ladung im reduzierten Modell

Q= —/S Z ZaCola da . (7.223)

aeEM—

7.8.2. Definition — Kapazitat der Doppelschicht
Die Kapazitat C' der Doppelschicht ist definiert als

_
AU
Die Grofe U ist die Potentialdifferenz zwischen Elektrode und Elektrolyt |61, Seite
183].

Um eine wohldefinierte Definition der Kapazitdat zu erhalten, muss zunéchst eine
Definition der Potentialdifferenz U gefunden werden. Im thermodynamischen Modell
ist das elektrische Potential ¢ im Elektrolyten und in der Elektrode ortsabhéingig
und stetig an der Grenzfliche S. Es existieren deshalb im thermodynamischen Mo-
dell keine charakteristischen Potentiale im Elektrolyt und in der Elektrode, die zur
Definition der Potentialdifferenz U herangezogen werden kénnten. Erst im reduzier-
ten thermodynamischen Modell, wo das elektrische Potential ¢ nicht mehr stetig an
der Grenzfliche I ist, kann eine Potentialdifferenz U definiert werden:

C (7.224)

U=l oli (7.225)
Die Ableitung in (7.224) kann erst gebildet werden, nachdem @ aus (7.221) {iber ein
Randwertpoblem fiir I als Funktion von U bestimmt werden.
7.9. Lippmann-Gleichung

Finden auf der Grenzfliche keine chemischen Reaktionen statt, d.h. Mg = 0, und
befindet sich das elektrochemische System im Gleichgewicht, dann existiert zwischen
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der Fliachenladung der Elektrode und der Oberflichenspannung o folgender Zusam-
menhang:

d
% _ Z ZaCona - (7.226)
aEM—

Diese Gleichung wird als Lippmann-Gleichung bezeichnet [61, Seite 182],[12, Seite
858],[32]. Sie beschreibt insbesondere, wie sich die Oberflaichenspannung in Abhén-
gigkeit von der Potentialdifferenz U verédndern muss.

Die Lippmann-Gleichung verlangt eine wohldefinierte Potentialdifferenz U zwischen
Elektrode und Elektrolyt, deshalb kann die Herleitung der Lippmann-Gleichung in-
nerhalb der hier vorgestellten Theorie nur im reduzierten Modell gelingen. Zur Her-
leitung wird zunéchst die Materialgleichung (5.103) fiir die Oberflichenspannung be-
trachtet:

Ng
Za €0 .
UZW—Zpa(uaJr - s0> mit pY = pY(T' pr, -, pivs) (7.227)
S S a_ls S o S S S S S S S

Es sei wieder daran erinnert, dass das Potential ¢ aus dieser Darstellung, wegen der

Elektroneutralititsbedingung n* = 0, herausfillt. Wie bereits bei der Herleitung der

Butler-Volmer-Gleichung, ist auch hier das Ziel, die elektrochemischen Potentiale der
Fliche durch die elektrochemischen Potentiale des Volumens zu ersetzen. Hierfiir lie-
fern die Materialgleichungen (7.175) und (7.176) des reduzierten thermodynamischen
Modells im Gleichgewicht die Beziehungen:

Za€0 Za€0
Ha +
S ™m

¢ = ol +
s m,

ol fir o € ME . (7.228)

« «

Setzt man diese Beziehungen in (7.227) ein und nutzt die Elektroneutralitit n™ = 0

aus, so erhalt man

c=p0— 3 pattalf = (Y mazaco)U mit U=l —lf . (7.229)

acM*E ® acEM—

Hierbei ist zu beachten, dass die chemischen Potentiale p, im reduzierten Modell
nur von der Temperatur 7" und den Massendichten p, abhédngig sind, sieche Abschnitt
7.6.4. Im reduzierten Modell sind im Gleichgewicht die Temperatur 7" und die Mas-
sendichten p, konstant im Volumen. Insbesondere sind deren Werte unabhéngig vom

elektrischen Potential ¢. Im Gegensatz hierzu sind die Massendichten p, der Flichen
abhéngig von der Potentialendifferenz U.

Differenziert man nun die Gleichung (7.229) nach U, so erhélt man nach kurzer
Rechnung die Lippmann-Gleichung (7.226), wobei man die Bezichungen (7.228) und
die Elektroneutralitit n" = 0 verwenden muss.
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7.9.1. Anmerkungen zur Beziehung zwischen Kapazitiat und
Lippmann-Gleichung

Differenziert man die Lippmann-Gleichung (7.226) nach U, so folgt aus der Darstel-
lung (7.223) nach kurzer Rechnung eine Beziehung zwischen der Oberflichenspannung
o und der Kapazitat C,

d*o

du?
In der Elektrochemie wird diese Beziehung genutzt um die Kapazitat einer Quecksil-
berelektrode zu bestimmen [32]. Hierzu muss die Oberflachenspannung ¢ als Funktion
der Potentialdifferenz vermessen werden. Die Bestimmung der Oberflachenspannung
o geschieht indirekt iiber die Flichenimpulsbilanz (7.73). Sie lautet in der quasi-
statischen Version und fiir gekriimmte Flachen

=C . (7.230)

Der Druck p* im Elektrolyt, der Druck p~ in der Elektrode und die mittlere Kriim-
mung kj; werden experimentell bestimmt.
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8. Modellierung von Elektrolyten
und Metallelektroden

Die bisher verwendeten allgemeinen Materialgleichungen fiir die freien Energien
pw:pw<Tap17"'7pN7Funi7P7M) und pw:pw<27p17"'7pN7TuAni> (81)

lassen die Beschreibung einer grofen Klasse von Materialien zu. Erst durch die kon-
krete Wahl einer freien Energiedichte, wird aus dem thermodynamisch konsistenten
Modell ein Modell zur Beschreibung eines Fliissigelektrolyten oder einer Metallelek-
trode.

Die Modellierung in dieser Arbeit beschrankt sich auf die freien Energiedichten des
Volumens fiir Elektrolyt und Elektrode. Auf eine Modellierung der freien Energiedich-
te py der Elektrolyt-Metall-Grenzflache wird verzichtet, da deren explizite Gestalt fiir

dieS Iiachfolgenden Betrachtungen nicht notwendig ist.

Um die Resultate des letzten Kapitels verwenden zu konnen, gelten auch hier die
Modellannahmen des Abschnittes 7.1. Insbesondere wird verlangt, dass die freie Ener-
giedichte p nicht von der Magnetisierung M und nicht vom Deformationsgradienten
F"™ abhingig ist. Hierdurch wird Magnetisierung ausgeschlossen, und es werden aus-
schlielich Volumenénderungen beriicksichtigt.

Eine weitere Einschréankung, die hier getroffen wird, betrifft die Viskositét. Es wird
verlangt, dass fiir die phédnomenologischen Koeffizienten A und 7 in der Materialglei-
chung (6.10) des Spannungstensors t gilt:

A=0 und n=0. (8.2)

Zur Modellierung der freien Energiedichte pi) des Elektrolyten und der Elektrode
wird ein neuer Variablensatz (T, p,y1,...,yn_1, P) eingefithrt. Die Molenbriiche
sind definiert durch

n
= — fii =1,...,N it :E : 8.3
Y " ir o mi n ng (8.3)

Hier ist n die Gesamtteilchendichte. Die Molenbriiche y, erfiillen die Nebenbedingung

> ya=1. (8.4)

133



Mithilfe der Molenbriiche erhélt man eine alternative Darstellung der freien Energie-
dichte:

pqu) = p¢(T’p17 <3 PN P) - p&(Ta Pyt .- 7?JN—17P) : (85)
Der neue Variablensatz (T, p,v1,...,yn—1, P) besitzt die giinstige Eigenschaft, dass

die innere Energiedichte, die Entropiedichte, der Druck und die Materialgleichung fiir
die Polarisation eine besonders einfache Darstellung besitzen, ndmlich

0 (pi opp
_ _ 72 — _ T
pu=—T 3T< ) ’ P oT '’
o 2 dp
— 2_ — . = —
p—pap+3£ P E 5P (8.6)

Diese Darstellungen werden im Folgenden zur Berechnung der freien Energiedichte
benutzt. Hierzu werden Materialgleichungen fiir die innere Energiedichte, den Druck,
die Entropiedichte und die Polarisation vorgegeben, welche aus Experimenten oder
intuitiven Vorstellungen gewonnen werden. In einem zweiten Schritt folgt dann die
freie Energiedichte durch Integration der Gleichungen (8.6).

8.1. Freie Energiedichte — Elektrolyt

Der Elektrolyt bestehe aus N freibeweglichen Komponenten. Insbesondere setzt sich
der Elektrolyt aus negativ geladenen Anionen (A), positiv geladenen Kationen (C')
und einem Losungsmittel (S) zusammen. Weiterhin konnen im Elektrolyt weitere
Komponenten vorkommen, beispielsweise ein nicht dissoziiertes Salz (E).

Die freie Energiedichte pi) eines Elektrolyten setzt sich additiv aus fiinf Anteilen
zusammen:

N
P = pathl + p® + pU" + o™ 4 py" (8.7)
a=1

Der Index R bezeichnet die Referenzwerte der einzelnen Komponenten der Mischung.
Die anderen Beitrége der freien Energiedichte resultieren aus: Elastizitat (E), Tem-
peratur (T), Mischungsentropie (M) und Polarisation (P). Das Ergebnis der nachfol-
genden Materialtheorie lautet:

pt = 5| PP, (8.8)
pb" = (Kg — pr)(1 —nH) + KgnHIn(nH) , (8.9)
N
ppM = kTZ nen (ya) | (8.10)
N a=1 T
AT =S pac ((T ~Tp)— Tl <T_R>) . (8.11)
a=1
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Hier sind x = x(T, y1, . .., yn) die elektrische Suszeptibilitat, K = KE(T, Yly - UN)
der Kompressionsmodul des Elektrolyten, pg ein Referenzdruck, ¢, = éo(y1,...,yn)
die spezifische Wérmekapazitit bei konstanten Volumen der Komponente A, und
H=H (T, y1,...,yn) das spezifische Volumen des Elektrolyten beim Druck pg.

Die freie Energiedichte (8.7) setzt sich somit aus einem materiellen Anteil, pti) =
pt™ + p® + pypT, und einen elektromagnetischen Anteil, py)¥', zusammen,

pw:plﬁ(T?pla-"apN)_F2X150’P|2 : (812>

Polarisation. Im ersten Schritt wird der Polarisationsanteil pif bestimmt. Mikro-
skopische Ansétze liefern fiir den Polarisationsvektor P [8, Abschnitt 2.2] den Ansatz:

P = xs0€ . (8.13)

Der Polarisationsvektor P ist nach diesem Ansatz proportional zur elektrischen In-
tensitdt €. Die elektrische Suszeptibilitit y sei eine Funktion der Temperatur und
der Molenbriiche, d.h. x = X(T,v1,...,yn). Nutzt man die Materialgleichung (8.6),
so erhalt man fiir die freie Energiedichte

. 1
Pw = %‘PF + CP(Ta Py Yty 7yN—1) . (814)

Cp ist eine von P unabhingige Funktion. Der Beitrag der Polarisation zur freien
Energiedichte wird identifiziert mit
1 2

Py P (8.15)

B 2)(50

Weiterhin folgt aus der Darstellung (8.14) der freien Energiedichte pi), dass die rest-
lichen freien Energiebeitriage durch Cp gegeben sind, denn es gilt

N
CP(T7 PsYty - 7yN71) = Zpa¢5 +p¢M +pr + pwE . (816)
a=1

Elastische Volumenanderung. Im zweiten Schritt wird der mechanische Anteil
pY¥ hergeleitet. Die Materialgleichung (8.6)3 fiir den Druck p lisst sich wegen (8.14)
zerlegen in einen elastischen Anteil und einen elektromagnetischen Anteil:

a(Cp) 2
=p——=+-E-P. 8.17
P=r=p, T3 (8.17)
Der elastische Anteil pgp = ,028(%;) des Drucks p ist unabhéngig von P. Es wird
gefordert, dass dieser einem einfachen linearen elastischen Gesetz geniigt:
J(Cp) Vi
2
— —pr+ Kp(5- 1) 8.18
PE = p ap PR+ Kp % (8.18)
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Hier ist V das aktuelle Volumen der Mischung und V# ist das Volumen der Mischung
beim Druck pgr. Kg ist der Kompressionsmodul des Elektrolyten. Er ist von den
Molenbriichen und der Temperatur abhéngig, d.h. Kg = Kg(T,y1,...,yn)-

Das Volumen V' des Elektrolyten beim Druck pp ist abhéingig von der Temperatur
und der Zusammensetzung des Elektrolyten, d.h. V# ist eine Funktion der Tempera-
tur 7' und der Teilchenzahlen N,

VE=H(T,Ny,....Ny) . (8.19)

Das Volumen V% ist eine homogene Funktion ersten Grades in den Teilchenzahlen,
d.h. NH(T, Ny, ..., Ny) = H(T, N, ..., \Ny) fir A € R. Nutzt man diese Eigen-
schaft, so kann das Volumen V% als Funktion der Molenbriiche y, = N, /AN und der
Gesamtteilchendichte N = Zgzl N, geschrieben werden,

VE=NH(T,y1,...,yn) - (8.20)
Setzt man diese Beziehung in (8.18) ein, so erhdlt man
o(C
p? (a P) ot K <nH . 1) . (8.21)
P

Die Integration dieser Gleichung liefert eine neue unbekannte Funktion CFg, die von
der Massendichte p unabhéngig ist:

N
D PB4+ pu T 4p® = (Kg—pr)(1—nHp)+KenH n(nH)+pCp(T,y1, ..., yn) -
a=1

(8.22)
Die Funktion Cp wurde so bestimmt, dass fiir V = V2 der elastische Beitrag (Kp —
pr)(1—nH)+ KgnH In(nH) verschwindet. Die Volumenénderung der Mischung wird
durch den elastischen Beitrag py® modelliert. Es gilt also

pb® = (Kp —pr)(1 —nH) + KgnHIn(nH) . (8.23)
Dann folgt aus (8.22)

N
> path + p" + p™ = pCr(T,y1, . yw) - (8.24)

a=1

D.h. der Ansatz (8.18) impliziert, dass die restlichen Energiebeitrige lineare Funktio-
nen in p sind.

Die Bedeutung der Funktion H ergibt sich aus der Gleichung (8.20). Stellt man die
Gleichung nach H um, so erkennt man, dass die Funktion H das mittlere spezifische
Volumen der Teilchen beim Druck pg ist. Zudem liefert die Homogenitét der Funktion

H eine weitere interessante Eigenschaft: H = Zivzl gTIiya. Einsetzen dieser Beziechung
in (8.20) liefert dann
OH 0H 0H
VE= N+ —No+-+—ANy. (8.25)
Iy Y2 Oyn
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Die Bruch gTH ist demnach das spezifische Volumina v, der Komponente A, beim

Druck pf,
OH

= 5 (8.26)

Vo

Mischungsentropie. Im nichsten Schritt wird der Beitrag pi™ der Mischungsen-
tropie bestimmt. In einer fliissigen Mischung aus N Komponenten mit den Teilchen-
zahlen N, wird der Entropie-Beitrag S™* durch das Boltzmann-Gesetz

S™ — EIn(W) (8.27)

bestimmt. £ ist hier die Boltzmann-Konstante. W ist die Anzahl moglicher Konfigu-
rationen der N Teilchen der Mischung, wobei die Teilchen einer Komponente nicht
unterscheidbar sind. Man erhalt

N1

W= NN N

(8.28)

Einsetzen dieser Beziehung in (8.28) und Verwendung der Stirling-Formel liefert fiir
die Mischungsentropie

N
mix __ Na
Smix — ka§:1:/\fa In <—N> . (8.29)

Teilt man die Mischungsentropie durch das Volumen V' der Mischung, so erhélt man
die zugehorige Entropiedichte

N
o™ = —k Z neIn (ya) - (8.30)
a=1

Hierfiir wurden bereits die Teilchenzahlen A, durch die Teilchendichten n, = N, /V
ersetzt.

Der zugehérige freie Energieanteil py™ wird durch die Beziehung (8.6), bestimmt.
Man erhélt

N
p™M = kT “noln (ya) - (8.31)

a=1

Die Konstante, die bei der Integration von (8.6), auftritt, ist Null gesetzt worden.

Thermische Energie. Aus der Darstellung (8.6); der inneren Energiedichte pu geht
hervor, dass die Polarisation und die elastische Volumenénderungen durch ihre Ener-
giebeitrige py¥ und py® zur inneren Energiedichte pu beitragen. Hingegen erzeugt
der Beitrag py™ der Mischungsentropie keinen Beitrag zu pu, da py™ linear und
homogen in 7" ist.

Aufgrund der thermischen Energie der Atome/Molekiile ist noch ein weiterer Bei-
trag zur inneren Energiedichte durch Temperaturanderungen zu erwarten. Dieser wird
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durch den freien Energiebeitrag pi* beriicksichtigt. Es wird ein zum idealen Gas ent-
sprechender linearer Ansatz gewéahlt:

0 (p@DT) _ i T_T it ¢, = 8.32
~Ts () = PaColT — TR) mit  co = oY1, -, Yn) - (8.32)
a=1

Co st die spezifische Warmekapazitat der Komponente A, beim Volumen Vg. Inte-
grieren der Gleichung liefert

T = i DorCa ((T —Tg)~Th <T£)> . (8.33)

a=1 R
Die Integrationskonstante ist so bestimmt worden, dass die freie Energiedichte py)®
verschwindet fir 7' = Ty.

8.2. Freie Energiedichte — Metallelektrode

Die Metallelektrode besteht aus zwei Komponenten: Positiv geladenen Metallionen
(M) und negativ geladenen Leitungselektronen (e).

Die Konstruktion der freien Energiedichte pi fiir die Metallelektrode basiert, analog
zum Elektrolyten, auf den Beziehungen (8.6) zwischen der freien Energiedichte und
den Materialgleichungen.

Es wird vorausgesetzt, dass die freie Energiedichte des Metalls sich additiv zerlegen
ldsst in einen Beitrag der Metallionen pjp;10y; und einen Elektronenanteil po).:

PU(T, pes par) = pete(T, pe) + parbn (T, par) - (8.34)

Bei diesem Ansatz ist bereits vorausgesetzt worden, dass die Polarisation und Ma-
gnetisierung des Metalls vernachléssigbar ist.

Der Beitrag der freien Leitungselektronen basiert auf dem Sommerfeld-Modell [70].
Er ist gegeben durch

3/3\3 h* s
petbe = = (§> o1 (1= F(T,n0)) (8.35)

Hier sind m, die Molekularmasse der Elektronen, n, die Teilchendichte der Elektronen
und A die Planck-Konstante. Die Funktion F'ist gegeben durch

g 5 (2mmekT) (3”) B (8.36)

12 h? 8w

Bei Raumtemperatur ist der Beitrag F' klein gegeniiber 1 und wird deshalb bei den
weiteren Untersuchungen vernachléssigt [70]. Durch diese Vereinfachung ist die freie
Energiedichte p.1. unabhéngig von der Temperatur 7.
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Der Energiebeitrag der Metallionen basiert auf dem elastischen Gesetz

0
P?w—awM = pr+ Ky (naHy — 1) (8.37)
PM
und einem einfachen linearen Ansatz fiir die innere Energiedichte
0
-1 (pM;f’M) = parent(T —Th) . (8.38)

Hier sind Ky = K v (T) der Kompressionsmodul des Metalls, pr ein Referenzdruck,
ny die Metallionendichte, Hy; = H v (T') das spezifische Volumen der Metallionen
beim Druck pgr und ¢, die spezifische Warmekapazitéat der Metallionen bei konstanten
Volumen.

Integrieren der Gleichungen (8.37) und (8.38) liefert dann die freie Energiedichte
der Metallionen

prrtonr = parbny + (K — pr) (1 - nMHM> + Ky e Har In (nag Hyy)

—|—pMcM<(T ~TR)—Tln (%)) . (839)

8.3. Eigenschaften des Elektrolyt-Modells

Das thermodynamische Modell liefert zusammen mit der freien Energiedichte fiir
den Elektrolyten (8.7) ein vollstindiges partielles Differentialgleichungssystem. Im
Nachfolgenden werden einige Eigenschaften dieses Systems beschrieben und einfache
Beispiele betrachtet.
Zur Vereinfachung werden folgende Annahmen getroffen: Der Kompressionsmodul
K g, die spezifische Warmekapazititen ¢, und die elektrische Suszeptibilitit x seien
oH

Konstanten. Die spezifischen Volumina v, = S seien konstant, so dass das spezifische

Volumen H des Elektrolyten eine lineare Funktion in den Molenbriichen ist,

N
H=> vl - (8.40)
a=1

Es ist zu beachten, dass die spezifischen Volumina v, auch unabhéngig von der Tem-
peratur sein sollen und somit thermische Ausdehnung des Elektrolyten nicht beachtet
wird. Die N-te Komponente der Mischung sei das neutrale Losungsmittel, so dass gilt

v =0. (8.41)

Zunachst werden die Materialgleichungen fiir die chemischen Potentiale und den
Druck angegeben. Hieraus ergibt sich eine wichtige Beobachtung, die von zentra-
ler Bedeutung bei der Beschreibung von Elektrolyten ist: Die Massenfliisse und der
Spannungstensor sind {iber den Druck miteinander gekoppelt. Diese Kopplung besitzt
einen wesentlichen Einfluss auf das Verhalten der zu bestimmenden thermodynami-
schen Felder.
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8.3.1. Chemische Potentiale und Druck

Die chemischen Potentiale sind definiert als p, = dp1/0p,, wobei die freie Energie-
dichte fiir diese Definition als Funktion der Variablen (7', p1, ..., pn, E) gegeben ist.
Beachtet man dies, so erhélt man aus (8.7)

fo = U+ cq <(T—TR) T <Tl)) +U—a<pR+KE In (nH)) T ) . (8.42)

R Mme me
Insbesondere sind die chemischen Potential unabhéngig von den elektromagnetischen
Feldern, dies ist zuriickzufiihren auf die spezielle Struktur (8.12) der freien Energie-
dichte pyp und der Annahme y = const. .

Der Druck p setzt sich aus einem elastischen Anteil pr und einen elektromagneti-
schen Anteil £ - P zusammen,

1
psz+68-P mit  pp=pr+ Kpg(nH —1) . (8.43)

Der elastische Druck pg erfiillt insbesondere die Gibbs-Duhem-Gleichung
N
PE = —m/J + Z Palle - (844)
a=1

Hier ist pi) = pzﬂ(T, p1, .-, pn) der materielle Anteil der freien Energiedichte, siehe
Definition (8.12).

Inkompressiblitat. Die Skalierung des Abschnitts 7.3 liefert fiir die Materialglei-
chung des Drucks (8.43) folgende dimensionslose Form

1
p=pr+kg(nH —1)+ 6)%8 P mit kg = Kg/(nokTp) . (8.45)

Der Kompressionsmodul K eines Elektrolyten liegt in der Grofenordnung von 10°
Pa, so dass die Skalierung mit den Zahlenwerten (7.51) liefert kr ~ 10%. Der grofe
Zahlenwert von kr motiviert den Limes kp — oo. Die mathematische Behandlung
des Limes erfolgt in derselben Weise wie die Limites fiir die Herleitungen des quasi-
statischen und isothermen Modells.

Um den Limes kg — oo durchzufiihren, miissen die chemischen Potentiale zuvor ge-
eignet umgeformt werden. Ersetzt man die Funktion H in den chemischen Potentialen
mittels der Materialgleichung (8.44) fiir den Druck pg, so erhdlt man

_ 1 U PE — PR kT
R
ua—@ba—i—ca((T Tr) Tln< >>+m <pR—|—KE1n< +1>>—|—ma In(y,) .

TR « E
(8.46)
Im Limes kg — oo besitzt das Elektrolyt-Modell folgende Eigenschaften:
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i) Aus der Materialgleichung fiir den Druck (8.43) folgt die Nebenbedingung

1
=—. 8.47
= (3.47)

ii) Der elastische Druck pg ist eine unabhéngige Variable des Modells.
iii) Die chemischen Potentiale sind linear in pg,

T vape KT
_ R _ _ i -
fo = YR+ ca ((T Tp) — Tl ( TR)) P () (848)

Die Nebenbedingung (8.47) ist wie folgt zu deuten: Die Grofse 1/n ist das (aktuelle)
spezifische Volumen des Elektrolyten und es ist identisch mit dem spezifischen Vo-
lumen H des Elektrolyten beim Druck pg. Eine homogene Mischung die durch die
Beziehung (8.47) beschrieben wird und alle Komponenten der Mischung das gleiche
spezifische Volumen besitzen, d.h. v, = vy und somit H = const., verandert wihrend
eines Prozesses ihr Volumen nicht. Die Mischung ist in diesem Fall inkompressibel.
Der Limes kg — oo zeigt eine weitere Besonderheit des Modells auf. Aus der
Darstellung (8.43) geht hervor, dass der Druck und die chemischen Potentiale direkt
iiber den elastischen Druck pg gekoppelt sind. Erfolgt aufgrund der Impulsbilanz eine
Anderung des Drucks pg, so wirkt sich dies direkt auf die chemischen Potentiale aus.

8.3.2. Nernst-Planck-Fluss

Am Ende des 19. Jahrhunderts veroffentlichten W. Nernst und M. Planck eine Rei-
he von Publikationen zum Ladungstransport in Elektrolyten u.a. [60, 65, 66]. Die
in diesen Arbeiten beschriebenen Modelle zum Ladungstransport und ihre weiteren
Entwicklungen sind als Nernst-Planck-Modelle bekannt. Sie basieren auf den Massen-
bilanzen (4.6), der Poisson-Gleichung (7.56) und den speziellen Massenfliissen

IV = — MNP (KTVn, + z4e0na V) . (8.49)

Die Fliisse J5' werden als Nernst-Planck-Fliisse bezeichnet. Sie setzen sich aus ei-
nem Diffusionsanteil und einem elektrostatischen Anteil zusammen. Nernst-Planck-
Modelle werden auch heutzutage noch zur Beschreibung des Ladungstransports in
Elektrolyten eingesetzt [61, 68].

Ein grofes Defizit des Nernst-Planck-Modells zeigt sich bei der Berechnung der
Ladungsverteilung an geladenen Grenzflichen und bei konzentrierten Elektrolyten.
In der Literatur findet man deshalb einige Modifikationen der Nernst-Planck-Fliisse
|7, 40, 41]. Diese Modifikationen beheben aber nur einen kleinen Teil der beobachteten
Defizite.

In den nachfolgenden Abschnitten zur Poisson-Boltzmann-Gleichung und zur Sol-
vatisierung wird gezeigt, wie alle Defizite des klassischen Nernst-Planck-Modells durch
das hier beschriebene Elektrolyt-Modell behoben werden.
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Zunéchst werden die Massenfliisse des Elektrolyt-Modells mit den Nernst-Planck-
Fliissen verglichen. Die thermodynamisch konsistenten Materialgleichungen fiir die
Massenfliisse sind

1 [ zq€ z €
J, = —M,Tm3n, v He _HNY 2 [ Zf  ZC ) e _
Malt ( <T T T\ mqg my (8.50)

Einsetzen der chemischen Potentiale (8.48) des Elektrolyt-Modells fiir den isothermen
inkompressiblen Fall, d.h. T'= Tk und kg — oo, in (8.50) liefert fiir die Massenfliisse
die explizite Darstellung

kT o kT «
Jo = —Mym2n, (—Wn(ya) - 20 - S Tn(yy) + (- - ”—N)VPE) -
m m m

« My my

(8.51)
Obwohl die Materialgleichungen bereits durch die Betrachtung des inkompressiblen
und isothermen Falls stark vereinfacht wurden, sind die Unterschiede zu den Nernst-
Planck-Fliissen erheblich. Den Nernst-Planck-Fliissen fehlen die Beitrage durch den
Druck pg und die Losungsmitteldichte ny. Auch die entropischen Beitrage V Iny,,
konnen nicht ohne Weiteres in die Form der Nernst-Planck-Fliisse tiberfiihrt werden.
Gleiches gilt fiir den elektromagnetischen Anteil, da die Massenfliisse J, von der
elektromotorischen Intensitit € = E 4+ v x B abhéngig sind.

Vereinfacht man noch die Materialfunktion H fiir das spezifische Volumen der Mi-
schung, so erhilt man bereits eine grofere Ubereinstimmung der beiden Fliisse. Hierzu
miissen die spezifischen Volumina v, der einzelnen Komponenten identisch sein, d.h.
Vo = vg. Aus der Darstellung (8.40) des spezifischen Volumens der Mischung folgt
dann, dass die Funktion H = v, konstant ist. Die Inkompressiblitdtsbedingung (8.47)
impliziert dann, dass die Gesamtteilchendichte konstant und durch das spezifischen
Volumen v, gegeben ist,

1
n = — = const. . (8.52)
Vo

Nutzt man diese Eigenschaft aus, so vereinfachen sich die Massenfliisse (8.51) zu

MaNg

myny

J,=—M,m, (kTVna — Zpeono& — kT Vny + vgng <1 — %> VpE> .
m

N

(8.53)
Auch in dieser Version besitzen die Massenfliisse J, Beitrdge von der Losungsmittel-
dichte ny und dem Druck pg.

Eine weitere Vereinfachung der Massenfliisse J, im thermodynamischen Modell
ist nicht moglich. Erst im quasi-statischen und im reduzierten Modell ergeben sich
Vereinfachungen die dazufiihren, dass die Massenfliisse J, des Elektrolyt-Modells
identisch mit den Nernst-Planck-Fliissen JY* werden. Die Voraussetzungen hierzu
sind am Ende des Abschnitts zusammengefasst.
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Quasi-statisches Modell. Im quasi-statischen Modell gilt £ = —V, und die Mas-
senfliisse J, vereinfachen sich zu

MaNa

J, = —M,m, <kTVna + zoeona Vi — kT Vny + vgna <1 — &> VpE> .
m

N

(8.54)
Die ersten beiden Beitrége sind identisch mit denen der Nernst-Planck-Fliisse. Setzt
man MY = M,m,, so existiert folgender Zusammenhang zwischen den Massenfliis-
sen des Elektrolyt- und des Nernst-Planck-Modells

myny

Jo = I 1 Moymok T2 T — Momavone (1 - %> Vs . (8.55)
MmyNNN my

Die thermodynamisch konsistenten Fliisse im quasi-statischen Modell unterscheiden
sich von den Nernst-Planck-Fliissen immer noch durch die Beitrage des elastischen
Drucks pg und der Losungsmitteldichte ny.

Der Druckgradient Vpg entfallt nicht in (8.54), denn inhomogene elektrische Feld-
starken E erzeugen einen Druckgradienten Vpg. Dies geht unmittelbar aus der Im-
pulsbilanz des quasi-statischen Modells hervor,

divE =0 mit X7 = —ppdt + o(1 + x) (EEJ - %E’fEkaij) . (8.56)

Der elastische Druck pg konkurriert mit den Spannungen, die durch die elektrische
Feldstiarke E erzeugt werden. Insbesondere erzeugt eine nicht-konstante elektrische
Feldstérke einen Druckgradienten.

Reduziertes Modell. Erst im reduzierten Modell entfallen die elektrischen Beitréige
zum totalen Spannungstensor ¥, und die Impulsbilanz (8.56) vereinfacht sich zu

Vpp =0 (8.57)

Erst jetzt entféllt der Druckgradient in den Massenfliissen J,, welche sich reduzieren

auf
mOé nOé

Jo = JINY + Mymo kT Vny . (8.58)

MNNN
Aber der Beitrag des Losungsmittels entfdllt im reduzierten Modell nicht. Erst fiir
unendlich verdiinnt Elektrolyte, d.h. n, < ny fiir « # N, kann der Beitrag des Lo-
sungsmittel vernachlassigt werden. Die thermodynamisch konsistenten Massenfliisse
sind dann identisch mit den Nernst-Planck-Fliissen

J,=JN (8.59)

Das reduzierte Modell ist gekennzeichnet durch neue Flachengleichungen, so dass
die Randschichten nicht mehr durch die Volumengleichungen beschrieben werden.
Dies entspricht der Beobachtung in der Literatur, dass das Nernst-Planck-Modell
gute Ergebnisse im Volumen ohne Randschichten und verdiinnte Losungen liefert,
aber nicht fiir die Randschichten oder fiir konzentrierte Losungen.
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Damit der Druckbeitrag in (8.55) nicht auftritt, musste sich die Impulsbilanz re-
duzieren auf (8.57). Sobald aber die Viskositit des Elektrolyten berticksichtigt wird,
treten Geschwindigkeitsgradienten in (8.57) auf und der Druckbeitrag pg in den Mas-
senfliissen J, entfillt nicht mehr.

Zusammenfassung Nernst-Planck-Fluss. Damit die Fliisse J, des thermody-
namisch konsistenten Elektrolyt-Modells iibereinstimmen mit den Nernst-Planck-
Fliissen J EP, miissen einige Voraussetzungen erfiillt sein. Die wichtigsten sind hier
zusammengefasst:

1. Der Prozess muss isotherm sein, d.h. T'= T}y.

2. Alle Komponenten der Mischungen besitzen das gleiche spezifische Volumen,
d.h. v, = vp.

3. Die Voraussetzungen fiir das quasi-statische Modell sind erfiillt, d.h. 79, 5y < 1.
Insbesondere diirfen sich die elektromagnetischen Felder nicht schnell dndern.

4. Die Voraussetzungen fiir das reduzierte Modell sind erfiillt, d.h. \; < 1.
5. Der Elektrolyt muss verdiinnt sein, d.h. n, < ny fiir o # N.

Insbesondere die Voraussetzungen 2 und 5 sind héufig nicht erfiillt. Beispielsweise be-
sitzen solvatisierte lonen ein viel grofseres spezifischen Volumen als die Losungsmittel-
molekiile. In modernen Lithium-Ionen-Batterien ist die Bedingungen \y < 1 fiir den
Elektrolyt zwischen den Elektrodenteilchen nicht mehr erfiillt. Denn die Randschich-
ten der einzelnen Elektrodenteilchen tiberschneiden sich. Schlieflich ist die Annahme
6 fiir konzentrierte Elektrolyte nicht erfiillt, wie es beispielsweise in einer Bleibatterie
der Fall ist.

Die Ubereinstimmung der Massenfliisse dieser Arbeit mit den Nernst-Planck-Fliissen
konnte nur im reduzierten Modell gezeigt werden. Folglich gelten die Nernst-Planck-
Fliisse nur im Volumen ohne Randschichten aber nicht in den Elektrolyt-Randschichten.

8.3.3. Poisson-Boltzmann-Gleichung
Aus der Poisson-Gleichung

N
— (1 + x)eoAp = Z 26,010 (8.60)

a=1

wird die Poisson-Boltzmann-Gleichung, falls gilt
Mo = T, €XP ( — (e - 900)) : (8.61)

n? ist eine gegebene (mittlere) Teilchendichte der Komponente A, und ¢° ein gege-
benes Referenzpotential.
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Die Darstellung der Teilchendichte (8.61) wird in der elektrochemischen Literatur
Boltzmann-Verteilung genannt [19].

Die Poisson-Boltzmann-Gleichung wird genutzt um die Ladungsverteilung und das
elektrische Potential in der Elektrolyt-Randschicht zu bestimmen.

Die Ladungsverteilung und das elektrische Potential im Gleichgewicht werden im
thermodynamisch konsistenten Modell durch folgendes gekoppeltes Gleichungssystem
beschrieben:

J,=0 fir a=1,....,N—1, (8.62)
Vps = —n"Vp , (8.63)
—(14x)eoAp = n" . (8.64)

Im Gleichgewicht ist zudem die Temperatur 7" konstant und es gilt T' = Tk.

Setzt man fiir die Massenfliisse J, anstelle der thermodynamisch konsistenten
Materialgleichungen fiir die Massenfliisse J, die Nernst-Planck-Fliisse JY ein, so
erhdlt man nach kurzer Rechnung aus (8.62) und (8.64) die Poisson-Boltzmann-
Gleichungen (8.60). Die Poisson-Boltzmann-Gleichung beschreibt somit den Gleich-
gewichtszustand des Nernst-Planck-Modells.

Eine wichtige Beobachtung ist, dass die Poisson-Boltzmann-Gleichung, welche mit-
tels des Gleichungssystems (8.62)—(8.64) und den Nernst-Planck-Fliissen hergeleitet
wird, unabhéngig von der Impulsbilanz (8.63) ist. Die Impulsbilanz ist also in diesem
Fall von den Massenbilanzen und der Poisson-Gleichung entkoppelt.

Der exponentielle Zusammenhang (8.60), zwischen den Teilchendichten und dem
elektrischen Potential fithrt bei der Poisson-Boltzmann-Gleichung dazu, dass bereits
fiir moderate elektrische Potentiale die Teilchendichten falsche physikalische Werte
annehmen [30, 7]. Die Poisson-Boltzmann-Gleichung kann deshalb nur fiir sehr kleine
Potentiale ¢ zur Beschreibung der Ladungsverteilung in den Randschichten verwendet
werden.

Dieses Defizit der Poisson-Boltzmann-Gleichung wird durch das hier beschriebe-
ne thermodynamisch konsistente Elektrolyt-Modell behoben. Die erzielten Resultate
sind bereits in [24, 23| veroffentlicht. Einsetzen der thermodynamisch konsistenten
Materialgleichungen (8.51) der Massenfliisse J, in die Gleichungen (8.62)—(8.64) lie-
fert

v(ua—uNJrZ“e%):o fir a=1,....N—1, (8.65)
Vpe = —n"Vop , (8.66)
—(14 x)eoAp =n" . (8.67)

Dieses Gleichungssystem lasst sich in eine geeignetere Form iiberfithren. Aus der
Gibbs-Duhem-Gleichung (8.44) und der Impulsbilanz (8.66) folgt nach kurzer Rech-
nung die Identitat

N-1
0= Z paV(ua — pn + Z;;eo w) +pViuy . (8.68)
a=1 o
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Setzt man hier die Massenbilanz (8.65) ein, so erkennt man, dass das chemische
Potential py des Losungsmittels konstant ist,

Viy =0. (8.69)

Aus den Massenbilanzen (8.65) fillt somit uy heraus. Mit den Materialgleichungen
(8.48) fiir die chemischen Potentiale fithrt der inkompressible Fall, d.h. kg — oo, zu
dem Gleichungssystem

V(vapE—l—lenya—i—zaeggp) =0 fir a=1,...,N, (8.70)
nH =1, (8.71)
—(14x)e0Ap = n" . (8.72)

Wegen der Inkompressibilitat musste das Gleichungssystem noch um die Nebenbe-
dingung nH = 1 ergéanzt werden.

Das Gleichungssystem (8.70)—(8.72) wird in Anlehnung an die Poisson-Boltzmann-
Gleichung als thermodynamisch konsistentes Poisson-Boltzmann-Modell bezeichnet.
Die Unbekannten dieses Modells sind neben dem elektrischen Potential ¢, die Teil-
chendichten n, und der elastische Druck pg.

Bereits 1952 hat V. Freise mit Hilfe der Gleichgewichtsthermodynamik ein verbes-
sertes Poisson-Boltzmann-Modell hergeleitet [30]. Dieses Modell ist identisch mit dem
hier hergeleiteten thermodynamisch konsistenten Modell (8.70)—(8.72).

Allgemeine Eigenschaften der L6sung. Das thermodynamisch konsistente Poisson-
Boltzmann-Modell lasst sich nicht analytisch 16sen. Die Integration der Gleichungen
(8.70) liefert aber eine niitzliche Darstellung der Molenbriiche,

Ve, Za€0 >

_ 0 _ e _
y"‘_caexp( kPP T kT ¥

Die Integrationskonstanten ¢ sind positiv und werden aus den Randbedingungen
bestimmt.

Wiirde man die Druckabhéngigkeit in (8.73) ignorieren und annehmen, dass die
Gesamtteilchendichte n konstant ist, d.h. alle Teilchen haben das gleiche spezifische
Volumen v, = vy, so wiirde die Boltzmann-Verteilung (8.61) resultieren.

Aus der Darstellung (8.73) fiir das Losungsmittel und der Nebenbedingung
Zivzl Yo = 1 folgt, dass alle Molenbriiche positiv und durch 1 beschréankt sind,

fir a=1,...,N. (8.73)

0<y, <1 fir alle a=1,...,N . (8.74)

Dies bedeutet insbesondere, dass die Teilchendichten n,,, die mithilfe des thermodyna-
misch konsistenten Modells bestimmt werden, immer beschriankt bleiben und niemals,
wie es in der klassischen Poisson-Boltzmann-Gleichungen moglich ist, unbeschrankt
wachsen konnen.

Der wesentliche Unterschied zwischen dem klassischen und dem thermodynamisch
konsistenten Poisson-Boltzmann-Modell ist, die Beriicksichtigung des Losungsmittels
und des Druckes im konsistenten Modell.
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Numerische Ergebnisse. Zum Vergleich der gesuchten Felder ¢, n, und pg des
thermodynamisch konsistenten Poisson-Boltzmann-Modells (8.70)—(8.72) mit den ent-
sprechenden Grofsen der klassischen Poisson-Boltzmann-Gleichung (8.60), (8.61) wird
die Elektrolyt-Randschicht an einer Elektrode untersucht.

Hierzu wird ein Elektrolyt bestehend aus drei Komponenten betrachtet: Anionen
(A), Kationen (C') und ein Losungsmittel (S). Die Elektrode sei eben, hinreichend
grofs und orthogonal zur z-Achse. Es wird angenommen, dass die gesuchten Felder nur
von der z-Koordinate abhéngig sind. Um ein 16sbares Gleichungssystem zu erhalten,
miissen noch Randbedingungen formuliert werden. Hierzu wird angenommen, dass
an einer Stelle im Elektrolyt, mit hinreichend grofsem Abstand zur Elektrode, die
Teilchendichten nZ, der Druck p” und das elektrische Potential ¢ bekannt sind.
Ferner sei noch das elektrische Potential der Elektrode ¢g gegeben.

Zur Vereinfachung der Rechnung wird angenommen, dass die spezifischen Volumi-
na der Komponenten gleich sind, d.h. v, = vg. Aus der Definition (8.40) der Funktion
H und der Inkompressibilitat (8.71) folgt dann, dass die Gesamtteilchendichte n kon-
stant und durch das spezifische Volumen v, gegeben ist,

n=—. (8.75)
Fiir eine 0.01 molare KCI-Losung zeigt die Abbildung 8.1 die elektrischen Poten-

tiale, welche geméfs des klassischen und des thermodynamisch konsistenten Poisson-
Boltzmann-Modells berechnet wurden. Beide Potentialkurven zeigen einen dhnlichen

—— PB-Modell mit Druckkorrektur
0350 | PB-Modell ohne Druckkorrektur ||

0 5 10 15
x [nm]
Abbildung 8.1.: Elektrisches Potential in der Elektrolyt-Randschicht fiir eine 0.01 mo-
lare KCI-Losung.

Verlauf. In beiden Fallen, fallt das elektrische Potential von dem Elektrodenpotential
s = 0.4 V sehr rasch auf das Elektrolytpotential ¥ = 0V ab.

Obwohl die elektrischen Potentiale ein sehr &hnliches Verhalten zeigen, sind die
Unterschiede bei den Ionendichten sehr grofs, Abbildung 8.2. Beide Modelle zeigen
qualitativ das zu erwartende Verhalten. An der positiv geladenen Elektrode reichern
sich die Anionen an und die Kationen verarmen dort. Die Kationendichten no der
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Abbildung 8.2.: Tonendichten in der Elektrolyt-Randschicht einer 0.01 molaren KCI-
Losung bei einer Potentialdifferenz von 0.4 V.

beiden Modelle unterscheiden sich qualitativ kaum voneinander. Hingegen sind die
Unterschiede bei der Anionendichte n 4 drastisch. Die Anionendichte des thermodyna-
misch konsistenten Poisson-Boltzmann-Modells bleibt beschrankt, wiahrend n 4 geméis
der klassischen Poisson-Boltzmann-Gleichung exponentiell zur Elektrode hin wéchst
und unphysikalische Werte von mehr als 1000 mol/l annimmt.

Setzt man bei der klassischen Poisson-Boltzmann-Gleichung voraus, dass die Ge-
samtteilchendichte n konstant und durch die Beziehung (8.75) gegeben ist, so kann
die Losungsmitteldichte ng berechnet werden. Die Abbildung 8.3j,ks zeigt die Lo-
sungsmitteldichte beider Modelle. Die unphysikalischen hohen Werte der Anionen-

60—

1.6F —— PB-Modell mit Druckkorrektur

N 1.4} ---- PB-Modell ohne Druckkorrektur | |

40t

30t

ng mol/I

20t

10¢

—— PB-Modell mit Druckkorrektur
Op = |==en PB-Modell ohne Druckkorrektur | -

105 05 1 15 04 06 08 1
x [nm]  [nm]

Abbildung 8.3.: Teilchendichte des Losungsmittels und des elastischen Drucks in der
Elektrolyt-Randschicht einer 0.01 molaren KCIl-Losung bei einer Po-
tentialdifferenz von 0.4 V.

dichte an der Elektrode spiegeln sich auch bei der Losungsmitteldichte wieder. Die
Poisson-Boltzmann-Gleichung liefert sogar negative Werte fiir ng. Hingegen bleibt im
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thermodynamisch konsistenten Modell die Losungsmitteldichte positiv.

Wie bereits angemerkt, ist die Impulsbilanz (8.63) im klassischen Poisson-
Boltzmann-Modell entkoppelt von der Poisson-Gleichung und den Massenbilanzen.
Die Impulsbilanz (8.63) kann aber genutzt werden um den elastischen Druck pg aus
der Losung der Poisson-Boltzmann-Gleichungen (8.60) zu berechnen. Die Abbildung
8.3rechts veranschaulicht den Druckverlaufen von pg in der Elektrolyt-Randschicht.
Beide Modelle zeigen, dass der elastische Druck pgp an der Elektrode grofse Werte
von mehreren GPa annimmt, wobei der Druck der klassischen Poisson-Boltzmann-
Gleichung sogar noch um ein Vielfaches hoher ist. Die Ursache fiir die enormen Driicke
liegt in der Impulsbilanz. Mit dem totalen Spannungstensor 3 lésst sich die Impuls-
bilanz (8.63) schreiben als

8,5=0 mit ¥=—pg+i(1+x)eo(@p) . (8.76)

D.h. die totale Spannung > ist iiberall in der Randschicht konstant und sei gleich
10° Pa. Dies fithrt dazu, dass starke Anderungen des elektrischen Potentials grofie
elastische Driicke hervorrufen. Man erkennt sofort, dass sich diese grofen Druckénde-
rungen tiber die Molenbriiche y,, Gleichung (8.73), und die Poisson-Gleichung auf das
elektrische Potentials ¢ auswirken. Diese Riickkopplung tiber den Druck fehlt in der
klassischen Poisson-Boltzmann-Gleichung, weshalb diese physikalisch falsche Werte
in der Randschicht liefert.

8.3.4. Solvatisierung

Im Elektrolyt wechselwirken die Losungsmittelmolekiile mit den geladenen Ionen, wo-
durch sich Losungsmittelmolekiile um die Ionen anordnen und gréfsere Ionen entste-
hen. Dieser Prozess wird als Solvatisierung bezeichnet und wird durch van der Waals
Krafte zwischen den Losungsmittelmolekiilen und den geladenen Ionen hervorgerufen
[51].

Die Solvatisierung eines lons fithrt dazu, dass die Losungsmittelmolekiile, die in der
Solvathiille gebunden sind, nicht mehr an der entropischen Wechselwirkung mit den
anderen Teilchen teilnehmen. Weiter besitzen die solvatisierten Ionen ein viel groferes
spezifisches Volumen als die Losungsmittelmolekiile und die unsolvatisierten Ionen.

Im Folgenden wird gezeigt, wie die Solvatisierung in einfacher Weise in das be-
stehende Elektrolyt-Modell eingebunden werden kann und welchen Einfluss die Sol-
vatisierung auf das elektrische Potential und die Teilchendichten in der Randschicht
hat.

Bei der Solvatisierung vereinigen sich x, Losungsmittelmolekiile S mit einem Ion
I,, zu einem neuen solvatisierten lon 2. Dieser Prozess wird hier durch eine chemische
Reaktion beschrieben,

koS + 1, = IS .

Bei diesem Ansatz miissen neben dem Losungsmittel S und den Ionen [, auch die
solvatisierten Ionen I als Komponenten der Mischung beriicksichtig werden. Ein
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bindrer Elektrolyt besteht deshalb aus dem Losungsmittel S, den Anionen A, den
Kationen C, den solvatisierten Anionen A° und den solvatisierten Kationen C*.

Wird angenommen, dass die lonen vollstédndig solvatisiert sind, so besteht die Mi-
schung nur noch aus (nicht-gebundenen) Losungsmittelmolekiilen S und den solva-
stisierten Anionen A° und Kationen C'®. Fiir diesen Fall sind in den Abbildungen 8.4
und 8.5 die Losung des konsistenten Poisson-Boltzmann-Modells (8.70)—(8.72) darge-
stellt. Der Einfachheit wegen sind die solvatisierten Anionen und Kationen mit den
Indizies A bzw. C' bezeichnet worden.

0.4,
—— kga=ko=0 161 JE— e —
035 | RA el 0
03l ‘:‘ ----- KA = ke = 4y e KA =Ko =
[ A /{A=I€G=10 072 L N (P KA:HC:H)
0.25¢ s
_ o 1r
= ., S,
S 0. g\;,50.8*
0.15¢ 0.6F
0.1r 0.4
0.05¢ 0.2
0 i 0
0 1 2 3 4 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
z [nm] x [nm]

Abbildung 8.4.: Elektrisches Potential und elastischer Druck einer 0.5 molaren KCl-
Losung mit Solvatisierung.

Bei vollstéandiger Solvatisierung unterscheiden sich die Poisson-Boltzmann-Modelle
mit und ohne Solvatisierung nur darin, dass die spezifischen Volumina v, der Ionen
unterschiedlich grof sind. Fiir die numerische Berechnung ist angenommen worden,
dass sich das spezifische Volumen eines solvatisierten Ions additiv zusammensetzt
aus dem Volumen 7, des unsolvatisierten Ions und den Volumina der Losungsmittel-
molekiile der Solvathiille. Das spezifische Volumen der solvatisierten Ionen ist dann
gegeben durch

Vo = Vg + Kalo fir a=A,C, (8.77)

wobei vy das spezifische Volumen des Losungsmittels S ist. Die numerischen Rech-
nungen wurde mit 0, = vg durchgefiihrt.

Die Abbildung 8.4 zeigt das elektrische Potential ¢ und den elastischen Druck pg in
der Randschicht einer 0.5 molaren KCI-Losung bei unterschiedlichen Solvatisierungs-
zahlen k..

Die Solvatisierung fithrt dazu, dass das elektrische Potential langsamer vom Elek-
trodenpotential g auf das Potential des Elektrolyten o abfillt. Der Druck an der
Elektrode ist mit Solvatisierung um ein Vielfaches geringer als ohne Solvatisierung.
Weiter fiihrt die Solvatisierung dazu, dass sich die Teilchendichten n, und ne der
solvatisierten Ionen in der Randschicht stark &ndern, Abbildung 8.5. Vor allem die
Anionendichte ny4 ist in der Randschicht stark reduziert. Die Ursache hierfiir ist das
vergroferte spezifische Volumen v, der solvatisierten Ionen. Diese geht unter anderem
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Abbildung 8.5.: Teilchendichten der solvatisierten Ionen in der Randschicht einer 0.5
molaren KCl-Losung in Abhéngigkeit der Solvatisierung.

durch die Inkompressibilitatsbedingung (8.47) in das Modell ein. Die Inkommpressi-
bilitatsbedingung lasst sich hier schreiben als

Vong + vana + vene =1 . (8.78)

Diese Nebenbedingung beschreibt das Wechselspiel der unterschiedlichen spezifischen
Volumina der einzelnen Komponenten des Elektrolyten. Im hier betrachteten Fall, wo
an der positiv geladenen Elektrode fast ausschlieflich (solvatisierte) Anionen auftre-
ten, vereinfacht sich die Nebenbedingung (8.78) zu

VAN =~ 1. (879)

Dies bedeutet aber, dass die Teilchendichte ny der solvatisierten Anionen durch den
Wert 1/va an der Elektrode beschriankt ist. Steigt also die Solvatisierungszahl k4
und somit das spezifische Volumen vy, so sinkt unweigerlich die Teilchendichte der
solvatisierten Anionen an der Elektrode. Dieses Verhalten spiegelt die Abbildung
8.Dlinks Wieder.

Der Einfluss der Solvatisierung auf die Ladungsverteilung und den Verlauf des
elektrischen Potentials in der Randschicht ist erheblich. Einen wesentlichen Beitrag
besitzt hier das spezifische Volumen der solvatisierten lonen, welches unmittelbar im
Zusammenhang mit der Grofenordnung der Ladungsverteilung in der Randschicht
steht.

8.3.5. Elektrische Ladung der Elektrolyt-Randschicht

Die elektrische Ladung () die in der elektrischen Doppelschicht von Elektrode und
Elektrolyt gespeichert ist, ist im Abschnitt 7.8 definiert worden als

Q= nt dx +/ Za€oNada . 8.80
v+ S Z s ( )

aEMT
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Hier sind V' das Volumen der Elektrolyt-Randschicht, S die gemeinsame Grenzfliche
von Elektrolyt und Elektrode und M™ die Indexmenge der Elektrolyt-Komponenten.

Mit dem konsistenten Poisson-Boltzmann-Modell (8.70)—(8.72) kann der Volumen-
anteil Qp = ff/ . nf dz der elektrischen Ladung berechnet werden. Die elektrische La-
dung Qg ist abhiingig von der Potentialdifferenz U = ¢4 — ¥ zwischen Elektrode und
Elektrolyt, der Teilchendichten n” im Elektrolyten und der Solvatisierungszahl k. In
Abbildung 8.6 ist die elektrische Ladung Qg pro Elektrodenoberfliche A als Funkti-
on der Potentialdifferenz U fiir das thermodynamisch konsistente Poisson-Boltzmann-
Modell mit und ohne Solvatisierung und fiir das klassische Poisson-Boltzmann-Modell
dargestellt. Die Berechnung der elektrischen Ladung mit Solvatisierung wurde fiir
ka = ko = 15 durchgefiihrt.

—— PB-Modell ohne Druckkorrektur |]
------ PB-Modell mit Druckkorrektur
--------------- PB-Modell mit Solvatisierung

200+

100+

Qe/A [pC/cm?]

-100 -

~
“n
-
-
aa.
ue.
......

-200 |

0
UV

Abbildung 8.6.: Elektrische Ladung Qi der Elektrolyt-Randschicht pro Elektrodeno-
berfliche A einer 0.5 molaren KCI-Losung.

Messungen zeigen, dass die elektrische Ladung () der elektrischen Doppelschicht
pro Elektrodenoberfliche in der GroRenordnung von 0-50 pC/cm? liegt [32]. In die-
ser Grofenordnung sollte sich auch die elektrische Ladung Qg der Randschicht be-
finden. Die Poisson-Boltzmann-Gleichung und das Poisson-Boltzmann-Modell ohne
Solvatisierung liegen aber bereits bei Potentialen von mehr als 0.05 V weit {iber den
experimentellen Werten. Erst die Beriicksichtigung der Solvatisierung liefert den ge-
wiinschten Effekt und reduziert die Ladung auf weniger als 50 C/cm?. Zum Vergleich,
die klassische Poisson-Boltzmann-Gleichung liefert bei 0.25 V eine elektrische Ladung
von Qp/A ~ 600 uC/cm? dies ist bereits das Zwolffache des experimentellen Wertes.
Das thermodynamisch konsistente Poisson-Boltzmann-Modell reduziert die Ladung
bereits erheblich auf Qp/A &~ 100 uC/cm?. Und das konsistente Poisson-Boltzmann-
Modell mit Solvatisierung liefert fiir k4 = ko = 15 eine elektrische Ladung der

Randschicht Qr/A = 28 pC/cm?.

8.4. Eigenschaften des Metallelektroden-Modells

Das Modell der Metallelektrode basiert auf dem thermodynamischen konsistenten
Modell und der freien Energiedichte (8.34) fiir Metalle.
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Zunéchst werden die Materialgleichungen fiir die chemischen Potentiale und den
Druck angegeben.

8.4.1. Chemische Potentiale und Druck

Die hier eingefiihrte freie Energiedichte (8.34) fiir die Metallelektrode ist additiv zer-
legbar in
PU(T, pe, prr) = petbe(T, pe) + pruou (T, pur) - (8.81)

Die additive Struktur der freien Energiedichte fiihrt dazu, dass die chemischen Po-
tentiale nur Funktionen der zugehorigen Teilchendichte sind,

2
_or, 3\ R 2
fe = e + (87r> 2mg”g , (8.82)
T H Ky H
pns = Yy +CM<(T—TR) —T'ln <T_R>> + m—?\j(pz-z%— ZMM In (nMHM)> .
(8.83)

Der Druck p ist durch die Partialdriicke p. und py; gegeben,

, 1/73\3h% 3
D= Pe + DM mit pez—(—>3—n§’ und  py =pr+ Ky(nyHy —1) .
O\8m/ m,
(8.84)

Inkompressibiltdt. Beim Elektrolyten fiihrt der Limes kg — oo zu einer Verein-
fachung der Materialgleichungen. Der Limes beruht auf der Beobachtung, dass der
dimensionslose Kompressionmodule kg einen sehr grofsen Wert besitzt. Im Fall der
Metallelektrode ist ein dhnlicher Limes moglich.

Zunéchst wird die Materialgleichung (8.84) fiir den Druck p mittels der Skalierung
(7.15) in ihre dimensionslose Form iiberfiihrt,

5

P =De+Dm mit  pe = kené und  py =pr+ku(npHy —1) . (8.85)

mit den dimensionslosen Materialparametern

1,3 % h? 2 KM
k, = —(—) S 1.2 d k= ~ 2% 10° . 8.86
5\87/) mokTy O b M kT, (8.86)

Die Berechnung basiert auf den Werten (7.51) und dem Kompressionsmodul K,; =
10" Pa.

Der grofte Zahlenwert von kj; motiviert den Limes kj; — oo. Der Limes wird
analog zum Limes im quasi-statischen und isothermen Modell durchgefiihrt. Das
Metallelektroden-Modell besitzt im Limes kj; — oo folgende Eigenschaften:

1. Aus der Materialgleichung (8.85)3 fiir den Druck p,, folgt

1

- (8.87)

Nr
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2. Der Druck der Metallionen p,; ist eine unabhéngige Variable.
3. Das chemische Potential . der Elektronen bleibt unverdndert.

4. Das chemische Potential 1y, der Metallionen ist linear im Druck py; und es

lautet T i
uMzwf}JrcM((T—TR)—Tln(—))+pM 2. (8.83)
Tr may

8.4.2. Ohm’sches Gesetz

Der Ladungstransport im metallischen Leiter wird durch das Ohm’sche Gesetz be-
schrieben [61]:

3°=—-kVp. (8.89)
Es postuliert, dass die elektrische Stromdichte 7° proportional zur elektrischen Feld-
stirke E = —V ist. Der Proportionalitatsfaktor wird als elektrische Leitfahigkeit x
bezeichnet.

In der hier vorgestellten Theorie tritt das Ohm’sche Gesetz nicht direkt als Mate-
rialgleichung auf, sondern es folgt aus den thermodynamisch konsistenten Material-
gleichungen der Massenfliisse.

Es wurde angenommen, dass das Metall nicht polarisierbar ist. Die elektrische
Stromdichte 5° ist deshalb nur durch die freie elektrische Stromdichte 5% gegeben:

A L S A R (2660 - ZMe”)Je . (8.90)

m m m
a=e,M « e M

Die Flussdichte J); ist bereits mittels der Nebenbedingung Za:e, u Jo = 0 ersetzt
worden.

Setzt man nun die Materialgleichung (6.7) fiir den Fluss J. der Leitungselektronen
in (8.90) ein, so erhdlt man fiir die elektrische Stromdichte j° im thermodynamisch
konsistenten Modell die Darstellung

1
j° = an_Me(Zeeo_ZMeo) (V(&_,U_M>__(2660_2M60>(E+’U><B)) . (8.91)

Me My T T T\m, my

Die Unterschiede zwischen dem Ohm’schen Gesetz (8.89) und der thermodynamisch
konsistenten Darstellung (8.91) sind grof. Im thermodynamischen Modell ist die elek-
trische Stromdichte 7° nicht proportional zur elektrischen Feldstiarke E.

Im Weiteren wird untersucht, unter welchen Voraussetzungen die Beziehung (8.91)
sich zum Ohm’schen Gesetz vereinfacht.

Quasi-statisches und isothermes Modell. Im isothermen quasi-statischen Mo-
dell vereinfacht sich die Beziehung (8.91) insofern, dass die Temperatur 7" konstant
ist und Materialgleichungen fiir die Massenfliisse unabhéngig von der magnetischen

Flussdichte B sind,

P M, (zeeo B ZMG(])v((/JJe ) + (zeeo B ZMeO)gp) (8.92)

T \ m. my Me My
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Reduziertes Modell. Im reduzierten Modell gilt im Volumen ohne Randschichten
die lokale Elektroneutralitat, d.h.

nt = z.eone + zareona = 0 . (8.93)

Hierdurch wird die elektrische Stromdichte 7 unabhéingig von der baryzentrischen
Geschwindigkeit v. Um die Abhéngigkeit der Stromdichte von den chemischen Po-
tentialen zu eliminieren, wird die Inkompressibiltat des Metalls angenommen. Wegen
der Inkompressibilitdtsbedingung ny, = 1/H); ist die Metallionendichte n,; konstant.
Die Elektroneutralitéit erzwingt, dass auch die Elektronendichte n. konstant ist. Aus
der Materialgleichung (8.84) folgt dann, dass auch der Elektronendruck p, konstant
ist. Die Impulsbilanz vereinfacht sich dann im reduzierten Modell zu

VpM =0 ) (894)

und folglich ist auch der Druck py; der Metallionen konstant. Wegen der konstanten
Teilchendichten n., ny; und der konstanten Driicke pj; und p,., sind die chemischen
Potentiale p. und pp; auch konstant. Hierdurch vereinfacht sich die Darstellung der
elektrischen Stromdichte zu

M. (z ’
o= (z € ZM€0) Vo (8.95)

T \ me My

Erst jetzt ist die elektrische Stromdichte 3¢ proportional zur elektrischen Feldstérke
E = —V . Definiert man noch die Leitfahigkeit x als

M, (z.eq  zZumeo 2
= — 8.96
= ( e _ e ) | (5.96)

so ist die Darstellung (8.95) der elektrischen Stromdichte identisch mit dem Ohm’schen
Gesetz (8.89).

Die Herleitung zeigt, dass eine Vielzahl von Bedingungen erfiillt sein miissen damit
das Ohm’sche Gesetz aus der Darstellung (8.91) fiir die Stromdichte 3¢ folgt. Insbe-
sondere zeigen die Vorausaussetzungen des reduzierten Modells, dass das Ohm’sche
Gesetz nicht in der Randschicht der Elektrode gilt.

Um den zweiten Hauptsatz zu erfiillen, muss M, positiv sein, weshalb auch die
Leitfdhigkeit x positiv ist.

Die Leitfahigkeit x ist gut messbar. Somit kann der phianomenologische Koeffizient
M, iiber die Beziehung (8.96) berechnet werden.

8.4.3. Randschicht im Metall

Im Abschnitt 8.3.3 wurde gezeigt, wie sich das elektrische Potential und die Teil-
chendichten in Abhéngigkeit vom angelegten Potential in der Elektrolyt-Randschicht
verhalten. Entsprechend wird nun die Randschicht in der Metallelektrode untersucht.
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Im Gleichgewicht miissen die gesuchten Felder n.,ny; und ¢ folgende Gleichungen
erfiillen:

Ze€0 ZMCo o
v<“6_“M+<me - )(p)—O, (8.97)
Vp =-nfVop, (8.98)
—e0Ap =nt . (8.99)

Die Temperatur 7' ist im Gleichgewicht konstant und es gilt T' = Tx.
Analog zum Elektrolyten wird die Impulsbilanz (8.98) mittels der Gibbs-Duhem-
Gleichung (5.58) umgeformt in

Ze€0 ZME€EQ

)¢) + oV (s + 222) = 0. (8.100)

peV (ue — py + (
mpyr

TMe myg
Einsetzen dieser Gleichung in (8.97) liefert dann das Gleichungssystem

Za€0o

V(ua+ g&) —0, a=eM (8.101)

«

—goAp =nF . (8.102)

Der inkompressible Limes kjp; — oo und die Materialgleichung fiir die chemischen
Potentiale liefern fiir die Metallelektrode

2

3\? h? 2 260
~ S =0, 8.103
v ((8#) ng" * Me 7 ( )

H

v (pM M ZMeotp) ~0, (8.104)

My mpr
—e0Ap = zeegne + zZp€onag (8.105)

Im inkompressiblen Limes sind die gesuchten Felder n., py; und ¢. Beachte, dass die
Metallionendichte n,; durch das spezifische Volumen der Metallionen Hj; gegeben
ist, es gilt ny = 1/Hyy.

Das Gleichungssystem (8.103)—(8.105) weist eine Besonderheit auf. Die Gleichung
(8.104) fur den Druck pys entkoppelt von der Poisson-Gleichung (8.105) als auch von
der Bedingung (8.103) fiir die Elektronendichte, was die Berechnung der gesuchten
Felder stark vereinfacht.

Um die Losung des Gleichungssystems (8.103)—(8.105) zu studieren, wird angenom-
men, dass die Prozesse in der Elektrode eindimensional ablaufen, d.h. die gesuchten
Felder héngen nur von der x Koordinate ab. Im Inneren der Elektrode wird in einem
Punkt z,,, der hinreichend weit entfernt ist von der Grenzflache S, angenommen, dass
gilt nf'|,—s,, = 0C/m3, 0|s—s,, = prr = OV und X|,—,,, = 10°Pa. An der Grenzfliche
S zum Elektrolyten wird das elektrische Potential ¢|,—,, = g vorgegeben.

Die Berechnungen erfolgen fiir eine Kupferelektrode. Die Metallionen besitzen die
Ladungszahl z); = +1 und ein spezifische Volumen von H); = 0.012 (nm)?. Die
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Ladungszahl der Elektronen ist z. = —1. In den Abbildungen (8.6) ist der Verlauf des
elektrischen Potentials ¢ und der Elektronendichte n, fiir ein angelegtes Potential von
0.4V dargestellt. Die Elektronendichte nimmt an der Grenzfliche um 9% gegeniiber
der Metallionendichte zu. In der Abbildung 8.8 ist der Elektronendruck p, dargestellt.

0.4f |
0.35¢ g 1.08r
0.3f
05l _ 105
= g
~ 02r 1 ~
> < 1.04
0.15¢
0.1+ 1 1.02}4
0.05¢
Or 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
@ [nm] x [nm]

Abbildung 8.7.: Verlauf des elektrischen Potentials ¢ und der Elektronendichte n, in
der Elektroden-Randschicht.

Er ist viel grofler als der elastische Druck pp im Elektrolyten. Wie im Elektrolyten

44

43+

42¢

41t

e [GPa]

40

397

38t

0 01 02 03 04 05 06
@ [nm]

Abbildung 8.8.: Elektronendruck in der Elektroden-Randschicht fiir ein angelegtes
Potential von 0.4 V.

ist die totale Spannung ¥ konstant, dies folgt aus der Impulsbilanz in der Form
9,5 =0  mit ¥=py+p.— e0(0p)” . (8.106)

Der enormen Elektronendruck p, wird durch die die Maxwell-Spannung —%50 (8mg0)2
und den Druck der Metallionen p,; kompensiert.
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8.4.4. Elektrische Ladung der Elektroden-Randschicht

Die elektrische Ladung der Elektroden-Randschicht ist definiert als
Qum = —/ n"dx (8.107)
-

wobei die Randschicht der Elektrode das Volumen V'~ einnimmt. In der Abbildung 8.9
ist die Ladung @), als Funktion des angelegten Potentials U = ¢g — ¢, dargestellt.
Die Ladung wurde aus den Modell-Gleichungen (8.103)-(8.105) berechnet.

Die Abbildung zeigt, dass im Gegensatz zum Elektrolyten, die Ladung der Rand-
schicht linear abhéngig vom angelegten Potential U ist. Der Vergleich mit dem Elek-
trolyten, Abbildung 8.6, zeigt auch, dass die in der Randschicht der Elektrode gespei-
cherte Ladung wesentlich kleiner ist als die entsprechende Ladung im Elektrolyten.

10

o1
T

Qu/A [ Clem?]

185

0 0.5
UM

Abbildung 8.9.: Elektrische Ladung ),; der Elektroden-Randschicht pro Elektro-
denoberfliche A als Funktion des angelegten Potentials U.

8.5. Eigenschaften der elektrochemischen
Doppelschicht zwischen Elektrolyt und
Metallelektrode

In diesem Abschnitt werden einige Aspekte der Doppelschicht zwischen einer Metall-
elektrode und einem Elektrolyten behandelt. Ziel ist die Bestimmung des elektrischen
Potentials und der Teilchendichten in der Doppelschicht. Zunéchst wird der Fall oh-
ne Oberflachenreaktion betrachtet. Anschliefsend werden die Nernst-Gleichungen und
die Butler-Volmer-Gleichung fiir eine Elektronentransferreaktion studiert.
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8.5.1. Die elektrochemische Doppelschicht im Gleichgewicht

Es wird angenommen, dass keine chemischen Reaktionen auf der Grenzfliche S zwi-
schen dem Elektrolyten und der Metallelektrode ablaufen. Die Grenzflache sei eben
und die Prozesse laufen eindimensional ab, d.h. alle Felder sind nur Funktionen der
r-Koordinate. Die Position der Grenzflache S wird mit xg bezeichnet.

Im Gleichgewicht miussen fiir die Metallelektrode die Gleichungen (8.101)—(8.102)
auf dem Gebiet [z, xs] und fiir den Elektrolyt die Gleichungen (8.70)—(8.72) auf
dem Gebiet [xg, zp] gelost werden.

Um ein vollstandiges Gleichungssystem zu erhalten, werden Randbedingungen fiir
das elektrische Potential, die Teilchendichten und den totalen Spannungstensor be-
notigt. Diese sind

Plomerye = OM/5 + Nalomayys ="a’" . Slemays = Sayp - (8.108)
Die Teilchendichten an den Réandern erfiillen im Elektrolyten als auch in der Elektrode
die Nebenbedingung n'|,_, ,» = 0. Weiter seien die Spannungen im Elektrolyt und
der Elektrode identisch, d.h. ¥, = Xz = 10°Pa.

An der Grenzfliche gelten die Flachengleichungen. Zur Vereinfachung wird hier
folgender Spezialfall betrachtet:

QF = ?g : (8.109)
Es wird angenommen, dass die Oberflichenladung konstant und gegeben ist. In diesen
Fall sind die Volumengleichungen des Elektrolyten und der Elektrode unabhéngig von
den Fldchengleichungen.

Die Beziehung (8.109) und die beiden Maxwell-Gleichungen (4.17); und (4.18);
liefern dann

[(1 -+ x)00] = —n . (8.110)

Zusammen mit der Stetigkeit des elektrischen Potentials,

[¢] =0, (8.111)

erhélt man ein vollstdndiges Gleichungssystem. Das Potential der Grenzflache wird
hier mit g bezeichnet.

Die gesuchten Felder im Elektrolyt sind ¢, n, und pg, in der Metallelektrode ¢,ng
und py; und auf der Grenzfliache pg.

In den Abbildungen 8.10 und 8.11 ist der Verlauf des elektrischen Potentials ¢ und
der freien Ladungsdichte n* in der Doppelschicht zwischen einer Kupferelektrode
und einer 0.1 molaren KCI-Loésung dargestellt. An den Réndern sind die Potentiale
o = 0.5V und ¢p = 0V und die Oberflichenladung ist n§ = 0uC/cm? bzw. nf =
25 uC/cm?. Bei den Rechnungen ist die Solvatisierung mit den Werten k4 = ke = 15
beriicksichtigt worden.

In der Elektrode und im Elektrolyten nehmen die elektrischen Potentiale und die
Teilchendichten nach wenigen Nanometern ihre vorgegebenen Werte im Elektrolyten
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Abbildung 8.10.: Elektrisches Potential und freie Ladungsdichte in der elektroche-
mischen Doppelschicht zwischen einer Kupferelektrode und einer
0.1 molaren KCl-Loésung bei einer Oberflichenladung von nf =

0 uC/m?.
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Abbildung 8.11.: Elektrisches Potential und freie Ladungsdichte in der elektroche-
mischen Doppelschicht zwischen einer Kupferelektrode und einer

0.1 molaren KCl-Losung bei einer Oberflichenladung von nf =

25 uC/m?.

bzw. im Metall an. Die Abbildungen zeigen, dass die Randschicht in der Elektro-
de wesentlich kleiner ist als im Elektrolyten, dafiir nimmt die Ladungsdichte nf im
Metall einen wesentlichen groferen Wert an als im Elektrolyten. Weiter zeigen die
Abbildungen, dass die Randschicht in der Elektrode zu einem groften Potentialabfall
an der Grenzflache fiihrt und dieser durch die Oberflichenladung kontrolliert wird.
Die hier gezeigten Rechnungen zeigen insbesondere, dass die Randschicht in der Me-
tallelektrode einen wesentlichen Einfluss auf den Wert des Flachenpotentials g und
somit auf das Verhalten des Elektrolyten besitzt. Deshalb muss bei der Modellierung
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der Doppelschicht die Randschicht im Metall berticksichtigt werden. Insbesondere darf
nicht angenommen werden, dass das elektrische Potential ¢ in der Metall-Elektrode
konstant ist.

8.5.2. Elektronentransferreaktion

Die Nernst-Gleichungen und die Butler-Volmer-Gleichungen wurden im Abschnitt
7.7 fir eine beliebige chemische Reaktion hergeleitet. In diesem Abschnitt werden
beide Gleichungen fiir eine Elektronentransferreaktion zwischen den Metallionen der
Elektrode und den Kationen des Elektrolyten bestimmt,

M—-e="C. (8.112)

S S

Der Index s in der Reaktion zeigt an, dass die Reaktion auf der Grenzflache S ablauft.

Nernst-Gleichung. Im Gleichgewicht gilt die Nernst-Gleichung (7.195). Sie lautet
fir die Reaktion (8.112)

Marfinr — Mefle — Mojtc = —zceoU . (8.113)

Das Potential U ist hierbei die Potentialdifferenz zwischen Metallelektrode und Elek-
trolyt U = oy — ¢p.

Sei U das Potential, welches sich unter Standardbedingungen, d.h. bei einem Druck
von 10°Pa, einer Temperatur von 25°C und einer Elektrolytkonzentration von 1mol/l,
einstellt. Das Potential U kann aus der elektrochemischen Spannungsreihe abgelesen
werden [47|. Seien fi, die zugehorigen chemischen Potentiale unter Standardbedin-
gungen, dann ldsst sich die Gleichung (8.113) schreiben als

mar(par = finr) = me(pte — fie) — me(pe — fic) = —zceo(U = U) . (8.114)

Folgende Voraussetzungen werden getroffen: Die Temperatur T des Systems ist iden-
tisch mit der Referenztemperatur T und diese ist identisch mit der Temperatur T
unter Standardbedingungen. Der Druck p im Volumen ist gleich dem Druck p unter
Standardbedingungen. Im inkompressiblen Fall sind die Teilchendichte nj; der Me-
tallionen gleich der Teilchendichte 7, unter Standardbedingungen, d.h. ny, = 7.
Wegen der Elektroneutralitit n¥ = 0 ist auch die Elektronendichte n, gleich der Elek-
tronendichte n, unter Standardbedingungen, d.h. n, = n.. Hieraus folgt, dass fiir die
chemischen Potentiale des Metalls und der Elektronen gilt: p. = fi. und pps = fips.

Unter diesen Voraussetzungen folgt aus der Nernst-Gleichung (8.114) mit den Ma-
terialgleichungen fiir die chemischen Potentiale die Beziehung

Yo\ _ FcCo P
In (y—c> =2 U -0). (8.115)

In dieser Form ermoglicht die Nernst-Gleichnung das Gleichgewichtspotential U als
Funktion des Kationenmolenbruchs yo zu berechnen. Das Potential U zwischen Elek-
trode und Elektrolyt steigt an, wenn der Molenbruch yo im Elektrolyt zunimmt. Die
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Abbildung 8.12 stellt diesen Zusammenhang grafisch dar. Die Berechnungen basieren
auf den Daten einer Kupferelektrode in einer Kupfersulfat-Losung mit einer Solvati-
sierungszahl von k4 = ko = 15.

0.36F

Ul

=032}

0.3

0.28

0 02 04 06 08 1 12
ne [mol/l]
Abbildung 8.12.: Berechnetes Gleichgewichtspotential zwischen einer Kupferelek-

trode und einer Kupfersulfat-Losung in Abhéngigkeit der
Kationendichte.

Butler-Volmer-Gleichung. Die Butler-Volmer-Gleichung beschreibt den Zusam-
menhang zwischen der elektrischen Stromdichte j¢, den Teilchendichten und der Uber-
spannung 7. Im Abschnitt 7.7 wurde gezeigt, dass die Butler-Volmer-Gleichung aus
den Materialgleichungen der singuléren Fliche des reduzierten Modells folgt. Erst das
reduzierte Modell ermdglicht eine geeignete Definition der Uberspannung 7. Sie ist
fiir die Doppelschicht einer Metallelektrode und eines Elektrolyten definiert als

n =gl —euli — (©ulr — Sli) - (8.116)

Die Potentiale sind an der Grenzflache I auszuwerten. Die mit dem Index 0 gekenn-
zeichneten Potentiale beziehen sich auf einen ausgezeichneten Gleichgewichtszustand.
Im Weiteren wird dies ein Gleichgewichtzustand unter Standardbedingungen sein.

Analog zur Nernst-Gleichung werden folgende Voraussetzungen vereinbart: Die
Temperatur 7" des Systems ist identisch mit der Referenztemperatur Tk und der Tem-
peratur T unter Standardbedingungen. Der Druck p im Volumen an der Grenzflache
I im Elektrolyt entspricht dem Druck p unter Standardbedingungen. Im inkompres-
siblen Fall sind die Teilchendichte n,; der Metallionen gleich der Teilchendichte 7y,
unter Standardbedingungen, d.h. ny; = fy. Wegen der Elektroneutralitit n® = 0
im Volumen ist auch die Elektronendichte n. gleich der Elektronendichte n. unter
Standardbedingungen, d.h. n, = n.. Hieraus folgt, dass fiir die chemischen Potentiale
des Metalls und der Elektronen gilt: p. = ji. und pp; = fipg.

Die Butler-Volmer-Gleichung (7.204) fiir die Elektronentransferreaktion (8.112) ist
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unter diesen Voraussetzungen gegeben durch

yC’I —BzcA zo€oSA
je :13302060 ( - ) exp(— T = 77)

yo|r\ 474 zoeg(l — B)A
() ()

. - (8.117)

Die Abbildung 8.13 zeigt den Zusammenhang zwischen der Stromdichte j¢ und dem

Uberpotential 0 fiir yo|; = 9o, A= 1, B = % und z¢c = 2.

60
4,
50}
— 3
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.30 = 1}
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Abbildung 8.13.: Elektrische Stromdichte j° als Funktion der Uberspannung 7.

Es sind zwei Regime zu unterscheiden n < kT'/ey und n > kT'/eq, [50]. In beiden
Regimen erhélt man einfache Zusammenhénge zwischen der Stromdichte j¢ und dem

Potential n, ndmlich

n <K % : — 7% =agn+ by (8.118)

n> kL. In(—75°) = ain + by (8.119)

€0

Im zweiten Regime wurde ausgenutzt, dass eine der beiden Exponentialfunktionen in
(8.117) gegeniiber der anderen vernachléssigbar klein ist. Es wurde hier vorausgesetzt
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0 < 8 < 1. Die Koeffizienten lauten dann

. aE ~BzcA - zcegﬁél - W2|r (1-B)zcA szcen(1 —B)él
0 Hozoeo e T e — 7 /|
(8.120)
0 —Bzc A 0 (1-B)zcA
b = Rozocs ((?{C'I) - (M) ) (8.121)
s Yo Yc
zoeo(l — B)é
a = (T) , (8.122)
yl ‘I (1=B)zcA
mzm(%%%<? ) >. (8.123)
5 Yo

Der Molenbruch y¢|; ist abhéngig vom Potential . Es wurde hier angenommen, dass
die Molenbriiche in dem jeweiligen Regime konstant sind. Sie sind entsprechend mit
y2|r bzw. yb|r bezeichnet worden.

Die beide Geraden (8.118) und (8.119) sind in der Abbildung 8.13 eingezeichnet.
Sie koénnen genutzt werden um die Materialgrofsen .é%o, 1;1 und S und einen der beiden

Molenbriiche yg/ 1| ; an der Grenzflache I aus Messkurven zu bestimmen. Hierfiir wer-
den aus den Messkurven die Werte fiir die Koeffizienten ag, by, a; und b; bestimmt.
Anschliefsend werden die Materialgrofen aus den Gleichungen (8.120)—(8.124) berech-
net.

Gilt an der Grenzflache yg/ 1| 1 = Yo, so ist die Bestimmung der Materialparameter
besonders einfach, denn fiir die Koeffizienten gilt dann

Ro(zce0)*A zceo(l = p)A
KT B KT

ag = , by =In(Rozceg) . (8.124)
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9. Schlussbemerkung

In der vorliegenden Arbeit ist ausgehend von den Bilanzgleichungen der Materie und
den Maxwell-Gleichungen fiir die elektromagnetischen Felder ein thermodynamisch
konsistentes Modell fiir die elektrochemische Grenzfliche und die angrenzenden Vo-
lumina hergeleitet, untersucht und angewendet worden.

Die asymptotische Analyse zur Untersuchung der unterschiedlichen Raum- und
Zeitskalen zeigt, dass viele klassische Modelle der Elektrochemie eine thermodyna-
mische Basis besitzen. Die Voraussetzungen die fiir die Asymptotik notwendig sind,
schrinken aber zugleich den Anwendungsbereich dieser Modelle ein. Sind die Voraus-
setzungen nicht erfiillt, dann bildet das hier formulierte thermodynamische konsisten-
te Modell immer eine konsistente Basis um verbesserte Modell abzuleiten. Dies ist
besonders wichtig in Hinblick auf die Modellierung moderner Lithium-Ionen-Batterien
und Brennstoffzellen.

Der sehr allgemeine Charakter des thermodynamisch konsistenten Modells ermog-
licht die Beschreibung einer grofen Klasse von Anwendungen in der Elektroche-
mie. Beispielsweise kann sowohl die Galvanisierung als auch der Ladungstransport
in Ionen-Kanélen mit dem thermodynamisch konsistenten Modell beschrieben wer-
den. Erst die Angabe von geeigneten phanomenologischen Koeffizienten und freien
Energiedichten schneidet das thermodynamisch konsistente Modelle auf eine konkre-
te Anwendung zu. Das Beispiel der Metall-Elektrolyt-Grenzfliche zeigt aber, dass
dies ein nicht trivialer Prozess ist.

Die hier vorgestellte Theorie kann noch in Hinblick auf Partialbilanzgleichungen
fiir Impuls und Energie erweitert werden. Dies macht es notwendig neue Material-
gleichungen abzuleiten. Hierflir kbnnen die in dieser Arbeit verwendeten Methoden
genutzt werden.

Andere als die hier beschriebenen elektrochemischen Anwendungen fithren zu neuen
Skalierungen des thermodynamisch konsistenten Modells. Die Skalierungen liefern
dann neue Kleinheitsparameter, die mittels der asymptotische Analysis behandelt
werden koénnen. Dies fiihrt mdglicherweise zu neuen Modellen, die in dieser Arbeit
nicht diskutiert worden sind.

Die Herleitung des reduzierten Modells beschrénkt sich hier auf den eindimensiona-
len Fall. Eine Ubertragung auf den dreidimensionalen Fall mit beliebig gekriimmten
Flachen und tangentialen Massen-, Impuls- und Energietransport ist moglich.

Alle hier gezeigten Resultat zur Metall-Elektrolyt-Grenzflache sind ohne eine kon-
krete Wahl der freien Flachenenergiedichte gewonnen worden. Um die Adsorption und
die Bedeckung einer Metalloberfliche wihrend eines elektrochemischen Prozesses be-
schreiben zu kénnen, muss die freie Flachenenergiedichte modelliert werden.

Die hier vorgestellte Theorie einer elektrochemischen Grenzflache bildet das Gertist
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um zukiinftige Anwendungen in der Elektrochemie mathematisch und physikalisch
konsistent beschreiben zu koénnen.
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A. Anhang Kapitel Bilanzgleichun-
gen /Elektrodynamik

A.1l. Erganzung Tensoralgebra/ Krummlinige
Koordinaten

Levi-Civita-Symbol

Das Levi-Civita-Symbol ist im zweidimensionalen Raum definiert als die Matrix

S _ ( Yl ) , (A1)

im dreidimensionalen Raum als

1 falls ijk eine gerade Permutation von 123 ist
g = ¢ —1 falls ijk eine ungerade Permutation von 123 ist (A.2)
0 sonst

und entsprechend im vierdimensionalen Raum als

1 falls ABCD eine gerade Permutation von 0123 ist
gABCD — ! 1 falls ABCD eine ungerade Permutation von 0123 ist . (A.3)
0 sonst

Identitdten - Krummlinige Flachenkoordinaten

Im Nachfolgenden sind die Ableitung wichtiger Flachengrofen angegeben. Die par-
tiellen Ableitungen der Flachennormalen v, der Flachengeschwindigkeit w und des
Metriktensors gar bzw. ¢®T lauten

;UV; = —g""barmy; (A.4)
aan; = (wrja — wug “bya)mr + (SZ}’Z +wibra)v' (A.5)
% = TAsGar + IT'yan (A.6)
%g—;; = —Ting™ = Thgg™" . (A7)
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Die Zeitableitung des Metriktensors gar, der Normalen v und der Determinanten g
der Metrik lauten

agAr

o ?UTZHAQE + wTE”pgAz — 2w, bra (A.8)
o' ow, . FA
(0 ). ao
0
a_i — 2g(wh 5 — 2w, k) . (A.10)

Identitaten - Metrik

Zwischen dem Metriktensor und Tangentialvektoren gilt folgender Zusammenhang
gERTL =6 — i (A.11)
Zwischen dem Levi-Civita-Symbol und der Metrik gilt

ggA€AAgAF = —g&sr und ggAgAA(I/ X TA) T = \/gggp . (A12)

A.2. Theoreme

A.2.1. Divergenzsatz

Sei V' C R? eine beschrinkte Menge mit hinreichend glatter Oberfliche 9V. Sei
u:V — R eine stetig differenzierbare Funktion, dann gilt

ou

Vv ax’

dx :/ uv' da . (A.13)
av

Den Beweis findet man im Lehrbuch [37].

A.2.2. Klassischer Integralsatz von Stokes

Sei V' C R3 eine beschrinkte Menge. Sei F : V — R? ein stetig differenzierbares
Vektorfeld. Sei S C V' eine hinreichend glatte orientierbare Fliche in V' mit hinrei-
chend glatten Randkurve 0S. Sei weiterhin v die Normale der Fliache S und t der
Tangentialeinheitsvektor der Randkurve 05. Dann gilt

/rotF-I/da: F-tdl . (A.14)
S oS

Den Beweis findet man im Lehrbuch [37].
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A.2.3. Transporttheorem Volumen

Sei I C R ein Zeitintervall und V' C R3 eine zeitabhiingige beschrinkte Menge mit hin-
reichend glatter Oberfliche OV'. Seien v die Oberflichennormale und w Oberflachen-
geschwindigkeit von OV'. Dann gilt fiir eine hinreichend glatte Funktion ¥ : I xV — R
folgende Aussage

d v
— \Ifdx:/a—d:c—l—/ Vw- vda . (A.15)
dt Jy v Ot v

Fiir den Beweis der obigen Aussage betrachtet man eine beliebige Bezugskonfiguration
Vo. Sei x : I x Vy — V ein (zeitabhéngiger) Diffeomorphismus zwischen den Volumina
Vo und V', so dass gilt det(Dy) > 0. Dann gilt

d d
— | V(t,z)dr =— U(t,z)dx
dt Jy dt J vy

=i ], V({8 X)) det(DX) (1, X) dX

:/VO (%—f(t,x(t,X)) + %(t,x(t,){))%(t,){)) det(Dx)(t, X)

+ (X (t, X)) det(Dy) (1, X)a)(;—;(t, \(t, X))%(t, X)dx
k

= [ (G0 + Fote e X B.X) ) (D)0, )
k

F (e XD denDO(X) (o (Gt (e)) ) )

[ ov

_ VOE(t’X(t’X))det(DX)(t’m

+ (% (\D(t, .)%(t,x‘l(t, -)))) (, x(8, X)) det(Dx) (£, X) dX

=/ %—\f(t,m) + (% (\If(t,.)aa—{(t,x—l(t, -)))) (t,x)dx

k
(A':w)/ %—\f(t’x) dx—i—/ \I/(t,x)%(t,x‘l(t,x))yk(t,x) da
v av

Die Flichengeschwindigkeit w ist durch den Diffeomorphismus gegeben w*(t,z) =
aaitk(t, X (¢, 7)) und es folgt die Behauptung (A.15).
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A.2.4. Transporttheorem Flache

Sei I C R ein Zeitintervall und S C R? eine hinreichend glatte orientierbare zeit-
lichveranderliche Flache mit Flachennormalen v und Fldchengeschwindigkeit w. Sei
weiterhin W : I x S — R eine hinreichend glatte Funktion auf [ x S. Dann gilt
folgendes Transporttheorem

d

7 \I/da—/atV\I/+(\I/w )

A~ 2k pw, ¥ da . (A.16)

Fiir den Beweis betrachtet man eine beliebige Parametrisierung y : I x U — S der
Fliche S mit U C R?. Dann folgt

d
\I/ =— [ U
7 da / Vg dU

B ov 1 dg
—/U(at 3500) ViU
oV
:/ (S + ¥ (wha —2karw,) ) Vg dU
:/ (aw\p + (\Ifwf)”A — QkM\Ifw,,>\/§dU
U

A
= /S OV + (Ywr) 5 — 2karw, ¥ da .

A.2.5. Divergenztheorem Flache

Sei S C R? eine hinreichend glatte orientierbare Fliche im R3 mit Flichennormalen v
und die Randkurve 05 hinreichend glatt mit Tangentialeinheitsvektor ¢ . Sei weiterhin
¢ : S — R3 ein hinreichend glattes Vektorfeld tangential in S, d.h. ¢ = ¢*T, dann
gilt

/d)AA da:/ P endl (A.17)
S oS

wobei e = epTa der normierte Einheitsvektor ist, welcher tangential in S liegt und
normal zu v und t ist.

Fir den Beweis wird der Satz von Stokes auf des Vektorfeld F mit
FA = —\/LEQAEEEFQSF angewendet, wobei vorausgesetzt wird, dass das Vektorfeld
F auf die Umgebung fortsetzbar ist. Man erhélt fiir die linke Seite von (A.14)
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/rotF~yda:/ (eiklakFl)(fe“"sT{"T;) da
S s
ort ,  OF!
:/ <8U1 T oEh )da
:/75 gZAF]IFda

- [ oty

Setzt man nun in die rechte Seite von (A. 14) das Vektorfeld F' ein und berticksichtigt

die Darstellung des Einheitsvektors e mit e \/gsAFTF t, so folgt
1 o
F.tdl= | ——¢*Pexrd'rit'dl | ¢2eadl .
as a8 \/§ 8 as

A.2.6. Transporttheorem Vektorfeld Flache

Sei I C R ein Zeitintervall und V C R? eine beschrinkte Menge. Sei F : [ x V — R3
ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Sei S C V' eine hinreichend glatte orientierba-
re zeitlichverdnderliche Fliache in V' mit der hinreichend glatten Randkurve 0S. Sei
weiterhin v die Normale der Fliche S und w die Flachengeschwindigkeit. Dann gilt

/F Vda-/(aa—F—l—wdlvF) -I/da+/ (F x w)-tdl (A.18)
a3

Fiir den Beweis setzt man die Flidche S mittels der Definition S, := {z € V | z =
rg £ ev mit xg € S} in Richtung der Normalen V' fort. Die Konstruktion der Menge
S. ist immer moglich, falls S hinreichend glatt und ¢ > 0 hinreichend klein ist.
Mittels der Parametrisierung x : [ x U — S von S werden die Flachengréften ins
Volumen S. fortgesetzt. Insbesondere die Fortsetzung der Flachengeschwindigkeit w
ist notwendig, damit bei der Herleitung alle verwendeten Operationen wohldefiniert
sind. Es gilt

/F Vda——/F vda

OF* oF* ow’ dw
—/U (Wl/k + %wluk - kayzg&’ b Fkg—ukg 7'5> Vg du

(9F’C oFk . ow' 0

(‘9F
= E v+w- -vdivF 4+ rot(F x w) - vda .

Der Satz von Stokes (A.14) liefert die Behauptung.

171



A.3. Umformungen

A.3.1. Formale L6sung Flachenbilanz

Sei I ein Zeitintervall und V ein zeitlich verdnderliches Volumen, welches durch die
(singuldre) Flache S in zwei regulire Volumina V' und V= teilt. Die baryzentrischen
Geschwindigkeit im Volumen wird mit v und die Flachengeschwindigkeit von S wird
mit w bezeichnet. Sei n : I x V¥ — R eine Dichtefunktion und J : I x V* — R? ein
Fluss, die lokal durch die Vektorfelder F : I x V¥ — R3 und G : I x V* — R? wie
folgt darstellbar sind

n = divF und J+nv= —%—f + rot(G) in V* . (A.19)

Weiterhin erfiillen die Flachendichte n : [ x S — R und der tangentialer Fléachenfluss
J : I xS — R3? die Flichenbilanz

Opm + (w2 + J2)a — 2kymnw, = —[J, + n(v, — w,)] auf S . (A.20)
Dann wird die Flachenbilanz (A.20) formal gelost durch
n=[F-v] und (nw? 4 J*) 1A = v x [G] + [Flw, — nw,v (A.21)

Um die Behauptung zu beweisen, werden drei Identitaten aus (A.21) hergeleitet.

Zunéchst wird die Gleichung (A.21); nach der Zeit ¢ differenziert

Opm + njaws = [0,Fv; + 0 F'w™v; — F(wy., + Wby )g"71]

UL L+ ] + ot GV + [0 F ™y,

— [[Fi]]wmg’ﬁfg — [[Fi}]wibmgwﬂ? (A.22)

Beachte hierfiir wurde die Definition 0, ,(.) := 0;(.) — (.),,w} ausgenutzt. Im zweiten
Schritt differenziert man die Gleichung (A.21), nach dem Flichenparameter v*. Man
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erhalt

— g5, (0 X [G) + M [0, G'7Z] + [0 i oo, + [F oy

J|ETA + J bast + (nw )||27'A + (?wy)”gvi — TSLngU’YbE-yT;

= g [ (rg x o)+ M [OG ] + [ P i, + [l
= J||29AF + (mU )IIEQAF - nwug by gor

= e T [0 G ] + [0 F i ]l P wy + [Firi] g wys

= J“A + (nw )ila — QanwV
—_— zkl k((szm o i )[[a Gl]] [[asz]](ézm o I/iVm>w,/ 4 [[File_"]]gFZwV”E
= J“A + (nw )ila — QanwV

(gg) — [rot, G]V* + [n]w, — [OmF v v™w, + [[Fz]]ﬁigmwy”z

= J“A + (nw Jja — Zanw,, (A.23)
Zuletzt wird die Gleichung (A.21); nach dem Flichenparameter u® differenziert.

HamFiﬂTZLVl [[Fl U’ybAWT \A

>

1=
== [0 FIlrRwA v — [Flg7 by i ]w? = nHAwA (A.24)

Die drei Beziehungen (A.22)—(A.24) liefern die Behauptung.

A.3.2. Umformung Fliachenzufuhr — Impuls und Energie

Umformung zur Flichenzufuhr 7.

~[(ExH) -v]+[Bv]- H +3[D- Elov,

- (B x H)-v] + }B- H]u, + }[D- B, (A.25)
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Umformung zur Flachenzufuhr k.

eE+( ‘v +J°) x B

(3 eE + (v x H] +[D]v,) x B
(3—44)neE B x [vx H] - D x [v x Elv, +[D x Blu,
— wE (B [Hlw+ [HIB, - (D [E)v+ [EID, + [D x Bly,

[D - Elv + [E]D, + [D x Blv,

(3:34),(3.40) [B-H+D-E]v+[HB,+ED,]+[D x Blu,

[N

(A.26)
A.3.3. Umformung Zufuhr — innere Energie

Je.E
= Jree+Jgt.g

K
(3.19) JF'8+(8P (PX’U—l—M)‘i‘aiU)Si

0 oz

(9PZ 8P’ 8P or* .\

+rot’( )8 ‘
M)

E)PZ 8P’
ot
S’L

o'

— J¥. € .
+ oxJ

) E+ (P-£57 — E'PY)

+r0t
OP! OP .

F k i 7
= J 8+<at +v @)5 + (P-&87 —E'P)

INEx M) 9BY . 9BWF . 9BM
B oxk B 875M Oz M+ oxk

F OB- M 0B - Muv*+ (E x M)*
JF.g — _

ot aa:k
+ (8 P& —E'PT 4+ M B]) v
Oz

opPt  LoPY ., [(OM'  LOMT\ .
+(8t+ ax>5 (815 T aw)B

o
ox’

Ml

(3.7),(3.9)

(A.27)
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B. Anhang Kapitel
Materialgleichungen

B.1. Symmetrieeigenschaft der Entropiedichte

Sei h eine Materialfunktion mit
h:h(pu—l—M-B,pl,pQ,...,pN,Funi,P,M). (Bl)

Weiterhin sei die Funktion h ein (absoluter) objektiver Skalar und sie erfiille das
Prinzip der Materiellen Objektivitat 5.1, dann gilt folgende Symmetrieeigenschaft

_oh_ F““i+aah.Pﬂ'+ Oh_ i = O puni | O i | Oh

o = _F M B.2
8}7;1}1:11 Jjk P'L aMz 8}7’;}{3111 ik aPJ aM]M ( )

Aus den Transformationseigenschaften der Argumente von h und dem Prinzip der
Materiellen Objektivitat folgt die Identitét

h(pu+ M- B,py,...,pn, FiM, P MY
= h(pu + M- B, P1y---5PN, det(O)_%OijF;lkni, Oijpj, det(O)OZJMJ) . (B?))

Diese Identitét gilt fiir jede orthogonale Matrix O. Insbesondere gilt die Beziehung
fiir die Drehungen um die Koordinatenachsen

1 0 0 cosf 0 —sinf cosy —siny 0
R,=| 0 cosa —sina |, R,= 0 1 0 ,R.=| siny cosy O
0 sina cosa sinf 0 cosf 0 0 1

(B.4)

a, f und 7 sind die unabhéngigen Drehwinkel. Einsetzen von R, in (B.3) und diffe-
renzieren nach « liefert

oh dRY _ . Oh dRY _. Oh dRY .
— = -— 2Pl —— —2 M =0. B.
OFM™ da "% " 9P da oM da =0 (B5)
Wertet man diese Gleichung fiir a = 0 aus, so folgt
oh . Oh Oh Oh . Oh Oh
" [uni P3 3 _ " [puni _P2 2 ) B.
ory o T ap T oAM= g gt M (B.6)

Fiihrt man die letzten beiden Schritte entsprechend fiir die Matrizen R, und R, aus,
so folgt die Behauptung.
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B.2. Symmetrieeigenschaft der
Flachenentropiedichte

Sei h eine Materialfunktion mit
S

];L - ];L(pg,pl,pQ,...,pN,Tgm) . (B.7)

S

Weiterhin sei die Funktion h ein (absoluter) objektiver Skalar und sie erfiille das

Prinzip der Materiellen Objei{tivitét 5.1. Dann gelten folgende Eigenschaften

oh oh on
0 usni,i ;m’l o= uni,i ;nw 8 und uii,z’ V% =0 (B8>
TA ot OTA

Der Beweis erfolgt in dhnlicher Weise wie der Beweise der Symmetrieeigenschaft (B.2).
Das Prinzip der Materiellen Objektivitit verlangt

Q(ng P1y P25 PN, T(;mi’i) - @(IOQSL’ P1, P25 - -5 PN, OijT;niJ) : <B9)
Diese Identitét gilt fiir jede orthogonale Matrix, insbesondere fiir die Drehungen (B.4).
Argumentiert man entsprechend wie im Abschnitt B.1, so erhélt man folgende Iden-
titat

oh _

o x T =0. B.10
aTuAnl TA ( )

Weiterhin kann leicht gezeigt werden, dass gilt

QQAsz — U X 7_111r11 und glA’TuAm = —1U X 7-12““ . (Bll)

Multipliziert man die Gleichungen (B.10) mit der Normalen v und nutzt die Identi-
tiaten (B.11) so folgt die Beziehung (B.8);. Die Beziehungen (B.8), folgt aus (B.10)

uni

durch Multiplikation von (B.10) mit den Tangentialvektoren 7\".

B.3. Ansatz nicht-lineare SchlieBung

Seien Bg, Uz positiv und A eine beliebige Matrix, dann erfiillt der Ansatz

Fo=—Y AsuBy <1 —exp (Cp Y AMD7>> (B.12)
B v

die Ungleichung
Y F.Do>0. (B.13)

Fiir den Beweis betrachtet man folgende Darstellung die linke Seite von (B.13)

N F.D, =Y D.B, (exp (CaDa> - 1) (B.14)

mit Do, = Y5 AasDs. Die Funktion z(exp(cz) — 1) ist fiir jedes  positiv falls ¢ > 0
gilt. Deshalb ist jeder Summand von (B.13) selbst positiv.
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B.4. Alternative Darstellung der
Maxwell-Gleichungen

Die Maxwell-Gleichungen der Flache (4.16) — (4.17) kénnen in einer alternativen Form
dargestellt werden,

[B] =bxv, [E] =ev —bu, , (B.15)
[D]=dxv+n‘v, [H] =hv+dv,+7J . (B.16)
mit

b= [B2gare™rs d=——[D*]gare™rs (B.17)
g T ) \/g b

e=[E)], h=[H,], (B.18)

1
5= 2+ ) ase s (B.19)

Die Identitaten folgen aus den Maxwell-Gleichungen durch Umformen.

B.5. Folgerung aus den Maxwell-Gleichungen

Aus den Maxwell-Gleichungen fiir die Fléche (4.16) und (4.17) lésst sich folgende
Identitat ableiten
[E+vxB]-tA=0. (B.20)

Diese Identitét folgt direkt aus den Maxwell-Gleichungen in der Darstellung (B.15)—
(B.16).
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