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Zusammenfassung

Die Methode der Finiten Elemente (FE) stellt ein weitverbreitetes und universell ein-
setzbares Werkzeug zur Losung von Systemen partieller Differentialgleichungen dar.
Beim Einsatz der FE-Methode in der Strukturmechanik liegt das Hauptaugenmerk des
Elementdesigns auf der kinematischen Modellbildung.

In dieser Arbeit wird im Sinne eines robusten Elementes angestrebt, mit moglichst
wenigen Knotenfreiwerten ein moglichst leistungsfihiges, d.h. genaues Schalenele-
ment zu entwickeln. Aufbauend auf den Arbeiten von SCHOOP (1989) und VERHOE-
VEN (1992) wird vor dem Hintergrund des in Kapitel 2 erorterten Stabilititsfalls im
kontinuumsmechanischen Direktormodell eine geometrisch nichtlineare Einsdirektor-
formulierung in LAGRANGEscher Darstellung gewihlt.

In Kapitel 4 werden ein Vierecks- und ein Dreiecksschalenelement vorgestellt,
die beide fiir riumliche Referenzkonfigurationen eingesetzt werden konnen. Samtli-
che Verzerrungen werden iiber Skalarprodukte der Knotenfreiwerte definiert, so daf3
eine globalkartesische Beschreibung moglich wird. Insbesondere miissen weder Shif-
tertensor noch ko-/kontravariant notierte Stoffgesetze bemiiht werden. Die Membra-
neigenschaften des Viereckselements werden zusitzlich mit Hilfe der enhanced assu-
med strain-Methode (EAS) nach SIMO UND ARMERO (1992) verbessert. Alternativ
zur klassischen EAS-Formulierung wird eine eigene Umsetzung des EAS-Gedankens
entwickelt, die sich bei linear elastischem Materialverhalten als effizienter in der Pro-
grammtechnik erweist. Da die Anwendung der Elemente primir auf die Statik diinner
Flachentragwerke abzielt, wird ein ebener Spannungszustand angenommen (ESZ).
Auf die Einbeziehung von Querschubverzerrungen in die Kinematik wird daher ver-
zichtet.

Die vorgestellten Elemente werden anhand der in Kapitel 3 diskutierten Stoffge-
setze ausfiihrlich getestet. Insbesondere konnen im Hinblick auf inelastisches Materi-
alverhalten durch Verwendung eines Iterations- und Kondensationsalgorithmus auch
dreidimensionale Materialgesetze implementiert werden, die dann numerisch der Be-
dingung des ebenen Spannungszustandes angepallt werden.

Eine Auswahl von Beispielen in Kapitel 5 validiert schlieBlich die vorgestellte FE-
Methode.
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Kapitel 1

Einleitung

Wie héufig in der Physik stellt die Strukturmechanik dem Ingenieur die Aufgabe, Sy-
steme partieller Differentialgleichungen mit problemspezifischen Randbedingungen
zu losen. Da diese Differentialgleichungen bei den in der Ingenieurpraxis auftretenden
komplexen Geometrien nicht mehr analytisch 16sbar sind, besteht ein groler Bedarf an
computergestiitzen Naherungsverfahren. Hierbei hat sich in der Strukturmechanik im
wesentlichen die Finite-Elemente-Methode durchgesetzt. Dies ist u.a. darauf zuriick-
zufiihren, daf die entstehenden Systemmatrizen fiir gewohnlich symmetrisch sind und
eine Bandstruktur aufweisen. Bei geeigneter Netzgenerierung ist die Bandbreite recht
gering. Zusitzlich ist die Finite-Elemente-Methode problemlos anwendbar auf inela-
stisches Materialverhalten und eignet sich ebenfalls fiir die Ankoppelung von Kontakt-
problemen.

1.1 Stand der Entwicklung

Angefangen mit den ersten Verdffentlichungen von TURNER ET AL. (1956) ging die
Entwicklung der FE-Methode einher mit der rasanten Entwicklung leistungsfahiger
Computer. Den englischsprachigen Begriff finite element priagte CLOUGH (1960),
auch wenn ARGYRIS (1954) zeitgleich die Grundlagen der Methode veroffentlicht
hatte. Dieser jedoch hatte den prigenden Namen finite element nicht benutzt. Wihrend
TURNER ET AL. (1956) nur die Membranverzerrungen behandelten, also quasi das
erste Scheibenelement entwickelten, priasentierten ADINI UND CLOUGH (1961) das
erste Plattenelement. Einen Uberblick zur weiteren Entwicklung der FE-Methode ver-
mitteln z.B. die Arbeiten von MACNEAL (1998), ZIENKIEWICZ (2000) oder YANG
ET AL. (2000). Insbesondere YANG ET AL. (2000) verweisen auf eine Fiille von re-
priasentativen Literaturstellen.

Der Begriff der Schale 1a6t sich qualitativ zunéchst als flichenhafte Struktur defi-
nieren. Diese zeichnet sich dadurch aus, daf3 eine ihrer charakteristischen Abmessun-
gen wesentlich geringer ist als die beiden anderen. Damit ist ihre Geometrie im Raum
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2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

beschreibbar durch eine Mittelfliche und die zugehorige Dicke. Hieraus erklirt sich,
daf} die kontinuumsmechanische Modellbildung, die der Strukturanalyse von Schalen
zugrundeliegt, eine zweidimensionale Theorie ist. Diese fiihrt dann infolge bestimm-
ter kinematischer Annahmen und Nédherungen zur jeweiligen Schalentheorie. Wie das
Wort jeweilig anklingen 146t, gibt es im Gegensatz zur elementaren Balkentheorie nicht
die Schalentheorie, sondern je nach Annahmen existiert eine Fiille von Schalentheo-
rien. Der klassische Direktoransatz nach NAGHDI (1956) stellt einen asymptotischen
Ubergang zum dreidimensionalen Kontinuum dar, wenn man tatsiichlich unendlich
viele Glieder bei der Reihenentwicklung in Dickenrichtung der Schale mitnimmit.
Fiihrt man die Geradlinigkeitshypothese ein, erhdlt man bei Vernachlidssigung der
Dickenverzerrung in der Kinematik die schubelastische MINDLIN-REISSNER-Theorie
der Schalen. Fordert man zusitzlich Schubstarrheit, gelangt man zur Schalentheorie
nach KIRCHHOFF-LOVE. Die klassische Direktortheorie nach NAGHDI (1972) oder
GREEN UND ZERNA (1950) dient vielen Autoren als Vorlage fiir die Entwicklung
von Finiten Elementen: BUCHTER (1992), BETSCH UND STEIN (1996), SCHOOP
(1989), EBERLEIN (1997), BISCHOFF (1999), SANSOUR (1996), PARISCH (1995),
SiMO UND Fox (1989), HARNAU UND SCHWEIZERHOF (2002) und viele andere
lehnen sich mit ihren Arbeiten an diese Theorie an.

Mit der exakten kinematischen Definition GREEN-LAGRANGEscher Verzerrungen
ist insbesondere die Darstellung finiter Rotationen bereits in den 1980er Jahren Stand
der Technik geworden - siehe z.B. SCHOOP (1987). Hinsichtlich der Koexistenz von
sogenannten degenerierten Elementen, die aus der dreidimensionalen Kontinuums-
theorie herriihren, und den auf einer klassischen Schalentheorie basierenden Formu-
lierungen sei hier auf das Kapitel 4 dieser Arbeit verwiesen - sieche auch HUGHES
(1987) oder CRISFIELD (1986).

Da die rein verschiebungsbasierten Elemente einige Unzuldnglichkeiten aufwei-
sen, wurden bereits von ZIENKIEWICZ, TAYLOR & TooO (1971) reduzierte Inte-
grationstechniken vorgeschlagen, mit denen die als Locking bekannten Phianomene
behoben werden sollten. Aulerdem wurden diese reduzierten Integrationstechniken
vielfach angestrebt, um Rechenleistung und -zeit einzusparen. So wurde z.B. von
HUGHES, COHEN & HAROUN (1978) gezielt ein Vierknotenelement mit Einpunk-
tintegration vorgestellt. Da sich infolge der reduzierten Integration ein Rangdefekt
der Elementsteifigkeitsmatrix einstellt, sind Stabilisierungstechniken erforderlich, um
Nullenergieeigenformen des Elementes auszuschlieBen - siehe z.B. BELYTSCHKO
UND TSAY (1983) und BELYTSCHKO ET AL. (1984).

Ein weiterer Schritt zur Verbesserung der Genauigkeit wurde von TAYLOR, BE-
RESFORD & WILSON (1976) getan, deren QM6 Element das Locking des bilinearen
Standardelements mittels der Methode der inkompatiblen Moden verbessert ohne dabei
Nullenergieeigenformen zu erzeugen. Einen systematischen Ansatz zur Verbesserung
der reinen Weggrolenformulierung stellt die gemischte oder gemischt-hybride Me-
thode auf Basis erweiterter Variationsprinzipe dar (z.B. nach HELLINGER-REISSNER
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oder HU-WASHIZU). Hierbei werden anstelle des Verschiebungsfeldes bzw. der La-
ge im Raum ebenfalls die Verzerrungs- und/oder Spannungsgréf3en als unabhingi-
ge Variablen variiert. Verallgemeinerte Variationsprinzipe werden u.a. von FELIPPA
UND MILITELLO (1990) und TONG (1988) diskutiert. Bei den gemischten Variati-
onsprinzipien werden dann Spannungsfreiwerte eingefiihrt und Spannungsansétze im-
plementiert - siche HARBORD (1972). Die gemischt-hybriden Formulierungen eli-
minieren die Spannungsfelder und die inkompatiblen Verzerrungsfelder auf Element-
ebene, so dal} die urspriingliche Mehrfeldformulierung dann auf eine Einfeldformu-
lierung zuriickgefiihrt werden kann. Dies erweist sich insbesondere dann als vorteil-
haft, wenn eine Stabilitdtsuntersuchung in Betracht kommt. Diese kann bei einer rei-
nen WeggroBenformulierung bzw. bei einer gemischt-hybriden Formulierung, in der
Verzerrungs- und Spannungfreiwerte eliminiert wurden, sofort anhand der Eigenwerte
der Systemsteifigkeitsmatrix durchgefiihrt werden. Bei einer gemischten Formulierung
mulf die Stabilitdtsuntersuchung der eigentlichen Rechnung nachgeschaltet werden, da
die Systemsteifigkeitsmatrix in diesem Fall nicht mehr positiv definit zu sein braucht.

Einer der vielversprechendsten Ansitze, die Leistungsfihigkeit des Vierknoten-
standardelementes (Q1) zu erhohen, ist die auf SIMO UND RIFAT (1990) zuriickgehen-
de enhanced assumed strain Methode, kurz EAS genannt. Diese Methode beinhaltet
als Sonderfall die bereits von TAYLOR, BERESFORD & WILSON (1976) vorgeschla-
gene Methode der inkompatiblen Moden. Sie erdffnet gleichzeitig eine systematische
Ableitung der aus Verzerrungsansitzen resultierenden Elementmatrizen auf Basis des
Dreifeldenergiefunktionals nach WASHIZU (1982). Die Freiwerte dieser inkompati-
blen Verzerrungsmoden werden dann auf Elementebene kondensiert und somit erhilt
man wieder eine Einfeldformulierung im Sinne des klassischen Prinzips der virtuellen
Arbeiten. Der EAS-Ansatz wird meist angewendet auf die Membranverzerrungen €,
und/oder die Dickenverzerrungen €33 - sofern diese in der Kinematik beriicksichtigt
werden. Mittlerweile existieren viele Elementvarianten, die diesen Gedanken umset-
zen. Die Forschung auf diesem Gebiet ist bei weitem noch nicht als abgeschlossen
anzusehen, da gegen die von WRIGGERS UND REESE (1996) nachgewiesenen Insta-
bilitdten noch keine universell einsetzbaren, d.h. fiir beliebige Elementgeometrien und
Materialmodelle verwendbaren Stabilisierungstechniken existieren. Diskutiert werden
diese Probleme u.a. von WALL, BISCHOFF & RAMM (2000) und REESE (2002).

Bei schubelastischen Elementformulierungen hat sich die assumed natural strain
Formulierung etabliert, kurz ANS genannt. Die Methode geht zuriick auf die Arbei-
ten von HUGHES UND TEZDUYAR (1981) und DVORKIN UND BATHE (1984). Sie
dient der Abmilderung des Querschublockings und bedarf im Gegensatz zur EAS-
Methode keiner zusitzlichen Freiwerte. Vielmehr werden die Stiitzwerte fiir die In-
terpolation der Schubverzerrungen ¢,3 direkt aus dem Verschiebungszustand an als
sampling points bezeichneten Punkten ermittelt. Wesentlich hierfiir ist, daf die Lage
dieser Kollokationspunkte nicht beliebig ist. Vielmehr wihlt man diese gerade dort,
wo die das Locking verursachenden parasitdren Schubverzerrungen verschwinden und
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interpoliert von dort aus ins Element.

Eine dhnliche Methode ist die discrete shear gap method nach BLETZINGER, BI-
SCHOFF & RAMM (2000), kurz DSG genannt. Diese Methode weist Ahnlichkeit mit
der ANS-Methode auf: Ebenfalls werden Schubverzerrungen an diskreten Punkten aus
den Knotenfreiwerten ermittelt und anschlieend ins Element interpoliert. Der Unter-
schied zur ANS-Methode ist jedoch, das die Kollokationspunkte beliebig gewihlt wer-
den konnen und nicht a priori bekannt sein miissen, wodurch das Verfahren unabhéngig
wird von Elementform und verwendetem Interpolationsgrad. Nach BISCHOFF (1999)
existiert bislang noch keine variationelle Absicherung der DSG-Methode.

Hinsichtlich der Umsetzung der ANS- oder DSG-Methode ist jedoch zu beachten,
daf} diese Konzepte sich nicht eignen in Kombination mit der in dieser Arbeit umge-
setzten discrete KIRCHHOFF theory (DKT).

1.2 Gliederung und Ziel der Arbeit

Die wesentliche Motivationsgrundlage dieser Arbeit ist die Entwicklung effizienter
Elementformulierungen fiir Schalenstrukturen mit geometrisch und physikalisch nicht-
linearem Verhalten. Die Anwendungsmoglichkeiten dieser Elemente sind vielfiltig
und erstrecken sich iiber die gesamte Palette des Ingenieurwesens.

Hierbei kniipfen die présentierten Elemente an die Arbeiten von SCHOOP (1989)
und VERHOEVEN (1992) an.

Diese Arbeit gliedert sich im wesentlichen in vier Teile. Im Kapitel 2 wird zunichst
die der Kinematik zugrunde liegende Schalentheorie referiert. Am Ende des Kapi-
tels wird ein Stabilititsfall der Direktortheorie aufgezeigt, der begriindet, weshalb auf
die Einsdirektorkinematik ausgewichen wurde: Die Koppelung von transversaler Nor-
malkraft und Biegemomenten soll verhindert werden. Fiir die spéter durchzufiihren-
den Beispielrechnungen werden in Kapitel 3 die zugrunde gelegten Materialgeset-
ze erldutert. Insbesondere werden exemplarisch analytische Losungen fiir die Son-
derfille des zweidimensionalen NEO-HOOKE Stoffgesetzes sowie eine zweidimen-
sionale Elasto-Plastizitidt nach VON-MISES erarbeitet. Das Kapitel 4 bildet den Kern
der Arbeit; hier wird ausfiihrlich die Elementkinematik fiir die vorgestellten Dreiecks-
und Viereckselemente diskutiert. Zur Validierung der Formulierung wird in Kapitel 5
eine Fiille von Ergebnissen linearer und nichtlinearer Beispielrechnungen zusammen-
gestellt. Das Kapitel 6 schlieBt mit einem kurzen Fazit.



Kapitel 2
Schalenbeschreibung

Die hier présentierte Schalentheorie beschreibt die Deformation der Schale vollstiandig
nichtlinear, d.h. es werden eine Referenz- und eine Bezugskonfiguration eingefiihrt,
mit Hilfe derer sich GREEN-LAGRANGE Verzerrungen definieren lassen. Ein Uber-
gang zur geometrisch linearen Theorie ist dann formal immer durch eine Linearisie-
rung moglich; der Spezialfall der Theorie I. Ordnung ist also stets enthalten. Die geo-
metrische Beschreibung des Schalentragwerks wird, wie in der Theorie der Flachen-
tragwerke iiblich, durch eine Mittelfliche und den Schalenraum charakterisiert. Hier-
zu wird die auf NAGHDI (1956) zuriickgehende Direktortheorie in der von SCHOOP
(1987) formulierten Form verwendet. Auf eine ausfiihrliche, einfiihrende Darstellung
der kontinuumsmechanischen Grundlagen wird an dieser Stelle verzichtet. Es existiert
hierzu eine Fiille von Literatur, beispielsweise TRUESDELL UND TOUPIN (1960),
TRUESDELL UND NOLL (1965), BECKER UND BURGER (1975), ERINGEN (1967)
oder OGDEN (1984). Es werden lediglich im Anhang A einige Grundbegriffe der Dif-
ferentialgeometrie zusammengestellt, sofern diese im folgenden bendtigt werden.

2.1 Deformationsanalyse

Die Schalenbeschreibung wird in eine Beschreibung von Mittelfliche und Schalen-
raum aufgeteilt. Zur Definition der GREEN-LAGRANGE Verzerrungen ist die Defini-
tion von Konfigurationen des Schalenkontinuums erforderlich. LBt sich in der Refe-
renzkonfiguration, in der die Schale eine konstante Dicke / aufweist, jedem materiel-
len Punkt R der Schale (dargestellt als Funktion der Flichenkoordinaten ¢*, o = 1, 2)
ein Normalenvektor n zuordnen, so erhédlt man als Beschreibung eines beliebigen
Punktes X (g%, ¢) im Schalenraum die Darstellung:

X(q%,¢) = R(q") + (m; - 2.1)
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Zur Beschreibung der aktuellen, deformierten Konfiguration wird in analoger Weise
der Ansatz gewihlt

x(¢*,¢)=r(¢") +¢d; - (2.2)

Abbildung 2.1: Ortsvektoren der Schale

Der Vektor d wird in der Literatur iiblicherweise als Direktor bezeichnet. Die
Gl. (2.2) stellt zugleich eine Deformationshypothese dar: Der Term (d bedeutet, daf3
Verwolbungen im aktuellen Querschnitt nicht moglich sind, weshalb diese Hypothese
auch als Geradlinigkeitshypothese bezeichnet wird. Mit den in GI. (2.2) eingefiihrten
GroBen stehen in jedem Flachenpunkt sechs Parameter zur kinematischen Beschrei-
bung zur Verfiigung. Insbesondere ist an dieser Stelle noch keine Einschrinkung hin-
sichtlich der Querschubverformung gemacht, denn d ist im allgemeinen nicht ortho-
gonal zur aktuellen Mittelflache. Eine derartige Restriktion, bei der in jedem Zustand
d senkrecht zur aktuellen Tangentialebene steht, wird in der Schalentheorie iiblicher-
weise als KIRCHHOFF-LOVE-Hypothese bezeichnet. Vernachlédssigte man bereits an
dieser Stelle die Dickenverzerrung der Schale in der kinematischen Modellierung, ge-
langte man zu einer Schale im Sinne der Theorie nach MINDLIN-REISSNER. Die vor-
gestellte Theorie ermdglicht es, mit Hilfe der Beschreibung durch zwei vollstindige
Vektoren r und d auch noch Dickenverzerrungen der Schale zu erfassen.

2.1.1 Nablaoperator

Die Definition der Verzerrungen erfolgt mit Hilfe des Deformationsgradienten F' bzw.
des Nablaoperators V. Der Nablaoperator im Schalenraum gemif3 Gl. (A.14) wird
angenihert durch

V=(6+CB) Vy+ na%. 2.3)
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Hierbei bedeutet V5 den ebenen Anteil des Nablaoperators, d = 1 — n o n den pla-
naren Anteil des Einheitstensors der Tangentialebene und B den Haupttensor. Mit der
kontravarianten Basis G* gilt

v, =g (2.4)
0q”

2.1.2 Deformationsgradient

Der Deformationsgradient kann mit Gl. (2.3) definiert werden als

0
F=xoV=(+¢d)oV "L x+cd)o (6+§B)~V2+n8—< . (25)
Damit erhélt man fiir den Deformationsgradienten
F=roVy+((roB-Vy)+¢*(doB-V,) +don. (2.6)

F»> ~ 0

Ublicherweise wird der Term O((?) vernachlissigt. Der Teil F, unter der geschweiften
Klammer bedeutet den ebenen Anteil, der Teil d o n den Normalenanteil von F, wobei
F; sowohl Anteile in der Tangentialebene als auch im Schalenraum beinhaltet.

2.2 Verzerrungen

Der GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensor E 148t sich mit Gl. (2.6) bilden als

E = %(FT ‘F-1)
1 . 1
= §(F2 ) —5)+§(noF2-d+F2-don)
planare Verzerrungen Querschubverzerrungen
+ %(nod~don—non). (2.7)

. J/
-~

Dickenverzerrungen

Zunichst wird nur der Anteil der planaren Verzerrungen in Gl. (2.7) betrachtet. Das
Ersetzen des Ausdrucks Fy durch Terme in r und d und das Sortieren nach Potenzen
von ( schlieBlich liefern fiir die GREEN-LAGRANGE Verzerrungen den Ausdruck

1
E2 = §(F2T . F2 - (S)

1
= §(V20r-rovg—5)
1
+ Q(§(Vzor-(doV2+rOV2'B)+(B'V2OT+V2Od)'FOV2))

+ QQ(%(B-VQOrJerOd)'(dOV2+TOV2'B))- (2.8)
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Im Sinne von WEMPNER (1969) werden die Glieder O(¢?) vernachlissigt. Diese
Néherung ist bei diinnen Schalen homogenen Querschnitts sinnreich. Insbesondere bei
Sandwichschalen ist sie jedoch unzuléssig - siche KUHHORN UND SCHOOP (1992).
Damit lassen sich die planaren Anteile der Verzerrungen vereinfachen. Identifiziert
man die Terme in ¢° mit den Membranverzerrungen (der Mittelfléiche) E," und die
Terme in ¢! mit den Biegeverzerrungen (im Schalenraum) E,?, so ergibt sich formal
die Aufteilung

E, = E,’ + CE,". (2.9)

Zusammengefallt erhdlt man somit die Membranverzerrungen der Schalenmittelfliche
zu

1
E20=5(v2or-rov2—5), (2.10)
die Biegeverzerrungen als

1
E,) = 3 Vaor-(doVy+roV,-B)

n (B~V20r—i—V20d)~roV2], @.11)

die Querschubverzerrungen [siehe Gl. (2.7)] zu

1
E, = é[no(v20r~d)+(vzor~d)on}

+ C%[no((B-Vgor+V20d)-d)

+ ((B~V20r+V20d)~d)on] 2.12)
und die Dickenverzerrungen [siehe Gl. (2.7)] zu
1

Fiir die Querschubverzerrungen E | wird analog zur Abschitzung der Biegeverzerrun-
gen nach WEMPNER (1969) der lineare Anteil in ¢* vernachlissigt. D.h., es werden
im Mittel konstante Schubverzerrungen unterstellt, sog. Schubmomente hingegen un-
tersagt. Damit folgt aus GI. (2.12) fiir den Querschub

1
El:E[HO(VQOI"CI)‘F(VQOI"CI)OII]. (2.14)
SchlieBlich werden noch die kovarianten Tensorkomponenten der einzelnen Verzerrun-

gen angegeben. Mit den Metrikkomponenten (G5 und den Komponenten des Haupt-
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tensors bg folgt aus den Definitionen in Gl. (2.10) bis GI. (2.13)

€ap = %(rm T,5 —Gag) (2.15)
Kag = % [r,a- (d,ﬁ +bgrw) +r.5-(d,q+0)r,, )} , (2.16)
€30 = %r,a d, (2.17)
- %(dod—l) | 2.18)

2.2.1 Verzerrungsableitungen

Im folgenden werden noch die Ableitungen bzw. Variationen der Verzerrungen
benotigt, da diese zur Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeiten erforderlich
sind. Zur besseren Ubersicht werden diese fiir die kovarianten Tensorkomponenten no-
tiert. Bei der Bildung der Arbeitsausdriicke ist dann lediglich darauf zu achten, dal} die
Schnittkraft- bzw. Spannungstensoren mit ihren kontravarianten Komponenten Ein-
gang in das Energieprinzip finden. Da bei der Bildung des Arbeitsausdruckes im Ener-
gieprinzip symmetrische Spannungstensoren verwendet werden, geniigt es, lediglich
die unsymmetrischen Anteile der variierten Verzerrungen zu notieren. Aus Gl. (2.15)
bis Gl. (2.18) folgen damit die (nicht symmetrisierten) Variationen der kovarianten
Komponenten des Verzerrungstensors zu

56a5 = TI,n -51‘,5 (219)

dkag = d,o-0r,3+b] (r,, -0r,g+r,53:0r,,) + 1, -0d,3 (2.20)
1 1

56304 = §d . 5r,a +§I',a -od (221)

5633 = d-od (222)

2.3 Spannungstensoren

In der geometrisch nichtlinearen Theorie existieren verschiedene Moglichkeiten, ar-
beitskompatible Spannungsmalle zu definieren - sicthe MACVEAN (1968). Im Hin-
blick auf die Formulierung von Arbeitsausdriicken in einem Variationsprinzip ist
es beim Gebrauch von GREEN-LAGRANGE Verzerrungen geboten, den 2. PIOLA-
KIRCHHOFF Spannungstensor einzufiihren. Dieser 146t sich analog zum GREEN-
LAGRANGE Verzerrungstensor aufspalten in ebene, Schub- und transversale Anteile':

S=6""G,0Gs+5*(MnoG,+Gson)+5*non. (2.23)

IEs gilt 53% = 53
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Hierbei stellen 67 die planaren Spannungen an einem beliebigen Punkt im Schalen-
raum dar. Analog zur Gl. (2.9) gilt fiir die Spannungen

5 =507 + (a0 (2.24)

Die Umrechnung zwischen dem referenzbezogenen 2. PIOLA-KIRCHHOFF Tensor S
und dem auf die aktuelle Lage bezogenem EULERschen Spannungstensor T ist im
Anhang in Gl. (A.21) angegeben.

2.4 Schnittlasten

Als Spannungsresultierende werden iiblicherweise Schnittlasten eingefiihrt. Im Hin-
blick auf die Bildung von Arbeitsausdriicken sollen die zu definierenden Schnittla-
sten ebenfalls als 2. PIOLA-KIRCHHOFF- oder Arbeitsschnittlasten eingefiihrt wer-
den. Beriicksichtigt man Gl. (A.13) zur Berechnung des Volumendifferentials dV
und Gl. (2.23) zur Zerlegung des Spannungstensors, so ergeben sich als kontravari-
ante Komponenten der jeweiligen Tensoren folgende Schnittgrolen [mit den Haupt-
kriimmungen H bzw. K gemidl Gl. (A.10) bzw. Gl. (A.11)]:

+5

= / 57 (1 =2H¢ + CPK) d¢ (2.25)
o

m* = / 7 ¢ (1—-2HC+ PK) & (2.26)
o

QY = / 5% (1 —2HC¢ + C°K) d¢ (2.27)
o

3 = / 5% (1—-2H(+ (°K) ¢ (2.28)

Das Tildesymbol driickt aus, dal es sich um Spannungen im gesamten dreidimensiona-
len Schalenkontinuum handelt. Man bezeichnet t*? iiblicherweise als Membrankraft-
tensor und m®® als Momententensor. Q® sind die Querkrifte, und > heiBt transversale
Normalkraft. Die Tensoren t*# und m®® sind symmetrisch.

2.5 Prinzip der virtuellen Arbeiten

Im Sinne der Statik gilt als Aquivalenz der Gleichgewichtsbedingungen die Aussage
SA" = §A%. (2.29)

Die Literatur bezeichnet Gl. (2.29) auch als schwache Form des Prinzips.
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2.5.1 Innere Arbeit

Beriicksichtigt man die in Gl. (2.25) bis Gl. (2.28) eingefiihrten Definitionen und fiihrt
die Variation bzgl. der Verschiebungsgrofen aus, so ergibt sich fiir die innere virtuelle
Arbeit

5142 = /CNJ'ij(SEZ‘jdV
|4

= / [t*78€ap + m*P0kag + Q2030 + t75e33] dA . (2.30)
A

Die kovarianten Verzerrungsvariationen konnen gemall Gl. (2.19) bis Gl. (2.22) ersetzt
werden, so dal man anstelle von GI. (2.30) erhilt

AL = / H(t”’ﬁ + mo‘”’bg + mo‘ﬂbg) T +Q°d + mo‘ﬂd,a] -0r,
A
+ [m*r,]-ddg+ [tPd+ Q%r,n ]| -6d]dA . (2.31)

Die planaren Anteile aus Membran- und Biegeschnittlasten lassen sich zusammenfas-
sen mit Hilfe der Abkiirzung

17 =17 4+ m"0 + m"7bS (2.32)

Damit nimmt die virtuelle innere Arbeit des Schalenkontinuums folgende Form an:

§A" = / [[t*°r,0 +Q°d + m*’d,, | - 61,5
A
+ [m*r,]-ddg+ [tPd+ Q%r,n | -6d]dA . (2.33)

2.5.2 AuBere Arbeit

An der Schale wird dul3ere Arbeit durch Volumen-, Fldchen- oder Randlasten geleistet.
Die Randlasten werden mit M p und P ; bezeichnet, im Gebiet wirken eine Volumen-
last q sowie die Flichenlasten p¥ und p” auf die beiden Laibungsflichen. Diese sind
dargestellt in Abb. (2.2). Aus den Lasten q, p¥ und p” errechnet man eine Last py,
die an der Mittelflichenverschiebung arbeitet, und eine Last p;, die den Direktor zu
drehen oder seine Linge zu dndern bestrebt ist. Es gilt

po = p’+p"— Hh(p" —p") + hq (2.34)
2

h
pi = p’—p’—Hh(p" +p") - H=q (2.35)
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dAY = (1 — hH + " K)dA

|

dV=(1 — 2H ¢ + K ¢2)dA d¢

dA

N

. dAL = (1 + hH + 2 K)dA

Abbildung 2.2: AuBere Lasten am Volumendifferential

Mit Gl. (2.34) und GI. (2.35) ergibt sich die virtuelle dullere Arbeit als Fldchen- und
Randintegral zu

§A® = / [po Lo+ gpl : (5d} dA + 7{ (Pg -0+ My - 6d)ds | (2.36)
A 0A

2.5.3 Gleichgewichtsbedingungen

Die nichtlinearen Gleichgewichtsbedingungen der Schale sowie die zugehorigen
Randaussagen lassen sich nun formal mathematisch gewinnen, indem man zunichst
Gl. (2.30) und Gl. (2.36) gleichsetzt. Die Anwendung des GAUSSschen Integralsatzes
und das anschlieende Sortieren der Terme nach den Variationen dr bzw. dd liefern
schlieBlich die zugehorigen Differentialgleichungen des Variationsproblems, die we-
gen der Beliebigkeit des Integrationsbereiches in jedem Punkt des betrachteten Gebie-
tes erfiillt sein miissen. Die zugehorigen Randaussagen folgen ebenso automatisch aus
der Prozedur der Anwendung des Integralsatzes. Die Feldgleichungen lauten (Herlei-
tung siche Anhang B)

[£*°1,0 +m*’d, o +Q°d] sTPo =0 (2.37)
h
[m*r., | B Q%r,5—t*d + oP1 = 0 (2.38)
und die Randbedingungen

Pr = ei5 (%1, +m*’d,, +Q"d) (2.39)
Mr = e gm®r, . (2.40)
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Die beiden Gleichungen (2.37) und (2.38) lohnen eine genauere Betrachtung. Sie stel-
len - unter Beriicksichtigung der Nidherungen der Abschnitte 2.1 und 2.2 - die dif-
ferentielle Form des Gleichgewichts der Schale in allgemein nichtlinearer Form dar.
Die Gl. (2.37) 14Bt sich als Kraftgleichgewichtsbedingung interpretieren. Die Aus-
driicke fagr,a und QPd lassen sich identifizieren als Krifte in der Tangentialebene
der Schale bzw. in Richtung der materiellen Normale, deren Divergenz ins Gleich-
gewicht eingeht. Augenscheinlich befremdend ist jedoch der Term m*’d,,. Wes-
halb bedarf es des Momentes im Kriftegleichgewicht? Dies zu veranschaulichen fallt
leichter, wenn man sich nochmals vor Augen fiihrt, dal die Schnittlasten der Schale
gemil Gl. (2.25) bis Gl. (2.28) als Arbeitsschnittlasten (2. PIOLA-KIRCHHOFFsche
Tensoren) definiert sind, das Gleichgewicht aber mit den auf die aktuelle Konfigu-
ration bezogenen Gleichgewichtsschnittlasten (EULERsche Tensoren) zu notieren ist.
In Abb. (2.3) wird dies in der Seitenansicht eines auf Biegung beanspruchten Quer-

Querschnitt S2PK g Bl — (1+¢) o2 PK

O.Z.PK O_Eul — (1 € 0.2‘PK
X3> U(XB) ( )
\ 3
FTZéfK =0 FEul 75 0

Abbildung 2.3: Spannungen im Gleichgewicht

schnitts verdeutlicht: Die durch das Multiplizieren mit dem Deformationsgradienten
entstandene, zur Schalenmitte unsymmetrische Spannungsverteilung ergibt eine re-
sultierende Kraft F;..s in Richtung der Mittelflaichentangente. Diese Kraftwirkung des
Momentes kommt in dem Term m®°d,,, zum Ausdruck (differentiell betrachtet ist d,
im Lastfall Biegung tangential an die Mittelfldche gerichtet). Auch die Gl. (2.38) lohnt
eine genauere Betrachtung. Man bezeichnet sie zweckmiBigerweise als Kriftepaar-
gleichgewicht. Wihrend die Terme [maﬁ ra} 8 und QPr, 5 recht stark der (fiir die Platte

giiltigen) Formel V5 - M = Q i#hneln, ist der Term #3d nicht so einfach zu deuten.
Zur Deutung soll die Gl. (2.38) zunéchst linearisiert werden. Mitr , ~ G,,d = n
und G, 3 = FéﬁG,\ + bapn notiert man in physikalischen Zylinderkoordinaten in
Dickenrichtung n die Aussage

h m
th = =pn — —2% . 241
2" TR (@41
t, bedeutet die transversale Normalkraft, h die Tragwerksdicke und p, die trans-

versale Druckbelastung (sofern vorhanden). m., bezeichnet das aus der Dickenin-
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tegration der Spannungen o, resultierende Biegemoment in Umfangsrichtung und
R den Kriimmungs- bzw. Zylinderradius. Fiihrt man in Gedanken einen vertikalen
Schnitt durch die Zylinderschale wie in Abb. (2.4) skizziert, erkennt man, daf3 das auf
den Kriimmungsradius R bezogene Biegemoment weder am oberen noch am unteren
Schnitt fiir sich im Gleichgewicht ist. Vielmehr bedarf es der aus den Spannungen o,
resultierenden transversalen Normalkraft ¢,,, um das Gleichgewicht am Schnitt wie-
derherzustellen. D.h. selbst fiir den unbelasteten Zustand (p,, = 0) erfihrt die Schale
infolge ihrer Kriimmung bereits in der linearen Theorie eine Koppelung von Biegung
und transversaler Normalkraft.

Pn

PRI R
/ Y §
///#F‘%\\\\Zf %Z

Mittelflache

R

Abbildung 2.4: Gleichgewicht am Vertikalschnitt

Dieser aus der Interaktion von Biegemoment und transversaler Normalkraft herriihren-
de Effekt wird als Momentenumlenkeffekt bezeichnet.

Auch die Randbedingungen gemif} Gl. (2.39) und Gl. (2.40) sollen nicht unkom-
mentiert bleiben. Durch die drei Terme von Gl. (2.39) sind alle drei Richtungen von
P abgedeckt, wohingegen sich mit M  nur Momente aufprigen lassen, die aus Span-
nungen parallel zur Mittelfliche resultieren, also Biege- oder Torsionsmomente. Dies
ist eine Folge aus der kinematischen Restriktion, die Terme in ¢! in der Schubver-
zerrung Gl. (2.12) gemdl WEMPNER (1969) zu vernachlédssigen. Damit ist die Auf-
pragung von Schubmomenten nicht moglich.
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2.6 Stabilititsfalle in der Direktorplattentheorie

Die Gleichgewichtsbedingungen nach GI. (2.37) und Gl. (2.38) werden fiir den Fall
des ebenen Tragwerks notiert. Bei kartesischer Beschreibung und verschwindenden
Kriimmungstermen lauten die - nach wie vor nichtlinearen - Gleichgewichtsbedingun-
gen:

(taplsa TMapd,q +Qpd) s +pP0 = 0, (2.42)
(MapTya ) 5 —Qpr,s —tsd + gpl = 0. (2.43)

Fiir die am Rand der Platte austretenden Kraft- und Momentenvektoren gilt
Pr = el (t*rq+mapd,e +Qpd) | (2.44)
Mpr = eigmesl,q - (2.45)

Im Sinne einer Stabilititsuntersuchung geméall der Theorie II. Ordnung wird wie in
Abb. (2.5) skizziert zunédchst der Zustand beidseitigen, konstanten Drucks betrach-
tet. Infolgedessen stellen sich in transversaler Richtung eine Zusammendriickung
e =konstant ein und in horozontaler Richtung ein konstanter Membrankraftzustand.
Diese Zustinde werden vorab nach der Theorie I. Ordnung untersucht. Nun werden
im Sinne kleiner Stérungen w1, us, w, vy, Y2 fiir die Mittelfliche r und den Direktor d
kinematische Ansitze eingefiihrt und infinitesimale Nachbarlagen auf Stabilitiit unter-
sucht:

X1+ M1
r=~ X2 + U9 d~ (1 — 6) Y2 . (246)
w 1

Fiir die Ableitungen folgt dann

51@ + U1,a MM, o
r,,= 52@ + U2 o daoz = (1 - 6) V2,0 . (247)
W, 0

Diese Niherungen werden in die Gleichgewichtsaussagen der GI. (2.42) und GI. (2.43)
eingesetzt. Dabei werden alle nichtlinearen Terme vernachlédssigt mit Ausnahme derer,
die die Schnittlast ¢3 bzw. das Produkt ¢,sw . enthalten. Es ergeben sich die beiden
Gleichungen

(taﬁea + taﬁw@eg + Qgeg) ] +p0 = O, (248)
h
(Magea) g —Qaa — (1 —€) t37yaeq —t3 (1 —e)es + §p1 = 0. (2.49)

Nun wird als konkretes Randwertproblem eine gelenkig gelagerte Rechteckplatte unter
transversaler Kompression nach Abb. (2.5) untersucht. Betrachtet man die Anteile in
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=P ]
e

Abbildung 2.5: Platte unter Transversallast

es- und e,-Richtungen separat und beriicksichtigt die Feldlast py = pe; (p als Druck-
belastung eingefiihrt), so ergibt Gl. (2.48) die Gleichungen der Theorie I. Ordnung

Qps = —tapWap = —PhWaa (2.50)
tagpg = 0. (2.51)

Aus GI. (2.49) folgt mit p; = 2q e3 (q als Druckbelastung eingefiihrt)
Mags — Qo —t3(1 —€)7a = 0, (2.52)
ts(1—e) = hq. (2.53)

Die nochmalige Divergenzbildung von Gl. (2.52) liefert zunéchst

Mas.sa — Qaa — t3(1 — €)Yaa = 0. (2.54)

Unter Ausnutzung von GI. (2.50) und Gl. (2.53), mit der Abschitzung v, ~ —w,, und
dem Materialgesetz der Platte m,3 = —K,w,s ergibt sich die Gleichung

h (p+ Q)w
K ble %o’

p

Waa,B8 + 0. (255)

Hierbei bedeutet K, die Plattenbiegesteifigkeit #}_ﬁm Die GI. (2.55) fiihrt auf ein Ei-
genwertproblem ? , das z.B. von BRUSH UND ALMROTH (1975) bzw. WIEDEMANN
(1986) diskutiert wird. Eine analytische Losung kann fiir die allseitig gelenkig gela-
gerte Platte angegeben werden. Mit dem Ansatz

w(z,Y) = Cmn sin(mx) sin(%y) (2.56)

a

ergibt sich aus der Eigenwertgleichung im Fall p = 0 die kritische transversale Bela-
stung g, zum Ausbeulen der Platte als

K m?  n?
Qor = Tpﬁ (? + b_2) : (2.57)

2Ubertriigt man GI. (2.55) auf den Kragbalken, ergeben sich fiir die Lastfallpaarungen p = 0, q # 0
bzw. p # 0, ¢ = 0 dieselben kritischen Lasten pg,. bzw. g, so daBl daraus auch dieselben Spannungs-
zustinde resultieren (um 90° gedreht).

N
cm?

]
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Beispiel Anhand einer beidseitig gedriickten Quadratplatte sollen nun der kritische
Druck und die kritische Zusammendriickung e angegeben werden. Die folgenden Da-
ten sind gegeben:

Dicke h=1mm
Linge a = 100 mm
E-Modul E = 10002
Querkontraktionszahl v=20,0

Fiir diesen Spezialfall vereinfacht sich Gl. (2.57) zu

K. 2
Gor = =2 (g) = 0.16449 N/mm?. (2.58)

Die zugehorige kritische Zusammendriickung e folgt aus

2/} 2

€lr = — (—) = 0.016% (2.59)
6 \a

Erklirung Die Ursache dieses modellbedingten physikalischen Defektes 146t sich

verstehen, wenn man die Modellierung der Belastung etwas genauer betrachtet.

Grundsitzlich kann die Last richtungstreu, konservativ oder auch als Folgelast auf-

gebracht werden.

richtungstreu

q = qges

Abbildung 2.6: Modellierung der Belastung

In Abb. (2.6) erkennt man, dafl im Falle der konservativen Last ein Moment ent-
steht, das bestrebt ist, den Direktor zu drehen. Bei entsprechend diinnen Platten ist
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bei hinreichend kleiner Biegesteifigkeit ein Stabilitdtsversagen moglich. Die Folgelast
hingegen 148t erst gar kein Moment enstehen. Diese anschauliche Erkldarung muf3 auch
in den Formeln enthalten sein. Dies soll im folgenden anhand des Balkens iiberpriift
werden.

2.6.1 Auswirkung der Lasteinleitung anhand des Balkens

Zur besseren Anschauung werden die Glg. (2.37) und (2.38) noch stirker vereinfacht,
indem sie auf die Balkentheorie spezialisiert werden. Die Ableitung nach der Balken-
koordinate wird mit (.. .)" bezeichnet. N bezeichnet die Normalkraft, () die Querkraft,
M das Biegemoment und 73 die transversale Normalkraft. Es folgen die Gleichge-
wichtsaussagen

INY +Md +Qd]'+p, = 0, (2.60)
h
[Mr’]'—T3d+§p1 = 0. (2.61)

Die Ansitze fiir die kinematischen Gro8en lauten analog zu Gl. (2.46)

rs<X+“>, dz(1—e)<7>. (2.62)
w 1

Entsprechend lauten die Ableitungen

r':<1+,“,>, d’:(1—e)<7,>. (2.63)
w 0

Aus GI. (2.60) folgen in diesem Fall N = 0 und ) = 0, die zu GI. (2.50) und GI. (2.51)
analogen Aussagen fiir das Balkentragwerk. Mit dem Stoffgesetz £,y = M sowie
den kinematischen Ansétzen aus den Glg. (2.62) und (2.63) ergeben sich aus Gl. (2.61)
die Aussagen:

h
ELy'=Ts(1—=e)y+gpi-er = 0, (2.64)
h

Fiihrt man nun die Belastung wiederum als konservativ ein mit p; = 2q es, ergibt sich
die Balkendifferentialgleichung zu

hq
"
_ . 2.66

Da q als Druckbelastung eingefiihrt worden ist, fiihrt Gl. (2.66) entsprechend auf ein
Stabilitdtsproblem. Wenn man die Last hingegen als Folgelast ansieht, ergibt sich aus
Gl. (2.61) die Aussage
El,~"e; =T3d + ¢ghd =0, (2.67)
—_——

=0
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so daf} das Ergebnis die homogene Balkendifferentialgleichung
ELA"=0 (2.68)

liefert. In diesem Fall liegt kein Stabilitdtsproblem vor.

Verldt man an dieser Stelle gedanklich das Kontinuumsmodell und begibt sich auf
die Ebene eines FE-Verfahrens auf Basis eines Variationsprinzips, muf3 man zur Beur-
teilung des Stabiltitsverhaltens die Systemsteifigkeitsmatrix betrachten. Hierfiir wer-
den auch noch die Ableitungen der Knotenkrifte, d.h. die zweite Variation des Energie-
funktionals benétigt. Es ist zu beriicksichtigen, dafl im Falle einer Folgelast auch die
Ableitung der duleren Arbeit einen Anteil an der Steifigkeitsmatrix besitzt, die sog.
Laststeifigkeit. Fiir konservative Belastungen ist die Laststeifigkeit gleich null (karte-
sische Parametrisierung der Vektoren vorausgesetzt), fiir Folgelasten aber gerade ver-
schieden von null. Es zeigt sich demnach, dall im diskretisierten Modell beide Arten
der Lasteinleitung zumselben Verhalten fiihren: die Steifigkeitsmatrix zeigt durch Ran-
gabfall einen Stabilitdtsfall an. Auf der Ebene des Kontinuums ist dieser Effekt so nicht
ersichtlich.
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Kapitel 3

Materialgesetze

Neben den stoffunabhingigen Gleichungen der Kontinuumsmechanik ist zur
vollstandigen Losung eines konkreten Randwertproblems stets ein Materialgesetz er-
forderlich, das die Verkniipfung von Spannungs- und Verzerrungsgrofen in geeigneter
Weise beschreibt. Hierbei sind insbesondere die Prinzipien der Materialtheorie (Deter-
minismus, Rahmeninvarianz, materielle Objektivitit usw.) zu beriicksichtigen, die z.B.
ausfiihrlich von TRUESDELL UND NOLL (1965), MALVERN (1969) oder BECKER
UND BURGER (1975) dargelegt wurden. Da der Schwerpunkt dieser Arbeit bei der
Umsetzung der vorgestellten Schalentheorie in einem Finite-Elemente-Verfahren auf
der kinematischen Modellierung liegt, wird auf die Herleitung und Begriindung bzw.
experimentelle Absicherung der benutzten Materialgesetze verzichtet. Ausfiihrliche
Diskussionen von hyperelastischen Materialgesetzen konnen z.B. bei OGDEN (1984),
BARTHOLD (1993), WRIGGERS (2001), REESE (1994) und anderen Autoren nach-
gelesen werden. Es werden exemplarisch hyperelastische und elasto-plastische Stoff-
gleichungen benutzt. Thermische Effekte finden keine Beriicksichtigung.

3.1 Hyperelastizitat (3D)

Wesentliches Kennzeichen hyperelastischen Materialverhaltens ist die Reversibilitit
der Deformation. In der Hyperelastizitit konnen Forménderungsenergiefunktionen W
definiert werden, aus denen sich die 2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungen unmittel-
bar durch Differentiation nach den GREEN-LAGRANGE Verzerrungen berechnen las-
sen. Exemplarisch werden hier unter Beschrinkung auf isotherme Deformationen das
Materialgesetz nach ST. VENANT-KIRCHHOFF und das NEO-HOOKE Stoffgesetz be-
trachtet. Die wesentlichen Anforderungen an hyperelastische Forméanderungsenergie-
funkionen W werden z.B. von REESE (1994) oder DOLL (1998) in ausfiihrlicher
Weise zusammengestellt bzw. diskutiert. An dieser Stelle soll lediglich auf die Grenz-
zustande eingegangen werden, die VW erfiillen muf}, um ein physikalisch sinnvolles
Verhalten abzubilden.

21
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e Fiir kleine Verzerrungen und kleine Verschiebungen soll W das HOOKEsche
Gesetz abbilden.

e Im unbelasteten und unverzerrten Zustand soll die Formédnderungsenergie ver-
schwinden, d.h.

W(E=0)=0, (3.1)

und infolge der Deformation speichert der Korper Energie, d.h.
W(E #0)>0. (3.2)
e Es muf} eine unendlich groBe Forminderungsenergie nétig sein, um einen

Korper auf einen Punkt zusammenzuziehen oder ihn unendlich weit auseinan-
derzuziehen, d.h.

1
W(E — —51) — oo und W(||E|| — 00) — . (3.3)
1000
800 .
600 .
- 400 =T
B T
v, 200 oL 7
o 0 R 4
% = ST.VENANT-
3 -200 s KIRCHHOFF — -
2 400 s NEO-HOOKE —..— |
/ HOOKE ~  ----.
-600 - ; .
-800 S J :
-1 -0.5 0 0.5 1
Al
L

Abbildung 3.1: Einachsiger Zugversuch

In Abb. (3.1) ist die Kraft-Verformungskurve eines einachsigen Zugstabes fiir verschie-
dene hyperelastische Materialgesetze skizziert. Wahrend die durchgezogene Kurve
das ST.VENANT-KIRCHHOFF Material darstellt, stellt die strichpunktierte Linie das
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NEO-HOOKE Gesetz dar. Beide Kurven haben im unbelasteten Zustand als Tangen-
te die gestrichelt gezeichnete HOOKEsche Gerade. Man erkennt, daf} das Gesetz von
ST.VENANT-KIRCHHOFF nur eingeschrinkt physikalisch sinnreich ist: fiir Kompres-
sionen % < —0.4226 ergibt sich eine materielle Instabilitit, da sich mit geringer
werdender Kraft eine grofBere Kompression einstellt. Dieses Materialgesetz ist daher
insbesondere im Druckbereich nur fiir kleine Verzerrungen sinnreich. Hingegen ist das
strichpunktiert gezeichnete NEO-HOOKE Gesetz auch fiir grole Verzerrungen sinn-

voll.

3.1.1 ST. VENANT-KIRCHHOFF Material

Das Stoffgesetz nach ST. VENANT-KIRCHHOFF ist die einfachste Form eines hype-
relastischen Stoffgesetzes. Hierbei wird das HOOKEsche Gesetz der linearen Theo-
rie ins geometrisch Nichtlineare verallgemeinert, indem die lineare Zuordnung von
Spannungs- und Verzerrungsmallen zwar beibehalten wird, die Spannungen und Ver-
zerrungen selbst aber durch die geometrisch nichtlinearen Ausdriicke ersetzt werden.
Man definiert als Forminderungsenergiefunktion

A
w=3 (spE)® + pspE? . (3.4)

Dabei bezeichnet E den rechten GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensor. Die Kon-
stanten A und p sind die LAME Konstanten, die sich vermoge der Beziehungen
A= W}i%) bzw. i = G = ﬁ aus Elastizititsmodul £ und Querkontrakti-
onszahl v bzw. Gleitmodul G berechnen lassen. Die Spannungen werden dann gemaf

ow
S=— — 3.5
IE (3.5)
ermittelt, woraus sich mit dem Einheitstensor 1 ergibt
S=A(spE)1+2uE. (3.6)

Der zugehorige Tangentenmodul ergibt sich durch nochmalige Differentiation nach S,
so daBl man als Materialtetrade erhilt
B PwW
~ OEOE

= Alol+ 2ul, (3.7)

wobei [ den Einheitstensor 4. Stufe darstellt. Wegen der in Abb. (3.1) ersichtlichen und
bereits diskutierten Schwiéche des ST. VENANT-KIRCHHOFF Gesetzes findet dieses
Materialgesetz nur im Bereich kleiner Verzerrungen Anwendung.
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3.1.2 NEO-HOOKE Material

Die Schwiche des Gesetzes von ST.VENANT-KIRCHHOFF wird durch einen logarith-
mischen Term in der Formédnderungsfunktion behoben. Damit wird garantiert, dal} fiir
E — —11 auch ||S|| — oo gilt. Ein denkbarer Ansatz fiir IV im Falle kompressiblen
Materialverhaltens lautet in Anlehnung an SIMO UND PISTER (1984)

W(C) = %(ln(detC))Q - gln(detC) + g(spC —3). (3.8)

Hierbei ist mit C der rechte CAUCHY Verrzerrungstensor bezeichnet, der aus
C = 2 E + 1 zu berechnen ist. A und i bezeichnen weiterhin die LAME Konstanten
und S den 2. PIOLA-KIRCHHOFF Tensor. Die Spannungen folgen durch Differentiati-
on zu

ow A 1
Fiir den Tangentenmodul ergibt sich
PwW oc—!
C=4 =AC "o C" + (Aln(detC) — 2 3.10
e 0 C™! 4+ (AIn(detC) — 20) (3.10)

3.2 Hyperelastizitat (2D)

Im Hinblick auf die Umsetzung der prisentierten Theorie in einem Finite-Elemente-
Verfahren fiir diinne Schalen sollen die in Abschnitt 3.1 beschriebenen Materialgesetze
der Zwangsbedingung o33 = 0 des ebenen Spannungszustandes (ESZ) angepalit wer-
den. Grundsitzlich besteht die Moglichkeit, die jeweilige Dehnung D33 bzw. Cs3, die
diesen Zustand erzeugt, sowie die zugehdrigen Steifigkeiten numerisch zu bestimmen.
Ein entsprechender Algorithmus ist im Anhang C skizziert.

3.2.1 ST.VENANT-KIRCHHOFF Material

In diesem Fall ist eine analytische Losung des Problems moglich. Aus Gl. (3.6) erhilt
man zundchst

033 — O = A(611 —+ €29 —+ 633) + 2/11633, (311)

woraus sich sie gesuchte Dehnung in Querrichtung ergibt zu

€33 = (€11 + €22). (3.12)

A+ 2u

Mit dem zweidimensionalen GREEN-LAGRANGE Tensor E; und spE; = €17 + €9
sowie der Abkiirzung

_ 24
A_A(A”M) (3.13)
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ergibt sich als zweidimensionaler 2. PIOLA-KIRCHHOFF Tensor
So = A (spEz) d + 2uEs,. (3.14)
Der Tangentenmodul! folgt zu

*wW

€= OE, OE,

= A0 od + 2ul. (3.15)

3.2.2 NEO-HOOKE Material

Derselbe Losungsweg wie beim ST. VENANT-KIRCHHOFF Material fiihrt in diesem
Fall zu einer nichtlinearen Gleichung, die nicht geschlossen geldst werden kann. Des-
halb wird hier eine andere Vorgehensweise gewihlt. C, bezeichnet den planaren rech-
ten CAUCHY Tensor. Aus GI. (3.8) wird nur der ebene Anteil betrachtet. Mit den Pa-
rametern A und it erhidlt man zunichst als Formidnderungsenergiefunktion analog zu
Gl. (3.8)

0| >

W(Cy) = = (In(detCy))* — %ln(detCQ) +

N | =2

(spCy — 2). (3.16)

Ziel ist es nun, die Materialparameter A und [t derart zu bestimmen, dal bei Lineari-
sierung der Ubergang auf das HOOKEsche Gesetz fiir den ESZ gewiihrleistet ist. Als
ebene Spannungskomponenten erhdlt man aus Gl. (3.16) durch Differentiation nach
C,

A In(detCy) . Coo
= 2% 1— 1
ou 2 detc, C2TH ( detCQ) ’ 3.17)
~ Aln(detCy) i Ciy
o2 = Emcll+“<1_detcg) ! (3.18)
Aln(detC,) _ O
= = . 1
12 2 detCy 2 T aG, (5-19)

Die Linearisierung von Gl. (3.17) bis GI. (3.19) liefert unter Berticksichtigung der nach
dem ersten Glied abgebrochenen Reihenentwicklung In (1 + z) ~ z [siche BRON-
STEIN UND SEMENDJAJEW (1989)] die Ausdriicke

A 3
o1 = ) (€11 + €92) + 2fi €11 (3.20)
A _
O = 3 (€11 + €22) + 2 €90, (3.21)
012 = Q[L €12 (322)

IC und I haben in diesem Fall die planare Darstellung (Ve 46 im Gegensatz zu den Gln. (3.7) und
(3.10).
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Durch einen Koeffizientenvergleich mit dem HOOKEschen Gesetz des ebenen Span-
nungszustandes identifiziert man

Damit ergeben sich fiir den Fall des NEO-HOOKE Gesetzes die folgenden Gleichun-
gen:

A
W(Cy) = S (In(detCy))? - gln(detCQ) + g(spCQ —9) (3.23)
als Forméinderungsenergiefunktion, die Spannungen als
ow A _
S = 28—C2 = (5 In(detCy) — p)Cy ' + pd (3.24)
und der Tangentenmodul? als
O*W 0C; !
C=d-——= =AC;' 0 C;' + (An(detCy) — 2 2 2
8C2 8C2 2 0Ly + ( Il( € 2) ,u) aCQ (3 5)

3.3 Elasto-Plastizitit

Inelastisches Materialverhalten soll nur exemplarisch anhand eines ausgewéhlten
elasto-plastischen Materialgesetzes untersucht werden. Phdnomenologisch sind die
wesentlichen Kennzeichen des plastischen Werkstoffverhaltens die Irreversibilitéit und
die Zeitunabhingigkeit des Deformationsprozesses. Im Gegensatz dazu stehen solche
Deformationsvorgénge, bei denen noch explizite Zeitabhingigkeit wie z.B. bei visko-
elastischem oder auch viskoplastischem Stoffverhalten eine Rolle spielt (Kriechpro-
zesse, Low-Cycle Fatigue usw.). Da die Plastizitét selbst ein komplexes und von vie-
len Wissenschaftlern behandeltes Gebiet in der Kontinuumsmechanik darstellt, kann
und soll hier nur eine spezielle Variante der VON MISES Plastizitit diskutiert werden,
die im Schrifttum unter dem Namen Finite .J,-Plastizitiit zu finden ist. Eine Fiille von
Forschungsergebnissen hat mittlerweile in aktuelle Lehrbiicher Eingang gefunden. So
seien an dieser Stelle stellvertretend die Biicher von MAUGIN (1992), LEMAITRE
UND CHABOCHE (1990), JIRASEK UND BAZANT (2001), LUBLINER (1990) oder
SIMO UND HUGHES (1998) genannt.

3.4 Multiplikative Elasto-Plastizitat (3D)

Kerngedanke der Finiten Jy-Plastizitét ist die von KRONER (1960), LEE UND LIU
(1967) und LEE (1969) vorgeschlagene multiplikative Zerlegung des Deformations-
gradienten F in einen elastischen Anteil F'¢ und einen plastischen Anteil F . Zu diesem

2zur Darstellung von C bzw. I siche Abschnitt 3.2.1
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Zweck wird eine inelastische Zwischenkonfiguration & eingefiihrt. In Abb. (3.2) sind
die verwendeten Konfigurationen skizziert.

RKF &

\F

MKEF &

/.

7 av

S e

Iav

ZKF &k

Abbildung 3.2: Konfigurationen

Die Zwischenkonfiguration & ist spannungsfrei, d.h. frei von elastischen Verzerrungen
und im allgemeinen inkompatibel. Sie ist bis auf eine reine Starrkdrperbewegung ge-
geniiber der Referenzkonfiguration « bestimmt. Mittels dieser gedanklichen Zerlegung
der Deformation 148t sich der Deformationsgradient F' darstellen als

F=FF. (3.26)

Daraus resultieren die Definitionen folgender CAUCHY Verzerrungstensoren:

C® = (F)T . F° (3.27)
C=°r".F (3.28)
C=F.F=°¢".(F)" . F* - F=F'.C° F (3.29)

Hierbei bezeichnen C die gesamte, C¢ die elastische und C die plastische CAUCHY
Verzerrung. Weiterhin 148t sich der linke plastische CAUCHY Tensor B definieren, der
folgende Eigenschaft besitzt - siche BESDO (1980):

B-C=1bzw.B=C1. (3.30)

Die Formulierung der FlieBbedingung nach VON MISES erfolgt iiblicherweise iiber die
zweite Invariante S, des Spannungsdeviators S'. Da das Gesamtkonzept der vorgestell-
ten numerischen Umsetzung jedoch dehnungsbasiert ist, soll hier auch die Plastizitit
im Dehnungsraum formuliert werden. Diese Arbeit basiert daher auf der bereits von
VERHOEVEN (1992) vorgeschlagenen Elasto-Plastizitit, die sich im wesentlichen auf
BESDO (1980,1981) und TIETZE (1986) stiitzt.
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Ein wesentlicher Bestandteil der Formulierung des elastischen Teilstoffgesetzes ist die
Uberlegung, daB wegen der Gleichheit der Invarianten von C® und B - C 3 ein elasti-
sches Teilpotential als spezifische Forminderungsenergiefunktion W definiert werden
kann:

w=gd(Boot)(Boo1)+ o [(Bro-1)- 1] beay

Die Materialparameter G und v bedeuten hierbei Gleitmodul und Querkontraktions-
zahl. p bezeichnet die Materialichte in der Referenz. Aus Gl. (3.31) gewinnt man die
elastischen 2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungen durch Differentiation zu
ow . R v . .
—202 - —G|B-C-B-B <B~~C—3)B. 3.32
Pac { T } (3-32)
Man erkennt, da W derart konstruiert ist, da GIl. (3.32) im elastischen Zu-

stand (B=1) in das Gesetz von ST. VENANT-KIRCHHOFF tibergeht. Die zu Gl. (3.32)
gehorige konsistente Materialtangente ist bei VERHOEVEN (1992) notiert.

S

Zur korrekten Beschreibung des elasto-plastischen Materialverhaltens gehort nun
noch eine in Dehnungsgrofen formulierte, der klassischen FlieBbedingung nach VON
MISES gleichwertige Konsistenzbedingung. Diese Flie3- oder Konsistenzfunktion lau-
tet nach VERHOEVEN (1992)

1 - R 1 /4 2 )
gzz[(B-C>--(B~C>—§(B--C>}—y. (3.33)

y ist dabei die FlieBdehnung. Die zugehorige Konsistenzbedingung ist dann gegeben
durch:

g < 0 -elastischer Zustand , (3.34)
= 0 plastischer Zustand , (3.35)
g > 0 ist nicht moglich . (3.36)

Damit wird deutlich, welche zusitzliche Aufgabe bei elasto-plastischem Materialver-
halten noch besteht: Es gilt, diejenigen inversen plastischen Dehnungen B zu bestim-
men, die im Falle ¢ > 0 gerade dafiir sorgen, dal Gl. (3.34) bzw. GI. (3.35) wieder
erfiillt wird. Zur Phianomenologie der Plastizitit gehort auBerdem noch, dafl insbe-
sondere die FlieBdehnung y nicht {iber den gesamten Deformationsproze3 konstant
bleiben mufB3. Die AnfangsflieBdehnung y = vy, des nicht verfestigenden Materials ist
hierbei aus der FlieBspannung o, gemél Gl. (D.14) zu berechnen als
2 oy

wo=1\/3 35 (3.37)

3BESDO und TIETZE zeigen, daB gilt: C¢--1 = (B-C)--1,C¢-.C* = (B-C)--(B- C) und

(Cc-C¢.C¢-1=(B-C-B-C-B-C)- -1 Der im allgemeinen unsymmetrische Tensor B - C
besitzt allerdings dariiberhinaus noch weitere irreduzible Invarianten.
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Der Spezialfall y = y, = konstant wird als ideal-plastisch bezeichnet, wohingegen
y # konstant allgemein verfestigende Plastizitit genannt wird. Ublicherweise wird
bei verfestigender Plastizitit unterschieden zwischen isotroper und kinematischer Ver-
festigung. Wihrend bei isotroper Verfestigung die Lage des Mittelpunktes der Flie3-
flache im Hauptspannungsraum konstant bleibt und der MISESsche FlieBzylinder sich
aufweitet [siche BROCKS UND OLSCHEWSKI (1995)], verdndert bei kinematischer
Verfestigung der Mittelpunkt der FlieBfliche seine Lage, d.h. der FlieBzylinder erfahrt
im Hauptspannungsraum eine Translation. Im Rahmen der hier umgesetzten Plastizitit
wird lediglich ideal-plastisches bzw. isotrop verfestigendes Material betrachtet.

3.4.1 Pradiktor-Korrektor-Verfahren

Das bereits von VERHOEVEN (1992) vorgeschlagene Verfahren wird auch in die-
sem Fall benutzt. Die numerische Umsetzung kann dort detailliert nachgelesen wer-
den. Deshalb wird an dieser Stelle lediglich auf die dem Verfahren zugrunde liegen-
den Uberlegungen bzw. Gleichungen eingegangen. Im Verlaufe einer Laststeigerung
wihrend einer elasto-plastischen Analyse wird in einem beliebigen Lastschritt erst-
malig zu notieren sein, dal die Konsistenzbedingung verletzt ist, d.h. es gilt nach
Gl. (3.36) die Aussage g > 0. Dieser (unzulédssige) Zustand kann als elastischer Pridik-
tor verstanden werden. Aus dem letzten (alten) Lastschritt sind die Grof3en BA, C4,ya
bekannt. Nun miissen die GroBen BY , YN so bestimmt werden, daf} die Konsistenzbe-
dingung g(BY, yx, C) = 0 wieder erfiillt wird.

Yya

Abbildung 3.3: Alte und neue FlieBflache

Als Korrektorschritt 148t sich nun folgendes Minimalproblem formulieren:

A = %{(BN—BA)-C-- (B -B4).C

+

11— 9y [(BN — BA) . C]2 } = Minimum . (3.38)
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Hierbei kann die GroBe A anschaulich gedeutet werden als Abstand des vorgeschitz-
ten Zustandes (C, B4) zur durch yn definierten FlieBfliche. Allerdings muf} auch die
Konsistenzbedingung in die Losung des Minimalproblems mit einbezogen werden, so
dafl man mit dem LAGRANGE Parameter w als Sattelpunktproblem formulieren kann:

LBY W) = i{(BN—BA)-C.. (B¥-B%)-C
- 1_1/2V [(BN_BA>”CF}
SRR RS

1

. 2
-3 (BN . C) } — yf\,} => stationdr . (3.39)

Im allgemeinen ist das Gleichungssystem (3.39) nicht geschlossen losbar, vielmehr
mulf} auf ein numerisches Losungsverfahren zuriickgegriffen werden, das die Unbe-
kannten BY, w und yn iterativ ermittelt. Verwendet man hierzu das NEWTON Verfah-
ren, werden die Ableitungen nach BY und w benotigt. Diese ergeben sich zu

a%zv - %{C'(BN_BA>'C+152V [(BN_BA)”C] C}

1 - 1 (o Iy
+ w{?[C'B ‘C—g(B ”C>C}_8]§N bzw. (3.40)

g—f _ g:H(BN-C)--(BN-@_%(BN..C)Q}—y?v. (3.41)

Allerdings kann fiir den Spezialfall der nicht verfestigenden Elasto-Plastizitdt noch
eine geschlossene Losung von Gl. (3.39) erzielt werden. In diesem Fall gilt yn =
Y4 = Yo, so dal} sich die Bestimmung der Unbekannten auf die neuen inversen pla-
stischen Dehnungen By und den Parameter w reduziert. Hierbei ist die Bedingung
(BY — B#)--C = 0 benutzt worden. Dieses bedeutet, daB die plastische Deformation
nidherungsweise volumentreu erfolgt. Man erhilt dann

. 1 A W [~
BN:—<BA —(BA--C> C—l), 3.42
14w Jr3 ( )
wobei gilt
1 R R 1 /.4 2
W= BA~C~~BA~C——<BA~~C> 1 (3.43)
2y0 3

Somit stehen mit Gl. (3.32), Gl. (3.33), GI. (3.42) und Gl. (3.43) die Gleichungen zur
Losung des Zustandes im neuen Lastschritt bereit.
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3.4.2 Beriicksichtigung der Verfestigung

Es soll ausschlieBlich isotrope Verfestigung des Materials in Abhéngigkeit von der
akkumulierten plastischen Dehnung ¢ beriicksichtigt werden. Analog zu VERHOEVEN
(1992) wird angenommen:

2.040F

Y =Y,4/1
0 + Y,

(3.44)

Hierbei bedeutet Y| die FlieBspannung zu Beginn des plastischen Deformationspro-
zesses, Y die FlieBspannung des verfestigten Materials und £ den Elastizitdtsmodul.
Die akkumulierte plastische Dehnung ¢ ist nach TIETZE (1986)

/\/L B..C.Bdi (3.45)

und wird angenéhert durch

¢N=¢A+\/%é-(BN—BA)--é-(BN—BA). (3.46)
Da die Losung des Sattelpunktproblems nach GI. (3.39) in diesem Fall auf nichtli-
neare Gleichungen fiihrt, benétigt man entsprechend sinnreiche Vorschitzungen fiir
(B,w) bei der Anwendung des NEWTON Verfahrens. Hierfiir bieten sich die Wer-
te nach Gl. (3.42) und Gl. (3.43) des zugehorigen Problems ohne Verfestigung an.
Die entsprechenden Ableitungen zur Anwendung des NEWTON Verfahrens finden sich
bei VERHOEVEN (1992).

3.5 Elasto-Plastizitat (2D)

Im folgenden soll eine Spezialisierung von GI. (3.31) bis Gl. (3.33) fiir den Fall des
ESZ formuliert werden. Grundsitzlich ist eine numerische Losung geméll Anhang C
moglich, aber eine zweidimensionale Losung ist im Hinblick auf die numerische Um-
setzung erstrebenswert. Zundchst werden die beiden Restriktionen o33 = 0 und €,3
eingefiihrt. Daraus resultieren die Bedmgungen B,s = 0 und 043 = 0. Das wieder-
um bedeutet, die Produkte B - C bzw. B - - C lassen sich in rein planare und einen
transversalen Anteil B33C33 aufspalten. Es gibt keinen Term Bs3C,5 oder B,3Css.
Aus GI. (3.32) folgt aus der Restriktion o33 = 0 die Aussage

1+v v

1—v 1—v

By3Cls = BasCha. (3.47)
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Gl. (3.47) gilt unabhéngig vom Verfestigungsverhalten. Da in GI. (3.31) bis Gl. (3.33)
nur Produkte der Tensoren B - C oder B - -C auftreten, lassen sich die Anteile in X5-
Richtung eliminieren, und es ergeben sich rein planare Anteile ohne irgendeine Ver-
nachldssigung (wie im elastischen Fall nach Abschnitt 3.2.1). D.h., der ebene Spezial-
fall stellt keine neue Theorie dar. Aus praktischen Griinden werden neue Abkiirzungen
eingefiihrt.

Gﬁ}f = B%ij — 0ij, (3.48)
G = B3Oy — 0y (3.49)
Der Tensor G bzw. G4 ist i.a. nicht symmetrisch. Fiir den ESZ gilt G 43 = 0. Damit

folgt fiir Gl. (3.47), die nur fiir den gesuchten Zustand BY korrekt ist, nicht aber fiir
B4

GN =Y gN (3.50)

1—v 7
Somit ergibt sich die Spur des dreidimensionalen Ausdrucks G zu

1-2

14
GY =GN +GY = — G~ (3.51)

Die Konsistenzbedingung GI. (3.33) 148t sich mit der Abkiirzung nach GI. (3.48)
schreiben als

1 1
g = 1{<GN+1>~-<GN+1>—§<spGN+s>1—yfv
1 1
= 3 [ch:ﬁ—gcgeﬁ} — Y- (3.52)

Unter Einbeziehung von GI. (3.50) und GI. (3.51) ergibt sich aus GI. (3.52) die dem
ESZ angepaBte FlieBbedingung zu

1—4v+v2

— Gl —y%=0. 3.53
3 (1 . V2)2 ao ﬁﬁ:| Yn ( )

1 N N
g = Z [GaﬁGﬁa -

Es ist zweckmiBig, den Tensor GG, in einen Kreistensor und einen Deviatoranteil zu
zerlegen. Gemal

ro 1
Gag = (Gag) + QG’Y’YCSOéﬁ (3.54)
folgt dann fiir die FlieBbedingung die Form

1
977

/ R NAETA
(@3 (63 + 5 (12) G

1—v

— =0 (3.55)
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Damit wird die GI. (3.40) des Sattelpunktproblems ausgewertet. Die Ableitungen spal-
ten sich infolge G,3 = 0 auf in einen planaren Anteil und einen Anteil fiir die Kom-
ponente B2:

a%izvﬁ - 3 {ch (G = Gly) + 7= (GY = G2 caﬁ}

I {% {CMG% - %chag} - ;gijé} , (3.56)
8%2% = % {033 (G35 — G33) + : _VQV (GY — a1 033}

o {% {033% B %Gg 033} - sgf?g} - (3.57)

Aus GI. (3.57) 1dBt sich mittels GI. (3.50) und GI. (3.51) zunichst folgende Aussage
gewinnen:

1—-2v)(1 1—2v 0y3
LA S Gk 0 G L P P 79N (3.58)
1—-v 3(1 —v)? (1=v)Cs30BY
Damit 148t sich die dreidimensionale Spur G ausdriicken durch die planaren Terme
Ghar Goa:

wl+v o oy3;

1—2v
G =G +Go = -~ [GA (3.59)

1 aoz_gl_y aa 03383?{\§

GemiB GI. (3.50) war

N _ v N
G33__1_VG’Y’Y

Vergleicht man Gl. (3.59) mit Gl. (3.50), so fillt auf, daB} insbesondere B4 . C nicht
die Bedingung des ESZ erfiillt. Gl. (3.56) 148t sich nun planar schreiben als

oL 1 AN I+v A
LN = §{CGV(GJVVB_GW) +m(G%—GW)Ca5}
aB
w ;1 (14+v 2
v 5 eme g (755) encn

8?/]2\/ Caﬁ 8?/]2\/
83% Css 83%

(3.60)

Liegt keine Verfestigung vor, so verschwinden die Ableitungen von y, und die
Glg. (3.60) und (3.55) stellen vier Gleichungen zur Bestimmung der neuen inversen
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plastischen Dehnungen Baﬁ und des LAGRANGE Parameters w dar. Somit ist das zu
Gl. (3.39) analoge ebene Sattelpunktproblem berechenbar. Es lautet

LBl = {(eN-ah) @ -l

v N A 12
+ T (G, -G, } (3.61)

1 1—4 2
Al {Z {G%Gga - THV;GQVQG%] - y?v} = stationar

Die Ableitung bzgl. des LAGRANGE Parameters liefert wieder die Konsistenzbe-
dingung nach Gl. (3.55). Allerdings wird hinsichtlich verfestigenden Materials an-
genommen, dall die FlieBdehnung y nicht von Bss abhiéngt, sondern lediglich von
B.s. Das bedeutet, man setzt in Gl. (3.46) C ~ 1 und nihert sp(BY) = sp(B4).
Somit wird die Forderung nach Volumenkonstanz der plastischen Deformation als
BY, — Bfy = —BY, + B2 angenihert.

(e

3.5.1 Beriicksichtigung der Verfestigung

Im ebenen Fall ist es ebenfalls moglich, Losungen fiir den nicht verfestigenden Fall
Yy = Yo = konstant anzugeben und somit sinnreiche Vorschitzungen fiir die GroBen zu
erhalten, die bei Verfestigung durch den Radial-Return-Algorithmus iterativ berechnet
werden miissen. Es werden Grenzfille betrachtet.

G4 =0 Indiesem Falle ist G* spurfrei. Eine Losung ist der Zustand

GN =0 (3.62)
1
(G = H—w(Gfg)' (3.63)
(Gas) (G5,
w = o —1=:wr (3.64)

(GZ3) = 0 In diesem Falle ist G* ein Kreistensor (isotrop im 2D). Eine weitere
Losung ist dann der Zustand

(Gly) =0 (3.65)
1
(Gon)' = o1 (Gaa)' (3.66)
L+ 5150
GA G
[ 1T+vV TeaTsp 31-v)
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Der allg. Fall 148t sich aus diesen Werten interpolieren. Man erhdlt somit als
Vorschitzung fiir den Radial-Return

1 A N/ 1 A 5043
Gfxvoz = 1+w(Go¢6> _'_@GVVT (368)
31—v
N2
(Ve ieEras
B 2yo
(Gap)'(Gha)' +3 (155) GhaGha

, (3.69)
(Gop)(Gha) + GiuGs
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Kapitel 4

Finite Elemente

Die Umsetzung einer Schalentheorie in einem Finite-Elemente-Programm ist seit Jahr-
zehnten Gegenstand der Forschung im Bereich der Strukturmechanik. Somit stellt
sich die Frage, wie sich die hier vorgestellte Formulierung in die Literatur einordnen
1aBt. Vom Standpunkt der Kontinuumsmechanik war es lange Zeit iiblich, zwischen
dem Degenerationskonzept und einer klassischen Schalentheorie als Grundlage
der Elementformulierung zu unterscheiden. Fiir die numerische Umsetzung ist dies
letztlich unerheblich. Die verbreiteten Konzepte fiir Finite Schalenelemente basieren
im allgemeinen nicht auf der Schalentheorie selbst. Der Kriimmungstensor B oder sei-
ne Hauptwerte / und K, die fiir die analytische Berechnung des Volumendifferentials
im Schalenraum notwendig sind, treten in den Formeln der Diskretisierung nirgends
auf. Letztlich wird in der diskretisierten Struktur eine Mittelfliche definiert. Von dieser
Mittelfliche ausgehend gelangt man dann {iber mehr oder minder restriktive Annah-
men hinsichtlich des Deformationsverhaltens zu Aussagen iiber den Verzerrungszu-
stand im Schalenraum.

Bereits SCHOOP (1986) weist darauf hin, dal bei KIRCHHOFF oder MINDLIN-
REISSNER Elementen fiir Schalen konstanter Dicke letztlich durch eine Transforma-
tion von Knotenvariablen zwischen Degenerationskonzept und Schalentheorie umge-
rechnet werden kann. BUCHTER UND RAMM (1992) zeigen schlieBlich, dafl beide
Elementkonzepte - bezogen auf Schalen konstanter Dicke und bei richtiger Anwen-
dung des Degenerationskonzeptes - sich nur in der Art der Diskretisierung unterschei-
den. Ob nun der Schritt der kinematischen Restriktionen bereits auf der kontinuums-
mechanischen Ebene wie z.B. bei der Schalentheorie durch die Geradlinigkeitshypo-
these vollzogen wird oder ob man erst in der Diskretisierung Einschrinkungen gel-
tend macht wie beim Degenerationskonzept nach AHMAD, IRONS & ZIENKIEWICZ
(1970)!, ist fiir den FE-Deseigner im Ergebnis uninteressant. BUCHTER (1992) dis-
kutiert dies und versteht es derart, da} bei einem auf einer Schalentheorie basieren-
den Element meist Rotationsfreiwerte diskretisiert werden, wohingegen das Degene-

"Wortlich schreiben AHMAD ET AL.: The constraint of straight normals is introduced (. . .) and the
strain energy corresponding to stresses perpendicular to the middle surface is ignored.

37



38 KAPITEL 4. FINITE ELEMENTE

rationskonzept im allgemeinen Verschiebungsdifferenzen interpoliert. Diese sind dann
ihrerseits allerdings iiber eine Direktorinterpolation dargestellt bzw. konnen auf ei-
ne solche umgerechnet werden. Die Darstellung finiter Rotationen ist in einer Fiille
von Arbeiten diskutiert und untersucht worden, beispielhaft seien daher die Arbeiten
von BETSCH, MENZEL & STEIN (1998), PARISCH (1991), SANSOUR UND BUFLER
(1992) und BRANK UND IBRAHIMBEGOVIC (2001) genannt. In der letztgenannten
Arbeit wird eine tibersichtliche Zusammenstellung von verschiedenen Parametrisie-
rungsvarianten der finiten Rotationen vorgenommen.

Im Verstindnis des Autors ist die hier priasentierte Elementformulierung keines-
falls streng einem der beiden Konzepte zuzurechnen. Insbesondere die Behandlung der
Drehungen folgt einer neuen Idee. Die wesentlichen Eigenschaften der numerischen
Umsetzung sind:

e Die Mittelflaichengeometrie wird isoparametrisch interpoliert. Jedoch erfolgt
keine direkte Interpolation von Direktoren oder Drehkoordinaten.

e Bei der Entkoppelung der geometrischen Beschreibung von Mittelfliche und
Schalenraum werden unmittelbar Verzerrungsgroen interpoliert. In diesem Sin-
ne dhnelt die Vorgehensweise der ANS-Methode von HUGHES UND TEZDUYAR
(1981).

e Alle Verzerrungen werden vollstindig nichtlinear berechnet (GREEN-
LAGRANGE Darstellung).

e Alle Verzerrungen werden koordinateninvariant nur durch Skalarprodukte der
diskreten Knotenfreiwerte r,, und d,, bzw. R,, und D,, berechnet.

e Zur numerischen Umsetzung wird keine ko- und kontravariante Formulierung
benotigt. Weder kovariante Basen im Schalenraum g, noch der Shiftertensor Z
werden verwendet.

e In Abweichung von VERHOEVEN (1992) werden im Sinne einer Einsdirektor-
kinematik nur zwei Parameter zur Beschreibung der Direktoren benutzt.

e Die Diskretisierung von Schalenstrukturen, d.h. von beliebig gekriimmten Re-
ferenzkonfigurationen, ist eine Frage des Priprozessing. Es miissen die Knoten-
ortsvektoren und -normalenvektoren (Direktorneigungen) als Eingabeparameter
bekannt sein.

e Auf eine Einbeziehung der Dickenverzerrung in die Kinematik und in die
Forménderungsenergie wird verzichtet.

e Vollstindig dreidimensionale Materialgesetze konnen benutzt werden. Ggf. wird
die Bedingung des ESZ numerisch gelost.
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Die vorliegende Arbeit basiert auf der von VERHOEVEN (1992) umgesetzten For-
mulierung. Diese 146t sich in eine in der deutschsprachigen Literatur bisweilen auch
als dreidimensionale Schale bezeichnete Kategorie [siche u.a. PARISCH (1995),
MIEHE (1998), BISCHOFF (1999)] einordnen, da bei einer 6-Parameter- bzw. 7-
Parameter-Formulierung Dickenverzerrungen mit einbezogen und dreidimensionale
Stoffgesetze benutzt werden konnen. Insoweit mochte der Autor seine Arbeit zwi-
schen der dreitdimensionalen Schale und dem Degenerationskonzept einordnen.
Ein weiterer Beriihrungspunkt mit dem klassischen Schalenkonzept ergibt sich fiir
das Priprozessing: Es bedarf einer analytischen Beschreibung der Referenz, um die
Referenzdirektoren D,, zu ermitteln. Im Fall von Knicken innerhalb der Schalengeo-
metrie, d.h. bei Unstetigkeiten der Neigungen der Mittelfliche, sind lokal Koordi-
natentransformationen zu definieren, mit deren Hilfe die Direktoren an den Knoten
des Knicks fiir beide Elemente transformiert werden. Der Vorteil der Vorabintegrati-
on in Dickenrichtung zur Ermittlung von Schnittgro3en bzw. Spannungsresultierenden
kommt in der Umsetzung nur fiir linear elastisches Materialverhalten zum Tragen. Bei
nichtlinearen Stoffgesetzen mufl ohnehin explizit in Dickenrichtung numerisch inte-
griert werden.

4.1 Lockingeffekte

Unter dem Begriff der Lockingeffekte versteht man phidnomenologisch in der Metho-
de der Finiten Elemente Versteifungseffekte, die aufgrund parasitirer Verzerrungs-
zustinde im Element entstehen. Infolge einer zu stark vereinfachten kinematischen
Modellbildung werden von der diskretisierten Struktur Verzerrungen erzeugt, die im
Kontinuum nicht entstehen. Durch diese Zustinde wird Formédnderungsenergie ge-
speichert und ist damit quasi verbraucht, kann also nicht von den korrekten Verzer-
rungszustinden aufgebracht werden. Infolgedessen werden die Deformationen vom
Element unterschitzt, die Struktur versteift. Im wesentlichen unterscheidet man fol-
gende Phinomene:

Ebenes Schublocking Bei Scheiben oder Schalen kann Schublocking entstehen,
wenn in der Mittelebene des Elementes eine Biegebeanspruchung stattfindet. Der reine
Biegezustand kann von der Elementkinematik nicht schubverzerrungsfrei wiedergege-
ben werden, das Element lockt. Dieses Problem tritt z.B. bei bilinear interpolierten
Vierecken (Q1-Element) auf.

Querschublocking Bei schubweichen Balken-, Platten- oder Schalenelementen
trifft man auf diese Art des Lockings. Charakteristisch ist hierfiir, da3 die Schwere
des Lockings sich je stirker ausprigt, um so diinner das Element wird. Die Ursache
hierfiir liegt wiederum im Unvermogen der zu stark vereinfachten Kinematik, die den
reinen Biegezustand nicht querschubverzerrungsfrei darstellt.
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Membranlocking Bei dieser Variante des Locking-Verhaltens treten im Element
parasitire Membranverzerrungen auf fiir Zusténde, in denen die Kontinuumslésung
membranspannungsfrei ist.

Volumetrisches Locking Diese Art des Lockings tritt bei dreidimensionalen Ele-
mentformulierungen auf. Es bedeutet, daf3 rein deviatorische Verzerrungszustinde, wie
sie z.B. in der Plastizitit oder in der Gummielastizitit im Fall v — 0, 5 auftreten, nicht
ohne volumetrische Verzerrungsanteile abgebildet werden.

Curvature Thickness Locking Diese Art des Lockings tritt nur auf bei Elemen-
ten, die unmittelbar das Direktorfeld interpolieren. Bei reinen Biegezustinden ergibt
sich infolge der Direktorinterpolation eine parasitdre Dickenverzerrung es3. Wihrend
dieses Locking in der Literatur meist mit dem Namen RAMM [siehe RAMM, BRAUN
& BISCHOFF (1995)] verbunden ist, nahm bereits SCHOOP (1989) dies zum Anlal3,
die Direktorinterpolation ganz zu vermeiden und stattdessen direkt Verzerrungen zu
interpolieren.

POISSON Locking Diese Art des Dickenlockings tritt auf bei 6-parametrigen For-
mulierungen, die infolge des linearen Ansatzes der Verschiebung in Dickenrichtung
die Dickenverzerrung €33 = konstant annehmen: Treten linear verdnderliche Mem-
branverzerrungen auf, entstehen infolge Querkontraktion (v # 0) linear verdnderliche
Spannungen os3. Diese wiederum Kkorrelieren nicht mit den konstanten Dicken-
verzerrungen aus dem kinematischen Ansatz, so dafl sie wegen ihres Charakters
einer Zwangsspannung zum Locking fiihren. VERHOEVEN (1992) vermied das
PoOI1SSON-Locking durch Hinzunahme eines 7. Freiheitsgrades, d.h. eine Erweiterung
der Dickenverzerrungen um einen in Dickenrichtung linear verdnderlichen Term.

Detailliertere Abhandlungen zum Thema Versteifungseffekte finden sich bei B1-
SCHOFF (1999), BRAUN (1995) oder ANDELFINGER (1991). Einer der ersten
Ansitze zur Vermeidung von locking-Phdnomenen ist der von ZIENKIEWICZ, TAY-
LOR & Too (1971) vorgeschlagene Gedanke der reduzierten Integration. Hierbei
werden durch Unterintegration des Elementes gezielt Anteile an Verzerrungen her-
ausgefiltert, so daf} im Integralmittel Versteifungen behoben werden. Diese Methode
ist jedoch haufig mit sog. zero energy modes verbunden. Diese Elementkinematiken
sind duBerst unerwiinscht, da sie zum Stabilititsverlust des Elementes fiihren. Dieser
kann ggf. durch Stabilisierungstechniken behoben werden [sieche BELYTSCHKO UND
TSAY (1983)]. Auch wire Abhilfe durch selektive Integration moglich. Hierbei biif3t
das Finite-Elemente-Verfahren jedoch viel von seiner Systematik ein, da je nach Art
der Verzerrung unterschiedliche Integrationsschemata zu verwenden sind. Eine weitere
und in der vorliegenden Arbeit zum Einsatz kommende Methode ist der auf gemisch-
ten Variationsprinzipen basierende EAS-Ansatz (siehe Abschnitt 4.2.3). Das belieb-
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teste Einsatzgebiet der EAS-Methode ist die Beseitigung des ebenen Schublockings
und/oder des POISSON Lockings, d.h. es werden Erweiterungen fiir €,3 bzw. €33 ange-
nommen.

4.2 Viereckselement

Den Schwerpunkt des hier vorgestellten FE-Konzeptes bildet ein Vierknotenelement
mit 20 Freiheitsgraden. Da das Hauptaugenmerk der Anwendung primér im Bereich
diinner Flachentragwerke liegt, wird die Annahme des ebenen Spannungszustandes
getroffen (ESZ). Im Hinblick darauf sowie unter Umgehung des in Abschnitt 2.6
beschriebenen Stabilititsproblems der sechsparametrigen Formulierung mit extensi-
bler Direktorkinematik wird eine fiinfparametrige Einsdirektorkinematik benutzt. Hin-
sichtlich der auftretenden Formeln gilt fiir doppelt auftretende Indizes die Summati-
onskonvention nach EINSTEIN. Im allgemeinen gilt: griechische Indizes o, § = 1,2,
lateinische Indizes i, j, k = 1, ...3 und meist als Knotenindizes auftauchende lateini-
sche Buchstaben m,n = 1, ... 4. Fiir die Diskretisierung wird die Elementmittelflache
als glatt, aber nicht eben angenommen. Diese gekriimmte Flidche wird nicht exakt er-
mittelt. Exakt ermittelt werden die Knotenkoordianten R,,, (RKF) und r,, (MKF) sowie
die Einheitsdirektoren an den Knoten D,, (RKF) und d,, (MKF). Wihrend der Refe-
renzdirektor D,, per definitionem senkrecht zur Mittelfliche steht, wird der Direktor
d,, in der aktuellen Lage infolge der KIRCHHOFF Hypothese fiir diinne Schalen als
senkrecht zur aktuellen Mittelfliche angenommen. Damit sind sowohl die Knoten-
positionen wie auch die lokalen Tangentialebenen in diskreten Punkten des Gebietes
bekannt.

Isoparametrisches Konzept Allgemein formuliert versteht man unter einem isopa-
rametrischen Konzept die Abbildung von Geometrie und gesuchter Funktion mittels
gleichartiger Funktionen [SCHWARZ (1991)]. Hier bedeutet dies, daf in der Diskre-
tisierung sowohl aktuelle Lage x als auch Referenzkonfiguration X mit denselben bi-
linearen Interpolationsfunktionen NV, des Einheitsquadrats beschrieben werden. Die
Vierecksgeometrie wird zwischen den vier Eckknoten demzufolge bilinear interpoliert.
Dies wird in einer kleinen Graphik veranschaulicht: In Abb. (4.1) werden die Seiten-
vektoren s, und die lokale Knotennumerierung im Element definiert. Als Flichenko-
ordinaten ¢® im Einheitsquadrat werden die Parameter £ und 7 eingefiihrt. Die Interpo-
lationsvorschrift der Mittelfliche der dreidimensionalen Referenzkonfiguration lautet
dann

R, n)=N,(&EnR, n=1,...4. 4.1)

Hierbei sind die Interpolationsfunktionen N,, geméll Abb. (4.1) jeweils so gewdhlt,
daf} am Knoten n gerade die Funktion /V,, den Wert eins annimmt, wihrend die ande-
ren drei Funktionen im Knoten n gleich null sind. In Abb. (4.1) ist exemplarisch der
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Abbildung 4.1: Vierecksgeometrie und Ansatzfunktion N3(&, )

Verlauf der Funktion N3(&,n) dargestellt. Man erhilt entsprechend durch Drehungen
um 7/2, 7 und 37 /2 die restlichen Funktionen N,, fir m # 3. R,, sind die Stiitz-
werte in den Eckpunkten des Vierecks. Fiir die aktuelle Mittelflache r gilt infolge der
Isoparametrie analog zu Gl. (4.1)

r(&,n)=N,(§n)r, n=1,... 4. 4.2)

Sowohl Referenz R als auch aktuelle Lage r sind dreidimensionale Vektoren, beschrie-
ben im globalkartesischen Basissystem e;. Die bilinearen Interpolationsfunktionen im
Einheitsquadrat lauten

No= 4O+, (43)
Ny = -8+, (4.4
Ny = (-8, @5)
N, = %(1%)(1—77). (4.6)

Fiir die weiteren Berechnungen werden an dieser Stelle gleich die partiellen Ablei-
tungen der Interpolationsfunktionen nach den Flichenkoordinaten angegeben. Diese
werden benotigt fiir die Berechnung der ko- und kontravarianten Basisvektoren auf
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der Fliche.
Nie = i (1+mn) Niy = i (1+¢) 4.7)
Npe = —3(14n) Noy=2(1-6) @8
Nye = —3(=n) Nyy=—7(1-8) 49
Nyg = i (1—mn) Nyy = —i (1+¢) (4.10)

Verzerrungen Formal werden in der diskretisierten Struktur die Membranverzerrun-
gen als GREENsche Verzerrungen ermittelt gemif3 Gl. (2.8)

1
By = (Vaor-roV,—34). 4.11)

Allerdings fiihrt dies zu einem [3x 3] Deformationsgradienten, da beliebige rdumliche
Konfigurationen vorliegen konnen. Im Hinblick auf die spiter zu treffende Annahme
des ebenen Spannungszustandes ist es zunédchst erforderlich, lokal orthogonale Rich-
tungen €, zu definieren, mit Hilfe derer dann tatsédchlich eine Berechnung planarer
Verzerrungen analog zu Gl. (2.15) moglich wird. Ferner bietet die Verwendung lo-
kal orthogonaler Richtungen auch den Vorteil, dal auf eine kartesische Beschreibung
tibergegangen werden kann.

Lokale Orthonormalbasis Die nichstliegende Moglichkeit der Definition einer lo-
kal kartesischen Basis in der Tangentialebene der Referenzkonfiguration ergibt sich
unter Benutzung der ko- bzw. kontravarianten Basen in den Integrationspunkten.
Als erster Basisvektor wird die Richtung des Tangentenvektors G, gewihlt gemif
Gl. (A.2). Als zweiten Basisvektor withlt man dementsprechend die Richtung von G2.

i G,
& = (4.12)
! VG
2
8 = Sl (4.13)

v G22

Mit Hilfe von GI. (4.12) und Gl. (4.13) kann nun eine zweidimensionale Darstellung
des dreidimensionalen Deformationsgradienten angegeben werden.

4.2.1 Deformationsgradient

Die GI. (2.4) liefert zunéchst die Darstellung des Nablaoperators auf der Flache. Hier-
mit ergibt sich der Deformationsgradient zu
G142 ONyy,

Fy=roV, =" -, oG G N, alm 0 GPN, 4R, . (4.14)
qu
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Die partiellen Ableitungen der bilinearen Interpolationsfunktionen nach den Flachen-
koordinaten sind in GI. (4.7) bis Gl. (4.10) angegeben?. Damit ergibt sich als planarer
Deformationsgradient

F2ij == Nn,aG?Tin = Nn@Nm,ﬁGaﬁ'f’inij . (4.15)

Den Bezug auf die spezielle lokal orthogonale Basis erhilt man durch skalare Multi-
plikation mit Gl. (4.12) bzw. GI. (4.13). Benutzt wird dann

FQZ"\/ =€; F2 . é,\/ = 6].“'F2kjéfyj . (4—16)

4.2.2 Membranverzerrung

Der GREENsche Tensor der Mittelflichenverzerrungen nach GlI. (2.10) lautet
1
E20:§(V20r-rovg—5). (4.17)

Mittels Gl. (4.15) und der Bezugnahme auf die lokale Orthonormalbasis geméal
Gl. (4.12) und Gl. (4.13) erhdlt man die Membranverzerrungen im Integrationspunkt

€Oa5<k> als

1
600{6<k> = 5 (éaiéﬁan,’yG;{NmﬁG? TkmTkn — 5&,8) ® . (4.18)

4.2.3 Methode der angenommenen Verzerrungen (EAS)

Die Ermittlung der Membranverzerrungen ausschlieBlich auf Basis der bilinearen In-
terpolation im Viereck fiihrt zu Versteifungseffekten, die iiblicherweise unter dem Be-
griff locking zusammengefalit werden (siehe Abschnitt 4.1).

Ein systematischer und vielversprechender Ansatz, das ebene Schublocking be-
reits auf Elementebene zu eliminieren, ist die auf SIMO UND RIFAI (1990) zuriick-
gehende Methode der enhanced assumed strains, kurz EAS genannt. Hierbei handelt
es sich um eine gemischt-hybride Elementformulierung, die von SIMO UND RIFAI
(1990) zunéchst linear formuliert wurde und u.a. von BISCHOFF UND RAMM (1997)
in die geometrisch nichtlineare Theorie iibertragen wurde. Wihrend bei den Autoren
SIMO UND RIFAI (1990), WRIGGERS UND REESE (1996), WRIGGERS (2001) oder
KORELC UND WRIGGERS (1996) eine Erweiterung oder Anreicherung des Verschie-
bungsgradienten H bzw. Deformationsgradienten F die Grundlage bildet, wird bei
BISCHOFF UND RAMM (1997), KLINKEL UND WAGNER (1997) und BISCHOFF
(1999) ein Ansatz unmittelbar fiir die GREEN-LAGRANGEschen Verzerrungen E
gewdhlt. Dieser Weg wird auch im folgenden beschritten. Andere Autoren, wie z.B.

’Im folgenden werden wegen der total LAGRANGEschen Darstellung mit Hilfe der globalkartesi-
schen Basis die meisten Tensoren in indizistischer Notation angegeben.
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SANSOUR (1998), wenden den EAS-Gedanken auch auf den rechten CAUCHY Ten-
sor C an.

Fiir die Formulierung des Variationsproblems im Sinne des Prinzips der virtuellen
Arbeiten dient als Ausgangspunkt anstelle einer Einfeldformulierung eine Dreifeldfor-
mulierung nach WASHIZU (1982). Zunéchst werden die kompatiblen Verzerrungen
E" erweitert um einen inkompatiblen Anteil E - die sog. EAS-Verzerrungen. Diese
stiitzen sich ausschlieBlich auf innere Freiheitsgrade o und nicht auf die Knotenfrei-
werte r oder d. Der Vorteil dieser Vorgehensweise besteht darin, da3 durch eine ge-
schickte Wahl der unabhingigen Felder E und S die EAS-Freiwerte auf Elementebene
kondensiert werden konnen und somit eine Riickfiihrung der urspriinglichen Dreifeld-
formulierung auf die klassische Einfeldformulierung der reinen Weggro3enmethode
gelingt. Im folgenden Abschnitt wird die Theorie des Verfahrens skizziert, die nume-
rische Umsetzung ist anschlieBend in Tab. (4.1) angegeben.

Variationsformulierung Ausgangspunkt ist das HU-WASH1ZU-Dreifeldfunktional:
Y = I(u, E, S) = II;(u, E, S) + I, (u) (4.19)

Die drei unabhidngigen Variablen sind der Verschiebungsvektor u, der enhanced Ver-
zerrungstensor E und die 2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungen S. Der Grundgedanke
der EAS-Methode besteht in der Superposition der Gesamtverzerrung als

E=E'+E, (4.20)

wobei die kompatiblen Verzerrungen durch E* = % (FT -F - 1) definiert sind. Liegt
Hyperelastizitit vor, kann das innere Potential II; geschrieben werden als

I, — / (WS(E“ YE)-S- E) av . 4.21)
174

Hierbei ist W, eine spezifische Formidnderungsenergie. Das duflere Potential II,, ergibt
sich im Fall konservativer Belastung zu

Ha:—/pb*~udV—/P*~udA, (4.22)
% A

wobei pb* eine referenzbezogene Volumenkraftdichte und P* eine vorgegebene Ober-
flachenkraft sind. Nun bildet man die erste Variation dieses Funktionals iiber die soge-
nannte GATEAUX-Ableitung

d
sV .= —|  M(u,E,S.), (4.23)
dE e=0
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wobei die Zustinde u,, Ee, S, definiert sind als u, = u+¢du, E, = E+¢dEund S, =
S + € 0S. Im Sinne des Gleichgewichts gilt dann fiir die Variation des HU-WASHIZU-
Funktionals 6I17" = 0. Entsprechend ergibt die Ausfiihrung der Variationen:

/ 5S--EdV = 0 (4.24)
1%
oW, _
/ ( 5 —S) SEdV = 0 (4.25)
1%
/ (%VIE/)S .- 0E" — pb* - 5u) dv — /P* dudd = 0. (4.26)

Aus den Gln. (4.24) bis (4.26) folgen die zugehorigen EULER-LAGRANGE Gleichun-
gen in differentieller Form® zu

V-(F-S)+pb* = 0 (4.27)
oW,

? = =5 (4.28)

E =0 (4.29)

mit der zugehorigen Randbedingung
P*=(F-S) -ng. (4.30)

Dabei bezeichnet n,y die Randflichennormale in der Referenz. Die Gln. (4.27) bis
(4.29) gelten im Kontinuum. In der nicht diskretisierten Form ist tatsdchlich E = 0.
Erst durch die Diskretisierung im Rahmen der FE-Methode ergeben sich von Null
verschiedene EAS-Verzerrungen. Gerade durch die geschickte Wahl der EAS-Ansitze
soll ja die Elementformulierung verbessert werden.

Diskretisierung Zunidchst ist es das Ziel, das unabhidngige Spannungsfeld S aus
Gl. (4.21) zu eliminieren. Hierzu wird von den Ansétzen fiir S und E Energieorthogo-
nalitiit gefordert im Sinne von

/S-EdVe:O. (4.31)

Ve

Damit wird zugleich der Gl. (4.24) geniigt. Um der in Gl. (4.31) geforderten Or-
thogonalitdt zu geniigen, miissen fiir S die z.B. bei ANDELFINGER UND RAMM

3unter Beriicksichtigung der Anwendung des GAUSSschen Satzes auf Gl. (4.26)
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(1993), ANDELFINGER (1991) oder auch bei SIMO UND RIFAI (1990) diskutier-
ten Ansitze gewihlt werden. Dennoch verliert das Energiefunktional seinen HU-
WASHIZU-Charakter, denn es werden keine Ansitze fiir die unabhédngigen Span-
nungsfelder S konkretisiert. Unter der Annahme, die Orthogonalitéitsforderung geméaf
Gl. (4.31) ist erfiillt, reduziert sich GI. (4.21) formal auf die Form

11, (uE) _ / W,(E" + E) dV, . 4.32)

Ve

Wegen Gl. (4.25), Gl. (4.26) und GIl. (4.24) bzw. GIl. (4.31) muB3 nun das Ener-
giefunktional nach Gl. (4.32) extremal werden. Im Sinne der Logik eines Finite-
Elemente-Verfahrens wird die funktionale Abhédngigkeit des Energiefunktionals vom
Verschiebungsfeld u und vom Feld der EAS-Verzerrungen E durch die parametrische
Abhingigkeit von den Knotenfreiwerten a und den inneren Freiwerten « ersetzt. Man
definiert nun mit a den Vektor der diskreten Knotenfreiwerte und mit o den Vektor der
EAS-Freiwerte. Infolge der Diskretisierung notiert man die Variation von Gl. (4.32)
bzgl. der diskreten Freiwerte. Fiir die Variation des diskretisierten Funktionals 11, in
Gl. (4.32) ergibt sich

Ol (a, ) = / SW(a, ) dV, . (4.33)
Ve
Unter Beriicksichtigung der Kettenregel und mit der Abkiirzung® S = % geht
Gl. (4.33) iiber in die schwache Form
N . OE . OE
5Hi(a,a):5a~/8~ dVe—i-5a~/S--—dVe. (4.34)
Oa O
Ve Ve
. ~~ - e e
=R =R<o0

Die erste geschweifte Klammer in GI. (4.34) enthélt die Forderung, daf} sich die Mem-
brankréfte unabhédngig von den EAS-Freiwerten o auf die Knoten verteilen. Sie liefert
mit der zweiten geschweiften Klammer eine Bedingung, mit deren Hilfe sich die Werte
o auf Elementebene kondensieren lassen. Um die Forderung R = 0 zu erfiillen, muf
ein Materialgesetz zugrunde gelegt werden. Im folgenden wird im Hinblick auf die
Programmierung von Tensornotation auf VOIGT Notation gewechselt. Der GREEN-
LAGRANGE Tensor wird mit € und der 2. PIOLA-KIRCHHOFF Tensor mit o bezeich-
net. Fiir die partiellen Ableitungen werden die Abkiirzungen (...) , bzw. (...) , ein-
gefiihrt.

“Das Symbol S soll verdeutlichen, daB es sich um die aus dem Materialgesetz herriihrende Spannung
handelt, denn mit S ist bereits das unabhéngige Spannungsfeld in Gl. (4.19) bezeichnet worden.
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ST. VENANT-KIRCHHOFF Material In diesem Fall gilt formal weiterhin die li-
neare Zuordung zwischen Spannungs- und Verzerrungszustand, nur ist das Verzer-
rungsmal} selbst bereits eine nichtlineare Grofle. Damit ist es moglich, anstelle der
in Gl. (4.19) bis GI. (4.34) auftretenden Volumenintegrale vorab die Spannungen in
Dickenrichtung aufzuintegrieren und auf Flichenintegrale {iberzugehen. Da Biege-
momente und Membrankrifte getrennt behandelt werden konnen, ergibt sich mit den
2. PIOLA-KIRCHHOFF Membrankriften t das Stoffgesetz zu

t=CK.(e"+¢&). (4.35)

Hierbei bedeutet C* die VOIGTsche Matrix der Membransteifigkeiten, die insbeson-
dere nicht von den Verzerrungen e abhingt. Die Forderung des Verschwindens des
zweiten Klammerausdrucks in Gl. (4.34) ergibt zunéchst

0€
b [ t-—dA, = 0 bzw. (4.36)
o
Ae
. x O€
oo | (e"+€)-C"-—dA., = 0. (4.37)
o

Ae

Fiir die EAS-Verzerrungen € wihlt man nun einen Ansatz
E=M(n) a. (4.38)

An M sind zwei wesentliche Forderungen zu stellen: Einerseits ist der Tensor E sym-
metrisch anzusetzen, da in Gl. (4.38) eine Annahme fiir den Verzerrungszustand ge-
troffen wird. Andererseits sollten fiir konstante kompatible Verzerrungszustiande samt-
liche o« verschwinden, da diese Zustinde von den kompatiblen bilinearen Verzerrun-
gen E* bereits exakt abgebildet werden. Da konstante Verzerrungszustiande auch kon-
stante Spannungszustinde bedeuten, kann man in Gl. (4.31) den Spannungstensor S
aus dem Integral herausziehen und erhélt die Forderung

S~~/EdVe:0, (4.39)
Ve

woraus sich in VOIGT Notation

/M dA.-a=0 (4.40)
Ae

ergibt, da die o unabhingig vom Integrationsgebiet sind. Gl. (4.40) 146t sich am ein-
fachsten erfiillen, wenn man zur Beschreibung die Basis im Elementmittelpunkt wihlt.
Im Hinblick auf die allgemein schiefwinklige Formulierung ist noch das Fldchen-
verhiltnis in die Integration einzubeziehen - siche Abschnitt 4.2.4. Alle Integrations-
prozesse im Element werden numerisch durchgefiihrt mit vier Integrationspunkten im
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Viereck. Durch das Einsetzen des Ansatzes fiir die EAS-Verzerrungen nach Gl. (4.38)
ergibt sich fiir Gl. (4.37)

oM a)

5o A =0. (4.41)

5a-/(e“+M-a)-CK-
Ae

Hieraus ergibt sich das lineare Gleichungssystem

/e“-CK-MdAe+a-/MT-CK-MdAe:O, (4.42)

A Ae

J/ J/
—~ —~

L D

woraus dann die inneren Freiwerte o in Abhéngigkeit der Knotenfreiwerte r ermittelt
werden®. Dieses Gleichungssystem ist auf Elementebene zu invertieren. Die Inversion
von Gl. (4.42) lautet dann

a=-D"1.L. (4.43)

Nach Berechnung von GI. (4.43) sind die fehlenden Parameter zur Ermittlung des
vollstandigen Verzerrungszustandes € bekannt. Fiir die numerische Umsetzung wer-
den noch die resultierenden Korrekturterme fiir den Elementknotenlastvektor R und
die Elementsteifigkeitsmatrix K benotigt. Es folgen, ausgehend von Gl. (4.34), der
Elementfehlkraftvektor F'. und die Elementsteifigkeitsmatrix K.:

F, = R_/gT.C.ej;dAe (4.44)
Ae

K. = K“—a7a-/MT-C-e?adAe—a-/MT-C-ef‘aadAe. (4.45)
Ae Ae

Hierbei bedeutet K* den Anteil, der aus den kompatiblen Verzerrungen herriihrt.

NEO-HOOKE Material Im Gegensatz zum Materialgesetz von ST. VENANT-
KIRCHHOFF nimmt das NEO-HOOKE Stoffgesetz eine nichtlineare Zuordnung vor:

o=C"(e) €. (4.46)

Hierbei bedeute CV (€) die nunmehr verzerrungsabhiingige Steifigkeit. Infolgedessen
ist eine getrennte Betrachtung von Biege- und Membranspannungszustand unzuléssig.
Die Dehnung, die zur Ermittlung der Spannung & im Materialgesetz einzusetzen ist,
ist die Gesamtdehnung

e=€"+zK+E€ (4.47)

3> Ausnahmsweise wird in Abschnitt 4.2.3 und Abschnitt 4.2.5 die fiir den Referenzdirektor reser-
vierte Abkiirzung D doppelt verwendet. In der die EAS-Methode behandelnden Literatur wird die in
Gl. (4.42) durch die zweite geschweifte Klammer definierte Matrix liblicherweise mit D abgekiirzt.
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in der jeweiligen Schicht iiber bzw. unter dem Integrationspunkt. Hierbei bedeutet «
die Verkriimmungen oder Biegeverzerrungen. Anstatt einer Vorabintegration der Span-
nungen in Dickenrichtung zu SchnittgroBen wird eine schichtweise Auswertung der
Volumenintegrale in Punkten oberhalb und unterhalb der GAUSS Punkte der Flichen
notig. Das fiihrt auf eine sog. Schichtpunktintegration der Integrale in Gl. (4.19) bis
Gl. (4.34). Fiir die Ermittlung der EAS-Freiwerte v ergibt sich, da3 diese nicht durch
die Losung eines linearen Gleichungssystems analog zu Gl. (4.42) ermittelt werden
konnen. Vielmehr ist das Verschwinden der EAS-Anteile an der Fehlkraft R der ge-
schweiften Klammer in Gl. (4.34) nur durch Lésung der nichtlinearen Gleichung

R(a) = /&(a) ‘MdV, =0 (4.48)
Ve

erzielbar. Zur Iteration benotigt man noch die Ableitung der Spannungen ¢ nach den
EAS-Freiwerten ac. Mit der Abkiirzung

R, = / 6 (o) - MdV, (4.49)
Ve

fiir das Residuum und mit der internen Steifigkeitsmatrix K der EAS-Freiwerte

Kn:/w.Mdve:/1\/1T-CN-Mdve (4.50)
(87

Ve Ve
iteriert man die o gemal

a1 =a, — KR, (4.51)

so lange, bis die Norm von Rn eine vorgewéihlte Schranke erreicht hat. Hierbei bedeu-
tet n den Iterationsindex. Als Startwert der Iteration wahlt man ag = 0. Mit GI. (4.51)
sind die inneren Freiwerte o bekannt, so da3 nunmehr auch der vollstindige Verzer-
rungszustand € berechnet und iiber das Stoffgesetz die Spannungen ermittelt werden
konnen.

Die Auswirkungen auf Elementfehlkraftvektor R und Elementsteifigkeitsmatrix K
sind noch zu notieren. Es ist zu beriicksichtigen, da} die Freiwerte ae nun ebenfalls von
den Knotendirektoren d und den Knotenkoordinaten r abhéngen, allerdings nicht tiber
einen Funktionszusammenhang. Daraus resultiert eine zusétzliche Schwierigkeit beim
Aufstellen der Elementmatrizen:

F. = R= / G- €'dV,, (4.52)
Ve
T
K, — /(ejﬁm,ﬁéﬂ) .CV - endv,
Ve
+ / &€, dv, . (4.53)

Ve
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Der unterstrichene Term ist nicht unmittelbar zu berechnen. Hierzu wird die Ableitung
o, benotigt. Diese Herleitung ist im Anhang E notiert.

Inelastisches Material Es gilt nach wie vor im Sinne des EAS-Grundgedankens
die Gl. (4.20), d.h. die Superposition der kompatiblen und inkompatiblen Dehnun-
gen. Mit der schwachen Form des Prinzips nach GI. (4.34) miissen die Spannungen
und Spannungsableitungen im Sinne der konsistenten Linearisierung berechnet wer-
den. Um eine moglichst groe Allgemeingiiltigkeit der Formulierung beibehalten zu
konnen, werden dreidimensional formulierte Materialgesetze zugrunde gelegt. Aller-
dings muf in diesem Fall eine Anpassung des inelastischen Materialverhaltens an die
Bedingungen des ebenen Spannungszustandes vorgenommen werden. Dies ist im An-
hang in Abschnitt C beschrieben. Damit ist nach wie vor ein nichtlineares Gleichungs-
system wie in Gl. (4.46) beschrieben zu l6sen. In Tab. (4.1) auf Seite 54 ist ein sche-
matischer Ablauf fiir die programmtechnische Umsetzung des hier vorgeschlagenen
EAS-Konzeptes angegeben.

4.2.4 Verschiedene Ansitze

Nachdem in Abschnitt 4.2.3 ausfiihrlich dargelegt wurde, wie prinzipiell - insbe-
sondere fiir nichtlineares Materialverhalten - die Einbindung des EAS-Konzeptes in
ein FE-Konzept vorgenommen werden kann, sollen nun zwei Elementvarianten kurz
vorgestellt werden. Hierbei werden in VOIGT Notation die Ansitze fiir die Matrix M
nach GI. (4.38) notiert.

Grofle Bedeutung kommt hierbei insbesondere der Konstruktion der Matrix M
zu. Da die EAS-Verzerrungen € und die kompatiblen Verzerrungen €" superponiert
werden, miissen beide in denselben Basissystemen formuliert werden. Die Anzahl
der inneren Parameter o bedingt den Aufwand bzw. die Rechenzeit fiir eine Matri-
zeninversion auf Elementebene, um die Freiheitsgrade ¢ auf die Knotenfreiwerte a
zuriickzufiihren. Bereits Untersuchungen von ANDELFINGER UND RAMM (1993),
BISCHOFF UND RAMM (1997), KLINKEL (2000) sowie Studien des Autors zeigen,
daB man die Anzahl der Parameter «,, durchaus sinnvoll beschriinken kann. Okonomi-
sche Varianten sind - bezogen auf eine schalenbasierte Elementformulierung - der vier-
parametrige und der siebenparametrige Ansatz (Q1E4- und Q1E7-Element). Werden
ausschlieBlich rechtwinklige oder nur gering verzerrte Netze untersucht, erreicht man
durch den hoheren numerischen Aufwand des Q1E7-Elementes keine Verbesserungen
des Konvergenzverhaltens (Vergleiche Abschnitt 5.2.2). Allenfalls bei nichtlinearen
Berechnungen ergeben sich geringfiigige Verbesserungen durch den siebenparametri-
gen Ansatz. Autoren wie KEMP, CHO & LEE (1998) oder HONG, KiM & LEE (2001)
untersuchten ebenfalls Elementvarianten mit bis zu iiber 20 Parametern «,. Die Au-
toren beziehen sich in den genannten Arbeiten ausschlieflich auf die lineare Theorie



52 KAPITEL 4. FINITE ELEMENTE

und untersuchen volumenbasierte Elementformulierungen. Der deutlich hohere nume-
rische Aufwand dieser Versionen ist nach Ansicht des Autors nicht gerechtfertigt.

Q1E4-Element In Ubereinstimmung mit Gl. (4.40) LiBt sich ein sinnreicher Ansatz
fiir EAS-Verzerrungen M - o angeben mit

T 51:31'G5G(1) e n‘?l'G%G(Q) &
M = - ey - GiG) -ey | nes- GEGE - ey
2681 - GUG{ - &y | 2ney - GEG3 -

e, - GLGE- e

ey - GiG3 - e,
£(ey-GiG3 e+ - G)GE- &)

ney - GéG% - ey
ney - GLG3 - e, : (4.54)
n(ey - GiGi-e +e -GG} &)

Die Matrix M ist von der Dimension [3x4]. Jy bzw. J in Gl. (4.54) bedeuten die
Wurzel der Determinante der kovarianten Metrik in der Elementmitte bzw. im Integra-
tionspunkt und der Index G{ die kontravariante Basis in der Elementmitte fiir £ = 0
und 1 = 0. Durch Projektion in die Richtung der lokalen Orthogonalbasis 3 mit Hilfe
von Gl. (4.12) und GI. (4.13) wird gewdhrleistet, dal € und € tatsdchlich bzgl. der-
selben Basis formuliert werden. Dies ist unbedingt erforderlich, ansonsten besteht das
Element den Patchtest nicht. Fiir die inkompatible Verzerrung erhélt man somit:

E=M-a mit a=(a,a,asa)’. (4.55)

a besitzt die Dimension [4x 1]. Prinzipiell ist es auch denkbar, die Ansétze zunichst
in den rein kovarianten Dyaden G,o zu formulieren oder auch in einer gemischten
Darstellung. Letztlich muf} nur gewihrleistet werden, daf} die Ansétze mittels der e,
auf dieselben Basen bezogen werden, in denen die kompatiblen Dehnungen dargestellt
sind. Parameterstudien ergaben, daf} der Einflul der Darstellung auf das Konvergenz-
verhalten gering ist. Exemplarisch kann die rein kontravariante Darstellung als die
vorteilhafteste bezeichnet werden.

Q1E7-Element FEin weiterer Ansatz ist das siebenparametrige Q1E7-Element, das
gegeniiber Gl. (4.54) noch die vollstindig bilinearen Terme fiir alle drei Membran-
verzerrungen miteinbezieht. Dieses Element fiihrt nur bei stark tordierten Netzen zu
signifikanter Verbesserung der Konvergenzeigenschaften. Daher ist der zusitzliche nu-
merische Aufwand nur von Interesse, wenn sehr unregelmifige, stark verzerrte Netze
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berechnet werden sollen. Anstelle von Gl. (4.54) ergibt sich fiir das Q1 E7-Element

A 5(:31 -GGy '(:31 77(:31 - G3GE '(:31
M = N ey GiG) -ey | nes- GEGE - ey
2¢e; - GiG) - ey | 2ney - GIG2 - ¢

e, - GLGE- e

ey - GIGE - e,
(ey-GLGE-e; +e -GIGE-ey)

ne; - G{G3 - e

nes - GLG2 - &,
n(ey - G)G:-e +e -GG?:-ey)
&ner - GYGY ey | &ner - G2GE e
&ney - GEGY ey | &nes - GEGE - ey
26ne; - GG} - & | 26ney - GG - e

Eney - GyGg - e,
&ney - GIG2 - &, . (4.56)
&n(ex- GGy -6 + e - GiGp - &)

Entsprechend ergibt sich analog zu Gl. (4.55) fiir die inkompatiblen Verzerrungen:
e=M-a mit o= (011, g, O3, Oy, (5, (g, 047)T . (457)

a besitzt in diesem Fall die Dimension [7x 1].
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Losungsstrategie Ebene
1. Iterationsschritt k£ + 1 Element
Bekannt: a”
(a) linear elastischer Fall (b) nichtlinearer Fall
C =const. C =C(e)
Berechne
[ [
R,L,D, IN)*l, K1) Ky
Lose G. R =0
= direkte Losung = iterative Losung
o= -D L Oy = 0
K,= /M -C-MdV
Berechne K !
o1 =a, — K 1R,
Berechne €, o Berechne o, 7, €, C
Berechne F.
Fit'=R— [ C-eidA |Fit' =[5 eudV |
Berechne K,
K+ = K KEH = f(eh +2,)7
—a7a-fMT-C-efﬁLdA C - e dV
-a- [MT.C-€%,dA + [0 €, dV
2. Assemblierung System
Ney
F?;;l — ; Flechl
Kk — % Kk+
sys = Za e
3. Losung System
Aa=—-K_| F,,
4. Update System
ak+1 —_ ak + Aa
5. Konvergenzabfrage System
if || Rys|| < TOL goto 6.
if || Rys|| > TOL goto 1.
6. Ende System

Tabelle 4.1: EAS nach Kapitel 4.2.3
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4.2.5 EAS in Anlehnung an die Literatur

Die von SIMO UND RIFAI (1990), WRIGGERS UND REESE (1996), KLINKEL UND
WAGNER (1997) und auch BISCHOFF UND RAMM (1997) umgesetzte Variante des
EAS-Gedankens weicht in wesentlichen Punkten von der hier erarbeiteten Vorgehens-
weise ab. Grundlage des Verfahrens bleibt nach wie vor die Gl. (4.32). Allerdings wird
nun eine Linearisierung im Sinne einer TAYLOR Entwicklung des Funktionals in dis-
kretisierter Form vorgenommen.

0411 (a, &) Aa+t 0611;(a, &)
Oa Ja

Hierbei gilt a = a4+ Aabzw. @ = a+ Aa. Bezeichnet man die partiellen Ableitungen
wieder mit (...) , bzw. (...) , ergeben sich die partiellen Ableitungen als

1L (a, ) = 011;(a, &) + Aa=0  (4.58)

Oa ,aa a NeY

L
QoI _ 5a-/(e“ To+em-6,) dv+5a-/éT-&,adv, (4.59)

I
85012 _ 53./632?&7& dv+5a-/é?;-&,a v . (4.60)

Nun fiihrt man einige Abkiirzungen ein, die es ermoglichen, die Gl. (4.58) in ein linea-
res Gleichungssystem zu iiberfiihren®.

K, = / e’ 6,dV (4.61)
K, = / e, e dV (4.62)
L = / € o,dV (4.63)
D = / € 0,dV (4.64)

Es haben sich in der Literatur folgende Bezeichungen durchgesetzt: elastic/initial dis-
placement stiffness K., geometric stiffness K4, coupling matrix L und strain matrix
D. Mitden in den Gln. (4.61) bis (4.64) definierten Abkiirzungen, den in Gl. (4.34) ver-
einbarten Abkiirzungen R und R und der Abkiirzung P*, welche die Arbeit dulerer
Lasten am Element einbezieht, ergibt sich aus GI. (4.58) das folgende lineare Glei-

chungssystem:
Aa P R
. = - s 4.65

®Wie bereits in Abschnitt 4.2.3 wird die fiir den Direktor der Referenzkonfiguration reservierte Be-
zeichnung D in Abschnitt 4.2.5 fiir die Matrix D verwendet.

(Ke+u + Kg) LT
L D
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Losungsstrategie Ebene

1. Iterationsschritt k£ + 1 Element
k

Bekannt: a*, o
Berechne

R7 R7 L7 D7 D_17 K(e+u)7 Kg

Korrigiere F,

Fi' =R -L'D 'R - P*

Korrigiere K,

KM = K1) + K, — L"D'L

2. Assemblierung System

Nei
k+1 __ k+1
F - Z Fe
e=1

sYs

Ney
Kk — Ze K+
e
e=1

sys

3. Losung System
Aa=-K_ F,,

4. Inkremente Element
Aa =-D! (L Aa, + R)

5. Update der Variablen System

ak—i—l —_ ak + Aa

ol = of + A

6. Konvergenzabfrage System
if || Rsys|| < TOL goto 6.

if || Rsys|| > TOL goto 1.

7. Ende System

Tabelle 4.2: EAS nach BISCHOFF UND RAMM (1997)

Das Gleichungssystem kann nicht auf Elementebene gelost werden, da P* auf Ele-
mentebene nur in Sonderfillen ermittelbar ist. Es dient auch lediglich zur Elimination
bzw. Kondensation der Aax und gerade nicht zur direkten Berechnung der . Da die
duBeren Lasten an den EAS-Freiwerten keine Arbeit leisten, was durch die O in der
zweiten Zeile des Gleichungssystems unter P* zum Ausdruck kommt, kann Gl. (4.65)
nach den Inkrementen A« aufgelost und somit die korrigierte Steifigkeitsmatrix des
Elementes angegeben werden:

Aa = —D'. (R+L . Aa) , (4.66)
K. = Kepy+K,—L"-D'-L. (4.67)
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An Gl. (4.66) erkennt man, daf} bei dieser Vorgehensweise die Freiwerte o global
gespeichert werden miissen. Auf Elementebene werden Inkremente Aa kondensiert
und zur Korrektur der Elementsteifigkeitsmatrix herangezogen. Insbesondere ist an-
zumerken, dafl im Hinblick auf die numerische Umsetzung bei der in der Literatur
vorgeschlagenen EAS-Variante o den Charakter einer unabhéingigen Variablen behilt,
wihrend in der in Abschnitt 4.2.3 vorgeschlagenen Variante o durch die numerische
Ermittlung zur abhiingigen Variablen wird und fiir die konsistente Linearisierung dem-
zufolge auch Einfliisse der Direktoren auf die EAS-Freiwerte moglich werden. Dies ist
bei der Literaturvariante nur dann gegeben, wenn man diese in der Matrix L beriick-
sichtigt.

4.2.6 Vergleich der Varianten

Der wesentliche Unterschied der beiden Vorgehensweisen besteht in der Art und Wei-
se, in der die konsistente Linearisierung vollzogen wird. Wihrend bei der hier vorge-
schlagenen Vorgehensweise in der Diskretisierung die Freiwerte o wieder zu abhéngi-
gen Freiwerten werden, behalten sie in der Literatur ihren Status unabhingiger Va-
riabler. Dies hat zur Folge, daB sich bei der Variante nach Abschnitt 4.2.3 im Falle
nichtlinearen Materialverhaltens bei der Bildung der Ableitung ac , auch ein Einflul3
der Direktoren auf die EAS-Terme ergibt. Ob in der Literatur die Direktoren und die
EAS-Freiwerte gekoppelt sind, hingt davon ab, ob deren EinfluB} auf die Matrix L
bei der Programmierung beriicksichtigt wurde oder nicht. Wesentliche Unterschiede
der Varianten sind in Tabelle 4.3 zusammengefal3t. In punkto Effizienz ist die Metho-
de nach Kapitel 4.2.3 fiir den Fall linear elastischen Materialverhaltens der Methode
nach BISCHOFF UND RAMM (1997) iiberlegen, da die o, sofort auf Elementebene
ermittelt werden konnen durch die Losung eines linearen Gleichungssystems. Hier-
zu ist lediglich die Inversion einer 4x4-Matrix (Q1E4) oder einer 7x7-Matrix (Q1E7)
vonnoten. Im Fall nichtlinearer Stoffgesetze gilt es abzuwigen, ob die Entkoppelung
der o, von der Ebene des globalen Gleichungssystems um den Preis der zusétzlichen
Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems auf Elementebene erstrebenswert ist.

EAS nach Kapitel 4.2.3 EAS nach BISCHOFF UND RAMM (1997)
a=aa,) a unabhingige Variable
R=0 R # 0 als Korrektor

ggf. Iteration auf Elementebene keine Iteration im Element

a wird explizit ermittelt Aa wird ermittelt
Systemebene entkoppelt von a  Systemebene gekoppelt mit A
totales Differential do notig nur o , benotigt

Tabelle 4.3: EAS im Vergleich
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4.2.7 Stabilititsprobleme bei EAS

Auch wenn die EAS-Methode ein sehr leistungsfahiges Werkzeug zur Verbesserung
der Effizienz Finiter Elemente darstellt, gibt es Bereiche, in denen ihr Einsatz be-
sonders vorsichtig erfolgen sollte. Bereits REESE (1994), WRIGGERS UND REESE
(1996) und auch CRISFIELD ET AL. (1995) weisen darauf hin, da3 im nichtlinearen
Bereich bei groBen Kompressionen unphysikalische Instabilititen auftreten kdnnen.
Diese Effekte wurden u.a. von ARMERO (2000), KORELC UND WRIGGERS (1996),
BRAESS (1998), WALL, BISCHOFF & RAMM (2000), HARNAU UND SCHWEIZER-
HOF (2002) diskutiert. Allerdings wurden in den bis zum Jahre 2000 vorliegenden
Arbeiten diese unphysikalischen Instabilititen nur fir EAS-Elemente nachgewiesen,
die auf einem erweiterten Verschiebungs- oder Deformationsgradienten H oder F ba-
sieren. In einer systematischen Untersuchung soll zunichst geklért werden, ob die be-
obachteten Phinomene auch auf die EAS-Variante E zutreffen.

4.2.8 Stabilitiatsanalyse

Im Sinne der Statik 146t sich der Zustand eines mechanischen Systems als stabil be-
zeichnen, wenn folgendes gilt: Befindet sich das System in einer Gleichgewichtslage
und erfihrt eine Storung, so kehrt es nach dem Entfernen dieser Storung in seine alte
Gleichgewichtslage zuriick. Ist hingegen der neue Zustand, in den das System durch
die Storung versetzt wurde, ebenfalls eine Gleichgewichtslage, so nennt man diesen
Zustand des Systems indifferent. Identifiziert man das System mit der Steifigkeitsma-
trix K. eines Finiten Elementes, so 148t sich dessen Stabilitéit z.B. anhand einer CHO-
LESKY Zerlegung von K, priifen. Interessiert man sich jedoch fiir Moden, so liegt es
nahe, die Stabilitdt in Verbindung mit einer Analyse des Eigenverhaltens von K. zu
iberpriifen. Hierzu wird das sog. Eigenwertproblem in der Form

K. -e=re (4.68)
oder in der Form
(Ke—71)-e=0 (4.69)

gelost. Fiir negative Eigenwerte 7 ist das durch die Steifigkeitsmatrix K. beschrie-
bene System instabil, d.h. es erreicht seine Stabilitdtsgrenze fiir den Wert 7 = 0.
Aus mechanischer Sicht 146t sich dies wie folgt deuten: Es existiert ein Verschie-
bungszustand e, der keine Forménderungsenergie im Element speichert und gleich-
zeitig keinen Starrkorperverschiebungszustand darstellt, vorausgesetzt, das Element
ist statisch bestimmt gelagert. Im Sinne einer Finite-Elemente-Formulierung sind phy-
sikalisch bedingte Stabilitétsfille (instabiles Materialverhalten, strukturelle Instabilitét
infolge Knicken, Beulen, Kippen 0.4.) oder aber auch unphysikalische Stabilititsfille
denkbar. Von M. MULLER (2002) wurde systematisch das Stabilititsverhalten des
QI1E4-Elementes untersucht. Zunéchst ist dabei ein geeignetes Modell zu wihlen. Am
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effizientesten wire es, das Stabilitdtsverhalten anhand eines nicht gelagerten Elemen-
tes zu untersuchen. Dies fiihrt jedoch zu Widerspriichen: Physikalisch plausibel ist
es, die Eigenvektoren aufzuspalten in die Anteile Translation, Rotation und in einen
Rest. Findet man fiir einen Eigenwert 7 = 0 einen solchen Rest des zugehdrigen
Eigenvektors e, hat man eine Instabilititsmode gefunden. Fiir nichtlineare Betrach-
tungen, d.h. verformte Konfigurationen, ist diese Zerlegung in Translation, Rotation
und Rest im Falle des Eigenwertes null nicht mehr eindeutig moglich. Das ehemals

P

)
o

AP

Abbildung 4.2: Verzerrtes Element unter infinitesimaler Starrkorperrotation

rechteckige Scheibenelement in Abb. (4.2) wird durch zwei Knotenkrifte zum Qua-
drat gestaucht. Der deformierte Zustand wird eingefroren und es wird eine infinitesi-
male Starrkorperrotation Ae tiberlagert. P bezeichnet die eingefrorene Last P nach
der Starrkorperdrehung. Wire nun der zugehorige Eigenwert gleich null, gélte infol-
ge Gl. (4.68) K. - Ae = 7Ae = 0. Andererseits ist aus physikalischen Griinden
K. - Ae = AP. Gemil Abb. (4.2) muf3 aber AP # 0 sein, da die Belastung des Ele-
mentes ansonsten keine Starrkorperbewegung vollfiihrte. D.h. der Belastungszustand
dnderte sich, womit die Annahme des eingefrorenen Zustandes verletzt wire. Demzu-
folge gehort der Eigenwert 7 = 0 nur im Fall der Theorie I. Ordnung, d.h fiir P = 0,
zur Starrkorperrotation Ae. Um diesen Schwierigkeiten der eindeutigen Identifikati-
on von Instabilititsmoden im nichtlinearen Bereich aus dem Wege zu gehen, wurde
fiir die von M. MULLER (2002) durchgefiihrten Analysen ein einzelnes, statisch und
kinematisch bestimmt gelagertes Element gewihlt.

Einachsige Kompression mit ST. VENANT-KIRCHHOFF Material In Abb. (4.3)
ist das gelagerte Element skizziert. Das Element wurde als Scheibe in Kombination mit
dem ST. VENANT-KIRCHHOFF Materialgesetz untersucht, da nur die Verschiebungen
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Sl

E = 1000 [N/mm?]
v=20.0
Dicke = 1 [mm]

a2

Sl

a1

Abbildung 4.3: Q1E4-Element als Scheibe

in der Ebene beriicksichtigt wurden. Dabei wurde das Langenverhiltnis variiert zwi-
schen 0,1...10 gemil3 Abb. (4.4).

P P
2 2

P

2

&,

2
P P
2 2

a — 1 u 1 u — 10

Q

2 az

Abbildung 4.4: Liangenverhiltnisse

In Abb. (4.5) sind die Ergebnisse der ”Versuche” fiir einachsige Kompression bei Last-
steigerungen dargestellt. Man liest Abb. (4.5) von rechts nach links: Bei P = P,
knickt die balkenartige Scheibe mit 2+ = 10 aus bei e = % = 0.9979. Nun vermindert
man das Verhiltnis 2% (d.h. der balkenartige Charakter geht mehr und mehr verloren),
1aBt die duBere Last aber bei P = Pj,.. Demgemal knickt die Scheibe noch nicht, son-
dern verkiirzt sich zunichst elastisch ohne instabil zu werden. Fiir die Lagerung der
Scheibe gemil} Abb. (4.3) ergibt sich die kritische Knicklast gemél3 der Balkentheorie

2
m
P, =—-—FI. 4.70

Damit erhélt man den Verlauf

2
Lo, (@) —1-0.2056 (@) 4.71)
L a9 ay

als ,,EULER” Kurve fiir Abb. (4.5). Entsprechend fillt die durchgezogene Linie des
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Abbildung 4.5: Liangenverhiltnisse (ST. VENANT-KIRCHHOFF)

EULER-Knickens zundchst mit abnehmendem 2% und wird dann asymptotisch’. Die
gestrichelte und die gepunktete Kurve beschreiben das Verhalten der Finiten Elemente.
Verfolgt wird jeweils der kleinste Eigenwert. Das Q1-Element beginnt infolge des star-
ken ebenen Schublockings nicht bei % = 1, sondern bei starker Stauchung (% = 0.88).
Mit geringer werdendem Verhiltnis ¢~ wechselt dann der zugehorige Eigenvektor von
Mode 1 auf Mode 2. Die Moden sind in Abb. (4.6) dargestellt.

77777777 "= — -
| | |
) !

Mode 1 Mode 2 Mode 3

Abbildung 4.6: Moden des Q1E4-Elementes

Das Q1E4-Element hingegen gibt das Knicken der balkenartigen Scheibe wieder. Bis
zu einer Stauchung e = (.68 bei zugehdrigem Liangenverhiltnis ¢+ = 0.5 ist das Stabi-
litdtsversagen physikalisch bedingt. Verkiirzt man die Scheibe hingegen noch stérker,
so beobachtet man, daf} fiir Z—; — 0 das Element mit Mode 3 praktisch schon unter

"Bei nicht mehr balkenartigen Abmessungen ist der quantitative Wert der EULER-Kurve natiirlich
nicht aussagefihig. Die Kurve dient nur qualitativ zum Vergleich fiir geringere Schlankheitsgrade.
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Abbildung 4.7: Liangenverhiltnisse (NEO-HOOKE)

der Last P = 0 instabil wird. Diese Instabilitét ist unphysikalisch und stellt die zitierte
Schwiche des EAS-Konzeptes dar, c}ie damit auch fiir das EAS-Konzept auf Basis der
GREEN-LAGRANGE Verzerrungen E nachgewiesen ist.

Einachsige Kompression mit NEO-HOOKE Material Fiir die Untersuchungen des
Lastfalls nach Abb. (4.3) wurde die Berechnung nicht mehr als die einer Scheibe, son-
dern als die einer Platte durchgefiihrt. Das bedeutet, die Drehfreiwerte und die trans-
versale Verschiebung wurden nicht behindert. Natiirlich wire auch die Rechnung fiir
eine Scheibe moglich, aber die Nichtlinearitit des Stoffgesetzen bedingt, dafl die Ab-
leitung der Verzerrungen nach den Drehfreiwerten fiir die Elementsteifigkeitsmatrix
gemdl Gl. (4.53) auch durch die EAS-Freiwerte beeinfluBt wird. Hierfiir ist der Term
€ ., verantwortlich, der die Ableitung g;{j]; beinhaltet. Somit wird die Biegesteifigkeit
des Elements beeinfluBlt, und es wire prinzipiell auch denkbar, da3 zusitzliche un-
physikalische Instabilitdten in Erscheinung triten. Das Verhalten des Elementes bei
NEO-HOOKE-Formulierung ist vergleichbar bzw. qualitativ gleichwertig dem des ST.
VENANT-KIRCHHOFF Stoffes. Das NEO-HOOKE Element ertrigt gegeniiber der ST.
VENANT KIRCHHOFF-Variante geringfiigig groflere Stauchungen e = 0.635, die al-
lerdings bereits bei einem hoheren Schlankheitsgrad auftreten (Z—; = 0.95).

Vergleich mit der Literatur Bei WRIGGERS UND REESE (1996) wird ein Kom-
pressionsversuch geméll Abb. (4.3) durchgefiihrt. Dabei ist eine quadratische Schei-
be der Abmessung a; = a, = 2 [mm] gewihlt, die Materialparameter ergeben sich
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Abbildung 4.8: Eigenwerte im Vergleich

zu E = 59.996 [N/'mm?] und v = 0.499. Die Vergleichbarkeit ist insofern einge-
schrinkt, als WRIGGERS UND REESE (1996) den ebenen Verzerrungszustand unter-
suchen und nicht den ebenen Spannungszustand. Die Kurven bei WRIGGERS UND
REESE (1996) sind leider nicht hinreichend parametrisiert. Daher wird nur der Wert
des erstmaligen Auftretens der unphysikalischen Instabilitiit verglichen. Fiir die ge-
gebenen Daten ermittelt das prisentierte Q1E4-Element eine kritische Stauchung von
e = 0.63 (NEO-HOOKE Material), wohingegen von WRIGGERS UND REESE (1996)
der Wert e = 0.61 angegeben wird. Diese geringe Abweichung von etwa 3% bestitigt
die vorliegenden Ergebnisse. Auch im direkten Vergleich zu KORELC UND WRIG-
GERS (1996) ergeben sich nur geringfiigige Abweichungen. Der in Abb. (4.3) skiz-
zierte Versuch wird wiederholt mit dem NEO-HOOKE Stoff. Als Materialparameter
sind £ = 2.5 [N/mm?] und v = 0.25 gewihlt. Der Unterschied zwischen der Vari-
ante nach KORELC UND WRIGGERS (1996) besteht wiederum darin, dal} anstatt des
dort benutzten ebenen Verzerrungszustandes der ebene Spannungszustand angenom-
men wird. Weiterhin wenden KORELC UND WRIGGERS (1996) das EAS-Konzept auf
den Verschiebungsgradienten an, arbeiten also mit H bzw. F statt mit E.

4.2.9 Biegeverzerrung

Aus der Zerlegung der GREENschen Verzerrungen nach Gl. (2.8) in

E, = E,’ + (E,! 4.72)
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folgte nach GI. (2.11) die Ermittlung der Biegeverzerrungen im Schalenkontinuum zu
1
E,! = §(v2or- (doVas+roVy -B)+ (B-Vsor+Vyod) -roVsy).

Da fiir die Mittelflache bereits eine Diskretisierung eingefiihrt ist, miiite lediglich fiir d
noch eine Diskretisierung vorgenommen werden. Eine direkte Interpolation des Direk-
torfeldes wurde z.B. von BETSCH (1996) oder DOLL (1998) ausfiihrlich diskutiert.
Im Rahmen dieser Arbeit wird ein anderer Weg beschritten. Anstatt iiber die Interpola-
tion der Direktoren bzw. Drehfreiheitsgrade durch Differentiation zu Verzerrungen zu
gelangen, werden vielmehr die Verzerrungen selbst interpoliert. Die Vorgehensweise
dhnelt somit in der Idee der von HUGHES UND TEZDUYAR (1981) und DVORKIN
UND BATHE (1984) erstmals vorgeschlagenen ANS-Methode, auch wenn diese die
Behandlung des Querschubes zum Gegenstand hat. An sampling points werden Ver-
zerrungen ermittelt, die dann als Stiitzwerte fiir die Interpolation im Feld dienen. Dies
geschieht mit Hilfe der in den Knoten ermittelbaren Neigungen ~,,, die dann unter
Einbeziehung des DKT-Konzeptes [siche BATOZ, BATHE & HO (1980) oder BATHE,
DVORKIN & HO (1983)] unmittelbar zur Interpolation der Biegeverzerrungen im Ele-
ment fiihren. Bevor dieses Konzept detailliert beschrieben wird, wird allerdings zuerst
die Kinematik der Drehfreiheitsgrade beschrieben.

4.2.10 Beschreibung endlicher Drehungen

Die Beschreibung riumlicher Drehungen kann auf verschiedene Arten erfolgen. Ubli-
cherweise werden hierfiir algebraische Modelle gebraucht (PAULI Matrizen) oder es
werden Beschreibungen verwendet, die Elementardrehungen bzw. quasi-ebene Dre-
hungen um eine variable Achse benutzen. Allgemeine Uberlegungen zu diesen The-
men finden sich beispielsweise bei SYNGE (1960) oder ARGYRIS (1982). BRANK
UND IBRAHIMBEGOVIC (2001) oder BUCHTER (1992) hingegen nehmen in ihren
Arbeiten unmittelbar Bezug auf die Drehkinematik von Schalen bzw. deren numeri-
sche Umsetzung. Im folgenden soll kurz angedeutet werden, auf welchem Weg man
zur Formulierung des Drehtensors nach RODRIGUES gelangt, da diese Darstellung
vielfach verwendet wird (DVORKIN UND BATHE (1984), EBERLEIN UND WRIG-
GERS (1999), BETSCH, MENZEL & STEIN (1998) et al.). Der Satz von RODRIGUES
besagt, dal} sich jede rdumliche Drehung auf eine ebene (Eigen-)Drehung um eine va-
riable (Eigen-)Achse reduzieren 14t. Zunichst betrachtet man eine ebene Drehung um
eine raumfeste Achse nach Abb. (4.9).
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Abbildung 4.9: Ebene Drehung

Hierbei wird mit
Q:ekoék(:)ék:ek-Q (473)

die Abbildung der raumfesten Basis e; auf die um den Winkel ¢ gedrehte Basis €y
vermittelt. Es ergibt sich fiir die Koordinatenmatrix von Q die Darstellung

cosp singp 0
Qij=e€-Q-e = —singp cosp 0 |. 4.74)
0 0 1

Fiihrt man GI. (4.73) auf die raumfeste Basis e zuriick, erhélt man die Darstellung

Q = eocecospte oeysing —eyoe;sing+e;0e,c08p+e30e;
= cosp(ejoe; +esoes+egoe;—egoez) +egoe;
— sinp(ejoe; Xe3+eyo0ey Xe3+ezoez X e;)

= cosp(l—ezoe;)+ezoes—sinp(eg x1). 4.75)

Von der Eigenschaft, da} es die Achse einer raumfesten Orthonormalbasis ist, wurde
nur insofern Gebrauch gemacht, als sie durch e; und e, zu dieser Orthonormalbasis
erginzt wird und demzufolge die Orthogonalitidtsbeziehungen e; - €, = J;; gelten.
Durch Betrachtung des Eigenwertproblems von Q 1t sich zeigen, daB3 Gl. (4.75)
auch fiir beliebige rdumliche Drehungen gilt, wenn e := e3 eine variable Achse ist.
Man fiihrt den sog. RODRIGUES Vektor ¢ := e ein und erhilt somit fiir Gl. (4.75)
die Darstellung
(1 —cosyp) sing
Q = cospl+pop 5 — (px1). (4.76)
¥ 4

Fiihrte man den Versor anstelle von Gl. (4.73) durch skalare Multiplikation von links
ein, erhielte man anstelle von Gl. (4.76) die auch von WRIGGERS (2001) und BE-
LYTSCHKO, L1U & MORAN (2000) angegebene Form

1 — cos siny |
( 90)+ ?%

©? o

4.77)

Q = cospltpoep
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wobei mit ¢ = ¢ x 1 eine gebriduchliche Abkiirzung fiir schiefsymmetrische Tensoren
eingefiihrt worden ist. Aquivalente Darstellungen sind

Q = cosplteoe(l—cosp)+singe (4.78)
oder auch
sing . 1 [/sin? 2 )
Q = 1+ SOsc>+—(12) @, (4.79)
@ 2\ 3¢
was sich unter Ausnutzung der Identititen 2sin? (%) = 1 — cosp bzw. $° =

@ o ¢ — ©*1 ergibt. LiBt man die bei materiebehafteten Korpern nicht auftreten-
den Drehspiegelungen auBer acht, d.h. beschrinkt man sich auf eigentlich orthogonale
Transformationen, so hat der Drehtensor QQ folgende Eigenschaften:

det(Q) = 1
Q-Q" = Q-Q=1Q'=qQ". (4.80)
Die Eigenwerte von QQ ergeben sich zu
pr = 1
23 = e, (4.81)

d.h sie liegen alle drei auf dem Einheitskreis der komplexen Zahlenebene. Der Winkel
 bedeutet den Eigendrehwinkel der vermittelten Rotation im Falle der Drehung um
eine raumfeste Achse. Wenn die Achse variabel ist, versagt diese geometrische Inter-
pretation. Offensichtlich sind die Dreheigenschaften des orthogonalen Tensors Q nicht
notwendigerweise auf die Transformationen von Basisvektoren beschrinkt. Vielmehr
steht mit Q ein Werkzeug zur Verfiigung, vermoge dessen Orthogonaltransformatio-
nen beliebiger tensor- oder vektorwertiger Groflen beschrieben werden kdnnen.

Eine weitere Darstellung des Versors Q kann mittels des sog. EULER Vektors p
angegeben werden - siche SYNGE (1960). Dafiir gilt:

P = Pt i€y, (4.82)
p, = singe, (4.83)
py = cosg, (4.84)
1 = p.-p,+pi. (4.85)

Hierbei ist p ein vierdimensionaler Vektor, der infolge der Normierungsnebenbedin-
gung Gl. (4.85) nur drei Freiwerte besitzt und somit weiterhin eine dreidimensionale
Rotation beschreibt. Diese Einfiihrung ist zweckméBig, um die starke Nichtlinearitit
der Gl. (4.75) infolge der trigonometrischen Funktionen auf eine polynomiale Nichtli-
nearitit zu reduzieren. Zusitzlich kann die Nebenbedingung als Korrekturmoglichkeit
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gebraucht werden kann, falls p iterativ ermittelt wird. Wird im k-ten Rechenschritt

ermittelt p* - p(*) = (N*)2 #£ 1, korrigiert man entsprechend p**! = Fj’v(z) fiir den
nédchsten Schritt. Anstelle von Gl. (4.76) erhélt man die Darstellung

Q = 2p,p+1(1=2p,-p,) —2ps(p, x 1). (4.86)

Gegeniiber Gl. (4.76) enthilt die Darstellung des Drehtensors gemif3 Gl. (4.86) die
Winkelfunktionen nicht mehr explizit. In der Literatur wird fiir die Parameter p;(i =
1,2, 3,4) auch der Begriff Quaternionenkomponenten oder EULER Parameter verwen-
det.

Die durch den Drehtensor QQ vermittelte rdumliche Drehung erfolgt gemif3
Gl. (4.76) um die Achse e mit dem Betrag (. Diese Darstellung wird von vielen
Autoren verwendet, z.B. von SIMO UND FOX (1989), BETSCH, MENZEL & STEIN
(1998) und EBERLEIN UND WRIGGERS (1999). Im Anhang G wird die numerische
Umsetzung kurz erldutert. In der hier vorgestellten Formulierung wird die RODRI-
GUES-Darstellung der Direktoren jedoch nicht verwendet, da auf die Interpolation des
Direktorfeldes zugunsten der direkten Interpolation von Verzerrungen verzichtet wird.

4.2.11 Einsdirektorkinematik

Abbildung 4.10: Direktorparametrisierung

Wie in Abb. (4.10) skizziert, werden zwei Winkel benutzt, um die Einheitsdirektoren
d,, in den Knoten n zu beschreiben (im folgenden wird der Index n der Ubersichtlich-
keit halber fortgelassen). Den Kugelkoordinaten auf der Erdoberflache entsprechend
bedeutet ¢ den Breitengrad und i) den Langengrad. Im globalkartesischen Koordina-
tensystem lauten die Direktoren in der Referenzkonfiguration (Index 0)

COS Yy €OS Yy
D= COS g Sin Yy und /D;D; =1 (4.87)

sin @q
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und in der aktuellen Lage

COS Y COS 1
d=| cosy siny und \/d;d; = 1. (4.88)
sin ¢

Diese Darstellung ist eindeutig [d(¢ = 0,1 = 0) = e]. Fiir die Anwendung des Prin-
zips der virtuellen Arbeiten sind die Ableitungen der Verzerrungen nach den Knoten-
freiwerten zu berechnen. Ungliicklicherweise ist die Ableitung d,, singulér in den Po-
len ¢ = £7/2. Um eine rechnerisch praktikable Losung zu ermdglichen, wird héiufig
die RODRIGUES Darstellung benutzt - sieche Abschnitt 4.2.10. An dieser Stelle wird
eine andere Technik benutzt: Jeder Knotendirektor d wird durch zwei Winkel ¢ und
7 in einer gedrehten Orthonormalbasis (€1, €, €3) parametrisiert. Diese Basis wird
nach jedem Lastschritt k£ in der Berechnung derart transformiert, daf der Winkel & am
Beginn jedes Lastschrittes gleich null ist. Anschaulich heiBt dies: Die Aquatorebene
der Kugelkoordinaten wird in jedem Lastschritt zu Beginn auf den jeweiligen Direktor
gedreht - sieche ROTT (2003). Damit werden Singularititen vermieden, solange der
Winkel ¢ wihrend eines Lastschritts kleiner als 7/2 bleibt. Die zugehtrigen Formeln
zur Ermittlung der gedrehten Basis (&;, &, €3) mit den Winkeln des Lastschritts ¢*
und 9" lauten

sin? ¥ + cos * cos? YF
é = | sinyFcosypF(cospt —1) |, (4.89)
sin ©* cos ¥

sin 1* cos ¥ (cos p* — 1)
€&y = cos? Y + cos cpk sin? gpk , (4.90)
sin ¥ cos ¢*

— sin ¢* cos ¥

é3= | —siny’sinyk ) (4.91)
cos ¢F
d = cos&(cosne; + sinnesy) + sinée; . (4.92)

Zu Beginn des Lastschritts ist der Breitengrad im transformierten System &; der Aqua-
tor (¢ = 0), und die transformierte Linge 1 nimmt den Wert 1)* an. Am Ende eines
Lastschrittes erfolgt die Riicktransformation auf die GroBen (¢, 1)) des globalkartesi-
schen Koordinatensystems gemaf Gl. (4.88):

sin gpkﬂ =d; und tan wkﬂ = % (4.93)
1

Eine ausfiihrliche Darstellung der Transformation zwischen den Basissystemen ist im
Anhang F gegeben.
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4.2.12 Discrete KIRCHHOFF Theory (DKT)

Infolge der unterschiedlichen geometrischen Beschreibungen von Mittelfliche und
Schalenraum ist es bislang unmoglich, eine Aussage iiber die Biegefliche des Elements
zu machen. Insbesondere die Rénder sind infolge der bilinearen Mittelflacheninterpo-
lation nicht gekriimmt, sondern geradlinig. Wire die Biegefliche w(&, n) des Elemen-
tes bekannt, ermittelte man die Biegeverzerrungen im Sinne der linearen KIRCHHOFF
Theorie als E,! = —V, o V,w. In der Diskretisierung wird die Biegefliche gar nicht
exakt ermittelt, so daB die Biegeverzerrungen E,' auf eine andere Art bestimmt wer-
den miissen. Der Grundgedanke ist, diese durch Gradientenbildung

einer direkten Verzerrungsinterpolation zu ermitteln®. I" bzw. ~ bezeichnen hierbei
Verzerrungen, die sich - wie spiter gezeigt wird - als relative Neigungen interpretie-
ren lassen. Die Vorgehensweise dhnelt derjenigen von DVORKIN UND BATHE (1984)
oder HUGHES UND TEZDUYAR (1981) bei der Ermittlung der Querschubverzerrun-
gen, die mittlerweile als ANS-Technik bekannt geworden ist. Vergleicht man Gl. (4.94)
mit Gl. (2.11) bzw. Gl. (2.16) und betrachtet E,' in Analogie zum Dreieckselement in
Abschnitt 4.3, so stellt dieser Ansatz im Gegensatz zu den exakten Formeln der Her-
leitung der Dreiecksbiegeverzerrungen gemif Gl. (4.127) bzw. Gl. (4.129) eine Néihe-
rung dar. Unter Bezug auf Gl. (2.16) wire Gl. (4.94) demnach exakt, sihe man fiir E,!
die Ortsableitung im Element als konstant an und nur die Ableitungen des Direktors
als veridnderlich. Man kann nun GI. (4.94) derart interpretieren, dafl die Anteile der
mittleren Elementkrimmung im Viereck durch die Anteile I';, bzw. ;, in den Gln.
(4.95) und (4.96) wiedergegeben werden. Die Kriimmungsgradienten des Viereckele-
mentes hingegen werden erfalit durch die Terme C;,, bzw. ¢;,. Die Interpolation der
Verzerrungen in Gl. (4.94) erfolgt iiber Stiitzwerte in Kollokationspunkten, die aus
den Knotenfreiwerten R,,, D,, bzw. r,,, d,, gewonnen werden. Es werden keine zusétz-
lichen Freiwerte eingefiihrt. GroBbuchstaben bezeichnen Groflen der Referenz, Klein-
buchstaben entsprechend solche der aktuellen Lage. Beim Vergleich von Gl. (4.94) und
Gl. (2.11) fallt auf, daB in der diskretisierten Form die Terme mit dem Kriimmungsten-
sor B formal nicht wiederzufinden sind; auch im folgenden treten diese nicht auf. Da in
der Kontinuumsformulierung B = —V 5 o n ein Differentialquotient ist, wird dieser in
der diskretisierten Form durch Differenzen approximiert. Fiir die Anwendung bedeutet
dies, dal} die elementinternen Kriimmungen klein sein miissen, d.h. die Léngen der ge-
kriimmten Seitenkanten diirfen nur geringfiigig abweichen von den Sehnenlidngen. Fiir
die Interpolation der Neigungen I' bzw. v wihlt man im Viereck folgende Ansitze:

8Ggf. inklusive Symmetrisierung.
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Der erste Summand in Gl. (4.95) und GI. (4.96) bezeichnet den Anteil der bilinearen
Interpolation und der zweite Term représentiert die DKT-Philosophie nach BATOZ,
BATHE & HoO (1980) und BATHE, DVORKIN & HO (1983). Die einzelnen Groflen
in den Gln. (4.95) und (4.96) sind dabei wie folgt definiert:

e N, (&,n) sind die bilinearen Ansatzfunktionen im Einheitsviereck nach Gl. (4.3)
bis Gl. (4.6). Diese wurden bereits bei der Beschreibung der Membranverzer-
rungen verwendet.

e [';,,vin bezeichnen die Stiitzwerte der bilinearen Interpolation. Diese werden
aus dem Deformationsgradienten F° der Elementmitte (£ = 0,7 = 0) berechnet
- siche Abb. (4.12). Sie lassen sich deuten als Neigungen an den Knoten relativ
zur mittleren Elementebene.

e N’(&,n) sind die Seitenmittenansatzfunktionen, die zur quadratischen Interpo-
lation der Neigungen im Einheitsviereck gemadfl DKT beitragen.

e Mit C,, c;, werden die zugehorigen Stiitzwerte der Interpolationsfunktionen
N (&, n) bezeichnet, die den Anteil des DKT-Gedankens reprisentieren. Sie las-
sen sich geometrisch interpretieren als Knotenneigungen relativ zur Element-
kante bzw. -sehne.

Referenzgeometrie

mittlere Elementebene

Abbildung 4.11: Relative Knotenneigungen I',,
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aktuelle Lage
2

Y13
mittlere Elementebene

Y14

Abbildung 4.12: Relative Knotenneigungen ~,,

Die Knotenneigungen lauten:
Lin = Fj) Djy = GI° N, RjmDijan (4.97)

i = i dj ED GEONO L rid (4.98)
Die GroBie Fg in Gl. (4.97) bezeichnet dabei den mit der Referenzlage zu bildenden
Deformationsgradienten in der Elementmitte. Die nachstehenden geometrischen Uber-
legungen bzw. Interpretationen werden anhand der aktuellen Neigungen ;,, angestellt
bzw. vorgenommen. Fiir die referenzbezogenen Neigungen [';,, gelten sie in Analogie.
Die mit Hilfe von F° := F(¢ = n = 0) gemiB Gl. (4.98) berechneten ;,, lassen sich
als Projektionen der Knotendirektoren d,, in Richtung der kovarianten Basisvektoren
GY = G,(¢ = n = 0) auffassen. Die Gl. (4.98) verdeutlicht allerdings, daB der Be-
griff Projektion nicht ganz exakt ist: Im allgemeinen sind die den Deformationsgradi-
enten der Elementmitte F° bildenden kovarianten Basisvektoren G,° keine Einheits-
vektoren. Daher enthilt das Skalarprodukt zwischen F° und d,, noch einen Einfluf
aus dem Betrag, der eine Mittelflichendehnung reprisentiert. Exakt wire der Begriff
Projektion demnach nur, wenn die Referenzgeometrie des Elementes eben und recht-
winklig wire, so daf} sich die G0 als Einheitsvektoren ergdben. Wire die tatsidchli-
che Biegefliche bekannt, ergibe das Skalarprodukt zwischen den Tangentenvektoren
am Knoten und den Direktoren tatsdchlich eine transversale Schubverzerrung, die bei
Giiltigkeit der KIRCHHOFF Hypothese verschwiinde. Da aber F die Bezugsebene zur
Ermittlung der Neigungen definiert, sind die Neigungen «,, am Knoten n ungleich null.
Somit werden relative Neigungen ermittelt. Eine bilineare Interpolation der +;, allein
wire unzureichend, denn damit lieBen sich langs der Elementrinder allenfalls konstan-
te Biegemomentenverliufe darstellen. In Ubereinstimmung mit BATHE ET AL. wer-
den entlang der Ridnder kubische Verldaufe der Biegelinien angenommen, weshalb die
Neigungen ~ entsprechend parabolisch zu interpolieren sind. Hierzu werden zunichst
quadratische Interpolationsfunktionen N’ im Viereck eingefiihrt.
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Abbildung 4.13: Seitenmittenansatzfunktion Ny

Die Seitenmittenansatzfunktionen lauten:

Nt = é(1—£2>(1+n), (4.99)
Np = (-0, (4.100)
Ny = %(1—52)(1—77), (4.101)
N = é(1+€)(1_”2)' (4.102)

In Abb. (4.13) ist exemplarisch die Funktion N dargestellt; die anderen Funktionen
im Einheitsquadrat ergeben sich wieder durch Drehungen um 7/2, 7 und 37 /2. Ent-
sprechend ergeben sich die Ableitungen bzgl. der Flichenparameter zu

Nie = —€0+n), N,=c(1-€), (.103)
Nie = —5(1=), Ni,=-70(1-8), (4.104)
Nje = —3€60-m), Nj=-30-¢), (4.105)
Ni, = %(1—772), Nin:—i n(1+¢). (4.106)

Die Interpolation der Neigungen im Element erfolgt nun in Anlehnung an VERHOE-
VEN (1992) unter Beriicksichtigung der von BATOZ, BATHE & HO (1980) und BA-
THE UND HO (1981) vorgeschlagenen DKT-Philosophie: Entlang der Réinder wird
quadratisch interpoliert, ins Innere des Elementes hinein linear. Dies erklirt, weshalb
DKT-Elemente als inkompatibel im Innern des Elementes, aber als kompatibel am
Rand bezeichnet werden.’ Die C'-Stetigkeit normal zum Rand ist nicht gewihrleistet.

Fiir die lineare Theorie 14Bt sich die Kompatibilititsbedingung notieren als (e3 x Va) - (V3 o
Vow) = 0. DaB in diesem Fall (e3 x Vs) - Ex' = 0 im Elementinnern nicht erfiillt ist, kommt auch
in der Unsymmetrie der spiteren Gln. (4.111) und (4.112) zum Ausdruck. Allerdings gewihrleistet die
Kompatibilitit am Rand immerhin die C°-Stetigkeit, so daf liings der Seiten keine Klaffungen zwischen
den Elementen auftreten.



4.2. VIERECKSELEMENT 73

In beiden Abbildungen geht der Blick auf die Seite 3 eines Elementes in Richtung der
Achse G,°.

mattlere Elementebene

Elementsehne

Abbildung 4.14: Seitenbiegewinkel der RKF

mittlere Elementebene

Elementsehne in der Referenz

Abbildung 4.15: Seitenbiegewinkel der AKF

Die Prokjektion in Richtung der Elementkante wird durch den Vektor s}, gewihrlei-
stet. Die Bezeichnung » wurde gewéhlt, um zu verdeutlichen, da8 s’ kein Einheits-
vektor ist, sondern die Dimension %ﬂge besitzt. Der entsprechende Ansatz fiir die Kno-
tenstiitzwerte (';,, bzw. ¢;,, lautet
Riny1 — Rin
Bt — Rl
Riny1 — Rin
J|Rkn+1 - le”{

-~

(Rjn+1 — Rjn) (Djny1 + Djn) (4.107)

Cn = —3 (Tint1 — Tjn) (djns1 + djn) - (4.108)

— e o*
=Sin



74 KAPITEL 4. FINITE ELEMENTE

Man kann den quadratischen Teil lings des Randes auch geometrisch deuten: Die Bie-
gewinkel 0, und ¥, an den Elementknoten werden definiert iiber das Skalarprodukt
aus dem Knotendirektor und dem Deformationsgradienten auf der Elementkante. Die
anschlieende Projektion in Richtung der Seite vermittelt der Seiteneinheitsvektor.
In Abb. (4.15) soll dies verdeutlicht werden. Die Biegewinkel am Knoten n sind da-
bei mit §;,, und v, bezeichnet, da die Werte I';,, bzw. -, bereits fiir die Neigewinkel
gegeniiber der mittleren Elementebene reserviert sind. Im Hinblick auf die Programm-
technik wird in die Gln. (4.107) und (4.108) der bezogene Seitenvektor s eingefiihrt.
Damit ergeben sich die Neigungen im Feld fiir die RKF zu

4

;

Z 3 N (£,m) 8% (Bing1s — Rin) (Ding1 + Din) | (4.109)
=1

und in der AKF als
4

n=1

3
D BNE(Em) sk, (it — Tin) (ding + din) ] - (4.110)

=1
Dan = 1,2, 3,4 gilt, durchlduft n + 1 zyklisch diesen Wertevorrat. Die Neigungsgra-
dienten beider Konfigurationen ergeben sich zu

(VIili = G}[NwsGS°NS, RjmDjn,
— 3N*58m (Rjn—H — Rjn) (Djn+1 + D]n)] (4111)
bzw.
(Vv = GY[NagGeONS \7jmdjn
— 3N} 55k (Tjns1 — Tin) (djnar + djn) | - (4.112)

Da die GIn. (4.111) und (4.112) in %, £ nicht symmetrisch sind, miissen diese noch
symmetrisiert werden. Auerdem ist noch der Bezug zur lokalen Orthogonalbasis eg
herzustellen. ZweckmaBigkeitshalber klammert man die Knotenfreiwerte aus, so daf3
man eine ausschlieBlich referenzabhéngige, innerhalb des Elementes veridnderliche
Matrix B, gnmy erhilt. Die Biegeverzerrung erhilt man dann, indem man die Referenz-
krimmung von der aktuellen Kriimmung abzieht. Es folgt im Integrationspunkt (p)
die Darstellung

AKF
) (p) —
Kap P = Baﬁmn (Tkmdkn — Rim D, ) . (4.113)

RKF RKF
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Fiir die Matrix B, g, gilt dabei:

3 2
B = NSt 35 65N 62NS

- 5mn 5mn71) Nrt—l,ES:n—l
(p)
+ 3 (Bmt1 — On) N255) ]} . (4.114)

4.3 Dreieckselement

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit liegt auf der Umsetzung der in Kapitel 2 be-
schriebenen Schalentheorie am Vierknotenelement. Um bei der Diskretisierung jedoch
flexibler zu sein, wurde das von LUBCKE (1992) veroffentlichte Dreiknotenelement
fiir die Untersuchung nicht planarer Referenzkonfigurationen ebenfalls erweitert. Ba-
sis hierfiir ist die Arbeit von SCHOOP (1989); ausfiihrlich diskutiert wird das hier
vorgestellte Element auch von WENZEL UND SCHOOP (2003). Die Beschreibung des
Dreiecks erfolgt analog zum Abschnitt 4.2. D.h., es wird ebenfalls die fiinfparametri-
ge Formulierung verwendet. Fiir die Beschreibung gilt ebenfalls die Summationskon-
vention nach EINSTEIN wie in Abschnitt 4.2. Es gilt lediglich fiir die Knotenindizes
m,n = 1,...3. Hinsichtlich der Grolen R,,, D,,,r,, und d,, gilt auch das bereits in
Abschnitt 4.2 Gesagte. Die Ermittlung der Verzerrungen im diskretisierten Gebiet ori-
entiert sich an folgenden Punkten:

e Zur Berechnung der Membranverzerrungen wird das Sehnendreieck zwischen
den Elementknoten anstelle der gekriimmten Elementmittelfliche verwendet.
Diese Niherung ist sinnreich, solange die Abweichung zwischen ebenem und
gekriimmtem Dreieck gering ist.

e Die Elementkoordinaten im Dreiecksgebiet (£,7) werden ersetzt durch kar-
tesische Koordinaten des ebenen Dreiecks. Einfachheitshalber orientiert man
(willkiirlich) die X -Richtung an einer Dreiecksseite. Die Orientierung der Ach-
se ist eine Frage des Préprozessings, d.h eine Eingabegrofle.

e Die Biegeverzerrungen werden dadurch ermittelt, daf3 die relativen Neigungen
der Knotendirektoren zur Ebene des Sehnendreiecks in der aktuellen Lage und
der Referenzkonfiguration miteinander verglichen werden.
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S2
n 2 X,
S3
1 § ] 1 )
X3 X
> ;
Xy
L2(§777)
n
1 °2
§

Abbildung 4.16: Dreiecksgeometrie und Ansatzfunktion Ly (€, n)

Isoparametrisches Konzept Wie beim Viereckselement werden Referenz R und
aktuelle Lage r mit denselben Funktionen beschrieben. Die Dreiecksgeometrie wird
linear interpoliert zwischen den drei Eckknoten. Hierzu werden die Dreieckskoordi-
naten nach ZIENKIEWICZ (1975) verwendet. Damit ergibt sich die Mittelfliche im
Sehnendreieck der Referenzkonfiguration als

R(§,n) = Lo(§,n)R, n=1,2,3. (4.115)

Die Interpolationsfunktionen L,, nach Abb. (4.16) nehmen entsprechend am Knoten n
den Wert eins und am Knoten m den Wert null fiir m # n an. Die Interpolation der
aktuellen Lage lautet entsprechend

r(&,n) = Ln(§,mrn n=1,2,3. (4.116)

r und insbesondere auch R sind dreidimensionale Vektoren, beschrieben durch die
globalkartesische Basis e;. Die Interpolationsfunktionen im Dreieck lauten:

L, = 1—¢—n, 4.117)
L, = ¢, (4.118)
Ly = 1. (4.119)

Damit ergibt sich der Deformationsgradient als konstant im Dreieck. Am bequemsten
ist es, die Dreiecksebene in die (X, X)-Ebene des globalkartesischen Koordinaten-
systems zu legen und die X;-Achse an einer Dreiecksseite auszurichten. Wegen der
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linearen Beziehung zwischen den Flichenkoordinaten (&, 77) und den kartesischen Ko-
ordinaten sind die Gln. (4.117) bis (4.119) unmittelbar invertierbar.

1
5 = —2 A [(XQB - X21) Xl + (Xll - X13) XQ + (X13X21 — X11X23)] (4120)
0
1
77 = —2 A [(X21 - X22) Xl + (X12 - Xll) X2 + (X11X22 — X12X21)] (4121)
0

Die Ableitung der L,, nach den kartesischen Koordinaten ergibt sich damit zu

oL, 1 < Xog — Xog Xoz — Xop Xop — Xoo ) _ (4.122)

= Lna = a1
0X, 7 240 \ Xi3— X1 X1 —Xi3 Xio— Xng

Ag bedeutet hierbei: Elementfliche in der Referenzlage.

4.3.1 Deformationsgradient

Wegen der kartesischen Darstellung benotigt man den ebenen Nablaoperator nicht in
Form von GI. (2.4), sondern kann auf die Darstellung

0
Vi =ey = 4.123
2 —=¢€ X, ( )
zuriickgreifen. Demzufolge erhdlt man sofort eine zweidimensionale Beschreibung
und bendtigt - anders als beim Viereck - keine lokalen Orthogonalbasen €. Damit
ergibt sich der Deformationsgradient zu

Gl (4.115) (Lot 0 €a 0 . (4.124)

FQZI'OVQ E3%

Die partiellen Ableitungen der linearen Interpolationsfunktionen nach den Fldachenko-
ordinaten sind in GI. (4.122) angegeben.

4.3.2 Membranverzerrung

Der GREENsche Tensor der Mittelflichenverzerrungen nach Gl. (2.10) lautet
o 1
E2 :§(VQOI"I'OV2—E2). (4125)
Da bereits der Deformationgradient F» im Dreieck konstant ist, ergeben sich die Mem-

branverzerrungen ebenfalls als konstant. Mit Gl. (4.123) lautet 60,501

1
€ap’ = 3 (Lo Lim gTimTin — 0ap) - (4.126)
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4.3.3 Biegeverzerrung

Da die Tangentenvektoren r,, , R,, im Element konstant sind, kann man GI. (2.16)
umschreiben zu
1
I{aﬁ = 5 ((I‘,a . d) i —+ (I‘,g . d) ya (R,a . D) 8 (R75 . D) o ) . (4127)
Nun fiihrt man analog zum Viereck zu den GlIn. (4.97) und (4.109) folgende Abkiirzun-
gen ein:

Yo =T,n-d und Iy, =R, -D. (4.128)
Gl. (4.127) lautet dann

1
Kva,@ = 5 ("}/a”g + ’)/Igﬂ — Faﬁ — FB,CV) . (4129)

Wiederum gilt: Wire r,, ausgehend von der tatsidchlich gekriimmten Mittelflache be-
rechnet worden, wire 7, eine Querschubverzerrung und miifite infolge der KIRCH-
HOFF Hypothese verschwinden. Im Element definieren die Tangentenvektoren r,,
die Sehnenebene des Dreiecks. Daher kann v, als relative Neigung gegeniiber die-
ser Ebene interpretiert werden. vy, beschreibt also die Neigung in der lokalen X-
Richtung. Dies ist sinnvoll, solange die elementinternen Drehungen klein sind. Finite
Starrkorperrotationen der Gesamtstruktur im globalen werden exakt erfalit, da GREEN-
LAGRANGE Verzerrungen verwendet werden. Aus GI. (4.129) ergeben sich die Biege-

Fln

Abbildung 4.17: Relative Neigungen I',,, am Knoten n

verzerrungen als symmetrischer Anteil der Ableitungen der relativen Neigungen im
Feld. Die Neigungen an den Elementknoten I',,, und ~,, konnen einfach ermittelt
werden:

Yan = LmaTm - dyn  DTan = Ly o Ry, - Dy, n=13 (4.130)
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In Analogie zur Vorgehensweise beim Viereck werden wiederum die Neigungen direkt
interpoliert anstelle der Direktoren D und d. In diesem Sinne @hnelt die Vorgehens-
weise wiederum dem ANS-Grundgedanken von HUGHES UND TEZDUYAR (1981).
Wihrend man normal zum Rand ins Dreieck hinein linear interpoliert, nimmt man
langs der Elementrinder einen parabolischen Verlauf von vy, an. Wie beim Viereck
kann damit die Dreiecksseite einen linearen Momentenverlauf im Sinne einer kubi-
schen Biegelinie des klassischen Balkenkontinuums darstellen. In Anlehnung an BA-
TOZ, BATHE & HO (1980) und BATHE, DVORKIN & HO (1983) ergibt sich als
Interpolation

3
~ SgnS%nLn—i—an—l (Wﬁn—l + Vﬁn—i—l) . (4131)

a:Ln an
i i 9

Hierbei bezeichnet s°,, den Seiteneinheitsvektor des Sehnendreiecks (siche Abb. 4.17).
Die Indizes n 4+ 1 bzw. n — 1 durchlaufen zyklisch den Wertevorrat 1, 2, 3. Alle Ele-
mente, die einen speziellen Knoten / beinhalten, nutzen gemeinsam die Direktoren d;
und D;. Jedoch unterscheiden sich die relativen Knotenneigungen -, , da sich in ei-
nem Knoten auch die angrenzenden Sehnendreiecke unterscheiden. Die Komponenten
langs der Rénder sind identisch, aber die Komponenten normal zum Rand unterschei-
den sich. Man bezeichnet diese Elemente wie schon die Viereckselemente in Abschnitt
4.2 infolge der Kinematik als inkompatibel im Innern bzw. kompatibel am Rand, da die
Neigungen ldngs der Rinder integrabel sind und eindeutige Biegelinien ergeben. Die
Ableitung von Gl. (4.131) nach X, bzw. die Gradientenbildung ergibt

3
Ya,e = Ln,ae’Yom_§ Sgnsgn (Ln—i—l,ELn—l + Ln—l,eLn+1) (76n—1 + ’7671—0—1) (4132)

Fiir die Auswertung in den Integrationspunkten ergibt sich nach einigen Umformungen
mit Gl. (4.130)

3

3
Toe? = > [Lnebas— 5 Somi159ms1 (Ln-1,cLn + L Ly—1)
m,n=1
3 0 (p)
- 5 Som—lsﬁn—l (Ln,ELn—i—l + Ln—l—l,eLn) ] Lm,ﬁ kaDkn ; (4133)
’ 3
fYa,e<p> = Z [ Ln,e(sa,ﬁ - 5 Sgn+13%n+1 (Lnfl,eLn + Ln,eLn71>
m,n=1
3 0 (p)
— 5 San—lsﬁn—l (Ln7€Ln+1 + LnJrl,eLn) ] Lm76 Tkmdkn . (4—.134)

Wie bereits beim Viereckselement sind die I',, 3 bzw. 7, 3 nicht symmetrisch. Daher
miissen die Gln. (4.133) und (4.134) symmetrisiert werden. ZweckmaéBigkeitshalber
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klammert man die Knotenfreiwerte aus, so da3 man mit der ausschlieBlich referenz-
abhéngigen Matrix B, die Darstellung

) AKF
P —N
K'oze<p> = Baemn (rkmdkn - kaDkn ) (4135)
S~—— ~——
RKF RKF

erhilt. Dabei gilt fiir die wiederum ausschlieBlich referenzgrofenabhiingige Matrix
Biemn im GAUSSpunkt (p):

1 3
B, ® — 5{ [ Locbas = 5%ms185ne1 (En-teln + LncLn-a)

3
- 558471—18%71—1 (LTZ,ELTZ-H + Ln+1,eLn)

3
+ Lpales — §Sgn+13%n+1 (Ln1aLy+ Lyoln_1)

3 (p)
=819t (LnaLss + Lusialn) Lmﬁ} . (4.136)



Kapitel 5

Ergebnisse

Zur Beurteilung der Eignung und Leistungsfihigkeit von Finiten Elementen sind neben
den formalen Tests zur Uberpriifung der Programmierung' eine Reihe sog. Benchmark
Beispielen zu untersuchen. Hierbei gilt: Was am einfachen Beispiel nicht korrekt ist,
wird am komplizierten nicht besser. Oder anders formuliert: Wenn eine lineare Rech-
nung keine sinnreichen Ergebnisse liefert, gelten die Ergebnisse nichtlinearer Berech-
nungen erst recht als zweifelhaft. Im folgenden werden hauptséchlich die viereckigen
Elementvarianten Q1 und Q1E4 (ggf. Q1E7) behandelt. Das Dreieckselement DKT3D
wird im Abschnitt 5.2 untersucht. Die meisten Rechenbeispiele sind mit Daten ohne
Angabe der Dimension (Geometrie, Materialparameter) versehen. Im Sinne der Verifi-
zierbarkeit ist lediglich darauf zu achten, daB die Daten konsistent eingegeben werden.
D.h., wenn Krifte in [kN] und Léngen in [cm] eingegeben werden, ist der Elastizitéts-
modul in [k N cm™?] einzusetzen usw.

5.1 Linear elastische Beispiele, Knick- und Beulproble-
me

Es werden zunichst einfache Lastfille fiir ebene Rechteckgeometrien untersucht und
der Patchtest fiir die Zugscheibe verifiziert. Die Darstellbarkeit konstanter Biege-
zustdnde wird nur exemplarisch anhand des Beispiels der konstanten Torsion einer
Quadratplatte gepriift (siche Abschnitt 5.1.6). Ausfiihrliche Untersuchungen der Ei-
genschaften des DKT-Konzeptes anhand des 4-Knotenelementes findet man bei VER-
HOEVEN (1992). Anhand der Lastfélle Scheibenbiegung und Schubbiegung wird
tiberpriift, ob die Zielsetzung der Verbesserung der Membraneigenschaften beim
QI1E4-Element erreicht wurde. Weiterhin werden Stabilitidtsfille untersucht, um zu
priifen, inwieweit ggf. unphysikalische Instabilitdten im Sinne des Hourglassings zu

'Beispielsweise iiberpriift man Ableitungen anhand des Vergleichs von Differentialquotient und Dif-
ferenzenquotient. Elementar ist ebenfalls die Kontrolle, ob fiir den Fall, da3 Referenzkonfiguration und
aktuelle Lage zusammenfallen, Verzerrungsfreiheit gewéhrleistet ist.

81
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beobachten sind. Zusitzlich werden der Literatur entnommene Standardlastfélle be-
rechnet und die Ergebnisse verglichen. Eine Sammlung von Benchmarks haben z.B.
von MACNEAL UND HARDER (1985), SiMO, FOX & RIFAI (1989) oder auch
BASAR UND DING (1997) zusammengestellt. Fiir die Abmessungen ¢, b, ¢ bei bal-
kenartigen Strukturen in den Abschnitten 5.1.1 bis 5.1.4 gilt, daB ¢ die Liange und b, ¢
die Querschnittsabmessungen Breite und Hohe reprisentieren.

5.1.1 Zugscheibe

Betrachtet wird eine balkenartige Scheibe nach Abb. (5.1). Fiir den Lastfall des ein-
achsigen Zuges mit ¥ = 0 wird am Ende der Scheibe eine konstante Verschiebung
erwartet, die auch bei einem unregelméfigen Netz vom Element exakt dargestellt wer-
den muB. Bei linearer Rechnung ergibt sich die analytische Losung (Balkenverhilt-
nisse) zu up = % = 1. Die Scheibe wird mit einem 2x2 Netz diskretisiert. Somit
muf} in den drei Randknoten 7, 8 und 9 fiir Netz I und Netz II derselbe Wert u i ermit-
telt werden. Die Randkkraft P wird durch Knotenkrifte aufgeprigt. Diese werden auf

Mittel-(8) und Randknoten(7,9) im Verhiltnis 2:1 aufgeteilt.

Netz I
T, U z P
7 ¢ =100
t =
E = 1000
v=20
Netz II P=10
9 P
T, U
§ — >
7
Y

Abbildung 5.1: Diskretisierungen der Zugscheibe

Tab. (5.1) stellt die Ergebnisse des regelméfigen und des unregelméfligen Netzes ge-
geniiber. Der Scheibenpatchtest fiir den Lastfall Zug ist bestanden, denn auch die ver-
zerrte Diskretisierung bildet den konstanten Zustand exakt ab.



5.1. LINEAR ELASTISCHE BEISPIELE, KNICK- UND BEULPROBLEME 83

Knoten Verschiebung v
exakt | Netz I Netz 11
7 1 1.000000 | 1.000000
8 1 1.000000 | 1.000000
9 1 1.000000 | 1.000000

Tabelle 5.1: ur im Vergleich

5.1.2 Scheibenbiegung

In Abb. (5.2) wird die bereits in Abb. (5.1) skizzierte Geometrie fiir den Lastfall Bie-
gung in der Scheibenebene untersucht. Gerade dieser Zustand wird durch die bilineare
Interpolation ohne Zusatzeffekte nur sehr schlecht erfait. Die rein bilinearen Mem-
branverzerrungen interpretieren die in Abb. (5.2) dargestellte Belastung als Scherde-
formation und fithren damit zu dem im Abschnitt 4.1 beschriebenen ebenen Schub-
locking. Genau dieser Mif3stand soll durch die zusitzlich angenommenen Membran-
verzerrungen E beseitigt werden. Die Momentenbelastung wird durch ein Kriftepaar
in den Knoten 7 und 9 aufgeprégt. Es gilt P = 10; die Biegung erfolgt um die z-Achse,
d.h. die steife Achse.

p E = 1000
9—> v=20
L, U 8 ¢ =100
y,v P t=1
P =10

Abbildung 5.2: Lastfall reine Scheibenbiegung

Als Konvergenzstudie wurde die Durchsenkung vg des Knotens 8 iiber der Anzahl

der Elemente N,; pro Liange ¢ untersucht und in Abb. (5.3) dargestellt. Es ist deutlich

zu erkennen, dal} das extrem starke Locking-Verhalten des Q1-Elementes durch die

Erweiterung um die EAS-Terme behoben werden konnte. Bereits mit einem Element
M2 _ 12 Pb? P2 _ 6 erreicht.

wird der analytische Wert von vg = 5 = S = 6% =
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Abbildung 5.3: Konvergenz bei Scheibenbiegung

5.1.3 Schubbiegung

Bei der Schubbiegung nach Abb. (5.4) wird wieder dieselbe Grundgeometrie der Krag-
scheibe wie bereits in den Abschnitten 5.1.1 und 5.1.2 untersucht.

E = 1000
v=20
9 [ =100
X
8l P b=10
7 t=1
Y, v P

Abbildung 5.4: Lastfall Schubbiegung

Anstelle eines Kriftepaares wirkt auf die Kragscheibe eine Querkraft am Ende. Da-
mit wird - durch Balkengroen ausgedriickt - ein Zustand konstanter Querkraft und
eines linearen Biegemomentes erzeugt. Die analytische Vergleichslosung folgt somit
im Sinne der Theorie des TIMOSHENKO Balkens zu

P03 Py Py { 2

= 3EL T GA = ot 4§+2.4} = 4.024

Ug

Allerdings ist der Einflul der Schubdeformation auf die Enddurchsenkung geringer
als 1%, d.h. vernachléssigbar. Wiederum wird das Konvergenzverhalten untersucht.
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Abbildung 5.5: Konvergenz

Auch dieses Beispiel dokumentiert eindrucksvoll die Leistungsfihigkeit des verbesser-
ten Membranverzerrungsansatzes. In Abb. (5.5) wird die Verschiebung vg des Knotens
8 liber der Anzahl der Elemente /V,; pro Scheibenlidnge aufgetragen. Bereits mit einer
Diskretisierung von (4x2) Elementen betrigt die Abweichung vom Sollwert nur 1.1%
fiir das Q1E4-Element, wohingegen das rein bilineare Element Q1 noch 76% unterhalb
des Sollwertes liegt. Das ausgeprigte locking-Verhalten ist also fiir diesen Lastfall fast
vollstéandig behoben.

5.1.4 Balkenknickung

Bei der Betrachtung des Stabilititsverhaltens soll insbesondere untersucht werden, ob
die von WRIGGERS UND REESE (1996) diskutierten numerischen Instabilitidten auf-
treten. Hierzu wird als elementares Knickproblem der einseitig eingespannte EULER
Stab nach Abb. (5.6) diskutiert. Es werden wiederum balkenartige Abmessungen ohne
Querkontraktion untersucht, damit die kritischen Lasten nach der Theorie II. Ordnung
als Vergleichswert herangezogen werden konnen. Der Elastizititsmodul verbleibt bei
E = 1000. Die Stabilititsgrenze wird angezeigt durch den Wechsel des Vorzeichens
der Determinante der Systemsteifigkeitsmatrix. Betrachtet man die Struktur in der FE-
Diskretisierung als Platte (u, # 0,w # 0), so tritt mit steigender Drucklast P als
erstes der Stabilitétsfall fiir den Fall der Biegung um die weiche Achse (y-Achse) auf.
Hierzu lautet die zugehorige kritische Last
2 72 _t3b

1 Pl = gty = 02056 .1

Py =
fer 402712
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In diesem Fall werden primir Biegeterme angesprochen, so da3 man bei geringen
Kompressionen keine unphysikalischen Instabilititen erwartet. Interessant ist es nun,
im Vergleich dazu das Stabilititsproblem hinsichtlich der steifen Achse (z-Achse) zu
untersuchen. Hierzu ist es erforderlich, in der Diskretisierung die Struktur als Schei-
be zu berechnen (u, # 0,w = 0), da die zugehorige Instabilitit natiirlich erst bei
groBeren Lasten auftritt als es bei der weichen Achse der Fall war. Die Numerik ist
von sich aus leider nicht in der Lage, diese Unterscheidung zu treffen. Nach Theorie
II. Ordnung erhilt man die kritische Last

2 2 bt

4—€2E[Z = 4—€2E5 = 20.56 . (5.2)
Es wird nur das Q1E4-Element betrachtetet. Wie bereits in Abschnitt 4.2.8 dargelegt
wurde, sind fiir unphysikalische Instbilititseffekte insbesondere die Elementabmes-
sungen malBgeblich. Es werden verschiedene Diskretisierungen untersucht. Die Er-
gebnisse sind in Tab. (5.2) zusammengestellt. In Tab. (5.2) sind fiir jede untersuchte

[
Pkr_

P

-

"w, 2 ¢ =100

Abbildung 5.6: 2. EULER Fall

Diskretisierung das Elementseitenverhéltnis und die jeweils in bezug auf GlI. (5.1) bzw.
Gl. (5.2) ermittelten prozentualen Fehler angegeben. Augenscheinlich sind die elemen-
tinternen Stauchungen selbst bei dem geringen Seitenverhiltnis Z—; = 0.2 der (100x2)-
Diskretisierung so gering, da keine Hourglassing-Instabilitit auftritt. Da P bei der

[ Nez | @ | P A% P | A% ]
2x2 10 | 0.21635 | +5.2 | 22876 | +11.3

10x2 | 2 ]0.20635 | +0.4 | 20.647 | +04
100x2 | 0.2 | 0.20564 | < 0.1 | 20.563 | < 0.1

Tabelle 5.2: Py, bei Einspannung

sehr groben (2x2)-Elementierung besser gendhert wird als P/, liegt auf der Hand: Be-
reits Abb. (5.5) verdeutlicht, daf} bei der (2x2)-Diskretisierung die Scheibe noch nicht
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zu 100% lockingfrei ist. £, hidngt von den Membraneigenschaften der Struktur ab,
E1, hingegen von den Biegeeigenschaften. DKT bildet den Zustand der konstanten
Biegung bereits mit einem Element korrekt ab und ist per definitionem frei von trans-
versalem Schublocking. Demzufolge mul} die Konvergenz der kritischen Last im Falle
der Biegung um die weiche Achse schneller sein als bei der steifen Achse.

5.1.5 Beulen einer Rechteckplatte

Auch eine zweidimensionale Struktur unter Querkontraktionseinflufl soll auf Stabi-
litdt untersucht werden. Es wird die kritische Beullast fiir den Fall der allseitig ge-
lenkig gelagerten Rechteckplatte untersucht, da fiir diesen Fall noch eine analytische
Abschitzung moglich ist. Als analytischer Vergleichswert fiir die kritische Knick-
last nach der Theorie II. Ordnung ergibt sich [sieche z.B. TIMOSHENKO UND GERE
(1961)]

E 3 2 k2\? a? Kraft
kr g2 — 7 (L ) T . 53
Pr=T a0 <a2 * b2) 72 {Lénge} (53)

Hierbei bedeuten a und b die Langenabmessungen der Platte, ¢ die Dicke, £ den Ela-
stizitdtsmodul und v die Querkontraktionszahl. Die Indizes j und k stellen die Anzahl
der Sinuswellen in Richtung der Langenabmessungen a bzw. b dar. Mit den Daten

a=280,b=40,t=1,E =7000,v =0.3

ergibt sich damit als kleinste kritische Beullast fiir j=2 und k=1 der Wert p*" = 632.7.
Hierbei wird nicht zwischen den Elementen Q1 und Q1E4 unterschieden, da zwischen

‘ Netz ‘ aL ‘ prr ‘ A [%] ‘
4x4 2 681.3 | +7.6
8x4 1 670.2 | +5.9
12x4 | 0.667 | 668.7 | +5.7
16x4 0.5 | 668.1 | +5.6
16x8 1 640.8 | +1.3
40x20 1 635.0 | +0.3

Tabelle 5.3: p*” fiir verschiedene Netze

beiden Varianten keine numerischen Unterschiede festgestellt wurden. Das Verhéltnis
o kennzeichnet weiterhin das Elementseitenverhiltnis. Auch bei diesem Randwert-
problem traten keine unphysikalischen Instabilitdten auf.
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Abbildung 5.7: Konstante Torsion

5.1.6 Reine Torsion einer Quadratplatte

Die Anforderung, konstante Kriimmungen exakt darstellen zu kdonnen, beinhaltet bei
zweidimensionalen Strukturen auch die Darstellbarkeit des Lastfalls Torsion, also die
konstante Verwindung x,, = kg, = konstant. Dieser Test spricht bei einer linea-
ren Rechnung ausschlieBlich die Biegeterme an. Er wird fiir eine quadratische Platte
gemdil Abb. (5.7) durchgefiihrt. Auf der linken Seite in Abb. (5.7) ist der Zustand kon-
stanter Verwindung durch zwei gegensinnig orientierte Kriftepaare realisiert. Da der
(2x2)-Verband aus Finiten Elementen eine Lagerung erfordert, wird der Zustand im
FE-Programm durch die Berechnung eines Viertels der Platte unter Ausnutzung der
Antimetriebedingungen berechnet. Es werden Antimetriefesseln in den Knoten 1, 2,
3, 4 und 7 angebracht. Die Platte wird am Knoten 9 in vertikaler Richtung belastet.
Hierbei wird im Sinne der KIRCHHOFF Theorie gefordert, da die an der freien Ecke
aufgebrachte Einzelkraft (als KIRCHHOFFsche Ersatzkraft) gerade dem negativen dop-
pelten Torsionsmoment entsprechen muf. Ausgewertet werden die Verschiebung wg?
des Kraftangriffspunktes in Richtung der Kraft sowie die Torsionsmomente M, in den
Integrationspunkten. Bereits mit nur einem Element ergibt sich wg = 1.8571425-1073,
Der exakte Wert ergibt sich zu wg = %tgﬂ)xy = 1.8571429 - 1073, Tab. (5.4) zeigt
die Werte des Torsionsmomentes in den Integrationspunkten. Ein unregelméfiges Netz
liefert identische Zahlenwerte. Damit verifiziert dieses Beispiel den Torsions-Patchtest
des DKT-Ansatzes nach Abschnitt 4.2.12.

2Hierfiir existiert eine analytische Losung - siche GIRKMANN (1963).
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Element | Integrationspunkt | Torsionsmoment )/,
1,2,3,4 1 -0.0010
2 -0.0010
3 -0.0010
4 -0.0010

Tabelle 5.4: konstantes Torsionsmoment

5.1.7 Pinched Cylinder

Betrachtet wird ein Hohlzylinder mit starren Endscheiben nach Abb. (5.8). In der Sym-
metrieebene des Zylinders wirkt ein Paar von gegeniiberliegenden Einzellasten, die
den Zylinder in radialer Richtung zusammendriicken. Wegen der Symmetrie wird nur
ein Achtel der Struktur betrachtet. Die Endscheiben des Zylinders sind starr. D.h. in
diesen sind die Verschiebungen in der (X, X3)-Ebene behindert. Der Rand kann sich
nur in der X,-Richtung verschieben. Lings der Symmetrierdnder sind entsprechende
Symmetriefesseln angebracht. Die Belastung der Struktur ist gegeben als P = 1. Die
Materialdaten sind £ = 3-10% und v = 0, 3. Die Abmessungen des Zylinders betragen
R = 300, ¢ = 600; die Dicke betrigt t = 3.

P
T—’ X { ,,,,,,,,,,,, //Sym
UI—O,U?):O - T—#ti
P
l

Abbildung 5.8: Geometrie und Belastung am Pinched Cylinder

Viele Autoren benutzen dieses Randwertproblem als Testbeispiel, z.B. SIMO, FOX &
RIFAT (1989), ANDELFINGER (1991) und SCHOOP (1989). Auch fiir dieses Beispiel
werden wieder Konvergenzuntersuchungen durchgefiihrt. Manche Autoren geben als
Vergleichswert die Verschiebung des Lastangriffspunktes wp in Lastrichtung als Ab-
solutwert, andere in normierter Form an. Zu Vergleichszwecken werden hier die Ver-
schiebungen normiert. In Anlehnung an SCHOOP (1989) werden daher in Abb. (5.10)
die Werte in der Normierung w = w p% angegeben. In Abb. (5.9) ist das Konvergenz-
verhalten fiir das Q1E4-Element im Vergleich zum Q1-Element angegeben. Bei den
Abmessungen & = is und Z/% = 155 gilt die Schale als diinn. Damit sind Schub-
verformungen von untergeordneter Bedeutung und das Problem kann als biegedomi-
nant angesehen werden. Eine Extrapolation der Werte nach Abb. (5.9) liefert fiir die
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Abbildung 5.9: Konvergenz im Vergleich (Q1 und Q1E4)

normierte Verschiebung des Q1E4-Elementes den Wert w = 165.086. Der Einflufl
stark verdnderlicher Membranterme auf die Verschiebung w ist bei diesem Lastfall
nicht maBgeblich, da die Konvergenzkurven fiir beide Elementvarianten nicht stark
voneinander abweichen. Diese Feststellung wird unterstiitzt durch die Untersuchun-
gen von HAUPTMANN (1997). Die Konvergenz ist ausgesprochen gut. Die EAS-

‘ Nummer ‘ Elementtyp ‘

1 SiMo0, Fox & RIFAI (1989)
2 ANDELFINGER (1991)

3 Q1

4 QIE4

Tabelle 5.5: Legende zu Abb. (5.10)

Formulierung zeigt ein geringfiigig weicheres Verhalten als die rein bilineare Formu-
lierung; sie stimmt iiberein mit dem von SIMO, FOX & RIFAT (1989) vorgeschlagenen
Element. Das Element von ANDELFINGER (1991) beinhaltet Querschubverzerrungen,
die nach der ANS-Methode behandelt werden, und modelliert das Biegeproblem auch
mittels EAS. Demgegeniiber zeigt sich die DKT-Formulierung deutlich iiberlegen. Die
Last P wird tiber eine Membrankraft in Umfangsrichtung und Biegemomente abgetra-
gen. Augenscheinlich dominiert die Biegung das Problem.
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Abbildung 5.10: Konvergenz im Vergleich mit der Literatur

5.1.8 Pinched Hemisphere

X1, u R Xo,v

Abbildung 5.11: Pinched Hemisphere

Die in Abb. (5.11) skizzierte Achtelkugelschale mit einer Offnung am Nordpol wird
in der Literatur als pinched hemisphere bezeichnet. Belastet wird das Tragwerk durch
zwei Einzelkrifte, die in der Aquatorebene entgegengesetzt in radialer Richtung wir-
ken [siehe Abb. (5.11)]. Die Belastung ist bestrebt, die Schale oval zu verformen. Bei
einem Verhiltnis % = 2—51)0 ist das Problem als biegedominiert anzusehen. In erster
Linie muB} sich also das DKT-Konzept bei diesem Beispiel bewéhren. Grofle Unter-

schiede bei der Losung zwischen Q1- und Q1E4-Element sind hingegen nicht zu er-
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warten. Diese Struktur wird von vielen Autoren als Testbeispiel herangezogen, u.a. von
BUCHTER (1992), MACNEAL UND HARDER (1985) , SiMO, FOX & RIFAI (1989)
und DING (1989). Als Benchmark dient der Wert fiir die Verschiebung v 4 = vp (li-
neare Rechnung!) der Kraftangriffspunkte (A,B) in Richtung der Kraft. Die Konver-
genz ist in Abb. (5.12) fiir verschiedene Elementformulierungen im Vergleich darge-
stellt. Als Referenzlosung werden in der Literatur verschiede Werte genannt. Wihrend

01 T T T T T T

0.098 B
0.096 B
0.094 5

0.092 3

Uups = URB

009 | 5 .
0.088 | 2 . 4 . ]

0.086 | . | | | | |

Ng; pro Seite

Abbildung 5.12: Konvergenzstudie Pinched Hemisphere

Nummer ‘ Elementtyp

1 QI1E4

2 Q1

3 BUCHTER (1992)

4 DING (1989)

5 MACNEAL UND HARDER (1985)

Tabelle 5.6: Legende zu Abb. (5.12)

MACNEAL UND HARDER (1985) u4 = v = 0.094 angeben, wird von SIMO, FOX &
RIFAI (1989) uy = v = 0.093 genannt. BUCHTER (1992) gibt uy = vg = 0.09358
an. Das Element Q1E4 konvergiert gegen uy = vg = 0.09352 (extrapoliert nach
RICHARDSON). Im Vergleich hierzu ist die Losung von BUCHTER (1992) nur 0.1%
weicher.
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Nummer | Element uyg =vg | A

1 QI1E4 0.09557 | +2.2%
2 Q1 0.09549 | +2.1 %
3 BUCHTER (1992) 0.09402 | +0.5 %
4 DING (1989) 0.08916 | 4.4 %
5 MACNEAL UND HARDER (1985) | 0.09447 | +1.0 %

Tabelle 5.7: u 4, vp im Vergleich beim (8x8)-Netz

Das von DING (1989) als SDFR20-B eingefiihrte 4-Knotenelement gehort zur Klasse
der gemischten Finiten Elemente. Es interpoliert die Verschiebungsfreiwerte bilinear
und verwendet 14 Spannungsparameter. Gegeniiber der EAS-Formulierung zeichnet
es sich durch eine langsamere Konvergenz aus. Aus diesem Blickwinkel erscheint
der hohere elementinterne Aufwand beim Typ SDFR20-B nicht als gerechtfertigt.
Das Element nach BUCHTER (1992) konvergiert etwas schneller als das vorgeschla-
gene EAS-Element Q1E4. Auffillig ist der sprunghafte Verlauf der Konvergenz des
Nastran-Elementes Quad4 nach MACNEAL UND HARDER (1985).

Die Kurve 2 des Q1-Elementes ist quasi kongruent zur Kurve 1 des Q1E4-Elementes.
Im Vergleich zwischen diesen beiden Elementen ergeben sich nur geringfiigige Un-
terschiede. Die Membranzustinde im Tragwerk werden offensichtlich bereits durch
die rein lineare Interpolation gut erfal3t, d.h. es sind keine extremen Gradienten in den
Membranzustinden im Deformationsverhalten zu vermuten. Das Q1E4-Element kon-
vergiert gegen u4 = vp = 0.09352 (extrapoliert nach RICHARDSON). Zusammenfas-
send sind in Tab. (5.7) fiir eine (8x8)-Diskretisierung die Werte der Verschiebung des
Lastangriffspunktes im Vergleich angegeben. Dabei sind die prozentualen Abweichun-
gen bezogen auf den (extrapolierten) Referenzwert uy = vp = 0.09352 angegeben.
Dieser wird als Benchmark angesehen.

5.1.9 Co0OKs Scheibe

Ein exzellentes Beispiel zum Testen der Membraneigenschaften ist die in Abb. (5.13)
dargestellte trapezformige Scheibe der Dicke ¢ = 1. Als Materialwerte sind ange-
nommen # = 1.0 und v = 0.33, die Belastung wird in der skizzierten Richtung
wirkend tiber alle Randknoten verteilt aufgeprigt. In der Literatur wird dieses Pro-
blem als COOKs membrane problem zitiert. Verglichen wird die vertikale Verschie-
bung w4 des Punktes A abhéngig von der Anzahl der Elemente. Hierbei wird die vor-
liegende EAS-Formulierung verglichen mit SIMO, FOX & RIFAT (1989) und POCE-
SKI (1996). Als Referenzwert zitieren SIMO ET AL. und POCESKI die Losung nach
JANG UND PINSKY (1987), die auf der Losung eines 9-Knoten-Viereckselementes
basiert. Der dort angegebene Wert von w4 = 23.911 wird als auskonvergiert ange-
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sehen®, wobei eine Berechnung mit einer 32x32 Diskretisierung zugrunde liegt . Al-

lerdings vermutet bereits POCESKI, dieser allgemein gebriduchliche Vergleichswert sei

etwas zu steif. POCESKI gibt fiir sein Element einen nach RICHARDSON extrapolier-

ten Wert von w4 = 24.127 an. Extrapoliert man die Werte von SIMO, FOX & RIFAI
A

16 —— T F=1.0

44

48

Abbildung 5.13: Geometrie fiir Cook’s Membrane
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Abbildung 5.14: Konvergenz im Vergleich

(1989), erhilt man w4 = 23.957. Hierbei stiitzt sich die RICHARDSON Extrapolation
auf die Verschiebungswerte fiir je eine Diskretisierung mit 16, 64 und 256 Elemen-
ten. Abb. (5.14) zeigt wiederum die exzellente Performance des Q1E4-Elementes ge-
geniiber dem Q1-Element. Nach RICHARDSON extrapoliert strebt das Q1E4-Element

3Bezogen auf die Rechenleistungen, die von den Autoren 1987 genutzt wurden.



5.1. LINEAR ELASTISCHE BEISPIELE, KNICK- UND BEULPROBLEME 95

Nummer ‘ Elementtyp ‘

1 QIE4

2 Q1

3 SiMO0, Fox & RIFAT (1989)
4 POCESKI (1996)

Tabelle 5.8: Legende zu Abb. (5.14)

gegen den Wert wy = 25.053. Die viel zitierte Losung nach JANG UND PINSKY
(1987) wy = 23.911 ist damit auch im Vergleich mit der hier verwendeten Formulie-
rung als zu steif anzusehen. In Tab. (5.9) sind die Werte verschiedener Elemente fiir ei-
ne (8x8)-Elementierung zusammengefallit. Es werden jeweils die Abweichungen vom
Wert ws = 25.053 angegeben, der als Referenzwert fungiert. Bemerkenswerterweise

Element N A

Q1 22.671 | -9.5 %
QIE4 24459 | -3.4 %
POCESKI 2393 | 45%
SiMo0, FOX & RIFAT (1989) | 23.685 | -5.5 %
ANDELFINGER (1991) 23.680 | -5.5 %

Tabelle 5.9: w4 im Vergleich fiir ein (8x8)-Netz

schlidgt die Q1E4-Variante die EAS-Formulierung von ANDELFINGER (1991).

5.1.10 RAASCHs Haken

Ein besonderes Beipiel stellt der in der Literatur unter dem Namen RAASCH chal-
lenge bekannte Lastfall dar, der u.a. von KNIGHT (1996) und KEmMP, CHO & LEE
(1998) diskutiert wurde. Hierbei handelt es sich um ein diinnwandiges Blech, das zu
einem Haken gebogen ist - wie in Abb. (5.15) skizziert. Der Haken ist einseitig einge-
spannt und wird am freien Ende belastet durch eine in der Tangentialebene wirkende
Randkraft F' = 1, die auf alle Randknoten verteilt wird. Damit ergibt sich infolge
der Kriimmung (in erster Linie) eine Koppelung von Torsions- und Biegebelastung.
Detaillierte Untersuchungen sowie die Herleitung einer analytischen Losung des Pro-
blems mit Mitteln der Balkentheorie sind bei SCHOOP, HORNIG & WENZEL (2002)
angegeben.

Fiir die in der Literatur von KNIGHT (1996) zitierten Werte wurden die Berechnun-
gen mit einer Querkontraktionszahl v = 0.35 und einem Elastizitdtsmodul £ = 3300



96 KAPITEL 5. ERGEBNISSE

t =20
b=
a=14
b =46
Abbildung 5.15: RAASCH Haken
Qo = %
fo=1%

Abbildung 5.16: Geometrie des RAASCH Hakens

durchgefiihrt. Die genannten Elementierungen wurden zu Vergleichszwecken mit den
Elementen Q1, Q1E4 und den beiden Abaqus-Elementen S4 und S4RS berechnet. Die
Rechenergebnisse sind in Tab. (5.10) zusammengestellt. Als moglichen (ndherungs-
weisen) Vergleichswert erhélt man nach SCHOOP, HORNIG & WENZEL (2002) die
Losung nach der Theorie des gekriimmten diinnwandigen Stabes mit Wolbtorsion zu
4.74565 fiir den zu v = 0.35 gehorigen Gleitmodul G = 1222.22. Die beiden Abaqus-
Elemente streben von unten gegen einen deutlich hoheren Wert sowohl gegeniiber
der Vergleichslosung als auch gegeniiber den Elementen Q1 und Q1E4. Sie bilden
die Struktur also weicher ab. Nach ABAQUS (2001) ist das S4 ein general purpose
Schalenelement, das auf der Degeneration eines Volumenelementes basiert, also sechs
Freiheitsgrade pro Knoten besitzt. Das Element S4RS5 hingegen modelliert mit fiinf
Freiwerten pro Knoten und I6st das Biegeproblem nach DKT. Beide Elemente wur-
den voll integriert. Die Daten fiir die Elementtypen 4STG, 4HYP und 3DKT wurden
KNIGHT (1996) entnommen. Das Element 4STG wird von KNIGHT als reines Weg-
groBenelement angegeben, wihrend 4HYP als hybrides Element mit einer assumed
stress Formulierung bezeichnet ist. Zum Vergleich ist noch als einziges Dreiecksele-
ment das ebenfalls von KNIGHT (1996) referenzierte DK'T-Element 3DKT angege-
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Elementierung Verschiebung w;, [in]
Ql |QIE4| S4 | S4R5 | 4STG | 4HYP | 3DKT
1x9 4.844 | 4.853 | 4.852 | 28.582 | 4.4718 | 5.7061 | 4.1855
3x17 4750 | 4.753 | 4.867 | 4.799 | 4.6381 | 5.7633 | 4.6011
5x34 4727 | 4728 | 495 | 4.829 | 4.6944 | 6.8392 | 4.6776
10x68 4721 | 4721 | 5.009 | 4.889 | 4.7087 | 10.7424 | 4.7042
20x136 4719 | 4720 | 5.033 | 4.964 | 4.7121 | 24.2047 | 4.6781

Tabelle 5.10: Verschiedene Elemente im Vergleich

ben. Die berechneten Verschiebungen wy;, sind gemeinsam in Abb. (5.17) dargestellt.
Augenfillig ist zunichst die bereits von KNIGHT beobachtete Divergenz des hybriden
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Abbildung 5.17: Konvergenz

Elementes 4HYP, dessen Ergebnisse demzufolge in Abb. (5.17) nicht dargestellt sind.
Ebenfalls erstaunlich ist, da3 das 3DKT-Element zwar bei der feinsten Elementierung
einen sinnreichen Wert annimmt, aber ebenfalls keine saubere Konvergenz zeigt. Die
Elemente S4R5 und S4 konvergieren von unten gegen einen weicheren Wert als die
beiden Elemente Q1 und Q1E4, die von oben her gegen einen steiferen Wert konver-
gieren. Extrapoliert nach RICHARDSON ergibt sich fiir die beiden Elemente Q1 und
QI1E4 ein Wert von 4.7189. In Abb. (5.17) liegen die Kurven der beiden Elemente Q1
und Q1E4 quasi iibereinander. Die beste Ubereinstimmung bei der feinsten Elementie-
rung (20x136) ergibt sich fiir das Element 4STG, das um weniger als 0.1% von diesem
Wert abweicht. Das ABAQUS S4-Element ist um 5.2% weicher, das ebenfalls auf fiinf
Freiheitsgraden basierende DKT-Element S4R5 weicht um 6.7% ab. Bezogen auf den
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Vergleichswert 4.74565 ist die nach RICHARDSON extrapolierte Losung der Elemente
Q1 und Q1E4 nur um 0.6% weicher. Im Verhiltnis zu den mit den geeichten Elementen
Q1 oder Q1E4 ermittelten Losungen werden mit Volumenelementen deutlich weiche-
re Resultate erzielt. Eine Volumenelementlosung fiir die feinste Elementierung wird
von KNIGHT (1996) mit 4.9352 angegeben fiir den Elementtyp 8HYP, wihrend eine
Rechnung mit Abaqus fiir das Element C3D20R sogar auf 5.035 fiihrt. Dem gegeniiber
steht der auf der Stabtheorie nach WLASSOW (1964) basierende Wert von 4.74565,
der eine um 5.7% steifere Endverschiebung erwarten 1:ft.

5.2 Nichtlinear elastische Beispiele

Wihrend man in der Theorie I. Ordnung von biegedominierten Schalenproblemen
sprechen kann, ist bei wirklich nichtlinearen Beispielen zu beachten, dal Membran-
und Biegezustand stets miteinander gekoppelt sind. (Ausgenommen sind reine Schei-
benprobleme.)

5.2.1 Pinched Hemisphere

Geometrie und Materialdaten bleiben gegeniiber Abschnitt 5.1.8 unverédndert. Die Last
wird nun inkrementiert mit 10 Schritten a AF" = 10.0. Die Berechnung erfolgt geo-
metrisch nichtlinear hyperelastisch, wobei die Struktur mit einem (16x16)-Netz (Vier-
ecke) diskretisiert wird. Bei einem strukturierten Netzgenerator, der je ein Viereck in
zwel Dreiecke teilt, entspricht das einem (32x32)-Dreiecksnetz bei gleicher Anzahl
von Freiheitsgraden, da die Anzahl der Knoten unveréindert ist. Es werden sowohl das
NEO-HOOKE als auch das ST.VENANT-KIRCHHOFF Materialmodell untersucht. Die
Durchbiegungen in den Lasteinleitungsstellen v 4 (Zugseite) und vp (Druckseite) die-
nen wie bereits bei der linearen Analyse als Benchmark. Die Ergebnisse der Berech-
nungen sind in Form von Last-Verformungskurven in Abb. (5.18) dargestellt. Obwohl
die maximalen Verzerrungen Werte von etwa 6% erreichen, differieren die berechneten
Verformungen v 4 und vp abhingig vom verwendeten Materialgesetz (ST. VENANT-
KIRCHHOFF bzw. NEO-HOOKE um weniger als 1%. Die Kurven sind kongruent im
Rahmen der Zeichengenauigkeit, weshalb Abb. (5.18) nicht zwischen ST.VENANT-
KIRCHHOFF und NEO-HOOKE unterscheidet. Die Linien stellen die Ergebnisse des
Dreieckselements DKT3D dar, die Rauten- bzw. Kreuzsymbole beziehen sich auf das
Viereckselement von BUCHTER (1992). Die Ubereinstimmung ist sehr gut.
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Abbildung 5.18: Last-Verformungskurve (Pinched Hemisphere)

5.2.2 Co0OKs Scheibe

Die in Abb. (5.13) skizzierte Scheibe wird unter denselben Bedingungen wie in Ab-
schnitt 5.1.9 geometrisch nichtlinear berechnet. Hierbei wird einerseits anhand des ST.
VENANT-KIRCHHOFF Materials gepriift, inwieweit durch die Elementvariante Q1E7
eine weitere Verbesserung gegeniiber dem Element Q1E4 erzielt werden kann.
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Abbildung 5.19: Konvergenz im Vergleich (ST. VENANT-KIRCHHOFF Material)

Andererseits wird anhand des NEO-HOOKE Stoffes gepriift, inwieweit die dreidimen-
sionale Formulierung des Stoffgesetzes nach Abschnitt 3.1.2 in Zusammenhang mit
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der numerischen Losung des Problems des ebenen Spannungszustandes nach An-
hang C iibereinstimmt mit der zweidimensionalen Formulierung des Stoffgesetzes in
Abschnitt 3.2.2. Weiterhin wird untersucht, inwieweit die Variante der vorgeschlage-
nen EAS-Formulierung nach Kapitel 4.2.3 sich von der nach BISCHOFF UND RAMM
(1997) im Ergebnis unterscheidet. Die Abb. (5.19) zeigt, dal der Vorteil der sieben-
parametrigen Formulierung gegeniiber dem Q1E4-Element bei strukturierten Netzen
verschwindet. Das Ergebnis der nichtlinearen Analyse konvergiert nach RICHARDSON
extrapoliert gegen den Wert w4 = 14.258, was mit den Berechnungen von KLINKEL
(2000) in Einklang steht. Die Ergebnisse des Vergleichs der zweidimensionalen Be-
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Abbildung 5.20: Konvergenz von 2D- und 3D-Formulierung (NEO-HOOKE Material)

rechnung mit der dreidimensionalen Berechnung inklusive Iterations- und Kondensa-
tionsverfahren (fiir €33 bzw. C,p.,5) sind in Abb. (5.20) dargestellt. Die Ubereinstim-
mung ist sehr gut. Damit ist das kombinierte Iterations- und Kondensationsschema
validiert (exemplarisch). Extrapoliert erhédlt man im Fall des NEO-HOOKE Materi-
als die Losung w4 = 15.052. Hélt man sich die einachsigen Kurven der Abb. (3.1)
im Kapitel 3 vor Augen, ist es plausibel, da die Losung des NEO-HOOKE Stoffes
sich weicher verhilt als die des ST. VENANT-KIRCHHOFF Materials. Die numerischen
Werte unterscheiden sich gegeniiber den zweidimensionalen Ergebnissen gemifl Ab-
schnitt 3.2.2 lediglich nach der dritten bzw. vierten Kommastelle. Es ist bemerkens-
wert, daB die Ubereinstimmung auch im nichtlinearen Bereich derartig gut ist, denn
das in Abschnitt 3.2.2 angenommene Materialgesetz ist aus einer Grenzwertbildung
im Ubergang auf die Theorie 1. Ordnung entwickelt worden. Von diesem Standpunkt
her wiren im geometrisch Nichtlinearen durchaus stiarkere Abweichungen vorstellbar
gewesen. Abb. (5.21) zeigt den unterschiedlichen Konvergenzverlauf fiir die beiden
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Abbildung 5.21: Konvergenz verschiedener EAS-Varianten

verschiedenen EAS-Varianten. Es ist ersichtlich, dal beide Formulierungen gleichwer-
tig sind. Sie streben demselben Wert zu, lediglich fiir sehr wenige Elemente erscheint
die Formulierung nach Abschnitt 4.2.3 vorteilhafter.

5.2.3 Orthotrope Kreisplatte

Der Gegenstand der Untersuchung ist eine Kreisplatte nach Abb. (5.22), die im Zen-
trum durch eine Einzelkraft in Querrichtung belastet wird. Die Plattendicke betréagt
t = 0.625, der AuBlenradius betrdigt R = 50 und der Radius am Lager R; = 46.
Die Platte ist horizontal verschieblich gelenkig gelagert. Dieses Problem tritt bei in
der Halbleiterindustrie iiblichen Waferplatten auf, an die sich die Material- und Geo-
metriedaten anlehnen. Als Materialmodell ist das von ST.VENANT-KIRCHHOFF an-
genommen. Die Struktur ist als moderat orthotrop anzusehen, denn die Steifigkeiten
lauten in VOIGT Notation

119000 53800 0
Cij = 53800 119000 0 . (5.4)
0 0 59000

Eine Abweichung von der Isotropie ergibt sich infolge der Schubsteifigkeit, deren Wert
etwa 80% iiber dem zugehorigen isotropen Wert von C33 = 32600 liegt. Die Struktur
wird infolge der Symmetrie als Viertelplatte berechnet mit 150 Elementen und 401
Freiwerten. Die Berechnung erfolgt geometrisch nichtlinear in Lastinkrementen von
P = 5 bis zu einer Gesamtlast P = 150. Die Ergebnisse der Mittendurchsenkung w,,
abhiéngig von der Belastung sind in Abb. (5.24) angegeben, d.h. Abb. (5.24) beschreibt
die zugehoroge Last-Verformungskurve.
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Abbildung 5.22: Waferplatte unter Einzelkraft

Abbildung 5.23: Verwendete Netze

3.5

25 .

s QIE4
1 - DKT3D -
0.5 - .

0 20 40 60 80 100 120 140 160
Einzelkraft P

Abbildung 5.24: Verformungs-Lastkurve (Waferplatte)

Die Linie stellt die Ergebnisse einer Berechnung mit dem Element DKT3D dar, die
Rautensymbole kennzeichnen die Ergebnisse einer Berechnung mit dem Element
Q1EA4. Die zugrunde gelegten Netze sind in Abb. (5.23) dargestellt. Es zeigt sich, daf3
das Tragverhalten offensichtlich nicht von starken Membrandehnungsgradienten ge-
prigt ist, da die Verbesserung durch das EAS-Element gegeniiber dem constant-strain
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Dreieckselement praktisch keine Auswirkung auf die Mittendurchsenkung hat (bei
einem Netz mit acht Ringen in radialer Richtung). Betrachtet man die Neigewinkel
normal zum Plattenrand, erkennt man dort keinen signifikanten Einflul der Orthotro-
pie. Liangs des Umfanges variiert der Neigewinkel numerisch zwischen —4.294° und
—4.332°. Sein Maximum liegt unter 45° an der Diagonale der Viertelplatte. Die Netz-
struktur der Dreiecksdiskretisierung induziert eine leichte Verletzung der Symmetrie-
bedingung an den Rédndern 0° und 90°. Dieser Effekt wird jedoch gemittelt, wenn man
die Viertelplatte an den Symmetrierdndern spiegelt.

5.3 Elasto-plastische Beispiele

5.3.1 Rechteckplatte unter Eigengewicht

Als elasto-plastisches Beispiel wird eine Rechteckplatte gemall Abb. (5.25) unter kon-
servativer Belastung berechnet (Steigerung des Eigengewichtes). Die Ridnder der Platte
sind gelenkig gelagert und erlauben eine Horizontalverschiebung. Die Aufprigung der
Last erfolgt in Inkrementen Ag = 0.1. Mit der Mittendurchsenkung w; in Abhéngig-

ay = g = 40
t = 0.4 (Dicke)

E=21-10°
vr=20.3

Abbildung 5.25: Rechteckplatte

keit von der Anzahl der Elemente ergibt sich die Konvergenzstudie nach Abb. (5.26).
Die Rechnung basiert auf einer Laststufe ¢ = 20 - Aq = 2.0. Berechnet wurde ein
symmetrisches Viertel der Platte. Da das Problem offensichtlich biegedominiert ist,
fallt die Konvergenzverbesserung durch das Q1E4-Element nicht exorbitant aus. Aber
eine geringfiigige Qualitétssteigerung ist vorhanden, und auferdem validiert dieses
Beispiel auch die Anwendbarkeit des in Kapitel 4.2.3 vorgestellten Verfahrens im Be-
reich inelastischen Materialverhaltens.
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Abbildung 5.26: Q1 und Q1E4 im Vergleich

Die Last-Verformungskurve fiir das aus Symmetriegriinden berechnete Viertel der
Platte ist fiir eine (20x20)-Diskretisierung in Abb. (5.27) skizziert. Die Rautensym-
bole des QI-Elementes liegen simtlich auf der Q1E4-Kurve, was eine gute Uber-
einstimmung der Resultate anzeigt. Um ein Gefiihl fiir das Deformationsverhalten

3.5

3 . _

w suber Last

Abbildung 5.27: Last-Verformungskurve

der Platte zu bekommen, ist in Abb.(5.28) noch die deformierte Konfiguration nach
dem Lastschritt ¢ = 55 - Agq = 5.5 skizziert. Die Ziffern geben die Anzahl der
plastizierten Schichten an. Da mit Schichtpunkten gerechnet wurde, bedeuten fiinf
plastizierte Punkte eine Vollplastizierung des Querschnitts im zugehorigen (Flachen-
)integrationspunkt. Man erkennt, daf} die Symmetrie gewahrt bleibt, und daf3 die Plasti-
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zierung in den Ecken am stérksten ist, da dort durch die Zwingung starke Kriimmun-
gen auftreten. Lings der AuBenrdnder ist die Platte praktisch voll plastiziert.
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Abbildung 5.28: Deformierte Platte bei ¢ = 55 - Ag = 5.5

5.3.2 Kreisplatte unter Eigengewicht und Druck

Zur Simulation eines Umformprozesses wird ein kreisformiges Blech in horizontaler
Lage durch Drucksteigerung plastisch verformt. In der Rechnung werden die Daten
gemil} Abb. (5.29) eingegeben. Abb. (5.29) skizziert ebenfalls die verwendete Diskre-
tisierung. Es werden sieben Sektoren mit je sechs Q1E4- und vier DKT3D-Elementen
verwendet. Die Berechnung erfolgt sowohl fiir den idealplastischen Fall als auch fiir
den Fall der isotropen Verfestigung nach Gl. (3.44). Wihrend das spezifische Gewicht
vom ersten Lastschritt an konstant gehalten wird, wird Flachenlast inkrementiert in
50 Lastschritten bis zu einer Gesamtlast P = 50 - Ap = 5.0. Die Platte ist an den
Riéndern gelenkig, aber horizontal verschieblich gelagert. In Abb. (5.30) ist die Last-

R = 50 (Radius)

t = 1 (Dicke)
E=21-10°
v=203

Yo = 0.005

pg = 73.575-107°
Ap=10"1

Abbildung 5.29: Kreisplatte und Eingabedaten

Verformungskurve fiir den Plattenmittelpunkt dargestellt.
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Abbildung 5.30: Last-Verformungskurve der Kreisplatte

Die gestrichelte Linie kennzeichnet die idealplastische Platte, wihrend die durchgezo-
gene Linie den Be- und Entlastungspfad der isotrop verfestigenden Platte beschreibt.
Die Entlastung erfolgt in diesem Fall rein elastisch, es kommt nicht zu einer weite-
ren Plastizierung wihrend des Entlastens. Die verfestigende Platte verhilt sich steifer,
was im Erreichen geringerer Durchbiegungen nach Be- und Entlastung gegeniiber der
idealplastischen Rechnung zum Ausdruck kommt. Die Konfiguration jeweils nach Be-

Materialmodell | wp nach Bel. [mm] ‘ wp nach Entl. [mm] ‘ Riickfederung [%] ‘

ideal plast. 9.957 8.459 15
isotrop verf. 8.663 6.646 23

Tabelle 5.11: Mittendurchsenkung nach Be- und Entlastung

und nach Entlastung ist (nicht maBstédblich) in Abb. (5.31) fiir den Fall der verfesti-
genden Platte dargestellt. Die Riickfederung nach der Entlastung ist klar zu erkennen.
Bei diesem Beispiel ist sie erheblich. Die Abb. (5.32) gibt die Anzahl der plastizier-
ten Schichtpunkte in der Draufsicht auf die Platte wieder. Die Antwort der Struktur
wahrt die Rotationssymmetrie der Belastung. Infolge des entstehenden Druckrings der
Umfangsdehnungen €., plastiziert die Platte vom AuBenrand nach innen hin. Da die
Rechnungen mit drei Schichtpunkten durchgefiihrt wurden, ist die Platte in den beiden
duBeren Ringen bereits voll plastiziert.
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Kapitel 6

SchluBbemerkungen

6.1 Diskussion

Die in Kapitel 5 untersuchten Beispiele untermauern die Leistungsfdahigkeit der
umgesetzen FE-Formulierung. Anhand der Konvergenzstudien der Scheibenbiegung
und des Benchmarks der COOK Scheibe wird deutlich, welches Optimierungspotential
die Umsetzung der EAS-Methode ausschopft - siehe Abb. (5.3), Abb. (5.5) und
Abb. (5.14). Die biegedominierten Beispiele in den Abschnitten 5.1.4 bis 5.1.6
dokumentieren die Stirke des DKT-Konzeptes; die restlichen linearen Beispiele un-
terstiitzen ebenfalls die Wahl der Elementformulierung. Sehr erfreulich ist aulerdem
die sehr gute Ubereinstimmung mit dem analytischen Vergleichswert im Falle des
RAASCH Hakens.

Die nichtlinearen Ergebnisse in Abschnitt 5.2 validieren die Elemente Q1E4 und
DKT3D sowohl fiir hyperelastische wie auch fiir elasto-plastische Berechnungen.
Abb. (5.26) verdeutlicht, dall selbst bei einem biegedominierten Beispiel wie dem
der Rechteckplatte unter Gleichlast eine Konvergenzverbesserung durch die EAS-
Methode erzielt werden kann. Die Gleichwertigkeit des umgesetzen EAS-Verfahrens
mit der klassischen Formulierung kommt in Abb. (5.21) zum Ausdruck.

6.2 Fazit

Ein wesentliches Ziel dieser Arbeit war die Weiterentwicklung der von VERHOEVEN
(1992) vorgeschlagenen Elementformulierung. Die erfolgreiche Implementierung ei-
nes fiinfparametrigen Einsdirektorkonzeptes in Verbindung von DKT und EAS liefert
ein leistungsfihiges Element, das - wie Kapitel 5 belegt - als robust gelten darf. Seine
Anwendbarkeit auch auf inelastisches Materialverhalten wurde unter Beweis gestellt.

109
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Anhang A

Differentialgeometrie

Umfangreiche Darstellungen zur Flachentheorie finden sich zum Beispiel bei ERIN-
GEN (1967), BASAR UND KRATZIG (1985) oder DUSCHEK UND HOCHRAINER
(1970). Wesentlich zur Beschreibung einer Flache im Raum ist die Einfiihrung zweier
Parameter ¢“, mit denen eine Fldache beschrieben wird als zweidimensionale Struktur
mittels der Darstellung

r(g®). (A.1)

Basisvektoren und Metriktensor Durch Ableitung des Ortsvektors r nach den
Flichenkoordinaten erhilt man die kovariante Basis g, der Fliche. Diese Basisvek-
toren liegen tangential zu den Koordinatenlinien.

or or

g1 = 6—(]1 g2 = 8—q2 (A.2)

Zur Beschreibung der Lingenverhiltnisse auf einer Fliache dient der Metriktensor. Es
gilt fiir das Quadrat eines differentiellen Linienelementes ds auf einer Fliche:
ds®* =dr-dr =g, - g5 d¢g” d¢’ = Jap dg”* dq” . (A.3)

Jap sind die kovarianten Komponenten des Metriktensors der Fliche. Die rechte Sei-
te von GI. (A.3) wird als erste Fundamentalform der Flichentheorie bezeichnet. Die
kovariante Metrik g,5 gemif

9o = 8a * 88 (A4)

trigt ihren Namen aufgrund der geometrischen Deutung als MaBtensor fiir Bo-
genldngen. Die Determinante des Metriktensors wird mit

g = det (gag) = g11922 — g12921 (A.5)

bezeichnet. Fiir die sogenannten kontravarianten Komponenten des Metriktensors gilt
die Definition

Gory 977 = 0. (A6)
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d.h. man erhilt sie durch Invertieren der Koeffizientenmatrix g,g. Mit Hilfe des Metrik-
tensors kann man eine weitere Basis definieren, die ebenfalls in der Tangentialebene
der Fliche liegt, aber bzgl. der kovarianten Basis reziprok ist.

g" - gz =03 (A7)

g = ggs (A.8)

g, und g” bilden sog. duale Basen.

Haupttensor Betrachtet man die Differentiale des Ortsvektors dr und des Norma-
lenvektors dn auf einer Fliche, lassen sich der Fliche Kriimmungseigenschaften zu-
weisen. Mit

dn-dr=n, rgdg” dgf = n, - gsdg” d¢f = —bap dg” dq? (A.9)

werden durch b, die kovarianten Komponenten des Kriimmungstensors B definiert.
Gl. (A.9) nennt man die zweite Fundamentalform der Flachentheorie. Als niitzlich
erweisen sich die Hauptwerte des Kriimmungstensors. Aus den kovarianten Kompo-
nenten b,z ermittelt man mit Hilfe von GI. (A.5) die mittlere Kriimmung / und die
GAUSSsche Kriimmung K als
Ho— %bngm — 2b12g12 + baagn ’ (A.10)
g

K = M (A.11)
g

Differentielles Volumenelement Im Schalenraum beschreibt

x(q¢%, ¢) = r(q") + (n(qg") (A.12)

einen beliebigen materiellen Punkt (fiir  # 0 auflerhalb der Mittelfliche). Fiir ein
differentielles Volumenelement im Schalenraum erhélt man mittels der Invarianten des
Haupttensors die Darstellung

dV = (1-2H ¢+ K ¢*)dAdC. (A.13)

Der Nabla-Operator Im Schalenraum nimmt man infolge des kinematischen An-
satzes nach GI. (A.12) zweckmiBigerweise eine Aufspaltung des Nabla-Operators vor.
Mit dem planaren Nabla-Operator V, = ga% ergibt sich

V:(é—gB)‘l-Vﬁna%. (A.14)
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Abbildung A.1: GAUSSscher Satz fiir Flichen

Der GAUSSsche Integralsatz Fiir ein zweidimensionales Gebiet wird mittels des
Integralsatzes nach GAUSS die Gleichwertigkeit eines Fldchenintegrals und des die
Flidche umschlieBenden Kurvenintegrals angegeben. Man erhilt

j{eﬂg gbds:/(V2+2Hn)® ¢ dA. (A.15)
DA A
Hierbei beschreibt ® eine beliebige multiplikative Verkniipfung und ¢ eine beliebige
GroBe. Ist speziell ¢ ein planarer Vektor c, in der Tangentialebene und ersetzt man ®
durch das Skalarprodukt, erhélt man wegenn - c; = 0

j{eL~c2 ds:/V2~c2 dA bzw. (A.16)
9A A
femcgﬁ ds = /CQ% dA . (A.17)
DA A

Spannungstensoren Vermoge des Axioms von CAUCHY ermittelt man den diffe-
rentiellen Kraftvektor dk einer Schnittfliche dA der aktuellen Konfiguration durch
das innere Produkt mit dem CAUCHY Spannungtensor T

dk =T - dA. (A.18)

Aus physikalischen Griinden muf die Kraft dk unabhiingig von der Beschreibung sein,
so daf} mit

dk =P -dA, (A.19)

eine referenzbezogene Darstellung gegeben ist. Hierbei bedeutet P den LAGRANGE
oder 1. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor, der Index 0 nimmt Bezug auf die Refe-
renz. Zwischen T und P gilt die Umrechnung

P = det(F)T-F 1. (A.20)
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Da jedoch P nicht symmetrisch ist, fiihrt man den - vollig unanschaulichen - 2. PIOLA-
KIRCHHOFF Spannungstensor S ein mit

S=F'-P=det(F)F'-T-F7. (A.21)

Wihrend T und S jeweils auf die aktuelle Lage bzw. Referenzkonfiguration Bezug
nehmen, stellt der 1. PIOLA-KIRCHHOFF Tensor P einen Tensor da, der - wie der De-
formationsgradient - in beiden Konfigurationen orientiert ist. Seine natiirliche Dyade
enthilt Basen beider Konfigurationen. Eine Ubersicht der in der nichtlinearen Theorie
definierbaren Spannungsmal3e - insbesondere im Hinblick auf arbeitskonforme Ver-
zerrugnstensoren - gibt MACVEAN (1968).



Anhang B

Gleichgewichtsaussagen

Die integrale Form des Gleichgewichts gemdB Gl. (2.29) unter Beriicksichtigung von
Gl. (2.30) und GI. (2.36) soll in eine differentielle Form, d.h. in Feldgleichungen und
Randaussagen, tiberfiihrt werden. Hierzu werden die auftretenden Integrale durch par-
tielle Integration und Anwendung des GAUSSschen Integralsatzes so lange umgeformt,
bis die Variationssymbole dr bzw. dd - wegen der Beliebigkeit der virtuellen Zusténde
- ausgeklammert werden konnen. Die zugehdrigen Randbedingungen fallen automa-
tisch an bei der Anwendung des Integralsatzes. Wendet man Gl. (A.17) auf Gl. (2.30)
und Gl. (2.36) an, so ergeben sich folgende Umformungen

faﬁr@ 0rg = [ A } [taﬁ ]Iﬁ 0T, (B.1)
Q°d-ory = [Qﬁd 5r] —[@%d] ;- or (B.2)
m*r, - dry = [m ] — [m® ﬁr,a} I or, (B.3)
[m“ﬁr,a} odg = [m® ] - [maﬁrﬂ] 5" od . (B.4)

Nach dem Einsetzen der Glg. (B.1) bis (B.4) und dem Sortieren nach den Variations-
Differentialen ergibt sich aus GI. (2.29)

/ { ([f“ﬁr,a +Q°d + mo‘ﬁd@} 5T po> - or

A

h
- ([maﬂr,a} 5 3d — Qr o + p1§) : 5d} dA

%em [(faﬁr,a + Q%d + m”‘ﬁd,a — PR) - or
0A
+ (m*r, —Mg) -6d] ds = 0. (B.5)

Wegen der Beliebigkeit der virtuellen Zustinde ér bzw. 6d miissen die Ausdriicke
in den runden Klammern verschwinden. Daraus folgen die in GI. (2.37) bis GI. (2.38)
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notierten Gleichgewichtsbedingungen (Integranden des Fldachenintegrals) in differenti-
eller Form bzw. die zum Randwertproblem gehorigen Randbedingungen (Integranden
des Kurvenintegrals) der Krifte und Momente.



Anhang C

Ebener Spannungszustand

Der ESZ ist gekennzeichnet durch den Zustand 0,3 = o33 = (. Obwohl dieser
Zustand bereits in der Theorie I. Ordnung i.a. die Kompatibilititsbedingungen ver-
letzt [GOLDNER (1991)], stellt er insbesondere bei diinnen Flichentragwerken eine
sinnvolle Ndherung dar. Wahrend bei linearen Spannungs-Verzerrungsbeziehungen ei-
ne geschlossene Losung zur Elimination der Dickenverzerrung e33 bzw. C's3 erhéltlich
ist, sind bei nichtlinearen Stoffgesetzen Zusatziiberlegungen notwendig.

Numerische Losung des ESZ Ausgehend von dreiddimensionalen Spannungs-
Verzerrungsbeziehungen und unter der Annahme C,3 = 0 soll eine numerische
Losung bestimmt werden. Ziel ist es, diejenige Dehnung C's3 zu bestimmen, die den
Zustand o33(Cs3) = 0 erfiillt. Beginnt man mit dem Startwert C; = 1, muB die Glei-
chung

Cit = Oy — 2 (7033(033)) (C.1)

C(3333

iterativ gelost werden, wobei (3333 eine Komponente der Materialtetrade C nach
Gl. (3.10) bezeichnet. Die hochgestellten Indizes geben hierbei den Iterationsschritt
an.

Kondensation der Materialsteifigkeit Neben der Ermittlung des Dehnungszustan-
des, der die Bedingung ESZ erfiillt, muf} auch die zugehorige Spannungsableitung er-
mittelt werden. Hierzu 14t sich in Anlehnung an BARTHOLD (1993) ein Kondensati-
onsverfahren angeben, das die ebene Materialtetrade C, 5 aus der dreidimensionalen
Cjr ermittelt. DefinitionsgemiB gilt im fall des ESZ fiir das vollstindige Differential
der Spannungskomponenten o;;

80’ij

9Clas

80’ij
dCap + 5 dCis. (C.2)

dO'ij =
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Insbesondere fiir doss gilt dann

0 19)

d0'33 = ﬂdcalg + ﬂdc%,:; . (C3)
3 0C's3

Fordert man nun, da3 Gl. (C.3) ebenfalls gleich null wird, da der ESZ auch in einem
infinitesimalen Nachbarzustand von o33 erfiillt sein soll, 146t sich aus GIl. (C.3) das

unbekannte Differential dC's3 eliminieren:

Jo33 - Jo33
9Cs5)  C4g

Nach Einsetzen in Gl. (C.2) liefert Gl. (C.4) dann die kondensierte Spannungsableitung
zZu

ngg - — < dCag . (C4)

Capys =2

80@5 _ <80'33>1 &Taﬁ 80'33 (C 5)

aC;  \9Cs) 9Cy0C;

Aus GI. (C.5) ist somit diejenige Spannungsableitung bestimmt, die den Bedingungen
des ESZ entspricht.



Anhang D

FlieBspannung und FlieBdehnung

In der von BESDO (1980) und TIETZE (1986) formulierten FlieBbedingung wird mit
einer FlieBdehnung y eine - der spannungsexpliziten Form der FlieBbedingung gleich-
wertige - Aquivalenzbedingung angegeben:
1 - R 1 /4 2 )
g:Z(Bmﬁ-(Bmﬁ—§<Buc) =0 D.1)
In GI. (D.1) bedeutet B den linken CAUCHY Tensor der inversen plastischen Dehnun-

gen und C den rechten CAUCHY Tensor. Die klassische Formulierung der FlieBSbedin-
gung nach VON MISES lautet hingegen

f=1/-38—a,=0. (D.2)

In GI. (D.2) bedeutet S, die zweite Invariante des Spannungsdeviators S" und oy die
FlieBspannung. Um eine Umrechnung von FlieBspannung in FlieBdehnung angeben zu
konnen, wird die Gl. (D.2) in Dehnungsgréen formuliert und mit der Gl. (D.1) ver-
glichen. Dies erfolgt unter der Voraussetzung, da$ fiir ST. VENANT-KIRCHHOFF Ma-
terial beide Bedingungen identisch werden. Da auch beim erstmaligen Auftreten einer
Plastizierung die Gleichheit der beiden Bedingungen postuliert wird, ist in Gl. (D.1)
B = 0 zu setzen. Mit der Umrechnung

C=1+2E (D.3)

werden Gl. (D.3) und B = 0in GL (D.1) eingesetzt. Beriicksichtigt man noch die
Deviatorzerlegung

/ 1
C=C + g(SpC)l, (D.4)

so folgt fiir den Zusammenhang zwischen den Deviatoren nach Gl. (D.3)

C =2E. (D.5)
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Aus GI. (D.1) ergibt sich dann unter den genannten Voraussetzungen
1
g = (1:C)--(1-C) 5 (wC) 4

1
= C"C—g(SPC)2—4y§
;1 ;1 1 s
= (C + g(spC)l 1 C + g(SpC)l —g(SpC) — 4y

2 1 1
- C..C 3 (SpC)(SpC) 5 (5PC)"3 — 2 (spC)* 4y

-
~~ ~~

-0 =0
— 4E - E —42=0.
Damit erhélt man anstelle von GI. (D.1) die Bedingung
g=4E - E —42=0. (D.6)
Um die GIl. (D.2) in Verzerrungsgroen auszudriicken, wird zunidchst das ST.

VENANT-KIRCHHOFF Gesetz bemiiht, um die Invarianten ineinander iiberfiihren zu
konnen. Aus GI. (3.6) und der Spur

spS = 2G (spE L3V spE) _ ot R (D.7)
1—2v 1—2v
erhilt man unter Berﬁcksichtigung von GI. (D.5) und GI. (D.7) die Form
S + 2G1 — Y (spE)1 = 2G ( ;(spE)l +3 _VQV(SpE)l) . (DY)
aus der die proportionale Zuordnung der Deviatoren zu
S’ = 2GE (D.9)

folgt. Die zweite Invariante des Deviators berechnet sich als

/

1, ) 1 , )
Sy = —53 -8 = —5(2G)2E O (D.10)
Das Einsetzen von Gl. (D.9) ergibt damit als Aquivalenz der GI. (D.2) den Ausdruck

F=1/-3 3(2G)? E,E,, — 0, = 0. (D.11)

Aus Gl. (D.11) erglbt sich somit

’ ’ 2 g 2
BB =(oL) D.12
3 \2G ( )
Andererseits folgt aus Gl. (D.6)
E - E =42 (D.13)

Durch Vergleich von Gl. (D.12) mit GI. (D.13) ergibt sich die gesuchte Vorschrift, nach
der FlieBspannung und FlieBdehnung ineinander umgerechnet werden konnen, zu:
2 oy

vo=1\/3 52 (D.14)



Anhang E

Ableitungen der €

Benotigt wird fiir die Bildung der Elementsteifigkeitsmatrix der Ausdruck
8& 8am
= Mpy——.
3ajn ! a&jn
Da im nichtlinearen Fall kein analytischer Zusammenhang zwischen o und a besteht,
wird zur Ermittlung der Ableitungen auf eine Reihenentwicklung zuriickgegriffen.
GemiB GI. (4.34) ist im Element derjenige Zustand a ermittelt worden, fiir den R = 0

erfiillt ist. Nun fordert man, daf} auch fiir einen infinitesimalen Nachbarzustand a+da
Gl. (4.34) erfiillt ist. Entwickelt in einer TAYLOR Reihe erhilt man somit!

/ (tk ek (ajn + dajn) + & (ajn + dajy)

(E.1)

\%
9¢
+Z K (CLjn + dajn)] %)dv =0
0¢;, ot 0 o !

= t dv — dV da;, + O ((da;,)") =0. E.2

/ k 8(1%‘ + 8a]—n 8(1%‘ @ +M ( )

Y / \4 3 ~0

=0 [G\l.r(4.34)] T

Da das linke Integral identisch erfiillt ist, kann aus dem Verschwinden des Integrals I
die gesuchte Ableitung durch Matrizeninversion ermittelt werden. Zunichst wendet
man die Kettenregel an und erhélt

8tk 861 &gl 6/%1 &gk
—— —dV =0. E.3
/ 86[ <8ajn + 8ajn + Z@ajn) 80[2‘ ( )

\%

Berticksichtigt man € , = M und benutzt die Abkiirzung C fiir die Steifigkeit, folgt

/%<%+Mf%+amﬁ@wzu (E.4)

_— z
3ajn a&jn 3ajn

'VOIGT Notation wie im ganzen Abschnitt 4.2.3.
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Daraus resultiert ein System linearer Gleichungen zur Bestimmung der gesuchten Ab-
leitungen:

-1

oo
m— | | a0 M, dV
aajn p-Tp
Vv
/ M,:Cry ( e, O ) av | . (E.5)
8ajn aajn
Vv

Mit Gl. (E.5) ist die Steifigkeitsmatrix als konsistente Tangente berechenbar.



Anhang F

Transformation des Direktors

Ziel dieser Transformation ist es, zu verhindern, dafl der Breitengrad ¢ wéhrend der
Iteration den Wert 7r/2 annimmt, da in diesem Fall die Ableitung d,, nicht mehr ein-
deutig angebbar ist. Dazu wird die globalkartesische Beschreibung des Direktors d,
am Knoten &

dj = cos @y cos i €1 + cos g sin Yy es + sin ¢y es, (F.1)

in eine Darstellung

d, = fz’(777 £>éi (F2)

tiberfiihrt. Dabei sind (7, £) die Drehwinkel im neuen Koordinatensystem €. Das Sy-
stem €y, ist nach wie vor ein sphirisches Koordinatensystem. Es ist jedoch im Raum
derart orientiert, daf3 seine Aquatorebene (é1, ) mit dem Direktor d; komplanar ist.
Diese Transformation 148t sich im Sinne eines EULER bzw. KARDAN Schemas als
Hintereinanderschaltung finiter Rotationen darstellen.

Drehung um die Achse e; mit )} Zunichst wird das (globalkartesische) System ey,
um die e3-Achse mit dem Winkel ¢}/ gedreht! gemiiB Abb. (F.1). Die Transformation

der Basisvektoren e; 148t sich iiber eine Drehmatrix QZ(?) (1) beschreiben:

, cosvyy  sinyp 0
QP = | —sinygp cosyp 0 | . (F3)
0 0 1

Mit Hilfe dieser Matrix ergeben sich die neuen Basisvektoren e; zu:

& = Q1Y (V) e; . (F4)

147 bedeutet den Winkel 1) am Knoten & und n die Laststufe der Berechnung.
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e3’é3

€3,63

€1 (S5}
€

Abbildung F.1: Drehung um die Achse eg

Drehung um die Achse e; mit ¢}  Als nichstes wird das System €, um die €2-Achse
mit ¢} gedreht. Dabei wird ¢} gemessen, wie in Abb. (F.2) eingefiihrt.

€3 é3
€3 Pk =N
n
Pk
€7,69 €

Abbildung F.2: Drehung um die €;-Achse

Die Transformation der Basisvektoren e; 146t sich wieder durch eine Drehmatrix
Qg?) (¢} beschreiben:

cospp 0 singy
), ny _
Qi (o) = o 1 0 : (E5)

—singy 0 cospp
Mit Hilfe dieser Matrix ergeben sich die neuen Basisvektoren e; zu:

& =QY (e e; . (E.6)

Drehung um die Achse e; mit —¢; Zuletzt wird das System €, um die €3-Achse
mit ¥} = —} zuriickgedreht, um zu gewéhrleisten, dafl der Direktor in dieser Basis
die gewlinschten Komponenten hat. Die Transformation ist in Abb. (F.3) skizziert.
Die Transformation der Basisvektoren ¢€; 146t sich wiederum durch eine Drehmatrix
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ég,eg ~

Abbildung F.3: Zuriickdrehung um die es-Achse

QS) (y1) beschreiben:

\ costypy sinyyp 0
QP ()= | —singp cosyp 0 | . (F7)
0 0 1

Vermoge dieser Matrix ergeben sich die neuen Basisvektoren €; zu:
N 3 n\ ~
& =Qy (—vD) & (F3)

Das durch diese Transformation entstandene Koordinatensystem €y, ist nun derart ori-
entiert, dafl der Direktor d; zu Beginn der Lastschritts n in der Ebene (&1, €,) liegt.

Darstellung des Direktors im System €, Die schrittweise Transformation der Ba-
sisvektoren e; auf die Basisvektoren €; 148t sich als Hintereinanderschaltung von Dreh-
matrizen notieren:

& = (QU(=vi)-QP(el) - QP (v, - e
= (I)ij - €j . (Fg)

Dabei wurde die Definition verwendet:
® (g, i) = QY (=) - QP () - QP (uy) - (F.10)

Fiihrt man diese Vorschrift aus, ergibt sich die folgende Transformation:

&, = (cos® 9} cosp} +sin? e +

(cos Yy cos ) sin vy — sin )y cos ¥y )es +

cos 1, sin ). es (F.11)
€& = (costy cospysinyy — sinyy cosy)e; +

(sin? 17 cos f + cos? 1y ey + sin 1y sin ) es (F.12)

€3 = —sinpycosye; — sinpy sinyes + cospres . (F.13)
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Um die Darstellung des Direktors in dem System €, zu ermitteln muss nun die gege-
bene Abbildung fiir die Basisvektoren invertiert werden. Da @ - &7 = 1 gilt, ergibt
die Berechnung der inversen Abbildung:

ij
— sin ¢} cos Yy — sin @} sin ¢y CcOos @y

— sin ¢} cos Yy — sin @} sin ¢y cos @y

cos? Y cos P} + sin? Y cos Yl sin P (cos ol — 1) cos PP sin @f
(@)t = cos Y sin 1 (cos i — 1) sin® YP cos @l + cos?h?  sin ¢ sin o}

cos? 7 cos pf +sin® P cos P sin P (cos pf — 1) cos P sin @l
= cos Y sin P (cos o — 1) sin® ¥f cos o} + cos? PP sinf sin o}

-1

cos? Y cos P} + sin? Y cos PP sin i (cos ot — 1) — cos P sin @f

= cos Y sin Y (cos f — 1) sin® Yf cos o} + cos?hf  —sin Y sin o}

Mittels dieser Transformation lassen sich die Basisvektoren e; als Kombination der
Basisvektoren €; darstellen:

e = (P);' €. (F.15)
Fiihrt man die gegebene Rechenvorschrift aus, ergibt sich:
e; = (cos®y} cos ) +sinYp)e, ,
+ (cosy sinyy(cos ) — 1)) €3 — cos ¢y sin ¢y, €3 (F.16)
e = (costpsiniy(cospy —1))é;,
+  (sin® 9} cos @} + cos? P)) & — sin 1y sin ) &3 (F.17)
es = sinpy cosy € + sin ) sin; €, + cos ) €; . (F.18)

Nun muf} diese Darstellung der Basisvektoren nur noch in die Direktordarstellung
Gl. (F.1) eingesetzt werden. Nach einigen Vereinfachungen erhélt man:

d; = cosy €1 +sinyy e, . (F.19)

Direktorparametrisierung im System €, Der Direktor liegt nun in der neu erzeug-
ten (&1, &;)-Ebene, der Aquatorebene des Koordinatensystems. Von dieser Ebene aus
ziahlen die Koordinaten (7, ). Dazu wird als erste Koordinate der Winkel ) eingefiihrt,
der zunidchst dem Winkel ;' entsprechen soll [vgl. Abb. (F.4)]. Dies bedeutet in For-
meln ausgedriickt 7 := );'. Mit dieser Definition ergibt sich der Direktor zu:

L =cosne; +sinne, . (F.20)

Im Laufe der Deformation dndern sich Lage und Dierktorstellung. Dies bedeutet ins-
besondere fiir den Direktor, dal dieser nicht mehr in der (e;, €;)-Ebene liegt. Das

sin ¢y, cos Yy sin ¢} sin Yy cos @y

(F.14)



137

Aquatorebene

d

Abbildung F.4: Direktordarstellung nach der Transformation

so enstandene Problem der Direktordarstellung 1d6t sich aber 16sen, indem man ei-
ne zusitzliche Koordinate ¢ einfiihrt, die den Winkel zwischen der (e, €;)-Ebene und
dem Direktor angibt. Vor der Belastung gilt demnach £ = 0. Die Darstellung des Di-
rektors nach einer Belastung 14t sich wieder einfach aus Abb. (F.5) ablesen:

» =cosncos§ e +sinncos ey +sinée; . (F.21)

Abbildung E.5: Direktordarstellung nach der Transformation und einer Belastung

Es sei darauf hingewiesen, dall die Koordinaten 7 und & nach der Belastung erst durch
eine NEWTON Iteration, d.h. durch eine Losung des globalen Gleichungssystems, be-
stimmt werden miissen.
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Riicktransformation des Direktors Die Darstellung des Direktors im globalkarte-
sischen Koordinatensystem nach dem Lastschritt n lautete:

& = COS (), cOS1;. €1 + cos ). sin Yy es + sinyy e; . (F22)
Im System é;, gilt am Ende des neuen Lastschritts n+1:
dZH = cosncosé e +sinncosé e +siné e . (F.23)

Ziel ist es nun, einen Zusammenhang zwischen den Koordinaten 7, £ (die ja bekannt

sind) und den Koordinaten ¢;"**,7*! (die noch nicht bekannt sind) herzustellen.

Multipliziert man Gl. (F.23) mit e; und mit e; und dividiert die Ergebnisse, so folgt
n+1 X

n+1 k€2
= arctan [ ———— | , F.24
g <dZ“ : el) ( )

Fiir den Winkel ¢}, ergibt sich entsprechend
QOZH = arcsin (dZJrl . e3) ) (F.25)

Mit den Glg. (F.24) und (F.25) kann die Riicktransformation am Ende des neuen Last-
schritts n+/ angegeben werden.



Anhang G

RODRIGUES Darstellung mit
Einsdirektoren

Es soll kurz erlautert werden, auf welche Weise BETSCH ET AL. in ihrer Beschrei-
bung der zweiparametrigen Direktorformulierung die Darstellung der Direktoren iiber
den RODRIGUES Vektor konkret umsetzen. Zunichst werden einige Abkiirzungen de-
finiert, die sich an BETSCH, MENZEL & STEIN (1998) anlehnen.

e Q stellt einen Drehtensor oder Versor als KnotengroBe dar; es gilt Q - Q7 = 1.
Der Index n ist fortgelassen.

e 0 bezeichnet den RODRIGUES Vektor.
e ¢, ist die globalkartesische Basis.

e t bezeichnet den Direktor am Knoten n. Der Einfachheit halber ist der Knoten-
index fortgelassen.

e Das Symbol A(...) kennzeichnet die erste Ableitung und das Symbol JA(. . .)
die zweite Ableitung von (. ..) im Sinne des vollstandigen Differentials.

Grundgedanke ist es, den Knotendirektor iiber einen Knotenversor darzustellen als
t=Q-e;, (G.1)
wobel Q die Darstellung
Q(#) =cosf1l+ (1 —cosf)non+sinf (n x 1) (G.2)
besitzt und entsprechend wihrend der Berechung aktualisiert werden mul3. Hierbei gilt
6 =0n. (G.3)
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t

€3

Abbildung G.1: Ebene Drehung des Direktors

n gibt dabei die Drehachse an, d.h n - n = 1. § kennzeichnet den Winkel der Dre-
hung. Im nullten Iterationsschritt bzw. in der Referenzkonfiguration ist n eine raumfe-
ste Achse. Man untersucht nun eine ebene Drehung gemif3 Abb. (G.1). Wie ermittelt
man den Vektor 6 in Gl. (G.3), wenn der Knotendirektor t der Referenzkonfiguration
in der globalkartesischen Basis e gegeben ist?

Da nur die Richtung von t interessiert und nicht der Angriffspunkt, kann man z.B.
ansetzen

ez X t

n=-———. (G4)
les > ¢
Somit ist die Achse der Drehung bestimmt. Den Drehwinkel bestimmt man aus
cos =e3-t. (G.5)

Ist nun fiir t die Parametrisierung durch die Lidngen- und Breitenkreise (v, ) gegeben,
erhilt man zunichst!

cOS 1) oS —sin ) cos ¢
t= sin ¢ cos ¢ = es X t= cos 1 cos ¢ ) (G.6)
sin ¢ 0

Damit ergibt sich der RODRIGUES Vektor als

—siny
0 = arccos(sin @) cos . (G.7)
0

Der Versor nach GI. (G.2) ist damit in der Referenzkonfiguration fiir jeden Knoten in
Abhingigkeit der Paramter ¢, ¢ bestimmt. Die Darstellung in GI. (G.7) nimmt Bezug
auf die globalkartesische Basis e;. Nun werden noch die Ableitungen des RODRIGUES

"Ublicherweise wihlte man ¢ =: 3 — ¢ e ¢ = 5 — p,so daB sich die Gl. (G.7) entsprechend
vereinfachte. Hier wird jedoch die durch die Einfiihrung der Winkel nach Abschnitt 4.2.11 gewihlte
Parametrisierung beibehalten.



141

Vektors angegeben. Mit dem Symbol A wird in Anlehnung an BETSCH ET AL. die
erste Ableitung® von @ bezeichnet:

Af; = siny Ap — arccos(sin @) cos ) Ay (G.8)
Afy = —cosy Ap — arccos(sin ) sin ) Ay (G.9)

Die Glg. (G.8) und (G.9) beziehen sich ebenfalls auf die Basis ey.

At bzw. die 1. Ableitung ds Direktors Mit dem Drehtensor nach Gl. (G.2) kann
man auch das gesamte Referenzdreibein e an jeden Knoten transformieren. Damit
erhilt man eine Knotenorthonormalbasis (t,, t) - siche BETSCH, MENZEL & STEIN
(1998) - durch

to = Q-e, (G.10)
t = Q-e;3. (G.11)

Somit ergibt sich mittels (t,, t) die Darstellung des Differentials des RODRIGUES Vek-
tors als

AO = At + Abst . (G.12)

Hierbei ist der Ausdruck Af; zunichst noch unbestimmt, aber er wird auch nicht
benotigt. Zentraler Gedanke von BETSCH ET AL. ist es, in der Linearisierung die infi-
nitesimale Drehung anstatt durch die skalare Multiplikation mit dem Versor durch das
Kreuzprodukt mit dem RODRIGUES Drehdifferentialvektor zu ersetzen. Damit ergibt
sich:

At=AQ e;=A0 x t. (G.13)

Der Anteil Af; spielt wegen des Kreuzproduktes keine Rolle. Da nur t bzw. At phy-
sikalische Vektoren sind, darf man iiber die Richtung der Drehachse verfiigen und
Afs = 0 setzen. Es verbleibt

At = Af,t, X t . (G.14)
Mit den Abkiirzungen AT} = A6y bzw. AT, = —A#, lautet diese Darstellung
verkiirzt:

At = AT, t,, . (G.15)

AuBerdem 146t sich Gl. (G.3) noch umschreiben. t x Gl. (G.13) liefert fiir die Inkre-
mente von 6:

AO =t x At fir Afs =0, (G.16)

Mit Gl. (G.15) sind infolge der inkrementellen Drehvektoren auch inkrementelle Dreh-
tensoren angebbar (AQ = A8 x 1); der Rechenablauf ist in Tab. (G.1) angegeben.

*Man beachte [arccos(sin )], = —1.
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0At bzw. die 2. Ableitung des Direktors Die zweite Ableitung wird fiir das NEW-
TON Verfahren benétigt. Die Bezeichung ist mit At wiederum an BETSCH ET AL.
angelehnt. Die Idee ist es, den Direktor t in einer weiter gedrehten Lage t auf die Basis
(ta,t) zu beziehen

t=1t,t,+1t. (G.17)

und die beiden Komponenten ,, als generalisierte Drehkoordinaten zu betrachten. In-
folge der Nebenbedingung t - t = 1 ist die Komponente ¢ eine Funktion der ¢,. Bildet
man jetzt die Ableitungen At und 0At - bei festgehaltener Basis (t,, t) - und fiihrt
in der Lage t = t, d.h. t = 1, die Benennung At := At und §At := JAt ein, dann
ergibt sich
At = O[AT,t,]

= J0[AT,Q - e,]

= AT,0Q e,

= AT,00 x t,

= AT,05ts x t,

= (ATi(—)00s + AT560,)t

= AT, 0T,t (G.18)
Das bedeutet zugleich, daB die Drehungen 66 und Af um die gleiche Achse erfolgen;
damit wird 60 = 00sts. Eine beliebige nachgeschaltete Drehung 66 muf im allge-

meinen nicht parallel zu A@ sein, so dal Gl. (G.18) nur fiir diesen Spezialfall giiltig
ist.

Schema Fiir das Direktor- bzw. Versorupdate ergibt sich dann das folgende Schema:

Startwerte: | AT, gemiB Gl. (G.8) bzw. (G.9)

Q(6)" gemiB Gl. (G.2) und (G.7)

1. Schritt: | Direktorinkremente gema8 Gl. (G.15)

At = AT t, = AT, Q - e,

2. Schritt Inkremente des Drehvektors nach GI. (G.16)
A =t x At

3. Schritt Inkrementeller Drehtensor AQ nach Gl. (G.2)
0% = A0, n = &

AQ = cos 0?1 + (1 —cos#*)non +sind> (n x 1)
4. Schritt Update des Drehtensors

Qk+1 — AQ . Qk

Tabelle G.1: Update des Drehtensors nach BETSCH, MENZEL & STEIN (1998)
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Sonderfall t = e; Definitionsgemil versagt Gl. (G.4) fiir den Fall, dal der Direktor
in e3-Richtung weist. In diesem Fall wihlt man stattdessen t als bild von e-

t
ni= 27 (G.19)
le2 x t]]
Analog zu Gl. (G.7) erhilt man
90— arccos(sin 1 cos @) SHSSD (G.20)
a2 2 2 ' '
\/sm @ + cos? p cos? P — costhcos

Die Ableitungen sind dann entsprechend zu bilden.
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Anhang H

Symbolverzeichnis

H.1 Lateinische Symbole

Symbol | Beschreibung Gl. Seite
A dulere Arbeit 2.29 10
A’ innere Arbeit 2.29 10
a Plattenabmessung - 17
- Seitenverhiltnis der Elementldngen - 60
a Knotenfreiwerte - 46
a, Knotenfreiwerte des Elements - 57
b Plattenabmessung - 82
b Komponenten von B - 9
B Haupttensor 23 6
Bogmn Biegematrix des Viereckselements 4114 | 74
Boemn Biegematrix des Dreieckselements 4136 | 74
b* duBere Kraftdichte 422 45
B Tensor der inversen plastischen Dehnungen 3.30 27
C rechter CAUCHY Verzerrungstensor (3D) 3.8 24
C Materialtetrade 3.7 23
Ce elastischer rechter CAUCHY Tensor 3.27 27
C plastischer rechter CAUCHY Tensor 3.28 27
CcK VOIGT Notation von C fiir KAPPUS Material 4.35 47
cy VoiGTNotation von C fiir NEO-HOOKE Material 4.46 50
C, rechter CAUCHY Verzerrungstensor (2D) 3.16 25
Copys planare Komponenten von C - 123
Cijri Komponenten von C - 123
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Symbol | Beschreibung Gl. Seite
(3333 Komponente von C C.1 123
Cin DKT-Anteile der Neigungsinterpolation 4.95 68
Cin DKT-Anteile der Neigungsinterpolation 4.96 68
Cmn Ansatzkonstanten 2.56 16
Co beliebiger 2D-Vektor A.l6 | 119
D Verzerrungsmatrix 4.42 50
D, Referenzknotendirektoren - 41
d Direktor der aktuellen Lage 2.2 6
d, aktuelle Knotendirektoren - 41
D; Komponenten von D 4.87 66
d; Komponenten von d 4.88 66
dA aktuelles Flachendifferential A.18 | 119
dA, Referenzflichendifferential A.19 119
dAr Flichendifferential der unteren Laibung - 11
dAY Fliachendifferential der oberen Laibung - 11
dn Differential des Normalenvektors - 118
ds Betrag des differentiellen Linienelements A3 117
dv Volumendifferential A.13 | 118
E Elastizitdtsmodul - 17
e Zusammendriickung - 16
e Eigenvektor 4.68 58
e; global kartesische Basis - 6
c; lokale Orthonormalbasis 4.12 43
€; gegeniiber e; gedrehte Basis 4.73 64
é; gegeniiber e; gedrehte Basis - 66
E 3D-GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensor 2.7 7
E, 2D-GREEN-LAGRANGE Verzerrungstensor 2.8 7
E* kompatibler GREEN-LAGRANGE Tensor 4.20 45
E enhanced GREEN-LAGRANGE Tensor 4.20 45
E,’ GREEN-LAGRANGE Membranverzerrung 2.9 8
E,' GREEN-LAGRANGE Biegeverzerrung 2.9 8
E, GREEN-LAGRANGE Schubverzerrung 2.12 8
E;; GREEN-LAGRANGE Dickenverzerrung 2.13 8
EA Dehnsteifigkeit des Stabes - 82
El Biegesteifigkeit des ebenen Balkens 4.70 60
El, Biegesteifigkeit des raumlichen Balkens 5.1 85
ET, Biegesteifigkeit des raumlichen Balkens 5.2 86
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Symbol | Beschreibung Gl. Seite
F Deformationsgradient - 6
F Deformationsgradient aus Ref.-Koord. . 497-| 69
F, planarer Deformationsgradient 2.6 7
F, Elementfehlkraftvektor 4.44 50
Fe elastischer Deformationsgradient - 27
F plastischer Deformationsgradient - 27
FEu resultierende Kraft (EULER) - 13
F2PE | resultierende Kraft (2. PIOLA-KIRCHHOFF) - 13
| D Systemfehlkraftvektor - 53
G Gleitmodul - 23
Gij Komponenten von B-C-1 3.48 9
Gap kovariante Metrik der Referenz 2.15 9
G~ kontravariante Basis der Referenz 24 6
Gos kontravariante Metrik der Referenz 2.15 9
GA; Schubsteifigkeit des Balkens - 84
g Konsistenzbedingung 3.33 28
g det go5 (im Anhang) AS 117
g, kovariante Basis A2 117
g“ kontravariante Basis A8 118
gr kovariante Basis im Schalenraum - 38
Jop3 kovariante Metrik A4 117
H mittlere Kriimmung, Invariante von B - 118
h Dickenabmessung 2.1 5
I Einstensor 4. Stufe 3.7 23
1,7, k,l | Index des Wertevorrats 1,...,3 3.48 32
J \/det Gop im GAUSS Punkt 454 | 48
Jo \/det Gop in der Elementmitte 454 | 48
K GAUsssche Kriimmung, Invariante von B - 118
Kp Plattenbiegesteifigkeit - 16
K. Elementsteifigkeitsmatrix 4.45 50
Keiu lineare Elementsteifigkeitsmatrix 4.61 54
K, geometrische Elementsteifigkeitsmatrix 4.62 54
K, interne Steifigkeitsmatrix der o 4.50 50
Kys Systemteifigkeitsmatrix - 53
l Plattenabmessung - 82
L Koppelungsmatrix 4.42 50
L,(&,m) | Dreiecksansatzfunktionen 4115 | 75
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Symbol | Beschreibung Gl. Seite
M Momententensor (in Kap. 2) - 13
M Ansitze der EAS-Verzerrungen (nicht in Kap. 2) 4.38 47
Mp Randmomente - 11
M,, Plattentorsionsmoment - 88
m,n Knotenindizes (1,...3 oder 4) - 41
mes Biegemomentkomponenten 2.26 10
Mg kartesische Biegemomentkomponenten - 16
M physikalische Biegemomentkomponenten 241 13
Ny Anzahl der Elemente - 84
N, (&,m) | bilineare Ansatzfunktionen im Einheitsviereck 4.1 41
Ny (&€,m) | quadratische Seitenmittenansitze im Einheitsviereck | 4.95 68
n Normale der Referenz 2.1 5
P duBere Kraft (nicht im Anhang) - 59
P 1. PIOLA-KIRCHHOFF Tensor (im Anhang) - 119
P duBere Kraft - 59
Py, Knicklast des ebenen Balkens in [N] 4.70 60
P Knicklast des rdumlichen Balkens in [N] 5.1 85
Pz Knicklast des rdumlichen Balkens in [V] 5.2 86
P~ eingeprigte Kraft 4.22 45
Pr Randkréfte - 11
Phr kritische Drucklast in [£] 257 | 16
Dn Last in physikalischer Normalenrichtung 241 13
pt Last auf untere Laibung - 11
pY Last auf obere Laibung - 11
Po auf die Mittelfliche wirkende Drucklast - 11
P1 den Direktor drehende/stauchende Drucklast - 11
Q Querkrafttensor (in Kap. 2) - 13
Q Drehtensor (in Kap. 4.2.9) 4.73 64
Q" Drehtensor bzgl. Achse n (im Anhang) - 131
Q“ Querkraftkomponenten 2.27 10
Qij Komponenten von Q 4.74 64
Qg?) Komponenten von Q™ - 131
q Drucklast - 16
q Volumenlast - 11
R Referenzmittelflache (nicht Kap. 4.2.3) 2.1 5
R Elementknotenrifte (in Kap. 4.2.3) 4.34 46
R Elementknotenrifte infolge o 4.34 46
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Symbol | Beschreibung Gl. Seite
R, Knotenlage der Referenz - 41
r Mittelflache der aktuellen Lage 2.2 6
r, aktuelle Knotenlage - 41
S 2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor (3D) 2.23 9
S, 2. PIOLA-KIRCHHOFF Spannungstensor (2D) 3.14 25
s’ Spannungsdeviator - 27
Sy, Referenzseitenvektor - 41
sy bezogener Referenzseitenvektor 4.107 | 68
0 Dreiecksseiteneinheitsvektor - 77
s Komponenten von s? 4.131 | 78
S, 2. Invariante des Spannungsdeviators - 27
T EULER-Spannungstensor - 9
t Membrankrafttensor in VOIGT-Notation 4.35 47
tos Membrankraftkomponenten 2.25 10
te8 Membrankraftkomponenten im Schalenraum 2.32 11
t Plattenabmessung - 82
t3 transversale Normalkraftkomponente 2.28 10
tn physikalische transversale Normalkraftkomponente | 2.41 13
u Verschiebungsvektor 4.20 45
U Balkenldngsverschiebung 2.62 18
Ug planare Verschiebungen - 15
|14 Forménderungsenergie 3.1 22
W spezifische Forméanderungsenergie 4.21 45
w transversale Verschiebung - 15
X; global kartesische Koordinaten - 15
Xin Koordinate ¢ am Knoten n 4120 | 75
X global kartesische Balkenkoordinate 2.62 18
X Ortsvektor der Referenz 2.1 5
X Ortsvektor der aktuellen Lage 2.2 g
Y FlieBspannung des verfestigenden Materials 3.44 31
Yo FlieBspannung zu Beginn der plastischen Dehnung 3.44 31
Y FlieBdehnung 3.33 28
Yo AnfangsflieBdehnung des verfestigenden Materials | 3.37 28
Z Shiftertensor - 38




150 ANHANG H. SYMBOLVERZEICHNIS

H.2 Griechische Symbole

Symbol | Beschreibung Gl Seite
a, 3,7 | Index des Wertevorrats 1, 2 - 5
« Elementfreiwerte (enhanced) - 46
ay Komponenten von - 47
o Kennzeichen virtueller GroBen - 9
dij Kroneckersymbol - 32
Aa Inkremente von a 4.65 54
Aa Inkremente von o 4.65 54
AP Inkremente von P - 59
) planarer Einstensor 2. Stufe 2.3 6
T CHRISTOFFEL-Symbole 2. Art - 13
0 Balkenneigewinkel 2.62 18
r Referenzneigungen der Schale 4.94 68
~ aktuelle Neigungen der Schale 4.94 68
Yo Neigungskomponenten - 15
Iy Komponenten von I' 4.95 68
Vi Komponenten von =~ 4.96 68
Lin Knotenneigungen gegeniiber mittl. Elementebene | 4.95 68
Yin Knotenneigungen gegeniiber mittl. Elementebene | 4.96 68
[ VOIGT Notation von E* 4.47 47
€ VOIGT Notation von E 4.47 47
€af3 Komponenten von E, 2.15 9
€ap" Komponenten von E,° 4.18 44
€ij Komponenten von E 2.30 11
€30, Komponenten von E | 2.17 9
€33 Komponenten von E3;3 2.18 9
¢ materielle Koordinate 2.1 5
¢ Breitengrad (nur in 4.2.10) 4.92 67
i Elementkoordinate 4120 | 75
Y13 akt. Seitenbiegewinkel in 1-Ri. am Knoten 3 - 72
i akt. Seitenbiegewinkel in 1-Ri. am Knoten 4 - 72
013 Referenzseitenbiegewinkel in 1-Ri. am Knoten 3 | - 72
014 Referenzseitenbiegewinkel in 1-Ri. am Knoten 4 | - 72
Kag Komponenten von E,! 2.16 9



H.2. GRIECHISCHE SYMBOLE

Symbol | Beschreibung Gl Seite
A Materialparameter - 23
A Materialparameter - 24
A Materialparameter - 25
W Materialparameter - 23
i Materialparameter - 25
e Eigenwerte von Q - 65
v Querkontraktionszahl - 17
& Elementkoordinate 4121 | 75
II Potential 4.19 45
11, inneres Potential 4.19 45
I, duleres Potential 4.19 45
W Potential nach HU-WASHIZU 4.19 45
p Dichte des Materials in der Referenz - 28
on Parameter der EULER-Darstellung 4.82 65
P EULER Vektor 4.82 65
P, Parameter der EULER Darstellung 4.82 65
o VOIGT Notation von S 4.48 51
o Komponenten von S 2.23 9
o Komponenten von S 2.30 11
&36 Komponenten von S in der Mittelfliche 2.24 10
5o Komponenten von S im Schalenraum 2.24 10
A Komponenten von S 2.23 9
33 Komponenten von S 2.23 9
ol Biegespannung (EULER) - 13
On transversale Normalspannung - 14
o2 PK | Biegespannung (2. PIOLA-KIRCHHOFF) - 13
oy FlieBspannung 3.37 28
T Eigenwert von K, 4.68 58
% akkumulierte plastische Dehnung 3.45 31
P tiberlagerter Drehtensor - 131
D5 Komponenten von ¢ - 131
%, akkumul. plast. Forménderung 3.45 31
% Drehwinkel (nicht Kap. 4.2.10) - 64
% aktueller Breitengrad (in Kap. 4.2.10) 4.88 66
Yo Referenz-Breitengrad (in Kap. 4.2.10) 4.88 66
724l Breitengrad am Knoten k bei Laststufe n - 129
P RODRIGUES Vektor 4.76 64
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Symbol | Beschreibung Gl Seite
(0 aktueller Langengrad (in Kap. 4.2.10) 4.87 66
Yo Referenz-Lingengrad (in Kap. 4.2.10) 4.87 66
I Lingengrad am Knoten k bei Laststufe n - 129
w LAGRANGE Parameter des Radial-Return - 30
Wg Sonderfall des LAGRANGE Parameters 3.67 34
wr Sonderfall des LAGRANGE Parameters 3.64 34




H.3. SONSTIGE SYMBOLE

H.3 Sonstige Symbole

Symbol | Beschreibung Gl. Seite
A FlieBflichenabstand im Dehnungsraum 338 | 29
L Sattelpunktproblem des Radial-Return 3.39 30
1 Einstensor 2. Stufe - 7
o dyadisches Produkt - 7
inneres Produkt - 6
X duBeres Produkt 4.75 65
()T Transponierte von (.) 2.7 7
\Y 3D-Nablaoperator 23 6
Vs 2D-Nablaoperator 23 6
(\) ‘a kovariante Ableitung von (.) nach ¢* Al6| 6
(). partielle Ableitung von (.) nach ¢ 2.15 6
()4 (.) im alten Lastschrit des Radial-Return | - 29
()N (.) im neuen Lastschrit des Radial-Return | - 29
) (.) ist eine schiefsymmetrische GroBe 477 | 64
2D zweidimensional -
3D dreidimensional -
AKF aktuelle Lage - 3
ANS assumed natural strain method - 3
DKT discret KIRCHHOFF theory - 4
DSG discrete shear gap method - 4
EAS enhanced assumed strain method - 3
ESZ ebener Spannungszustand - 3
RKF Referenzkonfiguration - 3
ZKF Zwischenkonfiguration - 3
Gl. Gleichung - -
Gln. Gleichungen - -
TOL Toleranz einer Norm - 54
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