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Введение 

Работа посвящена исследованию аналитических свойств специальных 

классов матрично-значных функций методами теории операторов. 

Пусть С — неванлинновская п х п матрично-значная функция, т.е. 

(С. кусочно-голоморфна, задана на множестве С \ В, где символами С 

и В обозначено множество комплексных и вещественных чисел, соот- 

ветственно, С является В-симметричной функцией: С(Л) = С(^)*, и 

(2)-К(С(^) — С(^)*) > 0 при всех Ас Пал > 0. Известно (ем. [18], 
что такая функция С’ допускает представление 

  

      

  

      

  

      

СА) = 5+ Гл (1+ А?) (А — ЛГ, (0.1) 

где А — самосопряженный оператор или самосопряженное линейное от- 

ношение в гильбертовом пространстве ©, Г — ограниченный оператор из 

С`вКио — симметрическая п х п матрица; при этом представление 

(0.1) может быть выбрано минимальным, т.е. 

К = врав { (Л (1+ Л?) (А )- Г) | Е С". 

Другими словами: С может быть записана как @-функция соответству- 
ющая некоторому самосопряженному расширению симметрического ли- 
нейного отношения (см. [13]|). Минимальное представление определяет 
линейный оператор или линейное отношение А с точностью до уни- 

тарной эквивалентности. С другой стороны, любая функция, допуска- 

ющая представление (0.1) (даже без условия минимальности) является 
неванлинновской. Подобное представление допускают также обобщен- 

ные функции Неванлинны (см. [14], [5] ) и дефинизируемые функции (см.



[9]). Как оказалось, при изучении функций упомянутых классов клю- 

чевую роль играют спектральные свойства соответствующих линейных 

операторов или линейных отношений. В то же время, теория этих функ- 

циональных классов находит важные приложения в спектральной тео- 

рии операторов. 

Основным объектом изучения в нашей работы являются локально 

обобщенные функции Неванлинны и локально дефинизируемые функ- 

ции со значениями во множестве п, Хх п матриц (см. ниже Определение 

1.5). Для функций этих классов существует представление, аналогичное 

(0.1) (см. [11]), т.е., представление в виде О-функции специального клас- 
са симметрических операторов в пространстве Крейна. Локально дефи- 

низируемые операторы часто появляются при алгебраических операциях 

с дефинизируемыми и мероморфными функциями. 

Целью этой работы является доказательство того, что функция 

—(С(^))-' является локально дефинизируемой или локально обобщен- 
ной матрично-значной функцией Неванлинны, если С(Л) принадлежит 

тому же классу. Следует отметить, что у этого результата нет бесконеч- 

номерного операторного аналога (см. ниже Пример 2.1). Доказательство 

основных результатов основано на представлениях изучаемых матрип- 

функций через самосопряженные линейные отношения в пространстве 

Крейна и на теории возмущений для таких отношений. Мы также ис- 

следуем глобальный вариант Теоремы 2.5: обратная к дефинизируемой 

матрично-значной функции является дефинизируемой. В этом случае 

доказаны специальные свойства дефинизируемости (Теорема 2.2). 

В Разделе 3 основные результаты Раздела 2 применяются к исследо- 

ванию граничной задачи для симметрического оператора в пространстве 

Крейна, в которой собственное значение играет также роль параметра 

в граничных условиях. Описаны некоторые спектральные свойства гра- 

ничной задачи, а также построено такое самосопряженное в простран- 

стве Крейна линейное отношение В, имеющее локальную спектральную 

функцию, что решение граничной задачи выражается через компрессию 

его резольвенты. 

В Разделе 1 приведены необходимые определения и предваритель- 

ные результаты, используемые при получении основных результатов в 

Разделах 2 и 3.



1 Некоторые классы оператор-функций 

1.1. Обозначения для мероморфных оператор-функиий. Пусть @ — об- 

ласть в расширенной комплексной плоскости С, симметричная относи- 
тельно вещественной оси В и такая, что О ПЕ + 0 и пересечения 9+ = 

Оп СР и 07 = ОПС` с верхней и нижней полуплоскостями СТ и С7 

— односвязные множества. Мы не исключаем случаи @ = С (или, что 

    

            

  

    эквивалентно, В с 0) и =С. 
Всюду ниже (7 |.,:|) — сепарабельное пространство Крейна и (7) 

— множество линейных непрерывных операторов, действующих в Я (те- 
орию пространств Крейна см., напр., в [1]. Пусть 5 — В-симметричное 

подмножество в С, а } — скалярная функция и ЕЕ С(1) — операторно- 

значная функция, определенные на 5. Положим {*(=) := }(2), Е*(2) = 
Е(2)*, зЕ 5, где “+” обозначает сопряжение в пространстве Крейна. 

Через М(9\В, обозначается множество всех С(71)-значных кусочно- 
мероморфных функций Е, определенных на @ \ В, симметричных отно- 

  

  

      

  

      

  

      

  

      сительно В, т.е. Ё = Ё*. 

Если С Е М(9 \ В, 5), будем обозначать через Р(С; 0) объединение 
множества точек голоморфности С! в Я \ В и множества всех 2 Е 9 П 

В таких, что С может быть аналитически продолжена в 2 как из О*, 

так из ()`, и эти аналитические продолжения совпадают. Для краткости 

обозначим Р(С) := Р(С; С), если С Е М(С \ В, 2 (Т)). 
Напомним определение знака открытых подмножеств Ло С ОПВ 

относительно К-симметричной оператор-функции. 

  

      

  

      

  

      

  

      

  

    
  

  

      

  

    Определение 1.1. Пусть С Е М(О \ В, С). Открытое подмножество 
До множества (2 ПВ имеет положительный тит относительно С, если 

выполнены следующие условия: 

  

  

        

(1) в Ад нет точек сгущения невещественных полюсов С; 

(1) для каждого 1 Е и почти всех ие Ау \ {5}, 

Пи Е Ш [@(и-ю)т, т > 0; 

  

    (11) для каждого х Е ЯН и каждого компактного в В подмножества, 

Д, с Ду существует окрестность 4 (в С) множества А! такая, что 

  

т {№ [С(и+й)х, 1]: и ЕЙ ПС*} > — о.



  

    Открытое подмножество Ао множества О ПЕ имеет отрицательный тит 

относительно С, если оно положительного типа относительно —С'. Бу- 

дем говорить, что Ас имеет дефинитиный тит, если оно положительного 

или отрицательного типа. 

  

Эквивалентное описание множеств дефинитного типа см. в [10, Гешта 

3.8]. 

1.2. Предварительные сведения об обобщенных неванлинновских и 

дефинизируемых оператор-функциях. Функция С Е М(С \ В, (1) по 

определению — М№,.-функция с неотрицательным целым к, если ядро (2— 

С (С(2) - С<(©)*) имеет точно к отрицательных квадратов (см., напр., 
[16]), и в этом случае будем писать а © №.(2(Н)). Положим №М(Д(Н)) = 
(017 ^„(2(Н)). Функция из №(Д(Н)) называется С()-значной обобщен- 

ной функцией Неванлинны. 

Каждая обобщенная функция Неванлинны является дефинизируе- 

мой (|8, Ргороз!оп 2.5]) в следующем смысле. 

  

      

  

    Определение 1.2. Функция а Е М(С\ В, 2 (1)) называется дефинизи- 
руемой, если существует скалярная рациональная функция 7 такая, что 

тС есть сумма функции Неванлинны № и С()-значной рациональной 

функции ©, полюсы которой принадлежат Р(С): 

  

т(2)С (=) = М(2) + О(=) (1.1) 

для всех точек 2 Е С* Ц С` голоморфности функций М и О; здесь по 

определению рациональная оператор-функция — мероморфная оператор- 

функция в С. Функция г с вышеупомянутыми свойствами называется 

дефинизирующей функцией для С. 

  

      Подмножество в М(С\В, С(71()) всех дефинизируемых функций будем 
обозначать через 2(Д(7)). 

Для каждой дефинизируемой оператор-функции существует симмет- 

ричная дефинизирующая функция т: г = т* (см. [9, замечание после 

Рей 1от 1.1]). Далее мы приведем простые результаты о дефинизируе- 

мых оператор-функциях, необходимые в дальнейшем. 

Лемма 1.3. (1) Если а Е О(С(Т)) чл >ЕР(С), то для С существует 
дефинизирующая симметрическая функция т = т*, имеющая полюсы 
разве что в 20 Ч \.



ТоссвагаеЕ 

(2) Если а е О(С(Н)) иг = !* — дефинизирующая функция для С 

и все полюсы функции т принадлежат Р(С), то существует разложе- 

ние (1.1) функции т со свойствами упомянутыми в Определении 1.2, 

такое что дополнительно Р(С() © Р(М№), каждый полюс А функции 9 — 
полюс для т, и порядок полюса А функции т не меньше порядка полюса 

А для О. 

Доказательство. Утверждение (1) доказано в [9, Гетатпа 1.2]. Пусть вы- 
полнены условия (2) и пусть "С! = М-@ — разложение тС со свойствами, 

упомянутыми в Определении 1.2. 

Множество $ := В п (Р(С) \Р(№)) конечно. В самом деле, если неко- 
торая точка из $ не является полюсом для г, то она — полюс О. Поэтому 
5 содержится в объединении множеств полюсов функций ги О. Точки 

из $ — изолированные точки во множестве В \ Р(№). Отсюда, используя 
интегральное представление функций Неванлинны (см. (1.3) ниже), № 
может быть записана в виде 

  

      

  

      

№ = Ма + О», 

где №5) и @; — функции Неванлинны, 

Р(М№5)) = Р(№) 9$ 

и О; — рациональная оператор-функция с полюсами только в 5. 

Положив М := №5), @ := О Ох, имеем та = М+Ои 

ВПР(С) СР(№).   

      

  

      Точка Л Е ВПР(С)) — полюс функции гС' тогда и только тогда, когда А — 

полюс для @. Поскольку последнее выполнено и для ЛЕ (С\В)ПР(С), 
утверждение (2) доказано. О 

  

      

Дефинизируемые функции могут быть охарактеризованы своим по- 

ведением вблизи вещественной оси. 

Предложение 1.4 (см. [8], [9]). Функция < е М(С \ В, С(1)) дефи- 
низируема тогда и только тогда, когда она имеет не более конечного 
числа невещественных полюсов и выполнены, следующие условия: 

(1) существует постоянные т > 1 и М > 0 такие, что 

1С(2) | < Ма +)" [Ва 2” 
  

      для всех 2 из некоторой окрестности В в С.



  

    
  

(п) существует конечное множество е С В такое, что каждая связ- 

ная компонента множества В \ е имеет дефинитный тит, отно- 

сительно (. 

  

      

1.3. Локально дефинизируемые оператор-функиии. Основной объект 

этой стальи — мероморфные в О \ В функции, локально обладающие 

некоторыми свойствами обобщенных функций Неванлинны и дефинизи- 

руемых функций. 

Определение 1.5. Функция С Е М(® \ В, С) называется локально де- 
финизируемой в О, если для каждой области ©’ со свойством О’ С ©, она 

может быть записана как сумма двух функций С, Со) Е М(Я \ В, [): 

а = до+ Со), 

  

      

  

      

  

      

где Со — дефинизируемая функция, точнее, сужение дефинизируемой 

функции на &), а Со) голоморфна в Я’. 

Класс оператор-функций локально дефинизируемых в 4) обозначим 

через 2(9, 2(1)). 
Если выше выражение “Су — дефинизируемая оператор-функция” за- 

меним требованием принадлежности Со классу №,(0(Т)) при некотором 
к > 0 (возможно, зависящем от ©), будем говорить что С принадлежит 

классу №М(0, С(1()) локально обобщенных функций Неванлинны. 

Далее будем обозначать (С, 2(1)) = Б(С(Н)), М(С, (9) = МС), 
а если | = С”, то функции классов М(О\В, 2), 2(®, (50), №(©, (60), 
№. (С(Н)), р(К(Т)), ..., будут обозначаться также символами Мтх (© \ 
В), р”х"(0), №"х"(0), Миха, р"”", ..., соответственно. 

Из Определения 1.5 следует, что сумма двух функций из №(0, С(7Т)) 
также принадлежит №(0, (7 )). 

Ниже, в Предложении 1.6, мы дадим эквивалентное описание мно- 

жества локально дефинизируемых функций (см. [11, Ргороз! оп 2.10]). 

Отметим, что необходимость условий (1)-(й1) немедленно вытекает из 
Предложения 1.4. 

Предложение 1.6 ([11]). Функция С Е М(О \ В, 2) локально дефини- 
зируема в ® тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия: 

  

      

  

      

  

      

(1) в ОПС не существует, точек сгущения невещественных полюсов 

функции С;



  

    (1) для каждого замкнутого подмножества А с ОПВ существует 

такая его окрестность И С С и постоянные т > 1 и М > 0, что 

  
  

  

      1С(=)| < Ма+ 8 )”ва |", 2еИ\ В; 
  

    (11) для каждой точки А Е ОПВ существует такая связная окрест- 
ность Г) С В, что обе компоненты множества Гл \ {А} имеют дефи- 
нитный тит относительно С. 

  

  

    
  

Если { — конечномерное пространство, то класс локально обобщен- 

ных функций Неванлинны можно охарактеризовать следующим обра- 

зом. 

  

      Предложение 1.7. Пусть @ Е М(О \ В, ГД). 

(1) Если а Е №9, С(Н)), то условия (1)-(й1) Предложения 1.6 вы- 

полнены, с заменой выражения “дефинитного тита” на выражение 

“положительного тита” в условии (11). 

(2) Если ата М < со и С удовлетворяет условиям (1) -(и1) Предложе- 

ния 1.6 с заменой выражения “дефинитного тита” на выражение 

“положительного типа”, то С Е №9, С(Н)). 

Доказательство. (1) Пусть @ Е №9, (1). Поскольку каждая обоб- 
щенная функция Неванлинны дефинизируема (см. [8, Ртороя вол 2.5]), то 

аеЕО(О, (1)) и условия (1)-(й?) Предложения 1.6 выполнены. Пусть 
ЛЕЯПЕ. По Определению 1.5 можно записать С в виде а = Со + Со), 

где Сие №, (С (7 )) с некоторым к и функция Со) голоморфна в некото- 

рой окрестности в С точки Л. Допустим существование такой последова- 
тельности {Л} © О ПВ, Л, = Л, А, - „А, что А» не имеет окрестностей 

положительного типа относительно (т. Тогда это же верно, если мы за- 
меним С на С. Последнее противоречит включению Сто Е №,.(С(7)) (см. 
[11, Зесйоп 2.4]. 

  

      

  

    
  

(2) Пусть а Е О(Я, С(Н)) и условие (#1) Предложения 1.6 выполнено 
с заменой выражения “дефинитного типа” на выражение “положительно- 

го типа”. Пусть 9’ — В-симметричная область в С с теми же свойствами, 

чтои Я и 0/С О. Пусть Ао — объединение конечного числа связных от- 

  

      

    

        крытых подмножеств множества (2 П В такое, что 9’ ПВС Ау и каждая 

граничная точка ® связной компоненты в Ао приналежит некоторому 
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интервалу положительного типа относительно С’ и точка В либо явля- 

ется предельной для точек неголоморфности функции С' в До, либо ® — 

точка голоморфности функции (С. Согласно [11, Ртороя вот 2.11] суще- 

ствует разложение 

С — Ст + а + С, 

со следующими свойствами: 

(а) (1 Е 0([(Т)), С. голоморфна на С \ До, все граничные точки 
компонент множества Ас принадлежат интервалам положительно- 

го типа относительно Ст; 

  

(6) СЕ М(С, С(Н)) и С. локально голоморфна на (С \ 9) Ц В.       

  

      (с) Сз является В-симметричной ((7()-значной локально голоморфной 
на (9’\ В) 9 Ау функцией. 

  

      

Поэтому для каждой точки АЕ Ау существует такая окрестность Г) 

в В, что множество Гл \ {Л} имеет положительный тип относительно (1. 
Согласно [8, СогоЦПату 2.6], (1 — обобщенная функция Неванлинны. Так 

как (2 — рациональная матрично-значная функция, то и она является 

обобщенной функцией Неванлинны. Обозначив: Со := Ст + С2, @ (9) := 

Сз, и воспользовавшись Определением 1.5 применительно к {', СоиС(о), 

получаем Се №(9, 2(71)). 

  

      

0 

Нижеследующая теорема понадобится нам в разделе 2. 

Теорема 1.8. Пусть 1 — еще одно, кроме’, сепарабельное простран- 

ство Крейна. Пусть а1 Е 0(9, С(\!)), а = а", КиС = С* — мероморд- 

ные функции в О со значениями в С, С(Н, Ти) и С (ПЦ), соответственно. 
Тогда: 

(1) функция С, определенная формулой 

(2) := 9(®)К(&)"С(2)К(2) + С(2) 
  

    для всех точек 2 Е 9\В голоморфности а, К, Ст и С, является локально 

дефинизируемой в ©; 

(2) существует подмножество е С О ПЕ со свойствами: (а) е не 

имеет точек сгущения в (ПВ; (6) е содержит все расположенные в 

ПОПЕ полюсы и нули функции 4 и все полюсы функций К, С; (©) все 
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    связные компоненты множества (@ ПВ) \е имеют дефинитный тит, 
относительно @1 и а. Если значение фунцкции 4 положительно на 
связной компоненте 56 С (ОПВ) \е, то знаки типов множества 9 
относительно С и С совпадает, а если значение 4 отрицательно, то 
знаки типов д относительно Ст и 4 противоположны. 

  

  

      

  

    Доказательство. Сперва заметим, что С Е М(9\ В, С) и С удовлетво- 
ряет условиям (1), (й) Предложения 1.6. Для доказательства теоремы 

достаточно проверить утверждение, аналогичное (2), заменив © П В на 

  

  

  

  

    
  

произвольное связное открытое множество А! такое, что АА СОПВ. 

Пусть 9’ А, — область в С такая, что О’ С 9. Тогда функция С 

может быть записана в виде: 

С = бо-+ С, 

  

      где Со, Со) Е М(® \ В, С(71,)), Со дефинизируема, а Со) голоморфна в 

©’. Пусть 

т =М+ С), 

где г, Ми О как в (1.1) иги О не имеют невещественных полюсов (см. 
Лемму 1.3). Тогда 

С(2) =а(а)т (=) *К(#) (=) К(2) 
+ (=) (=) `К(2)*9(2)К(2) (1.2) 
+С(=)   

для всех 2 Е ©’ из пересечения областей голоморфности функций 4,7", 

К, КТиС. 

Пусть е — объединение множеств всех полюсов функций 4, К’, С', ину- 

лей функции г, расположенных в А1. Пусть ® Е А, \ (е 4 {с5}). Функция 
С! положительного типа (отрицательного типа) на связной компоненте 
множества А! \ (еЦ {со}), содержащей В, если т(®) > 0 (т(Ю) < 0, соот- 
ветственно); см. [9, Зесйоп 3.1]. Теорема будет доказана, если показать, 

что некоторая окрестность ® имеет положительный (отрицательный) 
тип относительно функции С’, если 9(®)т(®)-* > 0 (а(%)"(®)-' < 0), 
соответственно. 

Будем предполагать 9(®)"(®)-* > 0; случай а(®)т(®)-' < 0 рассмат- 
ривается аналогично. Сумма второго и третьего слагаемых в правой ча- 
сти (1.2) голоморфна в окрестности точки ®. Воспользуемся известным 
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(см.[19]) интегральным представлением операторной функции Неванн- 
линны: 

№(2) = АВЕ | (7 - гв) ау(0, (1.3) 

где А, В — ограниченные самосопряженные операторы, причем В > 0, а 

монотонно  неубывающая — оператор-функция ЖФ такова, что 
со 

Га+Р) ‘ах, < со для каждого х © Н1. Отсюда следует су- 
—со 

ществование такого ограниченного интервала (а, 0) с А, \ (е( {с}), 
цЕ (а, В) и неванлинновской функции Н: 

В 

Н(=) = [‹ — 2 ‘ау(®, (1.4) 

а 

что функция М-Н голоморфна в некоторой окрестности (в С) интервала 

(а, В). Отметим, что здесь У; — такая оператор-функция со значениями во 

множестве ограниченных самосопряженных операторов в (74, |, -]), что 

для а < В <Ь < Ви всех т Е Л имеет место неравенство [У(Н)х, 1] < 

[7(65)т, *], т.е., (ЛУН)х, м): < (ЛУ(Б)х, х)1, где Л, — фундаментальная 
симметрия пространства (711, |, |) и (-,:)1 := [Л1.,:]. 

Заметим, что в [а,В] существует такое не более, чем счетное под- 

множество и, что все функции & => (ЛУ(Ьт,х)1, х Е 1, непрерывны 

на [а, 6] \ . В самом деле, если предположить противное, то оператор 

умножения на независимую переменную в гильбертовом пространстве 
12([<, В], 1, ЛУ) классов эквивалентности 71-значных функций имел 

бы несчетную ортонормированную систему собственных векторов, что 
противоречит сепарабельности пространства [5(|а, 6], а, ЛУ). 

Теперь для доказательства теоремы достаточно проверить, что для 
каждого = > 0 интервал (® — &, 5 +=) с 6 - +8 с (а, 5) имеет 

положительный тип относительно 4% А^*НК, если функция 90:2 => 

а(=)т(=)-' положительна на интервале [® — 5, ® + &|. Покажем, что для 
каждого 1 Е /{ и некоторого достаточно малого %% > 0, 

Е {Та (49%(и- №)[К (и - ®“Н(и+)К(и+)х, 1]: 
1.5 

ШЕШ- = +=, О<о< о} > —ю. (1.5) 

10 
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Поскольку 

2 Пи 4%(и +) [К (и - №)*Н(и+®)К(и+)х,т| = | 
— 1 (4% (и + №) — 40 (и — №))[К (и - т Н(и+ о) К(и- ют, т] 

— 140 (и — ®)[(К(и- ют — Ки) )Ни-+ю)К(и+)т,х] (1.6) 

— 140 (и — №) [К (и +) (Н(и-+ п) - Н(и-ю))К(и-+ ю)т, 1]   
    

(и 

— 140 (и — [К (и) Н(и-1))(К(и +) - К(и-ю))т, 1], 

то из неравенства, 

шЁ {|| Н(и-+ю)||ч|: че -&0+{]} < © 

и аналитичности 4 и К на ® —5,Ю +{|, следует, что первый, второй 

и четвертый члены в правой части (1.6) ограничены на {и + №: иЕ 

[ю —=%-+=], Е (0, %0)} при некотором 0 

»0. 

240(и)Па [Н(и+)К(и + ш)х, Кит] 

— 1 (4% (и — №) — 4 (и))[К (и ют (Н(и+ 2) = Ни-®))К(и+)т,1. 

Первый член этого выражения неотрицателен и второй неотрицателен 

на указанном выше множестве точек и + ®. Это доказывает (1.5). 
Проверим что дляиЕ ю-=1-+&| \ш 

Е Ги (4(и + %)[К (и - ®ТН(и+)К(и-ю)х,т]) > 0. (1.7) 

Ниже мы пользуемся тем, что для каждого и Е Ш -=% +{| \ м все 

функции => [У(Ют, у] непрерывны в и. Поэтому 

Пт и Н(и + )т, у] = 0. 

Перепишем первый член справа в формуле (1.6) в виде 

—1(40(и + №) — %(и—№))х 

[Н(и- ®)((К(и +) — К(и)) + К (и))х, ((К(и-) — К(и)) + К(и))1|.   

Предел этого выражения при % | 0 равен нулю. Предел второго члена 

справа в формуле (1.6) при у | 0 совпадает с пределом при % | 0 выра- 

жения 

—140 (и — ®)[Н(и — ®)((К(и + 0) — К(и)) + К(и))х, -20К' (ит; 

Ш



ех1 

и поэтому тоже равен нулю. Аналогично и с четвертым членом. Так как 

—К(и+ и) (Н(и+ 0) —- Ни - ®))К(и + )т, 1] 

= 2 [Н(и + )К(и-+ т, К(и-+ ют] > 0, 

то нижний предел третьего члена справа в формуле (1.6) неотрицателен 

и (% —=% +=) имеет положительный тип относительно 9 ^*НК. ПП 

2 Обратные к локально дефинизируемым 

матрип-функциям 

Из определения класса №.(0(7)) следует, что @ Ее №,.(С(7)) влечет 

—аТ Ее М.(0(Н)), к = 0,1..... Следующий пример показывает, что 

эта импликация не верна, если №,(0(7)) заменить либо на класс де- 
финизируемых функций 0(0(7)), либо на класс локально обобщенных 
неванлинновских функций №(9, (1) при © # С. 

Пример 2.1. Пусть (7, (., .)) — бесконечномерное гильбертово простран- 

ство, а Аи В — ограниченные самосопряженные операторы, действую- 

щие в нем. Тогда оператор-функция Ё(=) := 2 А + В является В-симмет- 

рической и голоморфной в С, а потому принадлежит №(С, 2 (1)). В то же 

время функция ЁР(2) является дефинизируемой: в качестве дефинизиру- 

ющей может быть взята, например, функция 2 ++ 2(1 + #2) 1. Выберем 

  

      

  

А = Р, -Р_, где Р, иР. — взаимно дополняющие самосопряженные 

проекторы в Я: Р. +Р_ = 1 такие, что ата Р./ = со, а В = В. ФВ_, где 

В+ и В_ — самосопряженные операторы в Р.Я и Р_/, соответственно, 

со спектрами 9(—В.) = в(В_) = {т1': п = 1,2,..{0 {0}. 
Тогла —Е(2) 1 = —(2+ (Р. -Р.)(В. ФВ_))- ЦР, -Р.) — орто- 

гональная сумма функции Неванлинны 2 ++ —(В. +2)! и функции 

зн —(В_-— 2) 1, отрицание которой есть функция Неванлинны, и обе 

эти функции имеют полюсы в точках п", п = 1,2,.... Следовательно, 

—Е-1 не принадлежит О(С, 2(1)) и потому она не является дефинизи- 
руемой, и не принадлежит №(С, 2(1)). 

Ниже в этом разделе мы покажем, что для случая конечномерного 7, 

функция —С`' дефинизируема, локально дефинизируема или является 

локально обобщенной функцией Неванлинны одновременно с С. 

12



Теорема 2.2. Пусть С Е П"*”" и 4её С(=) = 0. Тогда -С7* Е О””". 

Более того, если 20 Е Р(С) ПР(С_') иг=т* — дефинизирующая для С 

рациональная функция степени т, имеющая полюсы только в 50 и о, 
то 

тт/2, если 20 % 29, 
СЕ М", тде м < (2.1) 

тт, если 20 = 20, 

тт, — если 50 = 2, 
"(-С Г) Е №", тде к < (2.2) 

2тт, если 20 = 20, 

и существует дефинизирующая для -<" рациональная функция вида 

97, где 9 = 9* — неотрицательная на В рациональная функция сте- 

пени не более кл. 

  

      

Доказательство. Пусть 20 и т такие, как во второй части теоремы. Су- 

ществование такой дефинизирующей функции т следует из Леммы 1.3, 

(1). По Лемме 1.3, (2), существует разложение гС' = М + О такое, что 

№е №^", Р(С) СР(М№), О имеет полюсы разве что в точках 20 и 20 и 

порядки этих полюсов для @ не выше, чем для т. 
Если 20 = 2, кратность полюса 20 для @ не выше ттт и потому 

9 Е №!" ск: < мтт (см. [9, Гепатва 3.4]). Если 20 = %, то 9 е №" с 
кл < ти (см. [9, Ргороз! оп 3.5]). В обоих случаях М + 9 = тС Е №," 
и, следовательно, имеет место (2.1). 

Поскольку 20 и 2 — точки голоморфности для т '((-С-"), то (см. 
[8, Доказательство РторозИЛоп 2.5, (3)|) получаем существование рацио- 

нальной дефинизирующей функции 4 для т (-< 9 степени к1 и такой, 

что 9 неотрицательно на В, д имеет полюсы разве что в точках 20 и 50 

и, по Лемме 1.3, (2), существует разложение 

97 '(-@ ) =М+О, 
где МЕ М№*" и рациональная матрично-значная функция О = О* имеет 

полюсы разве что в 20 и &. Поскольку 20, % Е Р(-С_'), то д" — де- 

финизирующая функция для —С`'. Это доказывает первое и последнее 

утверждения теоремы. 

Из условий эх, о Е Р(-С') и разложения функции 

т2(7(-=С-Т)) =т(=С7`) в сумму Е, + В, где функции Е, — голоморф- 

ная вблизи {20, 20} и Ё> — голоморфная вне некоторой окрестности то- 

чек {20, 2}, следует, что т(-С7") Е ти если 20 2 0 иг(-С А) Е 

№ п, если 20 = 20. Это доказывает (2.2). О 
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Теорема 2.3. Если а Е №*"(0) и 4её С(=) = 0 на множестве голо- 
морфности С, то —С7* Е №*"(0). 

Доказательство. 1. В случае @ = С это утверждение известно 

(см. [15, Ргороз! от 3.3]). Поэтому положим © 2 С. В этом случае без 

ограничения общности можно (и будем) считать, что со # О, 1Е ©, точ- 

ка 1 не является полюсом функция С и 4её С (1) 22 0: если это не так, то 

следует соответствующим образом преобразовать аргумент. 
Достаточно доказать теорему в случае, когда дополнительно к 4её ((#) = 

0 также 4её С"(1) = 0. В самом деле, предположим 4её С"(1) = 0. Тогда 

функция С Е №*"(0): С(=) = (1+ 22) (2) (см. Теорему 1.8, Предложе- 

ние 1.7) удовлетворяет условию 4её С'(@) = аеё (20) = (2)* 4её С) # 

0. Если доказано включение —С—1 Е №"*"(0), то из —С(=)-! = —(1+ 
22)С(>)-! мы также имеем —С—1 в №"*"(9). 

2. Предположим 4её С"(1) -^ 0. Пусть для каждого 1 = 1,2, 3, область 

2; является В-симметричной и ограниченной в С, причем область (;ПС> 

односвязна и 1 С 9, 5 С 91, 9; С 95, ЕЕ 03. Запишем С как сумму 

С = Си + Со, где Сие №," при некотором к > 0 и Со) голоморфна в 

1. 

Существуют пространство Понтрягина Ко с к_(Ко) = к < с©ю, само- 

сопряженное линейное отношение Ад в Ко с р(Ао) = Р(Со), оператор 
ГеЕД(С”", Ко) и симметрический оператор 5 Е С(С”) такие, что 

  

  

      

Саттао(2) = 5, + ГЕ {2 + (22 + 1) (А, — 7 Го, Е (Ад), 

(см. |5, ТБеогешт 1.1]). Из [11, ТВеогет 2.7| следует существование про- 
странства Крейна Ко), самосопряженного линейного отношения А(о) в 
Ко) с 5 С р(А()), оператора Го) Е С(С”, К(о)) и симметрического опе- 

ратора 50) Е С(С”) таких, что 

Со (2) = 50) + Ге + (2+1) (Ао) — 2) Го, ЕО. 

Рассмотрим пространство Крейна К := Кох Ко, Г := (Го Го) Е 

С(С”, К), 5 := 50 + 5). Если А — прямое произведение линейных отно- 

шений Аси А(0), то 

а = 9+ ге (22+ (А-А-ЦГ, ЕП рАо). 

Из 4её С"(2) 2 0 имеем 
Кег Г = {0}. (2.3) 
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Определим линейные отображения Г, Е С(С", К), Е р(А), формулой 

Г. := (1+ (2-(А-Э УГ. 

Непосредственно можно показать, что оператор-функция 

ан (А 2) - Г.С (а) Г (2.4) 

удовлетворяет резольвентному уравнению на {2 Е 95Пр(А): аеё С(2) = 

0}. Отсюда и поскольку функция (2.4) В-симметрична следует сущест- 

вование самосопряженного линейного отношения В в К такого, что 

  

      

{Е 05 Пр(А): 4е С(2) #0} с р(В) 

(В-)"'=(А- и - Г.С (2.5) 

для всех 2 Е 9. П р(А) с 4её С(>) = 0, в частности, для 2 = -—1. 
3. Пусть Во и Ро) — ортогональные проекторы в ^ с областями зна- 

чения Кох {0} и {0} Хх Ко), соответственно, и пусть Ео — спектральная 

функция Ао. Тогда для каждого открытого подмножества Ао множества 
0. ПВ, являющимся объединением конечного числа открытых интерва- 
лов таких, что определен проектор Ро(ДАо), разложение 

К — ЕК - (1 — ЕК С Е := Ео(До) ВБ 

приводит линейное отношение А и имеет место следующее: 

(а) ЕК — понтрягинское подпространство в К с конечным рангом от- 

рицалельности, 

(8) ‹(АП(ЕК)2) с о(А) П А, 

(7) о(АП ((1- Е)К)?2) с о(А) \ До. 

По определению оператора А имеем: 

0(А) п (0. \В) — конечное множество (2.6) 

с(А) п (0. \В) С ор ош( А); (2.7) 

15 
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здесь через орпогш(:) обозначено множество нормальных собственных 

значений (см. [6, $ 1.2]). Из [2, ТЪеогет 2.4] следует существование такого 
открытого подмножества А! множества (25 ПВ, являющегося объединени- 
ем конечного числа открытых интервалов, что 23 ПВ с Д,, А. С Я9.ПВ, 
и самосопряженного проектора Ё в ©, порождающего разложение 

К=ЕК + (1- РК, 

    

        
    

приводящее В и обладающее свойствами (@), (2), (7), упомянутыми вы- 

ше для В, А, Ао, замененными на Г, В, А!. В частности, в А! нет точек 

сгушения невещественного спектра В. Отсюда, принимая во внимание 
(2.5)-(2.7) и хорошо известный результат теории компактных возмуще- 

ний (см., например, [6, Лемма 1[.5.2]|), получаем, что множество 

с" := (0; \ В) по(В) 
  

      

конечно и содержится в Орошв(В). Поэтому соответствующий проек- 

тор Рисса-Данфорда Ё, являющийся самосопряженным, имеет конечный 
ранг. 

Поскольку (Е -+ Р)К — пространство Понтрягина с конечным рангом 

отрицательности, оператор-функция 

С\ (Ар оо) э=н> (В-Э-ЦЕ+Е) 

принадлежит №,(С(К)) при некотором к > 0. Следовательно, 

(зн (В) ') Е М(0%, (К). (2.8) 

Если 2 Е (93 \ В) пр(А) пр(В), то (2.5) влечет следующее соотношение: 

(=) : = (1- (2-9 (А-Я) (В- =)" (1- & +9 (А+Я”) 

(АРТ (АНЯ") = 

= (1- (#2-д(А-9")Г.(-6(2) ГЕ (1-2 +д(А+9”) = 

= Г(-С( Г. 

(2.9) 

Обозначим через Г’ отображение 1 ++ Гх, рассматриваемое как опера- 

тор в С(С”, гап Г). Пусть РЕ С(К,гап Г) — такой оператор, что Рх = х, 

1 Е гап Г. Тогда РГ = Г' и, учитывая (2.3), имеем 

ГРЫ З(Г”Р)+ = Г РГ(-С (Г (ГР) 
— в(а-, (2.10) 
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Соотношения (2.8), (2.9), (2.10), Предложение 1.7 и Теорема 1.8 влекут 
включение —С`' Е №*"(03). Поскольку Оз может быть выбрано так, 

что оно содержит произвольное заданное компактное подмножество из 
, то тем самым теорема доказана. 0 

Замечание 2.4. Пусть Е — обобщенная неванлинновская функция, тогда, 

Е`' также является обобщенной неванлинновской функцией и обе они 

допускают представление (0.1). В работе [17, Рторочвоп 2.1] приведена, 

конструкция, позволяющая выразить эти представления одно через дру- 

гое. Следует отметить, что это построение может быть распространено 

на более птирокий класс оператор-функций и использовано при альтер- 

нативном доказательстве второй части Теоремы 2.3. 

Теорема 2.5. Пусть С Е О””"(0) и аеё С(=) = 0 на области голоморф- 
ности С. Тогда —С7\ Е О"х"(9). 

Доказательство. Для дефинизируемой функции С, т.е. Я = С, утвер- 

ждение справедливо в силу Теоремы 2.2. Поэтому, как и при доказатель- 

стве Теоремы 2.3, мы полагаем со @ 9. 

Пусть О’ — ограниченная ®-симметричная область в С такая, что 

открытые множества @’ П С= односвязны и О’ С О. Запишем С в виде 

С = Со + Со), где Со — дефинизируемая функция и Со) голоморфна 

в О’. Пусть 9 = 9* — дефинизирующая функция для Со, т.е. 9Со имеет 

вид №М-Р, где № — функция Неванлинны и Р — рациональная мат- 

ричная функция. Тогда 9С = М+Р+ Со) Е №"”"(4') и по Теореме 2.3 

имеем —9` "27" Е М№”*"(0)). Так как №*"(9') с О”х"(0)), из Теоремы 
1.8 получаем -С`' е О””"(9)). Поскольку множество О’ может быть 
выбрано так, чтобы оно содержало заданное компактное подмножество 

множества (), то теорема доказана. С 

  

      

  

3 Приложение к абстрактной граничной задаче с соб- 

ственным параметром в граничных условиях 

Пусть (9, [., :|) — сепарабельное пространство Крейна и пусть 5’ — плот- 

но заданный замкнутый симметрический оператор в 9, допускающий 

самосопряженные расширения и А’ — одно из них. Предположим 

4 2(А’/Р(5) =: п < ©. (3.1) 
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Пусть (М, Го, Г.) — граничная тройка для 5* (см., например, [3]), т.е.  — 

гильбертово пространство с Ча Я = пи Го, Г! — линейные отображения 

2(57) в Н такие, что } => {Го}, Г.Г} =: Г} сюрьективно отображает 

2(5') нэ НФНи 

[51,9] — [1,579] = (ГУ, Год) — (Го, Г19), Л9еТ($"). (3.2) 

  

Предположим, что самосопряженное расширение Аз := 5*| Кег Го опе- 

ратора 5 имеет непустое множество регулярных точек. Оператор А! := 

5+|Кег Г, — также самосопряженное расптирение для 5. Соотношение 

(3.2) влечет непрерывность Го и Г! относительно топологии графика на 

(5+). Пусть 2 Е р(Ао). Положим Л/, := Кег(51 - 2). Тогда Го отобра- 
жает Л/, биективно на 7. Пусть 5(2) обозначает обратное отображение, 

рассматриваемое как оператор из 7 в 9, и пусть @ — функция Вейля 

граничной тройки (7, Го, Гл): 

9) = Г) (8.3) 
Тогда для 21, 22 Е р(Ао) имеем 

7(22) = (1+ (22 — 1) (Ао — 22) ")9 (аа) 

(2) — 9(=2)* = (а — 22) (5) (а). 

Пусть © то же, что в Разделе 1 и предположим, что 

сх 9 9. 

  

    Пусть задана функция т Е М”Х"(9 \ В). Для всех 2 Е Р(т; 0) рас- 

смотрим следующую “граничную задачу”: для заданного № Е 9 найти 

ТЕ Т(5*) такой, что 

  

(5 -ЭР=Р и ТГ РГ = О. (3.4) 

Определение 3.1. (см. |4, Рейшиоп 5]) Скажем, что 2 Е Р(т; 9) — регу- 
лярная точка задачи (3.4) и запишем 2 Е р(5*,Г, т), если для каждого 

ЙЕ 9 задача (3.4) имеет единственное решение } Е (5+). В этом случае 

линейное отображение № --> ] обозначим через А(2). 
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По теореме о замкнутом графике В(2) Е [() при каждом 2 Е 

Р(т; 0). 

Следующий хорошо известный результат описывает множество ре- 
гулярных точек задачи (3.4) и также семейство {А(2)} разрешающих 
операторов. 

Предложение 3.2 (|3]). Пусть Р(т; 9) П р(Ао) # 0 цле Р(т; 0) 
р(Ао). Тогда 20 Е р(5т,Г,т) тогда и только тогда, когда Аае(т(2о) 
0(2)) = 0. Это влечет открытость множества р(5\т,Г,т) п р(Ао 

Если 2 Е р(5\, Г, т) П р(Ао), то 

В(2) = (Ао 2)" 9(2)(т(2) + 9(2)) "98". (3.5) 

Теперь положим, что функция т локально дефинизируема в &). Тогда 

из результатов Разделов 1 и 2 получаем следующую теорему. 

Н 

+ 

). 

Теорема 3.3. Пусть 5 — плотно определенный замкнутый симметри- 

ческий оператор в пространстве Крейна 9, имеющий самосопряжен- 

ное расширение А’ ‘и удовлетворяющий условию (3.1). Предположим 

существование такой граничной тройки (НГо, Г.) для 51, что само- 

сопряженное расширение Аз оператора 5, задаваемого соотношением 

Р(Ао) = Кег Го, удовлетворяет условию 

с(А) ПОС в, пот( Ао). (3.6) 

Пусть т Е 0"”"(0) и предположим существование точки 

2 Е Р(т; 2) Пр(Ао) регулярной для задачи (3.4). Тогда справедливы, сле- 
дующие утверждения. 

(1) Множество всех невещественных точек голоморфности т, не яв- 
ляющиеся регулярными для (3.4), дискретно в 9 \В ив ОПВ нет 

точек сгущения этого множества. 

    

            

(2) Для каждой области ©’, 9’ С Я, с теми же свойствами как и 0, 

существуют, такие пространство Крейна (Я, [., |), содержащее 9 

как подпространство Крейна, и самосопряженное линейное отно- 
шение В в Я, локально дефинизируемое в ©’, что имеют место 

следующие соотношения: 

(1 Япр(4о) Пр(5*,Г,т) © р(В); 
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(1) Если Р — самосопряженный проектор в # с РЯ = 9, то 

В(=Р(В-Э ИЯ, Е О’Пр(5*,Г,т); 

(и) Если Е(-,В) — локальная спектральная функция для В, то 

для каждого интервала Ао, Ао С 9’П В, такого, что проек- 

тор Е(До, В) определен, 

      
  

Е(До, В)Я = зрап{(В — =) 'Е(До, ВВ: БЕЗ, Е р(В)}; (3.7) 

(1%) Если кроме & и В некоторая пара #, В удовлетворяет тем 

же свойствам, что и Я и В, то для каждого Ао как в (1) и 

такого, что также Е(До, В) определено, существует такой 

плотно определенный изометрический оператор И из Е(До, В)Я 

в Е (До, В) с плотной областью значений, что И(В-Л)-1 = 

(В- Л) 'От при ЛЕ р(В) п р(В), Е Е(Аь, В)Я. 

Доказательство. Из (3.6) следует, что функция © является мероморф- 

ной в О. Отсюда в силу Теоремы 1.8 имеем т + @ Е О"*"(0)). По пред- 

положению и по Предложению 3.2 функция 2 => ае (т(2) + О(2)) не 

равна тождественно нулю в Р(т; 2) П р(Ас). Следовательно, применима 
Теорема 2.5 и потому —(т-+О)-' Е 0”*"(9). Отсюда вытекает, что неве- 
щественные нули функции 2 =» 46% (т(2) + О(=)), сосредоточенные в 
Р(т; 0) п р(Ао), не могут иметь предельные точки во множестве 2 П В. 
Справедливость утверждения (1) теперь вытекает из Предложения 3.2. 

Предположим 1, —1 Е О’ для Я’ как в (2). Это не является огра- 

ничением. Так как в силу (3.6) функции 2 = (Ао - изн 
7(2)* мероморфны в ©, то по Теореме 1.8 функция В принадлежит 

2(0, (9)) (см. (3.5). По той же теореме 2 ++ #+ (1+ 2#2)В(2) при- 
надлежит 2(9, 2 ($)). Тогда из [11, ТВеогет 3.8] следует существование 
таких пространства Крейна Я, самосопряженного в Я локально дефини- 
зируемого в ’ линейного отношения В, оператора Л Е С(9, ), и огра- 

ниченного самосопряженного оператора 5 в 9, что имеет место (1) и при 
ЕО’ пр(Аь) П р(5*, Г, т): 

  

      

&+ (1+ =2)В (=) = 5+ А*(2+ (1+ =2)(В - Э79^л, (3.8) 

а также имеет место (#1) с (3.7) замененном на 

Е(До, В)Я = зрап{(В — 2) 'Е(До, ВУЛЬ: БЕЗ, 2 Е р(В)}. 
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Если в (3.8) положить 2 = 1, то получим 5 = ди А*Л = Г. Поэтому Л 

— изометрия из 9 в Яи ЛА* =: Р — самосопряженный проектор в Я с 

РЯ = Л®. Для доказательства (2) достаточно идентифицировать Л9 с 

У ик () применить [11, ТВеогем 3.6]. 
О 
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